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Resumo

Nesta dissertacao discutiremos sobre as Transformagoes de Backlund entre superficies
no espaco-tempo de Minkowski. Apresentaremos a versao classica da Transformacao de
Béacklund no Espaco Euclidiano e vamos generaliza-la para o Espago de Minkowski e analisar
suas propriedades. Mostraremos que existem andlogos, no Espaco de Minkowski do Teorema
de Backlund, Teorema de Integrabilidade, relacoes entre superficies e solugoes de equacoes
diferenciais parciais e existéncia de familia das solugdes, que foram obtidas por [15], [4], [10],
[11], [19] e [12].

Palavras-chave: Espaco-Tempo de Minkowski, Transformacao de Béacklund, Teorema

de Bécklund, Equacéo de sine-Gordon, Congruéncia Pseudo-Esférica.



Abstract

In this work we shall discuss about Béacklund’s Transformation in Minkowski Space-

Time. Our main goal is to establish, in Minkowski Space, the Euclidian classical results

such as Backlund’s Theorem, Integrability Conditions and their relation between existence of

surfaces related to Partial Differential Equations solutions, each one can be found in following
works [15], [4], [10], [11], [19] and [12].

Keywords: Minkowski Space-Time, Backlund’s Transformation, Pseudo-Spherical Con-

gruence, Backlund Transformation, Sine-Gordon equation.
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Introducao

Nesta dissertacao vamos discutir sobre a adaptacao do Teorema de Backlund para Espago-
Tempo de Minkowski e algumas de suas consequéncias.

Sabe-se, desde o século XIX, que a cada solucao da Equacao de sine-Gordon
Oy — Oy = Sina

faz-se corresponder a uma superficie em R3 com curvatura Gaussiana constante negativa.
Em 1875 [I] o Fisico-Matematico Albert Victor Backlund mostrou a existéncia de uma
transformagao entre superficies com curvatura Gaussiana negativa.

Usando tal transformacao, Backlund mostrou como obter uma hierarquia de solucoes da
equagao de sine-Gordon a partir de uma solugdo inicial. Esta técnica ganhou destaque no
século passado devido a importancia que a Equacao de sine-Gordon tem em varios ramos
da ciéncia, como em Fisica-Matematica, Sistemas Dinamicos Integraveis, Teoria dos Sélitons
e etc. De modo que esta transformacao, conhecida como Transformagao de Bécklund, se
tornou um tema classico.

A partir de 1905, com o surgimento da Teoria da Relatividade Restrita, o Espaco-Tempo
de Minkowski ficou em evidéncia. O que motivou a investigacdo da Geometria Diferencial
neste espaco, bem como o estudo de Superficies no Espaco-Tempo de Minkowski.

Neste contexto, surge a idéia de investigar se existe um andlogo a Transformacao de
Béacklund para superficies no Espaco-Tempo de Minkowski e ainda se tal transformacao per-
mite uma relacao entre solucoes de alguma equacao diferencial.

O Espaco-Tempo de Minkowski 3-dimensional é o conjunto R? munido da Métrica de

Lorentz

((z1,22,23), (Y1,Y2,¥3)) = T1y1 + T2y2 — T3Y3.

Esta métrica nao é necessariamente positiva definida e difere da Métrica Euclidiana, que ¢é

positiva definida, por um sinal no dltimo termo. As superficies no Espaco-Tempo de Min-



kowski sao ditas Tipo-Tempo, Tipo-Espaco ou Tipo-Luz dependendo da métrica induzida na
superficie ser indefinida e nao-degenerada, positiva definida ou degenerada respectivamente.

Em 1980 Louise V. McNertney em sua Tese de Doutorado [15] ” One-parameter families
of surfaces with constant curvature in Lorentz 3-space”, mostrou que existia um andlogo da
Transformacao de Bécklund para Superficies Tipo-Tempo com curvatura constante negativa
ou positiva. Mostrou ainda que tais superficies correspondiam as equacoes de sinh-Gordon

(age — vy = sinha) e Liouville (ay, = —3e72).

Consequentemente McNertney mostrou
como construir uma hierarquia de solugoes destas duas equagoes usando a Transformacao de
Backlund.

Em 1981 S. S. Chern no Artigo [4] ”Geometrical Interpretation of the Sinh-Gordon
Equation” mostrou uma técnica para corresponder Superficies Tipo-Espago ou Tipo-Tempo
com curvatura Gaussiana constante com as equacoes de Sin-Gordon e Sinh-Gordon. Do
mesmo modo, em 1985, H. Hesheng [I0] no Artigo ”The Constrution of Hyperbolic Surfaces
in 3 Dimensional Minkowski Space and Sinh-Laplace Equation”aplicou a técnica de Chern
e obteve superficies no Espago-Tempo de Minkowski que correspondiam com solucoes da
equacao de sine-Laplace (o, + ayy = sina) e Sinh-Laplace (agq + oy = sinh ).

Em 1990 Bennett Palmer [19] no Artigo ” Backlund transformations for surfaces in Min-
kowski space” mostrou como obter uma Transformacao de Béacklund que transforma uma
superficie Tipo-Espaco com curvatura Gaussiana negativa em outra superficie Tipo-Tempo
com curvatura Gaussiana negativa. Consequentemente mostrou como corresponder solugoes
da equacao de Sin-Laplace com solugoes da Sinh-Laplace.

Em 1997 C. Tian [21], no Artigo ” Backlund transformation on surfaces with K = —1 in
R21”  descreveu a Transformacdo de Biicklund entre superficies Tipo-Espaco com curvatura
constante negativa.

Por tltimo, em 2002 C. H. Gu, H. S. Hu e J. Inoguchi [12] no Artigo ” On time-like surfaces
of positive constant gaussian curvature and imaginary principals curvatures” mostraram como
obter a Transformacao de Backlund para superficies Tipo-Tempo cujas curvaturas principais
sao imaginarias. E ainda mostraram que, com tal Transformagado, é possivel obter uma
hierarquia de solugoes da equagao de cosh-Gordon (o, — ayy = cosh ).

Nesta dissertagao, baseada nas seis ultimas referéncias citadas acima, vamos mostrar
como as superficies nao-degeneradas com curvatura Gaussiana constante nao nulas estao
relacionadas com solucoes de certas Equacoes diferenciais parciais, ditas EDP’s Naturais.

Veremos que estas superficies podem ser classificadas por, ao todo, seis EDP’s Naturais.



Mostraremos como a Transformacao de Backlund pode ser generalizada para superficies
Nao Degeneradas no Espago-Tempo. E também, que estas Transformagoes ocorrem somente
entre superficies nao-degeneradas com curvatura constante nao nula quais correspondem exa-
tamente com as superficies classificadas via EDP’s Naturais.

Veremos que existem ao todo oito tipos de Transformacoes de Béacklund e mostraremos
como obter cada uma delas.

Neste texto temos também como objetivo, comparar os resultados obtidos entre o Espaco
Euclidiano e o Espago-Tempo de Minkowski, de modo que todas as defini¢bes e resultados
serao dados paralelamente para os dois casos, de modo que fique evidente as diferencas e
semelhancas em ambos os contextos.

Esperamos que este texto seja auto-contido, no sentido que as demonstragoes feitas depen-
dam somente de resultados basicos ou de resultados que tenhamos mostrado anteriormente.
Para isso incluimos os dois primeiros Capitulos nos quais introduziremos a Geometria Dife-
rencial no Espaco-Tempo de Minkowski e o conceito de Referencial Mével. Deste modo os
pré-requisitos a leitura deste texto sao conceitos de Algebra Linear e alguma familiaridade
com o conceito de Superficies em Geometria Diferencial.

No Capitulo [I] introduzimos a Geometria Diferencial no Espaco-Tempo de Minkowski.
Comegamos descrevendo como se comporta a Métrica de Lorentz e suas principais proprieda-
des. Em seguida trataremos de vetores e suas propriedades geométricas. Por 1ltimo traremos
o conceito de Superficies.

A principal ferramenta utilizada nos Artigos citados acima é o Método do Referencial
Mével, que foi desenvolvido no século passado pelo matematico francés Elie Joseph Cartan.
Introduziremos este método no Capitulo[2]no qual traremos o conceito de Formas Diferenciais
e a nocao de Referencial Mével no Espaco Euclidiano. Em sequéncia adaptamos o conceito
de Referencial Mével para Superficies no Espago-Tempo de Minkowski.

A primeira aplicagao do Método do Referencial Mével aparece no Capitulo[3] Comegaremos
mostrando como pode ser obtida a famosa relagao entre as Superficies de curvatura Gaussina
constante negativa no Espago Euclidiano com solugoes da sua EDP natural: a Equacao de
sine-Gordon. Em seguida mostraremos como obter a EDP natural de cada superficie nao-
degenerada de curvatura Gaussiana constante no Espaco-Tempo de Minkowski. Mais preci-
samente, mostraremos que cada superficie nao-degenerada com curvatura constante nao nula
pode ser correspondida a uma solucao de uma certa EDP, e reciprocamente a cada solucao

desta EDP existird uma superficie nao-degenerada de curvatura Gaussiana constante.



Por ultimo, no Capitulo [ mostraremos como a Transformagao de Béacklund pode ser
obtida através do conceito de Congruéncia Pseudo-Esférica, tanto para os casos Euclidia-
nos quanto para os casos no Espaco de Minkowski. Em seguida demonstraremos o famoso
Teorema de Béacklund no espaco Euclidiano e sua generalizacao para o Espaco-Tempo de
Minkowski que garante que a Transformacao de Béacklund pode ocorrer somente entre as
superficies classificadas no Capitulo [3] Por ultimo demonstraremos os Teoremas de Integra-
bilidade, isto é resultados que nos garantem a existéncia de Congruéncias Pseudo-Esféricas e

consequentemente de Transformacoes de Bécklund.



Capitulo 1

Geometria diferencial no espaco de

Minkowski

1.1 O Espaco de Minkowski

1.1.1 Definicoes basicas

Nesta secao comegaremos com algumas definicoes e resultados de Algebra Linear a respeito
das formas bilineares. Em seguida introduziremos os conceitos basicos relacionados ao Espago
de Minkowski, bem como sua defini¢ao e suas propriedades béasicas.

Seja V' um espacgo vetorial sobre o corpo dos nimeros reais com dimensao finita n. Co-

mecemos com o conceito de forma bilinear sobre um espago vetorial;

Definigao 1.1. Dizemos que a aplicagdo b : V x V — R € uma forma bilinear sobre V
desde que, a cada v € V wverifica-se que

b(v,e): V = R; w eV = blv,w),

b(e,v):V — R; w e V= b(w,v),
sao aplicacoes lineares em V. Além disso, dizemos que b € wma forma bilinear simétrica

desde que para cada v,w € V wverifica-se que b(v, w) = b(w,v).

Dada uma matriz C' = (¢;5), nxn, com coeficientes no corpo R podemos fazé-la correspon-

der a uma forma bilinear sobre R™ da seguinte maneira: se x = (1,...,Zp) € Yy = (Y1, .-, Yn)
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sao vetores em R™ denotados por matrizes colunas n x 1, entao

€11 ... Cin Y1

(x,y) = 2'Cy = (21, ..., ) . | enr, (1.1)
Cnl -+ Cpn Yn

em que o subscrito ¢ denota a transposta da matriz. A bilinearidade de tal forma decorrerd

da linearidade da multiplicacao de matrizes.

Proposicao 1.1. Uma matriz C = (¢;5) em R representa uma forma bilinear simétrica sobre

R"™ se, e somente se, ela for wma matriz simétrica.

Demonstracao: Suponhamos que C seja uma matriz simétrica, isto é, C* = C. Da Equacao

1} 2'Cy é um nimero real assim, (:UtC'y)t = (2'Cy)). Por outro lado, como C ¢é simétrica

(xtCy)t =y'Clr = y'Ch,

donde 2!Cy = y'Cz e a forma bilinear induzida por C é simétrica.
Reciprocamente, suponhamos que C representa uma forma bilinear simétrica em R", isto

é, para todo x,y € R" verifica-se 2'Cy = y'Cx. Como
y'Cx = (th’a:)t = 2'Cly = y'C'x,

temos y'(C'—C*)x = 0 para todo z,y. Donde C' = C" e segue que C é uma matriz simétrica. O

Vimos que matrizes n X n com coeficientes no corpo R correspondem a uma forma bilinear
em R". Vamos mostrar agora que cada forma forma bilinear em um espago vetorial V'
corresponde a uma forma bilinear em R". Seja {ay,...a,,} uma base qualquer de V' e sejam

v, w elementos de V' que podem ser expressos em termos desta base por

V=01Q1 + ... +F U0

W= w101 + ... + Wy,

Pela bilinearidade de b,
b(v,w) = Z ziy;b(, o ).

ij=1
Denotando a matriz (b;;) = (b(ay, o)) temos que (b;;) representa uma forma bilinear sobre

R™. Deste modo fixado uma base para o espaco vetorial V' temos uma tunica representagao
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matricial para as formas bilineares. Além disso, pela Proposicao a forma bilinear sera
simétrica se, e somente se, sua matriz representante for uma matriz simétrica.

Seja b uma forma bilinear em V' e B sua matriz representativa em uma dada base de V.
Suponhamos que mudamos a base do espaco vetorial V' para uma nova base. Denote por N
a matriz nao singular de passagem (ou matriz de mudancga de bases) da base nova para base
antiga, de modo que v = Nv' e w = Nw' em que v’ e w’ sao as coordenadas de v e w nesta

nova base. Nestas condicoes, obtemos que
v'Bw = (Nv')' B (Nw') = (/) (N'BN) w'.
Assim a matriz representativa de forma bilinear b nesta nova base é dada por;
N'BN. (1.2)

Observe que as matrizes representantes das transformagoes lineares se alteram em novas
bases em termos da inversa da matriz de passagem, ao passo que as matrizes representantes

de formas bilineares se alteram em termos da transposta.

Definigao 1.2. Seja b uma forma bilinear simétrica sobre V' espaco vetorial real de dimensao

finita. Chamamos de forma quadrdtica determinada por b a fun¢do
f:V =R, v = f(v) =b(v,v).

Em termos da matriz representante de b, uma forma quadratica f é expressa por f(v) =

n
> x?bij. Além disso, conhecendo a forma quadratica f, a identidade
i=1

(flv+w) = flv) = f(w)),

DN | =

b(v,w) = (b(v—l—w,v—i—w) - b(’U,U) - b(waw)) =
nos permite construir a forma bilinear simétrica b.

Definicao 1.3. Seja V um espaco vetorial real de dimensdo finita e b uma forma bilinear

simétrica em V. Dizemos que:

1. b € positiva definida (respectivamente negativa definida) desde que, dado v # 0 em

V' tivermos b(v,v) > 0 (respectivamente < 0);

2. b é nao-degenerada, desde que, para cada v € V tal que b(v,w) = 0 para todo w € V

tivermos v = 0.

Similarmente, dizemos que b é indefinida caso nao seja positiva definida nem negativa

definida e também serd degenerada caso nao se verifique o seqgundo item.
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Dado qualquer subespago vetorial W de V fica definida uma aplicagao blyy em W x W
dada pela restrigao de b a W x W. Além disso, by serd uma forma bilinear em W que
serd também simétrica caso b o seja. Além disso se b é positiva ou negativa definida também

verificaremos que bl o é. Porém note que se b é degenerada nada podemos concluir sobre

bl

Proposicao 1.2. Seja b uma forma bilinear simétrica em V espaco vetorial real de dimensao
finita n. Entao a forma b € nao-degenerada se, e somente se, sua matriz representante em

alguma (logo em qualquer) base é uma matriz inversivel.

Demonstracao: Seja B = (b;;) a matriz representante da forma b em uma base {aq, ..., a,}
de V e denote por b° = (by;, b2, ..., bni), com i € {1,2,....,n}, a i-ésima coluna de B. Lembra-
mos que a matriz B é inversivel se, e somente se, suas colunas sao linearmente independentes.
Por bilinearidade b verificamos que b(v, w) = 0 para todo w € V se, e somente se, b(v, ;) =0
para cada «;. Deste modo b é degenerada se, e somente se, existe v = viaq, ..., Vpay, 7 0 (isto

é, pelo menos um dos v; é ndo nulo) tal que, para cada 1,
n n
0= b(U, Oéi) = Z’Ujb(oéj, Oéi) = Zvjbji,
j=1 Jj=1

ou ainda

0 = v1b' + veb® + ... + v, b",

o que equivale a dizer que as colunas de B sao lineramente dependentes. Deste modo garan-
timos que b é nao-degenerada se, e somente se, sua matriz representativa em alguma base é

invertivel. O

Definigao 1.4. Seja b uma forma bilinear simétrica em V. Dizemos que o numero inteiro
v € o indice da forma b em V', desde que seja o maior nimero inteiro que coincide com a
dimensao de algum sub espacgo vetorial W de V' tal que bl € uma forma negativa definida

em W.

Consequentemente, dado uma forma bilinear simétrica em V', seu indice v em V pertence
ao conjunto {0,1,...,dim(V)}. Além disso, b é positiva definida em V se, e somente se, seu
indice v em V é igual a 0, e também serd negativa definida em V se, e somente se, seu indice

em V éigual a dim (V).
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Vimos que uma forma bilinear b em um espago vetorial V', se suposta simétrica, da origem
a uma forma quadratica f em V. Supondo adicionalmente que b seja nao-degenerada temos

a;
Definigao 1.5. Seja V' um espago vetorial real de dimensao finita. Entdo, dizemos que
g:VxV —=R; (v,w) = g(v,w) € R,

¢ um produto interno em V desde que, se uma forma bilinear simétrica nao-degenerada

em V. Denotamos também g(v,w) por (v,w).

Se um espaco vetorial V' admite um produto interno g podemos dar aos seus vetores
uma nocao de ortogonalidade. Dados dois vetores v,w € V dizemos que sao ortogonais, e
escrevemos que v L w, desde que, g(v, w) = 0. Deste modo por bilinearidade de g, 0 L v para
qualquer v € V. Além disso, temos também a nogao de subconjuntos ortogonais, dizemos
que A, B C V sao ortogonais, e escrevemos A 1 B, desde que, a | bparacadaa € Aeb e B.
Dado um subconjunto A de V' denotamos por A+ o conjunto dos elementos ortogonais a A.
Note que em geral, se um produto interno nao é positivo definido podem existir vetores nao
nulos em v € V tais que g(v,v) = 0 e isto nos diz que dado um subespaco vetorial W de V
nem sempre se verifica que V é dado pela soma direta de W com W+.

Além disso em espacos vetoriais com produto interno podemos falar de bases ortogonais;

Definigao 1.6. Seja V um espago vetorial real de dimensdo n com um produto interno g.
Dizemos que uma base {av, ..., o, } € uma base ortogonal desde que g(c, ;) = 0 para todo
i 7.

Além disso é possivel mostrar que qualquer espaco vetorial real de dimensao finita com
um produto interno admite uma base ortogonal pelo processo de Grand-Shimidt.

Dada uma base ortogonal {aq,...,an} de V podemos supé-la ser ortonormal isto é, além

de ortogonal se verifica para cada i que g(o;, ;) € {—1,0, 1}, bastando trocar se necessério,

o por
Lv s€ g(Oél,OéZ) > 07
g(ay, o)
(07
—_— se g(a, i) < 0.
—g(ai, a;)

(1.3)

A partir de agora nos restringiremos ao caso de interesse deste texto; o espaco vetorial

real R3.
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Dado R?, considere sua estrutura usual de espaco vetorial sobre o corpo de escalares reais
R, de modo que, com a base canoénica B = {ej,eq,e3}, sendo e; = (1,0,0), ea = (0,1,0)
e e3 = (0,0,1), um vetor u € R3 pode ter suas coordenadas denotadas por (ui,us,u3) em

relacdo a base B. Neste contexto definimos o espaco de Lorentz-Minkowski;

Definig¢do 1.7. Definimos o Espaco de Minkowisk como sendo um par L3 = (R3,(,)),
como sendo o espaco vetorial R® munido do produto interno (,) : R? x R? — R definido pela

regra que associa u = (u1,us,u3) e v = (v1,vq,v3) pertencentes a R3 ao mimero real
(u,v) = urvy + ugvy — uzvs € R.
A forma g = (,) € uma métrica, chamada de métrica de Lorentz.

Temos que a métrica g como dada acima é, de fato, uma forma bilinear, simétrica, nao-
degenerada com indice v =1 em R3.

Sempre podemos considerar métrica euclidiana de R?, qual denotaremos por (, )gs, dada
pela regra (u,v)gs = uiv1 + ugvz + u3zvs. De modo que os espagos métricos E3 = (R3, (, )gs)
e L3 = (R3,(,)) sdo espacos métricos distintos, além do que, a métrica de Lorentz apresenta
varias diferencas com a métrica cartesiana. Uma das principais diferencas é que a métrica de
Lorentz ndo é positiva definida, isto é, ndo satisfaz a propriedade: Vu € R3, tem-se (u,u) > 0,
com ainda, a igualdade ocorrendo se, e somente se, u = 0. De fato, basta considerar u = es,
pois, (e3,e3) = —1 < 0.

Deste modo temos a seguinte classificacdo para os vetores u € L3;
Definicao 1.8. Dado u € L2 dizemos que u é um vetor

1. tipo-espago, desde que, (u,u) >0 ou u = 0;

2. tipo-tempo, desde que, (u,u)y < 0;

3. tipo-luz, desde que, (u,u) =0 e u # 0.
Nos referiremos a esta classifica¢io como cardter causal do vetor u € 13,

Com esta nomenclatura temos que, por exemplo, e; é um vetor tipo-espago, es é um
vetor tipo-tempo, ey + ez é um vetor tipo-luz. E também, com esta definicao caracte-
rizamos todos os vetores do espaco de Minkowski pela unido disjunta, L3 = EU T U L,
onde & = {u € L3|u é vetor tipo-espago}, T = {u € L3|u é vetor tipo-tempo} e £ = {u €

L3|u é vetor tipo-luz}.
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1.1.2 Caracterizagoes de subespacos

Dado um subespaco vetorial U do espaco vetorial L3, podemos sempre introduzir a métrica
de Lorentz em U simplesmente tomando a restri¢ao de (,) aos vetores de U. Assim conside-
rando U C L3 como espaco métrico, com a métrica induzida, temos a seguinte classificacio

causal para todos os possiveis subespacos de L3:

Definicao 1.9. Dado U C L2 subespaco vetorial, dizemos que U é:
1. tipo-espaco, desde que sua métrica induzida seja positiva definida ou se U = 0;
2. tipo-tempo, desde que sua métrica induzida seja nao-degenerada de indice 1;
3. tipo-luz, desde que sua métrica induzida seja degenerada e U # {0}.

Dado um subconjunto finito A = {uy,...,u,} C R3, denotamos por ger{ui,...,u,} =
({u1,...,un}) o subespago vetorial gerado por todas as combinagoes lineares dos elementos de
A por escalares reais, isto é, ({u1,...,un}) = {E" jauila; e Rew; € A, Vie {1,...,n}}.

Seja V' um espacgo vetorial de dimensao finita munido de b uma forma bilinear nao-
degenerada. Dizemos que dois vetores u,v € V sao ortogonais em relacdo a b desde
que, b(u,v) = 0 e denotamos v L v. Além disso, dado A C V fica definida o conjunto
At ={v e V|b(v,a) =0 Va € A} dito conjunto ortogonal a A. Verifica-se que se W é um

subespaco de V entdo W também é subespaco de V.

Dito isto, vemos algumas caracterizagoes sobre o carater causal de um subespago em

relagdo ao seu ortogonal.

Teorema 1.1. Seja (V,b) um espaco métrico tal que a métrica b é ndo-degenerada e U C'V

€ um subespaco vetorial de V.

1. Entdo, dim(U+) = dim(V) — dim(U);

2. Entio, (UY)* =U;

3. Se U € ndo-degenerada. Entio, UL €, também, nao-degenerado.
Demonstragao:

1. Seja m a dimensao de U e considere {a1, ..., a;n } uma base para U. Tome uma extensao

{a1, ..., m, @i, ..., i} como base de V. Por linearidade de b, temos que um vetor
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x € V pertence a U se, e somente se, b(e;, ) = 0 para cada i = 1,...,m. Denotando

n

il 4 =
j=1Tj0y € V pertence a U~ se, e somente se, é solucao

bij = b(cv, ;) temos que x = ) |

do seguinte sistema,

bi1x1 + bigwe + ... + by, =0
bo1x1 + baowa + ... + bo Ty, =0

bpix1 + bpoxo + ... + by = 0.
Este é um sistema linear homogéneo de n equagoes nas m vardveis x;. De modo que
a dimensao de U' coincide com a dimensdo do espaco de solucdes do sistema acima.

Matricialmente este sistema ¢é escrito como

[O]nxl = [B}nxm[xj]mxla

com B = (b;;). A dimenséao do espaco das solugdes do sistema coincide com a dimensao
do nucleo da transformacao B : R™ — R™. Agora, pelo teorema do nicleo e da imagem

temos

dim N(B) = dim(R") — dim Im(B) = n — m.
Assim, dimU+ =n — m = dimV — dimU. E o resultado estd demonstrado.

2. Primeiramente se x € U, entao b(x,v) = 0 para todo v € U=, o que ocorre se, e somente

se, z € (U)*. Deste modo U C (U4)*. Conforme o item anterior temos
dim(UH)*t = dimV — dimU+
= dimV — (dimV — dimU)

= dimU.
E assim garantimos que (U+)+ = U.

3. Seja U um subespaco nao-degenerado de V. Suponhamos por contradicido que U~ é
degenerado e tome @ € U' tal que @ # 0 e b(u,v) = 0 para todo v € U+, isto é,

@ € (U+)t = U de modo que U é degenerada, um absurdo.

a

Proposicao 1.3. Seja v € L3. Entdo, v € tipo-tempo se, e somente se, ({v}>l for tipo-
espaco. Analogamente v € tipo-espaco se, e somente se, <v)L for tipo-tempo. Além disso, nos

dois casos L3 = ({v}) & ({v})*.
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Demonstracao: Seja v € L? um vetor tipo-tempo. Tome e3 = % e seja {e1, €9, €3} uma
base ortogonal de L3 completada a partir do vetor es, e note que eq,es deverdo ser tipo-
espaco. Assim, ({v})* = ({e1,e2}) serd tipo-espaco. Reciprocamente seja {e1,es} vetores
ortononais tipo-tempo que geram ({v})*. Estendemos {e1, €2, e3} para uma base ortonormal
de L? de modo que a matriz g;; de {,) nesta base terd gi1, g22 > 0 e g33 < 0 Assim g(v,v) < 0
donde v é tipo-tempo.

Analogamente verificamos o caso de u tipo-espaco. Além disso, decorre da escolha da base

que

L® = ({o}) & ({o})".

Decorre da Proposi¢ao [1.3] os dois seguintes coroldrios;

Corolario 1.1. Seja U C V. Entdo, U ¢ tipo-espaco se, e somente se, U é tipo-tempo.

Analogamente U € tipo-tempo se, e somente se, UL € tipo-espaco.
Corolario 1.2. Seja U C V. Entdo, U € tipo-luz se, e somente se, U € tipo-luz.

Proposicao 1.4. Sejam u,v € L dois vetores tipo-luz. Entdo, u e v sao linearmente depen-

dentes se, e somente se, (u,v) = 0.

Demonstragao: Primeiramente se u = Av entao, u | v. Reciprocamente, suponhamos que
u L v. Gostarfamos de mostrar que v é igual a v a menos de um multiplo escalar.

Considere L3 = ({F3})* @ ({E3}) uma decomposi¢do com Ej vetor tipo-tempo da base
candnica. A menos de um multiplo escalar podemos escrever u = x +w e v = y + w em
que a decomposi¢ao w na componente F3 é a mesma. Vamos mostrar que x = y e concluir a

demonstracao. Por um lado como u e v sdo tipo-luz temos

0 = (u,u)+ (v,v)

= (x,2) + (y,y) + 2(w, w) + 2{x, w) + 2(y, w). (1.4)
Por outro lado, como 0 = (u,v) segue que
(w, w) + (z, w) + (y, w) = —(,y).
Substituindo em temos;

0= (z,2) + (y,y) — 2(z,y) = (z —y,x — y).
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Como z—y € <E3)J‘, temos que = — y é tipo-espago que pela equagao devemos ter x —y = 0.

Logo x = y e assim u é igual a v a menos de um multiplo escalar e o resultado segue.

Proposicao 1.5. Seja U N3 um subespaco vetorial de dimensio 2. Entdo as afirmacoes

abairo sdo equivalentes;
1. U contém um vetor tipo-tempo.
2. U é tipo-tempo.
3. U contém dois vetores tipo-luz linearmente independentes.

Demonstragao: (1=2) Seja u € U um vetor tipo-tempo. Considere ({u})* que pela
Proposicao é um subespaco tipo-espago. Como U+ C ({u})* decorre que U~ é tipo-
espaco de modo que o Corolario nos garante que U é tipo-tempo.

(2=3) Suponha que U seja tipo-tempo de onde a métrica (, ) induzida em U é nao-degenerada
de indice 1. Como U tem dimensao 2 podemos tomar uma base {e1, ez} ortonormal de U tal
que e é tipo-espaco e es é tipo-tempo. Deste modo os vetores e; + eo € e; — eg serao vetores

tipo-luz em U, de fato
<€1 +eos,e1 = €2> = <61,61> + 2<61,€2> + <62,62> =1—-1=0.

Além disso,

{er +ea,e1 —ea} ={er,e1} —{ez,e2} =1+1=2+#0.

Logo, decorre da Proposigao que estes vetores tipo-luz sao linearmente independentes.
(3=1) Sejam u,v dois vetores linearmente independentes tipo-luz em U. Nestas condigoes

exatamente um dos vetores u + v ou u — v serd um vetor tipo-tempo. De fato,
(utv,utv) = (u,u) £ 2(u,v) + (v,v) = £2(u, v).

Por outro lado, decorre da Proposicao que (u,v) # 0. Assim, se (u,v) > 0 teremos que

u — v é tipo-tempo e se (u,v) < 0, temos que u + v seréd tipo-tempo.

Proposicao 1.6. Seja U C L2 wm subespaco vetorial. Entdo, U € tipo-luz se, e somente se,

U contém um vetor tipo-luz e nao contém vetores tipo-tempo.
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Demonstragao: Seja U um subespaco vetorial de L2. Se dimU = 3 entdo U = L? e conse-
quentemente nao pode ser tipo-luz. Se dimU = 1 entao a afirmagao vale notando que U serd
gerado por um vetor tipo-luz. Por 1ltimo suponhamos que dimU = 2. Assim, se U é tipo-luz,
temos que a métrica (,) restrita a U é degenerada e existe um vetor v # 0 tal que (v,u) =0
para todo u € U. Em particular (v,v) = 0 e segue que v € U é tipo-luz. Além disso decorre
da Proposicao que U nao contém vetores tipo-tempo. Reciprocamente, se U nao contém
vetores tipo-tempo a Proposicao nos garante que U nao é tipo-tempo. Supondo que U
contém um vetor tipo-luz temos que U nao pode ser tipo-espaco. Assim temos que U deve

ser tipo-luz e o resultado segue. O

1.1.3 Propriedades geométricas dos vetores em L3

Nesta se¢ao trataremos da ” Geometria Analitica’no espaco de Minkowski, isto é, traremos
as definicoes e propriedades basicas dos vetores neste espago, como por exemplo os conceitos
de norma de vetores, dngulo entre vetores e produto vetorial.

Na subscio anterior fornecemos caracterizacoes de subespacos vetoriais em L? quanto ao
seus caracteres causais. Com isto fica definido o carater causal de Retas (R) e de planos (P)

no espago de Minkowski, conforme segue.

Defini¢ao 1.10. Sejam R C R3 uma reta e P C R® um plano no espaco de Minkowsksi.

Entao dizemos que;

1. R C R? € uma reta tipo-espaco, tipo-tempo ou tipo-luz desde que, o subespaco

vetorial unidimensional, € respectivamente tipo-espaco, tipo-tempo ou tipo-luz.

2. P CR® € um plano tipo-espaco (ou Riemanniano), tipo-tempo (ou Lorentzi-
ano) ou tipo-luz (ou Degenerado) desde que, o subespago vetorial bidimensional, é

respectivamente tipo-espaco, tipo-tempo ou tipo-luz.

Com esta definigao, podemos usar as caracterizagoes de subespagos vetoriais uni-dimensionais

e bi-dimensionais para caracterizar retas e planos.

Proposicao 1.7. Sejam P C R3 um plano e figs € R® um vetor normal, em relagdo a
métrica euclidiana, ao plano P. Entdo, P € tipo-espaco, tipo-tempo ou tipo-luz se, e somente

se, figs € tipo-espago, tipo-tempo ou tipo-luz respectivamente.
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Demonstragao: De fato, se P C R é um plano com #igs = (a,b,c) um vetor normal a este
plano em relagio a métrica euclidiana, podemos escrever P = {(x,y, z) € R3|ax+by+cz = 0}

em que P é a translacdo de P a origem de R3. Como

P ={(z,y,2) € R’jaz + by — (—¢)z = 0} = ({(a,0, —)}),

segue da Proposicgao (|1.3) que o cardter causal de P coincide com o cardter causal de (a, b, —c)

que por sua vez é possui 0 mesmo carater de 7igs, de fato note que
((a,b,—c), (a,b, —c)) = a® + b* — (—¢)? = a® + b* — * = (iigs, figs).

E assim a Proposicao estd demonstrada.

Convém darmos a seguinte definigao.

Definicao 1.11. Seja v € L3 um vetor tipo-tempo no espaco de Minkowski. Definimos o

cone tipo-tempo do vetor u, pelo conjunto C(u) = {v € L3|v € T, (u,v) < 0}.

Assim, note que dado um vetor u € 7 tipo-tempo em L3, todos os vetores tipo-tempo
ficam distribuidos em duas classes (de equivaléncia) C(u) e C(—u). Ainda costuma-se dizer
que os vetores tipo-tempo que pertencem ao cone tipo-tempo do vetor (0,0,1) apontam
para o futuro enquanto os vetores tipo tempo pertencentes a C(—(0,0,1)) apontam para
o passado.

Definimos também o médulo de um vetor de 1L3.

Definicao 1.12. Seja u € L3 um vetor no espaco de Minkowski, definimos a norma de u
pelo nimero real, ndo negativo, dado por; |u| = /|{u,u)|. Além disso dizemos que u € L3 é

um vetor unitdario, desde que sua norma seja igual a 1.

Notagao 1.1. Seja u € R? um vetor, denotaremos |u|gs = /(u, u)gs pela norma de u em

relagdo a métrica euclidiana.

Exemplo 1.1. Se u = (z,y,2) € L3 é um vetor tipo-espaco, entdo 22 + y? — 22 > 0, de

modo que |u| = /|22 + 2 — 22| = /22 + y% — 22. Assim u é um vetor tipo-espago unitdrio
desde que 1 = 22 + 7% — 22

Denotaremos por o conjunto de todos os vetores unitdrios tipo-espaco por S?;

82:{(:n,y,z)€]L3 | x2—|—y2—z2:1} (1.5)
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Geometricamente este conjunto de pontos forma uma superficie chamada espaco de De Sitter.

Exemplo 1.2. Seu = (x,y,2) € L3 é um vetor tipo-tempo, entdo z2 +y% — 22 < 0, de modo

que u| = /|22 + y% — 22| = \/—22 — y2 + 22. Assim u é um vetor tipo-tempo unitdrio desde
que 22 + 9% — 22 = —1.

Denotaremos por o conjunto de todos os vetores unitérios tipo-tempo por H?;
H? = {(z,y,2) eL® | 224+4y>—22=-1} (1.6)

Geometricamente este conjunto de pontos formam duas superficies chamadas de plano hi-

perbdlico. °

Lembremos que para dois vetores u,v € E3, no espaco Euclidiano, vale a desigualdade

de Cauchy-Schwarz, que nos assegura que;
[(u, v)ps| < [ulgs|v]gs.

Em que a igualdade ocorre se, e somente se, os vetores u e v s@o proporcionais. Acontece
que para norma no espaco de Minkowski esta desigualdade nao se verifica. Na verdade temos

uma desigualdade semelhante para vetores do tipo-tempo, conforme o Teorema a seguir.

Teorema 1.2. Sejam u,v € L3 dois vetores tipo-tempo no espaco de Minkowski, entdo;
[(u, v)| = [ul[v],

e a igualdade se verifica se, e somente se, u e v sdGo proporcionais. Chamamos esta relagao

de desigualdade reversa de Cauchy-Schwarz .

Demonstracao: De fato, sejam u,v vetores em L3. Suponhamos primeiramente que estes
vetores sejam linearmente independentes. Consideremos entao P = ({u,v}) o plano tipo-
tempo gerado por u e v. Assim a Proposigao nos assegura a existéncia de pelo menos
dois vetores tipo-luz no plano P de modo que para pelo menos um par de coeficientes, digamos

a e b, deve-se verificar que
(au + bv, au + bv) = a*(u, u) + 2ab{u, v) + b*(v,v) = 0.

Como a # 0 (caso contrario isto implicaria que v é tipo-luz) esta tltima equagao é equivalente
a

(u, u) + 2\ (u, v) + A (v,v) = 0,
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com A = b/a. Como esta equagdo, na varidvel A\, admite pelo menos duas raizes reais
e ao mesmo tempo é um polindmio de segundo grau na varidvel A\, devemos ter que seu

discriminante é estritamente positivo, isto €,
A= (2<u7 'U>)2 - 4(“7 ’U) <U, u> >0,

Assim,

[{u, 0)| > (u, u) (v, v)

e verificamos a desigualdade.
Por dltimo suponhamos que os vetores u e v sao linearmente dependentes, assim existe um

numero real £ € R tal que v = £u e entao

[, v)| = [€]|{w, u)| = [€]|ul® = Jullv],

e assim verificamos a igualdade. Reciprocamente se a igualdade se verifica temos pelo caso
anterior que u e v nao podem ser linearmente independentes. E assim o teorema estd de-

monstrado.

Definimos também o produto vetorial em L3 da mesma maneira que é definido no espaco

Euclidiano E3.

Definigao 1.13. Dados dois vetores u,v € L3 dizemos que o produto vetorial (Lorentiziano)

entre u e v, denotado por u X v, € o dnico vetor em L? satisfazendo
(u x v,w) = det(u,v,w), Yw e L3,

Em que,
(75} ug2 U3
det(u,v,w)=| vy vy w3 |,
w1, w2 ws

e U;, V; e w; sao as coordenadas dos vetores u,v e w em relagdo a base canonica.

Observacao 1.1. Como definido o produto, u X v, entre dois vetores u e v é inico. De fato,
suponha que exista @ tal que (@, w) = det(u, v, w) para todo w. Isto significa que para cada
vetor w deverd se verificar que (u, w) — (u X v,w) = 0, de modo que (4 —u X v,w) = 0, 0 que

implica em 4 = u X v.
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Tomando w na definigdo acima como elementos da base candnica {e1, ez, e3} o produto

lorentziano assume a seguinte forma:

€1 €2 —e3
U2 U3 up us Uy U
UXV=|u U2 us | = €1 — €y — es.
Vg V3 V1 U3 V1 V2
U1 V2 U3

E segue da defini¢ao e das propriedades do determinante as seguintes propriedades para

o produto vetorial.
Propriedades 1.1. Sejam u,v,w € L3 e A\, u € R, o produto vetorial satisfaz:

1. Bilinearidade: u x (Av + pw) = A(u X v) + p(u X w) e
(Au+ pv) x w = Au x w) + p(v X w).

2. Anti-comutatividade; u X v = —v X u.

3. Produto misto: (u X v,w) = (u,v X w).

4. Ortogonalidade: {(u X v,u) = (u X v,v) = 0.

5. uxv=0 se, e somente se, u e v SAGO PrOPOTCIONAGLS.

6. seu,v,x,y € L3 entdo,

(u X v,z xy)=det

7. Regra de Leibniz: se u e v sao fungioes vetoriais de uma varidvel real, entdo, (u X v)' =

uw X v+uxv.

Por tdltimo enceraremos esta segao tratando de angulos entre vetores no espaco de Min-
kowski. E um fato notavel, que ao contrario do espaco Euclidiano, nem sempre é possivel
definir um angulo entre vetores que mantenha propriedades geométricas de interesse.

Por exemplo se u e v dois vetores em E? sabemos que o angulo, digamos ¢gs é caracterizado
pela relacao

_ <U, U>]E3
08(082) = T lealoles

Tal relagao implica propriedades entres vetores, como por exemplo o sinal do produto (u, v)g3
estd relacionado como angulo ¢ps ser agudo ou obtuso.
Em alguns casos fica bem definido um angulo entre vetores que preserva grande parte das

propriedades geométricas de interesse. Como por exemplo, se dois vetores tipo-tempo estao
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no mesmo cone tipo-tempo, a desigualdade reversa de Cauchy-Schwarz nos permite definir

um tipo de angulo;

Proposicao 1.8. Sejam u,v € L3 dois vetores tipo-tempo no espaco de Minkowki tais que

v € C(u). Entao existe um unico nimero real nao negativo ¢, tal que
(u,v) = —|ul|v| cosh ¢. (1.7)

Demonstragao: De fato, pela desigualdade reversa de Cauchy-Schwarz, temos que |(u, v)| >
|u|lv]. Supondo que u e v estdo na mesmo cone tipo-tempo temos que (u,v) < 0 e assim

temos a seguinte expressao;
_ <u7 'U>
Juf|v]

)

de modo que, sendo a funcao co-seno hiperbédlico biunivoca, existe um tnico nimero real

¢ € [0+ o0) tal que, (u,v) = —|ul|v| cosh ¢.

Definigao 1.14. Sejam dois vetores u,v € L tipo-tempo tais que v € C(u). Entdo, o nimero

¢ € [0+ 00) tal que satisfaz a Equagdo ¢ dito Angulo hiperbdlico entre u e v.

Podemos, ainda, definir uma aplicacdo angulo para outros casos da seguinte maneira,
dados dois vetores v e v linearmente independentes no espago de Minkowski, entdo fica

definido um plano P = ({u,v}) em L? que pode ser tipo-espaco, tipo-tempo ou tipo-luz.

Caso 1: P é Rimemmaniano.

Isto é, P é um plano tipo-espaco. Deste modo garantimos que a métrica em P ¢é positiva-
definida de modo que o plano P com a métrica induzida é uma ”cépia”de R? munido do
produto interno Euclidiano E? = (R2,(,)g2). Assim definimos o angulo entre u e v pelo
angulo Euclidiano entre u e v, isto é <(u,v) é o tinico nimero 0 < § < 7 tal que;

{u, v)

cosl = .
|ullv]

Observagao 1.2. O leitor ja familiarizado com o conceito de Superficies Abstratas notard
que esta ”cépia”é na verdade uma aplicagio isométrica entre (P, (,)|p) e E2. Além disso ird
notar que, como uma isometria preserva propriedades geométricas, este angulo estard bem

definido.
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Caso 2: P é Lorentziano.

Isto é, P é um plano tipo-tempo. Deste modo métrica induzida em P é nao-degenerada de
indice 1, e assim P serd uma ”cépia”do espaco bidimensional de Minkowski L2 = (R?, (,);2),

em que a métrica é;

(21, 72), (y1,92) € R? = (21, 22), (y1,¥2))12 = T1y1 — T2y

Denote por U? = {v € L?||v|[;2 = 1} o conjunto dos vetores unitarios de 2. E possivel

verificar que este conjunto se decompoe em quatro componentes conexas:

HY = {(z,y) e L?|2? —¢y® = —1,y > 0}, HL = {(z,y) € L*2* —y* = —1,y < 0},

S}r ={(z,y) € IL2|332 —yP =41,y > 0} e St = {(z,y) € IL2|:L‘2 —yt =41y < 0}.

Deste modo se u e v por esta estiverem na mesma componente conexa fica definindo um

angulo hiperbdlico entre eles de modo analogo ao que definimos na Definicao ((1.14).

Observacgao 1.3. O sentido de "cépia’aqui é o mesmo que na Observacao . Sendo
que neste caso a aplicacdo de isometria serd entre (P, {,)|p) e L2. Além disso o leitor po-
derd verificar que a isometria (z,y) — (y,7) em L? mapeia H' em S!, isto é transforma
vetores tipo-espago (respectivamente tipo-tempo) em vetores tipo-tempo (respectivamente
tipo-espago) de modo que fica bem definido o angulo hiperbdlico entre vetores tipo-espago

em St.

Caso 3: P é Degenerado.

Isto é, P é um plano tipo-luz. Neste caso nao definimos nenhuma aplicacao tipo angulo

entre os vetores u e v. .

1.1.4 Teoria local das superficies no Espaco de Minkowski

Nesta se¢ao trataremos das superficies parametrizadas no espaco de Minkowski. Esco-
lhemos fazer uma abordagem local via o conceito de Superficies Parametrizadas, de modo
que estaremos interessados em definir tais objetos e estabelecer algumas de suas propriedades

geométricas como a curvatura Gaussiana e curvatura média.
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Definicao 1.15. Seja X : U C R? — L3 uma aplicacdo definida em wm subconjunto U aberto
e conexo de R%2. Dizemos que X é uma Superficie parametrizada em 1> desde que, X

seja diferencidvel em U.

Definicao 1.16. Seja X : U C R? — R? € uma superficie parametrizada. Dizemos que X é
regular em q € U desde que a diferencial de X no ponto q, dX,, seja uma transformagcao
linear injetiva, e dizemos que X € regular desde que, seja reqular em cada ponto de U.
Dizemos que X é simples desde que, o trago da aplicacio X(U) C R3 ndo admita auto-

intersecao.

Dada uma superficie parametrizada regular X : U € R? — L3 no espaco de Minkowski
a condicao de regularidade nos garante que em cada ponto gy € U é possivel associar um

espago vetorial de dimensao 2, chamado plano tangentdﬂ

Definicao 1.17. Seja X : U C R? — L3 wma superficie parametrizada reqular. Dado
qo = (uo,v0) € U dizemos que w € L3 é um vetor tangente a superficie X em qo, desde que
w seja dado por w = o (ty), em que a(t) = X(u(t),v(t)) € a imagem por X de alguma curva
(u(t),v(t)) em U com (u(to),v(to)) = qo. Denotaremos por T,X o conjunto de todos vetores

tangentes a superficie X em q e diremos que T,X € o plano tangente a X em g € U.

Deste modo temos que X, (qo) e X,(go) serao vetores tangentes as curvas coordenadas
X(u,vg) e X(u,vg) respectivamente. Analogamente as superficies no espago Euclidiano, por
injetividade da diferencial dX, os vetores X, (qo) e X,(qo), ditos vetores tangentes coordena-
dos, formam uma base para o plano tangente a superficie em gg. Diremos que {X,(q), X, (q)}
é a base coordenada do plano tangente a superficie em ¢ € U.

Como o plano tangente é um subespaco vetorial de L? podemos introduzir um produto in-
terno neste espaco, e isto de certa forma permitird introduzir conceitos métricos na superficie.
Dada uma superficie parametrizada regular no espaco de Minkowski, muniremos cada plano

tangente com a métrica de Lorentz ¢ induzida de L? da seguinte forma;
g: T X xT,X =R, (v, w) = g(v,w) = (v, w)

De modo que cada plano tangente serd também um espago vetorial de dimensao dois
munido da métrica g. Esta métrica, como induzida (,), é uma forma bilinear simétrica, e a

ela podemos corresponder a um forma quadratica conforme a

! Observemos que tais nogdes de superficies, vetores tangentes e planos tangentes néo sio conceitos métricos,
de modo que repetiremos as mesmas defini¢oes dada nos livros de Geometria Diferencial no espago Euclidiano,

como por exemplo, na se¢do 3 do capitulo 3 de [20].
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Definicao 1.18. Seja X : U C R? — L3 wma superficie parametrizada regular e T,X o plano
tangente a X em q. A forma quadrdtica

I, : T;X = R; we T,X— I(w) =g(w,w) = (w,w) €R

€ dita primeira forma fundamental de X em q € U.

E assim poderemos definir cardter causal para uma superficie parametrizada regular de
acordo com o carater causal do plano tangente.

Definicao 1.19. Seja X : U € R® — L3 uma superficie parametrizada reqular no espaco de
Minkowski, e ¢ € U. Dizemos que:

1. A superficie X € tipo-espacgo (respectivamente tipo-tempo) em q desde que, o plano

tangente T, X a X em q seja um plano tipo-espaco (respectivamente tipo-tempo).

2. A superficie X é tipo-luz ou degenerada em q desde que, o plano tangente T,X a
X em q seja um plano tipo-luz.

Dizemos também que X é superficie tipo-espaco (respectivamente tipo-tempo, tipo-luz

ou degenerada) (resp. tipo-tempo, tipo-luz) desde que seja tipo-espago (respec. tipo-tempo,
tipo-luz) em cada q € U.

Dada X uma superficie parametrizada regular no espago de Minkowski, podemos expressar
a primeira forma quadratica em termos da base coordenada {X,,X,} da seguinte forma: se

w € TyX entao w = aX, + bX, para algum par a e b de ntimeros reais, de modo que

I,(w) (aXy 4 bX,, aXy + bX,) = a®(Xy, X,) + 2ab(X,, X)) 4 b* (X, X,)
a’E + 2abF? + b*G,

em que, as funcoes F,F,G : U C R? — L3 sdo dadas respectivamente por:

E sdo ditas coeficientes da primeira forma fundamental

A matriz de I expressa na base coordenada é dada por:

. (1.9)
F(q) G(q)

Assim, temos uma caracterizacao do carater causal de uma superficie nao-degenerada em
termos dos coeficientes da primeira forma fundamental.
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Proposicao 1.9. Seja X : U C R? — L3 uma superficie parametrizada regular nao-degenerada
no espaco de Minkowski com E,F e G coeficientes da primeira forma fundamental. Entdo X
¢ tipo-espago (respectivamente tipo-tempo) se, e somente se, EG — F2>0 (respectivamente

<0).

Demonstragao: Suponhamos que X seja nao-degenerada. Tome uma base {aj, a2} orto-

normal de T;X e considere (c;j) a matriz representativa da forma g|7,x. Podemos supor

que
10 s
(9ij) = ) se a superficie é tipo-espaco;
1
1 0 f
(9i) = , se a superficie é tipo-tempo.
-1

Pela Proposicao (1.2|) garantimos que a matriz representativa de g|z,x, na base coordenada,
dada pela Equacao ((1.9), também é inversivel, donde o determinante desta matriz é det(g;;) =

EG — F? ¢ diferente de zero. Seja M a matriz de passagem das base coordenada para a base

{a1, s}, e segue da Equagao (|1.2)) que
(gij) = M"(cui5) M.

Tomando o determinante desta expressao, temos det(g;;) = (detM)? det(ay;) e consequente-
mente;

EG — F? = (detM)? det(oy;),

como (detM)? > 0 e também det(a;;) = 1 > 0 se X é tipo-espaco ou det(ay;) = —1 < 0 se X

é tipo-tempo, temos que o resultado segue. O

Lembramos que grande parte dos aspectos geométricos das superficies no espago Eucli-
diano, provém da aplicagdo normal de gauss, que mapeia cada cada ponto da superficie na
esfera euclidiana de raio unitario dada pelo vetor normal aquele ponto. Adaptando-se o con-
ceito de vetor unitario para o espaco de Minkowski, podemos também, definir o conceito de
aplicacdo normal de gauss em L3.

Podemos sempre definir localmente a aplicacao normal de gauss N para superficies nao-
degeneradas no espago de Minkowski, por:

Xy X X,

N:UcCR? L3 N(u,v) = —~——2%
(u, ) 1Xy x X, |

(u,v).
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Se X é uma superficie ndo-degenerada o vetor normal, N(q) a superficie em ¢q € U, serd
tipo-espaco ou tipo-tempo dependendo se a superficie é respectivamente tipo-tempo ou tipo-
espaco em g € U. Como o cardter causal de uma superficie é uma propriedade local, isto é,
dado ¢ € U tipo-espago (ou tipo-tempo) existird uma vizinhanca de ¢ tal que todos os pontos
desta vizinhanga sera tipo-espago (ou tipo-tempo), podemos definir, pelo menos localmente,
a aplicacdo normal de gauss, notando que o Plano Hiperbélico H? e Espaco de De Sitter

S? ({1.5)), formam o andlogo, no espaco de Minkowski, & esfera unitéria no espaco Euclidiano;

Definicao 1.20. Seja X : U € R? — L3 wma superficie nao-degenerada. Definimos local-

mente a Aplicacao Normal de Gauss por:

1. N : U C R? = H?; g — N(q) € H? na vizinhanca de pontos em que a superficie é

tipo-espaco.

2.N:U CR? = §% g+ N(q) € S? na vizinhanca de pontos em que a superficie é

tipo-tempo.

Observagao 1.4. Notamos que se X é uma superficie ndo-degenerada podemos reduzir, se
necessario, o aberto U de modo a supor que X é tipo-espaco ou tipo-tempo, e deste modo

definir globalmente a aplicacao normal de gauss.

Conforme a Propriedade 6 de (1.1)) do produto vetorial, podemos mostrar que
(X x X, Xy X X)) = (X, x X)Xy, X)) — (X, X,) 2

Logo, |X, x X,| = /—€(EG — F?) e assim podemos expressar
Xy X Xy

/—€e(EG — F?)

A aplicagao normal de gauss é diferenciavel e sua diferencial em um ponto ¢ € U é uma

aplicacdo linear que corresponde a cada vetor V € R? a derivada direcional na direcao de V,
isto é,
N tV)—N
AN, (V) = tim Y@ V) = Nlg)

lim t — (Noa) (0),

com a(t) = ¢+tV € U. E sendo N o a(t) um vetor normal em L3 perpendicular ao plano
tangente, garantimos que (N o a) pertence ao plano tangente, isto é, dNy(V) € T,X para

todo V € R2.
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Definicao 1.21. Seja X : U C R? — L3 wuma superficie nao-degenerada no espaco de

Minkowski. Dado q € U definimos o operador;
Sq: TyX = TyX; w e TX = Sg(w) = —dNg(dX; 'w) € T, X
como sendo o Operador de Weingarten ou Operador Forma da superficie X em q.

Proposicao 1.10. Seja X : U C R? — L3 wma superficie paramentrizada reqular no espaco
de Minkowski. Entao em cada g € U o operador de Weingarten S, de X é um operador

auto-adjunto em relacdo ao produto interno de Lorentz.

Demonstracao: Recordamos que S, serd um operador auto-adjunto em 7,X desde que, seja

uma aplicagao linear neste espaco satisfazendo
(Sq(v),w) = (v, Sq(w)), Vo, w € T,X.

Como dN, é uma aplicagao linear, o operador de Weingarten também o é. Assim nos resta
mostrar que s, satisfaz a propriedade acima.
Expressamos, na base coordenada, os vetores tangentes x = x1X,, + 22X, e y = 11 Xy, + 12Xy,

de modo que por linearidade;
dNg(dX'x) = dNg(z1(1,0) + 22(0,1)) = 21Ny + 22N,
Logo,
(Sq(x),y) = —w1y1(Nu, Xup) — T2y2(No, Xy) — 21y2(Nu, Xo) — y221(Ny, Xy).

Por outro lado, como (N, X,) = 0 segue por diferenciacao que (N,,X,) = —(NV,Xy,). Ana-
logamente (N, X,) = —(N,X,,). Como X diferencidvel, vale que X, = X,,, de modo que
expandindo (Sy(y), z) e usando as identidades obtidas podemos concluir que S, é um opera-

dor auto-adjunto em relagdo ao produto interno (, ). O

Dada a forma auto-adjunta S; podemos associar uma forma uma forma bilinear simétrica
em 71,X, digamos b, pela regra;

b: T, X xT,X = R; (v, w) = b(v,w) = (S4(v), w).

Do mesmo modo que a forma bilinear simétrica g deu origem a forma quadratica I, b também

dard origem a uma forma quadrética.
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Definicao 1.22. Seja X uma superficie parametrizada regular em L3 com Sq o operador

Weingarten. Entdo, a forma quadrdtica, induzida pelo operador de Weingarten;
I1,: T,X = R; w = I (w) = (Sy(w), w)
¢ dita segunda forma fundamental de X em q € U.
Definimos a curvatura Gaussiana e a curva média da superficie.

Definicao 1.23. Sejam X : U C R? — L3 uma superficie parametrizada reqular no espaco de
Minkowski e Sq o operador de Weingarten da superficie no ponto q. Definimos a Curvatura

Gaussiana, K, e a Curvatura Média, H, da superficie X no ponto q respectivamente

por;
K(q) = edet(Sy);
1
H(q) = eitmgo(Sq)
em que € = —1 se a superficie € tipo-espaco em q e € =1 se a superficie € tipo-tempo.

Assim como fizemos para primeira forma fundamental, podemos expressar a segunda
forma fundamental em termos da base coordenada. Os coeficientes sao ditos coeficientes

da segunda formal fundamental e denotados por;

e = <SQ(XU)’XU> = <_meu> = <N7 qu>a
f = <Sq(Xu)aXv> = <*NuaXv> = <*Nv7Xu> = <Na Xuv>a
g = <Sq(Xv)aXv> = <_NvaXv> = <N7va>~
(1.10)
Seja B : T,X x T,X — R a forma bilinear associada ao operador de Weingarten isto

é, B(u,v) = (S4(u),v). Com a expressao dos coeficientes da segunda forma fundamental

podemos expressar a matriz representativa de B na base coordenada,

p=| 7
fg
Assim,
B(v,w) = v'Bw = v* e w. (1.11)
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Por outro lado, se A =S, denota a matriz representativa da transformacao linear S, em

relagdo a base coordenada, temos que,

: | EF
(v, Sq(w)) = v*(gij)Aw = v Aw. (1.12)
F G
Consequentemente se X é nao-degenerada decorre das Equagoes ([1.11)) e (1.12)) que

-1
E F e f

F G I g

S, = A=

De modo que podemos expressar as curvaturas Gaussiana e média de superficies no espago

de Minkowski em termos dos coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais. Se-

guindo a Definigao (|1.23]) temos

eg— f?

K = 9771 1.1
1eG —2fF + gF
= 1.14
O EG_F? (1.14)

Estas duas ultimas equagoes nos dao uma forma pratica para calcular as curvaturas Gaus-
siana e média de uma superficie conhecendo-se os coeficientes da primeira e segunda formas
fundamentais.

A seguir discutiremos o conceito de curvaturas principais.

Lembramos que no espaco Euclidiano E3 existe o seguinte resultado, dado pelo Teorema
da péagina 258 de [5], que nos permite definir os conceitos de curvaturas principais em

superficies no espaco Euclidiano;

Resultado 1.1. Sejam V um espaco vetorial real de dimensdo 2, A :V — V uma aplicagdo
linear auto-adujunta em relagdo ao produto interno Fuclidiano (,)gs (isto € (Av,u)ps =
(v, Au)gs para todo u,v € V) e Q a forma quadrdtica positiva definida induzida por A (isto
é, Q(v) = (Av,v)gs ). Entao, existem uma base, de V', ortonormal {e1,e2} de auto-vetores de
A, tais que, a matriz de A expressa nesta € a matriz diagonal dada pelos auto-valores A1 e Ag
de ey e ey respectivamente. Além disso, \1 e Ay sdo respectivamente o mdximo e o minimo

da forma quadrdtica Q) restrita ao circulo unitdrio de V.

E sua demonstracao utiliza essencialmente as hipdteses de @) ser ser positiva definida,
e que o circulo unitdrio em V, dados pelos vetores u € V tais que (u,u)gs é um conjunto

compacto. De modo que este teorema nao se aplica para os espacos tangentes de superficies
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no espacgo de Minkowski, pois se V' for um subespaco vetorial de dimensao 2 tipo-tempo a
métrica neste espaco tem indice 1 e o conjunto dos vetores unitarios nao é compacto.
Entretanto, nos casos em que o Operador de Weingarten é diagonalizavel, podemos reto-

mar com parte dos conceitos de curvaturas principais. Comecemos com a seguinte deﬁnigé(ﬂ;

Definicao 1.24. Seja X : U C R? — E3 uma superficie parametrizada reqular nio-degenerada
no espaco de Minkowski. Diremos que X é Weingarten-diagonalizdavel em q € U desde
que o operador de Weingarten S, : T,X — T;X seja diagonalizdvel. Diremos que X € uma
superficie Weingarten-diagonalizdvel desde que seja Weingarten-diagonalizavel em cada

qeU.

Com isso, vemos que em geral para superficies no espago de Minkowski nem sempre
existird curvaturas principais (que em superficies no espago Euclidiano sao dadas pelos auto-
valores do operador de Weingarten). Entretanto nos casos em que a superficie é Weingarten-

diagonalizavel temos a seguinte definigao.

Definicao 1.25. Seja X : U C R? — L3 wma superficie parametrizada reqular nio-degenerada
em L3. Suponha que em q € U, X seja Weingarten-diagonalizdvel. Entdo dizemos que 0s

auto-valores de Sy, ki(q) e ka2(q), sdo as curvaturas principais da superficie X em q € U.

A Proposigao a seguir, mostra que nos pontos onde a superficie ¢ Weingarten-diagonalizavel

podemos escrever as curvaturas média e Gaussiana em termos das curvaturas principais.

Proposicao 1.11. Sejam X : U C R? — L3 uma superficie parametrizada regular ndo-
degenerada no espaco de Minkowski e ¢ € U tal que S, é diagonalizavel. Entao a curvatura

média H e a curvatura Gaussiana K de X no ponto ¢ € U sao expressas por;

K(q) = ek1(q)k2(q), (1.15)
H(q) = EW, (1.16)

em que, k1(q), k2(q) sao as curvaturas principais de X em q € U e e = (N(q), N(q)).

Demonstracao: A demonstracao segue diretamente das defini¢bes de curvatura média e
de curvatura Gaussiana. De fato, supondo que S, ¢ diagonalizel, temos que na base dos

auto-vetores, a expressao matricial de S, sera;

kq 0
0 Fka(q)

2Formalmente esta seria uma convencgao ou mesmo uma notagao, visto que esta nomenclatura nao é usual

Sq =

na literatura.
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E pela Definigao (1.23)),

k 0 k k
H(q) = e=trago 1(9) 1(9) ; 2(9)
0 ka(q)
Agora, pela Definigao (1.23)),
k1(q) 0
K (q) = edet = ek1(q)k2(q)-
0 ka(q)
E assim temos as expressoes desejadas. |

Vamos trazer, agora, nocao de pontos umbilicos para as superficies no espaco de Min-
kowski.
Lembremos que, em superficies no espago Euclidiano, pontos umbilicos sao aqueles em que
as curvaturas principais coincidem. Como em geral nao definimos curvatura principais, nao
podemos falar da nogéo de pontos umbilicos via curvaturas principais. Deste modo, temos

uma no¢ao um pouco mais geral de pontos umbilicos, para superficies nao-degeneradas.

Definicao 1.26. Sejam X : U C R? — L3 uma superficie parametrizada reqular ndo-
degenerada no espaco de Minkowski e ¢ € U. Entdo q € dito wm Ponto umbilico de X

desde que, existe um nimero real \(q) tal que
(Sq(v),w) = A(q)(u,v); Vo, w € T,X, (1.17)

isto €, as formas bilineares simétricas b e g sGo proporcionais no ponto q. Além disso, dizemos
que a superficie X é uma Superficie umbilica (ou totalmente umbilica) desde que seja

umbilica em cada q € U.

Notamos que se X é superficie ndo-degenerada e umbilica a associacao q — A(q) depende

diferencialmente de ¢, isto é, a funcao A é diferencidavel em U.

Teorema 1.3. Seja X : U C R?2 — L3 uma superficie parametrizada regular nio-degenerada.
Suponha que a superficie € umbilica no ponto q € U, entdo a superficie ¢ Weingarten-

diagonalizdvel em q.

Demonstragao: Como X é uma superficie ndo-degenerada existe uma base ortogonal {a, s}

de T,X. Supondo agora que X é umbilica em ¢, assim existe um ndmero real A tal que

(Sq(v),w) = Xv, w), Vo, w € T, X. (1.18)
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Em particular (Sg(aq), az) = A1, ag) = 0. De modo que temos duas opgoes: Sq(cv1) é nulo
ou Sy(a) é paralelo a oy.

Caso 1 Suponha que S;(aq) = 0. Pela relacao (1.18) temos que
0= <SQ(Q1)’O[1> :)\<Oél7041>, (119)

o que acarreta em A = 0. Logo S;(a1) =0 = Aag e X é entdo um auto-valor do operador de
Weingarten.
Caso 2 Suponha que S;(aq) = raj, para algum r # 0 nimero real. Decorre da Equacao

que
(rai, 1) (Sq(on), a1) = Mai, aq). (1.20)

Donde concluimos que 7 = A de modo que A é um auto-valor do operador Weingarten.

Nos dois casos concluimos que o numero A, dado na hipdtese de g ser ponto umbilico, é um
auto-valor do operador de Weingarten com auto-vetor a;. Simetricamente, repetindo este
argumento para Sy(cg) concluimos que S, admite uma base de auto-vetores na qual a diago-
nal é dada pelo valor A\. Consequentemente o operador de Weingarten é diagonalizavel e por

definicao isto implica que X é Weingarten-diagonalizavel em gq. O

Como uma consequéncia deste Teorema temos que a Defini¢ao (|1.1.4) de ponto umbilico

é de fato mais geral que a defini¢do via curvaturas principais.

Corolario 1.3. Seja X uma superficie parametrizada regular ndo-degenerada no espago de
Minkowski. Suponha que X é Weingarten-diagonalizdvel em q, entao X € umbilica q se, e

somente se, ki(q) = ka(q).

Demonstracao: De fato, supondo X Weingarten-diagonalizavel em ¢ temos que existem as
curvaturas principais k1 e ko no ponto g e pelo Teorema garantimos que estas curvaturas
coincidem com o valor comum A. A reciproca é dada verificando que a Equacao é
verdadeira para os vetores da base ortonogal de auto-vetores e entao, por bilinearidade, serd
verdadeira para qualquer par de vetores no plano tangente. O

Com as nogoes de curvaturas principais e pontos umbilicos para superficies Weingarten-

diagonalizdveis, podemos demonstrar o seguinte resultado;

Teorema 1.4. Seja X uma superficie parametrizada regular nao-degenerada no espago de

Minkowski. Suponha que X € Wengarten-diagonalizdvel em q € U, entdo;

H?(q) — eK(q) > 0.
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Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, ¢ € um ponto umbilico de X.

Demonstracgao: De fato, se k1 e ko sao as curvaturas principais de X no ponto g¢;

ki —ko\ 2 i+ Ko\ 2
0<<1 2) :<1+ 2) —k1k2:H2—€K,

2 2

em que H e K sao dadas pelas Equacoes e respectivamente. Agora a igualdade

ocorre se, e somente se, k1 = ko e sendo por hipétese X Weingarten-diagonalizavel, decorre
do Corolério que isto equivale a X ser timblica no ponto q.

O

A diagonalizacao do operador de Weingarten depende da existéncia de raizes do polinémio

caracteristico. Denotando por A = (a;;) a matriz representativa de S; em alguma base o

polinémio caracteristico P(\) é dado por;
P(X\) =det (A — M) = A\* — Aaq1 + as2) + a11a22 — a12a21.
Dai segue que a equagao do polindmio caracteristico é expressa por
P(\) = A% — 2¢H\ + €K, (1.21)

cujo discriminante é;

A =4(H?-€K). (1.22)
Deste modo, podemos caracterizar as superficies Weingarten-diagonalizaveis em termos
do sinal do discriminante.

A > 0 Neste caso a superficie ¢ Weingarten-diagonalizavel, seja ela tipo-espago ou tipo-tempo.

A < 0 Neste caso a superficie ndo é Weingarten-dagonalizavel. Recorde que pelo Resultado
(1.1) a superficie deverd ser tipo-tempo, e juntamente com o Teorema ((1.4) podemos

garantir que a superficie ndo tem pontos umbilicos.

A = 0 Inconclusivo. Entretanto se a superficie é tipo-espago pelo Resultado (1.1 garantimos
que é Weingarten-diagonalizdvel e pelo Teorema (1.4]) garantimos que é umbilica com

a curvatura principal dada por k = —H.

O seguinte resultado nos dé uma espécie de classificagdo de todas as superficies umbilicas no

espago de Minkowski.
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Teorema 1.5. Seja X uma superficie parametrizada regular nao-degenerada no espago de
Minkowski. Suponha que X € uma superficie umbilica, entdo a superficie estd contida em um
plano, plano hiperbdlico ou em uma pseudo-esfera, sendo que os dois ultimos casos ocorrem

somente se a superficie € respectivamente tipo-espaco ou tipo-tempo.

Demonstragao: Suponha que X é totalmente umbilica. Pelo Teorema (1.3 garantimos que
em cada g € U, X é Weingaten-diagonalizavel e pelo seu Corolario ({1.3), para cada w € T;,X

verificamos que existem uma funcao diferencidavel \(q) tal que

Na base coordenada, com w = aX, + bX,, temos
aNyu(q) + bN,(q) = A(q)aX, + AbX,.
Como esta relagao vale para qualquer w no plano tangente, concluimos que

Nu(q) = M)Xu(@),  Nuw = AKXy + Ay, (1.23)

No(q) = Ma)Xu(9)s  Now = MXy + Aoy (1.24)

Em que diferenciamos em relacdo a v e a u respectivamente. Subtraindo estas relagoes e

usando que X, = Xy € Nyy = Nyy, temos
AoXy — AuXy = 0.

Por independéncia linear dos vetores coordenados, devemos ter que A, (q) = Ay(q) = 0, e
sendo U conexo isto implica que A(g) é uma funcdo constante. Assim temos dois possiveis

€asos;

Se A = 0: temos pelas relacgoes ((1.23)) e (1.24) que N,, = N,, = 0 e novamente por conexi-
dade de U o vetor N é constante e concluimos que X esté contida em um plano (note que X,

neste caso pode ser tanto tipo-espago quanto tipo-tempo).

Se A # 0: definimos uma fungao p;

1
p:UCR? = L3 (u,v) — p(u,v) :X(u,v)—XN(uw) c L3,

que varia diferenciavelmente em U. Diferenciando p em relagdo a u e v e usando as expressoes

(1.23) e (1.24), garantimos que p, = p, = 0. Por conexidade de U temos que p(u,v) = pgy é
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1
constante. Deste modo, X — pg = XN em todos os pontos de U, e assim

1 €
<X_p0>X_p0> = §<N3N> = pv
em que € = —1 se superficie é tipo-espago e € = +1 se a superficie é tipo-tempo. No primeiro

caso a superficie estard contida do plano hiperbélico H?(po; ) que passa por pg e tem raio A
e no segundo caso a superficie estd contida na pseudo-esfera S?(po; A) que tem origem em pg

e raio A. 0O



Capitulo 2

Formas Diferenciais e o Método do

Referencial Movel

Neste capitulo introduziremos o0 Método do referencial mével. Este é um método
desenvolvido no século passado, principalmente, pelo matematico francés Elie Joseph Cartan
(1869-1951), e atualmente compoe uma das abordagens classicas da Geometria Diferencial.
Esta abordagem depende essencialmente do conceito de Formas Diferenciais, a qual dedi-
caremos uma introducao na préxima. Em seguida introduziremos o conceito de Método do
Referencial Mével e aplicaremos em duas situagoes; em superficies no espaco Euclidiano e
superficies no espaco de Minkowski.

Este capitulo é essencial para a leitura do restante do texto, pois, conforme veremos
as Transformacoes de Backlund e suas aplicagoes serao dadas de acordo com o Método do

Referencial Mdével.

2.1 Formas Diferenciais

Nesta secao, baseada no livro texto [20], introduziremos conceitos de formas diferenciais,
produto tensorial, produto externo e derivada exterior de formas diferenciais e suas principais
propriedades. Todos estes conceitos nao sao métricos, de modo que nao ha necessidade de
adaptar nenhuma definicao para o contexto do espago de Minkowski.

Seja R™ espaco vetorial sobre o corpo dos reais. Definimos o espaco dual de R™ pelo espago
das transformagoes lineares de R” em R, o denotaremos por (R")* = {L : R" — R|L ¢ linear}.

*

Podemos verificar que o espago dual (R™)* é um espago vetorial real com as operagoes;

(T+ L)(a) =T(a) + L(a) e (uT)(a) = pT'(a) para L, T € (R™")* e p € R.
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Lema 2.1. Seja B = {x1,...,x,} uma base para R™. Entao o conjunto das aplicagoes
n
dzj :R" - R ; v:Zvixin:cj(v):ij]R,
i=1

formam uma base de (R™)*, dita base dual associada a base B.
Demonstracao: De fato, primeiramente, para cada j € {1,...,n} dzr; € (R™)*; sejam u,v €
R™ e A € R. Assim

dxj(u + )\U) = d:L'j <Z(u2 + )\’U@')$¢> =uj + )\Uj =

i=1

n n
= dx; (Z(uﬁ) + Adz; <Z(UZ)> = dxj(u) + Mdz;(v).
i=1 i=1

Observe que as transformacoes lineares dz; geram (R™)* quer dizer que para toda 7' € (R")*
devem existir i, ...u, escalares em R tais que T = 2?21 pjidz;. O que sempre podemos
garantir, pois dado T" tome p; = T'(x;). Assim teremos

n n n n

Tw)=T (Z Uﬂi) =Y oT(w) =Y vipi = Y padwi(v),

i=1 i=1 i=1 i=1
que vale para todo v. Logo T' = >""" | pdx;.

Por tltimo devemos mostrar que {dz1,...,dz,} € (R™)* é um conjunto linearmente inde-
pendente. Suponhamos que > i ; p;dz;(v) = 0 para todo v € R”. Assim tomemos v = lz;
para cada j de modo que

n
0= Z,ul-d:ni(lzrj) =0+ .+ gl + o+ 0 = py
i=1
Assim concluimos que este conjunto é de fato linearmente independente. E demonstramos

este Lema.

Deste modo se f: U C R" — R é uma funcao diferencidvel em a € U sua diferencial em

a é uma transformagao linear df, : R™ — R dada pela derivada direcional em a, isto €,

fla+t) — fla)

dfa(v) = Dy f(a) = limgso t

Conforme a notagao do Lema (2.1]), com B = {ey,...,e,} base candnica de R", temos que a

transformacao linear df, expressa na base dual, é dada por df, = > | pidx; em que

By = dfale;) = Dy, f(@) = lim g 0TI

flai,...;a; +tej,....an) + f(ar,...,an) ﬁ
t a 8xj

(a).

= limy o
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Ou seja a diferencial de f no ponto a assume a forma

dfa == £ T%(a)dlﬁ

Esta expressao entre elementos do espago dual motiva a seguinte definicao.

Definicao 2.1. (1-Formas diferenciais)Dizemos que w € uma forma diferencial de grau 1,
ou uma I1-forma diferencial, em um aberto U C R" desde que seja uma associagcdo que a
cada ponto p € U corresponde a um w, elemento do espago dual de R", tal que, quando
expresso em alguma base {dzx1, ...,dzn}, wp = > i ai(p)dz; as fungoes a; : U C R™ — R sdo

diferencidveis.

Naturalmente a diferencial de uma funcao, f : U C R™ — R diferenciavel, em qualquer

ponto a € U é uma 1-forma diferencial.

Observagao 2.1. Sendo as projecoes m; : R" — R funcoes diferencidveis, temos que em
cada p € R”, sua diferencial é uma 1-forma diferencidl e ainda mais, note que em cada p € R"

o conjunto {d(m1)p,...,d(7;)p} forma uma base do espaco dual associada a base canonica de

R™.

De agora em diante nos restringiremos as 1-formas diferenciais em abertos U C R2. Ainda
denotaremos as projegoes m e mo por respectivamente u e v, de modo que para cada ¢ € U,
{dug,dv,} serd uma base de (R?)* associada a base candnica {e; = (1,0),e2 = (0,1)}. Além

disso, se w é uma 1-forma diferencial em U € R? escreveremos
wq = P(q)duy + Q(q)dvg, € (R?)*.

Introduziremos de maneira natural, a operacao de soma de 1-formas diferenciais e multi-

plicacao por fungoes reais diferenciaveis.

Definicao 2.2. Sejam w e W I-formas diferenciais e f uma funcdo real diferencidvel em

U C R2. Definimos a soma de w e @ como sendo a I-forma diferencial dada por
(W4 w)g = wq + wy.
E a multiplicacao de w por f como sendo a 1-forma diferencial dada por

(fw)g = f(@)wy-
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Assim fica definida a expressarao w = Pdu + Qdv. Além disso se w = Pdu + Qdv,

@ = Pdu + Qdv e f uma funcio real diferencidvel. Segue que
w+ fo=(P+ fP)du+ (Q+ fQ)dv.

Definicao 2.3. Dadas duas 1-formas diferenciais em U C R?, w e @ dizemos que elas sdo
linearmente independentes desde que, para cada q € U, wy e Wy sao linearmente independentes

como vetores de (R?)*.

Observacgao 2.2. Sabendo que du e dv formam uma base temos que w = Pdu + Qdv e

© = Pdu + Qdv sao linearmente independentes se, e somente, se para cada ¢ € U C R?

P(q) Q(q)

_ - # 0.
P(q) Q(q)

Defini¢do 2.4. (Produto Tensorial) Seja duas 1-formas diferenciais em U C R?, w e @,
definimos o produto tensorial destes elementos pela associacdo que corresponde a cada q € U

a aplicacao bilinear dada por;
(Wea), :RExR* =R ; VWi (w@0)g(V, W) = w(V)@,(w).

Observemos que o produto w ® @ nao é comutativo e a aplicagdo bilinear (w ® @),
nao ¢ simétrica. De fato basta considerarmos os exemplos; (du ® dv)q(e1,e2) =1 e (dv ®
du)q(er, e2) =0, bem como (du ® dv)g(e2,e1) = 0.

Como o produto tensorial w ® @ é uma aplicacao bilinear, fica definida a soma entre w® @

e W ® w como a soma natural entre aplicagoes bilineares.

Proposicao 2.1. (Propriedades do Produto Tensorial) Sejam w,& e & 1-formas diferenciais

em U CR? e f:U C R? = R uma funcdo real diferencidvel em U. Entdo

4. Se w= Pdu+ Qdv e © = Pdu + Qdv, entdo

w®w= PPdu® du+ PQdu® dv+ PQdv ® du + QQdv ® dv.

Demonstragao:
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1. Para cada ¢ € U e para cada V,W € R?
(wW+w) @) (V,IV) = (w4 o)V, W), (V,W)
= wg(V,W)wq(V, W) + @g(V, W)y (V, W)
= (WRQ)V, W)+ (wew),(V,IW).
2. Anélogo ao item anterior.

3. Basta notar que para cada ¢ € U e para cada V, W € R? temos

[fw@@)]g(V,W) = F(g)(wg(V)wg(W)) = f(g)wq(V)wg(W).

Assim o resultado segue pela comutatividade dos nimeros reais e pela definicao de

produto tensorial.

4. Bastar realizar o produto (Pdu + Qdv) ® (Pdu + Qdv) utilizando 1,2 e 3.

Definiremos também o produto exterior entre duas 1-formas diferenciais.

Definigao 2.5. (Produto Exterior) Sejam w e & 1-formas diferenciais em U C R?. Definimos
o produto exterior entre w e w pela associacao que a cada q € U corresponde a uma aplicacao

dada por
(WAD),: R2x R? - R; (VW) = (w @) (V, W) — (@ @ w),(V,W).

Note que o produto exterior como definido é uma forma bilinear e anti-simétrica. De fato,

note que para todo V, W € R2,

(WA®) (VW) = wy(V)wg(W) — wg(V)we(W)

wg(V)  @q(V')
we(W)  wg(W)
de modo que nossa afirmacao decorre das propriedades do determinante (linear em cada linha

e anti-simétrico pela troca de duas linhas).

Observacgao 2.3. A associagao, pela qual definimos o produto exterior é anti-simétrica em

relagdo a w e @, isto é, w A w = —w A w. Em particular temos que,

du N dv = —dv A du e du AN du = dv A dv =0.
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Em geral, temos as seguintes propriedades para o produto exterior;

Proposicao 2.2. (Propriedades do produto exterior) Sejam w,w e & 1-formas diferenciais

em U CR? e f: U C R? uma funcdo real diferencidvel em U, entdo
1. wAN(W+0)=wAw+wAw,
2. (WH+O)ANw=0Aw+0Aw,
3. (fu)yhNw=wA (fw) = flwAk),
4. Sew = Pdu+ Qdv e @ = Pdu+ Qdv, entdo

wAw=(PQ—-QP)(PQ — QP)du A dv.

5 WAW=—wAw.

Demonstracao: De fato, para os itens (1)-(3) basta usar a definicdo e as propriedades
(1),(2) e (3) da Proposigao (2.1). O item (5) se d4 conforme comentado acima. Por tltimo,
(4) resultard das proriedades (1)-(3) e da Observacao(2.3)). De fato,

(Pdu + Qdv) A (Pdu + Qdv) = PPdu A du+ PQdu A dv +
+QPdv A du + QQdv A dv

= (PQ— QP)du A dv.

Esta Proposi¢cao nos déd uma caracterizagao para independéncia linear entre formas dife-

renciais definida em ({2.3)). Conforme mostra o Corolario a seguir.

Coroléario 2.1. Sejam w e @ I-formas diferenciais em U C R?, entdo w e @ sdo linearmente

independentes se, e somente se, para cada q € U, (w A @)y # 0.

Demonstragao:De fato, sejam w = Pdu + Qdv e @ = Pdu + Qdv, temos pelo item (4) da
Proposigao (2.2)) que

wA©=(PQ—QP)(PQ—QP)duNdv=0

equivale a

PQ - QP =0.
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Assim, w A @ = 0 se, e somente se

P(g) Q(q)
P(q) Qq)

E assim o resultado segue pela defini¢ao (2.3)).

=0.

Dadas duas 1-formas diferenciais, podemos notar que o produto exterior destas nao é uma
1-forma, pois 1-formas diferenciais dao origem a transformagoes lineares enquanto produto
exterior gera uma aplicacao bilinear anti-simétrica. Entretanto o produto exterior pertence

a uma outra classe, a saber, a classe das 2-formas diferenciais que definiremos a seguir.

Definicao 2.6. (2-forma diferencial) Uma 2-forma diferencial em um aberto U C R? é uma

associacdo, ¢, de cada q € R? com uma transformacéao bilinear anti-simétrica;
¢ REXRZ 5 R (VW) = ¢g(V,W) = f(q)(du A dv)o(V, W),
em que f:U CR?> = R ¢ uma funcdo real diferencidvel em U.

Observagao 2.4. Alternativamente alguns autores definem 2-formas diferenciais com a
condigdo de Alternada ao invés de Anti-Simétrica. Em geral, uma transformacio bilinear
B: ExFE — R, em E espaco vetorial real, é dita Alternada, desde que, para cada V € F

verifica-se que B(V, V) = 0. Deste modo, note que pela relagao;
B(V+W,V+W)=B(\V,V)+B(V,W)+ BW,V)+ B(W,W),
estes dois conceitos sao equivalentes.

Definimos, naturalmente, a soma de duas 2-formas diferenciais, ¢, ¢, e o produto por uma

fungao real h diferencidvel em U por
¢+ ho = (f + hf)du A dv.
Temos também a definicao de diferencial exterior de 1-forma diferencial;

Definigao 2.7. (Diferencial Exterior) Seja w = Pdu + Qdv uma I1-forma diferencial em

U C R2. Definimos a diferencial exterior de w como sendo a 2-forma diferencial dada por
dw=dP Adu+dQ A dv,

na qual dP e dQ sdo as respectivas 1-formas diferenciais em U das funcoes P e Q.
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Neste contexto, convém definir uma 0-forma diferencial em um aberto U C R? pelas
funcoes reais f : U C R? — R diferencidveis em U. De modo que a diferencial exterior de f é

definida pela 1-forma diferencial em U, dada pela prépria diferencial de f.

Proposicao 2.3. (Propriedades da Diferencial Exterior) Sejam w = Pdu 4+ Qdv e @ =

Pdu + Qdv 1-formas diferenciais em U C R? e f wma 0-forma diferencial em U, entdo;
1. dw = (Qy — Py)du A dv.
2. d(df)=0
3. dw+w) = dw+ dw
4. d(fw)=df N\w+ fdw
Demonstracgao:

1. De fato usando as propriedades da Proposicao (2.2) e conforme a Observacao (12.3)),

temos que

dv = dP Adu+dQ A dv
= (Pydu+ P,dv) A du + (Qudu + Qudv) A dv
= PyduANdu+ Pydv Adu+ Qudu N dv+ Qudv A dv

= —PyduNdv+ QuduAdv=(Q,— P,)du A dv.

2. Segue do Teorema de Cauchy para fungdes diferencidveis (que nos garante que fy, =

fou) € das propriedades dadas na Proposicao (2.2). De fato

d(df) = d(fudu+ fodv) = dfy A du+ df, Ndv
= (fuudu ~+ fupdv) A du + (foudu + foudv) A dv
= fwdvANdu+ fyuduAdv = (—fu + fou)du A dv

— (2.1)

3. E uma consequéncia das propriedades de produto externo dadas na Proposicao 1)

dw+w) = d(P+ P)du+ (Q+ Q)dv)
= d(P+P)ANdu+d(Q+Q)ANdv
= dP Adu+dP Adu+dQ Adv+dQ A dv

= dw + d.
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4. Novamente, o resultado segue das propriedades da Proposicao (2.2)), e também do item

(3).

d(fw) = d(fPdu+ fQdv)=d(fP)Adu+d(fQ)Adv
= Pdf Ndu+ fdP ANdu+ Qdf Adv+ fdQ AN dv
= df A (Pdu) +df A (Qdv) + f(dP A du+ dQ A dv)

= df N\w+ fdw.

Traremos, brevemente, o conceito de terna de formas diferenciais. Todas definigoes e
resultados que seguem sao inteiramente analogos ao caso das 0-formas,1-formas e 2-formas

diferenciais.
Se F : U C R? = R? dada por (u,v) — F(u,v) = (Fl(u,v), F*(u,v), F3(u,v)) é uma
funcéo diferencidvel, temos que em cada g € U, sua diferencial é um transformacao linear

entre R? e R? dada por
dFy :R* 5 RV eR* = dFy(V) = (dF}(V),dF(V),dF}(V)).

Deste modo é natural definirmos dF como uma terna de 1-formas diferenciais (dF', dF?, dF?).

Isto motiva a seguinte definigao.

Definicao 2.8. (Terna de 1-formas diferencidves) Dizemos que 2 € uma terna (ordenada)
de 1-formas diferenciais em U C R?, desde que, 0 seja uma associacio que a cada g € U

corresponda a uma transformacao linear de R em R3 dada por;

_ 1.2 3
Qq - (wqawqywq)a
em que cada W’ seja uma 1-forma diferencial em U.
Definimos, naturalmente, a soma entre duas ternas, 2, Q e produto por 0-formas, h por;

(Q+ hQ)q = (w; + h(q)w;,wg + h(q)wg,wg’ + h(q)wj).

Note que, neste contexto, F' = (F!, 2, F3) é uma terna de O-formas diferenciais. Além

disso, denotando Fw = (Flw, F?w, F3w) com w uma 1-forma diferencial temos que a seguinte
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exXpressao;

dF = (dF',dF? dF?)

(
= (Fldu+ Fldv, Fidu+ F?dv, F3du + F3dv)

(Fydu, F2du, F2du) + (Fidv, Fidv, Fodv)
= (B, F F)du+ (Fy, YL F)

= F,du+ F,dv.

Analogamente as defini¢bes anteriores, vamos definir uma terna de 2-formas diferenciais

para entao definir diferencias exteriores de ternas de 1-formas diferenciais.

Definigao 2.9. (Terna de 2-formas diferencidveis) Dizemos que ® € uma terna de 2-formas

diferenciais em U C R?, desde que, ® seja uma associacdo que a cada ¢ € U, a uma aplicacio

(I)q : R2 X R2 — ]R, (I)q = (¢é7 d)g? d)g)?
em que cada ¢/ é uma 2-forma diferencial em U.

Definiremos a soma de duas ternas de 2-formas diferenciais, ®, ¢, e a multiplicacdo por

uma 0-forma diferencial, h como
(© + h®)y = (¢g + h(@)by, 65 + ()P, b5 + h(9)B3)-

Com o conceito de terna de 1-formas diferenciais, podemos definir a diferencial exterior

de uma terna de 1-formas diferenciais, como a seguir.

Definigao 2.10. (Diferencial Exterior de ternas de 1-formas diferenciais) Seja 2 = (w!, w?, w?)

uma terna de 1-formas diferenciais em um aberto U C R%. Definimos a diferencial exterior

de Q pela terna de 2-formas diferenciais, dS), dada por
dQ = (dw', dw?, duw?).

Novamente, esta definicao é extendida para a terna de 0-formas, de modo que se F' =
(F1,F?, F3) é uma funcio de U C R? em R3, sua diferencial exterior é a terna de 1-formas
diferenciais dada por

dF = (dF*',dF? dF?).

Além disso, ainda vale que d(dF) = (d(dF*'),d(dF?),d(dF?3)) = 0.
Por 1ltimo discutiremos o produto exterior entre terna de 1-formas diferenciais e 1-formas

diferenciais,
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Definigdo 2.11. Sejam Q = (w!,w?,w3) uma terna de 1-formas diferenciais definidas em
U e @ uma I1-forma diferencial em U, definimos o produto exterior entre elas pela terna de

2-formas diferenciais, 2 A\ w, por

Analogamente definimos w A 2.

Esta definicao nos permite expressar a diferencial de uma terna de 1-formas diferenciais

Q= (wh,w?,w?), com w = Pidu + Q/dv, por,

dQ = (dw',dw?, dw®)
= (dP' Adu+dQ' Adv,...,dP3 A du+ dQ> A dv)
= (dP',dP? dP3?) A du+ (dQ*,dQ? dQ?) A dv

= dP Adu+dQ A dv.

Além disso, pela definicao de terna, teremos que as diferenciais e produto exterior de
ternas de 1-formas diferenciais, herdarao as propriedades de diferencial e produto exterior de

1-formas diferenciais.

2.2 Método do Referencial Mével em L3

Nesta secao introduziremos o Método do Referencial Mével. Este método fornece uma
descricao alternativa para tratar a Geometria Diferencial e, de fato, alguns autores a utilizam
para introduzir a Geometria Diferencial ( [3], [6] e [I8]). A vantagem deste método é sua
notacao, clara e enxuta, que simplifica bastante algumas contas e demonstracoes. Mas em
contrapartida ela requerer a introducao do conceito de formas diferenciais.

Comegaremos introduzindo o Método do Referencial Mdvel para superficies parametriza-
das em E? seguindo a referéncia [20]. Em seguida, adaptaremos este método para superficies
parametrizadas em L3. Com esta sequéncia, ficam claras as diferencas e semelhancas deste
método nos dois casos E3 e 3.

O Método do Referencial Mével foi introduzido pelo matemético francés Elie Joseph
Cartan e consiste em fixar um referencial ortonormal especial (dito Referencial Mével) ao
longo de cada ponto da uma superficie. A partir deste referencial construir um conjunto de

1-formas diferenciais (dito co-Referencial Mével) quais traduzirao a geometria da superficie,
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isto é, poderemos expressar a primeira e segunda formas fundamentais em termos destas
1-formas diferenciais, e todos seus derivados, como curvatura principal, curvatura Gaussiana,
equacoes de Gauss e Codazzi e etc. A vantagem imediata deste método consiste na liberdade
de escolha do referencial mével, na qual uma escolha adequada, poderd colocar em evidéncia

o aspecto geométrico que se deseja tratar.

2.2.1 Referenciais Méveis em [E?

Ao longo desta secdo, consideremos X : U C R? — E3 uma superficie parametrizada e

U C R? um subconjunto aberto, conexo de R? e T,X o espago tangente a X em g € U.

Defini¢ao 2.12. Um Referencial Mével (ou Triedro Mdvel) adaptado a superficie
X € uma terna de funcoes diferencidveis e; : U C R?> — R3, i = 1,2,3, tais que, para cada
q € U o conjunto {e1(q), e2(q),e3(q)} ¢ uma base ortonormal de R? e e1(q),ea(q) pertencem

a T, X o espaco tangente a superficie X no ponto q.

Observagao 2.5. Naturalmente, se {e1(q),e2(q),e3(q)} é um referencial mével adaptado
a X, entdo a condi¢do de ser uma base ortonormal implica em ({e1(q),e2(q)}) = T, X e

{es(q)}) = (T, X)*, em que L é tomado em relacio ao espago E3.

Note que dada uma superficie parametrizada X sempre existe um referencial mével adap-

tado a X. De fato, basta considerar

Xy Xgs Xy X
= 61 =
|XuX]E3Xv|E37 ’XU‘Es

€3 € €2 = e3Xpg3eq.

Seja {e1(q), e2(q), e3(q)} um referencial mével adaptado a X. Para cada ¢ € U e para
cada V € R? temos que dX (V) € T,X. Como {e;1(q), e2(q)} gera T,X podemos expressar

dXy(V) = (w')g(V)er(q) + (w?)g(V)ea(q),

em que (w'),(V) sdo niimeros reais dados pelas componentes do vetor tangente dX,(V) na

base do referencial movel, isto é,

(Whe(V) = (dXg(V),er(@)ms,  (w?)g(V) = (dXy(V), e2(q))es-

Analogamente, como cada fungao e; é diferencidavel em U, temos que para cada ¢ € U a
diferencial d(e;), ¢ uma transformagio que associa a cada V' € R? a um vetor d(e;)4(V) € R3,

e uma vez que {e1(q),ea(q),e3(q)} gera R3, temos

d(ei)q(V) = (1)g(V)er(a) + (w)g(V)e2(a) + (wi)g(Ves(a), i=1,2,3
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em que os escalares sao dados por

(@))a(V) = (d(e)g(V) e)ms, 4,5 € {1,2,3}.

Considerando estas decomposicdes para cada ¢ € U e para cada V € R?, ficam definidas
as 1-formas diferenciais em U tais que a cada ¢ € U é associado um elemento do espago dual
(R?)* dado respectivamente por (w), e (wg)q 'R - R, i,j € {1,2,3}.

Por outro lado, X, e1, es, e3 sdo funcoes diferencidveis de U ¢ R? em R? de modo que suas

diferenciais induzem ternas de 1-formas diferenciais. Isto é,

dX (dX',dX?,dX3)

= (Xldu+ X}dv, X 2du + X2dv, X3du + X3dv)
= (X1 X2 X3du+ (X}, X2 X3)dv
= Xydu+ X,dv.
Assim a expressdo explicita de w' é
w' = (Xydu + Xodv, e)gs = (Xu, €i)psdu + (X, e;)gadv.

Analogamente,
w! = ((€i)u €j)p3du + ((€i)v, €j)padv.
Estas 1-formas diferenciais, assim construidas, desempenham um papel fundamental no

Método do referencial mével. Para estas formas temos a seguinte definigao.

Definicao 2.13. Seja X wma superficie parametrizada em U C R? e {e1(q),e2(q),e3(q)}
um referencial mével adaptado a X. Dizemos que {w',w?}, com w' = (dX, e;)gs, € um co-
referencial mével adaptado a X em U e as 1-formas wlj = (de;, ej)gs comi,j € {1,2,3}

sao ditas as formas de conexao.

Proposicao 2.4. Seja {e1, e2,e3} um referencial movel adaptado a superficie parametrizada
X em U. Entdo o co-referencial mével {w',w?} formam uma base para o espaco das 1-formas

diferenciais em U.

Demonstracao: Uma vez que o co-referencial é composto por duas 1-formas diferenciais em
U, basta mostrar que elas sao linearmente independentes segundo a Defini¢ao ([2.3]). Primei-
ramente os vetores X, e X, sdo linearmente independentes em R3. Assim se escrevermos

Xy = aji1e1 + asree e Xy, = ajge; + agees teremos que

ail a2
£0.

a1 a22
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Deste modo podemos escrever, para i € {1,2},
w' = (Xy, ei)psdu + (X, €3)padv = agdu + azdv.

Avaliemos entdo o produto exterior w! A w?;

wiAw? = (a11du + a12)du A (ag1du + age)dv

= aji1adu A dv + ajgasidv A du

= (a11a22 — algagl)du A dv 7& 0.

Assim, pela Proposicao (2.1)) temos que as formas w! e w? sdo, de fato, linearmente indepen-

dentes e o resultado segue.

Proposigao 2.5. Sejam X : U C R? — E3 uma superficie parametrizada em E? e {e1, ea, 3}
um referencial movel adaptado a superficie X. Entdo o co-referencial, W', e as formas de

conerao w; satis fazem

J

w§ = —wj (2.2)

dw' = w? AWl (2.3)
dw? = wl A w? (2.4)
WwAwd+wrAwd=0 (2.5)
dw? = w} A w3 (2.6)
dw? = w? A\ w3 (2.7)
dw3 = wi A w (2.8)

Demonstragao: Dado um referencial mével {ej,es, e3}, temos por ortonormalidade que

(€i,ej)gs = 05, assim tomando a derivada dos dois lados, temos

<d€i,€j>]E3+<eiad€j>IE3 = 0

wf + w; =0, (2.9)

o que mostra a Equagao (2.2)). Note que esta equacio acarreta que wf = O paratodoi =1,2,3.
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Uma vez que X é uma terna de funcgoes diferenciaveis temos que d(dX) = 0, assim temos
que
0 = dw'e +w?ey)
= deg Aw!' + erdw; + desy A w? + eadw?
= (Wley +wiez) Aw! 4 erdw! + (wlep + wies) Aw? + exdw?
= (w3 Aw? +dwher + (W Aw! + dw?)es + (W Awh + w3 Aw?)es
= (WP Awh 4 duter + (—w! Aw? + dw?es — (W AW+ w? Awd)es.
Logo, usando a independéncia linear do referencial mével em cada g € U, temos que cada

componente desta expressao vetorial deve ser nula em cada ¢, e assim temos as equacoes

2.3-23).

Obtemos as ultimas equagoes de modo analogo. Usando que e; é uma funcao diferencidvel

devemos ter para cada i € {1,2,3}, que

0 = d(del)

3
_ I,
= d g w; €
ot

|
Moo

[d e;) /\w + dw! e]}
1

<.
Il

I
e

1

(z> N ! ]
5 [(u hed) e + ]

1 k=1

3
Z (wf /\wf-) + dw | ey

1]j=1

J

I
[M]

.
I

|
]

b
Il

Novamente, usando a independéncia linear da referencial mével devemos ter que para cada

ke{1,2,3}
3
dut =3 (wf Aw{) ik e{1,2,3).

j=1
Deste modo, quando ¢ =1 e k = 2, temos

do? = —wWiAwl —w AW —winwd

do? = —WIN0—-0—w? AW}

do? = Wi /\wé.



2.2 Método do Referencial Mével em L3 50

De onde temos a equacao ([2.6]).

De maneira andloga, quando i = 1 e k = 3 temos a equagao (2.7) e por ultimo, quando
i =2ek =3 temos a equagao (2.8). Os demais casos se reduzem a identidade 0 = 0. Com

isto demonstramos a Proposigao.

O conjunto de Equagoes (2.2)-(2.8) formam um conjunto de equagdes necessarias para
existéncia de qualquer co-referencial moével. Elas representam um papel anidlogo ao das

equacoes de compatibilidade na teoria local das superficies.

Definigao 2.14. Sejam X : U C R? — E3 wma superficie parametrizada em E3 e {e1, 2, e3}
um referencial mével adaptado a superficie X. Dizemos que as equagoes —(@ sG0 as
Equacgoes de Estrutura do referencial mdvel, as equagoes - sao ditas Equacao
de Cartan a equagdo (@ ¢ dita Equacao de Gauss e por iltimo —(@ sao ditas

Equacoes Codazzi.

Note que, como o co-referencial w! e w? forma uma base para o espaco das 1-formas em

J

U C R?, podemos escrever as formas de conexao w; nesta base. A equacao de estrutura

, wf = —wj-, nos assegura que se conhecermos as seis componentes de w?, w? e w3 na
base do co-referencial podemos construir todas as demais formas de conexado. Além disso, a
equacao de estrutura , wh A w% +w? A w% = 0, eliminam implicitamente uma destas seis
componentes. Do mesmo modo as equagoes e elimina, implicitamente, duas das
cinco componentes restantes, a saber, exatamente as duas componentes da 1-forma w?. Fi-
nalmente as trés ultimas equagoes de estrutura — nos dao relagoes implicitas entre as
trés componentes restantes. Implicitamente, isto quer dizer que quaisquer outras expressoes,
que envolvam demais derivadas exteriores das formas de conexao ou do co-referencial, nao
fornecerao informagdes novas e serao identidades ja conhecidas ou identidades triviais do tipo
0=0.

Precisando algumas das afirmacoes acima, temos as duas seguintes proposicoes.

Proposicao 2.6. Seja X uma superficie parametrizada com um referencial movel {eq, e, e3},
entdo as formas de conexdes wi” = hyjw! 4 higw? e wg’ = horw! + hosw? expressas na base do

co-referencial movel pelos coeficientes h;j sao tais que hiz = hoy.
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Demonstragao: De fato, decorre da equagao de estrutura (2.5) que

0 = wl/\wi?’—l—wz/\wg’
= Ww'A (hnwl + higw?) + w? A (hglwl + hosw?)
= higw! Aw? + hojw? Aw!
= (hi2 — hgl)wl A w?.

E assim a tese decorre da independéncia linear entre w' e w? usando o Corolario (2.1)).

Proposicao 2.7. (Lema de Cartan)Seja X uma superficie parametrizada com um refe-
rencial movel {e1, ez, e3}. Entio a forma de conexdo w? é determinada implicitamente, na

base do co-referencial movel, pelas equagdes de estrutura dw' = w? Awl e dw? = Wl A wW?.

Demonstragao: De fato, suponhamos que existam duas 1-formas, digamos w? e w?, satisfa-

zendo as equagdes de estrutura (2.3)) e (2.4). Como o co-referencial mével é uma base, temos
que a 1-forma dada pela diferenca w? — @3 = Aw! + Bw? é expressa nesta base para algum
par de coeficientes A e B.

Primeiramente a equagao de estrutura (2.3) nos assegura que
w2/\w% = w? /\(D%.
O que equivale a

0 = WA (W —w?)
= WA (Aw!' + Bw?)

= —Aw' Aw?,

isto é, A =0.
Analogamente a equagao de estrutura ([2.4) implicard que o coeficiente B = 0.

De modo que a diferenca é nula e concluimos que w? = 2.

A seguir vamos relacionar o co-referencial mével e as formas de conexao de uma superficie
X com suas primeira e segunda formas fundamentais. Primeiramente apresentemos uma

caracterizacao de superficies parametrizadas em termos de 1-formas diferenciais.
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Teorema 2.1. Suponha que X : U C R? — R? seja uma aplicagdo diferencidvel em U aberto
de R%. Entdo para que X seja uma superficie parametrizada reqular em E? € necessdrio
e suficiente que existam f,f : U C R? — R3 diferencidveis em U e um par de 1-formas
diferenciais w,w em U satisfazendo as sequintes condigoes:

a)f(q), f(q) sdo dois vetores linearmente independentes em R3 para cada q € U.

b)As 1-formas w e w sdo linearmente independentes.

¢)Em cada q € U, dX, = wef(q) + Wef(q)-

Demonstragao: Para a condicao necessaria, suponha que X é uma superficie parametrizada
regular. Tome as funcdes f = X, e f = X, e as 1-formas w = du e w = dv. Note que X
ser regular implica que a condic¢do a) é satisfeita. As 1-formas du e dv sao linearmente inde-
pendentes, assim temos a condigdo b). Por tltimo a expressao dX, = X,du + X,dv garante

condicao c).

Para a condicao suficiente, basta mostrar que, nestas condicoes, dX, ¢ uma aplicacao
injetiva para cada q¢ € U. Pelo teorema do ntcleo e da imagem isto equivale a garantir que
sempre que um vetor V € R? for tal que dX,(V) = 0 devemos ter que V = 0. Suponha que
existam funcoes diferencidveis f e f e um par de 1-formas w e @ tais que as condicoes a)-c)

sdo satisfeitas. Seja V' € R? um vetor tal que dX (V) = 0. Pela condico c), teremos
wg(V).f (@) +@(V)f(q) = 0.
A independéncia linear entre f(q) e f(q) dada pela condicio a) nos garante que
we(V) =w(V) =0.

Assim para todo vetor V temos

(WAD)(V,V) = we(V)ag(V) = @q(V)we(V) = 0.

(2.10)

Suponhamos, por contradicdo, que V # 0 de modo que existe V tal que {V, V} é uma base
de R2%. Dados quaisquer par de vetor de R? podemos escrevé-los nesta base como uV +nV e

aV + BV. Pela bilinearidade da aplicagao (w A w), devemos ter
(WA D)g(uV +0V,aV +BV) = (wAD)(V,V)(uB —ne) +
F(WwA@)(V,V)(pa) +

Hw A@)g(V,V)(nB) =0,
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pois, conforme a Observagao (2.4]), esta é uma forma alternada e assim os dois ultimos termos
se anulam. Isto significa que (w A w)y = 0 0 que é um absurdo perante a hipétese dada pela
condigao b). Assim, garantimos que V = 0 e consequente X é uma superficie parametrizada

regular em E3.

Observacgao 2.6. Ainda nas hipéteses do teorema acima, para cada ¢ € U temos que as

funcoes f e f em ¢ geram o espaco tangente a superficie em gq.

Sabemos que em uma superficie parametrizada X, as primeira e segunda formas quadraticas
fundamentais sao aplicacoes, em um ponto q € U, I, 11, : T, X — R dadas respectivamente
por se V € R?

15(dXq(V)) = (dXq(V), dXo(V))gs,
11 (dXq(V)) = =(dNg(V), dXq(V))gs,
em que dN, é a diferencial da aplicacao normal N : U C R? - R? em q.
Deste modo, se {e1,e2,e3} é um referencial mével adaptado a superficie X temos que

e3 = N ¢ normal a superficie. Assim seja w' o co-referencial mével e w! as formas de

conexao. Deverd valer que dX = w'e; + w?es e dN = dez, de modo que

L(dX(V)) = (dXy(V),dXy(V))gs

Esta igualdade para todo V € R? e para cada ¢ € U induz a identidade
I=w'@uw +w? ®w? (2.11)
Analogamente;
IT = —(dX,dN)gs

= —<w161 + wzeg,u%q + w§62>E3

= wew-weuw?

= Weuw+u?ed. (2.12)
Deste modo, uma vez que a primeira e segunda forma fundamental é expressa em termos

do co-referencial mével e das formas de conexao podemos expressar os entes geométricos de

X em termos destas formas diferenciais, como por exemplo a curvatura Gaussiana de X.
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Teorema 2.2. Sejam X wma superficie parametrizada reqular em E3 com curvatura Gaus-
jana K jal mével adaptado a X L w?} co- jal e {w!
siana K, {e1,e2,e3} um referencial mével adaptado a X com {w",w*} co-referencial e {w;

formas de conexdao. Entdo a sequinte relacdo vale,
dw? = —Kuw' Aw?, (2.13)

A demonstracao segue analogamente do caso de superficies no espaco de Minkowski, qual

serd feita em detalhes na préxima se¢ao, no Teorema [2.3

2.2.2 Referenciais Méveis em L2

Nesta secdo trataremos dos referenciais méveis em superficies parametrizadas em 1L3.
A motivacdo para construcdo do método do referencial mével em L3 é a mesma do caso
de superficies em E3 de modo que a exposicio desta secio serd andloga a exposiciao da
secao anterior. Existem diferengas na construcao do método do referencial mével em cada
aspecto em que se faz referéncia a conceitos métricos, como por exemplo na definicao de um
referencial mével onde o conceito de ”ortonormalidade”é diferente entre os espacos E? e L3.
Em contrapartida, todos os conceitos que nao sao métricos serao mantidos, como por exemplo
as definicdo de 1-formas diferenciais em um aberto U C R? e suas propriedades.

Ao longo desta secdo consideremos X : U € R? — L3, U um conjunto aberto e conexo de

R?, uma superficie parametrizada em L3.

Definicao 2.15. Dizemos que uma terna de funcées diferencidveis e, ez, e3: U C R? — L3
formam um Referencial Mdvel (ou um Triedro Mdvel), desde que, em cada q € U o

congunto {e1(q),e2(q), es(q)} formam uma base ortonormal de L3 e e1(q), ea(q) € T,X.

Notagao 2.1. A cada referencial mdével adaptado a uma superficie X, digamos {ej, ez, €3},
denotaremos €; = (e;,e;). Além disso, nos referiremos a func¢do €;, que assume valores em

{=1,0,4+1}, como sendo o sinal do vetor e;.

Observagao 2.7. Note que a cada superficie X temos que {e1(q),e2(q)} forma uma base
para o espaco tangente em g € U. Além disso, se X é ndo-degenerada (vide Definicao (1.19)),
es(q) é normal a superficie, em ¢ € U, e seu sinal €3(q) ¢ 1 se a superficie for tipo-tempo em

q ou igual a —1 se a superficie for tipo-espago em gq.

Seja {e1,e2,e3} um referencial mével adaptado a superficie X. De maneira andloga ao

caso Euclidiano, ficam definidas 1-formas diferenciais em U da seguinte forma: a cada g € U
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é associado os seguintes elementos do espaco dual de R?

(W, : R > R, V ER? = (w), (V) = (dX,(V), &), (2.14)

(wh)g : R? = R; VeR? = (wh)(V) = (d(ej)g(V), e1,) (2.15)

em que i € {1,2} e j,l € {1,2,3}. Deste modo, podemos denotar as ternas de 1-formas

diferenciais dX e de; respectivamente por;

dX = eqw'e; + €2w262,

dej = 61&1}61 + 62&)?62 -+ 63&)?63.

Estas 1-formas diferenciais cumprirao o mesmo papel que no caso Euclidiano, de modo

que temos a seguinte defini¢ao;

Definicao 2.16. Seja X : U C R? — L3 uma superficie parametrizada em L3 e considere

{e1, €2, e3} um referencial mével adaptado a superficie X. Dizemos que o conjunto de 1-formas

diferenciais w',w?, definidas em :
w' = (dX, e;) ie€{1,2},

compoem um co-referencial mdével adaptado a superficie X em LL? e as formas diferen-

ciais wj, dadas em ;

w] = (dej,e;),  ie{l,2} je{1,2,3},

i
sao ditas formas de conexao associadas ao co-referencial mdvel.

Observacao 2.8. Alguns autores definem o co-rerencial moével e as formas de conexao,

digamos @' e &;, pela expressao

dX = ole; + @%e,
| -2 -3
dej = w;e1 + wjes + wjes.

J

S — ¢ V= ewle @ = e lde. ;) = e, Nao exi i
De modo que &' = €;(dX, ¢;) = €w’ e @] = €;(de;, e;) = €jw;. Nao existe nenhuma diferenca

significativa entre estas duas defini¢oes.

Lema 2.2. Sejam X : U C R? — L3, wma superficie parametrizada reqular em L3, e
{e1,e2,e3} um referencial mével adaptado a superficie X. Entdo o co-referencial mével w' e

w? formam uma base para o espaco das 1-formas diferenciais em U C R?.
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Demonstragao: De fato, conforme a expressao (2.14) temos que (w'),(e) = (dX,(e),e’)
é um elemento do espaco dual de R? para cada ¢ € U. Como X ¢ diferencidvel podemos

escrever a terna de 1-formas diferenciais dX = X, du + X,dv. Consequentemente
w' = (Xy, e;)du + (X,, ¢;)dv.

Como X e ¢; sao funcoes diferencidveis em U, segue que w* é de fato uma 1-forma diferencial
em U conforme a Definicdo ([2.1). Nos resta mostrar que w', w? sdo linearmente independentes.

Primeiramente, podemos escrever

Xy = e (Xy, e1)er + e2(Xy, ea)ea,

Xy = e1(Xy, e1)er + €2(Xy, e2)es.

Como X ¢ regular, temos que a diferencial dX é injetiva o que implica em X, e X, serem

linearmente independentes. Assim

€1(Xy, e €1(Xy, € Xy, € Xy, €
0 # det i e 2 = €1eodet < A 1)

e2(Xy, e2) (X, e2) (Xy,e2) (Xy,e2)

Por outro lado, pela expressio w’ = (Xy, ¢;)du + (X, €;)dv, temos

Xy, € Xy, €
w! Aw? = det < A 1) du A dv,

<Xu7 62> <X1H 62>

assim, w! A w? # 0. E portanto pela caracterizaciao dada no Corolario (2.1 segue que w!, w?

sao linearmente independentes.

Com este Lema, dado um referencial mével de uma superficie, podemos escrever as for-
mas de conexao na base do co-referencial mével. Analogamente ao caso Euclidiano temos a

seguinte Proposigao.

Proposicao 2.8. Sejam X : U C R? — L3, uma superficie parametrizada reqular em L3 e

{e1,e2,e3} um referencial mével adaptado a superficie X. Entdo o co-referencial mével w' e
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as formas de conezdo w] satisfazem as seguintes relagoes;

wl = —wi (2.16)

dw' = e2w? A wd (2.17)

dw? = eqw' A w? (2.18)
awl Awd + ew? Aws =0 (2.19)
dw? = e3wi A w3 (2.20)

dw? = eow? A wi (2.21)

dw3 = ewi A W3 (2.22)

Demonstracao: A demonstragao é inteiramente analoga ao caso FEuclidiano dada na Pro-
posigao (2.5). A ortogonalidade do referencial mével implicara na equagao (2.16f). A diferenci-
abilidade da aplicacao X implicara nas equacoes ([2.17))-(2.19)) e por tltimo a diferenciabilidade

do referencial mével implicard nas equagoes ([2.20)-(2.22)).

De fato, dado um referencial mével {e1, ez, e3}, temos por ortonormalidade que (e;, ;) = €;;;.

Assim tomando a derivada dos dois lados, temos
(dei, ej) + (ei,dej) = 0
wg + wé- =0,

e consequentemente temos ([2.16|).

Usando que X é uma terna de fungoes diferencidveis temos que d(dX) = 0, e pela relagao
dX = eqw'le; + eow?es, e usando que w;@ = 0, temos
0 = d(dX)
0 = d(elwlel + engeg)
= ede; Aw' + ere1dwy + eades A w? + exeadw?
= e(eawies + eswies) Aw! + ererdw! +
tex(erwier + eswies) A w? + egeadw?
= (6261&)% Aw? + eldwl)el + (6162&]% Aw! + Ezdw2)€2 +
+(e162w3 A w! 4 ere3w3 A w?)es.

Logo, usando a independéncia linear do referencial mével em cada ¢ € U temos que cada

componente desta expressao vetorial deve ser nula em cada ¢ e assim temos as equacoes
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E17-E0).

3 4
Por tltimo, usando que ¢; ¢ uma fungao diferencidvel e usando a relagao de; = Y €;w!e;,

7j=1
segue que,
0 = d(de,)
3 .
= d Zengej
7=1

|
NE

[ejd(ej) A wg + Ejdwgej}

<.
Il
-

I
NE

3
[ej (Z ekw}“ek> A wf- + ejdwgej]

1 k=1

<.
Il

I
NE

<
Il
—
B
Il

[ekej (wf A wf) ex + ekdwfek}
1

3
k J k
€k g € (wj sz‘) + dwj | ek.
Jj=1

Il
NE

e
Il

1
Usando a independéncia linear da referencial mével devemos ter que para cada k € {1,2,3}
3 .
dwf:—Zej (wf/\wf-) i,k €{1,2,3}.
j=1

Deste modo, quando i =1e k = 2:

dw? = —ew? Awl —ew? Aw? — 3w Aw?
= —elw% ANO — €0 — egwg A w:l)’

= e;;w% A w%

donde temos a equagao ([2.20)).
De maneira andloga, quando i = 1 e k = 3 temos a equagao (2.21]) e por ultimo, quando
i =2e k=3 temos a equagao (2.22). Os demais casos se reduzem a identidade 0 = 0. Com

isto demonstramos a Proposicao.

Esta Proposigao é o principal resultado deste capitulo, pois as equacoes ([2.16)-(2.22)),
sempre serdao validas em qualquer referencial mével. Elas nos dardo informagoes geométricas

importantes sobre a superficie pois, conforme veremos, elas satisfazem um papel analogo
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ao das equactes de compatibilidade na teoria local de superficies. Analogamente ao caso

Euclidiano, temos a seguinte definigao.

Definigao 2.17. Sejam X : U C R? — L3 uma superficie parametrizada em L3 e {e1, ez, 23}
um referencial movel adaptado a superficie X. Dizemos que as equagoes — $G0
as Equacoes de Estrutura do referencial movel, as equagoes — sao ditas as
Equacoes de Cartan a equacdo ¢ dita Equacao de Gauss e por ultimo -
sao ditas Equacoes Codazzi.

De maneira andloga ao que foi no caso Euclidiano é possivel enunciar e demonstrar os
andlogos do Lema de Cartan dados na Proposicao (2.6) e Proposigao ([2.7)) para o caso de X

superficie em L3.

Proposigao 2.9. (Lema de Cartan)Sejam X : U C R? — L3 uma superficie parametrizada
em L3 e {e1, ez, e3} um referencial mével adaptado a superficie X. Entdo a forma de conexdo

w? € unicamente determinada pelo co-referencial movel w', w?.

Proposicao 2.10. Sejam X : U C R? — L3 wuma superficie parametrizada em L3 e
{e1,€2,23} um referencial mdvel adaptado a superficie X. Entao as primeira e sequnda

formas fundamentais da superficie sdo dadas em termos do co-referencial w* e das formas de

J

CONerao wj.

Demonstracao: Sabemos que para uma superficie parametrizada X, as primeira e segunda
formas quadréticas fundamentais sao aplicacoes, em um ponto q € U, I, Il, : T, X — R

dadas respectivamente por
15(dXy(V)) = {dXo(V), dXq(V)),
11y (dX(V)) = —(dNy(V), dXo(V)),
com V € R? e dN, a diferencial da aplicagao normal em gq.
Deste modo, se {ej, €2, e3} é um referencial mével adaptado a superficie X temos que e = N

é normal a superficie. Assim, seja w’ o co-referencial mével, e w! as formas de conexao.

Devera valer que dX = ew'e; + eaw?es e dN = des, de modo que

L(dX(V)) = (dX4(V),dXy(V))
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Esta igualdade para todo V € R? e para cada g € U induz a identidade
I=w'@w +w? @uw? (2.23)
Analogamente

II = —(dX,dN)
= —<61w1€1 + eaw?es, elwéel + 62w§62>
= —(61)20.)1 ® w% — (62)2w2 ® w§

1 2
= wlew+weuwl.

De modo que expressamos as primeira e segunda formas fundamentais em termos do co-

referencial moével e das formas de conexao. O

O seguinte teorema nos dé4 uma forma de relacionar o co-referencial mével com a curvatura

Gaussiana da superficie, e também justifica a nomenclatura de Equacao de Gauss para a

Equacio (2:20).

Teorema 2.3. Sejam X : U C R? — L3 uma superficie parametrizada regular nao-degenderada,
{e1,e2,e3} um referencial mdvel adaptado a superficie X e K a curvatura Gaussiana da su-

perficie X. Entao o co-referencial movel € tal que vale a expressao
dw? = —Kuw' Aw? (2.24)

Demonstragao: Para mostrar que vale a relagio w? = —Kw! A w? entre duas 2-formas
diferenciais podemos usar a bilinearidade de uma 2-forma e mostrar que as imagens, por
alguma base de R?, coincidem.

Como X é uma superficie parametrizada regular e {e;, e2} formam uma base de T;X, em
cada q € U, garantimos que f! = qu_l(el) cR?e 2 = qu_l(eg) € R? forma uma base para
R2.

Por definicao, uma 2-forma diferencial é uma forma alternada, de modo que se verifica

automaticamente a identidade;

(du?)g(f', ) = (F1)K(@)(w' Aw?)(f, f),  i=1,2.

Nos resta mostrar o caso nao trivial. Por definicao K (q) = e3det(S;) em que S, : T,X —

T,X é o Operador de Weingarten da superficie X em ¢ € U. Ainda vale que Sy(z) =
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—dNy(dX~Y(x)) = —d(e3)(dX"*(z)), com z € T,X. Expressando na base {e1(q),e2(q)} de

T,X temos que a matriz deste operador é dada por;

Sq =

De modo que,

K(q) = esdet(S,)
= €3 (erea(wd)g(f1)(W3)g(f?) — erea(ws)q(f*)(w3)g(f1))
= €3 (e2e1(wy @w3)g(f1, f2) — exer(wi ® wi)g(f1, f2))

= 636251(0‘-% A w%)q(fl, f2)

Usando que €1e3e3 = —1 (pois, sendo a superficie X nao-degenerada, somente um dos sinais
€; 6 idéntico a —1 e os outros dois restantes sao idénticos a +1) e usando que w3 = —w3,

K(q) = (W} Awi)g(f' 7).
Usando agora a Equacéo de estrutura (dw? = e3w} A w?), teremos
dwi(f', [%) = esK (q)- (2.25)
Por outro lado, note que,
W(f7) = (dX(f7), ei) = (ej, &) = €di,
deste modo,
WA (L 1) = (W o) (ff ) = (WP @wh)(ff f?)
= (W)g(fW2)g(f?) = (w2)g(fH)(wi)g(f?)

— €1€9 = —€3.

Em que na tltima igualdade usamos novamente a relagao e1e2e3 = —1. E assim, substituindo

e3 desta equacao na relagao (2.25)), obtemos

dwi(f', %) = —K(q)(w' Aw?)g(f", F7).
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Assim garantimos que

dw? = —K(w' A w?).

E o teorema estd demonstrado.

Este teorema permite escrever a Equacao de Gauss de uma superficie em termos das 1-
formas do co-referencial mével. Além disso, este teorema juntamente com o Lema de Cartan
(Proposicao [2.9) permite demonstrar o andlogo, para superficies no espago de Minkowski, de

um dos teoremas mais célebres da Geometria Diferencial.

Corolério 2.2. (Theorema Egregium de Gauss) Seja X uma superficie parametrizada
reqular nio-degenerada em L2, Entdo a curvatura Gaussiana de K de X é definida intrinse-

camente, isto €, depende somente da primeira forma fundamental.

Demonstracao: Vimos que a nao-degenerescéncia e regularidade de X implicam na existéncia
de referenciais moéveis. E dado qualquer referencial mével sempre fica bem definido o co-
referencial mével. Pela Proposicao (2.10) vimos que sempre é possivel expressar a primeira

forma fundamental de X em termos deste co-referencial via equacao (2.23) por
I=w'ew +w’®u’.

Sendo X uma superficie ndo-degenerada, temos a Equacao de Gauss dada pelo Teorema
(23)
dw? = —Kuw! Aw?

Pelo Lema de Cartan a 1-forma w? é univocamente determinada pelo co-referencial mével,

assim a curvatura depende somente do co-referencial mével que por sua vez estd relacionado
com a primeira forma fundamental. Deste modo garantimos que K é um objeto intrinseco

da superficie.

2.2.3 Referenciais Nulos em L2

Recordamos que na defini¢ao de um referencial mével pedimos que {eq, e, e3} formasse
uma base ortonormal de L3, isto é, {e;, e;} = €d;;. Assim construimos o co-referencial mével

usando esta propriedade.
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Nosso objetivo nesta secao é generalizar a nocao de referencial mével e co-referencial
movel para os casos em que o triedro mével admita vetores tipo-luz. Veremos que tal ge-
neralizacao serd util para tratarmos superficies tipo-tempo nao Weingarten-diagonalizaveis.
Denominaremos tais referenciais por Referenciais nulos.

Primeiramente seja P um plano qualquer tipo-tempo. Pela Proposigao , existem
a,b € P vetores tipo-luz linearmente independentes e pela Proposicao podemos supor
que (a,b) = p > 0. Existe também u um vetor tipo-espaco normal ao plano P. Assim vamos

tratar de referenciais do tipo {a,b, u}.

Definigao 2.18. Seja X uma superficie parametrizada reqular tipo-tempo no espaco de Min-
kowski. Diremos que as aplicacées e1,es,es : U C R2 — L3 formam um Referencial
Mowvel Nulo, ou simplesmente Referencial Nulo, adaptado a superficie X desde que, se-
jam aplicacées diferencidveis e em cada ponto q formem uma base de L3 tal que eq,es sdo
vetores tipo-luz, linearmente independentes com {e1,e2) = > 0 e eg € um vetor tipo-espago

normal.

Definiremos o co-referencial mével nulo e as formas de conexao, de modo que,

dX = wley + w?ey (2.26)
dej = wjlel + w]2€2 + w?eg. (2.27)
Para isto basta tomar;
1 1
w' = —(dX, eg) (2.28)
p
1
w? = —(dX, e1) (2.29)
,u
l ].
wj = —(dej, e2) (2.30)
©
1
w?- = —(dej, e1) (2.31)
I
w? = (dej, e3) (2.32)
(2.33)

em que u = u(q) é o parametro definido por (e1,e2) = u > 0. De fato para mostrar que estas

1-formas assim definidas satisfazem ([2.26]) e (2.27]). Basta mostrar que em cada ¢, os vetores

dX —wle; —w?ey e de; — wle; —w?ey — w3

J ; Jes sao ortogonais a e, es € eg e usar que a métrica

¢ nao degenerada.
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As equacoes de estrutura serao construidas de modo anélogo:

wi=wy =wi=0, w+uwi=0 wj+uwi=0 (2.34)
dw! = wt Awl (2.35)

dw? = W A wd (2.36)

WAW+ W AWE =0 (2.37)

dw] = wd Awl (2.38)

dw? = Wi AW (= —pKw! A w?) (2.39)

dwl = wi Awi (2.40)

dw? = w2 AWl (2.41)

em que K é a curvatura Gaussiana da superficie X e y > 0 é o parametro tal que (eq, es) = p.

De fato, primeiramente como (e;, e;) € {0,1}, temos
<d€l‘, €i> =0.

Tomando 7 = 2,1, 3 temos a primeira, segunda e terceira equacgao de respectivamente.
Partido da relagao (e;,e3) = 0 para ¢ = 1,2 temos as duas ultimas equagoes de . Ob-
servamos que como definimos pu = u(p) a equagao (eq, ea) = p em geral ndo necessariamente
implica em uma relacao do tipo (|2.34]).

Usando a diferenciabilidade de X e as equagoes que acabamos de demonstrar, temos

0 = d(dX)=d(w'e; +w?es)
= dwle; +d(e1) Aw! + dw?es + d(ez) A WP
= dw'er + (wiep +wiez) Aw! + dw?es + (Whea + wies) A w?

= (dw1 + wi /\wl) e1 + (dw2 + w? /\w2) ex + (wzf Aw! 4 wd /\w2) es,

de onde decorre ([2.35))-(2.37)).
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Da diferenciabilidade de e;, decorre que

0 = d(dej) = (Zw(%)
::ZW%+Z@M@
= ZdweZJrZZ(w ek>

=1 k=1

= Zdw ek—i—ZZw A w' €k

k=1 1i=1

3
= Z (dwf—i—wa/\wj-) ek

k=1 =1

consequentemente para todo k =1,2,3
3
= Z wj A wk.
i=1
Assim com j =1 e k =1, segue que

dwl = wi Awl+wiAwdA+wdAw]

= WwAw], (2.42)
de onde decorre ([2.38)). Tomando agora, j =2 e k = 2,

dws = w%/\w%+w%/\w%/\+w§/\w§

= wiAW (2.43)
e assim temos (2.39). Com j =3 e k=1,

dwi = wiAw]+wiAwyA+wdAw)

= w3 Aw,

donde vale ([2.40)). Por ultimo (2.41)) é obtida considerando j = 3 e k = 2. De fato,

dwi = wiAWl+wiAWS+wdAwW]
= w§ A w%.
Por dltimo, a relacdo adicional dws = —puKw! A w? na Equagio de Estrutura (2.39) é

obtida pela seguinte proposicao. Esta equacao é dita Equagao de Gauss.
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Proposicao 2.11. Seja X : U C R? — L3 uma superficie parametrizada regular em L3
com curvatura Gaussiana K. Suponha que X seja tipo-tempo e tenha um Referencial Nulo
adaptado {e;} com pardametro u = (e1,e2) > 0, {w'} co-referencial e {wi} formas de conezado.
Entdo em cada q € U, temos

dw? = —pKw' A w?.

Demonstragao: Por definigao a curvatura Gaussiana de uma superficie tipo-tempo é K (q) =
detS,, com S; o operador de Weingarten.

Seja {f1, f?} C R? a base de R? dada por f* = dX_ !(e;), onde {ey, 2} é a base de T, X.
Como S, = —dN, = —d(e3), = —wie1 —w3es decorre que a matriz representativa de S, nesta
base é dada por,
wi(f') —w3(f?)
wi(f!) —wi(f?)

Daf K = wi(fHwi(f?) — wi(f?)wi(f1). Usando as equagoes de estrutura, segue que

S,= |

K wy AW (f, f?)
= (—p'wd) Awi (L f?)

= —p W3 (1),

Agora usando a relacio w' A w?(f!, f2) = 1, obtemos
dwi(f', [%) = —pK = —pKw' A (1, 7).
Paralelamente para j = 1,2, obtemos

dwi(f7,f7) = wy Aws(f7, f7)

= wi(f)w3(f) —ws(F)wi(f) = 0.
Além disso
wh AW (f7, ) = w! () () = w?(F)w! () = 0.
Portanto, temos que a igualdade, entre 2-formas, se verifica;
dws = —pKw' A W2,

Logo a Proposicao estd demonstrada. O
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Encerraremos essaa se¢ao exibindo a primeira e segunda formas fundamentais da superficie

tipo-tempo X em termos do co-referencial mével associado ao referencial nulo. Primeiramente,

I, = (X, dX)
= (wlel +wey, wheg + w262>
= wewier,e) +w? @wlies er)
= (wl Qw?+uw?® wl) . (2.44)
E também,
I, = (dX,8,) = (dX,—dN,)
= <w161 + w?es, —w%el - w%eﬁ

= wl®wiler, —es) +w? @ wiles, —e;)

= —u (wl Qwr+uw® w%) . (2.45)



Capitulo 3

Superficies nao-degeneradas de

curvatura constante nao nula em L°

e suas EDP’s.

Neste capitulo daremos algumas aplicacoes do Método do Referencial Mével. Apresen-
taremos uma classificacao das superfices nao-degeneradas no espaco de Minkowski cuja cur-
vatura Gaussiana é constante. Veremos que a tais superficies é possivel associar uma EDP
especifica, dita EDP Natural, de tal forma que existirda uma relacao biunivoca entre uma
solucao desta equacao e existéncia de superficie. Mais precisamente, a cada superficie nao-
degenerada com curvatura Gaussiana constante serd possivel associar uma solucdo de uma
EDP e a cada solugao desta EDP existird uma tinica (a menos de movimento rigido) superficie
nao-degenerada de curvatura Gaussiana constante.

Os resultados a seguir, assim como outros resultados obtidos pelo método do Referencial
Mbovel, admitem uma demonstracao alternativa sem o uso do método do referencial movel.
Entretanto tais demonstracoes sao notavelmente mais extensas e mais trabalhosas. Isto de

certa forma justifica o emprego do método do referencial movel.

Notamos que existe um resultado cldssico, ja conhecido por Backlund em 1875 [I], que
relaciona as superficies de curvatura Gaussiana negativa no espago Euclidiano com sua EDP
natural, a saber a equagao de sine-Gordon, na qual motivou por muitos anos o estudo das
superficies de curvatura constante negativa. Entretanto, ndo era conhecido se superficies de

curvatura constante no espago de Minkowski possuiam tal propriedade.
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Na literatura um dos trabalhos pioneiros que abordaram o tema de superficies no espago
de Minkowski e suas EDP’s naturais, veio com a tese de doutorado da Louise Vincentia
McNertney, defendida em 1980 e intitulada ” One-parameter families of surfaces with constant
curvature in Lorentz 3-space” [15]. Nesta tese, dentre outros resultados, é demonstrado como
relacionar as superficies tipo-tempo de curvatura constante negativa nos casos em que o
polindmio caracteristico admite duas raizes ou uma raiz real com solugoes das EDP’s de sinh-
Gordon negativa au,, — Qi = —sinh a e a equagao de Liouville oy, = %ea, repectivamente.

Posteriormente, em 1981, S.S. Chern [4], no artigo ” Geometrical interpretation of the
sinh-Gordon equation”, estabelece o método de relacionar as superficies tipo-espaco com
curvatura constante negativa e as superficies tipo-tempo com curvatura constante positiva
imersas em um espago-forma pseudo-Riemanniano de curvatura constante positiva com suas
EDP’s naturais. Trés anos depois, em 1984, Hu Hesheng [10] no artigo ”The Construction
of Hyperbolic Surfaces in 3-Dimensional Minkowski Space and Sinh-Gordon Equation” tras
uma, adaptacgao do método de Chern para superficies no espago de Minkowski ao invés do

espago-forma.

Com os métodos estabelecidos pela L. V. McNertney e por S.S. Chern, nos quais eram
essenciais usar parametrizacoes por linhas de curvatura, foi possivel relacionar superficies
nao-degeneradas de curvatura constante nao nulas que admitiam reparametrizagoes por li-
nhas de curvatura, com suas EDP’s naturais. Entretanto, nao se sabia se as superficies que

nao adimitem curvaturas principais podiam ou nao ser relacionadas com alguma EDP natural.

Cerca duas décadas depois, em 2002, C.H. Gu, H.S. Hu e J. Inoguchi [I2] no artigo ” On
time-like surfaces of positive constant Gaussian curvature and imaginary principal curvatu-
res” trataram este ultimo caso, cuja abordagem é feita com uma adaptacao do método da L.
V. McNertney para o caso de superficies tipo-tempo com uma raiz real. Foi estabelecido um
Referencial de vetores tipo-luz, para relacionar tais superficies com solugoes da equagao de
cosh-Gordon ay,, — oy, = cosh a.

Neste capitulo colecionaremos os resultados apresentados na literatura, de modo que
teremos uma ” classificacao” de todas as superficies nao-degeneradas no espago de Minkowski,
com curvatura Gaussiana constante nao nula em termos de suas EDP’s naturais.

Comecaremos tratando, na préxima secao, o caso de superficies com curvatura constante
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no espaco Euclidiano. Esta abordagem de certo modo servird de ”modelo” para obtermos os
resultados andlogos paras superficies no espago de Minkowski. Encerraremos este capitulo

resumindo os principais resultados estabelecidos.

3.1 Superficies de curvatura Gaussiana constante nao nula em
E3

’

Ja é um resultado classico na literatura que a equacao de sine-Gordon esta relacionada
com as superficies de curvatura Gaussiana constante negativa. Daremos uma apresentacao
moderna, usando o método do referencial mével, do significado geométrico da equacao de
sine-Gordon.

Nesta secao daremos atencao especial para as superficies no espaco Euclidiano com cur-
vatura Gaussiana constante negativa, pois, estaremos interessados em construir a Trans-
formacao de Bécklund que acontece somente entrem tais superficies. No final desta secao
apresentaremos brevemente como obter a EDP naturalmente associada as superficies de cur-

vatura constante positiva.

3.1.1 Curvatura constante negativa em [E?

Seja X : U C R? — E3 uma superficie parametrizada regular com curvatura Gaussiana
negativa K = —1 < 0.

Lembramos que um ponto de uma superficie onde a curvatura Gaussiana é negativa, é um
ponto ndo umbilico, isto é, as curvaturas principais ki e ko neste ponto sao distintas. Além
disso é conhecido, conforme [5] Corolério 4 pagina 220, que podemos obter uma vizinhanga
em torno deste ponto tal que as curvas coordenadas sejam linhas de curvatura. Embora todos
os pontos da superficie X sejam nao umbilicos, nao podemos garantir que a reparametrizacao
por linhas de curvatura da vizinhanca de um ponto pg seja também uma reparametrizagao por
linhas de curvatura de todos os demais pontos da superficie. Deste modo podemos supor,
restringindo o dominio se necessario, que a superficie é tal que as curvas coordenadas sao
linhas de curvatura.

Deste modo suponha que X esteja parametrizada por (u,v), em que (@, v) e (@, vy) sao
linhas de curvatura. Consideremos um Referencial Mével {ej,eq,e3} no qual e; e ey s@o

vetores unitarios nas diregoes principais.
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Calculando o co-referencial mével e usando que e; é perpendicular a X, temos
w! = (dX, e1)gs = (Xadi + Xpdv, e1)gs = (Xg, e1)gsdi. (3.1)
Analogamente,
w? = (Xy, e2)pado. (3.2)

Consequentemente dX = Xyda + Xpdv é expressa, em termos do co-referencial w’, w?,
por

dX = wleldﬂ + w262dl_}.
Em geral dX assume a seguinte expressao
dX = Aeld’a + BEQdﬁ,

em que A e B sdo funcdes reais definidas em U.
Com isto temos que a primeira forma fundamental, conforme a Equacao (2.11), é escrita
como
I = wew +uw?euw?
= A%du® du+ B*dv @ do. (3.3)
A segunda forma fundamental, serd expressa como

II = (dX,—dN)gs

(
(Xgdu + X 4,dv, —Ngdu — N5dv)gs
= (Xgdu+ Xg,dv, —dN(Xy)du — dN(X3)dv)gs
(Xadii + X5dv, —dN (Aey)diu — dN (Bes)dv)gs
(Xadii + X5dv, Akyeydi + Bkaeadv)gs
= k1 A(Xqg,e1)psdu ® dii + ke B{X5, e2)gsdd @ dv
= k1 A%du ® di + kyB2do @ do. (3.4)
Por outro lado, comparando com a Equacao temos que
I = wewd+u’ews
= Adu®w} + Bdo ® ws.
Assim garantimos que
wi = ki Ada,

w3 = kyBdb.
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Também, pela Proposicdo (2.7) podemos determinar a forma de conexio w% usando as

equagoes de estrutura (2.3)) e (2.4). Para tanto basta notar que a ansatz

Ay By
2 04— U 7
wi = ——du+ —dv
! B A
satisfaz as equagoes dw! = w? A wd e dw? = w! A w?. Ou alternativamente escrevendo

w% = Pdu + Qdv, verifica-se a seguinte cadeia de equivaléncias

do' = w?Aw]

d(Adu) = (Bdv) A (—Pdu— Qdv)

Agdo Ndu = —BPdv Adu
—Agzdu Ndv = BPdu A dv, (3.5)
donde, P = —%. E analogamente usando dw? = w' A w%, obtemos () = %.

Agora vamos usar as equagoes de estrutura para obter condigoes sob as funcoes A e B.

Pela Equagao de Codazzi (2.7) segue que

dw? = winws
_ Ay Bg _
d(k1Adu) = <—Bdu + Adv) A (k2 Bdv)
T s As
(k1A)gdo Ndu = —kngdu A do,
(k1A)gdu ANdv = koBAzdu A dv. (3.6)
Que ¢ equivalente a
(kl)fle + (k’l — ]{?Q)A@ = 0. (37)

Analogamente a Equacio de Codazzi (2.8)) dwi = wi A w? é satisfeita se, e somente se,
(k2)ﬂB + (k1 + kz)Ba = 0. (3.8)

Como estamos supondo que a curvatura Gaussiana é uma constante negativa, pelas relacoes

K = k1kg e k1 > ko, temos que k1 > 0. Logo existe um tnico o € (0, ) tal que,
k1 = tan(a/2), ae (0,7),
e consequentemente
ko = — cot(a/2), ac (0,m).

Notando que,

— = 1 (] T 8602 (6% Qg
(k1 = ko) sen(a/2) cos(ar/2) (k1o (@/2)az/2,
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temos

(k1) — Ma_ = —g ncos(o
ki—ky — cos(a/2) /2= 61_)1 (@/2)

Deste modo a Equacao (3.7) é equivalente a,

. - 0
%hlA - %lncos(aﬂ) = 0.

Consequentemente In (Cosé /2)> = a(u) é uma fungao somente da coordenada u. Deste modo,

garantimos que

A = e"® cos(a/2).

Analogamente, da Equagao (3.8)) existe uma uma funcao b(v) tal que
B = e"@ gsin(a/2).

Deste modo, fica definido uma reparametrizacao de X via a mudanca de coordenadas h,

dada por ) )
(@,5) = (wo):  (u,v) = h,5) = < / () e / eb(f)d§>

em que [* f(£)d¢ denota a primitiva da fun¢do f no ponto z. Observe que h é de fato uma
mudanca de coordenadas, pois, as funcoes a(u) e b(v) dependem diferencialmente de @ e v e
o jacobiano
hl hl e®® 0
hZ  h2 0 @

Deste modo a base {du,dv} das novas coordenadas (u,v), sdo dadas por

du = hldu + hido = e*@da,

dv = hidu + h2dv = ") dv.
Retomando as equacoes (3.1) e (3.2) temos respectivamente,

w! = Ada = cos(a/2)du, (3.9)

w? = Bdv = sin(a/2)dv. (3.10)

Repetindo as mesmas passagens anteriores considerando agora cos(a/2) no lugar de A e
sin(a/2) no lugar de B, temos que de (3.3)) e (3.4)

I = cos?(a/2)du @ du + sin?(a/2)dv @ dv, (3.11)

IT =sin(a/2) cos(a/2)du ® dv — sin(a/2) cos(a/2)dv ® dv. (3.12)



3.1 Superficies de curvatura Gaussiana constante ndo nula em E3 74

Consequentemente
wi = éavdu + %audv, (3.13)
w? = sin(a/2)du, (3.14)
ws = — cos(a/2)dv. (3.15)

Acabamos de mostrar que na vizinhanca de um ponto nao-umbilico de uma superficie X
em E3 existem coordenadas (u,v) tais que a primeira e segunda formas fundamentais sdo
dadas como em e (3.12). Geometricamente o pardmetro a/2 € (0,7/2) é angulo o
que a linha de curvatura faz com a linha assintética (na qual a curvatura normal é nula), de
fato, o valor da curvatura normal, k,, na direcdo de um vetor que faz um angulo # com uma
direcdo principal é dada por k, = ki cos?(0) + kg sin?(#). De modo que na direcio a/2 temos

kn(a/2) = kycos®(a/2) + kesin?(a/2)
= tan(a/2) cos®(a/2) — cot(a/2) sin®(a/2)

= 0. (3.16)
Assim, por defini¢ao, concluimos que esta direcao é assintética.

Definicao 3.1. Seja X : U — E? uma superficie parametrizada regular. As coordenadas

(u,v) como construidas acima, na qual
I = cos*(a/2)du @ du + sin®(a/2)dv @ dv

1T = sin(a/2) cos(a/2)du ® dv — sin(a/2) cos(a/2)dv & dv,

sao ditas Coordenadas de Tchebyschef. O referencial movel {e1,ea,e3}, no qual ey e ey

sao direcdes principais, € dito Referencial Movel de Tchebyschef.

A construgdo acima nos permite demonstrar como se da a classica relagdo entre as su-

perficies de curvatura constante e a equacgao de sine-Gordon citada no comecgo desta secao.

Teorema 3.1. A cada superficie parametrizada reqular de curvatura constante negativa em

E? estd associada uma solucdo da equacio de sine-Gordon;
Oy, — Olyy = Sin Q.

Reciprocamente, para cada solugio o € (0,7) da equacdo de sine-Gordon, existe uma su-
perficie de curvatura constante negativa. Além disto esta superficie € unica a menos de um

movimento rigido em E3.
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Demonstracgao: Suponha que X : U C R? — E? seja uma superficie com curvatura cons-
tante K = —1. Conforme vimos sempre podemos supor que, a menos de restricao do aberto
U, X estd parametrizada por linhas de curvaturas. De modo que existird uma reparame-
trizacao de X por Coordenadas de Tchebyschef e um Referencial Mdével de Tchebyschef.
Deste modo, suponha que X esteja parametrizada pelas coordenadas de Techebyschef para o

o co-referencial mével associado ao referencial mével de Tchebyschef, na qual o co-referencial

moével é dado pelas Equagoes (3.9)) e (3.10) e as formas de conexao dadas por (3.13]), (3.14])
e(3.15) em que a € (0, 7).
Calculemos e Equacao de Gauss (2.13)),

dw? = —Kw'Aw?
d(%avdu + %audv) = (cos(a/2)du) A (sin(a/2)dv)
% (ot — Q) du Ndv = cos(a/2)sin(a/2)du A dv
(o — Qpp) du ANdv = sin(a)du A dv.

(3.17)

Por independéncia linear de du e dv a Equagao de Gauss é equivalente a equagao de sine-
Gordon

Quu — Oy = SIn . (3.18)

Como a Equacgao de Gauss é uma condicao necessaria, temos que « é uma solugao para
equacao de sine-Gordon. E estd demonstrada a primeira parte do teorema.

Reciprocamente, seja 0 < a < 7 uma solucao da equacao de sine-Gordon. Temos que
a define uma expressao para as primeira e segunda formas fundamentais I e I] como nas
equacoes e . Como vimos a equagao de Gauss é equivalente a equacao de sine-
Gordon, de modo que « satisfaz as equacoes de compatibilidade. Assim fica definida uma
superficie com curvatura Gaussiana constante igual a —1 e esta é inica a menos de movimento

rigido no espago Euclidiano.

Este teorema tem uma grande importancia, pois permite desenvolver uma das relagoes
entre o campo da Geometria Diferencial e a campo das EDP’s, na qual tem consequéncias na
area de Sistemas Dindmicos Integraveis e Teoria de Sélitons que trabalham com a equacao

de sin-Gordon.
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3.1.2 Curvatura constante positiva em E?

Ao longo deste texto estaremos interessados na Transformacao de Backlund, ainda a ser
definida. Conforme veremos esta é uma transformacao geométrica que ocorre entre superficies
com curvatura Gaussiana negativa. De modo para tais fins o estudo de superficies com
curvatura Gaussiana positiva nao é de fato essencial. Entretanto é interessante notar que
existe uma relagdo entre as superficies de curvatura constante positiva e as EDP’s. Na
verdade é possivel relacionar a existéncia de superficies de curvatura Gaussiana constante

positiva com a equagao de sinh-Laplace negativa;
Qyu + Oy = — sinh a.

E esta relacao se da usando o mesmo raciocinio empregado para as superficies de curvatura
Gaussiana negativa.

Seja X : U C R? — E3 uma superficie parametrizada regular com curvatura Gaussiana, K,
constante positiva. Como vimos, podemos supor sem perda de generalidade que K = +1.
Suponha que os pontos de X nao sejam umbilicos (para tanto, basta supor que X nao esta
contida em uma esfera). Podemos reconstruir as passagens feitas para o caso da curvatura
constante negativa e provar que existe, localmente, Coordenadas de Tchebyschef. Basta

tomar, nas Equagcoes (3.7)) e (3.8)) as curvaturas principais como

k1 = =coth(a/2), a >0,

ky = +tanh(a/2). (3.19)

Consequentemente as expressoes do co-referencial moével de Tchebyschef e as formas de

conexao, serao,

w!' = cosh(a/2)du, w? = sinh(a/2)dv, (3.20)
1

w? = B (—apdu + oy dv) (3.21)

wi = sinh(a/2)du, ws = cosh(a/2)dv. (3.22)

Com este co-referencial movel a Equacao de Gauss serd equivalente a equacao de sinh-

Laplace negativa. Assim teremos um andlogo do Teorema ([3.1)).

Teorema 3.2. A cada superficie parametrizada reqular de curvatura constante positiva em

E? estd associada uma solucdo da equacdo de sinh-Laplace negativa

Qo + Qyy = — sinh a.
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Reciprocamente, para cada solu¢do o > 0 da equagdo de sinh-Laplace negativa, existe uma
superficie de curvatura constante positiva. Além disto esta superficie € unica a menos de um

movimento rigido em E3.

Demonstragao: A demonstracido segue as mesmas linhas da demonstragdo do Teorema

(3.1), com o co-referencial mével dado pelas Equagoes (3.20))-(3.22).

3.2 Superficies de curvatura constante nao nula em L?

Nesta secao trataremos da relacdo de todas as superficies nao-degeneradas no espago
de Minkowski, com curvatura Gaussiana constante nao nula e suas EDP’s naturais. Estas
relagoes seguirao a mesma idéia geral usada na secao anterior, isto é, estabelecer um sistema
de coordenadas especial e com ele escrever um referencial mével cuja Equacao de Gauss seja
equivalente a uma EDP particular. Porém notamos imediatamente que a teoria apresentada
na secao anterior nao se aplica diretamente a todas as superficies no espaco de Minkowski.
Por exemplo, para superficies nas quais a primeira forma fundamental nao é positiva definida,
pois em geral nao estd definido curvaturas principais.

Ao longo desta secdo consideraremos X : U C R? — L3 uma superficie parametri-
zada regular nao-degenerada de curvatura Gaussiana constante K. Sendo a superficie nao-
degenerada podemos supor que, a menos de restrigao de U que X é tipo-espago ou tipo-tempo.

Dividiremos nossa abordagem em dois possiveis caso: superficies Weingarten-diagonalizaveis

e superficies nao Weingarten-diagonalizaveis.

3.2.1 Superficies Weingarten-diagonalizaveis

Suponhamos primeiramente que a superficie é Weingarten-diagonalizdvel (vide Defini¢ao
(1.24)) e que X nao possui pontos umbilicos (recorde que pelo Teorema basta supor que
X nao estd contidas em planos, planos hiperbdlicos ou pseudo-esferas).

Considere X(u, v) uma superficie no espago de Minkowski com (@, v) parametros de U nos
quais as curvas coordenadas sao linhas de curvatura. Seja {e1, ea, e3} um referencial mével tal
que e; e eg estejam nas diregdes principais, isto é, dN,(e;) = —kie;, e {w!,w?} o co-referencial

movel associado.
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Analogamente ao que foi para superficies no espaco Euclidiano, vamos expressar o co-
referencial mével e suas formas de conexao em termos da base {du,dv} de modo que a
decomposicio nesta base envolverd as curvaturas principais ki e k. A partir disto usaremos

as equacoes de estrutura para obter a EDP natural.

Expressando o co-referencial na base {du, dv}; como dX = Xzdu 4+ X5dv, temos
wh = (dX, e1) = (Xq, e1)du := Ad,
w? = (dX, e3) = (Xy, e3)dv := Bdo.

Isto é w! e w? sdo proporcionais aos elementos da base di e dv, respectivamente, pelas funcoes

A(1u,v) e B(u,v) definidas em U. Logo a tripla de 1-formas diferenciais dX é expressa por
dX = eqw'le + eaw?es = €1 Aeydii + e Beydd.
Consequentemente a primeira forma fundamental I é dada por
I = (dX,dX) = e, A%du ® du + €2 B*dv @ d.
Como X; = €1(Xg, e1)e1 + €2(Xg, e2)ea = €1 Ae; e analogamente Xy = €3 Bey temos que,
Nz = dN(X,) = dN(e1Aey) = —e1 Akyeq,
Ny = dN(X,) = dN(e2Bes) = —ez Bkoes.
Logo a diferencial de N é escrita por
dN = Nzdu + Nydv = —e1 Akydiuie; — eaBkodves.
Consequentemente a segunda forma fundamental IT é dada por
Il = (—dN,dX)

= <€1Ak‘1dﬂ€1 + EQBk‘Qd’(_)eQ, 61A61dﬂ + 62362d5>

= e A’kidu ® du + e2B*kodv ® db.
Por outro lado, em termos das formas de conexao

II = (—dN,dX) = (—des,dX)
= (—61w§61 — egwgeg, cwle; + €2w2€2>

= —qwi@w! — ew! ®wl (3.23)
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Comparando as duas expressoes para a segunda forma fundamental, concluimos que

wi = —kiAdu (= —kwh),

w§ = —k‘zédﬁ (: —]{72002).

Assim temos a expressido das formas de conexio w} na base {du, dv}.

Por ultimo vamos usar as equacoes de estrutura e juntamente com a Pro-
posicao para expressar a forma de conexio w? nesta base. Para tanto, basta notar que
a ansatz;

w% = —62§ﬁdﬂ + € fd@,

satisfaz a Equacdo (2.17): dw! = exw? A wj e a Equacdo (2.18): dw? = ew! Aw?. De
modo que temos o co-referencial mével e as formas de conexao expressas na base {du,dv}.

Analogamente ao que feito na secao anterior para o caso Euclidiano, as Equagoes de Estrutura

(2.21)) e (2.22)) implicam em
(/ﬂ){,[l + (/61 — /ﬁg)A@ =0, (3.24)
(kQ)ﬁB + (k‘g — kl)Bﬁ =0. (3.25)
A partir de agora analisemos cada possivel caso que ocorre para uma superficie nao-
degenerada no espacgo de Minkowski. Teremos ao todo quatro casos.
Caso I: Superficies Tipo-Espago com Curvatura constante positiva

Neste caso, €1 = €5 = 1 e €3 = —1 e podemos supor que K = 1. Desse modo o discri-

minante do polinémio caracteristico de X, dado na Equagao ([1.22) é estritamente positivo,

A =4(H*+1) >0,

e sempre existird duas curvaturas principais distintas k; e ks. Pela relacao K = ekiko,

podemos supor que ks < 0 < kp. Deste modo existe a € (0, 7) tal que,

k1 = tan(a/2),

ko = — cot(a/2).

Deste modo que as Equagoes (3.24) e (3.25) serao equivalentes a, respectivamente
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para algum par de fungoes diferencidveis a(u) e b(v). Deste modo, reparametrizamos X via a

mudancga de coordenadas h, dada por

(@,0) — (u,0);  (u,v) = h(a,v) = < / ! O e / ! eb@)dg).

Dizemos que estas novas coordenadas (u,v) sdo Coordenadas de Tchebyschef I e

o referencial mével {ej, ez, e3}, no qual e; e ey sdo diregdes principais, é dito Referencial
Moével de Tchebyschef I. Neste referencial, o co-referencial moével é dado por;

w' = cos(a/2)du, (3.26)

w? = sin(a/2)dv, (3.27)

e o co-referencial moével é dado por pelas equacoes

1 1
wi = —apdu+ ~ayd, (3.28)
2 2
wi = sin(a/2)du, (3.29)
ws = —cos(a/2)dv. (3.30)

Além disso, a primeira e a segunda forma fundamental sdo dadas por
I = cos’*(a/2)du ® du + sin*(a/2)dv @ dv

IT = cos(a/2)sin(a/2)(du ® du — dv ® dv).

Da mesma forma que fizemos no caso Euclidiano, a Equacao de Gauss 1) dw? =

—Kw!' A w? seréd equivalente a equacio de sine-Gordon
Oy, — Olyy = Sin a.
Deste modo demonstramos o seguinte resultado.

Teorema 3.3. Existe uma relacao biunivoca entre as solugoes da equacdo de sine-Gordon e a
existéncia, a menos de movimento rigido no espaco de Minkowski, de superficies tipo-espaco

com curvatura Gaussiana constante positiva.

Caso II: Superficies Tipo-Espago com Curvatura constante negativa

Suponha que X seja uma superficie tipo-espaco com curvatura Gaussiana constante ne-
gativa. Assim, €1 = eo = l,e3 = —1 e K = —1. Note que o discriminante do polinémio

caracteristico de X, A = 4(H? — 1) > 0 de modo que nem sempre X serd uma superficie nao
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umbilica. Deste modo suponha que X nao admita pontos umbilicos (ou use o Teorema
e suponha que X nao estd contida em um plano ou em m plano hiperbdlico).

Assim existirao duas curvaturas principais distintas ki e ks. Pela relacao K = ekiko,
podemos supor que ky < k1 sao ambos nimeros positivos ou negativos. Deste modo existe

a € (0,400) tal que,
k1 = 7 coth(a/2),

ko = 7 tanh(«/2),

com 7 = sinal(ky) = sinal(kqe). E as Equacoes (3.24) e (3.25) serao equivalentes a, respecti-

vamente,
A =@ ginh(a/2)
B

B = ™ cosh(a/2)

para alguma par de fungdes diferencidveis a(ua) e b(v).

Reparametrizando X por h, mudanca de coordenadas dada por

(4,0) — (u,0);  (u,v) = h(a,v) = < / ! O e / ’ eb@)dg),

temos novas coordenadas (u,v) que denotaremos por Coordenadas de Tchebyschef II, e
o referencial mével {eq, e2, e3}, no qual e; e ey s@o diregoes principais, serd dito Referencial

Moével de Tchebyschef I1, e neste referencial, o co-referencial mével é dado por

wt = sinh(a/2)du, (3.31)

w? = cosh(a/2)dv, (3.32)

e o co-referencial moével é dado por pelas equagoes

1 1

wi = ——aydu+ ~ay,dv, (3.33)
2 2

wi = cosh(a/2)du, (3.34)

wi = sinh(a/2)dv. (3.35)

e a primeira e a segunda forma fundamental

I = cosh?(a/2)du ® du — sinh?(a/2)dv @ dv

Il = cos(a/2)sin(a/2)(du® du — dv ® dv).
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A Equagao de Gauss sera equivalente a equagao de sinh-Gordon;
Qyu — Oy = Sinh av.
Logo demonstramos o seguinte resultado.

Teorema 3.4. Eziste uma relacdo biunivoca entre as solugoes da equacdo de sinh-Gordon
com a existéncia, a menos de um movimento rigido no espaco Minkowski, de superficies tipo-
tempo que assumem duas curvaturas principais distintas de curvatura Gaussiana constante

positiva.

Caso III: Superficies Tipo-Tempo com Curvatura constante negativa

Neste caso, €1 = 1,60 = —1,e3 =1 e K = —1. De modo que o discriminante do polinémio
caracteristico de X, A = 4(H? 4+ 1) > 0, é estritamente positivo. Assim sempre existirdo
duas curvaturas principais distintas k1 e k3. Pela relacao K = ekiks, podemos supor que

ko < 0 < k;. Deste modo existe a € (0, 7) tal que,
k1 = tan(a/2)
ko = — cot(a/2).

Deste modo definimos uma mudanca de parametros inteiramente analoga ao Caso I, e
também dizemos que estas novas coordenadas (u, v) sao Coordenadas de Tchebyschef IIT,
e o referencial moével {ej, e, e3}, no qual e; e ez sdo diregoes principais, é dito Referencial
Moével de Tchebyschef III, e neste referencial, o co-referencial mével é dado por;

wt = cos(a/2)du, (3.36)

w? = sin(a/2)dv, (3.37)

e o co-referencial moével é dado por pelas equagoes

1 1
wi = —apdu+ ~ayd, (3.38)
2 2
wi = sin(a/2)du, (3.39)
ws = cos(a/2)dv, (3.40)

e a primeira e e segunda forma fundamental

I = cos?(a/2)du ® du —sin*(a/2)dv ® dv

II = cos(a/2)sin(a/2)(du ® du + dv ® dv)
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E neste referencial a Equagao de Gauss é equivalente a equagao de Sin-Laplace;
Oy, — Oty = Sin Qv
O que acarreta na demonstragao do seguinte teorema.

Teorema 3.5. Eziste uma relagdo biunivoca entre as solucdes da equagdo de sine-Laplace
com a ezisténcia, a menos de um movimento rigido no espaco Minkowski, de superficies

tipo-tempo com curvatura Gaussiana constante negativa.

Caso IV: Superficies Tipo-Tempo com Curvatura constante positiva e duas cur-

vaturas principais reais distintas

Suponha que X seja uma superficie tipo-tempo com curvatura Gaussiana constante po-
sitiva. Note que em geral o discriminante do polinémio caracteristico de X, A = 4(H? — 1)
nao tem sinal definido. Para este caso, suponha que A > 0 em todos os pontos, isto é que
em cada ponto X possua duas curvaturas principais distintas.

Seja entao k1 # ko as duas curvaturas principais. Pela relagao K = ekiko, podemos supor
que ko < ki e sdo ambos nimeros positivos ou negativos. Deste modo existe a € (0, +00) tal

que,

k1 = 7 coth(a/2),

ko = 7 tanh(a/2),

em que 7 = *1.

Perceba que estas fungoes definem a mesma reparametrizacao feita no Caso II, e estas
novas coordenadas (u,v) também serao denotadas por Coordenadas de Tchebyschef IV,
e o referencial mével {e1, es, €3}, no qual e; e eg sdo diregdes principais, serd dito Referencial

Moével de Tchebyschef IV, e neste referencial, o co-referencial mével é dado por,

w' = sinh(a/2)du, (3.41)

w? = cosh(a/2)dv, (3.42)

e o co-referencial moével é dado por pelas equacoes,

1 1
wi o= —§av/2du + §au/2dv, (3.43)
w} = cosh(a/2)du, (3.44)

ws = sinh(a/2)dv, (3.45)
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e a primeira e a segunda forma fundamental

I = cosh?(a/2)du ® du + sinh?(a/2)dv @ dv

IT = cos(a/2)sin(a/2)(du ® du + dv @ dv)
Deste modo a Equacao de Gauss serd equivalente a equacao de sinh-Gordon;
Qyu — Oy = — Sinh a.
De modo que demonstramos o seguinte resultado.

Teorema 3.6. Existe uma relagdo biunivoca entre as solugoes da equagdo de sinh-Gordon
Negativa com a existéncia, a menos de um movimento rigido no espaco Minkowski, de su-
perficies tipo-tempo com curvatura Gaussiana constante positiva com duas dire¢des principais

reais.

3.2.2 Superficies nao Weingarten-diagonalizaveis

Suponhamos agora que a superficie nao é Weingarten-diagonalizavel. Devemos ter que
X é uma superficie tipo-tempo cujo discriminante do polinémio caracteristico ou é nulo ou

estritamente negativo, e assim teremos dois casos.

Caso V: Superficies Tipo-Tempo com Curvatura constante positiva e uma curva-

tura principal real

Suponha que X seja uma superficie nao Weingarten-diagonalizavel com o discriminante
do polinémio caracteristico A = 0. Neste caso foi mostrado pela Louise V. MacNertney em
1980 [I5] que a existéncia de superficies com estas caracteristicas é condicionada a existéncia
de solugoes da equacao de Liouville ay,, = %ea.

Seguindo entdo [I5] vamos mostrar como se da tal relacao.

Se A = 0 entao o operador forma S, de X admite um auto-valor. Se o auto-espago
correspondente tem dimensao dois entao X é umbilica (e ainda estard contida em alguma
superficie dada no Teorema . Deste modo, supondo que X nao é umbilica temos que o
auto-espaco correspondente tem dimensao 1. Vamos mostrar que este serda um subespago

tipo-luz.

Lema 3.1. Seja X uma superficie no espago de Minkowski tal que o operador S, admita um
unico auto-valor com auto-espaco correspondente de dimensdo 1. Entao o auto-espaco € um

subespaco tipo-luz.
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Demonstracao: Por definicao se A é um auto-valor de S; entao o auto-espaco W) correspon-
dente a A é o subespaco vetorial de T;X que contém todos auto-vetores de S, correspondentes
a . Sejaw € T,X tal que w L v com v € W), isto é (w,v) = 0. Como S, é auto-adjunta,
temos que

(Sq(w),v) = (w, S4(v)) = (w, Av) = A(v,w) = 0.

Consequentemente, Sy (w) € VV/\L

Suponhamos por absurdo que v, auto-vetor de S; nao ¢ um vetor tipo-luz. Dividindo v
por sua norma podemos supor que v estd normalizado, assim tomando w € VV/\L normalizado
podemos construir uma base {w, v} de T;X, donde S;(w) = pw +&v é escrito nesta base para
algum par de nimeros reais ;1 e £. Conforme mostramos Sy(w) € WAJ- e segue que £ = 0, logo
Sq(w) = pw e assim w é auto-vetor de S, o que é um absurdo. De modo que v é um vetor

tipo-luz, e consequentemente W) é um subespaco tipo-luz. a

Teorema 3.7. Seja X : U C R? — L2 uma superficie tipo-tempo com curvatura Gaussiana
K =1 tal que o operador de Weingarten S, tem um auto-valor A de multiplicidade dois cujo

auto-espaco correspondente tem dimensao 1. Entao,
1. A=1 (ou A= —1) e tracoS; =2 (ou = —2),

2. dado q € U existe uma vizinhanca de V, de ¢ em U, tal que para cada q € V existem

u,v € 13X vetores linearmente independentes, tipo-luz com v um auto-vetor de Sy.

Antes de demonstré-lo lembremos do famoso resultado da Algebra Linear, o Teorema de
Cayley—Hamﬂtonlﬂ Seja V' um espago vetorial real de dimensao finita e R[z] o conjunto de
todos os polinémios com coeficientes em R na incégnita z. Dados ¢(z) = 37, a2l € R[z]
um polinémio e T" : V' — V um operador linear em V', fica bem definido o operador em V'
dado por

q(T) =, T" + 1TV VT + ool

emque T/ =To...oT eT?=1éaidentidade de V em V. O Teorema de Cayley-Hamilton
——

j-vezes
nos garante que, dados T': V' — V| com polinémio caracteristico p(A), o polinomio p(7T') é

um operador nulo sobre V', isto é, Vv € V tem-se que p(T)(v) = 0 € V. Vamos agora a

!Encontrado nos livros textos de Algebra Linear, como por exemplo [I3] pagina 89.
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demonstragao do Teorema ([3.7));

Demonstragao (do Teorema (3.7))):

1. Pelo Lema seja vy € T,X um vetor tipo-luz em que S;(vy) = A(¢)vg. Tome
uqg € 13X outro vetor tipo-luz linearmente independente de vy, que sempre existe via
Proposigao item 3 juntamente com o fato de X ser tipo-tempo. De modo que o
conjunto {ug, vy} forma uma base de vetores tipo-luz de T,X, e como sao linearmente
independentes pela Proposicao podemos supor, re-escalando os vetores u, e vq se

necessario, que (vg, uq) = 1.

Escrevendo S;(uq) = £ug + pvg nesta base, temos,

(Sq(ug),vg) = (Eug + pvg, vg) = &.

Por outro lado, como S, é auto-adjunta, segue que

(Sqluq), vg) = (ug, Sq(vg)) = (ug, Avg) = A.

Deste modo, Sg(uy) = Aug + pvg e assim a matriz representativa de S, nesta base é

dada por
A0

Sq =
oA

Usando a hipétese de K = 1, decorre da definigdo de curvatura K(q) = edetS; com

e =1, que A2 = 1 e tracoS; = 2\. Como U ¢ conexo e K é continua temos que A\(q) = 1

ou = —1, e assim o resultado do primeiro item segue.

2. Suponha sem perda de generalidade que A = 1 é o auto-valor de S;. Como o auto-
espaco tem dimensao 1, existe u, € T,X um vetor tal que Sq(ug) # uq, seja entao o
vetor vy 1= Sg(uq) —uq # 0 nao nulo de 7T;,X. Aplicando S, no vetor ndo nulo vy, temos
por linearidade de S; que Sg(vg) = Sz (uq) — Sq(ug), consequentemente, pela defini¢ao

de vy, segue que
Sq(vg) —vg = qu(uq) — Sq(ug) — (Sq(uqg) — ug)
= Sg(uq) — 25(uq) — uq

= (87 =25, 4 I)(ug). (3.46)
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Por outro lado, recordamos que o polindmio caractersitico de X dado na expressao

([T-21), ¢
P(\) =\ —2eH\ + K = \? — tracoS,\ + detS, = A — 25, + 1.

Assim pelo Teorema de Cayley-Halmilton, o operador p(S;) é o operador nulo de T,X.

Como o lado direito de (3.46) é precisamente p(S,)(ug), temos que Sy(vg) — vg = 0.

Consequentemente Sy(vy) = Avy € assim v, é um auto-vetor de S;. Novamente pelo
Lema (3.1) devemos ter que v, é um vetor tipo-luz, e analogamente ao item anterior o
vetor u, também serd tipo-luz, de modo que em T, X eles formam uma base de vetores

tipo-luz com um deles correspondendo a um auto-vetor de S,.

Por tltimo, como S; depende diferenciavelmente do ponto ¢ podemos tomar uma vizi-
nhanca V; de ¢ em U tal que para cada g € V; temos que Sz(ug) — ug # 0 e repetir o
argumento acima. Deste modo, nesta vizinhanga os vetores u; e vg satisfarao a tese e

o teorema esta demonstrado.

A importancia deste teorema reside no seguinte corolério.

Corolario 3.1. Seja X : U ¢ R? — L3 uma superficie nas hipdteses do Teorema .
Entdo em cada q € U existe uma reparametrizagcao de X tal que em uma vizinhanca de q os

vetores ug e vg, satisfazendo o item 2 do Teorema , sao os vetores coordenados.

Demonstragao: Pelo Teorema , dado ¢ € U temos uma vizinhanca deste ponto na
qual fica definido um campo de vetores ug e vg diferencidveis linearmente independentes, de
modo que tal reparametrizacao serd encontrada obtendo as curvas integrais deste campo, que
localmente sempre existem. Este é um fato conhecido e se encontra nos livros de geometria
diferencial, como por exemplo o Teorema 3.3.4, pagina 95 de [2]: Sejam dois campos de
direcoes linearmente independentes definidas em um aberto da superficie. Entao cada ponto
desta vizinhanga estd contido em uma vizinhanga parametrizada cujas curvas coordenadas

sao linhas integrais destes campos. O

Definicao 3.2. Seja X(u,v) uma superficie parametrizada regular em 1L3. Dizemos que as
coordenadas (u,v) sio Coordenadas Nulas de McNertney desde que os vetores coorde-

nados X,, e X, satisfacam as condi¢oes 2) do Teorema . Isto €, sao vetores dois vetores
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linearmente independentes tipo-luz, (X,,X,) = pu > 0 e X, € um auto-vetor do operador

Weingarten.

Com esta definigao o Corolério pode ser reescrito por: Se X é uma superficie tipo-
tempo com curvatura Gaussiana K = 1 e nao Weingarten-diagonalizavel com uma unica
direcao principal, entao localmente X admite coordenadas de McNertney.

Suponhamos que X(u,v) nestas condigoes esteja parametrizada por coordenadas de Mc-
Nertney. E imediato verificar que nas coordenadas de McNertney os coeficientes da primeira

forma sao, respectivamente,

E = (X,,X,) =0, (3.47)
F=(X,X,)=p>0, (3.48)
G = (X,,X,) = 0. (3.49)

Definindo em cada ponto ¢, e; = X, e = X, e e3 = N com N normal a X, temos que
{e1, €2, e3} formam um Referencial Nulo adaptado a X (conforme a se¢ao (2.2.3))). Assim, e;

e ez sao vetores tipo-luz linearmente independentes com (ej, e2) = p > 0. Denotemos
p(u,v) = e2Wv) > 0,

e nomeemos tal Referencial Nulo por Referencial Mével Nulo de McNertney.
Neste referencial, temos que o co-referencial mével, é via Equagdes (2.28]), expresso por

@2-29)

wh = p7HdX, e9) = e 72 (Xydu + Xydv, e2) = e 2*(X,, e1)du = du, (3.50)

w? = p7HdX 1) = €72 (Xydu + Xydv, e2) = e 2% (X,, e2)dv = dv. (3.51)
A forma de conexdo w3 é, via Equagao (2.31)), dada por

wi = pH{deg,en)
= 6_2a<(€2)udu + (e2)ydv, e1)
= ¢ 2@ (Xpudu + Xypdv, 1)

= e 2%(Xpu, Xo)du + €72 (X, X, ) dv.

Tomando derivadas parciais de F, F, GG, verificamos que

1
<X'L}u7 Xu> = §E’U

1
<X’U’U7XU> = Fv - §Gu
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Usando as Equagoes (3.47))-(3.49)), temos que

<Xvu7 Xu> =0

Xy, Xy) = 200,€%%.
Imediatamente, a forma w% é dada por
ws = e 22> 0, dv = 201, dv. (3.52)
Consequentemente sua derivada exterior é,

dwi = (204),dundv+ (20,),dv A dv (3.53)
= 2ap,du A dv

= 2avuw1 A w?.

Por ltimo, comparando esta expressao com Equacao de Gauss ([2.44]) para um referencial

nulo, dw? = —e?*w! A w?, temos que funcdo o deve satisfazer a equagdo de Liouville
1
200
Ny = —56 .

Assim temos o seguinte Teorema.

Teorema 3.8. FExiste uma relacdo biunivoca entre as solucoes da equacdo de Liouville com a
existéncia, a menos de um movimento rigido no espago Minkowski, de superficies tipo-tempo

com curvature Gaussiana constante positiva com uma unica dire¢do principal real.

Caso VI: Superficies Tipo-Tempo com Curvatura constante positiva e curvaturas

principais imaginarias

Suponha que X é uma superficie nao Weingarten-diagonalizavel com discriminante do
polindémio caracteristico A < 0. Neste caso o operador Weingarten é diagonalizavel sobre
o corpo dos nimeros complexos e assim temos o termo curvaturas principais imagindarias.
Este caso foi tratado em 2002 no artigo On time-like surfaces of positive constant gaussian
curvature and imaginary principals curvatures [12], no qual C.H. Gu, H.S. Hu e J. Inoguchi
mostraram que apesar das curvaturas principais serem imagindrias, a superficie ainda admite
linhas assintéticas reais, e que é possivel condicionar a existéncia de superficies com estas
propriedades a existéncia de solugoes da equacao de cosh-gordon ay, = cosh .

Seguindo entdo [12] vamos mostrar como se da tal relacao.



3.2 Superficies de curvatura constante nao nula em L3 90

Seja {e1, e2,e3} um Referencial Mével Nulo adaptado a X como na Definicao com
parametro p = %eo‘.
Suponhamos que X(u, v) esteja parametrizada por algum sistema de coordenadas especial

(u,v), na qual o co-referencial mével e as equagoes de estrutura, definidas pelas Equagoes

(2.26]) e (2.27)), admitam a seguinte decomposi¢ao na base {du, dv},

wl = du—e %dv, (3.54)
w? = —e %u—dv, (3.55)
wi = —du—e %dv, (3.56)
wi = —e %u+ dv. (3.57)

Chamaremos tais coordenadas (u,v) de Coordenadas Nulas de Gu-Hu-Inoguchi e
o respectivo Referencial Movel sera chamado de Referencial Mével Nulo de Gu-Hu-
Inoguchi.

Nestas condicoes, a Equagao de Estrutura [2.34 nos garante que

1 1

wi = —du — —e%dv
2 2
1

wh = Qeadu + =dv

As Equagoes de Estrutura (2.35)) e (2.36)), nos permite calcular wi e w3, que serdo respec-

tivamente dadas por

wi = aydu,

w2 = a,dv.

Escrevendo a primeira e segunda forma I e 11 de X conforme as Equagoes (2.44)) e (2.45)),

temos

I = —du®du—2sinhadu® dv+dv @ dv

Il = —2coshadu® dv.
Assim identificamos os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais por,

EF=1, F=-—sinha, G=1,

e=0, f=-—cosha, e ¢g=0.
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Verificamos que se X(u,v), admite tal parametrizagdo, entao de acordo com as Equagoes

(L.13]), (1.14) e (1.22), temos que,

eg — f?
K=e——=1
SEG_F2 "
—2fF E
H:i?’eG JF+g = tanh o,

2  EG-F?
A =4 (H? - e3K) = tanha < 0.

De modo que a Superficie X(u, v) tem curvatura Gaussiana constante e curvaturas princi-
pais imagindrias. Além disso, podemos verificar que as Equagoes de Codazzi (2.40)) e ([2.41]),
dadas por,

1 1 1
d(/.)g :CUS /\wl,

2 2 2
dw:)) - UJ3 /\W27

sao automaticamente satisfeitas, e a Equacao de Gauss (2.38)), é equivalente a equagao de
cosh-Gordon,

Q= cosh a.

Com isto, mostramos que a existéncia do Referencial Moével e do Co-Referencial Mével
nulo de Gu-Hu-Inoguchi é equivalente a dizer que a superficie X(u, v) tem curvatura Gaussiana
constante K = 1 e curvaturas principais imaginarias. Além disso a existéncia de tal Superficie
é equivalente a funcao « satisfazer a Equacao de Gauss. Deste modo obtemos o seguinte

resultado.

Teorema 3.9. Eziste uma relagdo biunivoca entre as solugoes da equagao de cosh-Gordon
com a existéncia, a menos de um movimento rigido no espaco Minkowski, de superficies
tipo-tempo com curvatura Gaussiana constante positiva com uma duas direcdes principais

1Magindrias.

3.3 Classificacao das superficies de curvatura constante nao

nula

A tabela a seguir resume os resultados obtidos nesta segao. A primeira coluna refere-se
a superficie parametrizada em questdo. A segunda coluna indica se a curvatura Gaussiana é
uma constante positiva ou negativa. A terceira coluna indica qual o valor do discrimininate

do polinémio caracteristico da superficie, conforme a equagao (1.21). A quarta coluna indica
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qual as coordenadas sao utilizadas para obter a EDP natural respectiva, que se encontra na
quinta coluna. As oito linhas representam todos os possiveis casos de superficies regulares
nao-degeneradas com curvaturas constantes nao nulas.

Nesta tabela também abreviamos o produto tensorial, pela justaposicao, isto é, w ® w :=
w@, também (w)? denota ww. Como tais produtos tensoriais sdo usados para denotar formas

quadraticas, fica bem definido escrever ww = ww.
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Capitulo 4

Transformacoes de Backlund em L3

Neste capitulo trataremos da transformacao de Backlund e suas consequéncias.

Historicamente, a transformacao de Béacklund introduzida pelo fisico-matematico sueco
Albert Victor Backlund (1845-1922). Esta é uma transformagao geométrica entre superficies,
no Espaco Euclidiano E3, com curvatura constante negativa na qual permite construir novas
superficies de curvatura constante negativa a partir de uma dada superficie de curvatura
constante negativa. Esta transformacao de Backlund ganhou destaque na literatura pela sua
aplicagao na teoria de sdlitons e na teoria de sistemas integrdveis. Uma vez que as superficies
de curvatura constante negativa estao relacionadas com solugoes da equagao diferencial par-
cial de sine-Gordon (ugs — uy, = sinu) esta transformacao, a principio geométrica, ganha
um cardter analitico pois, permite transformar uma solugao desta equacao em outra solucao.
Deste modo esta transformagao apresentou um método 1til tanto para o campo da geometria
diferencial quanto para o campo das EDP’s, no sentido que a cada nova solucao para equacao
de sine-Gordon é possivel obter um exemplo, nao trivial, de superficie com curvatura cons-
tante negativa, e reciprocamente, a cada superficie de curvatura constante negativa é possivel
construir uma solugao a equagao de sine-Gordon. Deste modo temos duas facetas para as
transformacgoes de Backlund; uma geométrica e outra analitica.

As transformacoes de Biicklund para superficies em E3, atualmente, compdem um tema
cldssico e bem difundido na literatura. Paralelamente, quando consideramos a Geometria

nao-euclidiana no espago-tempo de Minkowski, temos as seguintes questoes naturais:

1. Sendo a transformacao de Backlund uma transformacao geométrica, temos um analogo

para superficies no espaco de Minkowski?

2. Tais transformacoes, se bem definidas, permitem construcao de novas superficies com
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curvatura constante no espago de Minkowski?

3. Tais transformacgoes geométricas, se bem definidas, possuem também o mesmo carater

analitico que as transformagoes de superficies no espago Euclidiano?

Este capitulo serd dedicado a responder tais questoes naturais. Veremos que a resposta
para primeira pergunta é afirmativa. E possivel introduzir transformacoes de Backlund para
superficies no espaco de Minkowski. A segunda pergunta também terd uma resposta afir-
mativa. A transformacado de Béacklund ocorrerd entre superficies de curvatura constante, na
qual dependendo do cardter causal da superficie a transformacao de Backlund ocorrerd para
superficies com curvatura constante negativa ou positiva. A resposta para terceira pergunta
se afigurard afirmativa. Ainda mais, a transformagao analitica correspondente trard solucoes,
nao somente para a equacao de sine-Gordon, mas também, dependendo do carater causar
da superficie, para as equagdes de sine-Gordon negativa (uzy — Uy, = —sinu), sinh-Laplace
(Au = sinhu), sin-Laplace (Au = sinu), sinh-Gordon negativa (ugy — uyy = —sinhu), cosh-
Gordon (U, — Uyy = coshu) e também para a equacao de Liouville (umy = %e“).

Introduziremos a transformacao de Bicklund para superficies em L3, assim como é feita
no caso Euclidiano, isto é, a partir da congruéncia pseudo-esférica. Todas as definicoes e
resultados serdo enunciados para o caso Euclidiano e adaptados, de forma analoga, para
para o espaco de Minkowski. Assim serd imediata a comparagao entre os casos Euclidiano e
nao-Euclidiano.

Comegaremos formalizando o conceito de Congruéncia Pseudo-Esférica e entdao construi-
remos a transformacao de Backlund. Finalizaremos este capitulo com algumas consequéncias

das transformagoes de Béacklund, como sua relacao com as EDP’s e seu carater analitico.

4.1 Congruéncia Pseudo-Esférica no espaco Euclidiano

Esta sec@o tera como referéncia [20] e [1].
No que segue denotemos por X : U C R? — E3 uma superficie parametrizada regular

simples cujo traco é S = X (U) C R3.

Definicao 4.1. Congruéncia pseudo-esférica em E? Seja B: S — S um difeomorfismo
entre duas superficies parametrizadas requlares simples. Dizemos que B é uma congruéncia

pseudo-esférica desde que
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1. O wvetor 7(p) = pB(p) pertenca simultaneamente ao plano tangente de X e X em D e

B(p), respectivamente.
2. O mddulo do vetor é uma constante positiva, isto €, |F(p)| = X > 0 para todo p € S.

3. O angulo, ¢, entre as normais N e N da superficies S e S em cada ponto p e B(p),

respectivamente, € uma constante ndo nula.

Notagao 4.1. Em uma congruéncia pseudo-esférica denotamos as constantes, A = |r] > 0 e

¢ € (0,7) por distancia de congruéncia e angulo de congruéncia, respectivamente.

Apesar dos trés itens da definicdo aparentarem ser condi¢Ges bastante restritivas, con-
gruéncias pseudo-esféricas entre superficies existem. Veja o Exemplo abaixo. Ainda é
possivel mostrar, conforme veremos, que a congruéncia pseudo-esférica ocorre somente entre
superficies que tém curvatura constante negativa (conforme o Teorema de Béacklund ) ,

dai a motivacao para o termo pseudo-esférica.

Exemplo 4.1. Sejam X a pseudo-esfera, dada pela superficie parametrizada
X (u,v) = (sinhwucoswv,sinhusenv,u — tanh u); u>0, 0<wv<2m,
e X uma superficie, com parametros (u,v), dada por
X = X + cosfcoth uXy + sen f cosh uX,,

em que 6(u,v) é uma funcdo definida implicitamente pela relagao cothg = —wvsechu . Entao
a transformagao B que associa a cada X (u,v) o ponto X (u,v) é uma congruéncia pseudo-

esférica com parametros A =1 e ¢ = 7/2.

O teorema a seguir nos garante que uma condigdo necessaria para existéncia de con-
gruéncia pseudo-esférica entre duas superficies, é que as duas superficies devem ter a mesma

curvatura constante negativa.

Teorema 4.1. (Teorema de Bdicklund em E3) Sejam S,§ C R3 duas superficies para-
metrizadas requlares simples no espaco Euclidiano E?. Entdo, se existe uma congruéncia

pseudo-esférica B : S — S entre S e S com distdncia A e angulo @, as duas superficies

sen? ¢

deverao ter a mesma curvatura constante negativa igual a — 2
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Demonstragao: A idéia da demonstracao é construir um referencial mével para as superficies
S e g, em fungdo de A\ e ¢ e entdo usar a Equacao de Gauss para relacionar a curvatura
Gaussiana com os parametros A e ¢.

Suponhamos que exista B : S — S uma congruéncia pseudo-esférica entre as superficies
S =X(U)eS=X(U)comnormal N e N e curvatura Gaussiana K e K respectivamente.
Partindo de um referencial mével adaptado a superficie S, {e1, e, €3}, tal que e; esteja na
dire¢do de 7, vamos tomar um referéncial mével adaptado a S. Primeiramente a condigao 1)
da Definigao (4.1]) nos permite tomar €; = e; ja que este vetor pertence ao espago tangente
das duas superficies. Em seguida, vamos expressar €3 = N em termos da base {ei}, isto é,

vamos determinar os coeficientes p; tais que,
€3 = p1e1 + pges + pses.
A condigao 3) da Definigao (4.1]) nos garante que,

(es,€3) = cos, ou seja, 13 = cosp,

da condicao 1) da Definigao (4.1) temos,
(e1,€3) =0, temos que up =0,

e por ultimo pedindo que

(€3, €3) =1, logo 13+ cos® ¢ = 1.

Assim €3 = uges + cos pes, com o = +sen ¢. Tomando e; = €3 Xgs €1 temos

€1 €2 €3
€y = €3 X3 €1 = 0 pe cos¢ | =cos Pes — lzes.
1 0 0

Esta relacao entre os referenciais moveis adaptados a S e S nos permitiréd relacionar os
respectivos co-referenciais méveis. Denote por w' e wg , 1,7 € {1,2,3}, o co-referencial mével
e as formas de conexdo, respectivamente, associados ao referencial mével {e;} e @ e o?f o
co-referencial mével e as formas de conexao, respectivamente, associados ao referencial movel
{ei}-

Da condicao 2) da Defini¢ao podemos escrever

)Z':X+)\el,
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De onde segue que

dX = dX + Mde;. (4.1)

Uma vez que dX = wle; + w?es, de; = w%eg + wi’eg e
dX = &' + 0% = &ley + (:)2((308 pes — pzes)
temos que a Equacao é equivalente a
Dley 4+ &% cos pes — P poes = whe + w?es + A (w%ez + wfeg) .

Usando a independéncia linear do referencial mével {e;} verificamos as seguintes relagoes;

ot =Wt

2

D2 cos ¢ = w? 4+ \w?

‘:)2(_#2) = )‘wiﬂv

em que up = tsen¢. E pela condigao 3) da Definicao (4.1) temos que ¢ € (0,7) e assim
destas duas ultimas relagoes, temos que
1 cos ¢
2 2 3
= ——w’ — wy.- 4.2
=t = St (42)

Tomando a diferencial exterior desta expressao segue que;

lde _ Ccos¢

dw?,
A 12 !

2 _
dwl—_

Usando as Equagoes de Estrutura (2.4) e (2.7)) temos

dw? = —le Aw? — CZS;Z) (W? A w3)
1
= w% A ~wt — Cos¢w§ .
A M2

Substituindo w% pela Equacao (4.2), segue que

dw? = <—1w2 _ B ¢w?> A <1w1 — COS(l)wg’)

A 2 A 12
Iy 9 COSQ . 4 1 2 3 COS2¢ 3 3
= —w Aw’— Wi NANWw —w' Awy) + —5—w] ANw
)\2 )\,UZ( 1 2) l’l/% 1 2
1 2
= )\2w1/\w2+0052¢wf/\w§, (4.3)
2

em que na ultima passagem usamos a Equacao de Estrutura ([2.5)).
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Partindo da Equacao de Estrutura (2.6) juntamente com a Equagao de Gauss (2.13),
dw% = -—Kw'Aw? = wi)’ A w%, temos que a Equacao 1} é equivalente a

1 2
—Kw'Aw? = —2w1 AwQ—I-@
A Ha

(Kw' A w?).

Dai decorre que,
1 cos?
wl A w? —+72¢K+K =0.
A2 H2
Como as 1-formas w' e w? sdo linearmente independentes, garantimos que o termo entre
parénteses é nulo em todos os pontos da superficie. Logo temos que
m
(13 + cos ¢) A2

Como ps = +sen ¢ temos que a curvatura Gaussiana de S é constante negativa dada por

sen? ¢

K = 2

Finalmente pela simetria do argumento, a superficie S terd a mesma curvatura Gaussiana

constante negativa;

~ sen? ¢
K=- 2

Assim o teorema estd demonstrado.

4.2 Congruéncia Pseudo-Esférica Generalizada

Considere X: U C R2 5 L3 e X : U C R? — L3 duas superficies parametrizadas regulares
simples em LL3. Denotaremos por M = X(U) C L3 e M = X(ﬁ) C L2 o trago das respectivas

superficies, p € M e p € M pontos pertencentes aos respectivos tracos das superficies.

Definicao 4.2. (Congruéncia pseudo-esférica em 1.3). Seja B : M — M um difeo-
morfismo entre duas superficies parametrizadas simples em 1L3. Denote B(p) = p € M com
p € M. Dizemos que B é uma Congruéncia Pseudo-Esférica desde que, sejam satisfeitas

as trés condi¢oes abaizro:
1. o vetor 7(p) = pp, pertence ao espaco tangente de M e M para cada p € M;

2. o comprimento do sequimento pp é uma constante positiva para cada p € M, isto €, a

norma |7(p)| > 0 € constante;
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3. o produto (N (p), N(p)) = k ¢ constante, em que N e N, nio colineares, sio as normais

as superficies M e M respectivamente, para cada p € M.

Além disso, se B é uma congruéncia pseudo-esférica entre M e M, dizemos que a congruéncia
pseudo-esférica € tipo-espago (tipo-tempo) desde que, o vetor ¥(p) = pp seja tipo-espaco (tipo-
tempo) para todo p € M.

No que segue, estaremos interessados nos seguintes casos.

Caso A

B é uma congruéncia pseudo-esférica tipo-espaco entre superficies M e M tipo-espago.
Neste caso N e N sao vetores tipo-tempo, de modo que fica definido um angulo hiperbdlico
entre os vetores normais se estes pertencem ao mesmo cone tipo-tempo. Em geral existird

um unico nimero real ¢ € (0, +00) satisfazendo,

(N(p), N(p)) = 7 cosh(g), (4.4)

em que, p = B(p) e 7 = —1, se]VGC(N) ourt =41, seNEC(—N).

Caso B

B é uma congruéncia pseudo-esférica tipo-espaco entre superficies M e M tipo-tempo.
Neste caso N e N sdo vetores tipo-espaco e 7 é um vetor tipo-espaco. Denotando 7+ =

7x N, temos que 7+

é um vetor tipo-tempo. De fato, {7, N, 7"} formam uma base ortonormal
para L3 de modo que 7, N serem vetores tipo-espaco implica em 7~ € 7. Ainda temos
que N € ({N, FL}> pertence a um plano Lorentziano de modo que existe um tnico angulo

hiperbélico, ¢ € (0,400), entre os vetores tipo-espago tal que

(N,N) = 7cosho, (4.5)
no qual 7 = —1se, N e N pertencem a mesma componente conexa de U2, ou 7 = +1 caso
contrario.

Caso C

B é uma congruéncia pseudo-esférica tipo-tempo entre superficies M e M tipo-tempo.
Neste caso, teremos que N, N € ({r}) sao vetores tipo-espaco em um plano Riemanniano.

Assim existe um angulo ¢ € (0, 7) tal que

(N,N) = cos(e).
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Caso D

B é uma congruéncia pseudo-esférica tipo-espaco entre superficies M tipo-espaco e M
tipo-tempo.
Neste caso, N € T e N € & de modo que nao fica definido um angulo entre estes dois

vetores. Entretanto, existe um tinico nimero real ¢ € [0, +00) tal que
(N,N) = 7sinh ¢, (4.6)
na qual 7 = sinal((N, N)).

Notacao 4.2. Em todos os casos A, B, C e D denotamos o ntimero ¢ por angulo da
congruéncia pseudo-esférica, que sera de fato um angulo para os casos A-C. Denotaremos

A = |7} o médulo do vetor 7 e diremos que A é a distancia da congruéncia pseudo-esférica.

Com esta notagao, temos que se B é uma congruéncia-pseudo esférica, as condigoes 2) e
3) da Definicao nos asseguram que os parametros da congruéncia A e ¢ sao constantes.

Notemos que se B é uma congruéncia pseudo-esférica entre duas superficies nao-degeneradas
sempre podemos supor que, localmente, a congruéncia se encontra em um dos casos A-D.
De fato, se as superficies sdao nao-degeneradas entao elas nao sao do tipo-luz, de modo que
localmente as superficies preservam o cardter causal e também por continuidade da aplicacao
B garantimos que o carater causal da congruéncia é, localmente, mantido. Note também
que nao é possivel existir uma congruéncia pseudo-esférica tipo-tempo entre superficies tipo-
espago ou mesmo existir uma congruéncia tipo-tempo entre duas superficies tipo-espaco e
tipo-tempo respectivamente, pois nos dois casos teriamos que o vetor de congruéncia 7 seria

um vetor tipo-tempo contido em um plano tangente Riemanniano, o que seria um absurdo.

Observagao 4.1. Se a aplicacao B : M — M é uma congruéncia pseudo-esférica, temos que
o conjunto de retas tangentes, nas diregoes de 7(p), formam um tipo de congruéncia de retas

dita Congruéncia pseudo-esférica de retas em L3.

O seguinte resultado é uma condicao necessaria para a ocorréncia de congruéncia pseudo-
esféricas. Elas nos garante que a congruéncia pseudo-esférica sé é possivel para superficies
que possuem a mesma curvatura Gaussiana constante. Este resultado é uma adaptagao dos
resultados de [19] Palmer (1990): Teorema I pégina 2872, [I1] C. H. Gu at al (2005):
Teorema 4.8 pagina 150 e também [I5] L. V. McNertney (1980): Teorema 4.2 pégina 86.
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Teorema 4.2. Sejam X e X duas superficies parametrizadas requlares simples nao-degeneradas
em 1L3. Se existe wma congruéncia pseudo-esférica B : M — M, entdo devemos ter que cur-

vatura Gaussiana K e K de X e X sao iguais e constantes.

Demonstracao: Suponhamos que exista B : M — M uma congruéncia pseudo-esférica com
distancia A > 0 e angulo ¢ > 0 entre as superficies X e X. A idéia da demonstragao é partir de
um referencial mével para superficie X construir um referencial moével para a superficie X de
modo que os co-referenciais méveis sejam escritos em termos dos parametros A e ¢ para entao
usar a Equacao de Gauss e obter a curvatura Gaussiana em funcao destes parametros, de
modo que esta relagao expressara K e K em termos das constantes \ e ¢, e dai concluiremos
a tese do teorema.

Comecemos com {eq, €9, €3} um referencial mével adaptado a superficie X. Pela condi¢ao
1) da Definicao podemos tomar e; = § na direcao de congruéncia. Vamos construir
{€1,€2,e3} um referencial mével adaptado a superficie X. Novamente pela condicao 1) da

Definicao 1’ podemos tomar €; = e na dire¢do de congruéncia. Vamos escrever ez = N

na base {e;}. Para isso vamos determinar os coeficientes u; tais que
€3 = pie1 + poes + pzes.

Primeiramente, 0 = (€3,€1) = (€3, e1), assim €11 = 0, em que € = (e;, €;), € consequen-

temente
w1 =0.
A condigao 3) da Definigao (4.2]) nos assegura que, (es, €3) = k, assim garantimos que
Hn3 = egk.
Por tltimo, denotando €; = (¢;, €;), temos que
& = (€3,83) = eai3 + e3p13 = e213 + e3k”.

Logo
Ho = o/ €9€3 — 6263]{32 S {—I—l, —1}.

Podemos determinar €5 pelo produto Lorentziano de e; com €3,

€1€1 €9€2 €3€3
€y = €1 X €3 = 1 0 0 | = —pzezes + poesges.

H1 H2 M3
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Assim o referencial {€;} é dado em relagao a base {e;} por

51 1 0 0 (&)
e2 | = | 0 —eezk e3u2 | = | e2 (4.7)
€3 0 175) 63/€ €3

em que pz é dado na expressao (4.7)).

Fixemos os referenciais méveis {e;} e {€;} adaptados as superficies X e X respectivamente
e vamos relacionar seus co-referenciais moveis.

Primeiramente as condigoes 1) e 2) da Definigao (4.2)) nos permitem escrever

X:X+)\61.

Como A é constante, segue que dX = dX + Adey, cuja expressao em termos da base do

co-referencial méovel é
G0te] + ey = qqwler + eaw’es + )\6wa62 + Ang:{)eg,

em que W' é o co-referencial mével associado ao referencial {¢;} e é definido de acordo com
a relagdo dada na Equagao (2.14). Agora substituindo €; pela relagao (4.7) vem a seguinte

expressao;
(gl&v}l — qwl) e1 + (—22626316‘(:)2 — 620)2 — AEQW%) ey + (2263[1,2(:)2 — )\63(4)%) ez = 0.

Usando a independéncia linear temos as seguintes relagoes entre os co-referenciais {w'} e

{@'},

aw' =aat, (4.8)
w? + w? = —&e3k?, (4.9)
)\wi)’ == Eg,uzfuz. (410)

Ainda podemos eliminar @? das Equacdes (4.9) e (4.10) gerando
pow? = —\ (eshwi — powi) . (4.11)

Por outro lado, escrevendo as formas de conexao do co-referencial mével associado a {w'}



4.2 Congruéncia Pseudo-Esférica Generalizada 104

na base do co-referencial mével {w'} temos

@} = (dey,es) = (de, poes + eskes)
= ua(dey,e2) + esk{dey,es3)
= pow? + ezkw?

=~ W, (4.12)

em que na ultima passagem usamos a Equacao (4.11)). Além disso

@y = (déy,e3) = (—eseskdes + e3pades, uaes + eskes)

= —62k2<d62, es) + 63M%<d63, ea)
= —ek?ws + e3psw

= (—62/62 - 63/1%) wg’

= —6263?300%, (4.13)

em que na ultima passagem substituimos pe via Equacao (4.7)).
Agora, partindo da Equacio de Estrutura (2.20)) para o co-referencial {&'}, e usando as

Equagoes (4.12) e (4.13);
da? = & A3
= €3 (—M2A71w2) VAN (—6263?3&)%)
= —eezpA W Aws. (4.14)

Usando a Equacdo de Estrutura (2.19) para o co-referencial {w'}, w! A w} + eaw? A wi = 0,

temos que

d(:)% = 6163M2A_1w1/\wi1)’.

(4.15)

Agora usando as Equagoes (4.8)) e (4.10) para re-escrever o lado direito em termos do co-

referencial {@'}, temos,

i = eey) (@@") A (GpaA @) .

= 63?122#%)\_2071 AP

= —63?3#%)\_2(:)1 A &2

onde na tultima igualdade usamos que €1é263 = —1.
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Esta tultima expressao, juntamente com a Equagdo de Gauss (2.24), dada no Teorema
1} para o referencial {&'}, dwj = — K& A2, implica em

- 2

K = 63&:,%.

Em que s é dado na Equagdo (4.7), isto é u3 = exé3 — eaesk?. Deste modo vemos que K é
constante proporcional a constante k .
Analogamente ao que foi feito com a Equacao (4.14) para o co-referencial {w'}, podemos

encontrar a relagdo de K com os parametros k e A. De fato

dw? = ewd Awl

= € (€2M2)\_10~d2) AN (*6263&;@%)
= —€2€2g3;£2)\_

1

1 (&2 A @32,)
= —exeae3pN " (

St A fu:f)
= —egggggugA_l [2122 (Elelwl) A (—uz)\_le)]
= 616223/1,%)\72(,01 A w?
= —6323@)(%1 A w?

de modo que novamente a Equacgao de Gauss implica que

2
o~ M
K= €363 72

em que us € dado na Equagao () Deste modo comparando com a curvatura K, concluimos
que as superficies X e X possuem a mesma curvatura e ambas idénticas a um valor constante.

E assim o teorema esta demonstrado.

Teorema 4.3. (Teorema de Béicklund em 1L3) Seja B: X — X uma congruéncia pseudo-

esférica entre duas superficies parametrizadas requlares simples e nao-degeneradas. Entdo

A: se a congruéncia B estd no Caso A, a curvatura Gaussiana das duas superficies €

constante positiva igual + sinh? /2.

B: se a congruéncia B estd no Caso B, a curvatura Gaussiana das duas superficies €

constante positiva igual + sinh? o/ A2

C: se a congruéncia B estd no Caso C, a curvatura Gaussiana das duas superficies é

constante positiva igual +sen? ¢/\2.
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D: se a congruéncia B estd no Caso D, a curvatura Gaussiana das duas superficies é

constante negativa igual — cosh? /N2

Demonstragao: Com a notagao da demonstragdo do Teorema (|4.2)) temos que {e;} é um
referencial moével adaptado a superficie X com os sinais €; = (e;,e;) e {€;} é um referencial
mével adaptado a superficie X com os sinais €; = (€;, €¢;). De modo que a curvatura Gaussiana
das superficies K e K sao expressas de acordo com a equagao
2
> ~ M3
K=K= 6363?’
em que p3 = egeg — eaesk?, k = (N, N) é a constante ndo nula dada na condi¢io 3) da

Definigao (4.2) e A = |r] > 0 é a distancia de congruéncia.

A Neste caso X e X sao superficies do tipo-espaco e a congruéncia pseudo-esférica é tipo-
espaco, entao 7 é um vetor tipo-espaco e € = €3 =€ = €3 = 1l e e3 =€3 = —1. Além

disto fica definido, via Equagao (4.4]), um angulo hiperbdlico entre e3 e e3. Assim
k= (N,N) = 7 cosh(¢),

em que 7 = +1 e ¢ € (0,400). Deste modo,

~ —14cosh®(¢) sinh?(¢)
K=K= )\2 = )\2 > 0.

E assim concluimos que as duas superficies tém a mesma curvatura constante positiva.

B: Neste caso X e X sao superficies do tipo-tempo e a congruéncia pseudo-esférica é tipo-
espaco entdo €1 = €1 = 1, e3 = €3 = +1 e €3 = € = —1. Também, podemos tomar, via

Equacio (L3),
k = 7 cosh(¢),

em que 7 = +1 e ¢ € (0,400). Deste modo,

~ —1+cosh®(¢) sinh?(¢)
K=FK=— 2 = > 0.

Assim garantimos que ambas superficies tém mesma curvatura constante positiva.

C: Neste caso X e X sio superficies do tipo-tempo e a congruéncia pseudo-esférica é tipo-
tempo entdo € = €1 = —1, €3 = €3 = +1 e e = €& = +1. E também, podemos tomar,

via Equagao (4.6)),
k = 7 cos(¢),
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em que 7 = %1 e ¢ € (0, 7). Deste modo,

~ 1—COS2¢_ sen? ¢

K=K 2 o >0

Assim garantimos que ambas superficies tém mesma curvatura constante positiva.

D: Neste caso X é uma superficie tipo-espaco e X é uma superficies tipo-tempo e a con-
gruéncia pseudo-esférica é tipo-espago, entao €; = €5 = +1, e3 = —1, € = €3 = +1,

o = —1. E também, podemos tomar, via Equagao (4.6)),
k = 7 sinh(¢),

em que 7 = %1 e ¢ € [0, +00). Deste modo,

~ 1 + sinh?(¢) cosh?(¢)
K=K=- 2 =z <0.

Assim garantimos que ambas superficies tém mesma curvatura constante negativa.

4.3 Condicoes de Integrabilidade

Vimos na se¢ao anterior que é possivel definir o conceito de congruéncia pseudo-esférica
no Espaco de Minkowski e tais congruéncias, se existirem, deverao ocorrer entre superficies
nao-degeneradas com curvaturas constantes, conforme os casos de congruéncias A, B,C e
D. Nesta secao trataremos dos resultados de integrabilidade, isto é, dos resultados que
garantem a existéncia de uma congruéncia pseudo-esférica. Mostraremos que cada uma das
congruéncias A, B,C e D de fato existem e exibiremos as condigdes para que isto ocorra.

O termo ”integrabilidade”é usado, em geral, para expressar a situacdo em que é possivel
garantir a existéncia de uma congruéncia pseudo-esférica. O emprego deste termo é justifi-
cado pelo processo que é usado para garantir a existéncia de uma congruéncia, na qual passa
por integrar, isto é obter solucdes, de um sistema certo sistema de EDP’s. Conforme veremos
os sistemas de EDP’s que aparecem podem ser integrados por uma versao do Teorema de

Frobenius, qual vamos tratar agora.

Primeiramente assumiremos o Teorema de Picard qual garante condigOes necessarias e
suficientes para existéncia e unicidade, pelo menos locais, de um problema de valor inicial.
Tal teorema é encontrado em varios textos sobre Equacgoes Diferenciais Ordindrias, como por

exemplo no Teorema 3.1 pagina 88 de [g].
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Lema 4.1. (Teorema de Picard) Seja f : U C R? — R uma funcio de (v,y) € U
conjunto aberto de R? tal que f e f, sdo funcdes continuas em U. Entdo, dado (zo,y0) € U

existe um intervalo aberto I C R contendo xg e uma funcao u : I C R — R satisfazendo

%(m) = f(z,u(x)) e uma condi¢ao inicial u(xo) = up € R. Além disso qualquer outra solugdo
u(z) da equagao dadfrx) = f(x,T) satisfazendo u(xo) = xo € tal que u(x) = u(x) em I.

Este Lema serd usado repetidas vezes para demonstrar o Teorema de Frobenius. Além

disso o Lema vale, em particular, para fungoes diferencidveis (isto é, funcoes de classe C*).

Teorema 4.4. (Teorema de Frobenius) Sejam A, B fun¢oes reais diferencidveis, u : U C

R? — R com U um subconjunto aberto de R? e (z,y0) € U. Entdo o sistema em u = u(z,y)

Uy = Az, y, u) (4.16)

uy = B([I}, y7 U)
com u(xo,y0) = uo € R admite solugio em uma vizinhanga de (xo,yo) se, e somente se,
verifica-se
0A 0A 0B 0B

87y+87uB: %4— 3uA’ (4.17)

dita condicao de integrabilidade.

O papel deste teorema é condicionar a existéncia local de solucoes do sistema com
uma certa condigao . Existem versoes bem mais gerais para o Teorema de Frobenius
que podem ser entradas nos textos de Formas Diferenciais, como por exemplo [I4] Teorema
1.3.4 pagina 11. Entretanto, vamos demonstrar esta versao, que sera suficiente.
Demonstracao: Esta demostragao é baseada nos comentarios que seguem o Exemplo 1.2.3
da pagina 6 de [14].

Primeiramente, suponhamos que u seja uma solugao diferencidavel do sistema . Deste

modo pelo Teorema de Cauchy (uz)y = (uy)e, que implica em

Oup _ duy

oy  Ox
04 0A0u _ OB  0Bou
oy  Oudy  Ox Oudzx
0A 0A 0B 0B
oy Tou” T ot o

e assim vale a Equacao (4.17]).
Reciprocamente, assumamos que valha a Equagao (4.17)) e consideremos o sistema (|4.16))

com a condigao inicial u(xg,yo) = ug. A primeira equagao deste sistema induz uma equagao
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diferencial ordindria, digamos

L) = Aw o ne)); uoo) = uo,

Aplicando o Lema (4.1)), existem um intervalo I C R aberto de R e uma tnica fungao
u(x), solugao deste sistema satisfazendo u(zg) = up.
Para cada 2’ € I considere as seguintes equagoes diferenciais ordinérias na variavel y,

det’}

dy (y) = B(a',y, 60, ™ (yo) = (@),

em que, nesta notagdo, o subescrito {2’} indica que o sistema, na fungao f{x/}(y) de y, é
tomada para z’ € I fixado. Aplicando-se o Lema para cada uma destas equacoes
diferenciais ordindrias, garantimos, para cada 2’ uma tnica solucdo £} definida em um
aberto J#'} ¢ R, que depende de cada valor 2’ fixado, satisfazendo a condicao inicial 5{””/} =
p(").

Definimos entdo a funcio u(z,y) = €} em uma vizinhanca de (z9,1), com z € I e
y € J{#o} candidata a solucdo do sistema. Por construcio, u automaticamente satisfaz a
segunda equacao do sistema para cada z,y, isto é,

ou  dgie?

oy dy B(x,y,¢%) = B(z,y, u(x)),

e também para todo x € I e para y = yp, temos que u(z,y) é solugdo da primeira equagao,

isto é,
du _ 0 (yo)  dulx) _
%(xJJO) - ox - dr - A(%?/OM‘) - A(.%', y07u(xa yO))

Assim nos resta mostrar que a candidata a solucdo u satisfaz a primeira equacdo do
sistema para todos os pontos (z,y) em alguma vizinhanca de (xg,yp). Para tanto basta
mostrar que a fungao R(x,y) = % — A é identicamente nula em tal vizinhanga de (xo, yo).
Perceba que nos pontos (z,yg) ja temos que R(z,yo) = 0.

Utilizando a hipétese de que vale a condicao (4.17)), temos que R é solucao do seguinte
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sistema %—1; = %—ER. De fato
OR _ dou_ 0
oy  Oydx Oy

Ordy Oy Oudy

0 0A 0A
Ox <8y * ou >

_ 8£+8£@_ aj+a£A
Oz ou Ox ox ou
0B [ 0u
= m(ax‘A>
0B
= 5.1 (4.18)

Ja sabemos que nos pontos (z,yo) com x € I temos R(z,y9) = 0. Assim seja a funcao
real hi*}(y) = R(x,y) na varidvel y para algum z € I fixado. Como R é solucio de (4.18)),

temos que h{*} é solucido da seguinte equacio diferencial ordindria

d 0B
—plEr)) = 22 plet
& W) =5

Isto é, omitindo x e denotando g(y) = %5 (z,y), temos que

que no ponto y = yo se anula.

Consequentemente h'(y) = ¢'(y)h(y) + g(y)h'(y) se anula em y = yy. Prosseguindo por
inducao, temos que a derivada de todas as ordens de h se anula em gy. Deste modo, utilizando
a expansao de Taylor em séries de poténcias, temos que h(y) é nula em uma vizinhanca de
yo. Consequentemente R(x,y) se anula em uma vizinhanga de (z,yo) e assim temos que a
candidata u(zx,y) é de fato solugao do sistema .

E o teorema estd demonstrado. O

Visto isso, estamos em condicoes de buscar as condigoes suficientes para existéncia de
congruéncias pseudo-esféricas. Abordaremos primeiro o caso classico para superficies no

espaco Euclidiano qual servird de inspiragao para o caso generalizado no espaco de Minkowski.

4.3.1 Caso Classico

Nesta secao demonstraremos o resultado classico de integrabilidade, isto €, o resultado
que nos garante as condigoes em que é possivel, partindo de uma certa superficie, obter uma

congruéncia pseudo-esférica.
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Teorema 4.5. (de Integrabilidade) Seja X : U C— E3 uma superficie parametrizada
reqular simples com curvatura Gaussiana K = —Sir/l\#, ¢ € (0,7) e A > 0 constantes. Entao
para cada dire¢do ndao principal eg(q) € T, X existe uma superficie X relacionada com X pOT

uma congruéncia pseudo-esférica tendo eq como direcdo de congruéncia e parametros A e ¢.

A idéia para demonstrar este teorema é construir um referencial mével adequado sobre
a superficie X e partindo deste referencial obter uma condigao para que X=X+ Aeg seja
uma superficie parametrizada regular. Veremos que tal condigdo é equivalente ao processo
analitico de integrar um sistema de duas EDP’s que coincide precisamente com o tipo de
sistema considerado no Teorema de Frobenius .
Demonstracao(do Teorema de Integrabilidade): Suponhamos, por simplicidade, que
A2 = sin? ¢, isto é, estamos supondo que a curvatura Gaussiana de X é K = —1. De modo
podemos supor que X (u, v) estd parametrizada pelas coordendas assintéticas de Tchebyschev
(u,v), introduzidas na Defini¢ao (3.1). Seja {e1,e2,e3} o referencial mével de Chebyschev

(dado também na Definigao(3.1))) associado a superficie X, isto é, o co-refenencial mével é

dado por
1 o y .«
— cos —d — sin —d
w’ = cos _du, w” = sin - dv,
1
w% = §avdu + —adv,
w? = sin %du, w} = —cos %dv, (4.19)

em que « € (0,7) é uma solugao da Equacao de sine-Gordon a,, — iy = sin av.
Mostrar que existe uma congruéncia pseudo-esférica entre X e uma superficie X é equi-

valente a mostrar que existe uma funcao, digamos 6 = 6(u,v) € (0, 5), tal que
X = X + A(cosfe; + sinfey) (4.20)

seja uma superficie parametrizada regular. Note que, neste caso, ey = cosfe; + sinfes sera
a direcao de congruéncia e que também nao serd uma direcao principal e; ou ez de X.

Usando as relagoes,

d(sin @) = cos 66, du + cos 06, dv = cos 0df

d(cos ) = —sin 6d#.

diferenciando exteriormente a expressao (4.20]), obtemos

dX =dX + \ (—sin f@dbe; + cos Odeq + cos Odfes + sin Odes) .



4.3 Condigoes de Integrabilidade 112

Usando que dX = w'e; +w?ey e de; = w]le1 + wfeg + w?eg, em que o co-referencial mével

e as formas de conexao sao dadas por (4.19)), temos

1 1
dX = {cos %du — Asin6df — Asin 6 <2avdu + 2audv>} 1+

2 2
+ [)\ cos f sin %du — Asinf cos %dv} es. (4.21)

1 1
+ [sin %dv + Acos8dO + \cos0 (avdu + audv>] es +

Por outro lado, definindo

N := cos oN + sin ¢ry, (4.22)

em que ¢ é a constante de congruéncia, rj = sinfe; — cosfes e N é a normal da superficie
X. Podemos impor que a fungao incégnita 6 satisfaga a relagao (dX, N)gs, isto é, pedimos

que 0 seja uma funcao tal que,

1 1
0 = —Asin¢df — Asing <2a1,du + 2ozudv> +
+ sin ¢ (cos % sin fdu, — sin % cos Hdv) +

+Acos ¢ (sin % cos 0du — cos % sin 6dv> . (4.23)
Usando que A = sin ¢, com ¢ € (0,7), e fazendo

0=

(I Re)

para alguma funcao incoégnita «, temos que a condigao (4.23)), expressa em termos de a, é

dada por

1 ~ 1. e . o
0 = (—2sin¢au—281n¢av+cos§smg—i—cosqﬁsmgcosg)du—i—

1 ~ 1 e o « a
—— i — —si — sin — cos — — cos ¢ cos — sin — | dv.
( 5 in ¢, 25111(;50@ in 2 5 S ¢ cos 5 Sin 2) v
Usando a independéncia linear entre as formas du e dv, temos que a funcgdo incégnita o

satisfaz esta equacao, se, e somente se, ela satisfaz o sistema

1

Ssing (@ + ay) = cos psin $ cos § + cos $sin §

(4.24)

%sinqb(&v—i—au) = —cos¢cos%sin% —sin%cos%

que é precisamente um sistema do tipo de Frobenius (4.16]) sobre a incénita a. Utilizando o
Teorema de Frobenius (4.4), podemos ver que a condigao de integrabilidade (4.17]) é justa-

mente a equacao de sine-Gordon,

Oy, — Olyy = Sin o,
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Uma vez que as coordenadas (u,v) s@o coordenadas de Tchebyschef em X, temos que
« é automaticamente solucao da equagao de sine-Gordon, de modo que a condicao de com-
patibilidade do Teorema de Frobenius é satisfeita e assim o sistema (4.24) é completamente

integravel sobre a e o Teorema estd demonstrado. O

Corolério 4.1. (da demonstra¢do do Teorema ) Suponha que X (u,v) e X (u,v)
estejam relacionadas por uma congruéncia pseudo-esférica, com parametros \, ¢ e direcdo
de congruéncia que nao € uma direcdo principal de X. Entao as coordenadas de Tchebyschef
(u,v) em X também serao coordenadas de Tchebyschef em X. Além disso & é uma solucdo

da equacdo de sine-Gordon.

Demonstragao: Primeiramente considerando o sistema (4.24), podemos derivar parcial-
mente a primeira equagao em relagao u e a segunda equagao em relacao a v, tomar a diferenca
e obter,

(&uu - auu) + Qg — Oy = sin a

Desse modo a diferenciabilidade de « é equivalente a funcdo « satisfazer a equacao de sine-
Gordon.
Considere agora a relacao (4.21). Reescrevendo em termos de du e dv e usando que

df = %&udu + %&vdv teremos
dX = [(COSZ—Asin&(?—k?))el—i-)\cosg<O;u+o;v>eg+
+ (x\ cos%sin 3) 63] du +
Cafay, oy L« a (g
—{—[—)\sm2<2—2)61+<81n2—|—)\0082<2+2>>62+

+ (—)\ sin % cos ;) 63:| dv.

Utilizando as expressoes (4.24)) juntamente com A = sin ¢ temos que

dX = Zdu’evl + édv’e},
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em que
~ a
A = —
0052,
~ Qa
B = sin—
27
~ « «a bsi a .« n
= — - — in — sin —
el cos2cos2 cos@s 2s 5 e1
+ cosas' a—|—cosd>s' acosa + sin ¢ si a
—sin — in — — e ingsin —e
272 2 727 27
. L« 62+ bsi « a n
€y = sin — cos — + cos @ sin — cos — | e
2 22 2 T 2)t

a « «a

. Qo . o
+ Sln551n§—005¢cos§cos— eo — sin ¢ cos 563.

2

Assim por definicdo do co-referencial mével, dX = w'e; + &2es, nos permite identificar,

&' = Adu = cos %du

&2 = Bdv = sin %dv.

(4.25)

(4.26)

Por outro lado, repetindo o mesmo argumento com dN na equacao 1' e utilizando a

defini¢io das formas de conexdo dN = i€ + wiea, podemos identificar

~ .«
@i = —sin —du,
2

~ a
@2 = cos —dv.
2

(4.27)

(4.28)

De acordo com a Defini¢ao (3.1)), temos que (u, v) também sao parametros de Tchebyschev

em X. Como consequéncia, assim como na Defini¢ao 1D a fungéo a representa o angulo

que as linhas assintéticas fazem com as linhas de curvatura.

|

Definigao 4.3. No contexto do Teorema de Integrabilidade , a superficie X € dita Trans-

formacao de Bdcklund da superficie X e no contexto do Coroldrio a equagdo o, solugdo

do sistema , € dita Transformacao de Bdcklund da funcdo a.

Por dltimo, juntando os resultados de Integrabilidade desta secao com os resultados ob-

tidos na segao (3.1.1]), obtemos o seguinte Teorema.

Teorema 4.6. Partindo de uma solugcdo 0 < o < 7 da equagdo de sine-Gordon, existe uma

famidlia a dois parametros de solucdes da equacdo de sine-Gordon.
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Demonstragao: De fato, dada uma solucao a da equacao de sine-Gordon podemos aplicar

o Teorema (3.1) e obter uma superficie X com curvatura Gaussiana constante negativa,

_sin’a

AQ I

digamos K = para algum par de constantes A > 0 e 0 < ¢ < w. A partir desta
superficie, podemos aplicar o Teorema de Integrabilidade e obter uma familia a dois
parametros de superficies (em que um dos parametros é uma diregao nao principal do espago
tangente de X e outro parametro é A ou ¢ que depende da relacao com K).

Para cada superficie desta familia podemos aplicar o Teorema de Béacklund e ga-
rantir que esta superficie estd nas condigoes do Teorema de modo que podemos fazer
corresponder a cada uma destas superficies uma nova solucao da equacgao de sine-Gordon e
obter assim uma familia a dois parametros de solucoes.

Alternativamente (e equivalentemente) ao invés de aplicarmos o Teorema de Béacklund
, podemos usar o Corolario e garantir que a cada uma destas superficies a solugao
« integral do sistema ¢ justamente uma solugao da equagao de equacao de sine-Gordon.
Deste modo obtemos uma familia a dois pardmetros de solugoes da equagao de sine-Gordon.

Estas duas tltimas passagens sao equivalentes pelo fato de que a solucdo & integral do
sistema, coincide precisamente com a solucao da Equagao de Gauss durante a
demonstragao do Teorema , pois nas duas situagoes a superficie é descrita pela pelas

coordenadas de Tchebyschev., para superficies no espaco de Minkowski, para superficies no

espaco de Minkowski

4.3.2 Caso Generalizado

Vamos tratar nesta secao dos resultados de Integrabilidade para Transformacoes de Backlund

no Espago de Minkowski. Mais precisamente, vamos demonstrar o seguinte Teorema.

Teorema 4.7. (de Integrabilidade Generalizado) Seja X uma superficie parametrizada
reqular nao-degenerada com curvatura Gaussiana constante nao nula. Entdo existe uma
superficie X em cada um dos oito casos abaizxo,

A: X tipo-espaco, ndo umbilica, com K = sinh? ¢/ \? >0 e A >0,

B1: X tipo-tempo com K =sinh?¢/\2>0e A >0,

Bsy: X tipo-tempo, ndo umbilica, com K = sinh? ¢/AN2>0e =0,

Bs: X tipo-tempo com K =sinh?¢/\2 >0 e A <0,

C1: X tipo-tempo com K =sen? /A2 >0 e A >0,

Co: X tipo-tempo, ndo umbilica, com K =sen® /)2 >0 e A =0,
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Cs: X tipo-tempo com K =sen?¢/\?> >0 e A <0,
D: X tipo-espaco, ndo umbilica, com K = — cosh?® #/X2 <0 e >0.
Eziste uma congruéncia pseudo-esférica do tipo A, B, C e D, de parametros A e ¢ para cada

direcao nao principal do plano tangente.

A demonstracao deste Teorema é feita considerando cada caso separadamente, e foi de-
monstrado ao longo de 1980 até 2003 nos Artigos [15], [19], [2I] e [12]. Traremos estas
demonstragoes no final da segdo. Antes vamos buscar alguns Corolarios deste Teorema que

sao analogos ao Corolario (4.1)) do Teorema de Integrabilidade Classico (4.5)).

Corolério 4.2. (do Teorema ) Partindo de uma solugao, nao trivial, é possivel obter
uma familia a dois parametros de solugoes de cada uma das sequintes EDP’s,
A: Sine-Gordon oy, — Quyy = sina,
Bi, Ci: Sinh-Gordon ouy — qyy = — sinh a,
1 2

By, Cy: Liouville oy, = —5e2*,

Bs, C3: Cosh-Gordon o, = cosha.

Coroldrio 4.3. (do Teorema ) FExiste, pelo caso D, uma relacdo biunivoca entre as
solugoes da equagao de sine-Laplace (o, + auy = sina) e Sinh-Laplace (o, + auyy = sinh a).
Além disso, de uma solucdo ndo nula de uma destas equacdes € possivel obter uma familia a

dois parametros de solugoes da outra.

Veremos agora a demonstracao do Teorema . A demonstragao é feita considerando
separadamente os casos e em cada um deles a demonstracao segue 0s mesmos passos que
a demonstracao do Teorema Classico . Para tal consideramos sobre a superficie Coor-
denadas de Tchebyschev juntamente com um referencial mével apropriado e partindo deste
referencial mével expressamos uma condicao de existéncia de uma superficie congruente e
entao usar o Teorema de Frobenius para obter tal superficie.

Demonstragao do Teorema de Integrabilidade:

Consideremos inicialmente o caso A.

Seja X superficie tipo-espaco, com curvatura Gaussiana constante igual a K = 1, tal
que o discriminante do Polinémio Caracteristico é A > 0. Supondo que X nao tenha
pontos umbilicos podemos considerar que X(u, v) estd parametrizada por coordenadas (u,v)
de Tchebyschev como no Caso I da Segao . Assim consideramos o Referencial Mével

de Tchebyschev {e1, e3,e3} com o Co-Referencial Mdvel e as formas de conexao dados pelas
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Expressoes ([3.26))-(3.30)), isto é

wt = cos(a/2)du, (4.29)

w? = sin(a/2)dv, (4.30)
1 1

wi = iavdu + gaudv, (4.31)

wi = sin(a/2)du, (4.32)

ws = —cos(a/2)dv, (4.33)

com 0 < a(u,v) < 7 uma solugao da equagao de sine-Gordon.
Seguindo a idéia da demonstragao do Teorema de Integrabilidade Cléssico (4.5]), buscamos

uma fungao 0 < 6 < 7/2 tal que,

X = X + A (cos fe; + sin fey) (4.34)

N = sinh ¢ (—sin fle; + cos fes) + cosh ¢es (4.35)

em que, A é a distancia de congruéncia, ¢ é o angulo hiperbdlico de congruéncia definido
pela Equagao tais que A = sinh ¢, Néa expressao para o vetor normal a superficie
X. Perceba que, neste caso, a diregdo de congruéncia serd dada pelo vetor cosfe; + sin fes
tipo-espago (uma vez que procuramos uma congruéncia tipo-espaco), e N define um vetor
tipo-tempo, isto é, X serd uma superficie tipo-espaco, o que é precisamente uma Congruéncia
Pseudo-Esférica Tipo A.

Utilizando que dX = w'e; + w?es ¢ dej = w}el + wjz-eg + w?eg, a condicao <d§~§, N) =0

juntamente com a independéncia linear de du e dv, temos

A (=~ i @ a a i, Q
5 (0 + ) = sin § cos § + cosh ¢ cos § sin 5,
A~ _ a i Q fQ «a
5 (Qy + ) = —cos § sin § — cosh ¢sin § cos §.
Em que denotamos £ = 0. Este é um Sistema de Equacdes Diferenciais Parciais do tipo de
q 2 quag b

Frobenius em relagao a fungao incégnita a(u,v). Utilizando o Teorema de Frobenius ,
temos que este sistema ¢é integravel uma vez que a condicao de compatibilidade é exatamente
Quy — iy = sina. Assim existe a funcao a(u,v) e consequentemente a equacao define
uma superficie X que sera congruente a superficie X.

O que demonstra o Teorema para o Caso A.

Para os demais casos a demonstragao é analoga, basta considerar que a superficie X(u, v)
esteja parametrizada respectivamente por:

Casos By e C7 Coordenadas de Tchebyschef IV,
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Casos By e (5 Coordenadas Nulas de McNertney com parametro p = %ea,

Casos B3 e C3 Coordenadas Nulas de Gu-Hu-Inoguchi com parametro p = %eo‘,
Caso D Coordenadas de Tchebyschef 11.
Além disso considere {e, ez, €3} o respectivo referencial mével juntamente com suas for-

mas de conexao.

Em todos os casos procuramos uma fungao a(u,v) tal que phi é o dngulo entre NeNe

X =X+ Arg, (4.36)

(4.37)

com N e rgz dados conforme o conforme o esquema abaixo.

Caso Diregao Tangente ry Normal N
By cosh %el + sinh %62 sinh ¢ (sinh éel + cosh é«92) + cosh ¢ N
By | exp —&2—0461 + expa_T"‘eg sinh ¢ (exp Le1 4+ expese ) + cosh ¢ N
Bs | exp _E“Q_C“el + expa_To‘eg sinh ¢ (exp Qo) — expls ) + cosh ¢ N
& sinh Qel + cosh @eg sin ¢ (COSh 2ey + sinh 962) + cos ¢N

07

Cy | exp@%e; — expo‘ieg sin ¢ (exp Leq 4 exp—%—< > + cos ¢ N

Cs | expi52e; — exp _0‘2_0‘62 sin ¢ (exp Le1 + exp—%52) 4+ cospN

D cos %61 + sin %62 cosh ¢ <— sin § 61 + cos ) + sinh ¢ N

Perceba que em cada caso, r5 define uma direcao no plano tangente a superficie e que
nos casos By, B, B3 e D é uma direcao tipo-espaco e nos casos C1, Cy e C'5 uma direcao
tipo-tempo e que o angulo ¢ é o angulo congruéncia. O que estd de acordo com a Definigao
de Congruéncia Pseudo-Esférica.

Diferencie exteriormente X e imponha a condicdo (dX,N) = 0. Utilizando a inde-
pendéncia linear entre du e dv esta condigao implicard em um sistema do tipo de Frobenius
analogo ao Sistema . E a condicao de integrabilidade de tal sistema serd precisamente
a EDP Natural da superficie X em questao, de modo que o Teorema de Frobenius (4.4)) nos
assegurara a existéncia da fun¢do a solugao deste sistema. Consequentemente as expressoes

X=X+ Arg definirao uma superficie congruente a X.

a

Observagao 4.2. O caso D do Teorema (4.7) poderia ser enunciado analogamente em

;. . . . h2
termos de uma superficie X tipo-tempo com curvatura Gaussiana constante igual a — COS/\2 cosh ¢,
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Nesta situacdo, na demonstracao deve-se tomar X(u, v) parametrizada por parametros (u,v)

de Tchebyschef 111 e usar como dire¢gao de congruéncia
rg = cosh ¢e; + sinh gey,

e normal

N = cosh 10) (sinh %el + cosh g€2> + sinh ¢ N.



Capitulo 5

Conclusoes

Nesta dissertacao, baseada nos trabalhos [15], [4], [10], [I1], [19] and [12], generalizamos
o conceito de congruéncia pseudo-esférica para superficies no Espaco-Tempo de Minkowski.
Mostramos que existe um analogo do Teorema de Backlund para superficies no Espaco-Tempo
de Minkowski e fizemos uma demonstracao deste teorema usando o Método do Referencial
Moével.

Esta dissertacao nao exige do leitor o conhecimento prévio sobre Geometria no Espaco
de Minkowski, nem o conceito do Método do Referencial Mével, pois os capitulos 1 e 2
fornecem o material necessario sobre os temas. No Capitulo 1 discutimos sobre a geometria
do Espaco-Tempo de Minkowski, demonstramos algumas de suas propriedades e introduzimos
o conceito de Superficies e sua geometria. No Capitulo 2, introduzimos o conceito de Formas
Diferenciais e demonstramos algumas de suas propriedades. A partir disso descrevemos o
Método do Referencial Mével para Superficies no Espaco de Minkowski.

No Capitulo 3 trouxemos uma das aplicagoes do Método do Referencial Mével para Su-
perficies no Espaco-Tempo de Minkowski. Vimos que é possivel classificar todas Superficies
Tipo-Espaco e Tipo-Tempo com curvatura constante nao nula via solugdes de determina-
das Equacoes Diferenciais Parciais. Isto é, mostramos que existe uma relacao univoca entre
existéncia de solugoes das Equacgtes de sin-Gordon, sinh-Gordon, cosh-Gordon, sin-Laplace,
sinh-Laplace e Liouville e a existéncia (e unicidade a menos de um Movimento Rigido no
espaco de Minkowski) de superficies Tipo-Tempo e Tipo-Espaco com curvatura Gaussiana
constante nao nula.

No Capitulo 4 introduzimos o conceito classico de congruéncia pseudo-esférica para o
espaco Euclidiano e mostramos como adaptd-lo para o Espaco-Tempo de Minkowski. De-

monstramos o cldssico Teorema de Backlund, que nos d4 uma condigao necesséaria para a
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ocorréncia de uma Congruéncia pseudo-esférica entre superficies no espaco Euclidiano. A
condicao necessaria é que as duas superficies devem ter a mesma curvatura Gaussiana e este
valor comum deve ser uma constante negativa.

Mostramos que existe uma versao do Teorema de Bécklund para superficies no Espaco de
Minkowski, qual nos garante que uma condicao necessdria para que exista uma congruéncia
pseudo-esférica entre duas superficies. A condicao necesséria é que as duas superficies devem
ter a mesma curvatura Gaussiana constante positiva ou negativa.

Buscamos condigoes suficientes para a ocorréncia de congruéncia pseudo-esféricas entre
superficies no Espago-Tempo de Minkowski. Mostramos que existem resultados andlogos no
Espaco-Tempo de Minkowski do Teorema cléssico de Integrabilidade. Isto é, mostramos que
existem condigoes suficientes para existéncia de congruéncia pseudo-esférica entre superficies
no Espago-Tempo de Minkowski.

Partindo da classificagdo das superficies dadas no Capitulo 3, juntamente com os resul-
tados do Capitulo 4, mostramos que é possivel construir uma familia a dois parametros de
solugoes das Equacoes de sin-Gordon, sinh-Gordon, cosh-Gordon, sin-Laplace, sinh-Laplace

e Liouville a partir de uma solugao inicial.
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