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Resumo

Essa dissertacao trata da Teoria combinatéria dos nimeros em conjuntos finitos de in-
teiros contendo progressoes aritméticas, bem como da Teoria de Ramsey, do Teorema de
Szemerédi e de alguns resultados adjacentes importantes. Além de apresentar o Teorema
de Freiman e exibir uma demonstragao de uma generalizacao do Teorema de Freiman,
dada por Ruzsa, nés daremos duas importantes aplicagoes deste teorema, sendo que uma

delas prova a versao quantitativa de uma conjectura de Erdos.

Palavras-chave: Conjuntos Soma, Progressoes Aritmética, Teorema de Freiman e Teoria

de Ramsey.
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Abstract

This work is about Combinatorial number theory in finite sets of integers containing
arithmetic progression. Also, we present Ramsey’s theory, Szemerédi’s theorem and some
important adjacent results. Besides that, we introduce Freiman’s theorem and exhibit a
proof of its generalization, given two applications of this theorem, one of which proves
the quantitative version of a conjecture of Erdos.

Keywords: Sumsets, Arithmetics Progression, Freiman’s Theorem and Ramsey’s The-

ory.
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Introducao

Teoria aditiva dos niimeros é uma subarea de Teoria dos Niumeros que estuda o com-
portamento de subconjuntos de inteiros sob a operacao de soma. Problemas classicos em
teoria aditiva dos nimeros inicia com um conjunto de inteiros A e uma h-ésima soma de
copias de A, que serd denotado por hA = {a; + + ay : a; € A}. Existe uma ligacao entre
essa Teoria e a Teoria Combinatoria. Neste trabalho iremos abordar um pouco sobre essa
ligacao.

Um problema inverso em Teoria Aditiva dos Nuimeros é um problema em que tentamos
deduzir propriedades de um conjunto finito de inteiros a partir de um conjunto soma.
Existem varios teoremas inversos importantes, como os de Freiman, Kneser, Plunnecke e
Vosper [13]. Em particular, Ruzsa descobriu uma generalizagdo do teorema de Freiman.
Um dos objetivos desta dissertacao é apresentar esta bela prova de Ruzsa.

O segundo capitulo tratara da Teoria Combinatéria de Ramsey, teoria que recebeu este
nome em homenagem a Frank P. Ramsey que foi pioneiro nesta drea, quando em 1930,
em um artigo que ficou conhecido como ”Um problema em légica matematica”, publicou
um teorema conhecido hoje, o Teorema de Ramsey. Ainda nesse capitulo apresentaremos
uma versao quantitativa do Teorema de Szemeredi que é fundamental na demonstracao
da primeira aplicacao do Teorema de Freiman.

Em resumo o Teorema de Freiman diz que para um conjunto A nao vazio, finito de
inteiros com a soma dupla pequena, isto é, |2A| < ¢|A|, onde ¢ é uma constante, tém-se
que A esta contido em uma P.A. multidimensional, isto é, uma progressao aritmética que
tém mais de uma razao. Provaremos aqui uma generalizacao dada por I. Z. Ruzsa. Para
esse fim, serao necessarios: estabelecer o método de Plunnecke, onde definiremos grafo de
Plunnecke e raio de magnitude para podermos demonstrar o Teorema de Plunnecke-Ruzsa;

definir o conjunto de Bohr, para estabelecermos o Teorema de Bogolyubov e o isomorfismo



de Freiman, onde aqui o isomorfismo de Freiman é definido por uma propriedade especial,
a de que a imagem de um conjunto finito B por um h-isomorfismo de Freiman é uma pro-
gressao aritmética n-dimensional propria se, e somente se, B é uma progressao aritmética
n-dimensional préopria. Todos estes conceitos serao melhor apresentados futuramente.

A primeira aplicacao do teorema de Freiman que apresentaremos, refere-se a um con-
junto A C Z com cardinalidade de A suficientemente grande e que possui conjunto soma
pequena e pelo teorema de Freiman, tal conjunto contém uma progressao aritmética
longa. A segunda trata-se de um conjunto finito de inteiros contendo "muitas” progressoes
aritméticas com trés termos, isto é, progressoes aritméticas com cardinalidade igual a treés;
contém uma progressao aritmética longa. este resultado é uma versao quantitativa de uma
conjectura de Erdos. Para demonstrarmos este problema serd necessario um outro resul-

tado, o Teorema de Balog-Szemerédi.



Capitulo 1

Preliminares

Nesse capitulo, pretendemos introduzir os pré-requisitos basicos para o bom entendimento
do trabalho, listando defini¢oes, exemplos e propriedades basicas de grafos, progressoes
aritméticas e conjuntos soma. Quando necessario, outros resultados e definicoes poderao

ser citados ao longo do texto, para que tudo seja devidamente justificado.

1.1 Nocoes sobre Grafos

Objetivando uma notacao mais precisa sobre problemas que podem ser modelados por
meio de pontos ligados por arestas, introduzimos aqui a ideia de grafo. Esses conceitos
nos auxiliarao no entendimento e na demonstracao de alguns resultados posteriormente,

por exemplo no teorema de Ramsey.

Definigao 1.1. Dados V(G) e E(G) conjuntos finitos nao-vazios, define-se como grafo
G(V,E) a figura determinada por um conjunto V(G) de pontos, denominados vértices
e um conjunto FE(G) de linhas, denominadas arestas, de maneira que cada aresta seja

determinado por um par nao ordenado de vértices distintos.

Exemplo 1.2. Seja G(V, E) um grafo, onde V(G) = {A,B,C,D,E,F\G,H}, E(G) =
{(A,B),(A,D),(B,C),(B,F),(C,D),(D,E),(E,F),(F,G),(G,H)}. Assim, podemos re-
presentar graficamente G(V, E) pela Figura 1.1.



Figura 1.1: Exemplo de Grafo

Defini¢ao 1.3. Um grafo G(V, E) é dito completo de ordem n, desde que, |V (G)| =n
e para todos i # j € V(G) tenhamos que (i,j) € E(G).

Exemplo 1.4. No exemplo anterior G(V, E) um grafo qualquer, consideramos o mesmo
conjunto de vértices e o completando obtemos G'(V, E), onde E(G') = {(x,y) : x,y € V}.

Sua representacao pode ser dada pela figura 1.2.

Figura 1.2: Exemplo de Grafo Completo de ordem 8

Definicao 1.5. Seja G(V, E), se existem X e Y subconjuntos disjuntos de V(G), tais que
X UY =V(G) e para cada aresta de (a,b) € E(G) tivermos a € X e b € Y entao, nos
dizemos que G € um grafo bipartido com classes de vértices X eY .

Temos uma correspondéncia de X em Y se G é um grafo bipartido com |X| arestas

disjuntas.



Defini¢ao 1.6. Um grafo direcionado é um grafo G(V, E) onde cada aresta tem uma
diregdo, isto €, se (i,7) € E(G), entao existe uma aresta de i em j em G. Em um grafo
direcionado, para dois vértices u e v, temos um caminho de u em v desde que existam uma
sequéncia de vértices distintos u = wg, wy, . .., w; = v, tais que, (wo,wy), (w1, ws), . .., (W_1,w;) €
E(G). Dois caminhos de w em v sao ditos independentes se os inicos vértices em comum

forem u e v.

Exemplo 1.7. Considere G(V, E) um grafo direcionado, onde V(G) = {A, B,C, D, E, F'}
e E(G) ={(A,B),(A,F),(B,E), (B, F),(C,B),(C,D),(C, F),(D, A), (D, E), (E,C), (F, E)}.

Observe que existe um unico caminho de F' em A. Na figura 1.3

Figura 1.3: Exemplo de Grafo Direcionado

1.2 Conjuntos Soma

A questao que estamos abordando estd relacionada com a teoria da adicdo de conjuntos.

Portanto, é preciso primeiro definir o que é a adi¢ao de conjuntos e como ele funciona.

Definicao 1.8. Sejam Ay, As, ..., A, subconjuntos de numeros inteiros. Definimos o

conjunto soma por:
A1+~~~+An:{a1+...—|—an:a1 GAl,CLQ EAQ,...CLnGAn}
e denotamos por nA quando Ay = Ay =---= A, = A.

Conjuntos somas podem ser também definidos sobre grupos abelianos e, de fato, em

qualquer conjunto em que hé uma operacao binaria . Por exemplo, devemos considerar



L, = Z/mZ o grupo de congruéncias médulo m, ou ainda Z" a rede de inteiros em

R"™. Assim como definimos conjuntos soma, podemos definir conjunto diferenca. Sejam

Ay, Ay, ..., A, subconjuntos de nimeros inteiros.
A1—~--—An:{a1—...—an:a1 EAl,CLQGAz,...O/nGAn}
E
—nA={-a;—...—a,:a; € A}

Definimos ainda,
kxA={ka:a€ A}
E é claro que,

kx(A+B)=kxA+kxB.

1.3 Progressoes Aritméticas

Progressao Aritmética é o nosso principal objeto de estudo nesse trabalho, dado que ob-
jetivamos dar aplicagoes ao teorema de Freiman, que tratam de hipdteses sobre conjuntos

para que os mesmos contenham ou estejam contidos em progressoes aritméticas.

Definicao 1.9. Sejam k e q inteiros positivos. Seja a € Z. Uma progressao aritmética

P.A @Q de tamanho k, razao q e termo inicial a € definida por
Q={a,a+q,a+2q,-- ,a+(k—1)¢} ={a+xq:2z€[0,k—1]}
Podemos facilmente mostrar que
[ Ay 4+ Ay >i\Ai!—n+1,
i=1

A igualdade ocorre se, e somente se Ay, ..., A, s@o progressoes aritméticas com mesma

razao.

Podemos generalizar a defini¢ao de P.A. para uma P.A. n-dimensional. Sejam [y, ... [,

e qi,...,(qy inteiros positivos, seja a um inteiros qualquer. Uma P.A. n-dimensional de

tamanho [(Q) =1y ...[, é dada por

Q=Qwq, . ., qu;h,....0ln)={a+zq1 4+ +2,q, : 2 € [0,[; — 1]}

6



Exemplo 1.10. Sejam Iy, =l =2, g =q¢p=2ca=1

Q/ = Q/(a;q17"’7Q1’L;l17"'aln) = Q(1a2727272)
= {1+21’1—|—2$2 ;€ [0, 1]}
= {1,3,5}

Aqui, Q' =3 e l(Q") = 4.
Observe ainda que podemos ver Q' como uma P.A. 1-dimensional, basta tomar a = 1,

a razao q = 2 e o tamanho k = 3. Dai
Q' ={a+2q: 7€ 0,2}

Isto nos diz que a representacao de um conjunto, como uma progressao aritmética
multidimensional nao € unico. Um conjunto pode ter mais de uma tal representacao, e

essas representacoes podem ter diferentes dimensoes e comprimentos



Capitulo 2

Teoria de Ramsey

Desordem completa é impossivel. Esta é a descricao da Teoria de Ramsey segundo T.
S. Motzkin. Intuitivamente, essa teoria investiga a ordem inerente em algumas estruturas
matematicas. Nesta secao descrevemos alguns conceitos principais desta teoria.

Um resultado tipico em Teoria de Ramsey comega com alguma estrutura matematica
que é em seguida particionada. Quao grande deve ser a estrutura original de modo a
assegurar que, pelo menos, uma das partes tenha uma dada propriedade? Antes de
desvendarmos a classica relacao de Ramsey, ilustramos um resultado particular, simples
mas emblematico. Assumimos aqui a simetria da relacao ”conhecer”, ou seja, A conhece
B se, e somente se, B conhece A.

Considere uma festa com n participantes. Dado s e t inteiros positivos, qual deve ser
o tamanho minimo de n para garantir que existem ¢ pessoas que se conhecem ou existem
s pessoas que nao se conhecem?

Vamos inicialmente analisar um caso mais simples t = s = 3. Seja V. ={Fy,...,P,} o
conjunto de n pessoas da festa e defina [V]* = {{P,, P;} : P, P; € V}. Considere o grafo
completo K,, = G(V, A) com vértices V e arestas A = [V]>. Defina uma 2-coloragdo sobre

A, como f: A — [1,2] uma fungao definida tal que

1, se P, e P; se conhecem,
P P J
f({ 1) ]})

2, caso contrario.

Nesse caso nosso problema inicial pode ser reinterpretado como: encontre a menor

cardinalidade de V' que garanta que K, tenha um subgrafo completo K3, com todas as



arestas da mesma cor, ou seja, a fungao f restrita a A(K3) é estritamente 1 ou 2.

f |A(K3): 1€ [1,2].

Denotamos por Ry(3,3) o nimero minimo de vértices satisfazendo nosso problema. Ou
seja a menor cardinalidade de V' tal que, para qualquer 2-coloracao f de A for possivel
encontrar um grupo de 3 pessoas tais que todos elas se conhecam ou um grupo de trés
pessoas tais que nenhuma delas se conhecam, onde o indice 2 representa os pares de V,
o primeiro 3 representa um subgrafo de K, com cardinalidade igual a 3 que possui todas
as arestas da cor 1, e o segundo representa um subgrafo de K, com cardinalidade igual a

3, onde todas suas arestas sao da cor 2.
Lema 2.1. Ry(3,3) = 6.

Demonstragao. Como K, é completo {F;, P;} € A para todos P;, P; € V. Queremos
mostrar que Ry(3,3) = 6, isto é, que n = 6. Desta forma primeiro temos que mostrar
que n > 6 satisfaz o problema e depois mostrar que n = 5 nao satisfaz, e como Ry(3,3) é
definido como o menor inteiro positivo com essa propriedade, automaticamente teremos
Ry(3,3) = 6. Temos que existem 5 arestas de K,, contendo P;. E pelo Principio da Casa
dos Pombos, pelo menos 3 dessas arestas serao da mesma cor. Sem perda de generalidade
assumiremos { Py, P}, {P1, P3},{ P, P,} sdo da cor 1.

Assim se {Py, P3} ou, {P,, P} ou, {Ps, Py} forem da cor 1, obtemos um subgrafo Kj
com todas as arestas de cor 1. Se todos forem da cor 2, entao teremos um subgrafo Kj
com todas as arestas de cor 2. Logo para n > 6 sempre se tém 3 pessoas se conhe-
cendo mutuamente ou 3 pessoas que nao se conhecem. Agora observe que n = 5 nao é
suficiente para garantir a existéncia de 3 pessoas se conhecerem ou 3 pessoas nao se co-
nhecerem. De fato, se n =5, entdo V = { Py, P,, ..., Ps} observe que podemos considerar
{P1, P}, {Ps, P3},{Ps, Pi},{Py, Ps} e {P5, P} da cor 1 e { Py, Ps},{P1, Pi},{ P, P},
{Ps, Ps} e { P35, P,} da cor 2, e ver que nesse caso nao existe subgrafo de K,, com 3 vértices
tais que todas as arestas sao de mesma cor, em outras palavras, é possivel que em uma
festa com 5 pessoas nao existam 3 pessoas se conhecendo mutuamente e nao existam 3

pessoas que se desconhecem. Logo Rs(3,3) > 5. O resultado segue. O

Nossa pergunta original era encontrar Ry(s,t), isto é, o nimero minimo de pessoas

em uma festa garantindo que sempre se tenha 3 pessoas se conhecendo ou 3 pessoas nao



se conhecendo. Essa é uma pergunta em geral muito dificil. Erdés afirmou na década de
1930 que Ry (5,5) seria possivel calcular, mas que com as ferramentas que ele conhecia
nao seria possivel encontrar Ry(6,6). Até nos dias de hoje nao se conhece o valor exato
de Ry(5,5), apenas se tem limitantes. Para mostrar a dificuldade de calcular esses valores

segue uma tabela com alguns limitantes e valores conhecidos nos dias atuais.

t\s 3] 4 5 6 7 8 9 10

3 619 14 18 23 28 36 40 - 43
4 18 25 35 - 41 49 - 61 26 - 84 73 - 115 92 - 149
5 43-49 | 58 - 87 80- 143 | 101 - 216 | 125- 316 | 143 - 442
6 102 - 165 | 113 - 298 | 130 -495 | 169 - 780 | 179 - 1171
7 205 - 540 | 216 - 1031 | 237 - 1713 | 289 - 2826

Onde representamos nela os valores exatos quando aparecem apenas um termo e os
limitantes inferior e superior quando hé dois ntimeros. Sabendo-se da dificuldade de se
encontrar o valor de Ry(s,t), ficam as perguntas: esse nimero sempre existe? E possivel
generalizar este resultado para qualquer r-upla? A resposta afirmativa foi dada em 1930,
conforme o seguinte resultado. Antes, uma definicao necessaria para o entendimento do

enunciado.

Definigao 2.2. Seja S um conjunto nao vazio. Denotamos por [S|" o conjunto de todos
0s subconjuntos de S com r elementos, chamados r-subconjuntos de S. Definimos n-
coloragao por uma fungdo que vai de [S|" no intervalo de inteiros [1,n].

c:[S]" —[1,n]

Teorema 2.3 (Ramsey 1930). Sejamr > 0 eqy, qa, ..., g, > 7 inteiros. Existe um conjunto
S com cardinalidade suficientemente grande, entdo para toda n-colora¢ao de [S]", temos

que existe H C S com cardinalidade g; e
para algum 1 < i < n.

A menor cardinalidade de S que satisfaz o Teorema de Ramsey é dito nimero de

10



Ramsey e denotado por

Rr(q17 q2, -, Qn)

Para a demonstrar o Teorema de Ramsey, serao necessarios dois lemas:
Lema 2.4. Ry(a,b) eziste para todos a,b > 2.

Demonstragao. Seguiremos por indugao sobre a + b.
Para a 4+ b = 2 basta observarmos que Ry(a,2) = Ry(2,a) = a. De fato, se um conjunto
V tem cardinalidade igual & a entdo para toda 2-coloracdo de [V]?, ou existe um par de V
que tém imagem igual a 2, ou todos os pares tém imagem igual a 1. Analogamente para
a outra igualdade.
Suponhamos a existéncia de Ro(a — 1,b) e de Ry(a,b — 1). Mostraremos que Ry(a,b) <
Ry(a —1,b) + Ro(a,b — 1) + 1, concluindo assim sua existéncia.

Seja G(V, E) um grafo completo com Ry(a — 1,b) + Ry(a,b — 1) + 1 vértices. Tome
v € V(G). Considere os subgrafos M e N, tais que w € V(G) estd em M se, e somente
se, (v,w) é da cor 1.

Pelo Principio da Casa dos Pombos, | V(M) |> Ry(a—1,b) ou | V(N) |> Ra(a,b—1).
Sem perda de generalidade, assuma | V(M) |> Ra(a — 1,b).

Daf existe H C V(M) tal que |[H| = a — 1 e o conjunto [H]? de arestas de H ¢é da cor
um, ou |H| =b e [H]* é da cor dois.

No primeiro caso, basta observar que [H U {v}]? é pintado da cor 1 e |H U {v}| = a.

No segundo caso, nao ha o que mostrar. O
Lema 2.5. R,(a,b) eziste para todos a,b > r e todo r > 2.

Demonstragao. Parar = 2 temos que Ry(a,b) existe para todos a,b > 2 (Lema 2.4), temos

também que R,(r,r) =7, Vr > 0. Assuma por hipétese de Indugao que R,_1(a,b) existe

para todos a,b > 1 —1 e que R.(a —1,b) e R.(a,b— 1) existem para todo r > 0.
Mostraremos que R,(a,b) < R,_1(R.(a — 1,b), R.(a,b — 1)) + 1, para todos r > 0 ¢

a,b>r.

Seja M um conjunto tal que,

S| = Ry_1(Ru(a — 1,b), Ru(a,b— 1)) + 1

11



e considere

¢ [S] = [1,2).

Seja x € S, defina:
et [S = {a}]" ™ = [1,2]

tal que, para todo N C [S — {z}]"!,
ce(N) =c¢(N U{x}).

Por hipétese de indugao, temos que 3H C S — {x} c,-monocromdtico de cor um e
|H| = R,(a — 1,b) ou de cor dois e |H| = R,(a,b— 1)
Sem perda de generalidade, assuma que: |H| = R,(a — 1,b)

Dai, existe K C H tal que

clxkp=1le|K|=a—1ou

clikp=2e |K|=0.
No primeiro caso, como ¢, |jg-—1=1e K C H, temos: ¢, |gp—1= 1.
Logo,
¢ lixpr—1ug@ = 1.
Assim,
c |[Ku{x}]rE 1.

No segundo caso, nao ha o que mostrar. O resultado segue.

2.0.1 Demonstracao do Teorema de Ramsey
Com estes dois Lemas, podemos enfim demonstrar o Teorema de Ramsey.

Demonstracao. Primeiro, observe que para r = 1 o resultado é valido para todo n e todos

qi,---,4n €
Ri(qi, o) =1+ ...+ ¢, —n+1.

De fato, se tomarmos S tal que |S| = ¢; + ... + ¢, — n + 1 e considerarmos:
c: [S]' = [1,n],

12



observamos que pelo Principio da Casa dos Pombos, existird um subconjunto H C S tal
que ¢ |jpp=7ie [H| = g¢;.

Seguiremos por inducdo sobre n. Para n =2 R,(q1,¢2) existe. (Lema 2.5 )

Suponhamos que R,(q,...,q,—1) existe para todo r > 0 e todos ¢, ..., ¢, > 7.

Mostraremos que:

RT(QI:Q% 7Qn) S Rr(q17R7’(q27 7qn))

Seja S um conjunto tal que |S| = R.(q1, R-(q2, .-, qn))

Considere
c:[SI" = [1,n]
defina
p:[S]"—[1,2]
l,sec(H)=1
=

Assim, existe H C S tal que H é p-monocromaético de cor 1 e
’H| = {1,

ou de cor 2, e
|H| = Rr(q27"'aQn)‘

No primeiro caso, nao ha o que demonstrar.
No segundo caso, 3K C H tal que para algum 2 <i < n, temos |K| =g, e
O resultado segue. m

Conforme vimos, o Teorema de Ramsey garante a existéncia de Ry(a,b), mas até o
momento nao foi criado um algoritmo para calcula-los. Para valores pequenos de a e b, o
método normalmente utilizado é o da exaustao. No caso de Ry(3,3), por exemplo, verifi-

camos que 4 e 5 sao valores insuficientes. Somente apds a analise do valor 6 foi verificada a
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existéncia de triangulos monocrométicos, nos dando Rs(3,3) = 6. Contudo, para valores
pouco maiores de a e b, a dificuldade aumenta consideravelmente, tornando inviavel uma
analise exaustiva. O problema torna-se ainda maior quando deseja-se conhecer niimeros
da forma Ry(ai,as,...,ax). Devido esta dificuldade, passou-se a investigar numerosas
variantes e generalizagoes deste problema, despertando o interesse de pesquisadores de
diversas areas. A pesquisa relacionada a Teoria de Ramsey tem se expandido em varias
diregoes. Conexoes e aplicagoes foram estabelecidas com diversas areas da matematica:
teoria dos numeros, algebra linear e multilinear, geometria, topologia, probabilidade e
teoria dos conjuntos, além de areas mais aplicadas. Atualmente, a Teoria de Ramsey é

uma das areas centrais de pesquisa em combinatoria.

2.1 Aplicagoes do Teorema de Ramsey

Greenwood e Gleason encontraram uma cota superior para Rs(3,3,...,3) > |nle] + 1,
onde n é o nimero de cépias do nimero 3 (ver [10]). Com essa desigualdade e o Teorema

de Ramsey em maos, foi possivel dar uma nova demonstracao ao Teorema de Schur.

Teorema 2.6 (Schur, 1916). Se distribuirmos M = {1,2,..., |nle]} em n cores, entdo

existirao x, y, z € M tais que x,y,z sao da cor k e x +y = z para algum 1 < k < n.

Demonstracao. Seja S = {1,..., |nle|, [nle] + 1} e defina:

Ay ={z € S:xz# |nle] +1 e x é da k-ésima cor}

Ay ={(,j):1<i<j<|nle]+1lej—ic A}
Considere, c : [S]* — [1,n], definida como c(s,t) = k sempre que t — s é da cor k, isto
é, (s,t) € Ay.
Como |S| = [nle] +1 > Ry(3,...,3), existe H = {a,b,c} C S tal que H é c-
monocromatico, ou seja, um conjunto que tem todos os elementos levados numa mesma

cor.
Dai, (a,b), (a,c), (b, c) € Ay

Logo,b—a=2x, c—b=y, c—a=z2z€ Ay ex+y==z.
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]

Teorema 2.7 (Erdos-Szekeres, 1935). Seja m > 3 inteiro. Existe um nimero suficiente-
mente grande de pontos no plano, sem que se tenha 3 deles colineares, é possivel selecionar

m destes de modo a obter um poligono convexro com m lados.

Demonstracao. O caso m = 3 é trivial.

Para m > 3, tome n > R4(5,m). Seja |S| = n, considere ¢ : [S]* — [1,2] definida de
modo que {P;, Pj, P, F;} é levado na cor 1 se, e somente se, o poligono por eles formado
é concavo.

Como n > R4(5,m) pelo Teorema de Ramsey existe um subconjunto H monocromético
de S da cor 1 tal que |H| = 5 e todos os 4-subconjuntos de H sao constituidos por 4 vértices
de um poligono concavo, ou da cor 2 tal que |H| = m e todos os 4-subconjuntos de H sao
formados por 4 vértices de um poligono convexo.

Mas em um conjunto com cinco pontos, sempre é possivel selecionar quatro deles de
modo a obter um poligono convexo. Logo o primeiro caso nao ocorre. Isso conclui a
demonstracao.

]

O menor numero de pontos necessarios para garantir a existéncia de um poligono
convexo de m lados no Teorema de Erdos e Szekeres serd denotado por ES(m) e chamado
de numero Erdos-Szekeres.

A melhor limitagao para o nimero de Erdos-Szekeres [3] que temos, foi dada também
por Erdor e Szekeres

m — 2

22+ 1< ES(m) < (2m_4) +1

E a conjectura mais famosa sobre o valor exato foi feita por Erdos: ES(m) = 2" >

Teorema 2.8 (van der Waerden). Para inteiros positivos, k e m, se n € suficientemente
grande e distribuirmos 1,2,...,n objetos em k gavetas, entao alguma gaveta ird conter uma

progressao aritmética com m termos.

Para demonstrarmos o Teorema de van der Waerden sao necessarios alguns resulta-
dos. Mas antes enunciaremos um resultado (ver [15]) provado por um dos alunos de
Schur, R.Rado em 1933 que torna os teoremas de Schur e de van der Waerden em casos

particulares.
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Teorema 2.9 (Rado). Seja A = (ai;)1<ij<n wma matriz com entradas em Z. Entdo a
equacio A.(xy, Ty, ...,x,)" = 0 € uma particio regular (isto é, se distribuirmos todos os
inteiros positivos em um numero finito de cores a equagao sempre tem solugcao em que
T1,Ta, .., T, G0 da mesma cor) se, e somente se, pudermos renumerar os vetores coluna
de A, de tal forma que os inteiros 1 < n; < ng < ... < ng = n, para 0s quais & SOMa
dos primeiros n; vetores coluna € uma combinacao dos primeiros ny_1 vetores coluna.

Denotamos ng = 0.

Para ay,as,...,a,, € Z* com m > 2, definimos o nimero de Rado (2-cor) R(a —
1,as, ..., a,) o menor inteiro positivo N tal que para toda 2-coloragao de um conjunto [1,n]
com n > N entao existe uma solu¢ao monocromatica da equagao a1x1+asxa+...4+ 0Ty, =
Lo COM Tg, L1, ..., Ty € [1, 1]

Em 2005 S.Guo e Z. W. Sun determinaram o valor exato de R(a — 1,as, ..., a,,), que
havia sido conjecturado por B. Hopkins e D. Schaal. Neste trabalho nao demonstraremos

este resultado, para mais detalhes ver [11].

Teorema 2.10 (Guo-Sun). Para todo ay,asy, ...,a, € ZT com m > 2, temos
R(a—1,as,...,ay) = av* +v — a,
onde, a = min{a — 1,a9,....,an} ev=a—14as+ ... + ap,.

Teorema 2.11 (Principio da Casa dos Pombos de Shelah). Sejam k,m,n € Z* e m >
f(n,k), onde f(LLk)=k+1e f(j+1,k)= RSO 41, para j = 1,2,.... Entao, para
qualquer k-colora¢ao ¢y, ..., ¢, : [1,m] X [1,m] x -+ x [1,m] — [1,k], existem 1 < a; <

b <m,...1<a, <b, <m tais que,

cj(al, bl, ...,aj_l,bj_l,aj,aj,aj+1,bj+1, ceey O,y bn) =

= cj(al, b17 ceey aj_l, bj—la bj, bj, aj+1, bj+17 vy gy bn) (21)
para todo 7 =1,2,...,n.

Demonstracao. Seguiremos por Inducao.
Para n = 1: Como | {(a,a) : a € [1,m]} |[=m > f(1,k) = 1+ k > k, pelo Principio da

Casa dos Pombos, existe 1 < a < b < m, tais que, ¢;(a,a) = ¢1(b,b).
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Suponha por hipdtese de inducao que para n > 1 o resultado seja valido, isto é, se
m > f(n,k) para qualquer k-coloragao cy,...,c, : [1,m] x [1,m] x --- x [1,m] — [1, k],

existem 1 <a; <by <m,...1<a, <b, <m tais que,

cj(al, bl, vy (i1, bjfl, Qjy Ajy Qjiq, bj+1, veey Qs bn) =
= cj(al, bl, vy A1, bjfl, bj, bj, Ajt1, bj+1, ceey Qs bn)
para todo 3 =1,2,...,n.
Mostraremos que o resultado vale para n + 1,

Sejam m > f(n+1,k) > k'™ ey, .. cpyq k-colorages de [1,m] x [1,m] X x [1,m)].

Para a,b € [1, m] definimos:

Cad - [17 f(n7k)])2n = [17f<n7 k)] X [17 f(n7k)] XX [17f<n7 k)] — [17 k]
€omo
Cap(@1, b1, ... an,by) = Cpyr(ar, by, ... G, by, a,b)
Como m > kI™™ = |{f: ([1, f(n, k)])*" — [1, k]}], pelo Principio da Casa dos Pombos,

1l < apy1 < bpy1 < m, tal que,

Can+1,an+1 = Cbn+1,bn+1,

isto é, para algum aq, by, ..., a,,b, € [1, f(n, k)], tém-se
Cn—}—l(ala b17 ey Qp, bna Ap+1, an—i—l) - Cn—i—l(ala b1> ceey Ap, bna bn—i—la bn-i—l)
para algum j = 1,2,...,n, defina

¢ ([, f(n, k)™ — [1, K]

por, C;(l'l, ce 7$2n) = cj(xl, ce o3 XLop, Qp, bn+1)
Por hipétese de indugao, existem 1 < a; < by < f(n,k),...1 < a, < b, < f(n, k) tais

que,

/
cj(al,bl, vy Ghj—1, bj,l,aj,aj,ajﬂ, bj+1, ...,an,bn) =
/
= Cj((ll, bl, ...,aj_l,bj_l,bj,bj,ajH, bj+1, ...,an,bn)

17



isto é,
cj(a, b1, ...yaj_1,bj-1, 05,05, a541,bj41, ..., Qp, b,y Q1 b)) =
=cj(ar, by, ..., a5-1,05-1,05,bj,aj11,bj51, ..y Gy by A1, byt 1)
Observe que f(n, k) < f(n+1,k) <m, (f(n,k) =2se k=1).

O

Para n,k € Z*, definimos o ntimero de Shelah S(n, k) como o menor, m € Z™, tal
que, para qualquer cy, ...,c, € ([1,m])*" — [1,k] existam, 1 < a; < by <m,...1<a, <

b, < m tais que,

cj(al,bl, vy A1, bj_l,aj,aj,ajH, bj+1, ...,an,bn) =
= Cj((ll, b17 ...,(Zj_l,bj_l,bj,bj,aj+1, bj+1, ...,an,bn)

para todo 3 =1,2,...,n..

Observe que S(n, k) < f(n, k). Logo, S(1,k) =k+1e S(n+ 1,k) < k5P 41
q g

Definicao 2.12. Seja S um conjunto nao vazio, finito. Uma linha combinatoria em

S"™ € da forma:
L ={(x1,29,...,2,) € S™: todos 0s x,s sdo iguais, se i € I
todos o0s x; sdo fiizados, se j ¢ I},
onde I é um subconjunto ndao vazio de [1,n].

Em 1963 Hales e Jewett(ver [12]) mostraram um resultado tipo-Ramsey, que auxiliou

na demonstracao do Teorema de van der Waerden.

Teorema 2.13 (Hales-Jewett). Para quaisquer m,k € Z* se n € Z* € grande o su-
ficiente, entdo para toda k-coloragdo de [1,m], [1,m] contém wma linha combinatdria

monocromdtica.

Denotaremos o menor n inteiro positivo, satisfazendo o Teorema de Hales-Jewett por

HJ(m, k). Em 1988 Shelah usando Principio da Casa dos Pombos mostrou que

HJ(m +1,k) < HJ(m, k)S(HJ(m, k), km+Y

HJ(m,k)
)
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2.1.1 Demonstracao Teorema de van der Waerden

Demonstragao. Seja h = HJ(m, k). Para xq,xs,..., 2, € [1,m] defina,

F(zy,zo,...,2p) =14+ ) (z; —1)m
i=1
Assim, F é uma correspondéncia injetiva entre [1,m]" e [1, m"].
Qualquer distribuicdo de 1,2,...,m" em k gavetas corresponde a distribuicdo das k-
coloragoes. Pelo Teorema de Hales-Jewett, [1, m]h contém uma linha combinatéria mono-

cromatica.

{(21, 29, ..., 21) € [I,m]" : z}s sdo iguais se, i € I, ou v; =a; se j & I},

onde ¢ #1 C [1,h] ea; € [1,m|, para j € Z = [1,h] — 1.
Assim, os numeros
L+ (g = mi™ 4+ (x = )m! =1,...,m)
JjET i€l

estao na mesma gaveta. Em outras palavras, alguma gaveta contém uma progressao

aritmética : a,a +d,...,a+ (m — 1)d, onde
a:1+z ~—1m]16d Zm
JET i€l

O resultado segue.

]

Conjectura de Erdos-Graham, provada por Croot Se distribuirmos todos os

inteiros maiores que um em n gavetas, entao alguma gaveta contém xy,xs,...,x, com,
m
k=1

Abaixo uma conjectura geral, que faz do resultado de Croot um caso particular.

Conjectura 2.14 ( Z. W. Sun, 2007). Se A € um subconjunto de {2,3,...} com densidade
assintotica superior positiva, entao existe um numero finito de elementos distintos

a <---<a,deA cole/akzl.
k=1
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Em 1936, Erdos e Turan conjecturaram que qualquer conjunto de nimeros inteiros
com densidade positiva sobre os naturais contém infinitas progressoes aritméticas com
trés termos. Esta conjectura foi comprovada por Klaus Roth em 1952. Este resultado
foi generalizado para progressoes aritméticas arbitrariamente longas. Isto é, conjuntos de
numeros inteiros com densidade positiva tém infinitas progressoes aritméticas de qual-
quer tamanho. Apenas em 1975 (ver [19]) Szemeredi conseguiu mostrar o caso geral em
um artigo que foi considerado "uma obra prima do raciocinio combinatério”por R. L.
Graham. Em 1977 H. Fustenberg deu um nova demonstracao ao teorema de Szemeredi
usando teoria ergoética. Finalmente em 2001 W. T. Gowers amplicando analise de Fou-
rier e analise combinatéria redemonstrou o teorema e conseguiu limites explicitos para a

versao quantitativa deste teorema.

Teorema 2.15 (Szemeredi-Versao Quantitativa). Seja 0 <6 <1 ek € {3,4,...}. Entdo
existe N(k,9), tal que, se n > N(k,0) e A C [1,n], com |A| > dn, entdo S contém uma
P.A. de ordem k.

Estes s@o os melhores limitantes para N (k, ) conhecidos atualmente:

ok+9

Clog(1/5)k’1 < N(/f,(S) < 225*2

Y

onde o limite inferior é devido a Behrend (para k = 3) e Rankin em 1962, e o limite

superior ¢ devido a Gowers em 2001 (ver [5]). Em 1999 J. Bourgain mostrou que:
N(3, 5) < 06*210g(1/6)'
Em 1976 Erdos na tentativa de melhorar ainda mais o resultado conjecturou,

Conjectura 2.16 (Erdos-Turan). Seja a; < as < --- uma sequéncia de inleiros posi-

tivos com Z 1/a, divergente. Entdo, para qualquer k = 3,4,... a sequéncia tem uma
n=1
subsequéncia com uma PA de tamanho t k.

Esta conjectura recebeu também o nome de Turan, em sua memoria e em homenagem
aos anos de trabalho em parceria com Erdos. Na época, Erdos ofereceu trés mil doélares
para quem a resolvesse. Ainda hoje, este é um problema em aberto, embora recentemente,

em 2008 Green e Terence Tao (ver [9])obtiveram um grande avango.
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Teorema 2.17 (Green-Tao). Ezistem PA’s arbitrariamente grandes de primos

Claro que se a conjectura de Erdos-Turan for de fato comprovada, os teoremas de Sze-
meredi e de Green-Tao tornam-se corolarios, ja que conjuntos com densidade positiva tém
a série de seus inversos divergente e a soma dos inversos de primos também ¢é divergente.

Para Z. W. Sun (ver [18]) a conjectura Erdos-Turdn é muito forte para ser verdade,
ele acredita que essa conjectura deveria ser modificada para:

o0
"Seja a; < as < --- uma sequéncia de inteiros positivos com E 1/a, divergente e
n=1
E 1/a; € Z" Entdo, para qualquer subconjunto I de Z* a sequéncia tem uma sub-
iel
sequéncia com uma PA arbitrariamente grande.”
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Capitulo 3

Teorema de Freiman

Um problema inverso em Teoria Aditiva dos Niimeros é um problema em que tentamos
deduzir propriedades de um conjunto finito de inteiros a partir de seu conjunto soma
hA = {a; + -+ ap : a; € A}. O teorema inverso mais importante que trataremos
neste trabalho é o de Freiman [4], provado em 1964 sobre estruturas de conjuntos finitos
de inteiros com conjunto soma pequeno, isto é, existe uma constante ¢ > 2 tal que

|2A] < ¢|A|, na verdade este teorema generaliza o seguinte resultado

Teorema 3.1. Sejam A e B conjuntos ndao vazios, finitos de inteiros. Entdo
|A+B| > |Al+|B| - 1.
A igualdade ocorre se, e somente se, A e B sao progressoes aritméticas de mesma razao.

Demonstracao. Sejam A e B conjuntos finitos e nao vazios de inteiros, podemos supor
A =A{ay,...,ax} e B ={by,...,b} e pelo principio da boa ordenagao podemos tomar
ap < ---<agpeb <---<b.

Suponha ainda que |A| < |B|. Assim o conjunto soma A + B contém uma sequéncia de

elementos distintos:

a1+b1 < a1+b2<(l2+bg<a2+b3<"'
< ai<bi<ai—|—bi+1<ai+1+bi+1<~~
< ap+ b <ap b <o <ap+0.

Eentdo, [A+B|>2k—-1)+(l—k)=k+1—-1=|A|+|B] -1

Se tivermos |A 4+ B| = |A| 4+ |B| — 1, mostraremos que A e B sdo progressoes aritméticas
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com razao ¢, para algum ¢ inteiro. Primeiro vamos considerar o caso |A| = |B| = k. Assim
como anteriormente teremos uma sequéncia de 2k —1 termos distintos pertencentes a soma
A+ B. E como por hipdtese |A + B| = |A||B| — 1, temos que,
a1+bl < a1+b2<a2+62 <a2+b3<
< a; <bz’ <Cli+bi+1 <ai+1+bi+1 < -

< Qg1+ b1 < <ap+ b,

sao todos os elementos de A + B. Agora,

a1+ b1 <a;+b_1 <a;+b
ai1+bio1 < a1+ <a;+ b,
logo, a; + b;_1 = a;_1 + b;, isto é, a; — a;_1 = b; — b;_1, para todo i = 1,...,k. Assim
existe ¢ inteiro tal que a;—a;_1 = b;—b;_1 = q. Portanto A e B sao progressoes aritméticas
de mesma razao.
Se |[A|=ke|B|=1,coml>keentao para 0 <t <[ —k.
Considere os conjuntos By = {b1,...,b—1}, By = {bs, ..., byyx—1} € Bo = {byk,...,bi_1}.

Observe que

A+ BC (a1 +B0) U(A+Bl) U(ak_l +Bg),

e que,

(11—|—BO

N

[a1 + bl, aq + btfl]

A+ By

N

[a1 + b1, ag—1 + bpss—1]

ar—1+ By C [ap—1 + begr, ap—1 + bi—1],
logo, a1 + By, A+ By e ap_1 + Bs sao disjuntos, dai,

E+1-1

|A+ B|

V

lay + Bo| + [A + Bi| + |ax—1 + By|
> t+2k—-1)+(1—-t—k)

— k+l-1,
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assim, |A+B| = 2k—1, parat = 1,...l—k e assim, A e By s@o progressoes aritméticas
de mesma razao. Quando t = [ — k temos, B; = B.

Por outro lado, se A e B forem progressoes aritméticas de razao ¢, entao existem a e
b, tais que, A={a+qr:2€([0,k—1} e B={b+qy:y<[0,l—1]}.
Segue que,
A+ B={a+b+qz:2€]0,l+k— 2]}, portanto, |[A+ B| =k +1— 1.

E o teorema esta demonstrado.

]

Teorema 3.2 (Freiman). Seja A um subconjunto finito ndo vazio de nimeros inteiros
com |2A| < c|A| para algum ¢ constante. Entao A estd contido em uma progressao
aritmética n-dimensional Q@ = Q(a;q1, ..., qu;l1, ..., 1), onde by, ..., L, € q1,...,q, SGO

inteiros positivos, a um inteiro qualquer, |Q| < c'|A|, com ¢ e n dependendo apenas de c.

Esse resultado tém varias aplicagoes. Nos abordaremos duas delas no capitulo 3.

A primeira diz que dado um inteiro positivo ¢ e A um conjunto finito de inteiros,
nao vazio com conjunto soma pequeno e cardinalidade suficientemente grande, entao A
contém uma progressao aritmética de tamanho pelo menos .

A segunda é uma versao quantitativa de uma conjectura de Erdos, que diz que dado
um inteiro positivo ¢ e um conjunto A finito e ndo vazio de inteiros com conjunto soma
pequeno contendo muitas progressoes aritméticas com trés termos, entao A contém uma
progressao aritmética de tamanho ¢

Apresentaremos a demonstragao do resultado de Ruzsa que na verdade é uma genera-
lizacao do teorema de Freiman.

Teorema 3.3 (Ruzsa). Sejam A e B subconjuntos finitos, nao vazios de nimeros inteiros,
|A]”

tais que, |A + B| < c|A] e BF = \. Entao B estd contido numa progressao aritmética

n-dimensional (), com
n < 28632\ + 0711<210032)\)28c32>\ e Q) < 2nc4’A|.

De fato, basta tomar B=Ae A = 1.
Como muitas das ideias que aparecem na demonstracao desse teorema foram inspi-

radas na demonstragao de Freiman, esse resultado é conhecido como Teorema Freiman-
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Ruzsa. Para tal prova sao necessarios alguns resultados importantes como: Teorema de
Plunnecke-Ruzsa e o Teorema de Bogolyubov.

Dessa forma precisaremos definir alguns conceitos e relacionar resultados, afim de
conseguirmos justificar todos os passos da demonstracao do Teorema de Freiman-Ruzsa.
Assim, subdividiremos o capitulo em segoes e somente no fim do capitulo sera apresentado

a demonstracao desejada.

3.1 Teorema de Plunnecke-Ruzsa

Em 1969,(ver [14]) Plinnecke desenvolveu um método grafo-tedrico para estimar a
densidade de conjuntos soma. Ele construiu um grafo que lhe permitiu provar um impor-
tante teorema na teoria combinatéria aditiva dos ntimeros, a desigualdade de Pliinnecke.
Com seu resultado, ele melhorou os limites apresentados por Erdés (ver [3]) em 1935,
obtendo o melhor expoente possivel. Essa desigualdade tem se tornado uma ferramenta
basica da teoria de adicao de conjuntos, sendo utilizados em muitas aplicagoes. Mas mais

importante do que o resultado, é o método que ele desenvolveu para tal.

Definigao 3.4. Seja G(V, E) um grafo direcionado Suponha que exista uma particao de
V(G)=VouWU---UV, com E(G U —1 x V;). Entao dizemos que G(V, E) € um

grafo direcionado de h + 1 niveis. Se alem disso G(V, E) satisfazer:

(a) Dados1 <i<h,u€V,q1,v€Vedistintosws,...,w, € Vi1, tais que, (u,v), (v, wy),
. (v,wg) € E(G). Entao, existem distintos vy, ..., vy € V; tais que, (u,v;), (v, w;) €
E(G) para todoi=1,...k.

(b) Dados1 <i < h, w e Vii,v €V, edistintosuy,...,ux € Vi_q, tais que, (v, w), (u1,v),
- (ug,v) € E(G). Entao, existem distintos vy, ..., v, € V; tais que, (u;,v;), (v;,w) €
E(G) parra todo i =1,...k.

dizemos que G(V, E) é um grafo de Plunnecke.

Defini¢ao 3.5. Seja G(V, E) um grafo de Plunnecke de nivel h + 1. Definimos o raio

de magnitude como
(@) |

. |img
D, =
Z(G> (257?)1(12‘/0 |X|

para todoi=1,...,h+1
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onde,

img)(X) ={v eV;: existe um caminho de x € X em v}

Definigao 3.6. Seja G(V, E) um grafo de Plunnecke de h niveis. Para cada n < h,

G(V, E) admite um subgrafo I, dito grafo da somas independentes que satisfaz:

n’ .
ﬁ < Dj(Inh) <n’

e também um subgrafo L, dito grafo das somas inversas que satisfaz:
n~ < D;(Iy) < hin™.

Teorema 3.7. Seja G um grafo de Plunnecke com niveis Vo, Vi,...,Vy, e |[Vo| = m. Se

Dy, > 1, entao G contém m caminhos disjuntos de Vi até Vj,.
(Para demonstragao ver [1]).

Corolario 3.8. Seja G um grafo de Plunnecke com niveis Vo, Vi, ..., Vj, tais que, Dy(G) >
1 entdo D;(G) > 1 para todo j < h.

Demonstragao. Pelo Teorema anterior, temos |Vp| caminhos direto de Vy em Vj, que ini-
ciam em Vj. Para qualquer Z C Vj, o nimero de caminhos partindo de Z é maior que
|Z|. Como G ¢é grafo de Plunnecke, todo caminho para V}, passa por Vij, j = 1,2,...,h.
Dai, \img)(Z)| > |Z]| para todo Z C V4 . Logo,

B im¥(2)|
Dil@) = min =7 =1

]

Lema 3.9. O raio de magnitude é multiplicativo. Isto €, se G,G' e G" sao grafos de
plunnecke e G = G'G", entao D;(G) = D;(G')D;(G") para todo j = 1,2,...,h. Onde
G,G" e G" sao grafos de Plunnecke de nivel h

Demonstragao. Sejam Vg, Vi, ... V) eV V" ... V', os niveis de G' e G” respectiva-
mente.

Considere Z' C Vi e Z" C V' os subconjuntos tais que

im8)(2"))| lim, (2"
D;(G) = # D;(G") = |Gz—|

26



Observe que img/)(Z’) X img,),(Z") = im@ (7' x Z")

Assim,
’im(j)(Z' % Z”)| ’im(j)(Z') 5 im(j)(Z")‘
D(G) < G — G’ G"
J - |Z" x Z"| |Z" x Z"|
[im (2)[|imh (2")]
|Z'|| 2"
= D;(G")D;(G")

LOgO, D](G) < Dj(Gl)Dj(G”).

Mostraremos agora D;(G) > D;(G")D;(G"). Para isso considere X C Vj x V. Pode-

mos ecrever X como uma uniao disjunta

X= |J (a}xX,)

acVy,Xa#0

onde X, =v" € V§' : (a,v") € X. Como a unido é disjunta temos

Xl=| U (axX)| = > [({a} xX,)

acVy, Xo#0 aeV], Xo#0

= ) IXdl

aeV], Xo#0

Seja Y C Vj x VJ" definido de tal forma que para qualquer (a,b) € X em que, se
tenha um caminho de b em d € V' entdo (a,d) € Y. Para (a,b) € X fixado, temos
{a} x @m(Gj,),(b) CY. Assim, {a} x im¥)(X,) C Y

Dai,

Yi=| U {axim@(X)| = 3 Ha}ximZ(X,)]

acVy,Xo#0 acVy, XaF#0

= Y |imi(x,)]

acVy, Xq#0
Y. DiGIXa
a€Vy, Xa#0

— D@ YD IXl = DX

acVy, Xao#0

WV
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Agora considere uma particao de Y andloga a que fizemos para X.

Y= [J (ix{a)),
deV] Yato
onde Yy ={v' e Vg: (v, d)eY}e|Y[= > |V
deVy,Yq#o
Mas im@)(X) = | (im@)(Ya) x {d})
deV] Yoo

Entao,

im@ (X)) = | |J (m@(Ya) x {d})

deVy,Ya#o

= Z im8) (V)]
deVy,Ya#o
> Y D@4
dEVO/,Yd;AQ)
= Dy@) Y Y4
deVy,Ya#o

D;(G")D;(G")1X].

WV

Assim,

() X
e S by

[im) (X))

Tome X o conjunto tal que D;(G) = IX]

Dai, D;(G) > D;(G")D;(G")

Portanto, D;(G) = D;(G")D;(G")

3.1.1 Teorema de Menger

A primeira ferramenta forte usada no método de Pliinnecke é o Teorema de Menger. Este
resultado foi comprovado por Karl Menger em 1927. Existem muitas provas diferentes
para este teorema. Aqui, apresentamos uma que nao requer quaisquer defini¢oes mais do
que as necessarias para o compreender. Mais sobre o teorema de Menger e alguns outros

pode ser encontrados em [2].
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O Teorema de Menger nos auxilia na demonstracao da desigualdade de Plunnecke.

Teorema 3.10 (Menger). Seja G(V, E) um grafo direcionado, e sejam a,b vértices distin-
tos de G(V, E) com (a,b) ¢ E(G). Entao o nimero mdzimo de caminhos independentes
de a em b € igual a menor cardinalidade de S, onde S € um conjunto de corte, isto €,

todos os caminhos de a em b possuem vértice em S.

Demonstragao. Sejam (G, a,b) = {0 : ¢ é um caminho independente de a em b} e

v = |7(G,a,b)|. Seja S um conjunto de corte de a e b.

Dado o € v(G, a, b) temos que existe um vértice v € o tal que v € S. Assim, v < | S| para
todo conjunto de corte de a e b. Logo v < I = min{|S| : S conj. de corte } Por outro
lado, dado um conjunto de corte Sy tal que |Sy| = [, temos que para todo v € Sy existe
o € v(G,a,b) tal que v € o caso contrario, Sy — v seria também um conjunto de corte,

contrariando a minimalidade de Sy. Dai [ <~ Portanto [ = 7.

3.1.2 Desigualdade de Plunnecke

O proximo resultado limita o tamanho do |A+ hB| e veio a ser conhecido como Desigual-
dade de Pliinnecke, esta e muitas outras desigualdades relacionadas sao uma parte de um

ramo da matematica conhecida como a teoria combinatéria aditiva.

Desigualdade de Plunnecke 3.11. Seja G um grafo de Plunnecke de nivel h > 1.
Entao a sequéncia {|D]-(G’)1/j|}§‘:1 € nao crescente. Onde D;(G) é o j-ésimo raio de

magnitude de G.

Demonstrag¢do. Observe que mostrar Dy (G) > Dyo(G)Y2 > ... > Dy(G)Y", é equivalente
a mostrar que D;(G)Y7 < D}L/h para todo j < h

Com efeito, se D;(G)7 < D, (G)"" para todo j < h é satisfeito, podemos considerar os
grafos reduzidos de G ¢é aplicar novamente o resultado.

Dividiremos a demonstracao em 4 casos:

1. Dy(G) =0.
Temos Dj(G)l/j > 0 para todo j por defini¢ao de raio de magnitude.
Logo D;(G)"7 < D,(G)"" para todo j < h
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2. Di(G) =1.
No lema anterior vimos que se D,(G) > 1 entdo, D;(G) > 1, para todo j < h.
Logo, D;(G)*7 < Dy (G)"" para todo j < h

3. 0< Dh(G) < 1.

nh

Construa um grafo G* = G*I,,;, onde I,,;, é a tal que [Dh(G)]kﬁ > 1.
Assim, Dy,(G*) = Dy(G* 1.1
como o raio de magnitude é multiplicativo téem-se

nh nh

Di(G*) = [Dn(G))* D (1n) > [Dh(G)]’“ﬁ > 1, pois Dy(Lp,) > T
Dai, Dy(G*) > 1 e pelo corolario 3.8 temos, D;(G*) > 1, para todo j < h

Agora, 1 < D;(G*) = [Di(G))* Dy (L) < Dj(G)Fn?
h
n

Mas por construgao, [Dh(G)]km > 1, assim, n > [hld,(G)~*]V/".

Podemos tomar entdo, n = 14 | (h!Dy(G)™®)¥"|. Como Dy (G) < 1 teremos n > 1.
Dai, n > 2(h!Dy(G)~*)V/h

Desta forma teremos,

1 < D;(G)*2(hY/h Dy (G)~ka/h

o que implica,

D;(G)F = 2(h) /"Dy (G,

assim,

D;(GYY7 > 2(h)~V Dy, (G)/".

Mandando k para o infinito teremos

Di(G)'7 > Dy(G)V"

4. Construa um grafo G’ = G*1I,,; e escolha n e h tais que [Dy(G)]*n™" > 1
Assim, D(G') = [Dh(G)}th(fnh) > [Dh(G)fn ™"
Logo Dy (G") > 1, pelo corolério 3.8, D;(G’) > 1 para todo j < h
Agora, 1 < D;(G') = [D;(G)*[D;(Inh)] < [Dy(G)]*n™
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Mas [Dy(G)]*n™" > 1, dai, n < [Dy(G)]""

Otimizando o melhor valor inteiro de n e substituindo, obtemos,
L < [Dj(G)H[Du(G))"}

Dai, [D;(G)]* > [Dn(G)]¥/". Portanto [D;(G)]Y? > [D,(G)]V/"

O resultado segue

]

Apresentaremos agora o Teorema de Hall que é utilizado na demonstracao do Teorema

de Plunnecke-Ruzsa, objetivo desta sessao.

Defini¢ao 3.12. Dada uma sequéncia (A;)r, de conjuntos , se ay € Ay,...,a, € A,
e a; # a; para todos 1 < i < j < n, entdo nos dizemos que a sequéncia (a;)—, € um

sistema de representantes distintos - (SRD) de (A;)},

Teorema 3.13 (P. Hall, 1935 ). Sejam A, ..., A, conjuntos. Entao (A;)}, tém uma
SRD se, e somente se | Ujer Ai| > |I| para todo I C [1,n].

n—1

Lema 3.14. Sejam Ay, Ao, ..., A, subconjuntos de um conjunto qualquer X. Se (a;)i—;

¢ uma SRD de (A))}=]', entio para algum J C [1,n] com n € J, existem exatamente
| Ujes Aj] — |J| + 1 elementos © € X tais que {ay,a,...,an_1,2}, sio um SRD para

(Ai)iz -
Demonstracao. Considere um grafo G(V, E) com V(G) = {1,2,...,n} vértices, definido
de tal forma que existe uma aresta (i, j) € E(G) se, e somente se, i #n e a; € Aj.
Defina J = {1 < j < n: existe um caminho de j em n } e A = Ujc A;
Observe que para i =1,2,...,n — 1 tém-se:
@, €A & aq€Ajjed

< (i,j) € E(G) para algum j € J

& Existe um caminho de i em n

& 1eJ

Assim, {1<i<n:aq;, € A} =J—{n}.SejaB=A—{a;:i€J—n}.

Entdao BN{ay,...,an1} =0¢|B|=|A4] - |J|+1
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Se a € Bentaoa € A, pois BC A. Entaoa € A;,j € J.
Se n = j entao (a;)?; é um SRD.

Se n # j entao G contém um caminho de 7 em n digamos,

(j = j07j1>7 (j17j2)7 ER) (j?“*lujT = n) € E(G)

Considere I = {j, j1,...,jr} C J e substitua a,a;,,...,a; , por b, bj,...,b;

respectivamente.

(Jks Juy1) € B(G) = a;, € Aj,

Dai cada b; representa A; e (b;);; ¢ um SDR de (4;)}, onde b; = a; caso i ¢ I.
Por outro lado se z € X ¢ tal que juntamente com aq, ..., a,_; formam um SRD com a;
representando A; se i ¢ J entdo x deve representar A; para algum j € J, logo x € B.

]

Com esse resultado, podemos dar uma demonstracao via Indugao do Teorema de Hall

feita por Z. W. Sun em 2001.

Demonstragao do Teorema de Hall. Suponha que dado (4;)!; tenhamos um SRD (a;)}",
Assim, a; € A; paratodoi=1,...,n e a; # a; se i # j. Mostraremos que |U;er A;| > |1|
para todo I C [1,n].

Basta observar que dado I C [1,n], 1 < |I| = k < n, entdo podemos escrever [ +

{b1,ba, ..., by} onde b; # b; e assim | Up,er Ap,| = k pois pelo menos a;, € Ay,.

Reciprocamente se |U;er A;| > |I| para todo I C [1,n], mostraremos utilizando Indugao
que (A4;); tenhamos um SRD (a;) ;.
Paran =21 C [1,2] = I = 1,20ul,2. Logo |Ai| > 1,|As| > le|A; U Ay] > 2 Entao
existem a; € Ay e as € Ay 1 ay # ay
Suponha verdade para n — 1 com n > 2, isto é,(A4;)"~ tem um SRD (a;)7~".
Mostraremos valido para n.
Mas pelo Lema 3.14, temos que existem exatamente | Uje; A;| — |J| + 1 elementos de

r € X tais que {ay,as,...,a,_1,2}, formam um SRD para (A;)[;, como por hipdtese

|Uier Ai| > |I] paratodo I C [1,n], temos que |UjesA;| > |J]logo |UjesAj|—|J|+1>1 O

Sejam Aj, ..., A, conjuntos finitos. Entao podemos escrever U ;A; = {aq,...,am}.

Construirmos um grafo bipartido G com classes de vértices X = {Ay,..., A} e
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Y ={ay,...,a,} ligando A; em a; se a; € A;. Assim, podemos reformular o teorema de

Hall da seguinte forma.

Teorema 3.15 (Correspondéncia de Hall). Seja G um grafo bipartido qualquer, com
classes de vértices X eY . Entao G tém uma correspondéncia de X em 'Y se, e somente se,

IT'(S)| = |S] para todo S C X, onde I'(S) ={y € Y : (z,y) € E(G) para algum = € X}.

Demonstragao da Correspondéncia de Hall. seja G(V, E) um grafo bipartido com classes
de vértices X e Y. Considere novos vértices a e b, tais que a juntamente com cada
elemento de X formam uma nova aresta de G' = G'(V, E). Analogamente, b juntamente

como cada elemento de Y formam uma aresta de G'.

Suponha que G(V, E) tenha uma correspondéncia de X em Y, entao G(V, E) é um
grafo bipartido com | X| arestas disjuntas, dai, G(V, F) tém |X| caminhos independentes
de a em b. Pelo Teorema de Menger o niimero maximo de caminhos independentes de a
em b ¢é igual a menor cardinalidade de S, onde S é conjunto de corte. Assim, existe S
conjunto de corte tal que | X| = |S].

Queremos que |I'(T)| > |T'| para todo T C X. De fato, se |I'(T)| < |T| para algum
T C X, entao existe vy € T tal que (xg,y) ¢ E(G') para todo y € Y, mas (z9,a) € E(G’)
por construcao. Contradi¢ao. Logo, |I'(T")| > |T'| para todo T' C X.

Reciprocamente, seja S C V(G') — {a,b} = X UY um conjunto de corte de a e b.
Suponha |I'(T)| > |T'|, para todo T' C X. Em particular [['(X — S)| > |X — S|. Agora
observe que como S é conjunto de corte para todo y € I'(X — 5) tal que (z,y) € E(G’)
para algum x € X — S é necessario que y € S caso contrario S nao seria conjunto de
corte. Logo [T'(X — S)| < |SNY|
Dai, [SNY]| > |X — 5]

Assim,
IS|=SNX|+|[SNY|Z[SNX|+|X-=8S|=|SNnX|+|5°NX]|=|X]|

E portanto, pelo Teorema de Menger existe | X| caminhos independentes de a em b, isto

é, tém-se uma correspondéncia de X em Y .
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Teorema 3.16 (Plunnecke-Ruzsa). Sejam A e B subconjuntos finitos nao vazios de um

grupo abeliano com |A + B| < c|A|. Entao para quaisquer k,l € {0,1,2,...} temos,
|kB — IB| < | A,
onde convengao denotamos por 0B = {0}.

Demonstracao. Para k =1=0 0B —0B| = |{0}| =1 < |A|. Assumiremos sem perda de
generalidade que k <lel <1

Defina G = G4 p um grafo direcionado de nivel [ como segue

!
V(G):U‘/z, ‘/;:A—FBZG E(G)I{(UZ',’UZ‘JA)I’UiE‘/;'e’Ui+1—Ui€B}
=0
Seu€Viq, veV;, wy,...,wy € Viyy sdo tais que (u,v), (v,wy),..., (v,w,) € E(G)

entdo para qualquer 1 < i < m temos v; = v+ (w; —v) € Vi.y + B =V, tal que

(u, ), (us,v;) € E(G), desde que w; —u=w; —v € Bew;, —v;=v—u € B
Analogamente, se uy,...,u, € V;_1, veE€V, e w €V, sdo tais que

(u1,0), ..., (Un,v) e (v,w) € E(G) entao para todo 1 < i < m tém-se v; = u; + (w —v) €

Vioi+B =V, e (u;,v;), (v;,w) € E(G) desde que v;—u; =w—v € Bew—v; =v—u; € B.

Assim G é um grafo de Plunnecke de nivel [. Se k > 1 entao pela Desigualdade de

Plunnecke existe ¢ # A’ C Vy = A tal que,

[im&) (A")]
||

Logo |A' + kB| < cF|A/|

De fato,

im(Gl)(A) ={veVi:IreAe(z,v) € E(G)} = A+ B.
z'mgf)(A’) ={veVy:dxeAe(x,v) € E(G)} =A +kB.
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Se 1 < k <[ pela Desigualdade de Plunnecke, existe A” C A’ tal que ,

jimg (A")

o - PG

< [Dk(GA’,B)]l/k

] A\ R
_ [ limE ()]
A

(1A + kBN
B | A'|

Dali,
A"+ 1B| _img(A") _ (1A + kBN _ (HANT
A (A7 T4 S\
Logo,

|A” +1B| < A"
Se k = 0, entdo basta tomar A’ = A e dai, |4’ + kB| < ¢*|A’|. Como I > 1 repetindo
o argumento acima |A” + [B| < ¢!|A"|.

Agora sejam R,S e T subconjuntos finitos nao vazios de um grupo abeliano. Para
cada d € S — T, podemos escrever d = s(d) — t(d) onde s(d) € S et(d) € T

Se (r,d),(r',d") € Rx (S—=T) e (r+ s(d),r +t(d) = (' + s(d),r + t(d')) entéo,
r+s(d) =1 +s(d)er+t(d =r+td)

Logo, d =d er =r'. Assim,

|IRI|S—T| < |{(r+s(d),r+t(d):re RedeS—T} <|R+S||R+T|
Aplicando essa relagao em nossas hipdteses obtemos
|A"||[kB — IB| < |A" +IB||A” + IB| < |A'+ kBJ||A" + IB| < ¢F|A'|| A"

Desta maneira,

Ck+l’A/’|A"|

kB —IB| <
‘ ’— ‘A//’

— Ck—H‘A/‘ S Ck—H‘A’.

Consequentemente

kB — 1B| < A
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Teorema 3.17 (Analogia de Ruzsa do Teorema de Freiman em grupos de tor¢ao). Seja G
um grupo de tor¢ao abeliano, isto €, existe r tal que, todos os elementos de G tém ordem
menor ou igual r. Sejam A e B subconjuntos finitos nao vazios de G com |A+ B| < c|A|.

Entdo B esta contido em um subgrupo de G com ordem menor ou igual a 027"C4|AV|B||A|.
Demonstracdo. Pelo Teorema de Plunnecke-Ruzsa, nés temos |B — B| < 2| A| e

2B —2B| < ¢*|A|.

Seja W = {wy, ..., wg} o subconjunto maximal de 2B — B tal que wy — B,...,wy — B

sejam dois-a-dois disjuntos. Entao,

k
KBl = ) |w— B
i=1

Jwi - B)

=1

< |(2B - B) - B

< A

Logo k < c*|A|/|B|.
Para todo w € 2B — B existe 1 < i < k, tal que, (w — B) N (w; — B) # ¢ ( pois W ¢
maximal )

Logow e w;,— B+ B CW — B+ B,dai 2B — B C W — B + B Segue que
3B—-BCW+2B-BC2W+b—B edB—-BC2W+2B—-BC3W+B-B
Assim, para | € Z" tém-se [IB— kB C (l—1)W + B — B C H(W)+ B — B, onde

HW) ={zyw1 + ...+ xpwy : z; € [0,r; — 1], parar; <rei=1,...,k}

¢ subgrupo de G gerado por W. E portanto

H(B) = [OJ(ZB—B) C HW)+B-B

=1

Portanto,
|H(B)] < |H(W)+B-B|
< [HW)||IB - B|
< rFEA
< TC4|A\/\B\CQ|A‘
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E o resultado segue.

3.2 Teorema de Bogolyubov

Nesta secao definiremos a distancia de um nimero real a um inteiro e o conjunto de
Bohr, posteriormente apresentaremos o teorema de Bogolyubov, que sera importante na
demonstracao do Teorema de Freiman-Ruzsa. Seja = € R, definimos a distancia de x ao

inteiro mais proximo por

{z}, se{z}<1/2

||| = min |z — a| =
a€’ 1 —{x}, caso contrério

Onde, {z} é a parte fracionéria de x.

Para m € Z*, inteiros distintos r1,...,7, € [0,m — 1] e € > 0 dizemos que
ar; .
Bn(ri,...,rp;e) ={a+mZ: H—H <eparatodoi=1,...,n}
m

¢ um conjunto de Bohr.

Exemplo 3.18. Considere m =2 e ry = 0,79 ='. Desta forma o conjunto de Bohr para
1,
- 3 e 1 1
B2(0,1;§> ={a+2Z: ‘ % < 3 bara i=1,2.}.

ar;

1
5 =0 < = para todo r.

3

Agora, se a € par, entdao ‘

se a € impar entao a = 2n + 1 para algum n inteiro.

aH_ +1 _1>1
ol =" 273

Dat,

2

Logo,

1
) =2z
3)

BZ(Ov 17
Teorema 3.19 (Bogolyubov,1939). Sejam m > 2 um inteiro e A um subconjunto nao
vazio de L, = Z/mZ. Entdo existem distintos r1,72,...,7, € [0,m —1] , com r; =0 e
n < (m/|A|)? tais que,

1
B(ﬁ,---ﬂ%;z) C 2A — 2A.
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Demonstracao. Seja A = {ay +mZ,...,a, +mZ}, onde ay,...,a; € [0,m — 1] distintos.

Para cada r € [0, m — 1] definimos:

k
= Z exp(2miasr/m).
s=1

Para qualquer g € Z asseguramos que

m—1

g+mZ€2A+2A & Y [Sa(r)*x.(9) #0,

r=0

onde x,(g) = exp(2migr/m). De fato, considere Ay = {ay,...,ax}. Observe que

Z |SA | Xr 7£ 0 = ZSA(T)QSA(T) Xr(g)

2

m—1 k 2 k

. Z 2msr/m) 3 e<2msr/m>> xo(9)
r=0 \s=1 s=1
m—1 k 2 k ?

_ Z (2miasr/m) Ze(—%riasr/m)) Xr(g)
r=0 s=1 > s=1
m—1 k 2 k ?

_ Z (2miar/m) > Z e(27ridr/m)> XT(g)
r=0 €Ap deAo
m—1 k

_ Z (2mi(a— cr/m)) ( Z e —2mi(d— b)T/m)) Xr(g>
=0 \a,ce b,deAp
m—1 k

_ Z (2mi(a+b—c— d)T/m)Xr <g)

_ (2m(g+a+b—c—d)r/m)

— zk: "i:l e (2mi(g+a+b—c—d)r/m)

a,b,c,de Ay r=

Se g = —a—b+c+d( mod m) entao e@rilgtatb—e=dr/m) _ 1 Dyj

m—1

e(27ri(g—&-a—&—b—c—d)7”/m) _

r=0

m

(2mi(g+at+b—c—d)r/m) _ 6(27riL7"/m)

Caso contrario, e para algum L nao multiplo de m, contudo,
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3

e(27ri(ngaerfcfd)r/m) _ Z e(27riL1”/m)
r=0 =
_ Oy p@miLim) | @miLim=1)/m)
1— e(27riLm/m)
- 1-2miL/m
Portanto,
m—1
Z|SA<T)|4XT(Q) #0 & g=—-a—b+c+d( modm)
r=0

o g4+mZe24—2A
Seja A = |A|/m € (0, 1], considere

R={rel0,m—1]:|Sa(r)| > \/X|A‘}7

= {re[0,m—1]:1Sa(r)] < VAA}.

Como S4(0) = |A| = VA|A| temos, 0 € R o que nos dé |R'| < m. Observe que

Z ’SA r

reR’

D 18a(r)PISa(r)Pxa(9)

reR’

< S ISar)PISa(r)P

reR’

< D (VAAISa(r)P

reR’

m—1
= NAPY |Sa(r)P?
r=0
m—1
— >\|A|22 Z e(?m(a—b)r/m)

r=0 a,bEAg

— )\‘A|2 Z mz_:le(%ri(ab)r/m).

a,beAg r=0

Mas,

2 exp(2mi(a — b)r/m) #0< a—b=0( mod m).

r=0
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Como ay,...,a; € [0,m —1],a —b=0( mod m) < a =b. Temos,

AAP Y Z (2mi(a—b)r/m) = NAP D> m

a,beAg r=0 a€Ao

AJA[*|Ag|m

= |A[*

Logo,
< |4

2 18a(r)

reR’

Sabemos que Re(z) > |z| para todo nimero complexo z, desta forma temos

Al + DR (Z |sA<r>|4xr<g>) > 0.

reR’
Para z € R, temos

1
|lz|| < 1° MRe(2mx) = cos(2mx) = 0.

Pois a fungao cosseno é par, periddica e positiva entre zero e w/2. Com isso, se 7 € R e

g € Z entao, H — & Re(x,(g9)) = 0. Considere entao, 71, . ..,r, todos os elementos
1 ; 1
de R, com r; = 0, e g um inteiro tal que g+mZ%Z € B,, (Tl, R Z)’ isto é, ’& < R
Entao 9e(xr,;(g)) = 0 para todo j =1,...,n. Por consequéncia
we(Sisaninio) = m (T s+ Y |sA<r>|4xr<g>)
reR reR’
= (ZysA ) + Re (Z 1S4 (r)[*x( )
reR reR’
= D 18alr)"Re(xr.(9)) + [Sa(0)]" + Re (Z [Sa(r)[*x >)
1<j<n reR’
> A"+ 0 (Z [Sa ()X (9 )) > 0.
reR’

Logo,

Z |SA 7’ 7é 07

deste modo, g +mZ € 2A — 2A. Portanto,
1
Bm (Tl,...,rn;z) C 2A — 2A.

40



Finalmente observe que,

n(VAIAD? < ) 1Salr)

TER

Z Sam < A2

que nos leva em, n < A2 = m?/|A|%. Isto conclui a demonstracao.

O

Lema 3.20 (Obtido Pelo Segundo Teorema de Minkowski). Seja m > 2 wum inteiro,
e sejam r1,...,m, € [0,m — 1], com mdc(ry,...,r,,m) = 1. FEntao existe uma P.A.

n-dimensional () contida em Z,, tal que,

1 m
B B —.
Q C m (Tla )T’VH 4) € ‘Q| > (4n)n

Para ver demonstragao consultar [13]

3.3 h-Isomorfismo de Freiman

O isomorfismo de Freiman é uma aplicagao sobrejetiva que de certa forma ”preserva”a
soma. Ele serd de fundamental importancia na prova do teorema de Freiman-Ruzsa, e
usaremos fortemente o fato de que a imagem de um conjunto A por um h-isomorfismo de

Freiman é uma progressao aritmética prépria se, e somente se, A também o for.

Definicao 3.21. Sejam G e H grupos abelianos e h > 2 um inteiro. Sejam A C G e

B C H. Uma aplicacao ¢ : A — B € dita h-homomorfismo de Freiman se tivermos

dlar) + -+ dlan) = ¢(ay) + - - - + o(ay,)

sempre que
/ /
ar+---+a,=a;+---+a,
/ /
para ay, ay, . .., ap, a, € A.
Se ¢ € sobrejetiva e para todos ay,al, ..., ap,a) € A,

e ap = a0y © dla) o+ glan) = @lar) + -+ olan),
e entao, ¢ € um h- isomorfismo de Freiman.
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Observe que se ¢ é um h-isomorfismo de Freiman, entao ¢ é injetiva.

¢(a) = ¢(b) = ¢(a)+ (h = 1)¢(a) = ¢(b) + (h — 1)¢(a)
= a+(h—1a=b+(h—1)a

= a=0>0b.

Para fixar o entendimento de isomorfismo de Freiman, considere A = [0, k—1] e B uma
P.A. de tamanho k, B = {a+ qx; : x; € [0,k — 1]}. Defina ¢ : A — B por ¢(x) = a + qz.
Se tivermos

Entao

P(xr) +-- -+ olan) = atqrit---+atqu,
= ha+q(ri+-- +x,)
= ha+q(y+-- +a7,)
= a+qry+---+a+qz),

= o(z) + -+ o(ap)

Do mesmo modo, se ¢(x1) + - -+ + ¢(xp,) = d(x) + - - + ¢(z},), entdo xy + -+ + x), =
x& + P + x/h

Logo, ¢ ¢ um h-isomorfismo de Freiman.

Proposicao 3.22. Seja ¢ : A — B um h-isomorfismo de Freiman, entdo A € uma P.A.

n-dimensional propria se, e somente se B € uma P.A. n-dimensional propria.

Demonstragao. De fato, suponha A uma P.A. n-dimensional proépria, entao A pode ser
reescrita como

A:{(I+ZE1Q1+"'+ZEnanIiE [0,[2—1]}

Considere A" = {a' + x1¢] + -+ + x4, : x; € [0,1; — 1]},
onde, a’' = ¢(a), ¢ = ¢la+ ¢) — ¢(a) para i = 1,...,n. Assim, A" é uma P.A. n-
dimensional.
Mostraremos A" = B e ¢(a+ x1q1 + -+ - + Tpqn) = a' + 214 + - - - + 2,4, para todos
a+x1q1+ -+ xpq, €A
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n

Seguiremos por Indugao sobre m = Z x;. Para m = 0 e m = 1 segue pela definicao dos
i=1
gs.

Suponha entao que para m > 1 o resultado seja vélido. Sejar =a+ g1+ -+ x,q, € A
com m+ 1 = le Para algum j tal que z; > 1 defina v’ = r — ¢;. Assim 7' =

=1
a+xq+ - +xj1gj-1 + (x; — 1)gj + - - - + 2pGn, logo por hipétese de indugao

o(r') = dla+aq+-Fajagi 1+ (x;—1)g + -+ Tngn)
= d+oq+-Fraq 4 (@ - D)g + -+ 2,

Observe que a,r,7",a+¢q; € A,er+a=1r"+a+ ¢; dai

o(r) + ¢la) = o(') + ¢la+q;)
= o(r') + ¢(a+q;) — #(a)
= (') +q
= d+mg+-+ g,
Assim, B = A’ é uma P.A. n-dimensional. E como ¢ é uma bijecao e A é prépria,
[(A) = |A| = |B|. Logo B ¢ prépria. A reciproca é provada de maneira andloga.
O
Lema 3.23 (Ruzsa). Sejam A um subconjunto finito nao vazio de nimeros inteiros e
h > 2 um inteiro. Entdo, para qualquer m > |hA — hA| existe A" C A com |A'| > |A|/h
tal que, A" é Freiman h-isomorfo a um subconjunto de Z,, = 7./mZ.
Demonstracao. Seja p um primo maior que o max hA — min hA. Para cada d €
(hA — hA)\{0}, temos p 1 d. Caso contrario p ndo seria maior que maxhA — min hA.

Temos ainda que

{ael,p—1:m|{dg}p}| =Hrelp—1]:m|r}] Sl%l_

Onde {a}, é o menor inteiro nao negativo congruente a a médulo p. Assim,

{q € [1,p—1] : m | {dg},para algum d € (hA — hA)\{0}}| < |hA — hA] (pr_n D <p-1

E, portanto existe g € [1,p — 1], tal que m { {dq}, para todo d € (hA — hA)\{0}.
Defina ¢ : Z — Z, por ¢(x) = {qx}, + mZ. Para j =1,... h seja

1 .
SjZ{weA:ijé{qm}p<%p}-
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h h
Assim, Y " |S;| = | Sj| = |Al, entdo para algum 1 < j < h tém-se |S;| > |A|/h.

j=1 j=1

h h
De fato, se para todo 1 < j < h tivéssemos |S;| < |A|/h entao Z |S;] < Z |Al/h = |A|.

j=1 j=1
Absurdo.
Tome A’ = S;. Sejam ay,...,a, € A', como

j-1 j

Tp = {qal}p7 ey {qa’h}p < Epa
temos

{gar}p +--- +{gan}p, = (G — Dp+{g(ar + -+ an)},

Dai

{gar}tp +--- +{ganty + mZ = (j = Vp + {g(ar + - -~ + an)}p + mZ

Logo,
¢lar) + -+ dlan) = (G — Up+ {g(ar + - + an)}, + mZ.

Seay,...,a, € A e{qlar+---+an)}, > {qla} +---+a})},, entao
¢lar) + -+ dlan) = ¢(ay) + - + ¢(a},) &

{alar+---+an—ay = —ap)hp = {glar + - +an)}p —{glay — - —ap)}, € MZ

/

Sa+-ta,—ay—-—a, =0.

Portanto a restricao de ¢ em A’ é um h-isomorfismo de Freiman, isto é, A" é Freiman

h-isomorfo a um subconjunto de Z,,

Enfim, estamos aptos para demonstrarmos o Teorema de Freima-Ruzsa.

3.3.1 Demonstracao Freiman-Ruzsa

Demonstragao. Observe que |A + B| > |A|, o que implica em ¢ > 1. Pelo Teorema de
Plunnecke-Ruzsa, |B — B| < ¢*|A| e |8B — 8B| < c'%|A|
Considere p primo, p € (¢'°|A[, 2¢'%|A)).

B
Como p > ¢'°|A| > |8B — 8B| pelo Lema de Ruzsa, existe B’ C B, tal que, |B'| > % e
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B' é Freiman 8-isomorfo & um subconjunto S de Z,

Pelo Teorema de Bogolyubov, existem rq,...,r,, € [0,p—1] inteiros distintos com r; = 0,
tal que,
2 2 16 2
2c°|A
n= () - () = 1)
5] | B'| |B'|
Al
Como ||B_|2 = ) temos
ny < 28¢32)\

1
E B, (rl,...,rnl;z) C25-28

Pelo lema obtido pelo segundo Teorema de Minkowski, existe uma P.A Q' C Z,, tal que,

1
Q' C B, <r1,...,rm;1) C 25 —-28

CIG‘Al
(4”1)”1

Seja ¢ : B — S o h-isomorfismo de Freiman garantido pelo Lema de Ruzsa. Assim, para

' p
AR e

a,b,c,d,d',V,c,d € B tém-se
¢(a) + o(b) — d(c) — ¢(d) = ¢(a’) + ¢(V') — ¢(¢') — ¢(d')
© ¢(a) + 6(b) + 6(c) + &(d) + 46(a)
= ¢(a’) + o) + ¢(c) + ¢(d) + 46(a)
Sat+b+d+d+4a=d+V+c+d+4a
Sat+b—c—d=d+V - -d

Assim, podemos introduzir uma aplicacao bem definida e sobrejetiva
Y 2B —2B" — 25 — 25, por p(a+b—c—d) = ¢(a) + ¢(b) — ¢(c) — ¢(d) para todos
a,b,c,d € B'.

Para ay, by, ..., a4, by, 0}, b, ... a0, €8S.
w(al + a9 — az — CL4) +¢(bl + bQ — bg — b4)
= (a) +ah — a3 — aj) + (b + by — by — b))
& ¢(ar) + ¢(az) — ¢laz) — p(as) + d(br) + d(ba) — d(bs) — B(ba)
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= ¢(ay) + P(ay) — dlas) — Play) + (b)) + d(by) — B(bs) — G(b))
& dlar) + ¢(a2) + ¢(b1) + ¢(bs) + P(az) + P(ay) + $(b) + H(by)
= d(a1) + d(az) + o(b) + D (bs) + d(as) + d(aa) + ¢(bs) + d(ba)
& ay + ag + by + baay + ay + by 4 b))
= aj + a5 + by + byaz + as + bg + by
& (a1 + ag —az — ay) + (by + by — by — by)
= (ah + a— dy— ) + (B + B, — b — b))
Portanto ¢» é um 2-isomorfismo de Freiman de 2B’ — 2B’ em 2S5 — 25, e logo Q1 =
Y 1(Q") C 2B’ — 2B’ C 2B — 2B é também uma P.A. prépria n;-dimensional com

C16’A| > CIG|A‘
(4n1)n1 = (210032)\)28032)\'

Q1) =] = Q| >

Seja B* = {by,...,by,} o subconjunto maximal de B tal que, by + Q1, ..., b,, + Q1 sejam

dois-a-dois disjuntos . Entao

na|Qi| =D |bi + Q1| = [B* + Q1| < |B+ (2B - 2B)| = [3B — 2B| < | A|.

i=1

E, portanto

c*|A]
Q1]
Para cada b € B, existe 1 <1 < ny tal que, (b4 Q1) N (b; + Q1) # ¢ e assim,

_ 8 .32
ny < <c 11(210032)\)2 c )\.

beb+Q1—Q1 CB*x+Q1 — Q1 C Qx4+ Q1 — Q,

onde

Q2 = {(Slbl —+ 4 5n2bn2 . (517 e ,5n2 c {O, 1}},

¢ uma P.A. ny-dimensional com [(Qy) = 2"2. Observe que @1 — @1 é também uma P.A

ni-dimensional. De fato, Como ()1 é uma P.A. n;-dimensional, podemos escreve-la como
Qi ={a+x1q1 4+ + Tnqn, 7 €[0,; — 1]}
dessa forma,

Q1 — Q1 ={0+ (z1 —@))q + - + (Tn, — ), )G, @i, 25 € [0, — 1]}
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Z(Ql - Q1> - 2n1l1 “ e lnl - 2”11(@1) - 2n1|Q1’ < 2n1|23 — QB’

Pois Q; C 2B — 2B. Pelo Teorema de Plunnecke-Ruzsa [2B — 2B| < ¢*|A|. Dai,
1(Q, — Q1) < 2" 2B — 2B| < 2™t A|.

Assim, B estd contido em Q = Q3 + Q1 — @1 uma P.A. n-dimensional com n = ny + no.

Com efeito,
Q2+Q1 _Ql = {51b1 +"'+5n2bn2 : 517'--76n2 € {0,1}}

+{(x1 - xll)(h Tt (xm - :I;;“)qm : Qii,SC; € [07ll - 1]}

= {01b1+ - F Oy bny (1 =2 )t - A (T, =2, )y < 01, -, Ony € {0,1} ey, 2 € [0,1;—1]}.

Dali,
n=n; +ny <2832\ + 6711(210032)\)28632)‘
e
QI <UQ) = UQ2)|(Q1 — Q1) < 2m2M M| A] = 2"¢!|A]
Isso conclui a demonstracao. ]
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Capitulo 4

Aplicacoes do Teorema de Freiman

Para iniciarmos a apresentacao das aplicacoes vamos relembrar o Teorema de Sze-
merédi que foi enunciado no capitulo 2, para podermos mostrar um lema importante
na demonstracao da primeira aplicacao do Teorema de Freiman. Seja 0 < § < 1 e
t € {3,4,...}. Entao existe ly(d,t), tal que, se n = ly(d,t) e A C [1,n], com |A] = in,

entao S contém uma P.A. de ordem t.

Lema 4.1. Seja 6 > 0 et > 3. Se existe um inteiro ly(d,t) tal que para Q@ uma P.A. de
tamanho | contida nos inteiros Z e um subconjunto B de Q) com |B| > 6l e l > 1y(4,1),

entao B contém uma progressao aritmética de tamanho t.

Demonstragao. Seja ly(d,t) o inteiro determinando pelo Teorema de Szemerédi. Seja @) a

P.A. de tamanho [ contida em Z dada por hipdtese, existem elementos a e ¢ # 0 em Z

tais que,
Q={a+zq:x€[0,l—1]}.
Considere
A={z€l0,l—-1]:a+xq € B}.
Entao A C [0,1 — 1] e |A| = |B| > §l, assim pelo Teorema de Szemerédi A contém uma

P.A. de tamanho ¢, isto é, existem a’ e ¢ # 0 em Z, tais que a' + ¢'y € A para todo
y€[0,t—1].

Sejam a” = a+d'qe ¢" = ¢q, assim, ¢" # 0 . Dali,
a"+yq" =a+(d +yq)g € Bparay € |[0,t—1]
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Logo, B contém uma P.A. de tamanho ¢.

]

Teorema 4.2 ( Primeira Aplicacdo do Teorema de Freiman). Seja ¢ > 2 et > 3. Se
existe ko = ko(c,t) tal que |A| = ko, para A C Z com |2A| < c|A|, entdo A contém uma

progressao aritmética de tamanho pelo menos t.

Demonstracao. Seja |A| =k > ko(c,t). Pelo Teorema de Freiman A estd contida em uma

P.A. n-dimensional Q = {a + x1q1 + ... 2,q, : z; € [0,[; — 1],a = 1,...,n}, de tamanho

1(Q)=1i...1,¢e|Q| <k onden e dependem apenas de ¢. Dai, existe [ inteiro positivo

L
> "
by, =1

tal que [(Q) < lk, assim, [y ...l, < lk = ;
Assumiremos sem perda de generalidade que, [; < ... < l,, e logo,

F= A< IQI<UQ) = b by <11
Dessa forma, [,, > g/
Seja Y ={y = (y1i,-- ., Yn-1) € Z" " :y; € [0,l; = 1], = 1,...,n — 1} Dai, |Y| =

Loodp1.-SejaY ={y=(y1,..., Y1) €EZ" ' :y; €[0,1; —1],i=1,...,n — 1}. Assim,

Y|=10...l,1
Para cada y € Y defina

L(y) = {CL + N +... .+ Yn—19n—1 + TnQn * Tn € [07 ln - 1]}

uma progressao aritmética de tamanho [,, contida em Z.

4.1 Lema de Regularidade

Sejam A e B subconjuntos finitos, nao vazios de um grupo abeliano livre de tor¢ao, com

|A| = |B| = k. Para W C A x B, seja

S(W)={a+b:(a,b) € W}.

49



Em particular,

S(Ax B)=A+ B.

Assim, se |S(A x B)| < ck entdo pelo Teorema de Freiman, A estd contida em uma P.A. n-
dimensional. Balog e Szemerédi mostraram um resultado tipo-Freiman para subconjuntos
longos em A x B. Este resultado é importante para nds por nos permitir utilizar a primeira
aplicacao do Teorema de Freiman. Dessa forma nds apresentaremos alguns lemas para
conseguirmos provar o Teorema de Balog-Szemerédi, e um dos lemas importantes é o

Lema de Regularidade.

Defini¢ao 4.3. Seja G = G(V, E) um grafo nao direcionado, com V finito e E um
congunto de arestas e = {v,v'} , comv,v" € V nao necessariamente distintos. Uma aresta
e ¢ adjacente a v se v € e. O grau de um vértice v € o numero de arestas adjacentes
a v.Se A e B sao subconjuntos de V', denotamos por e(A, B) o nimero de arestas com
um ponto final em A e outro em B. Se A e B sao disjuntos e nao vazios, definimos a

densidade de arestas por

e(A, B)
[AllB|
Como 0 < e(A, B) < |A||B|, temos 0 < d(A, B) < 1.

d(A, B) =

Para chegarmos ao Lema de Regularidade, precisaremos passar por alguns lemas.

Lema 4.4. Seja G = G(V, E) um grafo e sejam A e B subconjuntos disjuntos nao vazios

de V. Se A’ C A e B' C B satisfazendo

A’ = (1= 0)|A],
|B'| > (1-0)|Bl,
onde, 0 < § < 1, entao
20
d(A,B) —d(A, B"| <
A, B) — I ) < =5
46
d(A,B)? —d(A',B')?| <
| ( ) ) ( ) ) | (1_5)2
. 1 .
Em particular, se § < 3 entao

d(A, B) — d(A', B')| < 86,
d(A, B)? — d(A', B'Y| < 168.
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Demonstragao. Seja A" = A\A" e B" = B\B'. Entao |A"| = |A] — |A'| < §|4] e |B"]
d|B| e
e(A,B)=e(A',B")+e(A,B")+e(A",B") + e(A", B")

=e(A,B')+e(A',B") +e(A",B)
<e(A,B')+e(A B")+e(A”, B)
< e(A, B') + |A]|B"] + |A"|| B]
< e(A', B') + 20| Al|B|.
Pois |A”| < 0|A| e |B"| < §|B|. Assim, e(A, B) < e(A’, B') + 2| A||B|, logo,

e(A, B)
|A[|B]

d(A,B) =

e(A", B) e(A', B')
<O pos < S0P 96
Al B |A’[|B']

=d(A",B") + 20 <d(A,B') +

(1—0)*

consequentemente,

AAB) — (A B) < 7575

Analogamente,
/ / e(A,7 B,)
B = Jani
e(A, B) < e(A, B)
S AT S 0= o)Al
d(A, B)
(1—0)*

dai,

d(A',B') — d(A, B) < d(A, B) (ﬁ - 1)

o1 _1_1—1+25—(52
S-epr o (1-ep

(1-0)*

Portanto,

(4, B) = d(A, B < 757
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|d(A, B)? —d(A', B')?| = |d(A, B) +d(A’, B))||d(A, B) — d(A", B')|
< 2|d(A,B) —d(A', B')|
46
(1-46)*
Se 0 < < %, entao ( 1 7 < 4. Isso completa a demonstracao.

Lema 4.5 (Desigualdade de Schwarz). Seja zy, ...,

Param=1,...,

Entao,

Demonstragao. Seja Si(n

T, numeros reais. Entao

n 1 n 2
=1 i=1

n—1, seja

A== (Zx> - (Zx> .

mnA?

N
le e Sy(n

Z x7. Observe que

/AN

M-
VRS

&

|
2
e
N———

n =1 =1 7’L2
251 (n)? Si(n)?
= Sy(n) - 17571) + - 711(2”)
S 2
= SQ(n) - lgln) 3
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Segue que,

0 que prova a primeira desigualdade.

Sa(n) — Sa(m) = Z a

Vv
3
[ | =
3
< ~
(7=
&
~__

e como,

Sa(n) = Sa(m) + (S2(n) = S>(m))

> S1(m)® L Giln) = S1(m))?

m n—m
_ Si(m)? N S1(n)? — 251 (n)S1(m) + Sy(m)?

m n—m
_ Si(n)? _ 254(n)Si(m) N (n —m)Si(m)? + mS;(m)

n—m n—m m(n —m)
~ Si(n ) QSl(n)Sl(m) N nSy(m)?
n— n—m m(n —m)

_ Sl(n) N mSi(n)®  251(n)Si(m) = nSi(m)?

n n(n —m) n—m m(n —m)
_ Sl(n) mn (Sl(n)2 _ 251(n)Si(m) N Sl(m)Q)

n n -m n? mn m?
S (n) mn [(Si(n)  Si(m)\’
N n n —m ( n om )
_ Si(n)? mnA2
N n n -m’

E a segunda desigualdade esta provada.
Lema 4.6. Seja G = G(V, E) um grafo e sejam
q
i=1
e
B= UB cV,

7=1
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onde

|A;| =a>1 disjuntos,

parat=1,...,q
|B;| =b>1, disjuntos,

para j=1,...,7r e

para todos v e j. Entdo

q—lr q id (A;, Bj)? > d(A, B)2. (4.3)

=1 j=1
Seja 0 < 0 < 1, e sejam ¢, 7" inteiros tais que 0 < 0qg < ¢ < qe0 < Or <1’ <r.
Sejam A' = U, e B' = Ui_,. Entio

— Z Z d(A;, B;)? > d(A, B)? + 6*(d(A, B) — d(A, B))*. (4.4)
=1 j=1
Demonstragdo. Como os Ajs e Bjs sao disjuntos e |A;] = a,|B;| = b temos |A| = aq e

|B| = rb, segue que
T T

1 & 1 & e(
- d(A;, B;) =
r 22 qu; T

=1 =1

q 7
= o (ZZ@ A;, B )
=1 j=1

1
a ozbqre(A7 B)
e(A, B)
Al B]

— d(A, B).

Analogamente,

Entao

= d(A,B)—d(A,B).
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Segue de 4.1 do lema anterior que
qa 2
d(A;, Bj)>

=1 j=1

Isso prova a primeira desigualdade.
As condicoes ¢ > 0q e v’ > Or implicam em
q’r’ q7“92
> > 02
qr—gqr' " qr—qr

Aplicando 4.2 para n = qr,m = ¢'r’ obtemos

WV

R 9 1\? [ L 2 1’ A2
- d(A;, B; - d(A, B | +-L=
i) () S S an)) + P

> d(A, B)? + 0*A?
= d(A,B)* 4+ 6*(d(A,B) —d(A', B))2.

Isso completa a demonstracao. O]

Seja G = G(V, F) um grafo, e seja P uma partigdo do conjunto V em m+ 1 conjuntos
Co,Ch,...,Cn. A particdo P é dita equitativa se tivermos |Cs5| = |Cy| para todos 1 <
s <t <m. O Conjunto Cy é chamado de conjunto excepcional da particao. Definimos a
densidade de particio de uma particao equitativa P por

d(P):% > d(C,, Cy).

1<s<t<m

Observe que tém m(m — 1)/2 parcelas no somatério, e cada parcela satisfaz 0 <
d(Cs, Cy) < 1. Segue que
1

0<d(P) < 5

Sejam A e B subconjuntos nao vazios, disjuntos do conjunto de vértices V. Para e > 0

o par (A, B) é dito e-reqular se as condigoes

X C A IX] > ¢lA
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Y C B,|Y| > ¢|B

Implicarem em

d(A,B) — d(X,Y)| < e.

Uma particao equitativa V' em m + 1 conjuntos dois-a-dois disjuntos Cy, Cy,...,C,, é
e-reqular desde que

|Col < e|V|

e se cada par (Cy, () é e-regular para no méaximo em? pares (Cy, Cy) com 1 < s < t < m.

O préximo lema é de fundamental importancia na prova do Lema de Regularidade.

Lema 4.7. Seja 0 < e <1 e um inteiro m satisfazendo
4m > 21970,

Seja G = G(V, E) um grafo com k vértices, e seja P uma parti¢ao equitativa de V em

m + 1 classes Cy,C4, ..., C,, tais que

’Cs| 242m

s

para s = 1,...,m. Se o “nimero de pares e-irrequlares (Cs,Cy) com 1 < s <t < m. é
maior que em?, entdo existe uma particio equitativa P’ de V- em m4A™+1 classes tais que

o conjunto excepcional tem cardinalidade menor que

k
|CO|+4_mv

e a particao P’ satisfaz

8_5

d(P') > d(P) + 2

Teorema 4.8 (O Lema de Regularidade). Seja 0 < & < lem' > 1. Erxistem nidmeros
K = K(e,m') e M = M(e,m') tais que, se G = G(V,E) € um grafo com |V| > K

vértices, entao existe uma particao e-reqular de V.

Demonstracio. Dado t' = [16c°]. Construiremos uma sequéncia mqg, my, my, . . . de intei-

ros como segue. Considere



Sejam

4m0 > max{210e7° 21'+271}

Myyq = m4™

parat =0,1,2,... Nos definimos M e K por

M = M(g,m') =my

K = K(e,m") = max{2mq/e, my16™ /(1 — ) }.

Seja G = G(V,FE) um grafo com |V| = k > K. Seja T um conjunto de inteiros néo

negativos ¢t com a propriedade que existe uma particao P de V' em m; + 1 conjuntos tais

que
ted
d > — 4.5
P> (4.5
e que o conjunto excepcional C tenha cardinalidade
|Co| < k(1 —27""1) (4.6)

Considere uma particao P, de V' consistindo de mq conjuntos dois-a-dois disjuntos de
tamanho [k/my], juntamente com o conjunto excepcional C de cardinalidade menor que
mg. Entao

|Col <mo=eK/2<ek/2=ck(1—-1/2).

Como d(P,) = 0, segue que t = 0 satisfaz as condigoes 4.5 e 4.6. Assim, 0 € T. Além

disso d(P) < 1/2, se t satisfaz a condigao 4.5, entao
t <t =[16c77].

Segue que a condigao 4.5 é satisfeita para uma quantidade finita de inteiros positivos.

Assim o conjunto T é finito e existem um maior inteiro ¢ < ¢’ satisfazendo 4.5 e 4.6 para

o7



alguma particao P de V' em m + 1 conjuntos. Seja P = {Cy, C1,...,Cp}. Entao

V] —=1Cl
o) = B
my
k(1 —
. kO-¢)
my
K(l—¢
5 Kd-¢
My
> 16™M
> 16™,
para s =1,...,my e 4™ > 4m0 > 21075

Como o conjunto excepcional de P satisfaz |Cy| < ek, segue que, se a particdo P é nao
e-regular entdo o nimero de pares (Cy, C;) é no méximo em?. Pelo Lema 4.7 temos que

existe uma particao equitativa P’ de V em m;4™ + 1 = m,,; + 1 conjuntos tais que
d(P") > d(P)+£°/32 > (t + 1)e°/32
e o conjunto excepcional Cj de P’ satisfaz

Col < |Col + /4™

< ek(l =271 4 k/4m
< ek(1—27 1 f ety
< k(1 — 27 4 gmtgmmo)
< ek(1—27t 42712
< ek(l -2 427072
< ek(1—271),

Isso implica que t 4 1 satisfaz as condigoes 4.5 e 4.6 o que contraria a maximalidade

de t. Portanto P é e-regular. O

Teorema 4.9 (Balog-Szemerédi). Sejam §,0,\ e p nimeros reais positivos. FExistem
nidmeros positivos ¢;,cy e K dependendo de 0,0, e u com a propriedade de que se A e

B forem subconjuntos de um grupo abeliano com
e < |A] < ik
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Ak < |B| < pik.

para W um subconjunto de A x B ¢ tal que

|[W| > ok 2
e
S=SW)={a+b:(a,b) € W}
satisfaz
|S| < ok.
Entao existe um conjunto A" C A tal que
|A'| > ik
e
124" < dyk.
Em particular,
247 < c| A,

A
onde ¢ = ¢, /).

Teorema 4.10 ( Segunda Aplica¢do Teorema de Freiman). Seja § > 0 et > 3. Existe um
inteiro ky(6,t) tal que se A € um subconjunto de nimeros inteiros com |A| = k > k1(6,t) e
A contém pelo menos 0k* progressées aritméticas com trés termos, entdo A contém uma

P.A. de tamanho t.

Demonstracao. Seja A um conjunto de k inteiros, e seja
{{ai,bi,ci} 11 E ]}

uma familia de progressoes aritméticas de trés termos em A, onde I é um conjunto de

indices com |I| > §k*. Dai,

{{ai, bi,c;} i el}| =11 > Sk2
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E b, — a; = ¢; — b; > 0 o que implica em
a; + [ 261

para ¢ € I, definimos

W ={(a;,¢;) :i € A}

Entao,
W =|I| > k>
Considere,
S(W) = {(IZ' +c = 2bz : (ai,ci) c W}
Cc {2b:be A}
= 2xA.
Segue que

IS(W)| < 2% Al = k.

Aplicando o Teorema 4.9 para A = B, A = =0 = 1. Se k > K = K(0), entao
existe um conjunto A" C A tal que |A'| > cjk e [2A"| = ¢|A’|, onde ¢ depende apenas de
5. E pelo Teorema 4.2, se ik > ko(c,t), entao A" contém uma progressao aritmética de

tamanho ¢. Isso conclui a demonstracao.
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