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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo de pares de Codazzi em superficies de variedades
homogéneas tridimensionais. Inicialmente, apresentamos um resultado abstrato para pares de
Codazzi em superficies completas com curvatura Gaussiana nado-positiva e o aplicamos para
obter resultados do tipo Efimov e Milnor para superficies completas nas formas espaciais nao-
Euclidianas. Para superficies de espacos produto, a técnica de pares de Codazzi é utilizada na
apresentacdo de um resultado do tipo Liebmann para superficies completas com curvatura Gaus-
siana constante. Nos espagos homogéneos E(k, 7), com 7 # 0, apresentamos um par de Codazzi
definido sobre superficies de curvatura média constante, cuja sua (2,0)-parte é a diferencial de

Abresch-Rosenberg.

Palavras-Chaves: pares de Codazzi; variedades homogeéneas; conjectura de Milnor; curvatura

Gaussiana limitada; curvatura Gaussiana constante; curvatura média constante.
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Abstract

In this work, we present a study of Codazzi pairs on surfaces of 3-dimensional homogeneous
manifolds. Initially, we present an abstract result about Codazzi pairs on complete surfaces with
non-negative Gauss curvature and we apply it to obtain Efimov and Milnor’s type results for
complete surfaces in non-Euclidian space forms. For surfaces in product spaces, the technique
of Codazzi pairs is applied in the presentation of a Liebmann’s type result for complete surfaces
with constant Gaussian curvature. In the homogeneous spaces E(k, 7), with 7 # 0, we present a
Codazzi pair defined on surfaces with constant mean curvature, whose (2, 0)-part is the Abresch-

Rosenberg differential.

Keywords: Codazzi pairs; homogeneous manifolds; Milnor’s conjecture; Gaussian curvature

limited; constant Gaussian curvature; constant mean curvature
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Introducao

Uma variedade Riemanniana M é dita homogénea se dados p,q € M existe uma isometria
de M que leva p em ¢q. Os espagos homogéneos tridimensionais simplesmente conexos sao clas-
sificados de acordo com a dimensao do grupo de isometria, que pode ser 3, 4, ou 6. No caso da
dimensdo ser 6, a variedade é uma forma espacial, ou seja, o espaco Euclidiano R?, a esfera tri-
dimensional S? ou o espaco hiperbolico tridimensional H3. Se a dimensdo do grupo de isometria
for 3, a variedade possui a geometria do grupo de Lie Sol;. Quando a dimensao é 4, a variedade
corresponde a uma familia 2—parametros, k, 7 € R3, Kk —472 # 0, na qual denotamos por E(x, 7).

Estas variedades correspondem ao espaco produto M?(x) x R quando x # 0,7 = 0 onde M?
é uma variedade simplesmente conexa de curvatura constante x. Quando 7 # 0, temos o espago
Heisenberg Nils se kK = 0, o0 espago de recobrimento universal do grupo linear especial Pgl;(/R)
quando x < 0 e a esfera de Berger S3(k,T) quando x > 0.

Um fato importante dos espagos E(k,7) é que eles sdo uma submersdo Riemanniana sobre
M2 (superficie de curvatura Gaussiana constante) com 7 a curvatura do fibrado, sendo as fibras
trajetorias de um campo de vetores de Killing unitario definido em E(x, 7).

Nesta dissertacao, estudamos a equagao classica de Codazzi a partir de um ponto de vista
abstrato, e a utilizamos como uma ferramenta analitica para obter resultados globais para su-
perficies em diferentes ambientes.

A equacdo Codazzi para uma superficie ¥ imersa no espaco Euclidiano tridimensional R3? &

dada por
VxSY —VySX - S[X,Y] =0, X,Y € X(2).

Aqui V é a conexdo de Levi- Civita da primeira forma fundamental I e S é o operador forma,
definido por II(X,Y) = I(SX,Y), em que II é a segunda forma fundamental do superficie. A
equagao de Codazzi é, juntamente com a equacao de Gauss, uma das condigoes de integrabilidade
para superficies em R3, na qual continuam valendo se substituirmos o espaco ambiente R3 por
S3 ou H3. E notéavel que alguns resultados cruciais da teoria da superficie em R? s6 dependem da
equagao de Codazzi. Este é o caso, por exemplo, do Teorema de Hopf ou Teorema de Liebmann.

Isto sugere a possibilidade de adaptar esses resultados a uma definicao abstrata de pares de
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Codazzi, isto é, pares de formas quadraticas reais (I,1]) em uma superficie que satisfazem a
equagao de Codazzi, onde I é uma métrica Riemanniana, e explorar as possiveis consequéncias
superficie.

Inspirados pelos trabalhos de José Galvez, Antonio Martinez e José Teruel em [21] e [20],
estudaremos pares de Codazzi em superficies e seus invariantes associados, tais como as curva-
turas principais, a curvatura média, a curvatura extrinseca e a diferencial de Hopf. Veremos a
partir destes trabalhos que a teoria de pares de Codazzi é uma ferramenta vantajosa, uma vez
que, a partir de um resultado abstrato para pares de Codazzi em superficies, serdo apresentados
resultados tipos Milnor e Efimov para superficies em H? e S3.

Apresentaremos também, no decorrer do trabalho, dois lemas de T. Klotz Milnor [25], de
suma, importancia, que relacionam os conceitos de pares de Codazzi com curvatura extrinseca
constante positiva ou curvatura média constante e a diferencial de Hopf holomorfa.

Veremos que diferentemente do que ocorre quando X é imersa isometricamente em uma forma,
espacial tridimensional, equacao de Codazzi nao é suficiente para garantir que a usual diferencial
de Hopf é holomorfa sobre superficie no espago homogéneo E(k,7). No entanto, J.A.Aledo,
J.M. Espinar e J.A.Galvez, (ver |5]), obtiveram um novo par Codazzi geométrico (A, II) sobre
superficie em M? x R tal que a (2,0)—parte de I com respeito a estrutura conforme dada pela
primeira forma fundamental A é holomorfa.

Para superficies nos espagos produto, utilizaremos a técnica de pares de Codazzi para estudar
superficies de curvatura Gaussiana constante, seguindo os resultados de Aledo, Espinar e Galvez
em [5] e [6]. Caracterizaremos as condigoes de integrabilidade para superficies de curvatura
Gaussiana constante e, uma vez estabelecidas, definiremos um novo par fundamental na superficie
em termos da primeira, segunda formas fundamentais e da funcao altura. Vamos provar que tal
par fundamental é um par de Codazzi de curvatura extrinseca constante quando a superficie tem
curvatura Gaussiana constante.

Veremos que esse par de Codazzi é fundamental para obter um Teorema do tipo Liebmann
para superficies completas de curvatura Gaussiana constante K > 0 em H? x R ou K > 1 em
S? x R, caracterizando-as, como as esferas rotacionalmente simétricas de curvatura Gaussiana
constante.

Para os espacos E(k, 7), ressaltamos que apesar da existéncia de uma diferencial quadratica
holomorfa sobre superficie em E(k,7), 7 # 0, nao existia par de Codazzi em superficies de
curvatura média constante imersas nesses espacgos. Inspirados pelos estudos de Espinar e Trejos,
em [15], veremos que a diferencial Abresch-Rosenberg tem uma interpretagao em termos de um
par de Codazzi definido em H —superficies neste espago quando 7 # 0.

Organizamos o trabalho em cinco capitulos, como segue.

No capitulo 1, fixaremos as notacoes, defini¢oes e resultados fundamentais que serdo utilizadas
no decorrer do texto. Definimos par fundamental de uma superficie, bem como as curvaturas
médias e extrinseca em relacdo a parametrizagoes locais e isotérmicas. Veremos o tensor de
Codazzi associado a um par fundamental (I,17). Este por sua vez, juntamente com a teoria

de imersoes isométricas, serd uma ferramenta de grande importancia para definirmos pares de



Introducao 3

Codazzi em uma superficie. Veremos a relagao entre pontos umbilicos e a diferencial de Hopf.
Uma outra ferramenta bastante utilizada, serd analise complexa, na qual nos auxiliard na teoria,
de superficie de Riemann e formas quadraticas holomorfas.

O capitulo 2 é dedicado ao estudo dos trabalhos [21] e [20]. Instigado pelos trabalhos de Hil-
bert, apresentaremos inicialmente o Teorema de Efimov, no qual nos diz que nenhuma superficie
pode ser imersa no espaco Euclidiano tridimensional, tal que na métrica induzida, seja completa
e tenha curvatura Gaussiana K < const < 0. Veremos também que apesar dos progressos signifi-
cativos na compreensdo das superficies com curvatura negativa, questoes importantes sugeridas
pelo Teorema de Hilbert permanecem sem resposta até hoje. Entre os problemas abertos men-
cionaremos a Conjectura de Jonh Milnor. Estudaremos a seguinte solu¢ao parcial da conjectura
de Milnor, obtida por Smyth e Xavier (ver [20], [29]):

P+ Y — R uma superficie imersa isometricamente de curvatura néio positiva. Se

uma das suas funcées curvaturas principais k? satisfaz k:ZQ > const > 0, entao Y(X) é

um cilindro generalizado em R3.

Veremos uma consequéncia interessante deste resultado para superficies completas com cur-
vatura de Gauss nao-positiva em R?, com curvatura média limitada a partir de zero. O teorema
acima propOe uma solucao parcial para a conjectura de Milnor, no caso K < 0. Apresenta-
remos a demonstracdo deste teorema usando resultados do espaco Euclidiano, como o teorema
Sacksteder. Além disso, apresentaremos suas extensao para as formas espaciais nao-Euclidianas,
utilizando para isso o teorema de Huber e a teoria de pares de Codazzi. Na verdade, mostraremos

que:

I3

Nenhuma superficie pode ser imersa em H? (resp. S3) se é completa na métrica Ri-
emanniana induzida, com curvatura Gaussiana K < —1 (resp. K < const < 0) e
uma de suas curvatura principais k; satisfazendo /{ZQ > e >0, para alguma constante €

positiva.

Sobre a geometria das superficies com fins de curvatura nao-positiva em formas espaciais

nao-Euclidiana provaremos:

Considere uma imersio completa em H> (resp. S®) que fora de um subconjunto com-

pacto satisfaca:
e a curvatura Gauss K < —1 (resp. K < const <0) e
° kf >e>0,e€eR onde k; é uma de suas curvatura principais.

Entdo, o imersao tem curvatura total finita e, em particular, tem topologia finita e drea
finita.

No capitulo 3, apresentaremos algumas definicies e resultados sobre os espacos S? x R e
H? xR. Calcularemos as equacdes de compatibilidade e apresentaremos as superficies de revolucao

completas de curvatura constante em S? x R e H? x R. Baseados em [5], provaremos que,
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para superficies de curvatura constante existe um par de Codazzi relacionado & sua métrica
induzida, segunda forma fundamental e funcao altura. A partir deste novo par, apresentaremos
um Teorema do tipo Liebmann para superficies completas de curvatura Gaussiana constante em
H? xR e S? x R cuja demonstracio é baseada na versdo abstrata do Teorema de Liebmann e nos
resultados dados por Aledo, Espinar e Gélvez em [6] e Espinar [14]|. Além disso, este par tem
curvatura extrinseca constante, o que nos da a existéncia de uma forma quadratica holomorfa
para superficies de curvatura constante positiva em H? x R e curvatura constante maior que um
em S? xR. Esse fato, como ocorre para superficies de curvatura média constante [1], é a chave para
obter a caracterizacdo das superficies completas de curvatura constante. Assim, obteremos um
Teorema do tipo de Liebmann, ou seja, provaremos que existe uma tnica superficie completa de
curvatura constante em H? x R e uma tnica superficie completa de curvatura constante positiva
maior que 1 em S? x R, a menos de isometrias do espaco ambiente. Estas superficies completas
sdo precisamente as superficies de revolucao.

O capitulo 4, dedicaremos ao estudo do artigo [15]. Interpretaremos o par de Codazzi da
diferencial Abresch-Rosenberg e suas propriedades geométricas. Discutiremos o caso conhecido
da H —superficie em um espaco produto M? x R. Depois, obteremos um par Codazzi geomé-
trico associado a diferencial Abresch-Rosenberg sobre qualquer H —superficie imersa em E(k, 7)
quando 7 # 0. Finalizaremos o capitulo com algumas defini¢oes e resultados de classificagao
para H —superficies em E(k, 7).

No capitulo 5, encontra-se a conclusao do nosso trabalho, na qual apresentaremos um breve

resumo dos resultados obtidos.



Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo introduziremos os conceitos bésicos utilizados no restante do trabalho. Defini-
remos um par fundamental de formas quadraticas em uma superficie, inspirados pelas primeira
e segunda formas quadraticas de uma superficie em R3. Discutiremos as representacoes de um
par fundamental com respeito a sistemas de coordenadas na superficie, em particular, pardme-
tros isotérmicos, assim como as representacoes da complexificacdo de tais pares em relacao aos
parametros complexos associados. Definiremos as curvaturas média e Gaussiana de um par fun-
damental e obtemos suas expressoes em termos de pardmetros locais. Discutiremos a nocao de
ponto umbilico de um par fundamental e sua relacdo com a diferencial de Hopf do par.

Baseado em [4] e [14], comegaremos listando varios conceitos basicos e resultados que usaremos
no decorrer do trabalho. Iremos supor que a diferenciabilidade é sempre C*° e denotaremos por
¥ uma superficie orientada. Detalhes adicionais podem ser encontrados em [9], [8], [19], [22], [24]
e [27].

1.1 Conjunto de Pares Fundamentais

Definicao 1.1.1. Sejam Q(X) o conjunto de formas bilineares simétricas sobre X, que iden-
tificaremos como sua forma quadrdtica associada e R(X) o conjunto que define wma métrica
Riemanniana. A um par (I,1I) tal que (I,11) € R(X) x Q(X¥) = P(X) chamaremos par fun-

damental sobre X. Todo conjunto P(X) chamaremos conjunto dos pares fundamentais.

Existe uma correspondéncia bijetiva entre Q(X) e o conjunto S(X, (,)) de endomorfismo

autoadjunto de X(X), com respeito & métrica (,) = I fixada, isto é,
S(E,() ={5: X(X) — X(2); (SX,Y) = (X,5Y), VX, Y € X(2)}.
Assim, associada a S € S(X, (,)) podemos definir uma forma quadratica, Ilg, por

IIs = (SX)Y), X,Y € X(%),
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e dada I € Q(X), podemos definir S € S(%, (,)) por
II(X,Y)=(SX,Y), X,)Y € X(2),
S a qual chamamos operador forma.

Portanto, se fixarmos (,) € R(X), podemos considerar endomorfismo autoadjunto ou forma
quadratica para definir um par fundamental usando a identificacao entre Q(3) e S(X, (,)). Entao,
um par fundamental sobre ¥ é equivalente a considerar uma métrica Riemanniana (,) em ¥ e

um endomorfismo autoadjunto (com respeito a (,)) de X(X%).
Usaremos a notacao distinta em cada caso:
e Para formas quadraticas usaremos (I, I]);
e Para endomorfismo autoadjunto, a notacao sera ((,),S).
Dado um par fundamental (I, 1) € P(X), podemos definir a curvatura média H, a curvatura
extrinseca K (I,11) = K e as curvaturas principais k;, i = 1,2, de (I, IT) como a metade do trago,

o determinante e os valores proprios do endomorfismo S, respectivamente. Definimos também a

curvatura assimétrica de (I,11) por

(k1 — k‘2)2.

q=q(I,II)=H? - K(I,II) = I

Defini¢ao 1.1.2. Diremos que o par fundamental (I,1I) = ((,),S) é umbilico em p € ¥ (ou
p € ¥ € ponto umbilico do par (I,1I), se 11 € proporcional o I em p, isto €, II = ol em p,

para algum o real.

1.2 Equacoes Fundamentais

E conveniente continuar escrevendo parte do que vimos em um sistema, de coordenadas locais.

Sejam (z,y) parametros locais em torno de U de X, (I,I1) € P(X) escrevemos

I = Eda®+2Fdxdy + Gdy? (1.1)
IT = eds® +2fdxdy + gdy?,

onde E,F,G,e, f,g € C®(U). Entao, as curvaturas média, extrinseca e principais podem ser

definidas em termos dos coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais.
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Proposicao 1.2.1. Sejam (U, = (z,y)) uma parametrizacao local em ¥ e (I,11) € P(X) tal

que

I = FEdaz? +2Fdzdy + Gdy?
II = edz® + 2fdzdy + gdy®.

Entao, a curvatura média e a curvatura extrinseca sao dadas por

B _ Eg+Ge—-2Ff
H =H(III) = NEC T
B _ eg—f?
K =K(LID= £i—"0.

Além disso, as curvaturas principais de (I,I1) sao

kk = H++VH?-K

khb = H—+VH?-K

Demonstragao. Ver [§]. O

Como (X, g) é uma superficie munida de uma métrica g, entdo existe uma tnica conexao V
afim sobre X, a saber, a conexdo de Levi-Civita de I.
Denotaremos por {0;,0y} os campos coordenados associados & parametrizacao. Entao as
funcoes Ffj definidas em U por
Vo,0: = T110: + 13,0,

Vo,0y = 50 +T1,0,
Vo, 0y = T30z + 3,0,

sao os coeficientes da conexdo V em U associada aos parametros (z,y), chamados simbolos de

Christoffel associados & métrica I e sao dados por

I 2(EGl—F?) (GE, — 2FF, + FE,)

2, = _2(EGl—F2) (EE, — 2EF, + FE,)

h = spe—pm (OB - FG) (1.2)
h = e —p (G-~ FE)

ry, = 2(EG1_F2) (GG, — 2GF, + FG,)

ra, = __ (EG, —2FF, + FG,).

2(EG — F?)
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Por outro lado, um elemento de grande importancia associado & conexdo V é o tensor de

curvatura R dado por:
R(X,Y)Z:VyVXZ—VvaZ—i-V[Xy]Z, XY, Z € X(%),
que mede o quanto deixa a métrica de ser plana, isto é, tem curvatura zero.

Associada ao tensor de curvatura R estd a curvatura seccional de I, que é dada por

(R(Xp, Yp) Xy, Yp)

K0 =5 r, P

Vpes,

onde X, Y, € T),S sao linearmente independentes e

1%, % Yol = /11X B2 = (X, ¥p)2.

Notemos que a definicdo de K(I) ndo depende dos vetores escolhidos, e sim dos pontos onde
estamos trabalhando. Referimos a K (I) como a curvatura intrinseca ou curvatura de Gauss,

quando estivermos trabalhando com superficies.

Proposicao 1.2.2 (Ver |9]). Seja M uma variedade Riemanniana completa com curvatura sec-
cional constante K (1,0,—1). Entio M ¢ isométrica a M /T, onde M é S™ (se K = 1), R"
(se K =0) ou H" (se K = —1), I" é um subgrupo do grupo das isometrias de M que opera
de modo propriamente descontinuo em M, e a métrica de M/F € a induzida pelo recobrimento
M — M/F

1.3 Tensor de Codazzi

Defini¢ao 1.3.1. Dado ((,),S) € P(X), o tensor de Codazzi associado a S é a aplicagio
Tg:X(X) x X(X) — X(X) dada por

Ts(X,Y)=VxSY —VySX - S[X,Y]; X, Y € X(2).
Vejamos algumas propriedades do Tensor de Codazzi que seguem diretamente da defini¢ao.
Proposicao 1.3.1. Seja (,) € R(X). Entao:
1. Tg € antissimétrico;

2. Ts € multilinear em C*>(X), isto €,

Ts(iX1+ f2X2) = [Ts(X1,Y)+ foaTs(X2,Y)
Ts(X, iYi+ foY2) = f[Ts(X, Y1)+ f2Ts(X,Y?)

X, X1,X2, Y, 11, Y5 € }:(2) e f1, fo € C*.



1.3 Tensor de Codazzi

3. Dados campos de vetores X,Y € X(X) e f € C®(X), temos

Tys(X.Y) = fT5(X,Y) + X()SY — Y (f)SX.

Demonstragiao. 1. Sejam X,Y € X(X). Como [X,Y] = —[Y, X], entao

Tg(X,Y) = VxSY —VySX — S[X,Y]
= —(VySX — VxSY + S[X,Y])
= —(VySX — VxSY — S[Y, X])
= Ts(Y, X).

2. Sejam X1, Xo,Y € X(X) e f1, fo € C*°. Temos que

Ts(f1 X1+ foX2,Y) = Vx4 x5 — VyS(fiX1 + foX2) = S [fiX1 + foXo,Y].

Mas
vf1X1+f2X2 = f1VX1SY + fZVXz‘S’K
VyS(fiX1+ foXo) = Vy(fiSXi+ f25X>)
= fiVySXi+ Y(fl)SXl + foVySXs + Y(fQ)SXQ,
e
S[hXo+ foXo,Y] = S[fiX1,Y]+ S5[foX2,Y]
= S(fi[X1,Y] =Y (f1)X1) +S(f2[X2, Y] = Y (f2)X2)
= fiS[X,Y] =Y (f1)SX1 + foS[X2,Y] =Y (f2)SXo.
Logo,

Ts(fiX1+ foX2,Y) = fiTs(X1,Y) + foTs(Xa,Y).

De forma analoga, obtemos

Ts(X, iY1 + foY2) = fiTs(X, Y1) + foTs(X, Y3).
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3. Sejam XY € X(X) e f € C**(X), entao

Tis(X,Y) = VxfSY —VyfSX — fS[X,Y]
= fVXSY + X(f)SY — fVySX — Y (f)SX — fS[X,Y]
= f(VxSY —VySX — S[X,Y]) + X(f)SY — Y (f)SX
= JT.

O

Sera util escrevermos a equagao anterior numa vizinhanca coordenada. Dados (z,y) para-
metros locais sobre U € ¥ e usando as propriedades vistas do Tensor de Codazzi, é suficiente

conhecer como Tg atua sobre os campos fundamentais {0, 0y }.

Proposicao 1.3.2. Dado (I,1I) = ((,),S) € P(X), seja (z,y) uma parametrizagdo local em
U C X tal que I e I sao escritas como (1.1). Entdao

(T's(Ox, (3y), Or) = fo— ey + efb - gF%l + f(F%2 - F%l)
(T5(02,0y),0y) = ga— fy+elog — glTy + f(I35 — T'ly)

Demonstragao. Se ({,),S) € P(X), entao de (1.1)

(T5(02,0y),0:) = (Vo,50y —Vp,50:,0z)
= 0:(50y,0:) — (50y,V,0z)
—0y(S0z, 0z) + (S0z,V,0y)
= fo— (80,110, +T7,9,) — ¢,
+(S0z, T150: + T150,)
= fo—ey+eliy— gl + f(T, —T1y).

Analogamente,
(Ts(0x,0y),0y) = gu — fy + el3y — gTTy + f(T35 — T'1y).
O

A multilinearidade de T(X,Y’) nos permite estender o Tensor de Codazzi a funcoes diferen-
cidveis do seguinte modo: tomemos f € C*°(X) e consideremos S = fId € S(%,(,)). Entao,
como V é livre de tor¢ao e Trg = 0, temos que T¢(X,Y) = X(f)Y —=Y(f)X = [X,Y](f).

A motivagao da definicdo deste Tensor surge da teoria de superficies em espagcos tridimensio-

nais. Neste caso, se ¥ C R?, sabemos que o operador de Weingarten desta superficie verifica a
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equagao de Codazzi, isto é
VxSY —VySX - S[X,Y] =0, X, Y e X(2),
ou equivalentemente, pela definicdo anterior,
Ts(X,Y) =0, X,Y € X(2),

o que implica, pela Proposicao 1.3.2, as equacoes usuais de Codazzi-Mainardi.

1.4 Imersoes Isométricas

Esta secao foi baseada no Capitulo VI de [9].

Definicao 1.4.1. Dada uma imersao isométrica f : M"™ — Mner, para cada p € M, o produto
interno em T,M decompde este espago na soma direta T,M = T,M & (T,M)*, onde (T,M)=*, é o
complemento ortogonal de T,M em T,M. Logo, se v € T,M, podemos escrever v = vl + vt em
que v1 € T,M € chamada componente tangencial de v e vt e T,,MJ- € chamada a componente

normal de v.

Proposicao 1.4.1. Seja V a conexio Riemanniana de M. Se X,Y € X(M), entio VxY =
(ﬁy?)l-, onde X,Y sdo quaisquer extensoes locais de X, Y a M, define a conexdo Riemanniana

associada o métrica induzida de M.

1.4.1 Segunda Forma Fundamental

Nesta secao compararemos a conexao Riemanniana de M com a conexao Riemanniana de M

através da segunda forma fundamental. Se X,Y € X, entdo

de modo que

é um campo local em M normal a M.

Definigao 1.4.2. A segunda forma fundamental de M ¢é a aplicacio B : X(M) x X(M) —
N (M) definida por B(X,Y) = (VY)L, onde X, Y sdo estensdes locais de X,Y a M.

Proposicao 1.4.2. A Sequnda Forma Fundamental estd bem definida, € bilinear e simétrica.

Como B é bilinear, concluimos, exprimindo B em um sistema de coordenadas, que o valor
B(X,Y)(p) depende apenas de X (p) e Y(p).
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Agora podemos definir a Segunda Forma Fundamental segundo o vetor normal n € (T,M )t
Seja p € M. Definimos a aplicacao H,, : T,M x T,M —; R dada por

Hy(x,y) = (B(x,y),n),
x,y € T,M.
Definicao 1.4.3. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por
I, (x) = Hy(x,x)
é chamada Segunda Forma Fundamental de f em p, sequndo o vetor normal 7.

Note que pela proposi¢ao anterior, I, ¢ bilinear e simétrica. A aplicacdo bilinear 11, estd

associada & uma aplicacdo linear autoadjunta S, : T,M — T,,M dada por

<S77('r)>y>H7]($7y) = <B(x,y), 77>

Proposicao 1.4.3. Sejam p € M, x € T,M e n € (T,)*. Seja N uma extensio local de n
normal a M. Entio S,(z) = —(V,N)T.

1.4.2 Equagoes Fundamentais

Dada uma imersao isométrica f : M"™ — Mn+m, temos, em cada p € M, a decomposicao
T,M = T,M & (T,M)*, que varia diferenciavelmente com p. Isto significa que, localmente, a
parte do fibrado tangente T'M, que se projeta sobre M, se decompde em um fibrado tangente
TM e em um fibrado normal TM=*.

Dados X e 7, sabemos que (Vxn)?T = —S,(X). Agora estudaremos o componente normal de

V xn, que serd chamada a conexdo normal V+ da imersiao. Notemos que
Vxn = (Vxn) =Vxn - (Vxn)" = Vxn+ 5,(X).

Verificamos facilmente que a conexio normal V= possui as propriedades usuais de uma cone-

x&0, isto é, é linear em X, aditiva em 7, €
1L _ ol
Vx(fn) = fVxn+X(f)n,

f € D(M).
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De maneira analoga ao caso do fibrado tangente, introduzimos a partir de V+ uma nocao de

curvatura no fibrado normal que é chamada curvatura normal R da imersio e definida por
R(X,Y)n = VyVxn = VxVyn+ Vix v

Proposicao 1.4.4 (Equacio de Weingarten). Sejam X,Y € X(M) e N € (T,M)*. Entio, em
M wvale (VN,Y)=—(N,B(X,Y)), onde X,Y,N sdo quaisquer extensées locais de X,Y,N a
M.

Demonstragio. Como (N,Y)=0em M e X ¢ tangente a M, temos

Mas em M,

-

E

=
I

Proposigao 1.4.5 (Equacao de Gauss). Para todo X,Y,Z, W € T,M wvale

R(X,Y,Z,T)=R(X,Y,Z,T)+ (B(X,T),B(Y,Z)) — (B(Y,T),B(X, Z)).

Demonstrag¢do. Observe que

VxY =VxY + B(X,Y)

vX77 = V)L(U - Sn(X)-

Entao

R(X,Y)Z = VyVxZ—-VxVyZ+VixyZ

= Vw(VxZ+B(X,2))-Vx(VyZ+ B(Y, 2))
+VixyZ + B([X,Y], Z)

= VyVxZ+B(Y,VxZ)+VyB(X,Y) - Spx )Y
~VxVyZ+ B(X,VyZ) —VxB(Y,Z) + Spiy.n X
+Vix.2Z + B(X,Y],2)

= R(X,Y)Z+B(Y,VxZ)+VyB(X,Y) - Spx.2)Y
—B(X,VyZ)—VxB(Y,Z) + Spy.nX + B([X,Y], 2).
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Fazendo o produto interno da ultima expressao com T, obtemos:
(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) = (Spx,2)Y:T) + (Spv,2) X, T).
Como (Sy(z),y) = (B(z,y),n), temos

(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) — (B(Y,T), B(X, Z)) + (B(X,T), B(Y, Z)).

O
Corolario 1.4.1. Sepc M e X,Y € T,M sdo vetores ortonormasis, vale
K(X,)Y) - K(X,Y) = (B(X,Y), B(X,Y)) - [B(X,Y)[.
Proposicao 1.4.6 (Equagao de Ricci).
(R(X,Y)n,€) = (RH(X,Y)1,€) + (95(5¢X),Y) = (Se(5,X),Y).
Demonstragao.
R(X,Y)n=VyVxn—VxVyn+Vixypm
= Vy (Vxn = 8y(X)) = Vx (Vi = Sy (Y)) + Vi yn = Sp([X, V)
— V$Vkn - Sgi,Y — VySy(X) = B(Y.S,(X)) — V&V + Sgu, X
+Vx 5, (Y) + B(X, S (Y)) + v[lX,YW — Sy([X,Y])
— R(X,Y)n - B(X,5,(Y)) = B(Y, $,(X)) = Sg.,Y — VyS,(X)
+SV¢77X + VxS, (Y) -85, [X,Y].
Fazendo o produto interno com &
<E(X7 Y)na £> = <RL(X> Y)ﬁ, £> + <B(X7 Sﬂ(y)a €> - <B(Yv SW(X)7 £>
= (RYX,Y)0,8) + (55(X), 85(Y)) = (Sy(Y), 5,(X)).
O

Agora vamos obter a equagio de Codazzi. Sejam X(M)* o conjunto de campos normais e
B:X(M) x X(M) x X(M)*+ — D(M) tal que

B(XaYﬂ?) = <B(X7Y)777>'

Definamos
(VxB)(Y,Z)=Vx(B(Y,Z)) - B(VxY,Z) — B(Y,VxZ),

onde VB(Y,Z) € X(M)* e X € TM.



1.4 Imersoes Isométricas 15

Proposicao 1.4.7 (Equagao de Codazzi). Com a notagao acima
(R(X,Y)Z,n) = (VyB)(X, Z,n) — (VxB)(Y, Z,n)
Demonstragao.

(R(X,Y)Z,n) =(VyVxZ —VxVyZ+Vxy|Zn)

= (Vy(VxZ + B(X,Z2)) = Vx(VyZ + B(Y, 2))

+V[X,y}Z+B([X, Y], Z),n)

=(B(Y,VxZ)—-B(X,VyZ)+ VyB(X,Y)—-VxB(Y, Z)

+B(VxY —VyX,Z),n)

=(VyB(X,Z) - B(VyX,Z)— B(X,VyZ) —

(VxB(Y,Z) - B(VxY,Z) - B(Y,VxZ)),n)
(VyB)(X,Y),n) — (VxB)(Y, Z),n)

= (VyB)(X, Z,n) — (VxB)(Y, Z,n).

O

Observacao 1.4.1. Se o espaco ambiente M tem curvatura constante, a equagio de Codazzi se
reduz a:
(VyB)(X, Z,n) = (VxB)(Y, Z,n).

1.4.3 Hipersuperficies

.~ . ~ . ~ P . —n+k . p
Definigcdo 1.4.4. Se a codimensio da imersio isométrica i : M™ — M~ € 1, isto é, K =1,

dizemos que M ¢ uma Hipersuperficie.

Tomando dois vetores z,y ortonormais vimos, em decorréncia da equacao de Gauss, que
K(z,y) — K(z,y) = (B(z, ), B(y,y)) — | B(z,y)*. (1.3)

Para o caso de hipersuperficie, a equacao acima admite uma forma mais simples.

Quando M é uma hipersuperficie, existem apenas duas escolhas para o vetor unitario normal.
Se M e M sao ambas orientéveis e escolhemos orientacdo para M e M, entdo temos uma escolha
Unica para o vetor unitario normal: se {ey,...,e,} € uma base ortonormal orientada de T,,M, es-
colhemos 7 de tal forma que {ey, ..., e,, 1} ¢ uma base ortonormal orientada de T, M. Isso produz
um campo vetorial normal diferencidvel em M. Esta escolha fixa a segunda forma fundamental e
podemos nos referir, simplesmente, a segunda forma fundamental H, de M e ao operador forma

S, de M. Como S é autoadjunto, existe uma base ortonormal orientada {ei,...,e,} de T,M
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formada por autovetores, isto é, Sy,(e;) = Aie;, onde e; s@o as diregoes principais e os A\; = k;

curvaturas principais.

Proposicao 1.4.8. Se M ¢é uma hipersuperficie,
K(ei,ej) — K(ei e5) = Ni);.

Demonstragdo. Sejam p € M e n € (T,M)*, |n| = 1. Seja {e1, ...,e,} uma base ortonormal de

T,M, para a qual S, é diagonal, isto é, Sy(e;) = Aje;, onde A; sdo os valores proprios de Sy.

Note que
Blei, e;) = Hy(ei, e5)n = (Sy(ei), 5)n = Aidijn.
Portanto (1.3) se escreve
K(eiv ej) - F(eia ej) = )‘Z)‘J
O

Definicao 1.4.5. Se M ¢é uma hipersuperficie, definimos a curvatura de Gauss-Kronecker
kl + ...+ kn

1
de M por K = det S, = k1-...-k, e a curvatura média de M por H = —trS, =
n n

Teorema 1.4.1 (Egregium de Gauss). Se M? é uma hipersuperficie em R3, entdo para qualquer
p € M e para quaisquer vetores linearmente independentes X,Y de T,M, K(p) = K(X,Y).

Portanto, a curvatura de Gauss é um invariante isométrico de (M, g).

Proposicao 1.4.9. Seja f : M — M wma imersio isométrica de codimensdo igual a 1. Sejam
X,Y,Z campos tangentes e n um campo normal unitdrio a M. Entao as seguintes equagdes se

verificam:

1) Equagdo de Gauss

R(X,Y)Z —R(X,Y)Z = (SX, Z)SY — (SY, Z)SX

2) Equagao de Codazzi

R(X,Y)N =VxSY — VySX — S([X,Y]).
Quando M tem curvatura seccional constante, a equacao acima se reduz o

Vx(5Y) = Vy(5X) = S([X,Y]),

Demonstragio. Primeiramente mostraremos a equacio de Codazzi. Observe que Vxn = (Vxn)T+
(Vxn)V = —5,(X) + Vxn, isto &, Vi1 = Vxn+5,(X). Seja n(q) € (TM)* tal que (n,n) = 1.
Entao X (n,n) = 0. Se X € TM, segue que (Vxn,n) = 0, dai temos Vxn € TM. Consequente-
mente V)L(n =0.
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Sabemos que se o espago ambiente M tem curvatura constante, a equagao de Codazzi se reduz

(vYB)(Xv Zﬂ?) = (ﬁXB)(Yv ZJI)-

Mas note que

(VxB)(Y.Z,n) = XB(Y,Zn) - B(VxY,Zn) - B(Y,VxZ,n)
= X(B(Y,Z),n) - (B(VxY,Z),n) — (B(Y,VxZ),n)
= X(5Y.Z) = (5y(VxY), Z) = (5,Y.Vx Z)
= (Vx(5Y),Z) — (Sy(VxY), Z).

De maneira analoga,
(Vy B)(X, Z.n) = (Vy(5,X), Z) — (S,(Vy X), 2).
Logo, Vx(5,Y) —S,(VxY) — Vy(S,Y) + S, (VyX) =0, isto &,
Vx(S,Y) — Vy(S,X) - S,([X,Y]) =0.
Mostraremos R(X,Y)N = VxS(Y) — VyS(X) — S([X,Y]).
Temos que

R(X,Y)n = VyVxn—VxVyn+Vixym
= Vy(Vxn—5,X) = Vx(Vyn = 8,Y) + Vigyym — Sp([X, Y])
= vX(SnY) - ﬁY(SnX) — Sy([X, Y]). (1.4)

Notemos que

<vaY—§ySX,N> = <vaY,N>—<ﬁySX,N>
= X(SY,N)—(SY,VxN)—-Y(SX,N)+ (SX,VyN).

Como

(SY,N) = (SX,N)=0
(SY,VxN) = (SY,-$,X)
(SX,VyN) = (SX,-S,Y),
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temos

(VxSY —VySX,N) = —(SY,—SX)+ (SX,—SY)
= (SY,5X) — (SX,SY)
S

Isto ¢, o campo VxSY — Vy SX é um campo tangente a M. Logo, podemos trocar VxSY —
VySX por VxSY — VySX na equacgao (1.4), obtendo

R(X,Y)n = VxS(Y) = VySy(X) — Sy ([X,Y])

Vejamos agora como fica a equagao de Gauss.

Sejam X,Y,Z, T € X(M) e Ne X(M)* um campo normal unitério. Se a codimensdo for igual

a 1, entao
B(X,T) = AN,
donde
A= (B(X,T),N)=(SX,T).
Logo

B(X,T) = (SX,T)N.
Segue daf que a equacio de Gauss pode ser reescrita como
(R(X,Y)Z — R(X,Y)Z,T) = ((SY,T)N, (SX, Z)N) — ({(SX,T)N, (SY, Z)N),
isto é,
(R(X,Y)Z - R(X,Y)Z,T) = ((SX, Z)SY — (SY, Z)SX, T).

Note que a igualdade anterior ¢ vélida para qualquer T € X(M) e, em particular, substituindo
T por N, obtemos

ou seja R(X,Y)Z — R(X,Y)Z € X(M). Portanto,

R(X,Y)Z - R(X,Y)Z = (SX, Z)SY — (5Y, Z)SX.
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1.5 Pares de Codazzi

Nesta secao vamos estudar uma classe especial de pares fundamentais em uma superficie 3,

chamado pares de Codazzi.

Definigao 1.5.1. Dizemos que um par fundamental ({,),S) em ¥ é um par de Codazzi se
Ts(X,Y) =0, X,Y € X(%)
e S € dito Codazzi com respeito a (,).

Equivalentemente, (I,11) € P(X) é um par de Codazzi se, para qualquer parametrizac¢ao local

(2, ), onde

I = Ed«?+2Fdxdy + Gdy?
II = eda?® + 2fdxdy + gdy?,

o par (I,I1) satisfaz as equagoes de Codazzi para superficies em um espago tridimensional. Isto

€

ey — fo—elly— fTT +T1) + 9%, =0
fy— 9o — €T3y — f(T3,+Ty) + 9l =0,

onde Ffj s@o os simbolos de Christoffel para a métrica Riemanniana I com relagdo & conexdo

Riemanniana de 1. Estas equagoes sao conhecidas como as equagoes de Codazzi.

Observacao 1.5.1. Se M? C M tal que M tem curvatura constante, entdo (I,1I) ¢ um par
de Codazzi. De fato, como M tem curvatura constante, entio seque do item (2) da Proposicdo
1.4.9 que

Vx(SY) - Vy(SX) = S(X,Y)),

ou seja,

Tg(X,Y) = VxSY — VySX — S[X,Y] = 0; X,Y € x(M).

De um modo geral, se uma superficie é imersa em uma forma espacial n-dimensional (semi-
Riemanniana) e possui um campo normal n, unitdrio e paralelo, entGo a métrica induzida e sua
sequnda forma fundamental associada com 1 constituem um par de Codazzi, isto é, se M? C M"
com V+n =0, entio (I,11,) é par de Codazzi.

O conjunto de pares de Codazzi, denotado por C(X), é o subconjunto de P(X) composto
pelos pares fundamentais cujo operador de forma associado é Codazzi. Assim, podemos pensar
no tensor Codazzi como um tensor que mede o quao longe é um par fundamental de ser um par

Codazzi.



1.5 Pares de Codazzi 20

Antes de passarmos para o proximo resultado, lembremos das superficies paralelas em R3.

Definicao 1.5.2. Seja X : U — R3 wma superficie parametrizada reqular. Entio uma superfi-

cie paralela a X o uma distancia a € uma superficie parametrizada
Y (u,v) = X (u,v) + aN(u,v),

onde N € a normal de Gauss.
Observacao 1.5.2 (Ver [8]). Considerando uma superficie paralela Y = X + aN, temos:

(i) As curvaturas principais de 'Y sao dadas por

— k;
k;i = ;
1— ak:@-

para i = 1,2, onde k1 e ko sdo as curvaturas principais de X.

(i1) A curvatura Gaussiana K e a curvatura Média H de Y sdo dadas por

K i H—-Ka

K= e ;
1—2aH + a’K 1—2aH + a’K

onde K ¢ H sio as curvaturas Gaussiana e Média de X, respectivamente.

Observacgao 1.5.3. Considere o par fundamental (I,11). Definimos a terceira forma fundamen-
tal por I11(X,Y) = (SX,SY), para todo X,Y € X(X), onde S é o operador forma de 3.

Inspirado na teoria de superficies paralelas, a proposicao a seguir serd importante para demons-
trar o resultado principal do préximo capitulo para pares de Codazzi em superficies completas

com curvatura nao-positiva.

Proposicao 1.5.1. Sejam (I,1I) um par de Codazzi sobre a superficie ¥ e I11 a terceira forma

fundamental associada. Seja a € R—{0} tal que aky # 1 e aky # 1. Considere a forma quadrdtica
Ay =1 —2all +d*II1. (1.5)

Entao A, é métrica Riemanniana e sua curvatura é calculada como

K(I)

Ka) = T d = ek

Demonstragao. Considere a terceira forma fundamental 1] associada ao par (I,II). Sejam
(I,IT) € P(X), p € ¥/, sendo ¥’ conjunto formado pelo interior do conjunto de pontos umbilicos e

o conjunto de pontos nao umbilicos e (u, v) parametros locais duplamente ortogonais (F' = f = 0).
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Temos:

I = Edu®+ Gdv?
II = kiEdu®+ kGdv?
IIT = KkEdu®+ k3Gdv®. (1.6)

Considerando uma base ortonormal {e1,ea} de T}, X, tal que py € ¥ é um ponto fixo, temos que

Ay = ( (1= aky)® 0 >
0 (1 — aks)?

Aa(ei, ej) = (1 — aki)2(5i]~, (17)

Entao

o que prova que a forma quadratica A, & positiva definida e, portanto, &€ a métrica Riemanniana

sobre a superficie. Agora note que de (1.6) e (1.7)

Ao = (1 — aky)?Edu® + (1 — aky)>Gdv?.

Denotando
E, = (1-ak)’E
F, = 0
G, = (1-ako)’G, (1.8)

temos os coeficientes da primeira forma fundamental da formula quadratica A,. Usando a equa-

¢ao de Gauss para curvatura em parimetros ortogonais temos

Segue da parametrizacdo duplamente ortogonal que as curvas coordenadas sdo linhas de

curvatura, logo as equacoes de Mainardi-Codazzi assumem a seguinte forma:
E,re g ) Gy < e g )
= (E+G ¢ =3 \g%a)

Por outro lado, e = k1 E e g = koG. Entéo

(k1E)y = % (% + %) (1.10)
(ks Gy = % (% + %) . (1.11)
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€ g

De (1.10), (1.11), k; = ol ko = el temos
E,
(k1)y = ﬁ(lﬁ — k1)
(ka)u = 2y — k) (1.12)
2)u — 2G 1 2)- .

Substituindo (1.8) em (1.9) obtemos

1
" 2(1 — aki)(1 — ako)VEG'
<—2a(k1)vE + (1 — aklEv)> n (—2a(k2)uG — (1 — ak‘zGu))
(1 —ak‘z)\/ﬁ v (1—&]431)\/@ ”

K(Aa) =

Agora substituindo (1.12) na equacdo acima temos que:

B == i aks)2VEG K%) i <¢CJ%G>] '

Portanto,
K(I)

K(Aa) = (1 — aky)(1 — aky)

O

Observacao 1.5.4. Se a € R\ {0} satisfaz ak1 # 1 e aky # 1 em X, entdo de (1.6) e conside-

rando uma superficie paralela Y = X + aN temos a seguinte forma quadrdtica:

Ay = (dY,dY)
= (dX 4+ adN,dX + adN)
= (dX,dX) + 2a(dX,dN) + a*(dN,dN)
= I —2all+a*III.

1.6 Superficie de Riemann e Forma Quadratica Holomorfa

Uma ferramenta que usaremos com grande frequéncia é Analise Complexa. Abordaremos
brevemente como introduzir uma varidvel complexa em uma superficie e o fato que induz em
uma superficie orientdavel uma estrutura de superficie de Riemann. Veremos também forma
quadratica holomorfa e obteremos as representagoes de pares fundamentais em uma superficie

com respeito a um parametro especial: o pardmetro isotérmico.
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De agora em diante, passaremos a identificar o plano complexo C com o plano R?, fazendo
2z =+ iy, onde (z,y) € R? ez € C.
Seja 1) : U C C — C uma fungdo. Podemos escrever ¢ como ¥ (z) = u(z,y) + iv(zx,y), onde

u,v : U — R s80 funcles reais.

Definicao 1.6.1. Suponha que U € aberto em C. Dizemos que v € holomorfa se as funcoes

reais u e v possuem derivadas parciais continuas que satisfazem as equacdes abaizo:

Ou  Ov ou ov

— == e — =
or Oy oy Oz
As equagdes acima sGo conhecidas como as equagoes de Cauchy-Riemann.

Definicao 1.6.2. Uma superficie de Riemann M € uma variedade 2-dimensional, conezxa de
Hausdorff com estrutura diferencidvel {(Uq, Xa)}, tal que {Xo(Uy)} € uma cobertura aberta de
M, onde Xy : Uy, € C — M € um homeomorfismo de um subconjunto aberto do plano complexo

C de modo que s mudanca de pardmetros
fap=X5" o Xg: X5 (Xp(Up) N Xa(Ua)) — X5(Us) N Xa(Ua)

s@o holomorfas sempre que (Xg(Up) N Xo(Uy)) # 0.
Teorema 1.6.1 (Ver [19]). Toda superficie de Riemann é orientdvel.

Definicao 1.6.3. Seja X : U — C um difeomorfismo. Dizemos que X um é bitholomorfismo

ou um difeomorfismo holomorfo se X e X~ sio holomorfas.

Teorema 1.6.2 (Teorema da Uniformizagao de Riemann). O recobrimento universal de qualquer
superficie de Riemann é conformemente equivalente (difeomorfismo holomorfo) ou a um disco

ou ao plano ou & esfera.

Definicdo 1.6.4. Uma forma quadrdtica Q = Fdz?, onde F : U — C € uma funcdo

continua, € dita holomorfa se F' é uma func¢io holomorfa.

Teorema 1.6.3. (Liouville) Seja f : C — C uma funcao inteira (analitica sobre todo C).

Entao € limitada se, e somente se, f € constante.

Teorema 1.6.4. Em uma superficie 3, compacta de género 0, ndo existe diferencial quadrdtica
holomorfa Q € Qc(X), excelo a trivial, isto é, Q = 0.

Demonstragdo. Se Y é uma superficie compacta de género zero, entdo pelo teorema da uni-
formizagao de Riemann, ¥ é conformemente equivalente (difeomorfismo holomorfo) a esfera de
Riemann C U {oo}.
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Considerando as parametrizagoes locais

Y :S*\{N} —C

$:S*\{N} —C

onde ¥ e ¢ s80 as projecdes estereograficas.

Denotaremos por z e w 0s parametros isotérmicos sobre as parametrizagoes locais (S? \ N, )

1
e (S?\ N, ¢) respectivamente. Sabemos que w = —.
z

Com respeito as parametrizacoes locais 1) e ¢ podemos escrever Q(z) = Q(2)dz? e Q(w) =

Q(z)dw?, respectivamente, onde Q(2) e Q(w) sdo formas quadréticas holomorfas.
Na interse¢do C \ {0} temos que

Q(w) = Q(w)dw? = Q (i) (d @)2 -Q (i) 2 = W' Q(w)d:?,

e entao

Assim
lim Q(z) = lim w'Q(w) = 0.Q(0) =0

Z—00 w—0

Logo Q(z) e Q(w) sdo funcdes limitadas e inteiras. Desse modo, pelo Teorema de Liouville

temos Q(z) e Q(w) sdo constante, ou seja, Q(z) = a e Q(w) = b. Entdo a = bw*, para todo

w € C. Segue que b =a = 0. Portanto Q =0

O

A seguir, apresentaremos um resultado que caracteriza as fungdes holomorfas definidas em

uma, superficie de Riemann.

Proposicao 1.6.1. Seja v : M — C uma funcdo. Entdo v € holomorfa se, e somente se,

— =0, para todas parametrizacoes locais de M.

0z
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Demonstra¢ao. Podemos escrever 1) como v (z) = u(z) + iv(z), tais que u,v € C°°(M). Entao

o0 _ 10w, 00
oz~ 2\09z oz
2|0z 0 oy dy
_ 1[ou, 00, 00 oo
= 2|9z 'or 'y oy
_1fou o (o, ou
2|0z Oy or 0Oy
Logo % = 0 é equivalente a
0z
u_ov - Ov_ Ou
oz Oy or Oy
que sao as condigoes de Cauchy-Riemann. O

Definicao 1.6.5. Um dominio U € C ¢é chamado simplesmente conexo se todas curvas fe-

chadas em U pode ser deformada continuamente em um ponto sem sair de U.

Sejam > uma superficies orientavel. Introduzindo uma varidvel complexa z = z+iy e Z = x—1iy

seu conjugado, podemos escrever

Além disso, podemos definir as 1—formas complexas locais dz = dx + idy e dZ = dx — idy que
formam a base dual {0,,05}. Assim trabalharemos indistintamente com um parametro (x,y)

complexo z = x + iy.

Portanto, podemos reescrever o par fundamental (,1]) em ¥ como:

I = pd2*+2)\dz|* + pdz? (1.13)
II Qdz* + 2pldz|* + Qdz>

em que
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p = I(@zﬁz):i(E—G—%F)
p = 1000 = | (B~ G +2iF)
A = 1009 = 5 (B +@)
Q = 1(89..0.) = (e~ g 2if)
Q = 1(50502) = ; (e~ g +2if)
p = I(80.09)= L (c+0)
Q — 2\p + P
R T =
K = K(I,H):“Z';__fj

Podemos, ainda, expressar os coeficientes da conexdo V associados a z e Z como

Vo, 0. = Crho.+ °1%40:
Vaﬁé = CF%Qaz + CF%QGE
Vagaé = (CI%Q@Z + Cfgg%,

sendo €Tk

(1.14)
(1.15)
(1.16)
(1.17)
(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)
(1.23)
(1.24)

i; 0s simbolos de Christoffel da conexdo associados aos parametros (z,%z). Vejamos

como relacionam os simbolos de Christoffel Fi-“j associados aos parametros (x,y) com os simbolos

CFfj associados aos parametros (z,z) onde z = = + iy.

1 ) 1 .
V.0, = Ev&c—i@y (0 —10y) = Z(Valax —2iVy,0y — Vo,0y)
1 ) .
=1 ((T1y — 2iT1y — T39)8, + (5 — 2iT7, — T5,)9,)
_1
4
1
_I_f

(T}, — T3y + 2% +4(I'F — '3, — 2I'1,)) 0-

(P11 =T — 20% — i(T'], — I3, — 2))) 0.

W

Logo,

1
Cpl

Iy ==
=y

1 )
CF%l = 1 (Fh - F%Q - QF%Q - Z(F%l - F%Q - QF%z)) Oz

(F%l — Ty + 207, + (T} — T3, — QF%z)) 0,

(1.25)

(1.26)
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De forma anéloga,

I, = i [T11 + T3z + (T +13)] (1.27)
“ri, = % [T1y + T3y — (T +T3,)] (1.28)
“rs = % [T — T3y — 205 + (T3 — T35 + 20,)] (1.29)
i, = % 1, — T3, +2T%, —i(I, — T3, — 2I'Y,)] . (1.30)

Usando (1.23) e (1.24) estabelecemos as seguintes relacoes

°rl, = 1, (1.31)
CP%I = (Cféz (1.32)
°ri, = Cr,. (1.33)

Além disso, substituindo as equagbes (1.14) e (1.16) nos simbolos de Christoffel (1.2), obtemos

as seguintes relagoes,

1
Cp1 _
r = ————(Dp: — 22\ + A\pz 1.34
11 2(‘]7’2 - )\2) (pp + V) ( )
ry, = —;(ppz—2pkz+km) (1.35)
2(pP = X)
1
Cp1 — _
iy = S5 3, (Pp — A 1.
1
Cy2 _
My = S5 (PP — APz 1.37
12 2(‘p|2 _ )\2) (ppz IF) ( )
Tl = —— (5P, — 2Ae + \P) (1.38)
2(|p> =A%) 7 :
r3, = L (g - 20+ ). (1.39)
2(‘p|2 _ )\2) z z

O indice C se refere ao parametro (z,%z) do qual prescindiremos sempre e quando nao existir

confusao.

Observagao 1.6.1. Sabemos que para pardmetros locais quaisquer (x,y) em que o par funda-

mental (I,11) vem dado por

I = Edi®+2Fdxdy + Gdy? (1.40)
II = eds? +2fdedy + gdy?, (1.41)

se verificam as equagies de Codazzi, isto €,

12) (1.42)
11)- (1.43)

<Ts(ax,3y)a 8y> = Ggo— fy+ eréz - QF%Q + f(rgz

r
<TS(axaay)vaI> = fx—ey+eF}2—gF%1+f(Ff2 r
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Podemos reescrever as equagoes anteriores usando um pardmetro local complexo z = x + iy, em

que o par fundamental (I,1I) vem dado por (1.13). Desta forma

(Ts(0,,07),0s) = Q,—pz+Q CF%Q =+ P(Crgz - CF%Q) -Q Cr%z (1.44)
(I's(0.,0%),0.) = —Qz+p.+Q CF%Q + P(CF%Q - Crh) -Q CF%- (1.45)

Vamos escrever o Tensor de curvatura e a curvatura intrinseca em um sistema de coordenadas.

Assim, dada uma parametrizacao (z,y), temos que

R(0:,0,)0: = Vy,Vo,0: — V5, Vo, 0z
= Vo,(T110: +T119y) = Vo, (a0 +T1,0y)
= ((Ch)y = (M12)e) O + (T1)y = (o)) 9y
+I'11 Vo, 0y + 1%, Vs,0, — T'14Ve,0, — [1,V5,0,
= ((Tf1)y — (Tla)e + THiT5y — T5ol'1y) O,
((Tfh)y — (Tia)s + T13TT, + T T3 — T1ol'5; — Ti5T) 05

Logo

F
za -
G
Taa—p

K(I) = F%l)y — (T'lg)e + 13y — F%J%Q)

Iy — (Plg)e + T1Gy + T35, — T — F%QF%2) .

Além disso, usando (1.14)-(1.19) e (1.25)-(1.33), de forma anéloga, podemos observar que na

parametrizacdo (z,z) temos:

A
ol = N2
G
TEG P2

K(1) (T, = (). +€ 1%, °Th, - ©13, ) (1.46)

<(CF%1)y — (*T'iy)e + T3, °TY, + ©T%,°T3, — “T1,°1%, — CF%QCF%Q>

Sejam U € C um dominio simplesmente conexo e X (u,v) : U — R? uma superficie regular
parametrizada M. Se E =G = A e F' = 0, entdo X é uma aplicagdo conforme e os parametros

u e v 820 chamados coordenadas isotérmicas para a superficie M.

Teorema 1.6.5 (Ver [30]). Seja M uma superficie. Todo ponto reqular de M tem um vizinhanga

na qual existe uma reparametrizacao em termos de coordenadas isotérmicas.

Do teorema acima decorre que uma métrica Riemanniana em uma superficie orientéavel M

induz em M uma estrutura de superficie de Riemann.

Descrevemos a seguir a representacao de uma par fundamental (I, 1) em termos de um para-

metro conforme local, assim como certas equagbes que serdo titeis nas demonstracoes de alguns
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resultados dos préximos capitulos.

Observacao 1.6.2. Quando trabalharmos com pardmetros isotérmicos, sempre o faremos usando

o pardmetro complexo associado z = u + iv.

Proposicao 1.6.2. Sejam (I,11) um par fundamental em M e z um pardmetro conforme local

para a métrica Riemanniana I. Entdo

I = 2)\|dz]? (1.47)
IT = Qdz*+2p|dz|? + Qdz> (1.48)

Além disso, as sequintes equagdes se verificam:

K = Hz—’(ﬂz (1.49)

So. = H@Z—FQ;% (1.50)

Iy = Ay (1.51)

Y = Ti=0 (1.52)
T5(0,02) = Ti(0-,02) + 5 Q.0+ Q:02) (1.53)
(Ts(0:,02),0:) = AH.—Qz (1.54)
K(I) = —i(mk)zg. (1.55)

Demonstragdo. Se z é parametro conforme para I, entdao p = 0 e , portanto, de (1.20), temos
que a curvatura média do par (I,1I) é dada por H = §. Entdao p = AH e , de (1.13) e (1.21)
obtemos (1.48) e (1.49).

Seja S o operador forma associado a I, isto é, H(X,Y) = (SX,Y). Iremos ver como S atua
sobre o campo 0,. Tomemos S0, = ad, + b0z, onde a, b sdo funcdes complexas diferencidveis
locais. Entao, usando (1.47) e (1.48), temos

Q = <Saz,8z> = b)\ € )\H = <Saz,82> — a)\‘

Entao obtemos (1.50). Analogamente temos também Sdz = ?82 + Hos.
Dé (1.34)-(1.36) e usando que p = 0, obtemos (1.51) e (1.52).
Agora da definicao (1.3.1) e [0,, 0z] = 0 temos
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De (1.51), (1.52) e (1.31)-(1.33) tem-se

Ts(0:,0:) = Ki\?) + %/\Z — Hz} 0, — [(g) 4 %)\Z _ Hz] o=

= —Hw0.+ st %0 - Fo,

= Ty (0.,05) + % (Q.0: — Qz05) .

Logo, obtemos (1.53). Na ultima igualdade usamos
TH (az, &z) = _Hfaz + Hzaé-

A equagao (1.54) é consequéncia direta de (1.53) produto escalar com 0,. Finalmente, a

curvatura Gaussiana é imediata de (1.46), a partir dos simbolos de Christoffel e p =0 O

Quando I7 é uma métrica Riemanniana, ou seja, quando a curvatura extrinseca do par (I, 1)
satisfaz K > 0, o par ([I,I) é um par fundamental. Assim, podemos também considerar um
parametro conforme z para I1. Neste caso temos Q = 0 em (1.13). Para este parametro temos

a seguinte proposicao;

Proposicao 1.6.3. Seja (I,II) € P(M), onde II é Riemanniana. Sejam ST € S(M,II) o
endomorfismo autoadjunto associado a I com respeito a II e ST € S(M,I) o endomorfismo

autoadjunto associado a II com respeito a 1. Seja z um pardmetro conforme para 11, isto é,

I = pd2*+2)\dz|* + pdz* (1.56)
IT = 2p|dz|? (1.57)

e denotemos D = |p|?> — \2. Entdo se verificam as sequintes equagoes:

MK = pH (1.58)
H p
I f— JE— J—
slo, = Kaz+pa; (1.59)
H p
11 _ - Y
sy, = K<K82 pag> (1.60)
D
1 2 _ z
Tg11(0.,05) = ﬁsfag—ﬁsfaz—(Kf’)zaﬁ(Kf’)Ea; (1.62)
2 2 p p
K.
<Tsll (827 az), (9,»;} = 2,0 E + F12 . (163)

Demonstragio. A equacao (1.58) é uma consequéncia da definicdo de H(I,II) e K(I,11), isto
é, (1.20) e (1.21) quando @ = 0. Escrevendo ST, = ad. + b0s para certas funcdes locais a, b e
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usando (1.56) e (1.57), obtemos

p=100,,0,) =11(510.,0.) = bp
A =1(0.,05) = 11(S10,,05) = ap.

A
Logo b = Pea=2. Entao, de (1.58), obtemos a expressao (1.59).
p p

Analogamente, se ST/0, = a0, + a0z, entdo

0=11(9.,0.) = 1(5'19.,0.) = ap + bA (1.64)
p=110,,05) = I(519,,05) = a\ + bp. (1.65)

Multiplicando (1.64) por p, (1.65) por A e lembrando que @ = 0, temos:

K
e M g, o _PE

A2 — |p|? p
Dai,

sy, —mo, - PR — k(2o _Ps.).
p K p

A equagao (1.61) é nada mais que a soma de (1.34) e (1.39).

2
Seja D = |p|? — A%, podemos reescrever a curvatura extrinseca como —% donde derivando em

relacdo a z temos:

K, D,

Pofe =P~ P53y (1.66)

A equacdo (1.63) segue de

<TSII (827 82)7 az> = Pz + P (F%Q - F%l)

D
= Pz+P<F%2—Z+F%2>

2D
D
= 2012, — p—=
pz +2pl'79 Y
K

= Pz 20T +p5 2 — e

K
= 2%+ —
p<]2+4K>’

onde usamos (1.61) e (1.66).
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Denotando « := (T's11(0;, 03), 0z), podemos concluir de (1.44),(1.45) e (1.31)-(1.33) que —a =
(Tqr1(05,0%), 0z), e escrevendo Ts(0,,0z) = ad, + b0z, temos

a=ap+b\ e —a=a)+bp.

Logo
a_ﬁa—l—)@ . b__pa+)\a
- D B D
Entao,
Kz
o= o (e ))H(?p(w%))]
2 K )\K 1
1
2p
B (KD). 1 (HKz pK,
; p 2\ K p
e
AN p
Finalmente, obtemos
1
Ts11(0:,0z) = _; ((KD):0. — (Kp)z0:)
Kz (H P Kz (H P
> (Kaz + 85) + <K85+ 8z>
1 1

1.6.1 A diferencial de Hopf

Relembraremos o conceito de pontos umbilicos, no qual ir4 desempenhar um papel importante

nos capitulos seguintes.

Defini¢ao 1.6.6. Dizemos que um par fundamental (I,1I) é umbilico em p € M se II é
proporcional a I ou, equivalentemente:

e se ambas as curvaturas principais coincidem em p, ou

e se 0 operador forma S satisfaz S = a Id em p, tal que a € R ou

e se H(I,I1)> = K(I,II) em p.
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Definicao 1.6.7. Sejam z um parametro conforme local e (I,11) uwm par fundamental em M
dada por (1.47) e (1.48). Dizemos que a forma quadrdtica Qdz? de II ¢ a diferencial de Hopf
do par fundamental (I,11).

A diferencial de Hopf nos permite calcular os pontos umbilicos do par fundamental (I, 17]) :

Proposicao 1.6.4. Sejam (I,11) um par fundamental em M e z um pardmetro conforme local

em M. Entao, p € M é um ponto umbilico do par (I,1I) se, e somente, se Q(p) = 0.

Demonstragao. Decorre de (1.47) e (1.48) que existe o € R tal que IT = ol em p se, e somente
se Q(p) = 0. O

F

Lema 1.6.1. O par (I,1I) é de Codazzi se, e somente se, H, = ~
Demonstragao. Seja (I,11) par de Codazzi. Entao

VxSY — VySX — S[X,Y] = 0.
A equacao acima é equivalente a Vy,S(0z) = V5.5(0,), em que {03,0.} é o referencial canonico

de TCM associado ao parametro conforme local z. Lembramos que [0z, d.] = 0. De (1.50) segue

que

Vo, 50z = Vo, <Q8z> + V. (HO%)

i A
- ?V@@+<§>£%+HV@%+H%%
De (1.51) e (1.52) obtemos
@/\z @z)\ - @)\z
v(’?zsaf = 22 82 + 22 az + HzaE
= %az + Hz&z

De forma andloga, encontramos Vy_50, = Hz0, + %83, portanto

R



Capitulo

2

Superficies Completas com Curvatura

Extrinseca Nao-positiva em H° e S°

Neste capitulo, baseado nos estudos de José Galvez, Antonio Martinez e José Teruel, em
[21] e [20], utilizaremos a técnica de pares de Codazzi para demonstrar um resultado abstrato
para pares de Codazzi em superficies de curvatura extrinseca nao-positiva e o aplicaremos para,
estudar uma solucdo parcial para conjectura de Milnor e resultados do tipo Efimov nas formas

espaciais ndo-Euclidianas H? e S3.

2.1 Introducao

Muitos resultados classicos da teoria de superficies em R® sdo consequéncias da equacio de
Codazzi, que continua sendo validas em H3 e S3. Portanto, ndo é surpreendente que resultados
da teoria de superficies imersas em R? podem ser aplicados no contexto abstrato dos pares de
Codazzi. E por isso que pares de Codazzi aparecem naturalmente na teoria de subvariedades,
e que a primeira e segunda formas fundamentais de qualquer superficie imersa em uma forma
espacial tridimensional é um par de Codazzi. Esta por sua vez, serd a ferramenta principal para
obter resultados tipo Milnor e do tipo Efimov em superficies completas imersas em espacos de
curvatura constante nao-nula.

Neste contexto, apresentaremos um resultado abstrato para pares de Codazzi, dado por uma
generalizacao do teorema de Smyth-Xavier [20], que também serd apresentado neste capitulo.
Considerando imersoes para os espacos tridimensionais H? e S?, veremos que nio existem imersoes
completas em H? (resp. S%) com curvatura K < —1 (resp. K < ¢ < 0), sempre e quando
uma de suas curvaturas principais é separada de zero. Além disso, nas condig¢oes referidas
anteriormente sobre as curvaturas, a drea dos fins de uma superficie imersa em uma forma

espacial tridimensional é finita para a métrica induzida.
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2.2 Definicoes e Resultados Basicos

Consideramos 1 uma C?—imersdo de uma superficie S no espaco Euclidiano tridimensional.
Podemos supor S orientéavel, caso contrario, recorremos ao recobrimento orientavel das parame-

trizagoes.

Seja N : S — S? a aplicacido normal de Gauss, tal que A = —dN é o endomorfismo de
Weingarten da imersao e seja N(S) a imagem esférica da superficie. Denotaremos por k; e kg as

respectivas curvaturas principais de 1), isto &, os autovalores de A.

Denotaremos por K~ := min[K,0] e Kt := max[K,0] as partes negativa e positiva da

curvatura de S, respectivamente, e também, se existir, chamaremos curvatura total da superficie

g::/K*dA—/KdA:/ |K|dA
S S S

Definicao 2.2.1. Consideramos S uma superficie topoldgica. Dizemos que S tem topologia

o valor

finita se é homeomorfa a uma superficie compacta menos um conjunto finito de pontos.

Definicao 2.2.2. Uma superficie Riemanniana S € dita do tipo parabdlico se as inicas funcoes

sub-harmonicas negativas sobre S sao as constantes.

Usando uma abordagem diferente, veremos nas proximas secoes, que € possivel obter uma ver-
sdao do teorema e da conjectura a seguir, em formas espaciais ndo-Euclidianas, na qual dependem

apenas da equacao de Codazzi.

Teorema 2.2.1 (Efimov [25]). Nenhuma superficie S pode ser imersa no espago Euclidiano R3,

tal que na métrica induzida S seja completa e tenha curvatura Gaussiana K < const < 0.

Conjectura 2.2.1 (Jonh Milnor [24]). Suponha S superficie completa, sem pontos umbilicos,
C?-imersa em R® tal que
k2 4+ k3 >c>0,

onde k;, 1 = 1,2 sao as curvaturas principais da imersao e ¢ € uma constante qualquer. Entdo,

ou a curvatura de Gauss K muda de sinal ou K=0.

Definicao 2.2.3. Dizemos que um mergulho € préprio se dada uma aplicacio f: X — Y
tal que f(0X) = f(x) NOY e f(X) é transversal a OY em qualquer ponto de f(0X). A primeira
condicao € equivalente a ter f(0X) C Y\OY; a sequnda condi¢ao, a grosso modo, diz que f(X)

nao € tangente a fronteira, isto €, 0s espacos se cruzam.

Seguem abaixo alguns resultados dos trabalhos de Alfred Hiiber [22] que nos serdo de grande

utilidade ao longo do capitulo.
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Teorema 2.2.2 (Hiber, 1957). Seja S uma superficie Riemanniana conezxa, completa e orien-

tada. Se
/ |K ™| < 400,
S

/ KTdA < 27x(9),
S

entao S tem topologia finita e

onde x € caracteristica de Euler de S. Além disso S é do tipo parabdlico.
Como consequéncia do teorema acima, podemos obter o seguinte teorema de classificagao:

Teorema 2.2.3 (Hiiber). Seja S uma superficie Riemanniana coneza, completa, nao-compacta

e de curvatura de Gauss ndo-negativa. Entao uma das sequintes possibilidades ocorre:
1) S é topologicamente wm plano;
2) S ¢ plana e, portanto, é um quociente do plano Euclidiano R?

Observagao 2.2.1 (Ver [10]). A importincia de S ser do tipo topoldgico finito é utilizada no
resultado de Cohn-Vossen para superficies completas ndao-compactas. Sabemos que para uma

superficie (S, g) compacta, orientada e coneza, o cldssico teorema de Gauss-Bonnet*, afirma que
/ KdA =2nX(S).
S

Porém, no caso de superficies nao-compactas o tratamento é delicado. O primeiro a conside-
rar este problema foi S. Cohn-Vossen em 1985. Cohn-Vossen supds primeiramente S completa.
Posteriormente, assumiu que o valor da caracteristica de Euler da superficie completa X(S) e
fs KdA nao eram necessariamente numeros finitos. Admitiv ainda que S € do tipo topoldgico

finito, usto €, S € homeomorfa a wma superficie fechada S com um nidmero finito k de pontos

removidos (chamados de fins), k > 1. Entao, em particular X(S) = X(S) —k=X(5S) -1 <1.
Por dltimo, considerou que a curvatura de Gauss K era absolutamente integrdvel em S, ou seja,

Js |K|dA < oo. Entao propds o seguinte resultado:

Teorema 2.2.4. Se (S,g) ¢ uma superficie completa do tipo topoldgico finito e [¢|K|dA < oo,
entao

/ |K|dA < 27X(S).
S
Em particular, temos

/ K|dA < 27
S

se S é ndo-compacta.

Teorema 2.2.5 (Sacksteder [31]). Sejat : M™ — R n > 1, uma imersdo isométrica de uma

variedade Riemanniana M, n—dimensional, de classe C°, completa e orientdvel no espago R™H1

*Ver [8], cap. 4, secao 4.5
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cujas curvaturas seccionais sGo nao-negativas e, pelo menos em um ponto, sio todas positivas.
Entao (M) é uma subvariedade convera. Em particular, 1 mergulha M topologicamente como

um subconjunto fechado de R™1. Além disso, M ou é homeomorfa d esfera S* ou ao R*H1

Observacao 2.2.2. Dizemos que um subconjunto N de uma variedade M é convexo se dados p
e q pertencentes a N, existe uma geodésica minimal de M ligando p a ¢, a qual esta inteiramente
contida em N. Se, além disso, o interior de N é ndo vazio, definimos N como um corpo con-
vexo. Uma subvariedade N de uma variedade Riemanniana M é uma subvariedade convexa

se N € o bordo de um corpo convexo em M.

Definigao 2.2.4 (Variedade Hadamard). Uma variedade de Hadamard é uma variedade Rie-

manniana M conexa, completa, simplesmente conexa e com curvatura secctonal ndo-positiva.

Teorema 2.2.6 (Hadamard [9]). Seja M wma variedade Riemanniana completa, simplesmente
conezxa, com curvatura seccional K(p,M) < 0, V p € M e todo M C T,(M). Entio M ¢é
difeomorfo a R", n = dim M ; mais precisamente, exp, : T,M — M é um difeomorfismo, em

que expy, € a aplicagdo exponencial.

Corolario 2.2.1. Qualquer superficie completa, simplesmente conexa C%— imersa com curvatura

K <0 tem drea infinita.

Demonstrag¢ao. A prova consiste na construcao de coordenadas polares (p, ) em S, e mostrando
que a primeira forma fundamental I é dada por dp? + Gdf? onde G(p,#) é uma funcio continua

satisfazendo VG > p para todo p > 0 e 0. Da existéncia de tais coordenadas polares, segue entao

2 00 2w [e's)
A(S):/ / \@dpdez/ / p dpd = oo
0 0 0 0

Para isso, fixamos p em S e seja v = 7/(0) € T,,S. Sabemos que existe uma tunica geodésica
tal que v(0) = p e v = 4/(0). Além disso, como exp : T,S — S é um difeomorfismo local, ela
induz um produto interno em 7,S. Denotamos por T a superficie geométrica em 7,5 com este
produto.

Se introduzirmos coordenadas cartesianas (z,y) no espago tangente 7', podemos escrever este
produto interno como I = Edxz? +2fdxdy+ Gdy? sobre T, onde E, F e G sio funcdes continuas.

Agora introduzindo sistema de coordenadas polares em T, em termos do qual z = r cos(6),
y = rsin(#), podemos reescrever I como dp? + Gd#?, tal que E(p,0) =1, F(p,0) =0, ,l;ig(l)é =0

e lin%(\/i)p = 1. Segue dai que a curvatura de Gauss pode ser escrita como:
p—

= (%), (%),

Observe que
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Logo

o
VG
Se K < 0 sobre S, entdo a equagao (2.1) implica que (\/5),,[, > 0. Dai (@)p ¢ uma funcao
nao decrescente. Logo (\F@)p > lin%(\/é)p —1le, entdao, VG >p,V ped.
p—

K=- (2.1)

Como G > 0, temos que a métrica I = dp? + Gdf#? ¢ maior ou igual a métrica Euclidiana
I = dp? + pdf? em T. Portanto exp é uma aplicacio recobrimento. Assim, desde que S seja
simplesmente conexa, a funcio recobrimento exp ¢ C'—difeomorfismo. Seja a area de T infinita

na métrica I, S deve ter area infinita na métrica I. O

Observacao 2.2.3. Note que o coroldrio anterior poderia ser facilmente provado usando o fato

de S ser uma variedade de Hadamard.

2.3 Uma Solucao Parcial da Conjectura de Milnor

O teorema que iremos enunciar a seguir ¢ uma solucao parcial da conjectura de Milnor (ver
[20]), em R3 no caso de K < 0 obtida por Smyth-Xavier.

Teorema 2.3.1 (Smyth-Xavier). Seja ) : S — R® uma superficie completa imersa isometri-
camente, de curvatura nao-positiva. Se uma das suas curvaturas principais ki, © = 1,2 satisfaz

k% > const > 0, entdo ¥(S) é um cilindro generalizado em R3.

Demonstrag¢ao. Sejam ki e ko as curvaturas principais de 1(S). A menos de uma mudanca de

orientacdo, podemos assumir que
€
]{7226>§>0>k1, (2.2)

para alguma constante positiva €. Considere 1. uma aplicacdo paralela de ¢ para uma distancia

2/e, tal que
2
be=1+ N,

onde N : § — S? ¢ a aplicacdo de Gauss de 1. Note que ) é uma imersdo, pois N, # 0, na
qual induz uma métrica A, =< di., dy. >, dada por Ac =1 — %II + ;%. Segue de

I = Edu®+ Gdv?
II = kEdu®+ koGdv?
IIT = kiEdu®+ K3Gdv?

que
2 2
Ae = (1 = Zk)?Edu® 4 (1 — Zky)?Gdv? (2.3)
€ €
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2 2 1
dAA€ = ‘(1 - Ekl)(l - ng)’ = —*2(6 - 2]€1)(€ - 2k2>dA,

€

onde I,I1,I1] denotam a primeira, segunda e terceira formas fundamentais de 1, respectiva-

mente. Ademais dA e dA. sdo os elementos area de I e A, respectivamente.

1mos qu urvaturas principai I Serem escri Im
Notemos que as curvaturas cipais de v, k{ e kS, podem serem escritas como

€ €
ki = kS = .
L e — 2k ¢ m € — 2ky

Entao, a curvatura de Gauss, K(A.), de ¥, é dada por

K(I)

KA = T2

onde K (I) é a curvatura de Gauss de I.

Percebamos também que

K (I)
(E — 2]{31)(6 — 2]{72)

K(A) = >0, (2.4)

pois K (I) é néo positiva por hipotese.

Observe que de (2.2) temos:

2k 2k
k226>%>0>k1 — —222>1>0>—1
€ €
—2k —2k —2k —2k
2o 9« 1<0< 2 — 2i1<-1<0<1< 2y
€ €

e assim, de (2.3) temos I < A..

Note ainda que de (2.4), ¥ ¢ uma imersdo completa em R? de curvatura ndo negativa. Agora,
pelo Teorema de Sacksteder, ou ¥(S) é um cilindro generalizado ou sua curvatura nao é identi-

ficamente nula e, assim, . é um mergulho convexo satisfazendo um dos seguintes itens:

(a) S & homeomorfo a esfera ou;

(b) S é homeomorfo ao plano.

Veremos que os casos (a) e (b) ndo podem ocorrer. De fato, o caso (a) ndo é possivel porque
qualquer superficie compacta em R3 deve ter pelo menos um ponto eliptico, o que contradiz

nossa hipétese sobre .
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Para o caso (b) observe que 1, ¢ uma imersao propria. Segue da convexidade global, que existe
um cone V. com Z eixo de rotagao tal que ¥(S) esta contido no cone V.. Mas, 1) é obtida de
1. como uma superficie paralela com distancia 2/e. Entdo 1 também é uma imersao propria e
g esta contida em um cone V' obtido como uma superficie paralela de 1.(S) com uma disténcia
2/e. Sob essas condigoes, assumimos que 1 deve ter pelo menos um ponto eliptico, o que também

seria uma contradicgao.

Para ver isso, podemos assumir que, a menos de uma translacao vertical, o vértice de V é a
origem e como v ¢ ima imersdo isométrica e esta contida em V, a distancia 1 (S) da origem é
um ntimero real positivo dyg > 0. Considere uma capa esférica S? (R, 2dy) passando pela origem,
de altura 2dj e fronteira do circulo de raio R obtido pela secgdo V N{Z = 2dy}. Pela construcao
¥(S) N S%(R,2dy) = (). Assim, fixando este circulo e escolhendo a capa esférica S (R, 2dy — t)
de altura 2dy — t, 0 < t < 2dp passando por (0,0,%y) com fronteira do circulo mencionado,
conseguimos um tg, dyg < tg < 2do, onde S%(R,2dy — tg) intersecta a superficie ¥(S) em um

primeiro ponto. E claro que o ponto de intersecio é eliptico. O

Observe que o teorema acima constitui um caso particular das hipdteses da Conjectura de
Milnor. De fato, se k2 > cte > 0, entdo k? + k3 > cte > 0. Além disso, a hipétese k2 > 0 e a
curvatura nao-positiva, implica que os pontos nao sao umbilicos. O resultado do teorema é um
caso particular do resultado da Conjectura, isto é, se temos um cilindro generalizado, entdo a

curvatura é zero.

Uma consequéncia interessante deste teorema €, por exemplo, que os cilindros generalizados
sao as unicas superficies completas com curvatura de Gauss nao-positiva em R? com curvatura

meédia limitada a partir de zero. Escrito de outra modo, temos o seguinte resultado:

Corolario 2.3.1. Seja ¢ : S — R3 uma superficie completa, imersa, com curvatura de Gauss
nao-positiva e curvatura média H tal que |H| > const > 0. Entao ¢ (S) é um cilindro generalizado
em R3.

@ a curvatura média. Elevando ao quadrado os termos da desi-

Demonstragao. Seja H =
gualdade |H| > const > 0 ent@o uma das curvaturas principais k;, i = 1,2 satisfaz k; > € > 0,

para qualquer constante positiva €. Portanto pelo Teorema 2.3.1 segue o resultado. O

2.4 Pares de Codazzi em Superficies Completas com Curvatura

Nao-positiva

Muitos resultados classicos da teoria de superficies de R? sdo consequéncia da equacdo de
Codazzi, que continua valendo em outros espagos tridimensionais de curvatura contante, como
H? e S3. Nesta secdo veremos resultados tipo Milnor e Efimov sobre superficies completas,

imersas em formas espaciais ndo FKuclidianas os quais dependem apenas da equacao de Codazzi.
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Assim, apresentaremos um resultado geral sobre pares de Codazzi e estenderemos este resultado
a superficies em H? e S3.

Definicao 2.4.1. Dizemos que as curvaturas principais k1 e ko de um par fundamental de 3 sdo

estritamente separadas se existem numeros reais c1 e cg tais que
k<< cy < ]{:2. (25)

Teorema 2.4.1. Seja (I,II) um par de Codazzi em X com curvaturas principais estritamente
separadas. Se (X,1) é uma superficie completa com curvatura de Gauss K(I) <0, entao apenas

um dos sequintes itens € verificado:
1) I é uma métrica plana e X € homeomorfa ou a um plano, ou a um cilindro ou a um toro

plano.

2) I nao € plana, ¥ é homeomorfo a um plano e
/ |K(I)|dAr < 2.
b

Demonstragao. Consideremos a terceira forma fundamental 171 associada com o par (I,II) e

(u,v) parametros locais duplamente ortogonais. Entao:

I = Edu® + Gdv® e II = edu® + gdv*

O conjunto {9y, 0y} constitui uma base ortogonal das dire¢oes principais do plano tangente
da superficie em cada ponto. Assim,

klzi [§] /62:

9
E G’

Segue dai que podemos reescrever I1 como
IT = k1 BEdu® + keGdo®.
Portanto, a terceira forma fundamental do par pode ser expressa como
I1T = K2 Edu® + k3Gdv?. (2.6)

Estes tipos de coordenadas existem em torno de um ponto nao umbilico de X ou no interior do
conjunto de seus pontos umbilicos. Se a € R\ {0} satisfaz aky; # 1, aky # 1 em 3, e considerando
a forma quadratica A, definida como (1.5), entdo A, é a métrica Riemanniana de . Segue da

I, 11 e II1 formas fundamentais

Ao = (1 — aky)?Edu® + (1 — aks)*Gdv?. (2.7)
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Além disso, pela Proposigao 1.5.1 temos que a curvatura é calculada como

K(I)

K@) = G=am 0 —ak)’

(2.8)

e como as curvaturas principais sao estritamente separadas, da condigao (2.5), podemos escolher
a em R\ {0} tal que

1
k1 <c < — <o < ks (2.9)
a

Segue daf que 1 —ak; < 1 —ac; < 0 < 1 —ace < 1 — akg, e, se tomarmos cy :=
min {|1 — ac;|, i = 1,2}, entdo (1 — ak;)? > c2, i = 1,2. Agora de (2.7) temos A, > c(Edu® +
Gdv?) = 0(2]([), o que implica que A, é completa, pois I é completa. Agora segue de (2.8) que
K(A,) > 0.

Logo (3, A,) é uma superficie Riemanniana completa de curvatura nao-negativa. Vamos ana-

lisar os dois casos:

1) K (A,) é identicamente nula. Neste caso, temos de (2.8) que K(I) = 0, logo I é métrica
plana. Entdo pelo Proposicio 1.2.2, podemos encontrar uma isometria ¢ : R? — ¥, onde &
é o recobrimento universal de ¥. Portanto ¥ é homeomorfo ao quociente R?/T', onde ' é o
grupo discreto de isometrias que atua propriamente sobre R?, e os finicos casos possiveis que sio

orientados sdo um plano, um cilindro ou um toro plano.

2) K(A,) > 0. Neste caso, consideramos sobre ¥ a métrica Riemanniana conforme induzida
por A,. Usando o Teorema de Hiiber sobre (X, A,), podemos afirmar que ¥ é conformemente
um plano ou uma esfera. Mas, se ¥ ¢ uma esfera, pelo teorema de Gauss-Bonnet!, usando (2.7),
(2.8) e o fato que dAp, = |(1 — ak1)(1 — akz)|dA temos

dr = / K(Ay)dAp, = —/ K(I)dA; = —4rw
% 2

o que é uma contradicdo.
Seja X ndo-compacta. Entao deve ser homeomorfa a um plano e pelo Teorema de Hiiber

(2.2.2), usando (2.7) e (2.8) temos a seguinte inequagao

/ \K(D)|dA; = / K(Ag)dAs, < 2r,
by b))

o que conclui a demostracao. O

Note que no contexto das C?—imersdes isométricas no espaco Euclidiano tridimensional, o
par constituido pelas primeira e a segunda formas fundamentais da imersao é de Codazzi. Neste

contexto, as condi¢oes do Teorema 2.4.1 sao equivalentes dquelas do Teorema de Smyth-Xavier,

"Ver [8], cap. 4, se¢do 4.5
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dado que o fato de ter curvaturas principais estritamente separadas e que uma delas limitada

inferiormente por uma constante positiva é o mesmo quando K < 0.

Observe também que, se a superficie satisfaz as condi¢oes do teorema fora de um conjunto
compacto, podemos aplicar o Teorema de Hiiber 2.2.2 para obter que (X, I) tem curvatura total

finita. Vemos isso no seguinte resultado:

Teorema 2.4.2. Sejam X uma superficie e C C ¥ um subconjunto compacto. Assuma que (I,11)
é um par de Codazzi sobre 2\ C, cujas curvaturas principais estao estritamente separadas. Se I
é uma métrica completa com curvatura de Gauss nao-positiva sobre ¥\ C, entao (X \ C,I) tem

curvatura total finita. Em particular, ¥ é do tipo parabdlico e tem topologia finita.

Demonstra¢ao. Similarmente ao teorema anterior, podemos chegar que (X \ C, A,) é completa e
que K(Ag) > 0. Por (2.7) e (2.8) temos o seguinte:

/ IK(D|dAr = | K(Ag)dAy, < oc.
\C L\C

Portanto ¥ \ C' tem curvatura total finita e, segue do Teorema de Hiiber (2.2.2) que a superficie

é parabdlico e tem topologia finita. O

2.4.1 Superficies Completas com K <0 em H? e S3

Nesta secao aplicaremos os teoremas anteriores para obter resultados tipos Efimov e Milnor

no espaco hiperbélico, H? e na esfera, S>.

Como primeira consequéncia do Teorema 2.4.1 temos,

Corolario 2.4.1. Seja v : ¥ — H? uma imersao com curvatura de Gauss K < —1 e assumamos

que uma das curvaturas principais k; satisfaz
E2>e2>0,i=1,2

para alguma constante € > 0. Entdo v ndo é uma imersio completa.

Demonstracdo. Pela formula de Gauss da imersdo v temos
kike =K +1<0.

Logo, a menos de uma orientacao, podemos assumir que ko > € > 0 e dai as curvaturas
principais da imersao satisfazem ko > € > 0 > k;. Sabemos que o par (I,II) formado pelas
primeira e segunda formas fundamentais de ¢ é um par de Codazzi e as curvatura principais sao

estritamente separadas.
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Se assumirmos que I é completa, entdao aplicando o Teorema 2.4.1, deduzimos que 3 é home-

omorfo a um plano e

/ |K(I)dA; < 2r. (2.10)
P

Por hipétese, temos K < —1. Logo, podemos estimar a da 4rea de X da seguinte forma
/ |K|dA > A(Y). (2.11)
b

Portanto de (2.10) e (2.11) temos que 27 > A(X), o que é absurdo, pois sabemos, pelo

Corolario 2.2.1, que qualquer superficie de Hadamard tem area infinita. O

Impondo a separagdo estrita das curvaturas principais na imersdo e argumentando de forma
similar ao corolario anterior, podemos provar o seguinte resultado tipo Efimov sobre H? como

consequéncia direta do Teorema 2.4.1.

Corolario 2.4.2. Ndo ezistem superficies completas imersas em H> com curvatura de Gauss

K < —e <0, para alguma constante € > 0, e com curvaturas principais estritamente separadas.

Demonstra¢do. Se assumirmos que a métrica induzida pela imersao I é completa, pelo Teorema
2.4.1, temos que X é homeomorfa ao plano e tem curvatura total finita. Segue da hip6tese que
|K| > |e| > 0. Logo, pelos mesmos argumentos do coroldrio anterior, temos que 2: > A(X), o
que é absurdo, afinal, pelo Corolario 2.2.1, sabemos que qualquer superficie de Hadamard tem

area infinita. 0
E possivel obtermos um resultado analogo ao Corolario 2.4.1 para a esfera S?.

Corolario 2.4.3. Seja 1) : ¥ — S? uma imersao com curvatura de Gauss K < const < 0 e

umas das curvaturas principais k; satisfaz
k2>e2>0,i=1,2,

para alguma constante € > 0. Entdo ¥ nao é uma imersao completa.

Demonstra¢do. Novamente, pela formula de Gauss da imersao ¢ e denotando por ¢ uma cons-
tante qualquer, temos
kiko =K —1< —1.

Logo, a menos de uma orientagdo, podemos assumir que ko > € > 0 e daf as curvaturas principais
da imersao satisfazem ko > € > 0 > k1. O resultado segue aplicando o Teorema 2.4.1, deduzimos

que X é homeomorfo a um plano e

/ |K(I)dA; < 2r.
by
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Por hipotese, temos K < |¢| < 0. Dai, podemos estimar a area de ¥ da seguinte forma:
/ |K|dA > |c]A(X).
b

Portanto, temos que % > A(X), o que é absurdo, pois sabemos, pelo Corolario 2.2.1, que

qualquer superficie de Hadamard tem &rea infinita. O

Observacao 2.4.1. Note que se mudarmos a hipotese K < const <0 por K <0 e fz |K|dAr >
2w no coroldrio acima teriamos a mesma conclusdo. De fato, basta assumir ko < e > 0. Entdo,

usando a equacdo de Gauss da imersao,
kike=K—-1<-1

e as curvaturas principais de Y satisfazem a sequinte relagao k1 < 0 < € < ko. Agora, aplicando

o Teorema 2.4.1 temos fz |K|dAr < 27 o que é um absurdo, pois contraria nossa hipdtese.

Agora restringiremos as condigoes do Corolario 2.4.1 ao exterior de um subconjunto compacto

contido na superficie, e usando o Teorema 2.4.2 podemos provar que:

Coroléario 2.4.4. Sejam ¢ : ¥ — H? uma imersio completa e C C ¥ um subconjunto compacto.

Suponha que em X\ C a curvatura de 1 € tal que k < —1 e umas das curvaturas principais satisfaz
E2>e>0,i=1,2,

para alguma constante positiva €. Entdo ¢ tem drea finita, X € do tipo parabdlico e tem topologia
finita.

Demonstra¢gdo. Mudando a orientacdo se necesséario, e usando a equacao de Gauss, podemos
assumir que
kiko=K+1<0 e ky>e>0.

Entao ko > e > 0 > ki, isto é, as curvaturas principais sdo estritamente separadas. Segue do
Teorema 2.4.2 que (X \ C,I) tem curvatura total finita. Note que, do fato de C ser compacto,
entdo, sua area e curvatura total sdo finitas. Agora usando a hipdtese da curvatura sobre ¥\ C

temos

A\ O) < /E\C |K|dA;.

Logo, podemos dar uma estimativa da area total da superficie, ou seja,
AS) = A\ O+ A©) < [ [KlaA + [ [Klda, < oc.
L\C c

Portanto a area é finita. Segue do Teorema de Hiiber 2.2.2 que a superficie é parabdlico e tem

topologia finita O
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Naturalmente, fazendo um ajuste sobre a curvatura Gauss da imersdao no Corolario 2.4.3,

podemos obter um resultado em S? que é anilogo ao Corolario 2.4.4.

Corolario 2.4.5. Seja ¢ : ¥ — S? uma imersao completa e C C X um subconjunto compacto.
Suponha que em X\ C a curvatura de Gauss de ¢ satisfaz K < const < 0 e umas das curvaturas
principais k; satisfaz

E2>e>0,i=1,2,

para alguma constante € > 0. Entdo ¢ tem drea finita, 3 é do tipo parabdlico e tem topologia
finita.

Demonstra¢ao. De maneira andloga ao corolario anterior, pela equacao de Gauss, assumiremos
kiko=K—-1<-1 e k9>e>0.

Entao ke > € > 0 > ki, isto é, as curvaturas principais sdo estritamente separadas. Pela
compacidade de C, Teorema 2.4.2 e usando a hipo6tese sobre a curvatura em 3\ C' podemos dar
uma estimativa da area total a superficie ¥.. Portanto A(X) < oo e pelo Teorema de Hiiber 2.2.2

a superficie é parabolico e tem topologia finita. O

Como a teoria de pares de Codazzi aparece também no estudo de superficies imersas em
espagos ambientes distintos da formas espaciais, usando os Teoremas 2.4.1 e 2.4.2 pode-se de-
mongtrar resultados tipo Efimov e tipo Milnor andlogos aos vistos nesta se¢do, mas em contextos
diferentes. Por exemplo, podemos ter resultados deste tipo para formas espaciais Lorentziana tri-
dimensional .3, também para superficies imersas nos espacos tridimensionais De sitter e Anti-De
sitter, e para superficies imersas em um espago de dimensao n (semi-Riemanniano) com campo

de vetores normal £ unitario e paralelo.



Capitulo

3

Pares de Codazzi nos Espacos Produtos

Neste capitulo, serdo estudadas superficies com curvatura de Gauss constante em H? x R e
S? xR. Comecaremos vendo a definicio de espacos produto, como se comporta o tensor curvatura
em tais espagos e particularizaremos as equagbes de Gauss e Codazzi, concluindo que o par
fundamental (I,1I) ndo é par de Codazzi. Baseados nos estudos de Juan Aledo, José Espinar
e José Gélvez, em [5], definimos um novo par fundamental na superficie em termos da primeira
e segunda formas fundamentais e da diferencial da funcao altura. Vamos provar que tal par
fundamental é um par de Codazzi de curvatura extrinseca constante quando a superficie imersa
tem curvatura Gaussiana constante. A partir deste novo par, apresentaremos um Teorema do
tipo Liebmann para superficies completas de curvatura Gaussiana constante em H? x R e S x R
cuja demonstracao é baseada na versao abstrata do Teorema de Liebmann e nos resultados dados

por Aledo, Espinar e Gélvez em [6] e Espinar [14].

3.1 Introducao

Alencar, Do Carmo e Tribuzy em [7] propuseram a seguinte questdo: quais sao as superficies
fechadas de curvatura Gaussiana constante em H? x R e S? x R? Esta questdo tornou-se natural
apds a classificacao das superficies com curvatura média constante e género zero devido a Abresch
e Rosenberg em [1].

Galvez, Espinar e Aledo, em [5], classificaram as superficies completas de curvatura Gaussiana
contante em S? x R e H? x R. Destacaremos que, para K (I) > 0, existe uma tnica superficie de
revolucdo completa, a menos de isometria, em H? x R e que para K(I) > 1, existe uma tnica
superftcie de revolucdo completa, a menos de isometria em S x R. Como objetivo principal,
veremos que & possivel utilizar a teoria de pares de Codazzi para mostrar um teorema tipo
Liebmann em H? x R e S x R. A parte essencial da prova é mostrar a existéncia de um forma
quadratica holomorfa associada & diferencial de Hopf para cada superficie de curvatura Gaussiana,

constante.
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3.2 Resultados Béasicos

De agora em diante trataremos com uma variedade 3-dimensional M? x R dada pelo produto

uma superficie Riemannian u marem reta r m ra.
de uma superficie Riemanniana M2, a que chamaremos de base, e a reta real R, chamada fibra

Consideraremos um caso particular deste tipo de variedade cuja base é superficie simplesmente
conexa com curvatura constante diferente de zero que, podemos supor ser £1. Assim, teremos

que quando a curvatura da base é 1, nossa base é S?, e quando é —1 a base é H?, ou seja,

S, se e=1
2 _ ) 9
ME(e) = { H?, se e=—1.

Seja M? uma superficie Riemanniana, cuja métrica denotaremos por g,, onde  é a curvatura
de Gauss, e consideraremos a variedade produto M? x R. Sejam 7 e ¢ as projecdes sobre a base

M?, e a fibra R, respectivamente. Entdo a métrica em M? x R é dada por

(,) = dr(gx) + do(dt?),

onde dt? é a métrica padrio em R.

Por comodidade omitiremos as projecdes e escreveremos (,) = g, + dt.

= 2 ~ . .. -
Denotaremos por V, VM e VR as conexdes de Levi-Civita associadas a (,), gx e dt?, respec-
tivamente. Para estudar como atua a conexdo do ambiente basta saber como esta atua sobre

campos horizontais e verticais. Isto é o que nos diz o seguinte resultado (ver [27], Proposi¢ao 56,

pag. 89).

Proposigdao 3.2.1. Se X,Y € X(M?) e V,W € X(R), entdo
1. VxY é um campo horizontal e (VxY )" = V%zy € X(M?);
2. VyW € um campo vertical e (VyW)? = VEW € X(R);
3. VyX =VxV =0.

. = 2
Agora, veremos como se relacionam os tensores de curvatura R, 'R ¢ RR de M? x R, M? e

R respectivamente (|27] , Corolario 58, pag. 89).

Corolario 3.2.1. Se X, Y € X(M?) e V,W € X(R), entdo
(i) R(X,Y)Z é um campo horizontal e (R(X,Y)Z)" = M2R(X, Y)Z € X(M?);
(ii) R(U, V)W ¢é um campo vertical e (R(U,V)W)? = RR(U, V)W € X(R);

(iii) R é zero para qualquer outra escolha de X, ..., W.
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Decorre do corolério acima, juntamente com o fato de que ®R = 0 o seguinte resultado:

Corolario 3.2.2. Sejam X,Y € X(M? x R) e denotemos por X", Y" ¢ Z" € X(M?) as suas

projecoes horizontais. Entdo
R(X,Y)Z = "W R(X" Y\ 7"

Observacao 3.2.1. Chamaremos de slices aos conjuntos da forma M?(g) x {to} para algum
to € R fizo.

3.2.1 Equacoes de compatibilidade

Nesta secdo, obteremos as equacoes de compatibilidade para superficies ¥ € M? x R. Para
isso introduziremos algumas notagoes e observacgoes. Além disso, apresentaremos a equagao de

Gauss que serd fundamental em nossos estudos.

Denotemos por R%, k = 0,1, o espaco vetorial real R* dotado com coordenadas lineares
(z1,T2,73,74) € a métrica (,) induzida pela forma quadrética ez? + 23 + 23 + 23, onde € = 1

(resp. e = —1) se k =0 (resp. k =1).

Sejam ¥ uma superficie orientavel e ¢ : ¥ — M?2(e) x R imersdo com campo de vetores
normais unitarios V. Entao, consideraremos sobre 1 a métrica induzida, (,) restrita a superficie,
de M? x R, a qual denotaremos por I. Sejam V e R a conexdo e o tensor de curvatura de 1,
respectivamente, e S o endomorfismo de Weingarten de X associado ao normal unitério, isto é,
SX = —VxN, X € X(¢). Entao II(X,Y) = —(SX,Y) ¢ a segunda forma fundamental da

superficie e K (I) a curvatura Gaussiana.

Seja h(u,v) a quarta coordenada da imersao 1, a qual chamaremos de funcao altura. Assim,

temos
P(u,v) = (21(u,v), 22 (u, v), x3(u,v), h(u,v)) € R,
tal que
ex?(u,v) + 235(u, v) + 23 (u,v) = €. (3.1)
E se e = —1 tem-se 1 > 0 onde w e v sdo pardmetros locais.

Observacgao 3.2.2. Se n(x1, z2, x3,24) = (21, 22,23,0) € Ri, entio n é o vetor normal unitdrio
de M2 x R em R}. De fato, seja {pu(u,v),y(u,v)} uma base do plano tangente Tjp em q =
Y(u,v). Derivando (3.1) em relagao a u temos que

81‘3

1 81’2
ey T 4 90, 02 4 92,03
= ou + Lo ou +aTs ou 0,

ou seja, 2(1by,m) = 0. De modo andlogo, temos que 2(1b,,n) = 0. Logo n € (T,))* e | n |= 1.

oz

Como n é normal a N, entdo seque nossa afirmacdo.
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Observacao 3.2.3. Observe que (—dn,d)) = (—di,dy) + dh?. De fato, como (—dn,dy)) =
—dz? —dz3 —dad e (—dip, dyp) = —da? — dw3 —dx3 — dh?, seque que (—dip, dip) = (—dn, dip) — dh?.

Denotemos por:

(1) T a projegao do vetor vertical 9; sobre o espago tangente de ¥;

(2) v = (N, ), a componente normal de N. A v chamaremos fungao angulo da superficie.

Notemos T' = Vh, isto &, T é igual ao gradiente da fungao altura h, onde Vh =0 |5: ¥ —

T,%. Com efeito, como T' € X(X), temos T = a0, + b0, para algumas funcées a e b reais. Agora

escrevemos o campo J; em sua parte tangente e normal, isto &, 9y =T+ AN = A = (9;, N) = v.

Logo,
8t =T+ vN.

Fazendo o produto interno de (3.2), com 9, e 9, obtemos
(O, Oy) = (a0y, + b0, + VN, 0y) = a(0y, Oy) + b(0y, 0y) = aF + bF = hy,.

Analogamente (9, 0,) = aF + bG = h,, donde segue que

" Ghy — Fhy, . - —Fh, — Eh,
 EG - F? ~ EG-F?
Portanto,
Gh, — Fh, —Fhy — Ehy ,
T = TG 2 Oy + TG 1 Oy = Vh.

(3.2)

Proposicao 3.2.2. Sejam X uma superficie orientdvel e 1 : ¥ — M?(¢) x R uma imersio com

campo normal unitdrio N e operador forma associado S. Denotaremos por h a fungdo altura em

Y, por v a quarta coordenada do normal unitdrio N e por T a projecio do vetor vertical Oy sobre

o espaco tangente de Y. Entdo as seguintes equagdes sao satisfeitas

K(I) = K+ Gauss
VxSY - VySX - S[X,Y] = «wv((Y,T)X — (X, T)Y), Codazzi
VxT = vSX,
dv(X) = —(SX,T),
|T|?+2 = 1.

Demonstragao. Segue de (3.2)

1=1(8,,0,) = (T +vN,T+vN)=||T|]* + 2
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onde fica demonstrado (3.7).

Agora notemos que 9; é um campo paralelo, logo Vxd; = 0. Assim, de (3.2), obtemos
0=VxT + (dv(X))N +vVxN. (3.8)
Podemos escrever
VxT = (VxT)! +¢cN

donde (VxT, N) = ¢c. Como (T, N) = 0, entdo

(VxT,N)+ (VxN,T) =0,

logo
(VxT,N)=—(VxN,T) = (T, AX).

Segue de (3.8)
0=VxT+ (AX,T)N + (dv(X))N —vAX.

Tomando a parte tangente e a parte normal nesta igualdade, temos
VxT =vSX e dv(X) = —(SX,T)

na qual ficam demonstradas as equagoes (3.5) e (3.6).

Dados X, Y, Z € X(v), as equagdes de Gauss e Codazzi de uma superficie em um espago

tridimensional sdo dadas, respectivamente, por

R(X,Y)Z - R(X,Y)Z = (SX, Z)SY — (SY, Z)SX, (3.9)

R(X,Y)N =VxSY —VySX — S[X,Y]. (3.10)
Segue do Corolério 3.2.2 que R(X,Y)Z = W R(X", Y")Z". Além disso, expressando
MER(XM Y Zh = e((Xh, ZMyYh — (v, Zh X,

onde € é a curvatura de Gauss de M?. Podemos escrever, X = X" + X, tal que X € M€ x R.
Prosseguindo, rescreveremos a igualdade acima da seguinte forma: X = X" + ¢0;, tal que ¢ é
alguma funcdo real. Fazendo o produto interno na equacdo anterior por J;, e observando que
(X", 0;) =0, obtemos que ¢ = (X, 9;), assim X" = X — (X,9;)0;. Portanto para quaisquer X,
Y, Z € X(M? x R)
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RX,Y)Z = "WRX"yMz"
— (XM ZM YR = (vh, Zhy X
= £( Z) = (X, 00)(Z,0:))(Y — (Y, 0)0)
Z) ={Z,0)(Y,00))(X — (X, 6:)0;))
)Y =Y, Z2)X = (X,0)(Z,00)Y
L ONY, 00) X + (Y, Z)(X, 0r) = (Y, 00)(X, Z)0).

(X,
(Y,
= ¢

{
(
—(
(X
+(Z

Isto &,

R(X,Y)Z = c((X, 2)Y — (Y, 2)X — (X, 0)(Z,8,)Y (3.11)
+(Z, 0)(Y, 0)) X + (Y, Z)(X, 0r) — (Y, 00)(X, Z)Or).

Tomando Z =N, X e Y € X(¢) temos
R(X,Y)N =e((N,0;)((01, Y)X — (0, X)Y)
R(X,Y)N = ev((T,Y)X — (T, X)Y)
e por (3.10), temos que a equacao de Codazzi se verifica.

Para obter a equacido de Gauss em M? x R multiplicaremos por um campo W a equacio (3.9).
Assim, de (3.11)

RX.Y)Z,W) = ((X,Z0Y,W) — (Y, Z}{X, W) (3.12)

—(X,00(Z, 0)(Y, W) + (Z,0)(Y, 0:) (X, W)
+((Y, 2)(X, 0r) — (Y, 00)(X, Z)(0r, W)).

Tomando X,Y € X(1) uma base ortonormal e fazendo Z = X, W =Y, (3.12) fica

(RX,Y)Z,W) = e(1-(X,0)~(Y.0,)%)
= (1 (X,7)" = (V,T)?)
= e(1-ITI]%)

2

= ev,

logo
(R(X,Y)X,Y) = er/?
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Observemos que, dados X,Y € X (1) base ortonormal, temos

(R(X,Y)X,Y) = K(I)

e
K =detS = (SX, X)(SY,Y) — (SY,W)(SY, X).
Portanto
K(I) —ev® = K(I,II)
isto é
K(I) = K(I,II) 4 e?,
como queriamos. O

Observagao 3.2.4. Notemos que da Defini¢io 1.3.1 e a equagio (3.4) temos que o Tensor de
Codazzi pode ser escrito como: Ts(X,Y) = ev((Y, T)X — (X, T)Y). Ou seja, como Ts nao se
anula, entdo (I,1I) ndo é par de Codazzi em M?(g) x R.

3.3 Superficies de Revolucao Completas de Curvatura Constante

Nesta secao descreveremos brevemente as superficies de revolucdo completas com curvaturas
Gaussiana constante K (I) em M?(¢) x R.

Como as rotacOes preservam orientacdo e o eixo de rotacao, podemos escolher a menos de

isometria, o eixo de rotagao sendo (1,0,0) x R, e o grupo de rotagdo dada por

0 0
cosv —sinwv

sinv  cosv

o O O =
= o O O

onde v é o angulo de rotacao.

Notemos que o conjunto
P={(21,.,74) EM*(e) xR; 22 >0 e z3= 0}

intercepta toda oOrbita da rotacdo uma tnica vez. Assim, iremos tomar uma curva « contida
em P tal que a ndo toque o eixo de rotacdo exceto no ponto inicial e final. Como queremos
superficies completas, se a curva intercepta o eixo de rotagdo, em pontos iniciais e finais, deveré

ser ortogonalmente.

Apresentaremos agora superficie rotacionalmente invariante em M? () xR com curvatura cons-

tante K positiva. Para mais detalhes, veja [5] e [6].
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Proposicao 3.3.1. Seja X uma superficie invariante (em torno do eizo {1,0,0} x R) em H? x R

com curvatura Gaussiana K constante positiva, dada por
¥ (u,v) = (coshl(u),sinh l(u) cos v, sinh l(u) sin v, h(u))

gerada pela curva a(u) = (coshl(u),sinl(u),0,h(u)), onde u € o pardmetro comprimento de arco

ao longo de a, isto é, l/(u)2 + 4 (u)? = 1. Entdo ¥ deve ser imersa e  é dada por

I(u) = arcsin( sm(\/f?u))

= %‘H

1 K
h(u) = — + arctan cos VEu ,

K \/K+sin2(\/Fu)

7 _ . . : o o .
onde 0 < u < \/—E Ademais, 1 €, a menos de isometrias, a parametrizacdo da tinica superficie

completa com curvatura Gaussiana constate K em H? x R. Particularmente, ¥ deve ser uma

esfera topoldgica.

Proposicao 3.3.2. Seja ¥ uma superficie invariante (em torno do eizo {1,0,0} x R) em S? x R

com curvatura Gaussiana K > 1 constante, dada por
Y(u,v) = (sinl(u),cosl(u) cosv,cosl(u)sinv, h(u))
gerada pela curva a(u) = (cosl(u),sinl(u),0, h(u)). Entdo X deve ser imersa e o é dada por

(W) = arccos (\/1? sin(\/m)>

hw K_ll cos(\/Fu)—i—\/K—sinQ(\/Fu)
u) = — og
1+ VK

K

7 , . . . o . L
onde 0 < u < \/—? Ademais, 1 €, a menos de isometrias, a parametriza¢do da inica superficie

completa com curvatura Gaussiana constante K em S? x R. Particularmente, ¥ deve ser uma

esfera topoldgica.

3.4 Par de Codazzi para Superficies de Curvatura Constante em
H>2xReS*>xR

J& vimos que o par (I, 1) ndo define um par de Codazzi em superficies de M? x R. Ao longo

deste capitulo, consideraremos K # ¢ e entdo podemos definir uma nova quadratica A, dada por

_ 1 2
A_I+€K(I)_1dh, (3.13)
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em que I é a primeira forma fundamental e h é a fungao altura. Nosso objetivo nesta segdo
é estabelecer condigoes para que o par (A, IT) seja um par de Codazzi de curvatura extrinseca

constante.

Se A é uma meétrica Riemanniana podemos relacionar a curvatura extrinseca K (A, II) com a

curvatura Gaussiana K (1)

Lema 3.4.1. Se A é uma métrica Riemanniana em X, entdo a curvatura extrinseca do par
(A, II) ¢ dada por
K(AII)=K(I) —e.

Demonstra¢ao. Sejam (u,v) pardametros isotérmicos sobre ¥ para I, isto é

I = E(du® + dv?).

1 -
Tome ¢ = ————, entao temos que

eK(I)—1

= I+ cdh?

= E(du®+ dv?) + c(hydu + hydv)?

= E(du® + dv?) 4 c¢(h2du® + 2h,hydudv + h2dv?)

= (E + ch?)du® + 2chyhydudv + (E + ch?)dv?. (3.14)

N S
|

Assim, os coeficientes de A sao dado por:

E = E+ch?
F = chyh,
G = E+chl

Logo, podemos reescrever A como: A = Edu?® + 2Fdudv + Gdv?. Dai,

_ eg_f2
K(AIT) = (E 4 ch2)(E + ch2) — (chyhy)?

eg — f*
E? + Ech? + Ech?
eg — f?

hZ+h2
2 (1+e (H5))

_ eqg — f? 1
E? 1+ ¢||Vh||?

K(I,II)
1+ c[|Vh[]Z

Substituindo ¢ pelo seu valor temos
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(eK(I) — 1)K(I,II)
eK(I)— 1+ [|[VA]]Z

K(A,II) =

Sabemos que a equacio de Gauss ¢ dada por K(I) = K(I,II) + ev? tal que v? =1 —||Vh|[2.
Segue dai que K (I,11) = K(I) — ev?, e entdo

K(AII) =

O

Observe que, no lema anterior, A é Riemanniana se, e somente se, 1 + ¢||Vh||?> > 0. De fato,

se A uma meétrica Riemanniana, entdo 0 < EG — F°. Portanto
0 < (E+ ch2)(E + ch?) — (chyhy)? = E*(1+ || VR| %),
ou seja 1+ ¢|[|[Vh||? > 0. Reciprocamente, se 1+ ¢||Vh||? > 0, entdo
(E + ch?) + (E + ch?) = E(2+ ¢||Vh]]?) > 0

(E 4 ch2)(E + ch?) — (chyhy)? = E*(1 4 ¢||VA]]?) > 0.

Segue das igualdades acima que A é positiva definida, portanto, A é uma métrica Riemanniana.

Como consequéncia obtemos

Lema 3.4.2. Seja ¥ uma superficie orientdvel e seja 1) : ¥ — M?(g) x R uma imersao com
curvatura Gaussiana K(I). Entao a forma quadrdtica A nao é uma métrica Riemanniana em %

se, e somente se,
(a) existe p € ¥ satisfazendo 0 < K(I) <1 e ||Vh||?> > 1 — K(I), quando & = 1;
(b) existe p € X satisfazendo —1 < K(I) <0 e ||Vh||> > 1+ K(I), quando e = —1,

tal que h € a func¢do altura da imersdo .

1
Demonstracio. Note que 14-c||Vh||? > 0 ndo é satisfeita se, e somente se, ¢ < —1 e ||[VA||? > ——.
c

1

De fato, se ¢ < —1 e ||[VhA||? > —=, entdo ¢ < 0 e ¢||[Vh||> < —1. Portanto c||VA|> +1 < 0.
c

Reciprocamente, se 1 + ¢||VhA[|? < 0, temos que ¢ < 0 e entdo ||[VA|[?> > =L. Como ||VA||? < 1

temos 1 > _71, o que implica ¢ < —1.
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1
a) Se e =1 temos que ¢ = 1 Logo 1+ ¢||Vh]||> < 0 se, e somente se,

K(I)
L e P 1-K0)
K(I)-1~— - ’
Isto é,
0<K(I)<1 e |[|Vh]*>1-K(I).
b) Se e = —1 temos que ¢ = 1 Logo 1+ ¢||Vh|[? < 0 se, e somente se
L <1 e |IVAPR> 14K
-K(I)-1— - )
Isto é,

~1<K(I) <0 e ||VA|?>1+K().

O

Agora focaremos nossas aten¢des nas imersdes ¢ : ¥ — M?(g) x R com curvatura Gaussiana
K (I) constante.

Lema 3.4.3. Para todo ponto p € X, existe uma parametrizagio X (u,v) de wma vizinhanga de

p e um dominio U C R? tal que a métrica induzida ¢ dada por

I= %(du2 + dv?), 7= (1+K(I)(u?+v?).

DN | =

Demonstra¢do. Como X é uma parametrizacao ortogonal, isto é, F' = 0, temos

K(I) = _2\/1@ {(%)* (%)J

1
Fazendo £ = G = — = A temos que
T
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o8

Notemos

(logA),, =

1 27, 2Ty 272
I A = I = | —— - — v
(Og )UU <Og T2>'u ( T )v T + 7_2

Logo,

1 2Wpe 272 2Tyu 272
K(I) = —— v u
@ - - f{- T T
7-2
2 1 2 2 1
K(I) = -1 ) (TU + Tu) + . (—Tov — Tuw)
K(I) = (7' + 7 )+7‘(7'w+7'uu)

Segue que, se T = £ (14 K(I)(u?+v?)), entdo I é uma métrica de curvatura constante

K(I). Como consideramos uma imersao 1) com curvatura Gaussiana K (I) constante, segue do

Teorema de Cartan™ nosso resultado.

O lema a seguir fornece as equacoes de Codazzi de ¥ em M? x R.

O

Lema 3.4.4. Considere uma imersdo ¢ : ¥ — M?(¢) x R com curvatura Gaussiana K(I)

constante e (X,U) uma parametrizac¢ao isotérmica para a métrica induzida I, em X, tal que

1
I = —(du®+ dv?)
T

II = edu® + 2fdudv + gdv?,

onde 7(u,v) =

(1+ K(I)(u?+v?)) . Entio

N |

¢uu = <_
wuv = <_

K(I)u> Yy + (K(TI)) y + N+€<

; Yot (=Y o e

<

K(I)

T

o = (B o (Y i

*Ver [9], capitulo V11, se¢ao 2

12)
i)
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Consequentemente,
K(I) = (eg— fA)m +e(1—||VR||*)  Gauss (3.15)
K(I hy
ey — fu = — (T)u (e+g) — EVTQ Codazzi (I) (3.16)
K
fo—9u = — (I)u(e +g)+ ey—h;b Codazzi (II), (3.17)
T T

Demonstra¢ao. Temos que {1y, ¥y, N,n} formam uma base ortonormal para Ri. Assim podemos

escrever

Yy = F%lwu + F%% +a N+ ain
Yy = F%Qwu + F%Qwv + agN + as”n
Yoy = F%2¢u + F%2¢v + asN + asn.

Notemos que

<wuuaN> =4a] = ¢,
(Yuw, N) = a2 = f, (3.18)
<wv’uaN> =a3 =4,

(S
€= <¢uuv77> = Eal)
? = <¢’M’U7T]> = 6627
g= <1/}Uv777> = €as.
Logo

Yuu = Thivu +T59, +eN + een,
Yuv = Digthy + Tigthy + fN +efn,
wvv == F%ﬂpu + F%QTZJU + gN + E?n-

Se (—dn, dp) = (—dip, dip) + dh?, ver Observagao 3.2.3, entao

<_d77> d¢> - <_77udu — Nudv, Pydu + ¢vdv> -
= <_77ua zﬁu>du2 + <_77ua ¢v>dUdU + <_77va 7@L)dUd'U + <_77va ¢v>dv2'
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Como (n,vu) = (n,10y) = 0, segue que

(=N, hu) = &
<_77vawu> = <_77u7¢v> = ?) (319)
<_77va¢v> = g

Dai (—dn, di)) = (1, V) du® + (0, ) dudv + (1, 1y, )dv?. Por outro lado,

(—dap, dvp) 4 dh? =

= (—1hydu — ydv, Pydu + 1udv) + (hydu + hydv)?

= — (W, Yu)du? — (g, by )dv? + h2du? + 2k, hydudv + h2dv?
= (= (Vu, u) + h2)du® 4 2hyhydudv + (— 1y, 1y + h2)dv?.

Igualando cada membro, temos

1
(0 %w) = —(Wu ) +hy = —E +hi = hi —
<777¢uv> - huhv
1
(.t = —(u ) + Y = —G +hy = h} — .
Logo,
1
= _ p2
e = hu ﬁ)
? = huhv;
1
= _ 12
g = hv—ﬁ.

Agora analisando os simbolos de Christoffel em relagdo a métrica I, temos

= 9F 2 T T
2
(=)
G T2 T vK(I)
1%2:%: 2 L= 71}— - :F%z_*rgr
—2
T

Agora segue da Proposicao 3.2.2 que a equacdo de Gauss pode ser escrita como K(I) =

K(I,I1) + (1 — ||T||?). Assim, de acordo com a parametrizacio escolhida temos

42
K=< ),

T4
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Portanto, K(I) = (eg — f?)7* + (1 — ||Vh||?). Segue de (3.18)

€y = <(1/}uu)v’ N> + <¢uu7 Nv>
fv = ((wuv)v7N> + <¢uv7Nv>
fu - <(¢uv)u) N> + <1/}uv7 Nu>
Gu = <(¢’U’U)U7N> + <va7Nu>-
Como N é unitario, temos que
€y — fu = <wuuan> - <¢uv;Nu>
= B D g 0 e +e (1 - 1) )
+U[i_(l) <77Z)u, Nu> + UI(;_(I) <77Z)v, Nu> - f<N7 Nu> - 5huhv<777 Nu>

K(I K(I 1 K(I K(I
_ uEW), v ()g+€<hi_2>yhv_v (D, WK, oy
T T T T T

vK (I evhy,
= - ()(g+€)— 5
T T

De maneira analoga, temos

Agora apresentaremos o teorema principal desta segdo.

Teorema 3.4.1. Sejam X uma superficie orientdvel e ¢ : ¥ — M?(¢) x R uma imersio de
curvatura Gaussiana constante. Se a forma quadrdtica A € uma métrica Riemanniana, entdo

(A, II) é um par de Codazzi de curvatura extrinseca constante.

1
Demonstra¢ao. Sejam (u,v) pardmetros isotérmicos sobre ¥ para I e tomando ¢ = W
5 —
sabemos de (3.14) que
A= (L yen2 du® + 2(chyhy)dudv + L) (3.20)
= 7_2 cny, U Clq, Ny ) auav T2 chy, v, .
Fazendo
E=L o2, F= G=L o
=3 + chy,, =chyh, e =3 + ch,,
temos

A = Edu® + 2Fdudv + Gdv?.
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Por outro lado, a quarta coordenada das equagoes do Lema 3.4.4 é dada por

h = (= E o (- E ) e

hew = (K(})”> ho + <K<})“> hy + fv (3.21)
hyy = <K(TI)“> By + (—K(TI)U) hy + gu.

Entao, usando (3.21), vamos calcular os simbolos de Christoffel associado & métrica Rieman-

niana A. Mas antes, vejamos que

CRCI

Q)
g

EG —

2uK (1)

3

1 2d
4 ch2) = =T 4 2hyh = — + 20N P
T u T

20K (1)
7—3
(chuh)e = clhuhy + huhus) (3.22)
c(huvhv + huhvv)
(12 + ch3> = 2K o,
T T

20K (I)
7-3

+ 2chyhye

u

+ 2¢chy Py

1 1 1
— <72 + ch3> <T2 + ch3> — (chyhy)? = ﬁu + ¢||VA|]?). (3.23)

Segue dos simbolos de Christoffel (1.2), aplicando (3.21) em (3.22) e usando (3.23) os simbolos

de Christoffel associado a4 métrica A sdo

Assim

=1 K(I)u cr?evhy,
T, — —
H T Tx VAP
= K(I)v cr?evh
F% = 4) + 1 d ) 5
T + || Vh]|
=1 K(I)v cr? frhy,
r = — 3.24
2 T+ VAP (3.24)
= K(Iu n cr?fvh,
2 T 1+ ¢||Vh||?
L _ K(I)u cr?guh,
27 1+ c[|Vh|]?
=2 K(I)v cr?guvh,

P ST ATER
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eI'ly + f(Tfy = T1p) — 9Ty
. ~vK(I) n fc7'2yhu2
T 1—¢||V||
L _K(Du N cr? frh, - K(u cr?evhy, i
T 1+ ¢||Vh]]| T 1+ ¢||Vh]|
K(Du n cr? fuhy,
T 1+ ¢||Vh]|?

_ uK(I cr?vhy, 9
E—— (€+9)—<1C|Vh||2)(69—f)

el'sy + f(T5y — Tly) — gT'Ty
K(I 2vhy,
. i ()+ gty i
T 1—¢||V]|
L _K(I)v+ cr2guvh, _K(I)v+ cr? frhy,
T 1+ ¢||Vh||? T 1+ ¢||Vh||?
K(I 2fvh,
a(- ()u+ et fv i
T 1+ c|[|Vh]|

_uK(I) cr?vhy, 9
- (€+g)+(1—CHVhH2) <6g f )
Agora, da equagao de Gauss (3.15) e ¢ = ﬁ e v? =1— ||Vh||? temos

eIy + [Ty —T1y) — gl =
vK (I ct2vh, K(I) — ev?
- () (202)

— ¢||[Vh|? T

=00~ (%) (T )

D gy - () ()

-0 - () ()
vEK(I) veh,

== T (6 + g) - 72
Prosseguindo analogamente

K(I huy
( )(e+g)+1/i2 .

U
61%2 + f(rgz - F%z) - QF%2 =
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e das equagdes de Codazzi do Lema 3.4.4

el + f(TT —Th) — gl =ev — fu
el'sy + f(T5 —Tly) — 9T = fo — gu.

Portanto o par (A, I]) satisfaz as classicas equagdes de Codazzi, isto é, (A,I1) é um par de
Codazzi. Agora para concluir que K (A, IT) é constante basta aplicar o Lema 3.4.1, donde K (1)

¢é constante. O

3.5 Teorema Tipo Liebmann

Para nosso préximo objetivo, precisamos do seguinte resultado o qual nos garante a existén-
cia de uma forma quadratica holomorfa associada ao par de Codazzi com curvatura extrinseca

positiva constante.

Teorema 3.5.1 (Versdo Abstrata de Liebmann). Dado (I,11) € P(X) tal que II € R(X), entdo

quaisquer duas das sequintes condigoes implicam na terceira
(1) (I1,I1) é Codazzi;
(2) K =K(I,II) >0 ¢ constante;

(8) A (2,0)-parte de I é holomorfa para wma estrutura conforme dada por II, isto é, p =

1(0,,0,) é uma fungao holomorfa para a estrutura conforme induzida por I11.

Demonstrag¢ao. Seja 11 uma métrica Riemanniana e consideramos z um parametro local con-

forme para II. Entdo podemos escrever
I = pdz* 4 2)\|dz|* + pdz>

IT = 2p|dz|?

e assim, o Tensor de Codazzi, Tgrr, dada pela Proposi¢ao 1.6.3, satisfaz

K
(Tyr1(0.,09,0) =2 (12 + T )
Portanto o resultado decorre das seguintes equivaléncias:
e (I,II) ¢ Codazzi se, e somente se, Tgrr = 0;

e K é constante se, e somente se, K, = Kz = 0;

e p=1(0.,0.) & holomorfa se, e somente se, I'l, = '}, = 0.
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A tnica afirmacio nao obvia é a ultima. Iremos checa-la. Desde que z ¢ um parametro

conforme para I1 e p= 1(0,,0,), entdo

bz = 851(827 Z) = 2I(V6;az7 z) = 2(29F%2 + )\F%Q)
P, = 0:1(95,05) = 21(V,05,0z) = 2(AT}, + pI'Ty).

Como p é holomorfa se, e somente se, pz = p, = 0, entdo segue a afirmacao. O

Observe que para uma imersdo v : ¥ — M?(¢) x R com curvatura Gaussiana K (I) > 0, se
e=—1ou K(I)>1see =1, sempre podemos considerar uma estrutura conforme induzida por

2 eassim K > 0.

I1. De fato, pela equagdo de Gauss, temos que, see = —-1,0< K(I) =K — v
Analogamente, se ¢ = 1, temos que 1 < K(I) = K + 12, o que implica novamente que K > 0,
uma vez que v> < 1. Como a curvatura extrinseca é sempre positiva, I1 é definida e a menos de
orientacdo, podemos considerar I positiva definida para obter uma estrutura conforme induzida

por I1. Nesta estrutura, considere a (2,0)—parte de A, isto é

2 _ 1 2 2
de = <<¢Z,1/}Z> + 6I((I>—1h'z> dz°.

O préximo teorema caracteriza as imersdes em que Qdz? é identicamente nula.

Teorema 3.5.2. [6] Seja ¥ C M? x R uma imersdo de curvatura constante K > 0 se ¢ = —1
(resp. K > 1 se e =1). Suponha que Qdz* ¢ identicamente nula em ¥. Entio ¥ é um pedaco

de uma esfera rotacional invariante com curvatura Gaussiana constante K.

Demonstra¢do. Dividiremos a demonstracao em duas partes. Primeiro, mostraremos que a imer-
sao deve ser helicoidal, isto é, ¢ é invariante sob um grupo continuo de isometrias do espacgo
ambiente. Na segunda parte, demonstraremos que as 6rbitas desse movimento helicoidal sao
circulos sobre os slices M? x hg. Assim, concluiremos que 1 é uma superficie de revolucao.

Se Qdz? = 0, entdo existe uma funcdo X tal que IT = MA. Segue que a curvatura extrinseca
do par (A, IT) é dada por K (A, IT) = \? e assim, pelo Lema 3.4.1, temos que \?> = K — ¢.

Seja (u, v) coordenadas duplamente ortogonais para (I, IT), lembrando que essas coordenadas
estao disponiveis na vizinha de todo ponto ndo umbilico bem como sobre o interior do conjunto
dos pontos umbilicos. Entao, considerando esses pontos e, usando que esse conjunto é denso em

Y, temos que as propriedades obtidas podem ser estendidas para toda superficie por continuidade.

Desde que II = \/K(I) — A temos

WE = JEI) —¢ <E + K(I{;_Eh;i) (3.25)

0 = huhe (3.26)

koG = VEI) ¢ <G + K(S_sh2> . (3.27)

De (3.26) ¢ facil ver que o conjunto dado pela unido do interior do conjunto, onde h, = 0
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e a do interior do conjunto onde h, = 0 é denso. De fato, se h,(p) # 0 para algum ponto
p € X, existe uma vizinha V de p onde h, # 0. Mas como hyh, = 0, segue que h, = 0 em V.

Consequentemente podemos assumir que h,, = 0 na vizinhanca onde (u,v) sdo tomados.

Entao de (3.25), a curvatura principal k; = /K (I) —e é uma constante positiva. Além
disso, de (3.6), tem que v, = dv(9y) = —(k10y,T) = —k1hy = 0. Logo, da equagdo de Gauss,
(k2)u = 0.

Agora, (3.27) pode ser reescrita como
k1(ky — k1)G = eh?. (3.28)

Uma vez que estamos considerando uma vizinhanca sem pontos umbilicos, observamos que
se k1 = ko entdo de (3.28), h, também ¢ identicamente nula. Assim, teriamos h constante, isto é,
a superficie estaria sobre um Slice e entao K(I) = ¢, o que é uma contradi¢do. Logo, assumimos
k1 # ko em nossa vizinhanca e G, = 0 de (3.28).

Se consideramos a equagao de Codazzi (3.4) para X = 9, e Y = 0,, obtemos
(k‘g - kl)VauaU = Vaukgav - Vavklau = 6V(<8U,T>au — <8u,T)8U) = z’:‘l/hvau.

Logo, Vp,0, = 2%8“, entao (log F)yy = (%)u = 0. Isto é, a fungdo F(u,v) pode ser escrita
como FE(u,v) = Ej(u)FE2(v) para funcoes positivas E e Fs.

Agora tomando novos parametros (x,y) tais que dr = \/mdu e y = v. Entao, a primeira
e segunda forma fundamental, h e v apenas dependem de y, isto é, as fungoes E, G, k1, ko, h e
v nao depende de (x,y), mas apenas de y.

Assim, as imersdes ¥ (z,y) e ¥(x,y) = ¥(z + 20,y) para um adequado zg, tém as mesmas
funcdes E, G, ki, k2, h e v. Entdo 1 e 1 somente diferem por uma isometria do espaco ambiente
para cada xo (ver [12]), isto é, ¢ é helicoidal e as orbitas sao dadas por B(t) = ¥ (x + t,y).

Na segunda parte da prova, mostraremos que ¥ é uma superficie de rotacao. Observe que
B(t) esta contida em um plano horizontal devido a fun¢ao altura depender apenas de y.

Em particular, 8(t) € M?(¢) x {y} = M?(e) ¢ invariante sob um grupo de isometrias de
M?2(e). Entdo, a curvatura de 8 em M?(g) é constante.

Portanto se € = 1 entdo /3 esta contida sobre um circulo de S%. Por outro lado, se ¢ = —1,
3 esta contida em um circulo de H? se, e somente se, sua curvatura é maior que 1. Os detalhes
dessa afirmacao podem ser visto em [28].

Para o caso em que a curva esta contida em H?, um calculo facil nos d4 Vg, 0, = —%%@, +

k1EN, onde V denota a conexio de Levi-Civita em H? x R. Além disso, 3 pode ser parametrizada
pelo comprimento de arco como 3(s) = ¢ (:L‘ + ﬁ7 y) . Entao, o quadrado de sua curvatura
Yy

é dada por

: E,(y)?
Vg (B (8))? = 4E1y)2 < AC k%E(y)2) >ki=K(I)+1>1
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Entéo, 8 esta contida em um circulo em qualquer caso e 1 deve ser uma superficie de rotacao.

Finalmente, a prova finaliza como consequéncia do préximo lema. O

Lema 3.5.1. Seja ¢ : ¥ — M?(¢) x R uma superficie de rotacdo que a curvatura principal ky
associada com seus paralelos coincidem. Se ki > 1 para € = —1 ou ky > 0 para € = 1 entdo,
a menos de isomelria, 3 € um pedago de uma esfera rotacionalmente invariante com curvatura

Gaussiana K constante.
Demonstragao. Ver [6]. O

Teorema 3.5.3 (do tipo Liebmann). Dada uma constante real K(I), existe, a menos de iso-
metria, uma tnica superficie completa de curvatura Gaussiana constante K(I) > 1 em S? xR e
uma tinica de curvatura Gaussiana constante K (I) > 0 em H? x R. Além disso, estas superficies

sao rotacionalmente simétricas.

Demonstracdo. A parte da existéncia do resultado foi apresentado na Segdo 3.3. Entdo, precisa-
mos apenas mostrar a unicidade.

Sejam Y uma superficie e ¢ : ¥ — M?(¢) x R uma imersio completa com curvatura
Gaussiana constante K (I) positiva. Desde que K (I) é positiva, entdo pelo Teorema de Bonnet',
> é compacta. Além disso, considerando o recobrimento universal se necessario podemos assumir
¥ simplesmente conexa. Note que toda superficie compacta imersa em M?(g) x R é orientavel,
entdo ¥ é uma esfera topologica pelo teorema de Gauss-Bonnet?.

Por outro lado, pelo Teorema 3.4.1, (A, IT) é um par de Codazzi com curvatura extrinseca
constante e positiva, de onde obtemos, pelo Teorema 3.5.1 que a parte (2,0) de A é holomorfa

para a estrutura induzida por I, isto é, se z é um parametro conforme para 11, entao
Qdz* = A(0,0.)

é uma diferencial quadratica holomorfa em . Portanto, como 3 é um esfera topologica, pelo
Teorema 1.6.4, Qdz? deve ser identicamente zero sobre . Entdo, segue do Teorema 3.5.2, 0 nosso
resultado.

O

"Ver [8], cap. 5, secdo 5.4
Ver [8], cap. 4, secio 4.5



Capitulo

4

Pares de Codazzi no Espaco

Homogéneo E(x, 7)

Sabe-se da teoria de superficies que existe uma diferencial quadratica holomorfa definida em
qualquer superficie de curvatura média constante, em resumo, H —superficie, imersa no espaco
homogeéneo E(k,7), dada por U.Abresch e H.Rosenberg, (ver [7]), chamada a diferencial de
Abresch-Rosenberg. Porém, ndo existia par de Codazzi sobre tais H—superficies associadas
a diferencial de Abresch-Rosenberg quando 7 # 0. Inspirado nos estudos de José Espinar e
Haimer Trejos em [15], o objetivo deste capitulo é encontrar par geométrico Codazzi definido
sobre qualquer H—superficie em E(k, 7), quando 7 # 0, cujo (2,0)-parte é a diferencial Abresch-

Rosenberg.

4.1 Introducao

Neste capitulo trataremos de superficies de curvatura média constante em espacos homogé-
neos. Nos ultimos anos, o tema das H—superficies em espacos homogéneos cresceu rapidamente
motivado, principalmente, pelo resultado de U. Abresch e H. Rosenberg em [1] e [2], sobre a
classificagdo de esferas topolégicas com curvatura média constante.

Tais autores provaram que para superficies com curvatura média constante imersas nos espa-
¢os homogeéneos E(k, 7), existe uma diferencial quadratica holomorfa e denominada diferencial
Abresch-Rosenberg. Seguem dai as classificagbes de superficies cuja diferencial quadratica é nula
e assim temos a generalizagdo do Teorema de Hopf. Motivado pela existéncia dessa diferencial
quadratica, veremos os pares de Codazzi sobre qualquer H—superficies em E(x, 7). Além disso,
obteremos resultados de classificacao, no qual classificaremos superficies completas de curvatura

média constante com fungdes Abresch-Rosenberg constante nao nula.
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4.2 Resultados Basicos

4.2.1 Variedades Riemannianas Homogéneas E(x, 1)

Uma variedade homogénea simplesmente conexa E(x,7) é uma submersao Riemanniana
7 : E(k,7) — M?(k) sobre uma superficie simplesmente conexa de curvatura s constante. As
fibras, isto ¢, as imagens inversas de um ponto em M? (k) por 7, sdo trajetérias de um campo de
vetores de Killing unitario ¢, chamada campo de vetores verticais.

Denote por V,A, R a conexdo, produto vetorial na métrica de E(k,7) e o Tensor curva-
tura de E(k, 7), respectivamente. Entao seguem os seguintes resultados, cujas demonstracoes se

encontram em [13].

Proposicao 4.2.1. Seja E(k,T) como dito acima. Entdo eziste uma fungdo 7 : M — R tal

que
Vxé=1X N, (4.1)

onde T é a curvatura do fibrado. Note que 7 = 0 implica que E(k,T) € o espaco produto.

Proposicao 4.2.2. Seja 7 : E(k,7) — M2?(k) uma submersio Riemanniana com o campo
de killing unitdrio . Seja {E1, E2} € TE uma base ortonormal de vetores horizontais tal que

{E1, E2,&} € orientada positivamente. Entdo
(R(Br, E2)Er, Bz) = k=370 ¢ (R(E;,§)E; &) =71°

onde K ¢ a curvatura seccional de qualquer plano gerado por E1, Es € X (E(k, 7))
Utilizaremos o resultado acima, para expressar o Tensor curvatura do espago E(k, 7).

Teorema 4.2.1. Seja E(k,7T) um espago homogéneo com campo de Killing unitdrio £. Para
todos campos vetoriais X,Y,Z e W € X (E(k, 1)) temos:

(R(X,Y)ZW)=(k—372)(Ro(X,Y) Z,W)+(k—472)(R1 (&,X,Y) Z,W), (4.2)

com Ro(X,Y)Z=(X,Z)Y—(Y,Z)Y e
Ri(V,X.Y)Z=(Y,VUZV)X+(Y,Z) (X, V)V —(X,Z)(Y, V)V —(X,V}(Z,V)Y.

Demonstra¢do. Inicialmente, vamos decompor os campos X,Y,Z e W em sua parte horizontal
e vertical, com respeito a &, isto &, X = X + &0, Y =Y + &y, Z =Z 4+ Eze W =W + &w,
onde z = (X,&), y = (Y,§), z = (Z,§) e w = (W, §). Portanto, pela multilinearidade do tensor
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curvatura, temos

+ o+ o+ o+ +

Devido as propriedades anti-simétrica do tensor curvatura, temos

que implica (R(£,€)A, B) = 0, e modo andlogo, (R(A, B),€) = 0. O termo onde ¢ aparece

apenas uma vez sao nulos, pois existe uma base ortonormal em que a matriz de R é diagonal.

Entao, temos

Seja Fn, E» base ortonormal dos vetores horizontais como na Proposicao 4.2.2. Entao

+xw(R(E,Y)Z,€) + 22(R(E,Y)E,W).

(R(Ey,F9)E1, E) =k — 312 e (R(E;,§)E;, &) =12

A partir disso, se escrevermos

temos que

Usando agora

X =x1F1 +29Fs, Y =y1E1 + 12y ¢ Z = 21F1 + 23Fs,

(R(Ela E3)E17 E3> = <E(EQ, .EI;;)_E'Q7 E3> = 7'2 e
R(Ey,E3)Eq, E3) = 0,

temos
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Analogamente,
<R(Ya 5)57 W> = - <Y7 W>7—2
<7(§7 ?)7’ £> = - <?7 Z>T2
(R, Y)E,W) = (Y, W)7?
Portanto

(R(X,Y)Z,W) =

= (5 - 37%) [(X, 2)(V, 7)) — (V. 2) (X, 7]

+72 [yw(X, Z) — yz(X, W) — 2w(Y, Z) + 22(Y ,W)]
= (k= 37°) [((X, Z)(Y, W) — (Y, Z)(X, W)]

— (k= 47) (X, Z)(Y, £)(W, > (Y, W)X, )(Z,8)]
— (k= A4T) [—(X, WY, E)(Z, &) — (Y, Z)(X, ) (W, €)]
= (k=3 (Ro(X,Y)Z, W) + (k — 473 (R1 (£, X, Y Z,W).

m
~
/\

4.2.2 Superficies Imersas em E(k, 7)

Seja ¥ C R(k,7) uma superficie orientada conexa imersa. Dotaremos ¥ com a métrica
induzida de E(x, 7), chamada a primeira forma fundamental, na qual denotaremos por (, ). Sejam
V e R a conexdo de Levi-Civita e o tensor curvatura de X, respectivamente. Denotaremos por
A o operador forma, isto é, AX = —VxN,V X € X(X), onde N é o campo normal unitario ao
longo de ¥. Entao II(X,Y) = (AX,Y) é a segunda forma fundamental de X. Se X é orientével,
podemos definir uma estrutura complexa J sobre X, dada por J(e;) = eg e J(ez) = —eq, onde
{e1,e2} C T,X é uma base ortonormal positiva. Geometricamente, J representa uma rotacao de
5 em T3, no sentido anti-horario, tal que JX = N A X, ¥V X € X(X).

Sev = (N,&) e T =& —vN, entdo v é¢ o componente normal do campo vertical &,
chamado fungao angulo, e T ¢ um campo em X(X) chamado componente tangente do
campo vertical &.

Lembrando que no espaco produto M?(k) x R, temos uma projecio natural sobre a fibra
o : Y — R, onde podemos definir a restri¢do de o para a superficie, isto é, h = ol : ¥ — R.
A funcdo h ¢ chamada funcdo altura de ¥. Entdo, em M?(k) x R, podemos observar que

Vo = € e assim, T é a projecio de Vo sobre o plano tangente, Vh = T.

Apresentaremos agora, a prova de que as equagoes de compatibilidade sdo condi¢es necessarias

para existéncia da Imersao.
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Lema 4.2.1. Sejam ¥ C E(k, 7) uma superficie imersa com campo unitdrio normal N e operador
forma A. Sejom T e v o componente tangente do campo vertical e a func¢do dngulo respectiva-

mente. Entao, dados X,Y € X(X), valem as sequintes equagdes:

K = K.+712+ (k-4 Gauss (4.3)
Ts(X,Y) = (=4, T)X — (X, T)Y) Codazzi (4.4)
VxT = v(AX —7JX) (4.5)
dv(X) = v(rJX — AX,T) (4.6)

1 = |[|T))? + 2, (4.7)

onde K denota a curvatura Gaussiana de X, K, = detA a curvatura exlrinseca ¢ Ts € o lensor

dado por
Ts(X,Y)=VxAY - VyAX — A([X,Y]) X, Y € X(2). (4.8)

Demonstra¢ao. Primeiro, decompondo o campo vertical £ na sua parte tangente e normal, isto

é, £ =T+ vN, onde Te X(X). Desde que £ é um vetor unitario temos
L= (&6 +v =||T|]* + v

Pela formula de Gauss
VxY =VxY — (AX,Y)N,

V X,Y € X(¥) e usando a equagao (4.1), temos

TXANE=Vxé = Vx(T+vN)=VxT +dv(X)N + vVxN
= VxT+ (AX,T)N + dv(X)N +vVxN
= VxT + (AX,T)N + dv(X)N — vAX
= (VxT —vAX) + ((AX,T) 4 dv(X))N.

Por outro lado,

TXNE=TXAN(T+vN)=7XANT+717wX AN
= r({JX,T)N — vJX).

Assim,
(VxT —vAX)+ ((AX,T) + dv(X))N =7((JX,T)N —vJX),

entdo, obtemos (4.5) e (4.6) igualando as partes tangente e normal da expressao acima.
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Agora dados X,Y,Z € X(X), as equagoes de Gauss e Codazzi de uma superficie sdo dada

respectivamente, por:

(RIX,Y)Z,W) - R(X,Y)Z,W) = (AX,Z){AY,W) — (AX,W)(AY, Z)

R(X,Y)N = VyAY — VyAX — A[X,Y].
Segue de (4.2) que

R(X,Y)N =

= (k=372 Ro(X,Y)N + (k — 47°)Ry (£, X, Y)N

= (k=3 [(X,N)Y — (Y, N)X]

(5 —47%) (Y, E)(N, €)X + (Y, N)(X, €)¢]

(k= 47%) [=(X, E)(Y, )¢ — (X, €) (N, )Y]

= (k=4 [(Y,T + vN)Y(N,T + vN)X — (X, T +vN)(N,T +vN)Y]
= (k— 47V [(Y,T + vN)X — (X, T + vN)Y]

= (k=4 [V, T)X — (X, T)Y].

+ )
+ )

K

R

Assim, a equacao de Codazzi pode ser reescrita como

Ts(X,Y) = R(X,Y)N =VxAY —VyAX — A[X,Y]
= (k=42 [(V,T)X — (X, T)Y]

Concluimos (4.4).

Utilizando a Proposicao 4.2.1, podemos substituir (R(X,Y)Z, W) e reescrever a equacao de

Gauss como

(RIX,Y)Z, W) — (k= 3t))(Ro(X,Y)Z, W) — (k — 47*) (R (T, X, Y Z, W)
= (AX, Z)(AX, W) — (AX, W)(AY, Z). (4.9)

Ainda podemos considerar X e Y ortonormais, e escolher X = Z ¢ W =Y. Dai,

Ro(X,Y)X = (X, X)Y — (Y, X)X =||X|*Y =Y
RU(T, X, Y)X = (Y,THX,T)X — (Y, T)T — (X, THX,T)Y

Assim, fazendo o produto interno dos primeiros e segundos membros das igualdades acima

com Y, obtemos

(Ro(X,Y)X,Y) = 1
(Ri(T, X, Y)X,Y) = —(V,T)? = (X,T)? = —||T|]" = —(1 - ?).
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Além disso,
(AX, X)(AY)Y) — (AX,Y)(AY, X) = K..
Logo, (4.9) pode ser reescrita como
(RX,Y)Z,W) — [(k—37) + (k —47*)(* — 1)] = K..
Portanto,
K=K +r—3m"—(k—47")(1 =) = K. + 72 + (k — 475)1”.

O

O proximo resultado foi obtido por Benoit Daniel (Ver [13]), e afirma que, para existir a imer-
sao de uma superficie ¥ num espaco homogéneo tridimensional E(k, 7), é necessério e suficiente

que Y satisfaca as equagoes de compatibilidade dadas no Lema 4.2.1

Teorema 4.2.2 (Benoit Daniel). Seja ¥ uma superficie Riemanniana simplesmente conexa ori-
entada.Sejam (,) sua métrica e V sua conexdo de Levi-Civita. Sejam A um campo de operadores
simétricos A, : Tp,X — 1,5, T um campo de vetores em ¥ e v uma func¢ao suave tal que
1= T2 + v2,

Seja & um campo vertical em E(k, T), onde k € a curvatura da base da fibragao e T a curvatura
do fibrado. Entao, existe uma imersao isométrica f : ¥ — E(k,7) tal que o operador com
respeito ao normal N associado a f é df o S o df ™! e tal que & = df (T) + vN se, e somente se,
(ds?, A, T,v) satisfaz as equagoes de compatibilidade. Neste caso, a imersio ¢ tinica a menos de

isometrias globais de E(k, T) preservando a orientacao da fibra e da base da fibragao.

4.2.3 H-Superficies Imersas em E(x,7) e a diferencial de Abresch-Rosenberg

Agora veremos as equagbes fundamentais para uma imersao ¢ : ¥ — E(k,7) em termos
de um parametro conforme z = w + iv. Identificaremos ¥ (3) com ¥ e consideraremos ¥ uma
superficie de Riemann com estrutura complexa dada pela métrica induzida, e também 0, =
20y —i0y) e 9z = 3(9y + i9,). O conjunto (A, v, H,Q,t) € Rt x [-1,1] x R x C x C, sera
chamado de dados fundamentais de X, onde A é o fator de conformidade da métrica induzida,
ou seja, A = 2(0,,0z), v = (N, &) é a componente normal do campo vertical £ e H é a curvatura
média de X. Além disso, @ é a diferencial de Hopf de X, isto &,

Qdz* = (~Vy_N,d.)dz*

et=1(£0,) =(T,0,), com T € X(X) sendo a componente tangente do campo vertical £, ou seja,
T =¢—vN. A primeira e a segunda formas fundamentais sdo escritas em termos do parametro

complexo, respectivamente, como
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I = 2)\dz|?
II Qdz* + 20H|dz|* 4+ Qdz*

No proximo lema, serdo apresentadas as equacoes fundamentais para a imersao e as condicoes
de compatibilidade reescritas para o caso em que temos um pardmetro conforme para a primeira,
forma fundamental. Estas equagdes, que sao equivalentes as de compatibilidade, sdo chamadas

de condic¢oes de Integrabilidade.

Lema 4.2.2 (Ver [16]). Dada uma imersao H—superficie ¥ C E(k,T), as sequintes equagoes sio

satisfeitas

K = K.+ 7%+ (k—4r%)° (4.10)
Q: = MNr—4r)ut (4.11)
t, = %HQV (4.12)
t= = MNH+ir)v (4.13)
v, = —(H—iT)t—%E (4.14)
2 = %A(l—yQ) (4.15)

onde t = (T,0,), t = (T, 0z), K¢ é a curvatura estrinseca ¢ K é a curvatura Gaussiana.

Em 2004 e 2005, Uwe Abresch e Harold Rosenberg (|1|, [2|) generalizaram a diferencial
de Hopf para superficies imersas em S? x R e S? x R. Mais geralmente, o fizeram para espacos
homogéneos tridimensionais com grupo de isometria de dimensao quatro, mantendo a propriedade
de ser holomorfa quando a curvatura média é constante, classificaram as imersoes com essa,
diferencial nula e obtiveram um resultado correspondente ao de Hopf para superficies imersas
em E(k, 7).

Agora, definiremos a diferencial quadrética de Abresch-Rosenberg. Note que diferentemente
do que acontece para imersoes em R®, onde a diferencial de Hopf ser holomorfa implica que a
superficie tem curvatura média constante, a diferencial de Abresch-Rosenberg pode ser holomorfa
em alguma superficie cuja curvatura média ndo é constante. Todavia, a reciproca desta afirmagao
¢ valida em E(k, 7).

Considere uma H —superficie imersa ¥ C E(k, 7). Entao existe uma diferencial quadratica

definida globalmente, chamada a diferencia de Abresch-Rosenberg.

Definicao 4.2.1. Dado um pardmetro local conforme z, a diferencial de Abresch-Rosenberg

€ definida por

QAR — QARAZ? = (2(H +i1)Q — (k — 47%)t?)d2>. (4.16)
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Além disso, associada a diferencial de Abresch-Rosenberg definimos a fungao Abresch-

Rosenberg ¢4 : ¥ — [0, +00] por

ar _ 1@
q - )\2

Note que Q4% e ¢A% sio globalmente definidas em . Observe também que a diferencial
(4.16) coincide com a diferencial usual de Hopf em R3 (isso ocorre quando £ = 0 = 7) a menos
de um fator constante. Agora veremos a prova que a diferencial da Defini¢do 4.2.1 é holomorfa

em qualquer H —superficies em E(k, 7)

Teorema 4.2.3. Se ¥ é uma H—superficie em E(k,T), entdo a diferencial Abresch-Rosenberg

QAR ¢ holomorfa para uma estrutura induzida pela primeira forma fundamental I.

Demonstragao. A prova segue de (4.11) e (4.13) e o fato de ¥ ter curvatura média constante.
Derivando (4.16) em relacdo a Z temos:
Q2" = 2(H +ir)Qz — 2(k — 47%)itz
= 2(H +i1)\k — 47%) vt — 2(k — 472)tN(H + i)t
— 0

4.3 Diferencial Abresch-Rosenberg e Pares de Codazzi

Definigao 4.3.1. Sejam z um parametro conforme local e (I,1I) um par fundamental em X
dados por

I = 2)\|dz?

IT = Qdz*+2p|dz|* + Qdz*.

Dizemos que a forma quadrdtica Qdz? de I1 ¢ a diferencial de Hopf do par (I,1I). Em outras
palavras, a (2,0)—parte de 11 é a diferencial de Hopf de (I,11).

Notemos que (I, II) é umbilico em p € ¥ se, e somente se, Q(p) = 0, isto é, a diferencial de

Hopf determina a umbilicidade do par fundamental (I, II) nos pontos da superficie X.

Observacao 4.3.1. Se considerarmos Y como uma superficie de Riemann com respeito 4 métrica

I e z um pardmetro conforme, entao podemos escrever

I = 2)\dz|?
IT = Qdz*+2H\|d2?| + Qdz*,
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na qual se verificam as sequintes equacoes:

o - -
So, — H@Z+Qf? (4.18)

Iy = % (4.19)

I3, = Ip=0 (4.20)
T5(0.,80) = Tn(-,0) + (@0 + Q:02) (4.21)
(T5(0:,0%),0:) = AH.—Qz (4.22)
K(I) = —i(zm)zZ (4.23)

Um caso especialmente interessante ocorre quando o par fundamental satisfaz & equagao de
Codazzi, ou seja:
Lembremos que um par fundamental (I, I]) em uma superficie ¥, com operador forma asso-

ciado S, é um par de Codazzi se
VxSY - VySX -S[X,Y]=0 XY e€X(2),

onde V é a conexdo de Levi Civita associado a métrica Riemanniana 1.
Observemos também que o par fundamental (I,11) é um par de Codazzi se, e somente se,
@z = AH,. Assim, temos:

Lema 4.3.1 (Versao Abstrata de Hopf). Seja (I,11) par fundamental. Entao quaisquer duas

das sequintes condi¢oes implicam na terceira:
(i) (I,II) é um par de Codazzi;

(ii) H é constante;

(iii) A diferencial de Hopf é holomorfa.

Em particular, se verificam duas das condicdes anteriores e X € uma esfera topoldgica, o par tem

que ser totalmente umbilico.

Demonstra¢do. Seja z um pardmetro conforme local para I, o Tensor de Codazzi associado a
(I,11), satisfaz

1 _

T5(9:,0z) = Tu (0, 0z) + X(Qzaz + Qz05).
Agora, o resultado é consequéncia direta das seguintes equivaléncias:
e (I,11) é Codazzi se, e somente se, Qz = \H;

e [ é constante se, e somente se, Ty =0
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e () é holomorfa se, e somente se, )z = 0.

O

Até agora vimos que a diferencial quadratica Q4% dada na Definicdo 4.2.1 é holomorfa em
qualquer H —superficie 3 imersa em E(k, 7). Consequentemente, é facil ver que tal diferencial
quadratica deve ser nula em uma esfera topologica pelo Lema 4.3.1. Em seguida Abresch e
Rosenberg mostraram que se a diferencial Abresch Rosenberg se anula em uma H-superficie
entdo essa deve ser invariante sob um subgrupo a um parametro de isometria da variedade
ambiente E(k,7). Em particular, quando a superficie ¢ uma esfera topologica, essa deve ser

rotacionalmente simétrica.
Especificamente eles provaram:
Teorema 4.3.1. Qualquer esfera topoldgica em E(k,T) com curvatura média constante H é uma

esfera rotacionalmente simétrica.

O Lema 4.3.1 nos diz que a existéncia de uma diferencial quadratica implica na existéncia
de um par Codazzi sobre qualquer H—superficie em E(k, 7). Quando E(k,7) é uma variedade

produto, isto ¢, 7 = 0, tal par Codazzi foi encontrado um longo tempo depois (Ver [4]).

Agora estudaremos um par de Codazzi em qualquer H—superficie tal que a diferencial de

Abresch-Rosenberg aparece como sua diferencial de Hopf.
Primeiramente, recorremos ao caso 7 = 0, uma vez que auxiliard o caso 7 # 0.

4.3.1 H-Superficies Imersas em E(x,7) com 7 =0

Nesta secdo, vamos estudar brevemente como alguns pares Codazzi aparecem no contexto de
H —superficies. Considere uma superficie ¥ e uma imersio ¢ : ¥ — M? x R, com vetor normal

e considere a fungao altura h := 7w o % e a funcdo angulo v := dr(N) na superficie 3.

Se 9 é uma imersdo com curvatura média constante H, entdo foi provado por Abresch e
Rosenberg [1], que a diferencial quadratica dada na Defini¢cao 4.2.1 quando 7 = 0 é holomorfa,
ou seja, (2HQ — eh?)dz? é holomorfa. Aqui z é um parametro conforme para a métrica induzida
I e Qdz? ¢ a diferencial de Hopf para o par (I,11).

Notemos que Qdz? = (2HQ —ch?)dz? é a (2,0)—parte da forma quadratica B = 2HI —edh?+
£||Vh|[*I para a estrutura conforme dada por I (ver [4]).

Teorema 4.3.2. Seja ¥ C M?(g) x R uma superficie imersa com curvatura constante H. Entdo

(I, B) é um par de Codazzi com curvatura média constante 2H>.

Demonstragio. Mostraremos que H (I, B) = 2H?.
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Sabemos que

eG—-2fF + Eg
H(I,II) =
(1, 11) 2(EG — F?)
Denotemos G 2fnF 4 E
H(I,B):eB —2fpF + Egp

2(EG — F?)
Como B = 2HII + dh® + £||Vh||I, entdo

(2He + eh? + §||VA||?E)G

H(I,B) = 2(EG — F?)
2F (2H f + chyhy + 5||Vh|[*E)
2(EG — F?)
E (2Hg + h? + §[|V|%G)
2(EG — F?)
Reorganizando
H (eG —2F f + Eg) + £||Vh||> (EG — 2F? + EG
2(EG — F?)
¢ (GhZ — 2Fhyhy + Eh2)
2(EG — F?) '
Logo
2 2 2 2y _ 2 _ 2
H(I,B) = 4H*(EG — F?) +¢||Vh||*(EG — F*) — e(Gh, 2huth+Ehv)‘

2(EG — F2)

Entao, segue que

Gh2 + 2Eh,h, F + Eh?
H(I,B):2H2+;[\|Vh]\2—< z )]

EG — F?

Iremos considerar a partir de agora parametros ortogonais, isto é, F' = f = 0 para facilitar nossos

calculos. Assim, temos

Gh2 + ER2
H(LB) =2 + [||Vh||2 - <u+)] .

EG

Sabemos

(Gfu - Ffv)au + (Efv - Ffu)av
EG — F? '

Entao, segue dai e da parametrizagdo ortogonal, que

Vf=

Gh2 + ER?2

h* =
[IVA]] folE
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Logo,
H(I,B) = 2H*

O

Portanto, se a curvatura média do par (I, B) é dada por H(I, B) = 2H?, entdo (I, B) é um
par de Codazzi pelo Lema 4.3.1, uma vez que H(I, B) é constante e a diferencial de Hopf é

holomorfa.

4.3.2 H-Superficies Imersas em E(x,7) com 7 # 0

A diferencial de Abresch-Rosenberg tem outra interpretacao em termos de pares de Codazzi
definida em qualquer H—superficie em E(x,7) quando 7 # 0. Assuma que H? + 72 > 0. Defina
6 € [0,2x] por

VR + 72

Seja ¥ C E(k,7) uma H—superficie e considere z um parametro conforme local. Entdo, a
menos de uma constante complexa H +i7, podemos redefinir a diferencial de Abresch-Rosenberg

como

AR ;.2 K — 472 2 2
Q =(Q - ———t .
dz < SCH +i7) > dz

Reescrevendo a diferencial acima como:

AR ;.2 _ i A

Dado um campo de vetores tangentes T, definimos
Ty = cosOT + sin0JT,

onde, recordando, JX = NA X, V X € X(X), em que N denota o vetor normal unitario ao
longo de 3.

Entdo, podemos facilmente checar que (Ty, d.) = €t. Logo,

QARdZ? = ((AD.,d,) — a(Ty,d,)?)d2?,

K — 4712
onde « = ——— € R e A & o operador forma associado a N, tal que, a segunda forma
NS p q g
fundamental é dada por II(X,Y) = (AX,Y), X,Y € X(X). Isto nos leva a seguinte definicao:
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Definicao 4.3.2. Dada uma H—superficie ¥ C E(k,7) a segunda forma fundamental
Abresch-Rosenberg ¢ definida por

alTP?

ITAsp(X,Y) =1I(X,Y) — Ty, X)(Tp,Y) + 5

(X,Y), (4.24)

ou equivalentemente, o operador forma Abresch-Rosenberg Sagr ¢ definido por

alTP?

SArX = A(X) - Oz(Tg,X)Tg + X (4.25)

ou, o traco do operador forma Abresch-Rosenberg S ¢é definido por

a|T|?
2

SX = SarX — HX = A(X) — o(Ty, X)Ty + X - HX (4.26)

onde X,Y € X(X).

Primeiro, examinaremos as propriedades geométricas da forma quadratica acima e sua relagao

com a diferencial Abresch-Rosenberg.

Antes de provamos nosso proximo resultado faremos uma breve observacdo na qual mostrare-

mos que g% & a curvatura assimétrica do par (I, I14R).

Observacao 4.3.2. Por definicdo, sabemos que

ar _ 1@
q 2

Mas note que da equagao (4.17) da Observagao 4.3.1 temos que

QA

= H%p — K (I, 114R).

Logo
¢ = H3p — K (I, I1aR).
Portanto, ¢*F ¢ a curvatura assimétrica do par (I,114R).
Proposicao 4.3.1. Valem as sequintes equagées para o par fundamental (I,114R) :
1) IT7R(0.,0.)dz* = QATd22, onde z é wm parametro conforme local para I.
2) H(I,IIog) = H(I,II);
a?|T |4

3) Ke(I,114R) = K (I,I1) 4+ a(STy, Ty) + i

Além disso, a norma quadrada do operador forma |A|? e a norma quadrada do traco do operador

forma Abresch-Rosenberg |S|? satisfazem

2
|A[2 = |S)2 + 20(STy, Ty) + %m‘* +2H2. (4.27)
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mais ainda,

T1*  (STy, Ty) _ (STp, JTp)
2 |SI? |51

(4.28)
Demonstra¢ao. Primeiramente notemos
|Ty| = [JTp| = |T'|. (4.29)
De fato,

|JTy|* = (N ATy, N ATp) = (Tp, (N ANTyp) AN) = (T, Tp) = |Tp|?

|Tp|? = cos? O |T|*> +sin®@ |JT|* + 2sin6 cos (T, JT) = |T|*.

Agora considere um parametro conforme local z para I. Entao temos que 1(9,,0,) = p = 0.
Fazendo X =Y = 0, em (4.24) segue que

ILg(0.,0.) = 11(0..0.) — o(T5,0.)(Ty.0.) + "2 (0..),
ou seja,
I14R(0:,0.)dz = (I11(0.,0.) — a(Ty, 0)?) d=.
Para mostrar que H(I,IT) = H(I,I14R) basta provar que trA = trSyg.

Sendo {ej, e2} base ortonormal, sabemos que

trSagr = (Sarei1,e1) + (Sares, e2).

Tomando {ej,es} vetores principais de A, segue de (4.25) que

a|T?

Sare1 = A(er) — a<T9, 61>T9 + 5

€.

Logo

a|T?

(Sage1,e1) = (Aer,e1) — a(Tp, e1)* + 5
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De modo analogo, obtemos

a|T?

(SaRrea, e2) = (Aea, ea) — Ty, e2)? + 5

Consequentemente
TrSar = (Ae1,e1) + (Aea, e2) — a [(Ty, e1)? + (Tp, e2)*] + T2,
isto &,
TrSag =TrA—a[(Ty,e1)? + (Tp, e2)*] + a|T|*.
Escrevendo Ty = 61e1 + O2e2, obtemos

01 = (Ty,e1) e By = (Ty,ea).

Note que [Ty|> = 62 + 02, logo
Ty? = (Ty, e1)? + (T, e2)*.

Como |T'| = |Tp| temos
IT? = (Ty, e1)® + (Tp, e2).

Deste modo, TrSar = TrA. Portanto,

H(I,IIar) = H(I,II).

Observe que chegariamos neste mesmo resultado usando o fato de que S é o operador sem

trago de Abresch-Rosenberg.

Agora calculemos K. (I,II4r). Segue de (4.29) que
4, Tyl
ITar(Ty, Ty) = II1(Ty,Ty) — a|Ty|* + 5
I sr(Ty, JTy) = 11(Tp, JT)) (4.30)
T
IIAR(JTQ, JT@) = II(JT@, JTQ) + 04‘2’
Pela defini¢ao da forma quadrética Abresch-Rosenberg, temos que K. (I,1Iar) = K(I,11)
em um conjunto U = {p € %;|T|*(p) =0} . Entdo, considerando p € X\ U e escolhendo uma
base em T,Y definida por

Th JTy

A T
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de (4.24), segue que

Ty TP, Ty Ty

ITar(er,e1) — ITag(ea, e2) = I1(e1,e1) — Ty, —)? + (> )
T 2 T T
JTy o o|T?,JTy JTy
—1I1(ez, e2) + a(Tp, ): — ( ; )
T2 2 T |T|
a o' a|T|?
=11 — — Ty, Tp)\> + —(Tp, Ty) — I — JTy, JT,
(61761) ‘T’2< 05 9) + 2< 05 9> (62762) 2’T|2< 05 0>
T 2
= II(€1,€1) — CM’T|2 —l- Oé|2 | — 11(62,62) — %<JT9,JT9>
(07 (0]
= I(ex, e1) = SITI* = I1(ez, 2) = 5 (JTy, JTy)
= II(e1,e1) — II(ez,e2) — a|T)? (4.31)
e seja {e1,ea} ortogonal em p, entdo
Ke(I,I14r) = Ilag(er,e1)Ilar(ez,es) — IT3g(e1,e2)
- (II(el, e1) — %]T|2> (11(62, e2) + %\T|2> — I (er, e9)
ol T2 ol T2
= 11(61,61)11(62,82) —1—[](61,61) ‘ ’ — 11(62,82)‘2’

2
(6]
—Z’T|4 —II(el,eg)
= 11(61,61)11(62,62> — II(€1,€1)2
« 2 042 4
+5 (I (er,e2)) = I(e, e2)|TP) = - |TI

Por outro lado, substituindo (4.31) na formula acima e simplificando termos, conseguimos

em p

2
[0 0]
Ko (I,114R) = K (I,1I) + 5(HAR(el, e1) — ITap(es, es) + a|T?)|T)? — ZyT\‘*
1
|T|?

1

IR (T, Tp) Tk

2
= K (I,IT) + % < ITAr(JTy, JTp) + a|T|2)> IT|* - %|T|4
e} o? 4 a? 1
= K (I,II) + 5 (ITar(Tp, Ty) — ITag(JTy, JTp)) + 7\Ty - Zm
2
(0% 8]
=K (I,1I) + 5 (ITAR(Ty, Tp) — ITag(J Ty, JTp)) + Z\T|4. (4.32)

Agora, recordando que S possui trago nulo e assim, em um ponto p € 3, podemos considerar

uma base ortonormal {e1, e2}, das direges principais de S, isto ¢é,

Se; =key, Sey=—key e |S]*=2k%
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Entao, existe 5 € [0, 27) tal que

7 =171 ((e0s ) 1 + (6in )7 )
ou seja, Ty = [T'| ((cos B)e1 + (sin B)e2) .
Entao STy = |T'|k ((cos B)e1 — (sinf)esz) .
Agora notemos que
Ty = (cos0)T + (sin6)JT.

Dai JTy = (cosf)JT — (sinf)T. Na nova base, temos

JT) = |T| (cosﬁ)g _ (sinﬁ)’;

= |T| [(cos B)ea — (sin B)e1] .
Assim SJTy = |T'|k [(cos B)ea + (sin B)ey] . Segue que
(ST, Ty) = |T|*k [cos® B — sin® ] e (SJTy, JTy) = —|T|*k [cos® B — sin® ] .
Isto é,
(STy, Tp) = —(SJTp, JTp). (4.33)
Entao, de (4.26) e (4.33) temos
I1ag(Tp, Ty) — ITar(JTy, JTp) = (STp, Tp) — (SJTp, Tp) = 2(STy, Tp).

Assim, substituindo a igualdade acima na equagao (4.32) temos a expressao de K.(I,IIar)

que queriamos.
Além disso, por meio de um calculo simples, usando (4.33) temos que
S 2
(STy, Ty)? + (STy, JTy)? = |T|*k* = |2|T|4.

Logo,
IT|*  (STy, Ty)* _ (STp, JTp)?
2 EIEE]

o que mostra (4.28).

Afirmacgio 4.3.1. |A]? =4H? - 2K, e |S|?=2¢"" =2(H? -~ K.(I,114R))
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Com efeito, a primeira igualdade segue do fato de que

|A]? = |Aer|” + |Aes|* = k1 + ko = 4H? — 2K...

ki +k
A segunda segue de SX = SyrX —HX. Consideremos v; autovetor de Syr e H = ! ;— z _

H sr. Notemos que

Svi = Sugrvi — Hup
<k‘1 + k‘z)
= kwl — B (%]

(k1 — ke
= 5 V1.

ko — K
S’U1:< 22 1>U2.

Ou seja, se v; autovetor de Sagr, entao v; = e; e assim concluimos

Analogamente,

:klfk‘g e _k:kQ*kl

k
2 2

Temos |S|? = 2k?, entdo

ki — ko \?2 (k1 — ko)?
2o (2 =
5] 5 1

Como ¢*% & a curvatura assimétrica, entéo
|S|? = 20 = 2(H? — K.(I, I1ap)),

concluindo assim a prova da afirmagdo. Na tltima igualdade usamos a Observacao 4.3.1 e o fato
de H(I,I1I) = Har

Para mostrar (4.27), basta aplicar a afirmagao em

OzQ‘T|4
Ko(I,114R) = Ko(I,IT) 4+ o(STy, Tp) + T

Na prética, notemos que a igualdade acima pode ser reescrita como

a2|T|4
—K(I,1I) = =K (I,I14R) + a(STy, Ty) + i
Agora, multiplicando por 2 ambos os membros da igualdade, temos
042|T\4

2K (I 11) = —2K(I, Iag) + 20{STy, Ty) + —
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Somando 4H?, segue que

042|T]4
2 )

AH? — 2K (I,1I) = 4H* — 2K (I, 114R) + 2a(STy, Ty) +

logo
2‘ |4

AH? — 2K (I,11) = 2H? — 2K.(I, I1oR) + 2a(STy, Ty) + 1 + 22,

Pela afirmacao
2 2 o?|T|* 2
|A|* = |S]* 4+ 2a(STy, Tp) + —5  * 2H=.

Decorre da proposicao anterior e do Lema 4.3.1 o seguinte resultado:

Corolario 4.3.1. Dada qualquer H—superficie em E(r,7), H> + 72 # 0 seque que QAT ¢

holomorfa se, e somente se, (I,114r) é um par de Codazzi.
Assim, podemos resumir a discussao acima no teorema a seguir:

Teorema 4.3.3. Dada uma H—superficie ¥ C E(k,7), H> + 12 # 0, considere o (2,0)—tensor

simétrico dado por

T2
IIAR(X,Y):II(X,Y)—a<T9,X><T9,Y>—|—a|2|<X,Y),
onde
Kk — 4712 cR
oaO = —
2vVH? 4 72

e = —
Vh?+ 72
Ty = cosOT +sinfJT.

Entao, (I,I14r) é um par de Codazzi com curvatura média constante H. Além disso, a
(2,0)-parte de ITar com respeito & estrutura conforme dada por I assemelha (a menos de uma

constante) com a diferencial Abresch-Rosenberg.

4.4 Classificacao para H-Superficies Imersas em E(x, 7)

Nosso proposito nesta se¢io é classificar H —superficie completa com fun¢do Abresch-Rosenberg

constante nao nula.

Lema 4.4.1 ([1]). Seja ¥ C E(k,7) uma H—superficie completa cuja diferencial Abresch-
Rosenberg ¢ nula. Entio ¥ é um plano em H? x R ou S> xR se H=0 =7, ou ¥ ¢ invariante

por um certo pardmetro subgrupo de isometria de E(k,T).
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O lema acima motiva a seguinte definicdo:

Definicao 4.4.1. Seja ¥ uma H—superficie completa em E(k,T). Dizemos que ¥ é uma su-

perficie Abresch-Rosenberg se sua diferencial Abresch-Rosenberg é identicamente nula.

Desde E(k,7) ¢ uma submersdo Riemanniana 7 : E(k,7) — M?(x), dada v uma curva
regular em M?(k), ¥, := 7~ 1(vy) ¢ uma superficie em E(k,7) satisfazendo que £ ¢ um campo
vetorial tangente ao longo de X, neste caso v = 0. Entao, { ¢ um campo vetorial paralelo ao
longo de ¥, e assim, X, é flat e sua curvatura média ¢ dada por 2H = k4, onde ky é a curvatura
geodeésica de v em M2 (k) (Ver[18]).

Definicao 4.4.2. Dizemos que ¥ C E(k,7) é um cilindro de Hopf sobre vy, uma curva em
M?(k) se £y = 7 (). Isto é, se v é uma curva fechada, ¥ é um cilindro Hopf flat e

adicionalmente, se m é uma submersao de um circulo Riemanniano, ¥ € um toro Hopf.

Agora, com a defini¢ao de cilindro Hopf, classificaremos H —superficies em E(x, 7) com fun¢ao
Abresch-Rosenberg ¢4 constante nao nula.
Antes de apresentar nosso altimo teorema, iremos enunciar defini¢oes e alguns resultados que

nos serao Uteis.

Lema 4.4.2. Seja (X,1) uma superficie Riemanniana orientada e suponha que a diferencial
quadrdtica Q € Q(X) ¢ holomorfa. Seja z um pardmetro conforme local para I, I = 2\|dz|?, e

seja gt = |C/\2—2|2, onde Q = Qdz?. Entio

Alng*® = 4K. (4.34)

Demonstragio. Seja z um parametro local conforme para I, entdo temos I = 2)\|dz2|. Escrevendo
Q = Qdz? e seja p € ¥ tal que Q(p) # 0, entdo

2
Alngf = Alng*F = Kig =Aln|Q —2AIn ).

Sabemos que, em parametro conforme segue que
2
Af = szg. (4.35)

Notemos que do fato de @) ser holomorfa temos

b2, 00 2 (QRHQRY | 2(Q _
AmeP = FmloPs =5 (F5E) =3 (%) —o

z

z

Por outro lado, da férmula da curvatura Gaussiana em um parametro conforme (1.55) conse-
guimos K = —}(In\).z. Dai —2K = Aln ), e, portanto, Alng?F = —2(—2K) = 4K. O



4.4 Classificagdo para H-Superficies Imersas em E(k, 7) 89

Observagao 4.4.1. Toda superficie reqular admite uma estrutura de superficie de Riemann, e
em toda superficie de Riemann podemos introduzir uma métrica Riemanniana C coerente com

a estrutura conforme.

Definicao 4.4.3. Seja R uma estrutura de superficie de Riemann de S. Usaremos somente as

coordenadas u e v tal que z = u + v é um pardmetro conforme em R. Sejam

A = Edu®+ Fdudv + Gdv*
B = edu®+ fdudv + gdv?,

formas quadrdticas reais. Se A é uma forma quadrdtica real definida em X, escrevemos R =
Ry quando A = 2)\|dz|?> em R para alguma funcdo \. Neste caso, A ¢ dita uma métrica

R—conforme. Em R definimos a forma quadrdtica
1 , 9
Q(B,Ra) = 7(e — g —2if)ds*.
Se B € positiva definida podemos definir em Rp a forma quadrdtica
1
Q(A,Rp) = Z(E — G — 2iF)d2".
Notemos que Q(A,Rp) =0 se, e somente se, E=G e F =0

Com esta notagao, seja A definida e (A, B) um par fundamental, definiremos a curvatura H '
(Ver [25]) por H = H' (A, B) = (H? —K)% tal que 2H = |ka — k1| onde ke k2 s@o as curvaturas
principais.

Do fato de que Q(B, R4) = 0 é holomorfa temos um resultado que sera essencial para mostrar

nosso ultimo teorema.

Lema 4.4.3 ([25]). Suponha Q(B, R4) = 0 holomorfa, com A posiliva definida. Entdo, exceto

em pontos isolados, onde H =0, sequem as sequintes afirmagoes:
(i) H/A, HA e¢eW sio flat, tal que W € uma forma de linha de curvatura;
(ii) Ezistem coordenadas x,y tais que H A = da®+dy? e H B = (H + H )dz? + (H — H')dy?;

(i4i) A fungio log H ¢ sub-harménica em Ry, se K(A) > 0, e super-harmoénica em Ry, se
K(A) <0;

(iv) Seja B definida positiva, cosh™ (H/H') > 0 é super-harmonico em R4 se K(B) > 0, sub-
harmonico em Ry se K(B) < 0, e apenas constante se K(B) = K(HA) = 0, enquanto
H/H' ¢ a propria constante sub-harmonica em Ry se K(B) < 0;

(v) Seja B indefinida, H/H' ¢ sub-harmonica em Ry, se K(B) >0 e H < 0. Super-harménica
em Ra, se K(B) <0 e H >0. Apenas constante se K(B) = K(HA) =0.



4.4 Classificagdo para H-Superficies Imersas em E(k, 7) 90

Além disso, em todos pontos de X, as sequintes afirmacées sdo vdlidas:

H2
(vi) Se B é definida positiva, K(B) > (K) K(HA), de modo que K(B) > 0, onde K(HA) >
0, e K(HA) <0 onde K(B) <0;

(vit) Se B indefinida, K(B) < 0, onde K(HA) > 0 e H < 0, enquanto K(B) > 0 onde
K(HA) <0 e H > 0.

Agora apresentaremos um resultado sobre a classificacdo de H —superficie, em que consiste

na funcdo angulo ser constante. Mas antes temos a seguinte definigao:

Definicao 4.4.4. Seja S, - uma familia de H—superficie completa, em que E(k,7), K <0,

satisfaz, para qualquer ¥ € S 7,
o 4H? + Kk < 0;
e ¢ identicamente nula em X € S r;
e 0 < v? <1 ¢ constante ao longo de X;
e K.=7e¢ K= (rk—47%)12 <0 sdo constantes.

Teorema 4.4.1 ([17]). Seja ¥ C E(k,7) uma H—superficie completa com fung¢ao angulo cons-
tante. Entao ¥ é ou um cilindro vertical sobre uma curva completa de curvatura 2H em E(k,T),

ou um slice em H? x R ou S? x R ou ¥ € Sy~

Teorema 4.4.2. Seja ¥ C E(k,7) uma H—superficie completa e suponha ¢*% uma fungio
constante positiva em Y. Entdo ¥ é um cilindro Hopf sobre uma curva completa de curvatura
2H em M?(k).

Demonstra¢do. Podemos assumir sem, perda de generalidade, que ¥ é simplesmente conexo
passando o recobrimento universal. Desde que ¢4 é uma constante positiva, temos A ln ¢ = 0.
Mas segue do Lema 4.4.2 que Alng?® = 4K. Logo K = 0, isto é, a curvatura Gaussiana é
identicamente nula em Y. Além disso, desde que ¢4F = H? — Ko(I,I14R) = ¢ > 0 é constante,
obtemos que K.(I,I14r) = H?> — c* é constante em .

Por outro lado, desde ¥ é simplesmente conexo, ¢ = ¢ > 0, entdo pelo Lema 4.4.3 existe

um parametro conforme global z = x + iy, tal que
cl =da* +dy* e cllag = (H +c)dz® + (H — ¢)dy?.

Agora combinando a equagdo de Gauss (4.10) e a expressao de K.(I,I14r) dada pelo item
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3 da Proposigao 4.3.1, obtemos

2T4
= —K.(I,I1ar)+ a(STy, Tp) + = |4 |
2 2 az‘T|4
= —H + H" = Kc(I,11ag) + a(STy, Ty) + —
2T4
= —H2+C2+05<ST07T9>+a‘4’ :
Reescrevendo,
o (AT 4 alSTy, Ty) + & — H? —7° — (x — 47°) = 0

(4.36)

0, 0
em Y. Se Ty = 0,0, + 0,0y, entao u = (Ty, 0,) e v = (Tp,0y). Assimu = — ev = . Dai,
c c

Ty = c(udy+voy)
Tp]? = c(u®+v?)

|T9’4 — CQ(U2+1}2)2.

Como |T| = |Ty|, temos |T|?> = c(u? + v?) = |T|* = 2 (u? + v?)2.
—14
T = Consequentemente  — 472 = 200/ H? + 72. Entdo podemos

2vVH? + 1

reescrever (4.36) da seguinte forma:

Sabemos que a =

2
azc?(zﬁ + 032+ 2ca/ H? + 72(u? 4 v?) + a(STy, Tp)

+c? — (H? +7%) — 20/ H? + 72 = 0.

2
Multiplicando a igualdade acima por L obtemos

« 2
—(u? + %)% + (u? +v?) + 50(STy, Ty)

2
2 2 4
= - S (H*+7°) - 5VH?+12=0.
C

a ac?

4V H? + 12
c

) e S . _— L X9 212
Logo, existe um polindémio nas variaveis u e v, P(u,v), cujo termo principal é a(u + v9)<.

Desde que « # 0, obtemos |T| é constante em X e assim, v é constante ao longo de 3, no qual

implica que ¥ é um cilindro vertical pelo Teorema 4.4.1.
O



Capitulo

5

Conclusao

Neste trabalho, apresentamos aplicacoes da teoria de pares de Codazzi em superficies de
espacos homogéneos. Mostramos que a técnica é eficiente, tanto nas formas espaciais, onde a
primeira e segunda formas fundamentais sao pares de Codazzi, quanto nas demais variedades ho-
mogéneas tridimensionais de curvatura nao-constante, onde os pares de Codazzi sdo construidos
a partir de elementos geométricos da superficie, é aplicado para obter resultados gerais. Nesta

conclusao apresentamos um breve resumo dos resultados obtidos.

No capitulo 2, estudamos o comportamento geométrico global das superficies de curvatura
nao-positiva. Baseado em imersoes de superficies em R3, foi possivel estender esse estudo para
outros espacos, usando a teoria de pares de Codazzi.

Em R3, temos o seguinte resultado, devido a Efimov, ver [25]:

Teorema: Nenhuma Superficie ¥ pode ser imersa no espaco Euclidiano R3, tal que na

métrica induzida X seja completa e tenha curvatura Gaussiana K < constante < 0.

Destacamos também a conjectura estabelecida por John Milnor em 1966, ver [24]:

Conjectura: Suponha S superficie completa, sem pontos umbilicos, C*-imersa em R>
tal que
k2 4+ k3 >c>0,

onde k;, i =1,2 sdo as curvaturas principais da imersao e ¢ é uma constante qualquer.

Entao, ou a curvatura de Gauss K muda de sinal ou K=0.

Note que no caso de superficie completa tal que a curvatura Gaussiana satifaz K < 0,
a conjectura de Milnor implicaria na existéncia de pontos onde as duas curvaturas principais
tendem simultaneamente a zero. Logo, se certo a conjectura, teremos a generalizacao do Teorema
de Efimov, o qual apenas assegura a existéncia de pontos onde o produto das curvaturas principais

se aproxima de zero.
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O seguinte teorema ¢ uma solucdo parcial da conjectura de Milnor em R? no caso de K < 0
obtida por Smyth-Xavier em 1987, ver [29]:

Teorema: Seja 1) : S — R3 uma superficie completa imersa isometricamente de
curvatura ndo-positiva. Se uma das suas curvaturas principais k; satisfaz kf > const >

0, entdo 1(S) € um cilindro generalizado em R3.

Em particular, os cilindros generalizados sao as Unicas superficies completas com curvatura
de Gauss ndo-positivo, em R? com curvatura média limitada a partir de zero.

Para formas espaciais nao Euclidianas, utilizamos a técnica de pares de Codazzi para estudar
superficies completas com curvatura extrinsecas nao-positivas. Como consequéncia da equagao
de Codazzi, vimos que resultados da teoria de superficies em R? continuam valendo nas formas
espaciais H? e S3. Nesse sentido, vimos resultados tipo Milnor e Efimov sobre superficies comple-
tas, imersas em formas espaciais nao Euclidianas na qual depende apenas da equacao de Codazzi.
Assim, apresentamos um resultado geral sobre pares de Codazzi e estendemos este resultado a
superficies em H3 e S3.

Dizemos que as curvaturas principais k1 e ko de um par fundamental de ¥ sdo estritamente

separadas se existe ntimeros reais ¢; e ¢ tal que

k1<01<02<k‘2.

Teorema 2.4.1: Seja (I,11) um par de Codazzi em X com curvaturas principais es-
tritamente separadas. Se (X,1) é uma superficie completa com curvatura de Gauss

K(I) <0, entdao apenas um dos sequintes itens é verificado:

o [ é uma métrica plana e % € homeomorfa ou a um plano, ou a um cilindro ou

a um toro plano.

e [ ndo € plana, X é homeomorfo a um plano e
/ |K(I)|dAr < 2w
pX

Observe também, que se a superficie satisfaz as condigbes do teorema podemos aplicar o
Teorema de Hiiber 2.2.2 para obter que (X, I) tem curvatura total finita. Vemos isso no seguinte

resultado:

Teorema: Seja X uma superficie e C C X um subconjunto compacto. Assuma que
(I,I1) é um par de Codazzi sobre ¥\ C cujas curvaturas principais estio estritamente
separadas. Se I é uma métrica completa com curvatura de Gauss nao-positiva sobre
Y\ C, entao (X\ C,I) tem curvatura total finita. Em particular, ¥ é do tipo parabélico

e tem topologia finita.
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Aplicamos os teoremas anteriores para obter resultados tipos Efimov e Milnor no espaco hi-
perbolico, H3, e na esfera, S?. Entre outras consequéncias mostramos também a area dos fins de

uma superficie imersa em um espago modelo tridimensional ¢ finita para a métrica induzida.

Corolario: Seja ¢ : ¥ — H? uma imersao com curvatura de Gauss K < —1 e umas
das curvaturas principais k; satisfaz k‘f > €2 > 0, para alguma constante € > 0. Entdio

P ndgo € uma imersido completa.

Corolario: Ndo existem superficies completas imersas em H? com curvatura de Gauss
K < —e < 0, para alguma constante € > 0, e com curvaturas principais estritamente

separadas.

Corolario: Seja 1 : ¥ — S? uma imersdo com curvatura de Gauss K < const <0 e
umas das curvaturas principais k; satisfaz k? > €2 > 0, para alguma constante € > 0.

Entdo v nao € uma imersao completa.

Corolario: Seja ¢ : ¥ — H? uma imersio completa e C C X um subconjunto
compacto. Suponha que em X\ C a curvatura de v ¢é tal que k < —1 e umas das
curvaturas principais satisfaz kf > €2 > 0, para alguma constante positiva €. Entdo v
tem drea finita, 3 € do tipo parabdlico e tem topologia finita.

Corolario: Seja v : ¥ — S? uma imersio completa e C C ¥ um subconjunto
compacto. Suponha que em ¥\ C a curvatura de Gauss de v satisfaz K < const <0 e
umas das curvaturas principais k; satisfaze kf > €2 > 0, para alguma constante € > 0.
Entao vy tem drea finita, X € do tipo parabélico e tem topologia finita.

Versoes melhores desses dois tltimos corolarios, podem ser obtidos para superficies em R3.
Em [20], foi provado que uma superficie completa em R? com curvatura de Gauss negativo uni-
formemente separadas de zero em uma vizinhanga do infinito, é topologicamente uma superficie
compacta com finito fins, cuja area é finita e cada fins parece cispides que estende ao infinito,
assintotica aos raios (ver também [26]).

Note que a teoria de pares de Codazzi aparece também no estudo de superficies imersas
em espacgos ambientes distintos da formas espaciais. Logo, resultados deste capitulo podem ser
dados para superficies espaciais lorentziana tridimensional L3, também imersas em um espaco
de dimensao n (semi-Riemanniano) com campo de vetores normal £ unitario e paralelo, pois a

primeira forma fundamental e a segunda forma fundamental associada com £ constituem um par

de Codazzi.

No capitulo 3, aplicamos a teoria de pares de Codazzi em superficies de S? x R e H? x R.
O estudo de superficies, no espaco Euclidiano R3, consiste em sua grande parte de resultados
locais, acerca de propriedades da superficie. No entanto, o uso de resultados topoldgicos, dessas
superficies, permite a obtencao de resultados globais para as mesmas. Entre os vérios resultados

globais cléssicos, destaca-se o Teorema de Liebmann:

Teorema de Liebmann: Seja ¥ uma superficie compacta de R3, com curvatura

constante. Entdo X € uma esfera
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Utilizando um corolario do teorema de Bonnet-Myers*, que afirma que uma superficie completa
com curvatura Gaussiana constante positiva é compacta, obtemos, pelo Teorema, de Liebmann,
que a esfera ¢ a tinica superficie completa com curvatura Gaussiana constante positiva em R3.

O teorema acima nos proporciona o entendimento de como uma superficie Riemanniana
completa com curvatura Gaussiana constante positiva pode ser imerso em R3 | H? ou S3.

Observe que, a partir da equagio de Gauss, uma superficie com curvatura de Gauss constante
também deve ter curvatura extrinseca constante. Em R® ambas as curvaturas sio iguais, e eles
diferem por uma constante em H? e S3. Além disso, se a curvatura de Gauss é positiva, a
curvatura extrinseca do superficie é também positiva em H? e R3. No entanto, se a curvatura de
Gauss K (I) é positivo em S3, entdo a curvatura extrinseca ¢ somente positiva se K(I) > 1.

Tendo em conta estas observagdes, o teorema Liebmann para M3(g) (com K(I) > 1 em S?)

serd uma consequéncia do resultado seguinte [23].

Teorema (Versao Abstrata de Liebmann): Dado (I,1I) € P(X) tal que II €

R(X), entao qualquer duas das sequintes condigoes implica na terceira
(1) (I,II) é Codazzi
(i) K = K(I,II) > 0 é constante

(iii) A (2,0)-parte de I é holomorfa para uma estrutura conforme dada por I1, isto é,

p=1(0,,0,) € uma fungao holomorfa para a estrutura conforme induzida por 11

Baseado nas referéncias [5], [6] e [14], apresentamos outra versao do Teorema e Liebmann,
onde o espago ambiente ¢ M?(g) x R, com M?(e) = S? quando ¢ = 1, e M?(¢) = H? quando

¢ = —1. Segue o enunciado do teorema:

Teorema (do tipo Liebmann): Dada uma constante real K(I), existe, a menos de
isometria, uma unica superficie completa de curvatura Gaussiana constante K(I) > 1
em S? x R e uma tnica de curvatura Gaussiana constante K(I) > 0 em H? x R. Além

disso, estas superficies sdo rotacionalmente simétricas.

Logo, semelhante ao que ocorre em espacos tridimensionais, no ambiente M?(g) x R, o Teorema,
tipo Liebmann, classifica as superficies completas de curvatura constante positiva K, a menos
de isometria, nesses espacos. Em particular, no ambiente S? x R, é mostrado em [6], que ndo
existem superficies completas com K € (0, 1), como ocorre em S, ver [13], através do seguinte

resultado:
Teorema: Nao existemn superficies completas com curvatura Gaussiana constante K €

(0,1) em S?(e) x R.

A demonstracdo da existéncia, no Teorema tipo Liebmann, se faz por meio do estudo das

superficies de revoluciio completas com curvatura Gaussiana constante em M?(¢) x R. Em

*Ver [9], cap. IX, se¢ao 3
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ambos os casos, tanto em H? x R como em S? x R é possivel mostrar que, existe uma tnica

dessas superficies com curvatura constante positiva, a menos de isometrias do ambiente.

A demonstragao da unicidade, ¢ baseada no estudo da forma quadrédtica A = I + Kl_lth,
definida sobre a superficie, que consiste na composicdo da métrica da superficie, herdada do
ambiente, onde I ¢ a primeira forma fundamental e A é a funcdo altura. Apds concluirmos que

A é uma métrica Riemanniana, mostramos que:

Teorema: Seja ¥ uma superficie orientdvel e 1 : ¥ — M?(¢) x R uma imersao de
curvatura Gaussiana constante. Se a forma quadrdtica A ¢ uma métrica Riemanniana

entao (A,II) é um par de Codazzi de curvatura extrinseca constante.

Aqui observamos que a existéncia do par em M?(¢) x R, para imersdes de curvatura Gaussiana,
constante, ndo depende apenas das equagoes de Codazzi como acontece em formas espaciais 3-
dimensionais, mas também depende fortemente da equacao de Gauss.

Utilizamos a Versao abstrata do Teorema de Liebmann e o teorema abaixo, ver [6], para a
demonstracao do Teorema.

Mas antes, através do Teorema de Gauss-Bonnet, temos que 3 é uma esfera topoldgica. A
versao abstrata de Liebmann nos leva a conclusao de que a (2,0)-parte de A é holomorfa sobre

uma esfera topologica e logo é identicamente nula para a estrutura conforme induzida por I1.

Teorema: Seja ¥ C M? x R uma imersio de curvatura constante K > 0 se ¢ = —1
(resp. K > 1 se e =1). suponha que Qdz? ¢ identicamente nula em ¥. Entio ¥ € um

pedaco de uma esfera rotacional invariante com curvatura Gaussiana Constante K.

Utilizando o teorema acima, optamos por uma demostracao diferente do nosso artigo de refe-
réncia, [5], no qual podemos utilizar artificios geométricos enfatizando a importancia da teoria

de superficie de revolucao de curvatura positiva.

Um outro resultado global cléssico, é o teorema de Hilbert, no qual fizemos um breve comenta-
rio no capitulo passado. Vimos que existem questdes em aberto relacionadas como esse teorema,
como por exemplo a Conjectura de Milnor. Além disso, obtivemos resultados tipos Efimov no
espaco hiperbolico, H? e na esfera, S®. Novamente, em contraste do que ocorre nos espacgos 3-
dimensionais, o Teorema do tipo Hilbert, ver [5], classifica superficies completas com curvaturas
constante ndo nula no ambiente M?(¢) x R e também como nos espacos 3-dimensionais, a ferra-
menta chave para a demonstragao desse Teorema é a teoria de pares de Codazzi. Assim, como
no teorema classico de Hilbert, veremos a inexisténcia de imersoes completas com curvatura

constante negativa no espago produto através do seguinte resultado:

Teorema (do tipo Hilbert): Nao existe imersio completa de Curvatura Gaussiana
constante K(I) < —1 em H? x R e % x R.

Podemos fazer um breve discussao da demonstragdo, a partir de alguns lemas serdo apresenta-

dos. Nestes lemas ja sera possivel fazer um paralelo com o caso de superficies em R? (teorema de
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Hilbert), ao substituir a condigdo de curvatura Gaussiana negativa, pela condi¢ao de curvatura
Gaussiana menos que —1, para superficies em M2(e) x R.
Lema 1 : [3] Seja ¥ uma superficie orientdvel e (A, B) um par Codazzi, com curvatura

extrinseca K (A, B) negativa e constante tal que A é completa. Entio inf|K(A)| = 0.

Lema 2: [5] Seja ¥ uma superficie compacta, com curvatura K(I) < —1 em M?(g) xR.
Entdao A é uma mélrica Riemanniana complela.
Lema 3: [5] Seja ¥ uma superficie orientdvel e completa tal que K(I) < —1 constante
em M2(e) x R. Entdo inf|K(A)| > 0.
Esbogo da demonstracao do Teorema tipo Hilbert. Suponha por contradicdo que exista imersao

Y ¥ — M?(g) x R completa de curvatura constante negativa K (1) < —1.

Como K(I) < —1 entdo pelo Lema 2 A é uma métrica Riemanniana completa e portanto,
pelo Teorema 3.4.1 temos (A, I1) é um par Codazzi de curvatura extrinseca K (A, II) constante.
Segue do Lema 3.4.1 que K(A,II) = K(I) —¢ < —1 —e < 0. Logo, pelo Lema 1, tem-se que
inf|K(A)] = 0. Mas pelo Lema 3 temos que inf|K(A)| > 0, o que é contradi¢ao. Portanto néao

existe uma imersao ¢ completa com curvatura Gaussiana constante K (/) < —1 C

Alguns estudos mostram a existéncia ou a ndo de superficies completas de curvatura cons-
tantes K (I) em H? x R para qualquer nimero real K(I). No entanto, os casos —1 < K(I) < 0
e 0 < K(I) < 1 permanecem abertos em S? x R.

No capitulo 4, estudamos pares de Codazzi nos espagos homogeéneos E(x, 7), baseados no artigo
[15]. O objetivo deste capitulo foi encontrar par de Codazzi definido sobre qualquer superficie
de curvatura média constante, H—superficie em E(k,7), quando 7 # 0, cuja (2,0)-parte ¢ a
diferencial Abresch-Rosenberg.

U. Abresch e H. Rosenberg [6] mostraram a existéncia de uma diferencial quadratica ho-
lomorfa em H —superficie de E(k,7), isto é, estenderam o conhecido Teorema de Hopf a esses
espagos. Classificaram as esferas topoldgicas com curvatura média constante como uma esfera
rotacional simétrica. Apesar da existéncia de uma diferencial quadratica holomorfa, nao existia
par de Codazzi em tais H—superficies.

Definicao: Dado um pardmetro local conforme z, o diferencial de Abresch-Rosenberg

¢ definida por
QA — QAR422 = (2(H 4 iT)Q — (k — 47%)t?)d2>%.

Além disso, associada o diferencial de Abresch-Rosenberg definimos a fung¢ao Abresch-

Rosenberg ¢Af - ¥ — [0, +00] por

ar _ QA
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Teorema: Seja X uma H—superficie em BE(k,7), entio a diferencial Abresch-
Rosenberg QAR ¢ holomorfa para uma estrutura induzida pela primeira forma fun-

damental I.

O Teorema acima é a peca fundamental para encontrarmos nosso par de Codazzi. Segue o

resultado que garante essa existéncia.

Teorema (Versao Abstrata de Hopf): Seja (I,11) par fundamental. Entao qual-

quer duas das seguintes condicoes tmplica na terceira:
(i) (I,1I) é um par de Codazzi

(1) H é constante

(iii) A diferencial de Hopf é holomorfa

Em particular, se verificam duas das condigoes anteriores e 3 € uma esfera topoldgica,

o par tem que ser totalmente umbilico.

Podemos redefinir a diferencial diferencial de Abresch-Rosenberg como

Q22 = ((AD.,8.) — a(Ty, 8.)%)dz>

Kk — 472

2V H? + 12
fundamental é dada por II(X,Y) = (AX,Y), X, Y € X(X). Isto nos leva a seguinte definigao:

onde a = € R e A é o operador forma associado a N, tal que, a segunda forma

Defini¢ao: Dado uma H—superficie ¥ C E(k,7) a segunda forma fundamental

Abresch-Rosenberg ¢ definida por

IIip(X,Y) = II(X,Y) — a(Ty, X(Tp,Y) + O"Z’z(x, Y)

ou equivalentemente, o operador forma Abresch-Rosenberg Sar € definido por

a|T|?
SArX = A(X) - a(Tg,X)Tg + TX

ou, o traco do operador forma Abresch Rosenberg S é definido por

2
SX = S4pX — HX = A(X) — a(Tp, X)Ty + O"Z‘X _HX
onde X, Y € X(X).

Assim, podemos enunciar nosso resultado chave para H —superficies imersas em E(k, 7) com

T #0.
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Teorema: Dado uma H—superficie ¥ C FE(k,7), H*> + 7> # 0, considere o

(2,0)—tensor simétrico dado por

T2
ILp(X.Y) = LI(X.Y) - (T, X)(T. V) + YT (X, v)
onde
— 472 A H—1
a=-""T eR, = 7, Ty = cos 0T + sin0JT

- 2VH? 4 12 Vh? + 12

Entao, (I,114R) € um par Codazzi com curvatura média constante H. Além disso, a
(2,0)—parte de I1 4R com respeito a estrutura conforme dada por I assemelha (a menos

de uma constante) com a diferencial Abresch-Rosenberg.

Finalizamos nosso trabalho apresentando um resultado simples para H —superficies em E(k, 7)
dependendo apenas da curvatura assimétrica. Este resultado consiste na classificacdo de H—su-

perficies com qAR constante.

Teorema: Seja ¥ C E(k,7) uma H—superficie completa e suponha ¢*® uma fungdo
constante positiva em X, entdo X € um cilindro Hopf sobre uma curva completa de
curvatura 2H em M? (k).

Ressaltamos que (I,114r) ser Codazzi permite calcular a formula tipo Simons para
H-superficies em E(k, 7). Se aplica tal forma, primeiro para estudar o comportamento de H—su-
perficies completa ¥ de curvatura total Abresch-Rosenberg finita imersa em E(k, 7). No caso
H = 0, teorema de Osserman da uma impressionante descricdo de X. Se a superficie tem cur-
vatura média diferente de zero e curvatura total finita entdo deve ser compacta. Em [15], o
valor de H é maior do que uma constante positiva dependendo apenas de k e 7. Além disso,
juntamente com o principio méaximo de Omori-Yau, é possivel classificar H—superficie completa,
nao necessariamente de curvatura total Abresch-Rosenberg finita, em E(k,7), 7 # 0.

Aqui apresentaremos a formula tipo Simons para o operador forma S de Abresch-Rosenberg
com trago nulo definido em uma H —superficie ¥ C E(k,7), 7 # 0. A formula tipo Simons segue
do fato de que o operador forma Abresch-Rosenberg de trago nulo é Codazzi e do trabalho de
Cheng-Yau [11].

Teorema: Seja ¥ uma H—superficie em E(k,T). Entdo o operador forma Abresch-

Rosenberg satisfaz
1
SAISIP =|VS[ +2K S,

ou equivalentemente, |S| diferente de zero, | S| A|S| — 2K |S]2 = |V |S]]?.
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