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”Se eu vi mais longe,

foi por estar de pé sobre os ombros de gigantes.”

Isaac Newton



Resumo

Obtemos condicoes necessarias e suficientes para que uma curva de S? seja um séliton
do fluxo redutor de curvas. A partir desse resultado, descrevemos a forma geométrica dos
solitons da esfera bidimensional. Além disso, visualizamos alguns exemplos destas curvas.

Provamos que uma hipersuperficic de uma forma espacial ¢ condicao inicial de uma
solucao do fluxo de curvatura média por hipersuperficies paralelas se, e somente se, é uma
hipersuperficie isoparamétrica. Aplicamos este teorema para obter solugoes do fluxo de
curvatura média partindo de hipersuperficies isoparamétricas de formas espaciais.

Palavras-chave: fluxo de curvatura média; fluxo redutor de curvas; forma espacial;

hipersuperficie isoparamétrica; hipersuperficie paralela; soliton.



Abstract

We obtain necessary and sufficient conditions for a curve in S? to be a shortening
curve flow soliton. From this result, we describe the geometry of the solitons in a two-
dimensional sphere. In addition, we visualize some examples of such curves.

We prove that, a hypersurface in a space form is an initial condition for a solution
of the mean curvature flow by parallel hypersurfaces if, and only if, it is isoparametric.
We apply this theorem to obtain solutions of the mean curvature flow starting from
isoparametric hypersurfaces of space forms.

Keywords: curve shortening flow; isoparametric hypersurface; mean curvature flow;

parallel hypersurface; space form; soliton.
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Introducao

O fluxo de curvatura média (FCM) é uma equacao diferencial parcial de evolugao
nao linear para hipersuperficies de uma variedade Riemanniana que se comporta como a
equacao do calor em um curto periodo de tempo. No entanto, apés um tempo, a parte
nao linear da equagao domina a solugao e se torna singular. Além disso, o FCM é um
fluxo do tipo gradiente para o funcional area [28]. O estudo das solugbes autossimilares
sao de fundamental importancia para a compreensao do fluxo.

O fluxo de curvatura média comegou a ser estudado em ciéncia de materiais na década
de 1950. Mullis [29], em seu estudo sobre metais, viu que as interfaces do metal geralmente
nao tem curvatura média constante. Como consequéncia, Mullis provavelmente foi o
primeiro a escrever a equacao do fluxo. O FCM e outros fluxos relacionados vem sendo
estudados em varias dreas do conhecimento, como anélise geométrica [12, 22], relatividade
geral [11, 19], e topologia [2, 10].

Hipersuperficies que evoluem de forma autossimilar sobre o FCM, isto é, por uma
composicao de isometrias e homotetias, desempenham um papel importante na teoria de
singularidades do fluxo. As mais importantes sao as hipersuperficies autocontréteis (self-
shrinking) e as hipersuperficies que fluem por traslacao, clas sao modelos de singularidades
do fluxo [20, 23].

Quando aplicado as curvas de uma variedade Riemanniana bidimensional, o FCM é
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conhecido como fluxo redutor de curvas (FRC). As solugdes autossimilares para o FRC no
plano sdo bem conhecidas. As duas solu¢oes mais simples sao as retas, que nao sao afetadas
pelo fluxo, e os circulos que encolhem homoteticamente a um ponto em tempo finito. Uma
outra solugdo simples é a curva Grim Reaper, grafico da fungao f(z) = lncos(z) (veja
Exemplo 1.26), que é a unica curva de translagdo do plano [15]. Em [4], Altschuler
mostrou uma curva que gira a uma velocidade constante denominada espiral yin-yang.
Além do circulos, existem outras curvas que encolhem homoteticamente ao longo do fluxo,
elas foram classificadas por Abresch e Langer em [1]. Uma discussao sobre as curvas que
expandem desta forma pode ser encontrado em [24, 35]. Finalmente, em [16] Halldorsson
deu uma completa classificacao das solucoes autossimilares do FRC no plano Euclidiano.

Ainda no espaco Euclidiano, para dimensoes maiores, os exemplos mais simples de
solucoes autossimilares sao as esferas e os cilindros, elas sao hipersuperficies autocontrateis
(veja os Exemplos 1.20 e 1.21). Outros exemplos de hipersuperficies autocontrateis no
espaco Fuclidiano podem ser encontradas em [3, 7, 25] e hipersuperficies de translacgao
sao encontradas em [8, 30, 36, 17].

Ha poucos estudos sobre solucoes do fluxo de curvatura média em espacos nao FEucli-
dianos. Em [21], Hungerbiihler e Smoczyk consideraram um caso particular de solugoes
autossimilares que evoluem pelo FCM por um grupo de isometrias do espago ambiente,
que sao conhecidas como solitons, e apresentaram varios exemplos destas hipersuperficies
sobre variedades Riemannianas. Em [27], Liu e Terng estudaram o FCM sobre subva-
riedades isoparamétricas do espaco Euclidiano e da esfera, onde provaram que o fluxo
preserva a condicao de ser isoparamétrica e desenvolve singularidade em tempo finito.

Este trabalho tem dois objetivos principais: o primeiro consiste no estudo dos sélitons
do fluxo redutor de curvas em S?, isto é, curvas que evoluem pelo FRC por uma familia a
um parametro de isometrias de S?; o segundo é o estudo das solucoes do fluxo de curvatura
média por hipersuperficies paralelas em formas espaciais.

Provamos que uma curva de S? € R3 ¢ um séliton do FRC se, e somente se, sua
curvatura é proporcional ao angulo entre o vetor tangente e um vetor fixo de R*\{0}
(Teorema 2.1). Esta caracterizacao ¢ dada em termos de sistemas de equagdes diferenciais

ordinérias (Proposigoes 2.2 € 2.18), que permitem obter a descrigao geométrica dos sélitons
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do FRC (Teorema 2.17) ¢ permitem também visualizar tais sélitons.

No estudo do FCM para hipersuperficies de formas espacias M"*1(%), provamos que
uma imersao F : M — M"*(R) evolui pelo fluxo de curvatura média por hipersuperficies
paralelas se, e somente se, F'(M) é isoparamétrica (Teorema 3.2). Aplicagoes da teoria
permitem obter solugoes do FCM partindo de hipersuperficies isoparamétricas de formas
espaciais.

No capitulo 1, apresentamos resultados bésicos sobre curvas na esfera S? e hiper-
superficies em formas espaciais, em particular sobre hipersuperficies paralelas e isopa-
ramétricas. Apresentamos também resultados gerais sobre o fluxo de curvatura média e
mostramos uma equivaléncia local entre duas definigoes do FCM existentes na literatura.

No Capitulo 2, provamos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que uma curva
da esfera seja um séliton do FRC em S?, este teorema nos fornece sistemas de equacoes
diferenciais ordinarias que caracterizam os sélitons. Em seguida, usamos esta equagao para
descrever todos os solitons do FRC da esfera, dando uma descricao destas curvas através
de uma sequéncia de lemas. Para finalizar este capitulo, usamos métodos numéricos e
computacao grafica, para visualizar alguns exemplos de sélitons do FRC em S?.

No Capitulo 3, provamos que uma hipersuperficie de uma forma espacial admite uma
solucao para o fluxo de curvatura média por hipersuperficies paralelas se, e somente se,
¢é isoparamétrica. Aplicando o teorema, construimos solucoes para o fluxo de curvatura
média por hipersuperficies paralelas sobre hipersuperficies isoparamétricas de formas es-
paciais. Em particular, no espaco hiperbdlico, provamos que as horoesferas nao mudam
sua forma ao longo do fluxo, que as esferas geodésicas colapsam em um ponto, as hiper-
superficies equidistantes convergem para uma hipersuperficie totalmente geodésica, e que

os cilindros hiperbdlicos colapsam em uma variedade totalmente geodésica.



CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Curvas sobre a Esfera S?

Nesta secao, vamos apresentar algumas defini¢oes e fatos basicos sobre curvas na esfera
que serao usados ao longo do Capitulo 2.

Vamos considerar a esfera S? sendo a superficie do espaco Euclidiano R3, dada por
S* = {x = (w1, 22,23) € R’| (x,x) =2 + 25 + 25 =1},
com sua a métrica induzida de R3.

Definicao 1.1 Uma curva parametrizada reqular em S? é uma imersao diferencidvel X :
I — S?, definida sobre um intervalo dos niimeros reais I C R, tal que X'(s) # 0, para

todo s € R.

A menos que mencionemos o contrario, vamos considerar X parametrizada pelo com-

primento de arco. O campo tangente unitdrio é definido por

T(s) = X'(s) = - X(s),

e escolhemos o campo normal unitdrio a X (s) no espago tangente TX(S)S2

N(s)=T(s) N X(s).
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Definicao 1.2 O numero real r(s) definido por k(s) = (T"(s), N(s)) é denominado a

curvatura (geodésica) da curva X no instante s.

Como o vetor posigao é ortogonal a esfera, o triedro {T'(s), N(s), X(s)} é um referencial
ortonormal ao longo da curva. Este referencial é denominado triedro de Darboux da curva

X. O triedro de Darboux satisfaz as equacoes

T'(s) = &(s)N(s)—X(s),
N'(s) = —k(s)T(s), (1.1)
X'(s) = T(s),

denominadas formulas de Darbouz.
Este sistema nos permite provar o Teorema Fundamental das Curvas na Esfera que

vamos apresent ar agora.

Teorema 1.3 (Teorema Fundamental das Curvas na Esfera) Dada uma fungdo k : I —
R, existe uma curva parametrizada reqular X : I — S?, tal que s é o parametro por
comprimento de arco e k a curvatura de X. Além disso, qualquer outra curva X satis-
fazendo as mesmas condicoes, difere de X por uma isometria de S?, isto é, existe uma

transformagcao ortogonal A € o(3), tal que )?(s) = AX(s).

Prova. Observe que o triedro de Darboux pode ser visto como um sistema de equagcoes

diferenciais ordinarias em I x R?

t(s) = K(s)n(s) — z(s),
ni(s) = —kr(s)t(s), (1.2)
z,(s) = t(s),

com 1 = ]_, 2, 3, onde T = (tl,tg,tg), N = (nl,ng,ng), e X = (Il,LIZ’Q,I3).
Assim, pelo teorema de existéncia e unicidade de solugoes para equacoes diferenciais
ordindrias, dado um triedro ortonormal {Tj, Ny, Xo} e so € I, existe uma familia de

triedros

{T'(s),N(s), X(s)}, s €1,

satisfazendo T'(sg) = Ty, N(sp) = Ny, e X(s9) = Xo.
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Agora, vamos mostrar que {T'(s), N(s), X (s)} permanece ortonormal para todo s € I.

De fato, utilizando (1.1) para expressar as derivadas das seis quantidades
(T.N), (T, X), (N,.X), (I.T), (N,N) e (X, X)

como fungoes destas mesmas quantidades, obtemos o sistema de equacoes diferenciais

N,N)Y = —2x(T,N),
X, X) = 2(T,X).

- (((T,NY = k(N,N)—(X,N)—&(T,T),
(T,X) = k(N,X)—(X,X)+(T,T),
(N, X) = —k(T,X)+(T,N),
(T, T = 2k(T,N)—2(T,N),
(
(

\

Por verificagao direta, podemos ver que
(TN)=0, (T, X)=0, (N, Xy =0, (I'T) =1, (N,N)=1, (X, X)=1

é solucao para o sistema acima com condicoes iniciais 0,0,0,1, 1, 1, respectivamente. por
unicidade, a familia {T'(s), N(s), X(s)} é ortonormal para todo s € I.

Por (1.1), temos que X' =T e T" = kN — X, isso implica que k é a curvatura da
curva X.

Agora precisamos mostrar que X ¢é tnica a menos de isometria. Seja X:1— $
outra curva com curvatura 7(s) = s(s), para todo s € I, ¢ seja {Tp, No, Xo} o triedro de
Darboux de X em s. Existe um aplicagao ortogonal A € O(3) que leva a base {1}, Ny, Xo}
em {To, No, )?0}. A curva AX, tem curvatura x e em s ela satisfaz as condi¢des iniciais

{fg, ]\Nfo, )N(O}‘ Portando, pela unicidade provada anteriormente, temos que X = AX.
O

Seja u € R3 um vetor nao nulo do espaco Euclidiano. Ao longo deste trabalho, sera

conveniente trabalhar com as seguintes funcoes ao longo da curva X na esfera
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Por uma aplicagao direta das formulas de Darboux, podemos verificar que estas funcoes

satisfazem as seguintes equacoes.

V(s) = —k(s)71(s), (1.3)

No Capitulo 2, vamos encontrar todas as curvas X satisfazendo uma equacao da forma

k(s) = (I)(T(S), V(s)) usando a seguinte proposicao.

Proposicao 1.4 Sejam ® : R?> — R uma funcdo suave, Ty, vy, € Qg numeros reais, e

u € R® um vetor ndo nulo, tais que
7o + 5 +ag = [lull*. (1.4)

Entao, a menos de isometria de S?, existe uma tnica curva X : R — S?, definida para

toda reta, tal que

onde

7(s) = (T(s),uw), v(s) = (N(s)u) e als)=(X(s)u),

para todo s € R e 7(0) = 19, v(0) = 1y e a(0) = .

Prova. Tendo em vista (1.3), sejam 7, v, e « as unicas solugdes para o sistema de
equacoes diferenciais ordinarias
T =d(r,v)v — a,
/
Vo= —=®(1, V)T, (1.5)
o =,

com condi¢oes iniciais 7(0) = 79, ¥(0) = vy e a(0) = . Como (1.4) é satisfeito e

d
7 (TP + 12 +a%) = 277+ 2v/ + 200 (1.6)

= 27(Pv — ) — 2vPT + 207

= 0,
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temos que 72(s) + v%(s) + a?(s) = ||ul|* . Assim, como a solugao nao tende para infinito
em tempo finito, ela esta definida para todo s € R.

Defina r(s) = ®(7(s),v(s)), pelo Teorema 1.3, existe uma tnica curva X : R — §% a
menos de posicao na esfera, tal que a curvatura de X ¢ dada por k ¢ as condicoes iniciais
satisfazem

7(0)T(0) + v(0)N(0) + (0) X (0) = w.

Além disso

d
d—(TT+uN+aX) = 7T+ 7T +VN+vN +d X +aX'
S

= (kv —a)T+7(kN = X)— kN — VT +7X +aT

= 0,
concluimos que
T(8)T(s) + v(s)N(s) + a(s) X (s) = u,

¢ assim temos o resultado.

1.2 Hipersuperficies em Formas Espaciais

Nesta secao, vamos apresentar algumas definicoes e fatos basicos sobre hipersu-
perficies em formas espaciais. Além disso, vamos apresentar alguns teoremas de clas-
sificacao das hipersuperficies isoparamétricas das formas espaciais.

Vamos considerar as formas espaciais

R+ se k=0,
MH—H(E) — Sn+1 C Rn-{-? se K = 17

H"t c L"? se k= —1,

onde IL"*2 é o espaco de Lorentz, isto é,

]Ln+2 = {X = (fl:'], Loy wuny $n+2)|x S Rn+2}
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munido do produto interno

n—+2
<X> y> = —T1y1 + ijyj-

J=2

O espaco hiperbdlico é a subvariedade
H* = {x e L""?|(x,x) = —lex; > 1},
e a esfera é a subvariedade
S = {x e R""?| (x,x) = 1},
com a métrica induzida do espaco ambiente.

Defini¢ao 1.5 Uma hipersuperficie na forma espacial M" (%) é uma imersao F' : M" —

M" T (%), com a métrica induzida

9u(v,w) = (dF,(v), dFJc(w)>F(x) ;

paratodoxr € M ev,w € T,,M. A forma quadratica definida por g é denominada primeira

forma fundamental da hipersuperficie F'(M), em x € M".

Para simplificar a notacao identificamos M com F (M), e cada vetor v € T, M,z € M,
com dF,(v) € Tp@)F(M).

Uma hipersuperficie F' : M™ — M" (%) ¢ orientdvel, se existe um campo normal
unitario N : M — (TM)+, definido sobre toda a hipersuperficie, onde (7'M )+ denota o
espago normal a F(M) em TM. Neste caso dizemos que N(z) é a aplicagado normal de

Gauss de F(M) em x.

Definigao 1.6 Seja F': M™ — M™" (%) uma hipersuperficie orientada. A forma quadratica

h, sobre T, M definida por
hy (v, w) = = (dNz(v), dF2 (W) gy -

¢ denominada segunda forma fundamental da hipersuperficie F(M), em x € M".
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Seja x € M, como a segunda forma fundamental h é simétrica, existe uma base

ortonormal de autovetores {ey, ..., e, } de T, M com autovalores ki, ..., ,, iSto é,

gulere)) = 8y ¢ hulen ) = i (2)3,

para todo 1 < 2,7 < n. Neste caso, denominamos os vetores e, direcoes principais e os
k,(x) curvaturas principais de F(M) em x.
Para definir as r-curvaturas médias, vamos fazer uso das funcoes simétricas elementares
que introduziremos agora.
Seja . (1, ooy f1) € Ry, ...y py] 0 7-€simo polinémio simétrico elementar sobre iy, ...,

isto ¢,
o oo(firs ey pu) = 1,
® 0 (fu1s ) = D10y ccor<t Man by ol PaTa 1 <7 <,
o 0.(p1,..., ) =0, para r > [.

A respeito dos polindomios simétricos elementares, temos o seguinte resultado que serd

utilizado para demonstrar o Lema 1.16.

PI‘OpOSigéO 1.7 Sejam O_T(:ula “'7/*Ll) € R[Nl? "'7,LLZ] € O—T(,ub AE) ,ul>,ul+1> € R[,ula ceey M ,ul+1]7

para todo [,r > 1, entao

Ur(ul, ey A1, Ml+1) = UT(Mla ---,,Ul) + Ml+10r—1(M1, ---,,Uz)-

Prova. Para r = 1, temos

OL(f1y ooy flig1) = p1 A oo g+ pagr = 01 (ph1, ooy ) + pagr00(fin, ooy ).

Agora, para r > 1, temos

UT(/Lla"'alul?MlJrl) = Z Fooy Hag -+,

1<y <..<,,<l+1

= Z oy P - o, =+ fli41 Z Fay Hoag - ooy

1< <...<1,, <1 1<n<.<tp-1<l

= 0-7‘(/1’17"'7/’”)+/1/l+10-7‘—1(/'617"'71ul)'
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Definicao 1.8 Seja F' : M™ — M"*! uma hipersuperficie orientada. A r-curvatura média

S, da hipersuperficie F'(M) em x é definida por

Sp(z) = op (k1 (), ..., kn(2)),
onde k,(z) é a 1-ésima curvatura principal de F((M) em z, para 1= 1,...,n.

Quando todas as curvaturas principais x, de F'(M) sao independentes de z, para
todo » = 1, ...,n, dizemos que F'(M) é uma hipersuperficie isoparamétrica. Isto é equiva-
lente a ter todas as r-curvaturas médias S,(x) de F/(M) constantes.

As hipersuperficies isoparamétricas foram muitos estudadas ao longo dos tempos. Te-

mos os seguintes resultado de classificagao para estas hipersuperficies.

Teorema 1.9 (/33, 31]) Seja F : M™ — R"™' wma hipersuperficie isoparamétrica em

R"™ entao F(M) € isométrica a uma das sequintes hipersuperficies:
1. R™, com todas curvaturas principais iquais a k = 0,
2. S", con todas as curvaturas iguais a Kk # 0,
3. S™ x R"™™™ com duas curvaturas distintas k1 # 0 e ko = 0.

Este resultado foi primeiramente demostrado para n = 2 por Somiglina [33] em 1919 e
para n arbitrario por B. Segre [31] em 1938. O resultado similar, devido a Cartan [6]

(1938) também ¢ valido em H™ .

Teorema 1.10 (/6]) Seja F': M™ — H™ ™' uma hipersuperficie isoparamétrica do espago

hiperbdlico H" ™| entao F(M) € isométrico a uma das sequintes hipersuperficies:
1. H"*, com todas curvaturas iguais a k = 0,
2. H", com todas as curvaturas principais iguais a 0 < || < 1,
3. R™, com todas as curvaturas principais iguais a kK = +1,

4. S™, com todas as curvaturas principais iguais a |k| > 1,
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5. ST xH"™™, com duas curvaturas principais distintas Ky € ks, satisfazendo kiks = 1.

Na classificacao acima, quando todas as curvaturas sao iguais a x, se kK = 0 a hi-
persuperficie é totalmente geodésica, se 0 < |k| < 1 a hipersuperficie é paralela a uma
hipersuperficie totalmente geodésica, se x = 41 a hipersuperficie é a horoesfera e se
|k| > 1 temos a esfera totalmente geodésica.

A teoria de classificacao de hipersuperficies isoparamétricas na esfera S**! é mais
complicada, sendo ainda um problema em aberto. Vérios trabalhos ja foram publicados

sobre o assunto, para n = 2 Cartan [6] em 1938 deu a seguinte classificagao.

Teorema 1.11 (/6]) Seja F : M? — S? uma superficie isoparamétrica de S®, entio F (M)

€ isométrico a uma das sequintes superficies:
1. S?, com curvaturas principais iguais am k = 0,
2. S?, com curvaturas principais k # 0,
3. S x St, com curvaturas principais k1 e ko satisfazendo kiky = —1.

Nesta classificagao, quando todas as curvaturas de F(M) sdo iguais a k, se k = 0
temos as esferas totalmente geodésicas, e se k # 0 temos as esferas totalmente umbilicas.

Quando existem duas curvaturas principais distintas, temos o toro de Hopf sobre circulos.

1.3 Hipersuperficies Paralelas em Formas Espaciais

Nesta secao, vamos estudar hipersuperficies paralelas a uma hipersuperficie dada,
relacionando suas propriedades geométricas com as propriedades geométricas da hipersu-
perficie original. Os resultados obtidos nesta se¢ao serao de fundamental importancia no

desenvolvimento do Capitulo 3.

Definigao 1.12 Seja F': M™ — M"" (%K) uma hipersuperficie orientada na forma espa-
cial M"*1(%), com campo vetorial normal unitdrio N. A hipersuperficie paralela & F(M)
a uma distancia, com sinal, £ € R é a aplicacao F€: M™ — M""1(%) tal que para cada
ponto x € M"™, o ponto ﬁf(x) é obtido por transladar a distancia com sinal £ € R ao

longo da geodésica em M""!(%) com ponto inicial F(x) e vetor tangente inicial N (z).
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Quando & = 0 e M"*! = R"*L a expressio de F€ é dada por
F(z) = F(z) + {N(2),
se kK =1e Mt =St C R"*2 4 expressao é dada por
F¥(2) = cos(€) F(x) + sin(€) N (z),
se K =—1c¢ Mt = H"" C L2 a expressao ¢ dada por
F&(z) = cosh(€)F(x) + sinh(§) N (z).
Assim, podemos escrever F€ como
F&(z) = c(§)F(x) + s(§)N(x), (1.7)
onde introduzimos a notacao
1, se k=0 &, se k=0
c(§) =19 cos(§), seR=1 e s(§) =14 sin(), serR=1 (1.8)
cosh(§), ser=-—1 sinh(§), serk=—1

Observagao 1.13 As fungoes ¢(&) e s(§) satisfazem:

o 2(&) +Rs%(€) = 1.

A seguir, vamos obter o campo normal unitario da hipersuperficie paralela as (M)

em termos de F'(M).

Lema 1.14 Sejam F : M™ — M""Y(&) uma hipersuperficie orientada, com campo ve-

torial normal unitdrio N e F& : M™ — M (R) wuma hipersuperficie paralela. Entdo, a

menos de sinal, o campo normal unitario de fé(M) ¢ dado por

Né(x) = —Rs(§)F(z) + c(§)N(x).

(1.9)



1 Hipersuperficies Paralelas em Formas Espaciais 14

Prova. Primeiro vamos mostra que —&s(§)F(z) + ¢(§)N(x) é normal a fg(M") Seja
v e T, M, temos que
AF§(v) = e(§)dF,(v) + 5(€)dN, (v).

(dFE(v), =Rs(©)F(2) + c©)N(2)) = (c(§)dF(v) + s()AN, (v), ~7s(§) F(x) + c(§) N (x))
= —Fs(€)e(€) [AFu(v), F(@)) + (€) (dF.(v), N())
() (AN, (v), F(2)) + 5(€)e(€) (AN (v), N(2))

Como ||N(x)|| = 1 segue que (dN,(v), N(z)) = 0. Além disso, (dF,(v), N(z)) = 0 e se

R # 0, F(z) é ortogonal a T, M"*!. Assim, concluimos que

<dﬁ§ (v), —Fs(€)F(z) + c(f)N(m)> —0.

Agora, vamos mostrar que —rs(§)F(x) 4+ ¢(§)N(x) é unitario.

I =Fs()F () +c(QN@)|* = Fs*EIF@)* = 2Rs()c(S) (F(z), N(x)) + (©)IIN ()]
= FEs(O) + (¢ =1

g

No préximo lema, vamos obter a primeira forma quadrética de F'*(M) e vamos usar a
expressao para o campo normal unitario acima determinada para relacionar as curvaturas

das duas variedades.

Lema 1.15 Sejam F : M"™ — M""Y(%) uma hipersuperficie orientada, com campo veto-
rial normal unitdrio N e F& : M™ — M"™(%) uma paralela, com campo normal N¢ dado
por (1.9). Entio, as curvaturas principais de FS(M), com relagio a N, sio
Rs(&) + ro(x)e(§)

c(§) = ml@)s(€)

onde k,(x) € a 1-ésima curvatura principal de F(M) em x € M, para todo1=1,...,n.

RS (w) = (1.10)

Além disso, se {ey,....,e,} C T, M € uma base ortonormal de autovetores da sequnda

forma fundamental de F(M), entao

Fene,) = [e(€) — r(2)s(6)] "0, (1.11)
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Prova. Para cada ponto z € M, escolha uma base ortonormal {e,}" | € T, M de autove-

tores da segunda forma fundamental h de F'(M), assim ela satisfaz
gelene) =0, e hilene) = r(x)d,
Tomando a diferencial das Equagoes 1.7 e 1.9, temos

dF(e,) = c(€)dF,(e,) + s(€)dN,(e,)

dNS(e,) = —Fs(€)dF,(e,) + c(€)dN, (e,).
Entao
Filene) = (dFi(e), dE( e]>>

= (c(©)dF,(e,) + s(§)dNy(e,), c(€)dFy(e)) + 5(E)dNy(e))),

= <§>< w(e), dFy(e,)), + 2¢(€)s(€)(dFu(e,), dNx(e))),
+52(§)(AN,(e,), AN (e)))

= (&), — 2¢(&)s(&)r(x)5,, + 5*(€)r7 ()3,

= [e(€) = ru(@)s()]"6,

h(ene,) = —(dFS(e,),dNE(e))),
= (c(§)dFu(e,) + s(§)dNz(e), Rs(§)dFr(e;) — c(§)dNa(€)))a
= Fe(§)s(€)(dFu(e,), dFu(e,)),

—(02(6) —Rs?(€)) (dFx(e.), AN (e))),

—c(§)s(€)(dN.(e,), dN,(e)))
= Re(§)s(8)dy + (2(€) = Rs*(€)) k()8 — c(€)s(§)w; (2)d,,
= [e(§) = mu(2)s(8)] [Fs(§) + k() c(8)] byy-
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Lema 1.16 Sejam F' : M"™ — M""Y(%) wma hipersuperficie orientada, com campo veto-
rial normal unitdrio N e FS: M™ — M" 1K) uma paralela, com campo normal N¢ dado

por (1.9). Entio a curvatura média de FE(M) é dado por

> o(=1)8, (@) [R(n — )" ()2 (&) — g 72(€)s'(€)]
o (=18, () (€) 57 (E) ’

onde S,(x) € a y-ésima curvatura média de F(M).

Béw) = (1.12)

Prova Vamos provar o lema usando indugao sobre n. Para n = 1, como HE = E§ (p) e

S1(p) = K1, a equacao segue do Lema 1.15.
Agora, suponha que a equacao é verdadeira para n — 1. Assim, para n considere a
imersao F': M™ — M"*1(R).

Pela hipétese de inducao, omitindo = na equacgao, temos

"zf Yoo (F170, (81, ) [R(n = g = )77 (€)s72(8) — g7 TH(€)8(€)]
=1 g (<100, (K, ooy finm1)en2(€)s7FL(E)

bl

onde 0,(k1, ..., kn—1) € 0 J-ésimo polindmio simétrico elementar aplicado em (ky, ..., Kp—1).

Assim

H¢ = Z Z/{ + 7,

Z?zol (_1) UJ(I‘ﬁ, e Hn—l) [E(n e 1)cn*371<€)sj+2(§) . ]Cnfj+1 (5)83(5)]
Z;l:_ol (—=1)0,(K1y ooy 1) (€) s7H1(E)

s(€) + Fnc(§)

c(§) = kns(§)

_|_

Colocando no mesmo denominador e omitindo (K1, ..., k,_1), temos que

e Ly (CV[F(n =g = e (957 — g (9] [e€) = rns(€)]
S0y (=10, () s () [eS) — kns(€)]

Sy (=10, (€) s () [Rs (&) + rnc(€)]

Sy (=110, () sHH(E) [e€) — hns(€)]

+

)
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reagrupando os termos

s S (C1po[Rn = g HE) — g OO
g (~1)m,e (€)1 (€) + g (— 1P ok 2(€)s7+2(€)
S (o [R(n — 1= )T ©)sHE) — (54 D) (6)]
S (~1o,e (@ (€) + L (Lo, (s (E)

Renomeando os indices da segunda parcela da equacao acima

geo_ Sy (=10, [R(n — 7)c" (&) s7T2(8) — 372 (E)57(6)]
Sy (=10, () s () + 20y (—1)00, 1 keI (E)s1L(E)
S (1) ok [R(n = ) (€)s72(€) — g2 (€)s7(€)]
Sog (=1, (€)sH(€) + 20 (—1)90) 1 IFL(E) s (E)

Separando do somatorio para 73 de 1 até n — 1

Fnc"(§)s*(€) + (1) 'non_1£n.c*(§)s" (&)
HE) + 3071 (1) (0, + 0ym1hn) I (E)ITLE) + (1) 01 ns™ L (E)
N (F1 (9 may) [R(n = ) (€) 5T (E) — g (9)s(€)]
U E) + 25 (1) 0y + 01k ) I (E)ITH(E) + (= 1) Ko 15" (E)

e —

assim, pela Proposicao 1.7, concluimos que

e _ Enc™(€)s*(€) + (—1)"nS,c*(€)s"(€))
cH(E) + 20T (=18, (€) s (€) + (—1)S,smHL(€)
ST (=118, [R(n = 9)e"(€)s72(E) — g (€) s (€)]
() 4 2002y (=178, ()51 (E) + (—1)"Sas™ ()
XSS [R(n = g)e ()5 (E) — g ()5 ()]
Yoo (=1)28,cn 1 (€) 7+ (€) ‘

g

A seguir, apresentaremos um resultado devido a Cartan [6], que sera usado para de-

mostrar o Teorema 3.2.

Lema 1.17 (Cartan, 1938) Seja F¢ : M"™ — M""\(R), € € (—¢,¢€), uma famdia de
hipersuperficies paralela. Entao, F(M) é isoparamétrica se, e somente se, Eff(m) nao

depende de x € M.
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Prova. Suponha que F(M) é isoparamétrica, pelo Lema 1.15, temos que

0= e
=1 g

onde K, é a 1-ésima curvatura principal de F'(M). Assim, H¢ nao depende de x € M.

Reciprocamente, suponha que HE (x) ndo depende de x € M. Vamos provar por
indugao que todas as [-curvaturas médias S; de hipersuperficie F'(M) sdo constantes sobre
M. Quando [ = 1, a afirmacao segue da hipotese em & = 0.

Agora, suponha que S,(x) é constante sobre M, para todo 1 < j <[. Vamos provar
que Sj11(z) também independe de z. Pelo Lema 1.16, temos que

n

S (1S, € E) [1e2(€) — Rin — 9)57(€) + HEe(€)s(6)] = 0,

7=0
Scja V' € TM um campo diferencial sobre M. Tomando a diferencial da equagao acima

em relacao a V' e usando a hipotese de inducao, temos

n

> (1S, (V) (€)s(€) | 563(€) = Fln — )5(€) + Hee()s(€)| =0,

J=l+1
dividindo por s'1(£) e renomeando os ndices

n—l

S (=) S (Ve )€ [(1+ )P (€) = Rln — 1= 5)2(€) + Fée(©)s(6)] =0,

1=1
em £ = 0, temos que dS;11(V) = 0. Assim, todas as [-ésimas curvaturas médias de
F(M) sao constantes, portanto as curvaturas principais sao constantes, logo F(M) é

isoparamétrica.

1.4 Fluxo de Curvatura Média

O Fluxo de Curvatura Média (FCM) evolui hipersuperficies na dire¢do normal com
velocidade igual a curvatura média em cada ponto e é um fluxo do tipo gradiente para
o funcional drea [28], que se comporta como a equacao do calor em um curto periodo de

tempo.
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O FCM foi proposto por Mullins [29] em seu estudo sobre metais. O FCM e outros
fluxos relacionados também foram estudados em varias areas, como analise geométrica
[12, 22], relatividade geral [11, 19], e topologia [2, 10].

Nesta secao, vamos apresentar alguns conceitos basicos sobre o fluxo de curvatura
média em formas espaciais e mostrar a equivaléncia local entre as duas defini¢oes existentes

na literatura.

Defini¢ao 1.18 Seja F' : M™ — M""!(%) uma hipersuperficie orientada na forma es-
pacial M"!(%). Uma familia a um parametro F'(.) = F(.,t) de hipersuperficies F' :
M" x I — M""Y(%), 0 € I CR, é solugio para o fluro de curvatura média com condigao
inicial F'(M) se

o P t) = H(z, )N(x,1), (1.13)

~

F(z,0) = F(x),
onde H'(.) = H(.,t) é a curvatura média e N'(.) = N(.,t) é o campo vetorial normal

unitério sobre F*(M).

Observagao 1.19 Apesar da curvatura média HE (x) depender da escolha do campo

normal unitario N*(z), o campo H'(z)N'(z) ¢ independente de tal escolha.

Uma hipersuperficie minima é um exemplo trivial de solucao para o FCM que se
mantém fixa ao longo do fluxo. As esferas e os cilindros sao os mais faceis, e na verdade,
estao dentre os poucos exemplos nao triviais explicitamente computaveis do FCM no
espaco Euclidiano. Eles estao dentro de uma classe importante de solugoes para o FCM,

conhecidas como solugoes auto-similares (veja [28]).

Exemplo 1.20 Seja F : S" — R"*! a imersao isométrica da esfera de raio Ry no espaco
Euclidiano, sem perda de generalidade podemos considerar que o centro de F'(S™) estd na
origem de R+,

Suponha que a solucao para o fluxo de curvatura média é uma esfera centrada na

origem para cada instante t, isto é,

F(x,t) = —2F(z),
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onde R(t) é o raio de F'(S™). Entao a curvatura média de F'(S") é dada por H'(z) = -

R(t)
e o campo normal unitario por ]/\\ft(x) = —RLOF(x). Por (1.13), temos
R/(t) = —%’
R(0) = Ry

Portanto, a solucao da equagao ¢é

Fla,t)) = Yo =20y,

para todo t € (—oo, %(2;)

Exemplo 1.21 Seja F: S™ x R*™™ — R™FL x R = R a imersao do cilindro de

raio Ry no espaco Euclidiano, definida por

F(x1,29) = (f(21), 22),

onde f:S™ — R™*! ¢ a imersao da esfera m-dimensional de raio Ry no espaco Euclidiano
R™ e 25 € RT™,

Suponha que a solu¢ao para o fluxo de curvatura média sobre F(S™ x R"™™) é da

forma
~ R(t
Fi(xy,20) = (%f(xl),@).
0
Entao o campo normal em cada instante é dado por J/\\”(xl, T9) = (— %, 0) e a curvatura
média é H' (z, 1) = - Nessas condigoes, a equagio (1.13) é equivalente a
R(t) = — 2%,
(1) =~ (1.14)
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Proposicio 1.22 ([28]) Se wma familia de hipersuperficies F : M x I — M™Y(g),
I C R, satisfaz o sistema de equagoes diferenciais parciais

DF(y.t) = H(y.t)N(y,t) + V(y.1),

F(y,0) = F(y),

(1.15)

onde V(.,t) é uma campo vetorial tangente a ﬁt(M), para cada t € I. Entdo, na vizi-
nhanga de cada ponto do espago e tempo, eziste uma familia de reparametrizagoes (sua-
vemente dependendo do tempo) das aplicagoes F que satisfaz (1.13).

Se a variedade M € compacta, podemos encontrar uma familia de reparametrizacoes
globais de Ft como acima, definida para todo t € I, que ndo modifica a condicao inicial
F(M) e satisfaz (1.13).

Inversamente, se F:MxI— M"Y (%), 0 € I C R, é uma familia de hipersuperficies
que admite uma reparametrizacao local para que seja uma solucao do fluro de curvatura
média (1.13), entdo a aplicag¢ao ﬁt(y) satisfaz (1.15) para alguma familia de campos
V(.,t) tangente a F'(M), para cada t € I.

Prova. Primeiro vamos supor que M é compacta, e construir uma familia de reparame-
trizacoes globais que satisfaz a definicao.

Pela hipétese de tangeéncia, o campo vetorial dependente do tempo
~p7—1

é globalmente definido e suave. Seja ¢ : M X (w_,w,; ) — M uma familia de difeomorfismos
de M com ¢(z,0) = x, para todo x € M, e

dyp

E(@t) =W (p(x,t),1). (1.16)

Esta familia existe, é tnica e suave, pelo teorema de existéncia e unicidade de equagcoes

diferenciais ordinarias sobre a variedade compacta M.
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Considere a reparametrizacao ﬁ(m, t) = F(go(x, t), t), temos

%_};(x,t) = %—i(w(x,t),t)-Fdﬁ; (g (z, t))
= H(p(w, 1), )N (p(x,1),t) + V(p(x ,t)+dFt(“(W(99($7t)7t)>
= H(p(a,0),t)N(p(.1),t) + V
~dFy( t)([dF&x,tﬂ_l(V(so(w,t),t)))
= H(pl,1), )N (p(a,1),1)

= H(z,t)N(z,1).

Portanto, F' satisfaz o sistema (1.13) com condigio inicial F(z,0) = F(z).

No caso nao compacto, temos que trabalhar localmente no espago ¢ tempo. Resol-
vendo o sistema acima de equacoes diferenciais ordinarias em algum intervalo de tempo
e um subconjunto aberto 2 C M com fecho compacto, entao encontramos uma solugao
para o sistema (1.13) em um, possivelmente menor, subconjunto de ) e algum intervalo
de tempo.

Agora consideramos que a reparametrizacio F(z,t) = F(p(z,t),t) satisfaz (1.13).

Derivando, temos

Pt = Dottt + iy (20en)
= H(x,t)N(x,t)
= T (et) O R ()0,
isto é
P =R w0 8 0 - afy( 200,

para cada x € M et € I. Entdo, a ultima afirmacao da proposigao segue para V (y,t) =

—dF} (%—f (¢ (y. 1)), t) :

Corolario 1.23 Se uma familia de hipersuperficies F:M"xI— M Y(®) satisfaz

<%ﬁ(g;,t), N(m,t)> = H(z.1),
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entao ela pode ser localmente reparametrizada para uma solucao do fluxo de curvatura
média. Além disso, se M é compacta, isto pode ser feito por uma reparametrizacao global,

que nao modifica a condi¢do inicial.

Observagao 1.24 A proposigao e corolario anteriores dizem que a componente tangencial

da velocidade da deformacao nao interfere na “forma” global durante o movimento.

Por esta propriedade de invariancia vamos falar do fluxo de curvatura média consi-
derado sobre subconjuntos de M"*!(%) e desconsiderando suas parametrizagoes. Damos

entao uma definicao mais geométrica e alternativa para o fluxo de curvatura média.

Definigao 1.25 Seja F : M™ — M""!(%) uma hipersuperficie orientada em uma forma
espacial M"™(%). Uma familia a um parametro F'(.) = F(.,t) de hipersuperficies F :
M"™ x I — M"™(R) é solugdo para o fluzo de curvatura média a menos de difeomorfismo

de M com condicao inicial F'(M), se satisfaz a equacao

{ N(z t)> = H(z,t), i)
F(z,0) = F(x),

paratodox e Metel.

O fluxo de curvatura média em curvas sobre superficies, isto é, quando n = 1 é
conhecido na literatura como fluro redutor de curvas. No plano Euclidiano temos o

scguinte exemplo.

Exemplo 1.26 Considere a curva X : (0,7) — R? no plano Euclidiano, dado por, X (s) =

(s,—Incos(s)). Vamos mostrar que
X'(s) = (s,t — Incos(s))

é solucao para o fluxo redutor de curvas a menos de difeomorfismo, conhecida como Grim
Reaper. O campo normal de X' ¢ dado por Nt(s) = (—sin(s),cos(s)) e a curvatura por

K'(s) = cos(s), portanto
<2)?(5 t), N(s t)> = ((0,1), (—sin(s),cos(s))) = cos(s) = k(s,1)
ot~ T ’ e

Observe que X' nio é uma solucao de (1.13).
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Uma classe importante de solucoes para o fluxo de curvatura média, que contém o
exemplo anterior, sao os solitons. Elas podem ser vistas como solugoes estaciondrias, no

sentido geométrico, para o fluxo de curvatura média.

Definigao 1.27 Scja F' : M™ — M"*1(%) uma solugao para o fluxo de curvatura média
a menos de difeomorfismo com condicao inicial F' : M™ — M"(%). A condicao inicial

F(M) é dito um sdliton do fluxo de curvatura média se
F'(z) = ¢'(F(x),
para todo x € M, onde ¢' é uma familia de isometrias de M"*!(%).

Observacgao 1.28 Como campos de Killing geram familias de isometrias locais, esta

definigao é equivalente a definicdo dada por Hungerbiihler e Smoczyk em [21].



CAPITULO 2

Sélitons do Fluxo Redutor de Curvas na Esfera

O fluxo de curvatura média sobre curvas de uma variedade Riemanniana bidimensional
é conhecido como fluxo redutor de curvas (FRC). Para o estudo do FRC é importante
conhecer as solugoes autossimilares, que sao modelos de singularidades do fluxo [20, 23].

As solucgoes autossimilares do FRC no plano sao bem conhecidas. As duas solucoes
mais simples sao as retas, que nao sao afetadas pelo fluxo, e os circulos que encolhem
homoteticamente a um ponto em tempo finito. Uma outra solugdo simples é a curva
Grim Reaper, gréafico da funcao f(z) = Incos(x) (veja Exemplo 1.26), ela é a tinica
curva de translagao do plano. Em [4], Altschuler mostrou uma curva que gira a uma
velocidade constante denominada espiral yin-yang. Além dos circulos, existem outras
curvas que encolhem homoteticamente ao longo do fluxo, elas foram classificadas por
Abresch e Langer em [1]. Uma discussao sobre as curvas que expandem desta forma
pode ser encontrado em [24, 35]. Finalmente, em [16] Halldorsson deu uma completa
classificacao das solugoes autossimilares do FRC no plano Euclidiano.

Neste capitulo, vamos estudar os sélitons do fluxo redutor de curvas na esfera S?, que
sao um caso especial de solugoes autossimilares. De acordo com a Definicao 1.27, uma

curva X : I — S? € R3 é um séliton do FRC na esfera se existe uma familia de isometrias
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A(t) € O(3), tal que
X'(u) = A(t)X (u) (2.1)

é solucao do fluxo de curvatura média a menos de difeomorfismo com condicao inicial X,
isto é, satisfaz (1.17).

Na Secao 2.1, vamos apresentar uma condicao necessaria e suficiente para que uma
curva da esfera seja um séliton do fluxo redutor de curvas. Na Secao 2.2, vamos usar esta
condicao para descrever os solitons do FRC. Para finalizar, na Se¢ao 2.3, vamos visualizar

alguns exemplos destas curvas.

2.1 Caracterizacao dos Sélitons do FRC na Esfera

Nesta secao, caracterizaremos os sélitons do FRC na esfera como as curvas cuja cur-

vatura é proporcional ao angulo entre o vetor tangente e um vetor fixo de R*\{0}.

Teorema 2.1 Seja X : J C R — S? C R® uma curva na esfera. Entao X é um séliton

do fluzo redutor de curvas na esfera se, e somente se, existe um vetor v € R*\{0}, tal que
(T, v) = K, (2.2)
onde T' € o campo tangente unitdario de X e k sua curvatura.

Prova. Suponha, sem perda de generalidade, que X (s) estd parametrizada pelo compri-
mento de arco s. Se X é um séliton do FRC na esfera, temos que X'(s) = A(£)X(s) e X!
satisfaz (1.17). Vamos escrever A(t) = A;(t)A2(t) As(t), onde

1 0 0 cos(&(t)) 0 sin(&(t))
Ai(t) = | 0 cos(&(t)) —sin(&(t) |, Aa(t) = 0 1 0 ;
0 sin(&i(t))  cos(&i(t)) —sin(&(t)) 0 cos(&a(t))

cos(&s(t))  —sin(&s(t)) 0
As(t) = | sin(&(t)  cos(&(t) 0 |,
0 0 1

e & : I — R sao fungdes reais, tais que &,(0) =0, paraz =1, 2, 3.
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Derivando (2.1), em ¢ = 0 temos

TR (5,0) = AO)X(s) = (41 (0) + A (0) + 4 (0)) X(s)
00 0 0 0 1 0 -1 0
= GO o0 -1 [+&O0)] 0 00 |[+&O)[ 1 0 0 ||X(s)
01 0 -1 0 0 0 0 O

0 =&(0) &(0)

= | &0 0 =) | X(s)

—50) &0) 0

Além disso, escrevendo X (s) = (w1(s), z2(s), z3(s)) € S* C R?, lembramos que

~

N(s,0) = N(s)=T(s)NX(s)
= (2h(s)z3(s) — wa(s)25(s), —2)(s)75(s) + 21 (5)x5(s), 2 (s)a(s) — w1(s)wy(s)).

Omitindo s nas contas, temos

<%—f<87 ). Ns 0>> = ((~ &(0)az + &0, G(0)a1 — & (0)az, ~&(0)a + & (O)z),

(zhwy — oy, —a) w3 + @2y, 22y — x1x§)>
]
]

= £(0) [xg(xllxg — x11y) — x3(—2) T3 + T 1Ty
(
+&5(0) [21(=2h 23 + 2123) — wo(ahrs — 2277
)
(
(

)
)

w3(ahws — roxy) — x1(x)xe — 2125

+
AN
RS

(@]
~~

= §(0) [} (25 + 23) — 21 (w2l + 2325)]
25 (27 + 23) — o (w12 + w32%)]
+&5(0) [mé(ﬁ + 22) — x3(m 2 + xzxg)],

como z% + x5 + x5 = 1 e 117 + T2 + x325 = 0,

<aa—);(s,0),ﬁ(s,0)> = &(0) [} (1 = a?) — z1(—a12))] + &(0)[2h(1 — 23) — 2o —oa))]

+85(0) [25(1 — 23) — 25(—wsa})]
= £(0)) +&(0)ah + &(0)a
= ((£1(0),£(0),£(0)), (), x5, 7%))
= (T,v),



2.1 Caracterizacao dos Solitons do FRC na Esfera 28

onde v = (£(0),&5(0),&5(0)). Portanto, (1.17) em ¢ = 0, obtemos a equagao (2.2) dese-
jada.
Reciprocamente, seja X (s) uma curva em S? C R? parametrizada pelo comprimento
do arco, tal que
(T, v) =k,
para algum v € R*\{0}. A menos de isometria, podemos considerar que v = a(0,0,1) =

aeg, para um a > 0. Nestas condigoes, (2.2) ¢é equivalente a
axy(s) = k(s), para todo s € I.

Defina X'(s) = A(t)X(s), onde

cos(at) —sin(at) 0
A(t) = | sin(at) cos(at) 0 |- (2.3)
0 0 1

Vamos mostrar que Xt é uma solucao do fluxo redutor de curvas.
Observe que #'(s) = r(s) e N'(s) = A(t)N(s), para todo t € R. Desta forma,

omitindo s nas contas, temos que

Nt = (cos(at)(zhas — xaxly) — sin(at)(—2yxs + z123), sin(at) (zhrs — 107

+ cos(at)(—a @3 + T12y), ¥ w0 — 117h),

Além disso, derivando X . obtemos

0X

E(s, t) = A'(t) X (s) = a(—sin(at)x; — cos(at)xq, cos(at)z; — sin(at)xs, 0).
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Portanto,

0X S . : :
<§(S’ t), N (s, t)> = a[(—sin(at)z; — cos(at)zy) cos(at)(whrs — xor’y)

—(—sin(at)x; — cos(at)xy) sin(at)(—z|xs + x12%)
+(cos(at)xy — sin(at)zy) sin(at) (rhrs — Toxh)
+(cos(at)zy — sin(at)zs) cos(at)(—a)zs + z12%)]

= af — zo(whas — 22wy + a1 (— 225 + 212%)]

= alrh(2F + 23) — w3(212) + 2205)]

= afzh(1 — 23) — x3(—wa7})]

= ary=r="r"

]

Intuitivamente a é a velocidade angular com que o séliton do FRC na esfera esta

girando ao longo do fluxo.

2.2 Descricao dos Sélitons do FRC na Esfera

Como vimos no Teorema 2.1, o estudo dos sélitons do fluxo redutor de curvas na
esfera, se reduz a descrever todas as curvas que satisfazem (2.2), para algum vetor nédo

nulo v € R3.

Proposicao 2.2 Seja X : J — S? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e

a > 0. Defina as funcgoes
7(s) = (T'(s),e3), v(s)=(N(s)es) e afs)=(X(s) e3), (2.4)
ondeT' e N sao os campos unitdarios tangente e normal a X, respectivamente. Entdo
k(s) = at(s), para todo s € J, (2.5)

se, e somente se, as func¢oes T, v e « salisfazem

T = atv—aq,
Vo= —ar? (2.6)

o = T.
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com condigoes iniciais (1(0),v(0),a(0)) satisfazendo 72(0) + v*(0) + a2(0) = 1.

Prova. Suponha que k(s) = ar(s), para todo s € J. Como 7, v e « satisfazem (1.3),
substituindo (2.5) nesse sistema, temos (2.6).

Reciprocamente, suponha que as fungoes 7, v e « satisfazem (2.6). Igualando com
(1.3), temos

(at — k) =0 e (ar —k)T =0.
Como 7 e v se anulam simultaneamente apenas nos polos ez e —es, segue o resultado.

g

Agora vamos estudar o comportamento dos sélitons do FRC na esfera usando a
Proposicao 2.2. Para isso, vamos considerar os seguintes conjuntos, que podem ser visu-

alizados na Figura 2.1.
e I' a geodésica de S? ortogonal a es, denominada equador.

® Hore (resp. Hgy) o hemisfério, sem sua fronteira, delimitado por I' que contém o

ponto e3 (resp. —e3), denominado hemisfério norte (resp. hemisfério sul).

Observagao 2.3 Seja X(s) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s. As

fungoes 7, v e a, definidas em (2.4), tém as seguintes interpretacoes geométricas.

1. As funcoes 7, v e a sao os cossenos dos angulos entre ez e os vetores T, N e X,

respectivamente. Consequentemente, elas sao limitadas por 1.
2. « é a fungao altura (com sinal) em relagao a ej.
3. X(s) €T se, e somente se, a(s) = 0.
4. X(s) € Hporte (resp. X (s) € Hgy) se, e somente se, 0 < a(s) (resp. 0 > a(s)).

5. Se X satisfaz (2.5), entdo || < a.
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es

Hnorte

Hsul

Figura 2.1: Esfera

A partir de agora, vamos usar a notacao da Proposicao 2.2 e provar uma série de
lemas que permitirao a descricao dos sélitons do FRC da esfera no Teorema 2.17, no final
desta secao.

A seguir, vamos deduzir uma identidade para as derivadas de ordem superior de a,

que serd usada na demostracao do Lema 2.5.

Lema 2.4 Seja X : J C R — S? uma curva nas condi¢ées da Proposicio 2.2. Se aD(s)

¢ a l-ésima derivada de os) = (X(s),es3), entao as derivada de o(s) satisfazem

a(l+2)(s) _ az <l> a(l“_“(s)y(’)(s) _ a(l)(s), (2.7)

1
1=0

!

para todo [ > 0, onde (i) = m

Prova. Vamos provar este lema por indugao sobre [. Para [ = 0, derivando duas vezes «
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e usando (2.6), temos

a’(s) = T'(s) =ar(s)v(s) — als)

= ad(s)v(s) — a(s).
Agora suponha que (2.7) seja valida para [, assim

a3 (8) _ (a(l+2) (S))/

O(i> (2= )+ GZ ( ) (410 ()41 () — o) (5)
— ™) (s)u(s) + a:i <Z> 270 () ()

=1

_|_az ( > (I+1— z) (z—i—l)(s) + CLO/(S)I/(Z-H)(S) o a(l—H)(S).

Renomeando os indices e agrupando os termos, temos

l
a(z+3)(5) _ (z+2 )+ GZ ( ) (42— u(l)(s)

1=1

+azl:( ! )a(l+2 D(s)(s) + aa (s)r D (s) — D (s)
1—1

1=1

1
_ aa(l“ ) + az

1=1
(

+
N
=%
/—\
\_/
:
=
/'\
\_/
Q

Como

C)*(@—ZJ - Z!(lliz)!+(z—1)!(lli(z—1))!
_ M1+l (4 1) :<l+1)’

AI+1 =) Al +1—2)! 1

concluimos que

+1 I + 1
a(l+3) —a Z ( >a(l+2—z)(s)y(z)(s) _ Oz(l—H)(s),

2
1=0
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g

Lema 2.5 Seja X : J C R — S? uma curva nas condicées da Proposicao 2.2. Se sy é

um ponto critico de a(s), entao
1. X(so) € ' se, e somente se, sy é ponto de inflexdo de .

2. X(50) € Hporte (resp. X(so) € Hgy) se, e somente se, so € ponto de mdzimo (resp.

minimo) local de c.

Prova. Para o item 1, se sy é ponto de inflexao, temos a’(sg) = 0. Pelo lema anterior,
segue que a(sg) = 0. Logo, pela Observagao 2.3, X(sg) € I'.

Agora, supondo que X (sg) € T, vamos provar por inducdo em I que a¥(sy) = 0,
para todo [. Como a(sg) = &/(sg) = 0, pelo lema anterior, isso implica que o”(sg) = 0.
Suponha que o (sy) = 0, para todos = 1,...,1+1, pelo Lema 2.4, segue que a!'*?)(s4) = 0.
Assim, todas as derivadas de « se anulam em sq. Isso implica que sg é um ponto de inflexao
de «.

Para o item 2, considerando s = sy e © = 0 em (2.7), temos que a”(sg) = —a(sg).

Portanto, pela Observagao 2.3, segue o resultado.

g

Lema 2.6 Seja X : J C R — S? uma curva nas condicoes da Proposicio 2.2. Se s
¢ um ponto critico de a(s), entao X(so) € Hporte (resp. Hgy) se, e somente se, em
uma vizinhanca de X (so) a curva X estd abaizo (resp. acima) do paralelo (circulo de S*

ortogonal a e3) que passa por X(sg). Além disso, X nao tangencia I' em sq.

Prova. Como a é a funcao altura de X, temos que X estd abaixo (resp. acima) do
paralelo que passa por X (sg) se, e somente se, s € um ponto de méximo (resp. minimo)
local de a. Portanto, pelo Lema 2.5 item 2, segue a primeira afirmacao.

Agora suponha que X tangencia I" em g, entao sy é um ponto de maximo ou minimo

local de «a, contradizendo o Lema 2.5 item 1.
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Lema 2.7 Seja X : J C R — S% uma curva nas condi¢ées da Proposicio 2.2. Se sq é
um ponto critico de 7(s) = (T(s),e3), entao sy € um ponto de minimo (resp. mdzrimo)

local de T se, e somente se, T(sg) < 0 (resp. T(sq) > 0).
Prova. Derivando duas vezes 7 e usando (2.6) em s = s, temos

7"(s0) = at'(s0)v(s0) + at(so)V (s0) — ' (s0)
= at(so)V (s0) — & (s0)

= —a"7°(s0) — 7(80)

= —7(s0)(a’m*(s0) + 1).
Portando, 77(sg) > 0 (resp. 7"(s¢) < 0) se, e somente se, 7(sg) < 0 (resp. 7(s9) > 0).

g

Lema 2.8 Seja X : J C R — S? uma curva nas condicoes da Proposicao 2.2, entdo todo

ponto critico de v(s) = (N(s),es3) € um ponto de inflexao e v é nao crescente.

Prova. Seja so um ponto critico de v, por (2.6), 7(so) = 0. Derivando v’ e fazendo s = s,
temos

V" (s0) = —2a7(s0)7'(s0) = 0.

Por (2.6), derivando v e fazendo s = sy, obtemos

V(s0) = —2a (' (s0))" — 2a7(s0)7" (s0)
= —2a(at (s0) — a(s0))
= —2a0z2(30).

Assim, se a(sg) # 0, temos que /(s9) = v"(s9) = 0 ¢ v""(s9) # 0. Portanto, sy é ponto de
inflexdo de v. Se a(sg) = 0, temos que a(sg) = /(sg) = @”’(sg) = 0. Pelo Lema 2.4, as
derivadas () (sg) = 0, para todo 2 € N. Como v/ = —ar? = —a (/)’, todas as derivadas
de v podem ser escritas como soma de potencias das derivadas de . Portanto, todas as

derivadas de v se anulam em s = sy e sy € ponto de inflexao de v.

Além disso, por (2.6), ¥/(s) < 0 para todo s € R e v é ndo crescente.
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Por substituigao direta em (2.6), temos a seguintes equivaléncias.

Observacao 2.9 Seja X : J C R — S? uma curva nas condigoes da Proposiciao 2.2,

entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. 7(s9) =0,
2. V'(s9) =0,
3. (s9) = 0.

Nem sempre o séliton intersecta duas vezes o equador, mas quando isso ocorre a
curva se comporta de forma simples entre dois pontos consecutivos de interseccao, como

vamos demostrar no seguinte lema.

Lema 2.10 Seja X : J C R — S? wma curva nas condicoes da Proposicao 2.2, entdio
entre dois pontos consecutivos em que X intersecta o equador existe um unico ponto critico

So da fungao altura a(s). Além disso, k(sg) = 0.

Prova. Scjam s; < sy dois pontos em que X intersecta I'. Pela Observagao 2.3 item
1, a(s1) = a(s2) = 0 e a # 0, para todo s € (s1,82). Assim, pelo Teorema do valor
médio (veja [26]), existe so € (s1,52) tal que a/(sp) = 0. Como « tem sinal definido em
(s1,52), pelo Lema 2.5, os pontos criticos de a em (1, $2) sao todos de méximo ou todos
de minimo, dependendo se X ((s1,s2)) esta contido em Hygy ou Hpore, TeSpectivamente.

Portanto, existe um unico ponto critico de o em (1, s2).

g

Lema 2.11 Seja X : J C R — S% wma curva nas condigoes da Proposicio 2.2. Se
s1 < $9 sao pontos criticos de «, tais que 0 < v(s,) (resp. 0 > v(s,)), para 1 =1, 2, entdo

|a(s1)| < la(s2)] (resp. |a(s1)] > |a(s2)])-

Prova. Defina f(s) = y/1 — 1/?(s), como v é nao crescente, esta funcdo é nao crescente

no intervalo onde v é positiva e nao decrescente onde v é positiva.
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Como 7%(s) + v%(s) + @*(s) = 1, em s = s,, para 1 = 1, 2, temos

=1 —=1v%(s,) = f(s,).

Assim, se v(s,) < 0 (resp. v(s,) < 0), temos
als1)] = f(s1) < f(s2) = |a(s2)]

(resp. |a(s))] = f(s1) > f(s2) = [a(s2)])-
g

A seguir, vamos apresentar o Lema de Barbalat, cuja demostracao pode ser encon-
trada em [32]. Este ¢ um resultado classico da analise da reta que serd utilizado para

demostrar o Lema 2.13.

Lema 2.12 (Lema de Barbalat, [32]) Seja f : (so,+00) C R — R uma funcao dife-
rencidvel, tal que existe limg o, f(s) € f'(s) € uniformemente continua. Entdo

lim f'(s) = 0.

S$—+00

Lema 2.13 Seja X : J C R — S? uma curva nas condicoes da Proposicao 2.2, entdio

X(s) assintota ' quando t — +oo0.

Prova. Pela Observagao 2.3 item 3, basta provar que lim, 4. a(s) = 0. Vamos comegar
provando que

lim 7(s) = 0. (2.8)

s—=+o0
Como v é nao crescente e limitada, temos que existe o limite de v quando s — +o0. Além
disso,

V' = | = 2ar7'| = [2at(atv — )] < 2a(a+ 1),

assim v/ é uma funcao uniformemente continua. Desta maneira, pelo Lema 2.12,

lim 2/(s) = 0.

s—+oo

Como v/(s) = —at?(s), temos (2.8).
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Agora, vamos provar que

lim 7'(s) = 0. (2.9)

s—+o0

Derivando duas vezes 7 por (2.6), temos

1 / / /
= aTV+H+atrv —«

= alatv —a)v —a®m* — 7

< 2a®>+a+1.

Isto implica que 7" é uniformemente continua. Assim, pelo Lema 2.12 e (2.8), segue (2.9).
Portanto, por (2.6), (2.8), (2.9) e como v é limitado, temos que

lim a(s) = lim (ar(s)v(s) —7'(s)) = 0.

s—+oo s—Fo0

g

Lema 2.14 Seja X : J C R — S? uma curva nas condicoes da Proposicio 2.2. Se existe
so € R, tal que X((so,—i—oo)) C Hpore (resp. X((so,—i-oo)) C Hgy), entao existe um

Sy > So, tal que o € decrescente (rep. crescente) em (8., +00).

Prova. Primeiro, observe que existe no méximo um ponto critico de a em (g, +00).
De fato, suponha que existam dois pontos criticos s1, so de a em (sg, +00). Pelo Lema
2.4, estes dois pontos sdo de maximo (resp. minimo), assim existe um ponto de minimo
(resp. méaximo) de « entre sy e Sy, contradizendo assim o Lema 2.4. Assim, existe um
S« € (So,+00) tal que a é estritamente mondtona em (s,, +00). Como a funcao a é
positiva (resp. negativa) neste intervalo e seu limite vai para zero quando s — +o00,

temos que « é decrescente (resp. crescente) neste intervalo.

De forma anéloga, temos o seguinte lema.

Lema 2.15 Seja X : J C R — S? uma curva nas condicoes da Proposicio 2.2. Se ewiste
so € R, tal que X((—oo,so)) C Hporte (resp. X((—oo,so)) C Hgy), entdo existe um

S« < So, tal que v € crescente (rep. decrescente) em (—o0, Sy).
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A seguir, vamos estudar os autovalores dos pontos criticos do campo de vetores sobre
a esfera unitaria definido por (2.6). Isto nos permite compreender o comportamento das

curvas integrais deste campo.

Lema 2.16 Seja (7,v,a) uma solugdo de (2.6), com condi¢io inicial 7%(0) + v*(0) +
a?(0) = 1. Considere o campo ¢ : S* — T'S* C R? dado por

(1, v,a) = (aTv — o, —at?, 7). (2.10)

Entao os pontos singulares de ¢ sio +es = (0,41,0) e os autovalores de dib., (resp.

d_.,) sao
a++va?—4

)= —a:l:\/a2—4)
- 2 2 )

(resp. A=

Assim, se 0 < a < 2 os autovalores de 1 sao complexos e se a > 2 os autovalores de 1)

Sa0 reais.

Prova. Calculando a diferencial de v, temos

av ar —1

dp=1 —2ar 0 0
1 0 0
Aplicando no ponto ey, temos
a 0 —1
de, = 0 0 0
1 0 O

Portanto, A € R é autovalor de di),, se existe v € T.,S? = {v = (v1,0,v3)/v1,v3 € R}, tal

que
a 0 —1 v

de,(v) =1 0 0 0 0 | = Awvi,0,v3),
1 0 0 Vs

isto implica que,
avy, — v = vy,

v = )\1)3,
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logo A2 —a + 1 = 0, onde concluimos que

Para —ey o resultado segue de forma andloga.
O

Quando 0 < a < 2 os autovalores da diferencial do campo v em seus pontos singulares
sao complexos. Assim, as curvas integrais saem de —ey e vao para e em forma de espiral,
intersectando a geodésica a = 0 infinitas vezes. Quando a > 2, os autovalores sao reais
nao nulos e as curvas integrais saem de —ey e chegam em ey de forma “retilinea” quando
estao suficientemente proximos destes pontos, como podemos ver na Figura 2.2.

A seguir, vamos apresentar o retrato de fase do campo ¢ definido por (2.10) sobre
a esfera unitaria, que nos permite compreender melhor o comportamento das fungoes
T, V e a e consequentemente o comportamento dos sélitons. As curvas integrais estao
representadas de azul, a geodésica a@ = 0 de vermelho e a geodésica 7 = 0 de verde.

O retrato de fase de 9, para a =1, 2 e 3, podem ser vistos na Figura 2.2.

b ) f e [ |

e .
N s iS 5
\/ \/

Figura 2.2: Retrato de Fase de ¢

Teorema 2.17 Para cada v € R® ndao nulo, existe uma familia a um pardametro de

sélitons do fluzo redutor de curvas na esfera X : R — S?, definida para toda a reta R. Os
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dois fins de cada curva sao assintoticos a mesma geodésica I' ortogonal a v. Entre dois pon-
tos consecutivos em que X intersecta I', caso existam, a func¢do altura a(s) = <X(s), ﬁ>
tem um tnico ponto critico S,, que é ponto de mdximo (resp. minimo) local se a(s,) >0

(resp. a(s,) < 0. Além disso,

e Se 0 < ||v|| < 2, X intersecta T' em infinitos pontos e a norma |a| nos pontos
criticos de o forma uma sequéncia que € estritamente crescente quando v(s) =

<N(s), ”z—”> > 0 e estritamente decrescente quando v(s) < 0.

e Se ||v|| > 2, X intersecta I' no mdximo em um nimero finito de pontos e cada um

dos fins converge para I' sem se auto intersectar.

Prova. Sem perda de generalidade, podemos supor que v = aes, onde a > 0. Assim,
usando a notagdo da Proposi¢ao 2.2, temos que x(s) = ar(s) e as fungdes 7, v e «
satisfazem (2.6).

Este sistema define o campo
Y(1,v,0) = (atv — a, —at?,7)

sobre a esfera unitaria. Considerando o retrato de fase de v, cada curva integral de 1
corresponde a um soliton do FRC. Assim, para cada a > 0, temos uma familia a um
parametro destas curvas. Como 1 é um campo completo, cada séliton esta definida para
todo s € R. Além disso, pelo Lema 2.13, cada um dos fins de X assintota I' quando
§ — Fo0.

Pelo Lema 2.10, entre dois pontos em que X intersecta I' a funcao altura o possui
um, e somente um, ponto critico, que é de maximo local se atingido no hemisfério norte
e de minimo local se atingido no hemisfério sul.

Se 0 < a < 2, pelo Lema 2.16, X intersecta I' infinitas vezes. Além disso, pelo
Lema 2.11, a norma |a| aplicada nos pontos criticos de « forma uma sequéncia que é
estritamente crescente enquanto v é positivo e estritamente decrescente enquanto v é
negativo. Observe que, por (2.6) v é estritamente decrescente e pelo Lema 2.13

lim v(s) = F1,

s—7Fo0
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portanto v possui um, e somente um, zero.
Se a > 2, pelo Lema 2.16, existem s_, s, € R, tal que o tem no maximo um numero
finito de zeros nos intervalos (—oo, s_] e [s4, +00). Suponha que o tem uma infinidade

de zeros em [s_, sy], isto é, existem
S_ <851 <8y <. <8, <. Sy

satisfazendo «(s,) = 0, para todo n € N. Pelo Lema 2.10, para cada n € N existe um s,
tal que

*

Sn < S:, < Sn+1 € T(S:L) = O'//(Sn) = 0.

Assim, temos as sequéncias crescentes (s,) e (s¥) definidas no compacto [s_, s;]. Desta

forma, existe sy € [s_, s, ], tal que

. . *
lim s, = lim s; = sg.
n—-4o0o n—-+4oo

Pela continuidade de a e 7, temos

a(sg) = nh_}r& a(s,) =0e7(sg) = nh_>n<f>10 T(s;) =0,

isso implica que v(sg) = 1, o que é uma contradi¢ao. Portanto, o zera no maximo em
um numero finito de pontos de R. Além disso, pelos Lema 2.14 e 2.15, a funcao altura
« converge para zero de forma estritamente monodtona. Desta maneira, cada fim de X

converge para [' sem se auto-intersectar quando ¢t — +o0.
[

Quando 0 < a < 2, o sdliton X forma uma sequéncia de lacos que intersectam
[’ infinitas vezes e a altura maxima de cada lago é crescente enquanto v é positivo e
decrescente quando v é negativo. Além disso, os fins de X assintotam I', como podemos
ver nas Figuras 2.3 e 2.4. Quando a > 2, o séliton intersecta I' um ntimero finito de vezes

e cada um se seus fins assintota ' sem se auto intersectar.

Proposicao 2.18 Uma curva da esfera X : R — S? C R?® parametrizada pelo compri-

mento de arco

X(s) = ( sin(¢(s)) cos(6(s)), sin(p(s)) sin(0(s)), Cos(gb(s))) , (2.11)
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¢ um soliton do FRC da esfera satisfazendo (2.5) se, e somente se, as fungoes 0 e ¢

satisfazem
¢" = 0'sin(¢) (6 cos(¢) — ad'sin(9)),

(2.12)
0" = ¢(ag’ — 20 cot(0)).

Prova. Seja X uma curva de S? parametrizada por (2.11). Como X estd parametrizada

pelo comprimento de arco, o campo tangente unitario de X é dado por

T = (¢' cos() cos() — ¢’ sin(¢) sin(6), ¢’ cos(¢) sin(f) + 6 sin(¢) cos(0), —¢ sin(¢)),

onde
(¢)" + (0)" sin® (¢) = 1, (2.13)

e 0 campo normal unitério por
N = (¢/sin(0) + 0’ cos(¢) sin(g) cos(0), —¢' cos(0) + 0’ cos(¢) sin(g) sin(6), —0 sin(g)).
Segue de (1.3), que a curvatura de X é dada por x = (T", N, isto é,
k= ¢"0'sin(p) — ¢'0" sin(¢) — (¢')°cos(¢) sin(¢) — 2(¢)*' cos(9).
Derivando (2.13), obtemos
¢"¢' +0"0'sin?(¢) + (0')°¢' sin(¢) cos(¢) = 0. (2.14)

Assim, X satisfaz (2.5) se, e somente se,

¢"0'sin(¢) — ¢'0” sin(9) — (¢/)°0' cos(9) — ¢ cos(@) + ag sin(¢) = 0. (2.15)

Isolando ¢" e 0" em (2.15) e (2.14), temos a equivaléncia com (2.12).

2.3 Exemplos de Sélitons do FRC na Esfera

Nesta seccao, vamos usar a Proposicao 2.18, para esbocar o traco de alguns sélitons

do fluxo redutor de curvas na esfera. Como vimos na secao anterior, o formato das curvas
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depende da velocidade de rotacao a. Nas figuras abaixo, vamos considerar as velocidades
a=20,5, 1, 2 e 3, respectivamente.

Nas Figuras 2.3 e 2.4 estamos visualizando sélitons do FRC X(s), s € R, na esfera
quando @ = 0,5 e 1. Os fins de X convergem para I' quando t — +oo. Além disso, X
forma uma sequéncia de lagos que intersecta I' infinitas vezes. Esta sequéncia de lagos é
crescente até um laco de altura maxima e depois decrescente assintotando I'.

Nas Figuras 2.5 e 2.6 estamos visualizando sélitons do FRC X(s), s € R, na esfera
quando a = 2 e 3, respectivamente. No Figura 2.5, podemos ver que X nao intersecta I'
e cada um dos fins converge para I' sem se auto intersectar. Na Figura 2.5, podemos ver
que, X intersecta [' em um unico ponto. Além disso, cada um dos fins converge para I’

sem se auto-intersectar.

Figura 2.3: Solitons do FRC na Esfera, a = 0,5
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Figura 2.4: Sélitons do FRC na Esfera, a =1

Figura 2.5: Sélitons do FRC na Esfera, a = 2
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Figura 2.6: Solitons do FRC na Esfera, a=3



CAPITULO 3

Solucbes do FCM em Formas Espaciais por Hipersuperficies

Paralelas

O fluxo de curvatura média (FCM) é um fluxo do tipo gradiente para o funcional area
[28]. Ele é uma equacao diferencial parcial de evolugao nao linear para hipersuperficies
similar a equagao do calor, com algumas diferencas importantes. O FCM se comporta
como a equacao do calor em um curto periodo de tempo.

Nos ultimos anos, muitos estudos sobre solugoes do fluxo de curvatura média tem
sido apresentados. O tipo de solucao mais estudado sao as solugoes autossimilares, isto
é, solucoes dadas pela composicao de isometrias e homotetias. No espaco Euclidiano,
os exemplos mais simples de solucao autossimilar sao as esferas e os cilindros, que sao
hipersuperficies auto-contrateis (veja os Exemplos 1.20 ¢ 1.21). Outros exemplos de hi-
persuperficies auto-contrateis no espaco Euclidiano podem ser encontradas em [3, 7, 25]
e hipersuperficies de translagao sdo encontradas em [8, 30, 36, 17].

Solucoes autossimilares em outros espacos Riemannianos tem sido menos estudadas.
Em [21], Hungerbiihler e Smoczyk consideraram as solucoes sélitons para o FCM, isto
é, solugoes evoluem pelo FCM por um grupo de isometrias do espaco ambiente. Varios

exemplos de sélitons sobre variedades sao discutidos neste trabalho. Outros tipos de
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solugoes para o FCM também aparecem na literatura, como o trabalho de Liu e Terng [27],
onde eles estudaram o FCM sobre subvariedades isoparamétricas do espago Euclidiano e
da esfera, e provaram que o fluxo preserva a condigao de ser isoparamétrica e desenvolve
singularidade em tempo finito.

Neste capitulo, vamos estudar as solucoes do fluxo de curvatura média em formas
espaciais por hipersuperficies paralelas, isto €, as solugoes do fluxo em que, a cada instante
da deformacao, a hipersuperficie obtida é paralela a hipersuperficie inicial.

Na Secao 3.1, vamos provar um teorema que caracteriza as hipersuperficie isopa-
ramétricas como sendo as Unicas hipersuperficies de uma forma espacial que admitem
uma solucao do FCM por hipersuperficies paralelas. Na secao 3.2, vamos obter expli-
citamente as solugoes do fluxo de curvatura média por hipersuperficies paralelas sobre
as hipersuperficies isoparamétricas do espaco Euclidiano. Na Secao 3.3, descrevemos a
solucao do fluxo de curvatura média por hipersuperficies paralelas sobre as isoparamétricas
do espago hiperbdlico. E para finalizar, na Secao 3.4, apresentamos a solucao do fluxo de

curvatura média por hipersuperficies paralelas sobre algumas isoparamétricas da esfera.

3.1 Teorema de Caracterizacgao

Nesta secao, vamos caracterizar a condicao inicial de soluc¢oes do FCM em uma forma
espacial por hipersuperficies paralelas.

Vamos considerar as formas espaciais

R7+1 se

M"(R) = S CR™2 g R

=
I
= O

H*t Cc L2 sek = —1.

=l

Definigao 3.1 Seja F': M™ x I — Mt (%) uma solugao do fluxo de curvatura média
em M (%) com condicao inicial F : M™ — M"+1(R). Dizemos que F' é uma solugdo por

hipersuperficies paralelas se existe uma funcao £ : [ — R, tal que £(0) =0 e

Fi(z) = c(§(1) F(x) + s(£(1)) N (@), (3.1)

para todot € I, onde c: R — R e s: R — R sdo as fungdes definidas em (1.8).
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A seguir, vamos apresentar o principal teorema deste capitulo.

Teorema 3.2 Seja F : M™ — M"(K) uma hipersuperficie da forma espacial M" ™ (E).
Entao F (M) € condigao inicial de uma solugao do fluxo de curvatura média por hipersu-

perficies paralelas se, e somente se, F(M) € isoparamétrica.

Prova. Suponha que Ft dado por (3.1) é uma solugdo do FCM por hipersuperficies

paralelas. Derivando em relagao a t, temos que

SR = €0 E)FE) + SEn)N @)
= €0~ RS F () + e EON ().

Substituindo em (1.13), temos

e pelo Lema 1.14, obtemos
¢(t) = H'(x).
Assim, pelo Lema 1.17, concluimos que F'(M) é isoparamétrica.
Reciprocamente, se F/(M) é isoparamétrica, seja (t) a unica fungao que satisfaz a

equacao diferencial ordinaria

, "L Rs(E(t)) + re(E(D))
g)y=> : (3:2)

=1 C(f(t)) - ’izs(g(t))
com £(0) = 0, onde &, é a 1-ésima curvatura principal da hipersuperficie isoparamétrica
F(M). A existéncia de tal funcao é garantida pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de

EDO (veja [34]), pois a fungao

" Es(ﬁ) + /@zc(ﬁ)
oL e

estd definida e é diferencidavel em uma vizinhanca de 0.

Defina

Fl(z) = c(£(t)) Fz) + s(E(t)) N ().
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Vamos mostra que F'(z) é solu¢do do FCM. Derivando a equagao, temos

%ﬁ(x,t) = () () Fx) + 5 (£(1)N(x))

Pelo Lema 1.14, temos que

e pelo Lema 1.15

Portanto,

g

Na demostracao do teorema, podemos ver que encontrar solucao do FCM sobre hi-
persuperficies isoparamétricas de uma forma espacial é equivalente a integrar (3.2). Nas
proximas secoes, vamos integrar essa equacao e explicitar as solu¢oes do FCM sobre hi-

persuperficies isoparamétricas.

3.2 Solucoes do FCM por Hipersuperficies Paralelas

em Rn—H

Nesta secao, vamos considerar as hipersuperficies isoparamétricas do espaco Euclidi-
ano e usar o Teorema 3.2 para construir solugoes explicitas do fluxo de curvatura média
por hipersuperficies paralelas sobre tais hipersuperficies. Observe que as solugoes encon-
tradas nessa se¢ao sao as mesmas apresentadas na Segao 1.4 vistas por outra perspectiva.

Pelo Teorema 1.9, as hipersuperficies isoparamétricas F' : M™ — R™"*! sdo classifica-

das em:
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e Plano Euclidiano (M"™ = R"), quando todas as curvaturas principais de F'(M) sao

iguais a k = 0,

e Esfera (M™ = S"), quando todas as curvaturas principais de F'(M) s@o iguais a

Kk # 0,

e Cilindro (M™ = S™ x R™?), quando temos m; curvaturas principais iguais a k # 0

e as outras mg curvaturas principais iguais a zero.

Proposicao 3.3 Seja F : S" — R a imersio de uma esfera no espaco Fuclidiano,

com curvaturas principais iquais a k. Entao a solugao do fluzo de curvatura média por

s

hipersuperficies paralelas com condigao inicial F (M) é

ﬁf(x) — F(z) + 1—-v1-— QnKQtN(x),

K

_1_
’ 2nK?

para todo t € (—oo

). Além disso, a solucao colapsa em um ponto quando t — ﬁ

Prova. Pelo Teorema 3.2, uma solucao do fluxo de curvatura média sobre F(S") é dada

por

Fl(z) = F(z) + £(ON (@),

onde () satisfaz (3.2). Como as curvaturas principais sdo todas iguais a &, esta equacao

é equivalente a
K

BRErI0)

Integrando a equagao com condicao inicial £(0) = 0, temos

1—+V1—2nk%t

¢'(t)

() = ——"0
para todo t € (—oo, ﬁ)
Além disso,
lim F(z) = F(z) + %N(x),
2nr2

diferenciando, temos

~ 1
lim dF! =dF, +~dN, =0,
= o i

pois dF, = —%de. Portando, quando ¢ — ﬁ a solucao colapsa em um ponto.
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O

Exemplo 3.4 No intuito de visualizar a deformacao, vamos considerar a esfera parame-

trizada
F(0,¢) = (sin(¢) cos(0), sin(¢) sin(0), cos(¢)),
seu campo normal é

N(0,¢) = (—sin(¢p) cos(d), —sin(¢) sin(f), — cos(¢)),

e as curvaturas principais com respeito a N sao iguais a k = 1. Assim, pelo corolario

anterior, a solucao do FCM por paralelas sobre F' ¢é
F!(0,6) = F(0,) + (1 - VI = 46)N(0,0).

isto é,
FYO,¢) = VI —4LF (6, ¢).

Podemos visualizar F* na Figura 3.1.

Figura 3.1: Fluxo de Curvatura Média sobre a Esfera Euclidiana

Proposicao 3.5 Seja F : S™ x R*™ — R g imersio de um cilindro no espaco

Fuclidiano, com m curvaturas principais iguais a K # 0 e n —m curvaturas principais
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wguais a zero. Entao a solucao do fluxo de curvatura média por hipersuperficies paralelas

sobre F\(M) €
~ 1—+1—2mk?t
F'(2) = P(a) + ——————N(a),

para todo t € (—oo, ﬁ) Além disso, a solucao colapsa em uma hipersuperficie total-

mente geodésica de dimensao n —m no instante t — ﬁ

Prova. Pelo Teorema 3.2, a solucao é dada por
Fi(z) = F(z) + §(t)N (),

onde £(t) satisfaz

&) = ml_—’if(t).

Integrando esta equagao, obtemos

para todo t € (00, 1/2mx?).
Vamos mostrar que a solucao colapsa em um plano totalmente geodésico de dimensao
n —m. Quando t — ﬁ, temos

lim F'(z) = F(z) + —N(2),

t—

2mk2

e pelo Lema 1.14

Tomando a diferencial, temos

- 1
lim dF! = dF, + ~dN,.
K

t———

2meK

Assim, se V] € TS™, temos

. 1
lim dF'(V;) = dF,(V}) + —dN,(V;) = 0,
¢ 1 K

[———
2mr2

ese Vo e TR*™™

N 1
lim dE!(Va) = dF,(V2) + —dN,(V2) = dF,(V3).

2mr2
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~

L F' converge para uma subvariedade de dimensao n — m. Além

2mrK2 )’

Assim, quando t —
disso,

lim dN'(V3) = dN, (V) = 0.

t—

2mr2

Portanto, quando t — ﬁ, I *(M) converge para um plano de dimensao n —m .

Exemplo 3.6 Considere o cilindro parametrizada

F(0,¢) = (cos(0),sin(60), 9),

seu campo normal é

N(0,¢) = (— cos(0), —sin(6),0),

e as curvaturas principais com respeito a N sdo k1 = 1 e ko = 0. Assim a solucdo do fluxo

de curvatura média sobre F' é
FY0,¢) = (V1 —2tcos(0), V1 — 2tsin(h), ),

que pode ser visualizado na Figura 3.2.

Figura 3.2: Fluxo de Curvatura Média sobre a Cilindro Euclidiano



3.3 Solucoes do FCM por Hipersuperficies Paralelas em H"*! 54

3.3 Solucoes do FCM por Hipersuperficies Paralelas

em HnJrl

Nesta se¢ao, vamos considerar as hipersuperficies isoparamétricas do espaco hiperbolico
e usar o Teorema 3.2 para construir solugoes explicitas do fluxo de curvatura média por
hipersuperficies paralelas sobre tais hipersuperficies.

Pelo Teorema 1.10, temos as hipersuperficies totalmente umbilicas, com todas as

curvaturas principais iguais a k, que sao classificadas como:
o M"=H" se0< |kl <1,
o M" =R" se k=1,
o M™=S8",se |kl >1,

e as nao umbilicas, com duas curvaturas principais distintas k1 e kg, que sao classificadas

CcOo1mo:

e M"=8™ x H"™, onde kiky = 1.

Proposicao 3.7 Seja F: R" — H"! C L"*2 a imersao de uma horoesfera no espaco
hiperbolico, com campo normal unitdrio N e curvaturas principais iguais a k = +1. Entao

a solugao do fluxo de curvatura média por hipersuperficies paralelas sobre F(M) é
F'(z) = cosh(nt)F(z) + rsinh(nt)N(z), (3.3)
para todo t € R. Além disso, ﬁt(]R") € uma horoesfera para cada t € R.
Prova. Pelo Teorema 3.2 a solucao ¢ dada por
F'(x) = cosh(€(t)) F (x) + sinh(£(£)) N (),

onde ¢ satisfaz (3.2). Como k = %1, £(t) satisfaz

= S — meosh(€()
§(t) = cosh(§(t)) — rsinh(£(2)) .
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Integrando esta equagao, como £(0) = 0, temos que
§(t) = wnt,

para todo t € R. Assim, segue (3.3).
Agora vamos mostrar que F*(R") é uma horoesfera para todo ¢ € R. Seja {Ey, ..., E,}

uma base de autovalores de h em TR". Assim, do Lema 1.15, temos que

. sinh(nt) — k cosh(nt)
R, = —
’ cosh(nt) — ksinh(nt)

= K.

Portanto, segue o resultado.

Exemplo 3.8 Considere a horoesfera em H? parametrizada por

342sin¢g cospcosf cospsinf 1+2:sin¢)

PO.0= (3 gy s Ty g

seu campo normal é

N(97¢) =

2+4sing cospcos cospsinf 2+ 3sing
2(1+sing)” 1+sing  1+sing  2(1+sing) /)’

e as curvaturas principais com respeito a N sao todas iguais a k = 1. Assim, a solugao
(3.3) do FCM por paralelas sobre F' pode ser visualizado, via projecao de H? no modelo

do semi-espaco, na Figura 3.3.

. .

Figura 3.3: Fluxo de Curvatura Média sobre a Horoesfera
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Proposicao 3.9 Seja F : M™ — H""! C L™ wma imersao de uma hipersuperficie to-
talmente umbilica no espaco hiperbolico, com campo normal N e curvaturas principais nao

nulas iguais a kK # £1. Entao a solucao do fluro de curvatura média por hipersuperficies

paralelas sobre F(M) é

~ KZe™m \/1 K2 + K2e—2nt ke — k1 — K2 4 K2e—2nt

N(z). (34)
Além disso,

1. Se 0 < |&| < 1 a solugao estd definida para todo t € R e converge para uwm espaco

hiperbolico totalmente geodésico quando t — +o0.

2. Se |k| > 1 a solugao estd definida para t € ( 00, —ln <5221)) e colapsa em um
ponto quando t — 5~ Ln (;;221)

Prova. Pclo Teorema 3.2, a solucao ¢ dada por
F'(2) = cosh(£(t)) F(x) + sinh(&(£)) N (x),
onde &(t) satisfaz

sinh(£(t)) — k cosh(&(1))
cosh(&(t)) — ksinh(&(t))

€(t) = —n
Assim
© Insinh(€(1)) — s cosh(E()] = —n,
integrando esta equagao, como &(0) = 0, temos
sinh(£(t)) — kcosh(£(t)) = —ke ™.
Isolando sinh(£(¢)), elevando ao quadrado e organizando os termos, temos

(k* — 1) cosh®(&(t)) — 2k%e ™ cosh(&(t)) + ke ™ +1 =0,

resolvendo a equagao, obtemos

2 —nt \/1 %2 + /‘€2€_2nt Ke—nt _ /‘i\/]. _ /‘432 + /€2€_2nt

cosh (£ (1)) = — e sinh(§(?)) = 21

Portanto, segue (3.4) e a solugao esta definido para todot € Rse 0 < |k| < 1, ese |g| > 1
cla esté definida para t € (— 00, 5~ Ln ( = ))

K2—1
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Para o item 1, considere que 0 < |x| < 1. Seja {F1, ..., E,,} uma base ortonormal de
autovalores da segunda forma fundamental de F/(H"). Pelo Lema 1.15 e (3.4), a primeira

forma fundamental de ]?t(]HI”) em relagao a esta base é
§'(B,E,) = (1— K>+ ke ™),

e as curvaturas principais sao todas iguais a

~t K
K = .
\/52 + (1 _ /€2)€2"t

Considerando t — +00, temos

lim §'(E, E,) = (1 — k*)d,,

t—+00

lim & =0.
t——+o00
Assim a solugao assintota uma hipersuperficie totalmente geodésica quando ¢ — +oo.
Para o item 2, considere || > 1. Seja {FE4, ..., E,} uma base ortonormal de autova-

lores da segunda forma fundamental de F'(S™). Pelo Lema 1.15 e (3.4), a primeira forma

fundamental de F'(S™) em relacio a esta base é

7'(E,, E)=(1- K2+ /<02€’2”t)5”,

2
fazendo t* = % In (ﬁ), temos

lim §(E,, E,) = 0.

t—t*

Portando a solucao colapsa em um ponto.

Exemplo 3.10 Considere a imersao F : H? — H? c L.* dada por por

34+2cos¢ 2cospcost 2cospsinf 2+200sqz5>

F(0,9) =
(9,9) <1+2cosgb’ 1+2cos¢p’ 1+2cos¢p’ 1+ 2cose

seu campo normal é

1+ cos¢ singcost singsinf 2+ 3cos¢
14+2cos¢p’ 1+2cos¢p’ 1+2cosgp’ 1+ 2cos¢p)’

N, ¢) = (2
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Figura 3.4: Fluxo de Curvatura Média sobre a Paralela (0 < |k| < 1)

e as curvaturas principais com respeito a N sao todas iguais a kK = —%. Assim, a solucao

do fluxo de curvatura média sobre F' é dada por

R —e 2t 19\ /—4 1 3 272t _ 9\ /e—4t 13
Ft(:v): e +3e + F(:Jc)+ e 36 + N(g:),

e pode ser visualizado, via proje¢ao no modelo do semi-espaco, na Figura 3.4.

Exemplo 3.11 Considere a esfera geodésica de H? parametrizada por

2+cosg  2+4cosg’ 2+cos¢ 2+ cosd

Fo.0) - (

3+2cos¢ cospcosf 2cospsinb 2+2cosgz5)

seu campo normal é

N0, 6) = (21—|—Cos¢ sin ¢ cosf _sin ¢sin 6 2+3(:osq§)’

24 cosp’ 24cosp’ 24+cosgp’ 24 coso
e as curvaturas principais com respeito a N sao todas iguais a k = —2. Assim, a solugao

do fluxo de curvatura média sobre F' é dada por

. fe 2 — /I T —3 —9e~% 4 2/Fc T — 3
F'(z) = ‘ 36 F(z)+ ‘ +3 ‘ N

(z),
e pode ser visualizado, via proje¢ao no modelo do semi-espaco, na Figura 3.5.

Proposicao 3.12 Seja F : S™ x H™ — H**' C L"*2 q imersdao de um cilindro no

espaco hiperbolico, com my curvaturas principais iguais a K, € Mo curvaturas principais
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Figura 3.5: Fluxo de Curvatura Média sobre a Esfera de Geodésica de H? (|x| > 1)

1Quais a Ko, tais que kiko = 1. Entdao a solucao do fluzo de curvatura média por hipersu-

perficies paralelas sobre F(S™ x H™2) é

F'(x) = cosh(&(t)) F(x) + sinh(£(t)) N (),

onde
L ) =) 4L () (L) - 4
cosh(&(t)) = 5 2 + 5 2
: L () =) P4 1 L) () - 4
sinh((t)) = 5 9 g 1o :

para todo t € (—oo, > In (w)), com

mi(k1—K2)

()= (p—we ™™ +w, p=r+kr e w= —@(m —ks).  (3.5)

Além disso, esta solucio colapsa em wuma variedade totalmente geodésica de H"'' de

mi1K1+moKg )

: . 1
dimensdao my quando t — 5=1n ( (=)

Prova. Pelo Corolario 3.2 a solucao é dada por

F'(x) = cosh(&(t)) F(x) + sinh(£(t)) N (),
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onde &(t) satisfaz (3.2), isto é,

1sinh(f(t)) — rycosh(é(t) - sinh(&(t)) — ko cosh(&(t))
cosh(&(t)) — kysinh(£(2)) cosh(&(t)) — ko sinh(£(¢))

Reduzindo ao mesmo denominador, reagrupando os termos, segue do fato que m;+ms =n

2sinh(2€(t)) — (k1 + ko) cosh(2£(t)) — ™2 (kg — Kg)

n

2cosh(2£(t)) — (k1 + ko) sinh(2£(t))

{(t) =—m

£t)=—n

Desta forma

%ln |2sinh(2£(¢)) — pcosh(2£(t)) + w| = —2n.

Integrando os termos e usando que £(0) = 0, com a notagao (3.5), temos
2sinh(2€(t)) — pcosh(2£(t)) + w = (w — p)e ™.

Elevando ao quadrado, usando (3.5) e expressando esta equagao em termos de cosh(2£(t)),

temos
(Mz —4) COShQ(Qf(t)) —2pl(t) cosh(2£(t)) + 62(15) +4=0.
Assim
o) = LO=VEOZ IR ey - 20—/ PO )51

Portando, colocando em termos de cosh({(t)) e sinh(£(¢)), temos a primeira parte do
corolario.

Além disso, a solucao esta definida para todo ¢, tal que
C(t) — p*+4 >0,

2 (myky + maksy), temos que

n

1 Vit —4—w 1 mik1 + Mako
t<—In( +——— _ .
n

=—1In
n—w mi (K1 — ka)

assim,como —p? +4 = —(k; — K2)? ew — p =

2n

Agora, vamos mostrar que a solugao colapsa em uma variedade totalmente geodésica

emt* = % In (%) Sem perda de generalidade, podemos considerar 0 < ky < Kq.

Fazendo ¢ — t*

lim cosh(¢(t)) = & /= r2 L[ mizke  lVmArd2d Vit o2
t—t* _2 K1+ Ko — 2 2 H1+H2+2_2 m )
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L K1 — K2 1 K1 — K2 LvVEL 4+ ko +2— kK1 + Ky —2
lim sinh({(t)) = =y ——————— — = = — .
t—t* 2V ki+kKe—2 2V Ki+ka+2 2 VK1 — Ko

Seja {E1, ..., Emyy Emyi1ys -y By tmy = Epn} uma base ortonormal de autovalores de h

em T'M, onde Fy, ..., £, sao tangentes a S™ e E,, 11, ..., E, sao tangentes a H™2.

Para a,b=1,...,mq, 2,7 = My, 41, ...,n, usando o Lema 1.15, temos

lim §'(E,, By) = gg@%mam—%ﬁmmamf@b

st
B [\//f1+/€2+2+\//i1+/~€2—2—%1(\/ﬁ1+/~€z+2—\/li1+/€z—2)}25
- 4(/%1 — lig) ab
- [(1—:‘4}1)\/:‘@1+I€2+2+(1+I€1)\/I€1+/€2—2]25
- 4(/61 — Hg) ab
(I =k)2(m+re+2)+ (14 K1) (k1 + k2 —2) +2(1 — K3) (k1 — @)5
a 4(/451 — K/Q) ab
lim §(E, E,) = lim (cosh(£(1)) — o sinh(£(1))) ",
B [\/51+52+2+\//€1+/€2—2—52(\//11+/€2+2—\//€1+52—2)}25
N 4(:‘{)1 — :‘ig) *
B [(1—/iz)\//‘il+/€2+2+(1+/€2)\//€1+/€2—2]25
- 4(:‘4,1 — Hg) "
(1 — Ko)?(k1 + Ko+ 2) + (1 + ko) (k1 + k2 — 2) + 2(1 — K3) (K1 — ko)
4(1{1 — /{2)

= /432(1“61 - HQ)%

lim §'(E,, E,) = 0.

t—t*

Assim, a solugao colapsa em uma subvariedade my dimensional. Além disso,

m@ﬂ%@):£$@M@@%wwwﬁ@W%

dyy

t—t*
[\/IQ1+/€2+2—\/H1+H2—2—/€2(\//€1+/€2+2+\/K1—|—/€2—2)}2
4(/11 —Iig)
[(1 - Hg)\/lil + Ko + 2 — (1 + Iiz)\/ﬂl + Ko — 2]2
4(%1 —Iig)
_ (L= me)’ (k4 ra +2) 4+ (14 ko) (ka + Rp = 2) = 21 — R3) (k1 — Fia)
— )
4(Kk1 — Ko)

= 0,



3.3 Solucoes do FCM por Hipersuperficies Paralelas em H"*! 62

portanto, a variedade é totalmente geodésica.

Exemplo 3.13 Considere a cilindro hiperbélico em H? C IL* parametrizado por
F(8,9) = (\/5 cosh é, cos 6, sin 0, v/2 sinh gb) ;

O campo unitario normal a F' é
N(0,¢) = <cosh ¢, V2 cos,v/2sin 6, sinh qﬁ) ,

e as curvaturas principais com respeito a N sao Ky = V2 e ky = ‘/75

Assim, a solucao do fluxo de curvatura média sobre F' é dada por

F'(x) = cosh (¢ (1)) F(x) + sinh (¢ (1)) N(x),

onde
1 [3e 4 —1/9e 8 —1 1 [3e 4+ 98 —1
cosh (£ (1)) = 5 + 5
2 3_2v2 2 31 2v2
e

sinh (€ (1)) = 3

o1t —\/0e S —1 1 [3e-4 0¥ 1
3-2V2 2 3422 ’

que pode ser visualizado, via projecao no modelo da bola de Poincaré do espago hi-

perbdlico, na Figura 3.6.

Figura 3.6: Fluxo de Curvatura Média sobre o Cilindro Hiperbélico
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3.4 Solucoes do FCM por Hipersuperficies Paralelas

em Sn+1

Nesta secao, vamos estudar a solucao do FCM das hipersuperficies umbilicas de S**! e
do toro de Hopf da esfera S®. O fluxo de curvatura média sobre superficies isoparamétricas
na esfera foi estudado por Liu e Terng em [27]. Neste trabalho eles provaram que a solugao

colapsa em uma subvariedade focal.

Proposicao 3.14 Seja F : M™ — S"t C R™2 uma imersio de uma hipersuperficie
totalmente umbilica na esfera S**1, com campo normal unitdrio N e curvaturas principais
iguais a k # 0. Entao a solu¢do do fluxo de curvatura média por hipersuperficies paralelas

sobre F'(M) é

. 2 nt .2 1 _ 2,.2nt nt _ . 2 1 _ w2.2nt
Ft@):/ﬁ:e + VK2 + K“e F(x)+/-ie KV K2 + K-e
k241 k2 +1

N(z),  (3.6)

que estd definida para todo t € (—oo, #hl (%)) Além disso, a solugao colapsa em

um ponto quando t — % In <’i§1)
Prova. Peclo Teorema 3.2 a solucao ¢ dada por
F'(z) = cos(€(1) F(x) +sin(¢(8) N (@),

onde &(t) satisfaz (3.2), isto é,

assim

sin (§(t)) + kcos (£ (1)) = n.

—1
dt
Integrando a equagao, como £(0) = 0, temos
sin (€ (1)) + rcos (€ (t)) = ke™.

Isolando sin (¢ (¢)) e elevando ao quadrado, temos

sin? (£ (1)) = k2 (" — cos (€ (1))
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que em termos de cos (£ (t)), reduz-se a

(K% + 1) cos® (£ (1)) — 2™ cos (£ (1)) + £7€*™ — 1 =0.

Portanto, segue (3.6) e a solugao esta definida para todo t < % In (’i}q)

~ 1 241
Agora, vamos provar que esta solugao colapsa em um ponto quando ¢ — 5-In (“Kz ) :

Considere k > 0 e seja {1, ..., E, } uma base ortonormal da segunda forma fundamental

h de F(M). Pelo Lema 1.15, temos

9" (B, E;) = (cos(£(t) — rsin (€ (1)) 6,
= (“2 +1 - ezm)Q Ony-

Assim, fazendo t* = in In (@), temos

lim §' (E,, E,) = 0,

t—t*

para todo 2,7 = 1,...,n. Portanto, quando ¢ — ¢*, ﬁt(]\i) converge para um ponto de

Sn+ 1

g

Proposicao 3.15 Seja F : S' x St — S* ¢ R* a imersio de wm Toro de Hopf na
esfera S*, com campo normal unitdrio N e curvaturas principais Kk, e ko, Satisfazendo
Kkike = —1. Entao a solugao do fluxo de curvatura média por hipersuperficies paralelas
sobre F(S' x S') ¢

F' (z) = cos(§(t)F (x) +sin(§(t))N (z)

onde

H? + 4+ H?e" + 2 H? + 4 — H?e®
cos(§(t)) = \/

2(H? 4+ 4)
e (3.7)
) H2 4+ 4 — H?e4 — 2\/H?2 + 4 — H2e8
sin(€(t)) = sgn(H) S >

que esta definida para todo t € (—oo,%ln <H2+4)), onde H = k1 + ko. Além disso, a

H2
H2+4)
"z |-

solugdo colapsa em uma geodésica de S*, quando t — %ln(
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Prova. Pelo Teorema 3.2, a solugao do fluxo de curvatura média sobre F'(M) é dado por

F' () = cos (€ (£)) F () +sin (¢ (1)) N (2)

onde &(t) satisfaz (3.2), portanto

() = sin (€ (1)) + w1 cos (€ (1)) bm( (t)) + kacos (€ (1))
cos (£ (t)) — kysin (€ () cos( (1)) — Kkosin (€ (1))
Seos(E(t)) sin(€(1)) + H (cos?(€(t)) — sn?(£(1))

cos2(£(t)) — sin®(£(t)) — H cos(¢
2sm( £(t)) + H cos(2£(t))
2 cos(2£(t)) — H sin(2&(t))

Assim

d .
g7 In|2sin(2£(t)) + H cos(24(t))| = 4.

Integrando esta equagao, com £(0) = 0, temos
2sin(2£(t)) + H cos(2£(t)) = He™. (3.8)
Elevando ao quadrado e reescrevendo a equagao em termos de cos(2£(%)), temos
(H? 4+ 4) cos?(2£(t)) — 2H?e* cos(26(t)) + H?e¥ — 4 = 0.

Resolvendo esta equagao em termos de cos(2£(t)), como £(0) = 0, temos

H264t + 2\/H2 + 4 — [2e8¢

cos(26(1)) = o

e substituindo em (3.8), obtemos

—2He* + HVH?2 +4 — H2ed
H? 4 4 '

sin(2¢(t)) =

Portanto, obtemos (3.7) e a solu¢ao estd definida para todo t < £ 1In (HZJ{“) :

Agora, vamos provar que a solucao colapsa em uma geodésica quando t — t* =

11 (H +4>. Para isso, considere uma base {F1, E;} de autovetores de h de tal modo
que F, é o autovetor associado ao autovalor k,, para + = 1,2. Além disso, sem perda de

generalidade, podemos considerar k; < 0 < ks. Desta forma, temos que

lim cos(§(t)) = e ¢ limsin(¢(¢)) = sng(H)

t—t* Ko — K1 t—t* Ko — R1
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. Assim, pelo Lema 1.15, temos que

lim g (E17E1) = —Hl(fiz — K)l)

t—t*

hmg(EQ,EQ) = 0,

t—t*

desta forma a solugao colapsa em uma curva. Além disso,

2
hm ﬁt(El, El) - ( —h —|— K1 e > -
t—t* \/ Ko — K1 Ko — K1

Portando, a solucao colapsa em uma geodésica da esfera S2.

Exemplo 3.16 Considere o toro de Hopf em S? parametrizado por

F0,¢) = (?COSQ \é_ \/_ sd),?singb).

O campo normal unitario a F' é

N(0,¢) = (—?C sf, —?Snﬁ ?cosqﬁ,?snuﬁ)

e as curvaturas principais com respeito a N sao k; = —\/75 e Ko = /2. Assim, a solucao

do fluxo de curvatura média sobre I’ é dada por

Fiz \f\/g + et 4 2V/18 — 265 F (x \/9 — e't — 218 — 265N (),

que pode ser visualizado, via projecao estereogréfica, na Figura 3.7.

Observacgao 3.17 Para obter a solucao do fluxo de curvatura média sobre as outras

hipersuperficies isoparamétricas da esfera, basta integrar (3.2) e substituir {(¢) em

~

F'(2) = cos(&()) F(z) + sin(&(6)) N (a).
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Figura 3.7: Fluxo de Curvatura Média sobre o Toro de Hopf
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