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ciéncias e a Teoria dos Numeros
¢ a rainha da Matematica.

Carl Friedrich Gauss

“Se os niimeros nao sao bonitos, eu nao sei o que é.”
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Resumo

Neste trabalho de doutorado, apresentamos diversos resultados sobre o com-
portamento aritmético de fungoes transcendentes. Kurt Mahler foi um dos mais
interessados em estudar esse tipo de problema. No seu livro de 1976, ele propos
algumas questoes que se tornaram de grande interesse em teoria transcendente dos
numeros. Vamos apresentar a solucao para um dos problemas que é relacionado a
conjuntos excepcionais, bem como nossos avancos para outra pergunta relacionada
aos numeros de Liouville.

Palavras-chave: Funcgoes Transcendentes, Conjuntos Excepcionais, Niumeros
de Liouville, Comportamento Aritmético.
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Abstract

In this doctoral thesis, we shall present many results about the arithmetic
behavior of transcendental functions. Kurt Mahler was one of the most interested
in this kind of problems. In his 1976 book, he raised some questions which became
of wide interest in transcendental number theory. In this work, we shall present
the solution for one of these problems which is related to exceptional sets as well
our progress about another question concerning Liouville numbers.

Keywords: Transcendental Function, Exceptional Sets, Liouville Numbers,
Arithmetic Behavior.
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Introducao

Existem funcoes transcendentes tal que a imagem de todo nimero racional
seja racional? Essa foi a pergunta que, em 1886, Strauss tentou responder. De
fato, ele achava que nao existiam tais funcoes e passou um tempo na procura de
uma demonstragao disso. Contudo, Weiestrass lhe surpreendeu mostrando um
contra-exemplo. Mas por que Strauss se interessou nessa questao?

A resposta vem do ano 1882, quando Lindemann estendeu o método de Hermite
(quem mostrou que e era transcendente) e provou que:

“Se a um numero algébrico nao nulo, entao e* € transcendente”.

Uma funcao transcendente é aquela que nao satisfaz uma relacao polinomial
algébrica com a fungao identidade. Uma fungao que nao é transcendente é chamada
de algébrica. Em algum sentido, podemos dizer que uma funcao transcendente é
“mal comportada” e, como veremos posteriormente, a funcao exponencial é um
exemplo desse tipo de fungoes.

Desse modo, o resultado de Lindemann despertou a curiosidade dos matematicos
sobre a existéncia de fungoes transcendentes satisfazendo certas propriedades, mais
especificamente, a natureza aritmética da imagem em pontos algébricos (como a
questao de Strauss), ou de um subconjunto dos nimeros complexos.

Depois do resultado de Weiestrass, muitos matematicos comecaram a estu-
dar a natureza aritmética de fungoes transcendentes, entre eles podemos citar P.
Stéackel, A. Van der Poorten, K. Mahler, etc. Muitos desses resultados sao relaci-
onados a fungoes inteiras, ja que foi provado que: “Uma fungao inteira € algébrica
se e somente se € um polinomio”. Assim, caraterizadas as funcoes inteiras, sur-
giu, também, a necessidade de encontrar critérios de transcendéncia para funcoes
analiticas, aparecendo a noc¢ao de funcoes lacunarias e fortemente lacunarias, cuja
definicao generaliza a ideia de uma rapida aproximacao por racionais a partir de
blocos grandes de zeros na expansao decimal de um nimero. Nesse caso, temos
aproximacao por fungoes racionais construidas a partir de blocos grandes de zeros
na expansao em serie de Taylor da funcao, como veremos mais adiante.
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Agora, dada uma funcao transcendente f, tome um subconjunto A C C. Como
mencionamos acima, estamos interessados em estudar a natureza aritmética de
f(A). Nessa linha, os primeiros trabalhos foram sobre conjuntos enumeraveis, dado
que a enumerabilidade do conjunto ajuda na construcao de funcgoes satisfazendo
propriedades desejadas, como se vera no decorrer do trabalho. Até que, em 1984,
Kurt Mahler comecou a pesquisar sobre a natureza aritmética de fungoes inteiras
transcendentes nos nimeros de Liouville, que foram os primeiros exemplos de
nimero transcendentes e que possuem a propriedade de ser nao enumeravel.

No Capitulo 1, apresentaremos defini¢oes e resultados basicos que serao ne-
cessarios para o estudo dos capitulos seguintes. Veremos algumas propriedades
dos certos espacos topoldgicos que vao ajudar a compreender a importancia dos
conjuntos a serem definidos, logo, vamos fazer um resumo dos importantes re-
sultados em teoria transcendente que servird de suporte para alguns resultados.
Assim como a definicao de funcao transcendente, a caraterizacao das funcgoes in-
teiras algébricas mencionada acima, bem como um critério de transcendéncia para
funcoes analiticas (fungdes lacunérias e fortemente lacunérias). Outrossim, dare-
mos a definicao de niimero de Liouville e suas principais propriedades. Explicare-
mos a classificagao dos nimeros transcendentes dada por Mahler.

Além do mais, vamos expor um breve resumo da teoria de alturas, seguindo de
perto o livro de Waldschmidt [31]. Por 1ltimo, veremos como estender o teorema
de Roth em approximagoes diofantinas para o caso nao arquimediano surgindo
o teorema do subespaco de Schlickewei, o qual serda usado no ultimo capitulo do
trabalho.

No Capitulo 2, estudaremos a influéncia da velocidade da aproximagao dio-
fantina de um numero na natureza aritmética da imagem dele por uma funcao
transcendente. Mais especificamente, a “rapida” aproximacao por racionais de
um numero de Liouville ¢ vai nos permitir obter informacao sobre a natureza
aritmética de f(£).

Primeiro, abordaremos o problema de Mahler relacionado aos niimeros de Liou-
ville, i.e., a existéncia de fungoes inteiras transcendentes tal que a imagem de todo
nimero de Liouville segue sendo um nimero de Liouville. Cabe mencionar que
este ainda é um problema em aberto. Nessa dire¢ao, vamos mostrar nosso avancgo,
o qual consiste na construcao de um subconjunto nao enumeravel de niimeros de
Liouville para o qual podemos garantir a existéncia de infinitas fungoes, satisfa-
zendo estas propriedades. Essa parte do capitulo estd baseada em nosso trabalho
em [21].

Depois, demonstraremos um resultado concernente ao fato de construir fungoes
inteiras transcendentes sobre um subconjunto de Liouville que satisfaz a conjectura
de Erdos-Mahler, e que sao levados em ntimeros de Liouville.

No Capitulo 3, veremos um outro problema de Mahler referente a conjuntos
excepcionais, isto é, o conjunto de nimeros algébricos levados em algébricos por
funcoes inteiras. O estudo desses conjuntos tornou-se matéria de bastante pesquisa,
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isto é, tentar caraterizar-los para certas classes de fungoes transcendentes.

Mahler conseguiu mostrar que: Todo subconjunto dos algébricos, fechado por
conjugacao algébrica, € conjunto excepcional de alguma funcao inteira. Baseado
nesse resultado, no ano de 1976, Mahler perguntou:

Todo subconjunto dos numeros algébricos, é conjunto excepcional de alguma
funcdo inteira com coeficientes racionais?.

Essa pergunta foi respondida de forma afirmativa em [17], mas nenhuma in-
formagao dos coeficientes da serie de Taylor foi obtida. Neste capitulo, apresentare-
mos nossa demostracao da resposta afirmativa a este problema, trabalho realizado
em [22]. Finalmente, no Capitulo 4, iremos tratar de um problema de Mahler con-
cernente a existéncia de fungoes analiticas transcendentes do tipo limitado (com
coeficientes inteiros limitados) usando as aproximagoes diofantinas p-adicas, en-
tendendo como influenciam ditas aproximacgoes na natureza aritmética de funcoes
transcendentes.



JOSIMAR



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados que serao fun-
damentais em nosso estudo dos capitulos posteriores.

1.1 Conjuntos Topolégicos G5 densos

Antes de comecar nosso estudo das funcoes transcendentes, que serao defini-
das na terceira secao, vamos ver algumas propriedades de uma classe de espacos
topologicos, que vao ser de utilidade no decorrer deste trabalho

DEFINIGAO 1.1. Seja X um espago topoldgico, dizemos que G C X € um conjunto
Gs de X, se G € uma intersecao enumerdvel de abertos densos em X.

OBSERVACAO 1.1. Alguns livros de topologia definem conjunto Gs como uma in-
tersecao enumeravel de abertos, nao necessariamente densos. Entretanto, tendo
em vista 0s objetivos deste trabalho, vamos considerar a definicdo como acima.

ExEMPLO 1.1. O conjunto R\ Q € um conjunto Gs de R, pois

R\Q= (R - {z}.

z€Q

Lembrando que podemos definir um espaco de Baire como aquele onde a in-
tersecao enumeravel de abertos densos é um aberto denso, segue-se diretamente
que:

PROPOSICAO 1.1. Se X é um espago de Buaire, todo subconjunto Gs de X € denso.

Dado que R é um espaco de Baire, pois é um espaco métrico completo, temos
em particular que todo subconjunto que pudermos construir em R sendo Gy vai
ser grande no sentido topoldgico.

Outra importancia desses conjuntos vem do fato sobre a numerabilidade, como
Veremos a seguir:



8 JOSIMAR

PROPOSICAO 1.2. Seja X um espagco métrico completo, nao vazio e sem pontos
1solados, e considere 2 um subconjunto Gs de X. Se F' é um subconjunto enu-
merdvel de E, entao E\ F é um conjunto G5 de X.

Demonstracao. Note que
E\F=()E\{y}
yel
Claramente a intersecao enumeravel de conjuntos G continua sendo um conjunto
Gys. Assim, como F' é enumerével, é suficiente mostrar que F \ {y} é G5 para cada
y € F. Sabe-se que
E\{y} =4\ {y}.
iel
onde I é um conjunto enumeravel de indices e cada A; é aberto denso em X.
Dado que A; \ {y} é aberto denso em X, para cada i € I, obtemos o resultado
desejado. O

COROLARIO 1.1. Seja X um espagco métrico completo sem pontos isolados. Se E
€ um conjunto G5 de X, entao E é nao enumerdvel.

Quao bem distribuido estd um conjunto Gs? O seguinte resultado nos diz que
ele estd “estratégicamente” posicionado no espago X.

PROPOSICAO 1.3. Se G C R é um subconjunto Gs, entao dado oo € R, existem
x,y € G tais que @« = x + .
Demonstracao. Por definicao, sabemos que
G =4,
iel
onde A; é aberto denso em R, para cada i € I, sendo I, como antes, um conjunto
enumeravel de indices. Primeiro, mostraremos que

a—G:n(a—Ai)

De fato, dado t € a — G, existe s € G, tal que t = a — s. Como s € G, segue-se
quet =a—s € a— A;, para todo i € I. Reciprocamente, suponha que t € a — A;,
para cada ¢ € I. Assim, para cada ¢ € I, existe um s; € A; tal que t = o — s;.
Pela unicidade do inverso aditivo, s; = s; mesmo que ¢ # j. Defina s := s, dai

t:O./—SECY—mAi:CY—G.
i€l
Da afirmagao acima, obtemos que a—G é um conjunto G, desde que cada conjunto
a — A; é denso. Agora, como G e a — G sdo Gy, entao G N (a — G) é Gs e,
consequentemente, nao vazio. Conclui-se que, dado o € R, existe y € GN(a — G).
Portanto, existem z,y € G tal que a = x + . ]
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1.2 Alguns resultados importantes de Teoria de
Numeros Transcendentes

A teoria dos niimeros transcendentes foi originada por Liouville em sua famosa
memoria de 1844 na qual ele obteve, pela primeira vez, uma classe trésétendue,
como foi descrito no titulo do artigo, de nimeros que nao satisfazem nenhuma
equagao algébrica com coeficientes inteiros.

Seja L|K uma extensdo de corpos. Dizemos que a € L é algébrico sobre K
quando existe P € KJz| nao nulo, tal que P(a) = 0. Caso contrério, o é dito

transcendente sobre K. Mais geralmente, os nimeros «y,...,q, € L sao ditos
algebricamente dependentes sobre K se existe P € K|[z1, ..., x,], ndo nulo tal que
P(ay,...,a,) = 0. Caso contrario, a, ..., a, sd chamados algebricamente inde-

pendentes sobre K. Dizemos simplesmente que um nimero complexo é algébrico,
quando for algébrico sobre Q. Niimeros nao algébricos sao chamados de transcen-
dentes.

EXEMPLO 1.2. i,v2 4+ V3 ¢ COS 1055 T #SIN oo a0 algébricos, pois sao raizes,
respectivamente, de x> + 1, x* — 1022 + 1 e 22916 — 1.

Pode-se mostrar que o conjunto dos ntmeros algébricos, denotado por Q, é
enumeravel, assim, temos que ele possui medida de Lebesgue nula e, portanto,
quase todos os numeros sao transcendentes. Mesmo tendo medida total, decidir
se um numero dado é transcendente ou nao é um problema de muito trabalho. Na
continuagao, vamos apresentar uma série de resultados nessa direcao, que sao a
base da teoria transcendente dos ntimeros.

Em 1873, Hermite provou que e é transcendente e, em 1882, Lindemann esten-
deu o método para provar que m também é transcendente, além disso, Lindemann
mostrou que a transcendéncia de e e m sao casos especiais de um teorema bem
mais geral

TEOREMA 1.1 (Teorema de Hermite-Lindemann). Se aq,...,q, sdio nimeros
algébricos distintos, entao €™, ..., e*™ sao linearmente independentes sobre o corpo
dos niumeros algébricos.

Quando m = 2,014 = 0,0 = o € Q nao nulo, obtemos o seguinte resultado
particular:

COROLARIO 1.2. Se « € algébrico, nao nulo, entao exp(«) € transcendente.

Do teorema de Hermite-Lindemann podemos obter a transcendéncia de uma
grande classe de numeros. Por exemplo: Como ja dissemos, m é transcendente,
sin v, cos «, tan «;, sinh «, cosh o, tanh « sao transcendentes para todo a € @*

Em 1900, no congresso Internacional de Matematica em Paris, o matematico
alemao David Hilbert propos uma lista de 23 problemas. Até aquele momento to-
dos eram problemas abertos, e varios deles acabaram se tornando muito influentes
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na matematica do século X X. O sétimo problema de Hilbert foi resolvida em 1934
por A. O. Gelfond e, independentemente em 1935, por T. Schneider, o qual afirma:

TEOREMA 1.2 (Teorema de Gelfond-Schneider). Seja o € Q\ {0,1} ¢ 3 € Q\ Q.
Entdo of ¢é transcendente.

O teorema acima encerou a questao sobre a natureza aritmética da potenciacao
de dois algébricos visto que se a € {0,1} ou se € Q, entdo o é algébrico. Por
exemplo, como €™ = —1, entdao (™) = (—=1)~ logo, €™ = (—1)~¢, conhecida
como a constante de Gelfond, é transcendente.

COROLARIO 1.3. Sejam oy, as, 51, B2 miimeros algébricos, nao nulos, com log oy,
log oy linearmente independentes sobre Q. Entao [y logay + P2 log ag # 0.

Demonstracao. Suponha por absurdo que existem aq, s, 81, B2 satisfazendo as
hipéteses do corolério e tais que

61 10g041 —f—ﬁg IOgOéQ = 0. (].].)
Portanto,
_& _ log
B2 log ay

implicando que ay, = al_”B 1/P2 e, pelo teorema de Gelfond-Schneider, 5;/fs € Q.
Entao existe p € Q tal que 1 = pfPs. Substituindo em obtemos ploga; +
log s = 0, contrariando a independéncia linear de log o, log ais sobre Q. Assim,
obtemos o resultado desejado. O]

No corolédrio acima, vimos que o teorema de Gelfond-Schneider afirma que se
a1, o, B1, P sao numeros algébricos, entao sua independéncia linear sobre Q e
Q sdo equivalentes. Foi conjecturado que esse resultado seria valido para uma
quantidade arbitraria de logaritmos. Essa conjectura foi provada por A. Baker em
1966 (e lhe rendeu a medalha Fields em 1970).

TEOREMA 1.3 (Teorema de Baker). Se a,...,a, sao numeros algébricos ndo
nulos tais que logaq, ..., loga, sao linearmente independentes sobre Q. Entado,
1,log o, ..., log a,, sao linearmente independentes sobre o corpo dos numeros algé-
bricos.

Como consequéncia do teorema de Baker, temos que qualquer combinacao,
finita e nao nula, de logaritmos de ntiimeros algébricos com coeficientes algébricos
¢ um numero transcendente. Para uma demonstracao detalhada deste teorema
recomendamos o livro [1§], apéndice C.

Pode-se mostrar que os teoremas de Hermite-Lindemann e Gelfond-Scneider
decorrem do teorema de Baker. Além do mais, Alan Baker fez a brilhante ligacao
entre teoria dos nimeros e analise complexa, generalizando o teorema de Gelfond-
Schneider. Na verdade, ele conseguiu mais que uma tal generalizacao quando
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deu uma cota inferior para formas lineares em logaritmos de algébricos. Varias
aplicagoes do método de Baker foram dadas para resolver equacoes diofantinas
exponenciais, métodos esses que até hoje vém sendo aplicados para resolver certas
equacoes ou até mesmo para obter resultados assintoticos.

Para finalizar esta secao, vamos apresentar o grande resultado a ser provado
em teoria transcendente, conhecido como a conjectura de Schanuel. Para entender
este problema, precisamos de algumas defini¢oes:

Seja L|K uma extensao transcendente, isto é, [L : K| = oco. Um conjunto
B C L é chamado base de transcendéncia de L|K, se B é algebricamente inde-
pendente sobre K e L|K(B) é uma extensao algébrica, ou equivalentemente B é o
conjunto algebricamente independente (sobre K') maximal relativo a inclusao, cuja
existéncia é garantida via lema de Zorn. Pode-se provar que quaisquer duas bases
de transcendéncia de uma extensao tém a mesma cardinalidade. Assim, podemos
definir o grau de transcendéncia de uma extensao L|K como a cardinalidade de B
e denotamos por grtr(L|K).

Temos que grir(K(zy,...,x,)|K) < n e vale a igualdade se, e somente se,
x1,...,T, sao algebricamente independentes sobre K (A prova dessa desiguldade
segue-se por indugao sobre n). Com essa nomenclatura, temos

¢ Conjectura de Schanuel: Se x1,...,x, € C sao linearmente independen-
tes sobre Q, entao

grir(Q(xy, ..., xp, e, .. e")|Q) = n.

A veracidade desta conjectura implica provas simples de generalizagoes para alguns
dos mais importantes teoremas dessa teoria. Além do mais, mostraria que todos
0s numeros que esperamos ser transcendentes (ex: erm, e + 7, €, w°, ...) 0 sdo. De
fato, escolhendo 1 = 1 e 9 = im, a transcendéncia de 7 implica a Q-indepéncia
linear de x1, x9, assim, pela conjectura de Schanuel:

2 < grtr Q(1,im, e, —1) = grtr Q(m,e) <2

e, portanto, e, w sao algebricamente independentes.

A motivacao da conjectura de Schanuel parece vir de alguns resultados ja
sabidos. Por exemplo, quando n = 1 temos que se o # 0, entao, pelo teo-
rema de Lindemann, pelo menos um dos nimeros a,e® é transcendente, assim
grtr(Q(a, e*)|Q) > 1. No caso de um n arbitrario, essa conjectura estd resolvida
apenas para {x1,...,r,} C Q, isto &,

TEOREMA 1.4 (Teorema de Lindemann-Weierstrass). Se ay,...,q, sdo nimeros
algébricos linearmente independentes sobre Q, entdo e, ..., e* sao algebrica-
mente independentes.
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1.3 Funcoes Transcendentes

DEFINIGAO 1.2. Dada uma fungio f : Q C C — C, se existe P € Clx,y|, nao

nulo, tal que
P(z, f(2)) =0, para todo z € Q,

entao f € dita algébrica, caso contrdrio f é chamada de transcendente.
ExeEMPLO 1.3. Toda funcao racional em C(z) é algébrica.

EXEMPLO 1.4. As funcoes e*,log z sao transcendentes. Assim também as funcoes
trigonométricas cos z, sen z, ... e suas inversas. Algumas func¢oes dadas por equagoes
funcionais sao transcendentes, por exemplo ((s) e I'(z).

1.3.1 Critério de transcendéncia para funcoes inteiras

O resultado a seguir fornece um critério de transcendéncia para fungoes intei-
ras, mais precisamente, vamos mostrar que “uma funcao inteira é algébrica se, e
somente se, ¢ um polinomio” (esse resultado aparece na tese de Doutorado: O pro-
blema de Lang e uma generalizacao dos teoremas de Stackel, do professor Diego
Marques Ferreira E[) Para conseguir mostrar este resultado, vamos provar alguns
lemas que serao uteis na sua demonstracao.

LEMA 1.1. Se f € inteira nao constante, entdao existe um niumero real Ry > 0, tal
que |flr := sup |f(2)| = 1 para todo R > Ry.

lz|=R
Demonstragao. Suponha o contrario. Tome z € C. Logo, existe um R > |z] tal
que |f|r < 1. Como

|flr = sup |f(2)| = sup |f(z)]
lz|=R l2|I<R
entdo |f(z)] < 1. Como z foi tomado arbitrario, segue-se que f ¢é limitada e,
portanto, constante pelo teorema de Liouville, ver [4, pag. 77]. O

LEMA 1.2. Se P(z) € C|[z], nao nulo, entao existem nimeros reais k > 0 e Ry > 0,
tais que |P(2)| > k para todo z com |z| > R;.

Demonstragao. Para o caso em que P é uma constante nao nula, digamos P(z) = s,
o resultado segue trivialmente (kK = s/2 e Ry = 1). Seja P nao constante e
suponha que dados k, = % e Ry, = n, existe 2z, com |z,] > Ry, = n tal que
|P(z,)| < ks = +. Logo, quando n — oo, temos que |z,| tende a infinito e |P(z,)]
tende a zero. Contradigao, pois sendo P nao constante, |Zl‘iinoo |P(2)] = 0. O

LEMA 1.3. Se f é inteira e algébrica, entao existem nimeros reais ¢ > 0 e Ry > 0,
tais que | flr < R, para todo R > Rs.

Weja [20].
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Demonstragao. Por hipdtese sobre a funcao f, existe P(z,y) € Clx,y], ndo nulo,
tal que
P(z, f(z)) =0, para todo z € C.

Colocando em evidéncia as poténcias de f(z) que sdo iguais, podemos reescrever
a igualdade acima como

ao(2) +a1(2)f(2) + ... +aq(2)f(2) =0 (1.2)

onde agp(2),...,aq4(z) € C[z] e aq(z) é ndo nulo (nesse caso, a fungao f é dita
algébrica de grau d). Pelo lema existem k e Ry positivos, tais que |aq(z)| > k
para todo z com |z| > R;. Sem perda de generalidade, podemos supor que f é
nao constante, desde que, caso contrario, o resultado segue de maneira ébvia. Dali,
pelo lema [1.1] existe Ry > 0 tal que |f|g > 1 para R > Ry. Adiante, todo R que
aparecer serd considerado maior ou igual do que max{Ry, R, }.

Ja que |f(z)] é continua e 9B(0, R) é compacto, existe z’ com |z'| = R, tal que
|f(2")| = supy,_g | f(2)| = |f|r. Substituindo 2’ na igualdade obtemos

ao(2) +ai () f(z)) + ... + aq(2) f(z)* = 0.
——

TV
zZ1 z2

Como |2z3] — |21] < |22 + 21| = 0, entdo 23] < |z1] e assim
lar ()£ () + -+ aa(2) f ()] < lao(2))]

Colocando f(z') em evidéncia no lado esquerdo da desigualdade acima e usando o
fato de que |f(Z')] > 1, temos

a1 (2") + ..+ aa() F(Z) ] < ao(2)].
Repetindo o mesmo processo d — 1 vezes, segue-se que
|aa(') f()] < lao()| + ... + |aa-1 ().

Agora, dado que |2'| = R > Ry, temos que |aq(2’)| > k. Dal

1
< £ (lao() + -+ laaa()]) < 1ol + -+ bi][2T
onde by, ...,bs € C e s = max{gr(ag),...,gr(as_1)}. Lembrando que |2'| = R e

|£(z))] = | {1z obtemos
|[flr < lbo| + ...+ [bs|R* < R,

onde a ultima desigualdade ¢ vélida para R suficientemente grande, digamos, por
exemplo, R > R’. Basta tomar ¢ > s+ 1 e Ry = max{Ry, Ry, R’} para concluir a
demonstracao. O
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Agora podemos provar o critério de transcendéncia mencionado anteriormente
TEOREMA 1.5. Uma fungao inteira € algébrica se, e somente se, é um polinomio.

Demonstragao. Suponha que f(z) € C[z]. Defina P(z,y) = f(z) — y, entdo
P(z, f(z)) = 0 para todo z € C. Vamos supor agora que f é inteira e algébrica,
assim, pelo lema , existem ¢ e Ry positivos tais que |f|g < R para R > Rs.
Pela férmula integral de Cauchy, (ver |4, corolario 2.13]), temos que, para todo
n=>c+1leR>R,,

T iy e AC) B [ JRI

< ——
271 wntl 2w Rt
|lw|=R |lw|=R

n!R27R

27TRn+1
n!

- Rn—c '

Como n — ¢ > 1, fazendo R tender ao infinito, obtemos que |f™(0)| = 0. Agora,
dado que f é inteira, podemos fazer sua expansao em série de Taylor da forma

Dai, pelo provado acima (f™(0) = 0 para n > ¢+ 1), segue que o somatério do
lado direito da tltima equacao é nulo. Portanto, a funcao f é um polinomio de
grau no maximo c. ]

1.3.2 Um pouco de historia

Dado que as funcoes inteiras algébricas estao perfeitamente caraterizadas pelo
teorema anterior, surge um interesse maior no comportamento das fungoes intei-
ras transcendentes. Para analisar a natureza deste comportamento, lembremos a
definicao de nimero algébrico

DEFINIGAO 1.3. Seja o € C. Se eziste um polinémio, nao nulo, p(z) € Z[z] tal
que p(a) = 0, o € chamado de nimero algébrico. Caso contrario, a € dito ser
transcendente. O conjunto dos numeros algébricos é denotado por Q.

Como tinhamos comentado, em 1882 Lindemann provou que a funcao transcen-
dente e* assume valores transcendentes em todo algébrico nao nulo. Esse resultado
levantou a questao:

Dado f transcendente, f(a) ¢ Q para quase todo a € Q?
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Estudar as propriedades da imagem de uma fungao dada (se ela é racional,
irracional, algébrica, etc) é conhecido como natureza aritmética ou comportamento
aritmético de f.

Contra toda expectativa, como mencionamos anteriormente, em 1886 Weiers-
trass enviou uma carta a L. Koenigsberger (publicado em Acta Math. 39(1923),
238-239) em que fez uma elegante constru¢ao na qual mostrou a existéncia de
funcoes que nao satisfazem essa propriedade. Mais especificamente, ele mostrou o
seguinte resultado:

TEOREMA 1.6 (Weierstrass). Erxistem fungoes inteiras transcendentes

f(z) = Z a2’

k>0
com ay € Q para todo k, tal que f(Q) C Q.

Demonstrac¢ao. Usando a enumerabilidade de Z|z], seus elementos nao nulos po-
dem ser enumerados da forma pi,po,.... Para cada n € N, definimos ¢, :=
p1p2 - - - Pn € denote por r, o grau do polinomio ¢,. Definamos a sequéncia m,, € N
indutivamente por

mo:=0, my=mg+ro+1,...,mu1 :=m,+1r,+ L

Para um numero racional nao nulo k,, o polinémio k,q,(z)z"" envolve somente
poténcias de z; com [ € {my,...,m, +r,}, € 0 termo 2™ estd presente com
um coeficiente nao nulo. Note que os polindmios acima nao possuem poténcias de
z iguais, assim
f(z):= Z kngn(2)2m"
n=0

é uma série de poténcias com coeficientes racionais, que nao é um polinémio.
Agora, se escolhemos os k, sendo suficientemente pequenos (em médulo) tal que
os coeficientes de k,q,(z)z™" sejam menores que [(m,+7,)!]7!, dai f(z) representa
uma funcao inteira e, portanto, também transcendente, pelo teorema |1.5]

Dado « € Q, logo a é um zero de algum polindémio py e, assim, ¢, () = 0 para
todo n > s e, portanto,

s—1
fla) = Z kngn(a)a™" € Q.
n=0

Se denotamos por
Y 4(B) :={f: B — B analitica e transcendente tal que f(A) C A},

o resultado acima pode ser expresso da forma ¥g(C) # (). Partindo desse resultado,
Weierstrass perguntou se ¥g(C) # 07 Isso foi resolvido por P. Stéckel, o qual
provou um resultado mais geral,
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TEOREMA 1.7 (P. Stéckel). Para cada conjunto enumerdvel ¥ C C e cada subcon-
gunto denso T C C, existem fung¢des inteiras transcendentes f, tal que f(X) C T.

Demonstragao. Ver [28]. O

Assim, para responder a pergunta de Weierstrass, basta considerar os conjuntos
¥ =T = Q. F. Gramain mostrou que o teorema de Stéickel continua sendo vélido
para X, T sendo subconjuntos de R H Neste sentido de resultados relacionados ao
comportamento aritmético de fungoes transcendentes, podemos mencionar alguns
deles:

1. Uma outra construcao devida a P. Stéckel [29] produz uma fungao inteira
transcendente f cujas derivadas f®), parat =0,1,2,..., aplicam Q em Q.

2. G. Faber refinou esse resultado mostrando a existéncia de uma funcao inteira
transcendente tal que f(Q) C Q(i), para todo t > 0.

3. A. J. Van der Poorten [30] provou a existencia de fungoes transcendentes f,
tal que f*)(a) € Q(a), para todo a € Q.

4. Em 2011, D. Marques [17] provou alguns desses resultados no contexto hi-
pertranscendente

5. Recentemente, Marques e Moreira [19] mostraram a existencia de fungoes
inteiras transcendentes f, tal que f(Q) C Q e den(f(p/q)) < ¢, para todo
p/q € Q, com ¢ > 1.

1.4 Funcoes lacunarias e fortemente lacunarias

Dada uma funcao f analitica sobre A C C, procuramos condigoes suficien-
tes para que ela seja transcendente. Entre as condi¢oes que aparecem, podemos
mencionar a nocao de funcao lacunaria.

DEFINICAO 1.4. Uma funcao analitica [ € dita lacundria se nao possui extensao
analitica fora de sua regiao de convergéncia, onde € definida por uma serie de
poténcias.

2Note que a dificuldade do caso real é mostrar a transcendéncia das funcdes, pois néo é possivel
aplicar mais o teorema

3Dizemos que f : © — C é hipotranscendente, se existe n > 0 e P € C|z, ..., z,4+1], ndo nulo,
tal que

P(z, f(2), f'(2),...,fM(z)) =0, ¥z € Q.

Caso contrario, f é dita hipertranscendente. Isto é, as func¢oes hipertranscendentes nao satisfazem
uma equagao diferencial algébrica com coeficientes em C.
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ExXEMPLO 1.5. Considere a func¢ao lacundria definida pela série de poténcias

f(z)zZan:z—l—z2+z4+28+----

n=0

A série de poténcias acima converge uniformemente na bola aberta B(0,1). As-
sim, f define uma funcao holomorfa neste disco aberto. FEntretanto, [ possui
uma singularidade em cada ponto do circulo unitdario, e nao pode ser estendida
analiticamente fora do disco aberto. De fato, claramente f tem uma singularidade
em z = 1. Agora como

podemos ver que f possui singularidade em {z € C;2% = 1} = {i,—i}. Analoga-
mente, f possui singularidade em cada raiz 2"-éstma da unidade, para todo natural
n. O conjunto de tais pontos € denso no circulo unitdrio e, portanto, por extensdao
continua, cada ponto no circulo unitdrio seria uma singularidade de f. Dizemos,
nesse caso, que o circulo unitdrio é a fronteira natural de f.

Analogamente, podemos definir o conceito acima para série de poténcias.

DEFINIGAO 1.5. Dada uma série de poténcias f(z) = D, ap2®, ela é dita la-

cundria [resp. Fortemente Lacundrial se existem duas sequéncias de inteiros {s, sa, . . .

e {to, t1,ts,...} satisfazendo:
1. O:t0<81<t1<82<t2<...,

2.

. .t
lim (¢, — s,) =00 |resp. lim — = o0
n—00 n—o00 §,

Y

3. as, #0, ay, 20, eap =0 para s, <k <t, (n=1,2,...)

Naturalmente, toda série fortemente lacunéria é lacunaria, mas ela é definida
uma vez que, em alguns problemas, o fato de ser lacunaria nao é suficiente para
controlar o crecimento da cauda de uma série, isto sera evidente no decorrer do
trabalho. Usando esse conceito, podemos dar o seguinte critério de transcendéncia

TEOREMA 1.8. Toda serie lacundria define uma funcgao transcendente.

Demonstragao. Ver demonstracao |14, pag. 42]. O
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1.5 Numeros de Liouville

A definicdo de numeros transcendentes é do século XVIII e, segundo Euler
(1707-1783), esses ntimeros sao chamados transcendentes porque “transcendem” o
poder das operagoes algébricas. Mas foi no século XIX que verificou-se a existéncia
desses nimeros quando, em 1844, Liouville apresentou, em uma comunicao verbal,
os primeiros exemplos de niimeros transcendentes. Esses nimeros sao chamados
de nimeros de Liouville.

A ideia de Liouville para construir niimeros transcendentes era ingénua, mas
eficaz: encontrar uma propriedade que é satisfeita por todos os algébricos. Depois,
bastava construir um numero que nao satisfizesse tal propriedade.

TEOREMA 1.9 (Liouville). Seja o um nimero algébrico real de graun > 2. Entdo
existe uma constante positiva c(«) tal que

para todo racional p/q.

Em certo sentido, o teorema de Liouville diz que um nimero algébrico irracional
nao pode ser “bem aproximado” por racionais, no sentido de que toda aproximacao
deve respeitar a desigualdade acima. Logo, Liouville construiu uma classe de
numeros que sao muito bem aproximados por racionais.

DEFINIGAO 1.6. Um niumero real & é chamado de nimero de Liouville se existe

uma sequéncia infinita de racionais (p;/q;)j=1 com q; > 1 tais que

1
<=, paraj=12,....
7

0<

O conjunto dos numeros de Liouville serd denotado por L.

EXEMPLO 1.6. Seja um inteiro b > 2. O nimero a = apb™™ € um niimero
de Liouville, para toda escolha de a, € {1,...,b—1}.
De fato, tome q; = b e p; = > _ a b/ Entdo

0<la—2=Y abrm<o-1 Y v
G WS n>j+1
. 1
b-1) > b= E'
n=(j+1)! J

Em particular, o nimero

| = Z 10~

n>1



COMPORTAMENTO ARITMETICO 19

¢ conhecido como a constante de Liouville.

O conjunto L é motivo de muita pesquisa, pelas interessantes propriedades que
ele satisfaz EI Por exemplo, L possui medida de Lebesgue nula (é pequeno no
sentido de teoria da medida), mas é grande de um ponto de vista topoldgico.

De fato, da definicao de ntimero de Liouville, podemos mostrar facilmente que,
se definimos para cada n inteiro positivo o conjunto

=YY )

q=2 peZ

logo L = ﬂ@l U,. Agora, como os U, sao abertos densos na reta real, desde que
sao abertos que contém os racionais, segue por definicao que L é um conjunto
(5. Assim, obtemos por exemplo a propriedade dos nimeros de Liouville ser nao
enumeravel.

Além do mais, P. Erdos mostrou que todo niimero real pode ser escrito como
soma e produto de dois numero de Liouville, mostrando, assim, mais uma im-
portancia destes nimeros.

OBSERVACAO 1.2. Note que o resultado de P. Erdos seque diretamente do fato de
L ser Gs (veja a proposi¢dao , mas decidimos mencionar este resultado por ser
historicamente mais antigo, surpreendendo a seus colegas da época.

1.6 Classificacao de Mahler

O conjunto dos nimeros complexos é dividido em dois conjuntos: os nimeros
algébricos e os nimeros transcendentes. No entanto, esses subconjuntos nao tém
o mesmo “tamanho”, pois apenas um deles é nao enumeravel. O interessante seria
particionar o conjunto dos nimeros transcendentes em subconjuntos disjuntos e
nao enumeraveis com algumas propriedades interessantes. Em 1932, K. Mahler [16]
dividiu os numeros complexos em quatro classes e chamou os nimeros nestas
classes de A-ntimeros, S—numeros, T'—numeros e U —nimeros, como segue:

Vamos considerar polinémios P(z) = a,z" + - - - + ag com coeficientes inteiros.
A altura H(P) de P é definida por H(P) = max{|a,|,...,|ag|} e vamos denotar o
grau de P por deg(P).

Dado um nimero complexo £ e nimeros naturais n e H, Mahler definiu

w,(H,§) = deg]y)l@\P(S)L
H(P)SH
P(&)#0

O polinémio P(z) = 1 satisfaz as condi¢oes no minimo acima, e assim nds
temos 0 < w,(H,&) < 1. A fungao w,(H,&) é ndo crescente em ambos n e H.

4Veja [23] para um estudo mais completo das propriedades do conjunto L.
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Logo, Mahler considerou

_1 n H7 . n
wy(€) = liznjolip 0%01;);;[ 3, e w() = hinﬁsolip wrff)

A funcdo w,(§) é nao decrescente de n. Além do mais, mantém-se as desi-
gualdades 0 < w,(§) < o0 e 0 < w(§) < oo. Se w,(§) = oo para algum inteiro
n, considere u(§) como sendo o menor destes inteiros. Nesse caso, temos que
Wi (§) < oo param < () e wy,(§) = oo param = (). Se w,(§) < oo para todo
n, faca pu(§) = oco. Assim, p(§) e w(§) sao unicamente determinados e nunca sao
finitos simultaneamente. Portanto, temos as seguintes quatro possibilidades para
cada &, e £ é chamado, para cada caso, de

A—numero, se w(§) =0, u(&) = oo
S—numero, se 0 < w(§) < oo, p(§) = oo

T—ntmero, se w(§) = 0o, u() = oo
0.

U—numero, se w(§) = oo, p(€) <

Cada numero complexo £ pertence precisamente a uma dessas quatro classes.
Os A—numeros sao precisamente os nimeros algébricos. Portanto, os nimeros
transcendentes sao distribuidos nas trés classes disjuntas S,7 e U. Se ¢ é um
U—ntmero tal que p(&§) = m, entao £ é chamado de U,,,—nimero. Denotemos por
Un = {& € U : u(&) = m} (Note que o conjunto U; coincide com o conjunto
dos numeros de Liouville). Obviamente, o conjunto U, (m = 1,2,3,...) é uma
subclasse de U, e U é a uniao de todos os conjuntos disjuntos U,,, os quais foram
provados a ser nao vazios [13].

Em 1939, Koksma [11] fez uma outra clasificagdo dos nimeros complexos. Ele
dividiu os nimeros complexos em quatro classes A*, S*,T* U*, como segue:

Suponha que « é um nimero algébrico e P(z) o polinémio minimal de « tal
que seus coeficientes sao inteiros, relativamente primos e seu coeficiente lider sendo
positivo. Logo, a altura H(«) de « é definida por H(«) = H(P) e o grau deg(a) de
a é definido como o grau de P. Dado um nimero algébrico £ e niimeros naturais
n e H, Koksma considerou

w,(H,§) = min_[€—al.
« algébrico
deg(a)sn
H()<H

o

Além disso, ele definiu

5 (©) = msup —log (g:;}(ﬂ, D) o wre) = fimsp w:;n@‘
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A funcao wi(H,&) é nado crescente em ambos n e H, e assim w}(§) é nao
decrescente em n. As fungoes w}(§) e w*(€) satisfazem 0 < w}(§) < 0o e 0 <
w*(§) < 00. Se wi(§) = oo para algum inteiro n, seja p*(£) o menor de estos
inteiros. Se w(£) < oo para todo n, faca p*(§) = co. Assim, p*(§) e w*(§) sao
unicamente determinados e nunca sao finitos simultaneamente. Portanto, temos
as seguintes quatro possibilidades para &, e £ é chamado de

A* — nimero, se w*(§) =0, pu*(§) = oo
(¢ )

S* — numero, se 0 < w*(f) 00, 4
T* — ntmero, se w*(§) = oo, u* (&) =
U* — numero, se w*(§) = oo, u* (&) <

Cada numero complexo £ pertence precisamente a uma dessas quatro clas-
ses. Portanto, os niimeros complexos sao distribuidos em quatro classes disjuntas
A* S* T+ U*. Seja & um U*—nimero tal que p*(§) = m, equivalentemente ao
feito por Mahler, vamos denotar por U}, o conjunto de todos esses ntmeros, i.e.,
Uy ={¢ € U*: u*(&) = m}. Obviamente, o conjunto U}, (m =1,2,3,...) é uma
subclasse de U*, e U* é a uniao todos os conjuntos disjuntos U},.

As classificacoes de Koksma e de Mahler sao equivalentes, no sentido que qual-
quer S-numero (resp. T-numero, U-ntimero) é um S*-ntimero (resp. 7*-nimero,
U*-ntimero). Para uma demonstracao desse fato, veja [24].

1.7 Altura de nuimeros algébricos

DEFINIGAO 1.7. Um walor absoluto (arquimediano) sobre um corpo K €é uma
fungao real || . ||: K — [0,00) que satisfaz as sequintes propriedades

1. || = ||= 0 se e somente se v = 0.
2 Py 1= = [l Il
S lle+yl<llzl+yl

Um valor absoluto nao arquimediano satisfaz a condicao extra
9. &+ y < max{ll @ || y I}
O conjunto dos nimeros racionais possui o valor absoluto arquimediano
|z]0o = max{z, —z}.

Para cada ntmero primo p € Z, existe um valor absoluto nao arquimediano
(usualmente chamado de valor absoluto p-adico) definido para x € Q* por

|x|p _ pfordp(z) 7
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onde ord,(x) é o tnico inteiro tal que x pode ser escrito da forma
z=p"%@q/b com a,b € Z e ptab.
Para o caso x = 0 definimos |z|, = 0 para todo primo p.

OBSERVACAO 1.3. Dois valores absolutos sao ditos equivalentes se definem a mesma
topologia. Ostrowski mostrou que todos os valores absolutos em QQ sdo equivalentes
a um dos valores absolutos acima.

Estendamos esses conceitos para um corpo de numeros algébricos K, isto é,
para um subcorpo de C que, considerado como espaco vetorial sobre Q, é de
dimensao finita. Seja |- | um valor absoluto nao trivial sobre K. A restrigdo deste
valor absoluto a QQ é equivalente ao valor absoluto trivial sobre QQ (neste caso é
chamado de arquimediano) ou ao valor absoluto p-ddico (neste caso é chamado de
ultramétrico).

Vamos denotar por Mg o conjunto de todos os valores absolutos sobre K.

Agora, em K temos os valores absolutos arquimedianos para cada imersao de
KemC,o: K—C.

|z} = lo(2)],

onde |o(x)| é o valor absoluto complexo de o(z). Como existem n imersoes distintas
de K em C, K possui n valores absolutos arquimedianos, onde n = [K : Q).

Seja p um nimero primo. O valor absoluto |.|, em @, (corpo dos nimero p-
adicos, i.e., o completamento de Q com respeito ao valor absoluto p-adico) possui
uma Unica extensao a qualquer extensao finita K de Q,, pois Q, é completo [Veja
[§], teorema 1.3]. Esta extensao é dada como segue. Considere m = [K : Q,], para

a € K, seja
N, (a) = (H aj(oz))
j=1

a norma do Q,-endomorfismo de K, que aplica z em az. A extensao |.|, do
valor absoluto p-adico de Q, a K ¢é definida por

1/m

aly = [Ni/g, (@)}

Além disso, vamos associar a cada v € Mk, o valor absoluto
_ n
I (= =[5,

onde n, = [K, : Q,] e K, é o completamento de K com respeito ao valor
absoluto v.

OBSERVACAO 1.4. Os wvalores absolutos definidos acima sdo 0s unicos sobre um
corpo de niumeros algébricos, salvo equivaléncia. Também € possivel mostrar que
para todo x € K*, temos que [[,cp || @ [l,=1 (formula do produto).
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Usando os valores absolutos sobre um corpo de ntimeros algébricos definidos
acima, vamos definir o novo conceito de altura para um numero algébrico. Para
essa finalidade, precisamos “criar” o ambiente natural onde ela sera definida, sur-
gindo o espago projetivo P"(K), definido como

P"(K) := (K™ N\ {(0,...,0)}) / ~

onde (ag,...,an) ~ (Bo,-..,0,) se existe algum A € K* tal que a; = Af; para
todo i =0,...,n. Um ponto de P"(K) ¢ denotado por [ag : v @ ... : ay).
Denotamos a seguinte correspondéncia:

DEFINIGAO 1.8. A altura (multiplicativa) absoluta em P™ € a fungdo, W : P*(Q) —
[1,00) definida por

1/[K:Q]
w(P)=| [T max{l o v, @ [}
veEMg
onde K € algum corpo de nimeros algébricos tal que P = [xg : ... : z,| € P*(K).

A altura (logaritmica) absoluta em P™ € a fun¢io w : P*(Q) — [0, 00) definida por
w(P) =logW(P).

Com as defini¢oes acima, definimos a altura de o € K por usar o ponto [z : 1] €
P"(K), isto é, W(a) = W([e, 1)) (similarmente definimos w(c)).

Essas definigoes de alturas sao devidas a H. Weyl, e a atura W («) é comumente
chamada de altura de Weyl de a.

OBSERVACAO 1.5. Note que, da sequnda parte da observagao podemos mos-
trar que as alturas acimas estao bem definidas, pois nao dependem da escolha do
representante na classe de equivaléncia.

ExEMPLO 1.7. Para dois inteiros a,b que sao relativamente primos, temos que

w (%) = max{|al, |b|}.

Vejamos algumas propriedades bésicas desta altura que serao tuteis
PROPOSICAO 1.4. Sejam oy, ag nimeros algébricos, logo

a) W(ajag) < Wiag)W(ay).

b) Wiy + az) < 2W(aq)W(az).

¢) Para todo miimero algébrico o # 0 e para todo n € Z, W(a™) = W (a)l.
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Demonstragao. O item (a) é uma consequéncia da estimativa
max{1,zy} < max{l,z} max{1,y}
para todo z,y > 0. Enquanto a parte (b) segue da desigualdade
max{1l,z + y} < 2max{1, z} max{1l,y}
para todo z,y > 0. Agora como
max{1, 2"} = max{1,z}" para todo z > 0,n € Z",

o item (c) se reduz a mostrar que W (a) = W(1/a) para o # 0, que segue do fato
que max{1l,z} = xmax{1,1/z} para z > 0 e a férmula do produto. O

Nosso objetivo, agora, é encontrar alguma relacao entre a altura de Weyl W («)
e a altura usual H(«). Com isso em mente, vamos definir a nogdo de medida de
Mahler. Seja P(z) € C[z] um polindémio, néo nulo, de grau d:

d
P(Z) :ao+a12—|—~~—|—adzd:adH(z—ai), (1,3)

=1

definimos a medida de Mahler de P por

M(P) = exp (/01 log |P (e*™) \dt) .

Também definimos a medida de Mahler para um algébrico o como sendo M (a) =
M(P,), onde P, é o polinémio minimal de « sobre Z.

LEMA 1.4. Dado o polinomio
d
P(z)=ap+ a1z + - +aqgz = ay H(z — ;) € C[7]
i=1

temos que
1 } d
exp ([ 1ow1P (7)) = el [T max(1, o}
0 i=1

Demonstracdo. Isto é um caso especial da férmula de Jensen para fungoes analiticas.
Dado que ambos os lados da equagao acima sao fungoes multiplicativas em P, é
suficiente considerar o caso onde P é uma constante ayg ou x — . No primeiro
caso, ambos os lados resultam sendo |ag|. No outro caso, teriamos que mostrar
que, para todo niimero complexo a tem-se

1
/ log |¢*™ — a dt = log max{1, |al},
0

que segue do fato que a média de uma fungao harmonica h sobre o bordo do circulo
unitario é igual a h(0) (veja, por exemplo, |14, pag. 5-6]). ]
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Usaremos o seguinte resultado para encontrar a relacao entre as alturas:

LEMA 1.5. Seja o um nimero algébrico de grau d. Logo

w(a) = cli log M(«).

Demonstracao. Veja |31, lema 3.10] O

LEMA 1.6. Seja a um nimero algébrico de grau d, (com polinomio minimal sobre
Z dado por (1.3)) logo temos

1 1 1
7 logH(a) — log2 < w(a) < alog’H(a) + ¥ log(d + 1).

Demonstracao. Note que a afirmagao acima pode ser escrita da forma
27"H(a) < M(a) < H(a)Vd+ 1.

Agora, da identidade que relaciona os coeficientes de um polindémio com suas raizes,
temos que

aj=(—1as Y oy...a (1<j<a).

1<s1<...<55<d

Como o numero de termos na soma é (‘j) < 24, e usando o lema cada um

destes termos é limitado por M(«)/ag4, obtemos desta forma que |a;| < 2¢M ()
para j = 0,...,d, donde segue a desigualdade da esquerda.

Para a desigualdade da direita, vamos usar a desigualdade aritmético-geométrico,
que implica

M () < /0 |P (e*™)] dt.

Da desigualdade de Hoélder, obtemos que

M(a) < (/01 P (62””)|2dt) "

2mit) | obtemos o resultado desejado. n

estimando |P (e
1.8 Aproximacoes Diofantinas e o Teorema do
Subespaco

Um dos problemas fundamentais na teoria de Aproximagoes Diofantinas con-
siste em entender quao bem pode-se aproximar um numero real por meio de
nimeros racionais ou, mais geralmente, nimeros algébricos. A completude de
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Q em R garante que se a € R, a diferenca |a — p/q| pode ser tao pequena quanto
quisermos para algum p/q adequado.

Reformulemos nossa pergunta na tentativa de entender com que precisao pode-
mos aproximar a « por meio de racionais, por exemplo, podemos tentar responder
para que valores de € > 0 a inequacgao

1
a—?‘g— (1.4)

q €

possui infinitas solugoes racionais p/q € Q com ¢ > 0. Quanto maior for €, mais
precisa sera a aproximacao. Compreender esta pergunta para um ntmero real vai
nos permitir estabelecer se dito niimero é racional ou irracional, ou se ele é algébrico
ou transcendente. Técnicas de aproximacoes diofantinas tém sido aplicadas para
resolver problemas de Inequacoes Diofantinas, Equagoes Diofantinas, Geometria
Diofantica e Teoria de Transcendéncia.

Nessa linha, sabemos que Liouville provou que numeros algébricos nao
podem ser “bem aproximados” por racionais, ao mostrar que € da equacao
¢ menor do que ou igual ao grau do algébrico ae. Muitos Matematicos tentaram
melhorar essa estimativa como Thue, Siegel, Dyson, Gelfond, Schneider e Mahler,
até que em 1955 K. F. Roth mostrou o seguinte resultado:

TEOREMA 1.10 (Roth). Seja o um nimero algébrico irracional, para todo € > 0 a

desigualdade
1

p
PR

a__‘
q

possui somente um numero finito de solucoes p,q € 7.

Esse resultado é o melhor possivel, pois pelo teorema de Dirichlet para apro-
ximagoes diofantinas a desigualdade |o — p/q| < |g|™2 possui infinitas solugoes.

Este surpreendente resultado rendeu a medalha Fields a Roth em 1958. Com
ajuda deste fato, é possivel provar que a constante de Champernowne

M :=0,12345678910111213 . ..

é transcendente e nao um numero de Liouville.

Kurt Mahler, que foi um dois proponentes das aproximacoes diofantinas p-
adicas, propos a seu estudante D. Ridout estender o teorema de Roth para dominios
nao arquimedianos. Para isso, considere S um conjunto finito de primos, incluindo
p = 00, e para cada primo p € S fixamos um numero algébrico c,,. Ridout mostrou
que para qualquer € > 0 a desigualdade

1
Hmin{l, la, — €} < W

peES

possui um numero finito de solugoes £ € Q.
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Uma consequéncia deste resultado é que a expansao decimal de um ntmero
algébrico nao pode ter blocos de zeros “muito grandes”. Mais precisamente, seja
0.ajasas3 . .. a expansao de um numero algébrico, e para cada n defina [(n) como
o minimo [ > 0 tal que a,4; # 0; logo I(n) = o(n) quando n — oco. Para mostrar
isso, aplique o teorema de Ridout com S = {2, 5, 00}. Mais geralmente, a expansao
decimal de um nimero algébrico nao pode ter blocos peridédicos “muito grandes”.

Agora temos suficiente motivagao para estabelecer o Teorema do Subespago
que, em algum sentido generaliza o teorema de Ridout para o caso n-dimensional.
Comegamos com o teorema original de Schmidt [Veja [27] para uma prova deta-
lhadal.

TEOREMA 1.11 (Schmidt). Sejam Ly, ..., L., formas lineares linearmente inde-
pendentes em m varidveis com coeficientes algébricos reais. Logo, para qualquer
€ >0 as solugoes ¢ = (r1,xa,...,2Ty) € Z™ da desigualdade

[Ly(@) ... Lin(®)] < [| ]|

estao contidas em um nimero finito de subespagos lineares proprios de Q™. (onde
l2l| = max;{|z;]}.)

Pondo m = 2, Ly(z,y) = va—y e La(x,y) = x, obtemos o teorema de Roth. O
Teorema de Schmidt nao é suficiente para varias aplica¢oes. Precisamos de gene-
ralizacoes para dominios nao arquimedianos, andlogo a generalizacao de Ridout do
teorema de Roth. Este resultado foi obtido por Schlickewei | [26]]. Como anteri-
ormente, seja S um conjunto finito de niimeros primos, incluindo p = oo e escolha
uma extensao de cada valoracio p-ddica para Q.

TEOREMA 1.12 (Schlickewei). Para cada p € S sejam Ly, ..., Ly, formas line-
ares linearmente independentes em m varidveis com coeficientes algébricos. Logo,
para qualquer € > 0 as solugoes x € Z™ da desigualdade

m
[TIT1Zw@], < Il
peS i=1
estao contidos em um numero finito de subespacgos lineares proprios de Q™.

Durante a ultima década, o teorema do Subespaco encontrou muitas aplicacoes
inesperadas, principalmente no andlise diofantina e na teoria transcendente, no
meio de uma grande variedade de resultados espetaculares.

Podemos mencionar os tépicos:

1. O trabalho de Adamczewski e Bugeaud na complexidade de niimeros algébricos.

2. O trabalho de Corvaja e Zannier em equacoes diofantinas com soma de
poteéncias.
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3. O trabalho de Corvaja e Zannier sobre pontos inteiros em curvas e superficies,
e o desenvolvimento subsequente devido a Levin e Autissier.

Esses resultados e outras importantes aplicagoes do teorema do Subespaco po-
dem ser encontrados no artigo de Y. Bilu [Veja [1]].

Originalmente, Schmidt provou esse teorema pela necessidade de resolver equagoes
diofantinas, como as exponenciais (incluindo a equagao exponencial-polinomial e
sequéncias recorrentes lineares). Existem varias generalizagoes do teorema de Sch-
midt, das quais a interessante para nossos propositos é a devida a Schlickewei
mencionada acima.



Capitulo 2

Funcoes Transcendentes e
Numeros de Liouville

Neste capitulo estudaremos alguns problemas relacionados ao comportamento
aritmético de funcoes transcendentes aplicadas em numeros de Liouville. Vere-
mos como a aproximacao por racionais desses numeros pode nos ajudar a obter
informagao sobre a natureza aritmética da imagem.

2.1 Problema de Mahler sobre numeros de Liou-
ville

Os resultados citados no capitulo anterior correspondem a resultados sobre
existéncia de fungoes inteiras transcendentes com certas propriedades sobre con-
juntos enumeraveis, e na prova deles é usada fortemente a enumerabilidade destes
conjuntos. K. Mahler comecou a perguntar-se sobre resultados nessa linha, mas
sobre conjuntos nao enumeraveis. O conjunto dos nimeros de Liouville (lembre-se
que L é ndo enumerével, desde que ele é um conjunto G5 em R) foi o escolhido por
Mahler. Baseado em resultados existentes sobre este conjunto [1]

1) Se f € Q(z) é uma fungao racional nao constante, entdo f(L) C L.

2) Seja I um intervalo de R com interior nao-vazio, ¢ : I — R uma aplicagao
continua nao localmente constante. Entao existe um conjunto nao enu-
meravel dos nimeros de Liouville £ € I tal que ¢(§) € L.

Em 1984, em um de seus ultimos artigos, fez a seguinte pergunta:

¢ Pergunta 1: Existem fungoes analiticas transcendentes f tais que f(LL) C
L?

1veja [23] para as demonstrages destes resultados.

29
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Além do mais, ele também diz: “A dificuldade deste problema vem do fato de
que o conjunto L é nao enumerdavel”. Este problema ainda continua em aberto.
Note que o resultado 2 mencionado acima, é um teorema de existéncia, nao fornece
o conjunto. A seguir, mostraremos a existéncia, de forma explicita, de um subcon-
junto nao enumeravel de L, para o qual existe uma quantidade nao enumeravel de
fungoes analiticas transcendentes aplicando este subconjunto sobre os niimeros de
Liouville @

Vamos introduzir, agora, algumas notagoes que serao utilizadas ao longo desta
secdo. Primeiro, vamos denotar por Q,, o conjunto dos nimeros algébricos reais
de grau m.

LEMA 2.1. Para todo m > 1, o conjunto @m ¢ denso em R.

Demonstragio. Defina o conjunto P, := {Q(1 + ¥/2) : Q € Q}. Note que tal
conjunto é denso em R, pois se (a,b) C R, entao existe um ) € Q no intervalo
Portanto, P,, N (a,b) # . Agora, o resultado segue pois 1+ /2

’

a b
(5% Trs)-
é raiz de P(z) = (z — 1)™ — 2 que é irredutivel sobre Q, visto que P(x + 1) é
irredutivel pelo critério de Einsentein. O

Além disso, considere a funcio expl® (z) := e« . Com ajuda dessas notagoes,
em [21] nés definimos a seguinte classe de niimeros:

DEFINICAO 2.1. Um nimero real §& é chamado de m-ultra nimero se existe uma
sequéncia infinita de nimeros algébricos reais de grau m, {c, tn>1 tais que

0 < |€ = an| < [expP(H (o)™, paran=1,2,....
O conjunto dos m-ultra nimeros serd denotado por U, _ -

Da definicao de U,,,_yjra, podemos ver que estes nimeros sao “bem aproxima-
dos” por algébricos de grau m, assim é um subconjunto dos U—ntimeros do tipo
no maximo m na classificagado de Mahler (ver secao . Este conjunto é grande,
no sentido topoldgico, como mostra o seguinte resultado.

LEMA 2.2. O conjunto dos m-ultra nimeros é um conjunto G5 em R.

Demonstracdo. Dado que Q,, é um conjunto enumeravel, podemos considerar a se-
guinte enumeracio Q,, = {ay, @y, as, ...}. Chamemos de d,, := [exp®(H(a,))] ™.
Temos que d,, > 0 e, portanto, para todo N natural o conjunto Vy definido por

Vy = U (ay, — dy, i + dy).

n>N

2Em [19], D. Marques e C. Moreira construiram um subconjunto de IL ndo enumeravel aplicado
nele mesmo por funcgoes inteiras transcendentes.
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é um conjunto aberto denso, desde que Q,, é denso. Note que (a, — d,,, v, +d,,) =
{£eR: € —a,] <d,}. Além do mais, é claro que

Umfultra = m VN-

N>1

Portanto, U,, i € uma intersecao enumeravel de abertos densos, isto ¢, U,,, _uitra
¢ um conjunto Gs em R. [

Usando este tltimo resultado, podemos obter importantes propriedades desta
classe de nuimeros, que segue direto da secao 1.1

COROLARIO 2.1. O conjunto U,,_uue € nao enumerdvel.

COROLARIO 2.2. Todo niimero real pode ser escrito como soma de dois m-ultra
numeros.

A seguir, desejamos mostrar que o problema de Mahler acima é vélido para
esse conjunto. Para isso, vamos provar um resultado sobre a existéncia de uma
classe de funcoes. Lembremos que, como Q,, e Q sdo conjuntos enumeraveis den-
sos de R, o teorema de Gramain nos assegura a existéncia de funcoes analiticas
transcendentes ¢ com ¢(Q,,) C Q. O préximo teorema fornece uma classe de tais
fungoes, tendo uma cota superior para o denominador de ¢(«) em termos de H(«).

Mais precisamente, temos:

TEOREMA 2.1. Para cada inteiro positivo m > 1, existe uma quantidade nao
enumerdvel de funcoes analiticas transcendentes ¢ : R — R com |¢'(x)] < 0.0001,
»(Q,,) C Q e tal que, para todo o € Q,, tem-se

m2 m
den (¢(a)) < (2g)*27" 0,
onde ¢ = H(«).
Antes de provar o teorema, veremos alguns fatos que serao tteis na prova.

LEMA 2.3. Para quaisquer y,b € [—1,1] distintos, temos que

)
>|y |'

—b
jsenty = b)| > 2=

Demonstrag¢ao. Para mostrar isso, basta observar que a fungao sin(x)/x é decres-

cente para x € (0, 7] e que % > % ]

LEMA 2.4. Para quaisquer x,y € Q,, temos que

H(y — o) < 2" H ()" H(y)™
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Demonstracao. Pelo lema , temos que para qualquer a € Q,,,,

L Jog H(a) — log2 < w(a) < ~ log H(a) + —— log(m + 1)

—lo a)—log2 <w(a) < —lo a) + — log(m .

m & & m & 2m &

Dessas desigualdades, podemos deduzir facilmente que

1
2—mW(a)m < H(a) <2"W(a)™. (2.1)
Além disso, das propriedades da altura de Weyl, mostradas na proposigao [I.4]
obtemos que

2

W (y — )™ < 22 (y)™
22 (2" H ()™ 27 H ()]
29 () H (y) ™

H(y — ) W ()™

VANV/A

]

COROLARIO 2.3. Para quaisquer z,y € Q,, N[0,1/2] distintos, com H(x), H(y) <

n, temos que
s

| cos(mz) — cos(my)| = 24m2+1 2m+1°

Demonstracao. Sem perda de generalidade, considere x < y. Logo, pelo Teorema
do Valor Médio, temos que existe £ € (z,y), satisfazendo

| cos(mx) — cos(my)| = mwlsen(nwf)|(my — mx) = sen(wz)(wy — wx)
> QW:E(y - ZE),
onde usamos o fato que a fungao sen(wz) é crescente no intervalo [0,1/2]. Agora,

se consideramos algum a € Q,, N [0,1/2], com polindémio minimal p(z) = ag +
a1 + -+ -+ a,x™ € Zlx], temos que

1 a
— <2 <larl +lala+ o+ lanla”™ < (1+a++a"YH(a),
mas como @ < 1/2, entdo 1+ a+---+a™ ' <1+4+1/2+1/4+--- = 2. Daf

o> Tl(a) Portanto, usando essas estimativas e o lema obtemos

™

2M(x)H(y — )

| cos(mx) — cos(my)| = 2ma(y —x) >

™

= 5
2H (x) 24 H (x)™H (y)™
>
24m2+1p2m+1
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LEMA 2.5. Para cada € > 0, todo intervalo |a,b] com b—a > € contém pelo menos
dois nimeros racionais com denominador no mdximo [2/€].

Demonstra¢ao. Denotemos por m = [2/e]. Da hip6teses segue que b —a > € >
2/m, logo, para k = [ma] + 1, temos ma < k < ma + 1, o que implica

ma <k <k+1<ma+2<ma+m(b—a)=mb.
Portanto, a < k/m < (k+1)/m <. O

A seguir, vamos mostrar um par de resultados sobre transcendéncia de funcoes
reais, o primeiro fornece um critério de transcendéncia e o segundo nos fornece
informacao sobre a transcendéncia da composicao de fungoes.

PROPOSICAO 2.1. Se f : R — R ¢ uma fun¢ao periddica que assume infinitos
valores. Entao, f é transcendente.

Demonstragio. Suponha que f seja algébrica, e P(z,y) = Y. ai(z)y" seja o
polinémio de grau minimal n na varidvel y tal que a,(x) possui grau minimal e
P(z, f(z)) = 0 para todo x € R. Sem perda de generalidade, podemos assumir
que a,(z) é monico.

Como f assume infinitos valores, logo ag(x),...,a,(x) ndo podem ser todos
constantes. Sejam [ o maior indice com a;(x) ndo sendo constante e ¢t o periodo de
f, logo definamos o polinémio

Qr(z, f(x)) == Pz + tk, f(x + tk)) — P(x, f(x))
!
Z ai(z +tk) — a;(z)]f(2)" = 0,

1=0

para todo (x,k) € R x Z. Note que, pela escolha de [, temos que para algum
inteiro ko, a;(x + tko) — a;(z) é ndo nulo.

Se [ = n, entdo a,(x + tk) — a,(x) é ndo nulo, tendo grau menor do que a,(x)
(pois a,(z) é monico), o que contradiz a minimalidade do grau de a,(x). Agora,
se I < n, logo Qk,(x, f(x)) =0 e Q, tem grau [ < n, em y, que contradiz nossa
suposicao da minimalidade de n. Esta contradicao mostra que f nao pode ser
algébrica. ]

LEMA 2.6. Sejam f: R — R uma fungdo transcendente e g : R — R uma fun¢ao
algébrica nao constante. Logo, f o g € uma funcdo transcendente.

Demonstra¢ao. Basta notar que, por hipdtese, C(y, f(y)) é transcendente sobre
C(y). Tomando y = g(x) temos que C(g(z), f(g(x))) é transcendente sobre
C(g(x)). Portanto, a torre

Clg(@), fg(x))) > Cg(x)) > C(x)

é transcendente, assim f(g(z)) é transcendente sobre C(x). O
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Usando os resultados acima, vamos provar o teorema.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA

Demonstracdo. Considere a seguinte enumeracio de A := Q,, N [0,1/2]:
A= {Oél, g, A3, .. }

construido como segue:

Sejam S, o conjunto dos polinémios primitivos e irredutiveis em Z[x] com grau
m e altura k, e t;, = |S|. Dado que os médulos dos coeficientes destes polinémios
sa80 no maximo k, temos que t; < (m + 1)(2k + 1)™. Considere agora o conjunto
Ry, de todas as raizes dos polindmios pertencentes a Sy, restrito ao intervalo
[0,1/2] e defina Iy := |Ry|. Note que, ao considerar polinomios irredutiveis e
primitivos na definigdo dos conjuntos S;, segue que RyNR; = 0, para k # t. Logo,
Ry = {'yfk), e ,'yl(}f)} com ”yi(k) < %’@p para todo k > 1. Assim, a enumeragao
desejada é dada por

A = {Oél,CYQ,Oég, .. } = {Rl,Rg,Rg, .. }

Agora desejamos dar estimativas para a altura dos numeros algébricos em A,
dependendo da posicao na enumeracao anterior. Apesar de que as estimativas
dadas nao sejam as melhores, elas vao ser suficientes para nossos propositos.

Seja a,, € Rpy1. Por definigdo, temos que H(w,) = k + 1. Assim, obtemos
n< l1+"'+lk+1 <t1++tk+1 < (m+1)(2k+3)m+1, dai

1 n
n) = = ™ — 2. 2.2
M) > 5 = (2.2

Por outro lado, n > l; + ...+ ;. Seja 7 um nimero impar com 4 < j < k, logo
I; > 1 (pois (2/7)/™ € R;). Assim, no caso que k > 5, temos que n > |2
% e, portanto, H(a,) < 2n + 7 para todo n > 1, pois para os casos k = 1,2, 3,
esta desigualdade é satisfeita automaticamente.

Agora vamos construir a funcao desejada de forma indutiva:
Defina B, = {y1,¥2,...,yn} com yg := cos(may). Considere h : C — C a

funcao definida por
h(z) = g(cos(rz)),

onde

9) =D cagn(y), com gu(y) = [ sen(y —b).

n>1 beB,,

Primeiro, desejamos impor condicoes sobre os coeficientes ¢, para garantir que
a funcao h defina uma funcao inteira. Para isso, considere ¢, = O paral <n <b5e
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len| < n~™ para todo n > 6. Desse modo, para todo y que pertence a bola aberta
B(0, R) temos que

|gn(y)| < H @|y—b| < en(R"H)_
beB,

Portanto, |c,gn(y)| < (ef*1/n)". Implicando que g (e daf h) define uma fungao
inteira, desde que a série g(y) = >_ ¢,gn(y), que define g, converge uniformemente
sobre todas estas bolas (M-teste de Weierstrass).

Seja f: R — R a restricao de h a R. Em particular, f é analitica e

1
@) <D lenln < < 0.0002,

nn—l
n=6 n=6

para todo = € R. Agora vamos escolher indutivamente os coeficientes ¢,’s de
forma conveniente tal que f satisfaca:

flar) € Q, den(f(an)) < (T2m2(6q)m)Lom’©a™"

para todo k > 1, onde g = H ().

Suponha que ¢y, ..., c¢,_1 foram escolhidos tais que f(a1),..., f(a,) possuem
as propriedades desejadas. Note que as escolhas de c¢q,...,¢,_1 determinam os
valores de f(a1),..., f(a,), independentemente dos valores de ¢, k > n, desde

que gx(ay,) = 0, para k > n. Em particular, como ¢, = 0 para 1 < k < 5, temos
que f(ay,) =0 para 1 < n < 6. Agora vamos escolher ¢, tal que f(a,11) satisfaca
0s requerimentos.

Seja t < m um inteiro positivo com n > 5. Logo, pelas estimativas acima,
H(ni1), H(a) < 2n+9. Como a fungao cosseno é injetiva no intervalo [0, 7/2],
segue que cos(ma,11) # cos(may), desta forma, pelo corolario

s
[Ynir = i| = 24m?+1 (2, 4 9)2m+1"

Portanto, usando o lema [2.3

[Yor =il /3
= 2 ]
3 24m +1(2n + 9)2m+1

|sen(yn+1 — ye)| >

dai

/3 "
|9n (Yns1)] > (24m2+1(2n+9)2m+1) :

Assim, ¢,g,(Yn+1) percorre um intervalo de comprimento maior do que

271'”(371) fn2fn(4m2+1) (271 + 9)73mn'
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Agora, do lema[2.5, podemos escolher (no minimo de duas maneiras) ¢, # 0 tal
que g(Yn+1) seja um nimero racional com denominador no maximo prrdmi+1) (2n+
9)3m"_ Portanto, obtemos a seguinte estimativa

den(f (o)) = den(g(cos(may))) = den(g(ys))
< (k — 1)k 1ot=DUm*+1) (9f 4 7y3mk—1)
< KRR (o) 4 7)3mk, (2.3)

Além disso, da equacao (2.2), obtemos que k& < (2¢ + 4)™(m + 1), onde
q := H(ag). Substituindo esta estimativa na desigualdade (2.3) temos que
(2q+4)" ! (m+1)

den(f(ak)) < [(2q+4)m+1(m + 1):| 2(2q+4)m+1(m+1)(4m2+1)

3m(2g+4)™ 1 (m+1)
x [2(2(1 4™ (4 1) + 7]

10m3(6q)%™

< [72m2 (6q)4m]

Agora, considere a fungdo ¢(z) 1= 577,z Note que ¥»(Q,,) € Q,N[0,1/2].

Portanto, a funcdo desejada serd ¢ := f o). De fato, ¢(Q,,) C Q, |¢'(z)| =
|f'(¥(2))[|[¢'(z)] < 0.0001, para todo z € R. Além do mais, pelo argumento

acima, se o € Q,,, entao

} 10m3(6t)2m

den(g()) = den(f((a))) < [72m*(6t)""

Y

onde t = H(1(«)). Por outro lado, usando a relagao (2.1)) e as duas tultimas
estimativas na proposicao , obtemos que t < 2"¢3, onde ¢ = H(a). De fato

t=H(b(a)) < 2"W (ﬁ) < 2"W (@)W (2(1 + a2))™

3m [W(l + &2)]m < 24qu(C()2m

2°"q
26mq3

VANV/AN

Assim,

10m3(6t)2™
den(p(a)) < [72m2(6t)4m]

107713 (6.267”(]3)27”

g |:72m2(6 . 26mq3)4m:|

< (zq)450m5218m2q6m .

Note que, como existe uma arvore bindria de diferentes possibilidades para
construir a fun¢ao f (se temos escolhido ¢y, ¢a, ..., ¢,_1, diferentes escolhas de ¢,
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dao diferentes valores de f(y,11), que ndao depende dos valores de ¢; para k > n,
e assim diferentes fungdes f), portanto, existe uma quantidade nao enumeravel de
fungoes f e, logo, uma quantidade nao enumerdvel de funcoes ¢ (ja que 1 nao é
constante).

Resta mostrar que todas as funcoes construidas acima sao transcendentes. De
fato, como f é uma fungao continua e nao constante, temos que f assume infinitos
valores. Agora, ja que f é periddica (de periodo 2), segue que f é transcendente,
pela proposicao 2.1} Além do mais, ¢ = f o ¢ é transcendente desde que 1) é uma
funcao racional nao constante (veja lema . Isto conclui a prova. ]

Usando o teorema [2.1], provaremos que o problema de Mahler é vélido para o
conjunto U,, 2. Mais precisamente

TEOREMA 2.2. Existe uma quantidade nao enumerdvel de fungoes analiticas trans-
cendentes ¢ : R — R tal que ¢(U,,_uira) C L.

Demonstra¢ao. Dado um m-ultra nimero £, existem infinitos a,, € Q,,,, com altura
no minimo max{m, 8} e tal que

—, paran=1,2,....

1
[expBl(H (an))]

Seja ¢ uma fungao como no teorema [2.1} Pelo Teorema do Valor Médio, temos
que

0 < [(€) — dlcrn)| < 0.0001)¢ — cv,|
1
= TexpP (H (o))"

Note que a primeira desigualdade acima resulta do fato que ¢'(z) = f'(¢(z)) -
Y'(z) # 0, para x pertencendo a uma vizinhanca de £, pois ¢¥'(x) # 0 (ja que
Y'(x) = 0 implica x = £1) e f'(x) # 0 (dado que f é a restri¢ao de uma funcao
inteira h nao identicamente nula). Agora sabemos que ¢(av,) = p,/q, satisfazendo

m2 mn
G < (26)P0FTE onde t, = H(a).

Como t,, > max{m, 8}, uma conta simples mostra que g, < expl®(t,) e, portanto,

= |(§) — ¢lanm)| < qin, paran =1,2,...

n

o
\qs(g) .

Isso implica que ¢(£) é um nimero de Liouville, como desejamos. O

OBSERVACAO 2.1. Em particular, Ui_yu, € um subconjunto nao enumerdvel dos
numeros de Liouville aplicando em niumeros de Liouville por funcées analiticas
transcendentes. Isso dd uma “intuicao” de que a pergunta de Mahler poderia ter
resposta positiva.
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2.2 Funcoes transcendentes sobre conjuntos de
Erdos-Mahler

Nesta secao vamos mostrar que, dadas certas condigoes nos convergentes de
um numero de Liouville, podemos construir fungoes analiticas transcendentes na
bola unitaria para uma quantidade infinita de subconjuntos G5 dos nimeros de
Liouville. Essa restricao vai nos permitir “controlar” o comportamento destas
funcoes de tal maneira que a imagem continue sendo ntmeros de Liouville.

Kurt Mahler e Paul Erdos estudaram o comportamento de certa classe de
numeros, nos quais seus aproximantes que vém da fracao continua satisfazem a
propriedade que sao divisiveis apenas por uma quantidade finita de primos.

Mais precisamente, dado um ntmero real «, considere sua expressao por fracao
continua da forma:

1
a = [ag; a1, as,...] :==ag+ ;
aj +
1 . 1
a
2 . 1
a
’ 1
CL4+ -
Vamos definir 4
2= Jag; c,ay 2.4
B, [Cl0701,@27 , @ ] ( )

Os racionais A,,/B,, sao chamados de convergentes de « e os inteiros a,, sdo cha-
mados de quocientes parciais. Observamos que o € (Q se, e somente se, a expansao
em frac@o continua é finita |18, Teorema 2.1].
Recomendamos ao leitor o livro [2] para um estudo mais detalhado sobre o assunto
de fracoes continuas.

Com essas defini¢oes, em 1939, em [6], eles provaram o seguinte resultado:

TEOREMA 2.3 (Erdés-Mahler). Suponha que para infinitos indices distintos
n=mny,n2,N3,...

os denominadores B, _1, By, Bn,11 de trés convergentes consecutivos de o sao di-
visiveis apenas por um conjunto finito de primos. Entdo, o € um niumero de
liouville.

O resultado acima motivou a seguinte questao:

¢ Conjectura de Erdos-Mahler: Seja & um niumero real transcendente,
para o qual existe um nimero positivo M e infinitos convergentes A, /B, tal
que o maior fator primo de A,B, € menor que M. FEntdao, & é um numero
de Liouville.
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Esse problema ainda continua em aberto, mas ele motivou o estudo dessa classe
de ntimeros. Por exemplo, podemos mencionar que, em 1965, Fraenkel e Borosh
mostraram que o conjunto de numeros com a propriedade da pergunta acima,
possui dimensdo de Hausdorff nula [Veja |7]]. Nessa linha, cabe mencionar que,
em [12], J. Lelis e D. Marques provaram que a conjectura é verdadeira se assumimos
um certo crescimento nos indices dos convergentes com esta propriedade.

Considere, agora, um subconjunto com esta propriedade, definido como segue:

Sejam {sp}n>1, {tn}n>1 sequéncias de inteiros positivos que tendem para o
infinito. Para um inteiro £ > 1 definimos o conjunto

pri_ 1
§—an <—r}

Li,={¢€R:0< e

com p, q sendo primos distintos.

Note que estamos pondo uma convergéncia “rapida” nos aproximantes, para
que dessa maneira ela satisfaca a conjectura acima. Isto é, para qualquer inteiro
k > 1 e p,q primos distintos, segue-se que L’;,q c L.

O conjunto definido acima, ¢ grande no sentido topolégico como mostra o
seguinte resultado:

LEMA 2.7. Dado um inteiro k > 1 e p,q primos distintos, o conjunto L’;’q ¢ Gs
em R, portanto, ¢ denso em R.

Demonstracao. Por hipétese, temos que p, q sao primos distintos, assim, logp e
log ¢ sao linearmente independentes sobre Q. Caso contrario p® = ¢ para alguns
inteiros a, b, o que contradiz o Teorema Fundamental da Aritmética. Logo, supo-
nha que « :=log p/log ¢ € Q, entdo terfamos que logp — alog ¢ = 0, contrariando
o corolario [1.3] Essa contradi¢do mostra, em particular, que o ¢ Q.

Portanto, do Teorema de aproximacao de Kronecker, temos que o conjunto
{ma+mn:m,n € Z} é denso em R. Agora, como a fun¢do exponencial é injetora,
temos que o conjunto

{p"/d" :a,b e Z}
também é denso em R. Entao, se definimos o conjunto

pr 1 opm 1 P
ov = (G- e il

tn tk oty tn
Wy \ 4 qn q q

obtemos que Uy é um aberto denso de R para cada N € N. Para concluir a
demonstracao, basta notar que

Ly, =) Un

N2>1
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Por que definimos este conjunto? Vamos mostrar que se restringimos nosso
estudo ao intervalo (—1,1), podemos construir fungoes analiticas transcendentes
satisfazendo o problema de Mahler sobre esses conjuntos.

Antes de enunciar o teorema, lembremos uma defini¢ao: Seja P € Cl[z], de-
finimos o comprimento do polinémio P, como a soma dos valores absolutos dos
coeficientes de P, que serd denotado por L(P). Temos claramente que |P(z)| <

L(P)max{1,|z|}%eF e que se Q € C[z], entao L(PQ) < L(P)L(Q).

TEOREMA 2.4. Dado um inteiro k > 7, existe uma funcdao analitica na bola
unitdria, transcendente f tal que f (L’;q N (-1, 1)) c L.

Demonstracao. Considere a enumeracao de:

s 1
{%6(0,1), stezty=1(-"2 p?

T2
qaq? '729_27"'}:{T17T27"'}7

¢*’ q

onde z; é o maior inteiro pOSlthO tal que p¥ /q¢* < 1. Agora, como p*/q' < 1 entao
s < tlogq Portanto, se r, = t, denotando por « := log g/ log p temos que

k<2x2+1 aZ@le {(t;—ﬁ%)} (2.5)

Considere os polinomios:

Pi(z) = (" = r})
Py(z) = (2" = )(2* —13)

Pu(2) = (22 —r]) (22 —r3) ... (22 —1}).

e defina a funcao

z) = Z 4,2 Py(2)

k>1

onde a, = 272* para todo k > 1. Note que f(z) é lacundria, pois 2(k + 1)? —
2k? — 2k = 2k + 2 tende para o infinito quando £ cresce. Dai f define uma funcao
transcendente.

Agora, da definicio dos polindmios P, temos que L(FP,) < 2. Dai se z €
B(0,R) com R < 1 temos que

2 L(P)
2™ Pi(2)] < =5~ < o

assim, f é uma funcao analitica na bola unitaria, desde que a série que define f
converge uniformemente em cada uma dessas bolas.
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A seguir, suponha que r,,1 = Z entao
252 s
P’ L (P p
qt 2_; 92j qt J qt

den {f (79_;9)] < q2k2t+2kt+2k2 < q2(k+1)2(t+1)'
q

donde,

Usando a equagao ([2.5) obtemos que, para ¢ suficientemente grande,

f ()<
q

Portanto, se tomamos um £ € le;q com k > 7, pelo Teorema do Valor Médio,

existe uma constante C' > 0 tal que

C C
SR T T e

qm [qtg] "

'f(é)—f (p)' <O‘€—pjn
qm qm

assim, definindo 7, := f(p* /¢'") € Q temos, das ultimas duas estimativas, que

C
1f (&) =l € ——=-
den "

Finalmente, dado que k > 7, a sequéncia t*~¢ diverge e, assim, f(¢) € L como
queriamos. O]

Dessa maneira, cada escolha de primos p, ¢ fornece um conjunto “grande” de
Erdos-Mahler para o qual é vélida a conjectura mencionada.
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Capitulo 3

Conjuntos Excepcionais de
Funcoes Transcendentes

DEFINIGAO 3.1. Seja f uma fungdo inteira. O conjunto excepcional de f, denotado
por Sy, € definido por
Sp={a€Q: f(a) € Q}

Na teoria transcendente dos nimeros, é de muito interesse estudar o seguinte
problema: Dada uma fungao inteira f, determinar o conjunto Sy, ou, pelo menos,
encontrar propriedades desse conjunto.

Em geral, esse problema nao é simples. Existem varios resultados nesta direcao,
sugerimos ao leitor o livro [14, cap.4] para o célculo de alguns conjuntos excepcio-
nais, quando f(z) satisfaz uma equagao diferencial algébrica, obtendo como casos
particulares a transcendéncia de 7 e e.

EXEMPLO 3.1. Considere a funcdo fi(z) = eG=)G=an) entio o teorema de
Lindemann implica que Sy, = {ou,...,a,}. Usando o teorema de Lindemann-
Weierstrass pode-se mostrar que Sy, =0, onde fa(z) = €* 4+ e*t1.

EXEMPLO 3.2. Seja a fungio f3(z) = €™, o teorema de Baker mostra que Sy, =
(). Além disso, se assumimos que a conjectura de Schanuel é verdadeira, o conjunto
excepcional das funcgoes fi(z) = sen(nz)e?, f5(z) = 2% € o conjunto dos niimeros
inteiros.

Vejamos, com o resultado seguinte, uma das propriedades do conjunto excep-
cional de funcgoes algébricas.
PROPOSIGAO 3.1. Suponha que f € inteira e algébrica, entdo Sy = Q ou Sy €
finito.
Demonstracao. Como f é inteira e algébrica, entao, pelo teorema temos que
ela é um polinomio. Seja

f(z):= Zakzk € Cl[7]

43
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Se f(z) € Q[2], claramente S; = Q (pois Q@ é um corpo). A outra possibilidade é
que pelo menos um dos a;’s seja transcendente, digamos a;. Vamos mostrar que
neste caso Sy ¢ finito. Caso contrario, existiriam oy, ..., 0,41 € Q distintos, e tais
que f(ay) = B; € Q, para 1 < j < n+ 1. Escrevendo em notacio matricial

1 (05} e O/ll ao /31
n
1 (6%)) N Qy ay 52
n
I aper o oy y, Bt

Como a matriz A = (o )1<i<nt1,0<j<n ¢ de Vandermonde, temos que seu determi-

nante

det A = H (0 — a;j)

1<, j<n+1

é nao nulo, pois os a’s sao distintos. Assim, A ¢é invertivel. Sabemos que

1

(A_1>ij = detA<_1)H—] det Mij7

onde M;; é definida como a submatriz de A obtida por remover a i-ésima linha
e j-ésima coluna da matriz A. Segue-se que as entradas de A~! sao ntimeros
algébricos. No entanto, podemos escrever

Qg Bi
ax _ gt B2
ap 5n+1

Dai, a;, = Z?;Lll (A™Y).;8; € Q, contradizendo a transcendéncia de ay. Portanto,

|Sf| < OQ. O

Outra pergunta interessante a respeito desses conjuntos é: quando um conjunto
de nimeros algébricos é conjunto excepcional de alguma fungao inteira? Chama-
remos esses conjuntos de conjuntos excepcionais. Do primeiro exemplo acima, os
conjunto finitos de algébricos sao conjuntos excepcionais, assim como também o
conjunto Q. Que outros conjuntos o sao? Esse é o foco deste capitulo.

Dado o resultado acima, sabemos que os conjuntos excepcionais das fungoes in-
teiras algébricas estao bem caraterizadas. Portanto, vamos restringir nosso estudo
as fungoes transcendentes.
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3.1 Mahler e os conjuntos excepcionais

K. Mabhler [14] estudou condigoes suficientes para que um conjunto de nimeros
algébricos seja o conjunto excepcional de alguma fungao inteira transcendente.
Para entender o estudo de Mahler nessa direcao, vamos dar algumas defini¢oes e
resultados:

DEFINIGAO 3.2. Uma série de poténcias f(z) = Y, arz" € Z[[2]] fortemente
lacundria com raio de convergéncia Ry (note que obviamente 0 < Ry < 1) €
chamado de admissivel.

Desejamos agora um teste simples para decidir quando o valor f(«a) é algébrico
ou transcendente para |a| < Ry. A resposta depende do comportamento dos
polinoémios

Sn+1

P,(z) = Z apz”, (3.1)
k=t
onde as sequéncias {s, }n>1, {tn}n>1 satisfazem as condigoes da definigao
O critério de transcendéncia para este tipo de fungoes em pontos algébricos foi
dado por Mahler em [15]. Para provar isso, necessitaremos do seguinte lema (onde
L(A) denota, como antes, o comprimento do polinomio A € Z[z], isto é, a soma
dos valores absolutos dos coeficientes de A):

LEMA 3.1. Seja a um ndmero algébrico que satisfaz a equac¢ao A(a) = 0, onde
A(2) = Ag+ Azt -+ Ay 2™ (Apr # 0) € um polinémio irredutivel com coeficientes
inteiros. Se a(z) = ag+ a1z 4+ -+ apz™ € um sequndo polinomio com coeficientes
inteiros, entao ou a(a) =0 ou |a(a)| = (L(a)1L(A)™)~.

Demonstracao. Ver [9]. O

PROPOSIGAO 3.2 (Mahler). Seja f(z) uma serie de poténcias admissivel, e seja «
um nimero algébrico satisfazendo |o| < Ry. A valor f(«) € algébrico se e somente
se existe um inteiro positivo N = N(«) tal que

P,(a) =0, para todon > N.

Demonstracao. Se P,(a) =0, paratodon > N, entdo f(z) seria um polinomio.
Dai, como Q é algebricamente fechado, temos que f(a) € Q.

Suponha, agora, que f(a) = >, apa® =: O ¢ um ndmero algébrico, diga-
mos de grau [ sobre o corpo dos nimeros racionais. Sejam

BO,BM,..., gD

seus conjugados, e ¢p um inteiro positivo tal que os produtos coB, coBW, ... ot
sao inteiros algébricos. Denotamos por ¢y, ¢, ... constantes positivas que depen-
dem de a, 5, ..., B¢ mas independente de n. Em particular, escolhemos ¢;
tal que

1
la| < o < Ry, portanto ¢; > 1, |ca| <1, (3.2)
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e ¢y tal que
lax| < cfey para todo k > 0. (3.3)
Definamos os polindmios

Sn

pan(2) == —B™ 4+ apz® A=0,1,...,1—1) (3.4)
k=0

-1
2) = co [ [ pan(2)
A=0

Logo, pn(z) é um polinémio em z de grau ls, com coeficientes inteiros. Desta
maneira,

-1
C HL pn)\
A=0

Agora, das estimativas acima, (3.2) e (3.3)), obtém-se

L(pn) < |+Z|ak| cires A=0,1,...,1—1).

Portanto,
L(pn) Cllsnc4 (35)

Como « é algébrico, é uma raiz de uma equagao irredutivel A(«) = 0, onde
A(z) é, digamos, de grau M. Aplicando o lema |3.1{ com a(z) = p,(z), deduzimos

de (3.5) que ou p,(a) =0 ou
— S -1 —LlSp
pa(@)] = [(cf" )T L(A)> ] > 5t

Mas esta ultima desigualdade nao pode se manter se n for suficientemente
grande, pois da definicdo de B e das equacoes . ) temos que

E akozk

k>tn

< Jerafcg.

|pn0(a)| =

Além disso, como « estd dentro da regiao de convergéncia de f, |pu(a)] < er
para A =1,...,] — 1. Combinando essas estimativas obtemos

(@] < chleraf™coer™ < 5"

para n suficientemente grande, desde que t,,/s, — oo e por (3.2)), temos |¢;a| < 1.
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Consequentemente, existe um inteiro Ny tal que p,(«) = 0 para todo n > Nj.
Isto implica que, para cada inteiro n > N,, existe um sufixo A\, que tem um dos
valores 0,1,...,0l — 1 tal que

Sn
g akak = ﬁ’\".
k=0

Assim,
Sn+1 Sn,
P,(a) = Z apa — Zakak = B0+ _ g ge > N, (3.6)
k=0 k=0

Agora f(a) é uma série convergente, segue que P, (a) = o(1). Por outro lado,
os conjugados de () sdo todos distintos, logo, existe um inteiro N > N, com a
propriedade que A\,11 = A\, se n > N. De , isto implica que P,(a) = 0 se
n > N como queriamos mostrar. O

Usando essa caracterizacao, K. Mahler conseguiu dar uma condicao suficiente
para que um subconjunto dos algébricos seja excepcional de alguma funcao inteira
transcendente. Para isso, precisamos da seguinte definicao:

DEFINICAO 3.3. Seja X um conjunto de nimeros algébricos, S um subconjunto de
Y. Para cada elemento o de X denote por A(a) o conjunto de todos os conjugados
algébricos a,a’,a”,... de a que pertencem a Y. Dizemos que o conjunto S €
completo relativo a ¥ se

a € S implica que A(a) C S.

Considere uma série de poténcias admisivel f(z). Denote por ¥ o conjunto de
todos os numeros algébricos a satifazendo |a| < Ry e por Sy o conjunto de todos
os a € ¥ para os quais f(«a) é algébrico.

LEMA 3.2. Se f(z) € admissivel, logo Sy é completo relativo a .

Demonstragao. Seja o € Sy. Denote por ¢(z) o polinémio irredutivel primitivo
com coeficientes inteiros e maior coeficiente positivo com g(a) = 0. Pela proposic¢ao

B2

P,(a) =0 paran > N,

e, portanto, P,(z) é divisivel por ¢(z) para todo n > N. Agora, se o/ é algum
conjugado de «, temos que P,(a’) = 0 para todo n > N. Assuma, em particular,
que o € Xy, daf f(a') converge. Logo, pela proposicao , f(a') é algébrico e,
portanto, o/ € S. ]

Estamos prontos para mostrar o resultado de Mahler.
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TEOREMA 3.1 (Mahler). Sejam R wuma constante positiva nao maior do que 1,
e ¥ o conjunto de todos os nimeros algébricos « satisfazendo |a| < R; e seja S
algum subconjunto de ¥ que contém o elemento 0 e que é completo relativo a 3.
Logo, existe uma série de poténcias admisivel f(z) com a propriedade que

Rf:RGSf:S.

Demonstracao. Como um conjunto de niimeros algébricos, S é enumeravel. Por-
tanto ¢ possivel definir uma sequéncia infinita de polindomios {g,(2)},>0 satisfa-
zendo as seguintes propriedades.

Se S consiste somente do elemento 0, considere ¢,(z) = 1 para todo indice
n. Se S é um conjunto finito, tome os primeiros termos da sequéncia como sendo
os polinomios irredutiveis e primitivos com maior coeficiente positivo que anulam
pelo menos, a um « € S, e pondo os restantes ¢,(z) = 1. Se, finalmente, S é
um conjunto infinito, seja {¢,(2)}n>0 todos os polinémios primitivos, irredutiveis
com coeficientes inteiros e coeficiente maior positivo que anula no minimo a algum
acS.

Agora considere

Qn(z) = QO(Z)QI(Z) o QTL<Z)7 para n = 07 1a 27 s
e denote por d, o grau de Q,(2); e por H, = H(Q,) (altura de Q,). Agora

escolhemos uma sequéncia de inteiros {s, }n>0 onde 0 = 59 < 57 < s9 < --- tal que
S
lim =% =00, lim 2 =00, lim HY* =1 (3.7)
n —oo dn n—oo Sy, n—o0
e
Sp+1 > Sn +dy,, paran=0,1,.... (3.8)

Portanto, denotando por t,,11 = s, + d,, temos duas sequéncias {t,}n>1 € {Sn}nz0
satisfazendo as propriedades

O=sp<t1 <51 <lg<sgLlyg<syg<L -, lim — = 0.
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Temos que f(z) é uma série de poténcias fortemente lacunéria segundo a defini¢ao
1.5, portanto f(z) é transcendente segundo o teorema . Distintos polinomios
P,(z) evidentemente envolvem diferentes poténcias de z, assim as contribugoes
destas poténcias para f(z) ndo se superpéem. Para provar que f ¢ admissivel
temos que provar que o raio Ry de convergéncia de f(z) é positivo. De fato,
sabemos que o raio de convergéncia pode ser calculado por

1
— = limsup |az|"*,
Ry k—o0 o

e isto, pelas férmulas (3.7)), é igual a

1_1. ||
]%f __3n<é£3n+1 ak

n— oo

1/sn

Além disso, |ax| < H, K, para s, < k < t,1, com igualdade no minimo para um
indice k neste intervalo. Portanto, das equagoes (3.7)), (3.9) temos que

1 1
= lim sup(H, K, )"*" = i

f n—00
assim Ry = R > 0.
A segunda afirmagao Sy = S é uma consequéncia imediata da proposigao e
a construcao dos polinémios P,(z). Para o € S, evidentemente P,(z), para n
suficientemente grande, sera divisivel pelo polinomio g, (z) que possui « como raiz,
dal o € Sy. Por outro lado, se @ ndo é um elemento de S, nao existe polinomio g, (s)
que se anule em «, donde nao existe P,(z) anulando-se para z = «, implicando,

nesse caso, que a ¢ Sy (f(a) ¢ Q). O

3.2 Problema de Mahler sobre conjuntos excep-
cionais

Note que, na demonstragao do ultimo resultado da secao anterior, usa-se for-
temente o fato de que o conjunto S é completo relativo a Q (isto é, fechado por
conjugacao algébrica), pois a funcao construida é dada por produto dos polindémios
irredutiveis e primitivos. Portanto, é logico se perguntar se essa hipdtese pode ser
pulada. Assim, K. Mahler, no ano de 1976, sugeriu a seguinte pergunta

¢ Pergunta 3: Eiste, para cada escolha de S, uma série de poténcias f(z) €
Ql[[z]], tal que Sy =S7?

Cabe mencionar que essa pergunta foi parcialmente respondida em [10]: Todo
subconjunto de numeros algébricos é o conjunto excepcional de alguma funcao in-
teira transcendente(isto respondeu a uma pergunta de Weierstrass). Entretanto,
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nenhuma informagao sobre a natureza aritmética dos coeficientes da série de Taylor
de f é obtida nessa construcao.

Nosso propoésito, agora, é dar uma resposta a essa questao. Vamos mostrar que,
de fato, existem essas fungoes para qualquer subconjunto de ntimeros algébricos.
A seguinte observacao é muito importante.

OBSERVACAO 3.1. O conjunto S mencionado na pergunta acima precisa ser fe-
chado com respeito a conjugacao complexa, pois o conjunto excepcional de uma
funcao inteira com coeficientes racionais deve ser fechado com respeito a esta con-

Jugagao, desde que f(a) = f(@).

Com o objetivo de mostrar que a resposta a essa pergunta é afirmativa, mostra-
mos primeiro um resultado sobre o comportamento de algumas fungdes em K[[z]]
para um subconjunto denso K.

TEOREMA 3.2. Sejam A um conjunto enumerdvel e K um subconjunto denso de C.
Para cada o € A fize um subconjunto denso E, C C. Entao existe uma quantidade
nao enumerdvel de fungées inteiras transcendentes f € K[[z]] tal que f(a) € E,,
para todo o € A.

Demonstragao. Seja {aq, s, as, ...} uma enumeragao de A (sem perda de genera-
lidade, podemos supor que 0 ¢ A). Vamos construir a funcao

)= 3 cuPul2),

n=>0

onde P,(z) € K|z] possui grau m,. Os polinémios P, e as constantes ¢, serdo
escolhidos convenientemente tal que f satisfaca as condi¢oes desejadas. E|

A primeira condigao ¢ 0 < |e,| < (L(P,)m,!)~! =:t, para todon >0 . Como
|P.(2)| < L(P,) max{1, |z|}""", segue que para todo z pertencendo a bola aberta
B(0, R)

1 max{1, R}™"

lenPn(2)] < WL(PH) max{1, R} =

my,!

Assim, f(z) é uma fungao inteira, desde que a série ) _;€,P,(2), que define
f, converge uniformemente em cada uma dessas bolas.

Defina fi(z) := €g + €1 P1(2) = €9+ €1(2 — 1), para algum ¢y € E,, N B(0,1) e
escolha €; € B(0,t1) tal que ag := ¢y — €11 € K*. Dessa maneira, fi(aq) € E,, e
o termo constante de f; pertence a K*.

INote que, no caso em que a; = 0 € A, podemos fazer a mesma construcio, sem o coeficiente
independente na fungao f
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Seja fa1(z) a funcdo definida por fo1(z) := fi(z) + €2P(z) onde o polinémio
Py(z) := z(z — an). Logo, fo1(an) = fi(aq) € E,,. Além disso, pela densidade de
E.,, podemos escolher €, € B(0,t3) \ {0} tal que

Joi(ag) = fi(aw) + e2a0(as — o) € E,,.

Agora, considere a funcao fo(z) = fo1(2)+e€3P5(2), onde P3(2) = Py(2) (2 — ).
Nosso objetivo € escolher €3 tal que o coeficiente de z em f5 pertenca a K*. Observe
que este coeficiente é a; := ez — eaay +€1. J& que apag # 0, podemos escolher
es € B(0,t3) \ {0} tal que a; € K*. Note que fao(a;) € E,,, pata i € {1,2} e os
dois primeiros coeficientes de fy (ag € a;) pertencem a K*.

Suponha, por hipétese de indugao, que a funcao

n—1 2n—1
fulz) = Zakzk + Z b2"
k=0 k=n
foi construida tal que ag, ay,...,a,—1 K* e f,(a;) € E,,, para 1 < i < n. Agora,

vamos construir f,4; com as propriedades desejadas. Defina f,, 11 por

n

Fa11(2) = fa(2) + 02" [ [ (2 — w). (3.10)

=1

Note que foi11(0y) € E,,, para 1 < ¢ < n. Além do mais, os primeiros n
coeficientes de f,411 e f, sdo iguais (pelo fator 2" no lado direito da equacao
(3.10))) e eles pertencem a K*. Tomando Ps,(z) = 2"(2 —aq) - - - (2 — o), podemos
escolher €5, € B(0,t2,) \ {0} tal que fri1,1(ns1) € Ea,,,-

O seguinte passo é perturbar a funcao prévia para forcar o coeficiente de z"
(nesta nova fungao) a estar em K*. Para isso, definimos

fr1(2) = fag11(2) + €ant1 Pong1(2),

onde Py,11(2) := Py, (2)(2 — angq).

Como a, := b, + (=1)" ey, 101 -~ g1 6 0 coeficiente de 2™ em f,,1, pela
densidade de K, podemos escolher €5,,41 € B(0,t2,41) \ {0} tal que a,, € K*.

Em conclusao, nossa funcao desejada

f(z) = Z enPp(z) = Z anz"

n=0 n=0

aplica o em E,, para todo o € A e seus coeficientes pertencem a K*. Esta funcao
é transcendente, desde que ndo é um polinémio (ver teorema , pois a, # 0
para todo n > 0. Além do mais, existem infinitas possibilidades de escolha para
cada €,, logo existe uma quantidade nao enuméravel de tais fungoes. Isso conclui
a prova. O]
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Usando o resultado anterior, podemos finalmente responder a pergunta de Mah-
ler deste capitulo

TEOREMA 3.3. Todo subconjunto de Q, fechado com respeito ¢ conjugacio com-
plexa, € o conjunto excepcional de uma quantidade nao enumerdvel de fungoes
inteiras transcendentes.

Demonstracao. Considere é = Q e K = Q" +iQ na afirmacdo do teorema .
Escreva S = {aq,ag,...} e Q\ S = {p, o, ...} (um deles pode ser finito). Agora,

defina -
E. = Q, sea €S (3.11)
K-e", sea=/,

Portanto, pelo teorema |3.2] existe uma quantidade nao enumeravel de funcoes
inteiras transcendentes
f(2) = Y met K[,
k>0

tal que f(a) € E, para todo a € Q. Considere agora a funcao 1 : C — C definida
por

R CLYC)

Note que ¥(z) = > 1~ R(ax)2* ¢ uma fungao inteira transcendente com coeficien-
tes racionais (desde que fR(ay) # 0 para todo k£ > 0). Assim, é suficiente provar
que Sy = S. De fato, se a € S, logo @ € S e dai f(a) e f(@) s@o numeros
algébricos e, portanto, também 1 («) é algébrico.

No caso que a = f3,, distinguimos dois casos: Quando (5, € R temos que
»(B,) = R(f(B,)) é transcendente, dado que f(5,) € K-e". Quando 3, ¢ R, logo
Bn = Bm para algum m # n. Consequentemente, existem nimeros algébricos nao

nulos 71, 7. tal que
_ me"+ e

que é transcendente, pela transcendéncia do e. Em conclusao, temos mostrado que
Sy = S, como queriamos.
O



Capitulo 4

Funcoes Transcendentes com
Coeficientes Inteiros

Como mencionamos anteriormente, em 1904, G. Faber construiu uma funcao
inteira transcendente com coeficientes racionais com a propriedade que ela e todas
as suas derivadas levam algébricos em algébricos. Mais precisamente, ele mostrou
os seguintes resultados, cujas provas seguem uma mesma ideia.

TEOREMA 4.1 (Faber). Eziste uma fungao inteira transcendente
f2) =Y fn2"
h>0

com coeficientes racionais fy, tal que f(2) e todas as suas derivadas sao algébricos
em todos os pontos algébricos.

TEOREMA 4.2 (Faber). Existe uma fungao transcendente
9(z) =Y _ gz
h>0

com coeficientes inteiros g, que converge dentro do circulo unitdrio e que todas as
suas deriwadas assumem valores algébricos em pontos algébricos.

DEMONSTRAGAO DOS TEOREMAS [4.1] E

Demonstracao. Considere as duas séries de poténcias
F:E thheG:E Gp"
h=0 h>0

com coeficientes positivos tais que a primeira série converge para todo z, e a
segunda converge exatamente para |z| < 1, com os coeficientes satisfazendo

lim Gj, =
h—o00

93
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Seja z, A1(z), Aa(2), As(z), ... uma sequéncia dos polinomios irredutiveis com
coeficientes inteiros e defina B,(z) := [A1(2)As(2) -+ A.(2)]" para r = 1,2,.. ..
Denote por d, = 9(B,), assumindo que este polinomio tem forma explicita

By(2) = byg + b1z + ...+ bpg 2™,

onde b9 # 0 e b.q,. # 0, pois B, nao ¢ divisivel por z.
Considere agora {aj,as,...}, {s1,82,...} e {to,t1,t2,...} trés sequéncias de
inteiros. Para as duas iltimas sequéncias assumimos que

Sy =t,_1+d, parar=1,2,... (4.1)
0:t0<81<t1<82<t2<83<t3...7 42)
lim (¢, — s,) = 0. 4.3)

T—00

Dessas condicoes, os polinomios sucessivos
ZtT*lBr(Z) = bT02t7'71 -+ bT12t7'71+1 + ...+ brdTZsT (’I" = 1, 2, .. )

envolvem diferentes poténcias de z.

Agora, pondo
tr—
_}: h_ZZTlBr(Z)
f_ th - a )

h>0 r>1 r

onde os inteiros a, sao escolhidos tais que os coeficientes satisfacam |f5| < F},
para todo h. Logo, a convergéncia de F' implica que f(z) é uma fungao inteira em
z, e f(z) é transcendente pois ela é lacunéria.

Similarmente, pondo

9= g =) "'B(2),

h>0 r>1

onde é assumido que os inteiros ¢, crescem rapidamente tal que |g,| < G, para
h > t;. Da convergéncia de G segue-se que g(z) é regular no circulo |z| < 1. Logo,
g(z) é transcendente pois a serie também ¢é lacunédria.

Ambas as séries f e g podem ser diferenciadas termo a termo qualquer niimero
de vezes. Para r suficientemente grande, a n-ésima derivada

dn
g 277 Bi(2)]

é divisivel por z e algum outro polinomio Ay(z). Portanto, quando « é um
numero algébrico, a série para a n-ésima derivada de f(z) e g(z) em z = « consiste
de, no maximo, uma quantidade finita de termos, e estes termos sao polindmios
em « com coeficientes racionais, o que conclui a demonstracao. ]
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A demonstracao de sugeriu a K. Mahler fazer a seguinte pergunta, a qual
aparece no seu livro | [14], pag. 50]

¢ Pergunta 4: Ezxiste uma série transcendente
f= Z fn?"
h>0

com coeficientes inteiros limitados tal que assume valores algébricos em pon-
tos algébricos do circulo |z| < 17

Vale mencionar que Mahler conjeturou que esta pergunta possui resposta negativa.
O proprio Mahler provou um caso particular, quando a funcao for fortemente
lacundria, usando o critério mencionado no capitulo anterior [Veja proposigao |3.2]
como segue:

TEOREMA 4.3 (Mahler). Seja f(z) uma série fortemente lacundria com coeficien-
tes inteiros limitados. Se Sy = {on, g, ...} € um conjunto infinito, entao

e =1

Demonstracao. Sejam R,r duas constantes satisfazendo 0 <r < R < Ry =1, e
St(r) = {a € Sy | |a| < r}. Definindo P}(z) = 2= P,(2) [| temos que P;(0) =
fs, # 0 e pela férmula de Jensen

Qa 1 2w i} ;
log | fs,| = Zlog (’_R|> + %/0 log | P*(Re™)|d#,

onde ) percorre sobre todos os zeros de Pj(z) para os quais |a] < R < 1.
Reescrevendo a equacgao acima

R 1 1 [ .
log — =1 — log | P*(Re™)|do

temos que
1
|f5n |

onde M é a constante que limita em modulo os coeficientes de f. Agora, assuma
que |a| < r temos que log & > log %, donde, denotando por Z o conjunto de zeros

laf

: M
<0, |PH(Re)|<M(1+R+R*+---)=-—— para todo 6,

1
8 1-R

de P*(z) satisfazendo |a| < r obtemos que

Zl log(M/1 — R)
S T loa(R/)
Dado que a ultima estimativa é independente de n, permitindo a r, R se aproximar
de 1. Daf temos que ) . s, log % < oo mostrando o resultado. [

Los polindomios P, (z) sdo aqueles da proposigao
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Provado que a pergunta 4 de Mahler é negativa para as funcgoes fortemente
lacunarias, o seguinte passo natural é tentar mostrar para um conjunto maior.
Nessa direcao, provamos que ela continua sendo negativa para um subconjunto
maior das fungoes lacunarias usando o teorema do subespago de Schlickewei tratado
anteriormente. Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

TEOREMA 4.4. Seja f analitica na B(0,1), lacundria com t,/s, = 1+ 4, para
0 > 0 qualquer, com coeficientes inteiros limitados por uma constante M > 0.
Logo, f(1/b) € transcendente para todo b > 2M + 1.

Demonstracao. Considere a fungao

f(z) = Zakzk, a € 7,

k>0

tal que |ax| < M para todo k = 0,1,2,.... Vamos mostrar primeiro que,
tomando um inteiro b > 1, temos f(1/b) é um nimero transcendente ou é um
nimero racional. Para isso, suponhamos que a := f(1/b) é um nimero algébrico,
devemos mostrar que, nesse caso, a € Q.

De fato, considere as sequéncias {s,},>1 € {tn}n>0 da definicao de série de
poténcias lacunarias. Logo,

SN
S-ry
k=0

k>tn

e dai, usando o fato que |ax| < M e que b > 2, temos que

SN

Qg 2M

=D | S
k=0

Multiplicando a equacao acima por b*¥ 1 obtemos que

SN
bsN-‘rla _ E akbsN+1_k

k=0

< 2Mp NIy, (4.4)

Agora, vamos usar o teorema de subespaco devido a Schlickewei [teorema|l.12].
Para isso, vamos definir o vetor

SN
X = (bSN+1,B) € 7% onde B = ZakbsNH_k.
k=0

Note que |3] < M(sy + 1)b*¥ 1 assim

|| = max{[p™ ], |B]} < M(sy + 1)b". (4.5)
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Considere o conjunto finito de primos S = {oco,p : p|B}, i.e., S consiste do
primo infinito e todos os primos que dividem £.

Agora, para p € S, definamos as formas lineares L, ,, Ly, nas variaveis T =
(x1,z2) como segue:

Para p = oo, sejam Ly o (T) = w1 — T2, Lo oo(T) = 2.

Para p < oo, sejam L;,(T) = x; para i = 1,2. Note que as formas lineares
assim definidas sao linearmente independentes para cada p € S.

Logo,
IT IT 12l = e+ — 8| TT 1o+ | T 18- (4.6)
peS i=1,2 piob; peS

Sep ¢ S, entdao pt 3, dai v,(8) =0 e |5|, = 1. Pela férmula do produto temos

que
[T =118l =1

peS

Além disso, como b*NT! € Z segue que |bsN+1|p < 1, para todo p < oo. Por-

tanto, das equagoes (4.4) e (4.6]), temos que
IT I 1Zis®)lp < Jab> T — 8] < 2Mpe~ =t (4.7)

peS i=1,2

Tome § = 2¢ para € > 0 qualquer, como por definicao, sy — oo, existe Ny € N
tal que para todo N > N, temos que

log, (2M ™ (sy + 1)) <ty — (e +1)(sy + 1),
donde segue-se a seguinte estimativa
2MUN TN M (s + 16T °.
Usando esta tultima desigualdade, junto com as equacoes e , obtemos

que
IT I 1Zen(ol < Il

peS 1=1,2
Podemos repetir esse argumento para infinitos N > N, e encontrar infinitos
vetores x = x(V) distintos satisfazendo a dltima desigualdade. Pelo teorema[l.12]
temos que estes vetores x(/N) pertencem a um numero finito de planos do espago
Q2. Portanto, infinitos deles pertencem ao mesmo plano; i.e., existem A\, pu € Q
nao todos nulos tais que, para infinitos N, temos

ADSNTL B = 0.

Dividindo por b*¥*!, obtemos que

SN
)\—i—uZ% =0,
k=0
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fazendo sy — oo obtemos A + pa = 0, implicando que o = f(1/b) € Q.

Para concluir a demonstragao, basta provar agora que e nao pode ser racional
para b > 2M + 1. De fato, como —M < a; < M, para todo k£ > 0, temos que
1<ar+M+1<2M + 1. Escrevendo

1 ak—i-M—Fl

k>0 k>0

Como b >2M—+12>a,+M+1 > 1, logo o lado direito acima é uma expansao
b—adica. Suponha que o € Q, isto implica que o lado direito da igualdade acima
é racional. Assim, a sequéncia {ay }r>0 é ultimamente periédica, o que implica que
a funcao f é racional, o que é uma contradigao pois f ¢é transcendente, desde que
ela é lacunaria.

[]

Vamos concluir este capitulo mencionamos que se nés supormos a veracidade
da conhecida conjetura: “Todo nimero algébrico é normal”, é possivel mostrar que
a pergunta 4 possui resposta negativa. Essa relacao do problema com os niimeros
normais nos faz pensar na dificuldade de mostrar o problema completamente.

OBSERVACAO 4.1. Podemos mencionar que o ultimo resultado pode ser obtido
diretamente se aplicarmos o teorema de Ridout, na forma mais explicita [Veja [5]].
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