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Timoneiro

(Paulinho da Viola)

N&do sou eu quem me navega
Quem me navega é o mar
E ele quem me carrega

Como nem fosse levar.

E quanto mais remo mais rezo
Pra nunca mais se acabar
Essa viagem que faz

0 mar em torno do mar

Meu velho um dia falou

Com seu jeito de avisar:

- 0lha, o mar n3o tem cabelos

Que a gente possa agarrar.

Timoneiro nunca fui

Que eu ndo sou de velejar

0 leme da minha vida

Deus é quem faz governar

E quando alguém me pergunta
Como se faz pra nadar
Explico que eu n&o navego

Quem me navega é o mar.

A rede do meu destino
Parece a de um pescador
Quando retorna vazia

Vem carregada de dor

Vivo num redemoinho

Deus bem sabe o que ele faz
A onda que me carrega

Ela mesma é quem me traz



A minha esposa Aline Ogliari.
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Resumo

Seja A uma &algebra associativa unitaria sobre um anel associativo, comutativo e unitario

K. Defina o comutador normado & esquerda [aq, as, ..., a,] (a; € A) indutivamente por
[ab CLQ] = Q102 — A20G1; [al, ces Ap—1, an] = Hal, e 7%—1], an] (n > 3)-
Para n > 2, seja T (A) o ideal bilateral de A gerado pelos comutadores [a1, as, . . ., ay)

(a; € A). Seja & = {ej,ey,...} um conjunto gerador da algebra A. A primeira parte
desta tese diz respeito aos elementos que geram T (A) como um ideal bilateral em A.

O objetivo principal dessa parte consiste em mostrar que

1. Se t € K, entdo T"™(A) € gerado como ideal bilateral pelos comutadores [uy, . .., u,]

em que u; € EUE?

2. Se t €K, entdo T (A) ¢ gerado como ideal bilateral pelos comutadores [u1, ..., u,]
em que u; € EUE? U E3.

Aqui &F (k > 1) denota o conjunto dos elementos de A da forma e;, e, .. . €;,, e, €E.

Para isso, em um primeiro momento, sera descrito um método recursivo que permite obter
um conjunto de geradores para o ideal 7™ (A) (n > 3), como ideal bilateral em A, a partir
dos geradores de T2 (A). A demonstracdo dos itens 1 e 2 acima é feita com base nesse
resultado.

Seja Z(X) a édlgebra unitdria associativa livre sobre Z no conjunto X = {z1,z,...}.
Considere sua série central inferior como algebra de Lie, isto é, a série dos ideais de
Lie L) C Z(X) definido recursivamente por L) = Z(X), L) = [LO Z(X)], e a
correspondente algebra de Lie graduada associada B := P, B;, em que B; = L LG+,
A segunda parte desta tese diz respeito a série central inferior de Z{X). E bem conhecido
que a imagem J de T (Z({X)) em B é central na algebra de Lie B. Além disso, sabe-se
que o isolador de J ¢ maior que J. O objetivo principal da segunda parte desta tese é

mostrar que o isolador de J esta contido no centro de B.



Abstract

Let A be an associative unitary algebra over a commutative, associative and unitary

ring K. Define a left-normed commutator [ai,as, ..., a,] (a; € A) inductively by
[ab CLQ] = Q102 — A201; [al, cees Ap—1, an] = Hal, e 7%—1], an] (n > 3)-
For n > 2, let T™ be the two-sided ideal in A generated by all commutators [a1, as, . . . , ay)

(a; € A). Let £ = {e1,eq,...} be a generating set of algebra A. The first part of this
thesis concerns with the elements that generate 7™ (A) as two-sided ideal in A. The main

purpose of the first part of this thesis is to show that

1. Ifi €K, then T™(A) is generated as two-sided ideal by the commutators [uy, .. ., u,]

where u; € E U E?;

2. If 3 € K, then T™(A) is generated as two-sided ideal by the commutators [u1, ..., u,]
where u; € EUE? U E3.

Here £% (k > 1) denotes the set of elements of the form e; e, . . . €;,, e;; € €.

For this, at first, we describe a recursive method which allows us to obtain a set of
generators for the ideal T (A) (n > 3) as a two-sided ideal in A from generators of the
ideal T(=2)(A) . The proof of the items 1 and 2 above is based on this result.

Let Z{X) be the free unitary associative algebra over a Z on the set X = {1, xs,...}.
Consider its lower central series as a Lie algebra, i.e., the series of the Lie
ideal L) C Z(X) defined recursively by L) = Z(X), L0t = [LO) Z(X)], and the
corresponding associated graded Lie algebra B := P, Bi, where B; = L® /LY The
second part of this thesis concerns with the lower central series of Z({X). It is well-known
that the image J of T (Z(X)) in By is central in the Lie algebra B. Furthermore, it is
known that the isolator of J is greater than Z. The main purpose of the second part of

this thesis is to show that the isolator of 7 is contained in the center of B.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo, salvo mencao contréaria, K é um anel associativo, comutativo e unitario.
Seja G uma K-dlgebra de Lie com produto [, ] (denominado comutador). O comutador
normado a esquerda dos elementos ¢y, ..., g, € G (n > 3) ¢é definido indutivamente como
(91, -, 90 = [l91,- - -, Gn-1], gn]. Para todos F, H C G, denote por [F, H] o K-submdédulo
de G gerado pelos elementos [f, g] (f,g € G). Se F e G sao ideais de Lie em G, entao [F, H|
é um ideal de Lie em G. Defina L¥(G), i = 1,2, ..., indutivamente por L)(G) = G e

LU(G) = [LY(G),G]. Assim, obtemos uma série descendente de ideais em G da forma
G=LYG>LPG) >L®G) > ...,

denominada série central inferior da 4lgebra de Lie G. Note que L% (G) é o K-submédulo
de G gerado por todos os comutadores da forma [g1, ..., ] (g; € G). A élgebra G é dita
nilpotente de classe < ¢ se L(“*D(G) = {0}. Note que se G ¢é nilpotente de classe < c,
entao (g1, ..., ger1] = 0 para todos gy, . .., g.+1 € G. A proposicao abaixo é bem conhecida

e d4 uma condicao suficiente para que uma &algebra de Lie seja nilpotente.

Proposicao 1.1. [28] Seja G uma K-dlgebra de Lie gerada por um conjunto M. Entio G

¢ nilpotente de classe < ¢ se, e somente se, [my, ..., M 1] = 0 para todosmy, ..., m. € M.

Portanto, para que uma &algebra de Lie seja nilpotente é suficiente que os geradores dela
satisfacam a condicao de nilpoténcia.
Seja A uma K-algebra associativa e unitaria. A algebra A pode ser vista como uma

algebra de Lie, com a multiplicacao de Lie definida por [a,b] = ab — ba com a,b € A.
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Essa dlgebra é denotada por AC) e denominada algebra de Lie associada a &lgebra A.
Denote o i-ésimo elemento da série central inferior da algebra de Lie A=) por L®)(A).
Temos que LW(A) é o submédulo de A gerado por todos os comutadores [ay, ..., a;]
(a; € A). A dlgebra associativa A é dita Lie-nilpotente se A7) ¢é nilpotente, isto é, existe
um inteiro ¢ > 1 tal que L*V(A) = {0} ou, equivalentemente, [ay,...,a..1] = 0 para
todos ay,...,a..1 € A.

Observando o que foi dito acima (proposigao 1.1) para élgebras de Lie nilpotentes, é
natural que se coloque a seguinte questao: se £ é um conjunto gerador para a algebra
associativa unitdria A, entao para que A seja Lie-nilpotente de classe < ¢ é suficiente que
[uq, ..., Ucr1] = 0 para todos ug, . .., u. 1 € E?7 Em outras palavras, existe um anélogo da
proposicao 1.1 para &dlgebras associativas unitarias Lie-nilpotentes? De um modo geral a
resposta é negativa. Por exemplo, seja G uma K-algebra de Lie nao abeliana nilpotente
(K um corpo de caracteristica zero). Existe uma dlgebra associativa, denotada por U(G)
e denominada &lgebra envelopante universal de G, tal que GG é isomorfa a uma subalgebra
de Lie de U(G)™). Pode-se mostrar que U(G) ndo é Lie-nilpotente (veja [5], pagina 201).
Nesta tese demonstramos que uma condicao suficiente para que a algebra associativa A
seja Lie-nilpotente de classe < ¢ é que [uq, ..., uc.r1] = 0paratodou; € A (i=1,...,c+1)
tal que u; é o produto de, no maximo, 2 elementos de £ quando % € K ou, no méaximo, 3
elementos de £ quando % e K.

Seja T™(A) o ideal em A gerado, como ideal bilateral, por todos os comutadores
[a1,...,a,] (n > 2) em que a; € A. Decorre disso que T (A) é o ideal em A gerado
por L™ (A). Portanto, a algebra A é Lie-nilpotente de classe < c se, e somente, se
T+ (A) = 0. Entdo, resultados a respeito de T (A) podem ser tteis para saber se a
algebra A é Lie-nilpotente, em especial aqueles que reduzem a lista de geradores dados
na definicio de 7™ (A). Essa é uma linha que sera trabalhada nesta tese.

Um dos primeiros estudos sobre K-algebras Lie Nilpotentes foi publicado por Jennings
(1947, [26]) para K = Z. Em particular, ele mostrou que se A é uma Z-élgebra associativa
Lie-nilpotente entdo 7 (A) é um ideal nil enquanto que T (A) é nilpotente. Além disso,
se A é finitamente gerado e A é Lie-nilpotente, entao T%(A) é nilpotente. Desde entao,

algebras associativas Lie-nilpotente tem sido investigadas em véarios trabalhos sob diversos



pontos de vista; veja, por exemplo, [2], [21], [22], [24], [29], [31], [33] e [36].

O recente interesse em &lgebras associativas Lie-nilpotentes tem sido motivado pelo
estudo dos quocientes B;(A) := LO(A)/LE+Y(A) (i > 1) da série central inferior da
algebra de Lie associada a algebra associativa A. O estudo desses quocientes foi iniciado
em 2007 no artigo pioneiro de Fiegin e Shoikhet ([17]) para A = C(z1,...,x,) (a dlgebra
associativa livre em n geradores sobre o corpo dos complexos C). Posteriormente, Do-
brovolska et al. ([13], 2008) continuaram o estudo da estrutura de B;(C(xzy,...,xz,)) e,
mais geralmente, de B;(A) para uma algebra associativa A sobre C. Por outro lado, S.
Bhupatiraju, P.I. Etingof et al. ([8], 2012) estudaram o caso em que A = K(zy,...,x,)
para K = Z e K = F,. Resultados adicionais sobre este assunto podem ser encontrados,
por exemplo, em [1], [3], [4], [6], [10], [14], [16], [25] e [27].

Nesta tese trabalhamos em duas frentes. Uma delas diz respeito ao ideal de uma
algebra associativa gerado por comutadores (T (A)) e a outra ao centro da dlgebra de
Lie associada a série central inferior de Z(X) (a &lgebra unitéaria associativa livre sobre Z
no conjunto X = {x1,25,...}). A seguir apresentamos os resultados que foram obtidos em

cada uma dessas frentes, bem como um panorama maior do que ja se conhece do assunto.

1.1 O ideal de uma algebra associativa gerado por
comutadores

Esta secao diz respeito aos resultados que aparecem no capitulo 3 desta tese. Considere
como acima que A é uma K-dlgebra associativa unitdria. Além disso, lembramos que
T™(A) é o ideal bilateral em A gerado por todos os comutadores [ay, as, ..., a,] (a; € A).
Seja & = {ey,es,...} um conjunto gerador da algebra A e denote por £, k > 1, os
clementos de A da forma e;, ...¢;, (e; € ). Dizemos que um elemento de ¥ tem
comprimento k. Nessas condicdes, é facil ver que T™(A) é gerado como ideal bilateral
em A pelos elementos da forma [ay, ..., a,] em que a; € E¥ (k; = 1,2,...). O resultado
principal do capitulo 3 afirma que, dependendo de K, podemos supor que esses a;’s tém

um comprimento mdzrimo. Especificamente, o resultado consiste no seguinte:



Teorema 1.2.

—_
SN—
N
Q
=

s €K, entao T (A) € gerado como ideal bilateral pelo conjunto

{[ul,...,un] | U; GEUSQ}

€ K, entdo T™(A) ¢ gerado como ideal bilateral pelo conjunto

Wl

{lur, ... un) |u; € EVE>UE?}.
Trés consequéncias imediatas desse resultado sao dadas abaixo.

Corolario 1.3. Para que a K-dlgebra A seja Lie-nilpotente € suficiente que exista um

inteiro ¢ > 1 tal que
o [uy,...,ucr1] =0 para todos uy,. .., u.y € EUE? quando % eK; ou
o [ur,. .., uct1] =0 para todos uy, ..., ucy € EUE?UE? quando 3 € K.

Lembramos que, de acordo com a proposicao 1.1, para que uma &algebra de Lie seja
nilpotente é suficiente que os geradores dela satisfacam a condicao de nilpoténcia. Em
certo sentido o corolario acima é um analogo dessa proposigao para algebras associativas

Lie-nilpotentes.

Corolario 1.4. Seja K um anel associativo, comutativo e unitdrio tal que % € K e seja
B uma K-dlgebra associativa unitdria finitamente gerada. Entdo T (B) € finitamente

gerado como ideal bilateral.

Corolario 1.5. Seja K um anel associativo, comutativo e unitario tal que % € K e seja
B uma K-dlgebra associativa unitdria finitamente gerada. Suponha que cada subdlgebra

de Lie de B7) finitamente gerada seja nilpotente. Entdo B € Lie-nilpotente.
Ya. P. Sysak ([35]; 2010) propos a seguinte questao:

Questao 1.6. Seja R um anel associativo. Se R() € localmente nilpotente, entdo R €

localmente Lie-nilpotente?



Em outras palavras, a questao pode ser colocada nos seguintes termos: suponha que
R € wma Z-dlgebra associativa finitamente gerada e que cada subdlgebra de Lie de R(™)
finitamente gerada seja nilpotente. E verdade que R € Lie-nilpotente?. De acordo com o
corolario 1.5 dado acima, no caso de uma K-dlgebra associativa unitaria em que % ek, a
resposta para essa pergunta ¢é afirmativa.

Antes de comentar a linha de raciocinio que permitiu a demonstragao do teorema 1.2,
vamos examinar o que ji se conhece a respeito de geradores para T (A), como ideal
bilateral de A. O histérico abaixo diz respeito a 7" (K(X)) em que K(X) é a K-algebra
associativa unitaria livre no conjunto nao vazio X de geradores livres. Claramente, os
resultados apresentados neste histérico sio validos para T (A). Faremos dessa forma,
pois é assim que aparecem nos artigos citados. Defina T™ (K(X)) = T . E f4cil ver que

o ideal T é gerado (como ideal bilateral em K(X)) pelos polindmios
[xil ) xiz] (xj = X)

Desta forma, temos um conjunto gerador para T® que envolve apenas elementos do
conjunto X de geradores livres. Conjuntos geradores similares para T®) e T (como ideais
bilaterais em K(X)) ja foram apresentados em alguns trabalhos. Por exemplo, Latyshev

([30], 1963) mostrou que se K é um corpo de caracteristica zero, entdo os polinémios
o [z, @iy, i) (75 € X)
i [Ii17$i2][$i37 $i4] + [Iiwxizs][xizv .%1‘4] (wj € X)

geram T®) como ideal bilateral em K(X). Popov ([32], 1979) mostrou que esses polindmios
também geram T®) quando K é um anel associativo, comutativo e unitério. Esse resultado
também pode ser visto no trabalho de Gupta e Krasilnikov ([23], 1999) (que faz referéncia
ao trabalho de Popov).

Etingof, Kim e Ma ([16], 2009) mostraram que, para o corpo dos complexos (cara-

cteristica zero) , os polinémios
(i) [’:Cil y Ligs Ligs xi4]

(ii> [‘Iil ) xi2] [xi37 Liys xi5]



(i) [y, 20 ([2igs Tia)[Tigs Tig) + [Tigs Tig)[wiys 235]) (25 € X)

geram T™ como ideal bilateral em K(X). No entanto, examinando as demonstracdes
apresentadas nesse trabalho, nota-se que é suficiente que K seja um anel associativo,
1

comutativo e unitario tal que 3 € K. Vale lembrar ainda que esse resultado pode ser

deduzido do trabalho de Volichenko ([36], 1978).
Para o caso em que K é um anel associativo, comutativo e unitario, Deryabina e
Krasilnikov ([12], 2013) mostraram que um conjunto de geradores para T consiste dos

polinémios dos tipos (i), (iii) e dos polinémios dos tipos
o [T, Tiy, Tig|[Tiy, Tig, i) (25 € X)
o [Ty, Tiy, @iy | [Ty, Tis| + (i, Tiy, Tiy) [Tig, i) (25 € X)
o [T, Tiy, Tig|[Tiy, Tis| + [Ty, Tiys Tig| [Ty iy (25 € X).

Recentemente, Costa e Krasilnikov ([11], 2015) mostraram que 7 é gerado como

ideal bilateral de K(X) (K associativo, comutativo e unitario) pelos polinémios

L4 [xipxiQ?xig?xiAleiS] (x] € X)7

[Ii17$i27$i3][$i47$i57%] (xj S X)v

[xiuximxi37'xi4][$i5axi67$i7] (xj S X)?

L4 [xzd y Ligy Lig,s xi4] [xis’ xis] + ['rh y Ligy Ligs xi5] [171‘4, 'ria] ('rj € X)?

(v, i, Tig| ([T i) [T i) + @i, wio @i, wic]) (25 € X)),
o [([wi, iy, vi] + [wirs v [2ias wid]) wig, 6] (25 € X)),
o ([0 i) [Ty i) + [0, 23, [0 204 2| [0, 7,
+ [, 2 [wia, wa] + [2ir, @], 20,]) s i) [, 23] (25 € X)),
o ([0, 2] (i, i)+ 200 i) [T, 702)) (s i) [T i+ [Ty, 0 [0, 23] (25 € X).

Resumindo, conjuntos de geradores para 7™ (2 < n < 5), como ideal bilateral de
K(X), envolvendo apenas elementos do conjunto X de geradores livres ji sdo conhecidos.

No capitulo 3 desta tese demonstramos o seguinte resultado:

6



Teorema 1.7. Seja K um anel associativo, comutativo e unitdrio tal que % e K. Seja
F, 5 (n>3) um conjunto de polinémios de K(X) que gera, como ideal bilateral, T"=2.

Entio T™ ¢ gerado, como ideal bilateral, pelos polinémios
() [f, i, s
(2) flwi, iy, 45
3) [f, zir][@iy, iy, wa,];
(4) [fs zillwia, miy] + [ @[3y, s ]
(5) f([iy, oy iy, i) + [0y, Ty [y, 24,])
em que f € F o e, € X.

Note que, por esse teorema, temos um método recursivo que permite obter um conjunto
de geradores para o ideal T™ (n > 3), como ideal bilateral de K(X), a partir dos geradores
de T2 quando % € K. Por exemplo, vimos que T® é gerado como ideal bilateral de

K(X) pelos polinomios da forma
[T, xi,] (2 € X).
Assim, pelo teorema 1.7, T™ é gerado, como ideal bilateral de K(X), pelos polindomios
(iv) [@iys @iy, Tig, Tiyl;
V) [z, T ] [Tig, iy i ]5
(Vi) [@iy, @iy, Tig) [Ty Tis, Tig);
(Vil) [mi), Tiy, Tig | [Ty i | + [Ty s iy, iy [Tig, Tis )5
(Vill) [, Zao) ([Tig, Tia ][5 Tio) + [Tig Tis) [T, T46))

em que z;, € X. Uma vez que os polinomios dos tipos (vi) e (vii) estdao no ideal bilateral
gerado pelos polindomios (iv), (v) e (viii) (veja o exemplo 3.10 do capitulo 3), entao os

polinémios dos tipos (iv), (v) e (viii) geram T™ como ideal bilateral de K(X). Note que



esse conjunto gerador coincide com o que ja é conhecido para T quando K é um anel
associativo, comutativo e unitario tal que % € K, como ja foi mencionado.

Usando como conjunto gerador de T, como ideal bilateral de K(X), o conjunto
formado pelos polinémios dos tipos (iv), (v) e (viii) temos, pelo teorema 1.7, que T©® é

gerado, como ideal bilateral de K(X), pelos polinémios

® [$i1,$i2, Ligy Ligs Lig xiﬁ];

[xil ) xig? xi37 xi4] [Ii57 xi67 xl7]7

[xil ) xi27 xi37 Ii4, '/L‘i5] [xis) xi77 x’LgL

[xil ) xiz? ‘xig? $i47 1:1‘5] I:mi67 xi7] + ['Til 9 'Ti27 'Ti37 $i4, xi6] ['Ti57 'T’L7]7

@iy, Tig, Tigs iy ) ([T, Tig) [Ty i) + [Ty, T ][4, Tig))
b Hxil,xig][$i3,$i4,$i5],$i6,$i7};

o [Ty, Ty, [Tis, Tiy, Tis | [Tig, Tiny Tig);

o [[xil,xiz][%g,l‘w$i5]7$¢6}[Ii7,$i8,$i9];

o [[xll ) xiz] [‘xiS? Ligs xi5] ) Iiﬁ} [xiw xis] + [[xll ) xiz] [$i37 Ligs xi5] ) 'ri7} [xiw xis];

[Tiys Tiy) [Tis, Ty, i ([3%6: Tir) [Tig, Tig| + [Tig, Tig) [Tir, %]) ;

[[%, Ty, ] ([%, Tiy) [Tis, Tig| + [Tig, i) [T4, l”is]) s Lig s %} ;

[xil ) xi2] ([xiy xi4] [xisv Iie] + [xi37 xis] [xizu mm]) [xim Lig mig];

[[Iilv xiQ] ([xisa xi4] [xisv xie‘] + [Iim xi5] [xim xiﬁ]) ) xi7} |:xi87 Ligs xim] )

[[:cil,xw]([:cig, T, ) [Tis, i) + [1:1-3,1:1-5][:1@4,9(;2-6]),@7} [xl-g, xig]

+ |:[l‘“ ) m2'2] ([mim m2'4] [$i57 ‘Tiﬁ] + [xi:w xi&s] [xiu xif}]) ) xis] |:xi77 xi9i| )

[mil ) xiz] ([xi.g? xi4] [%‘5, xiﬁ] + [:Ci3 ) -Ti5] [1’14, xie]) (['Tim xis] [1'1'9, xim] + [xim xig] [$i87 wilo])a



em que r;; € X.

Os exemplos dados acima mostram como o teorema 1.7 pode ser utilizado para obter
recursivamente geradores para os ideais 7™ quando n é par. No capitulo 3 serdo dados
exemplos para n impar. No exemplo 3.12 veremos que usando o teorema 1.7 e eliminando
os polindomios que sao consequéncia dos demais conseguimos um conjunto gerador para
T®), como ideal bilateral de K({X), que coincide com o que j4 é conhecido para esse ideal.

O capitulo 3 esta dividido em quatro segoes. A primeira delas tem como objetivo a

demonstracao do seguinte lema:

Lema 1.8. Sejam S um subconjunto (ndo vazio) de K(X), U o ideal bilateral de K({X)
gerado, como ideal bilateral, por S e W o ideal bilateral de K(X) gerado, como ideal
bilateral, pelos elementos da forma [u,ai,as] em que u € U € ay,ay € K(X). Entao W

coincide com o ideal bilateral de K(X) gerado, como ideal bilateral, pelos polinémios
(1) [s, @iy, i)
(2) slwiy, Ty, i) 5
(3) [s, i ][Tiy, Tig, Ty ;
(4) [s, i ][wiy, wio] + [5, i) [y, @3, ];
(5) s([xiy, iy )[wig, wi,] + [y, Tig] [0, 4,])
em que T;; € X es €S,

Cabe observar que esse lema é um dos resultados desse capitulo. Na segunda segao é feita
a demonstragao do teorema 1.7 (“o método recursivo”). Ela estd fundamentada em dois

resultados: o lema 1.8 mencionado acima e um resultado conhecido que é dado abaixo.
Lema 1.9. [22] Se : € K, entdo T™ = K(X)[T"? K(X),K(X)] para todo n > 3.

Também sao apresentados nessa secao casos particulares do teorema 1.7, conforme foi
comentado anteriormente. Na terceira se¢ao é feita a demonstracao do teorema 1.2 (“do
comprimento méximo”) para K(X). Ela é feita por indugao sendo fundamental o uso do
teorema 1.7 (“o método recursivo”) na etapa indutiva. Por fim, na quarta sec¢do é feita a

demonstracgao do resultado principal (teorema 1.2) bem como de suas consequencias.
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1.2 O centro da algebra de Lie associada a série cen-

tral inferior de Z(X)

Esta se¢ao diz respeito aos resultados que aparecem no capitulo 4 desta tese. Como antes,
A é uma K-4lgebra associativa unitdria. A série central inferior de A (a dlgebra A vista
como élgebra de Lie) é definida recursivamente por LM (A) = A, LD (A) = [LO(A), A]
(i >1).

Considere os quocientes
Bi(A) := LY(A) /LD (A), i>1

e a soma direta deles, isto 6, B(A) := @ Bi(A). Dadosa € LW(A)ebe LY(A), definimos
em B(A) o produto [,] tal que [a + LZ(%}FU(A), b+ LUtD(A)] = [a,b] + LUTIFD(A). Desta
forma, B(A) é uma &lgebra de Lie graduada, pois [B;(A), Bj(A)] C B;y;(A). Além disso,
B(A) é gerada como &lgebra de Lie por B;(A).

O estudo de B;(A) foi iniciado com o trabalho de B. Feigin e B. Shoikhet ([17], 2006),
que consideraram o caso em que A = C(xy,...,z,), a dlgebra associativa livre em n ge-
radores sobre o corpo dos complexos C. Uma observacao importante de Feigin e Shoikhet
nesse trabalho é que a imagem de T (A) em B;(A) estd contida no centro de B(A).
Denote por B (A) o quociente de B;(A) por essa imagem. Além disso, eles mostraram que
B;(A) (i > 1) s@o representagoes da algebra de Lie W,, do campo de vetores polinomiais
em n varidveis e determinaram a exata estrutura de B1(A) e By(A) como representacoes
de W,,.

Posteriormente, Dobrovolska et al. ([13], 2008) continuaram o estudo da estrutura de
Bi(C{zy,...,x,)) e, mais geralmente, de B;(A) para uma &lgebra associtiva A sobre C.
Por exemplo, eles construiram uma base para Bo(C(xq,...,z,)) e determinaram as estru-
turas de Bs(C(z1,22)) e By(C{xy,x9)), confirmando conjecturas de [17]. Por outro lado,
S. Bhupatiraju, P.I. Etingof et al. ([8], 2012) estudaram o caso em que A = K(z1,...,x,)

para K = Z ¢ K = F,. Segue abaixo alguns dos resultados apresentados em [8].
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e ([8], proposicao 3.9) A torcao em

B, (Z(xl, o ,xn))(ml, ceeyMy)

n—2
é isomorfa a (Z/mdc(ml, . ,mn)>

((ml, ...,my) denota a parte de multigrau my, ... ,mn)

e ([8], corolario 3.10) A torgao em

B (Z(xl,x2>>(m1,m2)

é isomorfa a Z/mdc(my, msy) e é gerada pelo elemento a7~ '252 7z, xy).

o ([8], teorema 4.1) Seja w = [w3, 25 2" 2l [z, 25]]. Entao

w + L(3)(Z<x1,x2,x3>)

¢ um elemento de torgao de By(Z(x1,x2,z3)) de ordem dividindo mde(my, mg, m3);
Em particular, se mdc(my, ma, ms) = 2 ou 3, entdo a ordem de w-+L® (Z{x1, x5, v3))

é igual a mde(my, mg, mg).
e ([8], teorema 4.3) By(Z{x1,x2)) é livre de torgao.

o ([8], teorema 4.8) A torcao em By(Z{xy,...,2,)), n > 3, é isomorfa a um quociente

de <Z/mdc(m1, . ,mn)>2n2_1.

Consta também nesse trabalho tabelas com dados experimentais (obtidos com recurso
computacional: pacote MAGMA) de elementos de tor¢ao e, em particular, para o quo-
ciente B3 (Z(xl,xg, I’g)) os autores afirmam existir elementos de tor¢ao de ordem 2 e 3.
Resultados adicionais sobre este assunto podem ser encontrados, por exemplo, em [1], [3],
41, (6], [10], [14], [16], [25] e [27].

Conforme mencionamos acima, Feigin e Shoikhet em [17] mostraram que a imagem
de T®)(A) em B;(A) estd contida no centro de B(A) quando A = C(xy,...,z,) em que
K é um corpo de caracteristica zero. No entanto, S. Bhupatiraju, P.I. Etingof et al em
[8] observaram que esse fato é verdadeiro quando K é um anel associativo, comutativo

¢ unitdrio. Considere Z(X), a Z-élgebra associativa livre num conjunto nao vazio X de
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geradores livres, e defina L) = LO(Z(X)), B; := B;(Z({X)) e B = B(Z(X)). Denote por
J aimagem de T®(Z(X)) em B, e defina B, := B,/J. Entdao B := B/J = Bi®By®. ..
é uma algebra de Lie graduada. Essas consideragoes foram feitas em [8]. Para a sequéncia

do texto, sera dada a definicao de isolador.

Definicao 1.10. Seja M um K-mddulo. Se N é um K-submddulo de M, o isolador de

N € o conjunto
I(N)={me M |3IkecK k+#0, tal que km € N}.

No caso em que K é um dominio, I(N) é um K-submédulo de M que contém N. E
facil ver que M/N tem torcao se, e somente se, o isolador de N contém propriamente N
(isto é, I(N) é maior que N). De acordo com a proposi¢ao 3.9 de [8] (mencionada acima)
B, = By/J tem torcao e, portanto, o isolador de [ é maior que J. O resultado principal

do capitulo 4 consiste no seguinte:
Teorema 1.11. O isolador de J estd contido no centro de B.

Desta forma, definimos a algebra de Lie graduada B := B/I(J) = B, /I(J)® By(A)®. . ..

A demonstragao desse teorema tem como pega chave o seguinte resultado:

Teorema 1.12. Hy,, 1/ Hmy ooy N LB ¢ um Z-mddulo livre e, portanto, nao
tem torcao.
Sendo que Hp,, . 1 € 0 Z-submddulo dos polinomios multi-homogéneos em Z{X) com

multigrau (myq, ..., mg_1,1), .

77777

pode ser extraido do teorema 4.8 de [8]. No entanto, os argumentos usados aqui seguem
outro caminho. C. Bekh-Ochir e D. M. Riley em [7] mostraram que em K(X), K um

corpo de caracteristica zero, é valida a decomposicao dos espagos vetoriais
TONP, = (LY NP) P (TP NPz, (1.1)

em que P, é o K-submédulo de K(X) gerado pelos polinémios multilineares em xy, . . ., x,,.

Nesse artigo, os autores utilizaram, em partes essenciais das demonstragoes, argumentos
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de dimensao que sao préprios de espagos vetoriais. Mostramos que essa decomposicao é
vélida no contexto de Z-mddulos (veja o teorema 4.25 do capitulo 4). E por esse caminho
que provamos o teorema 1.12.

O capitulo 4 esta dividido em quatro secoes. Na primeira delas é dada uma base
linear para 7). O ponto de partida é a descricdo de uma certa base (denominada base
de Specht) para P, (em Z(X)). Deve-se observar que ¢ um resultado bem conhecido (veja
[34]). Além disso, a base obtida para T ¢ a mesma que aparece em [7]. A diferenca é
que em [7] essa base é dada em K(X) quando K é um corpo de caracteristica zero.

Na segunda segao, mostramos que em Z(X) é vélida a decomposi¢ao dada em 1.1. Na
terceira secao ¢é feita a demonstracao do teorema 1.12. Por fim, na quarta se¢ao é dada a

demonstragao do resultado principal (teorema 1.11).
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Capitulo 2

Conceiltos Preliminares

Este capitulo é uma coletanea de resultados conhecidos que serao utilizados no decorrer

desta tese. Ele foi escrito com base nos livros [5], [15],[18] e [20].

2.1 Modbdulos

Definicao 2.1. Seja K um anel associativo, comutativo e unitario. Um grupo aditivo

(M, +) dotado de uma multiplicagdo por escalar

KxM — M

(k,m) +— k-m

¢ dito um K—modulo a esquerda ou um modulo a esquerda sobre K se satisfaz os sequintes

aziomas (Vki, ko € K e Ymy,my € M):
I) 1-my =my;
1) (kiks) -my = ky - (ko - mq);
1) (ky + ka) -my = k1 -mq + ko - my;
IV) ki - (my +mgo) = ki -my + ki - mo.

Se k € Kem € M, escreveremos também km para denotar o elemento k-m. Analoga-
mente, define-se K-mddulo a direita. No que segue, estudaremos sempre modulos a es-

querda sobre anéis. E, quando nao houver perigo de confusao, usaremos simplesmente
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a expressao K-moédulo. Note que se o anel K for um corpo entao o K-médulo M é um

espago vetorial.
Proposicao 2.2. Seja M um K-mddulo. Entao
(i) Om =0,Vm € M;
(ii) k0 =0,Vk € K;
(iii) (—=k)m =k(—m) = —(km),Vk e K,Ym € M.
Demonstragao. (i) e (ii) Basta notar que

0(m) = (0+0)m =0m+0m e kO=k(0+0)=k0+ k0.

iii) Temos
0=0m=(k+ (—=k)m=Fkm+ (=k)m
e, portanto, (—k)m = —(km). Temos também,
0=Fk0=k(m+ (—m)) =km+ k(—m)
e, portanto, k(—m) = —(km). Segue entao o resultado. O
Como consequéncia da proposi¢ao acima, temos (—1)(—m) = 1m = m para todo

elemento m de um K-modulo.

Exemplo 2.3. Todo ideal (a esquerda) I de um anel A é um A-mddulo para a opera¢ao
Ax I — I dada pela multiplicacdo em A: sea € A eb € I entdo ab € I. Em particular,

todo anel A ¢ um A-mddulo.

Para distinguir o anel K do mesmo conjunto considerado como K-médulo usamos o

simbolo kK.

Exemplo 2.4. Todo grupo abeliano G pode ser visto como um Z-mddulo. De fato, dados

g € G en €Z, definimos ng da sequinte forma:
e Sen =20, entao Og := 0.
e Sen>1, entiong :=(n—1)g+g. Assim, lg=g9, 29 =9g+g, 39 =g+g+g, etc.
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e Sen < 0, entao ng = |n|(—g). Assim —1g = 1.(—g) = —g, —29 = 2(—g) =
(=9) + (=), etc.

Suponha que um grupo abeliano G seja um Z-médulo. Sejam n € Z e g € G. Se

n > 0, entao
ng = ((n—1)+1)g:(n—1)g+g.

Se n < 0, entao

Desta forma, todo Z-mdédulo se comporta como no exemplo 2.4.

Definigao 2.5. Seja { My }aer uma familia arbitraria de K-modulos. Definimos sua soma

direta @ M, como sendo o conjunto:
ael’

{aplica§6es m: [ — U M,

acl

m(a) € M, (Va € T'),m(a) = 0 para quase todo a € F}

e, sem € @ M, escreveremos m(a) = mg,.
acl’

Na defini¢ao acima, a frase “m(a) = 0 para quase todo a € I deve ser entendida
como: o conjunto {a € I' | m(a) # 0} ¢ finito.

Munido das operagoes:
o (my + mg)(a) =my(a)+me(a) Ya €T,
o (km)(a) =km(a) VaeTl, k€K,

damos a @ M, uma estrutura de K-médulo.
ael

Definicao 2.6. Seja M um K-maodulo. Um subgrupo N de M é um K-submddulo se a

multiplicacao escalar de M preserva N, isto €, se
kme N, VkeK e Vm e N.

A proposicao abaixo é uma consequéncia imediata da definicdo acima.
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Proposicao 2.7. Seja M um K-modulo. Um subconjunto nao vazio N de M ¢é um K-
submddulo de M se, e somente se (kymy + kamg) € N para quaisquer my,ms € N e

]{?1,]{?2 e K.

Seja M um K-moédulo e N um K-submodulo de M. Considerando apenas a estrutura
de grupo aditivo de M podemos construir o grupo quociente M/N = {m+ N | m € M}.

Sobre este grupo (M /N, +) podemos considerar a seguinte multiplica¢do por escalar:
KxM/N — M/N
(k,m+N) — km+N

E facil ver que esta operacao é bem definida e que M/N é um K-mdédulo, denominado

K-médulo quociente de M por N.

Definicao 2.8. Sejam M e N dois K-modulos. Uma aplicacio ¢ : M —> N € um

homomorfismo de K-mddulos ou um K-homomorfismo se
i) (;S(ml + mz) = ¢(m1) + ¢(m2), le, me € M,'
ii) ¢p(km) =kop(m), VkeKeVme M.

Definicao 2.9. Sejam M e N dois K-mddulos e ¢ um K-homomorfismo de M em N tal

que ¢ € bijetivo. Dizemos entao que ¢ é um K-isomorfismo de M em N.

Quando existir um K-isomorfismo entre dois K-médulos M e N, dizemos que eles sao
isomorfos e escrevemos M = N.

Seja M um K-moédulo. Denote por Endg (M) o conjunto dos K-endomorfismos de M,
isto é, homomorfismos de M em M. Dados f, g € Endg(M), a aplicacao f+¢g: M — M
definida por (f +g)(m) := f(m)+ g(m), para todo m € M, é um K-endomorfismo de M.

Além disso, fog € Endg(M). E f4cil ver que o conjunto Endg (M) munido das operagoes

+: Endg(M) x Endg(M) — Endg(M)

(f.9) —  ftyg

Endg(M) x Endg(M) — Endg(M)

(f.9) —  fog

é um anel associativo e unitario.
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Definicao 2.10. Seja M um K-maodulo. Um conjunto B C M ¢é dito uma base para M
se todo elemento de M pode ser escrito unicamente como uma combinac¢ao linear finita

de elementos de B com coeficientes em K. FEquivalentemente:

i) Dadom € M, existemky,... k, € Keby,... b, € B tais quem = kybi+...+k,by,.

Em outras palavras, B gera M;

i) Dados ky,...,k, € K eby,...,b, € M, se kiby + ...+ kpb, =0, entao k; = 0 para

i=1,...,n. Em outras palavras, B € um conjunto linearmente independente (l.i.).
Definicao 2.11. Um K-mddulo M ¢é dito um K-maodulo livre se ele possui uma base.
Exemplo 2.12. Todo espaco vetorial sobre um corpo K é um K-modulo livre.

Exemplo 2.13. Se K ¢é um anel unitario, o K-modulo xK € livre e o conjunto {1x} é

uma base.
Agora vamos ver uma importante caracterizacao dos médulos livres.

Proposicao 2.14. Seja M um K-mddulo. Entao M é um K-maodulo livre se, e somente

se M € isomorfo a uma soma direta de copias de K.

Demonstragao. ( =) Se M é um modulo livre, considere B = {b, }aer uma base de M.

Entao, dado um elemento m € M, podemos escreveé-lo de forma tinica como m = g kabe,

aecl’
com k, € K, Va € I" e k, = 0 para quase todo a € I'. Dessa forma, defina:

¢:M—>@K, m:Zkabar—>s em que S, = ko, VaeT.
a€cl’ acl’

E fécil ver ¢ é um isomorfismo de K-mddulos.

(«<=)Se M = P K, seja ¢ : M — P K um isomorfismo de K-médulos. Considere

ael ael
o conjunto B = {6,3 e PpK ‘ B € F} dado por:
ael
. 1 se i=p
es(i) =

0 se ieD\{8}

Note que B é uma base para @ K. De fato,
acl’
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e Sejas € P K. Entao s: ' — |J K é tal que s(a) € K Va € I' e s(a) = 0 para
a€cl’ acl
quase todo o € I'. Assim

s(i) = Zs(a)ea(i), para i €I,

e, portanto, B gera @ K.
acl’

o Se kg es + ...+ kg e, =0, em que kg, € K, entao
(]{351651 + ...+ k5n€5n>(5i) =0, e=1,...,n.
Logo, kg, =0, Vi=1,...,n e, portanto, o conjunto B ¢é l.i.

Uma vez que isomorfismos preservam bases, temos que o conjunto {¢~'(eg) | 8 € F} é

uma base para M. O
Corolario 2.15. Seja M um K-mddulo livre. Entdo M = {0} ou #M > #K.

Demonstragao. Pela proposicao 2.14, se M é livre, entao M = @ K. Assim, se M # {0},
ael
entdo I' # () e, portanto, #M = # P K > #K. ]

ael

Segue do corolario acima que se M é um Z-modulo livre entao M nao pode ser finito.
Em particular, o Z-médulo Z,, nao é um Z-médulo livre.

Se A é um anel arbitrario, entao duas bases distintas de um A-médulo livre M tém
a mesma cardinalidade? Quando A é um corpo e, portanto M é um espaco vetorial,
sabemos que a resposta ¢é afirmativa. No entanto, existem maddulos livres com bases de

diferentes cardinalidades, como mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 2.16. Suponha que M ¢é um K-mddulo livre com base {by,ba,...}. Seja A =
Endg (M) o anel dos endomorfismos de M. Como todo anel, A é um mddulo livre sobre

st mesmo e {14} € uma base. Sejam 1,y endomorfismos de M determinados por:

s

bit1y2 se t € impar,
pu(bi) = .
0 se & € par,

’

0 se i € impar,
P2(bi) = _
bija se 1t € par.
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O A-mddulo A também € livre com base {y1, p2}. Para ver isso, note primeiro que para

todos g1, 92 € A, o endomorfismo h = g1 + g2tp2 satisfaz

h(bai) = g2(bi) e h(bai—1) = g1(bs),
para todo i > 1. Por isso, se h € o endomorfismo nulo, entdo g, e go devem ser nulos.
Assim o conjunto {¢1, 2} € linearmente independente.

Por outro lado, dado qualquer f € A, sejam fi, fo endomorfismos de M determinados

por

f1(bi) = f(b2i—1) e fo(bs) = f(bxi),
para todo i > 1. Disso seque imediatamente que f = fip1 + faps. Porisso, {¢1, 2} gera
A.

Definicao 2.17. Um anel A possui a propriedade de invariancia dimensional se, para
qualquer A-mddulo livre M, todas as bases de M possuem a mesma cardinalidade. Nesse
caso, ao cardinal comum das bases de M chama-se dimensao de M, e escreve-se dima M.

Esse cardinal comum também € denominado de posto de M.

O anel A definido no exemplo 2.16 nao tem a propriedade de invariancia dimensional.
No entanto, médulos sobre uma grande classe de anéis (que incluem, por exemplo, anéis
comutativos nao nulos) tém a propriedade de invariancia dimensional.

Uma vez que modulos sao generalizagoes de espagos vetoriais, ¢ natural que alguns
resultados cldssicos de espacos vetoriais nao sejam verdadeiros para modulos em geral.
Espacos vetoriais sao modulos livres em que todas as bases tém o mesmo posto. Ai
ja temos uma diferenca na comparacao com modulos. Segue abaixo uma sequéncia de

exemplos que ilustram outras diferencas entre espacos vetoriais e modulos.

Exemplo 2.18. Em geral nao é verdade que todo subconjunto linearmente independente
de um mdodulo livre possa ser ampliado a uma base.
De fato, o modulo 77 € livre e o conjunto 2 € linearmente independente. No entanto

nao € base e nem pode ser ampliado a uma base, visto que zZ tem posto 1.

Exemplo 2.19. E'falso, em geral, que todo conjunto gerador contém uma base.

Uma vez que todo inteiro n pode ser escrito como n = 3n — 2n, seque que o {2,3} é

um conjunto gerador de zZ. No entanto, esse conjunto nao contém nenhuma base.
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Exemplo 2.20. Nem sempre um submodulo de um mddulo livre € livre.
Considere o Zg-submddulo H = {0,2,4} de 7,Z¢. Uma vez que todos os elementos de

H sao linearmente dependentes, temos que H nao € livre. No entanto, 7,Z¢ € livre.

Exemplo 2.21. Seja M um A-mdédulo livre e S C M um submdédulo, também livre. Nem
sempre € verdade que o numero de elementos de uma base de S é menor que o numero
de elementos de uma base de M.

Considere o Z-modulo 7 & 7 e o submddulo S gerado pelos elementos linearmente
independentes (1,1) e (—1,1). Temos que o conjunto {(1,0),(0,1)} é uma base de Z @ Z
e que (1,0),(0,1) ¢ S. Assim, S CZ & Z e dim zS =dim 37 & Z.

A proposicao abaixo nos dd uma condicao sobre um anel K afim de que os submédulos

de um K-modulo livre também sejam livres.

Proposicao 2.22. Seja M um K-mdodulo livre, em que K é um dominio de ideais prin-
cipais (DIP), e seja N um K-submddulo de M. Entao N também € livre e o posto de N

¢ menor ou igual ao posto de M.

Demonstracgao. Seja B = {b; | i € I} uma base para M. Pelo axioma da escolha existe
uma relagao de ordem < para o conjunto B de forma que (B, <) é bem ordenado. Desta

forma, todo elemento nao nulo u € N pode ser escrito como
u = kobo + kgbg + -+ - + kb,

em que b, > bg > ... > b, e k, é um elemento nao nulo de K. Denote por A(u) o termo
lider dessa combinagao. Assim A(u) = kobq.

Seja A = {a € B| Jk € K tal que ka = A(u) paraalgum u € N}. Para cada
a € A defina J(a) = {0} U{k € K| ka = A(u) para algum v € N}. Temos que J(a)
¢ um ideal de K. De fato, sejam r,r" € J(a) e k € K. Assim, ra = A(u) e 'a = \(u')
em que u,u’ € N. Ser+71" # 0 entdo (r +1")a = AMu + ') e, portanto, r + 1’ € J(a).
Se kr # 0, entdo kra = A(ku) e, portanto kr € J(a). Seja n, € J(a) o gerador desse
ideal. Entao existe um u € N tal que A(u) = nya. Seja u(a) um determinado elemento
de N com essa propriedade (aqui usamos novamente o axioma da escolha). Afirmamos

que C' = {u(a) | a € A} é uma base para N.
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De fato, sejam wu(ay), ..., u(a;) elementos distintos de C' e suponha que a; > ... > a;.
Temos que u(a;) = ng,a; +v(a;), em que i = 1,...,t e v(a;) é uma combinacao linear de
elementos de B menores que a;. Note que a; ndo pode aparecer em nenhum v(a;) em que
J > 1, pois do contrério a; < a;. Seja

t

0= Z kiu(a;) = Z (kinaiai + k’ﬂ(az’))

i=1

em que k; € K. Como a; aparece uma tunica vez nessa ultima expressao, temos que
t

k1 = 0 e a expressao se reduz a » (k‘maiai + k:iv(ai)). Mas ay aparece uma unica vez
=2

nessa expressao e, portanto ko - 0. Prosseguindo com esse raciocinio temos que o0s

elementos de C' sao linearmente independentes.

Resta agora mostrar que os elementos de C' geram N. Suponha que nao. Tome
entao u € N tal que u nao é uma combinacao linear de elementos de C' de modo que
AMu) = ka e a € B é minimal. Desta forma, a € A e k € J(a) = (n,). Entao k = rn, e
A(ru(a)) = rn,a = ka. Consequentemente, u — ru(a) que estd em N e nao é combinagao
linear de elementos de C' tem termo lider menor que a contrariando a minimalidade de a.

Finalmente, note que a base C' de N tem a mesma cardinalidade do subconjunto A

de B e, portanto o posto de N é menor ou igual ao posto de M. O
A reciproca da proposicao acima também é valida:

Proposigao 2.23. Seja K um dominio de integridade tal que para todo o K-maodulo livre

M os submddulos N de M sao livres. Entao K é um dominio de ideais principais (DIP).

Demonstracao. Uma vez que xK é um K-modulo livre, temos, por hipdtese, que todos os
K-submédulos de xK sao livres. Seja I um ideal de K. Claramente, I é um K-submodulo
de K. Note que uma base de I s6 pode conter um elemento pois quaisquer dois elementos

a,b € I sao linearmente dependentes:
(=b)a+ ab = 0.
Finalmente, se {d} é uma base de I, em particular I é gerado por d, logo I é principal. [

Definicao 2.24. Seja M um K-mddulo. Um elemento m € M, m # 0, tal que km = 0,
para algum k € K, k # 0, € chamado de elemento de tor¢ao de M.
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Seja M um K-moédulo. Denote por
Tor(M) :={m e M | 3k € K\{0} tal que km = 0}.

Em outras palavras Tor(M) é o conjunto formado pelos elementos de tor¢ao de M e pelo
0. Se M = Tor(M) diz-se que M é um mdodulo de tor¢do; se Tor(M) = {0} diz que M ¢é

lwvre de torgao.

Exemplo 2.25. O Z-mddulo Z,,, n > 2, € de tor¢cao enquanto que o Zg-mddulo Zsy € livre

de tor¢ao.

Proposicao 2.26. Seja M um K-modulo em que K é um dominio de integridade. Entao

o Tor(M) é um K-submddulo de M.

Demonstragao. Sejam my, mg € Tor(M) e di,ds € K. Entao existem ki, ks € K, nao

nulos, tais que kym; = 0 e kamy = 0. Logo,
(lﬁkg)(dlml + dzmg) = (/ﬁkg)(dlml) + (kﬂfg)(dg?ﬂz) = (klkgdl)ml -+ (lﬁkgdg)mg
= (k‘lekl)ml + (k‘ldgk’g)mQ = (k’gdl)(klml) + (kldg)(kgmg) = 0,
e uma vez que k1ky # 0 ( K é um dominio), entao (dymy + dams) € Tor(M). O

Proposicao 2.27. Se M é um K-maodulo livre, em que K é um dominio de integridade,

entdao Tor(M) = 0.

Demonstragao. Seja {e;};cr uma base para M e m € Tor(M) entdo, por um lado existem
ki,...,k, € K tais que m = kye;; + ... + kye;, e, por outro lado, existe d € K, nao nulo,

tal que dm = 0. Logo,

Portanto, dky = ... = dk, = 0 e, uma vez que d # 0 e K é um dominio, entao k; = ... =

k, =0, isto é, m = 0. O

A proposicao acima afirma que todo K-mddulo livre, em que K é um dominio de
integridade, é livre de torcao. No entanto, a reciproca nao é verdadeira. Por exemplo, o

Z-médulo Q é livre de torgao (pois se n € Z é nao nulo e § € Q, entao n§ =0<np=
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0 = p = 0), mas ndo é um Z-médulo livre. De fato, sejam % e % dois racionais nao

nulos e, portanto pypy # 0. Uma vez que

P b2
(PQCh)— - (p1CJ2)— =0,
q1 q2

entao qualquer conjunto com pelo menos dois racionais ¢ linearmente dependente. Por

outro lado, nenhum racional gera todos os racionais.

Definicao 2.28. Seja M um K-mddulo e N um K-submaodulo de M, definimos o isolador
de N como

I(N)={me M |3IkecK k+#0, tal que km € N}.

Claramente, N C I(NN). Além disso, se K é um dominio de integridade, entao I(NV) é
um K-submoédulo de M.

Proposicao 2.29. Sejam M um K-mddulo, em que K é um dominio de integridade, e

N um K-submddulo de M. Entiao Tor(M/N) # {0} se, e somente se, N & I(N).

Demonstracao. Temos que
Tor(M/N) # {0} <= 3Im ¢ N tal que km € N para algum 0 # k € K

<= 3dm ¢ N talque me€ I[(N) <= N ¢ I(N).

2.2 Algebras

No decorrer desta secao, considere que K é um anel associativo, comutativo e unitario.

Definigao 2.30. Uma dlgebra A sobre um anel K ou uma K-dlgebra é um maodulo sobre

K munido de uma multiplicagdo - : A X A — A com as sequintes propriedades:

1. A terna (A, +,-) € um anel, isto €, valem as leis distributivas:
(x4+y)-z=x-24+y-z, paratodos x,y,z€ A e
z-(r+y)=z-x+ 2y, para todos z,y,z € A.
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2. Para todos x,y € A e k € K, temos
k(z-y) = (kx) -y =z - (ky).

Exemplo 2.31. Todo anel com identidade é uma Z-dlgebra. De fato, seja (A,+,-) um
anel (com identidade). Como vimos, (A,+) é um Z-mddulo. Vamos verificar que para
todo inteiro n e todos x,y € A € vdlida a igualdade n(x-y) = (nx)-y. Considere primeiro
n > 1. Sen =1 nao hd nada a fazer. Suponha que a igualdade se verifique para todo

inteiro m < n. Assim,
nz-y)=m-@-y)+z-y=(n-1z) y+z-y=(n—Dz+z) y=(nz) y.
Sen <0, entio
n(@-y) = nl( = (z-y)) = Inl((=2) - y) = (Inl(=2)) -y = (nz) - y.

O caso em que n =0 € trivial.

De forma andloga verifica-se a igualdade n(x-y) = x - (ny). Logo, A € uma Z-dlgebra.
Definigao 2.32. Seja A uma K-dlgebra.

i) A € associativa se o anel (A,+,-) € associativo;

i) A é comutativa se o anel (A,+,-) € comutativo;
iii) A € de Lie se o anel (A,+,-) € de Lie, isto é, dados a,b,c € A, temos

a-a=0 (alei anticomutativa),
(@-b)-c+(b-c)-a+(c-a)-b=0 (aidentidade de Jacobi);

iv) A € unitdria se o anel (A,+,-) € unitdrio.

Em uma algebra associativa é possivel definir uma nova operagao de modo a torné-la
uma algebra de Lie. Mais precisamente, dada uma K-algebra associativa A, defina em A

a seguinte operagao:
[]: AxA — A
(a,b) +— [a,b] =ab—ba
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E direto verificar que A com esta nova operacao ¢ uma K-algebra de Lie. Essa nova
algebra, isto é, (A,+,[,]) é chamada de dlgebra de Lie associada & A e é denotada por
A, Dizemos que [a,b] é o comutador de a e b. Dados ay,...,a, € A, n > 3, definimos
indutivamente

[al, . ,an} = [[al, . ,an,l],an]

e denominamos comutadores normados a esquerda de comprimento n.
Definicao 2.33. Seja A uma K-dlgebra.

1. Um submddulo B de A ¢ uma subdlgebra de A se ele ¢ fechado com respeito a

multiplicacao, isto é, by, by € B implica biby € B.

2. Um submdédulo I de A € um ideal bilateral (ou simplesmente ideal) de A se a1b € 1

e bay € I para todos a1,a, € A ebel.

Claramente todo ideal é um submoddulo, no entanto a reciproca nao é verdadeira.

Seja {I, | A € I'} uma familia de ideais de uma K-édlgebra A. Pode-se mostrar que
Mxer Ix ¢ um ideal de A. Com isso, dado S C A, o ideal gerado por .S, denotado por I(5),
serd a interseccao de todos os ideais de A que contém S. Claramente, este é o menor ideal
de A que contém S. Além disso, temos que I(S) é o K-médulo gerado pelos elementos
S,a18, Sy € a1Sas em que aj,as € Ae s e S.

O centro de uma K-élgebra A, denotado por Z(A), é definido por
Z(A):={a€ Alab="0baVbe A}.

Note que o centro de uma algebra é um exemplo de uma subdlgebra que nao é, necessari-

amente, um ideal.

Definicao 2.34. Sejam A e B K-dlgebras. Uma aplicacio ¢ : A — B € dita um

homomorfismo de K-dlgebras se

(i) ¢ € um homomorfismo de K-mddulos.

(ii) ¢(x-y) = ¢(x) - ¢(y) para todos x,y € A.
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2.3 Algebra livre

No decorrer desta secao, K denotara um anel associativo, comutativo e unitario.

Seja X = {z1,x9,...} um conjunto infinito e enumerdvel em que os seus elementos
sao denominados varidveis. Definimos uma palavra em X como uma sequéncia finita
TiTiy ... Ty, em que n € N e x;; € X. Definimos o tamanho (ou grau) da palavra
TiyTiy ... x;, como sendo n. Quando n = 0, a palavra é denominada palavra vazia e é
denotada por 1. Seja P o conjunto de todas as palavras em X.

Denote por K(X) o K-mdédulo livre com base dada pelo conjunto P. Os elementos
de K(X) sao denominados polinomios. O polinomio k;x;, ...z;,, ki € Ke z;; € X,
também é chamado de monomio. O grau do monoémio k;z;, ...x; quando k; # 0 é o

grau da palavra z;, ...x;,. Note que se f € K(X), entdo f = > . m;, em que m; é

-
um monomio. Se as varidveis que aparecem nos monomios de f € K(X) pertencem ao
conjunto {z1,xs,...,x,}, escrevemos f = f(x1,xq,...,2,).

Considere em K(X) a multiplicacao induzida pela seguinte multiplicagao definida nos

elementos de P:
(@iy o) - (T, oo ) = Ty oo T Ty Tgs Ty, T, € X

O K-médulo K(X) munido desse produto é uma K-algebra associativa com unidade, que
é a palavra vazia.

A K-algebra K(X) tem a seguinte propriedade:

Proposicao 2.35 (Propriedade Universal). Seja K um anel associativo, comutativo e
unitario e A uma K-dlgebra associativa e unitdria. Entdo qualquer aplicacao ¢ : X — A
pode ser estendida a um unico homomorfismo ® : K(X) — A. Em outras palavras,

existe um tinico homomorfismo ® : K(X) — A tal que ®(x) = ¢(x) para todo x € X.

Demonstragao. Defina a aplicagdo ® : K(X) — A de forma que:

se p=uwm;, ...x;, € P, entao P(p) = d(zy,) ... ().
Seja f € K(X). Entao f = > a;p; em que o; € K e p; € P para todo ¢ = 1,...,7.

=1

Defina ®(f) = > a;¢(p;). Pela defini¢ao de ¢ temos que ®(z) = ¢(z) para todo = € X.
i=1

E imediato verificar que ® é um homomorfismo e que é o tnico que estende ¢. O

27



Por essa propriedade, dizemos que K(X) é a élgebra associativa unitaria livre, livre-

mente gerada por X.
Defini¢ao 2.36. Seja f = f(z1,...,2,) € K(X).

1) Se em cada mondémio de f a varidvel z;, i € {1,2,...,n}, aparece exatamente m

vezes, dizemos que f € homogéneo de grau m na varidvel x;.

2) Se f for homogéneo de grau m; na varidvel z; para todo i = 1,2, ... ,n, dizemos que
f € multi-homogéneo de multigrau (my, ma, ..., my,).
3) Se f for multi-homogéneo de multigrau (1,1,...,1) dizemos que f é multilinear de
—_——
grau n. "
Dados my, ..., m, inteiros positivos, denote por H,,, ., o conjunto dos polinomios
multi-homogéneos de multigrau (my, . . ., m,) nas variaveis xq, . . ., x,. Temos que H,,, _ m.

¢ um K-submédulo de K(X).

Denote por P,(xy,...,x;, ), n>1ei; <...<i,, oconjunto dos polinémios multili-
neares de grau n nas variaveis x;,,...,z;, . E facil ver que P,(z;,...,x;,) é um K-
moédulo livre e que {xic(l) T | 0 € S,} é uma base para P,(x;,,...,x; ). A notagao
simplificada P, serd usada para P, (z1,...,%,).

Sejam f,g,h € K(X). Uma vez que

[fv [gahH = _[gvh7.ﬂ = [h7fag]+[fagah] = _[f’hvg]—'—[f)g)h]a

temos a identidade
|:f7 [gvh]] = [fvgvh] - [fahag]

que sera usada na demonstracao da proposicao abaixo.

Proposicao 2.37. Seja f € K(X) e seja m um inteiro maior que 3. Entdo

[f, [:cl,xg,...,:cm]] = Z kolf, To1ys - s To@m)]

UESm

em que k, € {—1,0,1}.
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Demonstracao. Se m = 2, entao [f, [xl,azg]] = [f, :1:1,.7:2] — [f, xQ,xl}. Suponha que o

resultado seja valido para algum m > 2. Temos que
[f, [le,xz, e T xm+1]] = [f, [[acl,xg, e Tl meH
- |:[f7 [xlam% v 7me7xm+1} - |:[f7 xm—l-lL [Ihx% R 7xm]] .

Segue da hipdtese de inducao que

[fv [3:171'27"'71"771}} = Z To [fv xo’(l)axa(Z)a"'>$o‘(m)]

O’ESnL

[[f?xm+1:|7 [x17x27"'7$m}i| = Z So [[f? xm+1]7xd(1)7x0(2)7"'Jxo(m)}

UES’m

em que 7,,5, € {—1,0,1}. Portanto,
[f, [xl, oy ... ,xm,me]]

= Z (TO' [fy La(1)y La(2)s+ -+ s La(m), xm—l—l} — S¢ [f7 Tm415 Lo(1), Lo(2)y -« + Ia(m)})

G’GSm

= Z ks [f, T51)y - - - >$5(m+1)}
0ESm+1

em que ks € {—1,0,1}. O

Seja Com(X) o conjunto de todos os comutadores (normados a esquerda) de compri-

mento n > 2 em X, isto é,
Com(X) = {[zi, ..., 2] |t >2, z;, € X}.
Denote por L(X) o K-submdédulo de K(X) gerado, como médulo, por X U Com (X).
Proposigao 2.38. [f, g] € L(X) para todos f,g € L(X).

Demonstragao. Sejam f,g € X U Com(X). Se f e g estdo em X, entdo [f,g] €
Com (X) C L(X). Considere o caso em que pelo menos um dos dois polinomios nao
estd em X. Sem perda de generalidade, suponha que g € Com (X). Segue da proposigao
2.37 que [f,g] € L(X).
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Desta forma, L(X) é uma K-subdlgebra de lie de K<X >(_) gerada, como algebra, por X.

Proposicao 2.39. Seja PL, = P, N L(X). Entao, paran > 1, o conjunto
{[l’n, To(1)y - - - wxo(n—l)] | o c Snfl}
¢ uma base do K-modulo PL,,.

Demonstracao. Denote o conjunto {[xn,xo(l),...,xg(n_l)] | o € Sn,l} por .. Temos

que um elemento de PL,, é uma combinacao linear de elementos da forma
[Ty ooy @iy Ty Ty s -5 Ty

em que k > 0 e {i1,...,in1} = {1,...,n — 1}. Claramente esses elementos estdo no
K-modulo gerado por .Z quando £ = 0 ou £k = 1. No caso em que k > 2, segue da

identidade de Jacobi e da anticomutatividade que

[567;1, e Ty Ty Ty s - - ,a:,-nfl] = “[az‘il, . 7xik,1]7xik>$ni| N ,xinl]

- [xn, Ti, [xil, e T ) T ,xin_l] — [:pn, [%‘17 s T ] Ty Ty - - ,a:in_l].
Assim, pelo lema 2.37, [:L‘il, e Ty, Ty T e ,xin_l} estda no K-mdédulo gerado por .Z.
Seja

E ka[xn, xg(l), . ,[Eg(n_l)] =0 (2.1)
oESH—1

em que k, € K. Podemos escrever a equacgao 2.1 como

Z kotnTony .. Tom-1) + Z TrZr(1) - -+ Trn) = 0.

Sh— €s
oEdn—1 7_7%1)72”

Logo, k, = 0 para todo o € S,,_.

Corolario 2.40. PL, tem uma base formada por elementos da forma
[I1,$i2, Ce ,ZL‘Z‘”]
em que {ia, ..., i} =4{2,...,n}.
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Demonstrag¢ao. O argumento é andlogo ao da proposi¢ao2.39. m

De um modo geral, denote por PL,(z;,...,x;, ), n > 1eiy < ... < i,, 0 conjunto
P.(xiy,...,x; )N L(X). Claramente PL,(x;,...,z; ) é um K-mddulo livre que tem uma
base formada por todos os comutadores multilineares nas variaveis x;,, ..., x; tais que

x;, € o primeiro elemento.
Denote por B(X) a subalgebra de K(X) gerada, como &dlgebra, por Com (X) e pela
unidade de K(X). Os polinomios de B(X) sao denominados polinomios préprios. Note

que se f € B(X) \ K, entao

f = Z ki[xi(u), . ,xi(ul>][xi(21), P 7xi(2z2)] . [Z‘Z‘(nl), . ,l’i(ntn)],
%

em que k; € K.

Denote por By, ... m, 0 conjunto dos polinomios préprios multi-homogeéneos de multi-
grau (my,...,m,) nas variaveis i, ..., x,, respectivamente. Desta forma By, ., =
Hp,....m, N B. Por exemplo, [x1, %2, T1, T2, T3], [X1, T2, T3][T1, 2] € Baga.

Denote por I',,, n > 2, o conjunto dos polinomios préprios que sao multilineares de

grau n nas variaveis i, ..., x,, isto é, I';, := B(X) N P,. Por exemplo,
[:Cla T2, T3, Ty, 33'5], [Q?l,l'g] [l’4,$5,$2] € F5-

Temos que I',, € um K-moddulo.

2.4 A base de Specht para P, em Z<X>

Considere nesta secao que K é um anel associativo, comutativo e unitario. Conforme
vimos anteriormente, se em uma K-algebra associativa e unitaria A definimos a operagao
[,] tal que [a,b] = ab — ba para todos a,b € A, entdo o K-médulo A com essa operacao é
uma algebra de Lie, denominada algebra de Lie associada & A e é denotada por A(). Por
outro lado, dado uma K-algebra de Lie G, existe uma K-algebra associativa e unitaria
A tal que G possa ser mergulhada em A(7)? A resposta a essa questdio, como veremos
abaixo, é dada pelo teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt. Usamos esse teorema para exibir

uma base para P, em Z(X >, denominada base de Specht.
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Definicao 2.41. Seja G uma K-dlgebra de Lie. Uma dlgebra envelopante universal de G

¢ um par (U(G),€) em que
i) U(G) é uma K-dlgebra associativa unitdria;
ii) € : G — U(G)7) € um homomorfismo de dlgebras de Lie;

il) satisfaz a seguinte propriedade universal: para toda K-dlgebra associativa unitdria
A e todo homomorfismo de K-dlgebras de Lie ¢ : G — A, existe um nico

homomorfismo de K-dlgebras associativas unitdrias v : U(G) — A tal que e = ¢.

Proposicao 2.42. Para toda K-dlgebra de Lie G, a dlgebra envelopante universal de G

existe e € unica a menos de iSomorfismos.
Demonstragao. Veja [5] pdginas 57 e 58. ]

Exemplo 2.43. Lembramos que L(X) foi definido como sendo o K-submédulo de K{X)
gerado por X U Com (X) em que Com(X) = {[z;,, ..., ;) |t > 2, x;; € X }. Além disso,
conforme vimos na se¢ao anterior, L(X) é uma subdlgebra de Lie de K<X>(_). Considere
entdo a inclusao v : L(X) — K<X>(7) e sejam A uma K-dlgebra associativa unitdria e
¢ : L(X) — A um homomorfismo de dlgebras de Lie. A aplica¢io ¢y : X — A
definida por ¢o(z) = ¢(z), v € X, induz um inico homomorfismo 1 : K<X> — A tal
que P(z) = ¢(x). Assim, Y1 = ¢ e, portanto, (K<X>, L) € a dlgebra envelopante universal
de L(X).

Proposicao 2.44 (O Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt).
Seja G uma K-dlgebra de Lie e (U(G),€) sua dlgebra envelopante universal. Se G é um
K-mddulo livre e E = {e; | i € I} é uma base bem ordenada para G, entio U(G) € um

K-maodulo livre com base dada pelos elementos da forma
€ley ) -ele,), 1 < <y, i€, p=0,1,2,....
Em particular, € : G — U(G)7) € injetivo.

Demonstracao. Veja [5] paginas 58 e 59. O
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Seja G uma K-élgebra de Lie gerada por um conjunto X = {x1,zs,...} e seja F
uma K-algebra de Lie arbitraria. Se para toda aplicagao ¢g : X — F', existir um tnico
homomorfismo ¢ : G — F' tal que ¢(z) = ¢o(x) para todo z € X, entao G é denominada

algebra de Lie livre, livremente gerada pelo conjunto X.

Proposicao 2.45. Se G € a K-dlgebra de Lie livre, livremente gerada pelo conjunto X,

entio L(X) = G.

Demonstra¢ao. Considere a aplicagao g : X — X C L(X) definida por ¢o(z) = = para
todo x € X. Uma vez que G ¢é a algebra de Lie livre, livremente gerada por X, existe um
tnico homomorfismo de édlgebras de Lie ¢ : G — L(X) tal que p(x) = ¢o(z) = .

Seja U a algebra envelopante de G. E conhecido que G é um K-mddulo livre (veja,
por exemplo [5] paginas 48 e 49). Desta forma, pelo teorema de Poincare-Birkhoff-Witt,
G ¢é isomorfo a uma subélgebra de Lie de U(-). Sem perda de generalidade, suponha
que G C U. Considere a aplicacao 1y : X — X C G definida por ¢y(z) = z. Uma
vez que K<X > é a algebra associativa unitaria livre, livremente gerada por X, existe
um unico homomorfismo de algebras associativas unitarias ¢ : K<X > — U tal que
W(x) = Po(z) = 2. Note que (L(X)) C G. Portanto, se ¢ é a restrigao de ¢ a L(X),
entdo ¢ ¢ um homomorfismo (de dlgebras de Lie) de L(X) em G tal que ¢(z) = 2. [

Vimos que uma base linear para P,, o K-submddulo de K(X) dos polinomios mul-
tilineares nas varidveis x1,...,z,, é dada pelo conjunto {Z,a)...Zem) | ¢ € S,}. Se
K = Z, entao existe uma base ordenada para P, conhecida como base de Specht. Na
sequéncia desta segao serd feita a construcao dessa base. Para tanto, P, e L(X) serao
vistos como Z-submoédulos de Z<X > Vale lembrar que qualquer Z-submoédulo de Z<X >

é livre (proposicao 2.22).

Definicao 2.46. Sejan > 1.

(1) Seja {i1, ... ik} um subconjunto de {1,...,n}. O monomio x;, ...x;, € denominado
regular se iy < ... < ix. O comutador multilinear [x;,, Ty, ..., x; | € denominado
reqular se iy € o menor elemento do conjunto {iy, ..., 1;}.
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(2) O produto multilinear CW € P,, em que C = Cy...Cs (s > 0) € um produto de
comutadores requlares e W é um monomio reqular ou € 1, € também denominado

reqular se

(a) o grau de C; nao cresce da esquerda para direita; e

(b) o indice da indeterminada inicial de comutadores C; de mesmo grau cresce da

esquerda para direita.

Exemplo 2.47. O conjunto dos produtos regulares de Py, Py e P53 sdo, respectivamente,

1qUaLs a
{:El}a {.1'1332, [:Ula x2]} e {xl.fﬁgl'g, [:Ela xQ]xi’n [:Ula xS]x% [an x3]xl7 [331,.172,.1’3], [Z’l,ﬂfg,l'g]}.

Proposicao 2.48. O conjunto dos produtos requlares de P, (n > 1) gera P, como Z-

modulo.

Demonstracao. Temos que P; é gerado por x1, que é um produto regular de P;. Seja
n um inteiro maior que 1 e suponha que para todo m < n, P,, seja gerado pelos seus
produtos regulares. Para verificar que o conjunto dos produtos regulares de P, (n > 1)
geram P, ¢ suficiente mostrar que os mondmios g, = To(1)To(2) - - - To(n) €M que o € S,
sao combinagoes lineares de produtos regulares de P,. Se ¢ = 1 (identidade), entao ¢,
é um produto regular. Para o caso em que o # 1, usando as relagdes ab = ba + [a,b] e
alb, c] = [b,cla—1b, c,al em que a,b, c € Z<X>, podemos escrever ¢, como uma combinacao

linear de z,25 . ..z, com elementos da forma
[Ty | Tk g, emque T >2 € {J1,..., 0, k1, ke = {1, 0}

De acordo com o corolario 2.40, podemos supor que j; € o elemento minimal do conjunto
{j1,...,jr}. Pela hipétese de indugao, o monémio wy, ...xy, , pode ser escrito como uma
combinacao de produtos regulares de P, (zk,, ..., Tk, ). Assim [z, ..., 25 |Tk ... Tk, _,
pode ser escrito como uma combinacao linear de elementos da forma C;C5y...C,W em
que C; é um comutador regular e W é um mondmio regular (ou é 1). No entanto, pode
ocorrer da ordem dos comutadores C', ..., nao estar de acordo com a definicao de
produto regular. Nesse caso, basta usar a relacao C;C; = C;C; + [C;, C}] e o fato de que

[C;, C;] € L(X) (proposicao 2.38). O
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Exemplo 2.49. O monomio xoxsxi1x3 de Py pode ser escrito como
T1T2X3T4 — [$3, $4]$1I2 - [5131,$2]$3$4 - [351, $4]IE2$3

(21, T4, T3|T2 — 21, T3, Ta|T2 + o, T4, 3|1 — [T2, T3, T4]T1 + [T1, T4, To] T3
+[$1,3§'2,l’4,l’3] - [331,172,1’3,334] - [551,1‘4,373,372] + [x17x37x47x2] + [’IlaxQHxi’nxd-

Seja X o0 Z-submédulo de Z<X> gerado por X e seja C(“ """ )m i) (k > 2) o Z-
submédulo de Z(X > gerado pelos comutadores de multigrau (m,, ..., m;, ) nas variaveis
Tiy,--., % em que i3 < ... < i Por exemplo, C’((1222)) ¢ gerado pelos comutadores
(1, T2, T1, Xa), [T1, T2, Ta, X1], [T2, X1, T1, T3] € [2, 21, 9, x1]. Temos que

r=Xe( @ o) e (D)

mg> 1
para algum j

Uma vez que C(Zl )) = PLi(x4y,...,x; ), segue do corolario 2.40 que uma base para esse

Z-médulo ¢ dada pelos comutadores multilineares em z;,,...,x; em que x;, é primeiro
1)

(1,1,1)

1,..
elemento. Denote essa base por ‘5(1.1’ ..)- Por exemplo, ‘5246 = {[372, Ty, Tg|, [2, Te, $C4]}.

C«(mn: 7mzk)

mi>1 > (i,008) Assim

Seja ¢ uma base arbitraria para o Z-mddulo €
xueu(Jen)
¢ uma base para L(X). Ordene essa base de forma que
1) z; <xjsei<j,
2) os comutadores precedam as variaveis,
3) os comutadores de maior grau estejam antes dos de menor grau, e

4) se dois comutadores multilineares tiverem o mesmo grau, aquele com a primeira

varidavel menor estara antes do outro.

Tendo em vista que U(L(X)) = Z(X) e tomando para L(X) a base X U % U
(U (5((1112) ) com a ordenacao dada acima, obtemos (pelo teorema de Poincaré-Birkhoff-
Witt) uma base 4 para Z<X > de tal forma que NP, ¢é o conjunto dos produtos regulares
de P,. Segue entao que o conjunto dos produtos regulares de P, formam uma base linear

para P,, denominada base de Specht.
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2.5 Fatos relacionados a uma algebra livre sobre um
corpo

Ao longo desta secao, K é um corpo de caracteristica zero.

Denote por 7™ o ideal bilateral de K(X) gerado como ideal pelos elementos

[at, ... any)
em que ai,...,a, € K(X), m > 1. Note que T(™ é o K-espaco vetorial gerado pelos
elementos by[aq, . .., anlby em que ay, ..., an, by, by € K(X).

Definicao 2.50. Um ideal I de K(X) é dito um T-ideal se o(I) C I para todo endomor-
fismo ¢ de K(X).

Claramente 7™ é um T-ideal de K(X).

Proposicao 2.51. Sejam o € Sy e ay,as,a3,a4, f,g,h € K(X). Entao
fla, aslglas, aslh = (=1)" flao(), @o)|9[00(s), do@)h € TO.
Demonstra¢ao. Uma vez que [b, cd] = c[b, d] + [b, c]d para todo b, c,d € K(X), entao
la1, asas, as] = [ay, as)[as, as] + [ag, agl[ar, ag] + (a1, as, as)as + asfay, as, a4

e, portanto, [a1, as][as, as] + [ag, as)[ar, as] € T®). Como

[as, ag)[ay, as] — [a1, as][az, ag] = [[ag, a4l, a1, ag]] eT®),

temos que

a1, a2)[as, as) + [ai, as]az, as € TW.
Segue disso e da anticomutatividade que

a1, as][as, as] = (=1)[ao(1), ao@)][0o(3), ao@)] € T
Assim, dado o € Sy, temos

f[ab a2][a37 a4]gh - <_1)gf[aa(1)7 aa(?)][ao(3)7 aa(4)]gh € T(S)

Mas,
flay, as)las, as]gh = flay, azlglas, aslh + flay, ag]las, aq, glh.

E, uma vez que f|ay, as][as, aq, glh € T®), segue o resultado. ]
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Corolario 2.52. Sejam o € Sy, 2k > 4, e ay, ag, ..., a9 € K(X). Entdo

[ah a2][a3, CL4] T [a%—l; sz] - (_1)0 [%(1), ao‘(?)] [%(3), Ga(4)} T [%(219—1), aa(%)} € T®
Observagao 2.53. O coroldrio 2.52 € vdlido em Z{X).

Corolario 2.54. Seja
f= [al, G2HCL3, a4] cee [0621:—17 a2k]

em que k > 1 e a; € K(X) para todo i = 1,...,2k. Se a;, = a; para algum par i,j €
{1,...,2k} comi # j, entdo f € T®),

Demonstragao. Se a; e a; nao estiverem no mesmo comutador, tome uma permutacao

o € Sy tal que o(1) =i e 0(2) = j. Assim, pela proposicio 2.52, f € T®). ]

Lembramos que H,, . ,, ¢ o conjunto dos polinomios multi-homogeneos de multigrau
(a1, ...,ax) nas varidveis xy,...,xx e que By, o, = Hay . o, N B, em que B é o conjunto
€ Ba17-"7a

dos polinomios préprios. Note que, no contexto desta secao, H,, 4 sao K-

k k

espacos vetoriais.

Proposicao 2.55. Seja T um T-ideal de K(X) e considere que w(A) é a imagem de um
subconjunto A de K(X) pelo homomorfismo candnico m : K(X) — K(X)/T. Sejam
my, ..., my inteiros positivos e seja W o conjunto formado por todas as sequéncia de
inteiros a = (ay, ..., ax) tais que 0 < a; < m; para todo i = 1,...,k. Suponha que para
todo a € W tal que B, ¢ T, exista um subconjunto QQ, = {Qz(zja) | Jo € Ju} de B, tal que
7(Q4) € uma base de w(B,). Entio 7(Q), em que

Q = {gai ™ a ™ | ¢ € Qua € W}
¢ uma base de w(H,,) em que m = (mq, ..., mg).
Demonstracao. Seja f € H,,. Escreva f na forma
f= Zwa(xl, B I
em que wy(z1,...,2,) € B, (veja [15], pagina 43). Assim

f+T= Zwa(xl, e TRt T T T

37



a  Ja

Desta forma, 7(Q) gera 7(H,,).

Seia g = T auog e

(a,ja)

, Qaj,) € K, e suponha que g € T. Es-

crevendo

9= Z (Z O‘(avja)q((lja))a:?“*al o _lek—ak7
Ja

a

entao de acordo com [15] (proposicao 4.3.3)

Z CV(a,ja)qc(f'“) € T, para cada a.
Ja

Logo, a(aj,) = 0 e, portanto, o conjunto 7(Q) ¢é linearmente independente. ]

Por meio da proposicao acima pode-se obter uma base para o K-espaco vetorial
Hyy, o/ (TP OV Hoy ).

Para tanto, serao feitas algumas consideragoes.

Sejam a, ..., a inteiros positivos e f € B, . .. Sabe-se que f é uma combinagao

-
linear de produtos de comutadores em que pelo menos um dos comutadores tem compri-
mento maior ou igual a 3 (tipo 1) ou todos os comutadores tém comprimento igual a 2
(tipo 2). Considere os seguintes casos:

k

1) > a, é impar;
q=1

Entao f é uma combinacao linear de produtos de comutadores do tipo 1. Logo,
f e T® e, portanto

Bayoar CTW.
k

2) Y a,épareaq; >2paraalgumie {1,... k}.
qg=1

Entao f é uma combinacao linear de produtos de comutadores que podem ser do
tipo 1 ou do tipo 2. Mas, pelo corolario 2.54, o produto de comutadores do tipo 2

com elementos repetidos estd em 7). Logo, f € T®) e, portanto

.....
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k
3) Y aséparea; =1paratodoi=1,... k.
q=1

Nesse caso, k = 2t para algum ¢ > 1. Entao, pelo corolario 2.52, temos que
f+ TG = alzy, xa] .. [To—1, Tof] + T®),

em que o € K. Pode-se mostrar que [1, 9] . . . [72;_1, 7] & T® (veja, por exemplo,
[15], teorema 5.1.2, pagina 50). Portanto, {[x1,xs] ... [1gy_1, Lo + T} é uma base
para m(By . 1)-

Y Y

2t

Segue dessas consideragoes e da proposicao 2.55 o seguinte resultado:

Proposicao 2.56. Sejam myq, ..., my inteiros nao nulos e seja S o conjunto formado

pelos elementos da forma

[y Tip) - [Ty 1 s Ting | T .. :L‘Zk
em que
e bjc{mjm;—1}, j=1,...k;
iy <y < ... <y, 0<2t <k, sao os inteiros j € {1,2,...,k} para os quais

bj:mj—l.

Entao o conjunto

{f+T® | fes8}

¢ uma base do K-espago vetorial Hy,, . i /(T® OV Hpnyoms)-

Corolério 2.57. O K-espago vetorial Pp/(T® N Py) tem uma base cujos elementos sdo
[xz'l , xiz] c.. [xith , xim]le C T, T7(3)

em que t; < -+ < g, J1 < -o- < Jp_op €0 <2t < k.

Observacao 2.58. Se tomarmos K = Q temos que os elementos f +T® em que f € S

sao linearmente independentes em Hy, ., /(T N Hy,, ) visto como Z-médulo.
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2.6 A série central inferior de uma algebra de Lie

Sejam K um anel comutativo, associativo e unitario. Como vimos anteriormente, uma
K-algebra G é dita uma &lgebra de Lie se, o seu produto é anti-simétrico e satisfaz a

identidade de Jacobi. Vamos denotar a operacao em G por [,]. Assim
1) [f,g9] = —lg, f] para todos f,g € G. (anti-simétrica)
2) [[f.9].h] + [lg. A, f] + [[R, f], g] = 0. (identidade de Jacobi)

Naturalmente, as defini¢oes e resultados dados anteriormente para K-algebras se apli-
cam as algebras de Lie, que sao casos particulares. No entanto, dadas as propriedades

extras da élgebra de Lie, algumas definigoes podem ser reformuladas. Por exemplo:

1) Um submédulo I de uma K-algebra de lie G é um ideal de G se [g, f] € I para todos
geGe fel;

2) O centro de uma K-algebra de lie G, Z(G), é definido por

Z(G)={9€G|lg, f]=0,VfeG}

Note que nessas condigoes, Z(G) é um ideal de G.

Sejam G uma K-algebra de lie e A, B C G. Denotamos por [A, B] o K-submédulo de
G gerado pelos elementos [a,b] em que a € A e b € B. Note que se A e B forem ideais de
G, entao [A, B] é um ideal de G.

Defina a série de ideais de Lie em G indutivamente:

LU(G) = [LY(G),G] = [G,G,...,q].
B e —
i+1 vezes
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Essa série é denominada de série central inferior de GG. Temos que
G=LYG>LPG) >LPG) > ... (2.2)

Defina os sucessivos quocientes da série central por B;(G) := LW(G) /LD (G). Abrevie
L9(G) como LY e B;(G) como B;. Para todos 4,57 > 1, considere as aplicagdes ¢;; :
B; x B; — B;4; definidas por

¢ij(a+ LD b+ LUTDY = [q,b] + L) ae LY ebe LY

Note que [L®¥, LW] c L) e, portanto, [a,b] € LU+, Para verificar que ¢;; estd bem
definida, considere a,a’ € L™ e b, ¥ € LY tais que a —a’ € L0t ¢ b — ¥ € LU, Desta

forma,

[a,b— V] e [LW, LU] c LOH) ¢ [a—d V] e [LUVTD, LD] ¢ LI,
Portanto, [a,b] — [a',b] € LE++D. Note que ¢;; é uma aplicacio bilinear.
Proposicao 2.59. Sejam a € B;,be Bj e c € By. Entao

(i) ¢u(a,a) =0;
(i) ¢3j(@,b) + djs(b,a) = 0;
(ii1) @iy (015(@, 0), @) + Sinyi (D30 (b, ), @) + Sarn (01i(E, @), b) = 0.

Demonstracio. Tome a € LD b e LW ¢ ¢ € L™ tais que @ = a + LOtY b= b+ LU ¢

¢ = ¢+ L* Y. Desta forma,
i) ¢i(a,a) = [a,a) + LZ+Y) = [+,

11) ¢ij(d’ Z)) + iji(g, d) - [CL, b] + [b7 CL] + L(i+j+1) - L(i+j+1);

i) @iy (0i5(a b), &) + G(4hyi (¢yk( ¢),a) + Ggtiy; (oni(C, @), ~) =
¢(i+j)k([a, b] + LU+I+1), c) + ¢(j+k)i([b, c] + LUk, ) +
Serrirs ([c a] + L(i+k+1),l~)) = [a,b,d + [b,c,a] + [c, a, b] + LEH+R+D = [(+i+k+1),
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Considere o K-médulo B(G) = € B;(G). De forma abreviada, escreva B(G) como
i>1
B. Denote por p um elemento de B e escreva p = Y p;, em que p; € B; e p; # 0 somente
i>1
para um numero finito de valores de i. Seja ¢ : B x B — B a aplicacao definida por

o(f,g) = Z¢zg fir G3) Z Z ¢ij(fi.g;), em que f= Zfz e ?ZZQ}

i,j>1 k>1 i+j=k i>1 >1

Decorre imediatamente da definicao que ¢ é uma aplicagao bilinear.

Proposicao 2.60. Para todos f,G,h € B, temos que

Demonstragdo. Escreva f =3 fi,g=S.g;eh= k- Assim,
i>1 i>1 k>1
77 t—1
f f Z Z szg f17fj ZZ i(t—1) (fl?ft z)
t>1 i+j=t t>1 i=1

- Z Z (bz(t fuft Z)+¢(t (.]Et,“ft))

tlmpar =1

—i—Z <Z<¢zt 7) fz;ft z)+¢t z)z(ft zaft)> +¢%%(~%, ~§>>

t par

Segue entdo dos itens i) e ii) da proposicio 2.59 que ¢(f, f) = 0. Agora note que

S(6(F,9).0) = Y bain(i(fir G5), )

r>1 i+j+k=r

e, portanto, a conclusao da proposicao é uma consequéncia do item iii) da proposigao

2.59. [l

No K-médulo B, considere a operacdo [,] definida por [f,7] := #(f,7), para todos

f[geB

Proposicao 2.61. O K-mddulo B munido da operacgdo [,] € uma K-dlgebra de Lie N-

graduada gerada, como dlgebra, por B;.
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Demonstracao. Decorre da proposicao 2.60 que B é uma algebra de Lie. Decorre da
definicao da operacao ¢;; que [Bi, Bj] C By, e, portanto, B é N-graduada. Agora note
que

lay, as] + LB = [a; + L@ ay+ L(Q)], para todos ap,as € G.
Suponha entdo que [a, as, ..., a;1] + LY = [ay + L@ ay + LP, ... a;_y + LP] para

todos ai,as,...,a;_1 € G. Assim
a1, ag, ..., ai_y, a;) + LOHY = [[al, as,... a1+ LY a; + L(Q)]
= [al + [/(2)7 as + L(Q), e, Qi F L(Q), a; + L(Q)}.
Disso segue que B é gerada como &lgebra por Bj. O

Definigao 2.62. A K-dlgebra graduada B(G) é denominada dlgebra de Lie associada a

série central inferior de G (dada em 2.2).

Corolario 2.63. Seja b € By. Entio b € Z(B) se, e somente se, [b, Bl] =0.

Demonstracao. Um sentido é evidente e outro é consequéncia da algebra B ser gerada,

como algebra, por Bj. O

Corolario 2.64. Seja b € G. Entio b+ L™ € Z(B) se, e somente, se [b,a] € L® para
todo a € G.

Demonstracao. Temos que [b +L? a4+ L(z)] = [b,a] + LY, em que a € G. Se b+ L? ¢
Z(B), entdo [b,a] € L®. Se [b,a] € L), para todo a € G, entdo [b+ L®, Bi] =0 e, pelo
lema acima, b+ L € Z(B). O

Observacao 2.65. Um caso particular, que serd considerado no capitulo 3, € o que se

obtém tomando G = A) (a dlgebra de Lie associada a uma dlgebra associativa A).
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Capitulo 3

Os ideais de uma algebra associativa

gerados por comutadores

Seja K um anel associativo, unitario e comutativo e seja A uma K-algebra unitaria e asso-
ciativa. Seja T (A), n > 2, o ideal bilateral em A gerado pelos comutadores [a1, . . ., ay]
em que ay,...,a, € A. Além disso, defina TW(A) := A. Seja & = {e},es,...} um con-
junto gerador da 4lgebra A e denote por £F (k > 1) o conjunto dos elementos de A da

forma e; e;, ... e;, (e, € £). Um dos objetivos principais deste capitulo ¢ mostrar que
1) se + € K, entdo T™(A) € gerado como ideal bilateral pelo conjunto

(s, ) |0 € EUEY;

2) se % € K, entao T(”)(A) ¢ gerado como ideal bilateral pelo conjunto
{lw, ... u) | u; € EVUE>UE?}.
(ver teorema 3.35)

Outro objetivo é o de apresentar um método recursivo para obter um conjunto de ger-
adores para T (K(X)), como ideal bilateral em K(X) (a K-algebra associativa unitaria
livre, liviemente gerada pelo conjunto X), a partir dos geradores de T"2(K(X)). As
segoes 3.1 e 3.2 deste capitulo objetivam a demonstracao desse método e, por meio dele,
serd demonstrado nas segdes 3.3 e 3.4 os itens 1) e 2) acima citados.

Neste capitulo, para efeito de simplificacdo, defina T = T (K(X)).
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3.1 Resultados auxiliares

Ao longo desta secao, faremos uso das seguintes relagoes:
R1) [a,bc] = bla, c] + [a,bc, a,b, c € K(X),
R2) [ab,c,d] = alb,c,d] + [a,c, b+ [a, d|[b,c] + [, c][b, ], a,b,¢,d € K(X),

em que a verificagao é imediata.
Seja U o ideal bilateral de K(X) gerado por um conjunto nao vazio S e seja W o ideal

bilateral em K(X) gerado pelo conjunto {[u,a1,as) | u € U, a1,a; € K(X)}.
Lema 3.1. ulay,a2,a3] € W para todo we U e a; € K(X), i=1,2,3.
Demonstracao. Segue da relacao
(a1, as, uag) = ulay, az, as) + [a1, as, ulag
e da identidade de Jacobi que
ulay, ag, az] = [uas, ag, a1] — [uas, ay, as] — [u, as, a1lag + [u, ay, aslas.

Portanto, u[ay, as,as] € W. ]

Considere os polindmios fi, ..., fe € K(X) tais que

o fi= filwr, w2, 73) = [11, 79, 3];

o fo= fow1, 22,73, 14) = 11[T2, T3, T4];

o f3= f3(x1, 72,73, 74, T5) = [11, T2 [73, T4, T5];

o fu= fulwr, w2, w3, 24) = [1, 0] 5, ] + [0, T3][2, 4];

o f5= fs(w1, 20, 23,74, 75) = 55'1([372,%][354,1'5] + [2, 4] [9173,9U5]),
em que x; € X. Seja V o ideal bilateral de K(X) gerado pelos polinémios

(1) Jils, @i wiy) =[5, @iy, T35

(2> f?(suajil;xigaxig) = S[xi17xi27xi3];
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(3) f3(8a Ly y Ty, :Ciga xi4) = [87 xh] [xiga xiga xl4]a
(4> f4(37 Liyyr Lig, xis) - [87 xil] [xizﬂ xis] + [87 xiz] [xiwxi?,];

(5) f5(3a Liys Ligs Lig, xi4) = S([xh ) xiz] [%’3, xi4] + [331'1; 331'3] [ajiw $i4])v

em que s € S e z;; € X. Na sequéncia desta se¢ao serao apresentados alguns lemas com
o objetivo de mostrar que W = V.

Seja I o ideal bilateral de K(X) gerado pelos polindémios

(6) fi(s,a1,a9) = [s, a1, as];

(1) fals, a1, a2, a3) = sy, as, as);
®)  fsls,a1,02,a3,a0) = [s, a1][a2, a3, au];
9)  fuls, a1, a0, a3) = [s,a1)[az, as] + [s, as)[ar, as);

(10)  fals, a1, 05, a3,a0) = s([as, azlas, aa] + a1, as][az, au]),

em que s € S e a; € K(X) sdo monémios. Note que os polinémios dos tipos (1) — (5)

estao em [ e, portanto, V C I.
Lema 3.2. W =1.

Demonstracao. Em primeiro lugar, vamos mostrar que I C W. Para tanto, é suficiente
mostrar que os polinémios dos tipos (6) — (10) pertencem a W. Temos que os polinémios
do tipo (6) pertencem a W pela definigdo de W e os polinoémios dos tipos (7) e (8)
pertencem a W pelo lema 3.1. Para mostrar que os polinémios dos tipos (9) e (10) estao

em W usamos relacao R2 dada acima. Assim
[87 (11] [CLQ, a3] + [87 CLQ] [al) a’3] - _[87 al] [a37 a?] - [87 aQ] [CL?” a/l]

= _[8a37a17a2] + S[a37a17a2] + [87a17a2]a37

e uma vez que os polinomios [sas, a, as] € [s, a1, as]az estdo em W, pela definigao de W,
e slas, a1, as] estd em W pelo lema 3.1, entao os polinomios do tipo (9) pertencem a W.

Quanto aos polinomios (10) temos que

s([ar, ao)las, as] + a1, as)[az, as]) = —s([a1, az)[as, as] + [a1, as)[as, as))
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= —slaiay, as, az] + sai[ay, as, az] + slas, az, azlay,

e uma vez que os polindomios s[ajay, as, asl, sailay, as,as] e slay, as, aglay pertencem a W
pelo lema 3.1, segue que os polindémios do tipo (10) pertencem a V.
Para verificar que W C I ¢é suficiente mostrar que [bsc, a1, as] € I para todos s € S e

b,c,a,as € K(X). Temos
[bSC, at, a2] = [b57 al] [C7 a2] + [bS, a2] [Ca Cll] + bs [Ca ag, a2] + [bS, ai, CLQ]C

= b[s, a1][c, ag] + [b, a1]s[c, as] + b[s, as][c, a1] + [b, az]s|c, a1] + bs[c, ay, as]
+[b, a1][s, az]c + [b, as][s, ar]c + [b, a1, as]sc + b[s, ay, as)c
— (bs, a1][c, as] + bls, as)lc, ar]) + ([b, ar)slc, as] + b, as)s(c, ai])
+bs[c, a1, az) + ([b, a1][s, aslc + [b, as[s, ar]e) + [b, ay, as]sc + b[s, a1, az)e
— (=bs, ar)[as, c|—bls, asl[ar, )+ (—s[b, ar)[az, d+b, ar, s)[c, as]—s[b, as)as, c|+[b, az, sllc, a1])
+bs[e, a, as) + (—[s, azllas, ble + [s, ag, [ar, bl] — [s, ar][ag, bl + [s, as, [az, )] ¢)
+(s[b, ar, as)e + [b, ar, as, s]¢) + b[s, a1, aze
= —b([s, a]laz, ] + [s, az[ar, ]) — s([b, ar] a2, ] + [b, az] a1, c])
—[5, b, a]] [, az] — [s, [b, as]] [c, as] + bs[c, s, as)
—([s, ag][ar, b] + [s, ax][az, b)) c + [s, @z, [ar, b)] ¢ + [s, a1, [az, b]]
+5[b, a1, as]c + [s, as, [b,ar]]c — [s, [b, a1], az] ¢ + b[s, ay, az)c.

Uma vez que os polinomios
[s, a1][ag, c] + [s, as][a1, ], S([b, a1][az, ] + [b, as][aq, c]), [5, (b, al]], [S, (b, aQH,

sle, ay, asl, [s, as)[ar, b] + [s, a1]]as, b], [s, as, a1, bﬂc, [s, ai, [az, bﬂ,
s[b, ay, as), [3, as, [b, al]], [s, b, ai], ag}, (s, a1, as]

estdo em I, temos que [bsc, ay, as] também estd em 1. ]
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Considere a aplicacao ¢ : {1,2,3,4,5} — {2,3,4} tal que ¢(1) = 2,¢(2) = ¢(4) =3
e 9(3) = ¢(5) = 4. Seja g um polindémio de um dos tipos (6) — (10). Entao g =
fi(s,a1,...,ae)), em que i € {1,2,3,4,5} e a; € K(X) sao monomios, j = 1,...,$(i).
Defina m(g) := dega; + ... 4 degag. Por exemplo, m([s, T1ToX1, :ngl]) = 5. Dado um
inteiro ¢ > 3, seja G, o conjunto de todos os polinoémios g de um dos tipos (6) — (10) tais

que m(g) < q. Assim, por exemplo,

Gy = { (s, 24, ], [5, T, T2y, [8, 23, xkl, slx;, xj,xkl, Ls, x|z, x) + [s,xj][xi,xkl ’S € S}.

(.

-~ -~

tip:)r(6) tipo (7) tipo (9)

Lema 3.3. G5 C V.

Demonstrag¢ao. Seja g um polindomio de um dos tipos (6) — (10) e seja s € S. considere

0s casos abaixo

1) m(g) =2
Nesse caso, g necessariamente é do tipo (6) e tem a forma [s, z;, z;]. Portanto, é do
tipo (1).

2) m(g) = 3. Temos os seguintes subcasos:
2.1) g é do tipo (6) da forma [s, z;, z;zy].

Uma vez que

g = xj[s, i, vp] + [s, T4, T5] Tk,
e os polinomios [s, z;, zx] € [s, x;, ;] sdo do tipo (1), entdo g € V.
2.2) g é do tipo (6) da forma [s, z;2;, xy].
Uma vez que

g = w[8, x5, 2] + (15, ][5, 5] + [5, 23] [, 28] + [5, 24, 1] 0

= x;[s, xj, xp| + [s, 2] [@i, x) + [s, 2] [z, 28] — [[s, z], [xz,xk]] + [s, x4, x|z
= (s, xj, x| + [s, 2] @i, xx] + [5, i) [2), 24

—[s, x5, xiwg] + [s, 25, vpxi] + [s, T, g2,
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os polinomios [s, z;, x| € [s, z;, %] sdo do tipo (1), o polinémio [s, x;][x;, x| +
[s, z|[z;, xx] € do tipo (4) e os polinémios [s, x;, z;xx] € [s, 25, Tpx;] estdo em V

pelo item 2.1, entao g € V.

2.3) g é do tipo (7).
Nesse caso, necessariamente, ¢g ¢ da forma s[z;, z;, ;] e, portanto, é do tipo
(2).

2.4) g é do tipo (9).
Nesse caso, necessariamente, g é da forma [s, z;|[z;, x| + [s, x;][z;, z] e, por-
tanto, é do tipo (4).

3) m(g) = 4. Temos os seguintes subcasos:

3.1) g é do tipo (9) da forma [s, z;z;][xk, 1] + [s, zx][xiz;, 1]

Uma vez que
g = s, xj|[zk, 1] + |5, x)ws[wn, 2] + [s, wrlxixg, @l + [s, 2k [z, i)z,

= (s, x;|[xr, v1) + [5, xi] [k, xi]x; — [, 2] [2h, 21, 2]
+xils, x| [z, @] + [s, vg, x|z, 2] + [8, 2x ][0, 2] 25
= x;([s, ;][wp, 2] + [s, w) [z, @) + ([s, w)[we, 2] + [s, 2] [21, 1)) 2
—[s, z][wn, 2, ;] + s, 2, 23] 25, 24

e os polindmios [s, z;][xk, z1| + [s, k] [x}, 1] € [s, ][k, 1] + [s, 2x) [z, 21] sdo do
tipo (4), o polinémio [s, z;|[z, 21, ;] é do tipo (3) e o polindmio [s, zy, ;] € do

tipo (1), entdo g € V.
3.2) g é do tipo (9) da forma [s, z;][x;, zxzi] + [s, ][z, TR2].
Uma vez que

g = s, wlap|wy, o] + [s, 2] (25, wp]ar + [, 25]wpl2s, 2] + [, 25][20, 20 )70

= ax([s, millwg, @] + [s, 25][wi, @) + [s, 20, 2] [, 1)
s, g, ) [z, 1) + ([s, @) [x), 2] + [s, 25][2, 2a]) 2
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3.3)

3.4)

3.5)

3.6)

e os polinomios [s, z;|[z;, 1] + [, x;] [, 1] € [s, zi][z;, k] + [s, 2j][2i, 4] sdo do

tipo (4) e os polinomios [s, x;, xx] e [s, x;, %] s@o do tipo (1), entao g € V.
g ¢ do tipo (6) da forma [s, z;x;, vxx].

Uma vez que

g = [s,x;xj, Tl + TS, w2y
e os polinémios [s, z;z;, xx] € [s, 7,2, 2] estao em V pelo item 2.2, entao g € V.
g ¢ do tipo (6) da forma [s, z;x;x), /).
Uma vez que

g = x;[8, Tk, ) + [0, w[s, o] + [, 2] [vimk, 1) + 8, 24, 122

= xi[s, kT, 1] + |5, Tz [T, 1] + s, 2] [v 08, 21
- [s,xjxk, [xi,xlﬂ + [s, @i, )T 08

= xls, vz, x) + s, vimp] [z, 2] + s,z [v28, ]

— s,z mm| + [s, 250, ma;] + [s, x5, )z,

o polinémio [s, z;z, 2] esta em V pelo item 2.2, [s, z;xx] (@i, 1]+ s, ] [z;2k, 2]
estd em V pelo item 3.1, [s,xjxk,mixl} e [s, Ty, ZL‘[CEJ estao em V pelo item

3.3 eo [s,z;, 2] é do tipo (1), entdo g € V.
g ¢é do tipo (6) da forma [s, z;, x;z52].

Uma vez que

g = xj[s, i, xpry) + [s, i, x|y,

o polindmio [s, x;, zxz;] estd em V pelo caso 2.1 e o polinémio [s,x;, x;] é do

tipo (1), entao g € V.
g ¢ do tipo (7) da forma s[z;z;, xy, ).

Uma vez que
g = sxi[x;, g, x) + [z, vl [z, 1] + s[z, 1|2, k] + slxi, 1T

- xi8[$j7xk7xl] + [Saxi] [Ijaxkaxl]
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3.7)

—s([zs, mel (w0, 5] + (20, 2] [Tn, 25]) + sy, 2, 2],
os polinémios s[z;, xx, ;] € sx;, xx, ;] sdo do tipo (2), [s, ][z, zx, 1] é do
tipo (3) e s([zi, z][z1, ;] + 21, ][z, 25]) é do tipo (5), entdo g € V.
g ¢ do tipo (7) da forma s[z;, x;, vxz].

Uma vez que g = [z, Tj, ;] — [xr2y, 25, x4], entdo g € V pelo caso 3.6.

3.8) g ¢é do tipo (8).

Nesse caso, necessariamente, g ¢ da forma [s, z;|[z;, z%, 2] €, portanto, é do

tipo (3).

3.9) ¢ ¢ do tipo (10).

Nesse caso, necessariamente, g ¢ da forma s([z;, z;][zg, 2] + [zi, 7] [z}, 21]) e,

portanto, é do tipo (5).

Lema 3.4. Sejam by, by, b3, by, b5 € K(X) mondomios tais que degb; > 1 (i = 1,...,5) e

5

Zdeg b; = q. Suponha que Gy C' V. Entao

i=1

) [s,01] [b, b3, [ba, bs]] € V;

11) [S, b]_][bQ, b3][b4, b5] - [S, bl][b4, b5][bg, b3] € V;

111) [S, bl] [bg, bg] [b4, b5] + [8, bg] [bl, bg] [b4, b5] < V,

iv) [s,b1]([b2, bs][ba, bs] + [ba, ba][bs, bs]) € V;

v) by ([b2, bs][ba, bs] + [ba, ba][bs, bs]) € V

em que s € S.

Demonstracao.

i) Temos

[S; 51][527 bs, b4b5] = [S, 51]54[527 bs, 55] + [S, bl][bz, bs, 54]55

- b4[8a bl][an b37 b5] + [37 bla b4] [an b37 b5] + [37 bl] [b27 637 b4]b57
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e uma vez que [s, b1][b2, b3, bs], [s, b1, bal, [s, b1][ba, b3, bs] € G, entdo [s, by][ba, b3, babs] € V.
LOgO? [87 bl] [627 b37 [b47 b5]i| € v

ii) Temos
(s, b1][b2, bs][ba, bs] = [s, b1] [[ba, bs], [ba, bs]] + [s, ba][ba, bs][ba, bs],

e, portanto, o resultado segue do item anterior.

iii) Uma vez que, por hipétese, [s, b1][be, bs] + [s, ba][b1, bs] € V, entao
s, b1][b2, b3 [ba, bs] + [s, ba][b1, b3][ba, bs] € V.
iv) Segue dos itens anteriores que
[s, b1][b2, b3][ba, bs] + V = —[s, ba][by1, bs][bs, bs] + V = —[s, ba][ba, b5][b1, b3] + V'

= [S, bQ] [b5, b4][b1, bg] + V = —[S, b5][b2, b4][b1, bg] + V = —[8, b5][bl, bg][bg, b4] + V
= [S, bl][bg,, bg][bg, b4] + V= [S, bl][bg, b4][b5, bg] + V= —[S, bl][bg, b4][b3, b5] + V.

Portanto, [S, bl] [bg, bg] [64, b5] + [S, bl] [bg, b4] [bg, 65] eV.
v) Uma vez que

Sb1 ([bQ, bg] [b4, b5] -+ [bg, b4] [bg, b5])
=b <s([62, bs][ba, bs] + [b, ba][bs, b5])> + [, b1] ([b2, b3 [ba, bs] + [ba, ba][bs, bs]),

o resultado segue do fato de que [s, b1]([b2, bs][ba, bs] + [ba, ba][bs, b5]) € V (pelo item iv) e
8([b2, bg] [b4, b5] + [bg, b4] [bg, b5]) S Gq cV.

Lema 3.5. W =1V.

Demonstracao. De acordo com o lema 3.2 é suficiente mostrar que I = V. Como ja foi
observado, a inclusao V' C [ é imediata. Para mostrar que I C V é suficiente mostrar
que os polindémios dos tipos (6) — (10) estdo em V. Seja g um polinémio de um dos tipos
(6) — (10) tal que m(g) = ¢q. A prova sera feita por indugao sobre ¢q. Sabemos que se
q < 5, entdao g € V (lema 3.3). Desta forma, a base da indugao estd dada. Suponha que

qg>5eque G, CV. A demonstracao serd dividida em 5 casos, para cada um dos tipos
(6) — (10).
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12 Caso. g ¢é do tipo (10),
g = 3([6117(12][613,(14] + [a1, as] [G27a4])-

Temos que, para algum j (1 < j <4), a; = be com 1 < degb, deg ¢ < dega;. Suponha

que a; = bc. Assim,

s([be, ag)[as, aa] + [be, as)[as, au))
— sb([¢, az)[as, as) + [, as][az, as)) + s([b, az)clas, as] + [b, as)claz, i)
= sb([c, as)las, as] + [¢, as][az, as)) + sc([b, az[as, as] + [b, as)[az, au)
+(s[b, az, ) as, as] + (s([b, as, ) [az, au).

Uma vez que s[b, as, c], s[b,as,c] € G, CV e
sb([c, as|las, aq] + [c, asl|as, a4]), sc([b, as|las, ag] + [b, asl|as, a4]) eV,

pelo item v do lema 3.4, temos que g € V.

Suponha que as = be. Temos
s([ay, bellas, as] + [aq, as][be, aq))

— s(blax, dl[as, a] + [ax, blclas, a) + [ar, aslble, as] + [ar, as)b, alc)
— s(blax, dl[as, as] + [ax, aslble, ar)) + s ([ar, as)b, asle + [ar, blclas, as))
— sb([ax, dl[as, as] + [ax, as)[c, as)) + (sar, as, b]) [c, as] + <s([a1, as)[b, a] + [a1, b][as, a4])>c
+slar, bl [, [as, au]]
= sb([a,cllas, as] + [ar, as][e, as]) + (slar, as, B) e as] + (s (far, as)b, ] + [an, B[, a]) )
+([s: 11,81 ) [e: [, aal] + [ar, 8] (5[ [as, ]
_ sb([al,c][ag,a4] ar, as]le, aa) + (sfar, as, b)) e, ad] + (s ([ar, as)b, i) + a1, H[as, ad]) ) e
+([s 18] = [5.b,01] ) e as, aa]] + [ar, 6] (s[e, a5, 1] — s[e, as, 5] ).

Uma vez que

S[ah as, b]v 5([a17 a3][b7 CL4] + [ah b][a37 CL4]),
[s,al,b], [s,b, al],s[c, a3,a4],s[c, a4,a3} eG,CV
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e sb([a1, c][as, as] + [a1, as][c,as]) € V pelo item v do lema 3.4, temos que g € V.

Por fim, suponha que ay = bc. Temos
s([ar, as)[as, be] + [a1, as][az, be])
= s([a1, as)blas, c] + [a1, as)blas, c]) + (8([@17CL2] las, b] + [a1, as][az, b]))c
= sb([a1, as][as, d] + [a1, as][az, ]) + (s[al,ag, b]) [as, c]
—l—(s[al,ag,b]) lag, c] + (s([al,ag][ag,b] + [a1, as] [ag,b]))c.
Uma vez que
slar, az, b], slar, as, b], s([ar, as)[as, b] + [a1, as][as, b]) € G, C V

e sb([a1, as][as, c] + a1, as][az, ]) € V pelo item v do lema 3.4, temos que g € V.
22 Caso. g é do tipo (8),
g = [87 al] [CLQ) as, CL4].
Temos que, para algum j (1 < j <4), a; = bec com 1 < degb, deg ¢ < dega;. Suponha
que a; = bc. Assim,

s, bc][az, ag, a4] = b([s,c][ag,ag,a4]> + [s, b]clag, as, ay]

= b([s,c][ag,ag,a4]) + c([s,b][ag,ag,a4]) + ([s,b, c])[ag,ag,,a4].

Uma vez que [s, c|[ag, as, a4], [, b][az, a3, a4, [s,b,c] € G, C V, temos g € V.

Suponha que as; = be. Temos
[s, a1][be, ag, as] = [s, a1] ([b, as)(c, aq) + [b, as)[c, as] + blc, as, as] + [b, as, a4]c>

= [s,a4] ([b, as|[c, ay] + [b, a4][c, a;;]) + [s,a1]blc, a3, aq] + <[s, a1][b, as, a4]>c
= —[s,a1]([b, as][as, c] + [b, ad][as, c]) + b([s,al][c, as, a4]>
+<[s, al,b]) e, as, aq] + ([s,al][b, CL3,CL4]>C.

Uma vez que [Sa 0,1][0, as, (14], [Sv ai, b]’ [87 al][b7 as, (14] € Gq C Ve [87 al] ([b7 a3][a47 C] +

b, as)[as, c]) € V, pelo item iv do lema 3.4, temos que g € V.
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Os subcasos em que az = bc e ay = be decorrem do subcaso anterior, respectivamente,

pela anticomutatividade e pela identidade de Jacobi.
32 Caso. g ¢ do tipo (7),
g = sla1, az, as).
Temos que, para algum j (1 < j < 3), a; = bc com 1 < degb,degc < dega;. Suponha
que a; = bc. Assim,

slbe, as, as) = s([b, as][c, as] + [b, as][c, az] + bc, as, as] + [b, az, as]c)

= —5([b, asllas, ] + [b, as][az, c]) + sblc, as, as] + (S[bv a2, a3]>c
= —s((b.as)las, | + [b,as] a,c]) + b(sle, az, )
+[s,b][c, az, as] + (s[b, aQ,ag])c.

Uma vez que s[c, as, as), s[b, az, a3] € G, C V, s([b, as][as, ] + [b,as][az,c]) € V, pelo 1°
caso, e [s,b][c, as, asz] € V', pelo 22 caso, temos que g € V.
Os subcasos em que as = be e az = be decorrem do subcaso anterior, respectivamente,

pela anticomutatividade e pela identidade de Jacobi.
4° Caso. g é do tipo (9),
g = [s,a1][az, as] + [s, as][ay, as].

Temos que, para algum j (1 < j < 3), a; = be com 1 < degb,degc < dega;. Suponha

que a; = bc. Assim,
[s, bc]as, as] + [s, as][be, as] = (b[s, d][az, az] + [s, az]ble, as]) + ([s, b]claz, as] + [s, az] b, as]c)

_ b([s,c][ag,ag] + [s, as][e, ag]) + ([s, ag,b])[c, as)]
+<[3, bl[as, as] + [s, as][b, a3]>c + (s, bl [, [az, as]].

Uma vez que [s,c|[az, as] + [s,as][c, as], [s, az, ], [s, b][ag, as] + [s,aq][b,as3] € G, C V e
s, b] [c, [az, CL3H € V, pelo 22 caso, temos que g € V.

Por fim, suponha que a3 = bc. Temos
(5, as)[az, be] + [5, asl[as, be] = ([s, as]blaz, ] + [5, aslblas, ]) + <[s, a1][az, b] + [5, as][ar, b])c
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= b([S,Ch][Gz,C] + [S,Clz][al,c]) + ([s, al,b])[GQ,C]
+<[s,a2,b]) las, ] + ([s,al][ag,b] + [5,a2][a1,b]>c_

Uma vez que [s, a1][ag, c] + [s, as)]ar, c], [s, a1, b], [s, az, b], [s, a1][az, b] + [s, as][a1,b] € G, C

V', temos que g € V.

52 Caso. g é do tipo (6),
g = [SvahaQ]‘

Temos que, para algum j (1 < j < 2), a; = be com 1 < degb,degc < dega;. Suponha

que a; = be. Assim,
[s,bc, as] = —[be, s, as] = —[b, s][c, as] — [b, as][c, s] — [b, s, as]c — ble, s, as)
= [s,b][c, as] + [b, as][s, ] + ([s, b, aﬂ)c + b([s, c, ag]>
= [s,b][c, as] + [s, ][b, as] — [s, ¢, [b, (Ig]i| + ([s, b, a2]>c + b([s, c, a2]>

= [s,b][c, as] + [s, ] [b, as] — [[s, ¢, b],ag} + [[s, e, ag],b} + ([S,b, ag])c+ b([s,c, a2]>.

Uma vez que [s,c,b],[s,c,a0],[s,b,a0] € G, CV e [s,b][c,as] + [s,c|[b,as] € V, pelo 42
caso, temos que g € V.

Por fim, suponha que ay = be. Temos

s, a1, bc] = b<[s,a1,c]> + ([s,al,b]>c.

Uma vez que [s,a1,¢|,[s,a1,b] € G, CV, temos que g € V. ]

Em outras palavras, o lema 3.5 afirma que se
e S é um subconjunto (nao vazio) de K(X),
e U é o ideal bilateral de K(X) gerado, como ideal bilateral, por S e

e W éoideal bilateral de K(X) gerado, como ideal bilateral, pelos elementos da forma

[u, a1, as) em que u € U e a1, a2 € K(X),

entdo W coincide com o ideal bilateral de K(X) gerado, como ideal bilateral, pelos

polinomios
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(1) [s, iy, 5 ];

(2) sl @iy, Tis];

(3) [s, wirl[wi, iy, i, ;

(4) [s, wirl[wiy, wis] + [5, [, i ]

(5) 8([[&'1, xiz] [mi:a? .731'4] + [wil > 331‘3] [xiz ) xi4])’

em que r;; € X e s €5,

3.2 Msétodo recursivo para obter os geradores de 7"

Sejam a, b, u, v, w € K(X). Temos

[ab, u, v] = [u, a][v,b] + [v, a][u, b] + [a, u, v]b+ a[b,u,v] e

[v,al[u,b] = [[v,a], [u, b]] + [u, b][v, a].
Portanto,

[u, a][v, ] + [u,b][v,a] = —[u, ab,v] + [[u,b], [v,a]] + [u,a,v]b+ alu,b,v] (3.1)
Além disso, temos
[ab, u, v, w] = [[ab,u,v],w] = [[a,u][b,v], w]+[[a, v][b, u], w]+ [a[b, u, v], w] + [[a, u, v]b, w]

= [a, u][b, v, w] + [a,u, w][b, v] + [a, v][b, u,w] + [a, v, w][b, u]
+ab, u, v, w] + [a, w][b, u,v] + [a, u, v][b,w] + [a,u,v, w]b
= —([u, a][b, v, w] + [u, bl[a, v, w]) + [[u, 0], [a, v, w]] = ([u, a,w][b,v] + [u, a, v][b, w])
—([u, b, w][a, v]+[u, b, v][a, w])+[[u, b, w], [a, v]]+[[u, b, v], [a, w]]+alb, u, v, w]+]a, u, v, w]b,
e, portanto,
[u, a][b, v, w] + [u, b][a, v, w]
= [u, ab, v, w] — ([u, a,w][b,v] + [u, a, v][b,w]) — ([u, b, w][a,v] + [u,b,v][a, w])
+ ([ 8. o, ]] + [ byl o, o] + [, byl ]

— alu, b,v, w| — [u,a,v,wb.
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Por definicao, 7" = K(X) e T™ n > 2, é o ideal bilateral de K(X) gerado pelos
comutadores [ay,...,a,] em que a; € A. Tendo em vista que o comutador [ay,...,a,] é
linear em cada entrada, considere que esses a@;’s sao mondémios de K(X). Desta forma, os
elementos de 7™ sdo combinagdes lineares de elementos da forma blay, ..., a,|c em que

b,c € K(X) e a; é um mondmio de K(X). Uma vez que
blai, ..., a,)c =bclay,. .., ay) —i—b[[al,ag],ag,...,an,c],

entdo T é gerado, como K-médulo, pelos elementos da forma blay, ..., a,] em que b €
K(X) e a; ¢ um mondmio de K(X).

O lema abaixo é conhecido e pode, por exemplo, ser encontrado em [36].
Lema 3.6. Sejam ay,as, a3, aq,by,...,b,—3 € K(X), n >4, ec € Sy. Entao
[b1, b2, .. . bys, ao(l)][aa(2)7 Ao (3)5 aa(4)] = (=1)7[b1, b2, ..., bu—3, a1][as, az, as] (mod T(n)).

Demonstrac¢ao. Fazendo as substituigoes a = a1, b = aq, u = [by,...,b,_3] e v = [as, ag]

na equacao 3.1, temos
(b1, ... bu_sz, a1][ag, as, as] = —[by, ..., bo_s, asl[as, as,a1] (mod T™) ().

Por outro lado, fazendo as substituigoes a = a;, b = az, w = [by,...,b,_2] € v = a3 na

equacao 3.1, temos

(b1, ... bp_z,a1][ag, as] = —[b1, ..., bp_s,as)[az, a;] (mod TM) (%)
Fazendo agora, na equagao 3.2, as substituicoes a = a;, b = as, v = a3, w = a4 €
u=1[b1,...,b,_3], e usando (*x) temos
[b1, ..., by_3,a1][as,as,as) = —[b1,...,bn_3,as]la1, a3, a4] (mod T(”)) (% % %).
O resultado segue de (x) e (% * *). O

Seja L™, n > 1, o K-médulo de K(X) gerado pelo conjunto
{[al,...,an} ’al,...,an € K(X)}
Além disso, admita que LY = K(X).
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Lema 3.7. Se i € K, entdo L2 L® c T™ para todo n > 3.

Demonstracdo. Claramente a inclusdo ocorre quando n = 3, basta ver que L(VLG) =
T®). Se n > 4, entdo ¢ suficiente mostrar que [by, ..., b,_s][a1, as, as] € T™ para todos

bi,...,by_9,a1,a2,a3 € K(X). Usando o lema 3.6 temos que

[bl, e ,bn,Q] [ag, as, al] = [bl, cee bn,g][al, as, Clg] (mod T(n))

[bl, ey bn_g][ag, ai, CLQ] = [bl, . ,bn_g][al, as, ag] (IIlOd T(n)>

E uma vez que
[b17 . 7bn—2][a17 ag, a3] + [b17 . an—Q] [CLQ, as, al] + [b17 . 7bn—2] [a3) ai, a?] - 07

entdo 3[by,. .., b, o][a1,as,as] =0 (mod T™). O

Note que na prova do lema 3.6 mostramos que [a, c][b, d] + [a, d][b, ¢] € T™ para todos

a€ L2 eb c dcK(X). Usaremos esse fato na demonstracio do lema abaixo.
Lema 3.8. Se 1 € K, entdo T™ = K(X)[T" 2 K(X),K(X)] para todo n > 3.

Demonstracio. Para n = 3 basta ver que T®) = K(X)[K(X), K(X), K(X)]. Suponha
entdo que n > 4. Temos que T é gerado como K-médulo por elementos da forma
afb,...,b,), em que a,by,...,b, € K(X). Portanto, T™ c K(X)[T"=2 K(X), K(X)].
Para mostrar que K(X) [T K(X),K(X)] C T é suficiente verificar que [ba, ¢, d] €
T™ para todos a € L2 e b, c,d € K(X). Temos

[ab, ¢, d] = alb, ¢, d] + [a, c,d]b+ [a, c][b,d] + [a, d][b, c],

e uma vez que [a,c,db € T™ alb,c,d] € L=2LE) < T™ e [a, d|[b, d] + [a, d][b,c] € T™

segue o resultado. O

Deve-se observar que a inclusao K(X) [T K(X),K(X)] C T™, que ¢ a parte nao
trivial do lema 3.8, é conhecida e aparece, por exemplo, em [22].
O teorema abaixo é o resultado principal desta secao e equivale ao teorema 1.7 enun-

ciado no capitulo 1 (introducao).
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Teorema 3.9. Se % €K e F,_o (n>3) ¢éum conjunto de polinomios de K(X) que gera,

n—2)

como ideal bilateral, T™=2), entdo T™ ¢ gerado, como ideal bilateral, pelos polinémios

(D) [fs wirs wir);

(2) flawi, @iy, 3]

B) s willw, v, v

@) [fs willws, wi] + [f, 2ol 23]

) f (i, zollwi, za] + (20, 23] (21, 70])
em que f € F,, o e, € X.

Demonstracdo. Segue do lema 3.8 que T é gerado, como ideal bilateral, pelos elementos
da forma [u, ay, as) onde u € T2 e a1, ay € K(X). Sendo F,_» (n > 3) um conjunto de
polinémios de K(X) que gera, como ideal bilateral, 7™=2), o resultado é uma consequéncia

imediata do lema 3.5 (veja a conclusdo da sec¢ao 3.1 deste capitulo). O]
Nos exemplos abaixo considere que % e K.

Exemplo 3.10. Seja F = {[x;,z;] | z;,x; € X}. Conforme veremos abaizo (coroldrio
8.14), T® ¢ gerado como ideal bilateral pelo conjunto Fy. Desta forma, pelo teorema 3.9,

T® ¢ gerado como ideal bilateral pelos polinémios
(11) [iy, Tia, @iy, Ti);

(12) [xiy, i) [Ti, Ty, Tis);

(13) [wiy, @iy, Tig) [Tiy, Tig, Tig);

(14) (24, @iy, Tig | [Tiy, Tis ] + [Tiy s Tigs Tiy|[Tigs i)
(15) [:132-1,:132-2]([xig,xu][x%,x%] + [Tig, Tig ] [Ty, x%]),
em que x;; € X. Note que

[xil y Lig xi3] [%‘47 Liss xies] - [xil ) xi2]xi3 ['xi47 Liss xie] — Lig [mh ) xi2] [37147 Lis, xiG]
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= [Ty, Uiy |[Tis Tig s Tig) Tiy — [Tiy, i) [Tig, Tig, Tig, Vi) —Tiy [Ty, Ty [y, T, T,

(- / (- (- /

(12) (11) (12)
e, portanto, os polinomios do tipo (13) estdo no ideal bilateral gerado pelos polindmios dos

tipos (11) e (12). Temos ainda
[xiu Lig, xia] [xi4’ xis] + [xi1 » Lig xi4] [$i37 :Eis]

= inu xi5] [xh » Lig s xi3l+ [[xn y Lig s xig]v [$i47 95@5]}

(12)

+ lxigy xi5] [:C’h sy Ligs xi4l + [[xu sy Ligs xi4]7 [:C’iga 1'15” .

(12)

Mas, ([, Tiy, T3], [Ty, 5] ] € [, Tiy, 23], (245, 435]] estdo no ideal bilateral gerado pelos

polinémios do tipo (11), basta notar por exemplo que
[[ﬂ?il ) xiQ? xig]a ['Ti47 'IZ{,H - [xila l‘iga xiga x’i47 w’is] - [xila w’iza w’iga :I;is ) xi4]

= [xiu Ligs Ligs xi4]xi5 — Lig [$i1 y Ligy Tig, xi4] - [xh y Ligy Ligs xis]ffu + Liy [xil y Ligy Ligs m1'5]'

Portanto, os polinomios do tipo (14) estao no ideal bilateral gerado pelos polinomios dos
tipos (11) e (12). Assim, T™ ¢ gerado como ideal bilateral pelos polinémios dos tipos

(11), (12) ¢ (15).

Exemplo 3.11. Seja Fy o conjunto formado pelos polinomios (11),(12) e (15). Desta

forma, pelo teorema 3.9, T®) € gerado como ideal bilateral pelos polinomios
(16) [iy, Tiy, Tig, Tiy, Tis s Tig )

(17) [wiy, @iy, Tig, Tiy ) [Tigs Tig, Tir];

(18) [wiy, Tiy, Tigy Tiys Tis|[Tig, Tiny Tig) s

(19) [wiy, @iy, Tig, Tiyy Tis|[Tig, Tin] + [Tiy s Tiy, Tig, Tiyy Tig|[Tis, Tin;

(20) (@i, @iy, Tig, Tay] ([, o) [T, Tig] + [Tis, 7[5, Tis)) 5

(21) [[1’1’1,JI¢2][9€¢3,9€¢4,961'5],331'6,331'7},'

(22) @iy, @iy [Tig, Tiyy Tis | [Tigs Tigy Tig);

61



(23) [[xil, Tiy|[Tig, Ty Tis) xiﬁ} [Tir, Tig, Tio);

(24) [[:pil,xiQ][xig,xu,x%],xiG} (@i, Tig] + [[:pil,xiz][xi3,xi4,xi5],xi7} [T, Tig;
(25) [y, 0o )i, iy, s ([, Tir ) [T, g + [, T [Tir, i)

(26) [is i) (120, 2id) (@i, @] + [, 23 ][0, ) 3, i

(27) (@i, @iy) ([Tin, T [Ti5, Tig) + [T, Tig) [Ti, Tig]) [T75 g, Tio);

(28) [[ein, i) (i )i, ] + iy i, el i | [ i,

(29) [[mil, a:iz]([a:ig, Tiy|[Tis, Tig) + [Tis, xis}[mm,m%]),xi?} [%87 xig]

+ [[xu ) xiz] <[$st xi4] [Cvisv xie] + [xiga xis] [93@'4, xis]) ) xis} [xi77 xlg} ;
(30> [xil ) xi2] ([mim xi4] [xi57 xie] + ['ria ’ xis] [l’u, xiG]) ([1’1‘7, xis] [xiga xim] + [mim xig] [xis’ xilo]) ’
em que z;; € X.

Exemplo 3.12. Temos que TW ¢ gerado, como ideal bilateral, por 1, isto €, Fy =
{1}. Desta forma, pelo teorema 3.9, T®) ¢ gerado como ideal bilateral pelos polinémios

[‘ril y Lig xiS] € [x’il ) xiz] {xisv xi4] + [xiN xis] [xim Q31‘4]

3.3 Os comutadores que geram 7™ como um ideal
bilateral
Seja M (m,n > 2) o ideal bilateral de K(X) gerado pelos elementos da forma
[a1, ..., Qn_1,a]

em que ay, . .., a, sao monomios de K(X) tais que ay, ..., a,_ tém grau menor ou igual a

m e a, tem grau 1. Note que M,gn) C Ms(n) C T™ para todo n > 2 e para todos 2 < r < s.
Lema 3.13. Os polinomios do tipo

(%) [a1,...,an-1,a,) (n>2)
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em que ay, .. .,a, sio monomios de K(X) tais que ay,...,a,_1 tém grau menor ou igual

a m estao em M7(,f’).

Demonstracao. A prova serd feita por inducao sobre o grau de a,. Se dega, = 1, os
polinoémios do tipo (x), por definigdo, pertencem a M ), Suponha que dega, =r > 1e
que os polinémios do tipo (x) tais que dega, < r estejam em M. Entao Ap = T4y ... T4,

onde x;; € X. Temos

[CLI, ey A1, L Ty - - .Tz'rill‘ir]
=Ty 1 Tjg -+ - Ty [al, vy Qp_1, .Cl}iT] + [al, ey 1, T Ty - - - 1’1'7,71]1’7;7«,
euma vez que [ay, ..., a1, ;] e[al, ..., an_1,T; Ty ... T;_,] estdo em M pela hipétese
de indugdo, entdo [ai,...,a,] € M. ]

Corolario 3.14. T ¢ gerado como ideal bilateral pelos elementos da forma [z, z;] para

todos x;,x; € X.

Demonstracio. Por definicdo, T é gerado, como ideal bilateral em K(X), pelos elemen-
tos da forma [a,b] em que a,b € K(X). Pela anti-simetria, segue que o ideal bilateral
gerado pelos elementos da forma [a,x;] coincide com o ideal bilateral gerado pelos ele-
mentos da forma [z;,a]. Assim, é suficiente observar que de acordo com a demonstracao
do lema acima, [a,b] estd no ideal gerado pelos elementos da forma [a, z;].

]

Uma consequéncia do corolario acima é que Méf) = T® para todo m > 2. Nesta
secao mostraremos que para todo n > 2, MQ(n) =70 (quando % € K)e Mén) =70
(quando % € K). Ambos os resultados aparecem aqui como consequéncia do teorema
3.9. No caminho para se chegar a esses resultados apresentaremos, em um conjunto de
lemas, alguns elementos de K(X') que estao em M2(n) (e, portanto em Mg(,n)). Também sera
necessario obtermos elementos especificos de Mén). Isso sera feito promovendo pequenas
variagoes nas demonstragoes de alguns lemas. Na sequéncia desta se¢ao, as observagoes
tém essa finalidade. Assim, os lemas dizem respeito a MQ(n) e as observacgoes a Mén).

Na demonstragao dos proximos trés lemas usaremos a equacao 3.1 dada anteriormente,
isto é,

[u, a][v,b] + [u,b][v, a) = —[u, ab,v] + [[u,b], [v,a]] + [u, a,v]b+ alu, b, v]
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em que a, b, u,v € K(X).

Lema 3.15. Sejan > 3 e sejam aq, . .., a,_o monomios de K(X) de grau menor ou igual
a 2. Entdao

lar, ..., an_g, zi|[Tk, 1, 5] + [aq, . .., an—2, xj][Tk, 2, 2;) =0 (mod MQ(n))
Demonstracao. Na equacao 3.1 faca @ = x;, b = xj, u = [a1,...,an_2] € V = [T, 7).

Desta forma, o primeiro membro dessa equagao é a expressao que queremos mostrar que

esta em MQ("). Quanto aos termos que estao no segundo membro da equacao, temos

[u, ab,v] = [al, ey O, T, [T, xl]],
|:[U,7 b]; [Ua CLH = [ala <oy An_2, Ty, [karla xlua
[u, a,v]b = [al, e Qp, Ty, [Tk, xl]]xj,
alu,b,v] = xi[as, ..., an_2,x;, [xk,xlu.

Portanto, como consequéncia do lema 3.13, [u,ab,v], [[u,b], [U,a]], [u, a,v]b,alu,b,v] €

MQ(n), o que conclui a demonstracao.

Na demonstracao do lema a seguir usamos a relagao
[u, la, b]} = [u,a, b} — [u,b, a},
onde u, a,b € K(X).

Lema 3.16. Seja n > 4 e sejam aq, ..., a,_3,¢ monomios de K(X) de grau menor ou

wqual a 2. Entao
a1, ..., an_3, zi|[c, xg, x| + [aq, . .., an_s, xj][c, v, ;] =0 (mod Mé"))

Demonstragao. Na equacao 3.1 faga a = z;, b=z, u = [a1,...,0,—3] € v = [¢, z]. Desta
forma, o primeiro membro dessa equacao é a expressao que queremos mostrar que esta

em MQ("). Quanto aos termos que estao no segundo membro da equacao, temos
[u, ab,v] = [al, ey Qneg, TiT5, [, ka

= [ah"‘aanf&xix]’aC’xk} - [ala"'7an73yxixj7xkvc]7
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[[u7 b], [v, a]] = [al, cey Qp_3, T , e, x, xz”

= [al, ey Qnog, T4, [ xk],xz] - [al, ey Qng, T4, Ty, e ka
= [[al, ety Qp_g, Tj, C, :pk],xz] — [[al, ey Qn_g, Tj, T,y €], x,}
— [[al, ey O3, T4, T, c],xk} + [[al, ey O3, T, Ty T c],
[u, a,v]b = [al, C a3, Ty, [, kaxJ
= la1, ..., ans, 3, 0 ) @) — (a1, ..., an_g, @, Th, €] 2y
e
alu,b,v] = x;[ay, ..., an_s, z;, [c, 3]
=zifar, ..., a3, 25, ¢, 2] — wi[ar, ..., an_3, x5, Th, C].

Portanto, como consequéncia do lema 3.13, [u,ab,v], [[u,b], [v,a]], [u, a,v]b, alu,b,v] €

MQ("), o que conclui a demonstracao. O

Observagao 3.17. Se na equagdo 3.1 fizermos a = x;Tp,, b = z;, u = [ay,...,an_3] (a;
monomio de K(X) de grau menor ou igual a 2), e v = |x;, x|, entdo o primeiro membro

dessa equacao serd iqual a
[aly vy A3, xzwm] [xla T, 'I]] + [ala ey A3, Z’j][ﬂjl, iy $1xm]

Essa expressao € um elemento de MQ(n) ? Temos que o termo [u,ab,v], do sequndo membro

dessa equacgao, com as substituicoes acima ficard igual a

[ala ceey Qp—3, xixm$j7 ['Tla ka

== [ala ceey A3, TiTmXj, Xy, xk} - |:(1,1, ceey A3, TilmTj, Tk, .le| .

F o que se pode afirmar, com certeza, € que esse termo estd em Mén). Quanto aos demais
termos do sequndo membro da equagao 3.1, as substituicoes resultarao em elementos de

Mén) (refa¢a a demonstracdo do lema 3.16 com essas substituicoes). Desta forma,
a1, ..., an_g, TiTm [T, T, 5] + a1, . . ., Qpes, Tj] 21, Tp T2] =0 (mod Mén))
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Lema 3.18. Seja n > 3 e sejam ay,...,a,—2,¢ monomios de K(X) de grau menor ou

wqual a 2. Entao
a1, ..., an_a, z|[c, xj] + (a1, . .., an_2, z5][c,x;] =0  (mod MQ(n))

Demonstragao. Na equacao 3.1 faca a = z;, b = z;, u = [a1,...,a,—2] € v = ¢. Desta
forma, o primeiro membro dessa equacao é a expressao que queremos mostrar que esta

em MQ("). Quanto aos termos que estao no segundo membro da equacao, temos

[u, ab,v] = [al,...,an,Q,xixj,c},
[[U, b]7 [Ua CLH = [0’17 <oy Op_2, Ty, [Ca xl]]a
[u, a,v]b = [al,...,an_Q,xi,c]arj
e
afu,b,v] = x; [@1, o ,an,g,:cj,c}.

Portanto, como consequéncia do lema 3.13, [u,ab,v], [[u,b], [v,a]], [u, a,v]b, alu,b,v] €

M2(n), o que conclui a demonstracao. O
Observagao 3.19. Se na equagdo 3.1 fizermos a = x;x;, b = j, u = [a1,...,0,-2] €
v=c (a,...,a, € c monomios de K(X) de grau menor ou igual a 2), entdo o primeiro

membro dessa equacdo serd igual a

[ab ceey Gp_2, xixl][c7 33_7'] + [ah sy Ap—2;, l’j”C, xixl]'

)

Essa expressao ¢ um elemento de ]\/[2(” ? Temos que o termo [u,ab,v], do seqgundo membro

dessa equagao, com as substituicoes acima ficard igqual a
[al, ey Qp_g, BT, €.

E o que se pode afirmar, com certeza, é que esse termo estda em M?En). Quanto aos demais
termos do sequndo membro da equacao 3.1, as substituicoes resultarao em elementos de

M2(") (refaca a demonstrag¢ao do lema 3.18 com essas substitui¢oes). Desta forma,

a1, .oy an-o, Tiw)[c, xj] + a1, . .., ap_o, z][c, z;2) =0 (mod Mén))
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Na demonstracao dos dois lemas seguintes usaremos a equacao 3.2 dada anteriormente,
isto é,
[w, a][b, v, w] + [u, b][a, v, w]
= [u, ab, v, w] — ([u, a, w][b,v] + [u, a, v][b,w]) — ([u,b,w][a,v] + [u,b,v][a, w])
—i—[[u,b], [&,v,wﬂ + [[u,b, w, [a, v]] + [[u, b, v], [a, w]] — alu, b,v,w| — [u, a,v, wlb,

em que a, b, u, v, w € K(X).

Lema 3.20. Sejan > 3 e sejam aq, . .. ,a,_o monomios de K(X) de grau menor ou igual
a 2. Entao

a1, .. ano, Ti][7), T, 11] + a1, . . Ano, 5] [T, 2, ] =0 (mod Mén))'
Demonstragao. Na equagao 3.2 faga a = x;, b =1z;, u=[ay,...,an_2], v =12} € W = 7).

Desta forma, o primeiro membro dessa equagao é a expressao que queremos mostrar que

estd em Mg("). Quanto aos termos que estao no segundo membro da equagao, temos
_ _ (n)
[, ab, v, w] = [al, ceey Qn_g, TiTj, T, xl} = [[al, ooy Qn_g, BT, Tk, xl} € M,",

[[w,b], [a,v,w]] = [a1,...,an—2,2;, [z, 24, 1] € Mén) (pelo lema 3.13),
[[u, b, w), [a, UH = [[al, ey G2, T, Ty, (X, mkH € MQ(n),
[[u, b,0], [a, w]] = [[ar, ..., an-2,xj, 23], [;, 2] € M,
[u, a,w]|[b,v] + [u, a, v][b, w]
(n)

=[a1,...,an_2, ﬁz"xl][%‘, ) + a1, ..., Qpo2, x,;,xk][xj,xl} e M,”,

[u, b, w][a,v] + [u, b, v][a, w]

= a1, ..., an_9, ), x))[Ts, Tk + (1, . . ., oo, T, ) [T, 7] € MQ(n),
alu,b,v,w] = z;[[a1, ..., an2, 5, xk), 7] € MZ(”)
e
[u,a,v,wlb = [[a1, ..., @noo, s, x4, 11| € MQ("),
de onde segue o resultado. O]
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Lema 3.21. Sejan >4 e sejam ay, . .., a,_3 monomios de K(X) de grau menor ou igual

a 2. Entao
lat, ... an_s, zi][z;, 2K, 1] + [aq, . .., an_s, xj][z;, v, ) =0 (mod MQ(H))
Demonstragao. Na equagdo 3.2 faga a = x;, b =1z;, u=[a,...,a,_3], v =12} € W = 7).

Desta forma, o primeiro membro dessa equagao é a expressao que queremos mostrar que

estd em MQ("). Quanto aos termos que estao no segundo membro da equacao, temos

[, ab, v, w] = [al, Ceey Qn_3, LT, T, xl} € MQ("),
[[u7 b]) [a,v,w” = [alv <oy An-3, Ty, [xia T, :L‘ZH
= [al, e O3, Ty [T, T :L‘l] — [al, e Qg3 T4, T, [, xkﬂ
= [ala ceey An_3, Tj, LiTk, xl] - [ah ceey An—3, Tj, LTy, xz}

—la1, .. a3, x5, 2, (3, 24]] € MQ(") (pelo lema 3.13),
Hu, b, wl, la, UH = [al, ey Qn_g, T4, Ty, [T, ka € Mén)(pelo lema 3.13),
([u,b,0], [a,w]] = [a1, ..., an_3,2;, 2k, [¥;,1)]] € Mz(n)(pelo lema 3.13),

[u, a,w][b,v] + [u, a, v][b, w]

=la1,...,an_3, T, ) [xj, Tp] + [aq, . .., an_s, i, Ti) [, 7)) € MQ(n) (pelo lema 3.18),

[u, b,wl[a, v] + [u, b, v][a, w]

=la1,...,an_3, %, ][, 2] + [aq, . .., an_s, ), Tp][2i, 7)) € MQ(n) (pelo lema 3.18),
alu, b,v,w] = x; [al, ey O3, L), Tk, a:l} € MQ(n)
e
[u, a, v, w]b = [al, ey Qp_3, Tj, T, xl}xj € Mén),
de onde segue o resultado. O
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Observagao 3.22. Se na equagio 3.2 fizermos a = x;, b = x;Ty,, u = [ay,..., 03]
(a; monomio de K(X) de grau menor ou igual a 2), v = xp e w = x;, entdo o primeiro

membro dessa equagao serd iqual a

(a1, ..., Qn_3, | [T T, T, 1) + (A1, - - -, Qpes, T[T, Tk, 2]

)

Essa expressao € um elemento de MQ(n ¢ Temos que o termo [u,ab,v,w], do sequndo

membro dessa equagdao, com as substituicoes acima ficard igual a
[ah ey 3, TiTjTm, Tk, xl] .

E o que se pode afirmar, com certeza, é que esse termo estda em M?En). Quanto aos demais
termos do sequndo membro da equacao 3.2, as substituicoes resultarao em elementos de

MQ(") (refaca a demonstrag¢ao do lema 3.21 com essas substitui¢oes). Desta forma,
[at, ..., a3, %] [T, T, 1) + [Q1, . ., Qnes, TjTp)[Ti, T, 2] =0 (mod M3(n))

Observagao 3.23. Se na equacdo 3.2 fizermos a = z;, b = x;, u = [a1,..., 0,3 (a;
monomio de K(X) de grau menor ou igual a 2), v = xx € w = T1&y, entdo o primeiro

membro dessa equacdo serd igual a
a1, ... an_3, Ti|[T;, T, T1Tp] + (a1, . . ., Qpes, Tj][Ti, Th, T

Essa expressio € um elemento de M{™ # Temos que os termos [u, a, w][b, v] + [u, a, v][b, w]
e [u,b,wlla,v] + [u,b,v][a,w], do segundo membro dessa equagdo, com as substituicoes

acima ficardo iguais a

a1,y Qng, Tiy i) [T, k] + [aa, - - anes, T 2[5, 2T,
e

[ah vy A3, mja xlxm] ['r’b xk] + [ala ey A3, xja Ik‘] [l‘ia CClx’m]u
respectivamente. Seque da observacao 3.19 que esses termos estao em Mén). Quanto

aos demais termos do sequndo membro da equacao 3.2, as substituicoes resultarao em
elementos de MQ(n) (refaca a demonstracao do lema 3.21 com essas substituicoes). Desta

forma,
a1, ... an_s, T[T, T, TyT] + a1, . . ., Qp_s, Tj] @i, Tp, T2, =0 (mod Mén))
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Corolario 3.24. Sejan > 3 e sejam ay, ..., a,—o monomios de K(X) de grau menor ou

wqual a 2. Entao

(a1, s an2, @i N[ )5 iy > Ty ) = (1) [0, G2, 4] [Ty, iy, 24,] (mod MQ("))
em que g € Sy.

Demonstracao. E uma consequencia dos lemas 3.15 e 3.20. O

Corolario 3.25. Sejan > 4 e sejam ay, .. .,a,_3 monéomios de K(X) de grau menor ou

wqual a 2. Entao

vy ooy @noz, @i, )i, s Tig )5 Ty ) = (=1)7 (a1, oy @nog, T3y ][0y, T4, 74,] - (mod M)
em que o € Sy.

Demonstracao. E uma consequencia dos lemas 3.16 e 3.21. L]

Lema 3.26. Sejan > 3 e sejam aq, . .., a,_o monomios de K(X) de grau menor ou igual

a 2. Se % e K, entao
[aly'"7an727$i][xjaxk7xl] = O (mOd MZ(n))

Demonstragao. Segue do corolario 3.24 que

(a1, .oy oo, x| [Tr, 21y 5] = [ag, ... an—2, ][z, 2K, 2] (mod MQ(n))
e
[, anma [, 25, 2] = Jar, - oo, (25, 20, 2] (mod M),
Entao
a1, ..., an_o, zi|[x}, Tk, 2]
= —[a1, ..., G2, T) [Tk, T, 5] — [an, ..., an_o, xi][7), T, 2]
= —2[a1,. .., an_2, T[T, Tk, 1] (mod Mg(n)),
e, portanto
3lar, ..., an_2, x|z, 28, 2] =0 (mod Mén)).
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Lema 3.27. Sejan > 4 e sejam ay, . .., a,_3 monomios de K(X) de grau menor ou igual

a 2. Se % € K, entao
[at, .. an_3,xi][xj, 2k, 2] =0 (mod MQ(n))

Demonstragao. E andloga ao do lema 3.26: usamos a identidade de Jacobi e o corolario

3.25. ]

Lema 3.28. Sejan > 4 e sejam aq, ..., a,_3 monomios de K(X) de grau menor ou igual

a 2. Se % e K, entdo
a1, ..., an_3, ) [x;T8, 21, ) =0 (mod Mz(n))

Demonstracao. Temos

[ai, ..., Gn_3, xi][x}, Tk, T 1Tp)
=la1,...,an_3, |2 [T5, T, T + |1, . .., Qps, T3] (2], Thy ] T4,
=la1,...,an_3, T, 1) [T}, Tp, T + xl([al, ooy Qng, T[T, T, xm])
+([a1, ooy Ang, T[T, T, xl])xm,
e uma vez que
(a1, ..., an_s, @i, T1] [T}, Tpy Tp) € MQ(n) (pelo lema 3.26),

a1, ... an_s, zi|[T;, T, Tm] € MQ(n) (pelo lema 3.27)

e
(a1, ..., an_3, xi|[xj, T, 2] € MQ(n) (pelo lema 3.27),
entao
(a1, ..., an_3, zi|[Tj, T, T1T] € MQ(n).
Mas
(a1, ..., an_s, xi][x, Tp, T 1T0)
=[a1,...,an_3, Ti|[T1Tpm, T, 5] — [0, . . ., Qpe3, Ti] [T T, T4, Tp]

e, portanto,

(a1, ..., an_3, Ti|[T1Tm, T, 5] = (a1, . . ., Gn_3, T [T1Tm, j, ]  (mod Mz(n))
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Usando esse resultado junto com o lema 3.16, temos

a1, ... an_3, Ti|[T;Th, 11, Ty
= —[a1,. .., -3, T [T, T, ) = —[an, ..., g, Tp| |22k, i, 7]
= (a1, ..., Gneg, T[22k, Tiy T) = [an, .., anes, ][220k, Ty, 24
= —la1, ..., a3, 2] [Xj@K, Tm, 1)) = —[a1, . .., Qg ][22, 21, ] (mod MQ("))
Logo, 2[ay, . .., an_s, 33|22, 21, Tm) = 0 (mod M™). O

Observacao 3.29. Seque dos lemas 3.27 e 3.28 que se % € K, entao

a1, ... an_s, z)[c, x5, 2] =0 (mod M™)
em que ay, .. .,a,_3,c¢ sao monomios de K(X) de grau menor ou igual a 2.
Observacao 3.30. Sejan > 4 e sejam ay,. .., a,_3 monomios de K(X) de grau menor

ou iqual a 2. De acordo com a demonstracao do lema 3.28, para que
(a1, ..., an_s, Ti)[T1Tm, T, 5] = a1, . .., Gn3, ] [T1Tm, T, 5]  (mod Mén))

¢ suficiente que % e K.
Por outro lado, usando as observacoes 3.17, 3.22 e 3.23, temos

(3.22

~

[ala S xi][ml'xma Tk, xj] = _[ala ceey, Ap—3, xlxm] [xh Tk, xj]
(3.17)
= [ab cey Ap—3, 133'][%, Tk, SUlLUm] = —[ah ceey Ap -3, xj][ﬂflm i, l’zxm]
(3.23) (3.17)
= [ala"'7an—37xk]['xj7xiaxlxm] = _[ala"‘aan—?)?xlxm”xjaxhxk]
(3.22)
= (a1, ..., Qn_3, TTp) [T, ), K] = —[a1, ..., Gnes, T[T, 5, k] (mod Mén)).
Desta forma, se % e K, entao
a1, ...y g, ] [X1Tm, T, ;] =0 (mod Mé"))
Lema 3.31. Sejan >4 e sejam aq, . .., a,_3 monomios de K(X) de grau menor ou igual
a 2. Se % e K, entao
lay, ..., a3, :v,-]([xj,mk][xl, T + [, 1) [Tk, xm]) =0 (mod Mén)).
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Demonstracao. Temos

a1, ... an_3, Ti|[T;Tm, T, T]
=la1, ..., Qn_3, Ti|T; [T, T, 1) + [Q1, . .., Qpes, Ti] [T, Tpy ] T,
—lay, ..., an 3,7 ([xj, x)[zr, xm] + [, 212k, xm])
=la1,...,an_3, Ti, Tj][Tm, T, 1)) + 2501, . . ., an_s, T[T, Tk, 2]
+Ha, ..., an_g, il [T, Ty, T T — a1, - .., Qns, T4 ([xj, T [, T + [, 1) [k, xm])
Portanto, o resultado é consequéncia do lema 3.26 e da observacao 3.29. O
Observagao 3.32. Sejan > 4 e sejam ay,. .., a,_3 monomios de K(X) de grau menor

ou igual a 2. Na demonstra¢ao do lema 3.31, para verificar que

lay, ..., an 3, ([mj, xi) [, Tm] + [, 21 [z, xm])

estd em M™, escrevemos esta ex il binacao b d t 0
5 pressao como combinacdo linear de outras j expressoes,
entre elas [ay, . .., an_3, T;|[TjTm, Tk, 21]. Note que apenas nessa expressio € que utilizamos
a hipotese de que % € K para garantir que ela esta em Mén). Nas demais, € suficiente que
(n

% € K para que elas estejam em M, ) (ver lemas 3.26 e 3.27). Seque entdo da observagdio

3.30 que se % € K, entao
[ai, ..., an 3, xi]([:cj,xk][xl, T + [z, ][k, xm]) =0 (mod Mén))

Conforme observamos anteriormente, T7® = M\ para todo m > 2 (corolario 3.14).
Além disso, com a hipdtese de que % € K, temos que TG = Mq(s) para todo m > 2. De

fato, T®) é gerado como ideal bilateral de K(X) pelos elementos da forma

(1) [Ty, Ty, i) € (1) [iy, Tay) [Ty, Ta] + [0y, Tig ) [24,, 74,

)

(veja o exemplo 3.12). Claramente, os elementos da forma (i) estdo em M e, pelo lema

3.18, os elementos da forma (ii) estdo em M2(3) c MY para todo m > 2.

Lema 3.33. Se : € K, entio T™ = M (n > 2).
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Demonstracao. Temos que Mz(”) C T™ para todo n > 2 . A prova de que T™ C Mz(”)
para todo n > 2 serd feita por inducao sobre n. A base da inducao segue do comentario
acima. Seja n algum inteiro maior que 3 e suponha que T® C Mz(k) para todo k < n.

(=2 — M Uma vez que M{""? é gerado como ideal bilateral de

Desta forma, T
K(X) pelos elementos da forma [ay, as, . .., a,_3, ;] em que ay, as, ..., a,_3 sS40 mondmios

de K(X) de grau menor ou igual a 2, segue do teorema 3.9 que os polinomios dos tipos

(36)  [lan, ., Guos i)y 2y, 20);
(37) (a1, ..., an_3, Ti|[T;, T, T1);

38)  [lan, s Guos, i)y 2] [0, 21 ]

(39)  [lar, s anos il 2] [ @] + [[ans - s aness 2l 2] [, 1)
40)  [an, .o an s 2] ([, 2] [0, 2] + (25, Ton] [0, 2]

geram, como ideal bilateral, 7. Entéao, basta mostrar que esses polindémios estao MQ(n).
Os polinomios do tipo (36) claramente estao em MQ(") . Os polinémios dos tipos (37), (38)
e (39) estao em Mz(”), respectivamente, pelos lemas 3.27, 3.26 e 3.18. J4& os polindmios do

tipo (40) estao em M2(n) pelo lema 3.31. [

Se na demonstracao do lema 3.33 substituirmos a hipétese de que % € K por % € K,
ainda assim os polinomios dos tipos (36)-(39) estardao em MQ(n). No entanto, nao podemos
garantir o mesmo para os polinomios do tipo (40). Mas, de acordo com a observagao 3.32,
com essa nova hipétese os polinomios dos tipos (40) estardo em Mén). Assim, temos uma

segunda versao para o lema 3.33.

Lema 3.34. Se : € K, entio T™ = M (n>2)..

3.4 Resultado principal

O proximo teorema é o resultado principal deste capitulo e equivale ao teorema 1.2 apre-

sentado no capitulo 1 (introducao).
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Teorema 3.35. Seja K um anel associativo, unitdrio e comutativo. Seja A uma K-
dlgebra unitdria associativa e seja € = {eq,es,...} um conjunto gerador para A. Denote

por E¥, k> 1, o conjunto dos elementos de A da forma e; e, ...e; em que e, €E.

k

1) Se % € K, entio T™(A) é gerado como ideal bilateral pelo conjunto

{lwr, ... un) | u; € EUE}.

2) Se 1 €K, entdo T™(A) é gerado como ideal bilateral pelo conjunto

{lw, ... un) |u; € EVUEPUE}.

Demonstragao. Seja X = {x1,xs,...} e considere a aplicacdo ¢y : X — & definida
por ¢o(x;) = e; para todo i = 1,2,.... Seja ¢ : K{(X) — A o homomorfismo de
algebras associativas unitdrias que extende g, isto é, v(x;) = @o(x;) = e; para todo
i =1,2,.... Claramente, esse homomorfismo é sobrejetivo. Denote por R™ e por S™,
respectivamente, os ideais em A gerados pelos conjuntos {[ul, co Uy | u € EU 52} e

{[ur, ... un) | u; € EUE* UE}. Segue dos lemas 3.33 e 3.34 que

1) R™ = ¢(M2(”)) = (T™) =T™(A) quando 1 € K.

=

2) S = ¢(M§”)) = (T™) =T™(A) quando 1 € K.

Wl

O

Lembramos que uma K-algebra associativa unitaria B é dita Lie nilpotente se existir
um inteiro positivo n > 1 tal que [by, ..., b,41] = 0 para todo by, ...,b,+1 € B. O menor
inteiro n com essa propriedade € a classe de Lie-nilpoténcia de B. Portanto, B é Lie-
nilpotente de classe < n se, e somente se, 7™ (B) = {0}. Além disso, dizemos que B
é localmente Lie-nilpotente se toda subdlgebra de B finitamente gerada (como &lgebra)
é Lie-nilpotente. O coroldrio abaixo é uma consequéncia imediata do teorema 3.35 e

corresponde ao corolario 1.3 dado no capitulo 1 (introducao).

Corolario 3.36. Seja A uma K-dlgebra associativa unitdria e seja € = {ey, eq,...} um
conjunto gerador de A. Para que a K-dlgebra A seja Lie-nilpotente € suficiente que exista

um inteiro n > 1 tal que

75



o [ug,...,Upi1] =0 para todos uy, ..., u,s1 € EUE? quando % eK; ou
® [Uy,...,Un1] =0 para todos ui, ..., up41 € EUEXUE? quando % e K.
(EF, k> 1, é o conjunto dos elementos de A da forma e e;, .. .€;, em que e;, €E)

Os resultados abaixo sao obtidos tomando como hipdtese o fato de que % € K. No
entanto, como pode ser facilmente verificado, temos os mesmos resultados com a hipdtese

de que % e K.

Corolario 3.37. Suponha que % € K e seja B uma K-dlgebra associativa unitaria finita-

mente gerada. Entdo T™(B) (n > 2) ¢ finitamente gerado como ideal bilateral.

Demonstragdo. Seja € = {ey,...,e,} um conjunto de geradores para B e seja £F (k > 1) o
conjunto dos elementos de B da formae;, ... e; em quee;; € €. Segue do teorema 3.35 que
T™(B) é gerado, como ideal bilateral, pelos elementos [by, ... ,b,] em que by, ..., b, € EU
E2UE3. Desta forma, existem r+r2+r3 possibilidades para cada b; , i = 1,...,n. Portanto,

o ideal bilateral T(")(B) possui um conjunto gerador com (r 4 72 + r3)" elementos. [

Corolario 3.38. Seja B uma K-dlgebra associativa unitaria finitamente gerada tal que
]. 7 . — . . .
3 € K. Suponha que cada subdlgebra de Lie de B finitamente gerada seja nilpotente.

Entao B ¢ Lie-nilpotente.

Demonstragdo. Seja € = {ey,...,e,.} um conjunto de geradores para B e seja E¥ (k > 1)

o conjunto dos elementos de B da forma e;, ...e; em que ¢;; € €. Seja G a subdlgebra

k
de Lie de B(~) gerada por EUE2UES. Uma vez que o conjunto EUEZUE? tem r 412 + 1’
elementos, entao G ¢ finitamente gerada. Por hipdtese, G é nilpotente e, portanto, existe
um inteiro n > 2 tal que [gi, ..., g,] = 0 para todos gi,..., g, € EUE>UE3. Assim, pelo

corolério 3.36, [by, ..., b,] = 0 para todos by, . ..,b, € B. Portanto, B é Lie-nilpotente. [

Vale lembrar que esses dois 1ltimos coroldrios sao equivalentes, respectivamente, aos

corolarios 1.4 e 1.5 dados no capitulo 1 (introdugao).
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Capitulo 4

O centro da algebra de Lie associada

a série central inferior de Z(X)

Seja K um anel associativo, comutativo e unitéario e seja G uma K-algebra de Lie. Defina

a série de ideais de Lie em G indutivamente:

LY(G) =G,

LU(G) = [LY(G),G].
Essa série é denominada de série central inferior de GG. Temos que
G=LYO>LPG >LPG) >.... (¥

Defina os sucessivos quocientes da série central por B;(G) := LW(G)/L%*(G) e considere

a soma direta

B(G) = P Bi(G).

i>1

Dados a € L(G) e b € LY(Q), defina em B(G) o produto [,] tal que

[a + LUD(G), b+ LUT(G)] = [a,b] + LOHD(G).
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Assim , [B;(G), B;(G)] C B;+;(G). Temos que o K-médulo B(G) munido desse produto é
uma algebra de Lie graduada, denominada dlgebra de Lie associada a série central inferior
(x). Além disso, B(G) é gerada como algebra de Lie por B;(G). Para maiores detalhes,
veja a secao 2.6 do capitulo 2.

Neste capitulo, considere que G é a algebra de Lie associada a algebra associativa
Z(X), isto é, G = Z{X)D) e escreva LO(G) = LY, B(G) = B; e B(G) = B. Note que

LW é 0 Z-médulo gerado pelo conjunto

{[fl,...,f,} | Fieoo £ eZ<X>}.
Além disso, considere que

(1) 7™ & ideal bilateral em Z(X) gerado como ideal pelos elementos [fi, ..., fn] em

que fi,..., fm € Z(X), m > 1. Note que T é o Z-médulo gerado pelos elementos
gilfi, o fmlge em que fi, .. fin, 91, 92 € Z(X);

(2) P, é o Z-médulo dos polinomios multilineares nas varidveis xy, . .., op;
3) T\ =Tt N B,
) 15 — o

me ¢ 0 Z-médulo gerado pelos polindémios de Z(X) nas varidveis z1, ...,z

.....

com multigrau (mq, ..., my).

Denote por J a imagem de T®) em By e defina o Z-médulo By := B /J. E conhecido
que J esta contido no centro de B (veja, por exemplo, [17] e [8]). Desta forma,
B:=B/J =B &P B
i>2
é uma algebra de Lie graduada.
Lembramos aqui a definicao de isolador dada no capitulo 2. Seja R um dominio e M
um R-médulo , definimos o isolador de um submédulo N de M, denotado por I(N), como

o submoédulo

IIN)={ae M |3IreRr#0, emque, ra € N}.
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Claramente, N C I(N). E f4cil ver que M /N tem torgao se, e somente se, o isolador de
N contém propriamente N (isto é, I(N) é maior que N). Bhupatiraju, P.I. Etingof et
al em [8] mostraram que B; tem muita torcdo e, portanto, o isolador de J ¢ maior que
J. O resultado principal deste capitulo 4 consiste em mostrar que o isolador de J esta

contido no centro de B (teorema 4.41).

4.1 Uma base para o Z-moédulo TT(L?’)

C. Bekh-Ochir e D. M. Riley ([7]) quando K é um corpo de caracteristica zero apresen-
taram uma certa base linear para o espaco dos polinomios multilineares de grau n em
K(X). Para tanto, eles usaram a bem conhecida base de Specht (veja [34]) desse espago.
Em seguida, eles mostraram que um subconjunto dessa base ¢ uma base linear para o
ideal em K(X) gerado pelos comutadores [a,as,a3] em que ay,ay e az sao polindmios
multilineares de grau n. Nesta se¢ao, mostramos que esses resultados continuam validos
em Z(X).

Lembramos aqui a definicao de produto reqular de grau n, n > 1, dada no capitulo 1.

(1) Sejam iy < ... < i inteiros tais {iy,...,ix} C {1,...,n}. Entdo o monoémio

Wiz, ...,x;) = x; ...x; ¢ denominado regular.

(2) Seja {j1,-.-,5} € {1,...,n} tal que j; é o elemento minimal desse conjunto. Entao

o comutador multilinear [z;,, z;,,...,x;] (de grau > 2) é denominado regular.

(3) Um produto CW € P,, em que C = C...Cs (s > 0) é um produto de comutadores

regulares e W é um monomio regular, é também denominado regular se
(a) o grau de C; nao cresce da esquerda para direita; e
(b) o indice da indeterminada inicial de comutadores C; de mesmo grau cresce da

esquerda para direita.

De acordo com o que foi visto na secao 2.4 do capitulo 2, o conjunto de todos os produtos
requlares de grau n formam uma base para P,, que denominamos de base de Specht para
P,. Denote por A,, o conjunto de todos os elementos da base de Specht de P, da forma

Cy...C,W em que deg C7 > 3. Claramente A,, C TT(L?’).
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Para todo inteiro £ > 1, defina

Sy =:{o € Sy | o(1) <0(2),0(3) <o(4),...,0(2k—1) < o(2k)
e o(l)<o(3)<...<o(2k—-1)}.

Note que 0 =1 € S),. Parak > 1,0 € 5 ety <... <y, defina

Uo (Tiy s i) = [Ty Tigay | (i 1y Tigon |-
Sejam
R, = {Ua(xil, o ,-fl?i%)iﬁjl vy, |4<2k<n, 1#0€S5y,
i< gy 1< < ook © {7;1,...,z'%,jl,...,jn,%}:{1,...,n}} e
R, = {ul(xil, o ,xi%)xh ooy L |0<2k<n

i1 <o <o, J1 < oo < Jneok, © {01, 00k, Il Jnm2k) = {1,---,71}}-

Note que A, UR, UR/, é a base de Specht para P,.

Exemplo 4.1.

Ay = {[$1, T, T3] T4, [T1, T3, o] Xy, [T1, T2, Ta]@3, [T1, T4, T] 73,
(21, T3, T4]T2, [T1, T4, 23|72, [T2, T3, 24]T1,
(o, x4, 23|21, (X1, T2, 3, 4], (1, T2, T4, 23],
[$1, I3, $2,$4], [$1, ZE3,IE47$2], [5E1,IE4,$2, 353]7 [$1,$4a I3, fz]};
Ri= {[$1,$3][$2,$4], (21, 4] [$2,IE3]};
Ry = {I1$2$3$4, (21, Ta|T374, [T1, T3)T2T4, [T1, T4 D23,

(T2, w3)w174, (T2, T4] 2173, [T3, Ba]T129, [T1, 2] [T3, IE4]}-

Para cada 1 # 0 € S, e 4 < 2k < n, defina

zg(xl, . ,xgk) = ul(xl, . ,Z‘Qk) — (—1)”u0(x1,...,x2k).
Seja
B, = {za(:vil,...,xm)W(:vjl,...,a:jn_%) |4 <2k <n, 1#0€S5,
1 <...<lo, j1<...<jn_2k e {il,...,igk,jl,...,jn_gk}:{1,...,7’L}}.
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Exemplo 4.2. B, = {[331,302”333,554] + (21, 23] [0, 4], (21, T2) (w3, 4] — [21, 24] [x2»5’33]}-
Note que, pelo coroléario 2.52, B,, C .
Proposicao 4.3. O conjunto A, U B, UR, € uma base para P,.

Demonstra¢ao. Dado u,W € R, temos que u,W = (—=1)7usW — (—=1)7z,W. Desta
forma, A, U B, UR,, gera P,. Seja

Zaiai -+ Zﬂjbj -+ Z’Yka =0,

em que a; € A,,b; € B, ¢, € Rl e oy, B,V € Z. Para cada j, b; pode ser escrito como

bj=d; +e; em que d; € R; e e;j € R,. Desta forma

Z oA, + Z ﬁjej + (Z YeClk + Z ﬁjdj) =0.
i j k j
Portanto, a; = 8; = v, = 0, para todo 7, j e k. ]

Proposicao 4.4. A imagem do conjunto R, pelo homomorfismo candnico P, — Pn/TTE‘g)

¢ uma base para o Z-modulo quociente Pn/T,S?’).
Demonstracao. Seja f € P,. Entao, pela proposicao 4.3
f= Z@iai + Zﬁjbj + Z’chk
i j k
em que a; € Ay, b; € B, ¢, € R}, e o, B, € Z. Logo f + ® — > ke + ™. 0
resultado segue entao da observacao 2.58. ’ O
Proposicao 4.5. A, U B, ¢ uma base de T,

Demonstracao. Como vimos, A, U B, C . Seja f € ¥ P3. Entao
f= Zaiai + Zﬂjbj + Z’chk
i j k

em que a; € A,, bj € By, cx € R, e a;, B, € Z. Assim ) ycp, € . Mas, pela
k
proposigao 4.4, v, = 0 para todo inteiro k. Logo A, U B, gera ¥ e, uma vez que esse

conjunto esta contido na base de P,, é linearmente independente. O

Denote por V,, o Z-mdédulo gerado pelo conjunto R’,,. Temos entao, como consequéncia

das proposigoes 4.3 e 4.5, que P, = TT(L?’) P V..
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4.2 O quociente Pn/LS)’)

Nesta se¢ao mostramos que dois dos resultados principais que aparecem em [7] para K(X),

quando K é um corpo de caracteristica zero, sao validos em Z(X). Um deles trata da

decomposigao de Z-mddulos ¥ =LY @ Tflg_)ﬁn e o outro diz respeito a uma base para

0 Z-médulo LY.
Nas demonstracoes do lemas desta secao faremos uso de alguns resultados que estao

elencados na afirmacao abaixo. A demonstracao é imediata.
Afirmagao 4.6. Sejam a,b,c,d € Z(X). Entao

1) [a,bc] = bla,c] + [a,b]c;

2) [ab, c, d] = a[b, c, d] + [a, c, d]b—i— [a, c] [b, d] + [a,d] [b, c];

3) la,b,cld = d[a,b,c] (mod L) e [a,b][c,d] = [c,d][a,b] (mod L®).

Lema 4.7. Sejam a,b,c,d € Z(X). Entao
(i) [a,b,cld = —|a,b,d]c (mod L®);
(i) [a,b,c]d = [c,d,alb (mod L®).

Demonstracao.

(i) [a, b, c]d = [a,b, c]Jd—[a, b, cd] = [a, b, c|d—(c[a, b, d]+|a,b, c]d) = —[a,b,d]c (mod LO)).

(ii) [a,b, c]d = [a,b,c|ld — [ad, b, c] = —[d, b, cla — [a,b][d, c] — [a, c][d, D]
= [d, b, a)c — [d, c][a,b] — [a, ][d,b] = —[b,d, a]c — [c,d][b, a] — [c, a][b, d]
= —(c[b,d, a] + [c, d][b, a] + [c, a][b,d] + [c,d, a]b) + [c,d, a]b
= —[ch,d,a] + [¢,d,alb = [¢,d,alb  (mod L)),
O
Para efeito de simplificacdo, ao longo desta secio, a = b significa a = b (mod L®).
Lema 4.8. Sejam a,b,c,dy,...,d, € Z(X) em que k > 1. Entdo

[c,a,dy, dy, ... di]b= (=1 [dy, b di_y,dp_s, ..., dy,dy,cla.
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Demonstracao. A prova sera feita por indugao sobre k.
Para k = 1, temos pelo lema 4.7 que [c, a,dy]b = [d, b, cJa. Suponha que o lema seja

verdadeiro para algum k£ > 1. Assim

[C,a,dl,dg, . ,dk,dk+1]b = [[C, (I],dl,dg, e ,dk_:,_l}b
k

= (=D [dyar, b, diy di_y, - - o, [c, a]] dy
(Pela hipdtese de indugao)
= (—1)’“+1<[dk+1,b, di, iy, ., da, ¢, aldy — [[disr, b, di, dy_y, . . ,dg],a,c]]ch)
= <_1)k+l( ks by di, iy, - oy e dila — [[eda), [diga, by d, ,dz]]a)
(Pelo lema4.7)
- (_1)k+1< — i1, by iy i, - oy €, dy] + [disr, by, o, [c, dl]Da

= (—1)k+l< - [dk+l> b,dy,dp—1,...,ds,di, c])a = (_1)k+2[dk+1> b,dy,dr—1,...,ds,d, C]CL-

O
O lema abaixo é bem conhecido e pode ser encontrado, por exemplo, em [17].

Lema 4.9. Sejam a,b,c,d,e € Z(X). Entdo [[a, b, c]d, e] =0.

Demonstragio. Temos [[a, b, c]d, e] = [a,b,c][d, €] + [a, b, c, €]d.

Pelo lema 4.7, temos

[a,b,c][d, e] = —[a, b, [d, eHc,
[a,b,c,eld = [e,d, [a,b]]c = [a,b,[d, €]]c.
Logo, [[a, b, c]d, e} =0. ]

Coroléario 4.10. Sejam u,v,w € Z(X). Se w =0, entao [wv,u] = 0.

Demonstra¢io. Temos que w € L®) e, portanto, w = Y a;las, bi, ¢;], em que a; € Z e
i

a;, b;, ¢; € Z{X). Dessa forma,

[wv, u] = [Zai([ai,bi,ci]v),u} = Zai[[ai,bi,ci]v,u].

7 %

O resultado segue entao do lema 4.9. O]
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Lema 4.11. Se f € A,, entio [ = f1+ fa, em que f1 € LY e fa € T( T

Demonstracao. Temos que f é um elemento da base de Specht da forma C,Cy...C,W
tal que deg C; > 3. Considere os seguintes casos:
1°) z, estd no comutador Cj.
Suponha que C; = [a:il, ce oy Ty, a:n} em que t > 2. Pelo lema 4.7, temos
[l’il, ce ,Iit,i’n}CQ .. CSW = —[ZL‘Z‘N PN 7317“,02 PN OSW}ZEn
Portanto, f = f1 + f2, em que f; € LY e fa € 1xn
Suponha que Cf = [xil, s Ty, Ty Ty - - 7%} emquet >1er > 1. Pelo lema
4.8, temos
[xim Ce ,xit,xn,xh, Ce ,.Z'jr}CQ. . CSW
= (—1)" [l‘jm Co. . CW,mj T,y Ty, Ty, [Ty, ,xit]]xn.
Portanto, f = fi 4+ fo, em que f; € LY e fa € 1xn Note que se f = (1, entao
fe L
2°) xz, estd em algum comutador C; de comprimento maior que 2 e com [ # 1.
Suponha que C; = [xil, e Ty Ty, Ty - ,a:jT} em que t > 1er >0, sendo que se

t =1, entao r > 1. Neste caso, escrevemos
f - Cl e Cl—lchl—‘rl e CSW

- ClCl e Cl_ch_l e CSW - [Cl, Cl e Cl—l] Cl—i—l e CSW

= [l'h,~--7xital'mxj1a-'~71']',101---Cl—lol-i-l---CsW
- o
v

)
- [xil,...,xit,xn,le,...,xjr,Cl...Cl,l}ClH...CSW.
A 7

~

(2)

Na expressao (1) aplicamos o caso anterior, enquanto que na expressao (2), usando

o lema 4.8, obtemos

[xil,...,mit,xn,le,...,ij,Cl ...lel]ClJrl...CsW
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3°) x, estd em algum comutador C; de comprimento 2 e com [ # 1.

Assim

f == 01 e Cl—l [.TZ', ZEn]Ol_H e CSW
= Cl e Cl—la;ixncl-i-l e CSW - Cl oo Cl—lxnIiCl—&-l Ce CSW

= ([Cl ce lell'iil?n, Cl+1 c. CSW] — [Cl e Cl,1$n, LCiClJrl Ce CSW]>

[\ J/
-~

f1
n (C,H CWCy ... Crati— 2:Chsr ... CWC .. cl,1>xn .

[

S

3)

Claramente fy € T, T(Lflxn. Uma vez que C] tem comprimento maior que 3, segue do

lema 4.9 que f; € LY.
O caso em que x,, estd em W ¢ trivial. O

Lema 4.12. Sejam ay, ..., ag,b € Z(X), em que k > 1. Entao

[[al, as|[as, aq) ... [aog—1, aokl, b] =0.

Demonstracao. A prova sera feita por inducao sobre k.
Para k£ = 1, temos [[al,ag],b] = 0. Suponha que o lema seja verdadeiro para algum

k > 1. Temos

0= H[ah ag] ... [agr—1, asgk]azk 41, a2k+2} 7 b}

= [[ab aﬂ cee [CLQk—la GQk][CL%H, a2k+2], b} + |:|:[a17 az] cee [a2k—17 a?k]7 a2k+2} A2k+1, b]
Pela hipétese de inducao temos [[al, as] ... lagk_1, ask), a2k+2] = 0. Segue do corolério 4.10

que H[al, a2] ce [azk—1,a2k],a2k+2} ask+1,b| = 0. Logo,

[[ah az] . [a2k;—17 a?k] [a2k+1, a2k+2]7 b} =0.

Coroléario 4.13. Sejam aq, ..., a9, b, c € Z(X), em que k > 1.
Se u = [ay, as]las, a4 . . . [ask_1, as|, entao

(1) [u,b]c+ [u,c]b = 0.

(ii) [ub,c] + [uc, b] = 0.

(iii) [buc, a] = [ubc, al.
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Demonstracao.

(i) 0 = [u, be] = [u, blc + [u, c]b.

(ii) [ub, ] + [uc, b] = [u, c]b + [b, Ju + [u, blc + [¢, blu = 0.

(iii) Uma vez que [u, b] = 0, entdo, pelo coroldrio 4.10, [[u, ble, a] =0. O]

Lema 4.14. Sejam ay, ..., a,b,c € Z(X), em que k > 1. Entéao
[[al, as|[as, aq) . .. [ask_1, aok]b, c] =— [[b, as)las, ayq] . .. [agg_1, asglaq, c].
Demonstragao. Defina u := [a3, ay4] ... [agx_1, ask]. Temos
[[bal,ag]u,c} = [b[al,ag]u,c] + [[b, ag]alu,c]

= [b, [al,ag]u,c} + [[al,ag]ub, c} + [[b, ag]ual,c} + [[b, &2][@1,U],C:|.

Segue entao do lema 4.12 que [[al, as|ub, c] + [[b, as|uay, c] =0. O
Corolario 4.15. Sejam ay,. .., am,b,c € Z({X), em que m > 1. Entdo
[@17 az] cee [a%fl? azk] cee [aszl, Clzm]b, C] = - [[ah Cl2] e [b, azk] ce [Clszl, azm]aqu, C] .

Demonstragao. Sejam u = [a1, az] ... [aok—3, Gop—2] € v = [A2kt1,2ks2] - - [G2m—1, A2m)]-

Segue do corolario 4.13-(iii) e do lema 4.14 que

[u[agk,l,agk]vb, c] = [[agk,l,agk]vub, c} = —[[b, an]vuagk,l,c} = —[u[b, Ao |vagg—1,c|.
0
Corolario 4.16. Sejam ay, ..., as11,b € Z(X), em que k > 1, e 0 € So41. Entao
[[ag(l), Us(2)) - - - [Qo(2k-1), Qo (2k) | Qo (2k41) b] = (—1)° [[al, as] ... [agk_1, ask]aski1, b].
Demonstracao. E uma consequéncia imediata do coroléario 4.15. O

Observacao 4.17. Considere as permutacoes 0,0 € Sa, tais que
1 2 ... 2n—1 2n
0 —
2 3 ... 2n 1
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(1 2 ... 2%—1 2k ... 2n—1 2n>
0‘:

1 2 ... W2k—1 Wk ... l2p—1 l2p

com igp, = 2n. Seja p =cofo...00. Entao

2k Vezes
1 2 o2 —2k—1 2n—2k 2n—2k+1 2n—2k+2 ... 2n—1 2n
= ( ipa1 Gz oo dam 2n i is o er

2n

e (—1)° = (=1)7.((=1)")* = (~1)°.

Seja ™ uma permutacao de Ss,_1 definida por

( 1 2 ..M —2%—1 2n—2k 2n—2k+1 2n—2k+2 ... 2n—1>
m = .
12k+1  I2k42 - - l2p—1 l2n i1 io A L

Uma vez que ¢(2n) = 2n, entao

Lema 4.18. Seja m > 2 e sejam aq,. .., a0, € Z(X). Seja {iy, iz, ..., i2m} uma per-
mutagdo do congunto {1,2,...,2m} tal que € € o sinal dessa permutacdo. Além disso,

suponha que o = 2m para algum 0 < k < m. Entao
[ah Gz] e [a2m—3; a2mf2][a2m717 Clzm]
_G[ah ) ai2][ai37 ai4] ce [aizk—37 aizk—z][aizk—v ai2k][ai2k+17 ai2k+2] s [ai2m717 Qg

= ([[al, as] ... [agm—3, azm_2), a2m,1i|

—€ [ai2k+17 a’i2k+2] s [ai2m717 aizm][aiu aiz] s [a/iQk—37 a’i2k—2]7 aizkﬂ] > A2m-
Demonstracao. Seja ¢ = g — €f, em que

g = [[ah CL2] ce [G2m—3, a2m—2]a2m—17 G2m]

f = [ai2k+1> ai2k+2] [ai2k+37 ai2k+4] s [aizm—u aizm] [aiu aiz] SR [aizk—s’ aizk—z]aizk—1 y A2m | -
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Segue do corolério 4.16 que g = (—1)" f, em que 7 é a permutagao de Ss,,,—; definida por

( 1 2 .. 2m—2k—1 2m—2k 2m—2k+1 2m—2k+2 ... 2m—1>
m = .
12k+1  12k42 - - lom—1 lom i1 (5 cee dok—

De acordo com a observacao 4.17, (—1)™ = e e, portanto,
c=0. (4.1)
Por outro lado,
¢ =lay,as]...[azm_3, aom—al[aom_1, asm] + |[a1, as] . .. [a2m_3, asm—_a], agm} A2pm—1

_E[ai2k+17 ai2k+2][ai2k+37 ai2k+4] s [aimel’ aizm] [aiu aiz] s [aizk—s’ ai2k—2] [aizk—n a2m]
—€ [[aizkH’ ai2k+2] [ai2k+37 ai2k+4] ce [ai2m717 aiQm] [ailv ai2] s [aiZk—37 aizk—Q]v a2m] Qg y -
Uma consequéncia do lema 4.12 é que
[ai2k+17 ai2k+2][ai2k+37 ai2k+4] R [ai2m71 ) ai2m] [ailv ai2] ce [aizk—:;v aizk—z] [aizk—u a2m]

= [ai1 ) ai2][ai37 ai4] B [aizk—:s? aizk—z][aizk—w a2m] [ai2k+17 ai2k+2] s [aiszn ai2m]'

Além disso, segue do corolédrio 4.13-(i) que

:[al, as] ... [aom_3, azm_2), Cbgm] o1 = — [[al, as] ... [aom_3, azm_2], a2m_1] A2
e
:[ai%ﬂ s Qi iy s G ] - - (Wi Qi | [ @iy 5 Qi) - - @iy iy ], agm} iy,
=— [[amﬂ, Qg0 ] Qiggey 50 Qi a] -+ - (i1 > Wiy [y, i) - - [y s Qg ], agk_l] a2
Entao
c = lay,as]...[azm—3, G2m—2][@2m—1, A2m]
— €[, i) @iy, Qig] - [Qigy g Qige o) [ @iy 1 Wi [ Qi s 15 Qiggern] - - - (@i Cig ]
— ([[al, as] ... [agm_3, azm_2], agm_l] (4.2)
— € [[amﬂ, Qigro] - [ Qigyn 1 Wigy | [y Qi) -+ @iy 5 iy ], amil} ) A -
O resultado é uma consequéncia das equagoes 4.1 e 4.2. O
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Exemplo 4.19. Se d = [z, x5][x3, 24|25, x6|[27, x8) — |21, T8][T2, 3][T4, 7] |25, T6], entdo

d — <[[:Cl,xg][xg,x4][a:5,x6],x7] — [[@,x;;][m,xﬂ [%,%],xd)xg =0.

Lema 4.20. Seja m > 2 e sejam ay, ..., a,,0 € Z(X). Seja {iy, i, ..., i2m} uma per-

mutagao do conjunto {1,2,...,2m} tal que € € o sinal dessa permutagdo. Se

f = <[a17 aQ] s [aZm*b a2m] - E[Gil? aiz] cee [ai2m—1v aizm])b7
entdo f = qagm, em que g € T®).

Demonstracdo. Suponha que ig, = 2m para algum 0 < k£ < m e faca
c= [01, GQ] e [a2m—37 @2m—2]> d= [am aig] S [am_3> am_Q]

€ €= [Qiyy 1 Wiy ) -+ - (Vi1 s Vigy)-
Assim
f= (c[agm,l,am] — ed[amfl,am}e)b.
Seja g = clagm—1, aamb| — €dlai,, ., asmble. Pelo lema 4.18

g= ([c, Aom—1] — €led, ai2k71]>a2mb.

Mas,
([c, Aom—1] — €led, Clm,J) Q2mb

= b([c, aom-_1] — €led, ai%_l]>a2m + [([C, aom—1] — €led, ai%_l]>a2m, b} .
Segue do lema 4.12 e do corolério 4.10 que [([c, aom—1] — €led, ai2k71]>a2m, b} = 0. Logo,
g= b([c, aom—1] — €led, ai%_l]>agm. (4.3)
Por outro lado,
g = Caom|aam—1,b] + c[agm—1, a2m|b — €dagy[a;,, ., ble — ed[ai,, ., azm|be

= [agm—1, b]cagy, + clagm—1, a2m]b — €[ai,, _,,bledasy, — ed|a;,, ., asm|eb—ed[a,, ., am]b, €.

Assim

g = f + [CLQm,l, b]C(ng — 6[0]1’%71 s b]edagm — ed[amil, a2m] [b, 6]. (44)
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Segue entao das equacoes 4.3 e 4.4 que
f= (b[c, agm—1] — ebled, a;,, || — [azm—1,b]c + €|ai,, ., b]ed) aom + €d[ai,, . am][b, €.
Mas,
d[aiy, ,a2m][b, €] = [b, €]d]ai,, ., am| = [b, €]dai,, ,asm — [b, e]dasmai,, ,
= [b, e]lda,, ,aam — iy, _, [b, €]dag,, — [[b, eldagm, @i%,l}
= [[b, €ld, ai,, ,|asm — [[b, €]dasm, ai,, ]
e uma vez que [b, e] = 0, segue entao do corolario 4.10 que Hb, eldagm, ai%fJ = 0. Logo,
f= (b[c, agm—1] — ebled, a;,, || — [azm—1,b]c + €|ai,, ,,bled + e[[b, eld, am_lDagm.
Pelo lema 4.12 e pelo corolario 4.10 temos que

[Ca a2m—1]v [Gd, aizk—l]v Hb7 e]da aizk—1] € L(S)

e, portanto

bc, agm-1] — ebled, ai,, ]+ €[[b,€ld, ai,, ,] € T®.
Faga h = [ag;,—1,b|c — €[a;,, ,,bled. Entao, pelo lema 4.12
h = clagm-1,b] — ed|ai,,_,,ble.

Mas, pela proposicio 2.52, clagm,_1,b] — ed[as,, ,,ble € T®. Portanto, h € T®). Segue

entdo que f = gas, em que ¢ € T®). ]
Lema 4.21. Se f € B,,, entao f = fi + f2, em que f, € LY e fo e Tﬁ)lxn

Demonstracao. Conforme foi definido anteriormente, B,,, n > 4, é o conjunto de todos os

polindmios da forma
([xiwxiz] cee [xi2k717xi2k] - (_1)U[xig(1)7xio(z)] cee [xig(zk_l)vxig(zk)ijl c Lo
em que

o 4 <2k <n;
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o1l #+0€S,étal que (1) < 0(2),0(3) < 0(4),...,0(2k — 1) < 0(2k) e o(1) <
o(3) <...<o(2k—1);

0 i < ...<lgk, 1 <...<jp_ok €

] {il,...,iQk,jl,...,jn_gk}:{1,...,71}.

Note que j,_op = n ou igy = n. Se f € B, é tal que j,_or = n, entao, pela proposicao
2.52, f = gx,, em que g € Tf’_)l. Se f € B, é tal que iy, = n, entao, pelo lema 4.20,
f=9+qxy, emquegELg’)equé“qfl. n

Lema 4.22. O Conjunto

C={[Zn: To(1) - - Ton-1)]s [TnTo(1) - - - To(k), Tolkt1) - - - Tom-1)]|0 € Sn_1,k € {1,...,n=2}}
¢ uma base para Lq(f).

Demonstragao. De fato, note que se f € L? entio f é uma combinagao linear de elemen-

tos da forma [x;, ...z, %, ... 2;,] em que {i1,...,i,} = {1,...,n}. Podemos supor que

x, estd na 1° parte desses comutadores e usando a relagao [ux,v, w| = [z,v, wu|— [z, VW, U]
2

segue que os elementos de C geram Lgl ),

Seja f € span(C). Entao

n—2
f=> (ago) [Ty To(1) -+ Tomn)] + > a8 [Tnoq) - - To(ry: Totrn) - --:ca(n_n}),

0ESH_1

k .
em que o) € 7. Reescrevendo esta expressao, obtemos

f= Z ((aff]) +...+ a((,"’z))xnxa(l) e T(n—1)

oESH_1

(n—3)

_agn_Q)xo(nfl)xnxa(l) <o To(n—2) — Ay

Lo(n—2)To(n-1)TnTs(1) - - - Lo(n—3)

— ... Oégl)l’a(g) .. .Jfa(n_l)l’nl‘g(l) - Oégo)l’a(l) .. .xo(n_l)xn> .

Dessa forma, se f = 0 segue que o=V = =Y = 0, Vo € S,,_1 e, portanto,

os elementos de C sao linearmente independentes. O
Lema 4.23. L'Y N P,_z,, = {0}.
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Demonstragao. Seja f € P,_1x,. Entao f = > Bs%s0) ... Tom—1)Tn, €m que f, € Z.

O'ESn 1

Suponha que f € L e escreva f como na demonstracao do lema 4.22, isto é,

n—2
f=> (ozf,o) [0y To1) - - Ton-1)] + D P [TnZo) - - Toth), Tahrn) - - -xg(n_n}),
O'ESn_1 k=1
em que oa(,) € Z. Entao para cada o € 5,,_; temos
N N
046(70) + /BO' =Y

e , portanto, f = 0. O

Corolario 4.24. LY n Té?i)lzz:n = {0}.
Demonstracao. Uma vez que LY c LY

4.23. [l

e qu’_)lxn C P, yz,, o resultado segue do lema

Teorema 4.25. %) = L!¥ @ T(3)1xn

Demonstracao. Uma vez que A, U B,, é uma base para Tég) (proposicao 4.5) e que todo
elemento f dessa base pode ser escrito na forma f = f1+ fo, em que f; € LY e fa € T(3)1xn
(lemas 4.11 e 4.21), temos que ¥ =LY + T(g)lxn O resultado segue entao do corolario
4.24. O

Corolario 4.26. P,/LY ¢ um Z-mdédulo livre.

Demonstracao. Temos que P, = T )@ Vy. (conforme foi observado no final da segao 4.1).

Disso e do teorema 4.25 segue que
Po=L®eT® 2, &V,

Portanto,

P /L =1® 2 @V,

Uma vez que P, é um Z-mdédulo livre, entao (pela proposicao 2.22) T(?’) 12, @BV, é Z-mobdulo

livre, de onde segue o resultado
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Lema 4.27. Sejam Vi e Vo Z-submddulos de um Z-mdodulo livre V' de modo que V =
Vi ® Vs, Desta forma, cada elemento d € V' se escreve de maneira unica como uma soma
dY +d® em que dV € V; e d® € V. Sejam By = {a; |i € I} e By ={b; | j € J}
subconjuntos disjuntos de V' tais que By € uma base de Vy e 1 U Py € uma base de V.

Entao {b§~2) | j € J} € uma base de V5.

Demonstragao. Seja b € V,. Uma vez que Vo C V) entdo b = Y agag + Y \by, em que
% ]
g, N\ € Z, a, € P1 e by € By. Escrevendo b = bl(l) + bl@), temos

b= onar+ > AbY+Y A,
k l l

-~
[

Mas ¢ € V1 NV, = {0} e, portanto, b = > )\lbl(2).
I

Suponha que Y )xtb,EQ) =0, em que \; € Z e by € B5. Temos
t

S b= A + 3 A
t t t
e, portanto,

> b= A
t t

Assim > \b € V) e como f; é uma base de Vi, temos

t
Z by = Z Q.
t r

Uma vez que §; U By é base de V, entao A\; = 0. O]

Dado que ¥ = LY @ Tﬁ)lwn, escreva d € T como dV + d® em que d® € LY
e d? e Tﬁ)lxn. Uma vez que o conjunto A, 1z, U B, 1z, C A, U B, é uma base de

T,(Lg_)lxn, entao segue do lema 4.27 que

D, = {dV | d € (A\A,_12,) U (B\By—12) }

¢ uma base de LS’).
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4.3 O quociente Hyy, iy my 11/ Humymy..my_ 11 N LE

Sejam my, ..., my inteiros nao nulos e seja H,y,, . m, 0 Z-mbdulo gerado pelos polinoémios
de Z(X) nas varidveis x1, ...,z com multigrau (mq,...,my). Nesta se¢do, serd consid-
erado o caso em que my = 1.

Sejan =my + ...+ my_1 + 1 e considere a aplicacdo ¢, m,_,1 de X em Z(X) tal

que
(
i x, 1=1,...,myq;
XTi = T, i:m1+1,...,m1+m2;
XT; — T3, i:m1+m2+1,...,m1+m2+m3;
Ti>Tp 1, t=M1+Mo+...+Mpo+1,... m+mo+...+Mg_o+mg_1;
Ty > Tk

\

Seja Py, m,_,a 0 endomorfismo de Z(X) que extende ¢y, m, 1. Denote & =

Exemplo 4.28. Seja f(x1,xa, T3,74) = T102T102%302%304%3 € Hozz1. Entdo [ =

®y33.1(9) para todo g € Py da forma
(&1, T, o T) = iy Ty iy T jy Ty Ty Ty Loy

em que {il,iz} = {L 2}; {j1>j27j3} = {3,4, 5} € {]fb kzyks} = {6a 778}'

De um modo geral, dado um monomio f € H,,,  m,_ 1, existem mylma!---my_4!

monomios g € P, tais que @y, . ,.1(9) = f. Desta forma,

Py 1 (Pn) = Hyny g1
Temos também que
¢ O et (B = LO O Hpy w1
¢ Ot et (T) =T N Hyy 11

o &(1z,) = <T<3> mHml,...,mk,1>a:k-

n—
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Lema 4.29. Seja f € P, e M 0 Z-mdédulo de Z{X) gerado pelo conjunto

{90f (91,2 Gm)Gm+1 | 90sG1s - Gms Gms1 € Z(X)}.

Seja h € Z(X). Se h estd em M, entio as componentes multi-homogéneas de h também

estao em M

Demonstragao. Escreva f(x1,...,z5) = Y. QgTo(1) - - To@m) €M quUe oy € Z e sejam
O’GSm
90,91, -, gm+1 € Z(X). Escreva g; = Zg](.aj), Jjg=01,...,m+ 1, em que g.aj) é a
componente multi-homogénea de g; de multigrau a; = (a;,, ..., a;,). Temos
90f (G1s- -2 Gm)Ims1 = > aGoGa(1) - - - Jo(m)Gm1
oESm
Z Z (ao) Z (ax(1y) Z (@o(m)) Z (@m+1)
90 o) )+ Yo (m) Im1
0ESm Qg (1) Go(m) Am+1
a (aa ) ( o(m ) am,
SOLH (D o
oc€ESm QQ,01,.,am,0m+1
a Qg ) ( a(m ) am
D DR D A S St
ap,a1,..-,am,am+1 0ESm
= > g™ gl g,
a0,a1,--,am ,Am+1
Note que géa‘)) f(ggal), e gﬁ,ffm)) ggfff Y ¢ um elemento de M que é multi-homogéneo
de multigrau ag + a1 + ... + Gyt
Suponha que h = gof(g1,- -, Gm)gms1 € seja hl@ a componente multi-homogénea de
h de multigrau a. Entao
PO= 3w ™)) gl
aptai+...+am+1=a
e, portanto, h(® € M.
No caso em que h é uma combinagao linear de elementos da forma gof(g1, - - -, Gm)Gm+1,

entdo uma componente multi-homogénea A de multigrau a de h é a soma das compo-

nentes multi-homogéneas de multigrau a das parcelas dessa combinacao que possuem essa

componente. Portanto, h(® € M.
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Corolario 4.30. Seja h € Z(X) tal que ) ¢ a componente multi-homogénea de h de

multigrau a.
i. Sehe LB entao h' e LO);
ii. Se h e TG entdo h'@ € TG,
Demonstracdo. Basta notar que L® é o Z-médulo de Z(X) gerado pelo conjunto

{f(gl7g27g3) ‘ 91,92,393 € Z<X>}7

e T®) é o Z-médulo de Z(X) gerando pelo conjunto
{g()f(gh g2, g3>g4 | 90, 91,92, 93,94 € Z’<X>}7
em que f = [x1, s, 3. [

Lema 4-31- (Hmh,,,7mk,1,1 N L(g)) N ((Hml"“’mk71 A T(g))xk> - {0}

Demonstracao. Seja f = f(x1,...,Zp—1,%k) € Hpy oy, 1. S€ja
g(xla s 7$m17‘rm1+1; .. axmﬁ-mQa s 7$m1+...+mk_2+17 oo axml—&-...—l—mk_g-l—mk_la xn)
- f(x]_ + PN + xml7xml+1 + P + $m1+m27 “e 7xm1+~--+mk—2+l + N + xm1+--~+mk—2+mk—17$n)

em que n =my + ...+ mg_1 + 1, a linearizagao completa de f. Seja

h(xh oo 7xm1a xml-i-la s 7$m1+m27 .. axm1+...+mk_2+1a s >$m1+...+mk_2+mk_17xn)

a componente multilinear de g.

Suponha que

f € <Hm1,.l.,mk,1,1 N L(3)> N ((Hml,...,mk,l N T(g))mk>

Entdo g € L®NTG)z,. Uma vez que h € P,, segue do corolario 4.30 que h € L,(qg)ﬂTf_)la:n.

Mas pelo corolério 4.24 temos que h = 0.

Por outro lado,

Mz, @1, oy Wy Ty ,xk_L,xk) =mq!- - mp g f(21,. .., Tp_1, Tp)
mi m2 mg—1
e, portanto, mq!---my_1!f(xy,...,25_1,25) = 0. Mas Z(X) é um Z-médulo livre e,
portanto, f(xy,..., T, Tg1) = 0. ]
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Corolario 4.32. Hy,, . . NT® = <Hm1,m7mk71,1 N L<3>> ® <(Hmm N T3)xk>
Demonstracao. Sejan =my + ---+ mg_1 + 1. Uma vez que T,Sg) = LS’) &) Tr(i)ﬂm entao

aplicando ®,,, ., ,1 em ambos os lados dessa expressao e considerando o lema 4.31

temos o resultado. O

Para a continuidade do texto, lembramos alguns resultados e definicoes dados anteri-

ormente. No final da secao 4.1 vimos que

P,=T®aV,

n

em que V,, é o Z-moédulo gerado pelo conjunto
R;“L = {[Iil7‘ri2] s [‘Ti%—l"ri%]le ce Lo | 0<2t<n,

i <o <oy 1 < oo < Jneoty {01 o J1s o Jneaet = {1,...,n}}

Além disso, no capitulo 1 (conceitos preliminares), definimos o conjunto S formado pelos

elementos da forma

b b
[Tiys Tiy) - [Ty TigyJTT )
em que
o bjc{m;,m;—1},j=1,... k;
o iy < iy < ... <y, 0<2t<Ek sao osinteiros j € {1,2,...,k} para os quais

bj:mj—l,

e vimos que

{f+T® | fesS}

¢ um conjunto linearmente independente no Z-médulo Hml,_,,,mk/(T(?’) N Hp,....m, ). Desta
forma, denotando por S o Z-médulo gerado pelo conjunto S, temos que T N S= {0}.
Lema 4.33. Se f € R}, entdo Py, my 11(f) € (Hmy, ooy 11 NTH)US.
Demonstragao. Seja f € R!. Temos que f = gh em que

1) h = (:l:‘fl .. :L‘?,;T) (wiﬁff .. xmfﬁj) . ($ZZI++I;:::§111 .. foIx:j)xZ”, a; €

{0,1} para todo j =1,...,n;
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2) g é um produto de comutadores da forma

[Iiu'riz] s [Ii2t7171‘i2t]

em que {z;,Ti,...,Ti,} ¢ 0 subconjunto das variaveis {zi,...,z,} que tem ex-

poente 0 em h e dispostas de forma que i1 < iy < ... < 1.

Denote ® = ®,,, ., , 1. Temos
1 2 ¢ —1_.an
(I)(f) = l‘{ Ig e ‘xkk—l Ly, [(I)(xil)a (I)(Z‘Z2>] ce [(I)(ximfl)v qD(‘TZét)]

em que 0 </¢; <m; paratodoj=1,...,k—1.
Se ¢; < m; — 2 para algum j € {1,...,k — 1}, entdo ®(z; ) = ®(x;,) para, pelo
menos, um par r,s € {1,...,2t}, com r # s. Pelo coroldrio 2.54 temos que, nesse caso,

O(f) € T®. Se t; € {m; —1,m;} para todo j =1,...,k — 1, entdo ®(f) € S. O
Defina Vi, mev1 = Loy n(Va)s n=mq + ...+ my_; + 1.
Corolario 4.34. Vi, i 11 C (Hyooone 1 NTE) P S.

Demonstragao. Seja f € Vi, me 1. Entao f = @, 1(g9) para algum g € V.

-----

Logo,
f = Z Oéiq)ml,...,mk,l,l(gi)

em que o; € Z e g; € R,. Entdo o resultado segue da proposigao 4.33 e do fato que

7® NS = {0}. O
O teorema abaixo equivale ao teorema 1.12 enunciado no capitulo 1 (introdugao).
Teorema 4.35. Hy, oy 1/ Hmyoomp_1a N LB ¢ um Z-mddulo livre.

Demonstracao. Como antes, tome n = my—+...+my_1. Tendo em vista que P, = T,@@Vn,

entao aplicando ®,,, ., ,1 em ambos os lados dessa expressao, temos
3
Hm1,~~,mk7171 = (Hmlz-wmkfl’l N T )) + lern:mkflvl'

Segue entao, do corolario 4.34, que

Hml,.“,mk,l,l = (Hml,...,mmhl 8 T(g)) ®S.
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Mas, pelo corolério 4.32, temos

77777

Hml ..... mkfl,l/Hml 77777 mg_1,1 N L(S) = ((Hml

,,,,,

Uma vez que todo submédulo de Z({X) é livre (proposicao 2.22), segue o resultado. [

Corolario 4.36. Seja f = f(x1,...,28) € Hp,
rf e L®, entio f € LO.

me_1,1 € T um inteiro nao nulo. Se

,,,,,

..........

é livre de torcdo. Portanto, se rf + L) = 0, entdao f + L® = 0, de onde segue o

resultado. [

4.4 Os elementos do centro de B contidos em B;

Lembramos que a série central inferior de Z({X) vista como algebra de Lie é a série dos
ideais de Lie L) C Z(X) definidos recursivamente por L) = Z({X) e LW+ = [L®) Z(X)]
(i > 1). Além disso, B := P>, Bi (B; = L® /LE+D) ¢ a correspondente algebra de Lie
graduada associada a série central inferior de Z({X)(=). Note que, visto como Z-submédulo
de Z(X), LY (i > 2) é gerado pelo conjunto {[f1,...,fi] | fi € Z{X)}. Lembramos

ainda que 7™ ¢ o ideal bilateral em Z({X) gerado como ideal pelos elementos [fi, ..., fi]

(fi,- -, fi € Z(X)).

Uma observacio para a sequéncia do texto é a de que o Z-médulo LW i > 1, tem a

seguinte propriedade:
f(x1,...,2,) € L se, e somente se, f(gy,...,gr) € LY para todos gi,...,gx € Z(X).
Um médulo com essa propriedade ¢ dito um 7T-médulo. Outra observacao é que

TO = LO . 7(X) (i >2)
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em que L - Z{X) é o Z-médulo gerado pelos elementos da forma gh em que g € L e
h € Z(X). Basta ver que

fO[fh .- ‘7fi]fi+1 = [fh .. -;fz‘]fofiﬂ - [fl; cee 7fi7f0]fi+1

em que fo, f1,..., fi1 € Z(X).

Na demonstragao do lema abaixo serd utilizado o coroldrio 2.64 (dado no capitulo 2)

que afirma que dado f € Z{X), entdo
f+ L% € Z(B) se, e somente se, [f,g] € L® para todo g € Z(X).
Lema 4.37. (L® +T®) [1®) ¢ Z(B).

Demonstracio. Seja f = g+h, em que g € L e h € T®), e seja a € Z(X). Claramente
[9,a] € L®. O lema 4.9 afirma que [T®)Z(X)] C L® e, portanto, [h,a] € L®). Desta
forma, [f,a] € L®. Assim, pelo coroldrio 2.64, temos que f + L® € Z(B). ]

Observamos que a demonstragao original do lema acima se deve a Feigin e Shoikhetem

(veja [17]).
Lema 4.38. Seja f = f(xy,...,x,) € Z(X). Entdo

f+ L% e Z(B) se, esomente se, [f(x1,...,x), Tps1] € L.
Demonstracdo. Segue do corolario 2.64 e do fato de que L é um T-médulo. O

Lema 4.39. Seja r um inteiro ndo nulo e f € Z(X). Se rf + L® € Z(B), entdo
f+L? e Z(B).

Demonstra¢io. Suponha que f = f(zy,...,2;). Uma vez que rf + L® € Z(B), segue
do lema 4.38 que r[f,z;11] € L®. Suponha que f = f(x1,...,24) € Hpy...m,. Entdo,
pelo lema 4.38, temos que f + L®) € Z(B).

No caso geral em que f nao é necessariamente multi-homogéneo, escreva



em que f™ é a componente multi-homogénea de f multigrau m = (my, ..., my). Assim,
Zr[f(m),xkﬂ} e L®). Mas, pelo coroldrio 4.30, temos que r[f(m),xkﬂ} e L® e, desta

m
forma, o resultado segue do caso anterior. O]

Conforme foi definido no inicio deste capitulo, B; := B;/J em que J é a imagem de
T®) em By. Claramente, J = (L& +T®) / L® . O lema abaixo corresponde a proposicao
3.10 de [8].

Lema 4.40. A torcio em B, (Z(xl, . ,xn>> (my,...,my), em que (mq,...,my,) denota
2n—2
a parte de multigrau mq, ..., m,, € isomorfa a (Z/mdc(ml, . ,mn)>

Desta forma, Tor(B) # {0}. Conforme definimos anteriormente, dado um K-médulo M
(K dominio) e um K-submédulo N de M, entdo o isolador de N ¢é definido da seguinte

forma

IIN)={me M |3Jk €K k#0, tal que km € N}.

Claramente, N C M. Segue diretamente da defini¢do que T'or(M/N) # {0} se, e somente
se, N G I(N). Assim, J & I(J). Em outras palavras, o isolador de [J é maior que J.
O teorema abaixo ¢é o resultado principal desta secao e equivale ao teorema 1.11 enun-

ciado no capitulo 1 (introducdo).
Teorema 4.41. I(J) C Z(B).

Demonstragio. Seja f € Z(X) tal que f+ L® € I(J). Logo, existe um inteiro nao nulo
rtal que rf + L € J C Z(B). Pelo lema 4.39, temos que f + L® € Z(B). O

Desta forma, definimos a algebra de Lie graduada

B:=B/I(J) = Bi/I(J) ® Bs(A) ® Bo(A) @ ... ..
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