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Resumo

No presente trabalho, estudamos as superficies planas na esfera unitaria 3-dimensional S3.
Considerando-se uma estrutura de grupo de Lie em S3, apresentamos os métodos de Bianchi-
Spivak e Kitagawa para a construcao de superficies planas em S* através do produto de suas
linhas assintéticas. Além disso, estudamos como os métodos de Bianchi-Spivak e Kitagawa
podem ser adaptados para a construcao de superficies planas em S* que admitem uma classe

de singularidades.

Palavras chaves: Esfera 3-dimensional, superficies planas, grupos de Lie, linhas assintéticas,

singularidades.
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Abstract

In the present work, we study the flat surfaces in the 3-dimensional unit sphere S?. By
considering a Lie group structure in S, we present the Bianchi-Spivak and Kitagawa methods
to construct flat surfaces in S* by means of the product of their asymptotic lines. Moreover,
we study how the Bianchi-Spivak and Kitagawa methods can be adapted for the construction

of flat surfaces in S® that admits a class of singularities.

Key-words: 3-dimensional sphere, flat surfaces, Lie groups, asymptotic lines, singularities.
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Introducao

No presente trabalho, estudamos superficies planas em S?. O estudo de superficies
imersas num espago tridimensional desempenha um papel central na teoria das subvariedades.
Dentre os ambientes tridimensionais mais simples, com uma geometria bem desenvolvida, estao
as variedades Riemannianas completas, simplesmente conexas, de curvatura seccional constante,

a saber, o espaco Euclidiano R3, a esfera S e o espaco hiperbdlico H?.

Considerando-se superficies de curvatura constante em S* sabemos, pela equacio

de Gauss, que curvatura intrinseca constante implica curvatura extrinseca constante. As su-
ficies d t tri tant S3 lassificaga let
perficies de curvatura extrinseca constante em S° possuem uma classificagdo quase completa.
De acordo com Spivak [4], ndo existe superficie completa com K.,y < —1, nem com K;,,; > 0 e
—1 < K. <0, imersa em S?. Para K,,; > 0 s6 existe um unico tipo de superficie, as 2-esferas.
O caso K.+ = —1, que é equivalente as superficies de curvatura intrinseca zero, também chama-
das superficies planas, é um caso especial que ainda esta em desenvolvimento. Neste trabalho,
apresentamos um estudo de superficies com curvatura zero em S*, baseado principalmente
)

em [9], com resultados, demonstragoes e consideragoes adicionais baseados em [4], [9], [10], [5]

e [7].

No século 19, Bianchi [16], descreveu a estrutura extrinseca local para superficies
planas em S®. Seus resultados foram descritos por Spivak [4], em uma linguagem atual, através
do produto de curvas de torgdo 1 e -1. De acordo com Kitagawa [5], obter um método para
construir superficie plana ¢é interessante uma vez que o problema de classificagao do toros planos
em S3, proposto por Yau [14], permanecia aberto até a publicacao do trabalho deste autor. Neste

caminho, Kitagawa [5] refina a construgao anterior, uma vez que o autor apresenta um critério



que caracteriza as curvas para a construcao de superficies planas. Além disso, provou que as
curvas assintéticas de toros planos em S* sao periddicas e que o método classico de Bianchi
constréi todos os toros planos. Em resumo, o método de Kitagawa, além de obter superficie
planas apresenta um critério para quando estas superficies sao compactas, resolvendo assim o

problema proposto por Yau [14].

Galvez e Mira em [10], apresentam, além uma familia de toros planos em R* dis-
tinta da apresentada pelo classico método de Bianchi, as aplicagoes planas, que generalizam
as superficies planas, uma vez que admitem uma classe de singularidades e os métodos de

Bianchi-Spivak e Kitagawa que podem ser adaptados para construir estas aplicagoes.

Neste caminho, o presente trabalho apresenta um estudo das construgoes de Bianchi-
Spivak e Kitagawa, bem como um estudo das superficies com singularidades, e esta organizado

da seguinte forma:

No capitulo 1, apresentamos alguns conceitos basicos para desenvolvimento do texto
afim de fixar a notacao a ser utilizada. Introduzimos resultados importantes, sobre variedades

Riemannianas e grupos de Lie.

No Capitulo 2, estudamos a estrutura de grupo de Lie da esfera S*. Identificamos
a esfera tridimensional com um subgrupo das transformagoes ortogonais O(4) e com o grupo

SU(2). Descrevemos a geometria das curvas em S* através do método do referencial mével.

O Capitulo 3 é reservado as superficies planas. Neste capitulo, apresentamos a
Fibracao de Hopf para obter os primeiros exemplos de superficies planas. Vimos que uma
superficie completa e simplesmente conexa é recuperada por um produto de curvas assintoticas.

Em seguida, estudamos os métodos devido a Bianchi-Spivak e Kitagawa.

No Capitulo 4, tratamos das aplicagoes planas. Uma generalizacao das superficies
planas em S? que admitem singularidades. Apresentamos como as construcoes estudadas no
Capitulo 3 podem ser adaptadas para as aplicagoes planas mesmo com as tais singularidades

admissiveis.

O capitulo 5 é dedicado a algumas consideragoes sobre a teoria estudada. Citaremos

alguns resultados importantes, mesmo os que nao foram estudados neste texto, que em geral,



sao apresentados em Gélvez [9]. Além disto, apresentaremos um resumo dos problemas em

aberto.



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo, iremos apresentar alguns conceitos basicos para o desen-
volvimento do texto. Nosso objetivo aqui é introduzir algumas defini¢coes e enunciar alguns
resultados importantes sobre Grupos de Lie e Variedades Riemannianas. Além de fixar

a notagao a ser utilizada. As referéncias para este capitulo sao [3], [2], [12] e [1].

1.1 Variedades Riemannianas

Nesta secao apresentaremos alguns resultados basicos da Geometria Riemanni-
ana e fixaremos a notacao utilizada neste texto. Esta secao pode ser omitida por um leitor

familiarizado com os conceitos basicos de Geometria Riemanniana.

Defini¢ao 1.1.1. ( [3]) Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M e uma

familia de aplicagoes biunivocas x, : U, C R™ — M de abertos U, de R™ em M tais que:

o [ Jza(Ua) =M.

e Para todo par a, (3, com x, (Uy) Nag(Ug) = W # 0, os conjuntos x;* (W) e :1:[;1 (W)

sdo abertos em R™ e as aplicagoes x,' o xp sio diferencidveis.

o A familia {(Uy, o)} € mdzima relativamente as condigoes anteriores.
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Neste texto diferenciavel significa ser C'*°.

Defini¢ao 1.1.2. ( [/3]) Seja M uma variedade diferencidvel. A uma aplicagao diferencidvel
a: (—€,€) —> M chamaremos de curva diferencidvel em M. Sejam o« uma curva que passa
porp € M e C®°(M) o conjunto das fungoes diferencidveis em p. O vetor tangente a curva o
em p € a fungao o/(0) : C°(M) — R dada por

o (0)f = d%foa Ca0)=p e feCe(M).

u=0
O conjunto dos vetores tangentes a M em p chamaremos de espacgo tangente, que serd denotado

0 0
por T,M. Cada parametrizacao determina uma base associada {(8_> - (8 >} de T,M,
I Iy

que sera chamada base coordenada.

Defini¢ao 1.1.3. ( [3/) Um campo de vetores X em uwma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que a cada ponto p € M associa a um vetor X (p) € T,M. Ao campo vetorial

dado por [X,Y] = XY — Y X chamaremos de Colchete de Lie.

Se considerarmos uma parametrizacao x, de M podemos escrever

X(0) = 3 )5

m=1
onde cada a,, ¢ uma fungao real definida em U,. Indicaremos por X(M) o conjunto dos campos

vetoriais diferenciaveis. O colchete de Lie satisfaz:

Proposicao 1.1.4. ( [3]) Se X, Y, e Z sao campos diferencidveis em M, a,b sio nimeros
reais, e f,q sao funcoes diferencidveis, entdo:
o [X,Y]=-[Y,X]
o [aX +bY,Z]=alX,Z]+ VY, Z];
o [X, Y], Z]1+ Y, 2], X] + (2, X], Y] = 0;
o [fX.gY] = fglX, Y]+ [X(9) — gV (F)X.
A demonstragao da proposicao acima encontra-se em [3], assim como a interpretagao

do colchete como sendo a derivacao ao longo das trajetérias de um dos campos. Uma vez

definida a estrutura diferencial de uma variedade, vamos definir a sua estrutura Riemanniana.
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Definicao 1.1.5. ( [3/) Uma métrica Riemanniana em uma variedade M ¢é uma corres-
pondéncia que associa a cada ponto p € M, um produto interno I, (forma bilinear, simétrica,
positiva definida) no espago tangente T,M que varia diferenciavelmente da segquinte forma: se
x:U CR" — M é um sistema de coordenadas locais, com base coordenada {8%1, - %}

entao

o 0
9i = le@,.zn) a—aji, 8_553

¢ diferencidvel em U C R™. Usaremos I, g ou (,) para denotar a métrica, conforme indicado

em casa Situacao.

Uma variedade Riemanniana é uma variedade diferencidvel com uma dada métrica
Riemanniana. A partir de agora usaremos a notacao (M,I) para denotar uma variedade Ri-
emanniana, ou somente M, quando a métrica estiver implicita. Sendo M™, N" variedades
diferencidveis de dimensoes m e n respectivamente, denotaremos por d(y), : T,M —— T, N
a aplicacao diferencial de ¢ em p. Se dyp, for injetiva para todo p € M, diremos que ¢ ¢ uma
imersdao. Se além disto esta aplica¢do for homeomorfismo, sobre ¢(M) diremos que ¢ é um
mergulho. No mesmo contexto, se M C N e a aplicagao inclusao for um mergulho, diremos
que M é uma subvariedade de N. Sendo m < n, a diferenca n — m é chamada de codimensao

da imersao ¢.

Definicao 1.1.6. ( [3/) Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Um difeomorfismo

f: M — N é chamado uma isometria se

Lo (w, v)p = In(dfp(w), dfp (V) ()

para todo p € M,u,v € T,M.

O seguinte resultado fornece uma importante relacao entre isometrias de variedades

Riemannianas.

Lema 1.1.7. ( [3]) Sejam f; : M — N, i = 1,2, duas isometrias locais da variedade Rie-

manniana conexa M na variedade Riemanniana N. Suponhamos que existe um ponto p € M

tal que f1(p) = f2(p) e d(f1)p = d(f2)p. Entio fi = fo.
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A demonstracao deste resultado pode ser visto em [3], pg. 181. A estrutura Rie-
manniana permite estabelecer uma tnica derivacao de campos de vetores, chamada conexao

Riemanniana. Para introduzi-la vamos definir conexao afim.

Defini¢ao 1.1.8. ( [3]) Uma conexao afim em variedade diferencidvel M € a aplicagdo

V:(X,Y)eX(M)x X(M)— VxY € X(M) tal que:

o VixigyvZ = fVxZ+gVyZ;
o ViV +7Z=VyY +VyV:

o Vx(fY)=fVxY + X(f)Y;
onde X,Y,Z € X(M) e f,g € C*(M).

E assim, pela conexao temos uma maneira de derivar vetores ao longo de curvas em

particular em M, o que nos leva ao seguinte resultado:

Proposicao 1.1.9. (/3]) Seja M uma variedade diferencidvel com uma conezxdo afim V. Entao
existe uma unica correspondéncia que associa cada campo vetorial V' ao longo de uma curva
: .. DV . .
parametrizada ¢ : I — M um outro campo vetorial T ao longo de c, denominado derivada
u

covariante de 'V ao longo de ¢, que satisfaz:

. D D D
df

i) —(fV) V+f V

iii) Se V' € induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto €, V(u) = Y(c(u)), entdo

D
—V =V
T Vd

Onde W € um campo de vetores ao longo de c e f € uma funcao diferencidvel em I.

A demonstracao desta proposi¢ao encontra-se em [3], assim como a equagao

d dz;
V Zﬂxk dx v Vx, X;, (1.1)

7]
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0
para X; = 0 V= Z v;X;. A equacdo (1.1) define a derivada covariante de V' ao longo de
u -

J
C.

Teorema 1.1.10. ( /3]) Dada uma variedade Riemanniana (M, (,)), existe uma tinica conexdo
afim V em M satisfazendo as condi¢oes:

i) V € simétrica,a, isto é, [ X, Y] =VxY — Vy X,

ii) V € compativel com a métrica, isto €, X (Y, Z) = (VxY,Z) + (Y,VxZ) para todo campo

X, YeZemM.
O resultado acima é conhecido como Teorema de Levi-Civita, e sua demonstracao

baseia-se na seguinte equacao:
A equagao (1.2) é denominada férmula de Koszul. Por outro lado, para

Vi X; =Y ThHX,,
k

obtemos os coeficientes da conexao de Levi-Civita em U, conhecidos como simbolos de Chris-

toffel os quais ficam determinados por

1
Y2 - {ax g]k+(9x-gk 3xkgj}g (13)

onde (¢g*™) denota a matriz inversa da matriz (gp,).

Afim de facilitar os calculos, sera 1til a seguinte notagao. Se ¢ : M — N for um

difeomorfismo e X um campo em M entao ¢ * X é definido por

px X(p) = d(@)p1)(X (07 ()))-

E assim podemos enunciar um resultado que nos sera muito 1til.

Proposicao 1.1.11. ( [12]) Sejam M e N wvariedades diferencidveis e ¢ : M — N um

difeomorfismo entao,

i) o (fX +9Y)=(foe ). X + (9o ")p.Y;
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i) [(p«X)flow=X(foy), equivalentemente (0. X)f = X(fop)op;

iii) 0| X, Y] = [0 X, @Y. Além disso, se (M, gnr), (N, gn) sdo variedades Riemannianas com

conexoes Riemannianas V,V respectivamente e ¢ € uma isometria, temos
P (VxY) = Vo x(@.Y).

Em particular, se ¢ : I — M € uma curva diferencidvel e V- é um campo vetorial ao logo

Ps (%) = é(so*v),

de ¢, entao

para todo X, Y € X(M) e f € C®(M)UC>®(N).

Demonstragao. Para a prova de i) temos que

(P (fX +9Y))(f(p) = dle)(X(p)+Y(p))
= d(9),X(p) +d(p),Y (p)
= @ fX(f(P)) +pugY (f(p))

(e (fX))(f(p) = d(¥)p(fX(p))
= d(p),(f(p)X(p)) = f(P)d()pX(p)
= fop ' (f(p)(eX(f(p

Portanto, temos 7). Para a prova de ii) basta lembrar que [d(¢),X(p)|f = X(p(f o ). Para

mostrar ii7), primeiramente temos

XY(foyp) = XY (fop)f
= X((pe)f o)
= (P X)(pY)f o

YX(fop)=(pY)(pX)f o
Entao
pu[XY]f = [X,Y](fop)op™
(XY —YX)(fop)p™
= (X)) (@Y) = (0Y) (@0 X)) (fop) 0 o7t
(X, @ Y] S
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Além disso, se (M, gu),

(N, gn) sao variedades Riemannianas com conexdes Riemannianas

V, V respectivamente, e ¢ é uma isometria. Definamos V : X(M) x X(M) —s X(M) por

VY = o7 Vo x(9.Y)].

Mostraremos que V é uma conexao Riemanniana em M, assim pela unicidade da conexao

Riemanniana, garantida pelo Teorema de Levi-Civita, teremos V = V. De fato,

VixtgrZ

Vx(fY)

. V«p* (fX+qY) P+ 2]

(o HVexiZ + (g0 9 HVove.Z]

(oo )Vo.x0uZ] + 9 (g 0 07 ) Vov 0. Z]
fer! [V%XSD*Z] + 997 Vv . 2]
fVXxZ+gVxZVx(Y +Z) = @Ilﬁw*xsﬁ*(y + 7))
VxY +VxZ,

ol
Py 1[V (Fou~1)pu X +(gop—1)pnY Px 2]
ol
ol

(foo Ve xp.Y + (0. X)(f o 0™ .Y

(f o™ )Vaxp. Y]+ o (4. )(f o 1)p.Y]
e (f o™ ) Ve x@ YT + [(0:X)(f o ™) Y )]
fVXY +(X[)Y,

o que mostra que V é uma conexao afim. Agora vamos a simetria,

VY = VyX = o' [Voxe.Y] - o7 Vv X]

= 90;1[%¢*X(P*Y_%@*Y90*X]
= oo X, .Y

= ¢, 'p[X,Y]

= [X,Y].

A tltima igualdade segue do fato de ¢ ser um difeomorfismo, portanto, V é simétrica. Resta

mostrar que a conexao é compativel. Sejam X,Y,Z € X(M), V = ¢.Y e W = ¢, Z temos

X(Y, 2)

ot =X((Y,Z)op ) op)op=up.X(pY, 0. 7).
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Logo,
X{Y,Z) = o.X{p.Y, 0. 2)
= (Voux@.Y, W) +(V, Vo, x.Z)
= {(PT Veux @Y, 0 W) + (07, 07 Ve x 0. Z)
= (VxY,Z) + (Y. Vx2),
o que conclui a demonstracao. O]

Definicao 1.1.12. ( [4/) O tensor de curvatura R de uma variedade Riemanniana M € a

correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagao
R(X,)Y): X(M) x X(M) — X(M)

dada por
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVx —Vixy|Z,

para Z € X(M), onde V € a conexdo Riemanniana de M.

Esta defini¢ao, nos permite introduzir a curvatura seccional de uma variedade Rie-

manniana M. Para isto usaremos também a seguinte notagao:

|z Ayl o= In (2, 2) I (y,y) — Lu(z, )2,

que representa a area do paralelogramo bi-dimensional, determinado pelo par de vetores x,y

pertencentes a um espacgo vetorial.

Defini¢ao 1.1.13. ( [4]) Sejam M uma variedade Riemanianna, p € M e o um subespago
vetorial do espago tangente T,M. Dado x,y € o vetores linearmente independentes, definimos
como curvatura seccional o niumero real dado por

]IM(R(xv y)y7 JZ)

K(o) —
@) = AyP

Nao é dificil ver que a definicao de K, nao depende da escolha dos vetores z,y € o.
Outro fato interessante, é que o tensor de curvatura R fica totalmente determinado, a partir

do conhecimento da curvatura K para todo o € TpM. Temos ainda o seguinte lema:
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Lema 1.1.14. ( [4]) Sejam M uma variedade Riemanniana e p € M. Definamos uma aplicagdo
trilinear R' . T,M x T,M x T,M — T,M por

Ly (R(X,Y)Z, W) = Iy (X, W) (Y, Z) — Iy (X, Z) I (Y, W),

para todo X, Y,W,Z € TPM. Entao M tem curvatura seccional constante igual a K, se, e

somente se, R = KoR', onde R ¢ a curvatura de M.

1.2 Imersoes Isométricas

Sejam M™" e M variedades Riemannianas. Uma imersio de M em M é uma
aplicagdo diferencidvel f : M — M tal que d(f), ¢ injetiva para todo p € M. Nesta se¢do,
estudaremos as relacoes entre as geometrias de M e M, além de apresentar conceitos e equacoes
importantes para o restante do trabalho. Destacaremos também um caso particular de imersoes

isométricas, as hipersuperficies.

Sendo f : M — M uma imersao, a métrica de M induz de maneira natural uma

métrica Riemanniana em M dada por

Tar (u, 0)p = Igp(d(f)p(w), d(F)p(v)) 5

onde u,v € TpM e p € M. Dessa forma, diremos que f é uma imersao isométrica. Dado
p € M, existe uma vizinhanca U C M de p, tal que f(U) C M é uma subvariedade de M.
Isto significa que para U C M vizinhanca de f(p), existe um difeomorfismo tal que f(U)N M
é aplicado difeomorficamente em R® C R™*™. Para cada p € M, o “produto interno”em T, M

decompde T, M na soma direta
TpM =T,Mo (TPM)J_a

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Indicaremos por V a conexao
Riemanniana em M. Sejam X,Y € X(M) campos de vetores locais e X,Y € X(M) suas

extensoes locais a M. Podemos definir

VxY = (VgY)T
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onde T indica a componente tangencial de Vy? em M. Nao é dificil ver que, a defini¢ao
da conexdo Riemanniana V em M relativa & métrica induzida de M por f nao depende das

extensoes X e Y (ver [3]). E assim, podemos definir
B:X(M)x X(M) — X(M)*
dada por
B(X,Y) =VxY — VyY.

Em [3], podemos ver que a defini¢do de B nio depende das extensoes X, Y e que esta aplicacio
é bilinear e simétrica. Além disso, pela bilinearidade temos ver que B(X,Y)(p) depende apenas

de X(p), Y(p). Assim, conseguimos introduzir a segunda forma fundamental.
Definigao 1.2.1. ( [3]) Sejam p € M e n € (T,M)*, definimos a aplicagdo
IL,(z,y) = Iy(B(z,y),n) xyel,M

chamada a sequnda forma fundamental f em p seqgundo o vetor normal n.

Associada a aplicagao bilinear II, , a segunda forma fundamental, temos uma aplicacao

auto-adjunta S, : Ty — T, M dada por

Hn(% y) = Hﬁ(sﬂ(‘r)a y)

A proposicao seguinte nos da uma expressao da aplicacao adjunta associada a segunda forma

fundamental em termos da derivada covariante.

Proposicao 1.2.2. ([3]) Sejap € M,z € T,M en € (I,M)*. Seja N uma extensdo local de

n normal a M. Entao

Demonstragao. Seja y € T,M e X, Y extensoes locais de z, y, respectivamente, e tangentes a

M. Entao g3;(N,Y) = 0. Logo,

HH(SW(J:)J y) = HM(B<X7 Y)(p), N)

= I;(VxY — VxY,N)(p)
Hﬁ(vXY7 N) (p)

= Iy (Y, VxN)(p)

g|
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para todo y € T,,M. O
A segunda forma fundamental nos mostra uma relagao entre as geometrias de M e
M, pelas classicas equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci.
Proposicao 1.2.3. ( [3])(Equag¢do de Gauss) Sejamp e M e X,Y, Z,T € T,M vale que
I (R(X,Y)Z,T) = Ii(R(X,Y)Z,T) - Igz(B(X,T), B(Y. 2)) + Izz(B(X, Z), B(Y, T)).
A demonstragao desta proposigdo encontra-se em [3]. E como consequéncia direta
temos o seguinte corolario:

Corolério 1.2.4. ([3]) Sepe M e X,Y € T,M sao vetores ortonormais, vale que

K(X,)Y)=K(X,)Y)-I#B(X,X),BY,Y)) + I;7(B(X,Y), B(Y, X)).

Demonstracao. Basta ver que K(X,Y) = Ij7(R(X,Y)Y, X) para X,Y vetores ortonormais e

aplicar a equacao de Gauss. O

Para 7 pertencente ao conjunto dos campos diferencidveis normais X(M)*. A co-

nexao normal da imersao, V*, serd dada pela componente normal V x7.

Proposicao 1.2.5. ( [8]) Para X,Y,Z € T,M ¢ (,n € (T,M)* vale que:

i) (Equacgdo de Codazzi)

]IM<R(Xv Y)Zv 77) = HH(VYB(X7 Z)ﬂ?) _HM(B(VYX7 Z)?U) _]IM<B(X7 VYZ)777>
— [I(VxB(Y,Z),n) = Ip(B(VxY, Z),n) — Ip(B(Y,Vx Z),n)].

ii) (Equacgao de Ricci)
]IH(E(Xv Y)U, C) - HM(RJ_(X’ Y)nv C) = ]IM([SW SC]X> Y)>

onde [S,, S¢] indica o operador S, 0S¢ — S¢0.S,.

Agora estudaremos um caso particular de imersoes isométricas, as imersoes de co-

dimensao 1.
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Definigao 1.2.6. Uma imersdo f : M™ — M™ é chamada hipersuperficie.

Observe que uma hipersuperficie pode ter auto-intersecgoes e que a escolha de um
vetor normal s6 permite duas escolhas. Se M e M forem orientaveis, ao fixarmos uma orientacao

para ambas as variedades entao temos uma tinica escolha para o vetor normal.

Sejam p € M, n € (T,M)*, |n| =1e f(M) C M uma hipersuperficie. Como
S, : T,M — T,M é auto-adjunta, existe uma base ortonormal de {ey, ..., e, } de T,M formada
por autovetores com autovalores Ay, ..., Ay, isto é, S,(e;) = Ne;, ¢ = 1,...,n. Sendo M e M
orientéveis e orientadas, 7 fica determinado de forma que {ey,...,e,} é uma orientacao para
M, entdo {ei,...,e,,n} é uma base na orientacdo de M. Assim, denominamos e; por direcio

principal e \; curvatura principal. Definimos
d@t(Sn) - )\1.)\2.../\7“
como sendo a curvatura de Gauss-Kronecker de f, e
1
H=—-M\+..4+\),
n
a curvatura média de f. No caso de hipersuperficie, a equacao de Gauss se escreve
K(ei, ej) — F(ei, €j) = )\1)\_7

Exemplo 1. Uma interpretacao geométrica interessante de S,, acontece no caso M = R,
Seja N uma extensdo local de 1, unitdria e normal a M. Seja S™ a esfera unitdria de R"! e
definamos a aplicacao normal de Gauss g : M™ — S™, transladando a origem do campo N para
a origem do R" e fazendo g(q) o ponto final do transladado de N(q). Como T,M e Tyy)S"
sio paralelos, podemos identificd-los, e d(g), : Ty,M — T, M ¢é dada por

A(g)y(v) = 5 (N o c(B))mo = Tl = (TN)T = =8,(0),

onde c : (—e, €) — M € uma curva com ¢(0) = ¢, ¢(0) = v. Seque que —S,, € a derivada da

aplicagcao normal de Gauss.

s,

Exemplo 2. ( [3], Curvatura de S™) A curvatura seccional da esfera unitdria S™ de R" ™! é

constante e igual a 1. De fato, primeiro orientemos S™ pelo campo normal unitdrio

N(z) = -2z € R" |z| = 1.
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A aplicacdo de Gauss entao € dada por —id, onde id € a identidade de S™. Seque que a aplicacdo

adjunta S, associada a Iy, tem todos seus valores proprios iguais a 1, uma vez que
-5, = d(—id).

Isto significa que para todo p € S", todo v € T,S™ € um vetor proprio de S,. Pela equagao de

Gauss, concluimos que qualquer curvatura seccional de S™ € igual a 1.

1.3 Superficies no espaco tridimensional

Nesta secao, introduziremos algumas equacoes para espagos com curvatura seccional
constante. No caso de uma superficie (3, (,)), denotamos por £ = g11, F = g12 = g21 € G = ga9,

entao podemos escrever a métrica de > como

L) = () = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,

, . . 0
onde  : U C R?> — ¥} é um sistema de coordenadas locais e {— — » uma base coordenada

ou’ Ov

para T,%. Ainda neste contexto, se V é a conexao de Levi-Cevita de Iz, ., pela equagao (1.3)

temos que

Vel = ThZ+Ti2,

Vol = Thi+T%2,

Vo2 = Th2+ThE,
sao os simbolos de Christoffel associados a métrica Ig(,,). Para determinar os simbolos de
Christoffel, tomamos o produto interno das trés primeiras relacoes com (%, Er e obtemos os

seguintes sistemas:

F%1E+F%1F:<v{%%>%> = 3B
MWF+THG = (Vo 2. 2) = Fo- 1B,

TLE+ThF = <
F%QF + F%QG = <
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LB+ [%,F = <v6@% a%> - £, -1a,
Pyl +T15,G = <V8@ag %> = 3G
Por estes sistemas, temos que
1
I, =-—~-—-(GE,—2FF, + FE 1.4
11 2<EG_F2)(G u U+ U)’ ( )
1
1 =————— (EE,—2EF,+ FE 1.
1
rn,=———— (GG, — 2GF, + FG,), 1.6
1
I3 =-—+—-(EG,—2FF, + F L.
22 2(EG_ F2>( GU v + GU)’ ( 7)
- — Y _(GE, - FG) (1.8)
27 2(EG — F?) ’
r2- Y __(pq,-FE,) (1.9)
27 2(EG — F?)

Uma vez que, para uma superficie X, isto é, uma variedade Riemanniana bidimen-

sional, o seu espaco tangente, 7,3, tem dimensao 2 para todo p € . Além disso, como dito

anteriormente, a curvatura seccional nao depende da escolha dos vetores normais e linearmente

independentes pertencente ao espaco tangente. Nessas condicoes, temos que

K(o)=K(X,Y)=(R(X,Y)Y,X),

ou seja, a curvatura é uma funcao em Y. Neste caso diremos que K ¢é a curvatura intrinseca
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e denotaremos por Kj;,;. Temos ainda que,

<R(ﬂ ﬁ)ﬁ ﬁ>
Kmt(a 2) ou’ Ov /) ov’ du

Au’ v ’a ERIE
1

o o
EG — F?

v 0
B 1 L0, 0 L0, 0\ 0
-~ EG_F2 &(Fm%"‘rm%)_va@v (Rz%"‘ﬂz% ' u
0

1 0 0 0
_ 1’\1 . Fl Fl FQ I .
5o\ (2)ug, + ( g, g, ’au>
1 0 0 0 0
——((T%) —47TI% (I, +T%,—
* EG — F? ( 22)“ av+ 2 126u+ 290 )7 ou
1 0 0 0 0
- Fl . Fl Fl I F2 I
EG — F? (2), 8u+ 12 128u+ 2ov )7 ou
1 0 0 0 0
— ———((I'%) =—+4+T% (= +T2,—),=—
EG F? (M), o+ 12( 23, 725, ) oa
- —EG 73 [(Th), B TRl B TRl F o (), F o+ THT,E 4 TR F
T B P [(T12), B+ Tl B+ PRI F + (Ty), F 4 Tl B+ Tl F]
- EG s e (Th), + ThTh + T3, — (M), = Tl — ThTS)
t s [[3,T%, + (F§2) + 5,05, — T, — (F%Q)U —T3,T%,].
EG F
Portanto,
E 1 11 2 11 1 11 2 11
Kine = EG — F? [(Fm)u + Lyl 4 ool — (F12)U = Iiplp — F12F22] (1.10)
F
+ e [TL,02 + (%), +T%,02%, —TLI2, — (I2%) —I%0%).

0o 0
50 5o K(a,%),temos

+ 0Ty + Tl — (M), = Tl = Thly]  (111)

0
Equivalentemente, uma vez que, K < )

F
EG — F2 [(Th),
G
! EG - F? 0T + (T, + Thle = Tl — (T), — Tl -

K int

Consideremos agora que > ¢ uma hipersuperficie, ou seja, uma superficie imersa em uma
variedade Riemanniana tridimensional 3. Como antes, se X e M sdo orientdveis e orientadas,
a aplicacao auto adjunta é dada por S,(e;) = Aje; e Sy(e2) = Agea. Logo, a curvatura de
Gauss-Kronecker é dada por A\;\s. A este produto, chamaremos de curvatura extrinseca de X

em M e denotaremos por K.
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Assim, podemos escrever
Kint == <R<€1, 62)62, 61> s (112)
para ey, es direcoes principais, e
Kemt - )\1)\2' (113)

Além disso, se M tiver curvatura seccional constate Ky, pela equacio de Gauss (1.2.4) obtemos

K’int - KO = Kea:t- (114)

Agora, vamos calcular a equacao de Codazzi para o caso de um hipersuperficie em
que a variedade ambiente tem curvatura constante. Se a curvatura seccional de M é constante,
segue do Lema 1.1.14 que

I;;(R(X,Y)Z,n) = 0. (1.15)

No caso das hipersuperficies, ) serd o inico campo vetorial unitario normal, logo V7 é tangente

a M imersa em M, portanto vln = 0. Segue que
Substituindo (1.15) e (1.16) na equacao de Codazzi (Proposigao 1.2.5 7)) temos

0 = VYig(B(X,2),n) - Igx(B(VyX, 2),n) = Iy(B(X, VyZ),n)
— [XIg(B(Y, Z),n) = ILp(B(VxY, Z),n) = Iyp(B(Y,Vx Z),n)]
= YIg(Sy(X), Z) = I3f(5,(Vy X), Z) = Ig(5,(X), Vy 2)
— [(XTgr(5y(Y), Z2) = Igp(Sp(VxY), Z) = Igp(Sy(Y), Vx Z))]
= I(VySy(X), 2) = I5z(5y(Vy X), Z)
— I(Vx5(Y), Z2) = Iyp(Sy(VxY), Z)] .
Uma vez S, ¢ auto adjunta, podemos escrever a equagao de Codazzi para uma imersao de

codimensao 1, em que a variedade ambiente tem curvatura seccional constante como
Sy([X,Y]) =VxS,(Y) = VyS,(X). (1.17)

Notemos que esta equagao, ¢ um caso mais geral das equacoes de compatibilidade cléssicas da

geometria de superficies em R? (ver [2]). De fato, definamos

8 8 0 0 0 0
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Por (1.17) temos que

o 0 0

= I A
0 M S"( 8u’8v]>’8u>
S,

v
0 0 0 0
= o0\ \au) aa) T\ \au) Vi au
0 0 0
- fu_HM(Sn (% 7F%1%+F%1%

0 0 0
- 6v+HM(Sn (@ aP%2%+F?2%

= fu—e€y+ eF%Z + f (F%2 - Fh) - QF%-

o 0 0
o =t (s (|55] ) )
0 0 0
- (a5 () 75 (3) )

= Gu—Jfot 61—%2 + f (F§2 - F%z) - QF%T

Que sao exatamente as equagoes de Codazzi-Mainardi.

Analogamente,

1.4 Parametros Assintoticos

De forma geral, iniciamos o estudo de uma variedade diferencidvel determinando um
conjunto de coordenadas, permitindo assim, identificar qualquer ponto sobre esta variedade.
Como uma parametrizacao nao € unica, escolhemos sempre a que é mais conveniente para este

estudo. Neste texto, estudaremos os Parametros Assintoticos.

Definig¢ao 1.4.1. ( [4]) Seja uma curva regular ¢ : [a,b] — M, onde M ¢é uma hipersuperficie
de uma variedade Riemanniana M. Definimos a curvatura normal em u por
Ii7(c (u), vc/(u)]v)

Inz(c(u), ¢/(u)

onde NV € a conexdo de M e N é o campo de vetorial normal de M em c(u).

kn(u) = —

Definicao 1.4.2. ( [4]) Uma dire¢ao assintotica numa variedade Riemanniana M é um vetor

X € T,M tal que II(X, X) = 0.
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Defini¢ao 1.4.3. ( [4]) Uma curva ¢ em M € dita assintdtica se todos seus vetores tangentes

sao direcoes assintoticas.

Pela definicao acima, podemos notar que uma curva em M ¢ assintdtica se, e somente

se, a curvatura normal é nula em todo ponto.

Definicao 1.4.4. ( [}]) As curvas coordenadas de uma parametrizacao constituem uma rede
de Tschebyscheff se, os comprimentos dos lados opostos de qualquer quadrildtero formado por

elas sao iguais.

Proposicao 1.4.5. ( [4])Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que as curvas coordenadas
de uma parametrizacio x : U C R? — M seja uma rede de Tschebyscheff é que

OE  0G

Demonstra¢ao. Suponhamos que as curvas coordenadas de uma parametrizacao z(u, v) consti-

tuam uma rede de Tschebyscheff, logo para (ug,v), (u,v) € U temos

/ jac=
uo uo

Derivando com relagao a u
= 4 x(u, v)
dv

au,0)

‘ d

%x(u, Vo) ‘ du.

—x(u,v)

dv

Logo, nao depende de v e

%x(u, v)

0 . .
Analogamente, obtemos que 8_G = 0. A reciproca segue do mesmo raciocinio. O]
u

Sabemos que dado dois campos vetoriais linearmente independente num aberto de
uma superficie, é possivel obter uma parametrizacao local tal que as curvas coordenadas sao
as curvas integrais determinadas por estes campos. Mais que isso, em [4] podemos encontrar o

seguinte proposicao:
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Proposicao 1.4.6. ( [}]) Seja p € ¥ um ponto hiperbélico. Entao € possivel parametrizar uma
vizinhang¢a de p, de tal modo que as curvas coordenadas desta parametrizacao sejam as curvas

assintoticas de .

Dado a existéncia dos parametros assintéticos, temos o seguinte teorema:

Teorema 1.4.7. ( [9]) Seja M uma variedade Riemanniana 3-dimensional de curvatura cons-
tante. Seja X2 uma superficie com curvatura extrinseca constante negativa imersa em M. Entdo

existem coordenadas locais (u,v) e uma fungdo real w(u,v) € (0,7) tal que

I = du®+ 2coswdudv + dv?, (1.18)

II = 2+v—K.u sinwdudov. (1.19)

Mais ainda,

e Se X é simplesmente conexa existem funcoes u,v : X —— R globalmente definidas tais

que (u,v) sdo coordenadas locais nas condi¢oes acima numa vizinhanga de cada ponto.

o Se X ¢ simplesmente conexo e 1 é completa entio a aplicagio anterior (u,v) : ¥ — R?

¢ um difeomorfismo global.

Demonstracao. Pelo Proposicao 1.4.6, consideremos coordenadas locais tais que

I = Edu®+ 2F dudv+ Gdv?
Im = 2fdudv, f>0.

2

Para D = EG — F?, temos Koy = -5 uma vez que K.;; é uma constante negativa. Segue
que,
ffa | 1Dy
0=-2 .
D * D?
o . D .
Ao multiplicarmos os membros da equagao acima por 2—f2, chegamos a
Ju | Dy
0=—-—"—F+—. 1.20
73D (1.20)

Das equagoes dos simbolos de Christoffel, (1.4)-(1.7), temos que

D,
5D = I, 412, (1.21)
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onde D = EG — F?. Além disso, pelas equacoes de Codazzi, (1.17), temos que

% =T, — I3, (1.22)
Substituindo (1.21), (1.22) em (1.20) obtemos 2I'%, = 0. Do mesmo modo, temos que
D,
2D = Fg2 + Fb
e
o
7 = Fil - F%T
E assim,
v D’U
0:—f7+ﬁ:2F}2.
Portanto, V o % =0 e assim, F, = G, = 0. Pela mudanca de coordenadas
i = / VE@) du, 7= / () dv,
temos que
I = du?+ 2F dudv + dv?,
I = 2fdudv.
2 f 2
Como K, = T podemos reescrevé-la como F? 4 (—) = 1. Logo, existe fungao
- —Deext
w tal que

I = du?+ 2coswdudv + dv?,

I = 2sinwdudo,
com 0 < w < 7, desde que 1 — F? > 0. Sendo ¥ simplesmente conexa, entao (w,?) : 3 — R?
¢ um difeomorfismo local. Se considerarmos a métrica Il = du? — 2cosw dudv + dv? entao
I+1TIT = 2 (du® + dv?) que é completa desde que I é completa. Portanto (u,v) : (X, du® +

dv?) — R? é uma isometria e deve ser um difeomorfismo global. [

A métrica III, dada no Teorema 1.4.7 é conhecida como terceira forma fundamental,
que ¢é justamente a primeira forma fundamental de vetor normal unitario associado a imersao.
Além disso, vimos que F, = G, = 0, o que pela Proposi¢ao 1.4.5, a parametrizagao forma uma
rede de Tschebyscheff em que as curvas coordenadas estao parametrizadas por comprimento de

arco.
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Lema 1.4.8. ( [4])Seja ¥ uma superficie e seja x(a,b)x (¢, d) — 3 uma rede de Tschebyscheff.
Defina w : (a,b) x (¢,d) — R da sequinte forma: w(ug,vo) € o tinico nimero com

0 < w(ug,vo) < 7 tal que w(ug,vy) € o angulo entre

a_x(uavﬂ) € 8_?;(“0”0)

ou

u=ug V=10
Entdao w satisfaz a equacao diferencial

0%w

i (— Kt sENW). (1.23)

Demonstracao. Pelo Teorema 1.4.7 temos, F =G =1 e I = cosw. Logo,
D =+VEG— F? = senw.

Substituindo nas equagoes de (1.4) a (1.9), temos que

1 WuCOSW o Wy g o oo Wy o WyC0SW
Fll - ) I‘11 - ) 1—‘12 - F12 - 0) 1j22 - ) F22 - :
senw senw senw senw
Da equacao (1.10), temos
1 Wy Wy Wy COSW
sen?w senw/ u senw senw
COSW T [ WyCOSW Wy Wy,
+ 2 2 (- B
senw L\ senw /u senw senw
—1 + cos’w [ W ]
sen2w senwl
Portanto,
0w (—K )
= (—K;p senw
Oudv
como queriamos. O]

1.5 Grupos de Lie

Nesta secao, abordaremos as definigoes e resultados basicos sobre Grupos de Lie.
Veremos como a esfera 3-dimensional S? pode ser estudada com uma estrutura de grupo. Esta

segao tem como referéncia [1], [3] e [4].
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Definicao 1.5.1. ( [3/) Um grupo G € dito um grupo de Lie se tem uma estrutura de
variedade diferencidvel tal que a aplicagao produto p : (g, h) € GXG +— gh € G € diferencidvel.

Denotaremos por (,) a métrica Riemanniana de G.

Definicao 1.5.2. A aplicacao definida por L, : h € G —— gh € G € chamada translacao a

esquerda. Do mesmo modo define-se a translacao a direita por R, : h € G+—— hg € G.
Exemplo 3. R" com a operacdao de adi¢ao é um grupo de Lie.

Exemplo 4. O conjunto S' = {z € C;||z| =1} com o produto dos complexos é um grupo de

Lie.

Dado um grupo de Lie G, vale ressaltar que a aplicacao inversa

ig:g € G g1 € G é diferencidvel. De fato,

Proposigao 1.5.3. ( [1]) Seja G um grupo de Lie e i¢ : g € G — g~' € G a aplicagdo
inversa definida em G. As aplicagoes Ly, Ry e ig sao difeomorfismos. E a diferencial de i é
dada por

dlic)y = —d(Ly 1)1 0 d(Ry 1)y

Em particular, d(ig); = —id.

Demonstracao. Uma vez que Ly o Ly—1 = Ry0 Ry = ig oig = id, é suficiente mostrar que as
translagoes sao diferenciaveis. De fato, pela estrutura diferenciavel de G temos que a aplicagao
f:heGr——(g9,h) € G x G é diferenciavel e assim, composicao po f = L, é diferencidvel, do
mesmo modo, concluimos que R, ¢é diferencidvel. Para concluir a demonstragao, basta ver que
p(9,ic(g)) = 1 e d(L,), € sobrejetora. Pelo teorema da funcao implicita ig é difeomorfismo e
segue que

d(ic)g = —d(Lg-1)1 0 d(Rg-1),.

Estudaremos agora a algebra de um grupo de Lie. Para isto, comecaremos pela

seguinte defini¢ao:
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Definicao 1.5.4. ( [1]) Um espago vetorial g sobre um corpo com wma opera¢ao bindria
[,]] : g xg—>g (colchete de Lie) é dito uma dlgebra de Lie se satisfaz os sequintes axi-

omas:

i) Bilinearidade:
laz + by, 2] = alz, 2 + by, 2], [z, a2+ by] = alz, 2] + bz,

para todos escalares a, b pertencentes ao corpo e todos elementos x,y,z em g.

it) Anticomutatividade:
[,y] = —[y, ]
para todos elementos x, y em g.
iii) A identidade de Jacobi:

[z, [y, 2l + ly, [z, ] + [z, [, 4]] = 0,

para todos x, y, z em g.

Seja b subespaco fechado para o colchete de g, a este subespaco diremos subalgebra

de Lie.

Exemplo 5. O conjunto dos campos de vetores associados a uma variedade diferencidvel M,

X(M), é uma dlgebra de Lie.

Exemplo 6. O espago vetorial das matrizes reais n X n com o colchete [A, B] = AB — BA ¢é

uma dlgebra de Lie.

Uma vez definida algebra de Lie, definiremos os campos invariantes a esquerda e a

direita, veremos que a algebra de um grupo de Lie é justamente o conjunto destes campos.

Definicao 1.5.5. ( [3]) Dizemos que um campo de vetores X € X(G), onde G é um grupo
de Lie, ¢ um campo invariante a esquerda se d(L,), X (h) = X(Ly(h)), para todo g € G.
Analogamente, diremos que Y € X(G) € um campo invariante & direita se

d(Ry)nY (h) =Y (R,(h)), para todo g € G.

Definicao 1.5.6. ( [3/) Dizemos que uma métrica Riemanniana {,) no grupo G é invariante

a direita, se para todo u,v € T,G

<u’ U>h = <d(Rg)h(u)7 d(Rg)h(U)>Rg(h) )
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para todo g, h € G. Analogamente, a métrica serd invariante a esquerda se

(u, ), = (d(Lg)n(u), d(Lg)n(v)) 1 1y -
E se for invariante a esquerda e a direita diremos que a métrica é bi-invariante.

Proposigao 1.5.7. ( [3]) Seja G um grupo de Lie. Sejam X,Y € X(G) campos invariantes a

esquerda. Entao o colchete [X,Y] é um campo invariante a esquerda.

Demonstracio. Sejam X,Y € X(G) campos vetoriais invariantes & esquerda e f uma funcdo

diferenciavel em M temos que:

d(Lh[X,Y]f = [X,Y](foLy)

— (XY -YX)(foL,)
= (XY)(foLy) ~ (YX)(foLy)
— Xd(L,)Yf - Yd(L,)X]

= (XY -YX)f

= [X7 Y]f,

uma vez que d(Lg) X f = X(foLy) e X,Y sao campos vetoriais invariantes a esquerda. O

Proposigao 1.5.8. ( [3]) Seja G um grupo de Lie. Sejam U,V,X € X(G) campos vetoriais

invariantes a esquerda. Se a métrica (,) no grupo G € bi-invariante entdo

(U, X],V) =—=(U.[V,X]). (1.24)

A demonstragdo da Proposi¢ao 1.5.8 encontra-se em [3], pg. 45. O seguinte resul-

tado, relaciona o colchete de Lie com a conexao Riemanniana da métrica.

Teorema 1.5.9. ( [4]) Seja G um grupo de Lie com a métrica bi-invariante {,). Se X,Y, sdo
campos de vetores em G entao

1
VxY = 5[X.Y].

Demonstracao. Para XY, Z campos vetoriais a equagao de Koszul (1.2) é dada por

22,V X) = XY, 2V + Y (Z,X) — Z(X,Y) = ([X,2],Y) = [\, Z), X) — (X, Y], Z) .
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Como a métrica é bi-invariante, temos que

para todo g € G. Logo,
X(Y,Z) =Y (Z,X)=Z(X,Y) = 0.

Da equagao de Koszul temos,

2(Z,VyX) = = (X, 2],Y) = (Y, 2], X) = ([X, Y], Z) .
Se mudarmos Z por Y e Y por X, obtemos

2(Y,VxX) = — (X, Y] Y) = ([X, Y], X) = ([X, X],Y).

Temos,

(X, X] =0, [X,Y]=—[Y, X],
e da Proposicao 1.5.8 segue que
<X7 [Ya Y]) == <[X> Y]7Y>'

Entao

2(Y, Vi X) =0,
portanto Vx X = 0. Logo,
0=VxyX+Y=VxX+VxY+VyY +Vy X =VyY +VyX.
Uma vez que [X,Y] = VxY — Vy X, temos
0=VyY +VyX = VxY + VyV — [X,Y].

De onde, concluimos que

1
ViV = S[X.Y].

Sendo 1 o elemento neutro em G, notemos que os campos invariantes a esquerda

ficam determinados pelos seus valores em 1. De fato, basta notar que se X é um campo
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invariante a esquerda, X (g) = d(Ly)1X (1), para todo g € G. Analogamente, vemos que cada
elemento de 771G determina um campo invariante a direita pois Y (g) = d(R,)1Y (1). Desta
observagao, podemos notar que T1G é isomorfo ao conjunto dos campos invariantes a esquerda,
denotado por INV*¢. De maneira analoga, T1G é isomorfo ao conjunto dos campos invariantes

a direita, denotado por INV?. Neste contexto, temos a seguinte proposicao:

Proposicao 1.5.10. Seja G um grupo de Lie, o conjunto dos campos invariantes as esquerda,

INVe®, formam uma dlgebra de Lie.

Demonstra¢ao. Como o conjunto dos campos vetoriais X(G) é uma &lgebra de Lie sobre R,
é suficiente checar que, para todo X, Y campos invariantes a esquerda e para todo a € R,

aX +Y é um campo vetorial invariante a esquerda, pois
(aX +Y)(g) = aX(g) + Y(9) = ad(Lg)1 X (1) + d(Ly)1Y (1) = d(Lg)(aX + Y)(1),

para todo g € GG, o que mostra que INV*® é um subespaco vetorial. Agora pela Proposicao
1.5.7, temos
d(Lg)l[X7 Y]f: [Xa Y]fa

o que mostra que o colchete é fechado para os campos invariantes a esquerda. Logo INV*® é
uma algebra de Lie. O]
Assim, esta proposicao motiva a seguinte definicao:

Definicao 1.5.11. ([1]) Dizemos que a dlgebra de Lie de G, denotada por g, é uma dlgebra
isomorfa a T1G (ou INV®).

Proposicao 1.5.12. Sejam G um grupo de Lie, g sua dlgebra de Lie e X € g. Seja a aplicagao
o (—€¢) — G com ¢(0) = 1, ¢'(u) = X(p(u)), determinada pelas trajetdrias de X.

Entao:

i) ¢ estd definida para todo u € R e p(u+v) = @(u).p(v);

ii) Se G tem uma métrica bi-invariante (,), entdo as geodésicas de G que partem de 1 satis-

fazem o item anterior.
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Demonstragao. Para o primeiro item, consideremos uy € (—¢,€), y = p(ug) e

P:u€ (—€€) — Ly1p(u) € G. Sendo assim, temos que ¢(ug) = L,-1¢(up) = vy~ o(ug) =
y~ly = 1. Afirmamos que P é solucao do seguinte problema de valor inicial
d
g = X
du’ (9) : (1.25)
X(U(]) =1
De fato, como X é um campo vetorial invariante a esquerda, obtemos
d _ d
AP = Gy (eret)
= (L) g 5oelw)

= = d(Ly1),0,) X(p(u))
= X (Ly-ro(u))
= X(y'p(u))
= X(@(u)).
Suponhamos, sem perda de generalidade que ug > 0. E definamos
Y u € (ug — €,up + €) — p(u —ug) € G, a aplicagdo 1 é solu¢do do problema (1.25). Com

efeito,

Ly = Lo ug) = X (ol — ug) = X((w)

du
U(uo) = @(ug —uo) = ¢(0) = 1.
Segue da unicidade da soluc¢ao que ¢ = @ em (ug—e¢, €). O que mostra que ¥ pode ser estendida

em (€,ug+ €), e assim y_1p(u) = @(u — ug) em (ug — €, up + €). Portanto,

p(u) = p(ug)p(u — ug),

pode ser estendida e pela arbitrariedade de ug esta definida para todo numero real. Além disso,
para u = 0, temos ©(0) = p(uy)p(0 — ug), isto é, p(ug) ™ = ¢(—ug). Logo, para todo u,v € R
temos

(s +u) = plu+s) = p(u— (=) = p(=5)""p(u) = (s)*(u),
como querfamos. Para o item i), basta ver que pela demonstra¢ao do Teorema 1.5.9

D d d

Ou seja, ¢ é geodésica, e pela unicidade, temos que as geodésicas satisfazem o primeiro item. [
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Defini¢ao 1.5.13. (/3]) A aplicagio ¢ : R — G definida é chamada subgrupo 1-pardmetro
de GG

Notemos que a aplicacao ¢ definida acima é um homomorfismo de grupos. Para
além disto, os demais resultados sobre grupos de Lie que forem necessarios neste texto, serao

inseridos e discutidos nas se¢oes posteriores.



Capitulo 2

A geometria da esfera tridimensional S*

Neste segundo capitulo veremos como a esfera S?, com o produto dos quatérnios H*,
¢ um grupo de Lie. Identificaremos este grupo com um subgrupo dos grupo das transformagoes
ortogonais do R*, O(4), como também faremos uma identificacio de S* com SU(2), o grupo
das matrizes unitarias com determinante igual a 1. Apresentaremos como podemos usar um
referencial mével para curvas em S*, o Triedro de Frenet. As referéncias para este capitulo

sao [1], [4] e [5].

2.1 O grupo de Lie S°

Nesta secao estudaremos a dlgebra do quatérnios e veremos como a esfera 3-dimensional

pode ser identificada como um subgrupo do grupo multiplicativo associado aos quatérnios.
Seja
H = {x1 + x9i + x3j + x4k| 21, 19, x3, x4 € R}.
Defina em H uma operacao produto, que distribui com a operagao soma, dada por
ij=—ji=k jk=—kj=i ki=—ik=7i=j=k =—1.

(13X

Em particular H* = H\ {0} é grupo para a operagao produto “-”. Ao considerarmos a aplicac¢ao
(:L‘l,fbg,lg, 1’4) € R* — 1+ Tt + 237 + Tak € H,

29
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podemos identificar o R* como H e desta forma definir em R* a funcao produto
p:RY*xR* — R?
(x,y) — z==xy

onde para z = (21, 29, 23, 24) temos

21 = Z1Y1 — T2Y2 — T3Y3 — Ta¥4
Zy = ToY1 + T1Y2 — T4Y3 + T3Ys
23 = T1Y3 — T2Ya + T3Y1 — T4y
24 = T1Ys+ ToYs — T3Y2 + Tali.

Note que p é diferencidvel e pela identificacao feita com H, temos que (R*\ {0}, p) é um grupo
de Lie. Notemos também, que nos quatérnios, H, para * = x1 + 291 + 237 + 24k € H o

conjugado de x, T é definido por
T:=x1— 2ot —x3) — x4k € H.

A conjugacao possui as seguintes propriedades, considerando-se a operacao produto e o produto

interno em R*:

o (r,x) = 1T,

® Yr =1T7.

Segue destas propriedades que

(zy,zy) = vy 7y = 2(yy)T = (z,2) (¥, ) ,

para z,y € H. Em particular, para z,y € S? temos que (zy,zy) = 1, isto é, o produto p ¢é

1

fechado em S?. Além disso, para x € S?, 1 = 27, ou seja, 2! = Z. Portanto S? um grupo de

Lie.

Lema 2.1.1. A conjugacdo reverte a orientacdao em S®.

1 = 7 para todo z € S3. Assim, a aplicacao inversa na esfera 3-

Demonstracao. Temos que x~
dimensional 7 coincide com a conjugacao, e pela Proposicao 1.5.3 vimos i¢ é um difeomorfismo
tal que d(ig); = —id. Notemos também que para X € s obtemos (—X, —X) = (X, X), logo
a conjugagao é uma isometria que reverte a orientacao em 1, pois det[d(ig),| = det|—id] =

(—1)® < 0. Como S? é conexa segue que a conjugagao reverte a orientacao em toda parte. [
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2.2 A algebra de Lie s°

Nesta secao, estudaremos a algebra de Lie da esfera 3-dimensional e como ela pode

ser identificada em R*.

Sendo grupo de Lie, a dlgebra de Lie do grupo S?, denotada por s, deve ser o espaco

tangente no elemento neutro. Pela nossa identificacao, temos diretamente que
1— (1,0,0,0),i — (0,1,0,0),5 — (0,0,1,0),k — (0,0,0,1),

o que implica naturalmente que (1,0,0,0) é o elemento neutro em S3. Seja ¢ uma curva

diferenciavel em S? tal que ¢(0) = (1,0,0,0). Temos

o que implica que

e para t = 0, concluimos que ¢/(0) pertence ao complemento ortogonal de ¢(0) gerado por
Xl - (07 ]-7 07 0)7X2 = (07 07 ]-7 0>)X3 - (0) 07 07 ]-)7

ou seja,

s° = span{ X1, Xy, X3}.

2.3 S’ como subgrupo de O(4)

Vimos pela identificagao feita anteriormente, que a esfera tridimensional é um grupo.
No que segue, serd conveniente identificar a esfera S* como subconjunto do conjunto das trans-

formagoes de R* em R* que preservam produto interno, denotado por O(4).

Primeiramente, temos que O(4) com a operagao definida pela composigao de fungoes
é um grupo. De fato, O(4) é nao-vazio pois a aplica¢do identidade estd no conjunto. Para

T € O(4) temos que o det(T) # 0, logo T possui inversa. Dado que a transformagao inversa
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existe e a operacao composicao “o”é associativa, resta mostrar que esta operacao é fechada

para as transformagoes ortogonais. De fato, dados 17,7, € O(4), temos:

(T o Ty(x), T 0 Ta(y)) = (Ta(x), Ta(y)) = (z,9)

para todo z,y € R*, portanto o conjunto das transformacoes ortogonais com a operacao com-

posicao é um grupo.

Proposicao 2.3.1. O conjunto das transformacoes que preservam produto interno de R*, res-

tritas a esfera S, formam o grupo de isometrias de S* com respeito a métrica induzida () .

Demonstragdo. Pela afirmacao acima, temos que O(4) é grupo. Seja T : R* — R* uma trans-
formagao que preserva o produto interno. Uma vez que (T'(z),T(z)) = (z,x) para todo = € S,
temos que T(S?) = S?. Como a diferencial de uma transformacio linear é a prépria trans-
formacao, 7' é uma isometria de S3. Resta mostrar que se f é uma isometria de S* entao existe
uma transformacio ortogonal T tal que T|ss = f. De fato, sejam p € S® e {vy, vy, v3} uma
base ortonormal de T,S®. Assim, {p,v1,v2,v3} é uma base ortonormal de R*. Como f é uma

isometria, temos que
{£(p), d(f)p(v1), d(f)p(v2), d(f)p(vs)}

também é uma base ortogonal de R*, portanto existe uma tinica transformacao ortogonal tal que

T(p) = f(p), T(v;) =d(f)p(vi),i=1,2,3. Como dT =T, segue do Lema 1.1.7 que T'|g; = f. O

As translacoes em R3 sao as aplicacoes que tém a propriedade de que a distancia
do ponto e sua imagem é uma constante. Em outras palavras, se T' é uma translagao entao
d(z,T(z)) é constante para todo xz € R3. Mais que isto, em R?® podemos escolher uma translagao
de modo que a distancia entre z e T(z) seja igual uma constante determinada a priori. A
existéncia de uma isometria que satisfaca essa propriedade para qualquer variedade, em geral
nao é verificada. Por exemplo, a esfera S? nao tem isometria com essa propriedade. De fato,
sejam x,y € S? a distancia entre z e y d(x,y) é dada pelo menor comprimento do arco de circulo
maximo que passa por z e y. A distancia d(z,y) ¢é igual a medida em radianos do angulo entre
T ey, ou seja,

cos/(x,y) = cosd(x,y) = (x,y). (2.1)
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Além disso, um operador linear de R? sempre tem um auto valor real, uma vez que
seu polinémio caracteristico é de grau impar. Segue que se A for este autovalor e A a matriz

associada ao operador T, entdo se € S? é autovetor associado a ), temos que
1= (x,x) = (Az, Ax) = (\z, \z),

logo A = 1 ou A = —1. Segue que Ax = z ou Ax = —z. Portanto, por (2.1) temos d(z, T(x)) =0
ou d(x,T(z)) = m, o que nos leva as aplicacoes identidade e antipoda, T'(z) = x e T'(z) = —x,
respectivamente. Porém nao nos permite a liberdade de escolher uma constante entre (0, )
para a distancia como em R3, o que mostra que tal propriedade nao é verificada em S?, como
afirmamos. Porém em S*® veremos que sim, é possivel obter isometrias com tal propriedade.

Mais ainda, essas isometrias sao justamente as translacoes no grupo.

Consideremos a distancia em S* dada como em (2.1). Pela Proposigao 2.3.1, temos
que as isometrias de S* sdo as transformagoes ortogonais. Se existe uma isometria A € O(4)

com tal propriedade, temos que

4
(x, Ax) = Z Qi TonLm

n,m=1
em que (@) ¢ a matriz associada a A. Como queremos A de modo que o primeiro membro

da equagao seja uma constante real C' temos entao que

4
Z UmnTmTn = C,para todo z € S3.

n,m=1

E assim sendo, notemos que para y € R?

A = Il (o A7),

lyll™ Nyl

que pode ser rescrita como

4 4
Z AmnYmYn = C Z 3/721,
n=1

n,m=1

ou ainda

a1y1y1 + a2y1y2 + a13Y13 + a14Y1Ya
A21Y2Y1 + G22YoY2 + A23Y2T3 + A24Y2Y4

as31Ys3y1 + az2ysYs + A33Y3T3 + A234Y3Y4
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Ag1YaY1 + @a2YalYo + A43Y4T3 + Aa4YsYs
= C.(yf + 3 + 5+ v3)

Disso decorre que

a1 = a2 = a3z = aaa = C, € apm + amn = 0.
Uma vez que A é ortogonal, suas colunas formam um conjunto ortonormal e
aj1a12 + ag1a2 + aziase + aggas2 =0 (2.2)

assim como

2 2 2 2 _ 2 2 2 2
ayy + ay + az) + ay; = ajy + Ay + aze + ago. (2-3)

Desde que a5 + as; = 0 temos que

aty — a3 =0 (2.4)

a3, + a3y = az, + aly. (2.5)

Para os vetores (asy, as1), (az2, as) € S?, de (2.4) e (2.5) temos que estes vetores sao perpen-

diculares e tém o mesmo comprimento. Logo

ou asz = a41, Q42 = —A31 OU d32 = —A41, A42 = A31.

Portanto, para (a, b, ¢, d) € S® podemos assumir a;; = a, as; = —b, az, = ¢, ay = d,

e assim encontramos dois tipos possiveis para A desejada

[ a —b —c —d ] [ a b c¢c d |
b a —d c b a —d c
ou
c d a —b —c d a —b
d —c b a —d —c b a
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Note que a = C, implica que o intervalo em que podemos

[—1, 1], pois |a| < 1. Além disso, temos que a aplicagao

a —=b —c —d

b a —d c
a+bi+cj+ dk —

c d a —b

d —c b a

escolher a constante C deve ser

identifica S* como subgrupo de O(4) e para todo (1, s, 73, 24) € S® tem-se

a —b —c —d 1

b a —d c To
L(a,b,c,d) (*Ilu T, T3, I’4) = p((a’7 b7 C, d>7 (xh T2, T3, LU4)) =

c d a b T3

d —c b a T4

como queriamos.

2.4 S’ como o grupo SU(2)

Do que vimos nas secoes 2.1 e 2.3, a esfera S? é grupo de Lie com o produto p pela
identificacdo com um subgrupo dos quatérnios, e a identificamos como um subgrupo de O(4)
pela translagao a esquerda (ou a direita). Ainda discutimos uma propriedade destas translagoes,
onde a distancia na esfera de um ponto e sua imagem por esta translacao é constante para todo
ponto da esfera S3. Nesta secao veremos como identificar a esfera tridimensional com o grupo

das matrizes unitdrias.

Seja SU(2) o grupo das matrizes unitarias 2 x 2 com determinante 1, isto é,

z —Ww 9 9
SU(2) = ;2w € Clz)° + [Jw]]® =1

w z
Observemos que SU(2) é uma variedade diferencidvel e que o produto de matrizes é

fechado neste grupo e diferencidvel. Assim SU(2) é um grupo de Lie e sua algebra de Lie su(2)

é o conjunto das matrizes anti-hermitianas 2 x 2 de trago 0, isto é,

it —w
su(2) = teR, welC

w  —it



2.4. S* como o grupo SU(2) 36

Com efeito, seja A uma curva diferenciavel em SU(2), tal que A(0) = Id (onde Id representa

a matriz identidade). Como A é unitdria, tem-se
A()A) = 1.
Como a regra do produto ¢é valida para o produto de matrizes, segue que
A'(AR)* + A A ()" =0,

e para t = 0, temos

0 que mostra que estas matrizes sao anti-hermitianas. Como o determinante de A é igual a 1,
temos que

2(t)Z(t) + w(t)w(t) = 1,

o que implica

Em ¢t = 0, temos

onde vemos que a parte real de 2’(0) é nula e que o trago de A’(0) é igual a zero, como querfamos.
Além da identificagdo feita anteriormente com o grupo O(4), notemos que poderiamos ter

considerado também a aplicacao que identifica SU(2) com S3. De fato, seja

z —w 9 9
€ SU(2), onde z,w € C, ||z]|* + ||w|]* = 1.
w z

Para xg, x1, 2, 3 € R, escrevemos
z=1x9+ T11, W= Ty + T3i.
Assim,
|2]1> + ||lw||* = 1 é equivalente & x2 + 27 + 23 + 23 = 1,

o que implica que (zg, 1, 7o, x3) € S, como afirmamos. De agora estaremos identificando S?

com o0 grupo que em questao seja mais conveniente.
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2.5 Curvas em $°

Nesta secdo, descreveremos a geometria das curvas em S* através do método do
referencial mével. Introduziremos a curvatura e a tor¢ao, o que possibilitara estabelecer versoes

do teorema fundamental das curvas e do teorema de Beltrami-Enneper.
Vimos que a &dlgebra de Lie de S, 52, é o espaco gerado por
X; =(0,1,0,0), Xy = (0,0,1,0), X3 = (0,0,0,1).

Do mesmo modo, pela identificagdo com o subgrupo de O(4), temos

0 -1 0 O 0 0 -1 0 00 0 -1
1 0 0 0 0 0 01 0 0 —1 0
Xy = ; Xo = ; X3 =
0 00 -1 1 0 0 0 01 0 0
0 01 0 0 -1 0 0 10 O 0
Pela identificagdo com su(2), temos
1 0 0 —1 0 =2
Xy = ; Xo = ; X3 =
0 —2 1 0 1 0
Para o colchete de Lie, [, |, em qualquer um dos trés casos temos que
[Xl, XQ] = 2X3 X [XQ, X3] = 2X1 X [Xg, Xl] = 2X2 (26)

Deste modo, se X7, X5, X3 forem os campos invariantes a esquerda que estendem X, X,, X3,

respectivamente, temos
(X1, Xo] = 2X5; [X, Xa] = 2X1; [X3, X)) = 2X,. (2.7)

De fato, pela Proposicao 1.5.10, temos que o colchete de Lie é fechado para campos invariantes
a esquerda e

(X1, Xo](1) = [X1, X] = 2X5 = 2X5(1),
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assim o resultado segue da unicidade dos campos. Os demais casos sao analogos. Se desconsi-
derarmos as primeiras coordenadas dos vetores X;, X5, X3, notamos que estes vetores formam

a base canonica do R?. Deste modo, podemos definir um produto vetorial similar ao R3, isto ¢é,

X1XX2:X3;XQXXgIXl;X?)XXl:XQ. (28)

De fato, definimos x por

1 i j k
u X v =det ,
0 Uy Ug Ug

0 V1 Uy U3
para todo u = (0, uq, ug, us), v = (0,01, v2,v3) € T(1,000S>. Note que (2.8) se verifica. Uma vez
que o conjunto do campos invariantes a esquerda INV® e T(1,07070)83 sao isomorfos este produto

vetorial estda bem definido em INV®. De fato, para
()’51 X XQ)(].) = X1 X X2 = X3 = Xg(l)

temos
Xlxyzzgg;)?ngrgz)?l;)?gxylzjz} (29)

Note que poderfamos ter definido “x” em termo da métrica (, ) e a orientagdo usais para S.

Agora podemos expressar todos os vetores tangentes em termos dos campos vetoriais
X1, Xo, X3. A teoria das curvas descritas aqui e a notacao da conexao afim na variedade
ambiente S3, V', seguem o que foi desenvolvido em [4]. Seja “c” uma curva regular em S3

parametrizada por comprimento de arco. O vetor tangente unitario é dado por
t(s) = > fuls)Xnle(s)), (2.10)

onde 22:1 f? =1, o que implica Zizl fifl =0.

Seja X =320 B () X (¢(s)) um vetor ao longo da curva ¢ a derivada covariante

de X ¢é dada por
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Uma vez que
D~ .S
%Xm(c(s)) = VinXm
— / Y
o P fi(S)Xn(C(S)))Xm
3 ~
o !
N Z1 fi(s)vfn(C(S)))Xm
temos que
p [ B 3 B 3 3 N
— Z_l hm(s)Xm(c(s))] = Z_l e (8) Xom(c(s)) + Z_l B (3) Zl Fil)V'% ooy X
Como S? ¢ grupo de Lie com uma métrica bi-invariante, pelo Teorema 1.5.9 temos que
L v Ly s
Logo,
3 ~ ~ ~ ~
Z P, Z fiVs Xm = hfiVe Xo+hfoVi Xo+hafsVi X
m=1 n=1
+ha iV’ Xo + ha fsV's Xo + haf3V's Xo
+h3f1V’)~(lX3 + h3f2V’)~(2X3 + h3f3vg~(3X3
= h1f1%[X1,X1] + h1f2%[X2,X1] + h1f3%[X37X1]
+h2f1%[551,552] + h2f2%[5€2,552] + h2f3%[)~(3, XQ]
+h3f1%[)?1,)?3] + h3f2%[)?2,)?3] + h3f3%[)~(3, X;], por (2.7)
= _h1f2)z3 + hlfs)zz + h2f1)23 - h2f3)?1 - hsfl)N(z + h3f2)21-
Portanto
3 _ 3 _
= D () Xmle()| = Y () Xn(c(s))
m=1 m=1
+  [(fa(s)hs(s) = fs(s)ha(s)) X1(c(s)) (2.11)
+ (fs(s)hi(s) — fi(s)hs(s))Xa(c(s))
+ (fu(s)ha(s) = fa(s)ha(s)) Xs(c(s))].
Em particular temos que
D/ DI 3 ~ 3 ~
Totls) = — D Fn($)Xon(e(s)) | = Y Fruls) Xim(cls)) (2.12)
m=1 m=1
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e, assim, o vetor normal unitario é dado por

n(s) = £ 3 F(9)Xonlels)), (213)

onde

(2.14)

Diremos que k é a curvatura de ¢ em s.

Ao vetor b(s) = t(s) x n(s) diremos binormal de ¢ em s. Como b é unitédrio (ver

D/
—b,b) =0
(&) ="

Uma vez que b é ortogonal a t e a n, temos que

D/
<—b,t> + (b, kn) =0,

ds
D/
—b,t)=0.
(7o)
/

Portanto d_b é paralelo a n. Assim sendo, definimos a torcao de ¢ em s por
s

no apéndice, afirmacao 2) temos que

ou seja,

D/

%b(s) = —1(s)n(s). (2.15)

Além disso, por um raciocinio totalmente andlogo, temos que

D/
<En, n> =0.
!/

Logo —mn pertence ao plano determinado por t e b. Procedendo de maneira analoga aos casos

ds
anteriores, temos
D’ D’
—n,t —t)=0
() + () =0
D/
—n,t k=0.
()

<’I’L, b> =

ou seja

Do mesmo modo, segue de
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que
D/
s
D’ D’ D’
Denotando d—t =1, = n’, d_b := b’, assim podemos escrever
s s s
t = kn
n = —kt+7b , (2.16)
b = —mn

que sao as formulas de Frenet e assim faz sentido chamarmos o triedro dado por t,n,b de
triedro de Frenet. Do Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas (ver [4]),

enunciaremos sem demonstragao o seguinte resultado:

Teorema 2.5.1. Sejam k,7 : I — S? funcoes definidas num intervalo I, com k(s) positiva
para todo s € 1. Entdo existe uma curva parametrizada por comprimento de arco o : [ — S?
tal que k € sua curvatura e T € sua tor¢io. Além disso sejam o, 8 : I — S® com fungoes
curvaturas ko, kg e torcoes T,,Tg respectivamente. Se ko, = kg, To = T entdao existe uma

tnica isometria A de S? tal que B = Ao a.

O resultado a seguir serd muito 1til nas construcoes de superficies planas.

Teorema 2.5.2 (Beltrami-Enneper). ([9]) Sejam X uma superficie e ¢ : ¥ — S* uma imersao
com curvatura extrinseca constante negativa K..i. Entao as curvas assintéticas de ¢ tem torgao
constante T, com T2 = — K4 nos pontos onde a curvatura da curva € nao nula. Além disso,
duas curvas assintoticas distintas que se intersectam em um ponto p, tal que em p as curvaturas

nao se anulam, tém suas respectivas tor¢oes com sinais opostos.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.4.7, existem coordenadas locais (u,v) com primeira e segunda
forma fundamental dada com em (1.18). Portanto, com esta parametrizacao, as curvas coorde-

nadas sao curvas assintoticas da imersao.

Sejam N o vetor normal da imersao e V sua conexao determinada pela métrica.

Para a(u) = ¢(u, vg), temos que « estd parametrizada por comprimento de arco e

<V0/(u)6¥,<u), N(u’ U0>> = 07
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segue que nos pontos u = g, onde a curvatura nao se anula, o vetor N (ug, vg) é o vetor binormal
em u = ug. Portanto o vetor normal de a(u) é dado por N(u,vg) x o'(u). Para a,b fungdes

escolhidas adequadamente tais que

N(u,vg) X o' (u) = a(u)% + b(u)(%,
temos que
T(u) = —<va/(u)N(U,’U0),N(U,’l§)) X (ug)
= (oo ol + o))
= —a(u){(VawN (u,v), %> — b(u)(Var N (u, vo), (%>
= a(u)(N(u,v), aaﬂ%) + (u) (N (u, o), V£%>
= b(u){N(u,uvy), V% a%>

= b(u)v—Kezsenw(u, vp)
pela segunda forma fundamental. Para o célculo de b, consideremos as seguintes equacoes:

0 = (N(u,vg) x () 8> = a(u) + b(u)cosw

" O
senw = (N(u,vg) X o/(u), %) = a(u)cosw + b(u).

Segue destas equacoes que b = senw e assim T = /— K, como queriamos mostrar. Analo-
s ET
gamente, obtemos que a torgao da curva f(v) = p(ug,v) é —/—Keqe, onde N(ug,v) é o vetor

binormal da curva. O

Observamos que tanto o triedro de Frenet, quanto o teorema de Beltrami-Enneper
podem ser considerados em um contexto mais geral do que o apresentado neste texto. Para
referenciais méveis em variedades Riemannianas, uma boa exposicao do assunto encontra-se
em [4], volume IV pdginas 21-27. O Teorema de Beltrami-Enneper (Teorema 2.5.2), pode ser
enunciado para uma variedade tridimensional com curvatura constante, uma vez que dado um
espaco vetorial de dimensao 3 com produto interno sempre podemos definir um produto vetorial

7

“x 7, para mais detalhes ver o Teorema 8 em [9].



Capitulo 3

Superficies planas em S’

Neste capitulo, estudaremos a construcao de superficies planas em S®. Seguindo
a abordagem de [9]. Usaremos a estrutura de grupo de S* com relagao aos quatérnions para
definir a Fibracao de Hopf e através desta aplicacao obteremos os primeiros exemplos de su-
perficies planas. Em seguida, abordaremos o método de construgao destas superficies devido
a Bianchi-Spivak, o qual baseia-se no produto de curvas de tor¢oes 1 e -1. Por tltimo expli-
caremos o método devido a Kitagwa dando énfase a vantagem de utilizar este outro método.
Ressaltamos que S? foi identificado com SU(2) e O(4) e, como dito anteriormente, usaremos

essas identificacoes sem mais detalhes.

3.1 Fibracao de Hopf

Nesta se¢ao, veremos como aparecem os primeiros exemplos de superficies planas na

esfera S®. Usaremos a Fibracao Hopf e suas propriedades para obter tais superficies.

Ao identificarmos S? = {z € S*|x; = 0} definimos a Fibragao de Hopf, h, como
h:xeS®— xiz €S2

Primeiro observe que h estd bem definida uma vez que para z,a € S3, se z = a entdo 21T = aia

43
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logo h(z) = h(a) e
7iT = (25 + 2% — x% — 23)i 4 2(wows + 1124)f + 2(T074 — T371),

ou seja, h(x) € S?. Agora notemos que para p = pyi + p3j + psk € S? e h(z) = p, temos que

a3 +af —ri—af = py
2(zox3 + x114) = D3
2(!E2$4 - 9U3$1) = P4

Como % + 2% + 23 4+ x3 = 1, substituindo z3 + x% por 1 — 22 — 27 na primeira equagao, temos

w3+a7 = (14p2)/2

ToTy + 1174 = p3/2
ToTy — T3T1 = Pa/2
Assim:
e Se py # —1 temos
vy | 1 | m oan | | ps/2
T4 i+ 23 I T Pa/2 7

ou seja, a fibra h=1(p) é dada por

hl(p) = {x € S*| — z1ps + xaps — w3(1 + p2) = 0, Tops + 21p3 — 24(1 + p2) = O} ;
(3.1)

e Se py = —1, temos 1 = x5 = 0 e assim

h'(i) = {wsj + x4k € S’} . (3.2)

Das expressoes (3.1) e (3.2), é possivel notarmos que para cada p € S, h™!(p) é um grande
circulo. De fato, por (3.1), h~!(p) pertence ao plano que passa pela origem em S?, que é gerado

pelos vetores

(1,0, =pa/(1 + p2), ps/ (1 + p2)), (0,1, ps/ (1 + pa), pa/ (1 + p2))
(para mais detalhes veja a Observagao A.0.1). O caso (3.2) ¢ direto.
Seja ¢ : I — S? uma curva regular. Escrevendo c(s) = (0, cx(s), c3(s), ca(s)) temos

que cz(s)% 4 c3(s)? + c4(s)? = 1. Suponhamos que ¢y é constante. Uma vez que ||ca|] < 1 temos

que:
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e Se ||cz|| = 1 a curva se degenera no ponto (0, 1,0,0) ou (0,—1,0,0) de modo que h~*(p)

¢ um grande circulo, como vimos anteriormente;

e Se ||ca]| = C < 1, entdao h™!(c) é um toro plano. De fato, por (3.1) temos que
hil(C) = xr € SS| — G * T2C3 = X3, T2 + T163 =Ty ¢,
1 + (&) ]_ ‘I‘ Cy (3 3)
—T1Cq4 + ToC3 T2C4 + T1C3 '
= Ty, T, ) .
1+ (65) 1+ Co
Note que
1 = x%—i—x%%—x%—i—xi
2 2
—Z1C4 + ZoC ToCy4 + T1C
R Qg 3 1C4 263\ (T24 1C3
1+ Co 1+ Co
S e ) [ (& el
= r{+x;+ 3
(1 + 02)
= (22 4 23) —1_03 +1
TR w2 )
assim
P2t (1+c)? _lto
P2 1 -3+ (1 + )2 2
consequentemente
1—-c¢
ﬁ+ﬁ: 2?

Portanto para c; = C' temos que

1y _ al 1-C 1 1+C

que é uma superficie plana, conhecida como toro de Clifford.

Observagao 3.1.1. Uma construgao interessante do toro plano pode ser encontrada em [2],

pag. 5H22.

Dado um subconjunto U C S?, para todo subconjunto V' C S§? isométrico a U,
temos que h=1(V) C S? é isométrico a h=1(U). De fato, se a é uma isometria de S?, entao
h(az) = ax -i-ax = ah(x)a. Observe que, se y € S? entdo a aplicagdo y + aya é uma
isometria de S?. Assim, dado a, isometria de S3, existe uma relacao entre a e uma transformacao
ortogonal A de R? tal que Ay = aya. De fato, considere a transformacao ortogonal de R* dada

por
10

0 A
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Seja a = (ay,a9,as3,a4). Entao a relacao entre a com a transformagao ortogonal A, tal que
Ay = aya, para todo y € S?, é dada por

(

a* = 1,

aia = (0, [on]),
aja = (0,[az]),
aka = (0,[as)),

\
em que [o;] é a i-ésima coluna de A. Temos que para cada isometria de S* temos uma isometria

de S? relacionada e vice-versa, o que conclui a afirmacao.

Em particular, para cada circulo C em S? existe uma isometria que aplica C no
circulo ¢y = constante. Sendo assim, existe uma isometria que aplica a imagem inversa h=!(C)
em um toro de Clifford. Apds esta discussao podemos finalmente enunciar o principal resultado

desta secao.

Proposigao 3.1.2. Se ¢ € uma curva reqular em S?, entio h™'(c) € uma superficie plana em

S3.

Demonstracao. Da afirmacao anterior, segue que a imagem inversa de qualquer circulo pela
fibracao de Hopf é isométrica ao toro plano. Considere C em S? o circulo osculador de uma
curva regular ¢ em S?, em um ponto p do circulo. Sabe-se que o circulo C e a curva ¢ possuem
contato de ordem 2. Como a fibracao de Hopf é diferencidvel, h=1(c) serd uma superficie
que possui contato de ordem 2 com o toro h™!(C), isto é, existem parametrizacoes X e YV
da superficie e do toro que coincidem nas primeiras e segundas derivadas. Como a curvatura
intrinseca depende dos simbolos de Christoffel e de suas derivadas (simbolos estes que dependem
apenas da primeira forma fundamental, ou seja, que dependem apenas da métrica induzida e
das primeiras derivadas das parametrizagoes) segue que, na imagem inversa de p as curvaturas

intrinsecas do toro e da superficie coincidem. O

A imersao definida na demonstracao da proposicao acima é conhecida como cilindro

de Hopf. Se a curva for fechada, como antes, sao os toros de Hopf.
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3.2 Representacao de Bianchi-Spivak

Nesta se¢ao estudaremos o método de construgao de superficies planas devido a Bi-
anchi, reformulado por Spivak em uma linguagem mais atual. Este método o qual chamaremos
de Bianchi-Spivak, consiste em construir superficies planas em S* através da multiplicacdao nos

quatérnions de duas curvas de torcao 1 e -1.

Comecaremos nossa abordagem utilizando o triedro de Frenet introduzido no capitulo

2. Da segao 2.5, temos o triedro (2.16) bem definido. Além disso, pela Afirmacao 2, para

g1 = fofs— fsf5, g2 = fsfi — fifs, 93 = fifs — fof i podemos escrever o vetor binormal b como
3
T
Deste modo
st
- éd%’ (S0) - 27 (o)

n=1 =1

3 /
= % [(f293 - fsgz))zl + (f3g1 — f193)5§:2 + (fig2 — f291)553 + ;gif%] - %% (nz 9n
onde na ultima igualdade usamos (2.11). Como
fog3 = f392 = fo(fifs — fof) — f3(faf1 = fif3)

= ffafs+ f13) = [i(f3 + £3)

= A=A = A0 17)

= —f]
por (2.10). Para os demais termos o cdlculo é andlogo. Desta forma obtemos

TS oIS T LA FEE o 14 3.4
knzlnn —~ 'k " —~ 'k "

Lema 3.2.1. Seja ¢ = ig o ¢. Entao c tem tor¢ao T = 1, se somente se, ¢ tem tor¢cio T = —1.

Demonstracao. Sejam t., tz os vetores tangentes de ¢, ¢, respectivamente. Temos que

tE - d(iG)ctCa

)
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como i¢ ¢ isometria. Pela Proposicao 1.1.11 obtemos que

D’ D’ D
tE - d(z ctc =d(: c
(ic) (ic)e

5 tca
du du

logo

ng = d(ig)cNe.

Vimos na demonstracao de Lema 2.1.1 que a aplicacdo ig : ¢ € S — 27! € S? reverte a
orientacao em S3. Logo como {tg, ng, bg} tem orientagao positiva entao {tz, ng, d(ig).b.} tem

orientagao negativa, d(i¢).b. = —bg, e a torgao da curva ¢ dada por

D/
s = —{ bz mnz
i <du " >E

D .
- <%d(ZG)ch7d(lG)cnc>

_ <d(¢G)05—ubc,d(iG)cnc>~

D' ‘
= _bc; c
(),

et _TC

[

onde T, ¢é a torcao da curva c, o que conclui o resultado. O

Deste resultado temos o seguinte teorema:

Teorema 3.2.2. Se c é uma curva em S® com torcio T = 1, entdo b ¢ invariante & esquerda

ao longo de c. Se ¢ tem tor¢ao T = —1, entdo b é invariante a direita ao longo de c.

Demonstra¢ao. Primeiramente, ao compararmos as expressoes (2.16) e (3.4) temos que se 7 = 1
/
entao (%) = 0, logo cada (%) ¢ constante. Como essas constantes sao as componentes de b

com respeito aos campos invariantes a esquerda X;, Xo, X3, portanto b é invariante a esquerda.

Para a segunda parte, suponhamos que ¢ tenha torcao 7 = —1. Uma vez que
(i o Lyoig)(h) = (gh™") ™" = Ry(h),

para ¢ = ig o ¢ e pelo Lema 3.2.1, temos que ¢ tem torcao 1, e o binormal de ¢ é dado por
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b: = —d(ig)b.. Pela primeira parte desta demonstracao bz é invariante a esquerda, e assim

be(s) = d(Lasya)1)a0)be(0) & —d(ic)e)be(s) = —d(Les)e0)1 )igoe(0)(ic)e(0)be(0)
& be(s) = d(ig © Le(s)e(0)-1 © ia)e(0)be(0)
< bc(s) = d(RC(O)C(s)*l)c(O)bc(O)

Como a curvatura K.,; = —1, temos que para cada ponto existem duas direcoes
assintdticas distintas. Seja ¥ C S? uma superficie plana. Do Teorema 1.4.7 temos que existe
uma rede de Tschebyscheff F': U C R? — X C S? sobrejetiva, com a primeira e a segunda

forma fundamental em R?, I e Iz, dadas por

Ip = du®+ 2cosw dudv + dv?, (3.5)

My = 2sinw dudv, (3.6)

onde 0 < w < 7 é o angulo orientado entre a primeira a segunda curva coordenada. Para

cada v, consideremos c(u) = (u,v) em R? uma curva parametrizada por comprimento de arco

D

com relagao a métrica Irp. Se denotarmos -

a derivada covariante determinada por I, das

expressoes dos simbolos de Christoffel e da derivada covariante, (1.1) e (1.3) temos que

QC,_g—gl 0 a}

du senw

uma vez que inversa da matriz associada a métrica é dada por

1 1 —cosw
nmy __
[g ] - $€n2w )
—cosw 1
e os simbolos sao dados por
1 cosw Ow 9 -1 Ow
U senw ou’ U senw ou’

i
Denotamos por (9_> 0 unico campo vetorial unitario normal a Em com relacao a métrica
U U

o (9N _ i i
I tal que {8_’ ( ) } formam uma base orientada positivamente. Entao podemos tomar
U

ou
ov cos ou ¢ ou .
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Portanto,
D, 0w(d\"
du’ " “oul\ou)

Analogamente, se denotamos por t o vetor tangente a curva parametrizada u —

D , , d\" a\"
F(u,v) em X, por — a derivada covariante em 3 e por | — | tal que < ¢, [ — formem
du ou ou

uma base orientada positivamente, temos que
D, _ Ow(0\"
du’ Ou\ou) °
Sendo u +— F(u,v) uma curva assintotica, temos que a derivada covariante em ¥ é

a mesma derivada covariante em S?, logo

D duw ((d\"
=== :
du du <8u) ’ (3.7)
o\t
o que implica que (8_) é o vetor normal n com respeito a curva u — F(u,v) e
u
k(s) = ‘aﬁuw(u,v)

¢ a curvatura da mesma curva em u. Desta discussao temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.2.3. Todas as curvas assintdticas u — F(u,v) sdo congruentes entre si. Si-

milarmente todas as curvas assintoticas v — F(u,v) sdo congruentes entre si.

Demonstracao. De fato, pelo Lema 1.4.8, temos que w,, = 0, o que implica que
w(u,v) = wi(u) + wy(v), assim
ow Ow
%(U,U) = wi(“)? %(U, U) = wé(v)
Portanto, todas as curvas parametrizadas por comprimento de arco u — F(u,v) e v —
F(u,v) tém as mesmas fungoes curvatura |wi(u)| e |wh(v)| respectivamente. Mais ainda, se

escrevemos para a curva u — F'(u,v)

0 0
o = A

au Oy, ou + b%

para fungoes a, b apropriadas. Temos pelo Triedro de Frenet que

0 0 0
—,n> :b<%,bx %>

0 0
= b<%,N X %> =bcos(m/2 —w) = bsenw.

k

|
T
<
Yo
Q
IS



3.2.  Representacao de Bianchi-Spivak 51

Assim,
0, 9 8 0 8 0
;. o /o 0 g 0
—wlsmw—%<%,%> = <Vaaa— 6_> = acosw + b, (3.9)
de onde segue que b = 1/senw. Portanto k(u) = —w/|(u). Analogamente a curvatura de

v — F(u,v) é dada por wj(v). Do Teorema de Beltrami-Enneper (Teorema 2.5.2) temos que
as torgoes das curvas u — F'(u,v) sao iguais 1 e o das curvas v — F'(u,v) sdo iguais -1, o

resultado segue do Teorema 2.5.1 O

Consideremos B, = Lp.0)r@0,0-1 uma familia de translacoes a esquerda as quais
levam F(0,0) em F(u,0). Sendo o plano osculador o plano gerado por m, t, temos que (B,).
leva o plano osculador em 0, no plano osculador em u. De fato, a tor¢ao 7 de u — F'(u,0) é
igual a 1 e pelo Teorema3.2.2 o campo vetorial binormal b é invariante a esquerda. Isto é,(B,, ).

leva o binormal b(0) de u — F(u,0) em 0 no binormal b(u) em u. Isso permite escrever

t(u) = cosf(u).B,.t(0) — senf(u).By.n(0),

n(u) = send(u).Bu.t(0) + cosb(u).B,.n(0),
onde 6 ¢é o angulo de t(u) para B,.t(0).
A menos de isometrias, podemos supor que F(0,0) = 1 € S, t(0) = X; =
X1(F(0,0)), e que n(0) = X, = X5(F(0,0)) tais que X;, X, € s>. Calculemos ¢ em termos de

0. Por (2.10) temos que:
f1 =cosb, fo = —senb, f3 =0,

t'(u) = cosf(u) Byust(0) — senf(u) By.n(0).
Pela equagao (2.12) temos
t' = —0'(u) [senf(u).Bu«t(0) + cosh.B,.n(0)] = —0'(u).n(u).

Comparando com a equagao (3.7), podemos ver que ' = w}, uma vez que §(0) = 0, encontramos
que

wi(u) = 6(u) + wi(0). (3.10)
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Isto implica que B, leva o vetor tangente a curva v — F'(0,v) em v = 0 no vetor tangente a

curva v — F(u,v) em v = 0. De fato, temos que

g cosw2 + senw AN
ov ou ou
e assim segue

%(u, 0) = cosw(u, 0)t(u) + senw(u, 0)n(u).

Por (3.10), temos que

w(u,0) = wy(u) + we(0) = w1 (0) + w2(0) + O(u) = w(0,0) + O(u).

(Bu)« (aﬁ(o, O)) = By (cosw(0,0)t(0) + senw(0,0)n(0))
= cos(w(u,0) — O(u))But(0) + sen(w(u,0) — 6(u))B,.n(0)
JeosB(u) + senw(u, 0)send(u)]By.t(0)
)senf(u) + senw(u, 0)cosd(u)|B,.m(0)
= cosw(u,0)[cosd(u)Byt(0) — send(u)B,.n(0)]
+  senw(u, 0)[send(u)By.t(0) 4 cosd(0) B,.n(0)]
= cosw(u,0)t(u) + senw(u,0)n(u)

o que conclui a afirmagao.

Teorema 3.2.4. A superficie plana ¥ = F(u,v) pode ser escrita como uma colegdo de translagioes

a esquerda de v — F(0,v). Isto é, para F(0,0) =1 temos

%= a(u)b(v)

tal que a(u) = F(u,0) e B(v) = F(0,v), para todo u,v € U.

Demonstracao. De fato, temos que as curvas coordenadas sao assintoticas, assim seus respecti-
vos vetores binormais sao paralelos aos vetores normais a superficie, o que torna possivel afirmar
ainda que os planos osculadores destas curvas em v = 0 coincidem com os planos osculadores da

curva assintética u — F'(u,0) em 0 e u. Logo seus vetores binormais sao b(0) e b(u) da curva
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u — F(u,0) em 0 e u. Como afirmado acima, (B,). leva o binormal a curva v — F(0,v)
em v = 0 no vetor vetor binormal a curva v — F'(u,v) em v = 0. Destas afirmagdes segue do
Lema 1.1.7 que B, sdo as unicas isometrias de S* em si mesma tais que B, (F(0,v)) = F(u,v)

para todo v = 0, o que conclui o resultado. O

Observe que ao considerar as translagoes a direita de u — F'(u,0), pela segunda
parte do Teorema 3.2.1 obtemos que Y pode ser escrita como colecao destas translacoes. Mais
ainda, no teorema acima, usamos fortemente o fato das curvas assintéticas terem torgoes 1
e -1 nos pontos de curvatura nao nula onde aplicamos o Teorema 3.2.1. Poderiamos entao
questionar se uma superficie plana pode ser descrita como o produto de duas curvas de torcoes

1 e-1. O que nos leva ao seguinte teorema:

Teorema 3.2.5. Sejam a e 3 curvas requlares parametrizadas por comprimento de arco em S3
com tor¢oes 1 e -1 respectivamente tais que o(0) = 5(0) = 1. Se a e B nao sao tangentes em

0 e seus planos osculadores coincidem em 0 entdo 3 = a(u)B(v) € uma superficie plana.

Demonstracao. Primeiramente observe que o plano osculador de a em u coincide com o plano
osculador da curva v — a(u)B(v). De fato, suponhamos que a(0) = 5(0) = 1. Como os
planos osculadores das curvas a e 3 coincidem temos que o binormal de ambas as curvas em
u = v = 0 é dado por b(0). Uma vez que a curva a tem torgao 1, pelo Teorema 3.2.2, o
binormal b(0) é levado no binormal b(u) da curva a em u. Lembremos agora que as translagoes

sao transformacoes e assim

d%(a(u)ﬁ(v)) — d%(La(“)B(U)) v=0
= d (La(u)),g(O) %(ﬁ@)) =0
= d(Law) 50 3'(0)
= a(u)p'(0)
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o que mostra que b(u) e o tangente da curva v — a(u)B(v) sdo normais. Por um célculo
andlogo mostramos que b(u) é ortogonal ao vetor normal da curva v — a(u)B(v) o que

conclui a afirmacao.

Note que todas as curvas v — «(u)B(v) tém tor¢ao -1 uma vez que 3 tem torgao
-1 e a torgao é invariante por isometria (apéndice, afirmacao 3). Aplicando agora a segunda
parte do Teorema 3.2.2 a estas curvas e realizando uma anélise como anteriormente temos que
o plano osculador da curva

u— a(u)B(vo)

em u = wug coincide com o plano osculador da curva v — a(ug)B(v) em v = vg. Consequen-
temente coincidem com o espaco tangente de X por ter dimensao 2. Logo estas curvas sao

assintoticas e pelo Teorema 2.5.2 temos que K..,; = —1. O

Essencialmente, vimos que para uma imersao plana em S*® é possivel descreve-la
como produto de suas curvas assintoticas. Reciprocamente, se tivermos curvas com torgoes 1
e -1, essas curvas serao assintéticas e consequentemente o produto entre elas caracteriza uma

superficie plana imersa em S3.

Seja (o o normal da imersao em u = v = 0. Aplicando o Teorema 3.2.2 temos que,

para F'(u,v) = a(u)f(v), como anteriormente, o vetor normal da imersao é dado por
N(u,v) = a(u)(pf(v),
onde (; € S = S*({z; = 0}. Uma vez que (1,¢) = 0 temos
(o, ago) = (@B, a¢oB) =0

(B, CoB) = (af’, agyf) = 0.

Veremos que estas condicoes caracterizam curvas de torcoes 1 e -1 em S3.

Proposicao 3.2.6. Sejam (o € S? e v uma curva parametrizada por comprimento de arco em

S? tal que:

o Se (7',~v(y) =0 entdo v tem tor¢ao 1 nos pontos de curvatura nao nula.



3.2.  Representacao de Bianchi-Spivak 55

e Se (v, Cyy) =0 entdo v tem tor¢do -1 nos pontos de curvatura nao nula.

Demonstragao. Primeiro temos que (1,({y) = 0, logo (7/,7'¢s) = 0 pois as translagoes sdo

isometrias. Suponha que (7', v(y) = 0. Assim, obtemos

0= (V7 7G) + (v, V41Go) -
Como a conexao na esfera é tal que V., v(o = v'¢o — (7'Co,7)7, segue que
(7, VyrGo) = (10, 7) = 0.
Portanto

0= (V7' 7¢) -

Temos que (7, 7¢) = 0. Logo v(p ¢é ortogonal a {7, 7', V,,7'}. Uma vez que a curvatura é nao
nula, temos que V.,y" # 0, logo v(p é o vetor binormal de 7. Portanto o vetor normal de vy é
—7'(y. De fato, consideremos

Co=a1i+bj+cik

tal que a? + b? + ¢ = 1. Sem perda de generalidade, podemos supor 7(0) = 1. J4 sabemos que

{77, £7Co,7¢0} é uma base ortonormal. Queremos mostrar que

Det(f% 7/7 _7/<07 VCO) = 1.

Primeiramente calculemos em 0. Escrevemos
v(t) = a(t)1 + b(t)i+ c(t)j + d(t)k.
Portanto,
v7(0) = 1,
Y(0) = 0.1+¥b(0)i+(0)5+ d(0)k,
—7'(0)6 = (¥'(0)ar + (0)by + d'(0)cr)1 — ('(0)er — d'(0)b1)i — (=b'(0)cr + d'(0)ayr)j

— (b'(0)by — (0)a )k,
v(0)lo = i+ bij+ k.
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Como (v,7'¢o) = (7/,7¢) = 0 temos que V'(0)a; + ¢/(0)by + d'(0)c; = 0. Omitindo ¢t = 0, o

determinante é dado por

1 0 0 0
0V —(deg—db) o
0 ¢ —(=Ve+day) by
0 d —Ubb—-Cda) «

= V(—(=Va+da))e + (—(der — d'by)byd
+ ad(—=(b'by — day))
— [ar(=(=Vcy + d'ar))d + by (—(b'by — day))
+ (—(dey —d'by)d 4]
= *+P+d?+ Va+ b +da)?
= 1
Sendo determinante uma funcao continua, temos que para todo ¢ pertencente a uma vizinhanca
aberta conexa temos que o determinante é positivo, o que conclui a afirmacao. E assim a torcao

T ¢é dada por
T = —(V70, —7) = (760, 7o) = 1.

O segundo item segue analogamente. O]

Observemos o seguinte resultado.

Lema 3.2.7. Seja v um campo vetorial ao longo de uma curva parametrizada por comprimento

de arco v em S®. Entao:

e v ¢ um campo invariante a esquerda ao longo de v se e somente se Vv =" x v,

e v é um campo invariante a direita ao longo de y se e somente se V., v =1v x 7.

Demonstragdo. Consideremos v(u) = 32°_, fo(u) X, (y(u)). Assim

3
V’Y,v = Zf,an "‘7/ X v,

n=1

1 -~ - -
uma vez que Vg X, = §[Xn, X =2 X,, x X,,,. Pelo Teorema 1.5.9 e equagoes (2.7). Portanto

o resultado segue. Para provar o segundo caso basta lembrar que a aplicacao i é uma isometria
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que reverte a orientagao, assim
. . . ! . .
vic*'y’ZG*U = ZG*V’y’/Ua 1gxY X 1GsV = ZG*(U X P)/)

assim temos que iq,v € invariante a esquerda pela primeira parte se e somente se V..o = v x /'
é ja vimos que ig,v é invariante a esquerda se e somente se v é invariante a direita ao longo de

. O

Na Proposi¢ao 3.2.6 vimos que o binormal de v é dado por v(y,. Uma vez que a
torgao € igual a 1 o Teorema 3.2.2 garante que o binormal é invariante a esquerda. Pelo lema

acima temos,
Vo X7 == x 70 = =G = =G,

o que mostra também que sendo o campo vetorial v(; o vetor binormal de v devemos ter

—V+'~v( = —7'(p como vetor normal a curva 7.

Além disso, se v satisfaz a primeira parte da Proposicao 3.2.6 temos que 7 satisfaz

a segunda parte dessa proposicdo uma vez que (o = —(p e
7,67 == 7. 07) = = (T,76) = — (v, 7G) =0.
Dito isto podemos entao enunciar uma versao mais interessante do Teorema 3.2.5

Teorema 3.2.8. ( [9]) Seja (y € S*. Consideremos as curvas o e 3 em S* parametrizadas por

comprimento de arco satisfazendo

<0/704C0> =0, <5/75C0> =0,

com a(0) =p(0)=1¢e
a(u)a’(u) # £B(v)F (v)

para todo u, v. Entdo

F(u,v) = a(u)B(v)

¢ uma imersao plana com vetor normal unitdrio N(u,v) = a(u)(of(v).

Demonstracao. Basta notar que as curvas « e [ nessas condicoes satisfazem o Teorema 3.2.5.

De fato, para a(u)o/(u) # +5'(v)B(v) temos que o (u)B(v) # +a(u)F (v) o que é equivalente &
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F, # +F,, isto é, as curvas « e 3 nao sao tangentes. Por outro lado, como (y € S?, {o/, ay) = 0
e (B, B) = 0, segue que (y esta na diregao do binormal de ambas as curvas o que mostra que
os planos osculadores coincidem em «(0) = 5(0) = 1 e pela Proposicao 3.2.6 temos que « tem
torcao 1 e § tem torcao - 1, ou seja, as curvas « e [ satisfazem as hipéteses do Teorema 3.2.5

como afirmamos. O

Vimos que, dadas curvas regulares de torcao 1 e -1, conseguimos obter uma superficie
plana. Reciprocamente, dada uma superficie plana completa conexa e orientavel, conseguimos
escreve-la como produto de curvas de tor¢ao 1 e -1. Em [4], o autor ressalta que essa construcao
ainda ¢é valida no caso em que uma das curvas é uma geodésica, o que implica nao ter torcao
definida em seus pontos. Em outras palavras, poderiamos ter considerado « e § curvas regulares
parametrizadas por comprimento de arco em S*, o com torcao 1, 8 geodésica tais que existe
p € S? com a(ug) = B(vg) = p, ndo tangentes e com seus planos osculadores coincidindo em p.

Primeiro, notemos que,

0= (0/(0), 8(0)); = {La(upc(0), La@w=B'(0)) .y = (& (1), Lagu<B'(0)) -

D/
Sabemos que o espago tangente de 3 coincide o plano osculador de o em a(u) e assim d—o/(u)
u

¢ uma combinacao linear de
o' (u) € Lawy:B'(0).
Como a translagao a direita é uma isometria temos que
D’ D’
-5 R v *O-/ u) =R vo)x 7
du| o (u) = Rpwo)s -

uo

portanto uma combinagao linear de

Rp0)+a (u0) € Rp)eLa(uy=5'(0).

Uma vez que Rg()sLaw)«f' (0) = Law)sRs0)<0'(0) = Rp): (v), por (1.5.12) a curva geodésica

/

£ é uma curva integral de um campo invariante a direita. Segue que — Ry (u) é

u=ug
combinacao linear de Rg().’(ug) € Rg()«5 (v). Isso mostra que o vetor normal a curva

u— a(u)(vo)

em u = wug pertence ao espago tangente, ou seja, o plano osculador desta curva em u = uyg

coincide com o espago tangente em «(ug)/5(vp). Portanto u — a(u)B(vg) é assintética o que
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implica que K.,; = —1 da superficie ¥ = a(u)f(v). Para finalizar nossa anélise, suponhamos
agora que « e [3 fossem ambas geodésicas distintas tais que a(ug) = 5(vg) = p. Consideremos

a curva u — «a(u)B(vg). Notemos que esta curva é geodésica, pois como vimos anteriormente

D’ D’
u|_ Fowoea'(0) = Ry G0

uQ U=ug

o' (u) = 0.

Analogamente concluimos que a curva u — a(ug)B(v) também é geodésica, além disso notemos

que
(Rs0 (), Lauoe'(v0)) = (Ri(o)« La(0)+0'(0), Lauo)« Ro(wo)8'(0))
= (La(uo) Rowo)+@ (0), Laguo)« Rp(woy8'(0))
= (’(0),5'(0)),
o que mostra que X tem duas familias de geodésicas que se intersectam em um angulo constante,

logo

Proposicao 3.2.9. Se duas familias de geodésicas se intersectam em um angulo constante para

todo ponto em %, entdao X € plana.

Demonstracao. Sejam X e Y os campos vetoriais unitdrios tangentes as curvas da primeira e
da segunda familia de geodésicas, respectivamente. Entao X e Y sao paralelos ao longo das

curvas integrais de X, pois o angulo entre eles é constante. Portanto temos que
(X, Y] =VxY =VxX=VyY =VyX =0,

logo
R(X,)Y)Y =VxVyY —VyVx = VixyY =0.

3.3 Representacao de Kitagawa

Nesta secao estudaremos o método de construcao das superficies planas em S* de-
vido a Kitagawa. Vimos como obter superficies planas através da Fibragao de Hopf. Estudamos
o método devido a Biachi-Spivak, como também enunciamos o Teorema 3.2.8, usando a Pro-

posicao 3.2.6 a qual é devida a Kitagawa. Além disso, o método encontrado em [5], apresenta
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um critério para a construcao de superficies planas compactas o que o permitiu obter uma clas-
sificacao para os toros planos, resolvendo assim o problema proposto por Yau, ver [14]. Deste

modo, nosso objetivo passa a demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 3.3.1. ( [9]) Sejam c1(u), c2(v) duas curvas requlares em S?, com ¢1(0) = c3(0) =

i, d1(0) = &y(0) = &, onde & € S* € ortogonal a {1,i}, e que

K1(u) # Ka(v),

para todo u,v, onde K1, ke $Go as curvaturas geodésicas de c1(u), co(v), respectivamente. Seja

7 S? — US? o recobrimento dado por
m(x) = (viT, 2&T).

Consideremos ai(u), as(v) duas curvas em S* parametrizadas por comprimento de arco e sa-

Cll 6,2
7r(a1) = Cl,m s 7r(a2) = Cz,m .

O (u,v) = ar(u)az(v)

tisfazendo

Definamos

N(u,v) = a1 (u)&oaz(v)

num retangulo R no plano wv. Se ¥ é uma superficie simplesmente conexa e ¥ : ¥ — ¥(X) =
R € uma imersao plana, entdo F' = ® oW € uma superficie plana em S® com o normal unitdrio
NoW. Neste caso ¥ € uma imersao com coordenadas de Tschebyscheff, e a fungcao angulo desta
superficie é

w(u,v) = cotg™ (k1(u)) — cotg™ (r2(v)).

Para isto, lembremos que a Fibracao de Hopf foi definida como sendo a aplicacao
r € S? — 2iT € S®.. Denotemos por US? o fibrado tangente unitdrio de S?, que pode ser

identificado em S? x S? como
US? = {(z,v) € S* x §*: (z,v) = 0}.
onde a projegao canonica é dada por 7 : (x,v) € US? — x € S%. Definimos

71 €SP (2T, v6T) € S* x §?
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onde & € S? e ortogonal a i. Notemos que 7(x) = n(—xz) e h = m o7, para todo x € S®. Dado

CI
" ( r|c'||>

uma curva regular em US?. Para cada curva ¢ dada, queremos descobrir uma curva a em S*

uma curva regular ¢ em S?, definimos

tal que 7(a) = ¢ ou, equivalentemente, queremos a de tal modo que

Deste sistema, obtemos o seguinte problema de valor inicial:

Gfoa: Lﬁ/?
||add|

tal que existe uma tinica curva regular a em S? que é solucao.

Vamos mostrar que tal solugao possui torgao igual a 1 nos pontos de curvatura nao

nula.

Lema 3.3.2. Seja c uma curva reqular em S?. Seja a uma curva reqular em S? tal que 7(a) = ¢.

Entao a curva a tem tor¢ao igual a 1 nos pontos de curvatura nao nula.

Demonstracao. Notemos que, primeiramente para ¢ = aia temos que

¢ = alad ,ila. (3.11)
De fato, uma vez que aa = 1, por derivacao temos, a'a + aa’ = 0, isto é a'a = —aa’. Segue que
d = dia+ aid

= d'ia — (aia(—aa))

= d'ia — aiad'a
= aadia — aiaad’a

= a(ad'i —ad)a

= alad,ila,

como afirmamos. Deste fato temos que

(a',a&y) = 0. (3.12)
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d . R
De fato, seja A = ||’[|, uma vez que — = a&pa temos afad’, i]Ja = \a&ya o que implica

A

que aa't — iaa’ = A\y. Ao multiplicarmos esta 1ltima igualdade por a obtemos
a'i — aiaa’ = \a&p.

Portanto
A a&) = (d,di) — (d,aiaa’)
= (1,i) — (1, aia)
= — (L9
= 0,

pois ¢ € S?. Logo (da’, a&) = 0 como afirmamos. E pela Proposigao 3.2.6 a curva a tem torgao

igual a 1 nos pontos de curvatura nao nula, como queriamos. O

Em [5], o Lema 3.8 garante que a é um levantamento assintético de ¢, isto é, m(a) = ¢
e a é uma curva assintética em h~*(c). Mostraremos aqui que, se a1, ay sdo curvas regulares em
S? tais que m(a;) = é; e m(as) = é entdao a; é uma curva assintdtica na superficie a;(u)as(v),

desde que bem definida. De fato, basta ver que
(@2, a1€oa2) = (@2, §o2) =0
pelo Lema 3.3.2.

Lema 3.3.3. Seja ¢ uma curva reqular em S* com curvatura geodésica k. Seja a uma curva

reqular em S* tal que m(a) = ¢. Entdo
aa’ = Il (ki — Bj + ak 3.13

onde & = o + Pk, o, B € R.

Demonstracao. Considerarmos funcoes \g, A1, A, A3 escolhidas adequadamente de tal modo que
aa’ = Xol + \ji + Aoj + A3k (3.14)
Calculemos Ay, A1, A2, A3. Vemos que

Ao = (ad’,1) = (d',a) =0,
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uma vez que as translagoes sao isometrias e o vetor posi¢ao é ortogonal ao espago tangente.

Fazendo o produto com 7, temos
Ea’z’ = —)\1 + )\3] - )\Qk

iaa’ = —)\1 — )\3] + )\2]{3

Por (3.11) temos que

¢ = a(aad'i —iaa’)a = 2a(\3j — \ok)a.

d = Aapa. Assim

d = \a&pa = 2 zaja — 2 qaka.

Como & € S? e é ortogonal a i, para & = aj + Bk, a, f € R temos que
Aaaja + Aafka = 2X3aja — 2 qaka

o que nos permitir concluir que

oz)\' _@

Resta calcular A\;. Como A\, = (ad', 1), iy = ak — Bj e &i = —ak + [ temos

e = 2]

= \l|aia, ayal

= \(aiaa&oa — alpaaia)
= MNai&ya — apia)

= Aa(i& — &oi)a

= 2\a(—Bj + ak)a.

1
Pelo Teorema 1.5.9 e pelas equagoes (2.7), temos que ¢ X ¢ = 5[
a curvatura geodésica da curva de ¢ é dada por

(Ve (u), c(u) x c’(u)> 1
Kk(u) = = Vewd (u), [e(u), d (u)]).
[ZOIE IR )
Suponhamos que ||| = 1, entdo ¢ = a&pa, segue que V. = d'§pa + apa’. Portanto

() = % (0/€T + a&oT, 2a(—Bj + ak)a)

¢, ], pois ¢ € S?. Deste modo,
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Novamente utilizando que as translacoes sdao isometrias e que & = aj + Sk € S2,

temos que

% (0/€T + aoT, 2a(—Bj + ak)a)
(d(aj + Bk)a + a(aj + Bk)a, a(—Bj + ak)a)
(d'aja, —afja) + (d'fka, —afja) + (aajd, —afja)
+ (afk@,—afja) + (d aja,acka) + (d' Bka, acka)
(aajd, acka) + (afkd | acka)
= —aB{dj,aj) - 8% (a'k,aj) — aB (j@, ja)
— B*(kd, ja) + o* (d'j,ak) + Ba (d'k, ak)
+ o?(ja, ka) + Ba (kd', ka)
= 2(f*+a®)N
= 2\

Logo para o caso ||| = 1 temos
K
Al — E
Por outro lado, qualquer que seja ||| temos que ¢ = ||¢'||a&pa, consequentemente obtemos

(Vud, )

d _ _
vc’cl = ||C/||2 + ||c'||(a'§0a + aéﬂa,)'

Lembremos que (¢, [c,c]) = 0 e por um cédlculo andlogo ao anterior temos que curvatura
) )

geodésica é dada por

1 <<VC’C/>CI> / /
Kk = d +|d]1(a'§oa + ao@), [e, ]
[P\ [leff?

= -QQC/H‘E) <<vc’C’,C/> C/, [C, CI]> + W <||CI||(CLI£QE—|— leoa,)’ 2||CI||(_5] n ak»
- _)\1.
</l

Logo, para o caso geral temos

K
M=l
Ao substituir os valores de \g, A1, A2, A3 na expressao (3.14) temos que
i, s
ad = T(lﬂ — Bj + ak),

como queriamos. O
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Demonstracao do Teorema 3.3.1. Primeiramente notemos que ap, as satisfazem o Teorema
3.2.8. De fato, consideremos as curvas a;, as parametrizadas por comprimento de arco e

/
satisfazendo m(a,) = (cn, HC'—nH) ,n=1,2. Por (3.12) temos que
Cn
(a'1,a1&) = 0 = ('3, azto) -
Além disso,
a1(0)&a1(0) = ¢'1(0) = &,
o que implica a;(0) = 1. Do mesmo modo, as(0)&yaz(0) = ¢5(0) = &. Logo, az(0) = 1.

Afirmagao 1. Se ky(u) # ko(v) entdo aj(u)a’y(u) # £az(v)a's(v).

De fato, suponhamos por contradi¢ao que aj(u)a’s(u) = £as(v)a’s(v), pela equagao
(3.13) temos que

[len ()]
2

[lea (@)l
2

ar(u)ay(u) = [k1(u).i— B.j+ak] ==+ [Ra(v).i — B.7 + a.k] = @z(v)ah(v),

o que nos leva ao seguinte sistema

I (Wllra(w) = £l (v)]]r2(v)
(s = £l ()8 (3.15)
la@)lla = %y (v)]]a-

Como & € §?, temos a? + 32 = 1, o que implica que a e 8 nao se anulam simultaneamente e
assim do sistema (3.15) obtemos que ||} (u)|| = £||c5(v)||. Ao substituir na primeira equagao de
(3.15) obtemos k1 (u) = k2(v), absurdo pois por hipdtese x1(u) # ko(v) portanto ay(u)a'y (u) #

+a3(v)a’s(v), o que conclui nossa afirmagao.
Assim temos que ® é uma imersao plana por coordenadas de Tschebyscheff em S3
com normal unitario N e

Ip = du?+ 2cosw dudv + dv?

[Me = 2sinw dudv

como definida em (3.5). Se & = «aj + Ok, escreva & = —fj + ak. Notemos que, por aj, as

serem curvas parametrizadas por comprimento de arco podemos escrever

ay(u)ay(u) = cosby(u) - i + senby(u) - & (3.16)
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@3 (u)ay(v) = cosby(v) - i + senby(v) - &

onde 6,, é o angulo entre a,a,, e i, n = 1,2. Assim

dd

du

d®
dv

Por outro lado,

Segue que
ON
ou
Logo,
e

ay (u)az(v)
ay (u)(ar(u)a) (u))az(v)
a1(u)(cosby(u) - i + senby(u) - & )az(v)

a1 (u)ay(v)
a1 (u)(aj(v)as(v))az(v)
a1 (u)

(u)

(@2(v)ay(v))as(v)

ai(u)(—cosby(v) - i — senby(u) - &1 )az(v)

aja) & = —senby(u) - i + cosb (u) - &.

ay (u)§oaz(v)
ay () (ar(u)ay (u)§o)az(v)

a1(u)(—senby(u) - i + cosby(u) - &.)az(v).

_ o oo
o= N\ ou o

= —senbisenbly — cosbicosbs
= —(cosbicosby + senbisenby)
= —cos(0; — 65)

= cos(01 — Oy + )

<3<I> 8N>
senw = —(—,—

ov’ Ou
= —(senbicosby — cosbtsenby)
= —sen(f; —6y)
= sen(f; — 0y + 7).

(3.17)
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Por estas relacoes temos que
w(u,v) = 61 (u) — Oy(v) + 7 = b1(u) — (62(v) — 7). (3.18)

Segue de (3.13), (3.16) e (3.17) que

c, , .
||21||(n1~z—|—§1) = cosb i+ senb; - &
’ Al
c
22 (Ko-i+&) = cosby i+ senby-&
= —cos(fy —m)-i—sen(fy —m)-&.
Portanto ,
el
K 2 1 _cosh cotgf
FTAT T sensy Y
2
|||
Ko
9 —cos(fy — )
Ko = = = cotg(fy — ).
*= gl = Seen(e—m ~ 0
2

Consequentemente (3.18) pode ser reescrita como
w(u,v) = cotg™ (k1 (u)) — cotg™ (a(v)).

Como V¥ é uma imersao isométrica de uma superficie simplesmente conexa ¥ em R(u,v) segue

imediatamente que F' = ® o ¥ ¢ uma superficie plana em S* com o normal unitério N o ¥. [

Com relagao a reciproca do Teorema 3.3.1, localmente a afirmagao é verdadeira,
uma vez que para uma superficie plana obtida pelo produto das ai,as como acima, podemos

definir ¢;, ¢p curvas regulares em S? por
o) o= (= 7e71)
m(ay) = e, —— |, m(as) = | co, —— | -
= (o) mlo = (o

<a'1, Cl1§0> =0= <a’/27 a2§0) )

Como

temos que se ¢; é regular entdo ¢ é colinear com aiyay, equagao (3.11). Segue analogamente

para cp 0 que mostra que o processo pode ser revertido neste contexto, desde que a; e ay sejam

curvas parametrizadas por comprimento de arco nao tangentes.
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Em caréter global, ainda em [5], no Teorema 4.3 o autor mostra que se ¥ for uma
superficie plana completa conexa com a curvatura média limitada é possivel definir curvas na
superficie plana de maneira que estas curvas também sejam levantamentos assintoticos de curvas

regulares em S? com todas as propriedades das curvas ‘c}s que foram supostas no Teorema 3.3.1.

Em [9] tem-se que toda superficie analitica plana em S* é construida pelo método
acima para o mesmo &;. Em contrapartida o caso geral nao se verifica. Mais especificamente,
a hipdtese de ser analitica é necessaria uma vez que existem superficies planas em S? com
trés curvas assintdticas nao congruentes. Este caso sera abordado no Capitulo 4, Exemplo 7.
Notemos também que nesses casos, se a imersao ¥ for injetiva temos um sistema de coordenadas
de Tschebyscheff globalmente definido. Com relagao ao problema da classificagao do toros

planos comecemos pelas seguintes definigoes:

Definigao 3.3.4. ( [5]) Sejam cy,co curvas requlares em S®. O par T' = (c1,¢2) € dito ser

admissivel se satisfaz as sequintes condigoes:

o c1(0) = e2(0) = 1, 4 (0)/[[EL(0)]] = 1 (0)/[[L(0)]] = &o
o [l (O)I(L + s7) = [I5(0)[*(1 + £3) = 4;

® K1 # Ko em toda parte, onde K1, ke $G0 as curvaturas geodésicas de ¢y, co respectivamente

e &y € ortogonal a1 e ai.

Seja T' = (¢1,¢0) um par admissivel e F' uma imersao plana com coordenadas de Tschebyscheff.
Definimos G(I") por
G)={pe Dif f(R*): Fop=F},

onde Dif f(R?) denota o grupo de todos os difeomorfismos de R

Defini¢ao 3.3.5. Um par admissivel I' = (c1,c) € dito ser periddico se existe nimeros ly e ly

tais que as curvas cy,cy sao periddicas com periodos ly,ly respectivamente.

Por um célculo simples temos que as ci, ¢3 nas condi¢oes do Teorema 3.3.1 formam
um par admissivel e pelo mesmo resultado temos que o produto de seus respectivos levantamen-
tos assintoticos dao origem a uma superficie plana. Deste modo enunciemos sem demonstracao

o seguinte resultado:



3.3. Representacao de Kitagawa 69

Teorema 3.3.6. ( [5]) O espaco quociente R?/G(T') é compacto se e somente I é periddico.

Com este resultado, Kitagawa [5] reduziu o problema de classificagdo do toros planos
em S* & periodicidade dos pares admissiveis. Mais que isso, vimos que uma superficie plana
completa, conexa e orientavel pode ser obtida por um produto de curvas e assim nao existe
superficie plana completa conexa nao orientdvel imersa isometricamente em S?®. Dado um
par admissivel periddico a superficie obtida pelo produto das curvas é compacta, orientavel e
plana. Segue do Teorema de Gauss-Bonnet que a caracteristica desta superficie é nula, portanto
é homeomorfa a um toro plano. Desta discussao Kitagawa consegue mostrar também o seguinte

teorema.

Teorema 3.3.7. ( [5]) Se M é um toro isometricamente imerso em S*, entdo todas curvas

assintoticas em M sao periodicas.



Capitulo 4
Aplicacoes planas em S°

Neste capitulo, trataremos de uma generalizacao das superficies planas em S?, as
aplicacoes planas. Veremos como os métodos devido a Bianchi-Spivak e a Kitagawa conti-
nuam validos, isto é, estes dois métodos podem ser adaptados para construir aplicacoes planas
em S3. As referéncias para este capitulo sao os trabalhos de Gélvez-Mira [10] e de Kitagawa-

Umehara [7].

4.1 Aplicacao plana em S°

Nesta secao, veremos como as aplicagoes planas generalizam superficies planas.
Apresentaremos como adaptar os métodos de construgoes para superficies planas as aplicacoes

planas. Neste contexto, vamos iniciar nossa discussao com a seguinte definicao:

Definigao 4.1.1. ( [10]) Uma aplicagio plana em S* é uma aplicagio F : ¥ — S* de uma
superficie ¥ em S? simplesmente conexa cuja a curvatura intrinseca € nula nos pontos requlares,
e para a qual existe uma aplicacao F:y—s (chamada aplicagao polar de F) tal que (F), ﬁ} =
(dF,F) =0, ¢ (dF,dF) + (dF,dF) > 0 em todo ponto de .

Sejam ¥ uma superficie e F' : ¥ — S uma imersao plana. Se N : ¥ — S? é o normal

70
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da imersao, existem parametros assintéticos definidos num retangulo R(u,v) tais que:

(dF,dF) = du*+ 2coswdudv + dv?,

(dF,dN

= 2senw dudv,

(F.
(dF,N

)
)
(dN,dN) = du® — 2cosw dudv + dv?,
N) =0,

)

= (F,dN) =0,
0.

Wuv

onde w : ¥ — R é o angulo de F. Das equacoes acima, temos que F : ¥ — S? satisfaz a
Definicao 4.1.1, isto é, F' é uma aplicacao plana, portanto as aplicagoes planas generalizam
superficies planas. Notemos que a Definicao 4.1.1 permite que uma aplicacao plana F' assuma
singularidades, mais ainda, as equagoes acima continuam vélidas para o caso das aplicacoes

planas. De fato, seja F' : ¥ — S? uma aplicacao plana, uma vez que
(dF,F)=(F,F)=0 (4.1)

obtemos

(F,dF) = 0. (4.2)

Como nos pontos regulares, F' tem curvatura intrinseca nula, pelo Teorema 1.4.7, existem

vizinhangas destes pontos tais que as seguintes relagoes sao satisfeitas:

(dF,dF) = du®+ 2cosw dudv + dv?, (4.3)
(dF,dF) = 2senw dudv, (4.4)
(dF,dF) = du®—2coswdudv+ dv®, (4.5)

W = 0 (4.6)

como afirmamos. Reciprocamente, se F': ¥ — S? é tal que existem coordenadas satisfazendo

as relagoes (4.1)-(4.6), temos que nos pontos regulares,

Sean

Kopy— -2
“r 1 — cosw ’

ou equivalentemente, K;,; = 0. Uma vez que

(dF,dF) + (dF,dF) = 2(du® + dv?) > 0,
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temos que F' é um aplicacao plana como tinhamos afirmado.

Neste texto, usamos o termo aplicagao plana como traducao do termo flat front
como em Gélvez-Mira [10]. O estudo que apresentamos aqui é baseado neste artigo. Observa-
mos que as aplicagoes planas também sao considerados em Kitagawa-Umehara [7], em que a

estrutura de grupo de Lie para S é SU(2).

Destas observagoes temos que aplicagao polar F' é um aplicacao plana. De fato,

notemos que, ao considerar a aplicacao F', temos:

(dF,dF) = du®—2coswdudv + dv®

= du* + 2 cos(w + ) dudv + dv?,

(dF,dF) = 2senwdudv = —2sen(w + ) dudv, (4.7)
(dF,dF) = du®+ 2coswdudv + dv* = du® — 2 cos(w + 7) dudv + dv?,
(F.F) =0,
(dF,F) = (F,dF)=0,
Wuw = 0.

Portanto o angulo polar de Féo=w+m. Segue destas equagoes, em especial a (4.7), que —F'

é a aplicagao polar de .
Pela definicao 4.1.1, podemos introduzir o conceito de aplicacdo paralela.

Definicao 4.1.2. Seja F : ¥ — S? uma aplicacio plana. Para cada nimero real § a aplicagdo
dada por
Fy := (cos8)F + (send)F

chamaremos de aplicacao paralela de F.
Vimos que uma aplicacao polar de uma aplicacao plana também é uma aplicagao

plana, e assim, se F' for uma aplicacao plana as aplicagoes —F: ,ﬁ também serao aplicacoes

planas. Isto sugere que a aplicagao paralela, na Definicao 4.1.2, é um aplicacao plana uma vez
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que para Fr = —F, Fy/ = F. De fato, tome Fs como na Defini¢ao 4.1.2

(dFs, dFs)

= ((cosd)dF + (send)dF, (cosd)dF + (send)dF)
= c0s25(dF,dF) + 2cosdsend (dF, dF) + sen2§(dF , dF)
= c0s*5(du® + 2 cosw dudv + dv?) + 2cosdsend(2senw dudv)

+ sen?d(du?® — 2cosw dudv + dv?)

= du® + 2(cos*scosw — sen*dcosw + 2sendcosdsenw)dudv + dv?
= du® + 2(cos(20)cosw + sen(28)senw)dudv + dv*
= du®+ 2cos(w — 20)dudv + dv?,

0 que novamente sugere que ws = w — 20 seja o angulo polar de F5. Além disso se tomarmos

temos que

<dﬁ5,dﬁ5>

<dF5,dﬁ5> =

Fy = —(send)F + (cosd)F,

= (—(send)dF + (cosd)dF,—(send)dF + (cosd)dF)
= sen?§(dF,dF) — 2sendcos§(dF, dF) + cos*d(dF, dF)
= sen®d(du® + 2 cosw dudv + dv?) — 2sendcosd(2senw dudv)

+ cos?6(du® — 2cosw dudv + dv?)

= du® + 2(sen?dcosw — cos*dcosw — 2cosdsendsenw)dudv + dv?
= du® + 2(—cos(20)cosw — sen(20)senw)dudv + dv?
= du® — 2cos(w — 268)dudv + dv*

= du® — 2cosws dudv + dv?,

((cosd)dF + (sené)dﬁ, —(send)dF + (cosé)dﬁ)

—cosdsend(dF, dF) + (cos®§ — sen28)(dF, dF) + sendcosé(dF, dF)
—4 cos0 send cosw dudv + 2 cos(29) senw dudv

2 sen(w — 20)

2 senws,

= ((cosd)F + (send)F, —(send)F + (cosd)F)
= —cosdsend(F, F) + (cos*d — sen28)(F, F) 4 sendcosd(F, F)
= —cosdsend .1+ (cos*d — sen?d) .0 + sendcosd .1

= 0,
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(F5,dF5) = ((cosd)F + (send)F, —(send)dF + (cosd)dF)
= —cosdsend(F,dF) + (cos® — sen?8)(F,dF) + sendcosé(F,dF)
- 0,
pois (F,dF) = (F,dF) = (F,dF) = 0 uma vez que F ¢ F estdo na esfera S? e satisfazem a
Definigao 4.1.1. Analogamente temos que (F, dﬁ5> =0e (Ws)uw = (W —20)y, = 0. Isso mostra

que Fjy satisfaz a Definicao 4.1.1, como afirmamos.

Resumidamente, mostramos acima que se F' é uma aplicacao plana com aplicacao
polar Fe angulo w, obtemos uma familia de aplicacoes paralelas Fs tal que cada elemento
desta familia é um aplicacao plana com aplicagao polar Fe angulo ws = w — 20. Além disso,

os parametros assintéticos associados a F' também serao assintoticos em Fi.

Dados uma aplicagao plana F : ¥ — S? e p € ¥, a aplicagao paralela é regular em p a
menos de uma quantidade finita de valores reais 0 € [0, 27]. De fato, como Fs = cos § F +send ,

entdo dFs = cos 6dF + senddF. Segue que
(dFy,dFs) = cos? §(dF, dF) + 2 cos dsend (dF, dF) + sen®5(dF, dF). (4.8)

Afirmamos que (dFy,dFs) = 0 em uma quantidade finita de valores para § em [0, 27].

e Se (dF,dF) =0, entdo (dFs,dFs) =0 apenas em d =0 ou § = 7.
e Se (dF,dF) =0, entdo (dFs, dFy) = 0 apenas em 6 = 7/2 ou § = 37/2.

e Se (dF,dF) > 0 ¢ (dF,dF) > 0, entdo (dFs,dFs) = 0 somente nos pontos em que
dF = MF, em que \ é uma constante e § = arctan(—A\). De fato, como (dﬁ’,dﬁ) > 0,

podemos considerar que 0 # 7/2 e usar (4.8) para escrever
0 = (dF,dF) + 2 tan 6(dF, dF) + (tan 6)26(dF, dF).
A equacao do segundo grau acima possui solucao se e somente se
(dF,dF)?* — (dF,dF)(dF,dF) > 0.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, a tnica possibilidade que temos é (dF), dF 2 =
(dF,dF >(df7, a ), 0 que é equivalente a dF = ME'. Neste caso, a solucio para a equacio

do segundo grau é tand = —\.
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4.2 Representacao de Bianchi-Spivak para aplicacao plana

Nesta se¢ao, estudaremos o método de construcao para aplicagoes planas baseado
na Representacao de Bianchi-Spivak. Na Secao 3.2 vimos que uma superficie plana na esfera
3-dimensional, pode ser descrita, localmente, como um produto de curvas e além disso pelo
Lema 1.4.8 e pelo Teorema 1.4.7 temos tal superficie satisfaz a Definicao 4.1.1, ou seja, é uma

aplicacao plana. Neste contexto mais geral temos o seguinte resultado:

Teorema 4.2.1. ( [10]) Seja {y € S*. Sejam a e B curvas requlares em S* parametrizadas por

comprimento de arco tais que a(0) = 5(0) = 1. Suponha que

(a’, aGo) =0, <5,, By = 0.

Definamos as aplicagoes

®(u,v) = a(u)B(v),

$(u, v) = au)(pB(v)

no retangulo R(u,v). Entdo

F=®oW

¢ uma aplicagao plana com aplicagao polar
F=0doW

onde ¥ : ¥ — R(u,v) € a imersdo candnica tal que V(X) = R.

A prova desde resultado segue diretamente do método de construcao devido a
Bianchi-Spivak, Teorema 3.2.8, e das observagoes feitas sobre aplicacao plana F. De acordo
com [10], defina uma relagao de equivaléncia ~ em 3 tal que p ~ ¢ se e somente se ¥ (p) = ¥(q),
temos que F, F' estdo bem definidas em ¥* = Y/ ~. Além disso, ¥ : ¥* — R(u,v) estd bem

definida e é injetiva, assim u, v sdo coordenadas no sentido usual e U(X*) = R(u,v).

Como afirmado no Capitulo 3, vamos mostrar que a reciproca do Teorema 5.1.3
nao ¢ véalido em geral para uma aplicacao plana, porém esta construcao pode ser revertida para
toda aplicacao plana analitica simplesmente conexa. Considere primeiramente um caso analogo

ao discutido no Teorema 3.2.4, em outras palavras, seja F' uma aplicagao plana com aplicacao



4.2. Representacao de Bianchi-Spivak para aplica¢ao plana 76

polar Fe angulo w(u,v), definido sobre uma superficie simplesmente conexa U, e dotada com
uma imersao canoénica ¥ : U — R(u,v) injetiva. Entdo podemos identificar U com R(u,v),
e supor que (0,0) € R(u,v). Como antes, vamos supor que F(0,0) = 1 e ]3(0,0) =( € §?
e tomar a;(u) = F(u,0) e ag(u) = F(0,v). Usando argumento andlogo ao desenvolvido no

Teorema 3.2.4, temos que, para
®(u,v) = ar(u)az(v),  (u,v) = a1 (w)Coas(v),
definidas no retangulo R(u,v), obtemos

F = $o0,

F = o, (4.9)
onde ¥ : U — R(u,v) é a imersao canonica injetiva e U(U) C R.

Além disso, suponhamos que F' é uma aplicacao plana analitica definida em ¥. Entao
temos que a aplicagao polar F' e a imersao canonica ¥ : ¥ — R(u,v) sd@o ambas analiticas, e
existem U C X simplesmente conexa, tal que V|, ¢ injetiva e como discutido acima recuperamos

as equagoes (4.9) em U. Observemos o seguinte resultado:

Proposicao 4.2.2. ( [13]) Se f e g sao ambas fungoes analiticas definidas sobre U e existe um

aberto W C U tal que f(z) = g(z) para todo x € W, entao f(x) = g(x), para todo x € U.

Pela Proposicao 4.2.2, podemos estender as curvas analiticas a;, as 0 maximo possivel,
assim P, ® sio definidas num retangulo R'(u,v). Segue que as equagoes (4.9) se mantém num
conjunto W D U. Da continuidade de F' e do fato que ® nao admite extensao continua ade-
quada fora de R’ tal que U(X) C R'(u,v), tem-se W = 3. Assim, (4.9) se mantém globalmente.
Em particular, (F, F ) estda bem definidos sobre ¥* = ¥/ ~, e u,v sdo coordenadas no sentido
usual. Caso seja necessario, as coordenadas u,v podem ser escolhidas sendo definidas sobre

todo R'(u,v), tal que ¥(X*) = R'(u,v).
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4.3 Representacao de Kitagawa para aplicacao plana

Nesta secao estudaremos o método de construcao para aplicagoes planas baseado na

Representacao de Kitagawa. Na Secao 3.3, definimos a Fibragao de Hopf pela aplicacao
r €S — 2T € S
Definimos também o recobrimento duplo © dado por
7z €SP (2iT, v60T) € S* x S,
onde & € S? ¢é ortogonal a 1 e a i. Pela equagio (3.11) temos que, para ¢ = aia,
d = alad ,ila.

Segue deste fato que
(a',a&y) = 0.

Além disso, para uma curva regular ¢ em S? com curvatura geodésica k tal que

7(a) = ¢ temos ainda que,

aa' = (ki — B+ a.k).

Destes fatos citados podemos enunciar a seguinte generalizagao do método de Kitagawa:

Teorema 4.3.1. Sejam ci(u), co(v) duas curvas requlares em S?, com ¢;(0) = co =1, 1(0) =

2(0) = & para & € S? ortogonal a 1,i. Seja 7 : S* — US? o recobrimento dado por
m(x) = (2T, 2&T).

Consideremos a;(u), ag(v) duas curvas em S® parametrizadas por comprimento de arco e sa-

Cll C,2
7T(CL1> = Cl,m s 7T(&2> = Cz,m .

O(u,v) = ay(u)az(v),

tisfazendo

Definamos

D(u,v) = ai(u)&az(v),
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num retangulo R(u,v) no plano wv. Se ¥ é uma superficie simplesmente conexa e
VY r— U(X) = R € uma imersao plana, entdo F = ® oV é uma aplica¢ao plana com

aplicagcao polar F=doVe angulo
w(u,v) = 0(u) — 0(v),

onde 01(resp.0s) € o angulo entre aya)(azal) e i.

A demonstragao deste resultado segue diretamente da prova do Teorema 3.3.1, exceto
que a condicao de regularidade foi retirada. Em outras palavras, vimos que se ki, Ko Sa0 as

curvaturas geodésicas de ¢;(u), co(v) respectivamente, tais que

r1(u) 7 ra(v),

para todo u, v, entao ay, as sao nao tangentes, o que implica que todos os pontos da aplicacao

plana sao regulares.

Com relacao a reciproca do Teorema 5.1.4, temos que localmente, a afirmacao é
verdadeira, analogo ao Capitulo 3. Em carater global, temos também que se ¥ for completa
e simplesmente conexa conseguimos que toda aplicacao plana pode ser dada desta maneira,
como no Teorema 3.2.4. Note que é suficiente ver que as formas fundamentais coincidem.
Neste contexto, em [5] pela suposi¢ao que a curvatura média seja limitada é possivel encontrar
um par admissivel para o qual uma superficie plana completa conexa pode ser obtida pelo
método descrito no Teorema 3.3.1. Além deste casos, podemos afirmar que toda aplicagao plana
analitica simplesmente conexa em S? pode ser construida pelo método acima para o mesmo &,
basta usarmos a Proposicao 4.2.2. A hipotese da analiticidade, como dito no Capitulo 3, nao

pode ser enfraquecida, como veremos no exemplo seguinte:

Exemplo 7. (Observagio 11, [10]) Eriste superficie plana simplesmente conexa em S® que ndo
pode ser obtida, em cardter global, através de qualquer um dos dois métodos estudados aqui. De

fato, sejam ay,as,as : (—1,1) — S? curvas parametrizadas por comprimento de arco, tal que:

1. ay tem torcao T =1, e ao, ay ambas com torcao T = —1;

2. ay(0) = as(0) = @(0) = 1;
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3. ay(t) = as(t) para todo t € (—1,0], porém as(t) # as(t) para t € (0,1);
4. Os pares de curvas ay,as € ay,as estao nas condigoes do Teorema 3.3.1.

Em seguida, defina Yo = (—1,1) x (=1,1) x {0} CR3, e Xy = (—=1,1) x (—=1,1) x {1} CR?, e

considere a superficie plana nao conexa ® : Yo U X, — S* dada por
O (u,v,0) = ar(u)az(v)

O(u,v,1) = ay(u)az(v).

Agora defina em Yo |31 a relagao de equivaléncia que identifica (u,v,0) ~ (u,v,1) para todo

(u,v) € (=1,1) x (—=1,0), e considere os conjuntos
Ro = ((=1,1) x (=1,0) x {0}) U (=1, =1/2) x (=1,1) x {0}) C %,

Ry = ((-1,1) x (=1,0) x {1H) U ((1/2,1) x (=1,1) x {1}) C %p.

Seque que ¥ := (Rg U Ry)/ =~ € uma superficie plana simplesmente conexa, com coordenadas
u,v adequadas. Note que esta superficie nao pode ser obtida pelos métodos de Bianchi-Spivak
e Kitagawa, pois ela possui mutuamente trés curvas assintoticas nao-congruentes, fato este
que nao aconteceria se as curvas fossem analiticas, uma vez que pela Proposi¢ao 4.2.2, seria

impossivel a condi¢do as(t) # as.



Capitulo 5

Consideracoes

Do que estudamos até aqui, temos duas representagoes fundamentais para descrever
as superficies planas em S*, os métodos de Kitagawa e Bianchi-Spivak. Neste capitulo faremos
algumas consideracoes e citaremos alguns resultados importantes desta teoria. Além disto,

apresentaremos um resumo dos problemas em aberto.

5.1 Resumo dos resultados apresentados

Temos que as construcoes devido a Spivak-Bianchi e Kitagawa podem ser recupe-
radas localmente, para superficies planas completas e simplesmente conexas, ou ainda sob a
suposigao da analiticidade e que nenhuma dessas hipéteses podem ser retiradas, (Exemplo 7).

Em resumo estudamos os seguintes resultados:

Teorema 5.1.1. Sejam « e 3 curvas requlares parametrizadas por comprimento de arco em S3
com torgoes 1 e -1, respectivamente, tais que o(0) = 5(0) = 1. Se a e B nao sao tangentes em

0 e seus planos osculadores coincidem em 0, entdo 3 = a(u)B(v) € uma superficie plana.

Teorema 5.1.2. ( [9]) Seja c¢1(u), co(v) duas curvas requlares em S?, com c,(0) =i, ,(0) =

&,m =1,2 para & € S? ortogonal a 1,i e que

r1(u) 7 ra(v),

80
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para todo u,v,, onde K1, ke $Go as curvaturas geodésicas de c1(u), c2(v), respectivamente. Seja

7 :S3 — US? o recobrimento dado por
m(x) = (T, 2&T).

Consideremos a1(u), ag(v) duas curvas em S* parametrizadas por comprimento de arco e sa-

/
tisfazendo mw(a,) = (cn, “C/—n“) ,n=1,2. Definamos
C n

®(u,v) = a1 (u)az(v)
N(u,v) = ay(u)§oaz(v)

num retangulo R no plano wv. Se X3 é uma superficie simplesmente conexa e ¥ : ¥ — W(X) =
R € uma imersdo plana, entdo F' = ® oV € uma superficie plana em S® com o normal unitdrio
N o U. Neste caso, ¥ € uma imersao com coordenadas de Tschebyscheff, e a funcao angulo

desta superficie é

(i, v) = cotg™ (k1 () — cotg™ (ka2 (v)).
Estudamos também as aplicagoes planas, apresentamos como os métodos acima
podem ser adaptados para a construir uma aplicacao plana. Em resumo, temos:

Teorema 5.1.3. ( [10]) Seja (y € S*. Sejam a e B curvas requlares em S* parametrizadas por

comprimento de arco tais que a(0) = 5(0) = 1. Suponha que

(o, a) =0, (B,8¢) =0.

Definamos as aplicacoes

®(u,v) = au)B(v),
®(u, v) = a(u)CoB(v)

no retangulo R(u,v). Entdo

F=®o0V

¢ uma aplicagcao plana com aplicagao polar
F=30U

onde ¥ : ¥ — R(u,v) € a imersdo canonica tal que V(X) = R.
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Teorema 5.1.4. Sejam ci(u), c2(v) duas curvas requlares em S, com ¢1(0) = ¢2(0) =4, 1(0) =

2(0) = & para & € S* ortogonal a 1,i. Seja 7 : S* — US? o recobrimento dado por
m(x) = (xiT, 2&T).

Consideremos ay(u), az(v) duas curvas em S* parametrizadas por comprimento de arco e sa-

Cll 0/2
7T(CL1> = C1, m 5 7T(CL2> = Co, m .

O (u,v) = ar(u)az(v)

tisfazendo

Definamos

ZI\D(u, v) = a1(u)éoaz(v)

num retangulo R(u,z) no plano uv. Se ¥ é uma superficie simplesmente conexa e ¥ : 3 —

U (X) = R € uma imersdo plana, entio F = ® oW ¢ uma aplica¢ao plana com aplicagdo polar

~ o~

F=®0W e angulo
(’U(u?v) = 9(“’) - 6(”)7

onde 01(resp.0s) € o angulo entre aya)(azal) e i.

5.2 Resultados globais fundamentais

Em Spivak [4], sdo levantadas algumas questoes sobre superficies planas, em especial

o toro plano:
1. Seja h a fibracao de Hopf e ¢ uma curva assintética nao-geodésica em h~1(c) tal que
h(c) = c. E possivel determinar precisamente para quais curvas ¢ a curva ¢ é fechada?

2. Existem « e 8 curvas regulares fechadas em S* de torcoes 7 = 1 e 7 = —1 tais que a

superficie obtida pelo produto destas curvas é um toro plano imerso?

3. Existem o e 3 curvas injetivas em S? de torcoes 7 = 1 e 7 = —1 tais que a superficie

obtida pelo produto destas curvas ¢ uma aplicacao injetiva em S*?

4. Tentar analisar as superficie planas completas nao-orientdveis em S* com K., = —1.
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O estudo de tais questdes ajudou a desenvolver a teoria global em S®. Em Gélvez [9], nas
secoes 6.6 e 6.7, encontramos um resumo acerca dos resultados globais fundamentais, que esta

organizado da seguinte forma:

A classificagao dos toros planos: Como dito anteriormente, este problema foi
proposto por Yau [14] e resolvido por Kitagawa [5]. O autor provou que as curvas assintéticas
de um toro plano em S? sao periédicas, respondendo assim a questao 2 de Spivak. Tal resultado
mostra que qualquer toro plano é gerado pelo método devido a Kitagawa (Teorema 3.3.1) se as

duas curvas regulares c;, c; em S? sao fechadas.

Toro plano mergulhado em S3?: Seja h : S* — S? a fibracao de Hopf. Temos que
para ¢ uma curva regular fechada em S?; a imagem inversa h~'(c) é um toro plano mergulhado
em S3. Além destes, em Kitagawa [5], o autor obteve exemplos de toros planos também mer-
gulhados em S* (Teorema B), que diferem dos primeiros por nao conter grandes circulos em
S3. Em [8], Kitagawa mostrou que a simetria antipodal mantém-se para todos os toros planos
mergulhados em S?, isto é, se f : M — S* ¢ um mergulho isométrico do toro plano M em
S3, entdo a imagem f(M) é invariante pela aplicagao antipodal de S3(Teoremal.l). Tem-se

também o seguinte coroldrio:

Corolario 5.2.1. (Coroldrio 3.2, [8]) Se f: M — S* é um mergulho isométrico de um toro
plano M em S3, entdo existe um par admissivel periédico T’ tal que f e F sdo congruentes,

isto é, existe uma isometria A de S® que satisfaz Ao f = F o p, para algum difeomorfismo

p: M — My, onde My € o toro plano R*/G(T).

Superficies planas nao-orientaveis S®: A questao 4 propoe o estudo de su-

perficies planas nao-orientaveis. Dos resultados citados na introducao deste capitulo segue que
h ficie pl let ao-orientavel pod i i tri t S3
nenhuma superficie plana completa e nao-orientavel pode ser imersa isometricamente em S°.
Por outro lado, a existéncia de superficies nao-orientaveis em S*® ainda nao é clara. Sob a
suposicao de analiticidade temos que toda superficie plana analitica em S? é orientavel, o que
difere com a situacao R®. Além disso, esta condicdo nao pode ser enfraquecida a suavidade,

como ha exemplos de faixas de Mobius planas em S3, construido em [10].
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5.3 Problemas em aberto

Apresentaremos nesta secao um resumo dos problemas em aberto desta teoria.
Em [10], Gélvez afirma que uma das caracteristicas da teoria das superficies planas em S?
é a existéncia de questoes muito basicas que ainda nao foram respondidas, e cuja solucao pa-
rece ser bastante complicada. De fato, da bibliografia estudada, temos algumas questoes em
aberto deixadas pelos proprios autores, a exemplo do Spivak. Isto torna a teoria ainda mais
interessante. Nesta ultima se¢ao apresentaremos apenas os destacados como mais relevantes

em [9].

Existéncia de um mergulho isométrico do R? em S : "Este é certamente o
maior problema aberto na teoria” (Galvez [9]). Uma superficie plana completa tem a topologia
de um plano, um cilindro, um toro, uma faixa de Mobius ou uma garrafa de Klein. Destes,
os dois casos nao-orientaveis sao impossiveis se a superficie plana é imersa isometricamente em
S?, como vimos anteriormente. Além disso, sabe-se que existem toros planos e cilindros planos
mergulhados em S3. Contudo, a existéncia de uma superficie plana completa e simplesmente
conexa mergulhada em S* ¢ desconhecido. Esse problema foi inicialmente posto por Spivak [4]
usando uma formulacao ligeiramente diferente. Em [15] foi conjeturado que o problema tem

uma resposta negativa.

Rigidez dos toros de Clifford: O problema da rigidez questiona se duas imersoes
isométricas diferentes de uma variedade Riemanniana M™ numa variedade Riemanniana N™t?
diferem necessariamente apenas por uma isometria da variedade ambiente N"*P. Se este for
o caso, diz-se que M™ ¢ rigido em N™*P. Como as superficies planas mais simples em S* sao
os toros de Clifford S'(r) x S'(v/1 — r2), é completamente natural perguntar se estes toros sao
rigidos em S?. Este problema tem sido atraente entre os especialistas, e algumas condicoes
naturais sob as quais os toros de Clifford sao rigidos foram obtidos, mas o problema de rigidez

permanece aberto.

O espago de imersoes isométricas de um toro plano: Ja comentamos que
Kitagawa classificou os toros planos. Contudo, tem-se a seguinte questao: Dado um toro plano

abstrato T', qual é o espaco das imersoes isométricas de 7' em S*?
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Superficies planas com singularidades: As aplicagoes planas podem ser en-
tendidas como superficies com um certo tipo de singularidades admissiveis. Neste texto, o que
chamamos de aplicagao plana, é citado na bibliografia como flat front. Dos trabalhos de Galvez-
Mira [10] e Kitagawa-Umehara [7], estudamos como os métodos de construgao de superficies
planas podem ser adaptados as aplicagoes planas. Sendo assim, seria interessante entender o
comportamento das aplicagoes planas a partir dos métodos de construcao estudados. Ainda
em [10], os autores afirmam que as aplicagoes planas em S? sao uma ferramenta importante no
problema da classificacao das imersoes isométricas de R? em R*, como também conseguiram

obter uma nova familia de toros planos em R* que nao estdo na esfera tridimensional.
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Apeéendice A
Apeéendice

Neste apéndice apresentaremos alguns cdlculos e\ou observagoes que nao entraram

no corpo principal do texto.

Afirmacao 2. o vetor binormal € unitdrio

De fato, por definicao

n = (X0 i) X (ot fu(9)X)
3

> b X x X

n,m=1

= Ll(Rfi— BEAX + (ffi = Lf) X+ (Aif; = LX) por (29).

b = X

t
1
k
1
Assim )
(b,b) = p[(ﬁf:ﬁ, — f3fs)? + (fsfi — fufs)” + (fufs — f211)7)

= 215 = 2hl s fsf s+ 15+ 11 = 25 fif's + £

+ BI=2f S+ R

= RS+ ID+BUT+ )+ BUT+ I+ 1)

— 2faf'sfaf's = 2fsf 1 fif's = 2faf ' i f'S]

= #[kQ(ff + 13+ 13) = A+ faf's) = faf o (fof s + fof's)

— faf's(fsf's + fuf'y) = fuf'ifof s = frf' i fsf's — faf'ofsf's], por (2.14), (2.10)

= #[k? + [ faf s+ faf o i S+ Sl s faf s

— ff'ifafle+ fuf i fsf's = faf o fs 3]
=1
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como queriamos.

Observacao A.0.1. Temos que

hl(p) = {33' € S*| — x1ps + xaps — w3(1 + p2) = 0, 2ops + 21p3 — 24(1 + p2) = 0}

assim

—X1Pg + ToP3 _ Tops + T1P3

Ty, —————— =y
I+ p2 ’ L+ po !

<($1,$2, I3, 354)-(_1947]937 _(1 +p2)a O)> = 07 <(l’1,l’2, x37$4)-(p37p47 07 _(1 +p2))> = 0.
0 que conclui o afirmado.
Afirmagao 3. Note que todas as curvas v — a(u)B(v) tém tor¢io -1 uma vez que [ tem

torcao -1.

De fato, tome v = a(u)f temos

,y/ — a(u)ﬁ/, 7// — a(u)/B//

o que implica que as curvaturas de 7y e 3 sao iguais, isto ¢ k, = kz. No mesmo contexto, temos

n., = a(u)ng logo T, = T4. pelo Teorema 2.5.1 concluimos nossa afirmacao.



