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Resumo

Nosso objetivo nesse trabalho é proporcionar as superdlgebras associativas primiti-
vas uma estrutura analoga aquelas para algebras encontradas em [6, (7, 8] e classificar
superdlgebras primitivas com superinvolucdo tendo um superideal minimal. Finali-
zamos o trabalho com a classificacdo das superalgebras associativas de divisdao com

superinvolucdo e superdlgebras simples com superinvolucao.

Palavras-chave: superdlgebra, superideal, superinvolucio.



Abstract

Our objective in this work is to provide primitive associative superalgebras a structure
analogous to those for the algebras found in [6), [7, [8] and to classify primitive supe-
ralgebras with superinvolution having a minimal superideal. We conclude the work
with the classification of associative division superalgebras with superinvolution and

simple superalgebras with superinvolution.
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Introducao

O teorema da densidade de Jacobson é bem conhecido na literatura. Ele afirma
que um anel primitivo é um subanel denso do anel de transformacdes lineares de um
espaco vetorial sobre um anel de divisao (veja [8]). Usando uma teoria andloga, Racine,
em [10], provou um teorema analogo ao teorema de Jacobson para superanéis. No
mesmo artigo, ele classifica as superalgebras com superinvolucoes.

O principal objetivo desta dissertacdo é apresentar para superdlgebras associativas
uma teoria cldssica andloga para dlgebras associativas encontradas nos livros [7, 6, [8].
A dissertacdo estd organizada da seguinte maneira.

No capitulo 1 apresentamos os conceitos basicos e é assumido o conhecimento por
parte do leitor de dlgebra, teorema da densidade de Jacobson e conceitos relacionados.
Iniciamos com a defini¢do de anéis graduados, apresentamos a definicao de élgebras
associativas graduadas, médulos graduados, homomorfismo graduados e resultados
relacionados. Por fim, apresentamos a definicao de produto tensorial que é importante
para entendimento do segundo capitulo.

No capitulo 2 consideramos as K-algebras com caracteristica diferente de 2, onde
[< é um corpo. Em seguida, definimos uma K -superalgebras que é o tema central desta
dissertacao, apresentamos a definicdao de superinvolucao. Finalizamos o capitulo, com
o teorema da densidade para superanéis que é andlogo ao teorema de Jacobson para
anéis ndo graduados e algumas aplicacoes.

No capitulo 3 concluimos o trabalho com a classificagdao de todas as superalgebras

de divisdao com superinvolucdo e as superalgebras simples com superinvolugao.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Anéis Graduados

Nesta sec¢do, apresentaremos algumas propriedades de anéis graduados. As defini-
coes, teoremas e exemplos apresentados, sdo analogos aos dos livros [3] e [6].

Sejam (£, +, ) um anel (associativo) e ¢ um grupo qualquer.

Definicao 1.1. O anel Z é dito 4 -graduado se % pode ser escrito como soma direta de

subgrupos aditivos # = @g%g tais que para todos g, h€ G, Rg- R < Rgh.
8¢

Segue da definicdo que qualquer r € Z pode ser unicamente escrito como uma

soma r = Z rg com rg € Z¢. O subgrupo %, € chamado componente homogénea de
gey
R, g €%4. Um elemento 0 # r € Z € homogéneo se existe g € ¢ tal que r € Zg, neste

caso, dizemos que r tem grau g e escrevemos: degr =g .

Um subgrupo aditivo .¥ ¢ £ é graduado (ou homogéneo) se . = %(y NZg). Ou
g€
seja, # é graduado se, para qualquer s € ., s = Z sg implica que sg € &, para todo
gey
g €%4. Similarmente, podemos definir subanéis graduados, ideais graduados.

Note que, se # é um subgrupo de ¥, entdo .¥ = he?]f%h é um subanel graduado
€
de #.



No caso em que I é um ideal graduado de Z entdo o anel quociente /1 = {x+1|x €

2} é um anel graduado com componentes homogéneas definidas por:
(ZIDg:=Rg+ DIT1={rg+1lrgeRg}, VgeY.

E fcil ver que todo anel possui a seguinte graduacao que é chamada de graduacéo

trivial.

Exemplo 1.2 (Graduacgao Trivial). Sejam % um anel e ¢ um grupo qualquer, a gradua-
¢do trivial em R é definida por: R, = R e Rg = {0} para g # e, onde ¢ € G é o0 elemento

neutro do grupo4.

Exemplo 1.3. Sejam Z um anele xy,---, xy indeterminadas sobre Z. Param = (my,--- ,my) €
N, defina x™ := x{”l -~xZ1k. Entdo o anel polinomial S = R[x,,---,xx] é um anel Z-

graduado, onde

Sn:{ Y rmxmlrme,%’em1+---+mk:n}.

meN¥k

U(Z) é o conjunto dos elementos inversiveis de Z.

Proposicao 1.4. Sejam ¢ o elemento neutro do grupo<§ e Z um anel 4 -graduado. Entéo

R, é um subanel de R.

Demonstragdo. Como Z é graduado, por definicdo, Z.%. < Z%., ou seja, %, é fechado

em respeito de multiplicacdo, logo %, é um subanel de Z%. [ |

Proposicao 1.5. Seja Z = & Ry um anel G-graduado unitdrio. Entdo as seguintes
ge¥
afirmacgoes sao verdadeiras:

1. 1€ R,, onde ¢ é o elemento neutro do grupo .
2. Rg éumR,-bimodulo,Vge ¥ .

3. Oinversor~! de um elemento homogéneo r € U(ZX) é homogéneo.



Demonstracgao.

1. Sejam 15 € £ aunidade de Z e

lg = Z Xg, onde xg € Zg, (1.1)
gey

a decomposicdo de 15 em componentes homogéneas. Observe que em (1.1),

Xg # 0 para um numero finito de g € 4. Entdo para todo h€ ¥,

Xp=Xp-lg=Xp ) Xg= ) XpXg.
gey gey

Por comparacao de grau, tem-se xj, = xjX,. Portanto,

XQZI(%'.XQZ(Z Xg).XQ: Z .X:g.XQ: Z .X:g:l(%.
gc¥ gc¥ gc¥

Consequentemente, x, = 1 € %,.

2. Segue da Proposicao que %, é um subanel de Z. Temos pela definicdao de

anel graduado que
RRg < Rge RgR. < Rg, VEEY,
logo, Z¢ € um Z.-bimddulo para todo g € 4.

3. Suponha que r, € UR) N R, com he Y. Sejar e X tal que rr =rry =1. Como

AR é graduado entdo r =rg +---+ g, COM I'g; € R, i = 1,---, n. Logo,
L=rpr=ryplrg + - -+rg,)=Tprg +-+rIprg, €Re, gi€Y, i=1,---,n

Comparando os graus dos elementos e pela unicidade do elemento inverso do
grupo ¢, concluimos que existe um [ tal que hg; =¢, rprg, =rg;rp=1€rprg =0

paratodo k#lcom 1< k< n.Logo g =h"!, portanto, r € Z,1.



Definicdo 1.6. Sejam % e %' dois anéis 9 -graduados, um homomorfismo de anéis 4 -

graduados f : & — %' é um homomorfismo de anéis tal que
(R =R, Vge4d.

Um homomorfismo de anéis graduados f é chamado isomorfismo se f é bijetivo.

E quando existir um isomorfismo entre anéis graduados, escreveremos % = %'.

Lema 1.7. Sejam %, %' dois anéis 4 -graduados e f um isomorfismo de Z em %'. Entdo

a inversa de f, denotada por f~', é um isomorfismo de anéis graduados.

Demonstracdo. Seja f~1 : ' — % a inversa de f. Entdo f~! é um isomorfismo de
anéis. Logo, para provar que f~! é um isomorfismo de anéis graduados, é suficiente

observar que f(Zg) = .%:g para todo g € ¢4, e portanto Zg = f_l(gi’g/), Vged. [ |

1.2 Anéis graduados de divisao

Nesta secao, Z representard um anel ¢-graduado associativo com unidade, onde

¢ é um grupo qualquer. Representaremos por ¢ o elemento neutro do 4.

Definicao 1.8. Um anel 4-graduado % é chamado anel graduado de divisdo se todo

elemento homogéneo ndo nulo do % é inversivel.

E claro que se # é um anel graduado de divisdo, entdo %, é um anel de divisao.
Todo anel de divisao com qualquer ¢-graduacdo é graduado de divisdo, entretanto,

existem anéis graduados de divisdo que ndo sao anéis de divisao.

Exemplo 1.9 (Algebra de Grupos). Para um grupo 9, a dlgebra de grupo K9, ondeK é

um cor pO, tem uma g] adua§00 natulﬂl
[K(g = & (g y ()ilde [K(eg =K .
E?( )g ( )g g

KY é um anel ¢4 -graduado de divisdo. Considere § = Z,, entdo KZ, = Kno +Kn; é
graduado de divisao, onden;n; =n;+;, Vi, j € Z,. Entretanto, ndo é um anel de divisao,

pois 0 #no+n1 € KZ, ndo possui inverso.



Dado um anel ¢-graduado £, podemos definir um novo anel chamado anel oposto

de % representado por Z°P.

Definicdo 1.10 (Anel oposto Z°P). Seja & um anel 4-graduado. O anel oposto de R,

R°P, é 0 grupo aditivo R com a multiplicacdo dada por

ror:=r'r

op

para quaisquer r, ' € &. Nessas condicoes, Z°P também é um anel 4 -graduado, com
op _

1.3 Algebras Graduadas

Seja K um corpo de caracteristica diferente de dois.

Definicao 1.11. Uma K-dlgebra o« é 4-graduada se existe uma familia de K -espagos
vetoriais {g}gey tal que

i A= & dy;
gey

ii. dgly S gy paratodog,hey.
Observamos que toda algebra graduada é, em particular, um anel graduado.
Da mesma forma que definimos subanel graduado, ideal graduado e anel gradu-

ado de divisdo podemos definir subélgebra graduada, ideal graduado de uma 4algebra

graduada e dlgebra graduada de divisdo. As defini¢oes sdo andlogas as feitas acima.

Exemplo 1.12. Sejam n inteiro positivo e A= M, (K) a dlgebra de matrizes com entrada

no corpoK. Considere4 = 7,,. Dado (g1, , &n) € Z)},, considere o subespago

-1
Ag =<eijjlg; 8§ =0>,



onde

0 0 0
1 sej=k
ejj=0 1 = 0 [j 1<ij<n e ejex=0jrey com §ji= ] .(1.2)
0 sej#k
0 0 0

Como {e;j|1 < i, < n} é uma base de A, entdo A = ED% Ag. Agora, observe que para
0€Zm

todoe;jj € Ay, eers € Ay, COM 1,02 € Zy,, temos:
1. ejjers=0€ Ag,g,, s j#k;

2. ejjers = ejs, se j = k. Neste caso, ejjers € Ag,g,, pOIs gi_lgj =0y, g,;lgs =0y e
j=k Logo, g;'gs=g; (8;8; )& = (& '&)(&; &) = 0102.
Portanto, A é umalK -dlgebra Z ,,-graduada. Em particular, tomandom =2 e (0,1) € Zg

ou (1,0) € Zg obtemos:
M([K)= & Ag,
o€”Zy

a 0
onde Ay = la,beK ; eA; =
0 b

Z% geram a graduacgao trivial.

c

lc,d e K } Os pares ordenados (0,0), (1,1) €

Exemplo 1.13. Sejam M3 (K) e = Z3. Considere (0,1,2), (0,1,1), (1,0,1) € Zg.
1) Para(0,1,2), obtemos:
» Elementos de grau 0,
dege;1=0+0=0=deg ey, = deg es3.
* Elementos de grau 1,

degepp=0+1=1, dege3;=1+0=1, degeps=2+2=1.

7



» Elementos de grau 2,

degen=2+0=2, dege3s=0+2=2, degeyp=1+1=2.

Logo,

a 0 0 0 0

A0:< 0 e O |a,e,i€K y Alz f |brf)g€K ’
0 0 i 0

§ (1.3)

0 0 ¢

A=< d 0 0 |lc,d,heK
0 h

2) Para(0,1,1), obtemos:
» Elementos de grau 0,
dege1=0+0=0=deg ey =deges3, deges=2+1=0, dege;3=2+1=0.
» Elementos de grau 1,
degei,=0+1=1, dege3=0+1=1.
» Elementos de grau 2,

degen=2+0=2, dege3; =2+0=2.

Logo,
a 0 0 0 b c
Ap = 0 e f |6l,€,f,h,i€[K ’ A= 0 0 0 [lbceK ,
0 h i 0 0O
(1.4)
0 00
Ay = d 0 0 |ldgek

g 00



3) Para(1,0,1), obtemos:
* Elementos de grau 0,
dege1=0=degep=deges3, dege3s=2+1=0, dege3; =2+1=0.
» Elementos de grau 1,
dege, =0+1=1, dege;=0+1=1.
» Elementos de grau 2,

deg612:2+0:2, degeg,2:2+0:2.

Logo,
a 0 c 0 0
Ay = e 0 [lacegicKy, A=<|d o f |ldfeK;,

0 i 0 0

& (1.5)
0 b O

Ay = 0 0 0 |ldgek

0 h O

Observe que a ordem dos g; em (g1, 82,83) € Z% é importante.

Exemplo 1.14. Seja n um numero inteiro positivo. Seja T = M, () aK-dlgebra de ma-
trizes n x n com entradas nalK -dlgebra ¢ -graduada <f . Entdo T tem uma 4 -graduagdo

definida da seguinte maneira:

8 8 8

i o Ayt Gy
— 4 4 g 8 7
(Mg:=1| a5 - a5 - a |al.j€52¢g,151,jsn>,g€‘£.
8 4 g
an anl "t Aan




1.4 Mobdulos Graduados

Seja Z um anel associativo ¢-graduado, onde ¢ é um grupo qualquer. Denotare-
mos por ¢ 0 elemento neutro do grupo 4.

Seja A um %,.-modulo a esquerda. Para cada g € ¢4, consideramos ./ := % ® N,
ou seja, /g € o produto tensorial dos Z.-moédulos A e Zg. Dado ry, € %), com h € 9,
defina

rh(rgg n):= (rhrg)g n, neN, rg€Rg VgeY. (1.6)

Observamos que r,(rg 5 n) € Mg, pois rprg € Zpg. Estendemos a agao l| em todo
[4

R e Mg por aditividade. Seja M = Y Mg= ) gi’gg A, entdo .4 é um Z-médulo
gey gey ¢
% -graduado, isto €, 4 é Z-modulo tal que

%h/%g c /%hg

para quaisquer g, h € 4. Existem Z-moédulos graduados que ndo sdo induzidos por

Z.-mo6dulos. Em geral, temos a seguinte definic3o.

Definicao 1.15. Seja .4 um Z-modulo a esquerda. Dizemos que M é um R-modulo
graduado se existe uma familia de subgrupos aditivos { Mg} geq de M tal que

1. M= & Mg;
ge¥

2. %g-/%h C./%gh, Vg he¥y.

De modo semelhante, podemos definir Z-mdédulo graduado a direita.

O conjunto X = g{g%g é o conjunto dos elementos homogéneos de .4; um ele-
mento ndo nulo u € f%g é dito ser homogéneo de grau g.

E claro que se Z é um anel graduado, entdo % é um %Z-médulo a esquerda gradu-

ado.

10



Exemplo 1.16. Sejam M um Z-mddulo graduado e gy um elemento de 4. Para cada
I . . I _ li
g he¥, defina My = Mgq, e seja M = gegg/%g. Logo,

rhmé,e/%hggoz/%;lg, Vrn€ Ry, Vmge.ly, Yhged.

Entéo M é um Z-médulo graduado.

Dizemos que A4 é um submddulo graduado de um £-moédulo # se A é um %-
submédulo e A = gga{g (Mg 0 AN), ou equivalente, todas as componentes homogéneas
de todo elemento do ./ pertencem a .4/, ou seja, se n € A tal que n = mg, +--++,mg,,
entdo mg, € A paratodo 1 <i < k. Em particular, um ideal a esquerda ¢-graduado é
um submodulo graduado do Z.

Dado um submédulo graduado A” de um £Z-médulo graduado .4, podemos con-
siderar o Z-modulo quociente .4 /. /. O 4 induz uma graduacdo em .4/ ./ . As com-

ponentes homogéneas de .4 /.4 sao dadas por:
(/%/W)g = {mg+JV|mg €%g}.

E evidente que um Z-mddulo graduado 4 (4 # {0}) tem no minimo dois submé6du-
los graduados, {0} e .#, os quais sdo chamados de triviais.
Dado um subconjunto S de um Z-médulo graduado a esquerda .#, definimos o

anulador a esquerda de S como sendo
Annl(4S)={re Z|rs=0, Vse S},
de forma semelhante, podemos definir anulador para um médulo a direita.

Lema 1.17. Seja ./ um Z-médulo graduado a esquerda. Entdo, Ann' (g M) é um ideal

bilateral graduado de .

Demonstragdo. Para cada g € ¢, considere (Al’lnl(@./%))g ={rg € Zglrgm =0, Vm €

}. Observamos que (Annl(gz./%))g é um subgrupo de Ann' (g ) para todo g € 4.

Por outro lado, se r € (Annl(gg/%))g N Z (Annl(gtv%))h, entao r = 0, pois Zg N
g#he¥

11



Z 25 = (0). Logo, a soma Z (Annl(g@%))h é direta. Sejar € Al’lnl(@./%), en-
g#he¥ g#he¥

tdo r = Z I'n, com rg € Xy Para todo mg € Mg e g € 4, temos rmg = 0 para todo
he¥
m € 4. Em particular, 0 = rmg = Z rpmg para todo g € ¢. Como ./ é graduado,
he¥

temos r,mg = 0 para todo g € ¥, dai segue que rj, € Annl(gg%). Logo, Al’lnl(gz./%) c
® (Ann'(z.4))g. Portanto, Ann'(gl) = & (Ann'(g.40))g. |
ge¥ ge¥

Similarmente, o anulador de um £-mdédulo a direta graduado é um ideal bilateral
graduado de Z.

Definicao 1.18. Um %Z-médulo graduado 4 é dito ser fiel se Annl(gtt) = (0).

Definicao 1.19. Um Z-médulo graduado . diz-se simples (ou irredutivel) se Z M # 0

e 0 e / sao seus unicos submodulos graduados.

Definicao 1.20. Seja Z um anel graduado. Dizemos que % é simples (ou graduado

simples) se ndo tiver ideais graduados proprios néao nulos.
Lema 1.21. Todo o anel (dlgebra) graduado de divisdo é graduado simples.

Demonstragdo. Seja 2 é um anel graduado de divisdao. Suponha que exista um ideal
graduado {0} # I. Logo, existe 0 # x¢ € I, com g € ¢4. Sendo & anel graduado de divisao,

existe Xg-1 € @gq talque 1 = Xg-1Xg € I,ouseja, I =9. ]

Sabemos que todo anel (dlgebra) de divisao é graduado de divisdo, com graduacao
trivial (ou qualquer outra graduacao), logo é um anel (dlgebra) graduado simples, pelo

Lema Assim, temos as seguintes implicagoes:

(com qualquer graduacao )
anéis de divisao =S

U |

(com qualquer graduacao )
=

anéis graduado de divisao

anéis simples anéis graduados simples

As implicacoes do diagrama acima ndo sao inversiveis. No exemplo[1.9vimos que

[KZ, é um anel graduado de divisao, mas ndao € um anel de divisdo. Usando Lema

12



concluimos que KZ, é um anel (K-algebra) Z,-graduado simples, entretanto, como
anel (K-algebra) nao é simples, pois K(179+11) C KZ, é um ideal préprio ndo graduado
de KZz.

Exemplo 1.22. Seja M, (K) o anel de matrizes com entradas no corpo K. Quando n >
1, M,(K) é um anel simples, mas nao é anel de divisao. M,(K) com Z,,-graduagdo é

graduado simples, mas ndo é graduado de divisdo, veja [8].

1.5 Homomorfismos Graduados

Nesta sec¢do, consideraremos % um grupo abeliano, .# um #Z-maddulo a esquerda,
onde Z é um anel (K-4lgebra) ¢-graduada. E a operacao do grupo ¢ serd representada
por +. Seja 4 um Z-modulo a esquerda ¥-graduado, denotaremos por End (g 4) o
anel de todos os Z-endomorfismos de .#. E bom lembrar que End(g.#) é um anel

com as operacdes usuais, soma e composicao de funcoes.

Defini¢do 1.23 (Homomorfismo graduado). Sejam .4 = ﬁ@cg%ﬁ e M = ﬁ@(g/ﬂ/’j dois
€ €
Z-modulos graduados. Um homomorfismo de médulos graduados (ou homogéneo) de

grauy € 4 é um homomorfismo de Z-médulos f : M — M' tal que f(Mp) < Jﬂéﬂ,

para todo f€ 4.

Lema 1.24. Sejam M e N dois Z-modulos graduados e f um homomorfismo homo-

géneo de #-médulos graduados de 4 em AN . Entdo
1. Ker(f)={me 4| f(m) =0} é um submodulo graduado de 4 .

2. Im(f)={f(m) e N|me M} é submbdulo graduado de N .

Demonstragdo. Seja f um homomorfismo de médulos graduados de .# em A" de grau
Y. Provaremos que Ker(f) = ﬁ@(gKerﬁ(f), a prova de que Im(f) = ﬁ@(glmﬁ (f) segue de
€ €

maneira similar.
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Para cada f € ¢, defina Kerg(f) = {mg € .4pgl|f(mpg) = 0}. Primeiramente, obser-
vemos que Kerg(f) é um subgrupo de Ker(f) para todo ff € 4. Por outro lado, se m €

Kerg(f)n ). Kerq(f), entdome Mpn Y My. Como.Mpn Y My =10}, temos
B£ac¥ B£ac¥ B£ac¥
que m = 0. Com isso, a soma Z My é direta. Sejame Ker(f), entdo m = Z mg, onde
pe9 pev
mg € Mg paratodo fe€ ¥4 e f(m)=0. Como f é homomorfismo graduado temos que

0=f(m)=f(Y_ mp)=f(mp)+---+f(mpy). Logo, f(-ma;) = Y.  f(mqj),ouseja,
peg aifaje¥

f(mgi) € Mgivy N Z Naj+y,onde 1 <i, j<n. Assim, como .4 é graduado, temos
aizaje¥
que Ay N Z Naj+y = {0}. Logo f(mg;) =0 paratodo 1 <i<n, com ai € 4.
ai#ajed
Com isso, temos que Ker(f) < ﬁ@(gKerﬁ (f). Portanto, Ker(f) = ﬁ@(gKerﬁ (f). |
€ €

Nao é dificil ver que se ¢ € um homomorfismo graduado de grau y de anéis ¥-
graduados, entao y = e.

O conjunto de todos os homomorfismos graduados de grau y é um subgrupo adi-
tivo Homgy (M, ), do grupo Homg (4, /). Consideramos

Homi (M, N) =Y Homg(M,N),
Y€EY

Facilmente, verifica-se que se f € Homg (M, N )y N Z Homg (M, N )y entdo [ =0
Y#aEeY

e, portanto H omg (M, N) = Yga(gH omg (M, N)y € um grupo abeliano graduado.

Um endomorfismo graduado (ou homogéneo) de médulos graduados de grau y
é um endomorfismo de grupo f : .4 — ./ tal que f é um homomorfismo gradu-
ado. O conjunto de todos os endomorfismos graduados de grau y é um subgrupo
aditivo Homg (M, #)y do grupo Homg (4, ). Observamos que Homg (M, M) =

EBgHOWng (M, M)y € um anel graduado como as operagoes usuais de fungoes, que
YE

denotaremos por E ndg (M).
Em geral, temos H omg (M, N) T Homg (A, N). Entretanto, é conhecido que se

o modulo ./ é finitamente gerado ou se ¢ é um grupo finito entao

Endg (M) = EndS) () 4], Corollary A.I2.11].
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1.6 Anéis Graduados Primitivos

Apresentaremos alguns resultados da teoria de anéis graduados primitivos.

Definicao 1.25. Seja %2 um anel 4 -graduado, ® # 0. Dizemos que X é um anel 4 -
graduado primo se para quaisquer ideais bilaterais graduados nédo nulos I, ] teremos

1] #(0).

Dado um anel graduado £, podemos considerar 2 como um Z-mddulo a es-

querda graduado. Denotaremos por Ann(2%) o anulador de Z# a esquerda.
Lema 1.26. Seja %2 um anel graduado primo. Entdo Ann(%) = (0).

Demonstragdo. Seja % um anel primo. Pelo Lema(l.17| Ann(z%) é um ideal bilateral
graduado do #. Temos que Z% é um ideal bilateral graduado de # diferente de zero
e ZAnn(a%) = (0). Pela definicao de anel graduado primo, segue que Ann(z%) =
(0). [ |

Lema 1.27. Seja I um ideal a esquerda graduado (ou a direita) de um anel graduado X,

entdo 1% (#1) é um ideal bilateral graduado do anel 2.

Demonstragdo. Nao é dificil prova que /2 é um ideal bilateral do %. Para provarmos

que IZ é graduado, é suficiente observamos que % = ﬁ@g%ﬂ el= ea(g[a. Logo, IZ =
€ aec

(& I)(® Rp)= & & IoRp. [ |
ac¥ pey ae¥ B¢

Utilizando o Lema |1.27, mostraremos que na definicao de anel graduado primo,

podemos considerar ideais unilaterais graduados.

Lema 1.28. Um anel graduado X é primo se, e somente se, para quaisquer ideais a

esquerda (a direita) graduados nédo nulos I e ] de & tem-se 1] # (0).

Demonstragdo. Seja £ um anel graduado primo. Sejam I e J dois ideais a esquerda
nao nulos do #. Pelo Lema IR e JZ sdo ideais bilaterais graduados de %. Pelo
Lemal|l.17| Ann(2%) é um ideal bilateral graduado do %. Observamos que Vr € Z e
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Yae Ann(¢2%), ra =0, logo ZAnn(2%) = (0), e portanto (Ann(%%))2 = (0). Como
Z é um anel graduado primo, segue do Lema que Ann(%) = (0), pois caso contrario
teriamos (Ann(4%))? # (0). Como Ann(4 %) = (0) entdo IZ e J& sdo ideais bilaterais
graduados ndo nulos de Z. Como % ¢é um anel graduado primo, IZJZ% # (0). Logo,
IZ] #(0) e (0) # 12 ] < 1]. Portanto, 1] # (0).

Para a reciproca, observamos que todo ideal bilateral graduado é em particular um

ideal a esquerda (ou a direita) graduado. [ |

Definic¢do 1.29. Um anel 4 -graduado X é dito semiprimo se I"" = (0), paran = 1, im-
plical = (0), para qualquer ideal bilateral graduado I de £, ou seja, % ndo possui ideais

bilaterais graduados nilpotentes ndo nulos.
Andlogo a Proposicao|[1.8] obtemos a seguinte preposicao.

Proposicao 1.30. Um anel graduado X é graduado semiprimo se, e somente se, & nao

contém ideais a esquerda (ou a direita) graduados nilpotentes.

Demonstragdo. Seja 22 um anel graduado semiprimo. Lembramos que Ann(%) é um
ideal bilateral graduado de 2 e (Ann(%z%))* = (0). Como % é graduado semiprimo,
segue que Ann(2%) = (0). Seja I um ideal a esquerda graduado ndo nulo de %, entao
IZ é um ideal bilateral graduado nao nulo. Logo, I"% > (I®)" # (0), portanto I" # (0)
paratodo n=1.

Para a reciproca € suficiente observar que todo ideal bilateral graduado é um ideal

a esquerda graduado. [ |

Definicao 1.31. Um anel 9 -graduado X é dito primitivo a esquerda se existe um -

moédulo graduado a esquerda simples e fiel.

Um anel graduado primitivo a direita é definido de forma anéloga para Z-moédulo
graduado a direita.

A caracterizagdo usual de um anel graduado primo £ é dado pelo seguinte lema.

Lema 1.32. Seja %2 um anel graduado. Entdo % é graduado primo se, e somente se,
agRbg # {0} para todo0 # aq € Ry, bg € R coma, €Y.
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Demonstragao. Sejam % um anel graduado primo, 0 # aq € Zq € 0 # bg € Zp, a, P €
4. Pelo Lema Ann(zR) = (0). Assim, Za, e Zbg sdo ideais a esquerda graduados
nao nulos de #. Pelo Lema,%aa,%’bﬁ # (0). Portanto, aq Zbg # (0).
Reciprocamente, suponha que para quaisquer elementos ndo nulos a, € Z, € bg €
R p tenhamos aq,Zbg # {0}. Se I e J sdo ideais bilaterais graduados n@o nulos do %,
entdo existem elementos homogéneos nado nulos a, € Iy S %, € bg € Jg S X para
alguns «, f € 9. Logo, (0) # aqRZbg < IZ] < 1]. Portanto, 1] # {0}. [ |

Para anéis graduados semiprimos, obtemos um resultado similar ao anterior, cuja

a demonstracao nao € dificil.

Lema 1.33. Um anel % é graduado semiprimo se, somente se, a,Za, # (0) para qual-

quer elemento homogéneo nédo nulo0 # ay € Ry etodoax € 4.

As relacoes entre anel graduado primitivo, anel graduado primo e anel graduado

semiprimo sdo dadas pelos seguintes resultados.
Lema 1.34. Seja Z um anel graduado primitivo a esquerda, entdo 2% é graduado primo.

Demonstragdo. Sejam I, ] ideais bilaterais graduados nao nulos de Z. Sendo Z um
anel graduado primitivo, entdo existe um %-maoddulo a esquerda graduado irredutivel e
fiel /. Sendo ./ fiel, I.4 # (0) e J.4 # (0), observamos que I.# e J.# sdo submo6dulos
graduados do .#. Assim, pela irredutibilidade .4, segue que I.4 = J.# = 4. Logo,
0)#I4 =1]4 =M. Logo, 1] # (0), portanto, Z é graduado primo. [ |

Corolario 1.35. Seja Z um anel graduado primo, entdo X é semiprimo. Em particular,

todo anel graduado primitivo é semiprimo.

Demonstragdo. Seja I um ideal bilateral graduado ndo nulo de #. Suponha por ab-
surdo que existe n = 1 tal que I" = (0). Observe que (0) = II""! como I # (0) e Z é
primo, segue que [ n=1— (0). Utilizando o mesmo argumento anterior, concluimos que

I =0, absurdo. Logo, I" # (0) e, portanto, Z é um anel graduado primo. [ |
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1.7 Teorema da Densidade para Algebras Graduadas

Comecemos por alguns resultados que sdo andlogos aos resultados cldssicos para

anéis (K-algebras) nao graduados. Primeiramente, comecaremos com o seguinte lema.

Lema 1.36. Sejam % um anel (K-dlgebra) graduado, 4 um Z-modulo a esquerda gra-
duadoe% =E ndg.gr (M) o anel dos R -endomorfismos graduados de 4. Entdo 4 é um

9 -mddulo graduado a direita com agdom- f = (m) f.

Demonstragdo. Sejam 22 um anel graduado, .4 um Z-modulo a esquerda graduado e
9 = EndS) (). Entdo, Vm, ne M,V f,g€PD:

[—

m-(fg)=((m)f)g=(m-f)-g.

N

.m+n)-f=m+n)f=mf+n)f=m-f+n-f.

el

m-(f+g=m(f+g=mf+mg=m-f+m-g.
4. m-1g =m)id 4 = m.

Dados f, € 2, e mg € g, temos mg- f, = (mp) fy € Mpy. Portanto, Mp- Dy, S Mp,y.
|

Lema 1.37. Seja £ um anel graduado. Sejam 4 um % -modulo a esquerda graduado,
fp um isomorfismo de Z-médulos graduado, com grau € 4 e f " a sua inversa. Entdo

f" é um isomorfismo graduado de grau — .

Demonstragdo. Como fg € um isomorfismo de 2-moédulos, entdao f' também é um

isomorfismo de Z-maédulos. Agora, dado mq € ., pela bijecao fg, existe m € ./ tal
n

que mq = (/m) fg. Sendo .4 um %-modulo graduado, temos 1 = Z My,;, cOM My, € M,
i=1
Yi €% paratodo 1 <i < n. Logo,

mq = (M) fg = (Z my,) fp = Z(m%)fﬁ = (my) fp+---+ (My,) fp.
i=1 i=1
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Comparando os graus dos elementos e pela unicidade do elemento inverso do grupo

¢4, concluimos que existe um [ tal que
ma = (ﬁl’yl)fﬁ

para algum 1 < [ < n. Observamos que (1y,) fg € My, 5. COMO My € My € Mg =
(my,) fp, temos que

ma = (myl)fﬁ € ./%yl+ﬁ m./%a.

Teremos que verificar dois casos:
i. (my)fp=0;
ii. (my)fp#0.

No caso i, () fg = 0 entdo (my,) fp € M5, V6 € 4. Segue dai que 7y, = 0, pois fp
é um homomorfismo bijetivo.

No caso ii., () fg # 0 entao .y, p = My, pOis caso contrério teriamos (17y,) fp €
My, p N My = {0}, uma contradicdo. Logo, 4y, p = My. COMO My p = My, Segue
quey;+ B =a,ouseja, y;=a—p.

Em ambos os casos, concluimos que My, € ./%a_ﬁ, ou seja, My, = Mq_p.

Logo, (mg) f' = (("a-p) f8) f' = (Ma-p)(fpf') = (Mq-p)id 4 = fq_p. Portanto, f' é
um isomorfismo graduado de grau —f. [ |

Definicao 1.38. Sejam % e P dois anéis 4 -graduados. Dizemos que M é um (R, 9D)-
bimodulo 4 -graduado se 4 é um Z-médulo a esquerda 4 -graduado e um 2 -médulo

a direitad -graduado tal que
(ramp)d; = ro(mgdy)
para quaisquerrq € Ro, dy € 9, mge Mpea, B, y€Y.

Observamos que dado um £-moédulo a esquerda graduado .4, entdo .4 é um
(%, E ndg ())-bimédulo graduado.
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Definicao 1.39. Sejam 2 um anel graduado de divisdo, Z um anel graduado e 4 um

(Z%,9)-bimoédulo graduado. Dizemos que % age densamente em 4 sobre 9 se para

qualquer inteiro positivo n, quaisquer elementos homogéneos vé, Uy € My linear-
mente independentes sobre 9, e quaisquer wlli, TN wg € Mg, existerg_q € Rp—q tal que

i i
Tp-aVq = Wg.
O seguinte lema ja é conhecido na teoria anéis.

Lema 1.40 (Lema de Schur). Seja % anel (K-dlgebra) graduado. Suponha que M, N
sao dois Z-maodulos a esquerda graduados irredutiveis e fg um %Z-homomorfismo ho-

mogéneo de grau 3 de M em N, com €Y. Se fg # 0 entdo fs € inversivel.

Demonstragao. Seja 0 # fg um homomorfismo graduado de grau  de .4 em 4. En-
tdao a imagem de fg, Imfg, € um submoédulo graduado de 4" ndo nulo. Pela irreduti-
bilidade de A&, Imfg = A, logo fg € sobrejetiva. O nucleo de fg, Ker fg, € um submo-
dulo graduado propriamente contido em .4 . Pela irredutibilidade de .4, segue que

Ker fg = {0}, logo f5 € injetiva. Logo, f3 € uma bijecao e, portanto, fg € inversivel. W
Utilizando o Lema|1.40} obtemos o seguinte resultado.

Lema 1.41 ([1I], Lemma 2.4). Seja Z um anel (K-dlgebra) graduado. Suponha que V
é um Z-méddulo a direita graduado irredutivel. Entdo 2 = Endgzr (V) é um anel (K-

dlgebra) graduado de divisao.
Demonstragdo. Segue do Lema[l.40[tomando 7 = .4 = ¥ . [ ]

Teorema 1.42 ([1], Theorem 2.5). Seja % umalK-dlgebra graduada. Suponha que’V seja
um R-modulo a esquerda graduado irredutivel e seja 9 = E ndgzr (V). Sevy, -, v, €V
sdo elementos homogéneos linearmente independentes sobre 9, entdo para quaisquer

wi, -, wp €V, exister € X tal querv; = w; paratodoi=1,---,n.
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1.8 Produto Tensorial de Algebras

Definicao 1.43 (Produto Tensorial). Sejam E e F dois espagos vetoriais sobre K, com
bases {e;|i € I} e{fj|j € J}, respectivamente. O produto tensorial de E e F denotado por
E % F ¢ o espacgo vetorial com base {e; ® f;}. Os elementos da forma e ® f sdo chamados

de tensores e satisfazem:
1. (e1+e)ef=(e1®f)+(e29® f);
2. ed(fi+fo)=(e® fi)+(e® fr);
3. r(edf)=(re)y® f=ex(rf),
para quaisquer ey, ez, e€ E, f1, fo,f € FereK.

Definicao 1.44 (Produto tensorial de algebras). Sejam «f e 9B duas K-dlgebras. Consi-

deremos o K -espago vetorial o % 9B com o produto K-bilinear definida por

(A ®B) X (A ®B) — A B
(a®b,adeb)— (aeb)(adeb)=ad ebb a,d €, bb € B.

O espago vetorial < % 9B, munido com esta multiplicagcdo é uma K -dlgebra chamada de

produto tensorial das dlgebras <f e 9.
Sejam ¥ e # dois grupos abelianos.

Lema 1.45. Sejam of = eeggig e B = h@ﬁ,%’h duas K -dlgebras associativas graduadas,
ge €
¢4 -graduada e A€ -graduada, respectivamente. Entdo </ % B é uma K-dlgebra associa-
tiva ¢ x S€-graduada com sua componente homogénea de grau (g, h) € ¢ x A dada
por:

(A ®33)(g,h) = .Qfg ® By,

Demonstragdo. Veja [9]. ]
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Exemplo 1.46. Seja «/ umalK-dlgebra. A transformagdao linear

@ My (K) ® s — My () (1.7)

ejj®a— aejj

onde
0 0 0
aeij=( 0 - a -+ 0|, 1=1i,j<néumisomorfismo de dlgebras.
0 - 0 - 0

Observe que {ae;j|1 < i,j < n,a € B} é uma base para M,(«/) como espago vetorial,

onde B é uma base de </ . A inversa de @ é:

@ My (of) — M, (K) ® of (1.8)

aejj—e;jj®a.

Portanto, M,,(K) ® of = M,,(<f).

De modo semelhante, podemos provar que se of = M, (IK) entdao M, (K) ® M,,(K) =
M, (M,,K) = My, (K).
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Capitulo 2

Algebras Com Involucdes e

Superinvoluc¢oes

Neste capitulo, K representard um corpo de caracteristica diferente de 2.

2.1 Superalgebras

Devemos salientar que a soma direta serd representada por + ou ®. Por exemplo
uma [K-&lgebra (anel) Z,-graduada «f serd representada como &« = oy + «f; ou &« =
oy ® A .

Definicao 2.1 (Variedade). Uma classe ndo vazia £ de dlgebras é chamada de variedade

se as seguintes condigoes sdo vdlidas:
1. Se B € R eB' éuma subdlgebra de B entdo B’ € K.
2. SeB e ReB éumaimagem de um homomorfismo de B, entdo B' € K.

3. Se B € &, paratodoi € I entdo [ |8 € .

iel
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Observamos que uma variedade também pode ser definida como classe de élge-
bras que satisfazem algum conjunto de identidades polinomiais. Neste caso, nossa
definicdo é uma consequéncia do teorema de Birkhoff, veja [2].

Dizemos que uma variedade € homogénea se ela é definida por identidades multi-

homogeéneas.

Exemplo 2.2. Seja K a classe de todas dlgebras associativas, ou seja, se </ € K entdo

VX, y, z€ o teremos x(yz) = (xy)z. Entdo K é uma variedade homogénea.

Definicdo 2.3 (Algebra de Grassmann). SejalK(X) a dlgebra livre unitdria de posto enu-
merdvel livremente gerada por X = {x1,x2,---}. Se I é o ideal bilateral de K{X) gerado
pelo conjunto de polinomios {x; x; + xjx;|i, j = 1, consideramos G = K(X)/I. G chama-
se alK-dlgebra de Grassmann infinitamente gerada unitdria. Se escrevemos e; = x; + I,
parai=1,2,---, obtemos ejej = (x; + I)(x; + 1) = x;xj + 1 = x;xj — (X;xj + Xjx;) + I =
—xjxi+1=—(xj+D(x;+1) = —eje;, para todoi, j = 1. Entdo G tem a seguinte apresen-
tacao
G=(l,ey,e--|ejej = —eje;, paratodoi,j=1).

Os elementos 1 ee; e;,---e;, com i} <ip<---<I., formam umaK-base da dlgebra G,

a prova desse fato pode ser encontrado em [2]. Sejam
Go = span {e;, e, |1 < iy <+ < iz, k=0},
Gi = spang {e;, - ey, 11 <i1 <-- <ipgs+1, k= 0},
nao é dificil provar que GyGy + G1G, € Gy e G1 Gy + GG, € Gy e
G=Gpo G (GonGy=(0).
Logo, G é uma dlgebra associativa Z, -graduada.

Definicao 2.4 (Envelope de Grassmann). Sejam o = < + /1 uma K-dlgebra associ-
ativa Z,-graduada e G = Gy + G, a K-dlgebra de Grassmann infinitamente gerada. A

subdlgebra da dlgebra of G

G() = (A ®K Go) + (£ ®K G1)
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é chamada de envelope de Grassmann de < .

Observamos que G(«) também é uma K-algebra (anel) associativa Z,-graduada

com componentes homogéneas G(«)y = Ay ®K Gy, a € Z.

Exemplo 2.5. Sejam G a dlgebra de Grassmann e M, (K) a K-dlgebra de matrizes com

entradas no corpo K. A transformagao linear
¢ : M,(K)®KG— M,(G) 2.1)
ejj®g— ge;j

onde ge;; é a matriz de My (G) que tem g na entrada (i j) e zero nas demais, é um isomor-
fismo deK dlgebras. Observamos que {ge;;|1 < i, j < n, g € B} é uma base para M, (G)
como espago vetorial, onde os elementos de B sdo lee; e;,---e;, com I} <iy<--- <.

Considere a transformacgdao linear

D:M,(G)—-M,K)®G (2.2)

geij—¢eij®§g.
Temos que

L (p(@(Zgijeij)) = (,O(Z eij®gij) = Zgijeij-

ij ij Lj
2.0 eij®gi) =P _gijeij) =) eij®gij.
ij i,j ij

Assim, (p_1 = @ e, portanto, ¢ é bijetiva. Antes de mostrarmos que ¢ é um homomor-
fismo deK-dlgebra, observamos que para todos ge;j, tesy elementos da base de M, (G)
temos:

0, sej#s

geijlesm = gtejjesm = { ] . (2.3)
gtejm, sej=s
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Como ¢ é linear, é suficiente verificar o homomorfismo para os elementos da base. Sejam

eij®g, esm®te My(K)®G. Entdo

p0®gt), sej#s { 0, sej#S
fr——

(p((eij®g)(esm®t))=<p(€ij€sm®gl‘)={ ,
plein®gt), sej=s

gteim, sej=s.
Se j # s, teremos
pllejjeg)lesm®t) =@0®gt)=0=¢;jesngt=(e;jg)(esmt) = @(e;j® glpesn ® 1).
Se j = s, obtém-se
p((e;j®g)(esm®t)) =pleim®gt) =gteim=ejjesmgt = (e;jg)(esmt) = p(e;j®g)p(esm®1).

Logo M, (K) ®x G = M, (G). Considerando M, (K) como uma K-graduada, concluimos

que o envelope de Grassman de M, (K) é uma subdlgebra de M, (G).
Agora, definiremos 7 -superélgebras que € o tema central da dissertacao.

Definicao 2.6 (Superdlgebra). SejaV uma variedade homogénea de dlgebras. UmalK -
dlgebra 7,-graduada of = <4, + <\ é uma V -superdlgebra se o envelope de Grassmann

dela estd contidoem V' .

Observamos que em geral, o/ ¢ 7. Por exemplo, uma Superdlgebra de Lie nao é
uma algebra de Lie, em geral. o = o)+ «f/; € uma superélgebra de Lie se, e somente se,

satisfaz

[aq, [bg, call = [laq, bgl, cp] + (—1)“'ﬁ[bﬁ, [aq, cp]](superidentidade de Jacobi);
[Xa) Yl = —(—1)“'/3 [y, Xql (superanticomutatividade),
Vaa, x“ € eQ{a, Vbﬁ, yﬁ € dﬁ, VC}/ € &fy V(X, ﬁ!Y € ZZ.
Observamos que se &/ € uma superdlgebra de Lie, entdo para todo xi, x» € <) tere-

mos

[x1, 2] = =1(= )" [x2, 211 = [0, %11
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Proposicao 2.7. Seja of umalk-dlgebra (anel). Entdo o envelope de Grassmann G(«) é

associativo se, e somente se, &/ é associativa.

Demonstragdo. Sejama, b, ce 4 eg, h,feGentdoa® g, b® h, c® f € G(«). Desde

que G(«/) é associativo, temos
(ab)c®ghf = ((abogh))(c®f) = ((a®g)(b’h))(c®f) = (a®g)(b®h)(c®f)) = a(bc)®ghf.

Logo, ((ab)c—a(bc) ® ghf. Tomando g, h, f € G tais que ghf # 0, obtemos (ab)c —
a(bc), ou seja, (ab)c = a(bc).
Reciprocamente, suponha que «f é associativa. Entdo G(«f) = oy ® Gy + o/ ® G é

associativo, pois a dlgebra de Grassmann é associativa. [ |

Usando Proposicao podemos concluir que uma superdlgebra associativa é,
simplesmente, uma K-4lgebra associativa Z,-graduada, em particular, um superanel
associativo Z é um anel associativo Z,-graduado.

Nessa dissertacao vamos considerar superalgebras e superanéis associativos.

Seja of = ofy+.of] uma superélgebra. Entdo «/ é uma superdlgebra supercomutativa
se

agbp=(-1)*Fbga,, Vaye sy, Vbgesdp Va, fes.

Diremos neste caso que os elementos de < super-comutam. Observe que no caso em

que <) = {0}, terifamos a definicao de dlgebra comutativa.

Exemplo 2.8. Seja G = Gy + G, a dlgebra de Grassmann, entdo G é uma superdlgebra

supercomutativa. Lembramos que

Go = spang {e;, - ei, |1 < i) <--- <ip, k=0},

Gi = spani {e;, -+ iy, 1101 <+ <igrs1, K20},
Logo, G4 é formado pela combinagdo de palavras elementos de comprimento

e parsea =0;
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* imparsea =1.
Seja e ej,---e;, e, comn>1. Comoe;ej=—eje; segue que

(eil eiz eln leln)e] (ell elz ein_l)(einej)
= (ej ei, - €, ,)(—eje;,)
= (e ei, - ei, , €j)ei,

=—(—(ej ei,---ej)le;,_ ei,))

=(-D"ej(ei, e, - €i, ,€i,). (2.4)
Sejaejej,---ej, _,ej,,comm>1. Logo,

(eiei, - -ei,  e)ejej -ej ej)=((eei, e, e,e;)ej e, ej,)

" ((_l)neh (e ei, e, €i,)(ej, e,  ej,)

nm
*x(=1)"" (e e, e, j,) (i €, -5, €5),
obtemos * aplicando (2.4) m — 1-vezes. Observamos que se n é par entao
(ei i, -€i,,€1,)(€j,€j, " €j, ,€j,) = (€jej, -~ ej, ,€j,)(ei e e, ei,).

Portanto, Gy estd contido no centro de G.

Sejamw =} cuei e, €Goew' = Y caney-cep L, w'= Y camep
#i}<oo #i'}<oo i+’ #i"}<oo

G,. Entdo

ww'=( ). cupei e, Z ciineir ey

!
#{i}<oco #{i'1<oo o'+

= ) CirCunei = Cim€if "= €i
#{it#i' <00 m'+

=( Y ewmey-en I Y cpeqen,) =ww= ()" ww.
#{i'f<oco il i oo
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ii. Segue das observagoes acima que

)(ei//---ei// ) = —ei//---ei// ei/ ---el-/ .
2m/+1 1 2m/+1 1 2m/’+1 71 2m/+1

Logo, ww'=—-w'w = (_1)1'1 w'w'.

Portanto,

WoWg = (—l)aﬁwﬁwa, Vwq € Go, Ywp € Gg, Va, B € Zy.

Exemplo 2.9. A dlgebra de matrizes My, 4(9), onde % é uma dlgebra associativa de divi-

sao, é uma superdlgebra associativa, onde a 7, -graduagdo é definida como segue. Seja
p+q
(aly'“’ap)ap+1)“')ap+q)ezz )

ondea)=-=apeay# Apis V1 <5< q. Sabemos que My, 4(D) = /3@2 Ag, onde Ag é o
€42

subespago gerado por < e;jlaj—a; = >. Observamos quedeg e;j = aj— a;, logo

0, sel<i,j<spoup+1=<i,j<p+q,
l<sispep+l=sj=<sp+gq
deg eij = 1, se ou

l<sj<spep+l=<isp+gqg.
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Portanto,

P
al,l al,Z al,p 0 0
a2’1 a2’2 azyp 0 0
¢ p
Ao=9| ap1 ap2 -+ app 0 0 la; €D ¢,
0 U 0 Ap+1,p+1 *°* Qp+l,p+q
: : > q
0 0 - 0 |apigpn Ap+q,p+q
q
q
0 0 0 al,p+l al'p_’_q
0 0 0 az,p+l a2,p+6]
a4
Ay =+ 0 0 0 Apps1 **° Appiq la;j €D ;.
Ap+1,1  Ap+12 *** Ap+lp 0 0
: : rq
Ap+q1 Gp+gz “* Aprgp| O o0
p
+
Escolhendo (a1, ,aq, g1, ", Agrp) € Zg P ondea;=---= Ageag# Agys V1<s<

p, obteremos

_( M,(@) qupw)) _( My(0) | Mysp(@)
0— ’ 1—
Mpg(©) | My(@) Mpsg(@) | Mp(0)

) , ondeMpyx4(0) é a matriz nula.

Essa graduacgao é conhecida como graduacgao elementar de M, 4(2).
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2.2 Involucoes e Superinvolucoes

Nesta secao, estudaremo o conceito de superinvolucao. Nosso objetivo sera definir
superinvolucao, entretanto, daremos a defini¢do de involucao e alguns exemplos. Caso
o leitor esteja interessado em aprofundar o conhecimento sobre involucao, consulte o

livro [14].

Definicao 2.10. Seja o/ umaK-digebra. Uma funcao K-linear * : «f — o/ é uma invo-

lucdo de 4, se satisfaz:
1. a** =a;
2. (ab)* =b*a”,
para quaisquer a, b € .

Exemplo 2.11. Seja My (K) a K-dlgebra de matrizes k x k sobre K. Para uma matriz
A= (a;j) € My(K) seja Al = (aj;) a matriz transposta. Entdo * = t é uma involugdo de

M (K), chamada involugao transposta.
Exemplo 2.12. A aplicagéo s: M, (K) — M, (K), definida por

A B

’ D! —B!
C D _(

_Cl’ Al’

onde A, B,C,D € M, (K), é uma involugdo, chamada de involugdo simplética.

Exemplo 2.13. Dado uma K -dlgebra <f denote </ °P al -dlgebra oposta de </ . A dlgebra

of x o °P tem uma involugao =, dada por:

x o x AP — of x oA°P
(a,b) — (b, a).

Essa involugdo chama-se involucao de troca.
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Definicao 2.14 (Superinvoluc¢do). Uma superinvolugdo de uma superdlgebra of = <+

&/ é uma transformacao linear de grau zero * : of — <f tal que
a**=a e (aghp)* =(-1)"Pbjay, Vag € oy, Vb€ Ap, Vae o, Va, feZ,.

No caso em que </ é um superanel, uma superinvolucao é uma fungao * : of — of

aditiva graduada de grau zero que satisfaz
a**=a e (agbp)" =(-D"bja}, Yaest, Vag € oo, by e dp, Va, PEZ.

Definicao 2.15. Seja «/ uma superdlgebra (superanel). Considere a nova superdlgebra
(superanel) </ °°P com mesma estrutura de espago vetorial (grupo aditivo) 7, -graduado

como em <4, mas o produto de <4 °°P é dada por
—(_1\aB
Xo Sgp xg=(—1)"FPxpxq, Vxq € g, VX € Ap, a, PEZ>.
Chamamos essa superdlgebra (superanel) de superdlgebra super-oposta ( super-oposto).
Logo, para todo x = xo + X1, ¥ = Yo + y1 € «/*°P obtemos
X eop? = (%o + x1) A (Yo+ 1)

=Yoo (Yo+y1)+x1 o (Yo +y1)

= X Sgp Yo+ Xo sgp n+x sgp Yo+ X1 sgp 1

= YoXo + y1Xo + YoX1 — J1X1.

Seja B = of & o/ °°P a soma direta das superélgebras (superanéis) «f e «/*°P. Isto é

uma superdlgebra (superanel), onde a graduacao do 28 é dada por
Bo =ty oty B =t ot

Denotamos um elemento arbitrario x do 8 como um par de elementos de <, isto é,

x=(a,b),onde a,b e o/. O produto em 28 é dado por
(ap+ay, bo+b1)(6l£)+d,1, b,()-l-b,l) = (doél,()+6l06l/1+6l] a’0+a1 6l,1, b’obo—bllb1+b,0b1+b,1bo).
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Lema 2.16. Sejam </°°P a superdlgebra oposta da superdlgebra «f e B = of & of*°P.

Entdo

*:B—>B
(x,y)— (3, x)

é uma superinvolucao.

Demonstragdo. Nao é dificil provar que * estd bem definida e é uma funcao linear.
Sejam x, € B, e xp € Bg. Entdo existem aq, by € Ay € ag, bg € g, com «, f € Z
tais que xo = (aa, b,), Xg = (ag, bg). Portanto, x, = (ba, aa), xz; = (b, ap). Logo, x," =

(b, aq)" = (aq, ba) = x4 €

(XaXp)* = ((aq, b,)(ap, bp))* (2.5)
= (agap, (~1)*Pbgby)*
= (-1 (bgba, (-1 agap)
= (-1)*(bg, a,) (ba, aq)
= (D)%

O lema acima, continua sendo vélido para superanéis.

Note que uma superinvolucdo * : of — o restrita a o, € uma involucdo. Obser-
vamos ainda que dado uma algebra associativa </, podemos considera-la como uma
superalgebra com graduacdo trivial, logo uma superinvolucdo em « é simplesmente
uma involugdo, neste caso. Finalizaremos estéd se¢dao com o seguinte lema, cuja a de-

monstracao nao € dificil.

Lema2.17. Seja * uma involugdo graduada de uma superdlgebra (ou superanel) associ-
ativa<f . Entdo a funcao % dada por (a,®8,)" = (a,®8a), @ € Zy, é uma superinvolugdo

no envolvente de Grassmann.
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2.3 Supermodulos

A partir de agora, assumiremos que «,y,0, 8 € Z, e que qualquer equacao envol-
vendo os indices € valido para todas as escolhas possiveis. Vale lembra que uma supe-
rélgebra (superanel) é uma dlgebra (anel) associativa Z,-graduada.

Alguns destes resultados, podem ser encontrados nos livros [9] e [12]. Nesta secao,

Z representard um superanel associativo e 2 um superanel de divisdo associativo.

Definicao 2.18 (Supermoédulo). Um Z-supermodulo a direita 4 é um Z-modulo a

direita Z, -graduado.

De maneira semelhante, podemos definir supermd6dulos a esquerda. Segue que
todas as observacoes feitas para modulo graduado, valem para supermoédulo (veja as
preliminares). Notemos que £ pode ser considerado como um Z£-supermddulo a di-
reita.

Dizemos que um subconjunto .4/ ndo-vazio de .# é um sub-supermoédulo de .4

se A/ é submoddulo graduado de .4 .

Definicao 2.19. Seja Z um superanel. Dizemos que um subconjunto ndo vazio I de %

é um superideal a direita, se I é ideal a direita graduado do %.

Analogamente, podemos definir superideal a esquerda. Diremos que [ é um su-
perideal quando for um superideal a direita e a esquerda, ou seja, um ideal bilateral
graduado.

Seja 4 um Z-supermoédulo a direita. O anulador de um Z-supermddulo ./,
Anng (M) ={r € Zlmr =0, Vm € ./}, é um ideal graduado bilateral do %, logo um su-
perideal. Observemos que um superideal I € um sub-supermédulo do Z-supermédulo
Z.

Exemplo 2.20. Considere a dlgebra de grupolKZ,, entdo KZ, é umKZ,-supermodulo.

Dado um £-supermddulo a direita 4, seja End(.#) = End (), o anel dos %-

endomorfismos de .#. Sabemos que End$’ (.#) é um anel associativo Z,-graduado,
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logo End$" (/) é um superanel. Como Z;, é um grupo finito, segue que End(.#) é um
superanel, pois neste caso, End(.#) = End8" ().

Para as proximas seccoes, precisaremos da seguinte definic3o.

Definicao 2.21. Um superespaco a direita (ou esquerda) sobre um superanel (superdl-
gebra) associativo de divisao 9 = Do+ 21 é um P-supermodulo a direita (esquerda)
V=nen.

Note que se 7 é um Z-superespaco a direita (esquerda), entdo toda componente
homogénea 7 € Z-espago vetorial a direita (esquerda), pois %y € um anel de divisao
e ¥p € um Pp-modulo a direita (esquerda).

Para qualquer 2-supermdédulo a direita (esquerda) 7 e qualquer y € Z,, definimos
7(Y) = G:SBZZKH_“’

isto é, 7 (y) é o 2-supermddulo 7 com componentes homogéneas dada por 7 (y)4 =
Vy+a. Quando, ¥ é um 2-supermodulo finitamente gerado, temos que Homg (¥ (y), V() =

Endg(V)(y—0), Yy, 6 € Z, veja o lema [[12], Proposition 2.8].
Exemplo 2.22. Sejam n um niimero inteiro positivo e (81,---,8,) € Z} . Seja
T=Mp(2)61,+,6n)

o anel de matrizes n x n com entradas no superanel (superdlgebra) 2,

9 2061-62) -+ D(61-64)

2(6,-061) 9 o D(02—6p)
Mn(@)(5lr;6n): . . . .
DO6n—-061) D20,-61) - 9

Com a seguinte graduagdo. Para qualquery € Z, a componente de grauy é

Dy Dy+s1-6, ** Dy+6,-8,
- Dy+6,-6 Dy o Dyiss-o,
Y= . . .
Dy+6,-61 Dy+6,-6, “** Dy
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Umavez que % = EB @(6)y, temosT = @ T,.Alémdisso, se A=(a;;) € Ty eB = (b;j) €
yeZ Y€Z>

Ty, entdo cada a;j € @Yﬂsl_@j ebjr€ 9a+5j —5 ASSIM Ayjbjx € Dy165;1a-6,=2 i — Ok)y+a-

Logo, AB€ Ty,q, VA€ Ty, VB € Ty e, portanto, T é um superanel.

Proposicao 2.23. Sejam 2 um superanel (superdlgebra) associativo de divisdo, V um

superespago a direita sobre? e E = Endg (V). SeV é finitamente gerado entdo para todo

(61»"' )671) € Zg;
Endg(V(61) @&V (6n)) = Mp(E)(61,-++,0n),
é um isomorfismo de superanéis.

Demonstragdo. Em primeiro lugar, observemos que 7 = 7(d;) como espacos vetoriais,
n

a graduacao é diferente, paratodo 1 < i < n. Denotemos 7 (61)®--- &7 (6,) := @7/(6,-),
i=1

Homg(V (61),V(61) Homg(V(52),V(61)) --- Homg(V(6,),V(61))
B Homg(V (61),V (62)) Homg(V (52),V(62)) -+ Homg(V(5,),V (62))
H0m9(7(61)»7/(6n)) Hom9(7/(52);7/(6n)) HOM@(V(én)J/((Sn))

e definimos 0s Z-homomorfismos seguintes:

n n
eV (6;) — PV ©) IR ACHEN A
i=1 i=1
v—(0,---,0,7,0,---,0) e v=(v1,",Vj-1,V}j, Vj41, ", Un) — Vj.

i ésima posu;ao

Note-se que Z mioej € aaplicagdo identidade de @7/(5 ), porque
i=1 i=1

(vl,---,vn)(anoe)—Z(o +,0,0,0,-++,0). (2.6)

idygn, sei=j
Além disso, eionj:{ o / , porque Vv e 7 (6;)

0,sei#]

v,sei=j
(w)(ejomj)=(0,---,0,v4,0,---,0)m; = { 2.7)

0,sei#j .
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Definimos a funcao

@:Endy(V©61) @8V (6,) — H
f=o(f)=(ejofomj);j,

n

isto é, dado um homomorfismo f € Enc@(@?(&-)) definimos f; j = e;o fom; (que
i=1

sdo ¥-homomorfismos de Homg (V' (6;),V (6;)) e construimos a matriz n x n de ho-

n
momorfismos de @7/(5 i)
i=1
i1 fHz - fin
o1 fo2 0 fon
fn,l fn,2 fn,n

n
Facilmente, vé-se que ¢ é um homomorfismo de superanéis, f, g € Endgy (@7/(6 i)
i=1

* p(f+g) =(eio(f+g8om)ij=((ejof+ejog)mj)ij=(ejofomj+ejogom)j=
(ejofomj)jj+(ejogom)ij=@(f)+¢(g.

s p(Np(g) =(eiofomj)ijlejogom;)ij=()_ (ejofomp)olexogomni))i = (ejofo
k=1

Y (mroer)o(gomy))ij=(ejo(fog)om)ij=@(fg.
k=1

. (p(id€9?=17/(5i)) = (ejo id@l(zzly/(gi) om;j)ij=(ejom})ij=idpm,rE-
Por outro lado, definimos a aplicacdo
n
v : H— Endy(@7 (61)
i=1

(fi)ij—w((fi,)ij)= D miofijoe;
i,j=1

que estd bem definida, porque a composicao e soma de homomorfismos é um homo-

morfismo.
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n
Dado f € Endy (@7 (6:)), por f temos que

i=1
n
v =w(eiofom)ij)= ) miolejofomjoe;=f
i,j=1
e dada A= (f; ;) ;j € H temos que

(,0(1//((]01,])1,])) :(p( Z ﬂ,-ofl-,]-oej) = (eko( Z nioﬂ,joej)oﬂl)
k1

i,j=1 i,j=1

n n
=" (Z(ekOﬂi)Ofi,jo Z(ejonl)) = (f,Dk1 » *por (2.7).
i=1 j=1 k.l

n

Logo, ¢ e 1y sdo inversos e ¢ é isomorfismo de anéis. Portanto, Endgy (@7/(6 i) £ H,
i=1

observe ¢ é um isomorfismo de anéis que é compativel com a graduagdao. Como 7 é

finitamente gerado, segue que na entrada i j, temos
Homg (V(6),V(61) = (Endg(V))(6;—6)
n
que é aentrada i j de M, (E)(61,---,0,). Portanto, End@(@y(éi)) = M,(E)(q,-+,0).
i=1
|

Sejam dimg, %) = p e dimg, ¥1 = q. Se p+ g < oo entdo ¥ = ¥ ® 71 tem dimensdo

finita sobre 2. A prova desse fato pode ser encontrada em [[12], Proposition 2.8].

Lema 2.24. Todo superespago sobre um superanel de divisdo 9 é isomorfo a uma soma

direta de superespagos 1-dimensionais 2(y).

Demonstragdo. Veja [[12] Corollary 2.10]. [ |

2.3.1 Super-centralizador

Sejam % um superanel e .4 um Z-supermdédulo. Definimos E(4) :={f : 4 —
Mm+n)f=m)f+n)f, Ym, ne 4} o conjunto dos endomorfismos do grupo adi-
tivo do 4.
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Nao é dificil provar que E(.#) é um anel associativo com as operagoes +, o defini-

das por
m)(f+g):=mf+(mge(m)(fog):=((m)f)g (somae composicao).

Observamos que o conjunto de todos os Z-endomorfismos do .4 (End(#z)) esta
contido em E(). Quando .4 é um Z-supermodulo fiel, temos que £ é um subanel

de E(.#). A demonstracdo do seguinte lema ndo é dificil.

Lema2.25. Paracaday € Z, seja E(M)y ={fy € E(M)|(mq) fy € My+a, VMg € Mo, VA E
Z,}. Entao E8" (M) := e E(M)y é um superanel.
YEL2

Dado um anel Z,-graduado associativo <f e, seja 7 °? o seu anel oposto. Observa-

mos que </ °7 é um superanel e V(a, ® g4) € A, ® Go e V(apg ® gp) € 5 ® Gp,

(aq Oop Clﬁ) ®8a8p=apaa® ga8p
= (-D%(apgas ® gpga)
= (-1)*(ap ® gp)(aa ® ga)
= (aq ® ga) o (ag® gp),

ou seja, calcular aq ooy ag em o °P é equivalente calcular (aq ® ga) sgp (ag ® gp) em

G(«£)*°P. Em vista disso, faz-se necessario definir o super-centralizador.

Definicao 2.26. Sejam % um superanel e 4 um X -supermodulo. Definimos o super-

centralizador do & em 4 como sendo
€ = 6o+ 61, ondeby={cy € E(M)ylcyra = (=1)Trocy, Viq € Ry, @ € Z5}.
Assim, os elementos de € super-comutam com os de % agindo em M .

Observamos que o super-centralizador de £ em .4 é um superanel, chamado de
superanel super-comutativo de £ em .4 . Notamos que End(.# %), esta contido em

60 S €6, pois corqg = TgCp = (—l)O“raco, Vg€ Ra, Va€Zy, co€ End(Mgp)o.
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Lema2.27. Sejam 4 um%—superméduloecﬁ € Cgﬁ. Entdao (./%)Cﬁ = Im(cg) eKer(cp) :=

{m € | (m)cg = 0} s@o sub-supermaodulos de A .

Demonstragdo. Provemos que Im(cg) € um sub-supermoédulo de .4, a prova de que
Ker(cp) € um sub-supermdédulo de .4 segue de forma analoga.

Comecgamos a observar que () cp # I, pois 0 € (/) cg. Como cg € endomorfismo
do grupo aditivo do ./ entdo Imcg e Kercg sao subgrupos do .#. Sejam mqy € () cp

e rs € R, entao existe mqy_p € My p tal que my_gcg = my. Logo,

o Mqrs = (Mq-p)cprs = (Fq—p(-1)°Prs)cp.
Portanto, mqrs € (#)cg. E por defini¢cao Im(€) é submodulo graduado do 4. [ |
Lema 2.28. Sejam cg € 63 uma bijecdo e f a sua inversa. Entdo f € €_g.

Demonstragdo. Seja f a inversa de cg. Dados m,n € ./ entdo exitem a,b € ./ tais
que (a)cg = m e (b)cg = n, logo (m+n)f = ((@)cg+ (b)eg)f = (a+Db)eg)f =a+b =
(m)f + (n)f e, portanto, f € E(.#4). Note que dado mqy € #,, existe my g € My g
tal que (mq_pg)cg = mq. Logo, (mg) f = (Mg_p)cgf = Mq_p €, portanto, f = (cﬁ)_1 €
E(./%)_’B. Observemos que para todo r5 € Z5 temos cprs = (—1)6[3 rscg, consequente-

mente, (cﬁ)_1 rs = (—1)7%P r(s(cﬁ)_l, ou seja, (Cﬁ)_l € €p-1 = Cp. [ |

2.3.2 Supermodulos Irredutiveis

Definicao 2.29. Um Z-supermédulo a direita 4 é irredutivel se Ml R # {0} e M ndo
tem sub-supermodulo proprio, ou seja, ndo existe um sub-supermédulo de 4 tal que
0N C M.

E importante observar que um %-supermédulo irredutivel .4 ndo é necessaria-
mente um Z-modulo irredutivel. A irredutibilidade, refere-se a sub-supermédulos do
M.

O proximo lema serd importante para os proximos resultados.
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Lema 2.30. Sejam .4 um Z-supermddulo irredutivel e fg € €. Se fg # 0 entdo fg é

inversivel.

Demonstragao. Seja0 # fp € €. Segue do lema que Im(fp) € um sub-supermoédulo
de .4 nao nulo. Pela irredutibilidade de .#, Im(fg) = .4, logo fs € sobrejetiva. Pelo
lema Ker fg € um submoddulo graduado propriamente contido em .#. Pela ir-
redutibilidade de .#, segue que Ker fg = {0}, logo f5 € injetiva. Portanto, fg € uma
bijecao. [ |

Coroléario 2.31. Sejam % um superanel e 4 um Z-supermddulo irredutivel. Entdo o

superanel comutativo € de £ em M é um superanel de divisdo.

Demonstragao. Seja 0 # cg € 6p. Pelo Lema2.30, cg € inversivel em €, e por[2.28, o

inverso de cg pertence a ‘6_g. Portanto, 6 € um superanel de divisao. ]

2.4 Teorema da Densidade para Superanéis

Para todos os efeitos, consideraremos a, f € Z,. Sejam 2 = 9, + 2, um superanel
e M = Mo+ A4 um P-supermoidulo a esquerda. Entdo .4, e g sdao Dy-modulos a
esquerda. Consideremos Homg, (M, #p) 0 conjunto de Zp-homomorfismos de .#,
em ./g. Se a adigao for definida de maneira usual, entdao (Homg, (Mo, 4p),+) € um
grupo abeliano. Agora, introduzimos as seguintes notagoes.

Seja S um subconjunto ndo vazio de Homg, (M, #g), definimos
St = {x € MylxS=1{0}}. (2.8)
Similarmente, se T é um subconjunto de .4, nao vazio, entdo definimos
T+ = {l € Homg, (Mo, Mp)| T1 = {0}}.

Lema 2.32. Sejam M = My + M, um D = Dy + D, -supermobdulos a esquerda e S <

Homg,(My, Hp) um subconjunto. Entao St éum Yo-submodulo de M, .
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Demonstragdo. Seja S < Homg, (.%a,./%ﬁ). Observemos primeiro que st # @, pois 0 €
Mo eVfeSS Homg,( My, Mp) temos 0f = 0. Logo, 0S = {0}, ou seja, 0 € St. Sejam
X,y €St r €9, entdo xS = {0} e yS = {0}. Logo, paratodo f€ S

i (x=yf=xf-yf=0-0=0;
ii. rx)f=r(xf)=r0=0,
portanto, seguede i., ii.que x—y, rxX€ St [ ]
O seguinte resultado serd importante para demonstrar o teorema da densidade.

Lema 2.33. Sejam 9 = Dy + 91 um superanel e M = My + 4 um D-supermodulo.
Seja U = Endg,(Mp) o0 anel de Dy-endomorfismos de 4z e B um subgrupo aditivo de
Homgy(My, Hp) talque BU < B ea, f = 0,1. Suponha que qualquer homomorfismo de
qualquer U-submdodulo de g no U-mddulo g pode ser realizado por um elemento
de 2y. Entdo para qualquer subconjunto finito {u;|i =1,---,n} de 4,

BL+i@oui = (nfuf nB)*. (2.9)

i=1

Demonstragdo. Primeiro, provemos para n = 1. Escreva u no lugar de u;. E claro que
(BL + 9 u)(uL N B) = {0}. Portanto, (Bl +%Dpu) < (uL N B)l. Provemos que (uL N B)l c
(BY +2yu). Se ve (ut nB)* e be ut nB, entdo vb = 0. Consequentemente, ub — vb,
b € B é um mapeamento de unico valor de uB < .#p em ./g. Como, BU < U, uB
€ um U-submodulo de .#p. Além disso, 0 mapeamento € um homomorfismo de uB
no U-modulo .#g. Dai existe um ro € 9, tal que ro(ub) = vb para todo b € B. Assim,
(v—rou)b =0, ou seja, v —rou € B*. Portanto, v € B+ + Zyu. Isto prova o caso para

n =1do lema. Suponha que

n-1
1 _n-1,1 ol
B +_21@0uj_(mj:1uj NB)* . (2.10)
]:
Consideremos B’ = m}’;ll u]L N B. Entdo B’ é um subgrupo de B e B'U < B'. Consequen-

temente, pelo cason=1,

B +Dou, = (u; n B . (2.11)
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Como u;; NB'=n'", u; N B e por|2.10|

(N ur nB)* = B +9u,

= (N"'ur B +Dou,

n-1 n
= BJ'+ Z @ouj+@0un = BJ'+ Z@ou]’.
j=1 j=1

Definicao 2.34. Seja ./ um Z-supermoédulo, onde % é um superanel. Definimos o anel

comutativo de Ry em My como

D ={d e E(My)|dro=r0d, V1o € Ro} = Endg,(M,), onde
E(My) :=1{d: My — My|(m+n)d =(m)d+ (n)d,Ym,n e My}

Teorema 2.35. Sejam 2 um superanel de divisdo e H = My+ 41 um D -supermdbdulo a
esquerda. Sejam U o anel de % -transformacgaes lineares de .4z sobre si e B um subgrupo

aditivo de Homg, (M, # ) tal que BU < B. Suponha que
i Mg éumU-modulo irredutivel;
ii O centralizador de Mg é Dy.

Sejam {xy,---, x,} um conjunto finito de vetores em ., que é linearmente independente
modulo 2, -subespagco Bt no sentido que as classes x, = x1 + Bt VX = Xp+ Bt sdo
linearmente independentes no espaco quociente M o = M, — B*. Sejam y1,- -+, yn arbi-

trarios em M. Entdo existem um b € B tal que
xib=y;, i=1,---,n.

Demonstragdo. Sejam 2 um superanel de divisdo e 4 = 4y + 4, um P-supermoddulo
a esquerda. Entdo .4, e .4p sdo 9, espagos vetoriais. Logo, teremos exatamente as

mesmas hip6teses do Teorema 1 [[8], p. 28]. [ |
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Os seguintes lemas serdo importantes para demonstrar o teorema da densidade

para superanéis.

Lema 2.36. Sejam % = R+ X, um superanel e M = My + M1 um R-supermodulo a

direita irredutivel.

1. Se M, # {0} entdo My é um Ry-mddulo irredutivel e para todo my € M, nédo

nulo, magRp = Mqyp.

2. Se My # {0} et # {0} entdo o anel comutativo de Ry em M, pode ser identificado

com 6y, a parte par do superanel comutativo € de £ em M .
Demonstracgao.

1. Observando mais uma vez que %, € um anel. Se .4, é um %,-submoédulo de
M, ndo nulo, entdao Ny + A% € um sub-supermddulo nao nulo de .4, onde
NaPR1 ={b € Mai1lb="Y Dbiali, bia € Ny, 1; € %1}. Portanto, Ny + No R =

finito
. Logo por comparacgao dos graus, Ny = My e My é Ry-mobdulo irredutivel.

Agora, se mqy %o = {0} para algum 0 # mgy € My, seja Ny = {ng € MylngZ%o =1{0}}.
Logo, Ay é um Zy-submddulo de .4, ndo nulo, pois 0 # my € A, conclui-
mos que Ny = My (M € um Zy-modulo irredutivel). Portanto, 4, %y = {0}.
Se My %, = {0} entdo My R = {0} e M, é um sub-supermddulo préprio de 4.
Portanto, 4,2, # {0}. Entretanto, .4, % é um sub-supermoédulo préprio de .4 .
Logo, se my # 0 entdo ma % # {0} € mgRo = M. Também, mg R, 2 ma Ao
é um %Z,-submoédulo de 4, +1. Se My %, = {0}, enquanto 4,1 # {0} entdo 4,
é um sub-supermddulo préprio de .#, uma contradicao. Consequentemente,
Mq R = MqR1 = Mai1.

2. Consideramos .#, como Z£,-médulo. Seja 2 o anel comutativo de %, em .

Entao paratodo d € 9, ro € %y, € my € M, temos

(mgro)d = (mgd)ry.
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Dado d € &, vamos estender essa agao para .. Fixado m, € .4, ndo nulo, temos

MaR1 = My+1, defina uma acdo de ¥ em 4+ por
(mgry)d:= (mgd)r; paratodo d € 9, r) € &#;. (2.12)

Note que (mgyri)d € #y+1. Vamos mostrar que a acao estd bem definida, isto
é, se myr; = 0 entdo ngy1 = (Mgd)r; =0, onde Ry € My coOma+1e€ 7.
Se ng4+1 # 0 entdo ng 1% = M, (parte 1 do Lema[2.36), logo my = ng415 para

algum s, € #;. Portanto,
Mg = Ng181 = (Mg)dr1)s1 = (Mg)d(r151) = (Mg) (r181))d = ((mgr1)s1)d = (0)d =0,

uma contradicao (m, € fixo e diferente de zero). Do jeito andlogo podemos pro-
var que d comuta com todos os elementos s; € %Z; em .#,1. Por (2.12), d co-
muta com todos os elementos de £, em .#,. Para todo ny.1 € 44+ temos que

existe r; € Z) tal que ng4; = myry. Logo, paratodos ro € Ry, 11 € £, ed €D
(ng+1)dro = (mgr1)drg = (mg)d(rirg) = (mgr110)d = (Mg11)(rod) = (Ng+170)d,

logo, d comuta com %, em .# . Portanto, todo elemento de & pode ser esten-

dido 2 um tnico elemento de 6. Assim, podemos identificar £ com %.
]

Note que para superanéis, K-superdlgebras e supermoédulos é suficiente definir a

operacao de multiplicacdo apenas nos elementos homogéneos.

Definicdo 2.37. Sejam % e R’ superanéis. Dizemos que 4 éum (R, ') -super-bimédulo

se M éum R'-supermédulo a direita e & -supermédulo a esquerda tal que
(ramp)ry = ro(mgpry),

para quaisquerro € R, mg€ M, 1, € R ea, B,y € Z,.
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Lema 2.38. Sejam % um superanel associativo, # um Z-supermodulo a direita e D =
€°*°P o superanel super-oposto do superanel comutativo de & em M. Entdo 4 é um

9 -supermadulo a esquerda com agdo definida por
C-M:=Cy-My+Cy-M1+C1-My+c1-my, Vm=mo+m e M ec=cy+c€F,
onde

ey Mg = (=1)"" mgcy. (2.13)

Demonstragdo. Sejam mgy, m., € My, m}i € Mp, dy €Dy, dg € Dp.

L. (dy o dp)-mg=(D*""Pmg(dy o dg)= (D" (1) mg(dpdy)
sop sop
= (=D P —1)Pmydg)dy, = (1) P(-1)P(-1)*F(dg - my))d,
= (DHP )PP )Py (dg - me) = dy - (dp - ma);

2. dy-(ma+m’ﬁ) = dy-ma+dy-m;5;
3. (dy+ d;,) Mg = (=) (mgdy + mad)) = dy-mg + d;, Mg
4. 19 -mg = (~1)®mylgy = mg, onde 14 é a identidade de 2.
Temos que A = Mo+ A, e
dymg = (=1)""mydy € Myrq, VMg € MyeVdy €D, (2.14)
Portando, .4 é um 2-supermaédulo. [ ]

Definicao 2.39. Dizemos que um superanel Z é primitivo a direita se & tem um super-

médulo a direita fiel e irredutivel.

Se M = My + M1 é um Z-supermbdulo a direita irredutivel, entdo pelo Lema[2.38]

A éum €°*°P -supermébdulo a esquerda. Portanto, .4 é um (6 °°P, Z)-super-bimaédulo.
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Definicao 2.40. Um superanel X é dito ser denso no supermodulo 4 se para todo in-

teiro positivo n e toda escolha de vy, , Vnq € My linearmente independentes sobre 6
e para toda escolha de wyg,--- , wyp € Mg existe um elemento r,_p € Ro_p tal que
VigTa-p = Wip, parai=1,---,n.

Observemos que no caso em que % € um superanel com graduacdo trivial, entdao
a defini¢do acima é a definicao clédssica de densidade. Nesse caso, Z; = {0} e €°°F =
End°? (Mz).

Seja Z = Ry + X, um superanel primitivo. Seja 4 = 4y + 41 um Z-supermddulo
a direita fiel e irredutivel. No caso em que {0} # .4, entao pelo {0} # My é um
Zo-modulo a direita irredutivel e, portanto, um mdédulo semisimples. Mais uma vez,
pelo temos que para todo 0 # mgy € My, obtemos ma %y = M, Ou seja, M, € um
Zp-modulo finitamente gerado. Pelo Teorema da Densidade de Jacobson para anéis,

X age densamente em g .#,, onde I = Endgz (My).

Lema 2.41. Sejam um X = R+ %, um superanel primitivo a direita e M = My + M

um % -supermodulo a direita fiel e irredutivel. Se 4y # {0} entdo a aplicagéo

¢:Ro— E = Endy) (My)

m— mr
é um isomorfismo.

Demonstragdo. Observemos que ¢ estd bem definida e ¢, € uma bijecao para todo 0 #
reRy. Seja 0 # my € M, um gerador de .4, enquanto E-mddulo, isto é, Vng, € 4,
dy € E tal que ny = (my)w. Seja f € E qualquer. Pelo Teorema da Densidade para
anéis ndo graduados, existe um r € % tal que (my) f = myr. Dado n, € #,, temos

que existe um a € E tal que ny = a- my, entao

ngr=(@ my)r=a-mgr)f=a-(my)f =@ my)f=mnyaf,
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portanto, f = ¢, ou seja, ¢ é sobrejetiva. O seu ntcleo é
Ker(p) ={r € Zolpr =0} = {r € Zol(mg)r =0, Ving € Mo} = Anng,(Ma) = (0),

pois 4, é um Zy-modulo fiel, logo ¢ € injetiva. A prova que ¢ é um homomorfismo

de anéis nio é dificil. Portanto, %2, = E. [ |

Logo, quando .# é um Z-supermodulo a direita fiel e irredutivel, 22, € um anel de

transformacdes lineares de .4, em si mesmo.

Teorema 2.42 (Teorema da Densidade). Sejam % = %+ X, um superanel primitivo a
direita, M = Mo+ M1 um Z-supermodulo a direita irredutivel e fiel, e € = €y + 61 0
superanel comutativo de & em 4. Entdo X é um superanel denso de transformacoes

lineares em M sobre P = €°°P.

Demonstragdo. Observamos que 9, = <€OS °P 6 um anel de divisao. Logo, ./, e 5 sd0
espacos vetoriais a esquerda sobre 9 = Cgos °P . Pelo Lema X é o anel de trans-
formacoes lineares de .43 em si mesmo, e %, um grupo aditivo de transformagoes
lineares de .4, em /g tal que Z,_Ro S Rq-p. Pelo Lema , Mg € um Ry-
moédulo irredutivel e o anel comutativo de £, em .4 é 9. Estas sdo exatamente as
hipo6teses do Teoremaque nos permitem concluir que %, p age densamente em

.%af. .

Definicao 2.43. Um superanel associativo é artiniano a direita (a esquerda) se ele satis-

faz a condig¢do da cadeia descendente (DCC) para superideais a direita (a esquerda).

Exemplo 2.44 (Inteiros de Gauss). DefinimosZ|i] = {a+bi|a,b € Z}, onde i>=-1. Con-
sidere Z[i] = oy + o1, onde <ty = Z e & = Z[i]. Entdo Z[i] é um superanel associativo,
entretanto, ndo é artiniano a direita e a esquerda, pois {2"Z[i],n = 1} é uma familia de

superideais de Z|i] que nao satisfaz DCC, pois

0tg---g2"Z[ilg---S4Z[il g 2Z[i] ¢ Z[il.
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Definicdo 2.45. Seja Z um superanel. Dizemos que R é simples se Z* # (0) e os tinicos

ideais graduados sdo os triviais, ou seja, Z e {0}.

Exemplo 2.46. Todo superanel de divisdo 2 é um superanel simples. E suficiente obser-

var que se0 # d, € D, entdo existed_q € D_, talquel =dyd_o =d_qdyg.

Exemplo 2.47. Seja K um corpo. Entdo com graduacado trivial M, (IK) é um superanel

simples que ndo é um superanel de divisdo.

Teorema 2.48. Seja of = oy+o/1 um superanel associativo simples e artiniano a direita.
Entdo, como superanel, «/ = Endg(V), ondeV um superespago de dimensao finita sobre

uma superanel associativo 9.

Demonstragdo. Seja I = Ip+ I um ideal a direta minimal do superanel <, existe pois
&/ é artiniano a direita. Pela minimalidade, I é um supermddulo irredutivel de <,
pois Iof # (0) e I/ # of. Desde que &« é simples, entao I é um supermddulo fiel,
pois se (0) # {y € |Iy = (0)} = B entdo B seria um superideal de « nado nulo pro-
priamente contido em /. Portanto pelo Teorema [2.42} </ é um superanel primitivo
com supermédulo irredutivel e fiel .4 = I. Logo, 4 é um 2 = €°°P-supermddulo a
esquerda, onde € é o superanel comutativo de «f em .4, observemos que & é um su-
peranel de divisdo. Portanto, «f é isomorfo a um sub-superanel denso de Endg ().
Se ./ tem dimensao infinita sobre 9, entao algum .#, tem dimensao infinita sobre

9y, para algum «a € Z,. Sejam vy,,---, Vp,, -+ uma sequéncia infinita de elementos li-

j
nearmente independente de ./, sobre 2,. Seja ¥; = EB@ Vi, Observamos que 7; é
i=1
um Z-supermodulo a esquerda e um grupo graduado de <, com j = 1. Ainda, temos

NCHC - CV; TV G-, ¥n>j=1. (2.15)

Consideremos Ann¥; = Anng¥;+ Anm¥j, onde AnngV; = {bg € o4p|V;bg = {0}}, B €
Z;. Sendo 7; um grupo graduado de </, entdo Ann7¥; € um superideal de </ para todo
j = 1. Nao é dificil provar que Ann7¥;,; S Ann¥;j. Provemos que Ann¥j.y C Ann¥;

para todo j = 1. Como vy,,---, V(j+1), sd0 linearmente independentes sobre %, pelo
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teorema da densidade existe r € &/ tal que v(j+1),r #0e v, r =0, V1 =i < j. Logo,
r € Ann¥j, masr ¢ Ann¥j,,. Dai concluimos que Ann7¥j,, C Ann¥;.

Logo, temos que
Annt 2 Annb, 2 -2 nnV; 2 AnnVy 2---,V¥n>j=1. (2.16)

Portanto, forma uma cadeia descendente adequadamente de superideais a di-
reita de «f. Como & é artiniano, a cadeia se estabiliza, uma contradicdo. Entdo,
ndo existe uma sequéncia infinita de elementos de .4, linearmente independentes
sobre 9. Portanto, dimg,# é finita, sendo n, e pela densidade, o« = Endg./ =
Endy () + End, (). ]

Proposicao 2.49. Seja £ = Ry + X1 um superanel primitivo a direita tendo um supe-
rideal a direita minimal. Entdo quaisquer dois X -supermédulos irredutiveis e fieis a

direita sdo isomorfos, e o isomorfismo é homogéneo.

Demonstragdo. Sejam I = Iy + I um superideal a direita minimal de % = %y + %, e
M = Mo+ A1 um Z-supermobdulo a direita irredutivel e fiel. A fidelidade de .# garante
que mg I # {0} para algum my € My, pois Anng () = (0). Como I é um superideal a
direita de Z, entdo myI é um sub-supermédulo de .4 nao nulo, pela irredutibilidade
de .4, devemos ter myI = 4. Seja
Qq:1—myl
a— mga,
temos que ¢, é um homomorfismo de Z-supermédulos homogéneo de grau a. A

demonstracdo que ¢, estd bem definida, nao é dificil. Sejam a, be I, age Ige rp € Rp,

entao
e (a+b)pyg=mg(la+b)=mga+mgb=(a)pq+ (b)@,.
* (arp)pa = (mqa)rg = (@)PaTp.
* (ap)pq = maag € Mqp-
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Como Img, < 4 é um sub-supermoédulo de .# nao nulo, devemos ter Imp, = A,
portanto, Im¢, = mg1. O anulador de m, em I é um superideal a direita de % propri-
amente contido em I, sendo I minimal, devemos ter {0} = Ker¢,, pois Anni(mg) :=
{a € Ilmga = 0} = Kerg,. Portanto, ¢, é um isomorfismo de Z%-supermddulos de
I em mygl = 4. Assim, cada Z-supermoédulo a direita irredutivel e fiel é isomorfo
a I. Pegamos um Z-supermoddulo a direita irredutivel e fiel e provamos que ele é
isomorfo a I, ondel é um superideal a direita minimal, logo podemos concluir que
todo Z-supermodulo a direita irredutivel e fiel é isomorfo a I. Portanto, todos os %-
supermodulos a direita irredutiveis e fieis sdo isomorfos entre si, basta utilizar compo-

sicdo de isomorfismo. [ |

Observacao 1. Quando dizemos que o/ é uma superdlgebra, estaremos considerando
< como uma K -dlgebra associativa Z,-graduada, onde K é um corpo de caracteristica
diferente de dois. Entdo a partir daqui, nédo repetiremos que uma superdlgebra é uma

K -dlgebra associativa Z, -graduada, utilizaremos simplesmente a palavra superdlgebra.

Definicao 2.50. Sejam 7 = ¥y + ¥ um superespago sobre uma superdlgebra associativa
de divisdo € = 6y + 61, W = Wy + W1 um superespago sobre a superdlgebra associativa
de divisdo 9 = Dy + Dy eo : € — 2 um isomorfismo de superdlgebras de € em 2. Uma
fungdo sy .V — W, comy € 75, é dita ser um homomorfismo de superespagos o -semi-

linear homogéneo de grauy desde que
(ug)sy e Wyrp e (cqup)sy = (ca)o((ug)sy), VYcq€ €, ug€Vp.

Dada uma superalgebra associativa de divisdao 2 e um superespaco a direita de di-
mensao finita sobre 2, entao pela proposi¢ao[2.23|concluimos que Endg (V) = M, (2),
onde a graduacao de M,(2) é dada na mesma proposi¢do. Portanto, quando 7 é de

dimensao finita sobre &, teremos que Endg (7)) é uma superdlgebra.

Teorema 2.51 (Teorema do Isomorfismo). Sejam € = 6y+ 6 e D = Dy + D, superdlge-
bras de divisdo associativas, V = ¥y + V1 um superespago a esquerda de dimensdo finita

sobre € e W = Wy + W1 um superespaco a esquerda de dimensdo finita sobre 2. Entdo
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¢:End¢ (V) — Endg (W) é um isomorfismo de superdlgebra se, e somente se, existe um
isomorfismo de superdlgebras o : € — 2 e um isomorfismo o -semi-linear de superespa-

cosdeV em W homogéneo de grauy
Sy:V =W tal que(ag)Pp = sy_laasy, Vag € (Ende())q. (2.17)

Demonstragdo. Se sy € um isomorfismo o-semi-linear de 7 em # homogéneo de grau

Y entao

¢:Ende(V)— Endg W)

-1
Ag— Sy AqSy-

é um isomorfismo graduado de End¢ (7)) em Endg (V). Antes de mais nada, observe

1

ques, aqSy € E ndg (W), com a, € Endg(V), podemos ver este fato através do seguinte

diagrama,

ag
_—

v 14
s;lT ~ jsy
/4 /4

_—

o1

Y daSy

Nao é dificil provar que ¢ estda bem definida, pois dados a, = b, € End¢ (V') entao,
(@) = s, agsy = s, basy = (ba)p,
observemos que s, € uma fun¢do bem definida, portanto ¢ estd bem definida:

1. ((ap+a)+(bo+b1)p = s, (ag+ar) +(bo+b1))sy = s, (ao+ar)sy+s, ' (bo+b1)sy =
((ap + ay)p + (bo + b1)p, Yag, bg € Ende(V);

2. (agbp)p = sy (aabp)sy = s, aa(sys, bpsy = (s; ags)) (s, bpsy) = (aa)Pp(bp), Yaq, by €
End¢(V), * segue da definicao de ¢.
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3. (vp)sy € #Wp.y, por definigao de sy. Para todo wg € #5, temos

(wp) (s, aasy) = (wp)s, ") aasy = (Wp)s, ) aa) Sy € Wpirysasy = Wprar
———r N— ———
€Vp+y EVBiy+a

pois ¥ +7y =0 em Z,. Portanto, S;laasy € EndgyW)g, Vag € Endg(V)q.

Logo ¢ é um homomorfismo de superalgebras. A inversa de ¢ é dada por

v :Endg (W) — Endg(V)

aaHsyaas;l.

A prova de que ¥ é um homomorfismo de superdlgebras, segue de forma anéloga a
prova de que ¢» ¢ um homomorfismo de superalgebra. Observemos que y¢ = idg,a, ),
¢y = idgna, ). Portanto, ¢ € um isomorfismo.

Por outro lado, suponha que ¢ : End¢ (V) — Endg (#') é um isomorfismo de supe-

rélgebras.

Afirmacao 2.52. A funcgdo ¢ permite visualizar W como um End (V) -supermédulo a

direita irredutivel e fiel, com ag¢do dada por w-a = (w)((a)}), Va€ Ende(V), VweW .

Observemos que a acao estd bem definida. De fato, seja f = g € End¢(V), logo
(NPp=(gPeEndy(W)ew- f=w)((fHp) = (w)((g¢) =w-g YweW. Verificar que
W é um Ende(¥7)-médulo com a acdo dada acima, nao é dificil. Seja f, € Ende(V)q,
como ¢ € de grau zero, temos que (fa)¢ € Endgy (W )q. Logo, wg- fo = (wp)(fo)P) €
Wasrp, Ywg € Wp, portanto # é um Endy(V)-supermoédulo. Para provar que # é um

End« (V)-supermddulo a direita fiel é suficiente observar que Ker(¢) = {0} e
Anngpa,W) ={f € Ende¢(V)|lw-f=0,Vwe ¥} < Ker(¢).

Como # é um End«(¥)-supermoédulo fiel, temos # - End¢ (V') # {0}. Seja 0 # w €
W entdo w-End¢ (V) S #. Seja w' € #. Como a dimg (#) é finita, entdo existem
wi,- -+, Wi tais que {w, wy, - wi_1} é uma P-base de #'. Consideremos g € Endg(¥#)

tal que (w)g = w' e (wj)g =0, V1<i<k-1. Sendo ¢ isomorfismo, entdo existe [ =
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(g)c/)'1 € End¢(V) talque w- f = w' e, portanto, w' € w- End¢ (V). Concluimos que
W é um End(V)-supermoédulo a direita irredutivel e fiel, portanto, a afirmacdo esta
provada.

Na afirmacao provamos que Ende (7)) é um superanel primitivo. Observa-
mos que End« (V) possui um superideal a direita minimal, pois M, (¥) é isomorfo a

End¢ (V) e M,(€) possui um superideal graduado a direita minimal por exemplo,

I:={ Ae My(6)|A=

Observemos que 7 é um Ende(¥)-supermddulo a direita irredutivel e fiel. Como
Ende (V) possui superideal a direita minimal, pela Proposi¢ao 7V e W sao iso-
morfos como End¢(¥)-supermédulos. Se s, : 7 — # € um isomorfismo de Endy (V)-

supermoddulos homogéneo de algum grau y € Z,, entdo
(Warp)Sy = (V) Sy) - 1p = (V) $y)((rp)p) Vg € Vo, rp € (Ende(V))p.
Portanto,
(Wa)((rp)p) = (wa)(S;lrﬁSy), Vwe €Wy, rp€ (Ende (V) p.

Para continuar a prova do teorema, precisamos definir em 7 a multiplicacdo esca-
lar por elementos de ¢ da seguinte forma, (v).£, = cv, Vv € ¥, c € €. Note que £,
estd bem definida, a boa definicao segue da definicao de ¢-supermddulo. Notemos
que £, comuta com todo os elementos de End« 7, a prova desse fato é simples, pois
€ suficiente observar que se f € End« (V) entdo cgf = fcg, Vcg € €5. Note que dados

YL, e Ly, comc,r €6 entao
W) Zer =(crv=c(rv) =)L = W)L L), YveT,
portanto, £, = £, %, (iguais como fungoes).
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Afirmacgao 2.53. Sejam cg € 6 e rg € End¢ (V) g entdo s;ljfcﬁ sy comuta com todos
s;'rpsy = (rp)p € Endg(W).

De fato, seja s;lrﬁsy = (rp)p € Endg (W), com rp € End¢ (V). Temos que rg L, =
2% rg, Cp € 6p, logo

(5, Loys)) (5, 1p8)) = (8, Loy (5,5, ) (rps)) = 5, 15 Loy sy = (5, 1p5y) (5, Loy sy).

Portanto, a afirmacao esta provada.
Seja c € €. Defina (w) f = (w)(s}jl‘ffcsy), Yw e # . Observemos que f é uma funcao
de # em ¥, pois é simplesmente a composicao de funcoes, o diagrama abaixo nos da

uma ideia e a direcao da composicao,
v Ly
s;lT ny jsy
W —W
f
Consideremos dimg # = n. Sejam v € Endg(#') e B={e},---,e,} uma base de #/,

onde e; sdo elementos homogéneos. Como B é uma base de #/, podemos determinar

de modo tnico a;j € Y, com1<i<n, 1< j<m,tais que
ey =ajer+---+ajjej+---+amiem. (2.18)

Seja w e #. Temos que w = bje; +---+bpe, em que b; € P paral <i < n. Pela
linearidade de v e por (2.18), segue que

(w)f =b ey +---+ bn(en)w
=bi(ane+---+amem)+--+bplaiper +-+ amnem)

=(bran +---+bpaip)er+---+bram +---+bpamn)en.
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Logo

ap +---+an ayy - aml
[(w)y]g = : =[b1--- byl s : =[wlg-ylg. (2.19)

am1+ -+t amn ain *°* Aamn

Portanto, todo elemento de Endg (#) tem uma representa¢cao matricial.

Pela afirmacao f comuta com todos elementos da forma s, 1cﬁ sy. Como f €
Endg (W) tem uma representacao matricial e fy = v f Yw € Endg(#'), concluimos
que f é a multiplicacdao por um escalar.

Logo, f é uma multiplicacdo por escalar Z£;,) em # para algum d. € 9, ou seja,
[ =%,,. Definamos a fun¢ao o em & por (c)o = d_.

Para todo a, ¢ € €, temos

(W) ZLacno = (W)S;l ZLlac) Sy
~——
=%: %L,
= W)y (LeLa)sy
= w)s; (Ledy) La)sy
= (wW)s, Lo (sy5,") Lasy
N——
Idy
= (w) (S;lgcs}/) (s;lfas),)
= (w)g(c)aocg(a)a
= (WL oy YTWEW .
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-1
(W) Z(a+c)o = (w)sy ZLla+o) Sy
——
=ZLc+ZLa

= (W)S;1($a+$c)sy

= (W)s;' Lasy+ w)s,' Lesy
= (w)z(a)o + (w)ff(c)a

= (W)(z(a)a +$(c)a)

= (w)‘g(a)a'+(c)g', V w e W.

Notemos que o tem grau zero, pois (wﬁ)s;l.faa Sy EWarp, VW € Wp, Yag € €4 entao
devemos ter por comparacao de grau, (a,)o € D,. Assim, (ac)o = (a)o(c)o, (a+c)o =
(a)o + (c)o e, portanto, 0 : € — 2 dada por ¢ — (c¢)o define um homomorfismo de
superanéis de € em 2. Similarmente, considere a multiplicacao a esquerdaem # £,
entdo (v) L) := (U)Syzds;l, VYveV,onde (w)Z;=dw,Vwe #,comd e P, produz
um homomorfismo de superanéis T de 2 em %. Além disso, (d)T0 = d, o é sobrejetiva.

Assim, o é um isomorfismo de € em & e
(cpug)sy = (cp)a(uqsy) Vug€Vy, cp€ Ep,
isto €, sy € um isomorfismo o-semi-linear de ¥ em #'. [ |

Definicao 2.54. Um superanel % é chamado primo se % é um anel Z,-graduado asso-

ciativo primo.

Definicao 2.55. Um superanel X é dito semiprimo se Z é um anel Z,-graduado associ-

ativo semiprimo.

E claro que todas as propriedades vélidas para anéis graduados primos, também
sdo validas para superanéis primos.

Para o pr6ximo lema, precisaremos da seguinte definicao.
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Definicao 2.56. Sejam % um superanel e0 # e € Z. Dizemos que e € Z é um elemento

idempotente se e* = e.
Exemplo 2.57. Seja % um anel com identidade 1. Logo, 1 é um elemento idempotente.

Exemplo 2.58. SejaFZ, =[Fny+[Fn, aF-dlgebra de grupo, ondeF um corpo de caracte-

+
ristica diferente de dois. Entdo To™

é um elemento idempotente.
A demonstracao do seguinte lema nao € dificil.

Lema 2.59. Sejam % um superanel e e € ¢ um elemento idempotente. Entdo eRe =

eZRoe+ eRoe é um superanel e e é a unidade de eZe.

Definicao 2.60. Sejam % e I um superideal a direita de % ndo nulo. Um elemento e € I

é dito idempotente primitivo se0 # e € I, ’=ecel=eXR.

Assim, como no caso de anéis, o seguinte lema é bdsico para a estrutura de supera-

nel primitivo com um superideal unilateral.

Lema 2.61. Seja % = R, + R, um superanel associativo semiprimo . Sel = Iy+ 1, é um
superideal a direita minimal de X entao I = ey, onde ey € Iy é um elemento idem-
potente primitivo. Neste caso, epZey = egZRoep + eo %1 ey é um superanel associativo de

divisdo e Zey é um superideal a esquerda minimal.

Demonstragdo. Sejam % = % + %1 um superanel semiprimo e I = Iy + I; um su-
perideal a direita minimal de %. Entdo I é irredutivel como Z-supermddulo a di-
reita, pois em particular, I é um Z-supermédulo minimal, ou seja, I ndo possui sub-
supermddulo préprio diferente do nulo. Como I é um superideal de %, entdo 21 é um

superideal bilateral de Z.
Afirmacao 2.62. Se Z1 = {0} entdo I é um ideal nilpotente e, portanto, I = (0).

De fato, é suficiente observar que I € Z. Logo, I* = II € ZI = {0}, sendo Z semi-

primo devemos ter I = (0). Portanto, a afirmacao esta provada.
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Segue que Z1 é um superideal ndo nulo de Z. Logo, {0} # (RID)? = %@I c RI?

eI
e, portanto, 12 # {0}. Se Il = {0} entdo Iyly < 11y = {0} e 111y = {0}. Temos também

que [WZ = IhyRy + [y%, < I = Iy + I, como I é um superideal a direita minimal e (%
é um superideal a direita, devemos ter, [(Z = I ou [(Z% = {0}. Como Z € semiprimo,
logo Anng (%) = 0, portanto, se IpZ = (0) implica Iy = (0) e [p%; = (0). Portanto,
2 =Iglg+Io + I; Ip+ [ I; = {0}, uma contradicao. Assim, I # {0}, além disso aq I # {0}
para algum a, € I,, pois caso contrdrio, terifamos I? = {0}, provamos acima. Entao,
como IZ < I segue que a,IZ% < a1, portanto, a, I € um superideal a direita ndo nulo
contido em I (observemos que a, € I e I é um superideal a direita), portanto, a, I = I.
Observamos que I = I+ I;. Como I = aql entdo Iy + Iy+1 = aq Iy + aq ;. Por compara-

¢do de grau, devemos ter ay Iy = Iy € agey = a, para algum ey € Iy. Portanto,
ageo = ag = (agep)eg = agey = aae(z) =agey = a,a(e% —ep) =0, pois aqep = ag.

Afirmacao 2.63. Seja ] = {r € Ilagr = 0}. Entdo ] = Jo+ J1 é um sub-superideal propria-

mente contido no I, onde Jg = {rp € Iglaqrp = 0}.

De fato, observamos que J # @, pois 0 € J. Temos que /% < ] porque para todo

r € J, temos
rel=>rucel,YueZ=ruc], pois aq(ru) = (asr)u=0u=0.
Sejam r, c€ J entdo a,r =0e a,c =0, logo
* aq(rc) =0;
e aqg(r—c)=aqr—agc=0.

Portanto, rc, r — c € J. A afirmacao esta provada.

Uma vez que, aql = I e I> # (0), temos que J estd propriamente contido em I.
Sendo I minimal, temos J = {0}. Portanto, eg = ep. Seja D = egRep= eg(Xo+ RX1)ey =
eoRoey +eo%1e0 = Yo+ %1, observemos que ¥ € unitdrio e a unidade € eg. Se egbgeg 7#

0, entdo egbgeoZ € um superideal a direita de % nao nulo, egbgey € egbgeyZ, pois
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eobgey = (egbpgep) ey, portanto, {0} # egbgeoZ < I (e € Ip). Mais uma vez, observamos
que I é superideal a direita minimal, logo egbgeoZ = 1. Como e € Iy € bgeg € Z temos
eobgeoZ < egZ% < 1, pois I é superideal a direita de . Observemos que epZ € um
superideal a direita contido em I, notemos que eyZ # (0), pois 0 # ey = egeg € e Z%.
Como I é um superideal minimal, temos egZ = I e, portanto, egbgeoZ = eg%. Entao
eobgeo R ey = egZ ey, logo existe ¢ € Z tal que egbgegcey = eg. Observemos que ¢ € %,
como em Z; temos —f = f, concluimos que ¢ € %g, logo egcep = (eobﬁeo)_1 € Dp.
Assim, 2 é uma superanel de divisao.

Considere £ = Zeg = Xoeg+ Ri1e9g = Ly + L. Se % = ff(; + .55{ c £ é um supe-
rideal a esquerda ndo nulo de %, argumentando como acima trocando simplesmente
as notagoes de esquerda por direita, 312 # {0} e existe aq € 3; tal que $,aa # {0} (a
demonstracao é andloga a feita acima).

Portanto, eyay # 0. Assim, a, = ageg € Xey, agey = Ag, ENtao egagey = epdq 0 #
epdq = epagey € epZey = 2 (a demonstracao é analoga a feita acima). Logo, eyaqep €
invertivel em 9, ¢ € Lep= Rey < £ c%éum Z-superideal a esquerda minimal.

Mostramos que se, para algum elemento idempotente eg € I, egZ ey € uma supera-
nel de divisao entdo Ze, é um superideal a esquerda. Um argumento analogo, prova

que epZ é um superideal a direita minimal. [ |

Sejam 7 = ¥y + 71 um superespaco a esquerda sobre uma superélgebra de divisdao
€ =6p+ 61 e W =W+ # um superespaco a direita sobre ¥. Um emparelhamento
bilinear (,), € uma funcao bi-aditiva (,),, : ¥ x # — € satisfazendo

(uay wﬁ)w € (ga+ﬁ+w»
(CyUa, Wp)w = Cy(Ua, WB)w)
(U, WpCy)w = (Ug, WB)wCy,
para todo uq € ¥y, wp € #p € ¢y € €y. Dizemos que um emparelhamento bilinear (,)

é nao degenerado se

(Ua W) =10} = uy =0 e (V,wp)y=10} = wp=0.
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Se (,), € ndo degenerada dizemos que os superespacos ¥ e # sao duais. O € -superespaco

a direita # pode ser visto como ¢ °*°”-superespaco a esquerda através da acdo

CW = WyCy+ W1Cy + WyC1 — W1 Cq,

onde w=wo+ure¥ ec=cy+c €6,

onde ¢ywp := (—1)hAr wgcy. Um elemento homogéneo ay € Endg(V)q € dito ter um

adjunto ay, € Endgsor (W) se
(Upa, W5)o = (1) (up, wsaz)w, Yup € Vp, ws € Ws.

Denotamos o sub-superanel de elementos de End« (7)) tendo um adjunto por £y (7).
Um elemento a € End«(7') tem posto finito se 6p-dimensao de (7 a) é finita. Em par-
ticular, a tem posto 1 se ¥ a = € u, para algum u € 7. Denotamos o conjunto dos
elementos de £y (¥) tendo posto finito por §y (7). Agora, provemos um completa-
mente andlogo o teorema de estrutura para anéis primitivos com um ideal a esquerda

minimal.

Teorema 2.64. Se % é um superanel primitivo com um superideal a direita minimal

entdo existem um superanel de divisdo 2 e P -superespacosV e W tais que
SIS R Ly D). (2.20)

Por outro lado, dados W', V' superespagos duais sobre superdlgebra de divisdo 9, qual-
quer superanel % satisfazendo é primitivo e contém um superideal a direita mi-

nimal. Sy (V) é o tinico superideal minimal de %.

Demonstragdo. Seja £ = %o+ %1 um superanel primitivo com um superideal a direita
minimal I = Iy + I;. Pelo Lemal2.61} I = ep%, onde ey € Iy é um elemento idempotente
primitivo. Seja 7 = epZ o superespaco a esquerda sobre a superdlgebra de divisdo
D = eyRep e W = Rey 0 superespacgo a direita sobre Y. Para uy = epdg € Vo € wp =

bgeo € #p, defina

(Ua, W) := UgWp = eydabpeo € Do p, (Aq € Ra, b € Rp).
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Além disso, Z é primitivo, entdao Z € primo e {0} = (uq, #)o = epagZ%ey implica que
Ug = eydq = 0. Similarmente, (¥, wg)o = {0} implica que wg = 0. Assim, 7" e # s@o

superespacos duais. A multiplicacao a direita
RrY:Y/—J/, U— ury, TyERy,

induz um homomorfismo de superanéis de Z para Endg(¥7) que € injetivo por que
V € Z-supermodulo a direita fiel. A partir de (uqRy,, wp) = egaqrybpgeo, vemos que a
adjuntade Ry, € £, commultiplicacdo a esquerdade # por ry. Portanto, R, € £y (V).

Se bg < §w (V) € de posto 1 entdo
Vbg<PDu, paraalgumuy€?,.

Seja wy € #, tal que (uy, wy)o = 1, existe por que 2 € um superanel de divisdo. Se
Uabp = dg—p+yuy entao
da-pry = (Aa-pry Uy, Wyo = (Uabp, wy)o = (Ua, bgwy)o = (Ua, Wpy)o,
onde wg,, = b”g wy. Portanto,
Uabp = dg_pgryly = (Ug, Wery)oUy, YUgq€Vg.

Em particular, eg € de posto 1 e (epag)eg = (epaqeo)eo. Logo, uy = egry para algum

Iy € Ry, € Wpyy = Cpiyeo, Paraalgum cgy € Zpiy,

uabﬁ = (Ugq, wﬁ+y)0uy
= (Uq, Cp+ye€0) Uy
= eoaaCﬁ+Y€0 Uy
= eoda()ﬁ_,.ye()eo Ty
= Uq(Ca+yeoly)

= UgRcs, egryy VU €.
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Assim, toda transformacdo de posto 1 pertence a imagem de %. Por isso, §y (¥) esta
contida na imagem de % e podemos identificar Z como um sub-superanel de £y ()
contendo Sy (7).

Reciprocamente, dado 7 e # &-superespacos duais, se Z é um sub-superanel de
Ly (V)contendo §y (¥) entdo é claro que Z age fielmente e é irredutivelmente em 7.
Sejam ug € ¥y fixo e Lo = {rq € RalVpra S Da—plio}-

Seja L = . éBZZLa. Queremos mostrar que L é um superideal a esquerda é minimal.

Para um yg € #} fixo, considere
@ (ug) = (Uqa, yploUo, Ug E Vy.
Uma vez que o adjunto é dado por
W(wy) = yplug, wylo, wy€eWy,

esta fungdo de posto 1 pertence a Lg. Denotemos Lg por bg.

Queremos provar que todo elemento homogéneo a, de L, é um mdiltiplo de bg
a esquerda por algum elemento de %, donde, L é minimal. Argumentando como
acima, se (ug, wo)o =1,

Uy Aq = (Uy, Wa+o)oUo = (y, AqWooUo,  Uybp = (uy, bgwo)oo.

Escolhendo xg € 3 tal que (xg, b;; wop)o = 1, temos

Uy Cy+p:= (y, g W0)oXp, Cyrp €S (V) S R

tycy-pbp = (uy, ag WodoXpbp
= (Uy, ag wo)o(xp, bgwo)oUo
= (uy, g wo)oUo

=uyaq Vuy €Y.
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Consequentemente, L é um superideal a esquerda de Z e, pelo Lema[2.61} % con-
tém um superideal minimal.

Uma vez que multiplos de elementos de posto finito tem posto finito, entdo §y ()
é um superideal de Z e qualquer superideal diferente de zero de £ contém elemen-
tos diferente de zero de posto finito. Argumentando como acima, vé-se que ele deve
conter elementos de posto 1, portanto todos elementos de posto 1, e também todos
elementos de §» (7). [ |

Se 0 é um antiautomorfismo de um superanel &, entdao o é um isomorfismo de &

em 2°°P e ' é um Z-supermddulo a esquerda com a aciao
d(jLUﬁ = (—1)6’BLUﬁdU, ds € Ds, wep € %

Definicao 2.65. Dizemos que (,),, : V x W é um par sesquilinear de 9 -superespagos a

esquerda se

(dsuq, Wp)w = ds(Ug, Wp)w,

(1t dswp)e = (—=1)°P (g, wp) ,d?,
para todo ug € Vy, wg € Wp, ds € Ds.

Se — é uma superinvolucdo em 2, entao 2 é isomorfo a 2°°” e podemos considerar

o emparelhamento sesquilinear de 7 x 7. Referimos a ela como superforma.

Definicao 2.66. Seja 2 um superanel. Se € € Z(9) com €€ = 1, uma superforma €-

hermitiana é um emparelhamento sesquilinear satisfazendo
(Ug, WB)w = (—1)“ﬁ€(wﬁ, Ua),, YUag€Va, WeEWp.

Uma superforma (,),, € dita ser par ou impar se w = 0 ou 1. Se € = 1 (respectiva-
mente, —1), (,),, é dita ser hermitiana (respectivamente, antihermitiana). Dizemos que
um Z-supermoddulo a direita 7 é auto-dual com respeito a uma superforma (,)o se para
todos ds € Ds, Vo € Vo, W€V

(ds Ua, wp)o = di(Ua, Wp)o, (Ua,dswp)o = (—1)"P (uy, wp)ds,

(wp, Ua)o = (—=1)*F (uq, wp),.
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Teorema 2.67. Um superanel primitivo Z = R + %, com um superideal a direita mi-
nimal tem um superinvolugdo * se, e somente se, Z tem um supermodulo auto-dual a
direita V', o superanel comutativo € de & em V' tem uma superinvolugdo, e * é a ad-
junta com repeito a uma superforma ndo degenerada hermitiana ou antihermitiana em
V.

Demonstragdo. Se existe um idempotente par primitivo e simétrico ey = e; entdo 2 =
eoZey € uma superalgebra de divisdo com involucdo ~ = *|g e o superideal a direita
V =eyRo+ey%1 =¥+ 71 € um D-superespaco a esquerda. Para u, = epaq € Vo, wg =

eobg € V5 definimos
(Ua, Wp)o 1= epaq(eobp)” = eoaabzeo € Dasp-

Verifica-se que (,) € uma forma biaditiva graduada de grau 0 e para todos ds € D3, vy €

7/05, u}ﬁ € %,

(ds Ua, Wp)o = ds(Ua, Wpo, (e, dswp)o = (~1)*P (ug, wp)ds,

(wp, Ua)o = (—-1)*F (uq, wp),.

Isso significa que 7 é auto-dual com respeito a (,)o. Sejam u, = egaq, Wg = eybp €

Ws = ey 55 em 7. Entao,
~ _ ~ * _ _1\0B ¥ ¥ _  170P ~ ok
(U s, Wplo = Ug WswWp = (=) g (WsWs)" = (=1)" (Uq, W Wp)o,

portanto, * é o adjunto com respeito a superforma hermitiana (,)o.

Se um superideal a direita minimal I = Iy + I; contém um elemento homogéneo
e-simétrico a, = €ay, € = +1, tal que a, I # {0} entdo I = ¢yZ para algum idempotente
primitivo adequado e, € I, com e(’)‘ = ¢y. Com efeito, desde que ay I # {0} entdo a,l =1
e, argumentando como na prova do Lema [2.61} existe um idempotente f; € Iy tal que
agfo=ag el = foR, ag €I = fp#. Como I = fyX, entdo a, = fob, para algum b, €
Z 4. Logo,

aq = foba = foaa = fozba = foba = folaq —ba) =0=> aq = bg.
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Entdo foa, = aq e
ag=¢€ay=c(foaq)” =€eayfy = (aq.fo)fy -

Mais uma vez, argumento do Lemaprova que e = fofy € Ip é um idempotente
simétrico par ndo nulo, tal que I = ey Z%.

Suponha a partir de agora que I é um superideal a direita minimal de Z e se a;, =
€aq € Iy, € = £1, entdo a,l = {0}. Desejamos provar que se bﬁbz # 0 para algum
bg € Jp, onde J é um superideal a direita minimal entao J *J = {0}. De fato, pelo Lema
bﬁbg # 0 implica que {0} # bﬁb};‘% c ], pois (bﬁb;;%ﬁ) = Jg, VB € Z,. Portanto,
bﬁbz;,% =Je] = ,%bﬁb;. Desde que bﬁb;; € J é simétrico, J* ] = ,%"bﬁb;;]: {0}.

Afirmamos que existe um superideal a direita minimal I tal que a,a,, = 0, para
todo a4 € I;. Seja I um superideal a direita minimal de #. Para qualquer 0 # a, €
I,, pelo Lema 0 Teorema2.64) I = aq % = eo% € ey = Ra, € um superideal a
esquerda minimal. Portanto, (Za,)* = a,% é um superideal a direita minimal. Se
algum deste satisfaz bg b = 0 paratodo bg € Ay R o+ p entdo acabamos. De outra forma,

pelo argumento anterior,
RagayR = (a,R)" (ayR) ={0} Vagely. (2.21)

Assim, por primalidade, ayay, = 0, para todo a, € I, que prova a afirmagao.

De agora em diante, seja I um superideal a direita minimal de £ tal que aya;, =0,
para todo aq € Iy. Escrevendo I = egZ = eg%y + epZ%1 como no Lema temos
e()%eg # {0} por primalidade. Portanto, em%ue(’; # {0} por pelo menos um u € Z,. Es-
colhemos u para ser 0 se possivel. Este serd sempre o caso se 9 = egZ% ey # {0}, pois
eo e, # {0}, desde que e; Ze, = (egZep)” € um superanel de divisao com unidade ey,
eoRoe; 2 eoR1ey R ey # {0}. Podemos, portanto, assumir que se v = 1 entdo 2, = {0}.

Suponha que egZ,e, # {0}. Se eo(r,+71,)e; # 0, para algum r, € #,, fazendo
ty = ry + r,, podemos assumir que (egt,ey)” = eptye; # 0. Caso contrério, visto que

(eoruey)” = —eoryey, paratodo ry, € #,, escolhemos t, € Z, tal que (eptyey)* = —eptyey #
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0. Assim,
(eotuey)” =ceptyey, €= +1.

Como ey Zeptyey # {0}, por primalidade, uma vez que e; Ze; é um superanel de divi-

sdo, pode-se escolher s, € Z,, tal que
epSueotuey = €.
Aplicando *,

eo=e; = (egSueotuey)”
= (- egt ey sie
= (D)% egt el skeo
= (—1)”2 (eot,eq)” s, €0

= (—-1)"eegtye; s, €0, Observemos que W =u YueZ,.

Portanto,
* * u * %
ey Sueo = ey su((—1)"eegtyey s, eo)
u * *y Lk
= (=1D)%(eysueotuey)s,eo
=(-1"eeq s, €0
e

* * u *x
(egsueo)” = (—1)"eysyeo.
Por isso, temos

* * * *
( *yk * * * _ 1 u. * :
eotyey)” =e€egtyey, (egsyen) = (—1)"eeysyeo
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Seja ¥V =1=eyR, para vy = eydy € Vg, Wg = eobpg € Vp,

VaWp = €dq(eobp)”

= eoaab;e{;
= eoaabge(’; Sueoltuey.
Defina
— * * f—
(Va, W)y := eoaabﬁeo Sueo € e0Rq—p+veo = Da—pru-
Temos que

* *
(Ug, Ug) y = €9 Aq Gy €q Syep =0,
——
=0

para todo vy € 7,. Se (vq,¥), =0, entdo

0=Wa, ) u= Wa,e0%)y
= (€0 aq, €0R) = egaa R €y Sy,

C.epaq R ey sueo = {0}.
Mas e s, e # 0, logo
epaq =0, por primalidade.

Similarmente, (¥, wg), = 0 implica que wg = 0, portanto, (,), € ndo degenerada. E 6b-

vio que (,) é bi-aditiva e homogénea de grau 0. Se ds € D5, (dsVa, Wp)y = ds(Va, We)y.

Além disso,
(Va, dswp)y = eoaabEeS ds ey sueo
= eoaabgeg Sueotuey ds ey sueo
= (Va; Wﬁ)dﬁ,
onde

ds = eptyeq ds eq syeo.
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Para ds € 95,

ds = e tuey dy eg sueo
= eptueg (eotueq ds e sueo)” eg Sueo
=(-1) u? (—1)0%e, tuey Speodseot; ey Syeo
= (-1)%“eepdseeg
= (-1)°“ds
=ds,

pois se u =1 entao 6 deve ser 0. Para ¢, € 2y e ds € D5,

cyds = eotyey (cyds)” e sueo
=(-1)"%¢ tueg ds c; eg Su€o
= (1) eqtyey dy (eocy)* sueo

5
= (=1)"egtyeyds ey sueotuey cy ey Sueo

Cy

= (-1)"dséy.
Assim, — é uma superinvoluc¢do de 9 e (,), € uma superforma sesquilinear nao dege-
nerada em 7 cuja a adjunta é . Finalmente

(Va, Wp)u = eotuey (€odabgeq sueo)” eg sueo

= (1) (1)@ Pug, tuey S,eobgag e sueo

= (1) (1)@ PU(-1)ceobpal e sueo

= (D)*P (D)@ PU-1)e(wp, va) -
Se u = 0, entdo (,)¢ € e-hermitiana. Se u = 1, assumimos que 2; = {0} e portanto
(Vq, Wg)1 = 0 para todo vy, wqy € 7. Donde o lado direito é 0 a menos que o — = 1.

Assim, para todo vy € ¥, wg € ¥,
(e, wp), = (-1)*Pe(wp, uq)
(,)1 ¢ uma superforma e-hermitiana. [ |

69



Exemplo 2.68. Sejam 2 uma anel de divisdo com involucdo — e W um 2 -espago veto-
rial a esquerda munido com um forma e-hermitiana ndo-degenerada g : W x W — 9.
Se A é um subanel de Endg (W) satisfazendo Sy W) < A< Ly W), sejaV = Vy+ V1,

Vo = W, isto é, como Z-espago vetorial, V é uma soma direta de duas copias de W , e

A0 0 A
R = M,(A) = Ry+ Ry, onde Ry = ( , R = com agdo obvia a direita em

0 A
V. Dado 2 com graduagdo trivial, 2y =2. Entdo h:V — 2 dada por

h(vg, we) :=0, h(vy, wy) := g(vo, w1), €

h(uwn, vo) := —h(vg, wy)

é uma superforma (-€)-hermitiana impar ndo-degenerada que induz uma superinvolu-

SR

onde ~ é a involugdo de A induzida por g., ou seja, g(wa, w») = g(w, dw»). SeW = fyA,

¢do * em R dada por

onde fy é um elemento idempotente de A, entdo

_( 0 0)
ey =
0 0

é um elemento idempotente primitivo de R tal que egRye, = {0}, mas é claro que egR, e}, #
{0}. Isso mostra que o tiltimo caso do Teoremal|2.67 pode ocorrer, ou seja, Se u =0, entdo
(,)o é e-hermitiana. Se u =1, podemos assumir que 2, = {0} e portanto (vy, W), =0
para todo vy, Wy € V5. Donde o lado direito é0 a menos que a — = 1. Assim, para todo
Vg € Vg, wp € Y/ﬁ,

(e wp), = (-1)*Pe(wp, uq) e

(,)1 é uma superforma e-hermitiana.
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Capitulo 3

Superalgebras Associativas de Divisao

Seja K um corpo. Uma K-superélgebra é uma superélgebra associativa sobre K.

Definicdo 3.1. Sejam «f umalk-superdlgebra e I um superideal de «f . Dizemos que I é

um superideal proprio se I C < .
Definicao 3.2. Seja «f umalK -superdlgebra. Definimos o centro de </ como
Z(A):={aeAd|ab=ba, Vbe }.
Seguinte lema afirma que o centro de uma superélgebra é um superanel.

Lema 3.3. Sejam «f uma K-superdlgebra e Z (<) o seu centro. Entdo Z (/) é um sub-

superanel, ou seja, Z (/) é um subanel Z,-graduado de < .

Demonstragdo. Observamos que @ # Z(<f), pois 0 € Z(<f). Sejam a,a’ € Z(</) entdo
ab=ba, d'b'=b'd',Vb,b' € <. Logo,

i. (a—aYb=ab-ab=ba-bd =bla-a), Vbe o;
ii. (aa)b=a(a'b)=aba)=(ab)a =b(aa), Vbe .

Portanto, a—a’, aa' € Z(<f). Observemos que Z(<f) = Z( )+ Z(4)1, onde Z () 1=
{ag € dylaghb=bagy, Vb e of}. [ |
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Definicao 3.4. Seja of = oy+<) umalk -superdlgebra unitdria. Dizemos que f é central
seK = Z()Nnady. No caso em que of é uma K-superdlgebra com graduacdo trivial,

dizemos que < é central selK = Z ().

Observamos que a igualdade K = Z (/) N« significaque B=K: 14 = Z(«) Ny é

um corpo isomorfo a K.

Exemplo 3.5. Seja C = Cy+ C; o corpo dos ntimeros complexos, onde Cy = R,C; = iR,
ondeR é o corpo dos numero reais. Claramente, C é uma R-superdlgebra central e o seu
centro éC, entretanto, com graduagdo trivial, C ndo é uma dlgebra central sobreR, pois
R#Z(A)=C.

Dado n > 1, considere M, (C) a R-dlgebra de matrizes com entradas em C. Temos
que M, (C) = M, (Cp) + M, (Cy) = Mp(R)+iM,(R). Seja¢p:R — B, B ={al,xnlac R} <
M, (Cy), dada por ¢p(a) = al,xp, onde I, é a matriz identidade. E fdcil ver que ¢ é
um isomorfismo de R-dlgebras e que B é a intersecdo do centro com M, (Cy). Portanto,

M,,(C) é um superdlgebra central.

Os seguintes lemas serdo importantes para o resultado principal deste capitulo.
Lema 3.6. Seja «f umalK -superdlgebra. Entdo dlz + o) é um superideal de .
Demonstragdo. Provar que dlz + of; € K-espaco, nao € dificil. Observamos que .sz¢12 c
<, logo ,sz¢12 N/ = {0}. Temos também que <) (.sz¢12 + o))l = ,ssz‘z + df’ c dlz + o).

cot?  co)
Como o/ )y < &) temos que .szflz,szfo c dlz. Portanto, dlz +of] éum s&peridleal dess. R
Lema 3.7. Seja «f uma K -superdlgebra simples. Entdo
i. oy = (0) outf = .

ii. Sel éum ideal proprio de <y ndao nulo, entdo

(@) 1+ o) 1oty =ty
(b) o1+ 1oty = oA,
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iii. Se ] é um ideal proprio de < nédo nulo, entdo as projecoesn;: ] — <;,i=0,1, onde

i (x) = x;, X = Xo + X1, sdo isomorfismos de <fy-modulos.

Demonstragao.

i

ii.

Se o1 # {0} entdo .szilz + /1 é um superideal ndo nulo de &, logo &« = dlz +of].

Portanto, df = oy por comparacgao de grau.

Seja I um ideal de </ nao nulo, entdo [+1<f] + of; I + of1 [.of; é fechado em relacao
a soma e multiplicacdo a direita e a esquerda por &« e </, portanto é um ideal,
e é graduado, pois I + o 1af) € oy e 1) + 1] < o). Sendo I # (0) segue que
0) #I< I+ Ity + o) I + o 1f) é um superideal ndo nulo de «/. Como < é uma
K-superalgebra simples, devemos ter of = I + [.of) + </ I + <) [.<f; e, portanto, <) =
I+ o1t € o) = 1oty + oA 1.

iii. A projecao é um homomorfismo de «#-mddulos, logo my(<) é um ideal de <.

Temos que J N <Ay e m(<) sdo ideais de «f. Se J N oy = n(<f) entdo J seria gra-
duado, uma contradicao, pois &/ é uma K-superélgebra simples. Seja I = N e
I' = my(J). Multiplicando I e I por «# a esquerda e a direita e usando o fato que J
é um ideal de of, obtemos of; I.o#; € [ e o, 'y < I'. Pelo itemlildo lema[3.7} I e I’

nio podem ser proprios. Portanto, I = (0) e I' = <.

Consequentemente, JNof] = o(J N o) = ,szflz(]n.szfl) c (N = 40 =0,
e m1(J) contem </ 7mo(J) = «f;. Assim, as 7; sdo sobrejetivas, e tém nucleo zero,

portanto ; sdo bijecoes.

Lema 3.8. Seja of uma K-superdlgebra simples. Se of = <fy + <f1 é uma superdlgebra

unitdria, entdo < é simples comoK -dlgebra ou <ty é simples e o) = edyu, comu € Z(A)N
o e u?=1.

Demonstragdo. Notemos que & € uma dlgebra unitdria. Suponha que « néo € sim-

ples como K-algebra. Entdo &« tem um ideal proprio J, e podemos aplicar o lema

73



item Escreva u = w7, 1(1). Sendo 7; bijecOes, temos que existe um unico
w = xo+x; € J tal que mp(w) =1, logo xop = 1. Observamos que nal(l) = w, logo
u= nlnal(l) =m(w) = x;, portanto, w =1+ u € J. Sendo J ideal, segue que u(1 + u) =
u+u’e J,logo u=m(w) =m(u+ u?) = u, pela injetividade de m;, w = u + u? donde
u? = 1. Mais uma vez, sendo J ideal, segue que z;(1+u), 1+ u)z;e Jem;(z;(1+u) =
zi =i ((1+u)z;), pelainjetividade de 7; segue que uz; = z;u para todo z; € ;. Assim,
ue Z((A)ngf. Observamos que of] = o1 = o) u? = (Ghuwu < yu < o, portanto,
o = u.

Finalmente, se I é um ideal de <, temos
.$2¢1L$2¢1 = .52¢0u1=$2¢0u = doulu = .Qfofuz = .£Z¢()I =1,
e pelo Lema[3.7)itemlii, I ndo é proprio. Assim, =7, é simples. [ |

O préximo lema serd importante para demonstrar o Teorema Superdlgebra de Di-

visdo que serd o resultado mais importante desse capitulo.

Lema 3.9. Se of = oy + o) é uma superdlgebra unitdria simples central sobrelK entdo </
é simples como uma dlgebra ou <ty é simples e o, = edyu, com u€ Z(A) Nty e u® = 1.
Além disso, o ou <y é simples e central como uma dlgebra sobre K e se of tem dimensdo

finita a afirmativa é exclusiva.
Demonstragdo. Veja [[5], Lemma 4, 5]. ]

Definicao 3.10. Seja o uma K-dlgebra. Um isomorfismo f : o — o é dito um auto-

morfismo de .
Claramente a funcao identidade é um automorfismo de «/.

Exemplo 3.11. Para qualquerK-dlgebra <f e c € o inversivel, denotamos pory . a fun-
¢do (X)y. = cxc™'. Observamos que w. é um automorfismo de <. E claro que v | o €

um automorfismo de <.
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Dizemos que um automorfismo f de & é automorfismo interno, se f(x) = cxc!

para algum c € «/.

Uma involucdo * é dita do primeiro tipo se a restricao ao centro é a identidade e
do segundo tipo caso contrdrio. Usaremos a mesma termologia para superinvolucdes.
Adotamos a seguinte convencao para lidar simultaneamente com superinvolugdo do
primeiro e segundo tipo. Assumimos Z(<f) Ny =K e k = {c e K|c" = ¢}. Assim, K = k
se * é do primeiro tipo, K = k[0], onde k[f] é uma extensdo quadratica de k com 6 =
—0 se a caracteristica de K é diferente de 2 ou 8" =0 + 1 se a caracteristica de K é 2.

Seja K um corpo, definimos K? := Z a?la,- €K ;. Se K é de caracteristica 2 entdo
i<oo
denotamos 2(K) o conjunto {a + a®|a € K}.
Antes de determinar as superalgebras associativas de divisao, anunciaremos alguns

resultados preliminares.

Lema 3.12. Seja 9 uma K-superdlgebra associativa de divisdo. Se 2, # {0} entdo 2, =
@ou,VO ZUE @1.

Demonstragdo. Seja 0 # u € 2;. Como 2 um superalgebra de divisio, logo existe u ™! €

9, tal que ulu=1. Logo, 91 = 2,1 = Ql(u_lu) = (9 u Huc You < 9. Portanto,
@1 =9u. ]

Lema 3.13. Seja % uma superdlgebra de divisdo central sobre um corpoK. Se 9 é uma
I -dlgebra simples e 2, = Dyu, onde u? € Z(2)NDy com0 # u® = L€ K. Entdo A ¢ K2.

Demonstragdo. Suponha que A € K2, podemos supor que A*> = 1. Observamos que

1+ 1+1
(1+ 1) =2+2A. Logo, > é idempotente. Portanto, K( ) é um ideal préprio de

2,logo 2 nao é simples. [ |

Lema 3.14. Sejam & uma dlgebra de divisdo sobre K, onde K é um corpo de caracte-
ristica diferente de 2, e ¢ um automorfismo externo de & sobre K tal que ¢* = 4, para
algumde & com(d)p=d. SejaP =& +Ev, como & -espago vetorial a esquerda e defina

vi=deva:= (a)pv, Ya € &. Entdo,
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1. 9 é umalK -superdlgebra associativa.
2. 9 é umaK-dlgebra de divisdo se, e somente se, d = (c)¢c ndo tem solugdo em &.
Demonstragao.

1. Sejam @y =& e 2, = &v. Essa graduacao é compativel com o produto em 9, resta
checar que é associativa. E suficiente provar a associatividade para & v, notemos

que

(avbv)cv = (a(b)pvv)cv
= (a(b)pv*)cv
= (a(b)pd)cv
= a(b)pdcv
= a(b)pdc(d ' d)v
= ab)p(dcd Hdv
= a(b)p(c)p*dv
= a(b)p()p* (d)pv
=a(b(c)pd)pv
=av(b(c)pd)
=av(b(c)pvv)

=av(bvcv),¥Ya, b, ce &,
isso prova a associatividade de 2.

2. Suponha que 2 é uma K-élgebra de divisdo. Seja ¢ € £/{0}. Consideremos ¢ =
b~la,onde b =1e a=c. Entdo a+bv #0. Logo, existe m + nv € 2 tal que

(a+bv)(m+nv) = 1. Desenvolvendo o lado esquerdo dessa igualdade, obtemos:

(a+bv)(m+nv) =am+ b(n)¢pd + (an+ b(m)p)v.
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Logo,

am+b(n)pd =1

(a+bvyim+nv)=1< )
{ (n)p=—(a ' bypdmd™!

Portanto,
(a-bla *h)ypdym=1. 3.1)
Por[3.1] obtemos
0# (Mp= (@ - (D)pda' b)(m)e.

Logo, 0 # ()¢ — (b)pda ' b)(m)¢p. Consequentemente, 0 # (a)p — (b)pda ' b.

Observamos que
0# (@¢—(b)pda'bo0# b laypbta—d.

Comoc=blaecgé qualquer, concluimos que 0 # (¢)¢pc—d, Vc € £/{0}. Para
¢ =0, obtemos (c)¢pc = 0 # d. Portanto, a equacao (c)¢c = d ndo tem solucao em
8.

Reciprocamente, suponha que a equacao (c)¢c = d ndo tem solucdo em &.
Primeiro, observamos que (¢)¢pc = d ndo tem solugdo em & se, e somente se,
(0)pc—d #0, Yc e &. Nao é dificil verificar que 9 e 27 ndo possuem divisores
de zeros. Sejam h=a+bve P, coma, be &/{0} e m+ nv € 9 tais que (a+

bv)(m+ nv) = 0. Desenvolvendo o lado esquerdo dessa igualdade, obtemos

{ am+b(n)pd =0 52)

an+b(m)¢p =0.

Entdo n = —a”'b(m)¢. Substituindo 7 na primeira equacio do sistema ob-

temos
(a—bla ' h)ypd)ym =0.
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Afirmacao 3.15. (a- b(a'lb)(,bd) #0.

De fato, pois (b 'a)¢pb 'a—d # 0se, e somente se, a— b(a 'b)¢pd # 0. Como
(c)pc #d, Vce&. Portanto, a— b(a 'b)pd # 0 e a afirmacio estd provada. Te-
mos que (a—b(a~'b)pd)m =0 como a—b(a ' b)pd € £/{0} e & é uma K-algebra
de divisdo entdo m = 0. Logo, n = —a‘lb(m)(,ba = —a‘lb(0)¢>d =0 e, portanto,

ndo possui divisores de zeros.

Afirmacdo 3.16. Sejam a,b € &/{0}, x = —a"'b(a)p, y = —abla V)¢, h = a* -
b(a_lb)(,bda em=a’ - ab(a_lb)(,bd. Entdo
(@ (a+bv)(a+xv)h ! =1.

) m(a+ yv)(a+bv) =1.

Portanto, a+ bv € 9 é inversivel.

De fato, para provar o item (a) € suficiente observamos que

(a+bv)(a+xv) = a® + b(x)pd + (ax + b(a)p) v
=a’+b(—a ' b@)p)pd + (a(-a ' b(a)p) + b(a)p)v
=a’ - bla 'b)pdad ' d + (—aa ' b(a)p) + b(a)p)v
=a’ - b(a 'b)pda+ (-b(a)Pp) + b(a)p)v
=a’-bla 'b)pda+ (-b(a)p) + b(a)p)v =h+0v = h.

Para provamos o item (b) € suficiente observamos que

(a+yv)(a+bv) = a®+ yb)pd + (ab+ y(@)P)v
= a® + (—ab(a ")) (b)pd + (ab+ (—abla ")) (@ P)v
=a®- ab(a_lb)cpd + (ab - ab(a_la)qb) v
= a’ - ab(a”'b)pd + (ab— ab)v
= a’ - ab(a"'b)pd +0v = m.
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Portanto, a + bv € 2 é inversivel. Logo, a afirmacao esta provada.

Claramente, os inversos dos elementos da forma a + 0v, bv € 2/{0} sdo, respectiva-
mente, a_ ", (b'ld_l)d)v. [ |

Teorema 3.17 (Teorema Superélgebra de Divisdo). Se % =9+ 2, é uma superdlgebra
de divisdo central sobre o corpo K entdo vale exatamente uma das seguintes condigoes,

& denota uma dlgebra de divisdo central sobre K.
(i) D =9y=8&, isto é, 2, =1{0},
(i) D=6k Klul, 0£u?=1€eK, 9p=E9KI1, 2, =EKu,

(iii) 2 =&, Dy = Ce(u), o centralizadordeu em&, 2, = {d € §|du = u’ d} para alguma

extensdo de Galois quadrdtica K [u] c & com automorfismo de Galois o,

(iv) D =M>(8) =8 oK M>(K), Dy =8 K[ul, 2, =& K[ulw, onde

01 1 0 5
U= , W= € Mr(K), A ¢ K*, charlK #2
A0 0 -1

0 1 1 O
u:( ), w:( )EMZ(K),AQQ(K), charlK =2,
A1 1 1

elK[u] ndo esta contidoem &,

W) D=E+EV, Dy=E, D1 =Ev,0£ v =de&, va=(a)pv, Yac &, onded é um um
automorfismo externo de & sobrelK tal que p* =4 e (d)p=d.
Esse ultimo caso pode ocorrer somente se & é de dimensdo infinita sobre o centro
K.

Demonstragdo. Suponha que 9 = 9+ %, é uma superdlgebra de divisao central sobre
o corpo K e que 2, # {0}, isto é, ndo estamos no caso (i). Segue do lema (3.12) que
91 =Dy, Y0 # v e PD,. Paratodo a € 9, temos que

va= Ua(v_lv) = (vav_l)v =(ay,v= (@Y, = vav!
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e, portanto, ¥ ,|g, € um automorfismo de 2, como uma édlgebra sobre Z(2) N%2,. Uma
vez que todo elemento de &, é da forma cyv, ¢y € Y, a restricdo de v, a Z(%p) ndo
depende da escolha em particular de 0 # v € 2.

Suponha primeiro que ¥, |g, ¢ um automorfismo interno de 2, digamos que ¥, |,
¥ para algum c € 9, determinado pela multiplicacdao por um elemento de Z(%). Por-

tanto,

1 1 1 1

(@, =@y, vav ~=cac <c vav c=a,

para todo a € 9. Seja u=c ' ve P, temos uau™!

= a, para todo a € 9 e u centraliza
9. Uma vez que 9| = Dyu, u centraliza 2; também. Assim, u € Z(2) e u? € Z(2)N 9y,
digamos que 0 # u* = A € K. Sejam & = 2 e 2 = & oy K[u]. Note que 2 é simples
como uma algebra se, e somente se, A ¢ k2. Se A € K?, podemos supor que A = 1, veja
o lema[3.13] Este é o tnico caso, onde a superdlgebra de divisdo nao é simples como
uma algebra.

Suponha a seguir que ¥,|g, ndo € um automorfismo interno de %2, sobre K. Se
Vol z@,) nao € a identidade entdo K é o subcorpo fixado de Z(2). Podemos escolher

ue Z(9) tal que Z(9p) = Klul,

w=1eK?%, (Wy,=-u, charK #2
WH+u=1¢2K), (Wy,=1+u, chark =2.

Mas, entao avu = avu(v_lv) = a(vuv_l)v = a(u)y,v = (Wy,av para todo a € 9.
Portanto, 9 = Cg(u), o centralizadorde uem Y e 2, = {c € D|cu = a(wWy,v}. Se D é
uma 4lgebra de divisao, este é o caso (iii) com & = 2.

Se ¥ ndo é uma dlgebra de divisao entao 9, ndo é simples central sobre K = Z(2)n
9, entdo, pelo Lema 9 é simples e central sobre K. Seja J # {0} um ideal a direita
de 2. Se 0 # ap + a; € ] entdo pelo menos um a; # 0, e multiplicando por ai_l a direita,
(1+by) € J, paraalgum by € 2,. Como (1+b1)2 < J. Se ] contém um elemento ay+a; ¢
(1+ b1)2 entdo, argumentando como acima, obtemos um elemento 1 + b'1 €], b'1 Zb;.

Neste caso, 0 # by — b’1 € J e 1€ J que deve ser o conjunto J = 9. Portanto, uma cadeia
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descendente de ideais a direita ndo nulo em 2 tem comprimento no méximo 2, logo 2
é artiniano e além disso, & é isomorfo a M, (&), onde & é uma 4lgebra de divisdao com
centro K. Se K[u] fosse imerso em & entdo 9y = Cy(u) 2 M2(Cg(u)) que nao é uma
algebra de divisdo. Portanto, K[u] ndo estd imerso em &, mas a extensao quadrdtica

K[u] estd imersa em M;(K) e podemos escolher w como

0 1
u= , €
A0

1
@1:€®K[u]wparaw:( 0

0 1
u= , e
A1

01
@1:6”®K[u]wparaw:(l 1), charkK =2,

0
) , charK #2,

e estamos no caso (iv).

Finalmente, suponha que ¥, |3, ndo é automorfismo interno, mas ¥ ,| z(g,) € a fun-
cdo identidade. Portanto, Z(2) = Z(9). Isso ndo pode acontecer se % € de dimensao
finita sobre seu centro, uma vez que todos os automorfismo de %, sobre seu centro
sdo internos. Agora, w% = 1,2 € interno desde que ¥ eye (vz)u/% = v, Entdo te-
mos o caso (@ Por outro lado, se & é uma algebra de divisdo e central sobre K e ¢ um
outo automorfismo de & sobre K tal que ¢* = 4, para algum d € & com d? = d, seja
9 =& +&v, como um &-espaco vetorial a esquerda e defina vi=deva:= (a)pv, para
a€ &. Logo, pelo lema[3.14)2 é uma dlgebra de divisao se, e somente se, d = (¢)¢c nao

tem solucao c € 9. [ |
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3.1 Superalgebras de Divisao com Superinvolucao

Seja of = o + o/} uma superalgebra, sobre um corpo K, com superinvolucao x*.

Sabemos que (), *|.,) € uma dlgebra com involucdo.

Lema 3.18. Sejam of umalK -superdlgebra, ondeK é um corpo, e * uma superinvolugdo
de of = oy + <. Entdo

(ag+by)* = ay — by
define uma superinvolugdo em <f .

Demonstragdo. Observamos primeiro que % estd bem definida, pois dados ay + a; =
bo+ by € 2 entdo a; = b;, i =0,1. Logo, (ag+ a1)* = as —a; = by — b} = (by +by)*.

Como * é uma superinvolucdo em 2, entdao temos
(ao+b1)** = ag+by, e (a;b))* = (D" b}a;, Vai?;, Vbj € D;.
Portanto, (ag+ b1)** = (a; —b})* = a* — (~=b*)=ap+ by e

((,libj)g _ {(aibj)*,seaibje@o,
—(aibj)*,seaibjegl,
b;a;,seai,bjego,
b;fa;f,seai,bje@l,
*

j’ se al'E@o,bj€@1

—b;fa;f, sea; €21,bj €%y

%
bja

¥ _%

bjaj,sea,-, bj € 2y,

) —b;fa}'f,seai, bj €D,
b;a;,seaie@o, bj €2,
bq‘a;
%

se al‘E@l, bjE@()

Em todos os casos, temos (aib]-);‘ = (—l)ijb;f af, Va; € 9;, Vbj € P;. Logo, o resultado

segue. |
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Seja 2 = 9y + 2, uma K -superdlgebra de divisdo com superinvolucao *. Se 2 = 9
entdo (9, *) é uma algebra com involucao.
Suponha a partir de agora que 2, # {0}. Lidamos primeiro com o caso (ii) do Teo-

rema da Superalgebra de Divisao.

Proposicao 3.19. Sejam =~ uma involugdo de 2y e um elemento 0 # A € K, ondeK é o

centro de 9, tal que A = —A, entdo
(a+bu)* :=a+bu
¢ uma superinvolucdo da superdlgebra @ = 2y ® K[ul, u® = A.

Demonstragdo. Observamos que * estd bem definida, pois ~ é bem definida. A linea-

ridade, segue da linearidade de ~. Sejam a + bu, c+ du € 9, entdo
(a+bu)(c+dw)* = ((ac+bdA)+(ad+bc)u)* = (ac+bdA)” +(ad + bc)”u=ca—dbA+(da+ch)u.

Logo, se a = ¢ =0 entdo bu,du € 2, e (buduw)* = (=) (du)* (bu)* e, o resultado segue.
|

Teorema 3.20. Seja 9 = Yy ok Klul, 0 # w=1rek, D=y, D1=P2Ku. SeD tem
uma superinvolugado entdo podemos escolher u tal que u™ = u e A* = — . Se a caracteris-
tica ndo é 2 isso implica que *|g, é uma involugdo do segundo tipo. Inversamente, se~ é
uma involucdo de Dy e A # 0 um elemento delK, ondelK é o centro de 2y, tal que A = — A,
entdo a superdlgebra @ = 2y ® K[ul, u® = A, tem uma superinvolugdo * estendendo ~
dada por

(a+buw)*:=a+ bu.

Demonstragdo. O centro de 9, Z(2) = Klu] ecomo u€ Z(92)N%;, u* € Z(2)N9Y, =
K[u]. Se u+ u* # 0, substituindo u por u+ u”* se necessario, podemos supor que u =
u*. De outra forma, u* = —u. Aplicando a superinvolucdo * a u? = A € K, obtemos

A=W =utu* = —cueu, € = +1. Assim,
A==
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e *|g, deve ser do segundo tipo se charK # 2. Nesse caso, substituindo u por Ou se
necessario, podemos supor que u* = u. Entdo em todo caso u, pode ser escolhido com
uwr=u, ub=1ek, 1* = -1

Reciprocamente, dada uma involucao ~ de 9 e um elemento 0 # A € K, onde K é

o centro de 9, tal que A = —A, verifica-se que
(a+bw*:=a+bu

€ uma superinvolucao (veja i da superalgebra 2 = 9 ® K[u], u’® = ), estendendo
. [ |

Lidaremos com os casos (iii), (iv) e (v) do Teorema de Superalgebra de Divisao jun-

tos.
Lema 3.21. Sejam 9 = 9Dy + 2, é uma superdlgebra de divisio e0 # v € 9, entdo

([)Z@o—>@0

a— vav!

é um automorfismo.

Demonstragdo. Primeiro, observamos que ¢ € a restricao de ¢, a 9y e como v € 9,
segue que vav_ ! € 9y, Ya € Dy. Logo, ¢ estd bem definida. Note que ¢ é um isomor-

fismo. Portanto, ¢ é um automorfismo. [ ]

Proposicao 3.22. Seja 2 = 9y + 2, uma superdlgebra de divisdo com 2, # {0} e Z(2) N

21 = {0}. Se D tem uma superinvolugdo * entdo 2, contem um0 # v =v™. Além disso,

d*=-d, onded="1°. (3.3)
bHp=(b)p™H*, VbeD. (3.4)

Reciprocamente, se x é uma involugdo de 9, satisfazendo e (3.4), entdo
(a+bv)*:=a” + (b*)pv
estende x a uma superinvolucgdo de 9.
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Demonstracdo. Uma vez que b+ b* é simétrico, podemos supor que existe um ele-
mento simétrico v € 2; ndo nulo ou a caracteristica ndo é 2 e by = —b; para todo

b1 € 9. Nesse caso,

—dobl = (dobl)* = bi"aa‘ = —bldf;

* * * * * %k *
apbic1 = bragcr = bi(—ayc)) =bi(—cjay ) = bi1(—cj ay) = bic,a,.

Como 2197 = 9, entao 9, é comutativo. Isso contradiz a dimensao infinita no caso
Ficamos, a esquerda, com uma 2 élgebra de quatérnios de divisdo no caso |iiil e
dlgebra de coquatérnios no casoliv. Em ambos os casos, uma vez que v** = —v*v* =

- 1% €K, logo *|k é do segundo tipo e, argumentando como acima, podemos supor que

u* = u. Nesse caso, (uv)* = v*u* = —vu = uv, contradizendo nossa suposicao que 2,
consiste de elementos anti-simétricos. Portanto, 2; contem um elemento simétrico
nao nulo v.

Paraa€ 2, (av)* =va* = (a*)pveav = (av)*" = ((av)™)* = (a")pv)* = (((a")P)")pv =
(a*)¢* pv. Portanto,
(a*)p = (@~ '*, Vae D,.

Reciprocamente, se * é uma involucdo de 9, satisfazendo (3.3) e (3.4), entdo verifica-
se que
(a+bv)*:=a* + (b )pv

estende a uma superinvolucao em 2. [ |

3.2 Superalgebras Simples com Superinvolucao

Lema 3.23. Seja «f uma K-superdlgebra, onde K é um corpo. Se «f é um superanel
associativo com superinvolugdo = tal que (<f, *) é simples entdo </ é simples (como um

superanel) ou o/ = B & RB*, com B um superanel simples.

Demonstragdo. Seja (<, *) um superanel associativo com superinvoluc¢do que é sim-

ples como um superanel com superinvolucdo. Se 98 é um superideal ndo nulo de &/
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entdo % + B* e BN RB* sdo superideais *-estdveis de of. Portanto, B + B* = of. Se
B+ of entio BNRB* ={0t e of = BodPB"*. Se I é um superideal proprio de & entdo
I+ I" é um superideal préprio de <. Portanto, «f é simples ou of = B & A" com A

simples. ]

No segundo caso, 8* é isomorfo ao superanel super-oposto. Vamos considerar um
superanel «/ com a parte impar ndo nula e, para evitar indices duplos, escreveremos
no momento &« = A+ B, onde A = &« é a parte par e B = &/ a parte impar, onde B é

um bimédulo de A.

Teorema 3.24. Sejam «f = A+ B um superanel associativo com B # {0} e * uma supe-

rinvolugdo de < . Se (4, *) é simples entdo (A, x| 4) é simples ou
A=A A, B=B)®B), (3.5)
onde (A;, x| a,) sdo simples e B; sdo A-bimodulos irredutiveis com
B} =By, eB} =By, (3.6)
tais que

A1B1=B1=B1A, AyBy=B;=ByA;,
B1B; = A1, BBy = Ay,

(3.7)
ApB1 ={0} = A1By =By Ap = B1 By = B2 Bs. (3.8)

Demonstragdo. Seja I um ideal *-estdvel ndo nulo de A. Entdo [+ BIB+ 1B+ Bl é um

superideal *-estavel de «f. Logo,
I+BIB=A e IB+BI=B. (3.9)

Se INBIB # (0) entdo J = INBIB é um ideal *-estavel de A e, por (3.9) trocando I por J
obtemos, J+ BJB = A. Entretanto, BJB< BBIBB < AIA< I. Portanto, A=J+BJBc I
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e [ = A. Isto é (A, x|4) é simples como um anel com involu¢do ou para todo ideal *-

estdvel proprio I de A, In BIB = {0}. Nesse caso, sejam
Ay=1, A,=BIB, By=1B, By=BI. (3.10)

Se z € IBN BI entdo, paratodo b€ B, bze BIBNBBI < BIBN I ={0}. Similarmente,
bz=0e
IBNnBI< Anng(B) :={z€ B|Bz=1{0} = zB}.

Com Anng(B) é um A-bimd6dulo é um superideal *-estavel de <7, logo deve ser {0}.
Portanto, /BN BI = {0} e vale (3.5). Se J é um ideal *-estavel proprio de A; entdo é um
ideal *-estdvel de A = A; ® A,. Além disso, B/B < BIB = A, e ] gera um superideal
proprio de </, o que é impossivel. Portanto A;, e por simetria, A, sdo *-simples. A
equacao segue de e dos fatos que I é *-estdvel e que * é de periodo 2. Seja C;
um A-sub-bimédulo de B; ndo nulo. Entdo C; é um A-sub-bimédulo de B, e C,C; +
C| + Cy + C{ é um superideal *-estdvel de «/. Portanto, C; = B, e B; é irredutivel.
Similarmente, B, é irredutivel.

Em seguida, A»B; = (BIB)IB < AIB < IB; Mas, BIBIB = BI(BIB) < BIA< Bl e
AzB; € B; N By = {0}. Além disso, por temos que B1B; = IBIB = A1 Ay = {0}. As
equacgoes sdo provadas de forma semelhante.

Observemos que B;B, < A; e B,B; € A, é uma consequéncia de . Desde
que B;B, é um ideal *-estdvel de A;, B1B; = {0} ou A;. Se B;B; = {0} entdo, por
(3.8), BiB = {0} e B+ B, B é um superideal *-préprio de o/, uma contradi¢do. Logo,
B1B; = A; e, similarmente, BoB; = A,. Por , A1B; € By e deve ser igual a By
pela irredutibilidade de B;. As outras equacoes de sdo provadas de forma seme-
lhante. [ |

Observacao 2. Se«f = A & Ay + B, ® Bo com A; x-simples, B; irredutiveis A-bimodulos
satisfazendo (3.6), e (3.8) entdo nao existe um ideal x-estdvel proprio de A com
INBIB # {0}.

Proposicao 3.25. Se of = M, ,(2), p,q > 0, é uma superdlgebra com =fy = My () &

My (D) e (A, x| 4) é simples entdo p = q, Mp(D) tem uma involugao ~ e (<4, *) é isomorfo
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a M, (2) com a superinvolugdo * dada por

= , (3.11)
c d ic a

para a,b,c,d € M,(2) e u € K tal que upi = 1. Se ~ é de primeiro tipo, entdo p pode ser
escolhido igual a 1. Reciprocamente, se M, (2) tem uma involugdo ~ entdo (3.11)) define

uma superinvolugdo na superdlgebra simples My, ,(2).

Demonstragdo. Como < tem uma superinvolucao entdo, pelo Teorema[2.67} 2 tam-
bém tem. Nesse caso, desde que ¥ = %y, 2 tem uma involu¢do ~ e M,(2) tem uma
involucao a = a',onde téa involucao transposta. Como (A, *|4) € simples, M,(2) é
anti-isomorfo a M, (2) e p = q. O isomorfismo, (4, *|4) € dado por (M,(2) ® M, (2), *)

com (a, b)* = (b, @). Sejam

4 2p p p
fii=) e, foo= ) e fiz=) eiprir fo1=) eptii
i=1 i=1 i=1

i=p+1
temos
A= My(D) fi1® Mp(D) fa2,
D=My(D) fi2®Mp @) fo1, fi1= Foz [22= f11-
Consequentemente,
fl*2 = (f11f12f22)* = fZZfIZfl*l = fufl*zfzz
e

fis = ¢fi,, paraalgum c € M, (2).
Para todo a € M,(2),

(afia)" = ((afi) fip)" = cfipafy = cafy,
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enquanto,

(afin)* = (flz(aflz))* =afcfiz=acf,.

Portanto, ¢ € Z(M,(2)). Além disso, fi» = (fi2)*" = cCfi2 implica que ¢C = I,. As-
sim, ¢ = p € K com pfi = 1. Similarmente, f;, = dfs1, d € Z(M,(2)). Porém, f, =
fih = (izfo1)* = —dforcfiz = —dcfoz que implica d = —c~!. Portanto, (af}y) = —udfiz

e (afa)* = fidf, ou
b\ (d -ub
LT -
¢ d e @

paraa, b, d, c € M,(9), se ~ € de primeiro tipo entdo u = +1 e, permutando os indicies
se necessdrio, podemos supor que fi5 = —fi2 € f55; = f21. O inverso € facil de verificar.
]

Proposi¢do 3.26. Se o/ = M, ,(2), p,q >0, é uma superdlgebra com A= Ay ® Az, Ay =
My(D), Ay = My(D) e (A, x| 4) ndo é simples entdo (A, *|4,) e (A2, *|a,) sGo do mesmo
tipo. Se * é do segundo tipo entdo * induzida por uma superforma hermitiana par nédo
degenerada. Se of é de dimensdo finita sobre um corpo de caracteristica diferente de 2 e
* € do primeiro tipo entdo um (A;, *| ;) € de tipo ortogonal e outro de tipo simplético. A
graduagdo em V pode ser escolhida de modo que * seja induzida por uma superforma

hermitiana par ndo degenerada.

Demonstragdo. Se </ tem uma superinvolu¢ao entao, pelo Teorema[2.67, 2 tem uma
involucdo ~ e * é o adjunto da superforma ndao-degenerada antihermitiana ou hermiti-
ana. Portanto, as involugoes *|4, e *|4, sdo do mesmo tipo. Se forem do segundo tipo,
podemos supor que * é induzida por uma superforma hermitiana nao-degenerada.
Mostramos a seguir que se elas sio do mesmo tipo e a dimensao de < é finita entdo
*| 4, € *|4, ndo podem ser ambas do mesmo tipo (ortogonal ou simplética). Suponha
que sdo. Estendendo o corpo base, se necessdrio, podemos supor que A = M, (¥),

com € = K ou M;(k), os coquatérnios, A} = M (€), A, = My (€), r + s = m e que as
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involugoes *|4; sdao dadas por ~! onde ~ é a involucdo padrdo e € e t é a involucio
transposta. Denotemos e;; as unidades matriciais de M;,(€¢). Logo, e;"j = ej; para
l1<i,j<srour+1<i,j<m. Fixemosi, jtaisquel<i<rr+1<j<m. Entdao

*

* —_— .. .. .. *— .. .o * —_— .
€= (eiiejjejj) = ejje;jeiiee;;=ceji paraalgum ce 6.

ij
Paratodo ae €

(aeij)* = ((ae,-,-)eijejj)* =cej;aej; = caej; e

(ae;j)" = (ejj(ae;))” = aceji.

Logo, ¢ € Z(¥). Similarmente, e;fi = de;j para algum d € Z(€). Além disso, e;;
(e;j)"" = ¢de;j e como ~ é a identidade em Z(%¥), d = ¢~'. Finalmente, e;; = e); =
(e,-]-eji)* = —de;jcej; = —e;;, uma contradigao.

A superdlgebra o/ = M, 4(2) € isomorfa a superdlgebra dos endomorfismo do Z-
superespaco a esquerda V = Vy + V4, onde {dimg V), dimgVi} = {p,q}. Seja * uma
superinvolu¢ado de </ que estabiliza A; = M), (D) e A; = M4;(2). A involugdo *|4, (res-
pectivamente, *|4,) € induzida por uma forma hermitiana ou skewhermitiana h; (res-
pectivamente, hy) em Vp (respectivamente, V7). Se |4, e *|4, sdo do primeiro tipo,
uma das involucdes é do tipo ortogonal e a outra do tipo simplética. Portanto, po-
demos supor que h; é hermitiana e hy é skewhermitiana. A superforma hermitiana
h = hy L hy induz uma superinvolucdo * de End (V) cuja a restricdo a A; coincide com
*|4,. A composigdo de x com #, **, € um automorfismo de . Einternoe a restricao
a A; e A, é aidentidade. verifica-se que isso for¢a x* a ser uma conjugacao . pela
soma c¢ = y; + Y2 de elementos centrais nao nulos y; de A;. Alterando a superforma
para y1h; + hyy ird produzir a superinvolucao desejada. Portanto, * é induzida por

uma superforma hermitiana parem V. [ |
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