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Resumo

O objetivo desta tese é computar o quadrado tensorial nao-abeliano, o quadrado exterior
nao-abeliano, o multiplicador de Schur e outros funtores homolégicos para cada p-grupo
finito com subgrupo derivado de ordem p, p impar, usando a apresentacao destes grupos

como dada por S. Blackburn.

Palavras-chave: Quadrado tensorial nao-abeliano. multiplicador de Schur. p-grupos

finitos.



Abstract

The objective of this thesis is to compute the non-abelian tensor square, the non-abelian
exterior square, the Schur multiplier and other homological functors for each finite p-group
with derived subgroup of order p, p odd, using the presentations of these groups, as given
by S. Blackburn.

Keywords: Non-abelian tensor square. Schur multiplier. finite p-groups.



Lista de simbolos

|X| Cardinalidade ou ordem do conjunto X
H<G H é subgrupo de um grupo G

(X) Subgrupo gerado pelo conjunto X

X¢ Fecho normal de X em G

o(x) Ordem do elemento z

g" h~tgh, Conjugado de g por h

lg, 1] g th~tgh, Comutador de g e h
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G" Subgrupo de G gerado por ¢g" para todo g € G
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V*
UJ_

Z%(G)

Soma direta dos grupos G e H
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Grupo ciclico de ordem n
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Introducao

O produto tensorial nao-abeliano de grupos foi explicitamente introduzido por
Brown e Loday em [10] seguindo os trabalhos de Miller [22] e Dennis [12], que generaliza
o produto tensorial de grupos abelianos. Este é definido para qualquer par de grupos G
e H, onde cada um deles age (a direita) sobre o outro e sobre si mesmo por conjugagao
satisfazendo certas condi¢oes de compatibilidade. Mais especificamente, se a acado G x H —
H de G sobre H ¢é denotada por hY, para todos g € G e h € H e, analogamente, a acao
H x G — G de H sobre G ¢ denotada por ¢", para todos ¢ € G e h € H, dizemos que G

e H agem compativelmente um sobre o outro, se para todos ¢g,¢9, € G e h, hy € H ocorrer

g(hgl) _ ((ggll)h)gl o h(ghl) _ ((hh;1>g)h1'

Neste caso, o produto tensorial nao-abeliano de G e H, denotado por G ® H, ¢é definido
como sendo o grupo gerado pelos simbolos g ® h, para todos g € G e h € H, sujeitos as

relagoes
g @h=(¢" @h") (g1 ®h) e g®hh = (9 h)(g" @h™),

para todos g,g1 € G e h,hy € H.

Em particular, a agdo de GG sobre si mesmo por conjugacao sempre é compativel e,

portanto, fica definido o quadrado tensorial nao-abeliano G ® G.

A investigacao de G ® G do ponto de vista de teoria de grupos comegou com Brown,
Johnson e Robertson em [11]. Em particular, eles estavam interessados em descrever o
quadrado tensorial nao-abeliano de certos grupos explicitamente e descrevé-los em termos
mais simples. Por exemplo, se denotarmos por D,, o grupo diedral de ordem 2n e C,, o

grupo ciclico de ordem m, entao vale que [11, Proposition 14]

Cy x C,, se n € impar
D,® D, ~ "
Cy x Cy x Cy x (), sen épar



Introducao 10

Outro exemplo, se G = (z,y| y" = 1 = 2™, y® = y') é um grupo metaciclico, com I"™ = 1
( mod n) e n impar, entdo GRG é o produto direto de quatro grupos ciclicos com geradores
TRz, YRy, (z?y)(y@x) e (r@y), de ordens m, mdc(n, [ —1), mde(n, [—1, 1+1+- - -+Im"1)
e mde(n,1+1+ -+ 1™1), respectivamente [11, Proposition 15].

Eles também computaram o quadrado tensorial nao-abeliano de todos os grupos nao-
abelianos de ordem até 30 diretamente da apresentacao de GRG e aplicando transformagoes
de Tietze para simplificar a apresentagao e deduzir sua estrutura. Entretanto, se |G| = n,
entdo a apresentacio de G ® G envolve n? geradores e 2n® relacdes, o que torna este

método muito trabalhoso.

Um método para computar o quadrado tensorial nao-abeliano de grupos finitos
grandes ou infinitos é a construgao de uma biderivacdo, ou seja, construir uma fungao

¢:G x G — L, onde L é um grupo, tal que para todo g, g1, h, hy € G valem

(991, h)¢ = (¢, 1) (91, h)d e (g,hha)d = (g,1n)¢ (9", 1")¢.

Nao é dificil ver que esta funcao se estende a um tinico homomorfismo ¢* : G ® G — L tal
que (g ® h)o* = (g, h)¢, para todo g, h € G. Entdo, o método consiste em conjecturar um
grupo L e construir uma biderivacao tal que o homomorfismo induzido seja um isomorfismo.
Em geral, a conjectura para o grupo L vem de exemplos particulares. Entretanto, este
processo de determinar um candidato L pode ser muito dificil. Outra dificuldade se
encontra em provar que a funcao ¢ é de fato uma biderivacao, principalmente no caso em

que G ® G é nao-abeliano.

Este processo foi utilizado para calcular o quadrado tensorial nao-abeliano de
grupos livre nilpotentes de classe 2 e posto finito [2], para grupos livres 2-engelianos de
posto finito [4, 7] e também tentaram utiliza-lo para os p-grupos finitos 2-gerados de classe
de nilpoténcia 2 [3, 18].

Em [25], Rocco introduziu o grupo v(G), uma construcao relacionada ao quadrado

tensorial nao-abeliano. Se G é um grupo e G¥ é uma cépia isomorfa de G, ele definiu

U(G) = <G7 th‘ [glagéo]% = [gi]?)v (gg?))s&] = [917950]9;7 para todo g1, 92,93 € G>

Os grupos G e G¥ estao isomorficamente imersos em v(G). Uma motivagdo para o estudo
de v(G) é que o subgrupo (G, G¥] de v(G) é isomorfo ao quadrado tensorial ndo-abeliano
G ® G [25, Proposition 2.6]. Com isso, todos os calculos em G ® G podem ser feitos dentro
do subgrupo [G,G?] em v(G) e, consequentemente, podemos usar célculo de comutadores
para estudar a estrutura de G ® G. Por exemplo, foi utilizado por Blyth, Fumagalli e
Morigi em [9] para obter resultados estruturais de G ® G. Em [8] foi utilizado para definir
um algoritmo efetivo para a classe dos grupos policiclicos, que permite o uso de ferramentas

computacionais, como o GAP [14], no cédlculo do quadrado tensorial nao-abeliano.
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Como ja dissemos acima, o calculo do quadrado tensorial nao-abeliano dos p-
grupos finitos 2-gerados de classe de nilpoténcia 2 j& foi abordado em [3, 18]. Entretanto,
a classificacao destes grupos utilizada naqueles artigos estava incompleta. Isto s6 foi
percebido mais tarde quando Ahmad, Magidin e Morse [1] estavam interessados em estudar
as classes de conjugacgao destes grupos. Entao eles fornecem uma nova classificagdo para
esta classe de grupos que corrige e simplifica a classificacao anterior. Com base nesta nova
classificagdo, Magidin e Morse em [20] forneceram uma descrigdo completa do quadrado
tensorial nao-abeliano, do quadrado exterior nao-abeliano, do multiplicador de Schur e de

outros funtores homolégicos para cada p-grupo 2-gerado de classe de nilpoténcia 2.

Dado G um p-grupo 2-gerado de classe de nilpoténcia 2, temos que G® G é abeliano.
Entéo, a ideia utilizada por Magidin e Morse [20] consiste em determinar um conjunto
gerador independente para G ® GG e calcular a ordem deste geradores. Como G é policiclico,
podemos utilizar os resultados de [8] para determinar um conjunto gerador de G ® G.
Dado um gerador de G ® GG, digamos a ® b, podemos utilizar os calculos com comutadores
em v(G) e verificar que (a ®b)P" = 1, para algum k. Isto nos fornece um limitante superior
para a ordem de a ® b. Efetuando calculos com GAP [14], podemos conjecturar que a
ordem de a ® b é exatamente p*. Uma forma de se verificar que isto de fato ocorre é
construir um homomorfismo de G ® GG sobre um grupo qualquer L de modo que a imagem
do elemento a ® b tenha ordem p*. Isto pode ser feito, por exemplo, utilizando biderivacao

ou o Teste da Substituicao.

O que pretendemos neste trabalho é fornecer uma descricado completa do quadrado
tensorial nao-abeliano, do quadrado exterior nao-abeliano, do multiplicador de Schur e de
outros funtores homoldgicos para cada p-grupo finito com subgrupo derivado de ordem p,

p impar.

A classe & dos p-grupos finitos com subgrupo derivado de ordem p foi classificada
por Simon Blackburn em [6]. Isto foi feito no sentido de fornecer uma bije¢ao entre o
conjunto das classes de isomorfismo de grupos de ordem p” em & e um conjunto .%,,
cujos elementos sdo triplas ordenadas com certas propriedades e dependem apenas de n (o
conjunto ., serd definido no Capitulo 2). Mais ainda, é fornecida uma apresentacao para
cada grupo de ordem p" em & em termos do elemento de .%, ao qual o grupo corresponde
através da bijecdo mencionada. Nossa descricao do quadrado tensorial nao-abeliano e os

demais funtores homoldgicos que estudaremos serao feitas em termos desta apresentacao.

Esta tese esta organizada como segue. No Capitulo 1 forneceremos alguns conceitos,
defini¢oes e resultados usuais em teoria de grupos, bem como do estudo de quadrado
tensorial nao-abeliano, os quais serao necessarios para o desenvolvimento dos demais
capitulos. O Capitulo 2 é destinado a exibir os resultados de Simon Blackburn [6] sobre a
classificacao dos p-grupos finitos com subgrupo derivado de ordem p. Por fim, o Capitulo

3 é onde desenvolvemos nossos resultados.



Introducao 12

Também incluimos o Apéndice A que fornece a construcao do conjunto ., definido
por Simon Blackburn em [6], para n € {3,4,5,6}, bem como a apresentagao de cada grupo
em & correspondente aos elementos de .7, e tabelas contendo os grupos G ® G, G A G,
[(G?), M(G) e Jo(G) para cada grupo G € & com |G| =p" en € {3,4,5,6}.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo visa fornecer notagoes usuais de teoria de grupos, bem como introduzir
conceitos e resultados sobre o quadrado tensorial nao-abeliano de grupos e outros funtores
homoldégicos. Os resultados apresentados nesse capitulo nao serao demonstrados, mas serao
indicadas as referéncias em que tais resultados e suas respectivas demonstragées podem

ser encontrados.

Ao longo de todo o texto, os grupos serao considerados com a notacao multiplicativa
e denotaremos o elemento neutro, bem como o subgrupo trivial formado por apenas este
elemento, por 1. Em alguns momentos, quando estivermos trabalhando com grupos
abelianos, serd utilizada a notagao aditiva e o elemento neutro passara a ser denotado
por 0. Funcoes f : G — H serao aplicadas a direita, em particular, quando f for um

homomorfismo de grupos utilizaremos, também, a notacio exponencial (z)f = z7.

Dados G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G, convencionaremos utilizar
as seguintes notacoes: |G| é a ordem (cardinalidade) de G; H < G diz que H é subgrupo
de G; H < G diz que H é subgrupo normal de G; (H) é o subgrupo de G gerado por H;
d(G) é o nimero minimo de geradores de G; H® é o fecho normal de H em G, o qual é
definido como sendo a interse¢ao de todos os subgrupos normais de GG que contém H e
pode ser obtido como HY = (g~thg; h€ H,g € G).

Se = pertence a um grupo G, entao a ordem de x é dada pelo menor inteiro positivo
n tal que 2™ = 1 e é denotada por o(x). Um grupo G é dito ser de tor¢io ou periédico
quando todos os seus elementos tém ordem finita e é dito ser livre de tor¢cao quando o tinico
elemento de ordem finita é o elemento neutro. Se as ordens dos elementos de um grupo

(G sao finitas e limitadas, dizemos que G possui expoente finito. Neste caso, utilizamos
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a notacao exp(G) para denotar o expoente de G, o qual é definido como sendo o menor

inteiro positivo n tal que ¢" = 1, para todo g € G.

Dado p um nimero primo, dizemos que G é um p-grupo abeliano elementar quando
G é um p-grupo abeliano e todo elemento nao trivial de G tem ordem p. Quando G é um
p-grupo abeliano elementar finito, entdo G é isomorfo a um produto direto de um ntimero
finito de grupos ciclicos de ordem p. Neste caso, podemos munir G com uma estrutura de
espago vetorial sobre o corpo Z/pZ, com a multiplica¢ao por escalar dada por: para cada
a € Z/pZ e cada g € G, definimos ag = ¢g*. Notamos que esta operagao estd bem definida,

pois se @ = 3, entdo p divide (a — f3) e, assim, 1 = g°# = g®¢g~", ou seja, g% = ¢°.

1.1 Calculo com comutadores

Sejam G um grupo e g, h € G. Definimos o conjugado de g por h como sendo g" :=
h~tgh e o comutador de g e h como sendo [g, h] := g~ th~'gh = g~'¢". Nossos comutadores
serdo normados a esquerda, ou seja, [z, y, z] = [[z,y], 2] e, indutivamente, [z, 9, -, z,] =
[[z1, -+ ,xp_1], x,]. Na proposi¢ao a seguir, listamos algumas propriedades dos comutadores
que utilizaremos, as quais sdo de facil verificacao e sua demonstracao pode ser encontrada

em [24, pagina 123].

Proposigao 1.1. Sejam x,y, z elementos de um grupo. Entdo:

1 f,y]™t = [y, z);

2. vy, 2] = [z, 2]%ly, 2] e [z,y2] = [z, 2][w, y]*;

Sy = (gl ) el iyl = (gl )7

4. Se x comuta com [x,y|, entdo [x™,y] = [z,y|™, para todo m € Z. Analogamente, se

y comuta com [x,y], entdo [x,y™] = [x,y]™, para todo m € Z.

Dados X e Y subconjuntos nao vazios de um grupo G, denotamos por [X,Y] o
subgrupo de G gerado por todos os comutadores [z, y], com x € X e y € Y. Em particular,
|G, G| é chamado subgrupo derivado de G e denotamos por G’. Este subgrupo tem a
propriedade que G/G’ é o maior grupo quociente de G' que é abeliano, ou seja, se H é um
subgrupo normal de G e G/H é abeliano, entao G' < H. Por sua importancia, o grupo
G/G' é chamado de abelianizado de G e serd denotado por G.

1.2 Grupos nilpotentes

Um grupo G é nilpotente se existe uma série normal

1=Gy<xGi<---<G, =G
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tal que Gi41/G; < Z(G/G;), para todo ¢ = 0,1,--- ,n — 1. Uma série normal com esta
propriedade recebe o nome de série central. O comprimento da menor série central de um

grupo nilpotente G é chamado de classe de nilpoténcia de G.

E facil ver que todo grupo abeliano nio trivial é nilpotente de classe 1. Um outro
tipo importante de grupos nilpotentes sao os p-grupos finitos, com p um niimero primo
(Ver [24, pagina 122]).

Dado um grupo G, definimos indutivamente os seguintes subgrupos

1(G) =G Y (G) = [(G),G].

Por inducdo, podemos demonstrar que cada um dos subgrupos definidos acima sao
caracteristicos em G e, consequentemente, eles sao subgrupos normais de GG. Observamos
que se K <G e K < H <@, entdo [H,G| < K se, e somente se, H/K < Z(G/K). Com
is30, [n(G), G] = Yn41(G) implica que Y, (G)/Yn41(G) < Z(G/¥n11(G)), para todo n > 1.
Portanto, a série

G =1(G) 2 7(G) 2+ 2 7,(G) > -

é uma série central de GG, a qual chamamos de série central inferior de G.

Embora a série central inferior ndao termina necessariamente em 1, temos a seguinte

Proposicao 1.2. [24, pagina 125] Seja 1 = Gy <Gy < -+ < G,, = G uma série central de

um grupo nilpotente G. Entdo,

(1) 7(G) < Gpoit1 e, assim, Y,41(G) = 1;

(i) A classe de nilpoténcia de G é o menor inteiro n tal que v,.1(G) = 1.

A préxima proposicao lista algumas propriedades basicas dos grupos nilpotentes e

suas demonstragoes podem ser encontradas em [24, Capitulo 5].

Proposicao 1.3. 1. Subgrupos e imagens homomdrficas de grupos nilpotentes sdo

nilpotentes;
2. Produto direto de um numero finito de grupos nilpotentes € nilpotente;

3. Todo p-grupo finito é nilpotente.

O subgrupo de Frattini de um grupo qualquer G é definido como sendo a intersecao
de todos os subgrupos maximais de GG, e deve ser igual ao préprio grupo G no caso em que

G nao possui subgrupo maximal. Denotaremos o subgrupo de Frattini de G por ®(G).

Teorema 1.4. [27, Theorem 5.48] Seja G um grupo finito. Entao,

1. ®(G) ¢ nilpotente;
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2. Se G é um p-grupo, entio ®(G) = G'GP, onde GP é o subgrupo de G gerado por

todas as p-ésima poténcias;

3. Se G € um p-grupo, entio G/®(G) é um p-grupo abeliano elementar e, portanto, um

espago vetorial sobre Fy,.

1.3  Grupos Livres

Nesta se¢ao iremos definir grupos livres, isto nos sera 1til para descrevermos grupos

através de seus geradores e relagoes sobre estes. Para mais detalhes veja [17], [21] e [24].

Definicao 1.5. Um grupo F é dito livre sobre um subconjunto X C F' se, para qualquer
grupo G e qualquer funcao 6 : X — G, existe um tnico homomorfismo 6’ : F' — G tal
que 2% = 2%, para todo = € X, ou seja, 0’ estende 6.

Em outra palavras, podemos dizer que 6" estende 6 ou, denotando pori: X — F a

inclusdo, podemos dizer que 6’ torna o seguinte diagrama

F
.T\\ o’
i \A

comutativo, isto é, 10" = 6.

Se F} é um grupo livre sobre um conjunto X; e F» é um grupo livre sobre um
conjunto Xs, entao Fi ¢é isomorfo a F5 se, e somente se, os conjuntos X; e X, tém a mesma
cardinalidade (Ver [17, pagina 3]). Isto nos permite definir o posto de um grupo livre F
sobre X como sendo a cardinalidade de X. Além disso, dado qualquer conjunto nao vazio
X, é possivel construir um grupo livre I’ sobre X e, assim, podemos obter grupos livres
de qualquer posto (Ver [17, pagina 4]). Um resultado que torna importante o estudo de

grupos livres é a

Proposicao 1.6. [17, pagina 7] Todo grupo é uma imagem homomdrfica de algum grupo

livre.

Sejam G um grupo e ¢ : ' — G um epimorfismo de um grupo livre F' = F(X)
sobre G. Temos que G ~ F/N, onde N é o nucleo de . Agora, seja R um subconjunto de
F que gera N como subgrupo normal de F, isto é, (R)f = N. Observamos que X e R
determinam G a menos de isomorfismo. Assim, escrevemos G = (X| R) e chamamos este
par de uma apresentacdo livre do grupo G. Os elementos de X sdo chamados de geradores e
os de R de relatores. Dizemos que G ¢ finitamente apresentado se existe uma apresentacao

G = (X|R), onde X e R sao finitos. Quando X = {zy,--- ,z,} ¢ R = {ry, - ,rm}, é
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comum escrevermos G = (xy,--+ ,x, | 1 =1,--+ ,r, = 1). Neste caso, chamamos r; = 1,

1 <4 < m, de relagoes definidoras para G.

Exemplo 1.7. Se G = (x) é um grupo ciclico de ordem n, entdo é ficil ver que uma
apresentacao livre de G é (x| 2" = 1). Dado n > 2, o grupo diedral de ordem 2n possui

uma apresentacao livre dada por

D, = {z,y|a" =y* =12 =2~ 1).

Os seguintes resultados sao importantes na construcao de homomorfismos entre

grupos.

Lema 1.8. [17, pagina 42| Sejam F,G e H grupos e o : F' — G e § : F — H homo-

morfismos tais que o € sobrejetora e ker(a) C ker((). Entao, existe um homomorfismo

N
N

Proposicao 1.9 (Teste da Substitui¢ao). [17, pagina 44] Sejam G um grupo com apre-

v:G — H tal que ay = B.

ker G

|
|
|
|
ker(o

sentacao G = (X| R), H um grupo e 0 : X — H uma fun¢do. Entdo, 6 se estende a um
homomorfismo 0’ : G — H se, e somente se, 0 é consistente com as relacoes definidoras
para G, isto €, se para todo x € X e todor € R, o resultado da substituicio de x por (x)0

em r resulta a identidade de H.

Um grupo G pode ter muitas apresentacoes, como por exemplo, o grupo diedral
D,, pode ser apresentado por D, = (z,y| 2" =y?> =1,2Y =2~ !) ou por D, = (z,y| 2* =
y? = (zy)™ = 1), entre outras. Assim, surge a pergunta: é possivel a partir de uma
apresentacao de G obter qualquer outra? A resposta afirmativa para esta pergunta é dada
por H. Tietze em 1908, quando mostrou que a partir de uma apresentacao de um grupo
(G, qualquer outra apresentacao pode ser obtida através de repetidas transformagoes, que

definimos abaixo. Um demonstragao disto pode ser encontrado em [21, Theorem 1.5].

Definigao 1.10 (Transformagoes de Tietze). Consideramos um grupo G dado pela apre-
sentagdo G = (a,b,c,---|P,Q, R,---). As seguintes operagdes com os geradores e relatores

de G sao chamadas de Transformacoes de Tietze:

1. Se as palavras S, T, --- sao derivaveis de P, ), R, - - -, entao adicione S, T, --- nas

relacgoes definidoras;



Capitulo 1. Preliminares 18

2. Se alguns dos relatores, digamos S, T, - - -, listados nas defini¢oes relatoras P, Q), R, - - -

sao derivaveis de outras, entao delete S, T, --- das relagoes definidoras;

3. Se K, M, --- sao quaisquer palavras em a, b, c, - - - , entao adicione os simbolos x, ¥, - - -

aos geradores de GG e adicione as relagbes © = K, y = M, - - -, as relagdes definidoras;

4. Se alguma das relacoes de G é da forma p =V, ¢ =W, ---, onde p,q,--- sado
geradores de G e V,W,--- sao palavras nos geradores diferentes de p, q, - - -, entao
delete os geradores p, q, - - - , troque estes elementos por V, W, --- nas demais relagoes

edelete p=V,qg=W, ---, das relagoes definidoras.

Finalizaremos esta secao abordando os conceitos de variedades de grupos, que serao
necessarios para a demonstracdo da Proposicao 2.19 no Capitulo 2. Mais detalhes podem

ser encontrados em [24, Capitulo 2].

Sejam F'um grupo livre sobre um conjunto enumeravel infinito {z1, zq,- -+ } e W um
subconjunto nao vazio de F'. Se w = xﬁ X -.ré: eWeg,---,g,sao elementos de um grupo
G, definimos o valor da palavra w em (gy,-- - , g,) como sendo w(gy,--- ,g) = gi* -+~ glr.
O subgrupo de G gerado por todos os valores em G das palavras em W é chamado de

subgrupo verbal de G determinado por W, que denotamos por

W(G) = (w(gr, - ,9,)] 9 € G, weW).

Por exemplo, se W = {[z1, x3]}, entdo W(G) = ([g1, ¢2]| para todo g1, g2 € G) = G'.

Defini¢ao 1.11. Seja W um subconjunto do grupo livre F' = F({zy,z2,---}). A classe
de todos os grupos G tais que W(G) = 1 é chamada a variedade B(W') determinada por

W. Dizemos que W é um conjunto de leis para a variedade B(W).

Por exemplo, se W = {[x, x2]}, entdo B(WW) é a classe dos grupos G tais que
[91,91] = 1 para todo g1,92 € G, ou seja, B(W) é a classe dos grupos abelianos. Se
W = {[x1,x2], 27}, onde n é um inteiro positivo, entdo B(W) é a classe dos grupos G
tais que [g1,g1] = 1 e g} = 1, para todo g1, g2 € G, ou seja, B(W) é a classe dos grupos

abelianos de expoente n.

Definicao 1.12. Sejam B uma variedade, F' um grupo em B, X um conjunto niao vazio
e 0 : X — F uma fungao. Dizemos que F' ¢é relativamente livre sobre o conjunto X na
variedade 28 se para cada funcao 6 : X — G, com G pertencente a variedade B, existe

um unico homomorfismo ¢’ : F' — G tal que o’ = 6.

Se F' é um grupo relativamente livre sobre X na variedade B, entao a funcao
o : X — F ¢é injetora e, assim, podemos considerar que X ¢ um subconjunto de F' e que

0" estende 0. Notamos que se B é a variedade de todos os grupos, entao a definicdo de
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grupo relativamente livre sobre o conjunto X na variedade B coincide com a defini¢do de

grupo livre sobre X.

O préximo exemplo descreve alguns resultados necessarios para a demonstragao da

Proposicao 2.19 no Capitulo 2.

Exemplo 1.13. Seja U um conjunto finito. Definimos e fixamos uma ordem linear qualquer
sobre U. Seja F'(U) o grupo relativamente livre sobre o conjunto U na variedade ¥ definida
pelas leis

[P, y], [z, 2], [z,y]".

Consideramos L o subgrupo central de F(U) gerado pelos elementos {u?; u € U}. Defi-
namos 1" = F(U)'. Desde que as leis [z,y|P e [z,y, z] ocorrem em ¥, entdao T é abeliano

elementar e é gerado pelo conjunto {[u,v]; u,v € U, u < v}. Definamos Z = T'L.

Afirmamos que F(U)/Z é um grupo relativamente livre sobre o conjunto U na
variedade dos grupos abelianos de expoente p, definida pelas leis [x, y] e 2P. De fato, sejam
G um grupo qualquer na variedade dos grupos abelianos de expoente p e 6 : U — G uma
funcao qualquer. Podemos verificar que G estd na variedade ¥ definida no pardgrafo acima.
Desde que F(U) é relativamente livre sobre o conjunto U na variedade ¥, entao existe um
tnico homomorfismo 0" : F(U) — G tal que 6’ estende 6. Consideramos o : U — F(U)/Z
definida por ¢ =7, onde + : U — F(U) é a inclusao e w: F(U) — F(U)/Z é a projegao
canoénica. Definamos 0" : F(U)/Z — G por (zZ)0" = (z)0', para todo 7 € F(U)/Z.
Esta fun¢ao estd bem definida, pois Z esta contido em ker(#). Mais ainda, é o tnico

homomorfismo tal que 08” = 6, o que prova o desejado.

U

~

Dado p um nimero primo impar, seja W = {[2?,y], [z, vy, 2], [z, y]?, x”Q}. Entao, a
variedade B(W) é conhecida como variedade de Higman de p-grupos e denotada por J#.
Com um argumento anélogo ao do paragrafo anterior, obtemos que F(U)/Z? é o grupo

relativamente livre sobre o conjunto U na variedade de Higman Z de p-grupos. O



Capitulo 1. Preliminares 20

1.4 Multiplicador de Schur

O multiplicador de Schur foi introduzido por Schur com propédsito de estudar
representagoes projetivas (Ver [27, paginas 201 e 358]). Nesta se¢ao daremos uma defini¢ao
do multiplicador de Schur e alguns resultados. Um estudo mais detalhado pode ser

encontrado em [19].

Definigdao 1.14. Seja G um grupo com apresentacao G = (X| R) e consideramos F =

F(X) o grupo livre sobre o conjunto X. O multiplicador de Schur é definido por

M(G) = T

onde R denota o fecho normal de R em F = F(X).

Proposicao 1.15. 1. [27, Corollary 11.18] Se G = (X| R) é um grupo finito, entao
M (G) indenpende da apresentacao de G;

2. [27, Theorem 7.60] Se G é um grupo finito, entdo M(G) é um grupo abeliano finito.

Abaixo, exibiremos dois resultados que serao utilizados no Capitilo 3.

Lema 1.16. [19, Proposition 2.1.7] Seja Z um subgrupo central de um grupo G. Entdo
G' N Z éisomorfo a um subgrupo do multiplicador de Schur M(G/Z).

Lema 1.17. [19, Corollary 3.4.13] Seja G um p-grupo finito e denotamos por d(G) o
numero minimo de geradores de G. Entao,

d(G)’

A1) = =5

—d(G).

Em particular, se d(G) > 4, entio M(G) # 1.

1.5 O Produto Tensorial nao-Abeliano

O produto tensorial nao-abeliano foi explicitamente introduzido por Brown e Loday
em [10] seguindo os trabalhos de Miller [22] e Dennis [12], que generaliza o produto tensorial
ordindrio de grupos abelianos. Sua investigacdo do ponto de vista de teoria de grupos
comegou com Brown, Johnson e Robertson em [11]. A seguir, apresentaremos a definigao
de produto tensorial ndao-abeliano e alguns resultados relacionados, os quais podem ser

encontrados em [11].

Sejam G e H grupos. Uma agdo (a direita) de G sobre H é um homomorfismo
0:G — Aut (H), em que para cada g € G e h € H denotamos (h)g’ = h9. Em particular,

G age sobre si mesmo por conjugacido, ou seja, ¢° = x~ gz para todo g,z € G. Caso 6
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seja 0 homomorfismo trivial, ou seja, se hY = h para todos g € G e h € H, dizemos que G

age trivialmente sobre H ou que H é G-trivial.

Agora, consideramos que GG age sobre H, que H age sobre G e que eles agem sobre

si mesmos por conjugacao. Se para todos g,g1 € G e h, hy € H ocorrer

g(hgl) _ ((ggll)h)gl o h(ghl) _ ((hhl—l)g)fu7

entao dizemos que G e H agem compativelmente um sobre o outro. Neste caso, o produto
tensorial nao-abeliano de G e H, denotado por G ® H, é definido como sendo o grupo

gerado pelos simbolos g ® h, para todos g € G e h € H, sujeitos as relagoes
991 @ h = (¢" @) (g1 @h) e g@hhy = (9@ hi)(g" @n"),

para todos ¢g,g1 € G e h,hy € H.

Em particular, a acdo de GG sobre si mesmo por conjugacao sempre é compativel e,

portanto, sempre fica bem definido o quadrado tensorial ndo-abeliano G ® G.

No caso em que G e H agem um sobre o outro trivialmente, o produto tensorial
nao-abeliano G ® H coincide com o produto tensorial dos Z-médulos G® e H®, ou seja,
G® H ~G®®z; H® (Ver [11, Remark 2] ou [23, Proposicio 8.8]).

Definicao 1.18. Sejam G, H e L grupos. Uma fun¢do ¢ : G x H — L é chamada de
biderivacao se para todos g,g1 € G e h,hy € H valem

(991, h)¢ = (g%, h¥" )¢ (g1, h)¢,

(97 hh1)¢ = (g7h1)¢ (ghla hhl)¢‘

Aplicando o Teste da Substituicao é facil ver que uma biderivacao ¢ : G x H — L
determina um tinico homomorfismo ¢* : G ® H — L tal que (g ® h)¢* = (g, h)o, para
todosge Gehe H.

Exemplo 1.19. Seja G um grupo e consideremos a funcao comutador G x G — G’
dada por (g,h) — [g, h], para todo (g,h) € G x G. Pela Proposi¢ao 1.1, vemos que ¢ é
uma biderivagao. Portanto, ¢ induz um dnico homomorfismo k£ : G ® G — G’ tal que
(9 ® h)k = [g, h], para todo g, h € G.

A seguir, listamos os principais resultados obtidos por R. Brown e J. L. Loday:
Proposigao 1.20. [11, Proposition 1] Os grupos G e H atuam sobre G @ H de modo que
(q@h)?!=gleh’ ¢ (g@h)"=g¢"®h,

para todos g,g1 € G e h,hy € H.
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Proposicao 1.21. [11, Proposition 1] Exziste um unico isomorfismo 7: G H - H® G
tal que (g @ h)T = (h® g)~, para todos g € G e h € H.

Proposicao 1.22. [11, Proposition 3] Para todos g,g91 € G e h,hy € H, temos:

(a) (g7'®@h)?=(g@h)" =(g@h )"
(b) (g@h) (g1 @) (g@h) = (g1 @ ") = (g1 @ hy)9 9" = (g @ hy)"*";
(¢) (979" ) @ = (9@ h) " (g®n)";
(d) g @ 9h = (g h) 9 (g h);
(e) lg@h,g1 @ ] =g 'g" @hy " hy.
Por fim, temos um importante resultado sobre o quadrado tensorial de um grupo

que é dado como produto direto de dois subgrupos, com cada um deles agindo trivialmente

sobre o outro.

Proposigao 1.23. [11, Proposition 11] Sejam G e H grupos tais que G é H-trivial e H é

G-trivial. Entdo,
(GxH)®(GxH) ~(GoG@)x (G H)x (HRG)x (H® H),

onde os termos mistos do lado direito sao produtos tensoriais usuais e os extremos sao

quadrados tensoriais nao-abelianos.

1.6 O Quadrado Tensorial ndo-Abeliano e Alguns Funtores Homo-
l6gicos

Como dito na sec¢ao anterior, o quadrado tensorial nao-abeliano G ® G' de um grupo
G é um caso particular de produto tensorial nao-abeliano considerando G agindo sobre si

mesmo por conjugacao. Esta secao é dedicada a apresentar alguns resultados sobre G ® G.
Dado um grupo abeliano (aditivo) A, definimos I'(A) o grupo gerado por todos os
elementos ya, com a € A, sujeito as relagoes
V(=a) = ya,
Ya+b+c)+yva+yb+yc=v(a+b)+~v(b+c)+y(c+a).

Este é conhecido como functor quadrdtico de Whitehead (Ver [30]). Um estudo de suas

propriedades pode ser encontrado na dissertacdo de mestrado de I. N. Nakaoka [23].

Abaixo, apresentamos um resultado que conecta o functor quadratico de Whitehead

do abelianizado de um grupo G com o estudo do quadrado tensorial ndo-abeliano G ® G.
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Proposigdo 1.24. [11, pagina 181] Eziste um homomorfismo bem definido 1 : T(G?) —
G ® G tal que (vg)Y = g ® g, onde g denota a classe lateral de g modulo G'.

Consideramos o homomorfismo derivado k : G ® G — G’ dado pelo Exemplo
1.19, tal que (g ® h)k = [g, h], para todo g, h € G. Denotamos por J2(G) o nicleo deste
homomorfismo. Claramente Im ¢ C J5(G) e, como Jo(G) é um subgrupo central de
G ® G, obtemos Im 1 normal em G ® G. Notamos que Im ¢ = V(G), onde V(G) é
o subgrupo normal de G ® G gerado por {g ® g; g € G}. Assim, podemos pensar no
grupo (G ® G)/V(G), que chamamos de quadrado exterior nao-abeliano de G' e denotamos
por G A G. Como Im ¢ C J5(G), o Lema 1.8 implica que existe um homomorfismo
K :GNG— G tal que pk' = k,onde p: GG — (G® G)/V(G) é a projecao natural.
Os resultados de [22] mostram que o nicleo de k' é isomorfo ao multiplicador de Schur

M(G).

G®Gﬂmw~GAG

™,

GeaG \k’

I

/ \V
G/

Com isso, de acordo com [11], obtemos o seguinte diagrama comutativo com linhas

Im v

exatas e extensoes centrais como colunas:

D(G) Y~ Jo(G) —= M(G) —1

|

1 V(G) GoG-L~GANG—1

l k K
1

G’ G’

1 1
Figura 1 — Diagrama 1

1.7 O Grupo v(G)

A seguir, vamos considerar uma construcao relacionada ao quadrado tensorial

nao-abeliano, a saber, o grupo v(G) estudado por N. Rocco [25, 26].
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Definicao 1.25. Sejam G um grupo e G¥ uma coépia isomorfa de G' via o isomorfismo

v : G — G¥, onde g — ¢¥, para todo g € G. Definimos o grupo v(G) como sendo
D<G) = <G7GLP‘ [gl7g;p]gg = [g€37 (gg?’)@] = [g17g§0]g§97 para todo g1, 92,93 S G>

Os grupos G e G¥ estao isomorficamente imersos em v(G). Uma motivagdo para o

estudo de v(G) é a conexao do comutador com o quadrado tensorial, conforme a

Proposigao 1.26. [25, Proposition 2.6] A aplicagio Q2 : G ® G — [G, G¥], definida por
g ® h— [g,h?], para todo g,h € G, é um isomorfismo.

Com este resultado, todos os calculos em G ®G podem ser feitos dentro do subgrupo
|G, G¥] em v(G). Portanto, em vista da identificagdo, nés usamos G ® G ¢ [G,G?] de
modo indistinto, bem como g ® h e [g, h¥], para todo g, h € G, identificando essas duas

descrigbdes via o isomorfismo da Proposicao 1.26.

Muitos dos célculos em v(G) podem ser encontrados em [25, 26]. Listaremos alguns

deles abaixo, de modo a facilitar a consulta quando citados no texto.

Lema 1.27. Seja G um grupo. As sequintes relagoes ocorrem em v(G):

(1) llg, h¥1; [z, y#]] = [lg, bl [x, y]?], para todo g, h, x,y € G;

(i) (95, 92, 93] = [91,95, 93] = [91,92,95] = (97,95, 93] = |9, 92, 95] = 91,95, 95], para
tOdO g17g27g3 S G;

(iii) (g1, (92, 93]7) = 92, g3, gF] 7", para todo g1, 92,93 € G;
(iv) [g,g%] € central em v(G), para todo g € G;

(v) l91,9%]lg2, 9] € central em v(G), para todo g1, 92 € G
(vi) [g,9%] =1, para todo g € G.

Lema 1.28. Sejam z,y elementos de G tais que [x,y] = 1. Entao, em v(G) ocorrem:

(i) 2",y = [, y°]" = [z, (y")¥]. para todo inteiro n;

(ii) Se x e y sao elementos de torcao de ordem o(x) e o(y), respectivamente, entdio

o([z,y¥]) divide o maximo divisor comum de o(x) e o(y).

Lema 1.29. Sejam a,b,x elementos em G tais que [x,a] = 1 = [x,b]. Entdo em v(G),
la,b,2¥] =1 = [[a, b]?, z].

Lema 1.30. Sejam gy e go elementos em G. Entdao em v(G),

91, 951192, (97)%] = 91, (95)%][92> 911 = ([91, 95 1[92, 97 ])"
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No caso em que G é um grupo nilpotente de classe 2, vamos precisar do seguinte

resultado.

Lema 1.31. [2, Lemma 2.6] Seja G um grupo nilpotente de classe 2. Para quaisquer x e

y em G e quaisquer inteiros n e m, em v(G) vale que

m

2", (y™)%) = [2, 9] [y, [, )" [z, [, ) "),

Como consequéncia imediata, obtemos que

Corolario 1.32. Sejam G um grupo nilpotente de classe 2 e p > 2 um numero primo. Se

|IG'| =p e G < Z(G), entao
(27", y?] = [z, y#]7" =[x, ()7,

para todo inteiro positivo n.

Alguns resultados estruturais dos grupos que aparecem no Diagrama 1 da pagina
23 foram investigados por Blyth, Fumagalli e Morigi em [9], cujos resultados resumimos

abaixo.

Teorema 1.33. 1. Se A ¢ qualquer grupo abeliano finitamente gerado com conjunto
de geradores independentes {ay,--- ,a,}, entao A® A~ V(A) x (AN A), onde os
geradores independentes de V(A) sao imagens de a; ® a;, para todoi=1,--- n e
de (a; ® a;)(a; ® a;) para todo 1 < i < j <n e os geradores independentes de AN A

sao 1magens de a; @ aj, para todo 1 <1 < j < n.

2. Seja G um grupo tal que G /G’ seja finitamente gerado e que ndo contenha elementos

de ordem 2. Entao

a) V(G) =~ V(G/G") eT(G/G") ~V(G/G);
b)) GG ~V(G) x (GANG);
c) Jo(G) ~ V(GQ) x M(G);

Um grupo G é chamado policiclico se exite uma série de subgrupos G = G; >
Gy > -+ > G, > Guyp =1 tal que cada Gy1; é normal em G; e G;/G;41 é ciclico, para
cada 1 < i < n. Desde que cada G;/G;41 é ciclico, existem elementos g; € G, tais que
Gi/Git1 = (9:Giy1), para cada 1 < i < n. A sequéncia de elementos {g1, g2, - ,gn} é
chamada uma sequéncia geradora policiclica para G e o conjunto X = {g1,92,"** ,gn}
¢é chamado de conjunto gerador policiclico para GG. Para maiores detalhes sobre grupos

policiclicos ver [29, Capitulo 9].

O quadrado tensorial nao-abeliano de grupos policiclicos foram investigados por

Blyth e Morse em [8], seguindo os estudos de Rocco em [26] sobre grupos soltveis finitos.
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Mais especificamente, um dos principais resultados obtidos foi dar uma completa descrigao
dos geradores do quadrado tensorial G ® G de um grupo policiclico G em termos de um

conjunto gerador policiclico de G.

O grupo 7(G) é definido como sendo o grupo fator v(G)/Q(V(G)), onde 2 é o
isomorfismo da Proposigao 1.26. Denotaremos o subgrupo [G,G¥]/QAV(G)) de 7(G) por

|G, G?)1(c)- Este grupo é isomorfo a G'A G. Com estas defini¢oes, temos a seguinte

Proposigao 1.34. [8, Proposition 20] Seja G um grupo finito policiclico com uma sequéncia
geradora policiclica g1, -+ , gx. Entao [G,G?], um subgrupo de v(G) isomorfo a G @ G, é
gerado por

(G, G?] = ([9:, 971, 195, 971, 196, 9711955 95 1)

e |G, G¥)- ), um subgrupo de 7(G) isomorfo a G AN G, € gerado por

G, G?lra) = (91, 97

para 1 <i<j<k.

1.8 Os p-grupos 2-gerados finitos de classe 2

A computagdo do quadrado tensorial nao-abeliano de p-grupos 2-gerados de classe
de nilpoténcia 2 iniciou-se com Bacon e Kappe em [3] para o caso p impar e foi completado
por Kappe, Visscher e Sarmin em [18] para o caso p = 2. Entretanto, a classificagdo dos
p-grupos 2-gerados de classe de nilpoténcia 2 utilizada nestes artigos estava incompleta.
Isto s6 foi percebido mais tarde quando Ahmad, Magidin e Morse [1] estavam interessados
em estudar as classes de conjugacao destes grupos. A nova classificacao fornecida por eles

corrige e simplifica a classificagdo anterior, a qual apresentamos abaixo:

Teorema 1.35. [1, Theorem 1.1] Sejam p um nimero primo e n > 2 um inteiro posi-
tivo. Todo p-grupo 2-gerado de classe de nilpoténcia exatamente 2 e ordem p™ tem um

apresentagao da forma

Gyl B,75,0) = {a ] [a,6 = [a,b,a] = [a,b,8] = 1,0”" = [, 6", 17" = [a,b]""),
onde (a, 3,7; p,0) satisfaz

Laz82>2y2>21;

2. a+B+v=mn;

3. 0<p,o<n.

Os grupos no teorema acima podem ser divididos em trés familias, como segue:
FAMILIA 1. Se a > 3, entdo G corresponde a:
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(a) (@767’7;p7’7)7 quando P S o.
(b) (04577;%0), quando 0 <o <o+a—-pF<pouocg<p=nr.

(c) (o, 8,7;p,0), quando 0 < 0 < p < min(~y,0 + a — 3).

FAMILIA 2.Sea =3 > vyoua = 8 =~ep > 2, entdo G corresponde a (e, B,v; min(p, 7),7).
FAMILIA 3. Se o = 3 =~ e p = 2, entdo G corresponde a

(a) (e, B,7;min(p,0),7), quando 0 < min(p,o) < v — 1.
(b) (@>ﬁ77;7_ Ly — 1), quando p =0 =~y — 1.

(¢) (o, B,7;7,7), quando min(p, o) > v — 1 e max(p, o) = 7.

Os grupos listados na Familia 1(a) até a Familia 3(c) sao dois a dois nao isomorfos.

Com esta nova classificagao, Magidin e Morse em [20] forneceram uma descri¢ao
completa dos grupos que aparecem no Diagrama 1 da pagina 23 para cada p-grupo 2-gerado

de classe 2 em termos desta classificagao.

Nosso objetivo no Capitulo 3 é proceder de modo analogo para fornecer uma
descricao completa dos grupos que aparecem no Diagrama 1 da pagina 23 para cada p-
grupo finito com subgrupo derivado de ordem p, com p impar, em termos da apresentacao

fornecida por Simon Blackburn em [6].

Tendo isto em vista, vamos descrever brevemente as técnicas utilizadas e apresentar

alguns resultados obtidos por Magidin e Morse em [20].

Seja G = G,(a, B,7; p, o) qualquer p-grupo 2-gerado de classe de nilpoténcia 2 com
apresentacao como no Teorema 1.35. Temos que o quadrado tensorial nao-abeliano G ® G é
abeliano; de fato, como G é nilpotente de classe 2, entao G' < Z(G). Sejam g, h¥] e [z, y?]
elementos de [G, G¥]. Aplicando o item (i) do Lema 1.27 e depois o Lema 1.29, obtemos
que [[g, h?], [z, y?]] = [[g, ], [z, y]?] = 1, de onde G ® G ¢é abeliano, como desejado.

Agora, a ideia é fornecer um conjunto de geradores independentes para [G, G¥| e
calcular suas ordens. Desde que a, b e [a, b] formam um conjunto gerador policiclico para

G, a Proposicao 1.34 nos diz que [G, G¥] é gerado por

[a, %], [b,b%], [a,b7][b, a%], [a,b7],
[a, [, b17], [b, [a, b]7], [[a,b], a”], [[a,b], b7].

Pelo item (iii) do Lema 1.27, vemos que os dois tltimos geradores desta lista
sao supérfluos e, portanto, podemos descarta-los como geradores. Logo, os seis primeiro

elementos formam um conjunto gerador para |G, G¥].
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Com isso em maos, Magidin e Morse em [20] passam a investigar a ordem destes
geradores e a independéncia entre eles. Para determinar a ordem, eles utilizam os calculos
com comutadores a partir da constru¢ao e dos resultados sobre o grupo v(G) para
determinar um limitante inferior da ordem. Para o limitante superior é utilizada a técnica
de construir uma biderivacdo G X G — L, de modo que a ordem da imagem do gerador
em L seja conhecida. Se estes limitantes coincidem, entao fica determinda a ordem do

gerador. O préximo resultado fornece a ordem de alguns geradores.

Lema 1.36. [20, Lemmas 31 and 32| Seja G = Gp(a, B,7; p, o) um p-grupo 2-gerado de
classe exatamente 2 com apresentagcio como no Teorema 1.35 e consideramos p > 2. Entao
1. [b,]a,b]?] tem ordem p™miro};
2. se p < o, entdo |a,[a,b]?] tem ordem p’;

T

3. se p> o, entao [a, [a,b]?] tem ordem p°t", onde T = min{a — B,p — o}.

Por fim, no caso em que p é impar, o quadrado tensorial nao-abeliano é computado

conforme o

Teorema 1.37. [20, Theorem 36] Seja G = G,(a, 5,7; p, o) um p-grupo 2-gerado de classe

exatamente 2 com apresentacdo como no Teorema 1.35 e consideramos p > 2. Entao

oG~ Cpa x Cps X Cpp X Cpp X Cpo X Chpp, sep< o
Cpa X CpB X Cp,e X Cpﬁ+7 X Cpo' X Cpa, se p> o,

onde T = min(a — 3, p — o).
No teorema acima, os fatores ciclicos invariantes podem ser tomados como sendo

1. [a,a?], [b,b%], [a,b%][b,a?], [a,b?], [a,][a,b]?] e [b, [a,b]?], respectivamente, quando

p<o0;

2. [a,a%), (5,5, [0,b°][b,0%], [a.6°], [0, 5] " [a, [0,8]%] e [b, [0, )], respectivamente,

quando p > 0.
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Capitulo 2

Os Grupos de Blackburn

A classificacao dos p-grupos finitos com subgrupo derivado de ordem p, p impar,
foi fornecida por Simon Blackburn em [6] e este capitulo é destinado a apresentar este

resultado.

Neste capitulo, iremos manter a notagao utilizada em [6] e iremos aplicar as fungoes

pela esquerda.

2.1 Formas alternadas

Nesta secao apresentaremos algumas defini¢goes e resultados da teoria de formas

bilineares. Mais detalhes podem ser encontrados em [28, Capitulo 8].

Aqui, iremos sempre considerar F um corpo e V' um espago vetorial de dimensao
finita sobre F.

Uma forma bilinear sobre um F-espaco vetorial V' é uma funcao bilinear ¢ : V xV —
F. Dizemos que uma forma bilinear é uma forma alternada se ¢(x,z) = 0, para todo

x € V. Se ¢ é uma forma alternada, entdao dados z,y € V, temos

0=9(r+y,x+y)=d(x )+ o(x,y) + oy, ) + d(y,y) = d(z,y) + oy, ),

de onde ¢(z,y) = —¢(y, x) para todo x,y € V, ou seja, a forma ¢ é antissimétrica. Se o
corpo [F tem caracteristica diferente de 2, entao vale a reciproca. De fato, suponhamos que
¢ é antissimétrica, logo ¢(z, x) = —¢(x, x) e, portanto, 2¢(x,x) = 0, de onde ¢(z,x) = 0,
para todo x € V.
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O radical de ¢ é o subespago de V' definido por
R={veV; ¢(v,z) =0, para todo x € V'}.

Caso R = 0, dizemos que ¢ é nao-degenerada. Dado um subespaco U de V', definimos o

complemento ortogonal de U com respeito a forma bilinear ¢ por
Ut ={veV; ¢(v,u) =0, para todo u € U}.

Caso U C U+, dizemos que U é totalmente isotrépico.

Um funcional linear de V' é qualquer transformacao linear f : V' — F. O conjunto
de todos os funcionais lineares de V' forma um espago vetorial, que chamamos de espaco

dual de V' e denotamos por V*.

O proximo resultado ird fornecer uma caracterizacao de formas bilineares nao-
degeneradas em termos da base do espaco dual V*. Primeiramente, lembramos que dado ¢
uma forma bilinear de V', para cada vetor u € V fixado, a aplicacao u* : V — F definida

por u*(v) = ¢(v,u), para todo v € V, claramente é um funcional linear.

Teorema 2.1. Seja ¢ uma forma bilinear de V' e consideramos ey, - - , e, uma base de
V. Entao ¢ € nao-degenerada se, e somente se, os funcionais lineares €3, --- , e} formam

uma base do espaco dual V*.

Demonstra¢ao. Suponhamos que ¢ é uma forma nao-degenerada. Desde que dim(V*) = n,
basta provar que ej,--- ,e; formam um conjunto linearmente independente. Sejam, pois,

ay,- - ,a, € F tais que a;e] + - - - aze), = 0, ou seja,

0=">Y ae;(v) => a;p(v,e;), para todo v € V.
i=1

i=1
Neste caso, se considerarmos u = aje; + - - - aze,, entao ¢(v,u) = 0 para todo v € V e,
portanto, u esta no radical de ¢. Como ¢ é nao-degenerada, segue que u = 0. Desde que
ey, -+, e, formam um conjunto linearmente independente, obtemos que a; =--- =a, =0
e, consequentemente, e}, - , e’ formam um conjunto linearmente independente, como

queriamos.

Reciprocamente, suponhamos que os funcionais ej, - -- , e} formam uma base de
V*. Seja u um elemento do radical de V', ou seja, ¢(v,u) = 0 para todo v € V. Escrevendo
u = aie; + -+ ape,, temos que

n

0=¢(v,u) = Zn:aiqzﬁ(v, ei) = Y ae; (v),

i=1
para todo v € V, de onde a,e] + - --aye;, = 0. Como €7, - , e’ sao linearmente indepen-
dentes, segue que a; = --- = a, = 0 e, portanto, u = 0. Logo, o radical de ¢ é nulo e,

entao, ¢ ¢ nao-degenerada. O
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Corolario 2.2. Se ¢ ¢ uma forma bilinear nao-degenerada sobre V', entdio dado um

funcional linear f € V*, existe um unico uw € V tal que f = u*.

O proximo resultado nos fornece condigoes para que o espago vetorial V' seja soma

direta de um subespaco U e seu complemento ortogonal U+,

Proposigao 2.3. Sejam ¢ uma forma bilinear sobre Ve U um subespago de V. Se ¢

restrita a U x U é nao-degenerada, entio V =U @ U+.

Demonstragio. Seja u € UN UL, entdo ¢(z,u) = 0 para todo z € U. Assim, u pertence
ao radical de ¢ quando restrito a U x U. Desde que ¢ restrito a U x U é nao-degenerado,
obtemos u = 0 e, consequentemente, U NU+ = 0. Agora, dado v € V, entdo v* restrito a U
é um funcional de U e, pelo Corolario 2.2, existe um tnico ug € U tal que ¢(x,v) = ¢(z, ug)
para todo x € U. Portanto, v = ug + (v — ug), onde uy € U e v — ug € U™. O

Definicao 2.4. Seja ¢ uma forma bilinear sobre V. Entao a soma direta V =U; ®--- DU,
¢ uma soma direta ortogonal se para todo i # j temos ¢(u;, u;) = 0, quaisquer que sejam
UZ‘GUZ‘G’LLJ'EU]‘.

Um plano hiperbolico sobre um corpo F é um espaco vetorial de dimensao dois

sobre [F junto com uma forma alternada nao nula.

Teorema 2.5. Se ¢ é uma forma alternada ndao-degenerada sobre V', entdo existe uma

soma direta ortogonal V = H, ® --- & H,,, onde cada H; é um plano hiperbolico.

Demonstragio. A demonstragao ¢é feita por indugao sobre dim(V) > 1. Se dim(V) = 1,
entao uma forma alternada sobre V' deve ser nula e, entao, degenerada. Assim, nosso passo
inicial deve ser feito para dim(V') = 2. Neste caso, V' é um plano hiperbdlico e a conclusao
é clara. Para o passo de indugdo, vamos provar que V = H; @& H{, com H; um plano

hiperbélico e que ¢ restrita a Hi- x Hi- é uma forma alternada nao-degenerada.

De fato, como ¢ é nao-degenerada, entdo ¢ é nao-nula e, entao, existem ey, es € V
tais que ¢(eq, e2) # 0. Podemos supor que ¢(eq, e3) = 1, pois caso ¢(eq, e2) = ¢, trocamos
es por ¢ tey. O subespago Hy = (e, e5) é um plano hiperbdlico e ¢ restrita a Hy x Hy é nao-
degenerada. De fato, se u = aje; + ases € Hy pertence ao radical de ¢ restrita a Hy x Hy,
entdo 0 = ¢(u,e;1) = ag e 0 = ¢(u, e2) = a; e, portanto, u = 0. Pela Proposicao 2.3, temos
que V = H, @ Hi-. Afirmamos que ¢ restrita a Hi- x Hi- é ndo-degenerada. Com efeito, o
radical de ¢ restrita a Hi- x Hi- é dado por {u € Hi"; ¢(u,x) = 0, para todo x € Hi}.
Mas Hi" = {u € V; ¢(u,z) = 0, para todo z € H,}. Como V = H; & H{, se u estd no
radical de ¢ restrita a Hi- x Hi-, entdo u estd no radical de ¢. Desde que ¢ é ndo-degenerada,

segue que u = 0 e, portanto, ¢ restrita a Hi- x Hi- é ndo-degenerada.

Com isso, podemos aplicar induc¢ao e concluir que existe uma soma direta ortogonal

Hi = Hy®- - -®H,,, onde cada H; é um plano hiperbélico. Isto conclui a demonstracido. [
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Corolario 2.6. Se ¢ € uma forma alternada ndo-degenerada sobre V', entdo dim(V') é

par.

Definicao 2.7. Seja V' um espago vetorial junto com uma forma alternada nao-degenerada.
Uma base ey, f1, e, fo, -+ , €., fr de V é chamada de base simplética de V' se os subespacos
(e1,---,eq) e (fi, -+, fr) sdo totalmente isotropicos e para todo i,7 € {1,2,--- ,r} temos

o(ei, fj) = 6i;, onde 0;; é a fungdo de Kronecker.

Definigao 2.8. Seja V um espaco vetorial junto com uma forma bilinear ¢ nao-degenerada.
Dizemos que uma transformacao linear T': V' — V é uma isometria se para todo u,v € V
temos ¢(Tu, Tv) = ¢(u,v).

O conjunto de todas as isometrias de V' forma um subgrupo de GL(V'). No caso
particular em que ¢ é uma forma alternada nao-degenerada, este subgrupo é chamado de

grupo simplético e é denotado por Sp(V, ¢).

No que segue apresentaremos alguns resultados sobre os subgrupos totalmente

isotropicos.

Lema 2.9. [6, Lemma 1] Sejam V um espago vetorial de dimensao 2r sobre um corpo
F e ¢ uma forma nao-degenerada sobre V. Entdo, todo subespaco totalmente isotropico

mazimal de V' tem dimensdo r.

Demonstracao. Seja U um subespaco totalmente isotropico maximal de V. Consideramos
AV — U* a transformacdo linear tal que para cada v € V associa o funcional linear \(v)
de U definido por A\(v)(x) = ¢(z,v), para todo = € U. Afirmamos que A é sobrejetor. De
fato, seja f € U*. Como V tem dimensao finita, existe W tal que V = U @& W. Assim,
definimos g € V* por g(u + w) = f(u), para todo u € U e w € W. Desde de que ¢ é
nao-degenerada, pelo Corolario 2.2, existe vy € V tal que g(z) = ¢(x, vy) para todo = € V.
Em particular, f(z) = g(z) = ¢(z,vy) para todo x € U, ou seja, f = A(vg) e, portanto, A

¢é sobrejetor.

Desde que U ¢ totalmente isotrépico, U C ker()). Se existe v € ker(A)\U, en-
tao (U,v) deve ser totalmente isotrépico e contém estritamente U, o que contradiz a
maximalidade de U. Portanto U = ker(\) e

dimU = dimU* = dim(Im A\) = dim V' — dim(ker \) = 2r — dim U,
de onde dim U = r, como desejado. O

Lema 2.10. [6, Lemma 2| Sejam V' um espago vetorial de dimensao 2r sobre um corpo
F e ¢ uma forma ndo-degenerada sobre V. Se U é um subespago totalmente isotropico

maximal, entdo existe um subespago totalmente isotropico maximal W tal que V. =U @& W.
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Demonstracao. Seja U um subespaco totalmente isotropico maximal de V. Sabemos que
dim U = r. Agora, seja W um subespaco de V' que é maximal com respeito a ser totalmente

isotropico e tem intersegao trivial com U. A demonstracao do lema se reduz a mostrar que
dim W =r.

Seja A : V. — U* como no Lema 2.9. Vimos que A é sobrejetora e ker A = U.
Desde que W NU = 0, segue que A é um isomorfismo quando restrito a W e, portanto,
dim(Im \) = dim W. Agora, vemos que u € U N W+ se, e somente se, ¢(u,w) = 0 para
todo w € W, ou seja, w*(u) = 0 para todo w* € A(W). Logo, U N W+ = A\(W)°, onde
A(W)° denota o anulador de A(IW). Desde que dim U* = dim(A(W)) + dim(A(WW)°), entdo
dim U = dim W +dim(UNW) e, assim, UNW tem codimensdo dim W em U. Por outro

lado, W+ tem codimensdo no méximo dim W em V e, consequentemente, U + W+ = V.

Suponhamos, por absurdo, que dim W < r. Portanto, existe um elemento v €
V\(U @ W). Desde que V = U + W+, podemos escrever v = u + w’, para algum u € U e
w' € W, Vemos que w’ ¢ W. Definimos W = (W, w'). Como w’ € W+, segue que W ¢
totalmente isotrépico. Suponhamos u; € U N W. Entao u; = yw' + w para algum v € F e
algum w € W. Se v # 0, temos que w’ = %(ul —w) € Ud W, o que contradiz a escolha de
v. Portanto u; = w e, assim, u € UNW = 0. Logo u = 0 e, consequentemente, U N W = 0.
Pela maximalidade de W, vem que W = W. Mas W contém estritamente W, o que ¢é

absurdo. Portanto, dim W = r, como queriamos. O

Lema 2.11. [6, Lemma 3] Sejam V' um espago vetorial de dimensdio 2r sobre um corpo F
e ¢ uma forma ndao-degenerada sobre V. Suponhamos que V. =U & W, onde U e W sao
subespacos totalmente isotropicos de V. Se ey, -+ ,e, € uma base de U, entdo existe uma

base fy,--- , f. de W tal que ey, f1,e2, fa, - , €., fr € uma base simplética de V.

Demonstracao. Seja q,--- ,1, € U* a base dual de ey, -+ ,e,. Assim, para todo 7,7 €
{1,2,--- ,r} temos ¢;(e;) = d;;. Agora, consideramos A : V' — U* como no Lema 2.9.
Vimos que A restrita a W é um isomorfismo. Definimos os elementos fi,--- , f, como
sendo os Unicos elementos de W tais que A(f;) = 1;, para todo i € {1,---,r}. Entao

e1, fi,€2, fa, -+ , €., fr € uma base simplética de V. O

Corolario 2.12. [6, Corollary 4] Sejam V um espaco vetorial sobre um corpo F e ¢
uma forma alternada sobre V. Seja R o radical de ¢. Seja E um subespago totalmente
isotropico de V' tal que EN R =0 e suponhamos que F = 6]9;:11 E; para alguns subespagos
E; de V. Entao, existem subespagos Fy, Fy,--- , Fy, e By de V tais que todas as sequintes

propriedades ocorram:

(Z) V=R®OEDSE, P PFr®---® Ey;

(ii) Os subespagos E ® Ey e F1 ® Fo & --- ® Ey sao totalmente isotropicos;
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(7ii) Para todo i € {1,2,--- ,k}, a forma ¢ é ndo-degenerada quando restrita a F; & F;;

(iv) Para todo i,j € {1,2,--- ,k}, temos que E; C FjL quando i # 7.

Demonstracao. Passando para o complemento de R, se necessario, podemos assumir que

R =0 e, portanto, ¢ é nao-degenerada.

Seja r tal que dim V' = 2r. Consideramos U um subespago totalmento isotropico
maximal contendo F. Pelo Lema 2.9, temos dim U = r. Seja W um subespago totalmente

isotropico de V' que é um complemento para U, que existe pelo Lema 2.10.

Definimos os inteiros dy, dy, -+ ,dg_1,d por d; = dim(E; @ Ey @ --- @ E;), para
todoi € {0,1,2,--- ;k — 1} e dy = r. Escolha uma base eq,--- e, de U tal que para todo
ie{l,2,--- k—1}, o conjunto e4, 11, - ,eq, é uma base de F;.

Pelo lema anterior, existem vetores fi,---,f. € W com a propriedade que
e1, f1, €2, fa, -+ , €, fr ¢ uma base simplética de V. Para todo i € {1,2,--- , k} defina F; =

(fai 141, s fa;). Definimos Ej, = (€4, 11, ,€q,). Usando que ey, f1, €z, fo, -+ , €, frr €

uma base simplética de V', podemos verificar que F; e E) assim definidos satisfazem as

condigoes do corolario. O

2.2 Classificacao de flags

Seja V um espaco vetorial sobre um corpo F. Definimos o conjunto .%; de t-flags

de V, cujos elementos sao flags de V' da forma
0=WCWC --CVCV =V,

onde cada V; é um subespaco vetorial de V', para i € {0,1,2,--- ,t+ 1}.

Seja ¢ uma forma alternada nao-degenerada sobre V' e consideramos Sp(V, ¢) o
grupo simplético sobre V. Entao, Sp(V, ¢) age naturalmente sobre V' e induz uma agao
sobre o conjunto .%;. O objetivo desta sec¢ao é fornecer um conjunto de invariantes para
uma t-flag de modo que duas t-flags estao associadas ao mesmo conjunto invariante se, e

somente se, elas estdo numa mesma 6rbita sobre a agao de Sp(V, ¢).

Seja Vp, -+, Vi, Viy1 uma t-flag. Denotamos
Jo={(i,j)€Z* 1<i<j<t+1}

Definimos o tipo da flag Vp, -+, V;, Viy1 como sendo o conjunto A = {a, j; (i,7) € J;} de
numeros reais indexados pelos elementos de .J;, onde os elementos «; ; sao definidos como
segue. Para cada i € {1,2,--- ,t + 1}, denotamos R; como sendo o radical da forma ¢

quando restrita ao subespacgo V;, ou seja,

R; ={v eV ¢(v,x) =0 para todo x € V;}.
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Para cada (7, 5) € J;, definimos

dlm((RZ N Rj,1> -+ ‘/1;1) — dlm((RZ N RJ> -+ ‘/1;1), set1 <7
Q5 = 1
’ —|dimV, —dimV,_; — Z Qi — Z aik |, sei=j.
2 1<k<i—1 i+1<k<t+1

O proéximo resultado ird provar que os elementos o;; do conjunto A acima sao

todos inteiros ndo negativos e que a soma de todos eles ¢ igual a (dim V')/2.

Proposicao 2.13. [6, Proposition 5] Seja V' um espago vetorial sobre F e suponhamos
que ¢ é uma forma alternada nao-degenerada sobre V. Sejam Vg, --- | Vi, Virq uma t-flag
e A=A{w;; (i,7) € Ji} um conjunto fixzado. Entao, Vo, Vi, -+, Vi, Vigr € do tipo A se, e
somente se, existem subespacos E; ; e F; ;j de V', para todo (i,j) € Jy, tendo as sequintes

propriedades:

(1) Para todo (i,7) € J,, dim E; ; = dim F} ; = a; j;
(ii) Para todol € {1,2,--- t+ 1}, V, = ( 4 E”) @ ( & FZ]) ;
{(i,5)eds; i<l} {(i.9)ede; j<i}

(71t) Para todo (i,7) € Jy, a forma ¢ € nao-degenerada quando restrita a E; ; & F; ;;

(v) Para quaisquer (i,7), (', 5") € Ji tais que (i,5) # (i',7'), vale que E; ; C Fi,fj/;

(v) Os subespagos @; jyes, Fij ¢ e, Fij sdo totalmente isotropicos;

(vi) Seja R; o radical da forma ¢ quando restrito a V;. Para quaisquer 11" € {1,2,--- t+

1} tais que I <1, temos que
I t+1
Rl N Rl/ - @ @ Ez,j

i=1 j=l'+1

Demonstracao. Suponhamos que existam subespacgos E;; e F;; de V satisfazendo as
condigoes (i) até (vi). Seja (r,s) € J;. Se r < s, entdo pelo item (i) temos o, = dim E, ;.

Desde que os subespacos E; j e F; ; formam somas diretas, podemos escrever dim £, s como

dmE,, = dm ((@@E) . (%{é E) 6 (@@F)) .

i=1 j=i i=1 j=i

() (8- (88

i=1 j=i j=s+1 1=1 j=1
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i=1 j=s i=1 j=i i=1 j=i

)

88+ (@2r))-

r o t+1 r—1s—1 r—1r—1
dimFE,; = dim @@E@j> D (@@Ezg) D ( @Fw>) -
r o t+1 r—1 s

i=1 j=s+1 i=1 j=i

r t+1

i=1 j=s

r t+1
dim @ @ Ei,j) +

i=1 j=s+1

= dim((R, N Rs_1) + V,_1) —dim((R, N Ry) + V,_1),

(@85.) (38"

i=1 j=i i=1 j=i

em que a tltima igualdade ocorre devido aos itens (ii) e (vi). Se r = s, entao

20,

= dim(E,, @ F,,)

- n((68r) o (1)) -am (B85 (881))

i=1 j=i i=1 j=i i=1 j=i i=1 j=i
t+1 r—1
=Y dmEy, - Y dmF,
j=r+1 =1
t+1 r—1
= dlm‘/;» — dim ‘/r—l — Z Q5 — Zai,r.
j:r+1 =1

Logo Vi, Vi, -+, Vi, Vi1 é uma t-flag do tipo A.

Reciprocamente, suponhamos que Vg, Vq, -+, Vi, Vi1 seja uma t-flag do tipo A.

Escolheremos os subespagos E; ; por indugao sobre 4 e os subespagos F; ; por indugao sobre

Jj. Nossa hip6tese de inducao sera tomada do seguinte modo. Seja k € {0,1,2,--- ;¢ + 1}.

Definimos 777, como sendo o passo em que as seguintes condi¢des ocorram:

(a)

Para todos inteiros ¢ e j, tais que 1 <+¢ < j <k, vale que dim F; ; = dim F; ;. Para

todo (4, ) € Ji, tal que i < k, vale que dim E; ; = o ;;

Para todo [ € {1,2,--- |k}, vale que V| = ( &y Ew) D ( &y Fi,j);
{(i.g)ee; i<} {(i.g)ede; §<1}

Para todos os inteiros 7 e j, tais que 1 < i < 5 < k, a forma ¢ é nao-degenerada

quando restrita a F; ; © F; j;

Para quaisquer (i, 7), (i, 7') € Ji, tais que (i,7) # (i, j) e tais que 4, j' < k, vale que

Os subespagos @ Ei;e @ F; ; sao totalmente isotrépicos;
(4,5)€Je,i<k (4,4)€Je,<k
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(f) Seja R; o radical da forma ¢ quando restrito a V;. Para quaisquer [,I' € {1,2,--- ,t+
1}, tais que I <1 e | < k, temos que

I t41
Rl N Rl/ - @ @ E’L,j
i=1 j=I'+1
Seja k € {1,2,--- ,t + 1}. Suponhamos que tenhamos escolhido subespacos E; ;
comi < k—1el;; comj<k—1tais que J4,_; ocorra. Queremos mostrar que podemos

escolher subespacos Ej i, B pv1, - 5 Erir1 € Fig, Fop, -+, Fi tais que 2, ocorra.

Para cada j € {k+1,k+2,--- ,t+ 1}, definimos Ej, ; como sendo o complemento
de ((Rk N Rj) + V;g_l) N (Rk N Rj_l) em RN R]’_1.
(RN Rj_1) + Vi
(Re N Rj) + Viy

A aplicagao natural de R, N R;_; sobre o espago ¢é bijetiva

quando restrita a Fj ; e, portanto,
dim EkJ = dlm((Rk N Rj_1) + ‘/k—l) — dlm((Rk N R]) + Vk—l) = Qk,j, (21)

para todo j € {k+1,k+2,--- ,t + 1}
Agora, o subespaco
Eppr +Eppro+ -+ By + ( &y Ezg)
(i,1) € e i<k—1

¢é totalmente isotrépico. De fato, denotamos por W este subespaco de Vj e consideramos
w e W. Como Ej; C Ry, segue ¢(w,z) = 0 para todo x € Ej;, com k+1<j <t+1

Além disso, seja = € &y E;;. Sewe &P E; j, pelo item (e) este subespago
(.)€ e i<k—1 (i,§) €1 i<k—1
é totalmente isotrépico e, entdao, ¢(w,z) = 0. Por outro lado, se w possui alguma parcela

que pertence a Ej ;, com k+1 < j <t +1, digamos w = w; + w’, onde w; € Ej ;, entdo
d(w,x) = p(wj, z) + p(w', x) = ¢p(w', z), pois ¢p(w;,x) = 0 uma vez que w; € Ry e x € Vj.
Deste modo ¢(w, z) = 0. Logo w € W+.

Além disso,
En CFLparak+1<j<t+1, 1<r<s<k-1, (2.2)

pois F;. s C V.

Afirmamos que a seguinte soma é direta:

( > Eu) + ( > Fu) : (2.3)
(i,j)EJt\{(k,k)},iSk (i,j)GJt,jSk—l

Pelo item (b) da hipétese de inducao 4.1, é suficiente provar que a soma

t+1
> Epj| 4 Vi

j=k+1
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¢ direta. Para cada j € {k+ 1,k +2,--- ,t+ 1}, seja u; € Ej; e suponhamos que estes

elementos nao sejam todos nulos. Suponhamos que exista u € Vi_; tal que

t+1
Z Uk, j +u=0.

j=k+1
Seja l o menor indice j tal que uy,; # 0. Pela escolha de Ey;, temos que ug; & (RpNRy)+Vi—1.
Agora, para todo j tal que [ +1 < 5 <t+1, temos que uy; € F; C Ry NR;_1 C RN R,.
Desde que u € V,_q, entao

t+1
U = —U — Zuk] RkﬂRl)+Vk 15

j=l+1

o que é absurdo. Portanto, a soma é direta.

Com isso, podemos provar que o item (f) da afirmacao %, é verdadeira. Pela
hipétese de indugao %1, é suficiente provar que para todo ' € {k,k+1,--- jt + 1}

ocorre bt
RN Ry = @ @
=1 j=l'+

Agora,

(Rp NRy)NViy = RN (Vi NRy)
= RpyN(Rk_1NRy)
= (Rp_1NRy) N (Re_1N Ry)
= Ry_1NRy

k—1 t+1

= D D Eis

i=1 j=l'+1

Como Ej; € RyNR;_1 C RN Ry para todo j tal que I'4+1 < j < t+1, para estabelecer
t+1

o item (f) de %, é suficiente provar que EB E}; gera Ry N Ry médulo Vi_q. Isto é
i=1/+1
’ t4+1

trivial se I’ =t + 1, pois R;;1 = 0. Por outro lado, se ED Ey ; gera R, N Ry médulo

J=1'+2
t+1
Vi_1, entao @ Ey ; gera R, N Ry moédulo Vi,_;, pela nossa escolha de Ej ;1. Logo, por
j=l'+1
indugdo sobre ¢t + 1 — I’ a afirmagao (f) de 7% segue.

O préximo passo serd escolher os subespacos Fj i, onde 1 < ¢ < k, e o subespaco

Ej 1. Primeiramente, definimos o subespaco M de Vj, por

M= @ (E;oF;).

(4,5)€Jt,5<k

Seja N o subespago de V}, definido por

N=M"NnV,.
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Pela hipétese 747, _1, temos que a forma ¢ é nao-degenerada quando restrita a M. Portanto,

a Proposicao 2.3 implica em Vi, = M & N. Notamos também que

k—1 t+1

@ @ Ei;=R,CN

i=1 j=k+1
e o radical da forma ¢ quando restrita a N é R;. Além disso,

k-1
@PECN
i=1
e é disjunto de Ry, visto que a soma (2.3) é direta e pelo item (f) de S, que ji provamos.
Mais ainda, o item (e) de J#,_; implica que esta soma direta é um subespaco totalmente
isotropico. Pelo Corolario 2.12, podemos escolher subespagos Ej; e Fj, de N, com

1 <i <k, satisfazendo as seguintes propriedades:

(A) N =R, @ (é Ek> @ (@ Fk>

i=1

k k
(B) os subespagos @ Eix e EB F \ sdo totalmente isotrdpicos;
i=1 i=1

(C) paratodoi € {1,2,--- ,k} aforma ¢ é ndo-degenerada quando restrita a E; ; & F; x;

(D) para todo i,7" € {1,2,--- ,k}, tais que ¢ # 7', temos que E;; C ij

Vejamos que 77, se verifica. Temos

Vi = M@®&N
k k
= ( D E;o an)) ® Ry & (@ Ezk) S <EB Fz‘,k>
(i,)€Jt,5<k i=1 i=1

:( b Ei,j)@( ) Fm‘)a
(i,5)€Jp,i<k (i,)€Jt,5<k

de onde o item (b) de .#% ocorre.

Para provar o item (a) de J#, ¢é suficiente provar que dim F; ; = dim Fj, para
todo i € {1,2,--- .k} e dim E} ; = ayj, para todo j € {k,k+1,--- ,t+ 1}. Pelo item
(B) vemos que cada um dos subespagos E;; e Fjj sdo totalmente isotrépicos. Agora, o
item (C) nos diz que ¢ é nado-degenerada quando restrita a E;j © F; ;. Com isso, E;j é
um subespaco totalmente isotrépico maximal de E;; @ F; . Com efeito, caso contrario
existiria f € F;j nao nulo tal que W = (E;, f) seria totalmente isotrépico contendo
E; i, e isto implicaria que f estaria no radical de ¢, o que contradiz ¢ ser nao-degenerada.
Do mesmo modo Fjj também ¢é subespaco totalmente isotrépico maximal. Portanto, o

Lema 2.9 implica que dim E;;, = dim F} . Ja vimos em (2.1) que dim Ej ; = oy ; para
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todoj e {k+1,k+2,---,t+1}. Para o caso dim Ej, utilizamos o item (b) de /&, para

descrever Vj, e as informacoes deste pardgrafo sobre dim F; ; e obtemos que

QCYk’k = dim Vk — dim Vk,1 — Z Qg | — Z Ak s

1<s<k—1 k1<s<t+1
k t+1 k k k—1t+1 k—1k—1
= (XX dmBy+) > dimFy) — (> > dimE;+> > dimF
i=1 j—i =1 j—=i i=1 j=i i=1 j—=i
D DR LD D
1<s<k—1 k+1<s<t+1
t+1 k
= D dimEy;+ dimFp— Y o= D ks
ji=k i=1 1<s<k—1 k+1<s<t+1
= 2dim Ek,ka

de onde dim Ej ; = agx, como querfamos. Portanto, o item (a) de &, ocorre.

O item (c) de .7, é imediato do item (c¢) de 74, e do item (C) acima.

Para estabelecer o item (d) de %, é suficiente provar que E; ; C Fi/fj/, para todo
(1,9), (7, 7") € Ji tais que (i,7) # (7', j'), 1,57 < k e que pelo menos um dos indices ¢ ou
§' seja igual a k. Se j' = k, entdo o resultado segue do item (D) e do fato que N C M*.
Portanto, podemos supor que j' < k — 1. O resultado segue quando i = k e j = k,

novamente por (D) e pelo fato que N € M*. Quando i = k e j > k + 1, o resultado segue
de (2.2). Portanto, o item (d) de .4 ocorre.

Finalmente, o item (e) de 4, segue de 41, de (B) e do fato que N C M*.

Logo 77, segue de %1 e o resultado segue por inducao sobre k. O]
Corolario 2.14. [6, Corollary 6] Sejam V um espago vetorial sobre F e ¢ uma forma
alternada nao-degenerada sobre V. Seja Vo, Vi, -+, Vier uma t-flag em V e seja A =
{aij; (i,7) € Ji} um conjunto de inteiros tal que a soma de seus elementos seja (dim V') /2.
Seja -[A = {(27]7 k) € Z37 <Z7]> S Jt el < k < ai,j}' Entdo, aﬂag ‘/07‘/17'” 7‘/;5-1-1 ¢ do
tipo A se, e somente se, existem conjuntos {e,; a € Ix} e {fas; a € 14} contidos em V

tais que

(i) paratodol € {1,2,---  t+1} o conjunto {ei  ry; (4,5, k) € La,i < IJU{fujn; (1,7,k) €
14,7 <1} é uma base para Vi;

(ii) para todos a,a’ € I4 temos que

1, sea=4d

0, sea#ad

gb(ea’ fa’) =

(7ii) para todos a,a’ € I4 temos que ¢(eq,€q) = O(fa, far) = 0.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que existam conjuntos {eq; a € 14} e {fa; a € 14} tendo as
propriedades (i) até (iii) acima. Para todo (7, j) € J;, definimos os subespagos E; ; e F; ;
por

Eij=(eaim; 1 <k <aig) e Fij=(fugr; 1<k <o)

E facil verificar que que os conjuntos assim definidos satisfazem as condi¢oes da proposicao

anterior e, portanto, a flag Vo, Vi,--- , Vg é do tipo A.

Reciprocamente, suponhamos que Vg, Vi, -+, Vi1 € uma flag do tipo A. Sejam E; ;
e F; ;, para todo (7,7) € Ji, subespacos de V' que satisfazem as condigoes da proposigao
anterior. Para cada (i,7) € J;, seja €(ij1), """ 5 C(ij,as;) UMa base de Ey ;. Agora, considera-
mos f(i 1), 5 J(ija:,) Uma base de F;; tal que e j1), fij1): s €ijiaus)s e, € uma
base simplética de E; ; & F;;, que existe pelo Lema 2.11. Afirmamos que {e,;a € I,} e

{fa;a € I,} escolhidos deste modo satisfazem as condicoes (i) até (iii) acima.

De fato, o item (i) do corolario segue do item (ii) da Proposigao 2.13. O item
(ii) do corolario segue do fato que os elementos e 1), f(ij1), " » €(iai,)s flijas,) formam
uma base simplética de E; ; & F; ;. Por fim, o item (iii) do corolario segue do item (v) da

Proposicao 2.13. [

Dada uma flag Vo, V4, - -+, Vi1, dizemos que uma base {e,; a € Ix}U{fa; a € I4}

satisfazendo as condigoes do corolario acima é uma base canodnica para a t-flag.

Com estes resultados, é possivel fornecer uma classificagdo das flags de um espaco
vetorial V' sobre a agao do grupo simplético Sp(V, ¢). Para isso, consideramos W a aplicagao
entre o conjunto das orbitas das t-flags de V' sobre a a¢ao de Sp(V, ¢) e o conjunto dos
conjuntos A de inteiros nao-negativos indexados por J; com soma de seus elementos igual
a (dim V') /2, definida por levando uma érbita de flags para o tipo de qualquer um de seus

representantes. Assim, obtemos o

Teorema 2.15. [6, Theorem 7] Sejam V um espago vetorial sobre F e ¢ uma forma
alternada nao-degenerada sobre V.. Consideramos Sp(V, ¢) o grupo simplético agindo sobre

V. Entao a funcao ¥ definida acima é bijetora.

Demonstracao. Da definicdo do tipo da flag, é claro que o tipo da flag é preservado sobre

a acao de Sp(V, ¢). Portanto, a aplicacao ¥ estd bem definida.

Vamos provar que ¥ é sobrejetora. Suponhamos que A = {a; ;; (4,j) € J;} um
conjunto de inteiros cuja soma dos elementos é (dim V')/2. Definimos o conjunto /4 como
no corolario anterior. Indexando os elementos de uma base simplética de modo adequado,
podemos formar os conjuntos {e,;a € I,} e {fa;a € 1,} que satisfazem as condigoes do

corolario anterior. Para todo [ € {0,1,2,--- ,¢+ 1}, definimos os subespagos

‘/Z = <{€(i,j,k); <i7j7 k) € [A et < l} U {f(Z,],k)7 (ivjv k) S IA ej < l}>
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Claramente Vg, Vi, -+, V11 é uma t-flag em V e, pelo corolario anterior, esta t-flag é do

tipo A. Logo, W é sobrejetora.

Agora, provaremos que ¥ é injetora. Para isso, provaremos que quaisquer duas

t-flags em V' do mesmo tipo estdo na mesma érbita da acdo de Sp(V, ¢) sobre as t-flags de

V.
Sejam Vo, Vi, -+, Vg e Vi, VY, -+, V| duas t-flags de V do tipo A, onde A =

{cij; (i,7) € Ji}. Definimos 14 como no coroldrio acima. Sejam {e,; a € I4}U{f,; a € 14}
uma base canonica da flag Vo, Vi, -+ | Vigg e{el; a € I4}U{f); a € I4} uma base canonica
da flag V{j, V/,--- ,V},,. Consideramos T" a transformagao linear que leva e, em e, e leva
fao em fl, para todo a € I4. Pelos itens (ii) e (iii) do corolario anterior, temos que
T € Sp(V, ¢). Além disso, pelo item (i) do corolario anterior, temos que T leva V; em V/
para todo i € {0,1,2,--- ,t+1}. Portanto, as flags Vo, Vi, -, Vigp e Vg, V/, -+, V/,, estdo
em uma mesma Orbita sobre a acao de Sp(V, ¢). Logo, ¥ ¢é injetiva e, consequentemente,
bijetora. O]

2.3 Classificacao de Blackburn

Seja & a classe dos p-grupos finitos com subgrupo derivado de ordem p, p impar.
Nesta secao iremos apresentar uma classificagdo destes grupos no seguinte sentido: para
todo inteiro positivo n, a classe de isomorfismo dos grupos G € &, com |G| = p", estd em
correspondéncia bijetora com um conjunto .7, cujos elementos sdo triplas ordenadas com
certas propriedades que dependem apenas de n. Mais ainda, para cada elemento de .,

sera fornecida uma apresentacao para o grupo G € & correspondente.
Comecgamos apresentado a definicdo do conjunto .%,.

Seja n um inteiro positivo. Definimos .%,, o conjunto de todas as triplas ordenadas

(p, e, A) que satisfazem as seguintes condigoes:

(i) p= (ki1, ke, - , k) é uma partigdo de algum inteiro ¢, onde ¢ < n e n — ¢ é par;

(ii) e é um inteiro tal que p tem no minimo uma parte de valor e, ou seja, e = k; para

algum i € {1,2,--- r};

(iii) Seja J; definido por J; = {(i,7j) € Z*| 1 <i < j < ¢+ 1}. Entdo, A = {a;;| (i,7) €
Jet1} onde os elementos «; ; sdo inteiros nao negativos tais que

n—=c
a) Z Qi = 5 ;

(i7j)€‘]€+1
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b) Para todo inteiro i, defina m; como sendo o niimero de partes de p com valor i.
Entao, para todo k € {2,3,--- , ¢+ 2},

mr-1, k<e
1, k=e+1

Z Qg+ Z o < 7

1<i<k k<j<c+2 me—1, k=e+2
My_9, k>e+2

Vamos exibir a construcao do conjunto .73, de modo a tornar um pouco mais claro
como construir o conjunto .#,. Os conjuntos .7, para n € {3,4,5,6}, sdo apresentados

no Apéndice A.

Para n = 3 a tnica possibilidade para o valor de ¢ é ¢ = 1. Consequentemente, a
unica possibilidade para partigdo de ¢ =1 é p = (1) e, assim, e = 1. Agora, os elementos
do conjunto A = {1, 12,13, 92, A2 3, a3 3} devem satisfazer que

o a1 taypt a3t et ans+azs=1;

® o+ o+ Qoo+ s < 1

® a3+ a3+ ags+azs <0.
Disto, as unicas possibilidades para A sao
Al={au1=1ms =013 =092 =023 =033 =0}

Ay={ogs=1,001 =a13 =g = g3 = a3 = 0}.

Portanto, o conjunto .5 possui apenas dois elementos, a saber,
‘%) = {<<1)7 ]-7 Al)’ ((1)7 17 AQ)}

O principal resultado desse capitulo é dado por

Teorema 2.16. [6, Theorem 8] Sejam p um primo impar e n um inteiro positivo. Entdo,
existe uma bijecao © entre o conjunto das classes de isomorfismos dos grupos G € & de

ordem p" e o conjunto ., definido anteriormente.

A seguir, iremos apresentar como a func¢ao © do teorema acima ¢é construida.

Seja G € & um grupo com ordem p". Desde que G é nilpotente, o subgrupo [G', G]
estd estritamente contido em G’. Mas |G’| = p implica que [G',G] = 1 e, portanto, G é
nilpotente de classe 2 e G’ C Z(G). Assim, para todo z,y € G, vale que [2P,y] = [z, y]P = 1,
sendo que a ultima igualdade ocorre pois |G'| = p. Portanto, G? esta contido em Z(G) e,
pelo Teorema 1.4, o subgrupo de Frattini satisfaz ®(G) = G'G? C Z(G).
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Definimos V' = G/Z(G). Desde que ®(G) C Z(G), entao o Teorema 1.4 implica que
V' é um p-grupo abeliano elementar e, assim, V' é um espago vetorial sobre F,,.. Seja h € G
um elemento nao trivial de G’. Identificamos G’ com F,, através da correspondéncia do

elemento h' € G’ com o elemento i € F,. Com isso, a multiplicagao por escalar é definida
como (b, xZ(G)) € G'xV = h' - 2Z(G) = 2" Z(G).

Usando esta identificacao, podemos definir uma aplicagao ¢ : V x V' — F, por
o(2Z(G),yZ(Q)) = [z,y], para todo z,y € G. Vamos verificar que ¢ estd bem definida e

¢ uma forma altenada nao-degenerada sobre V.

Sejam (21 Z(G), 11 Z(Q)), (22 Z(G),y2Z(G)) € V xV e suponhamos que (21 Z(G), 11 Z(G)) =
(22Z(G),y2Z(G)). Logo, z125" e 195 ' pertencem a Z(G). Portanto,

[z, 0] = aytyr ey = 27y (ayn ) (g )y
= $f1<x1$51)y51$2(y2yf1)y1 = Jfgly;l:cgyg
= [IQJ 92],

de onde ¢(21Z(G), y1 Z(G)) = ¢p(22Z(G),y2Z(G)), ou seja, ¢ estd bem definida.

Vamos verificar a linearidade de ¢ com relagdo a primeira coordenada. Sejam z1Z(G),
127(QG), yZ(G) € V e h' € G'. Pela Proposigao 1.1 e pelo fato de G’ < Z(G) obtemos

gb(xl(hz ' xQ)Z<G)ayZ(G)) = [l’ll‘é,y] = ["L‘hy]xé[lévy] = [‘lenyQay]i
= (012(G),yZ(G)) M(x22(G),yZ(Q)).

A linearidade na segunda coordenada é verificada de modo analogo. Portanto ¢ é uma

forma bilinear.

A forma ¢ ¢é alternada, pois para todo xZ(G) € V temos ¢(2Z(G),2Z(G)) = [z,z] = 1.
Agora, seja ¢Z(G) um elemento do radical de ¢, ou seja, ¢(¢9Z(G),z2Z(G)) = [g,z] = 1,
para todo xZ(G) € V. Logo, g € Z(G) e, assim, ¢Z(G) = 1Z(g). Portanto, o radical de ¢

¢ trivial e, consequentemente, ¢ é nao-degenerada, como queriamos.

Seja G € & um grupo com ordem p". Definiremos O(G) como sendo uma certa

tripla (p,e, A) € ., (chamamos esta tripla de tipo de G). Seja
Z(G) =~ Cppy X Cpy X -+ X Cppy,
onde 0 < k; < ky < ... <k,. Definimos
p= (ks ).

Assim, p é uma parti¢do de ¢, onde |Z(G)| = p°. Notamos que ¢ < n, desde que G é
nao-abeliano. Além disso, como V = G/Z(G) é um espago vetorial de dimensao n — c e
existe uma forma alternada nao-degenerada sobre V', entao o Corolario 2.6 implica que

n — ¢ é par. Portanto, p satisfaz a condigao (i) da definigao de .7,.
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Definimos e como sendo o maior inteiro tal que
G c Z(G)P .

Para verificar que e satisfaz a condigdo (ii) da defini¢ao de .#,,, basta verificar que Z(Q)
possui pelo menos um fator ciclico isomorfo a Cpe. Com efeito, suponhamos que Z(G) nao

possui tal fator ciclico. Se definirmos Z = {z € Z(G); 2P = 1}, entao
G'CZNZGY =ZNZ(GY C Z(G),
o que contradiz a escolha de e.

Resta construirmos o conjunto A. Dado ¢ € {0,1,2,--- ,c+1}, definimos Z; < Z(G)
por
{z€ Z(Q); 2" =1}, sei<e
Zi=<{2€Z(G); 2> €@}, sei=c¢e
{z€Z2(G); 2" =1}, sei>e

Notamos que Z. C Z.,1. De fato, seja z € Z,, logo 22 € G'. Assim, 22" = (#" )P €
(Z(G))P =1 e, portanto, z € Z.,1. Além disso, vemos que Z, 1 C Z.. De fato, conside-
ramos o homomorfismo de Z, em G’ dado por x 277", Entdo Z._1 é o nucleo deste
homomorfismo. Mais ainda, este homomorfismo é sobrejetor, pois G' C Z (G)pe_l. Assim,

Z._1 tem indice p em Z.. Com isso, segue que
Zo C 21 C - C Zey.

Definimos os subespacos Y; de Z(G)/Z(G)P por

_ Z2(GY

para cada i € {0,1,2,--- ¢+ 1}. Afirmamos que o subespaco Y./Y._; tem dimensao 1.
Desde que Z,_; tem indice p em Z,, entdao Y, /Y, 1 tem dimensao no maximo 1. Suponhamos,
por absurdo, que Y, =Y, 1. Seja z € Z,\Z._;. Visto que Z.Z(G)? = Z._1Z(G)P, temos
que z = xyP, para algum & € Z,_; e algum y € Z(G). Assim, y? = ¥ € G'\{1} e,
consequentemente, G’ C Z(G)?*, contradizendo a escolha de e. Portanto, Y,/Y, ; tem

dimensao 1, como afirmado.

Seja m: V. — Z(G)/Z(G)P a aplicacdo induzida por = — P, para todo = € G.
Agora, (zy)? = 2PyP[y, 2]PP~V/2 para todo z,y € G. Desde que p é impar, temos que p

divide p(p — 1)/2 e, assim, [y, z]?»~1)/2 = 1. Portanto, 7 é um homomorfismo.

Dado i € {0,1,2,--- ,c+ 2}, definimos V; <V por

0, sei =0

7Y (Yiy), sei>0
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Como vimos, m é um homomorfismo e, assim, Vy, Vi, -+, V. o s@o subespagos de V.
Definimos A = {a;;; (4,7) € Je41} como sendo o tipo da flag Vo C V3 C --- C V49 com
respeito a forma ¢ : V xV — F,, como definido anteriormente. Desde que |G/Z(G)| = p"~¢,
temos > ay; = ? Logo, A satisfaz a condigao (iii)(a) da defini¢do de .7,.
(i:4)€Jet1
Agora, para todo i € {2,3,--+ ,c+ 2}, temos
Z ;5 + Z a;; =dimV; —dimV,_; <dimY;_; —dim Y, o,

1<5<s 1<j<c+2
de onde A satisfaz a condigao (iii)(b) da defini¢ao de .#,. Portanto (p,e, A) € .7,.
Desde que a definigao do tipo (p,e, A) de G depende somente da classe de isomor-
fismo de G, a aplicacao que leva G € & no tipo de G induz uma aplicacao bem definida
© do conjunto de todas as classes de isomorfismo dos grupos G € & de ordem p" no

conjunto .7,.

Nosso objetivo é apresentar uma demonstracao de que © ¢ bijetora.

2.3.1 O éinjetiva

Nesta se¢ao, exibiremos um resultado que estabelece a injetividade da funcao ©
definida acima. Mais ainda, este resultado fornece uma apresentacao de um p-grupo G € &
de ordem p™ correspondente ao elemento x € .%,. Para este fim, estabeleceremos algumas

notagoes.

Seja (p,e, A) um elemento de .#,, onde p é uma particao de ¢ e seja m; como

definido anteriormente. Definimos para ¢ € {2,3,--- , ¢+ 2},0 inteiro r; por
mi—1, se 1 S (&
1, set1=e+1
r; =

me—1, set=e+2

m;_o, set1>e+ 2.

Dado A = {a;;| (¢,7) € Je41}, para todo @ € {2,3,---,c+ 2}, definimos o inteiro nao
negativo d; por
di=ri— > aj— Y ay
1<5<e 1<j<c+2
Para todo i € {1,2,--- ,c+ 2}, definimos
i1, ffi<e+1

S; —
i—2, ifi>e+2.

Notamos que
c+2 c+2

Zrisi = Zmi_l(i —1)+1-e+meq(e—1)+ Z m;_o(i —2) = kak’ =c.
=2 k=1

=2 i=e+3
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Suponhamos que G € & tem tipo (p,e, A). Entao para todo i € {2,3,--- ¢+ 2} todo

elemento z € Z;_; tem ordem no maxmo p* e se z tem ordem estritamente menor do que

pi, entao z € Z; 5. Notamos também que

ri::dhnlﬁ_l——dnniﬁ_g

dizzdjnl}ﬁ,l-—-dhn(}g,g—%(lnlﬂ'F\iQ,l))

Agora, estamos em condigoes de provar a seguinte

Proposicao 2.17. [6, Proposition 9] Sejam p um primo impar e n um inteiro positivo.

Sejam G € & com ordem p" e (p,e, A) € S,. Definamos ¢, ;,d; e s; como acima e o

conjunto I como no Coroldrio 2.14. Entio G tem o tipo (p,e, A) se, e somente se, existe

um conjunto gerador X para G, onde X € o conjunto

X ={za| a € In} U{ya| a € In} U{zanl (i, k) € I},

onde I ={(i,k) € Z*| 2 <i<c+2, 1 <k <d;}, com a propriedade que X junto com as

sequintes relacoes fornecem uma apresentacao para G,

phitt
Ty = 1
s:+1
pJ _
Yk =
p*i
Z(i k 1

—_

onde

Observacao 2.18. Notamos que

e+1

para todo (i,7,k) € 14

para todo (i,7,k) € I4

para todo (i,k) € T

para todo x € X e para todo a € [,
para todo v € X e para todo a € [,
para todo x € X e para todo (i,k) € 1
para todo a,a’ € I

para todo a,a’ € I,

para todo a,a’ € 14, onde a # da

para todo a € 14,

sedey1 =1
$€ Qeyyj = 1, onde j >e+1

S€ G o1 = 1, onde j <e+1

c+2

deq1 + Z Ojet1 + Z Qey1,j = Tep1 = 1,

j=1

j=e+1
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e, portanto, d.;1 = 1 ou Zji Qjer1 = loU Zjﬁﬂ aey1,; = 1. Nos dois tltimos casos, existe
um tnico j # e + 1 tal que a5, = 1 ou a,.;; = 1, respectivamente. Consequentemente,

apenas uma alternativa ocorre na definicdo de b acima.

Demonstragio. (Proposigao 2.17). Suponhamos que G tem o tipo (p,e, A). Primeiro
mostraremos que o grupo G tem uma colecao de geradores que satisfazem as relagoes
(2.4)—(2.13) acima. Entdo mostraremos que esta colegdo de geradores e relagoes é uma

apresentacao de G.

Seja h € G\{1}. Definimos os subgrupos Zy, Z1, -+ , Z..1 de Z(G), os subespagos
Yo, Y1, -, Yoy de Z(G)/Z(G)P, o grupo quociente V| a forma alternada ¢ e os subespagos
Vo, Vi, -+, Veio de V' como na definicdo do tipo de G acima.

Seja {eq; a € Io} U{fs; a € [4} uma base candnica para a flag Vo, Vi, -+, Voyo.
Para cada i € {2,3,--- ,c¢+ 2}, temos que Y;_1/(Y;—o + (Im 7N Y;_1)) tem dimensao d;.
Sejam g1y, -+ 5 9,4 elementos de Y;_; cujas imagens em Y;_;/(Y;—o + (Im 7 N Y;_;))

formam uma base.

A propriedade (i) do Corolario 2.14 implica que

{eajms (Lg, k) € Iay U{faar: (1,1,k) € 14}

¢ uma base de kerm = V}. Além disso, para todo [ € {2,3,--- ,c+ 2}, a propriedade (i)

do Corolario 2.14 implica que

{mleasm); (I, k) € La} U{m(fuum); (6,1, k) € La}

¢ uma base para ((Y;—; NIm 7)+Y;_2)/Y,_5. Portanto, para todo l € {1,2,---}, o conjunto

{m(eijm); (i,4.k) € Lo, 2 <i < U{n(fujm); (6.4,k) € In, 2<i <1}
U{gir; 2<i<Il, 1<k<d;}

é uma base de Y;_;.

Escolheremos o conjunto de geradores X de G como segue. Seja (i, j, k) € 4. Desde
que (e k) € Yie1, existe um representante & para m(e( k) em Z;_y. Definimos x; j r)
em G como sendo um representante para e ;) tal que x@ ik =T Este elemento existe,
pois quando percorremos sobre todos os representantes y € G de e ), temos que y?
percorre todos os representantes em Z(G) de m(e( j))-
Para todo (4,7, k) € 14, definimos y; j 1) € G como sendo o representante de f; ;)
p

tal que Yijk) € Zj—1. Um argumento analogo que fizemos acima prova que existe tal

representante.

Finalmente, para todo i e k tais que 2 <i < c+2e 1 <k <d;, seja 24 € G um

representante para g x) tal que z; ) € Z;—;. Este representante existe pois g r) € Yi—1.
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Para todo i € {1,2,--- ,c¢+2} e todo y € Z;_; temos que y*"* = 1. Portanto, desde
que os elementos ;i k), Yk € 2@k foram escolhidos de modo que xl(’m,k), yﬁ"jvk), Z(ik) €
Z;_1, temos que as relagoes (2.4), (2.5) e (2.6) ocorrem. Visto que G? C Z(G), temos que
as relagoes (2.7) e (2.8) ocorrem. A relacao (2.9) ocorre pois z;x) € Zi—1 € Z(G). Desde
que os elementos x, e y, sao representantes dos elementos e, e f,, segue da definicdo da

forma ¢ que as relagoes (2.10), (2.11) e (2.12) ocorrem. Mais ainda,

(4, Ya] = h, para todo a € 4.

Suponhamos que d.y1 = 1 e coloquemos b = z(c41,1). Entao bZ(G)P gera Z.Z(G)P
modulo Z,_1Z(G)P. Em particular, b ¢ Z._1, assim b tem ordem exatamente p°. Logo,

W' ndo é trivial. Mas, pela definicio de Z., b € G'. Portanto b = h!, para algum
te{l,2,--- ,p—1}. Sejaw € {1,2,--- ,p— 1} tal que tw =1 mod p. Trocando z(e11,1)

com zfy 4 1), se necessdrio, encontramos que as relagoes (2.4)—(2.12) ainda ocorrem, com a
adicao que
e—1 e—1
W =211 = = [Ta, Ya], paratodo a € Iy

Portanto, a relagdo (2.13) também ocorre neste caso.

Agora, consideramos que d.y; = 0. Suponhamos que exista um tnico inteiro j

p —
(e+1.7,1)"

argumentamos que bZ(G)? gera Z, médulo Z,_; e, portanto, que W' = b, para algum

tal que e+ 1 < j < c+ 2 e tal que Qeq1; = 1. Coloquemos b = x Como antes,

te{l,2,---,p—1}. Sejaw € {1,2,--- ,p—1} tal que tw =1 mod p. Trocando (.1 1

w —
(e+1,5,1

ainda sao satisfeitas, mas agora a relacao (2.13) é satisfeita. Um argumento analogo prova

por x )€ trocando y.41 1) por y€e+1,j,1)’ encontramos que as relagoes (2.4)—(2.12)

que podemos encontrar um conjunto X de elementos satisfazendo as relagdes (2.4)—(2.13)

no caso em que existe um tnico inteiro j tal que 1 < j < e+ 1 e tal que Q(jer1) = 1.

Agora, mostraremos que o conjunto X e as relagoes (2.4)—(2.13) formam uma

apresentacao para o grupo G. O conjunto
{alb; ac LYU{yt; ac Ia}U{zpp; 2<i<c+2, 1<k <d;}
gera Z (@), visto que o conjunto
{m(ea); a € Ly U{m(fa); a € La} U{gury; 2<i<c+2, 1 <k<d;}

é uma base para Z(G)/Z(G)P. Também, o conjunto {z£; a € I,} U{yP; a € I4} gera G
moédulo Z(G), desde que {e?; a € I,} U{fP; a € I4} é uma base para V. Portanto, X
gera o grupo G.

Suponhamos que G5 seja um grupo gerado por um conjunto X satisfazendo as
relagbes (2.4)—(2.13). Mostraremos que Gy tem ordem no maximo p". Consideramos o

subgrupo H de G5 gerado pelo conjunto

{2lijny (0, K) € La, 0 > 2Y0{y( 45 (65, K) € La, 12 2}U{za0); 2 <0 < 42, 1 <k < d;}.
(2.14)
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As relagoes (2.7), (2.8) e (2.9) implicam que H é central em Gy e, assim, H é normal e
abeliano. Pelas relagdes (2.4), (2.5) e (2.6), os elementos 7, ;) tém ordem no méximo p*,
os elementos yf’i k) tém ordem no maximo p* e os elementos z(;x) tém ordem no maximo

p*i, assim a ordem de H é no maximo p elevado a poténcia dada por
c+2 d; c+2 c+2 i
doosit D s> D osio o= Y si| iyt auitd
i=2 i=1 j=1

c+2

= Z ST
=2

= C

Agora, consideramos o quociente Gy/H. Este grupo é gerado pelo conjunto {z?; a €
I} U{y?; a € I4}. As relagoes (2.10), (2.11), (2.12) e (2.13) implicam que Go/H é
abeliano. Desde que 22,y € H para todo a € I4, temos que Go/H é abeliano elementar.
Portanto |Gy/H| < p?fal = pn=¢. Logo,

|G| = |Go/HI[H| < p"~T° = p".

Consequentemente, o conjunto gerador X junto com as relagoes (2.4)—(2.13) formam um

apresentacao para G, como desejado.

Reciprocamente, suponhamos que G ¢ um grupo de ordem p"” possuindo uma

apresentacao como no enunciado da proposicao. Provaremos que G € & e que G é do tipo
(p,e, A).

Consideramos o grupo H < Z(G) gerado pelo conjunto X definido por (2.14).
Desde que P tem ordem p" e G/H tem ordem no méaximo p" ¢, entdo H tem ordem p°.
Isto implica que H é produto direto de subgrupos ciclicos gerados por elementos em X,
que os elementos xI(Ji’ k) tém ordem p®, que os elementos ?JZ', k) tém ordem p% e que os
elementos z(; ) tém ordem p*. Uma consequéncia é que H >~ Cpry X Cpry X+ X Cppr,
onde p = (ki, ko, -+ , k). Outra consequéncia é que o elemento W' tem ordem p. As
relacoes de comutadores implicam que G’ = (') e, assim, |G’| = p. Portanto G € 2.

Seja (p', €/, A") o tipo de G. Precisamos provar que (p/,e’, A’) = (p, e, A).

Notamos que, as relacoes (2.10)—(2.13) implicam que a forma alternada ¢ sobre G/H

induzida pelos comutadores é nao-degenerada. Portanto H = Z(G) e, consequentemente,
p=p.

Vemos que
G'= "y C Z(G)Y.
Além disso, como b gera um fator direto de Z(G) de ordem p°, temos que b & Z(G)"*
e, entdo, G' Z Z(G)?". Logo e = €.

Definamos os subgrupos Z;, os subespacos Y; e os subespacos V; como na defini¢ao
do tipo de um grupo em . Nao é dificil checar que para todo [ € {1,2,--- ,c+ 1}, o

subespaco Y;_; tem o conjunto
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{2l ;0 Z(G); (i, k) € La, 2 <i <ULyl 0 Z(G); (i,4,k) € I, 2<j <1}
U{zamZ(G)P; 2<i<c+2, 1<k<d}

como uma base e para todo [ € {0,1,2,--- , ¢+ 2} o conjunto
{x(z,j,k)Z(G)v (7’-7.7.7 k) S IA7 1 S 1 S l} U {y(z,],k)Z<G)7 (ivjv k) S IA7 1 S] S l}

é uma base para V. Mas as relagbes (2.10)—(2.13) implicam que a flag Vo, Vi, -+, Voio
é do tipo A, pelo Corolario 2.14. Portanto A’ = A e, assim, G é do tipo (p,e, A), como
desejado. O]

No Apéndice A serd construido o conjunto .#, para cada n € {3,4,5,6} e, entao,

exibiremos a apresentagao do grupo G do tipo (p,e, A), para cada (p, e, A) € .7,.

2.3.2 O é sobrejetiva

Por fim, iremos apresentar o resultado que nos permitira provar que a funcao © é

sobrejetora.

Proposicao 2.19. [6, Proposition 10] Sejam p um primo impar e n um inteiro positivo.
Seja (p,e, A) um elemento firado de .#,. Definamos c,;;,d; e s; como antes. Entao
ezxiste um grupo G de ordem p"™ que é gerado pelo conjunto X da Proposicao 2.17 e tem a

propriedade de que as relagoes (2.4)—(2.13) sao satisfeitas.

Demonstracao. Construiremos o grupo GG como segue. Seja U C X definido por
U =A{zal a € In} U{yal a € Ia}.

Definimos e fixamos uma ordem linear qualquer sobre U. Seja F'(U) o grupo relativamente

livre sobre o conjunto U na variedade ¥ definida pelas leis

[P, y], [z, 2], [z, y]".

Consideramos L o subgrupo central de F'(U) gerado pelos elementos {u?; u € U}. Defi-
namos 7' = F(U)'. Desde que as leis [z,y]? e [z,y, z] ocorrem em ¥, entdo T é abeliano

elementar e é gerado pelo conjunto {[u,v]; u,v € U, u < v}. Definamos Z = T'L.

Pelo Exemplo 1.13, F(U)/Z é um grupo relativamente livre sobre o conjunto U na
variedade dos grupos abelianos de expoente p. Portanto, F(U)/Z é um p-grupo abeliano

elementar de posto |U]|.

Temos que F(U)/T é um grupo abeliano livre sobre o conjunto U. A imagem

do conjunto {u”; uw € U} gera um grupo abeliano livre de posto |U| no seu quociente.
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Portanto, L é livre de tor¢ao e L é um grupo abeliano livre de posto |U|. Desde que todos

os elementos de T' tém ordem finita, entao TN L =1 e, assim, Z =T x L.

Agora, F(U)/ZP é o grupo relativamente livre sobre o conjunto U na variedade de
Higman ¢ de p-grupos, definida pelas leis [z, 1], [z,y, 2], [z, y]? ¢ 27°, como no Exem-
plo 1.13. Em [15], Higman mostra que o subgrupo D de F(U)/Z? que é relativamente

livre na variedade .77 e é gerado pelo conjunto
{uP; we U} U{[u,v]; u,v € U, u<v},

¢ abeliano elementar de posto 3|U[(|U| + 1). Mas D ~ Z/ZP, portanto, Z tem posto
HIUI(|U| + 1). Isto implica que 7" tem posto :|U|(|U| — 1) e que o conjunto {[u,v]; u,v €

U, u < v} é um conjunto gerador de T' de tamanho minimal.

Seja i € I, fixado. Seja M; o subgrupo de T' gerado pelo conjunto
{lzs yil([2a, ya) ™5 @ € LA\{i}} U{[za, y; a,0” € La, a# '} U
{[va, zar]; aya’ € Ta, x4 < 2o} U{[Ya,yar]; a,a’ € T4, Yo < Yar}- (2.15)
Desde que o conjunto
{[za,vwl; a,d € In} U{[za, za]; a,0" € Ln, 20 <20} U{[Ya, Yor)s a,0" € Lu; Yo < Yar}

forma um conjunto gerador minimal para 7', temos que o conjunto gerador (2.15) para M,

tem tamanho minimal e, portanto, M; tem indice p em T

Seja My o subgrupo de L gerado pelo conjunto
sit+1 .. sj+1 ..
{xpz]k ; (7'7.]7 k) € IA} U {yz,g,k)v (17.]7 k) € IA}

Desde que L é um grupo abeliano livre livremente gerado pelo conjunto {u”; u € U},

temos que M, tem indice p elevado a poténcia
c+2 c+2 c+2
S (sits)) = Zsz Zoz” —I-Zoz” = si(ri—d)) (2.16)
(i7j7k)€]A i
em L.

Seja D o grupo dado pela apresentacao consistindo do conjunto
{z6p); 2<i<c+2. 1<k <d}
de geradores junto com as relagoes
26,8y, 200, k,)] =1 para2<i, i <c+2, 1<k<d;, 1<k <dy (2.17)

(Zk) =1 para2<:1<c+2, 1<k<d,. (2.18)
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Entao D é abeliano e tem ordem igual a p elevado a poténcia

c+1

> ds;. (2.19)
=2

Definimos b € F(U) x D por

Z(e+1,1); se dey1 =1
b= xfe+17371), se a7 =1, onde j >e+1
y%,e—i—l,l)’ se . =1, onde j <e+1

Temos
(pril[fL'i,yi]_l)p = bpe & M1 X MQ,

mas que b [z;,y;]7" € Z(F(U) x D)\M; x M,. Portanto o subgrupo N gerado por
My x My e bpefl[:ci,yi]_l é normal em F(U) x D e M; x M, tem indice p em N.

Seja G o grupo definido por (#(U)x D)/N. Identificamos os elementos ¢ j k), Y(i,j,k)s 2(i.k)

e D com suas imagens no quociente por N.

E claro que G é gerado pelo conjunto X da Proposicao anterior. As relacoes (2.4)
e (2.5) sao satisfeitas pela definigdo de M. A relagdo (2.6) é satisfeita por (2.17). Desde
que F(U) esta na variedade 7, entao as relagoes (2.7) e
(2.9) ocorre pois D é abeliano e P é um quociente de F'(U) x D. As relagoes (2.10), (2.11)
e (2.12) ocorrem pela definicao de M. A relagao (2.13) segue da defini¢do de M; e N.

(2.8) sao satisfeitas. A relacao

Finalmente, precisamos provar que G tem ordem p™. Desde que F(U)/Z é abeliano

elementar de posto |U], entéo
|F(U)/Z] = p"T = p?Hal = pr=e.

Também temos que o indice de M; x My em Z é p elevado a poténcia

c+2

1 + Z SZ‘(T’Z' — dz),
=2

por (2.16) e o fato que M; tem indice p em T'. Portanto, por (2.19), a ordem de (F\(U)/(M; X
Ms)) x D é p elevado a poténcia

c+2 c+1
n—c+1—|—25i(n —dl) +Zd181 =n++ 1.
i=2 i=2
Como M; x M; tem indice p em N, entao G tem ordem p”, como desejado. O

E, finalmente, podemos demonstrar o teorema principal desse capitulo.

Demonstragcao do Teorema 2.16. Seja © a func¢ao definida do conjunto de todas as
classes de isomorfismos dos grupos de &2 de ordem p™ para o conjunto .#;,, como definida

no inicio da secao.
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Pela Proposicao 2.17, quaisquer dois grupos em & de ordem p™ do mesmo tipo
tém uma apresentacao idéntica e, portanto, sao isomorfos. Logo © é injetora. Por outro
lado, seja (p,e, A) € .#,. Pela Proposigao 2.19, existe um grupo G de ordem p" com
apresentacao como na Proposicao 2.17, esta mesma proposi¢ao implica que G tem o tipo

(p,e, A). Portanto, © é sobrejetora. Isto prova o Teorema 2.16. O

Observacao 2.20. O Teorema 2.16 também ¢ valido para p = 2 e sua demonstracao pode

ser encontrada em [6].

Nossos resultados se concentrarao no caso p impar por dois motivos: o calculo da ordem
de alguns elementos em v(G) sdo mais simples e podemos aplicar o Teorema 1.33 para o

célculo de alguns funtores homoldgicos de um grupo G € &, como por exemplo V(G),
GNANGe JQ(G)
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Capitulo 3

Resultados

Seja G um p-grupo finito com subgrupo derivado de ordem p. Vimos no capitulo
anterior que se p é impar, entao GG possui uma apresentacao dada pela Proposicao 2.17.
Nosso objetivo neste capitulo é fornecer uma completa descricdo dos grupos que aparecem

no Diagrama 1 da pagina 23 em termos da apresentacao dada em [6].

Consideramos G € & com apresentacdo como na Proposicao 2.17. Entao, pelo
que vimos no capitulo anterior, G ¢é nilpotente de classe 2 e, portanto, o quadrado
tensorial ndo-abeliano G ® G é abeliano. Nao é dificil verificar que o conjunto X dado pela
Proposicao 2.17 é um conjunto gerador policiclico para G. Pela Proposicao 1.34 podemos
formar um conjunto gerador para [G, G¥], o qual é exibido na Segao 3.2.1. Seguindo a ideia
de Magidin e Morse em [20], deveriamos calcular a ordem de cada um destes geradores
e verificar a independéncia entre eles. Naturalmente, a apresentacao de G sugere que
devemos separar em trés casos, de acordo com o valor assumido por b que aparece na

Proposicao 2.17.

Ao fazermos os calculos das ordens, notamos que a ordem de cada gerador coincidia

com a ordem de sua imagem em G ®z G, pelo menos no caso em que |I4] > 2 ou

p,
(je+1,1)"

nao-abeliano G ® G é isomorfo a G* ®; G%, o que de fato se confirmou ao utilizarmos

quando [I4] =1leb=y Isto nos sugeriu que nestes casos o quadrado tensorial
um resultado de Ellis [13] que permite caracterizar quando o isomofismo ocorre em termos

do centro tensorial Z%(QG).

P

em calcular a ordem de alguns geradores. Nestes casos, notamos que GG podia ser fatorado

Entretanto, se [[4] =1leb=2x ou b = 2(e41,1), entao enfrentamos problemas

como produto direto G ~ H x N, onde H e N sao subgrupos de GG, com N um subgrupo
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central de G. Consequentemente, estes subgrupos agem trivialmente por conjugacao um

sobre o outro. Pela Proposicao 1.23, obtemos
GG (HRH)Xx (H®N)x (N®H)*x (N®N).
Visto que os trés ultimos fatores acima sao produtos tensoriais usuais, estes sdo facilmente

calculados. Assim, resta determinar H ® H em cada caso.

Para os demais grupos do Diagrama 1, utilizaremos a Proposicao 1.34 para determi-
nar G A G e, junto com os resultados estruturais dados pelo Teorema 1.33, determinaremos
[(G?) e Jo(G) ~ V(G) x M(G), onde M(G) ser& obtido como niicleo do homomorfismo
derivado k' : G NG — G'.

3.1 O Quadrado Tensorial nao-Abeliano

Vamos separar os calculos do quadrado tensorial em alguns casos, conforme o

diagrama abaixo.

[T4] > 2
L] b= 2eris
/
4] =1 b= YGeir
b= Zet1,) e=1
Comecemos tratando o caso em que [[4] > 2ou [[4] =1eb= yfj—.’e+l71). Como

citado acima, vamos precisar de um resultado de Ellis [13]. Lembramos que o centro

tensorial nao-abeliano é definido como sendo o subgrupo de G dado por
Z%(G)={g € G; *®g=1ggqg, para todo z € G}.
Com isso, podemos enunciar o seguinte
Lema 3.1. ([13, Proposition 16]) Seja G um grupo e consideramos N <G. Entio GRG ~
G/N ® G/N se, e somente se, N < Z%(Q).
Com este resultado, obtemos o

Teorema 3.2. Seja G € & um p-grupo de ordem p™, p primo impar, com apresenta¢ao
dada como na Proposicio 2.17. Se [I4] > 2 ou |Ix| =1 eb= y%.eﬂ y entio G® G ~
Gab R Gab.
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Demonstracao. Seja G nas condigoes do teorema. Pela Proposicao 2.17, temos que o
subgrupo derivado é dado por

e—1

G/ = <[xa7ya] | a € ]A> = <bp >7

uma vez que b = (%4, Ya], para todo a € 4. Se provarmos que W e Z%(G), entdo
G' < Z%®(G) e, pelo Lema 3.1, obtemos que G ® G ~ G ® G, como desejado. Para isso,
mostraremos que

r @ =1gsa,
para todo gerador = de G.

Desde que |I4] > 2, dado a € 14, escolhemos a' # a e, pelo Lema 1.29 e relagao
(2.13) da Proposigao 2.17, temos

[Ia’ (bpe_l)go] - [l’a, [xaﬂya’yp] =1
Wa, (7 )9] = [Ya, [20r, y)?] = 1

[Z(i,k)a (bp&il)(p] = [Z(i,k)a [%/, ya/]w] =1

Portanto b»° ' € Z%(@) e, consequentemente, G’ < Z®(G), como querfamos.

Agora, suponhamos que |[I4] =1, b= e I, ={a}, onde a = (j,e+1,1).

P
; YGer1,1)
Neste caso, G' = ([2q,ya]) = (y°). E facil ver que [z 1), (47" )¥] = 1 para todo (i,k) €
I. Pelo Coroléario 1.32, temos que o([z,,y?]) divide p; e, desde que j < e, vem que

[Ta, (Y2°)?] = [24, y?]P" = 1. Finalmente, pelo Lema 1.28 e pelo item (iii) do Lema 1.27,

[Ya> [Tas Yal¥] = [Yas (yse)ﬂ = [(ya)peayf] = [[a; Ya), ¥7] = [Ya> [xaaya]@]_l'

Como p > 2, segue [yq, (y2°)¥] = 1 e, entdo, G’ < Z®(G), como querfamos. O

p

O préximo resultado aborda o caso em que |I4] =1e b= Ties1 1)

Teorema 3.3. Seja G € &2 um p-grupo de ordem p"™, p primo impar, com apresentagdo

dada como na Proposigao 2.17. Se [Ia| =1 e b= x4 1), entdo

2
G ® G Z(C j—1 X (Cp6)2 X Cp6+1) X ((Cpe @ ij—l) ®Z @ Cpsi)

2
(3,k)el

x(@ Cpsi @2 P (J)
(

i,k)el (i,k)el

Demonstragio. Desde que [I4] =1eb= xfeH’iW

a=(e+ 1,3, 1). Neste caso, G tem a seguinte apresentagao

entdo podemos escrever 14 = {a}, com

e+1

G = <xaa Yas Z(i,k) ’ 1’2 = ygj = 2(17;) = 1a [xgvya] = [yga xa] =1,

[Z(i,k)a xa] = [Z(i,k)aya] = [Z(i,k)a Z(i’,k’)] = 17 [xmya] = x€e>7



Capitulo 3. Resultados 58

onde (i,7), (¢, k") € I. Notamos que G ~ H x N, em que

e+1

H=(r,yl " =y =1,]a"y) = [y".2] =1, [z, 9] = ")
N = <z(z’,k)’ Z;(DZ;) = 1, [Z(i,k)72(i/,k/)] = 1>, onde (i, k), (i/, k/) el

Desde que N < Z(G), entao H é N-trivial e N é H-trivial, onde as agoes sdo dadas pela

conjugagao. Portanto, podemos aplicar a Proposicao 1.23 e, assim,
GG~ (H®H)x (H®®; N) x (N ®z H"®) x (N ®z N).
Agora, H® ~ Cpe ® Cjj1 € N ~ @; ye1 Cpei . Logo
H® @z N ~ (Cpe @ Cpy 1) @z €D Cpos
(i,k)el

N® N ~ @ Cpi @, @ C s,

(i,k)el (i,k)el
eN®ZHab2Hab®ZN.

Usando transformagoes de Tietze, obtemos que H ¢ isomorfo ao grupo

G,(7—1,e,1;1,0) = (a,b| [a,b]’ = [a,b,a] = [a,b,b] = 1,ap571 = [a, b, b"" = [a,b]),
como no Teorema 1.35. Pelo Teorema 1.37 temos
H®H ~Cjj1 X Cpe X Cpe X Cperr,
o que prova o desejado.

Observamos que H @ H # H® ® H® e, portanto, G ® G % G @ G®. O]
Observagao 3.4. Sejam G e H dois grupos finitos e suponhamos que G* ~ C,,, & C,,, ®
o PChp, e HY ~C,, ©C,, ®--- @ C,.. Entdo, é conhecido que

Gz H~@Cunynyy, 1<i<r, 1<j <5,

i7j
onde (m;,n;) é o maximo divisor comum entre m; e n;. A demonstracao deste resultado
pode ser encontrado em [19, Lemma 2.2.9] e ele nos permite calcular os tensoriais usuais

que aparecem no teorema anterior, bem como os demais que aparecerao.

O caso em que |I4] =1 e b= 2(41,1), se faz necessario considerar separadamente
quando e = 1 e quando e > 1. O préximo resultado aborda o caso e = 1, o qual é anédlogo

ao teorema anterior.

Teorema 3.5. Seja G € & um p-grupo de ordem p", p primo impar, com apresentacdo

dada como na Proposicio 2.17. Se |Ix| =1 e b= 21, entdo

2
G ® G =(Con x (Cprn)® % (C)?) X (((Jpsﬁl ©C )@ @ 0)

(¢,k)eI*

X( @ Cpsz'@Z @ CSi),
(

i,k)el* (¢,k)el*
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onde I* = I\N{(2,1)} e Ix = {a = (i,5,k)}.

Demonstragio. Sendo |14 = 1, vamos denotar I, = {a}, com a = (i, j, k). Neste caso, o

grupo GG tem a seguinte apresentagao

G = ol T T ] ] = 1
- xaay(mz(l,k) Xy, =Y, - Z(z,k) = LTy, Ya] = Ygs La) = 1,
[Z(i,k)axa] = [Z(i,k)aya] = [Z(i,k)az(i’,k”)] =1,[24,%a) = Z(2,1)>

Notamos que G ~ H x N, onde

s=+1

H=(ry2 2" =y =11a"y = [y 2] = 1,[2,2] = [2,5] = 1,[r,] = 2)

Como N < Z(G), entdo H é N-trivial e N é H-trivial. Pela Proposigao 1.23,
GG~ (H®H)x (H®®; N) x (N ®z H"®) x (N ®z N).
Agora H® ~ Csr1 @ C’p53+1 e N =~ @ ryer Cpei- Logo

H* @z N = (Cpoin ® C 1) @2 D Cpe

(¢,k)el*

NoN~ P Cpi®z P Cp

(i,k)el* (i,k)eI*
eN®ZHab2Hab®ZN.

Aplicando transformagoes de Tietze, o grupo H é isomorfo ao grupo

Gp(sj +1s+1, 11, 1) = <a7b| [a7b]p = [a,b, a] = [(I, b, b] = 17ap33+1 = [CL, b]p>

s;+1 _ [al? b]p>’
como no Teorema 1.35. Pelo Teorema 1.37,
H ® H ~ Ops;«kl X Ops;«kl X Opsg«kl X Cpsg«kl X Cp X Op7

0 que prova nosso resultado.

Observamos que H @ H # H® @ H® e, portanto, G ® G % G @ G®. n

Agora, suponhamos que e > 1 e consideramos b = z(.41,1). Neste caso, o grupo G

tem a seguinte apresentacao:

sz+1 sz+1 s

G = <xa7ya7 z(z,k)' l’g ' = yg ’ = ZZ,;{:) = 17 [xga ya] = [ygv J]a] = 17
e—1
[Z(i,k)rra] = [Z(i,k)a ya] = [Z(i,k)7 Z(i’,k/)] = 17 [xaa ya] = Z€e+1’1)>a

onde a = (i,7,k) e (i,k), (i', k') € I.
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Primeiramente, vamos considerar o grupo particular

s=+1

H=(z,y,2| 2" =" =2 =1[a" 9] =, a] = 1,[z,2] = [5,y] = 1, [2,y] = 2

1

),

obtido quando I = {(e+1,1)}.

Diferentemente dos dois teoremas anteriores, o grupo H nao é 2-gerado e, conse-
quentemente, nao podemos utilizar o Teorema 1.37. Neste caso, seguiremos as ideias de
Magidin e Morse em [20]. Ou seja, determinaremos um conjunto gerador independente

para [H, H?| e calcularemos a ordem de cada gerador.

Se considerarmos a sequéncia G = (x,y,z) > (y,z) > (z) > 1, vemos que 0s
elementos x,y e z formam um conjunto gerador policiclico de H. Pela Proposicao 1.34,
[H, H?] é gerado por

[, 2], [y, v7], 2, 27 [, 97), [, 27, [y, 277,

[, 97y, 2%, [z, 2] [z, 2] e [y, 27][z, y7).

Esses geradores sdo independentes, pois suas imagens em H% ® H formam um conjunto

gerador independente para H*® @ H, conforme Teorema 1.33.

Com excegao dos geradores [z, z%] e [y, 2¥], as ordens dos demais geradores sdo

fornecidas pelo

Lema 3.6. Seja H o grupo como apresentado acima. Entao em v(H), vale que

o([z, %)) = p*, o[y, y?]) = p T, ol[z,2%])) = p, o[z, y¥]) = P,
o([z, y*]ly, z%]) = p*, o(lw, 27)[z,2%]) = p*, olly, 2*][2,4*]) = p’,

onde a = min{s; +1,e — 1} and = min{s; +1,e — 1}.

Demonstragio. Sejan : H — H o0 homomorfismo natural. Denotamos (x)m = 7 para todo
v € Heseja f: [H, H?] — H®®H o epimorfismo induzido por 7, isto é, ([z, y?]) f = T®7
para todo x,y € H. Este epimorfismo f nos permite limitar inferiormente a ordem dos
geradores de [H, H?|. Mais precisamente, se [z,y¥] € [H,H¥], entdo o(([z,y?])f) =
o(T ® ) = min{o(Z), o(y) }, ou seja, min{o(Z), o(y)} divide a ordem de [z, y?].

Vamos analisar a ordem de cada gerador.

(Gerador [z, z¥]): Notamos que o(T ® T) = p%T!, entao pela observacio acima,

temos que p*it! divide o([x, z%]). Por outro lado, pelo Lema 1.28, [, a:“"]psﬁl = [xpsﬁl , ] =

1 e, portanto, o([z, z¥]) = pSitl.

(Geradores [y, y?] e [x,y?][y, 2¥]): Sdo andlogos.
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(Gerador [z, y?]): Notamos que o(Z ® §) = p*i™!, entdo pela observagao acima,
temos que pt! divide o([z,y?]). Por outro lado, pelo Coroldrio 1.32, [z,y?]"""

[, y#] = 1 e, portanto, o[z, y?]) = pi+.

(Gerador |z, 2¥]): Pela observaciao acima, p*~! divide o([z, 2¥]). Por outro lado,
pelo Lema 1.28

e—1

[Z’ZSO]P = [Zp 7260] = Hmay]az(p] =1,

em que a ultima igualdade segue do Lema 1.29. Logo o([z, 2¥]) = p¢~1.

(Geradores [z, 2¢][z, 2¢] e [y, 27][z,y?]): Como H® @ H® é um grupo abeliano,

pela observacao acima p® divide o([x, z%][z, z¥]). Por outro lado, o Lema 1.30 implica que
(27, 29[z, (a7)¢] = ([, 2°][2, 2%])"" = ([, ("")?]["", 2¥)).

Portanto, ([z,2%][z,2%])P" = 1 e, consequentemente, o([x, 2?][z, z¥]) = p®. A anélise da

ordem do outro gerador é analoga.

Isto completa a demonstracao do lema. O

Para os geradores [z, 2¥] e [y, 2¥] precisaremos do seguinte lema sobre multiplicador
de Schur.

Lema 3.7. Seja Hy o grupo definido pela apresentagdo

1

Hy = (w,y,2] @ = " = 2" = 1,[e%,y] = [y, = 1, [z,2] = [2,9] = 1, [m,9] = 2

).

Entdao, o multiplicador de Schur M(H,) é isomorfo a C, x Cpe e, consequentemente, o

elemento |y, z#] tem ordem p® em v(Hy).

Demonstracao. O multiplicador de Schur de H; pode ser determinado como sendo o
nucleo do homomorfismo derivado ' : Hy A Hy — H;. Pelo Lema 1.34, H; A H; é isomorfo
ao subgrupo de v(H;) gerado por ([z,y?], [z, z?], [y, 2¥]). Assim, ker(x') é isomorfo a
(|z, 2], [y, 2¢]). Sabemos que o([z, z¥]) = p e a ordem de [y, 2¥] é p*~! ou p°. Para provar

que o([y, 2%]) = p°, mostraremos que M (H;) contem um subgrupo isomorfo a Cpe.
Para isto, consideramos o grupo

e—1

G = (z,y,2| a? =y =2 =1, [aP,y] = [, 2] = 1, [z,2] = [z,9] = 1, [z, 9] = 2”

).

Seja Z = (zP"), um subgrupo central de G. Pelo Lema 1.16, temos que Z = Z N G’ é
isomorfo a um subgrupo de M(G/Z) ~ M(H;). Desde que Z =~ C)e, o resultado segue. [

Com isso, podemos calcular as ordens de [z, z%] e [y, %], que apresentamos abaixo.

Lema 3.8. Seja H o grupo como no Lema 3.6 acima. Entdo, em v(H) ocorrem:
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(1) Sei < e, entdo o([x,2%]) = p*i*l. Se j < e, entdo o([y, 2¥]) = p*it!
(2) Sei<eej>e, entioo(ly,z¥]) = p°;
(3) Sei=j=e, entio o([z, 2¥]) = p°;

(4) Sei> e, entdo o[z, 2%]) = p° e o([y, z¥]) = p°.

Demonstragdo. (1) Se i < e, entdo min{o(z),0(z)} = p**! = min{o(T), o(%)}. Portanto,

o([z, 2?]) = p*it1. O outro caso é andlogo.

(2) Neste caso,

s=+1 e 1

H=(z,y,2 2" =y =2 =1[a"y] = 2] =1[z2] =2y =1,[z,y] =2

).

Notamos que para i = 1 e j = e temos o grupo H; como no Lema 3.7. Agora, é suficiente
considerar a funcao 0 : {z,y,z} — H; definida por (z)8 = z, (y)0 = y e (2)§ = z.
Esta fungao pode ser estendida a um homomorfismo © de v(H) sobre v(H;) tal que
ly, 2%])© = [y, 2%].

) Aqui, consideramos o automorfismo ¢’ : H — H tal que (2)0/ = y~!, (y)0 =z e

(
(3
(2)0 = z. Este automorfismo se estende a um automorfismo © : v(H) — v(H) tal que
([x,2%])© = [y, 2¢] ! e este elemento tem ordem p°.

(4

) Sabemos que a ordem dos elementos [z, 2%] e [y, 2%] é p~! ou p¢. Para mostrar que
eles tém ordem exatamente p°®, vamos verificar que esses elementos possuem imagem

homomérficas com ordem p°.

Consideramos o grupo

e—1

G = <aab:C’ a” =p" = :L[apab] = [bpaa] = 1,[6,@] = [Cab] :17[a7b] =’ >

Pelos itens anteriores, temos que o([a, ¢?]) = p¢ e o([b, ¢?]) = p°.

Seja 0 : {x,y,2} — G a funcao definida por (z)0 = a, (y)8 = b e (2)8 = c. Entao,

)P = a7 = 1, desde que i > e implica que s; +1 > e e a?” = 1;

y)@psﬁl = bpsj+1 =1, desde que j > i > e implica que s;+t1>ee =1
)07 = = 1;

)P (y)0] = [aP,b] = 1;



Capitulo 3. Resultados 63

Pelo Teste da Substituicao, # se estende a um homomorfismo ¢ : H — G tal que
()0 =a, (y)0 =be (2)0 = c. Agora ¢ induz um homomorfismo O : v(H) — v(G) tal
que (h)© = (h)0' e (h?)O = ((h)8')¢, para todo h € H e todo h? € H?. Assim,

([, 27))© = la, ¢*]

(ly,27])© = [b, c*]
tém ordem p°, como desejado.

Isto completa a demonstracao do lema. O]

Assim, para o grupo H considerado, podemos estabelecer H ® H conforme a

s=+1

Proposicao 3.9. Se H = (z,y, 2| 2T = p T = = [P y] = [yP, 2] = 1, [z, 2] =

[Zuy] - 17 [x7y] - Zp671>, entao

H® H ~ Cps;-&-l &) Cp“j'H ) Cpe—l &) Cps;+1 &) Cpsg+1 &) Cpa &) Cpﬂ ) Cp'y o) Cpé,
onde a = min{s; + 1,e — 1}, B = min{s; + 1,e — 1}, v = { ' - ed =

ss+1, j<e L. . )
{ J ’ . Os fatores ciclicos invariantes podem ser tomados como sendo o sub-

e, 5 >e
grupo gerado por [z,x%], [y,y%], [z,2%], [x,y%], [z,y?][y, 2¥], [z, 2¥][z, 2%], [y, 27][z, ¥¥],

[z, 2] e [y, 2%], respectivamente.

Demonstracao. Como vimos, estes geradores sao independentes pois suas imagens em
H® ®; H® formam um conjunto gerador independente. Além disso, as ordens destes

geradores sao fornecidas pelo Lema 3.6 e pelo Lema 3.8. O

Observacao 3.10. Notamos que para o grupo H da proposi¢ao acima pode ocorrer que
H® H ~ H® ®; H®. Por exemplo, seja

H = (z,y,z|2? =y = = L[z,z] = [z,y] = 1,[x,y] = zp3>,

associado ao conjunto Ag da Tabela 9 do Apéndice A. Entao, pela proposi¢ao anterior
temos H @ H ~ Cys x C5. Por outro lado, H* ~ Cjs x C, x C,, e, pela Observacio 3.4,
temos H* @z H® ~ Cps x C5.

Também pode ocorrer que H @ H % H® ®; H®, como por exemplo para o grupo
H = (z,y,z|2? = pr = = L [z,2] = [z,y] = 1, [z, y] = 2P),

associado ao conjunto A3 da Tabela 7 do Apéndice A. Neste caso, temos H @ H ~ ng X C’IZ
e H* @z H*™ ~ Cj» x C5. Isto ocorre devido ao fato de que o gerador [y, 2#] tem ordem
p?> em H® H e ordem p em H® @, H®.
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Por fim, podemos calcular G ® G para o caso |I4| =1eb= Z(e+1,1), com e > 1,

conforme o

Teorema 3.11. Seja G € & um p-grupo de ordem p", p primo impar, com apresentacdo

dada como na Proposicio 2.17. Se [I4] =1, b = zc41,1) € e > 1, entdo

G @G =((Cpin1)’ @ C o1 ® Cpemt @ Cpo @ Cps @ Cpy @ i)

pt

2
((Opsiﬂ D Cp83+1 D Cpefl) X7 EB C Si) X

(3,k)el*

( @ Cpsi @z @ ¢ Si) ’

(3,k)eI* (3,k)eI*

onde I* = I\{(e+1,1)}, I« = {a = (i,7,k)}, « = min{s;+1,e—1}, B = min{s;+1,e—1},
s; 41, i<e s; + 1, j<e

el =

’}/: - - .
e, 1>e€ e, ] >e

Demonstragdo. Sendo |14 = 1, vamos denotar I, = {a}, com a = (i, j, k). Neste caso, o

grupo G tem a seguinte apresentagao:

a- ‘ Ny P [P P 1
<xa7 Ya,s Z(z,k)‘ Ty Y, z(z,k’) ; [.Clja, ya] [yav xa] 3
e—1
[Z(i,k)vxa] = [Z(i,k)a ya] = [Z(i,k)> Z(i’,k’)] =1, [maa ya] = Z€e+171)>
Notamos que G ~ H x N, onde
psg+l p53+1 pe D D pe_l
H=(z,y 2" =y =2 =1L@"yl= =12 =[zy=1xy =2 ")

N = <Z(z k)‘ Z?:,Zk) = 1, [Z(Z}k)ﬂ Z(i’,k’)] = 1>, onde (Z, k’), (i/, k'/> el

Desde que N < Z(G), entdao H é N-trivial e N é H-trivial. Assim, a Proposicao 1.23 pode

ser aplicada e obtemos

GG~ (H®H)x (H*®; N) x (N ®z H®) x (N @z N).

Agora, H® ~ Cpsi+1 @ Op5j+1 © Cpe-1 € N = D; pyer- Cpei- Logo

Hab Ry N ~ (Cps;+1 &P Cps;+1 &P Cpe—l) X7, @ C s

(3,k)el*
NN~ P Cpioz P Cp
(¢,k)el* (¢,k)el*
e N®z H* ~ H® @, N.
Pela Proposicao 3.9, conhecemos H ® H e, portanto, o resultado segue. O

Portanto os resultados desta se¢ao nos fornecem o quadrado tensorial nao-abeliano

para todo G € &, quando p > 2.
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3.2 Os Grupos G A G, M(G), T(G™) e Jy(G)

Nesta secdo, calcularemos os grupos G A G, M(G), I'(G®) e J»(G) do Diagrama 1
da péagina 23, onde G € & e p é um primo impar. Para isso, trataremos separadamente os

casos em que |[4] > 2 e |I4] = 1.

3.2.1 Ocaso |[I4] > 2

Seja G € & um grupo com apresentacao como na Proposi¢ao 2.17. Suponhamos
que |I4| > 2. Podemos verificar que o conjunto X é um conjunto gerador policiclico para
(. Se equiparmos os conjuntos 4 e I com a ordem lexicografica, entao X tem uma ordem

natural e pelo Lema 1.34 o grupo [G, G?] é gerado pelos elementos

[q, 7], a€ Iy (3.1)
[Ya, ¥71, a€ly (3.2)
[2Gi,k)> 26y} (i,k) € 1 (3.3)
[Tq, 7], a,a’ € Iy,a < d (3.4)
[Ta,y5], a,a’ € Iy (3.5)
[ay 26 ) a€ly(i'K)el (3.6)
[Ya, i, a,a’ € Iy,a <d (3.7)
[Yas 265 1) acly (i K)el (3.8)
(26,8 26 i) (i, k), (@', k') e I,(i, k) < (i', k) (3.9)
[Ta, 28] [T0r, 7], a,a’ € Iy,a <d (3.10)
[T, Yo Yar, 7] a,a’ € Iy (3.11)
[ay 26 o) 2000 1), T8, a€ly (@' K)el (3.12)
[Yas Y [Yar ], a,d € Isa0<d (3.13)
[Yas 20 )20y, VE a€la (i, K) el (3.14)
[200,8)5 2030 jry) (20 )5 20 ) ) (i, k), (/' k") e I,(i, k) < (¢', k) (3.15)

Pelo Teorema 3.2, temos que G ® G ~ G% ® G®. Além disso, o Teorema 1.33 nos diz
que um conjunto de geradores independentes de G% ® G é obtido pelas imagens dos
geradores (3.1)—(3.15) acima, pelo homomorfismo f : G ® G — G ® G que é induzido
pelo epimorfismo natural 7 : G — G%. Portanto, f ¢ um isomorfismo e, assim, as ordens
dos geradores de [G,G¥] sao iguais s ordens dos respectivos geradores de G @ G

obtidos pela imagem de f.
A tabela abaixo fornece as ordens dos geradores (3.1) —(3.15) de [G, G¥] de acordo

com cada possibilidade para o elemento b na apresentacao de G' como na Proposicao 2.17.

Primeiramente, algumas notagoes:
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1, sea=(e+1,5,1)
wi(a) = _ o w(a) =
0, sea#(e+1,7,1)

1
Cdg(’i, k’) =

1, sea=(j,e+1,1)
0, sea#(},e+1,1)’

, se (i,k)=(e+1,1)

0, se (i,k)#(e+1,1)

A seguir, exibimos uma tabela contendo a ordem de cada um dos geradores de [G, G¥].

gerador | b= x]()eJrl,},l) b= y%,e+1,1) b= Ze1nee>1

(31) psi—i-l—wl(a) pSH—l psi—i-l
(32) p5j+1 ps]-+1—w2(a) p5j+1
(33) psi psi psifwg(i,k)
(3.4) p51+1_w1(a) psl"’_l p57,+1
(3.5) p* p* p*
(3.6) P’ P’ P’
(3.7) P P P
(3.8) p° p° p°
(39) psi psi psi—wg(i,k:)
(3_10) p5i+1—m(a) psﬂrl psi"rl
(3.11) p° p° p°
(3.12) P’ p’ p°
(3.13) P’ p’ P’
(3.14) p° »° P
(315) psi psi psi—w3(z’,k)

Tabela 1 — Ordem dos geradores de [G

onde os expoentes «, 5,7 e € sdo dados por:

min{s; — wi(a),s;} + 1,
ala,a’) = {min{s;, s; — wy(a’)} + 1,
min{s;, s} + 1,

min{s; + 1 — wy(a), sy},
Bla, (i',k")) = ¢ min{s; + 1, 55},

min{si + 1,87 — W3(i/a k’)},

,G¥], com |I4] > 2

p
se b Ller1,5,1)
_ P
se b= y(},e+1,1)
seb=2er1yee>1
p
seb Tles15.0)
_ P
5 b =YG 411

se b= Zet1,1) € e>1;
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min{s;, s; } + 1, seb=1a,,5)
v(a,d’) = {min{s; — wa(a), sy —wa(a)} +1, seb= y%,e-{—l,l)
min{s;, s; } + 1, se b= zer11) e e>1
min{s; + 1, sy}, se b= xz()eHJ,l)
e(a, (', k) = { min{s; + 1 — wy(a), ss}, se b= y%,e+1,1)

min{s; + 1, sy —ws(@',k")}, seb=zepyee>1

No caso em que b = z(5,1), podemos aplicar o Lema 1.29 para eliminar os geradores
de [G,G¥] da forma [w, 2 )], para todo w € X. As ordens dos geradores restantes sdo as

mesmas que aquelas obtida no caso b = z(.41,1) e e > 1.

Agora, pela Proposicao 1.34 e pelo Teorema 1.33 temos que G' A G ¢ isomorfo ao
grupo gerado pelos geradores (3.4) — (3.9) e o grupo I'(G*) é isomorfo ao grupo gerado

pelos geradores restantes.

Se determinarmos o multiplicador de Schur M(G), entao pelo Teorema 1.33 o grupo
Jo(@G) é isomorfo a M(G) x T'(G). Mas o multiplicador de Schur pode ser determinado

calculando o ntcleo de «/, onde k' : G A G — G’ é aplicacao derivada.

Seja [G, G¥] ) o grupo gerado pelos elementos (3.4) — (3.9), que é isomorfo a
G A G. E f4cil verificar que quase todos os geradores deste grupo estao em ker(x'), exceto
os geradores da forma [z4,3?], para todo a € I. Observamos que ([zq,y?])x" = 0" e,
portanto, os elementos da forma [z,,y?]F e [z4,y?]|[Ta, y5] ' pertencem a ker(x’), para
todo a,a’ € I4. Consideremos o subgrupo L de ker(k’) gerado pelos mesmos geradores
de [G,G¥]; (), exceto pelos geradores da forma [z,,y¢], para todo a € I, os quais
sdo substituidos pelos elementos [z3,y2]P e [za, yZ][xe, y?] ™!, para todo a € I4 e a <
a, onde a denota o menor elemento de 4, na ordem lexicografica. Afirmamos que o
subgrupo L é igual ao grupo ker(k’). Com efeito, como ker(k') ~ M(G) é abeliano, entao
o([za, yZ][Ta, y?]™') = o([z4,y?]), para todo a € I4 e a < a. Além disso, se o([za, y5]) = p',
entao o([zz, yZ]?) = p'~ L. Logo, se |G A G| = p", entdo o sugrupo L tem ordem p"~!.
Desde que |G A G| = |M(G)||G'| e |G'| = p, entdao |M(G)| = p"~! e, consequentemente,
| ker(k")| = p"~!. Portanto, L = ker(k’), como desejado.

Portanto, ker(x') é gerado pelos mesmos geradores de [G, G¥]; (), exceto pelos
geradores da forma [z,,y¥], para todo a € I4. Estes geradores sdo substituidos pelos
elementos [z, y2]P e [za, y¢][xa, y?] ™!, para todo a € I4 e a < a. Isto determina M (G) e,

consequentemente, J(G).

Exemplo 3.12. Consideramos o grupo

G = <flf17$2>y1,y272\ x
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onde w percorre todos os geradores. Fazendo x1 = x(111), T2 = T(31), Y1 = Y1,1,1)s
Yo = Yas1) € 2 = Z@21), vemos que G € &, com |G| = p° o qual estd associado ao
conjunto Ag, conforme a Tabela 9 no Apéndice A. Esta apresentacao é dada como na
Proposigao 2.17, com b = z(3,1). No Apéndice A, podemos ver que G ¢ do tipo (e, p, A),
onde e =1, p = (1,1) e A = Ag. Para calcular a ordem de cada gerador de |G, G¥]

podemos utilizar a terceira coluna da Tabela 1, com s; =0, s =1¢e s3 = 1.

Abaixo, listamos a ordem de cada gerador de [G, G¥]

o([z1, 27]) = p o([z2,95]) = p o[22, yf|[yr, w3]) = p
o([z2, 73]) = p of[z1,27]) =1 o([z2, y3ly2, 22]) = p
o[y, uf]) =p o([w,27]) =1 o([z1, 27z, 27]) = 1

o([y2,y51) = p? o[y, 45]) = p o([z2, 27][z, 25]) = 1

oflz,27]) =1 o[y, 7)) =1 o[y, y3 1y, uf]) = p
o([z1,23]) = p o(ly2, 27]) = 1 o([y1, 2#][z,y(]) = 1

o([r1,yf]) = p o([z1, x5 ][we, 27]) = p o([y2, 27][z, y5]) = 1

o([r1,95]) = p o([zy, yfllyr, 27]) = p

of[z2,yf]) =p o([z1, y31ly2, 21]) = p

Vejamos o célculo da ordem de alguns geradores. Por exemplo, o gerador [z1, 2]
¢ do tipo (3.1) e, entdo, o([z1,T1p]) = p** ™ = p. O gerador [ys,y5] é do tipo (3.2) e,
entdo, o([y2,y5]) = p* ™ = p?. O gerador [z,2%] é do tipo (3.3) e, entdo, o([z,27]) =
p2es21) = pl=1 = 1.0 gerador [y, 2] ¢ do tipo (3.8) e, assim, o([ys, 2¥]) = p°, onde £ =
e((1,3,1),(2,1)) = min{s3 + 1, s5 — w3(2,1)} = min{2,0} = 0. Logo, o([ys, 2¥]) = p° = 1.

Agora, desconsiderando os geradores triviais, obtemos

GAG=~CE T(G?) ~CpxC2 GoG=CpwCh
M(G) = C3, J,(G) =~ Cp x CI*.

322 Ocaso |I4] =1

Seja G € & um grupo com apresentacao como na Proposi¢ao 2.17. Suponhamos
que |I4] = 1. Podemos escrever I, = {a}, onde a = (7,7,k). E possivel verificar que o
conjunto X é um conjunto gerador policiclico para G. Se equiparmos o conjunto / com a
ordem lexicografica, entao X tem uma relacdo de ordem natural e, pela Proposicao 1.34, o

grupo [G, G¥] é gerado pelos seguintes elementos:
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(24, 2], (3.16)
[Ya, VE], (3.17)
(2.8 2 o) (i,k) el (3.18)
%0, ], (3.19)
[as 260 1), (', k)el (3.20)
[Yas 26 g (', kel (3.21)
266y 26 i) (i, k), (', K'Y e I,(i, k) < (i', k) (3.22)
[%a, Y )Ya, 7] (3.23)
[%a, 203 o)l 120 0y, 2] (i K) el (3.24)
[Yas 2( a2 0 UE S (i", k) el (3.25)
Y ZZ’,k’)][Z(i’vk’)’ zé7k)], (i, k), (@', k') e I,(i, k) < (i', k). (3.26)

Denotando w(e +1,1) =1 e w(i, k) = 0 se (i,k) # (e + 1,1), a ordem de cada um

desses elementos é mostrada na tabela abaixo.

gerador | b= xfeHJ y | b= y%‘,e—&-l,l) b= Zes11) € e>1

(3.16) p° psitl psitl
(3.17) Pt o Pt
(3.18) p* p* pti(k)
(3.19) petl Pt pitl
(3.20) p” p” p’
(3.21) p’ p’ P
(3.22) ' P pri k)
(3.23) o Pt poitL
(3.24) p” p” p”
(325) »’ P’ p’
(3.26) psi psi ps;—w(i,k)

Tabela 2 — Ordem dos geradores de [G,G?], com |[4] =1

onde,
min{e? Si'}7 se b= x€e+17311)
(', ) = { min{J, s}, 8¢ b =Y

min{s; + 1,5y —w(i',K')}, se b= zei1)



Capitulo 3. Resultados 70

min{j — 1, sy}, se b= x](Je+1,5,1)

B((7', k') = { min{e, sy}, se b= y%7e+1,1)

min{s; + 1,5y —w(i',k')}, se b= zes11)

s;+1, 1<e

(@' k) = min{s; + 1,84}, (I',K) # (e+1,1) e y((e+1,1)) = { -

(7)) = min{s; + Lsg}. (1K) # (e +1.1) e 5<<e+1,1>>={ 3

Notamos que se b = z(¢41,1) € € = 1, entao ao calcularmos as ordens dos geradores
na terceira coluna da tabela acima, alguns desses elementos sao triviais. Neste caso,
eliminando os geradores triviais obtemos um conjunto gerador independente de [G, G¥] e

as ordens destes geradores sao obtidas na terceira coluna da tabela acima.

Agora, pela Proposicao 1.34 e pelo Teorema 1.33 temos que G' A G é isomorfo ao
subgrupo gerado pelos elementos (3.19) — (3.22) e o grupo I'(G®) é isomorfo ao subgrupo

gerado pelos demais elementos.

Como antes, se pudermos determinar o multiplicador de Schur M(G) como o
nicleo da aplicagao derivada k' : G A G — G', entao pelo Teorema 1.33 o grupo Jo(G) ~
M(G) x T'(G®) também pode ser determinado.

E fécil verificar que [z,, y¥]” junto com os geradores (3.20) — (3.22) estdo em ker(x/).
Além disso, esses elementos formam um conjunto gerador independente para ker(x'). Isto
determina M (G) e, consequentemente, Jo(G). Abaixo exibimos o multiplicador de Schur

em cada caso.

MG)=Cpr® P Crd® P Cud B Cpseb=a,, ;) (3.27)
(¢ k") el (i ,k")el (3,5)<(¢' K"el
MG)~Cr® @ Cprd @ Cp P Cpi, seb= y%,eﬂ,l) (3.28)
(¢ ,k")el (¢'k")el (z,k)<(i',k/)el
M(G C 57 D @ pr 7] @ C s D @ Cpsrw(i,k), se b= Z(et1,1) (3.29)
(¢ ,k")el (¢ ,k")el (i,k)<(i,k") el

onde «, 3, v e  dependem de (i, k") e sdo dados como acima.

Exemplo 3.13. Consideramos o grupo

p

G=(z,y,21, 2] 2’ =y =28 =28 =1,[), 0] = [21, 0] = [22,0] = 1, [1,y] = 1),
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onde w percorre todos os geradores. Fazendo = x(131), ¥ = ¥1,3,1), 21 = Z(2,1) € 22 = Z(3,1)s
vemos que G € £ tem ordem p° e corresponde ao grupo associado ao conjunto As, conforme
a Tabela 7. Alguns parametros importantes deste grupo sao b = 22 1) e e = 1. Com isso,

s1=0,89 =1 e s3 =1. Os geradores de [G, G¥] sao

[z, 2%] [z, y%] ly, 251 [z, 2522, 7]
[y, y*] [z, 2] [21, 23] [y, 2121, 4]
(21, 21 [z, 23] [z, 471y, 2¥] [y, 2122, 7]
(22, 23] [y, 27] [z, 2{][z1, 2% [21, 25 [22, 27

Agora, podemos utilizar a terceira coluna da Tabela 2 para determinar a ordem

deste geradores. Por exemplo, a ordem do elemento [y, y?] é dada por p**™! = p2. A ordem

21 = p° = 1. Logo, este gerador é trivial e, assim,

podemos elimind-lo. O mesmo ocorre com os geradores [21, 2], [z, 2{][z1, 2%], [y, 27][21, y¥]

do elemento [z;, 2] é dada por p*2=«!

e [21, 25][22, 27]. Prosseguindo os calculos, obtemos

o[z, x?]) =p o([z,y*]) =p o(ly, 25]) =p o[z, 25 ][22, 2%]) = p
o(ly,y%]) = p° o([z,2{]) =p o([z1,28]) = 1 o([y, 21 ][z1,9%]) = 1
o([z1,2{]) = 1 o([z,23]) =p o[z, y?]ly,z¥]) =p  olly, 28]z, ¥¥]) = p
o[22, 25]) = p o(ly, #{]) = p o[z, 2f][z1,2%]) =1 o([21, 25][20, 2{]) = 1

Conhecidas as ordens e desconsiderando os geradores triviais, vem que
GANG~C) T(G?) ~Cpr xC), GG ~CpxCY,

M(G) ~ Cy e J5(G) ~ Cpo x Cy).

Encerramos esta se¢ao caracterizando quando o multiplicador de Schur de G € &

¢ trivial em termos da apresentacao.

Proposicao 3.14. Seja G € &2 um p-grupo de ordem p™, p primo impar, com apresentacao
dada como na Proposicio 2.17. Entao M(G) =1 se, somente se, [Ia| =1, b=y ..\, €

o subconjunto {zry; (i,k) € I} de X € vazio.

Demonstragio. Se |14 = 1, b = y{j 1,y e o subconjunto {zix; (i,k) € I} de X ¢é
vazio, entao podemos aplicar (3.28) e obter M(G) = 1. Por outro lado, mostraremos que
o multiplicador de Schur ¢é ndo trivial nos demais casos. Se |I4| > 2, entdo é facil ver

que d(G) > 4 e, pelo Lema 1.17, temos que M(G) # 1. Suponhamos que |I4| = 1. Se

p —
(e+1,7,1)"

M(G) # 1. Analogamente para o caso b =y

b=ux entdo por (3.27) vemos que M (G) possui um fator isomorfico a Cpe e, assim,

P
(J,e+1,1)

seja, se b = 9?1,e+1,1) e {2x); (i,k) € I} nao vazio ou b = 2z(41,1), observamos que o
gerador (3.20) é nao trivial e, assim, M(G) # 1. O

e 7 > 1. Para os casos restantes, ou
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3.3 Os p-grupos Extraespeciais

Nesta secao, nds aplicaremos nossos resultados para fornecer uma prova alternativa
dos resultados de Jafari et al [16] e de Beyl-Tappe [5] sobre o quadrado tensorial nao-

abeliano e o multiplicador de Schur de um p-grupo extraespecial.

Um p-grupo finito G é chamado extraespecial se G’ e Z(G) coincidem e tém ordem

p. Em [24, Secdo 5.3] podemos encontrar os seguintes resultados:

1. Um p-grupo extraespecial é um produto central de m subgrupos nao-abelianos de

ordem p? e, consequentemente, tem ordem p*>m+!:

2m+l Qe p é fmpar, entdo G é um

2. Seja G um p-grupo extraespecial de ordem p

produto central de m cépias de grupos nao-abelianos de ordem p* e expoente p ou

G ¢é um produto central de (m — 1) copias de grupos nao-abelianos de odem p? e
expoente p e um tinico grupo nao-abeliano de ordem p? e expoente p?.

Portanto, existem apenas dois p-grupos extraespeciais nao isomorfos de ordem p?™+1.

Abaixo iremos exibir uma apresentacao de cada um deles dada como na Proposicao 2.17.

2m—+1

Seja G um p-grupo extraespecial de ordem p , com p impar. Desde que G’ ~ C,,,

entdo G € & e podemos exibir uma apresentagdo de G como na Proposicao 2.17. Abaixo

exibimos as possibilidades para as triplas (p, e, A), de acordo com a ordem de G.

Desde que Z(G) ~ C,, entao ¢ = 1 e, consequentemente, a unica possibilidade
é p=(1)ee=1. Agora, o conjunto A = {11, 012, a3, Q29, a3, 33} deve satisfazer as

seguintes condigoes:

® (1 + Q2 + Qi3 + Qigg + Qi3 + Qizz = M
® g+ Qop + Qigp + g3 < 1

[ J &134‘0(23 —|-O£33—|—0433 S 0.

Estas condi¢oes implicam que a3 = oo = o3 = azz3 = 0, a9 < 1 e aqy + a2 = m. Logo,

as Unicas possibilidades para o conjunto A sao

A={a;1 =m,a12 = a13 = Qg = a3 = az3 = 0}
A={an=m—1, 010 =1, 013 = Qg2 = 93 = az3 = 0}.
Assim 14 ={(1,1,k)| 1 <k <m}ouls={(1,1,k),(1,2,1)] 1 <k <m-—1}.

Se In ={(1,1,k)| 1 <k <m}, entdo G tem a apresentagdo G; = (X| R), onde
X ={z,] a € In} U{ya| a € 14} U{z21)} e as relacdes R sdo
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=1, a€ly Ta,Ta] =1, a,a’ € Iy

ygzl,aelA ya,ya/]_l (ICLG]A
zle):l Y] =1, a,d €l a#d

Z12),2] =1, v € X Tq,Ya] = 2(2,1),0 € I4.
Se In = {(1,1,k),(1,2,1)| 1 < k < m — 1}, entdo G tem a apresentagdo Gy =

(X| R), onde X ={z,| a € I4} U{ya| a € 14} e as relagoes R sao

[
[
&
[

=1 a€l, Ta,Ta] =1, a,a’ € Iy

[
yg = 17 a € [A\{(la 27 1)} [yaaya’] = 17 aaa'/ € [A
2
y€1,2,1) =1 [xaaya/] = 17 a‘aa/ € [A a 7é a
[y€1,2,1)7x] = 17 reX [.I’a, ya] = y€1,271)7 ac IA
Com as apresentacoes dos p-grupos extraespeciais dadas acima, obtemos os seguintes

resultados.
Corolério 3.15. ([16, Corollary 2.4]) Seja G um p-grupo extraespecial de ordem p*™ !,

com p impar.

(i) Se m =1 eexp(G) =p, entio G R G é um p-grupo abeliano elementar de posto 6;
(ii) Se m =1 e exp(G) = p?, entdo G @ G é um p-grupo abeliano elementar de posto 4;

(iii) Se m > 1, entdo G ® G é um p-grupo abeliano elementar de posto 4m?.

Demonstragdo. (i) Suponhamos m = 1. Se exp(G) = p, entao G tem apresentagiao dada

por G; acima e podemos aplicar o Teorema 3.5 para obter que G ® G ~ (C,)°.

(i) Suponhamos m = 1. Se exp(G) = p?, entdo G tem apresentagio dada por Gy acima e

podemos aplicar o Teorema 3.2 para obter que G ® G =~ (C,)*, pois G* ~ C, x C,,.

(iii) Agora, suponhamos que m > 2. Pelo Teorema 3.2, temos que G ® G ~ G* @ G®.
Desde que G* =~ (C,)?™, em qualquer dos casos G; ou Gy dados acima, segue que
Gab R Gab ~ (Cp)4m2‘ ]

Corolario 3.16. ([19, Theorem 3.3.6]) Seja G um p-grupo extraespecial de ordem p*™ 1,

com p impar.
(i) Sem =1 eexp(G) = p, entio M(G) ~ C, x Cp;
(ii) Se m =1 e exp(G) = p?, entio M(G) = 1;

(iii) Se m > 1, entao M(G) € um p-grupo abeliano elementar de posto 2m* —m — 1.
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Demonstragao. (i) Suponhamos que m = 1. Se exp(G) = p, entdo G tem apresentagao

dada por G acima e, portanto, a (3.29) implica que M(G) ~ C, x C,.

(ii) Suponhamos que m = 1. Se exp(G) = p?, entdao G tem apresentagao dada por Gy

acima e, portanto, a (3.28) implica que M (G) = 1.

(iii) Para m > 2, cada gerador de M (G) tem ordem p e, como M (G) é abeliano, entao
o multiplicador de Schur é um p-grupo abeliano elementar. Para determinar seu posto,
faremos uma contagem dos geradores de M (G). Os geradores de G A G sdo fornecidos
por (3.4) — (3.9). Notamos que no caso em que b = z(3 1, entao os geradores (3.6), (3.8)
e (3.9) sao supérfluos. Logo, basta contar o nimero de geradores dados por (3.4), (3.5)
e (3.7). Desde que |I4] = m em ambas as apresentagoes acima, obtemos m(m — 1)/2
geradores dados por (3.4), m? geradores dados por (3.5) e m(m — 1)/2 geradores dados por
(3.7). Ou seja, temos m? — 2m geradores de G A G. Como M (G) é obtido como nticleo do
homomorfismo &' : G AG — G', temos que M (G) perde um gerador quando consideramos
os geradores da forma [xg, y¥]P e [wa, yZ][1a, y¥] ™!, para todo a € I4 e a < a. Logo, M(G)

possui m? — 2m — 1 geradores, como desejado. O
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APENDICE A

O conjunto ., e as apresentacoes

correspondentes

Neste apéndice iremos construir o conjunto .#, para n € {3,4,5,6} e forneceremos
as apresentagoes dos grupos correspondentes. Também exibiremos tabelas contendo a
descricao de alguns funtores homolégicos para cada grupo G € & com |G| = p" e
n € {3,4,5,6}.

Vale observar que para p > 2 o Teorema 1.33 nos diz que V(G) ~ V(G/G’) e
['(G/G") ~ V(G/G"). Portanto, nas tabelas aparecem apenas I'(G*), mas fica implicito

que V(G) também estd determinado.

As notagoes aqui utilizadas sao as mesmas definidas na Segao 2.3 em que é exibida

definicao do conjunto .¥, e a classificacao dos grupos em .

Al n=3

Para n = 3 a tnica possibilidade para o valor de ¢ é ¢ = 1. Consequentemente, a
tnica possibilidade para particao de ¢ =1 ¢é p = (1) e, assim, e = 1. Agora, os elementos

do conjunto A = {oq 1, 12,13, 92, A2 3, a3 3} devem satisfazer que

o a1 taypt a3t ot ans+azs=1;
® ayot gt aget+ gz <1

® a3+ a3+ ags+azs <0.
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Disto, as tnicas possibilidades para A sao
Ay ={a1=1la1p =013 = = g3 =033 =0}

Ay = {041,2 =1, 11 = Q13 = Q22 = (g3 = (33 = 0}-

Portanto, o conjunto .5 possui apenas dois elementos, a saber,
Sy = {<<1)7 1, Al)a (<1>7 L, AQ)}

No que segue exibimos tabelas contendo as apresentagoes dos grupos G € &,
com |G| = p3, e o quadrado tensorial nao-abeliano, o quadrado exterior nao-abeliano, o

multiplicador de Schur e outros funtores homologicos.

Tabela 3 — Apresentagdo de G € &, com |G| = p?

A X Relagoes
A |z 2 zf P 200 121, 2], [Ta, ya] = 2

1 (1,1,1), Y(1,1,1), 2(2,1) (1,1,1) Y1,1,1) #(2,1)r [*(2,1), L]s [Ta)Ya (2,1)
Ay T(1,2,1), Y(1,2,1) x1(71,271)a 91(0172,1)7 [yz(?1,271)7 1']’ [-Taa ya] = 91(01,2,1)

Tabela 4 — Alguns funtores homolégicos de G € &, com
G| =p’

AlGeG|GAG | M(G) | T(G?) | L(G)

Ay (O (5 C? (5 cy

Ay | Cy C, 1 (5 3

A2 n=4

Para n = 4 a Unica possibilidade para o valor de ¢ é ¢ = 2. Agora, temos duas

particoes de 2, a saber, p = (1,1) e p = (2).

Para p = (1,1) a tnica possibilidade é e = 1. Neste caso, os elementos do conjunto

A= {061,1, a19,07,3, Q1 4,029,023, 4,3 3,34, 044,4} devem satisfazer

® ay taiotarztaigtazstasztanstazztagstogs=1;
® (ot oot oot ozt g <1
® a3+ a3t agst+agz+azy <1
® (V14 + a9 4 + 3.4 + 0y 4 + Qg 4 S 0.

Disto, as unicas possibilidades para A sao

Ay ={oq1 =1,0;; = 0] para todo (i,7) # (1,1)}
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Ay ={a12=1,;; = 0| para todo (4, j) # (1,2)}
As ={oy3=1,0;; = 0] para todo (i,7) # (1,3)}

Ay ={a3=1,0;; = 0| para todo (i, j) # (2,3)}

Agora, para p = (2), a unica possibilidade é e = 2. Neste caso, os elementos de A devem

satisfazer

e a1 tayot a3t iyt oyt ozt gt azsztazst oy =1;
® (ot oot oo+ g+ gy <0
® a3+ o3t agstazztazy <1

® ayytagytagyt+oys+ oy <O0.
Disto, as unicas possibilidades para A sao
As ={oq1 =1,0;; = 0| para todo (4, j) # (1,1)}
Ag ={a13=1,0;; = 0] para todo (i,7) # (1,3)}
Portanto, o conjunto ., possui 6 elementos, a saber,

‘y4 = {((17 1)7 11A1>a ((1’ 1)7 17142)7 ((17 1>’ 17A3)7 ((17 1)7 1’A4>’ ((2)727A5)7 ((2)72aA6>}'

No que segue exibimos tabelas contendo as apresentagoes dos grupos de G € &,
com |G| = p*, e o quadrado tensorial ndo-abeliano, o quadrado exterior nao-abeliano, o

multiplicador de Schur e outros funtores homologicos.

Tabela 5 — Apresentacao de G € £, com |G| = p*

A X Relagoes

Ar | 21,1, Y0100 205 26,0 | Ty Yy 2eny 260 2ens ) (260, 2], [T, Ye] =
~(2,1)

A T(1,2,1), Y(1,2,1)5 #(3,1) x€1,2,1)v y€12,2,1)7 Zf)3,1)» [y€17271),x], [231), 2], [Tar¥a] =
y€1,2,1)

As | 2as, 9080200 | Thsay Ysn 2eas Whsn @ e @), [Ta v = 20

Ay L(2,3,1), Y(2,3,1) $€;,3,1)> 92)2,3,1)7 [%2,3,1)795]7 [2@23.1), %], [Tas Ya) = 931(92,3,1)

As L(1,1,1),Y(1,1,1), #(3,1) xl()1,1,1)7 3/?1,1,1)7 Zf’;,l), [2@3,1), 2], [Ta, Ya] = 2?3,1)

3 2
Asg L(1,3,1), Y(1,3,1) x1(71,371)a ?/](01,3,1)7 [yf1,371),x], [a, Ya] = 91(01,3,1)
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Tabela 6 — Alguns funtores homoldgicos de G € &, com

G| =p'

Al Gea [ara Mm@ ] @) T K6
A o e | o Cw
A | s e Cs cs
Az | Cp x C2 | C3 C2 | CrxCr| CpxCy
Al caxcr| Cp | ¢ |Cpxc?|Cpxcs
A5 | s e Cs cs
As | CpxC3l G, 1 [ CpxC2]Cpxc?

A3 n=5

Para n = 5, podemos montar o seguinte diagrama de possibilidades para os valores

de ¢, p e e.
e=1
e=1
e=2

p=(3) e=3
Em cada um destes casos, nos resta determinar as possibilidades de construir o conjunto
A.

Consideramos ¢ = 1, p = (1) e e = 1. Neste caso, o conjunto A é da forma A =

{061,1, Q12,071 3,029,023, 04373} e seus elementos devem satisfazer

e a ) tagot izt Qo+ a3+ azz=2;
® (ot oot etz < 1
® (13 + Qg3 + 33 + a3 3 S 0.

Disto, as unicas possibilidades para A sao

A ={a1=1=os,a13 =002 =03 =033 =0}



APENDICE A. O conjunto .%, e as apresentagoes correspondentes 79

Ay ={oq1 =202 =013 =022 = g3 =33 = 0}.

Para ¢ = 3, o conjunto A é da forma A = {a 1,012,013, Q14,01 5, M2, Q23, Q24, Va5,
Q33,034, O35, a4, Oy 5, 05 5 1. Vamos determinar as possibilidades de A, conforme abaixo.
Se p=(1,1,1) e e = 1, entdo os elementos de A devem satisfazer

Yo o =1

(i,j)€J4

® o+ Qo+ Qoo+ oz + oyt s < 1
® a3+ an3t+agst+agz+ ozt azs < 2;
® gt aoytagyt+ous+ oyt ags <O0;
® (15 + a9 5 + a3 5 + 045 + Qs 5 + Q5 5 § 0.
Disto, as unicas possibilidades para A sao
Az ={oq 1 =1,0;; = 0] para todo (i, j

Ay ={a12=1,0;; = 0| para todo (i, j

(2,7) # (
(2,7) # (
As = {ars = 1, a;; = 0| para todo (i, j) # (
Ag = {ass = 1, a;; = 0| para todo (i, j) # (

(2,7) # (

A7 ={as3 =1, 0;; = 0] para todo (i, j

Se p=(1,2) e e = 1, entdo os elementos de A devem satisfazer

Yoo =1

(7’7])6J4

® oty tagyt gt gt s <1
® a3+ a3 +agst+ags+azs+azs <O0;
® aygtagytagytoyst oyt oags <1

® a5+ a5t agst+oys+ass+ass <O0.

Disto, as unicas possibilidades para A sao
Ag ={oq1 =1,0;; = 0| para todo (i, ) # (1,1)}
Ag ={oq2=1,0;; = 0] para todo (i,7) # (1,2)}
Ay ={a1s =1,a;; = 0| para todo (7,7) # (1,4)}
Ay ={as4 = 1,0, ; = 0] para todo (7,7) # (2,4)}

Se p = (1,2) e e = 2, entao os elementos de A devem satisfazer
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Y ;=1

(4,7)EJa

Q1+ Qoo+ Qoo+ Qo3+ g+ ans < 1
Q13+ Qo3+ 33+ 33+ azg+azs < 1;
Qg+ Qog+a3g+ Qg+ agg+ ags < 0;

Q15+ o5+ Q35+ Qys+ass+ass < 0.

Disto, as unicas possibilidades para A sao

Ayp = {11 =1,0;; = 0] para todo (z,7) # (1,1)}
A3 ={o2 =1,0;; = 0] para todo (z,7) # (1,2)}
Ay ={a13=1,a;,; = 0| para todo (7,5) # (1,3)}
Ay ={ag3 =1,a;,; = 0| para todo (4,7) # (2,3)}

Por fim, se p = (3) e e = 3, entdo os elementos de A devem satisfazer

Z Oé@j = ]_,

(Z7])6J4

Q12+ Qoo+ Qoo+ o3+ Qg+ ags < 0;
13+ ooz + szt azs+azg+azs <0;
Qg+ Qo+ gg+agg+ agq+oys <1

Qa5 + Q25 -+ Qa3 s + Qq 5 + Q55 + Q55 S 0.

Disto, as unicas possibilidades para A sao

A16 = {al,l = 17Oéi7j = 0| para tOdO (Z,j) 7é (17 1)}

A17 = {Oé1’4 = 1,0&1'7]' = 0| para tOdO (Z,j) 7A (1,4)}

Portanto, o conjunto .#5 possui 17 elementos, a saber,

{((1),1,41),((1), 1, A2), (1,1, 1), 1, As), ((1,1,1), 1, As5), (1, 1, 1), 1, Ag),
((1,1, ) A7), ((1,2), 1, As), ((1,2), 1, Ag), ((1,2), 1, Aso), ((1,2), 1, An),
((1,2),2 A12) ((1,2),2, Ass), ((1,2),2, A14), ((1,2), 2, A15), ((3), 3, Ase),
((3),3, Awr)}-

No que segue exibimos tabelas contendo as apresentagoes dos grupos de G € &,

com |G| = p°, e o quadrado tensorial ndo-abeliano, o quadrado exterior nao-abeliano, o

multiplicador de Schur e outros funtores homologicos.
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:«MK = [ ‘2] ;&;?d& n:d& ﬁ:{:& 7 Df 07Dy Ly

SHWN = [P ra] [z (vz] T mv (T HS, :{w 1Pz DT D o1y,

Aﬁmrwﬁwm = [ ‘vx] [z ﬁ:nmhwﬁ (a «(1'e Nﬁwﬁ ;H mmwa (1 mwﬁw& (Te'o)f «(T'e') g STy

Qm,%wm _ T\M“sﬁ ;&5@& ;&h:“mqﬁwﬂ gdmﬁww n:“mww\m h:hmhwg (Te9)y «(T'eDf (T g 8%

Qmﬁww _ Tm:ﬁ ;&;%S n?“:“ﬂwﬂ gdmmﬁww ﬁ:imw@ “:qua (T'e)y «(T2Df (T £Ty/
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Tabela 8 — Alguns funtores homoldgicos de G € &, com

Gl =p°

A God GAG | M@G) | TG | LG
A Cpf Cs ch C,’ C)’
Ay C,f Cs co C,° cy
As s cs cr 10 c
Ay C,f Ce ch C,’ C)’
As Cpo x C1° co C, Cpr x C5 | Cpp x CF
As | B xCT [ Cpxc?| 3 [ CpxCB|Cpx s
A | CLxC? |CpxC?| ci, 0% X0
As Cpo x C1° co C, Cpre x C5 | Cpp x CF
Ay | CpxcCE cs 2 [ Cpxcs|cpxcr
A | Cpx (5 s C2 | CpxC2|CpxCl
Apy | Cps x Cpp X C2 Cy2 Cp Cps x C2 | Cps x C)
Apy o s Cs 10 s
Az C%h x CT Cp2 X CF | Cpo x Gy | Cpp x Cp | C% x Cp
Ay Cpe x C3 c3 C; Cpp x C) | Cpo x CF
A5 cs, e c, i | ChxC,
Az Cpe x C¥ (05 C? Cpr x C5 | Cp x CF
Az Cps x C3 (5 1 Cps x CZ | Cps x C

Ad n=06

Para n = 6, podemos montar o seguinte diagrama de possibilidades para os valores

de ¢, p e e.
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e=1
e=4
e=3
e=1
e=2
e =2
e=1

p=(1,1,1,1) e=1

No que segue apresentaremos as possibilidades para o conjunto A em cada caso.

Quando Cc = 2, entao A é da forma A = {OéLl, Q12,013,071 4,022, 23,024,033, (34, 06474}.

Se c =2, p=(2) e e =2, temos as seguintes possibilidades para A sao:

Al - {al,l - 0[173 - ]->ai,j = O| para todo (17]) 7é (]—’ 1) € (%]) 7& (]-a?))}
Ay = {oq1=2,0;; =0| para todo (i, ) # (1,1)}.

Sec=2,p=(1,1) e e = 1, temos as seguintes possibilidades para A sao:
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As = {oq1=2,0;; =0| para todo (i, j) # (1,1)}

Ay = {ap=a13=10a;; =0| para todo (i,7) # (1,2) e (i,5) # (1,3)}
As; = {1 =a12=1,a;; =0| para todo (i,7) # (1,1) e (i,7) # (1,2)}
Ag = {a11=013=1,0;; =0] para todo (i,7) # (1,1) e (4,5) # (1,3)}
A; = {a11 =093 =1,0a;; = 0] para todo (i,7) # (1,1) e (4,75) # (2,3)}

Quando ¢ =4, entdao A é da forma A = {ay1, 012, 13, Q14,01 5, A1 6, Q2 2, N3, A2.4,

Qg 5, 026,33, A3 4, A3 5, A3 6, N4 4,045, 46, 55,056, a6,6}-

Se c=4, p=(4) e e =4, temos as seguintes possibilidades para A sao:

= {051,1 = ]-)ai,j = O| para todo (17]) 7é (1’ 1)}
= {a15 =1,;; = 0] para todo (i,7) # (1,5)}

e = 3, temos as seguintes possibilidades para A sao:

= {1 =1,;; = 0] para todo (¢,7) # (1,1)}
= {2 =1,0;; = 0| para todo (i,7) # (1,2)}
= {4 =1,;; = 0| para todo (i,7) # (1,4)}
{ag4 = 1,0, ; = 0| para todo (i,7) # (2,4)}

e = 1, temos as seguintes possibilidades para A sdo:

{11 =1, ; = 0| para todo (i,7) # (1,1)}
{a12 =1, ;; = 0| para todo (i, 7) # (1,2)}
= {a15 =1, a;; = 0| para todo (4,7) # (1,5)}
= {ags =1,a;; = 0| para todo (,7) # (2,5)}

e = 2, temos as seguintes possibilidades para A sao:

= {a1 =1,;; = 0] para todo (i, j)
{13 =1, ;; = 0] para todo (i, j)
= {a14 =1, a;; = 0| para todo (4, )

(4,7)

= {az4=1,0;; = 0] para todo
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Sec=4,p=(1,1,2)

A22
A23
Az
Ags
Ase

Sec=4,p=(1,1,2) ee

Agy
Asg
Az
Asg
Az
A32
Aszs

Sec=4,p=(1,1,1,1) e e = 1, temos as seguintes possibilidades para A sdo:

A34
A35
A36
A37
A38

No que segue exibimos tabelas contendo as apresentagoes dos grupos de G € &,

{a11 =1, ;; = 0| para todo (i
{a12 =1, ;; = 0| para todo (i
{13 =1, ;; = 0| para todo (z,
{az2 =1, ; = 0] para todo (¢
(i

{ass =1, ; = 0] para todo

= 1, temos as seguintes possibilidades para A sdo:

{on1 =1, 0;; = 0] para todo
{12 =1, o ; = 0| para todo
{13 =1, ;; = 0] para todo
{ag3 =1, ;; = 0| para todo

0| para todo

(i
(i
(i

{a14 =1, 0;; = 0| para todo (z,
(i
{aga =105 = (i
(i

{ass =1, ; = 0] para todo

{on1 =1, 0;; = 0] para todo (i, j

{on2 =1, ; = 0] para todo (i, j

(¢
(¢
{13 =1, ;; = 0| para todo (7,7
{aa3 =1, ;; = 0| para todo (7,7
(¢

{ass =1,;; = 0| para todo (i, j

e e = 2, temos as seguintes possibilidades para A sdo:

com |G| = p% e o quadrado tensorial ndo-abeliano, o quadrado exterior nao-abeliano, o

multiplicador de Schur e outros funtores homoldgicos.
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Tabela 10 — Alguns funtores homolégicos de G € &2, com

G| =p°

A God GAG | M@ T(Geb) 1 (G)

A | Caxcp s Cs Cpo % C9 Cpo x C11
A, oz 10 o s 2

Az CF C,° cy C)’ o

A | Caxcp s Cs Cpo x C9 Cpo x C11
A; oz o o o 2

As | Cpx OB s Cs Cpo x CY Cpe x C11
Ar | Cax D s Cs Cpo x C9 Cpo x C11
As Cps x C8 (05 C? Cps x C3 Cps x CT
Ag Cpa x C3 C, 1 Cpa x C} Cpa x C7
A | CpxCP s Cs Cpo x C9 Cpo x C11
An Coo x CP Cpr x C7 | Cpp x Cy C% x C} C x Cy
Ap|  CaxCS 3 cz Cp % C3 Cp x CT
Az Cps x C3 Cy2 Cy Cps x C2 Cp x C% x C,
Ay Cps x C)° cy C, Cps x C5 Cps x C)
Ay | CpxCo s cz Cpo % C3 Cpo x CT
Aig | Cpx (3 s cz Cp % 2 Cp x C2
Aiz | Cpu x Ch x G, C; Cy Cpa X Cpp X Cp | Cpa x Cpp X C
Aig | CpxCP s Cs Cpo % C9 Cpo x C11
Agg Co x CP Cpe x C2 | Cpo x Cy C% x C} C x Cy
Az | Cps x Cpp X CF | Cip x CF | C2 X G Cps x C3 Cps X Cp2 X CF
Ao | Cp x C%, Cs e cs, s,

Az o 10 o s C

Ay | CpxCP s Cs Cpo % CY Cpo x €14
Ay | Cpx P s Cs Cpo x C9 Cpo x C11
Aos Ch x C3 C?, C% x C, C% x C} C% x Cy
Ao O;fg x Cp Cpe x C7 (5 Ogg x C3 6’32 x O}
Aoz Cpe x CIT cs o Cpe x CY Cpe x C°
Ao Cpz X C)F (O cy Cpe x CY Cpe x C}*
Asg CnxCJ Cpe x C} | Cpp x CF < C) Cr x CF
Aso Cps x C1° co C, Cps x C3 Cps x C9
Asy C2 x c, ChxCy | Cpp x C2 C% x C} C’;‘z x Cp
Asy | Cps x Cpp X CT | Cpo x C (@5 Cps x Cp Cps x C5
Asgg | Cps x C2% x CF | Cpp x C2 (O Cps x C2 Cpp x C% x C3
Az cr C,? )t CpP Cro

Ass c® cw o s c
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A GG GAG | M(G) T(G™) J2(G)
A36 Cp2 X 01}7 CS C; Cp2 X Cg Cp2 X C;G
A37 C;z X 054 sz X Cg Cg Cp2 X Cg Cp2 X 0135
Ass Co x Cy Cpo x C3 Cs C% x C} C% x CF
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