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Resumo

Trataremos dos espacos homogéneos a dois pardmetros E(«k, T), principalmente o grupo
de Heisenberg E(0, %) Falamos sobre superficies de angulo constante neste grupo e sua
classificagdo. Exibiremos também algumas ferramentas necessarias ao longo do estudo e
o principal objetivo deste trabalho serd demonstrar uma generalizacdo de uma proposi¢ao
no espaco Euclidiano que nos dd condi¢des para que uma superficie de curvatura média
constante homeomorfa a um disco seja totalmente umbilica. Essa generalizacdo se da
utilizando a diferencial de Abresch-Rosenberg [1] e os pares de Codazzi ([17], [11] e [19]).

Palavras-chave: superficies de curvatura média constante, superficies de angulo cons-
tante, diferenciais quadraticas holomorfas, variedades homogéneas



Abstract

In this work, we talk about the two parameters family of homogeneous spaces E(k, 1),
putting emphasis on the Heisenberg Group E(0, %) We’ll treat the concept of constant angle
surfaces in this group and its classification. Also, by exhibiting a few necessary tools along
the study, we prove a possible generalization of a known proposition in the euclidean space
which gives us conditions to when a constant mean curvature surface homeomorphic to a
bi-dimensional disk will be totally umbilical. This proposition’s generalized version is given
using the Abresch Rosenberg differential [1] and Codazzi pairs ([17], [11] e [19]).

Key words: constant mean curvature surfaces, constant angle surfaces, holomorphic

quadratic differentials, homogeneous manifolds
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Introducao

A partir do inicio deste século, houve um aumento do interesse pelo estudo de superficies
imersas em variedades homogéneas de dimens@o 3. Uma destas motivacgdes, a partir dos
trabalhos de Thurston, vem do fato destas geometrias homogéneas servirem de modelo para
o estudo geral de variedades de dimensdo 3. Uma outra motivacdo vem da descoberta de que
métodos consagrados no estudo de superficies em formas espaciais podem ser adaptados
para ambientes mais gerais. Em particular, a descoberta de uma diferencial quadratica que
€ holomorfa quando uma superficie imersa em certos espacos homogéneos tem curvatura
média constante, a chamada diferencial de Abresch Rosenberg, foi fundamental para que
brotassem muitos trabalhos interessantes sobre superficies nestes espagos.

Em nosso trabalho, apresentaremos alguns resultados referentes a superficies imersas no
espaco de Heisenberg, e em alguns casos mostramos como estes resultados se generalizam
para uma classe mais ampla de espagos homogéneos, os chamados espagos E(k, 7).

O grupo de Heisenberg € um exemplo de variedade Riemanniana homogénea que nao
possui curvatura seccional constante. Além disso, dentre as variedades homogéneas, seu
grupo de isometrias possui dimensdo 4, a maior possivel para um espaco de curvatura
seccional ndo constante [13]. Neste trabalho, apresentaremos algumas propriedades do grupo
de Heisenberg e falaremos também sobre uma familia de espagos na qual este grupo se inclui,
a familia de espagos E(x, 7).

Nosso principal objetivo € mostrar como se generalizam ao grupo de Heisenberg alguns
teoremas cldssicos envolvendo superficies de curvatura média constante imersas em R>.
Utilizando os pares de Codazzi ([17]) e a diferencial quadratica de Abresch-Rosenberg
([1]), mostraremos resultados chave dos trabalhos de Espinar e Trejos ([11]). Com essas
ferramentas, mostramos teoremas tipo Hopf para superficies com curvatura média constante,
para o caso em que a superficie ¢ homeomorfa a um disco e sdo impostas certas condicdes
sobre a fronteira.

No capitulo 1, introduziremos formalmente o grupo de Heisenberg junto com a familia
de espagos E(k, 7). Sempre que tivermos a oportunidade, alguns resultados serdo mostrados

de maneira geral para os espagos E(k, 7).



Sumario 2

Existe uma nocao de superficies de angulo constante. Recentemente, classificou-se as
superficies de Angulo constante nos espacos produto S? x R e H? x R (veja [7] e [8]). Logo
depois, pelos mesmos autores, foram classificadas as superficies de angulo constante no grupo
de Heisenberg, que denotaremos por Nilz. Este € o assunto do capitulo 2. Mostraremos com
detalhes como esta classificacdo foi feita e exibiremos um exemplo ndo trivial de superficies
de angulo constante.

O capitulo 3 introduz tanto conceitos conhecidos na literatura de superficies de curvatura
média constante como a diferencial de Hopf e a diferencial de Abresch Rosenberg. Seguindo
Espinar e Trejos, introduzimos uma forma quadratica que, embora um tanto misteriosa, tem a
propriedade fundamental de formar um par de Codazzi junto com a métrica de uma superficie
com curvatura média constante em um espago E(x, 7). Além disso, a diferencial de Hopf
associada a este par € justamente a diferencial de Abresch Rosenberg.

Uma superficie ¥ imersa em E(k, 7) é uma superficie AR se a diferencial de Abresch
Rosenberg se anula em todo ponto. No capitulo 4 aplicaremos os resultados obtidos no

capitulo anterior para provarmos o principal resultado do nosso trabalho:

Teorema. Seja w : D — E(x, 1), T # 0, um H-disco com bordo regular. Suponha que o
bordo esteja parametrizado por uma curva regular ¥y e que esta curva tenha um dos tipos

abaixo

1. v é aintersecdo tangente de uma imersao @ com uma superficie AR £ com o mesmo

vetor curvatura média.

2. v é aintersecao transversal com angulo constante da imersao @ com uma superficie
AR Q com o mesmo vetor curvatura média e cuja fun¢do angulo seja o oposto da

funcdo angulo da imersdo @ ao longo de 7.

Entdo @(D) é parte de uma superficie AR em E(k, 7).

Finalmente, no capitulo 5, tentamos entender melhor a chamada segunda forma de
Abresch Rosenberg para superficies imersas em Nil3. Comparamos essa forma quadratica
com a segunda forma fundamental da geometria euclidiana, e mostramos como essas duas
formas quadréticas estdo relacionadas de maneira inesperada. Utilizamos esta relagcdo para
fazer comentérios sobre um funcional geométrico que estd relacionado ao funcional drea da
geometria diferencial afim.

Ao leitor, informamos que para entender os conceitos introduzidos nos cinco capitulos
acima descritos sdo necessarios alguns conceitos basicos em geometria Riemanniana e um
pouco de andlise complexa. Utilizaremos, salvo men¢do em contrério, a notagdo do livro de

Manfredo do Carmo, "Geometria Riemanniana"[9].



Capitulo 1
Espacos Homogéneos E(k, 7)

Neste capitulo, introduziremos a 3-variedade Nil3 chamada de grupo de Heisenberg e faremos
um estudo detalhado de algumas propriedades interessantes e que também sdo verificadas
em uma familia de espacos tridimensionais na qual Nilz estd incluso. Nos referimos a esta
familia de espacos homogéneos como os espacos E(k, 7), onde k e T sdo parAmetros reais.
A notacgdo utilizada no estudo de Nils serd feita de tal modo que a generalizacdo para os
espagos E(k, T) ocorrerd naturalmente. Salvo mengdo em contrario, ao longo do trabalho

utilizaremos a nota¢d@o do livro de Manfredo do Carmo, Geometria Riemanniana [9].

1.1 O Grupo de Heisenberg

Considere o espaco R> das triplas de niimeros reais. Seja g uma métrica Riemanniana
definida em R3. Chamamos de grupo de Heisenberg a variedade Riemanniana tridimensional

dada por (R3 ,&), onde g tem matriz g; j» utilizando a identidade como sistema de coordenadas,

dada por
2

y Ay Y

1o = 2

+ 4 4 2

2

— Xy X X 1.1
g AN NI (1.1
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y X
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O grupo de Heisenberg possui uma estrutura de grupo (no sentido da algebra) que esta

intimamente ligada com a métrica g. A cada ponto p = (x,y,z) € Nils associamos a matriz
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invertivel

xy
2
p=10 1

I x z+
y
0 0 1

Com tal identificac¢ao, definimos o produto de dois elementos em Nil3 como o produto de
suas matrizes associadas. Isto €, se p = (x,y,z) e p' = (x',)’,7') sdo elementos de Nil3, entdo
seu produto p - p’ é dado por

I x z+% (R I x4x z+47 4 &000) 0
01 01 y |=]|o0o 1 vy +lo 0
00 1 0 0 1 0 O 1 00

ou seja, é o elemento (x+x',y+y,z4+7 + @) Note que o grupo de Heisenberg nao é
comutativo.

Com tal produto, definimos a translacdo a esquerda de um elemento p € Nil3 por um
elemento a € Nils por a- p, isto é, o produto entre a e p.

Proposicao 1.1.1. A métrica g € invariante por translagdes a esquerda, ou seja, sea: pr—a-p
¢ a aplicacdo de translacdo a esquerda, entio

gp(“7 V) = ga-p(dap(”)vdap("))-

Demonstracdo. Seja p = (x,y,z) € a = (xo,y0,20). Entdo a aplicacdo a: p +— a- p é dada
1

por a(x,y,z) = | x+x0,y+ 0,2+ 20+ 5 (yox —xoy) |. Portanto, sua diferencial no ponto p

¢ dada por

1 00
dap=10 1 0

(S

_ X0
21

Se u = (uy,uz,u3), entdo da,(u) = (ul,uz, uz + %(ulya — uzxa)). A partir dessas informa-
coes, a proposi¢cdo segue de uma conta simples e direta envolvendo produto de matrizes. [

Observagdo 1. Uma consequéncia imediata da proposi¢do 1.1.1 é que as translacdes a
esquerda sao isometrias.

Note que a métrica g depende do ponto p = (x,y,z) € Nils, o que ndo acontece, por
exemplo, quando consideramos R3 com a métrica Euclidiana. Porém, se deslocarmos o

ponto p na direg¢do vertical E3 = (0,0,1), a métrica ndo se altera. Esse fendmeno esta
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relacionado com o conceito de submersdes e € também uma caracteristica dos espagos
E(x, 7).

De maneira geral, dizemos que uma aplicacao diferencidavel © : M — N entre duas
variedades € uma submersdo se sua diferencial d 7, € sobrejetiva para todo ponto p em M.
O espago vertical ¥}, é definido como o niicleo da aplicagdo d,, isto é, ¥, = kerdm,. Seu
complemento ortogonal, denotado por .7, € chamado de espago horizontal.

Uma submersio 7 : M — N € chamada de submersdo Riemanniana se a diferencial d7,
for uma isometria quando a restringimos ao subespago %, C T,M . Alguns autores usam o
nome fibracdo Riemanniana para se referirem a tais aplica¢cdes. Um exemplo de submersao

Riemanniana € a aplicacao

7 :Nil; — R? (*)
(x,3,2) = (x,y),

onde em R? estamos considerando a métrica Euclidiana. Considere o referencial ortonormal

em Nil3 dado pelos campos
y x
E :8x—iaz, E2:8y+§8z e FE3=20,. (1.2)

Este referencial é obtido considerando a base candnica {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} de R? na
origem e depois aplicando uma translagdo a esquerda para o ponto desejado. Curiosamente,
o mesmo referencial € obtido aplicando o processo de Gram-Shcmidt preservando o vetor
(0,0,1).

Observe que o campo E3(p) € um gerador do espago vertical #,,. Consequentemente,
o espaco horizontal 7 é gerado pelos campos E; e E;. Desta forma, verifica-se que
para quaisquer campos X,Y em 57, teremos (dn(X),dn(Y)) = g(X,Y). Essa conta segue

imediatamente da observacao 2 abaixo.
Observagdo 2. Se U =Y ,u;E;e V =Y, viE;, entdo g(U,V) = Y, uv;.

Observagdo 3. Em relacdo ao referencial ortonormal introduzido em (1.2) e utilizando as
propriedades do colchete [-, -] obtemos as relagoes

[E1,E2]=E3z e [E1,E3]=[Ey,E3]=0.

Definicao 1.1.2. Dados dois campos X e Y em Nils, podemos definir o seu produto vetorial
como sendo o campo X AY unicamente determinado pelas propriedades de ser ortogonal a
ambos X e Y e que a base {X,Y,X AY} tem orientacdo positiva.
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Observagcdao 4. Se U =Y ,u;E; e V =Y ,;v,E;, entdo
UNAV = (upvs —uzvy)Ey — (u1vs — uzvy)Ex + (u1v) — upvy ) E;.

Dizemos que um espago [ é homogéneo se dados quaisquer dois pontos g € ¢’ em E,
existe uma isometria @ : E — E tal que ¢(q) = ¢’. Como é conhecido, isometrias preservam o
transporte paralelo, geodésicas e, mais geralmente, a conexdo Riemanniana. Estas afirmacgdes

sdo consequéncias do seguinte teorema geral:

Proposicdo 1.1.3. Sejam M e M variedades Riemannianas, ¢ : M — M uma isometria e X,
Y campos de vetores em M. Entao

dy(VxY) = Vo x)d9p(Y) VpEM,

onde V e V sdo as conexdes Riemannianas de M e M respectivamente.

Afirmamos que o grupo de Heisenberg é um espaco homogéneo. De fato, dados g e ¢’

em Nils, considere a aplicacio ¢’ - ¢~ ' : p— ¢’ -¢q~'- p. Pela observacio 1, tal aplicacio é
uma isometria e levag a ¢'.

Denotaremos a conexao Riemanniana de Nil3 pelo simbolo V.

Teorema 1.1.4. Os simbolos de Christoffel l:f-‘j = g(VE,E;, Ex) ndo nulos sio dados por

1
5

A conexao definida por tais simbolos € a conexao Riemanniana de Nils.

05, =0, =T}, =-13, =T =-T) = (1.3)

Na proxima se¢do, daremos uma prova mais geral deste resultado que vale para todos os
espacos da familia E(k, T) mencionada na introdugédo deste capitulo.

Utilizando as equagdes dadas no teorema 1.1.4, verificamos facilmente que

Corolario 1.1.5. Com as notagdes acima, segue que

~ 1 - 1
Vg E1 =0, VE1E2:§E3, VEIESZ—EEz,

Eq, (1.4)
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Demonstragdo. Verifiquemos um dos casos. Utilizando a convencado da soma de Einstein,
temos

5 N 3 1
Vi By =T, E =T3,E; = 5153.

1.2 O Espaco E(k, 1)

Nesta secao, trataremos de espacos homogéneos mais gerais que gozam de propriedades
similares as que foram apresentadas no grupo de Heisenberg com respeito a métrica, sua
conexao Riemanniana, fibras geodésicas etc.

Seja (E, g) uma variedade Riemanniana tridimensional conexa e homogénea com grupo
de isometrias de dimensao 4 e métrica Riemanniana g. Aqui tomaremos a variedade £ com
modelo dado por E = {(x,y,z) € R® | k(x? +y?) > —4}.

A matriz da métrica g em coordenadas induzidas pela aplicacdo identidade € dada por

1+ 12y? —17%xy Ty
K 2 K K22
(1 +Z(x2+y2)) <1+Z(x2+y2)) (1+ Z Y ))
—12xy 1+ 1252 —1Tx (1.5)
8= .
<1+E(x2+y2))2 <1+—(x2+y2)> <1+E(x2+)’2)>
4 4
Ty —1x .
3 3
K22 K22
_<1+4(x +y )) <1+4(x +y)> |

Sob tais condicdes, € possivel mostrar que [E € uma fibragcdo Riemanniana sobre uma
2-variedade de curvatura seccional constante k. Além disso, as fibras sdo geodésicas e seus
campos tangentes determinam um campo unitdrio & tangente as fibras que serd chamado de
campo vertical. No caso do grupo de Heisenberg, tinhamos que k = 0. Ao comparar a matriz
da métrica g com a matriz (1.1), verifica-se que T = %

O campo & ¢ tal que se V denota a conexdo Riemanniana de [E e A o seu produto vetorial

(como na defini¢do 1.1.2), entdo a constante 7 € determinada pela equagao
6){5 =1tXA é,

onde X € um campo tangente a [.



1.2 O Espago E(x, 1) 8

A titulo de curiosidade, o campo & € caracterizado pela seguinte proposi¢do (veja, por

exemplo, [18]).

Proposicao 1.2.1. Para uma submersdo Riemanniana 7w : M — N com fibras geodésicas,

existe um tnico campo vetorial & tangente as fibras, que é um campo de Killing.

Naturalmente, nos referiremos ao espago E por E(k, 7). Daqui em diante, tomaremos
k # 47>, Caso k = 412, pela equacio de Gauss (veja, por exemplo, [6] ou [12]), segue
imediatamente que E(472,7) possui curvatura seccional constante positiva igual a 72 e
portanto E = 3\ {eo}.

Se g € a métrica em E e V é sua conexdo Riemanniana, entdo podemos definir um
referencial ortonormal (globalmente definido em E) denotado por (Ej,E>,E3) com E3 = &.
Este referencial é obtido considerando os campos candnicos {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)} e
aplicando uma isometria adequada ao ponto desejado. Em E(k, 7), considere sua estrutura de
grupo. A partir do produto interno candnico definido no espaco tangente a origem, podemos

definir um produto interno em 7,,[E(x, ) a partir da equagao

(u,v)p = <de_l(”)vde_l(V)>O7

onde u e v sdo elementos de 7T,E(k,7) e L, € a translacdo a esquerda da origem ao ponto p.
Assim, a isometria adequada referida anteriormente € simplesmente a translacdo a esquerda
de E(k, 7) (andlogo ao caso do grupo de Heisenberg). Como observado em Nils, ainda é
verdade que o referencial invariante {E;} ¢ obtido através do processo de ortonormalizagio
de Gram-Schmidt preservando o campo & = E3 = (0,0, 1). Explicitamente,

E1=(1+§(x2+y2))8x—fy8z, E2=<1+§(X2+y2)>8y+rxaz e Ez=0..

Utilizando as propriedades do colchete [-,-] e a formula

[fX,8Y] = felX, Y]+ fX(g)Y —g¥(f)X
obtemos as relagdes

K K
[E1,E2]=—§yE1+§sz+2TE3 e [Ei,Es] = [E,E3]=0. (1.6)

Relativamente a este referencial ortonormal, temos
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Teorema 1.2.2. Os simbolos de Christoffel fﬁ-‘j = g(VEE;, Ex) nio nulos sdo dados por

T = S R S U SR S
I=-Iy =T =Ih=-T;=-I3 =7

Demonstragdo. Dado que V é a conexdo Riemanniana de E(x, 1), pela férmula de Koszul
(ver [9])
28(Z,VyX) =Xg(¥,2)+Yg(Z,X)+Zg(X,Y)
—8([X,Z],Y) —g([Y,Z],X) — g([X,Y],2)

e lembrando que o referencial {E;} é ortonormal chega-se a relagdo

T}, = g(Ex, VEEj) = —g([Ej Ex], Ei) — 8([Ei, Ex).E;j) — g([Ej, Ei] Ex).

O teorema estara verificado ao substituirmos as relacdes em (1.6) e simplificando as contas.
]

Como feito na sec¢ao sobre o grupo de Heisenberg, temos o seguinte corolario do teorema
1.2.2

Corolario 1.2.3. Com as notagdes acima, temos:

K ~ K ~
Vg El = EyEz, Vi Ex = _EYEI +TE3, Vg E3=—1E),
~ K ~ K ~
VE2E1 = —Esz — ‘L'E3, VEZEZ = ExEl, VE2E3 = ‘L'El,

6E3E1 = —‘L'Ez, 6E3E2 = ‘L'El, 6E3E3 =0.



Capitulo 2
Superficies de Angulo Constante em Nil;

Uma superficie £ imersa em E(k, 7) é denominada de dngulo constante se para cada ponto
p € X seu vetor normal N faz um angulo constante com o campo vertical £5. Em [12], os
autores expandiram a classificacdo para superficies de angulo constante. Essas superficies ja
haviam sido classificadas nos espacos produto S* x R e H? x R. Além de mostrarem que
essas superficies possuem curvatura Gaussiana constante, tal classificacao para o espacos
Nils foi feita dando uma parametrizacdo explicita. Apresentaremos tais resultados dando
alguns detalhes que foram omitidos no artigo. Ao final, serd exibido um exemplo ndo trivial

de superficie de angulo constante em Nil3 que consta no artigo.

2.1 Definicoes e Lema

Nesta secdo € estabelecida a notacdo que serd utilizada no resto do trabalho.

Definicao 2.1.1. Dizemos que uma superficie £ C Nils é de dngulo constante se o dngulo v

entre o vetor normal unitdrio N da superficie e o campo invariante a esquerda E3 € constante.

Definimos o campo 7' como a projecao do campo E3 sobre o plano tangente a X, isto €,
T := E3—cos(V)N, (2.1)

onde cos(v) = (E3,N) e (,) é a métrica de Nil3. Definimos o operador J pela equacéo
JX =N AX, ou seja, J faz a rotagdo por um angulo de 90 graus no sentido anti-horério do
campo X. Aqui o operador A é o produto vetorial de Nil3 definido no capitulo 1. Localmente
podemos tomar sem perda de generalidade que o dngulo v pertenca ao intervalo [0, 7]. Se

v #£ 0, os campos T e JT formam uma base ortogonal local.
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Definicdo 2.1.2. Considere a submersdo Riemanniana 7 : Nil; — R?, onde R? é o espaco
euclidiano de dimensdo 2. Dizemos que uma superficie X € um cilindro de Hopf se X =

7~ !(y) para alguma curva regular y em R?.

Para uma superficie ¥ isometricamente imersa em E(k, T), apresentamos algumas férmu-
las uteis. Elas podem ser encontradas em [12] e [6].
A equagdo de Codazzi, onde V simboliza a conexdo Riemanniana e S o operador forma

ambos relativos a superficie X, € dada por:
VxSY —VySX —S[X,Y] = —41?cosv ((Y,T)X — (X, T)Y). (2.2)

A curvatura intrinseca K e os dados da superficie X estdao relacionados por

K = detS+ %> — 41°cos? v. (2.3)

E também:
VxT =cosv (SX —1JX), 2.4)
X[cosv] =—(SX —tJX,T). (2.5)

Como consequéncia dessas férmulas temos o seguinte lema:

Lema 2.1.3. Seja X uma superficie de dngulo constante em Nils. As seguintes afirmacoes

sdo verdadeiras:

(i) Com respeito a base {T,JT} (quando definida), o operador forma S é dado por

0 -7
S_[—r y ], (2.6)

para alguma fungdo A definida em X.
(i1) A conexao Riemanniana da superficie € determinada por

VrT = —2tcosVJT, V7T = AcosVvJT,

Q2.7)
V¢JT =2tcosvT, VyrJT = —AcosvT.

(iii) A curvatura Gaussiana da superficie € uma constante negativa dada por

K = —41cos’v. (2.8)
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(iv)

A fungdo A satisfaz a equacdo diferencial parcial

T[A]+A%cosv +412cos’ v = 0. (2.9)

Demonstragcdo. Segue respectiva a prova de cada item:

(1)

(ii)

(iii)
(iv)

Relativamente a base {7,JT }, escrevemos

ST =s1/T +s51JT
S(JT) =121 4+ s20JT.

onde S = [s;;].

Na equagdo (2.5), tomando X =T , vemos que s1; = 0. Por outro lado, fazendo X = JT,

temos
0=—(SUJT)—tJJT),T)=—(SJUT)+T,T),
ou seja,
<S(JT)7 T> =1 <T7 T>
que implica em s = —7 e pela simetria do operador forma, s,; = —7. Por ultimo,
defina 4 = SUT)IT)
(JT,JT)

Em (2.4), tome X = T. Segue que V7T = —27cos VJT, pois pelo item anterior, S(7') =
—1JT. Analogamente, fazendo X = JT, temos que V7T = A cos vJT. Suponha que
VrJT = aT + bJT. Derivando a equagdo (T,JT) = 0 com respeito ao campo 7,
obtemos que

(ViJT,T) = —(V¢T,JT) =2tcosv (JT,JT).

que implica em @ = —2tcos V. Para ver que b = 0, basta derivar a equagdo (JT,JT) =
sin? v na dire¢do do campo T'. Segue que (VpJT,JT) =0, pois v é constante. Logo
b = 0. A demonstragio de que V,;7JT = —A cos vT é andloga.

Segue imediatamente da equagio (2.3), pois detS = —1°2.

Tomando X =T e Y = JT na equacdo (2.2), usando a simetria da conexdo e sabendo

que (T, T) = sin® v, obtemos

ViSWJT)— VST — 8 (VT —VrT) = 4t*cos vsin? vJT. (2.10)
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Pelas propriedades de conexdo, temos que
ViSUT) = —tVrT +AVJT +T(A)JT =21>cosvJT +2AtcosvT +T(A)JT.

Observamos que V;7ST = AtcosVvT pelos items (i) e (ii). Também pelo item (ii),
temos que
S(VpJT —VrT) = (—27%cosv—A%cosv)JT
VyrJT = —AtcosVvT.

Substituindo essas informacdes na equagdo (2.10) e tomando a componente em JT,

obtemos

27%cos v+ T (L) +27%cos v+ A2 cosv = 412 cos vsin? v,

No lado direito da igualdade, tome sin?v = 1 — cos?v. Fazendo os cancelamentos,

obtemos a equacgdo desejada.

2.2 O Teorema de Classificacao

O préximo resultado classifica as superficies de angulo constante em Nilz e nos dd uma

parametrizacdo explicita utilizando o modelo de Nil3 exibido no capitulo 1.

Teorema 2.2.1. Seja ¥ uma superficie de angulo constante em Nils. Entdo X € isométrica a

uma parte aberta de uma dos dois tipos de superficies abaixo

(i) um cilindro de Hopf.

(i1) uma superficie dada por

1 1
F(u,v) = (EtanVSinM‘f‘fl (V),—EtanVCOSu"i‘fZ(v) ,
1

1 1
—Etan2 Vu— Etanvwsufl (v)— Etanvsinufz(v) - ”L'f3(v)) ,

onde (f{)*+(;)* =sin*v e f5(v) = fi() 2 (v) = fi(») (V).

Demonstracdo. Suponha que v = /2. Entdo o campo E3 é tangente a £ em todo ponto da
superficie. Isso implica que a superficie ¥ contém parte das fibras da submerséo 7 : Nilz — [E2.

7z

Localmente, isso significa que um aberto U C X € “folheado” por fibras de . Assim, basta
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tomar uma curva ¥ em U que seja transversal as fibras. Defina y = (7). Segue que U estd
contido no cilindro de Hopf determinado por 7.

Se v =0, entdo X seria uma superficie integral da distribui¢do gerada por E e E;, mas
como vimos na se¢do anterior, [E,E>] = 2TE3 e portanto a distribuigcdo gerada por Ej e E
nao € integravel pelo teorema de Frobenius (contradi¢ao).

Suponha agora que v € (0,%). A ideia serd utilizar o referencial {T,JT} para explici-
tarmos uma parametrizacdo F : U — X. Uma forma de fazer isso € impor que F, =T e
F, = aT + bJT para fungdes a e b localmente definidas em X. Feito isso, restard apenas
integrarmos tal distribuic@o. A discussao que se segue terd um carater local, isto €, os abertos
considerados sdo aqueles em que v esteja no intervalo (o, 7).

Um jeito de explicitar tal parametrizacdo é entendendo como se comporta o campo N
normal unitdrio a X em termos do referencial E; dado pelas equacdes em (1.2). Para isso,
seja N a projecdio de N no plano gerado por E; e E, e seja ¢ o angulo entre N e o campo Ej.
Entao

N =sinvcos@E| +sinvsinpE; + cos VE3.

Com esta notacdo, observe que 7 e JT podem ser escritos como

T = —sinv(cosvcos@E| +cosvsingE, —sinVE3),
JT =sinv (sin@E| —cosE,).

Afirmamos que valem as seguintes igualdades:

ST =—VyN=(T[§]—7sin? v+ tcos?v)JT,

SUT) =-VyrN=—1T+ (JT)[9]JT. (2.11)

Mostraremos apenas a primeira delas. A outra seguird de maneira similar.
Note que, ao contrdrio de v, ¢ ndo serd necessariamente constante. Portanto, pelas

propriedades da conexao Riemanniana obtemos

6TN =5 vﬁT cos O E1 + sin vﬁT sinE, + cos vﬁTE3
—=sinvcos V7 E| —sinvsingT (¢)E| +sinvsingV7E,
+sinvcos 9T (¢)E; + cos vV E;
= sin vV cos ¢)6TE1 +sinvsingVrE, — T(¢)JT +cos vV Es,
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onde na segunda igualdade usamos a regra da cadeia e na terceira simplesmente evidenciamos

o fator T (¢). Feito isso, nos resta mostrar que
sinV cos (])?TEI 4+ sin v sin ¢>?TE2 + cos V@TEg = (T sin? v — Tcos? v) JT. (2.12)

Novamente, pelas propriedades de conexao e agora também utilizando os valores das

equacgoes em (1.4) chegamos as relagdes

ViE = —7sin? VE, + TsinvcosvsinQE3,
6TE2 = Tsin? VE| — TsinvcosVvcos QE3,

@TE3 = —TcosVJT.

Portanto, substituindo esses valores no lado esquerdo de (2.12), verificamos a primeira
igualdade.

Comparando as equacdes em (2.11) com o item (i) do lema, obtemos

(2.13)

{ T[¢] = —2tcos’v,
VT)[9] =4

A condic¢do de integrabilidade deste sistema € dada justamente pela equagdo (iv).
Considere um sistema de coordenadas (u,v) — F(u,v) em X tal que d, =T e 9, =
aT + bJT para fungdes a e b localmente definidas. Entdo

0=[dy,0y] = [T,aT +bJT]

= [T, T)+T(a)T +b[T,JT) + T (b)JT
a|T, T+ 0,(a)T +b(VrJT —VrT)+ 9,(b)JT
(2btcosv+d,a)T + (—Abcosv +9,b)JT,

ou seja,

(2.14)

d.a = —2bTcosv,
o,b = Abcosv.

Para resolver o sistema (2.14), observe que a equacdo (iv) com a notagdo acima se torna

A 4+ A?cos v +412 cos® v = 0 que possui solugio geral dada por

2

A(u,v) =27cosv(p(v) —2Tcos” vu),
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para alguma fun¢do ¢(v). Com a func¢do A dada em funcdo de (u,v), podemos resolver o
sistema (2.14). Dentre todas as possiveis solugdes, precisamos apenas de uma. Por exemplo,
tome

2

1
a(u,v) = ey sin(¢@(v) —27cos

b(u,v) = cos(¢(v) —2tcos

vu),

Zvu).

Dai, o sistema inicial (2.13) equivale a

_ 2
{ du® = —2Tcos"V, (2.15)

a9 =0.
A solugdo geral de (2.15) € dada por
O (u,v) = ¢(u) = —27cos’ vu+c,

onde ¢ € uma constante real.

Considerando as coordenadas dadas por F = (Fy, F>, F3), temos explicitamente que

F, = (d,F1,0,F>,0,F3) = —sinv (cosvcos QE| +cosvsin@E, — sinVE3),
F, = (d,F1,0,F>,0,F3) =sinVv ((—acosvcos ¢ +bsin@)E; — (acosvsind + bcos @ )E,
+ asinVEj3).

Integracdo direta seguida de uma reparametrizagio —27cos” Vi + ¢ — u nos d4 a pa-
rametrizacdo do teorema, onde fi(v) e f2(v) sdo fungdes primitivas de sinv(c —@(v)) e
sin vcos(c — @(v)) respectivamente. O

Um exemplo ndo trivial é obtido tomando f;(v) = f3(v) =0e fo(v) = \/Liv. Pelo teorema

segue que a superficie parametrizada por

| 1 1 1 1 .
F(u,v) = | =——sinu,——cosu+ ——u— ——=vsinu

21 27 N TN

¢ uma superficie de angulo constante em Nils.



Capitulo 3

Diferenciais Quadraticas e Pares de
Codazzi

Para uma superficie £ no espaco Euclidiano R3 Heinz Hopf descobriu uma diferencial
quadratica 2 definida globalmente em X que é holomorfa sempre que X tem curvatura média
constante [14]. Com esta observag¢ao, foi possivel mostrar que

Teorema 3.0.1. Uma superficie regular com curvatura média constante e homeomorfa a uma

esfera € uma esfera redonda.

A diferencial quadratica 2 passou a ser conhecida pela diferencial de Hopf e hoje é uma
ferramenta bdsica na teoria de superficies de curvatura média constante imersas em espagos
completos de curvatura seccional constante, as chamadas formas espaciais.

Embora ainda ndo caracterizamos a diferencial de Hopf, nem sempre é verdade que esta
forma quadrética ainda sera holomorfa para espacos mais gerais. Seguindo essa linha, Uwe
Abresch e Harold Rosenberg desvendaram uma diferencial quadratica chamada de diferencial
de Abresch-Rosenberg que € holomorfa quando a superficie em questdo possui curvatura
média constante nos espacos produto S? x R e H? x R e outros espagos da familia E(x, 1)
[1].

Neste capitulo faremos uma breve introducgdo sobre a diferencial de Hopf relativa a uma
superficie imersa em no espaco euclidiano e mostraremos como essa diferencial quadratica
se relaciona com a curvatura média. Feito isso, aproveitaremos a notacao estabelecida para
falarmos um pouco sobre os Pares de Codazzi nos baseando no artigo [11] de autoria de Espi-
nar e Trejos. Utilizando esta ferramenta, exibiremos uma prova do teorema 3.0.1. Por tltimo,
estudaremos a diferencial de Abresch-Rosenberg do ponto de vista de pares de Codazzi e
introduziremos a segunda forma de Abresch Rosenberg para superficie com curvatura média

constante H imersa em [E(k, T) e mostraremos as suas propriedades fundamentais.
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3.1 A Diferencial de Hopf

Considere © C R? uma superficie regular imersa no espaco euclidiano. Se ¢ : U C R? — X,
(x,y) — @(x,y) é uma parametrizag@o local de X, definimos a primeira forma quadrdtica de

¥ em relagdo a parametrizacao ¢ como
I(X(x,y),Y (x,y)) = E(x,y)dx* +2F (x,y)dxdy + G(x,y)dy?, 3.1

onde

com X = a1Q,+axpy e Y = b1¢, + by, campos tangentes a £ no ponto ¢(x,y). Uma
maneira de interpretar os simbolos dx e dy seria utilizar a forma matricial de I:

E F
F G

Entdo redefinimos I por

E F

I(X,Y):[al az] .

by
by |

N é o campo normal unitario a X definido por

AN
N(x,y) = ——. (3.2)
(oY) = =2
Considerando a notac¢ao acima, a segunda forma fundamental € dada por
H(X(x,y),Y (x,y)) = e(x,y)dx’ +2f (x,y)dxdy + g(x,y)dy?, (3.3)

onde
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Definicao 3.1.1. Dizemos que uma parametrizacio ¢ € isotérmica se E =G e F =0 em
todo ponto de U.

Para uma prova do teorema abaixo, veja [5].

Teorema 3.1.2. Dada uma superficie regular £ no espacgo euclidiano e p € X, existe uma
parametrizacio local isotérmica ¢ : U C R? — X com p € o).

E conhecido (ver [10]) que dada uma superficie X regular imersa no espaco euclidiano,

os coeficientes da primeira e segunda forma satisfazem as equacdes de Codazzi-Mainardi

ey—fu=elly+f(T ~T1;) — Ty, (3.4)
fy—8x= €T+ f(T5—T1,) — gl (3.5)
onde os coeficientes Fﬁ.‘j sdo os simbolos de Christoffel da superficie X. Pode-se mostrar que

em uma parametrizagdo isotérmica ¢, as equacdes de Codazzi-Mainardi sdo (localmente)
dadas por

(e;g) +fy=EH, e (3.6)

e—8
( 5 ) — fx=—EH,. (3.7)
y
Dada uma parametrizacdo isotérmica ¢ : U — X e identificando (x,y) € U com z = x+ iy,
dizemos que z € o pardmetro complexo local correspondente a ¢. Considere a fun¢do
complexa localmente definida por

0(z) = Q(x,y) = 7 (e—g—2if). (3.8)

FN.

Lema 3.1.3. A curvatura média H de ¥ em ¢

~—~

U) é constante se, e somente se, Q é uma
fun¢do holomorfa em ¢(U).

Demonstracdo. H constante implica que as equacdes de Codazzi-Mainardi em uma parame-
trizacdo isotérmica (equagdes (3.6) e (3.7)) sdo dadas por

A

(e;g) —f=0.
y
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Por essas igualdades, vemos que Q satisfaz as equacdes de Cauchy-Riemann. Por outro lado,
se Q € holomorfa, entdo as equacOes acima sdo satisfeitas. Isto €, EH, =0 e EH, = 0. Como
E=GeF =0, o coeficiente E ndo se anula. Concluimos que H, ¢ Hy sdo ambos constantes
iguais a zero, ou seja, H € constante. O

Consideraremos agora a forma quadratica / definida em (3.1) complexificada, isto €, dado
um ponto p, I ndo mais serd uma forma sobre o espaco tangente T,X x T,X — R, mas sim
uma aplicagdo bilinear sobre CT,X x CT,X com escalares complexos, onde

CT,Z={X+i¥ | X,Y € T,X}.

Seja z o parametro complexo associado a parametriza¢do ¢. Definimos

1

0= (%h—id) ¢ d=5(3+id).

| =

Em parametros complexos, temos que se X e Y sdo elementos de CT,X, entdo em p a

primeira forma fundamental complexificada é dada por

I(X,Y) = P(z)dz* + 2A|dz|* + P(z)dZ?, (3.9)
onde
dz = dx+idy,
dz = dx — idy, *)

|dz|* = dx® +dy?,
€ no ponto z = x 41y

P2) =1(9;,0;)], e A(z) =1(d;, )]

z*

Utilizando a multilinearidade de / e abrindo os operadores dz acima, vemos que local-
mente

P=—-(E—G—-2iF),

A=-(E+G).
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Definicao 3.1.4. Dizemos que um parimetro complexo é conforme se sua parametrizagao

associada for isotérmica.

Quando o parametro complexo é conforme, a primeira forma se simplifica bastante:

E
P=0 e A==,
© 2

Observagdo 5. Dada uma superficie £ com cartas locais { @y, Uy} € métrica g, é possivel
encontrar um atlas { @y, Uy} tal que cada uma dessas parametrizacdes @, sejam isotérmicas

e orientadas positivamente (veja [16]).

A estrutura descrita na observacdo 5 € chamada de estrutura conforme induzida pela
métrica g. Com tal estrutura e identificando os abertos Uy como abertos de C, temos que
toda superficie X pode ser vista como uma superficie de Riemann. Ainda relacionado a estes

conceitos, colocamos aqui para uso posterior o teorema da uniformizac¢io de Riemann [16]

Teorema 3.1.5. Se X é uma superficie no espacgo euclidiano difeomorfa a uma esfera, entdo
existe um difeomorfismo conforme f : S> — X da esfera unitdria S* em X.

De maneira andloga ao que foi feito na primeira forma fundamental, definimos a segunda

forma fundamental complexificada por
H(X,Y) = 0(z)dz> +2A(z)H (2)|dz)> + Q(z)dZ>. (3.10)
Localmente Q e A sdo dados por
0(2) = (e~ 2if)
A = 3 (E+G).

Definicao 3.1.6. Dada uma superficie £ com métrica / e segunda forma fundamental /1,

definimos a diferencial de Hopf localmente por Q(z)dz? como na equacio (3.10).

Mostraremos que a diferencial de Hopf estd globalmente definida, ou seja, que se ze w

sdo parametros isotérmicos locais que parametrizam um aberto W £ () de X, entdo
2 _ A 2
Q(z)dz" = Q(w)dw”,

onde Q e Q sdo as diferenciais de Hopf com relagdo aos pardmetros z e w, respectivamente.
Este € o contetido da proposicao:
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Proposicao 3.1.7. A diferencial de Hopf independe da parametrizacgdo local e portanto esta

globalmente definida em X.

Demonstragdo. Consideraremos duas parametrizagdes isotérmicas ¢ : U —YXey:V — X
com parametros complexos associados z = x + iy € w = u + iv, respectivamente. Uma conta

simples mostra que

0(2) =~ (9:.N2) = (e — g~ 2if)

Q(W) - - <WW7NW> = —(5—g—2if),

o JdN .
onde N denota o vetor normal unitdrio de X e, por exemplo, N, = —. Pela regra da cadeia,

0z

temos

meﬂzmwm(@jﬂﬁ

. = 2
Assim, nos resta mostrar que Q(w(z)) (‘%) = Q(2).

Seja h:x+1iy— u+ivtal que ¢ = yoh. E facil mostrar que & satisfaz as equagdes de
Cauchy-Riemann e portanto é holomorfa. Além disso, #'(z) # 0 em U. Mais ainda,

Or = (Yo h)y = dy(uy,vy) = Wy +vi Wy (3.11)
Analogamente,
(Py = (Woh)y = dll/(uwvy) = uyl//u“‘vyll/v- (312)

Observamos que w = h(x,y) pela escolha da notagdo. Assim,

dw 19 .0 (u+iv) 1 (g + sty ivy) = (it + ivy)
— == =iz ) (u+iv) = = (ux+vy—iuy+ivy) = (uy+iv
dz 2\dx dy A T
onde na ultima igualdade usamos o fato de que % € holomorfa.

Considere o campo N como fungdo de (u,v). A fim de evitar confusdo, defina N(x,y) :=

N(h(x,y)), isto é, o préprio campo N como fungdo de (x,y). Entdo
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Assim, os coeficientes da segunda forma sdo determinados pelas equacdes abaixo, onde

utilizamos que vy = uy € uy = —Vy:

e= <¢x,]Vx> = u)zcé—i—v)z(g—l-Zuxvxf,
f= (0 Ny) = —uv@+uvig + (i =) F,
8= <¢y’Ny> = V)2c5+u)2c§_2uxvxf-

Dai,

e—g—2if = (u)%_v§+2iuxvx)(e~—g—2if)
— (ux+ivx)2(5—g—2if)

= (%)z(é—g—zif).

]

A diferencial de Hopf foi utilizada por Heinz Hopf para provar o teorema 3.0.1 enunciado
na introdu¢do. Daremos uma prova deste teorema utilizando os pares de Codazzi mais a

frente.

3.2 Pares de Codazzi

Seja ¥ uma superficie regular orientavel. Um par fundamental em ¥ € um par de formas
quadraticas reais definidas em X onde / € uma métrica Riemanniana.

Um exemplo de par fundamental, como visto anteriormente, é quando X é uma variedade
Riemanniana bidimensional imersa em E(k, T) com métrica induzida / e segunda forma

fundamental //. Em coordenadas locais, escrevemos

[ = Edx* + 2F dxdy + Gdy?, (3.13)
11 = edx* + 2 fdxdy + gdy*. (3.14)

Para cada par fundamental (7,1I), podemos definir um operador auto-adjunto S em X que
satisfaz
H(X,Y) = (5(X),Y) = (X,5(Y)).
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Tal operador € chamado de operador forma. Reciprocamente, dados I € S em X, podemos
definir de maneira tinica a forma quadrética satisfazendo a igualdade acima. Dai, exibir um
par fundamental (Z,1I) ou o par (1,S) ndo faz diferenga, no sentido em que um determina o
outro.

De maneira abstrata, definiremos as curvaturas principais, curvatura extrinseca e curvatura
média do par (,1I) respectivamente pelos autovalores, o determinante e a metade do trago

do operador forma S. Em coordenadas,

K= eg— f? _leG-2fF+Eg

_ 8- _ 3.15
EG_F2 °© 2> EG_F2 (3.13)

Denotando a conexdo Riemanniana de E(x, 7) por V, definimos uma conexdo V em £
com a métrica / tomando a parte tangente de V, como € feito usualmente. Explicitamente, se
X e Y sdo campos tangentes a X e N € o vetor normal unitdrio usual, definimos

VxY = VxY —I(VxY,N)N.

Seja ¢ : U C R? — ¥ uma parametrizagio isotérmica que leva (x,y) em @(x,y) e z = x+iy
¢ um parametro conforme local para X. Como foi feito na secdo sobre a diferencial de Hopf,

reescrevemos I e 11 da seguinte forma:

1 =2A|dz|,
11 = Qdz* +2AH|dz)?* + Od7,

E : .
onde A = 5 e Q ¢ a diferencial de Hopf usual.
Vimos que, em coordenadas locais e a menos de uma constante multiplicando, Q € dada

por

Q(x,y) = i (e(x,y) —gx,y) —2if(x,y)).

Quando consideramos X uma superficie imersa no espaco euclidiano, a fungao complexa
Q tem algumas propriedades interessantes. Por exemplo, suas raizes correspondem aos
pontos umbilicos de X. Além disso, Q € holomorfa se, e somente se, H € constante (veja o
lema 3.1.3).

Definicio 3.2.1. Dizemos que um par fundamental (I,1I) é um par de Codazzi se para
quaisquer campos X e Y a equacgdo abaixo € satisfeita

VxSY — VySX — S[X,Y] =0.
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onde V € a conex@o Riemanniana de X com respeito a métrica I e S é o operador forma
associado ao par (I,11).

Para entendermos parte da importincia dos pares de Codazzi, temos o seguinte lema
devido a T. K. Milnor [17]

Lema 3.2.2. Seja (1,11) um par fundamental. Entdo quaisquer duas das condi¢des abaixo
implicard na restante:

(i) (1,1I) é um par de Codazzi;
(i1) H é constante;

(iii) A diferencial de Hopf é holomorfa.

Demonstracdo. Afirmamos que (I,1I) é par de Codazzi se, e somente se, Oz = AH,. De
fato, se (1,11) é de Codazzi, entdo por defini¢éo os coeficientes da primeira e segunda forma
(localmente) satisfazem

ey—fe=ell,+ f(IT,—T7,) —el'}
(3.16)
fy— &= eIy, + f(I3,—T,) — g,

Como o parametro considerado € conforme, temos que os simbolos de Christoffel de ¥
sdo dados por

lE
1 2 2 1 il
1E
2 1 1 2 Y

Assim as condi¢des de ser par de Codazzi se tornam

v 2 E (3.17)
1 (e+g)Ex '
Jy— 8 =3

Por outro lado, A H, depende dos coeficientes das formas fundamentais e suas derivadas.
Isolando E, e E, nas equagdes (3.17) e substituindo em AH, verifica-se através de forca
bruta que AH, = Q5. A outra dire¢do da equivaléncia segue de maneira similar usando
substituicdes e simplificagdes ao longo das contas.

O lema segue diretamente dessa equivaléncia, pois uma fun¢do w é holomorfa se e sé se
wz = 0. 0
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Como consequéncia, provaremos o teorema 3.0.1.

Prova de 3.0.1. Basta verificarmos que todos os pontos de uma H-superficie ¥ homeomorfa
a esfera no espaco euclidiano sdo umbilicos, ou seja, que K = H? em todo ponto. Daf seguird
que X estd contida em uma esfera (redonda) ou um plano. Como X € homeomorfa a uma
esfera, a segunda op¢do ndo pode acontecer.

De fato, como (I,11) ja é um par de Codazzi, pelo lema acima segue que H é constante se,
e somente se, a diferencial de Hopf € holomorfa. Pelo teorema 3.1.5, ¥ pode ser parametrizada
por S?. Portanto, podemos pensar na diferencial de Hopf Q(z)dz> como se estivesse definida
em S?.

Considere f1: S?\ {(0,0,1)} = Ce f>:S*\ {(0,0,—1)} — C as projecdes estereogra-
ficas. Sabemos que tais parametriza¢des sdo isotérmicas. Além disso, fazendo z = fi(x) e
W= fo(x), temos que w — % em 2\ {(0,0,1), (0,0, 1)}

Considere Q(z)dz* e Q(w)dw? as representagdes locais da diferencial de Hopf nas cartas
locais fi e f» respectivamente. Pelo lema 3.2.2, temos que Q e Q sido holomorfas. Além

disso, fazendo a mudanca de coordenadas, vemos que

2
0tz = 0(e(w) (55 ) d? = 0lalw) v,

w
que implica em Q(z) = w*Q(w). Como Q(0) é regular, fazendo w — 0 (ou equivalentemente
Z — o0) vemos que Q(z) — 0 e concluimos que Q ¢ limitada. Por defini¢do Q € inteira e pelo
teorema de Liouville segue que Q € identicamente nula. Localmente isso implicaque e =g e
f =0. Segue das equagdes (3.15) e tomando uma parametrizacio isotérmica que K = H>.

Como H e K ndo dependem da parametriza¢ao, temos que todo ponto de X € umbilico.
O

3.3 A segunda forma fundamental de Abresch-Rosenberg

Seja ¥ uma superficie imersa em E(k, ) com curvatura média constante H. A estas superfi-
cies chamaremos de H-superficies. Em [1], U. Abresch e H. Rosenberg provaram a existéncia
de uma diferencial quadratica holomorfa em qualquer H-superficie imersa em E(k, 7). A esta
diferencial chamaremos de diferencial de Abresch-Rosenberg ou simplesmente de diferencial

AR. Em coordenadas, sua expressao ¢ dada por

2R = 0" = (2(H +it)Q — (k — 47)t%) d2?,
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onde Q é a diferencial de Hopf usual e t = (T, d.).

Em [11], dada uma H-superficie £ C E(k, ), os autores revelaram um par fundamen-
tal (I,1I5R) associado ao par (I,1I) relativo a superficie ¥ C E(x,7) de tal forma que a
diferencial de Hopf de (1,1IxR) coincide com a diferencial AR.

Utilizaremos esses resultados para provar um teorema do tipo Hopf com fronteira que nos
d4 condicdes para a qual uma superficie X serd totalmente umbilica no sentido da diferencial

AR (veja introdugdo da secao 4.2).

Considere a constante complexa w = e defina 6 € [0,27) por

T
—2i0 w H—irt
e = = . (3.18)
Wl VH?+ 2
Definicao 3.3.1. A segunda forma fundamental AR é dada por
a
Har(X,Y) = H(X,Y) & Tg, X) (To,¥) + 2 (T,T) (X,Y). (3.19)
Equivalentemente, o operador forma Sar € definido por
o
SAR(X):A(X)—a(Tg,X)T9+5(T,T>X, (3.20)
onde 0 € dado pela equacgdo (3.18) e
K —412
o= ————, (3.21)
2VH?+ 12
To =cosOT +sinOJT. (3.22)

Provaremos o seguinte resultado visto em [11]
Lema 3.3.2. As seguintes equagdes sdo verdadeiras para o par fundamental (7, IIaR):
() 1Izr(9;,0;)dz*> = Q*Rdz?, onde z é um parimetro conforme para I;
(i) H(I,IIar) = H(I,II).

Demonstracdo. SejaX C E(x,T) uma H-superficie e z um pardmetro local conforme. Defina
0 € [0,27) pela equagdo (3.18). Entdo, a menos de uma constante complexa H +i7, podemos

redefinir a diferencial de Abresch-Rosenberg como

0MRG2 — <Q— . K—4t

L (e—"f’t)2 a2, (3.23)
Vi



3.3 A segunda forma fundamental de Abresch-Rosenberg 28

Como o pardmetro z considerado € conforme, temos que

<JTaax> = <N/\Taax> = <ax/\N7T> = _<ay7T>7
(UT,3)) = (NAT,d,) = (AN, T) = (3, T).

Assim,
(Ty,d;) = % <cos OT +sinOJT, dy — i8y>
= % (cosO(T, dy) +sinO(JT,0x) —icos O(T,dy) —isinO(JT,0,))
= % (cosO(T,0dx) —sinO(T,dy) —icos O(T,dy) —isinO(T,0y))
= ¢ 0t

Lembrando que Q = (Ad,,d;) , concluimos a partir de (3.23) que
0*az? = ((A(9.),0.) — @ (Tp,9)? ) d2
Por outro lado, utilizando a equagdo (3.19), temos que
HAR (9., 0.)d2* = ({A(2,),0.) — &(Ty,0.)% ) d2* = 0"z,

onde a primeira igualdade segue do fato de que (d,,d.) = E — G+ 2iF =0, pois z é conforme.
Prosseguimos para a prova do segundo item. Novamente, pelo fato do parametro ser

conforme, temos que as curvaturas médias de Nil3 e AR sdo dadas por

H(LII) = %(e;fg) e H(I,IIAR) = %(eARZ—gAR)
Assim, resta mostrar que
e+8 = eAr + &AR. (3.24)
Por defini¢do, temos
ear = TIAR (0x, 0y) = e — a(Tp, 0)* + %T‘ZE
2, ofTP

gAR:IIAR(aXaax):g_a<TOaay> + ) E.
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Substituindo as duas equacdes acima em (3.24) e cancelando as parcelas e 4 g, obtemos
—a ((Tp, 0x)* + (Tp,0)?) + a|T’E = 0. (3.25)
Mostrar o item 2, portanto, se torna equivalente a mostrar que
(To,00)2 + (Tp,,)> = |T2E, (3.26)

jaque a # 0.
De fato, existem fungdes a e b tais que T = ady + bdy. Entdo JT = —bdy + ady. Dai

(Tg,0:)* = (acos O —bsin0)?E>
(Tp,dy)* = (bcos O +asin0)*E>.

Somando as duas equacdes logo acima obtemos a igualdade (3.26) desejada. Fica provado o

segundo item. 0

Lema 3.3.3. Dada uma H-superficie £ C E(k, 1), H> + 1> # 0, temos que a fungio 24R ¢

holomorfa se e somente se (I,/I5r) € um par de Codazzi.

Demonstragdo. Como H € constante, o lema € uma consequéncia imediata do lema 3.2.2,

pois a diferencial de Hopf coincide com a diferencial AR que € holomorfa. 0

Observacdo 6. O expoente da equagdo (3.18) difere do que estd escrito nos trabalhos de
Espinar e Trejos ([11]) por um sinal. Isso se deve a nossa defini¢ao de produto vetorial A
dada na observacio 4. De fato, se mantermos o sinal, ndo seria verdade que €'t = (Tp, ).
Além disso, a diferencial QR ndo seria holomorfa.



Capitulo 4

Um teorema do tipo Hopf em Nilj

Neste capitulo serdo definidas quais condi¢des uma curva ¥ em uma superficie £ C E(k, T)
deveré satisfazer para ser uma linha de curvatura de Abresch-Rosenberg ou, abreviadamente,
uma linha de curvatura AR. Estabeleceremos uma equivaléncia que relaciona tais linhas
de curvatura AR com a diferencial de Abresch-Rosenberg da superficie. Isso até entdo de
maneira geral. Por fim, mostraremos um teorema do tipo Hopf quando o espaco ambiente for
do tipo Nils, isto &, T £ 0.

4.1 Linhas de Curvatura AR

Seja X uma superficie de curvatura média constante H em E(k, 7). Podemos definir o que
sdo linhas de curvatura segundo o operador forma AR. Uma curva y = ¥(¢) em X serd
uma linha de curvatura com respeito ao operador forma Sar se existe uma func¢do real
diferencidvel A = A () tal que SAr(Y') = Ay, onde omitimos a dependéncia do pardmetro .
Neste caso, dizemos que Y é uma linha de curvatura AR. A préxima proposic¢ao estabelece
uma equivaléncia entre linhas de curvatura AR e a diferencial de Abresch-Rosenberg que nos
permitird mais adiante provarmos uma generalizacdo de um resultado cldssico em geometria

(veja o teorema 4.2.1).

Proposicao 4.1.1. Considerando as notagdes acima, temos que Yy € uma linha de curvatura

AR se, e somente se, a parte imaginaria de 2Rdz? se anula ao longo de 7.
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Demonstragdo. Considere z = x + iy um parametro local conforme para ¥ em relacio a

primeira forma / e tome

eAR = IIAR(Ox, d) = I(SAR (), 0x), (4.1)
fAR = IIAR(axa ay) = I(SAR(ax)aay)a (42)
gAR = AR (9),0y) = I(SAR(9y), 0y). (4.3)

Suponha que ¥(¢) = (x(¢),y(t)) seja linha de curvatura AR de X. Entdo Sar(Y) =AY. Em
X

coordenadas locais (x,y) e escrevendo o operador forma Sar na base {dy,d,}, reescrevemos

alll
fAR gAR y y

onde omitimos a dependéncia do parametro .

tal condi¢do por

Manipulando a equacao (4.4) , obtemos as condi¢des

Xear +Y far = Ax/ (4.5)
X far +Y gar = 1Y (4.6)

Fazendo uma multiplicacdo cruzada de (4.5) e (4.6), obtemos
2 2
Xyear + ()" far = ¥y'gar + (¥') far- 4.7)

Localmente a parte imagindria de Qar (¥(¢))dz? (Y (¢)) é calculada como se segue. dz>(Y) =
(dx+idy)?(x',y") = (x')? — (y')* + 2ix'y’. Pelo fato de que a diferencial AR coincide com a
diferencial de Hopf do par (I,1IR), temos que Qar(Y') = ear — gAR + 2ifaR € portanto

Im(Qar(V)dZ(Y)) = ((¥)* = (/)?) far + XY (ear — gaR)

Por (4.7), vemos que Im(Qar(y)dz*(Y')) é nula.
Suponha agora que a parte imagindria de Qar seja identicamente nula, ou seja, que
(4.7) seja valida. Queremos definir uma fungdo A tal que (4.4) seja verdadeira. Suponha

primeiramente que x’ # 0 e y' # 0 para todo ¢ em (—¢, €). Entdo a equagdo (4.7) nos dd que

Year +Y far X far +Y'garR
x o y/ :
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Note que nos pontos em que (x',y") # (0,0),

5 Xear+Y far _ X'far +Y8aR
= " = ¥/

satisfaz as condi¢Oes desejadas da proposic¢ao. De fato,

Year +Y far
eaR far || X X'ear +Y far — 7 ¥ Y
P = , , = x/f + / = A .
fAR 8AR | | ¥ X far + Y gAR AR ly 8AR
y
Considere agora os pontos ¢ € (—¢€,€) tais que X’ # 0 e y) = 0. Por uma conta anéloga

ao que foi feita acima, vemos que A = eaR satisfaz as condi¢des acima. Para o dltimo caso,

tome A = gagr. Portanto, podemos redefinir a fun¢do A por

dl )eAR(ti+§l(l)fAR(t)7 se X' (1) #£0 e y'(r) #0;

/(l.
ear(t), sex'(t) #0 e y'(t) =0;
gar(t), sexX'(t)=0 e y'(¢) #0.

Nio € dificil ver que a fungdo A é continua. Vamos discutir sua diferenciabilidade.

A1) =

Primeiramente, considere 7y tal que x'(z9) # 0 e y'(tp) = 0. Entdo existe um aberto I =
(to — €,10+ €) tal que x'(¢) # 0 para todo ¢ neste aberto. Suponha que 7y seja uma raiz isolada
de y em 1. Entdo por continuidade, as derivadas laterais coincidem e assim A € diferencidvel
em? =ty. Seja agora ty tal que y'(fop+6) =0e y'(tg — §) # 0 para § suficientemente pequeno.
Neste caso, devemos verificar se as derivadas laterais no ponto #y coincidem, isto €, que

d ( x'(t)ear(t) +Y’(f)fAR(f)) =)
dt x'(1) di
em ¢t = ty. De fato, , , N
Por outro lado, a derivada acima deve ser igual a
"x far

1o (y/)z

d (X far+Ygar
4 (LIARTY 8AR 4.
& (e 49)

Iy
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" (to) far (t0)
x/(t())

definido em 7, o que implica em y”(fy) = 0. Portanto, as derivadas laterais neste caso

Como egR(to) + existe, segue que o lado direito de (4.9) existe e estd bem

coincidem e A € diferencidvel em ¢t = #y. Os outros casos seguem de maneira similar. O
mesmo acontece quando considerarmos os pontos em que x' =0 e y' # 0. Segue que A é

diferenciavel. ]

No espaco Euclidiano, se temos superficies £; e ¥, que se intersectam ao longo de uma
curva I" sendo tal curva uma linha de curvatura de uma superficie, digamos X, entdo é
verdade que I' também serd linha de curvatura de ¥X,. Um caso especial deste teorema foi
provado por Joachimsthal [15] e mais tarde Bonnet [2] provou o caso geral em R3.

O préximo lema ilustra um resultado deste tipo, mas considerando linhas de curvatura
AR. Este € o principal resultado dessa sec@o. Seus coroldrios tratam de casos especiais em

que as superficies envolvidas deverao satisfazer as condi¢des do lema.

Lema 4.1.2. Sejam X; em E(k, ), i = 1,2 duas H;-superficies tais que £; N X, # 0. Seja
I' C X1 NX, uma curva regular de intersecdo transversal, isto €, que ndo € tangente. Suponha

que ao longo de I" as seguintes afirmacdes sejam verdadeiras:

(i) (N1,N,) é constante.

(i) \/H?+ 12 <T922,N1> <J2T922,N1> = \JH2 + 72 <T911,N2> <JlT911,N2>,

onde 20 = \/%, Téi =cos 6;T; +sin6;JT; e JiTii = N;\Tg, parai=1,2. Entdo, I' € uma

linha de curvatura AR para X; se, e somente se, I' € uma linha de curvatura AR de ¥,.
Demonstracdo. Suponha que 7 seja linha de curvatura AR para ;. Como (N, N;) é cons-
tante ao longo de I' = y(—¢, €), onde y € uma parametriza¢do por comprimento de arco,
derivando (N, N,) obtemos

(AL(Y),N2(7)) 4+ (N1(7),A2(Y)) = 0. (4.10)

onde A; e A, sdo os respectivos operadores formas em relacdo as superficies X; e X,.
Utilizando a equagdo do operador forma SfAR dada em (3.20), temos que
i

Ai(X) = Shr(X) + o <Té[>X> Téi 5

Fazendo a substitui¢ao e usando que <SiR()/ ),N 1> = 0, pois 7 € linha de curvatura AR

para X, a equacdo (4.10) pode ser reescrita como

oy (Tg .V ) (T, ,Na) — (SAr(Y),N2) — 0o (T4, V) (T5,, N1 ) =0, (4.11)
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K — 12 . ,
onde o = ————e Ty =cos 6,T; +sin0JT;, i = 1,2.

24/H? + 12
Note que Ni AN, é paralelo 4 7. Faca |[N; AN,| = 1 —d?, onde d é o cosseno do Angulo
de contato entre £ e 5, que é constante. Suponha que (1 —d?)~!N;y AN, = 7. Se este nio
for o caso, bastaria reparametrizar ¥’ trocando ¢ por —1.
Pelo fato da interse¢do ser transversal, o conjunto {Ny,N,,7'} forma um base para

0 espago tangente Ty(,)]E(K, 7) para cada ¢t onde a intersec¢do € transversal. Observamos
que por propriedades de determinante <T911 , N /\N2> = <N2, Tel1 /\N1> =— <N2,J1 T6]1> e
analogamente <T922,N1 /\N2> - <N1,J2T922> onde J,~T9ii =N;A Tei,«’ parai=1,2. Entdo

<T911”}/> - (1 _dz)_l <T911’N1 /\N2> = _(1 _dz)_l <J1T9117N2>7 (412)
(Tg, V) = (1=d*) " (Tg,, Ni AN2) = —(1=d®) " (1 Tg, N ). 4.13)

Portanto, substituindo (4.12) e (4.13) em (4.11):

72 )
(Sha(?)Np) = L EAT) o oy (0T )
(H} +72)

U=V R4 2 v (TN
(H +17%)

=0,

onde foi usada a segunda condi¢@o no teorema. Entao <S/LR()/ ) N2> =0aolongodeI' Logo,
como ja temos que <S}AR()/),N1> = 0 ao longo de T, pois (N, N;) é constante, temos, pelo
fato de que {Ny,N,7'} é base, que Sig(Y') = 17, ou seja, que I" é uma linha de curvatura
AR de ¥,. A demonstracdo da outra parte da equivaléncia é completamente andloga, bastando
trocar os indices 1 por 2 na prova dada acima. [

A segunda condi¢@o do lema anterior possui uma interpretagdo geométrica. Seja 8 o
angulo (orientado) entre T e X, isto é, (T,X) = |T|cos B. Entdo

2(Tg, X) (JTp,X) = T 2sin(2(B — 6)).
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Assim, fazendo ®;; o 4ngulo orientado entre 7; € Nj,i # j, temos que a segunda condic¢do no
lema 4.1.2 pode ser escrita como

1|2 |T»|?
\/HE + 72 \/H3 + 72

Esta condi¢do ndo ajuda muito a interpretar “visualmente"a condicdo (ii) do lema 4.1.2,

sin(2(w12 — 61)) = sin(2(m21 — 62)). (4.14)

mas felizmente o autor em [19] também percebeu essa dificuldade e encontrou algumas
condi¢Oes geométricas que implicam na condi¢do (i1) dentro dos coroldrios abaixo. Para isso,
temos

Definicfio 4.1.3. Uma curva ¥ em uma superficie £ em M?(k) x R é horizontal se estd
contida em alguma fatia M? (k) x {&y} para algum &) € R. Por outro lado, dizemos que 7 é
vertical se for uma curva integral do campo 7.

Coroldrio 4.1.4. Sejam X e ¥, duas superficies de curvatura média constante em M> (k) x
R com curvaturas médias H; e H,, vetores normais N; e N, e funcdes angulo v e vy,
respectivamente. Seja Y C X1 MY, uma curva regular. Suponha que X e ¥, se intersectam
transversalmente ao longo de Y em um angulo constante e que Y seja linha de curvatura AR

de X;. Assuma que ao longo de y uma das seguintes condi¢des € vélida:
(i) vy € uma curva horizontal de ¥;.
(i1) 7y é uma curva vertical de ¥ e X,.

(iii) Se Hy = Hy #0, vi = —v,.

Entdo y € uma linha de curvatura AR de .

Demonstragcdo. Considerando cada caso, segue sua respectiva prova:

(i) Suponha que ¥ esteja parametrizada pelo comprimento de arco. Em M?(k) xR o
angulo 6 € nulo, entdo Tel1 =Tie Tez2 = T,. Observamos que os campos E3, N; e T; estdao
sempre no mesmo plano. Logo, se ¥ € perpendicular a algum deles, serd perpendicular
aos trés. Pelas equagdes (4.12) e (4.13), temos que

(1=d*) " (nT4 ,No) = —(T1,Y) = —(E3,Y) =0,
(1-d*) "N hTs,N) =(D,Y) = (E3,Y) =0.

Segue trivialmente que a segunda condi¢do do lema 4.1.2 € satisfeita.
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(ii) Neste caso, podemos assumir que ¥ foi parametrizada de tal modo que ¥ = T € além
disso ¥ = AT, para alguma fungio A que nio se anula. Segue que T & paralelo a T2
e que
(T1,N,) = (Th,N;) = 0.

Novamente, a segunda condi¢do do lema fica satisfeita.

(i11) Por ultimo, fica claro que a equacao (4.14) € satisfeita, Ja que V| = —V;, e esta implica

na condig¢do (ii) do lema.
Em qualquer caso, segue pelo lema 4.1.2 que ¥ € linha de curvatura AR de X,. 0

Corolario 4.1.5. Sejam X e X, duas H-superficies em E(k, ), T # 0, com vetores normais
N1 e N; e fungdes angulo vy e v,, respectivamente. Seja Y C X1 MY, uma curva regular.
Suponha que X e X, se intersectam ao longo de Y em um angulo constante. Assuma também

que
(1) Se ambas superficies sdo tangentes ao longo de ¥, entdo N; = N, em 7.
(i1) Se a interse¢do for transversal, entdo v = —V, ao longo de 7.

Entdo, I' € uma linha de curvatura AR para ¥; se, e somente se, I' € uma linha de curvatura
AR de X,.

o|Ti|?

Demonstragdo. Seja SiypX =A;(X) — q; <Tél_ X > Téi +
Abresch-Rosenberg (sem trago) de X;, i = 1,2 e J; e J, as rotagdes por um angulo de noventa

X — H;X o operador forma de

graus nos planos tangentes de X e ¥, respectivamente.

No primeiro caso, temos que Tel1 = Tez2 ao longo de I' ja que 77 = T; e as superficies
possuem a mesma curvatura média H. Além disso, se y = y(—¢,¢€) entdo J17(t) = LY (t) e
portanto I\, (Y,J1Y) = IIZx (Y, J2Y) (omitindo o pardmetro da curva).

Suponha agora que estamos no caso 2, entdo 0; = 6, = 0 e, por hipdtese, &} = 0 = .

Nos resta, portanto, verificar a segunda condicao do lema 4.1.2
VH2+12(Tg,Ni) (LhTg, Ny ) = VH? + 72 (T ,N2) (1 T3 . N2 . (4.15)

Cancelando a raiz e expandindo a defini¢ao de Té chegamos a

(TZ,N1)(LT3,N1) = —cos0sin8(T,N;)* —sin® 8 (L, To, N1 ) (T, Ny )

> . . (416)
+cos=0(T»,Ny){JoT»,Ny) +sin 0 cos 0 (J,T», Ny )=,
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e do outro lado

(Tg ,N2) (1 Tg ,N2) = —cos0sin8(Ty,N2)? —sin® 8(J; Ty, N2 ) (Ti, Na)

; _ ) (4.17)
+cos”0(Ty,N>){(J1T1,N2) +sin O cos O (J; Ty, N, ).

Orientamos ¥ de tal forma que {N1,N»,7'} seja uma base orientada positivamente de
Ty(,)E(K, T) para cada ¢ onde a intersec@o € transversal, entdo as seguintes equagdes sdo

verdadeiras
<J1T17N2> = _(1 _dz)_l <7/7T1> )
(LT3N =(1-d>) "Ny, T).

Ambas equacdes sdo obtidas de modo similar. Verificamos, por exemplo, a primeira

(4.18)

delas: |
(1T1,N2) = (N1 AT1,N2) = — (N1 AN2, Th) = —m@/,TO-

Utilizando a hipétese de que v; = —V;, obtemos
(Th,N1) = (E3 — VaNy,Ny) = Vi — Vod = —vo +vid = —(T1,N»).

E usando as defini¢des de Ty, T € ¥/

(T1,Y) = (E3,7) = (D>, 7).

Resumidamente,
<T27N1> :_<T27N1>7

(i,Y) =(I,Y)-

Relembrando, gostariamos de mostrar que (4.16) e (4.17) constituem uma tnica equagao.

(4.19)

Pela primeira equacgdo de (4.19), vemos que a primeira parcela de (4.16) é igual a primeira
parcela de (4.17). Por um argumento similar e utilizando as equagdes (4.18), vemos que as

ultimas parcelas de (4.16) e (4.17) também sdo iguais. Nos resta mostrar que

—sin® 6 (J1T1,N2) (T1,N>) + cos? 0Ty, No) (J1 Ty, N>

?

—sin? O (J, Ty, No) (T1,N>) + cos? 0 (Ty, Ny (J; T1, N).

Utilizando as equagdes (4.19) e (4.18) e fazendo a substitui¢do, concluimos que a expressao

acima € de fato uma igualdade. Fica verificada a segunda condi¢do do lema 4.1.2.
Portanto, pelo lema, temos que ¥ € uma linha de curvatura AR de ¥, se e somente se o é

uma linha de curvatura de X,. ]
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4.2 Um teorema do tipo Hopf

Seja @ uma imersdo do disco unitério I no espaco euclidiano R?, o : D — R3, tal que seu
bordo regular I' = o (S!) esteja contido em um plano P de R>. Além disso, suponha que ao
longo de I', o angulo de intersecdo entre @ e P seja constante. Um resultado classico em
geometria afirma que sob essas condi¢des a superficie @ serd totalmente umbilica. Em uma

das provas deste resultado, duas proposi¢des sao fundamentais:

1. O teorema de Joachimstahl que afirma que se duas superficies em R> se intersectam
ao longo com uma curva regular I" e o angulo entre suas normais € constante ao longo

de I, entdo I' € linha de curvatura de uma se e sé se € linha de curvatura da outra.

2. O principio de reflexdo de Schwarz: se f € uma funcdo complexa definida no semi-
plano superior {z € C : Im(z) > 0} e que se extende ao eixo real tal que f(z) € R para
z real, entdo f pode ser extendida a uma funcdo analitica no plano inteiro pela férmula

@) =r0.

Em [19], Trejos provou uma generalizagdo deste resultado clédssico aos espagos E(k, T)
utilizando ideias similares ao caso euclidiano, isto €, utilizando o lema chave (veja 4.1.2),
seus corolérios e o principio de reflexao de Schwarz. Abordaremos apenas o caso em que
T #£0.

Pelo resto do capitulo denotaremos o disco unitério por D = {z € C: |z| < 1}. Conside-
raremos @ : D — E(x, 7) uma imersdo com curvatura média constante H. Chamaremos este
tipo de imersao de um H-disco. Além disso, assumiremos que o bordo I' de @(ID) € uma
curva diferencidvel.

Teorema 4.2.1. Seja w : D — E(k, 1), T # 0, um H-disco com bordo regular. Suponha que
o bordo esteja parametrizado por uma curva regular ¥ e que esta curva tenha um dos tipos
abaixo

1. yé€ aintersecdo tangente de uma imersdo @ com uma superficie AR  com o mesmo

vetor curvatura média.

2. yé aintersecao transversal com dngulo constante da imersao @ com uma superficie
AR Q com o mesmo vetor curvatura média e cuja funcdo dngulo seja o oposto da

funcdo angulo da imersdo w ao longo de 7.

Entdo w(ID) é parte de uma superficie AR em E(k, 7).
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Demonstracdo. Faga @(dD) =T. Como Q é uma superficie AR, entdo sua diferencial AR
€ totalmente nula e pela proposic¢ao 4.1.1, temos que I' € linha de curvatura AR de Q. Pelas
hipéteses sobre o tipo de intersec@o e pelo coroldrio 4.1.5, temos que I' é uma linha de
curvatura AR da imersdo m e portanto a parte imagindria da diferencial AR da superficie
®(D) é nula ao longo de T

Considere a aplicacdo de Mobius que leva o semiplano superior de C no disco unitario D

com expressao dada por

flo) = 2

o l—iz

Essa aplicacao leva a fronteira do disco na fronteira do semiplano. Pelo fato de f ser um
difeomorfismo conforme, tome Q*R = QAR o f (definida no semiplano) e observe que pelo
fato de I" ser linha de curvatura de @, podemos aplicar o principio da reflexdo de Schwarz a
QR para estender essa diferencial quadritica ao plano complexo C. Utilizando a projecdo
estereogréfica, puxamos o dominio de Q*R i esfera unitdria S (veja [16]). Como visto na
prova do teorema de Hopf no capitulo anterior, uma diferencial quadrética holomorfa sobre a

esfera tem que ser constante igual a zero. Segue que @(D) é parte de uma superficie AR. [

Observagao 7. Em [19], encontra-se um teorema similar ao teorema 4.2.1 para o caso em
que T = 0. As condi¢des de intersecdo serdao dadas pelas condi¢des do corolédrio 4.1.4 e sua

prové segue de maneira similar utilizando este corolario invés do coroldrio 4.1.5.



Capitulo 5

Um elo entre a geometria euclidiana e a
geometria de Nil;

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados gerais envolvendo duas métricas distintas
agindo sob uma mesma variedade com a particularidade de ndo requerermos que tais métricas
sejam conformes. Depois aplicaremos estes resultados para uma superficie imersa em no
espaco euclidiano, denotado simplesmente por R, para obter uma relacio geométrica entre
a segunda forma AR e a segunda forma euclidiana. Por tltimo, mostraremos uma relacdo

inesperada entre a geometria diferencial afim e a geometria de Nils.

5.1 Relacoes entre métricas distintas

Seja E(k, ) a variedade com métrica Riemanniana dada em (1.5) com a condigéo adicional
k24 12 # 0 . Daqui em diante denotaremos esta métrica por (, ) e seu determinante, isto &, o
determinante da matriz em (1.5) serd denotado por A. Considere uma superficie £ C E(k, 7)
com a métrica induzida. Entdo temos seus coeficientes da primeira e segunda formas
fundamentais dados por E,F e G, e,f e g. Denote por N seu campo normal unitario.
Considere também em X a métrica induzida pela métrica Euclidiana, que passaremos a
denotar por (,),. Neste caso, denotaremos os coeficientes das formas fundamentais, e
também outras informacdes relacionadas, com um apostrofo, isto é, E',F/,G',N' etc. O

principal resultado desta secao € o seguinte:

Proposicao 5.1.1. Considerando as notagdes acima, temos que para qualquer campo X

tangente a X, vale
(X,N'),

(X,N)=+VA- N

5.1)
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Além disso,

1 EG-F2 \'?
NN) == 5.2
< ? >£ (AE’G’—(F')2> ( )
Como consequéncia imediata da prova desta proposicao, temos
Corolario 5.1.2. Com as notagdes acima,
(N,N")(N,N")_=1. (5.3)

Para a prova destes resultados lembraremos alguns detalhes. No espaco euclidiano R?, o
produto vetorial X A'Y de depois campos tangentes é o tinico campo tal que {X,Y,X N'Y} é
uma base positiva para o espaco e que satisfaz (X \'Y,Z), = det(X,Y,Z) para todo Z € R3.
Aqui tal determinante é tomado assumindo que os campos envolvidos estejam escritos no
referencial candnico do espaco Euclidiano que passaremos a denotar por E{,E} e Ej. Ji em

E(x, 1), consideraremos o referencial ortonormal dado por

E) = (1 + g(xz"i_yz)) Ox — Tyaz» E, = (1 + IZ((XZ +y2)> 8y+rxaz e E3= 82.

Definimos o produto vetorial de dois campos X e Y tangentes a variedade E(x,T) como
sendo o tinico campo X AY tal que {X,Y,X AY} é uma base positiva para o espago e que
satisfaz (X \'Y,Z) = det(X,Y,Z) para todo campo tangente Z, porém agora para o calculo
de tal determinante, devemos considerar a representacdo dos campos envolvidos como na
base E|,E; e E3 acima. Observe que ao considerarmos os campos X e Y na base {E j},
tomar seu produto interno com a métrica (,) equivale a tomar o produto interno Euclidiano
considerando a representacdo na base {E;}. Por exemplo, se X é um vetor tangente em
TpE(K,T) e sua representagio na base {E’;} € dada por X = (x},x3,x3) e na base {E;} ¢ dada
por X = (x1,x,x3), entdo

3
<X7Y> = (x/17x/27x,3) ’ [glj] : (y/17y/27y,3)T - in)’i-
i=1

Isso pode ser verificado diretamente utilizando a matriz [g;;] da métrica dada em (1.5).

Feito isso, podemos provar o seguinte resultado:

Proposicao 5.1.3. Com a notag@o acima e campos tangentes X, Y e Z, temos
o /
(XAY,Z)=VA(XNY,Z),.

Demonstracdo. A primeira coisa que observamos é que a matriz 8 de mudanca de base {E ;}

para a base {E;} é simplesmente
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(1+§(x2+y2)) 0 0
— K22 5.4
B 0 (1+4(x +y ))o (5.4)
—Ty TX 1

que possui determinante det§ = (1+ k(x> +y*)/ 4)2 e o determinante da métrica (,) é dado
por A = (det8)%. Assim, (X AY,Z) = det(X,Y,Z) considerando os campos X, Y, Z escritos
na base {E;}. Observe que X = 3 - B~ !X, e analogamente para Y e Z. Note que S~1X &
simplesmente o campo X escrito na base {E ;} Entdo

(X \Y,Z) =det(X,Y,Z)
—=detf-det(B~'x,871y,3712)
=VA(XNY,Z),.

Podemos entdo fazer a

prova da proposi¢do 5.1.1. Se (u,v) sdo coordenadas para a superficie X, entdo para qual-

quer campo X tangente a X, temos

(X,N)

1

1
:W<Xaau/\av>

A 1/2
* (m) X, N D),

= VA (—E/Gl — (F/)z) v (X,N'),,

(5.5)

*

EG—F?

onde na igualdade com estrela, usamos a proposi¢ao 5.1.3 e na ultima igualdade multiplica-

mos e dividimos por um mesmo fator apropriado, no caso, (E'G’ — F'?)!/2,
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Similarmente, temos

EG—F?

1 (2N 12
—(A-EG (F") ) '
EG—F?

E E’G’—(F’)2)1/2
_(p EG=(F)°

Assim, fazendo uma simples substituicdo na equacgdo (5.5), verificamos as duas igualdades

da proposic¢ao. 0

Quanto a prova do coroldrio 5.1.2, basta repetir o desenvolvimento de (N,N’), para

(N,N') e verificar diretamente que um € o inverso multiplicativo do outro.

5.2 Aplicacao ao Grupo de Heisenberg

Quando o espago E(k,7) é o grupo de Heisenberg, isto é, k =0 e T = 1/2, temos que a
matriz  da se¢do anterior tem determinante 1. A primeira equacio da proposi¢do 5.1.1
também fica mais simples. Nesta secao provaremos o seguinte resultado que relaciona as
segundas formas euclidianas e de Abresch Rosenberg:

Proposicao 5.2.1. Seja X uma superficie minima em Nilz. Entao

E/G/ _ (F/)Z

1/2
TG ) 1I(X,Y). (5.6)

HAR(X,Y) = (

Aqui os coeficientes com linha se referem a primeira forma Euclidiana e os coeficientes sem
linha se referem a primeira forma de Nils. I/ é a segunda forma Euclidiana.

O resto desta secdo serd voltada para a prova da proposi¢cao acima.

Lema 5.2.2. Suponha que X seja orientdvel e esteja parametrizada por um sistema de

coordenadas isotérmicas, isto é, E = G e F' = 0. Além disso, suponha que sejam satisfeitas
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as hipdteses da proposi¢ao 5.2.1, trocando X e Y por dy ou d, entdo valem as igualdades:

IIAR<aXaax) :Il(a)ﬁax) aX7E3 <ay7E3>

Oy, E3) — (0, E
AR (9y, 0;) zzz(ax,ay)+< o Es)” - . )’ e (5.7)

1IAR(9y,0y) =11(dy,0y) — (dx, E3) {9y, E3).

Demonstragdo. Pelo fato de E =G e F =0, temos que (dy AN,T) = —(d,,T) = — (0, E3).
Analogamente, (dy AN, T) = (dy,T) = (Jx, E3). Assim, utilizando propriedades de determi-

nante e o fato de que (N AT, dx) é um determinante, temos

<JT7 ax> = <N/\T, ax> = <ax/\N7T> = <ay,E3>u (5.8)
(JT,0y) =(NAT,dy) =(dAN,T)= (0 E3). (5.9)

ComoH =0eemNil;, k=0e 7= %, temos que os coeficientes na equagdo da segunda

forma AR sdo dados por
o= _1 e 6 =
4 '

Assim, abrindo as contas na expressdo da segunda forma AR em (3.19) e usando as

equacoes (5.8) e (5.9), obtemos

1IAR (0, 0y) — I1(0x, ) = = ((0y, E3) {9y, E3) — (Ox, E3) (0, E3))

l\.)l*—‘

onde gostariamos de chegar. Para provarmos o restante das equagdes em (5.7), escreva o
campo d, na base {T,JT}. Utilizando o teorema do tridngulo retangulo, verifica-se com

pouca dificuldade que
(0e, D) (T, T) = (3¢, T)? + (0, JT)?. (5.10)

Assim,
(0, T —JT) {0y, T —JT) —(T,T) {0, 0)
= (04, T)* —2(0,JT) (0x,T) + (35, JT)> — (T, T) (0x, 0 - (5.11)
=—2(,T) (o, JT),
onde na dltima igualdade se utilizou a equacdo (5.10). Expandindo a expressao da segunda

forma AR, utilizando (5.11) e lembrando do fator 1/2, obtemos

HAR(0y,0x) =1I(0y,0y) — (0, T) (Ox,JT)
= 11(0x,0x) + (dx, E3) {9y, E3) .
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Por analogia, trocando d; por d, e tomando cuidado com o sinal dos produtos vetoriais

do tipo dy AN que aparecem , obtemos
II5R (9y, ) = I1(dy,dy) — (Jx, E3) {0y, E3) .

O

A partir de agora, suponha que ¥ seja uma superficie em Nil3 que passa pela origem. Se
este nio for o caso, basta considerar um ponto p € X e tomar a translacdo a esquerda p~!,
que € uma isometria. Denotaremos a nova superficie assim obtida também pelo simbolo X.

Definimos o referencial Euclidiano por
E{ =0,=(1,0,0) E,=0,=(0,1,0) e E;=09,=(0,0,1).

Observagdo 8. Observe que pelo fato dos referenciais {£;} e {E’;} coincidirem na origem, o
fato de E = G e F =0 implicaem E’ = G’ ¢ F’ = 0 na origem.

Neste caso, os simbolos de Christoffel ndo nulos relacionados ao referencial {E!} na

origem sdo dados por
1
Iy=Th=-T}=-TI3% = 5 (5.12)

Com isto em mente € escrevendo dy = X'E], oy = Y/E ieN= NXE}, podemos decompor
a conexao V de Nil; em

Vady = (XY +X(Y9)) B = V¥5,0, + XY ITE,,
onde V¢ é a conexdo Euclidiana. Entdao

11(3y, dy) = (V¥ 0,,N) + <Xinr§ij,Q,N>
C{(VE0,NY), (X234 XY2N! — (XY 4 X3Y N2

(N',N), 2 ’

onde na ultima igualdade utilizamos as relagdes em (5.12) e a proposi¢do 5.1.1.

Observe que
— (B0 (NN 5) + (30 E5) (N N0, )
= (9E3)" = (03"
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Entao 5 )
Vé, dy,N' JELY — (0, Ef
11(ax,ay):< &,’jsz_@y 3) 2<8 ) (5.13)
Uma conta similar mostra que
Vé, d,,N'
Il(amax) = % - <aX7E§> <8y,E§> (5~14)
IV /e
<V6ayay,N’>
11(dy,dy) = <N/—N>£ + (0, E3) {0y, E3) . (5.15)
IV /e

Com as duas equagOes acima, a equacao (5.13) e o lema 5.2.2, segue, por linearidade,

que

Lema 5.2.3. Se ¥ € uma superficie que passa pela origem, entdo para quaisquer campos X e
Y em Tk, vale que

1/2
E'G — (F' 2
HAR(X,Y): (T(Fz)) IIS(X,Y). (5.16)

Resta agora provarmos que vale a equagdo (5.16) para campos em 7T,X para qualquer
p € X e com isto ficard provada a proposicao 5.2.1.

De fato, seja ¥ uma superficie que passa pela origem e considere ¢ a translacdo a
esquerda de Nil3 que leva (0,0,0) a um ponto p qualquer. Vimos que ¢ é uma isometria
de Nilz. Com isso, o lado esquerdo de (5.16) serd preservado, isto é, @*IIxr (X (0),Y(0)) =
IIAR(@*X (p),®*Y(p)), onde @* é o push-forward por ¢@.

Para vermos que o lado direito ndo mudara de forma, o reescrevemos da seguinte forma

utilizando a proposi¢do 5.1.1

1/2

E'G' —(F')’ VExY,N'

( EG—(F2> ) Helt1) = < <1\)f(’ N) .- VAN
Ve

Observe que a isometria ¢ de Nil3 é uma transformacado linear composta com uma

transalagio de R3. Explicitamente, se p = (a,b,c), sua diferencial é dada por
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1 0 0
do=|0 1 0
b/2 —a/2 1

Denotando por y a parametrizacdo local de X de um aberto contendo a origem do espaco,
podemos parametrizar £ = @(X) (que passa por p) por ¥ = @ o . Entio denotamos 0s

campos coordenados

Uma conta direta mostra que ¢*V¢; dy = V¢ éy_ Assim, por @ ser uma isometria de Nils,
segue
) (Ve5,00N)
(Ve N) = (97VE, 00, N) = (V3 0N ) =~ e,
¢ < 9, % > <‘P 9% > 2, % <N’,N>8
onde na udltima igualdade usamos a proposicao 5.1.1. Por esta mesma proposi¢do, vemos
que o fator 1/ <N’ N > ¢ € 0 quociente entre os elementos de area. Assim terminamos a

demonstra¢do da proposi¢do 5.2.1.

5.3 Imvariancia por SL;(R)

O grupo de isometrias de Nilz é gerado pelas translacdes a esquerda, que possuem dimensao
3, e rotagdes em torno do eixo z que € uma transformacao linear. Note que a expressdo da
segunda forma AR (3.19) € invariante por essas transformacgdes. Portanto, concluimos que a
integral abaixo € invariante pelas isometrias de Nils:

/Z K\ Ya,, (5.17)

2
. . €AREAR — P
onde estamos impondo que a curvatura extrinseca AR Kar = ;G—FJ;MQ ¢ maior que

zero e dAnjy, € o elemento de drea de Nils.
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Note que pela equacao (5.6), curvatura Euclidiana pode ser reescrita como

2
K. — eg —f" [ EG—F?\ eargAR — faR®
€ E'G _ 2 - E'G _ 2 E'G _ 2

2
([ EG-F? "
- EG — F/Z AR
ou seja, tirando a raiz quarta e tomando a integral, obtemos

[ K, = [ & Vane, (5.18)
X z

onde dA; € o elemento de drea Euclidiano. Por esta igualdade, vemos que a integral (5.17)
também € invariante por isometrias do espaco Euclidiano.

Aqui pode-se mostrar uma relacdo curiosa entre a geometria de Nil3 e a geometria
diferencial afim através de suas isometrias. Em [4], temos que as isometrias da geometria
diferencial afim sdo dadas por transformagdes do tipo Ax + b onde A € um elemento de
SL3(R). Além disso, o autor do artigo mostra a seguinte relac@o entre os elementos de drea
da geometria diferencial afim e Euclidiana

dAsim = KXY dA,. (5.19)

Com esta relac@o e a igualdade (5.18), obtemos que a integral (5.17) € invariante por um

grupo de isometrias maior do que o esperado, isto é, do espaco ambiente. Fica provada a

Proposicao 5.3.1. A integral em ¥ C Nilsz da raiz quarta da curvatura Kagr > 0
1/4
/)2 K\ dAn, (5.20)

¢ invariante pela a¢do do grupo SL3(R).

Observacdo 9. Observamos que em [4], o autor assumiu que a curvatura Euclidiana da

superficie em questdo € estritamente positiva e portanto também o fizemos aqui.

Observagdo 10. Uma situacdo bem conhecida onde se verifica que um funcional € invariante

por um grupo maior de transformacdes acontece com o functional de Willmore dado por

W= / H?dA,.
Y
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Tal funcional é certamente invariante pelas rotacdes do espaco Euclidiano, mas em [3]
provou-se que este funcional € invariante por um conjunto maior de transformacdes, isto €,

além daquelas que sdo as isometrias do espaco ambiente.
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