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RESUMO

Neste trabalho estudamos uma construgao relacionada ao quadrado tensorial nao abeliano
de grupos (G ® G), a saber o grupo v(G). Tal relacdo acontece pois v(G) possui um
subgrupo normal [G, G¥] isomorfo ao grupo G ® G. Além disso, olhando v como operador
na classe de grupos, apresentamos resultados que garantem que se G for nilpotente, ou
soltvel, ou finito, entdao v(G) também é nilpotente, ou soltvel, ou finito, respectivamente.
Em particular, apresentamos aqui uma nova demonstracao para a finitude de v(G), quando
G é finito. Usando técnicas semelhantes, também apresentamos uma demonstragao para
o caso em que G ¢é localmente finito (ou m-grupo localmente finito), obtendo que v(G) é

localmente finito (ou m-grupo localmente finito), respectivamente.

Palavras-chave: 1) Grupos Finitos ~ 2) Condicao de Finitude  3) Quadrado Tensorial
Nao Abeliano de Grupos.



ABSTRACT

In this work we study a construction related to the non-abelian tensor square of groups
(G ® G), namely group v(G). This relationship happens because v(G) has a normal
subgroup [G, G¥] isomorphic to group G ® G. In addition, looking at v as operator in
the class of groups, we present results that guarantee that if GG is nilpotent, or soluble, or
finite, then v(G) is also nilpotent, or soluble, or finite, respectively. In special, we present
here a new proof for the finiteness of v(G), when G is finite. Using similar techniques,
we present here a demonstration for the case where G is locally finite (or locally finite

m-group), obtaining that v(G) is locally finite (or locally finite m-group), respectively.

Keywords: 1) Finite Groups  2) Finiteness Conditions  3) Non-abelian Tensor Square

of Groups.
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LISTA DE SIMBOLOS

H<(@d
H<d

HJG

(X]R)

GTL

X

GoH
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Elementos de um conjunto
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Subgrupo gerado pelas n-ésimas poténcias de g € G
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Indice do subgrupo H em G

Ordem do elemento g de um dado grupo G

Fecho normal de H em G

Soma direta



GxH
N x H
GxH
G®H
bl
Gap

G®

Produto cartesiano, produto direto
Produto semidireto de N por H

Produto livre

Produto Tensorial

Subgrupo derivado de G

Quociente de G por G’

1-ésimo termo da série derivada de G
1-ésimo termo da série central inferior de G
1-ésimo termo da série central superior de G
Centro do grupo G

Frattini do grupo G

Expoente de G

Epimorfismo de G em H

Homomorfismo identidade de G em G

Grupo ciclico de ordem n



INTRODUCAO

Neste trabalho temos como objetivo estudar o artigo de N. Rocco “On a Cons-
truction Related to the Non-abelian Tensor Square of a Group” [21], e outros resultados
relacionados. O assunto proposto neste artigo tem inicio com a seguinte definicdo: sejam
G e H grupos que agem um sobre o outro (a direita) e sobre si mesmos por conjugacao.

Nessas condigoes, dizemos que as agoes

¢ GxH — G , 0 HxG —» H
(9,h) +— ¢i(g,h) =4g" (h,g) +—— ¢o(h,g) = h9

sao compativeis se satisfazerem
_ 1 N\h
g e =g = ((g))" e mat) =B = (@) ()
para quaisquer que sejam ¢g,g; € G, h,h; € H. Quando G e H agem um sobre o outro
compativelmente, entao o produto tensorial ndo abeliano de G e H, denotado por G ® H,
é definido como sendo o grupo gerado pelos simbolos g ® h, para todos g € G, h € H, com

as relagoes
90 @ h=(g" @h")(g1 ®h), g@hh=(9@mh)(g" @n"),

para todos ¢,¢91 € G, h,h; € H. Como a agao por conjugacao de G em si mesmo sempre €
compativel, o quadrado tensorial ndo abeliano de G, denotado por G ® GG, sempre podera

ser definido.

O produto tensorial nao abeliano de grupos G ® H foi introduzido por R. Brown
e J. Loday em [8], generalizando o produto tensorial de Z-mddulos usual Gy, @7 Hgp de
grupos abelianizados [8, Proposicao 2.4]. Alguns casos especiais do produto tensorial ja
tinham aparecido em trabalhos anteriores, por exemplo, em [10], [16] e [26]. Por outro lado,
devido a sua importancia topoldgica, diversas pessoas comecaram a estudar propriedades
estruturais relacionadas a tais construgoes no contexto intrinseco de Teoria dos Grupos,

por exemplo,
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Proposicao 1 [7, Proposicao 5] Se G é um grupo finito, entao G @ G € finito. Se, além

disso, G é um p-grupo para algum primo p, entio G @ G € um p-grupo finito.

Cabe mencionar também os seguintes trabalhos: [1], [2], [3], [5], [7], [13], [18] e [22].

Com o objetivo de estudar o quadrado tensorial nao abeliano de um grupo G, N.

Rocco introduziu, em [21], o grupo

V(G) = (GUG?|[g1,951% = [gf, (95°)¢) = [g1, 651 , VY g1, go, 93 € G),

como um quociente do produto livre G % G¥?, considerando dois grupos G e G¥, onde G¥ é
a imagem isomérfica de G através de um isomorfismo de grupos . Mais ainda, olhando v
como operador na classe de grupos, N. Rocco demonstrou que ele preserva propriedades
do argumento G, tais como finitude, solubilidade, nilpoténcia e, para um grupo G finito, v
também preserva o conjunto de divisores primos da ordem de GG. Nesse contexto, N. Rocco

mostrou que existe um isomorfismo entre o grupo G ® G e o subgrupo |G, G¥] < v(G),

Proposicao 2 [21, Proposicao 2.6] Seja G um grupo. Entao, o quadrado tensorial G ® G

¢ isomorfo a [G,G¥]. Mais ainda, a fungao

T: GG — [G,GY]
G ®g — [91.95]

¢ um isomorfismo de grupos.

Este isomorfismo proporciona conhecer propriedades do quadrado tensorial ndo
abeliano G ® G por meio de calculos de comutadores em v(G), trazendo varias vantagens
computacionais. Usando uma descrigao do grupo v(G), em [21], foi descrito as séries central

inferior e derivada do grupo v(G), a saber

Teorema 1 [21, Teorema 3.1] Para i > 2 o i-ésimo termo da série central inferior de
v(G) € dado por
1 (W(G)) = u(G)n(G9) i (G7), Gl

Teorema 2 [21, Teorema 3.3] Para i > 2 o i-ésimo termo da série derivada de v(G) é
dado por
v(G)i = GiG[Gio1, G4,

onde G; denota o i-ésimo termo da série derivada de G.

Como corolarios imediatos, foi demonstrado que, quando G for nilpotente de classe
[, entdo v(@G) é nilpotente de classe no maximo [ + 1 [21, Corolario 3.2], e quando G for
solivel de comprimento derivado n, entdao v(G) é solivel de comprimento derivado no
maximo n + 1 [21, Corolario 3.4]. Dentre os resultados sobre a influéncia da estrutura
do grupo G, foi dada uma descrigao dos grupos v(G) e |G, G¥| quando G é um produto

semidireto:
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Proposicao 3 [21, Proposicao 3.5 Sejam G um grupo, N I G e H < G. Suponhamos
que G = N x H é um produto semidireto. Entdo,

(1) v(G) = (N, N®)[N, H?][H, N¢] x (H, H?);

(ii) (H, H?) ~ v(H).

Para mostrar a finitude do grupo v(G), em [21], o autor utiliza resultados ja conhecidos
do grupo
X(G) == (GUG*¥|[g,97] = 1, para todo g € G),

introduzido por S. Sidki em [25]. Entretanto, mais recentemente, N. Rocco sugeriu uma
demonstracao alternativa para este resultado, a qual apresentaremos aqui. Tal demonstracao

usa propriedades grupo tedricas e apenas a estrutura do grupo v(G). A saber,

Teorema 3 Sejam 7 um conjunto de primos e G um grupo. Se G € finito (ou 7-grupo
finito), entio o quadrado tensorial nao abeliano [G,G¥] é finito (ou w-grupo finito),

respectivamente. Em particular, v(G) € finito (w-grupo finito).

Resultados semelhantes também sao encontrados para o grupo x(G) em [25].

Para finalizar, considerando GG como sendo um p-grupo finito, N. Rocco conseguiu

uma estimativa para a ordem de G ® G,

Corolario 1 [21, Corolario 3.12] Sejam G um p-grupo finito, com |G| = p", |G'| = p™, e

d o numero minimal de geradores de G. Entdo,

Além disso, tomando G como um grupo localmente finito (ou 7-grupo localmente
finito), usando ideias semelhantes as usadas para demonstrar o Teorema 3, N. Rocco
sugeriu uma demonstragdo para mostrar que o grupo v(G) também ¢é localmente finito
(ou m-grupo localmente finito), com 7 sendo um conjunto de primos, e tal demonstragao é

apresentada aqui. A saber,

Teorema 4 Seja G um grupo localmente finito (ou m-grupo localmente finito). Entdo,

v(G) é localmente finito (ou w-grupo localmente finito), respectivamente.

Este trabalho esta dividido em trés capitulos:

No capitulo 1, fizemos uma relagao das principais definicbes que permeiam o tema
deste trabalho. Alguns resultados e suas demonstragoes também foram expostos. Neste
capitulo, falamos de Grupos Nilpotentes e Soltiveis, Homomorfismo Transfer e o Teorema
de Schur, Grupos Livres e Apresentagdo de Grupos, Produto Livre de Grupos, Produto
Tensorial de R-mo6dulos e fizemos um breve apanhado de propriedades sobre o Produto

Tensorial Nao Abeliano de Grupos, encontradas em [7] e [8].
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No capitulo 2, expomos os resultados encontrados no artigo [21], em particular,
propriedades computacionais; descrigdes da estrutura de v(G) para G sendo um produto
direto, semidireto e nilpotente finito; a existéncia do isomorfismo entre G ® G e [G, G¥],

ete.

No capitulo 3, foi dada a atencao para o grupo v(G) quando G é finito, m-grupo finito,
e localmente finito (ou m-grupo localmente finito). Apresentamos uma demonstracao para
os Teoremas 3 e 4 citados anteriormente e apresentamos os demais resultados encontrados
em [21] relacionados a ordem de v(G) e [G, G¥].



CAPfTULO 1 |

PRELIMINARES

Dedicamos este capitulo para apresentar ao leitor os conceitos necessarios para
o desenvolvimento deste trabalho. Usaremos a notacdo GG para denotarmos um grupo,
Z (@) para o centro do grupo G, 1g para o elemento neutro do grupo G, ou apenas 1,
caso nao haja possibilidade de confusao. Demais notagoes e defini¢cdes elementares serao

consideradas familiares ao leitor e, portanto, serao omitidas.

Observamos ainda que, em algumas demonstragoes, incluiremos nas igualdades
(desigualdades) referéncias de resultados anteriores a fim de facilitar o entendimento
do raciocinio exposto. Para uma leitura mais detalhada sobre os assuntos aqui citados
recomendamos [7], [8], [14], [15], [20] e [24].

1.1 Grupos Nilpotentes e Solaveis

O objetivo desta se¢ao ¢é introduzir os conceitos de grupo soluvel, grupo nilpotente
e algumas propriedades relacionadas, assim como, as séries centrais e derivada de um
grupo G qualquer. Além disso, apresentaremos o subgrupo de Frattini de um grupo G e o

Teorema da Base de Burnside. A referéncia usada para esta secao foi [20].

Definicao 1.1.1 Um grupo G é dito ser soluvel se possuir uma série abeliana, isto é,

uma Ssérie
1=GydGy <9 <G, =G,

. Gis1 + . .
em que cada quociente =5+ ¢ abeliano para todo 1 =0,1,--- ,n — 1.
7

Naturalmente, todo grupo abeliano é soluvel, e o grupo simétrico
Ss={a,b|a*=b*=1,b"tab=a"")

é nao abeliano e soluvel.
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Definicao 1.1.2 Seja G um grupo. Dizemos que G € uma extensdo de um grupo N por

um grupo @, se existe um subgrupo M < G tal que N ~ M e % ~

Proposicao 1.1.1 [20, Proposicao 5.2.1] A classe de grupos soliveis € fechada para for-

macao de subgrupos, imagens homomdorficas e extensoes.

Definicao 1.1.3 Um grupo G é chamado nilpotente se possuir uma série central, ou
seja, uma série normal
1=Gy <G <--- <G, =G,

tal que cada quociente % estda no centro de GQ para todo i =0,1,--- ,n—1.

i

O comprimento da menor série abeliana de um grupo G solivel é chamado de
comprimento derivado de G. O comprimento da menor série central de um grupo H
nilpotente é chamado de classe de nilpoténcia de H. Um grupo G tem comprimento
derivado (ou classe de nilpoténcia) [ = 0 se, e somente se, ele tiver ordem 1. Caso [ < 1,
entao G é um grupo abeliano. Um grupo nilpotente é sempre solivel, enquanto o grupo

simétrico S3 é um grupo soltivel nao nilpotente.

Proposigao 1.1.2 [20, Proposicao 5.1.4] A classe de grupos nilpotentes € fechada para

formagao de subgrupos, imagens homomorficas e produto direto finito.

A classe de grupos nilpotentes nao é fechada para extensoes, pois o grupo simétrico
S3 é uma extensdo de seus subgrupos (a) por (b), que sdo ciclicos de ordens 3 e 2,

respectivamente. Mas, S3 nao é nilpotente, pois tem centro trivial.

Definicao 1.1.4 Sejam G um grupo e w um conjunto ndo vazio de nimeros primos. Um
T-numero ¢ um inteiro positivo tal que todos os seus divisores primos pertencem ao
conjunto w. Um elemento de G é chamado m-elemento se sua ordem € um m-niumero.

Caso todo elemento de G seja um m-elemento, entdo dizemos que G € um T-grupo.

Quando 7 = {p}, para algum primo p, e G é um m-grupo, é comum chamar G de
p-grupo. Os p-subgrupos de Sylow de um grupo G finito, sdo exemplos de p-grupos (veja
23, cap. 4]).

Proposicgao 1.1.3 [20, Proposicao 5.1.3] Seja G um p-grupo finito. Entio, G € nilpotente.

Demonstracao: A demonstragao é feita por inducdo na ordem de G. Entéao, se |G| =2 o
resultado segue trivialmente. Agora, suponhamos que todo p-grupo com ordem menor que
a ordem de G seja nilpotente. Entao, como G é p-grupo, seu centro é nao trivial. Logo, o

grupo % é um p-grupo com ordem menor que a ordem de . Pela hipétese de indugao,

f%) é nilpotente e possui uma série central
Z(G) _ Hy H, H, H, G
= < < < < —
Z(G)  Z(G)~ Z(G) ~ Z(G) ~ T Z(G)  Z(G)
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Entao, pelo Teorema da Correspondéncia, existe uma série normal de G

1< Hy=Z(G)<H, A<H,<--- < H, =G,

que também é central, pois para todo i =0,1,2,--- ,n — 1,
H; G
Hi 720 Z(G) G
~ - <Z\ g | =4
HA 3 i H
i () Z(Q) i
Portanto, G é um grupo nilpotente. n

1.2 Comutadores e Séries Centrais

Para x,y,2 € G, o conjugado de x por y é denotado por x¥ := y~Lzy; o comutador

1

de x e y, nesta ordem, é denotado por [z, y] := 27 a¥, e nossos comutadores sao calculados

a esquerda, isto é, [z, y, 2] := [[z,y], z]. Com isso, valem as seguintes propriedades:

Proposigao 1.2.1 [20, Proposicao 5.1.5] Sejam G um grupo e x,y,z € G. Entao,

(i) [,y 7" = [y, 2l;

(ii) [z, y] = [z, y~ 7Y = [z~ y] 7%, onde [z,y]~¢ := ([x,y]°) 7, para todo c € G;
(iii) [y, 2] = [, 2" [y, 2] = [z, 2] [z, 2, yl[y, 2];

(iv) [z, y2] = [z, 2][w, y|* = [z, 2][z, ][z, y, 2];

(v) (Identidade de Hall-Witt) [x,y~', 2] [y, 271, z)*[z, 271, y]* = 1.

Se H e K sao subconjuntos nao vazios de um grupo G, entao o comutador de H

por K é definido como sendo o subgrupo
H.K] = {[h.K] | h € H.k € K),

observando que, pelo item (i) da proposigao anterior, [H, K] = [K, H|. Mais geralmente,

para n > 2, temos
[H1>H2>"' aHn] = [[H17H27"' 7Hn—1]7Hn]~

Quando G = K = H, dizemos que [G, G| := G’ é o subgrupo derivado de G. Analogamente

ao conjugado de um elemento, introduzimos
H® .= (k'hk|h € H,k € K). (1.1)

Proposicao 1.2.2 [20, Proposicao 5.1.6 e 5.1.7] Sejam G um grupo, X um subconjunto
e K um subgrupo de G. Se K = (Y), entio [X, K] = [X,Y]¥. Em particular, se H = (X)
¢ um subgrupo de G, entao

[H,K] = [X,Y]"¥.



Capitulo 1. Preliminares 8

Lema 1.2.1 [20, Teorema 5.2.8] Se H, K e L sdo subgrupos normais de um grupo G,
entao

|[HK, L) = [H, L|[K, L].
Defini¢ao 1.2.1 Sejam G um grupo e G' := |G, G] o subgrupo derivado de G. A série
G=GU >0 >Gg®>...>q" > ...
onde G"Y = (GM™)Y para todo n € N, é chamada de série derivada de G.
A série derivada de um grupo G pode nao chegar até ao subgrupo trivial {1}, a

nao ser que o grupo seja soluvel, como mostra o préximo resultado. Na série derivada,

G ,
cada quociente G<" -7 € abeliano e o primeiro deles ¢ também denotado por G .

’G”

Observacao 1.1 Com o intuito de simplificar a notacdo acima para a série derivada de
um grupo G, podemos escrever G = G;,q,7=0,1,2,---. Esta notacdo serd usada apenas

na segao 2.3.

Proposicao 1.2.3 [20, Proposicao 5.1.8] Seja G um grupo solivel, com série abeliana
1=Gy 4G, 9---4G,=G.

Entio, GY < G,_;, para i =0,1,--- ,n. Em particular, G™ = 1, isto €, o comprimento

derivado de G € igual ao comprimento da série derivada de G.

Demonstracao: Demonstraremos por inducao em ¢. Logo, para ¢ = 0, segue trivialmente.

Suponhamos que para algum i > 0 tenhamos G < G, _;. Entao, como % ¢ abeliano

para todo ¢ =20,1,--- ,n — 1, segue que
G =[G, GV < [Griy Gri] < Gy,
como queriamos. n
Definigao 1.2.2 Seja G um grupo. A série
G =) 2 1(G) 2+ 2 1lG) 2 -+

onde Yn+1(G) = [7(G), G] para todo n € N, é chamada de série central inferior de G.

Uma consequéncia da defini¢ao v,41(G) = [v.(G),G], n € N, é que

v:ifG)) = Z<%+Cj(G))’

onde Z ( - 1(G)) ¢ o centro do grupo ﬁ Observe também que o primeiro termo da

série derivada de G é G°), enquanto o primeiro termo da série central inferior de G é

71(G).
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Definig¢ao 1.2.3 Seja G um grupo. O i-ésimo centro de G, denotado por Z;(G), é um

subgrupo caracteristico de G definido indutivamente como sendo a imagem inversa do

G
Zi—1(G)

centro de sob o homomorfismo canénico

_G
Zi1(G)
r ZZ',1<G)QI,

¢ZG—)

para todo 1 = 1,2,---. Por convengaio, Zy(G) = {1}.
Definicao 1.2.4 A série central superior de um grupo G qualquer é a série
{1} = 2(G) < Z1(G) = Z(G) < --- < Zi(G) < -+,

para todo i € N.

Assim como a série derivada, a série central inferior de um grupo G pode nao
chegar ao subgrupo trivial {1} do grupo G. Também, a série central superior pode nao
chegar no grupo G. Um grupo que satisfaz todas essas afirmagoes é o grupo simétrico
Sy, para todo n > 5. Porém, quando G é nilpotente, as séries centrais inferior e superior
chegam na unidade do grupo e no grupo G, respectivamente, como mostra o resultado a

seguir:
Proposicao 1.2.4 [20, Proposicao 5.1.9] Seja
1:G0§G1§§Gn:Ga

uma série central de um grupo G nilpotente. Temos as sequintes propriedades:

(1) v;(G) < Gp_jt1, para todo j > 1. Em particular, v,41(G) = {1};

(i) G; < Z;(G), com j > 0. Em particular, Z,(G) = G,

(iii) se n € a classe de nilpoténcia de G, r é o comprimento da série central superior de G,

e s € o comprimento da série central inferior de G, entdon =r = s.

Demonstragao: Nos itens (i) e (i) a demonstragao se faz por indugao em j.

(i) O caso j = 1 segue trivialmente. Para algum j > 1, suponhamos que

1(G) < Gujin. (1.2)
Dado que cada quociente % estd no centro de G%, temos que [G;41,G] < G para todo
1=20,1,--- ,n —1, e consequentemente,
(1.2)

Vi+1(G) = [4(G), Gl < [Grji1,G] < Gy,

para todo j, como queriamos demonstrar.

(ii) O caso j = 0 segue trivialmente. Suponhamos para j > 0 que

G, < Z;(Q). (1.3)
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~ . G; , .
Entao, como cada quociente =4 estd no centro de GQ para todo j = 0,1, --- ,n— 1, temos
J J

que

Em particular,

Como queriamos demonstrar.

(7ii) O item (ii7) segue diretamente dos itens (i) e (ii). n
A seguir veremos uma propriedade que relaciona as séries centrais de um grupo G.

Lema 1.2.2 [20, Lema 5.1.10, Proposigao 5.1.11] Sejam G um grupo qualquer, m e n

inteiros positivos. Entao,

(i)(Lema dos Trés Subgrupos) se H, K e L sao subgrupos de G tais que dois dos subgrupos

de comutadores
[H,K,L|,|K,L,H|,[L,H, K|
estao contidos em um subgrupo normal de G, entdo o terceiro também esta.

(7)) [vm(G), Z(G)] < Zp—m(G), se n. > m.

Demonstracao: (i) Pela Proposi¢do 1.2.2, para quaisquer h € H, k € K,l € L, temos
que
[H,K,L| = ([h, k™", ]""" |2, € [H, K], 1, € L),

(K, L, H] = {[k, ™", h)**" |25 € [K, L], hy € H),
(L, H, K] = {[I, " k"™ |23 € [H, K], ky € L).

Suponhamos que

|[K,L,H]|,[L,H, K] C N <G.
Entao, pela identidade de Hall-Witt,
[h'a kila l]k : [k7 lila h]l ' [la hila k]h =1L

Portanto,
[ k708 = (LR KT (k17 BT e N

Dai, pela normalidade de N, segue que [H, K, L] C N, como queriamos.
(i) Para todo natural n fixado, iremos mostrar por indu¢do em m, com m < n, que o

resultado é valido. Assim, para m = 1, temos
1(G), Zn(G)] =[G, Zu(G)] < Z,1(G).
Considerando para algum m, com 1 < m < n, que

Y (G), Zn(G)] < Znm(G). (1.4)
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Pelo Lema dos Trés Subgrupos podemos afirmar que
[m(G), G, Zn(G)] < [G, Zn(G), v (G)][Zn(G), 1 (G), GI. (1.5)

Além disso, como

(G Z(G), Al @)] < [Z0 (G An(@)] < [Z0(C)3(G)] S Zoaa(GD),

1.4

120G (), C) S 12 (), C) < Z (G,

Consequentemente, por (1.5), temos

[7m+1(G)a Zn(G)] = h/m(G)? G, Zn(G)] S Zn—m—l(G)-
Portanto, a afirmagao é verdadeira para todo 1 < m <n, com n € N. [

Proposicao 1.2.5 [20, Lema 5.2.1] Seja G um grupo nilpotente e {1} # N < G. Entdo,
NNZ(G) #{1}.

Demonstracao: Dado que G é nilpotente de classe ¢, existe um menor inteiro ¢ tal que
NN Z;(G) # {1}. Mas, pela escolha sobre i,

INNZ(G),G] < NN Zi_1(G) = {1}.
Logo, NN Z;(G) < NN Z(G). Dai NN Z(G) # {1}, como queriamos. n

Definicao 1.2.5 Sejam G um grupo e M um subgrupo proprio de G. Dizemos que M é

um subgrupo maximal de G se nao existir subgrupo L tal que M < L < G.

A seguir, temos algumas caracterizacoes de grupos nilpotentes finitos.

Teorema 1.2.1 [20, Teorema 5.2.4] Seja G um grupo finito. Entao, as sequintes proprie-
dades sdo equivalentes:

(i) G € nilpotente;

(ii) Todo subgrupo mazimal de G é normal;

(iii) G é o produto direto de seus subgrupos de Sylow.

Corolario 1.2.1 Seja G um grupo nilpotente finito. Entdo, quaisquer dois elementos de

ordens coprimas comutam.

Demonstragao: Seja

G| = pi'ps* o,
onde cada p; ¢ um nimero primo com p; # p; sempre que ¢t #jeo; € Nyi=1,2,--- n.
Dado que G é nilpotente, entao pelo teorema anterior G é um produto direto de seus p;-

subgrupos de Sylow para ¢ = 1,2, --- ,n. Portanto, se a,b € G, temos que a = ajas - - - a, e
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b= biby---b,, onde cada a;, b; sdo elementos de um p;-subgrupo de Sylow de G. Denotando
as ordens de a e b por o(a) e o(b), respectivamente, suponhamos que mdc(o(a),o(b)) = 1.
Como o(a) = mme(o(ay),o(az), - ,0(an)) € o(b) = mme(o(by), 0(b2), - ,0(byn)), entdo se
algum a; # 1 para algum 4, entdao p; divide o(a), consequentemente, p; nao divide o(b) e
b; = 1. Analogamente, se b; # 1, entdo a; = 1 para algum j. Portanto, G = @)1 x ()2 onde
a € @y ebe @y Em particular, ab = ba. [

Definigao 1.2.6 Seja G um grupo. O subgrupo de Frattini de G, denotado por ®(G), é
a intersecao de todos os subgrupos mazximais de G. Quando G nao tem subgrupos mazimais,

entao o Frattini de G € o préprio G.

Definicao 1.2.7 Seja G um grupo. Dizemos que um elemento g € G é um elemento
nao gerador de G, quando G = (g, X) implicar que G = (X), onde X € um subconjunto
de G.

Lema 1.2.3 (G. Frattini) [20, Teorema 5.2.12] Em qualquer grupo G, o Frattini de G

é igual ao conjunto de todos os elementos nao geradores de G.

Demonstracao: Denotaremos por H o conjunto de todos os elementos nao geradores
de G. Logo, queremos mostrar que ®(G) = H. Sendo assim, tomando g € H e supondo
que g ¢ ®(G), existe um subgrupo M maximal de G tal que ¢ ¢ M. Em particular,
G = (g,M) = (M) = M. Este absurdo implica que g € ®(G). Agora, seja h € ®(G) e
suponhamos que h ¢ H, isto é, G = (h, X) implica que G # (X) para algum subconjunto
X de G. Em particular, h ¢ (X). Pelo Lema de Zorn (veja [23, Apéndice IV]), existe
um subgrupo M de G que é maximal com respeito a propriedade de que contém (X)
e nao contém h. Portanto, pela definicaio de M, se M < K < G, entao h € K e,
consequentemente, K = G. Segue que M é um subgrupo maximal de G que nao contém h.

Absurdo, pois h € ®(G). Portanto, h € H, completando a demonstragao. [

Teorema 1.2.2 (Teorema da Base de Burnside) [20, Teorema 5.3.2] Seja G um p-
grupo finito. Entio, ®(G) = G'GP. Além disso, se (G : ®(G)) = p", todo conjunto de
geradores de G tem um subconjunto de r elementos que geram G.

Segue do Teorema da Base de Burnside que o quociente % é um p-grupo abeliano

elementar.

1.3 Homomorfismo Transfer e o Teorema de Schur

O objetivo desta se¢do é demonstrar um famoso teorema devido I. Schur sobre
grupos cujo o centro tem indice finito. Este resultado serd usado para dar um critério de

finitude para o grupo v(G). Para esta segao, tomamos [20] como referéncia.
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Sejam G um grupo possivelmente infinito e H um subgrupo com indice n em G.
Escolhendo um transversal a direita 7 = {t1,t2, -+ ,t,} para H em G consideraremos a
agao por multiplicacao a direita de g € G no conjunto das classes laterais de H de modo
que Ht;g = Ht(;), onde a fungao ¢ — (i)g é uma permutacdo do conjunto {1,2,--- ,n}.
Portanto,

tigt&)lg € HVged.

Definicao 1.3.1 Sejam H um subgrupo de indice finito de um grupo G qualquer e A um

grupo abeliano. Considere um homomorfismo 6 : H — A. Entdo, o transfer de 0 ¢ a

funcao
0. G — A
T H (t;xt l)z) ,
i=1
onde T = {t1,ta, -+ ,t,} € um transversal a direita para H em G.

Nos resultados a seguir, estaremos considerando as mesmas informacgoes descritas
na definicdo anterior. Em particular, demonstraremos que #* é um homomorfismo que

independe da escolha do transversal T .

Lema 1.3.1 [20, Lema 10.1.1] A fungio 6* : G — A é um homomorfismo de grupos que

independe da escolha do transversal T .

Demonstracao: Primeiramente, considere 7' = {t{,t,--- .,/ } como sendo um outro
transversal a direita para H em G, tal que Ht;, = Ht, e t; = h;t; para algum h; € H,

= 1,2,--- ,n. Entao, considerando a agao por multiplicacdo a direita de x € G no
conjunto das classes laterais de H, de modo que Ht;x = Ht,,, onde a fungao i — (i) é

uma permutacao do conjunto {1,2,--- n}, temos que

1—1 -1 1
ta:t( = hitixt ), b,
Portanto, pela comutatividade em A,
n 1 n
H(t’ixt'(i)z) H1 (tiwt,) H (1.6)
Como i e (i)x percorrem todo {1,2,---,n}, o segundo fator a direita em (1.6) é trivial. De

modo que, 6* independe da escolha do transversal. Agora, tomando =,y € G vemos que

(zy)” = E(tixytaixyf’
= [Iwtg,)”

=1
— H(tixt@}x)e

=1

=

(t@YtGyay)

@
Il
-

—

5
<
~~

—1\0
(j)y)

<.
I
—_
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Assim, #* é um homomorfismo e a demonstracao se conclui. [

Com base no lema anterior podemos encontrar um outro transversal a direita de
H em G a partir de um transversal dado, para facilitar o cdlculo do valor de * em x € G.

Isto é obtido por meio do seguinte resultado:

Lema 1.3.2 (Lema Técnico) [20, Lema 10.1.2] Seja T = {t1,ta,-- ,t,} um transver-

sal a direita de H em G. Entdo,
(Hs;, Hs;x, - ,Hs;z')), i=1,--- k,

sao as (r)-orbitas de um conjunto de classes laterais a direita de H em G, tal que, se

0:H — A € um homomorfismo de H em um grupo abeliano A, entdo

k
2% = I (sma'ms;1)?.
m=1
Demonstragao: Considere a permutacao do conjunto das classes laterais { Hty,--- , Ht,}

produzida pela multiplicagao a direita por € G. Uma (x)-6rbita é dada por
(Htl, HtZ[L', ety Htil'li_l),

onde [; — 1 é o menor inteiro positivo tal que Ht;z% = Ht;, com i € {1,2,--- ,n}.

Consequentemente, existem indices {i1, 9, ,ix} € {1,2,---,n} tais que os conjuntos

Ql = {Htilthilx,"' 7Htill'lil_1};
Q = {Ht,, Hty,z, - 7Ht7;2xli2_1};

O = {Ht;,,Ht,x, - Ht; 2"}

()

sao dois a dois disjuntos sempre que i,, ¢ {i,, (i,)z,-- , (i,)x' "1}, para todo m # r, com
i, — (i,)x sendo uma permutacdo. Observe que 3% _, |Q,,| = n e que

k
KC:= U {tim,timm, tee 7tim$lim_1}

m=1
é um novo transversal a direita de H em G. Sendo assim, para calcular o transfer em x
com o transversal K, vejamos que a agao a direita de x em K faz com que

(Ht;, v/ Yo = Ht;, 2/, com j=1,2,---,I;

m’

0*

Portanto, denotando s,, = t;_ , a contribuicao de K para x” ¢é

im?

(<5mx)<5mx)_1<5mx2>(5mx2)_1 T (Smxlm_l)(Smxlm_l)_l(smxlmsr_nl))ea
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que se reduz a (s,,z'ms; 1), Assim,
k
.
¥ = (Sm :El"‘s

m=1
]

Um caso muito importante de transfer surge quando # ¢ um homomorfismo canénico
de H para H,, isto é, 2 = H'z. Em particular, quando H é central em G, o transfer

0* : G — H,, ¢ um endomorfismo de G, como mostra o resultado a seguir.

Lema 1.3.3 (I. Schur) [20, Lema 10.1.3] Seja H um subgrupo do centro de um grupo
G. Se (G : H) = n, entao o transfer 0* de G em H ¢é a fungao x — ™. Consequentemente,

esta funcdo é um endomorfismo de G.

Demonstragao: Dado que H < Z(G), podemos considerar § como sendo o homomorfismo
identidade

r +——xI.

Portanto, usando a notacio do Lema 1.3.2 vemos que s;z's; ' € H < Z(G). Dai, 2 € Z(G)
e, portanto, s;zlis;t =2k i =1,2,--- k. Consequentemente,
k

k

I‘G*ZH(SZZ‘S ZdH—l_[szlcs Hml":
i=1 =1

]

Antes de demonstrar o Teorema de Schur, mostraremos um lema que sera usado

em sua demonstragao e também em outros resultados apresentados neste trabalho.

Lema 1.3.4 [20, Lema 1.6.11] Seja H um subgrupo de indice finito em um grupo G

finitamente gerado. Entao, H € finitamente gerado.

Demonstracao: Seja X um conjunto finito de geradores de G e seja
T = {tl = 1G>t27' o 7tn}

um transversal de H em G. Se g € G, entao Ht;g = Ht;, onde j — (j)g é uma
permutagao de {1,2,--- ,n}. Logo,

tig=h(7,9)tue M, 9) € H. (1.7)
Seja a € H e escreva a = y; -y, Y1 € X U X L. Por (1.7), temos
a=ta = by Yk
= h(Ly1) )y Y2)Ys - Yk

= h(L yl)h(<1)yl> y2) T h((l)yﬂh o Yk-1, yk)t(u)yl---yk,l)yk
= h(Ly)h((Dy1,y2) - M((Dy1y2 - Ye—1, Ye)t(1)a € Htya
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Mas, Ht(), = Htia = H implica que
H=(h(jy)|1<j<nye XUXT),
como queriamos. n

Teorema 1.3.1 (I. Schur) [20, Teorema 10.1.4] Seja G um grupo tal que (G : Z(G)) =

n. Entao, o subgrupo derivado G' € finito. Mais ainda, exp(G') divide n.

Demonstragao: Sejam C := Z(G) e T ={g1,92," - , g} um transversal a direita de C
em G. Como g ={Cq,Cg,--,Cg,}, para cada x,y € G podemos escrever x = ¢;g; e
y =c;gj, comi,je{l,--- ,n}ec,c €C. Logo,

[z, 9] = lcigi, ¢ig5] = 193, 951,
implica que
G =99l 9i-9; € T i,j € {1,--- ,n}).
Em particular, G’ é finitamente gerado. Sendo
G _GC < G
G'nC cC —C’
entdo (G’ : G'NC) < oo. Logo, G' N C ¢ finitamente gerado [Lema 1.6.11]. Agora, usando

o Lema 1.3.3, a fun¢ao 6* : G — C' dada por x — z" determina um homomorfismo para o

qual
~Imo* <C.
ker 6* mft < ¢
Logo,
G' < ker0* e, em particular, (G')" = 1. (1.8)
Dai, exp(G') divide n. Além disso, se hq, ha, - , by sdo geradores do subgrupo abeliano

finitamente gerado G’ N C, temos que

G'ﬂC — <h1,h2,"',hk>
= () e+ ().

Mas, por (1.8), temos que [(h;)| < 400, para todo ! =1,2,--- k. Portanto, |G'NC| < 400

e pelo Teorema de Lagrange,
G| =|G'NC|(G : G'NC) < +o0,

e, assim, concluimos a demonstracao. [
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1.4 Grupos Livres e Produtos Livres

Nesta segdo, faremos uma introdugao aos conceitos de Grupo Livre, Apresentagoes

de Grupos e Produto Livre de Grupos. As referéncias utilizadas foram [14], [15] e [20].

Definicao 1.4.1 Sejam F um grupo, X um conjunto nao vazio e o : X — F uma fungao.
Dizemos que F' € livre em X, se para cada fungio o : X — G, onde G é um grupo, existe

um unico homomorfismo 8 : F — G tal que a = (o

A equacao o = o expressa a comutatividade do diagrama

F
AN
JT F
{
A funcao o : X — F é necessariamente injetiva. De fato, se para x1,r, € X tivermos
o(z1) = o(xg) com x; # x4, entdo podemos escolher uma funcdo a: X — G, onde G é um

grupo com pelo menos dois elementos distintos g; e go, tal que a(x1) = g1 e a(zz) = go.

Mas, o = fo implica que

g1 = i) = Bo(ar) = fo(es) = ales) = 4o

Como isso, segue que x; = x3.

Observe que a definigdo de grupos livres ndo nos garante a existéncia de tais
grupos. Por isso, descreveremos na sequéncia uma maneira de construir grupos livres.
Nesta construcao, veremos que F' sera livre também sobre Im o, com a func¢ao inclusao
t:Im 0 — F fazendo o papel de o na definicao. Consequentemente, um grupo livre sera
sempre livre em um certo subconjunto. Além disso, a comutatividade do diagrama nos

dird que a restricao de § a X é «, de modo que [ é a Unica extensao de « a F.

Seja X um conjunto nao vazio, cujos elementos chamaremos de simbolos. Escolha
um conjunto disjunto de X de mesma cardinalidade e denote-o por X' = {27! |z € X}.
Uma palavra w em X é uma sequéncia finita de simbolos de X U X ™!, escrita por convencao

na forma

onde cada z;; € X, ¢, =+1,n>0,7=1,2,--- ,n. O inteiro n ¢ chamado de comprimento
da palavra w. No caso em que n = 0, chamamos w de palavra vazia, e serd denotada
por 1. Duas palavras sao iguais se, e somente se, tiverem os mesmos simbolos em suas

correspondentes posi¢oes. O produto de duas palavras é formado por justaposicao, isto é,

— €1.€2 | €n _ 01,02 0m o3 ~ ,
se w = ;X2 - wpt e v =xad -2y sao palavras em X, entao o produto de w e v é
wy = 28 x? gty g,

Jm”
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Por convencao, wl = w = lw. A inversa de w é a palavra

-1 _ _—€n,. .~ €n—-1 —€2 —€1
W =Xy, g, gy Ty

e 171 = 1. Seja S o conjunto de todas as palavras em X. Definimos uma relacio de
equivaléncia ~ em S da seguinte maneira: duas palavras w e v € S sdo ditas equivalentes

1 1

se € possivel obter uma palavra da outra inserindo ou retirando os simbolos zz™", ou ™",

com x € X. Por exemplo, as palavras
_ -1 _
W= T1Teky €V =X,

sao equivalentes. Para mais detalhes veja [15].

Com base nessas informagdes, temos o seguinte resultado:

Proposigao 1.4.1 [20, Proposicao 2.1.1] Seja X um conjunto nao vazio. Entao existe

um grupo F' e uma fungio o : X — F tal que F € livre em X e F = (Imo).

Demonstracao: Sejam X um conjunto nao vazio, S o conjunto de todas as palavras em
X e ~ a relacao de equivaléncia vista anteriormente. Definiremos F' como o conjuntos de
todas as classes de equivaléncia [w], w € S. Como o produto de palavras em X ¢é feito por
justaposicao, vemos que wv ~ w'v’ sempre que w ~ w' e v ~ v'. Assim, podemos definir

uma operacao produto em F' de duas classes de equivaléncia da seguinte forma:

[w][v] = [wo].
Logo, [w][1] = [w] = [1][w], [w][w™!] = [ww™!] = [1]. Além disso, como (wv)u = w(vu),
entao
([w]fv)lu] = [wo][u] = [(wo)u] = [w(vu)] = [w]lvu] = [w]([v][u]).

Portanto, F' é um grupo com o produto definido, onde [1] é o elemento neutro de F, e
[w™1] é o elemento inverso de cada classe [w] de F. Agora, definiremos a funcio o : X — F
por o(x) = [z], e consideremos uma fungdo qualquer o : X — G, onde G é um grupo.
Estendendo linearmente a aplicacdo «, podemos construir uma outra aplicacdo as : S — G
dada por as(w) = gi' g2 - gi", onde a(x;]) = gfj, e, ==+1lej=1,2---,n Note que,

w ~ v implica que as(w) = as(v), pois
—1y _ N -1
ar(zr™) = a(x)a(z™) =997 =1 = as(z™ 2)

Isto nos permite estender as para uma funcao bem definida g : FF — G dada por

B([w]) = ag(w). Em particular, 5 é um homomorfismo, pois para quaisquer [w], [v] € F,

Allw][v]) = B([we]) = az(wv) = az(w)as(v) = F([w])5([v]).

Além disso, para todo x € X,
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Finalmente, se v : F — G ¢é outro homomorfismo tal que a = yo, entdao yo = o, ou seja,

B e v coincidem em Im o. Mas F' = (Im o) implica que = 7 em todo o grupo F. [

A seguir, veremos uma caracterizacao de grupos livres, para isso precisamos definir
os conceitos de palavra reduzida e forma normal. Assim, uma palavra w em X é chamada

Lou x_lx,

reduzida se ela ndo contém nenhum par de simbolos consecutivos da forma xx~
xr € X. Por convencao, a palavra vazia é reduzida. Em particular, em cada classe de
equivaléncia [w] € F' existe uma tnica palavra reduzida, [20, Proposi¢ao 2.1.2]. Consequen-
temente, podemos considerar cada classe de equivaléncia [w] de F', com w = xj xj? - - - 5"

sendo a tnica forma reduzida desta classe, ¢; = £1, n > 0e j =1,2,--- ,n. Pela definigao

de produto em F, temos que
] = [ ]+ 1,1
Multiplicando as classes consecutivas que sao iguais, temos
[w] =[] [ag,)* - [,,)™,

onde cada [ é um inteiro nao nulo e m > 0 e x;, # x;,,,. Note que a palavra reduzida,
pode ser novamente obtida a partir desta, logo, esta expressao é tnica. Para simplificar a
notagao, denotaremos a classe de equivaléncia [w] por apenas w. Portanto, cada elemento

w de F pode ser escrito unicamente da forma

onde cada [}, ¢ um inteiro nao nulo, m > 0 e x;, # ;. Esta forma é chamada de forma
normal de w. As vezes, é conveniente abrevid-la para w = w(xj,, xj,, - ,2;,) OU mesmMo

w(x).

Proposicao 1.4.2 [20, Proposicao 2.1.3] Sejam G um grupo e X um subconjunto de G.

Suponhamos que cada elemento g € G tem uma unica expressao da forma

_ Iy 12 . Im
9= L5 5Ty,
onde x;, € X, Iy € um inteiro nio nulo, m >0 e xj;, # xj;,,,, k=1,2,--- ,m. Entio, G ¢é

livre em X .

Demonstracgao: Seja F' um grupo livre em X. Mostraremos que F ~ G. De fato, dado
que F é livre em X com a funcao injetiva o : X — F associada, existe para cada fungao
«a : X — G, um tnico homomorfismo 5 : F' — G tal que a = So. Em particular, podemos
considerar o como sendo a fungao inclusao. Dado que G = (X)), segue que [ é sobrejetivo.

Além disso, [ é injetivo pela unicidade da forma normal. [

Proposigao 1.4.3 [20, Proposicao 2.1.5] Sejam G um grupo gerado por um subconjunto
X e F um grupo livre em um conjunto Y. Se a:' Y — X € sobrejetiva, entdo p: F — G
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¢ um epimorfismo que estende . Em particular, todo grupo é uma imagem de um grupo

livre.

Demonstragao: Sejam X um conjunto nao vazio, G = (X) um grupo gerado por X e
F um grupo livre em um conjunto Y, com o : Y — F sendo a funcao injetiva associada.
Pela hipotese de F' ser livre em Y, para a funcao sobrejetiva o : Y — X existe um tnico
homomorfismo £ : F' — G tal que a = fo. Mas, como « é sobrejetiva, segue que 3 é um

epimorfismo, pois G = (X). ]

Definicao 1.4.2 Uma apresentacao livre de um grupo G é um epimorfismon : F — G
de um grupo livre F' para o grupo G. Se R é o nicleo de m, entao os elementos de R sao

chamados de relatores da apresentagao.

Dada uma apresentacgao m : F' — G, escolha um conjunto Y de geradores livres de
F e um subconjunto S de F tal que o fecho normal S¥ de S em F' é o ker . Note que a
imagem de 7 restrita a Y é um conjunto de geradores de G. Além disso, vemos que r € F'

é um relator de 7 se, e somente se,

r= (sji)fjl (sj;’)fj2 e (sjl’j)fjk, onde s;, €S, f;, e Feeg,==+1,i=1,2--- k.

A apresentagio 7, junto com as escolhas de Y e S determinam um conjunto de geradores

e relatores definidores para GG. Em simbolos,
G=(Y|9). (1.9)

E mais frequente listar os geradores de G e a relagoes definidoras s(x) =1, s € S, nos

geradores X. Portanto,

G=(X|s(x)=1,s€S9). (1.10)

As vezes, faremos referéncia a (1.9) ou (1.10) como uma apresentacio de G. O
resultado a seguir nos mostra o que acontece quando os relatores de uma apresentacao de

um grupo G sao também relatores de uma apresentagao de um grupo H.

Teorema 1.4.1 (von Dyck) [20, Teorema 2.2.1] Sejam G e H grupos com apresentagoes
e:F— Ged: F — H tais que cada relator de ¢ é também um relator de §. Entdo, a

funcao

v: G —H
e(f) —a(f)

¢ um epimorfismo bem definido de G em H.
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Demonstracao: A condi¢ao de que cada relator de £ é também relator de § significa que
kere C ker d. Agora, para mostrar que a aplicacao 1 é bem definida, note que se e(f) = (/f1)
entdo, f = kfi, onde k € kere C ker . Consequentemente, 6(f) = d(k)o(f1) = (f1), de
modo que ¥ estd bem definida. Como ¢ e § sdo epimorfismos, entao ¢) é um homomorfismo.
Em particular, para todo d(f) € H existe g € G tal que ¢(f) = g, logo, 1 também é um

epimorfismo. [

Vejamos alguns exemplos de apresentagoes de grupos:
Exemplos 1.1 (1) O grupo diedral infinito D, possui uma apresentagao
Dy = (z,yla?=1,y>=1).
(2) O grupo diedral Ds,, de ordem 2n, com n > 2 tem uma apresentagao

Doy = (z,y|a* =y" = 1La 7 lyz =y 1).

Vejamos alguns resultados sobre homomorfismos induzidos.

Lema 1.4.1 [14, Lema 1] Sejam F, G, H grupos ev : F — G, a : F — H homomorfis-
mos tais que Im v = G e kerv C ker a. Entao, existe um homomorfismo o : G — H tal

que o'v = a.

Demonstracao: Dado que Im v = G, entao para todo g € G existe f € F tal que
v(f) = g. Com isso, definiremos o : G — H por ’(g) = a(f). Em particular, o/ é bem
definida, pois tomando f e f" em F tais que v(f) = v(f’), temos que f = kf’, com
k € ker v C ker a. Consequentemente, o f) = a(f’). Portanto, o valor de a(f) independe
da escolha de f € Im™'(g). Além disso, o/ ¢ um homomorfismo, pois se v(f) = g e
v(f") = ¢ sdo elementos quaisquer de G, entao dado que v é um homomorfismo, temos
g9’ = v(ff'). Sendo assim, usando o fato de que a é homomorfismo, segue da defini¢do de
o que
a'(g9') = a(ff') = a(f)a(f) = o/ (9)a'(9).

Nos resta mostrar que o/v = a. Mas isto segue do fato que f € Im~*(v(f)), para todo
f € F. Assim, o/ (v(f)) = a(f) para todo f € F. =

Proposigao 1.4.4 (Teste da Substituicdo) [14, Proposicao 3] Sejam G = (X | R) uma
apresentacao de um grupo G, H um grupo e 0 : X — H wma func¢do. Entao, 0 estende
para um homomorfismo o : G — H se, e somente se, para todo v € X e todor € R, o

resultado da substituicao de x por 8(x) em r nos dd a identidade de H.

Demonstragao: (<) Dado que G = (X | R) é uma apresentacao de GG, existe um grupo
livre F' em X e um epimorfismo v : F' — G cujo o ntcleo é o fecho normal de R em F'. Além

disso, pela defini¢do, para a funcdo 6 : X — H existe um tnico homomorfismo « : FF — H
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que estende . Suponhamos que o resultado da substitui¢cdo de = por 6(z) em r € R nos
da o elemento identidade de H. Entao, R C ker «, consequentemente, ker v C ker «, pois
kerv = RF e kera < F. Logo, pelo lema anterior, existe um homomorfismo o/ : G — H
induzido por «, estendendo 6.
(=) Reciprocamente, suponhamos que existe um homomorfismo o/ : G — H que estende
0 : X — H. Entao,

R C RF =kerv C kera/v = ker a.

Dado que G é gerado por X, entdo o é uinico, quando existir. Além disso, se H é

gerado por Im 6, entdo, o' é um epimorfismo.

Definig¢ao 1.4.3 Seja {G\ |\ € A} uma familia ndo vazia de grupos. Um produto livre
dos grupos Gy € um grupo G e uma colecio de homomorfismos ity : Gy — G com a sequinte
propriedade: dado um conjunto de homomorfismos py : Gy — H sobre qualquer grupo
H, existe um unico homomorfismo ¢ : G — H tal que Ly = @), isto é, fazendo todos os

diagramas abaixo comutarem.
L
Gy—G
Ve

WA\L //
¥
H

Os grupos G)\’s sao chamados de fatores livres de G. Quando A é um conjunto
finito {A\1, A2, -+, A\n}, denotamos G por

G =Gy *Gy, x---xG), .

As funcoes ¢y sao injetivas. De fato, se H ¢é algum G\ e ¢\ = idg, ¢ o homomorfismo
identidade de G e ¢, é o homomorfismo trivial ¢, (z) = 15 para todo p# A e z € G,
entao, por definigao, existe um unico homomorfismo ¢ : G — G tal que ¢\ = idg,, de

modo que ¢y € injetiva para todo A € A.

Dado uma familia ndo vazia de grupos {G | A € A} o produto livre dos grupos G

existe e é Unico.

Proposigao 1.4.5 [20, Proposicao 6.2.1] Sejam Gi e Gy produtos livres do conjunto
{G\| X € A}. Entao, G1 e Gy sdo isomorfos.

Proposicao 1.4.6 [20, Proposicao 6.2.2] Para toda familia nao vazia de grupos {Gy |\ €

A} existe um correspondente produto livre.

Proposicao 1.4.7 [15, pag. 196] Seja G = H x K um produto livre de grupos H e K.
Entao, [H, K| é um subgrupo livre, normal em G, gerado livremente pelos simbolos [h, k] =
h='k='hk onde 1 #hc€ H el #kc€ K.
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1.5 Produto Tensorial de R-mddulos

Nesta secao temos como objetivo introduzir alguns resultados relacionados ao
produto tensorial de R-moédulos, onde R é um anel com unidade qualquer. A referéncia

utilizada para esta segao foi [24].

Definicao 1.5.1 Um R-modulo a esquerda, denotado por M, onde R é um anel com
unidade, é um grupo abeliano (com notag¢io aditiva) M possuindo uma multiplicacio por
escalar R x M — M, dada por (r,m) — rm, satisfazendo,

(i) r(m+m') =rm+rm/;

(ii) (r +r"Ym =rm+1r'm;

(iii) (rr'Yym = r(r'm);

(iv) Im = m, para todo m,m’ € M er,r" € R.

Exemplos 1.2 (1) Seja Z o anel dos ntimeros inteiros. Todo grupo abeliano pode ser
visto como um Z-moédulo a esquerda.

(2) Todo anel R pode ser visto como um R-mdédulo a esquerda se definirmos uma multipli-
cagao por escalar R x R — R como sendo a multiplicacao de elementos de R.

(3) Se S é um subanel de um anel R, entdo R pode ser visto como um S-médulo & esquerda
onde a multiplicagao por escalar S x R — R é dada por (s,r) — sr. Em particular,

tomando o centro de um anel R
Z(R) ={a € R|ar = ra, para todor € R},
podemos ver R como um Z(R)-mbdulo.

Definicao 1.5.2 Se M e N sdo R-mddulos a esquerda, entao um R-homomorfismo
(ou uma R-fungdo) é uma aplicagio f: M — N tal que, para todos m,m' € M er € R,
(i) f(m+m') = f(m) + f(m');

(i) f(rm) =rf(m);

Um R-isomorfismo é um R-homomorfismo bijetivo.

Exemplo 1.1 Todo homomorfismo de grupos abelianos ¢ uma Z-funcao.

As defini¢des de R-mddulo a direita, denotado por Mg, e de R-homomorfismo de
R-médulos a direita sao andlogas as defini¢oes 1.5.1 e 1.5.2, respectivamente. O nicleo e a
imagem de uma R-funcao f : M — N entre R-modulos sao definidos, respectivamente,

como

ker f={me M| f(m)=0}, Imf={f(m)e N|me M}.

Definigao 1.5.3 Se M

¢ um R-modulo a esquerda, entao um submodulo N de M,
denotado por N C M, é um subgrupo (com notacio aditiva) N de M fechado sob a
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multiplicacao por escalar rn € N, sempre que n € N er € R. Similarmente, um submodulo
K de um R-mdédulo a direita L é um subgrupo (com notagdo aditiva) de L fechado sob a

multiplicacao por escalar, kr € K, sempre que k € K er € R.

Exemplos 1.3 (1) Seja G um grupo abeliano com notagao aditiva. Como Z-médulo, os
submodulos de G sao seus subgrupos.
(2) Seja X um subconjunto de um R-médulo M a esquerda, entdo o conjunto de todas as

R-combinagoes lineares de elementos em X, dado por
<X> = {melhz € R,.Z'i € X},

¢ um submoédulo chamado submddulo gerado por X. Um R-mdédulo M é chamado ciclico
se existe m € M, tal que

M = {rm|r € R}.
Se M é um R-moédulo e m € M, entao um submodulo ciclico gerado por m, denotado por
(m), é

(m) ={rm|r € R}.

Definicao 1.5.4 Se N ¢é um submodulo de um R-mddulo a esquerda, entao o R-mddulo

quociente ¢é o grupo quociente % com multiplicagcao por escalar dada por

r(m+ N)=rm+ N. (1.11)
A fungao natural
M
M — —
g N

m —m-+N

é uma R-funcdo. Além disso, a multiplicagao por escalar (1.11) estd bem definida, pois,
se m+ N =m'+ N, entao m —m’ € N. Logo, r(m —m') = rm —rm’ € N, pois N é
submodulo. Portanto, rm + N = rm’ + N.

Definicao 1.5.5 Sejam M um R-mddulo a esquerda e Si,Ss,- -+ ,S, submddulos de M.

Dizemos que M é uma soma direta (interna) de S;, denotada por
M:SIEB...@S”:@SZ-’

se cada m € M tem uma unica expressao da forma m = s; + ---+ s,, onde s; € S;
para todo i =1,2,--- ,n. Mais ainda, dizemos que M ¢é uma soma direta de uma familia

{S;|i € I} de submddulos, denotamos por

M=65,

el
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se M consiste de todas as i-tuplas (s;) onde cada i-ésima coordenada s; pertence ao
submodulo S;, para todo i, tendo somente wm numero finito de coordenadas nao nulas.

Neste caso, cada elemento m € @;c; S; tem uma unica expressio da forma

m=Y_ s,
el
onde p;8; - I — U;er Si € uma aplicacao dada por p;s;(i) = s; € S; e wisi(j) =0 € S; para
todoi,j €l ej#i.

Definicao 1.5.6 Um R-mddulo a esquerda F ¢ um R-mddulo a esquerda livre se F
é 1somorfo a uma soma direta de copias de R, isto €, existe um conjunto B de indices
(possivelmente infinito) com F = @y Ry, onde Ry, = (b) ~ R para todo b € B. Chamamos
B de base de F'.

Note que, pela definicdo de soma direta interna de R-modulos, cada elemento

m € F tem uma unica expressao da forma

m = Z rpb,

beB
onde 7, € R e quase todos 73,’s sdo nulos. Assim, F' = (B).

Um Z-médulo livre é também chamado de grupo abeliano livre (veja também [23,
péag. 312]). Todo anel R, quando considerado como um médulo a esquerda sobre si mesmo

é um R-modulo livre.

Proposigao 1.5.1 [24, Proposicao 2.33] Seja R um anel. Dado qualquer conjunto B,

existe um R-modulo a esquerda livre F' com base B.

Proposicao 1.5.2 (Extensao por Linearidade) [24, Proposi¢ao 2.34] Sejam R um anel,
F um R-madulo d esquerda livre com base X e M um R-mddulo a esquerda. Se f : X — M

¢ qualquer funcdo, entdo existe uma tnica R-fungio f : F — M com fu = f, onde
1 X — F € a inclusio, isto é, f(x) = f(x) para todo x € X. Assim, f estende f.

F

o
“T I
A

Demonstragao: Dado que F' é um R-modulo a esquerda livre com base X, por definicao,

cada elemento v € F' tem uma tnica expressao da forma

u = Z TaT,

zeX
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onde 7, € R e quase todos 7,’s sio nulos. Como candidata para a R-funcéo f : F — M

que estende f: X — M, tomaremos

f+ F —M
zeX

Devido a unicidade da expressao de cada elemento de F, temos que f é bem definida.

Mais ainda, se r € Re v =Y cx . € F, entdo, por defini¢ao,

ru= Y rrpzeutu = (r,+7r).

zeX zeX

Segue pela definicio que f é uma R-funcdo. Agora, dado que F = (X), entao qualquer
R-funcéo g : F — M que estende f coincidird com f na base X, logo, em todo o F.

Portanto, f é tnica. L]

Definigao 1.5.7 Sejam R um anel, A um R-mddulo d direita, B um R-mddulo a esquerda,
e G um grupo abeliano (com notag¢ao aditiva). Uma fungio f: A x B — G € chamada

R-biaditiva se, para todos a,a’ € A, b,b' € B er € R, satisfazer as sequintes condigoes:
Fla+d.,b) = fla,b) + £(d,b),
fla,b+b) = f(a,b) + f(a,b),
flar,b) = f(a,rb).

Exemplo 1.2 Seja R um anel. Entao, a multiplicacdo por escalar p: R x R — R dada
pela multiplicacao de elementos de R é R-biaditiva. De fato, os dois primeiros axiomas sao

as leis distributivas em R e o terceiro axioma ¢é a lei associativa da multiplicacao em R.

Definicao 1.5.8 Sejam R um anel, Ag e B modulos. O produto tensorial de A por

B é um grupo abeliano A @r B e uma func¢io R-biaditiva
h:Ax B — A®gr B,

tal que, para todo grupo abeliano G e toda funcdo R-biaditiva f: A X B — G, existe um

unico Z-homomorfismo f : A®r B — G fazendo o sequinte diagrama comutar:

A®grB

hT ~ g
A

Os proximos resultados nos dizem que o produto tensorial de R-mddulos existe e é

unico, a menos de isomorfismos.
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Proposicao 1.5.3 [24, Proposicao 2.44] Se U ¢ A®pg B sdo produtos tensoriais de Ag e
rB sobre R, entao A ®r B ~ U.

Demonstracao: Dado que U é um produto tensorial de R-mdédulos Ar e rB, pela
defini¢do, se n : A x B — U ¢é a fungao R-biaditiva associada, entdao para todo grupo
abeliano G e toda funcao R-biaditiva f: A x B — G, existe um tnico Z-homomorfismo

f': U — G fazendo o diagrama

|
n N
AxB7f:G

comutar. Em particular, considerando G = A ®zr B e f = h, existe um unico Z-
homomorfismo A’ : U — A ®p B tal que h'n = h. Analogamente, dado que A Qg B
é um produto tensorial de Ar e rB, entdo temos uma fungdo R-biaditiva associada
h: Ax B — A®grB, tal que para todo grupo abeliano G e para toda funcaon’ : Ax B — G,
existe um unico Z-homomorfismo 77 : A ®z B — G para o qual vale 7h = /. Neste caso,

consideremos G = U, n =1’ e o seguinte diagrama

Agora,
(h'i)h = W' (ijh) = h'n = h

nos diz que o diagrama

h = N\
/ ; \

Ax B U

|
|
Y
|
\ ‘h /
/
h a2

A®grB

>idA®RB

A®g B

comuta. Mas, a identidade idsg,p também faz o diagrama comutar. Logo, pela unicidade
do Z-homomorfismo da definicdo de produto tensorial temos que h'f) = idag,p. Por um
argumento similar, temos que 777/ = idy. Consequentemente, 77 : A @p B — U é um

isomorfismo. n

Para a demonstracao da préoxima proposicao, usaremos o seguinte fato:



Capitulo 1. Preliminares 28

Corolario 1.5.1 [24, pag. 66] Seja f: M — N uma R-fung¢ao e K um submddulo de um

R-maodulo a esquerda M com K C ker f, entao f induz uma R-fungdo

f: % — N

m+ K — f(m).

Proposicao 1.5.4 [24, Proposicao 2.45] Se R é um anel, Ar e gB sio médulos, entao o

produto tensorial A ®r B existe.

Demonstracao: Seja F' um grupo abeliano livre com base A x B, isto é, F' é livre em
todos os pares ordenados (a,b) com a € A e b € B. Definimos S como sendo o subgrupo

de F' gerado por todos os elementos do seguinte tipo:
(a,b+V) — (a,b) — (a,b),
(a+d',b) — (a,b) — (d,b),
(ar,b) — (a,rd).

Pela Proposicao 1.5.3 é suficiente mostrar que % satisfaz as condig¢oes de produto tensorial.

Denotando a classe (a,b) + S por a ® b, podemos considerar a seguinte funcao:

F
h: AxB — —
S
(a,b) ——a®b.
Note que h é a restricdo do homomorfismo candnico ¢ : F' — % a base A x B de F.

Queremos mostrar que % e h satisfazem a definicao de produto tensorial. Como

(a,b+V) — (a,b) — (a,b') € S,

segue que,
a®(b+b)=axb+axb.
Como
(a+d',b) — (a,b) — (d’,b) € S,
temos que

(a+d)®@b=a®b+d ®0D.
Da mesma forma, como
(ar,b) — (a,rb) € S
segue que
ar @b =a®rb.

Consequentemente, h é R-biaditiva. Agora, sejam G um grupo abeliano qualquer, f :

A x B — G uma func¢ao R-biaditiva, e sejai: A x B — F a funcao inclusao. Dado que F
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¢é abeliano livre com base A x B, pela Proposi¢ao 1.5.2, existe um tinico homomorfismo
¢ F— G tal que ¢(a,b) = f(a,b), para todo (a,b) € A x B. Segue que S C ker ¢, pois
f é R-biaditiva. Entao, pelo Corolario 1.5.1, ¢ induz uma R-funcao f : g — G dada por

A

fla®b) = f((a,b) + 5) = w(a,b) = f(a,b).

Logo, fh = f, isto é, o diagrama

r
SN
/4 "
\A
Ax B , If
T | /
lo 7/
\Vk/
G

comuta. Mas, dado que % ¢é gerado pelo conjunto de todos a ® b’s, entao f é 0 Unico que
estende f. Dali, (%, h) é um produto tensorial dos R-médulos A e B, e pela Proposigao
1.5.3 segue que £ ~ A ®p B. ]

Teorema 1.5.1 [24, Teorema 2.65] Sejam A um R-mddulo d direita e (B;)ier uma familia

de R-mdodulos a esquerda. Eziste um Z(R)-isomorfismo

T AQr (D Bi) — P(AQr B))
iel
a® (bi)ier — (a ® by)ier-

Mais ainda, se R é comutativo, entdo T € um R-isomorfismo.

A seguir, denotaremos por Z,, ao grupo abeliano (aditivo) das classes de congruéncia

modulo m em Z.

Proposicao 1.5.5 Sejam m e n numeros inteiros positivos. Entao,
Loy Qz, Uiy =~ Ly,

onde d = mdc(m,n).

Demonstracgao: Pela Proposicao 1.5.3, é suficiente mostrar que Z, satisfaz as condic¢oes
para ser o produto tensorial de Z,, e Z,. Para isso, definiremos uma aplicacao
Vi Ly X Ly — Dy
([x]ma [y]n) — ['ry]dv

onde [z]j é um elemento de Zy, com k € {m,n,d}. Vejamos que ¢ é bem definida. De fato,

se

([21]ms [n]n) = ([@2lm, [y2ln),
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entao
m| (v —x2) e n|(y1 — ya).

Como d = mdc(m,n), temos

d|(x; —x2) e d|(y1 — ya)-

Em particular,
d| (1 —x2)y1 e d](y1 — y2)zo.

Logo, d| (x1y1 — z2y2) e [x1y1]a = [T2ys]4, como querfamos. Além disso, segue da definigao
usual de soma em Zj; que ¢ é Z-biaditiva. Tomando um grupo abeliano G e uma funcao
g : Loy X Ly — G, Z-biaditiva, definiremos uma aplicagao

n: LZg — G

[la ¥ g([Um; [2]n).

que é um Z-homomorfismo, pois g é Z-biaditiva. Além disso,

N ([21lm, [1]n) = n(lz1y1]a) = 9([Um, [2191]n) = 9([Um, 21[v1]n) = g([21]m, [91]n)-

Agora, se 7} : Zy — G é outro Z-homomorfismo para o qual 1) = g, entao segue que 7 = 7,
pois coincidem nos geradores de Zy4. Portanto, Z, satisfaz as condigdes para ser o produto
tensorial de Z,, e Z,, e pela Proposicao 1.5.3, segue que Z,, ®z Z, =~ Z4, para quaisquer

inteiros m, n e d = mdc(m,n). n

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1.3 Denotando por C), o grupo ciclico de ordem p, onde p ¢ um ntimero primo,

vamos considerar os seguintes grupos abelianos:
G=Cy,xCyxCpe H=Cp xCp,
Entao, pelo Teorema 1.5.1 e pela Proposicao 1.5.5, temos:

G ®z G (Cp x Cp x C,) ®z (Cp x Cp x Cp)

1.5.1
~

(Cp ®z Cp) x -+ x (Cp @z Cp)
9vezes
= CpxCpx - xCp.

9vezes

Em particular, |G ®z G| = p°. Analogamente,

H X7, H (Cp2 X Cpa) X7, (Cp2 X Cpa)
(Cp2 X7 sz) X (sz X7 Cps) X (Cp3 Ry, sz) X (Cp3 X7z Cps)

Cp2 X Cp2 X sz X Cps.

=
—

—

[ e |

ot
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Logo, |H ®z H| = p°. Agora, considere

Gz H (Cp X Cp X Cp) Q7 (Cp2 X Cps)

Op X7, (Cp2 X Cp3> X Cp X7, (Op2 X Cps) X Cp K7z, (Op2 X Cp3)
Cpx---xC,.

—_—
6 fatores

ju—y
ju—y

= F
cQov Qo ]
— ot

Desse modo, |G @z H| = p°.
Exemplo 1.4 Agora, considerando o grupo diedral Dg de ordem 8, temos que
Ds = (z,yla* =1=y* ylay=a7").

Além disso,

D} = ®(Dg) = Z(Dg) = (2%).

Logo, segue que

Dyg Dy
D, ~(Cy, — ~CyxC ~ (y x Cs.
8 2, D/8 2 X 2 (1)<D8) 2 X 2
Portanto,
D 15.5
Dlg Xz FZ ~ OQ K7z (CQ X Cg) 1%1 02 X Cg.
D D 155
(I)(D:) ®z @(58) ~ (Cy x Cy) @z (Cy x Cy) = Cy x Cy x Cy x Ch.
D D 15.5
FZ ®z FZ (Cy x Cy) @z (Cy x Cy) = Oy x Cy x Cy x .

O préximo exemplo nos mostra que podemos obter o mesmo produto tensorial

tomando diferentes grupos abelianos.

Exemplo 1.5 Consideraremos G = C, x Cj2 ¢ H = C,, x C), onde p ¢ um nimero primo.

Entao,

Gz H = (CpxCpr)@z(CpyxC,) 2CpxCpyxCyxC, e HRyH ~C,xC,xCp,xCy.

1.6 Produto Tensorial Nao Abeliano de Grupos

Nosso objetivo neste trabalho sera desenvolver uma construcao relacionada a um
conceito mais geral que o produto tensorial de R-médulos, a saber o produto tensorial
nao abeliano de grupos. Tal construgao foi introduzida por R. Brown e J. Loday, em [§],
generalizando o produto tensorial usual G, ®7 H,, de grupos abelianizados, assumindo

que um age sobre o outro compativelmente. Mais especificamente,
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Defini¢ao 1.6.1 Sejam G e H grupos e considere as agoes (4 direita)

¢ GxH — G , ¢ HxG —> H
(gah) — ¢1<g>h):gh (h,g) — ¢2(h,g):h9

compativeis, isto é, para todos g,g1 € G e h,hy € H, temos que
_ _1_\h
g™ = (g M) e ) = () (1.12)

onde G e H agem sobre si mesmos por conjugacio. Entao, o produto tensorial nao
abeliano G® H ¢é o grupo gerado pelos simbolos g @ h (chamados de tensores), com g € G,

h € H, satisfazendo as sequintes relacoes:
g1 @h = (¢ @h9") (g1 ®h), ghh = (9@ h)(g" @ h"), (1.13)

para todos g,q1 € G, h,hiy € H, onde a acdo de G sobre si mesmo € a conjugacao

g% = gflggl, e analogamente para H.

Cabe ressaltar as semelhangas entre as relagoes (1.13) e as regras envolvendo

comutadores, a saber:

vy, 2] = [2%, 2"1ly, 2] e [z, y2] = [z, 2][2%, ],

onde z,y e z sao elementos genéricos de um grupo G. Além disso, como a agao por

conjugacao de um grupo G em si mesmo

p: GxG — G
(9,h) — g"=h""gh,

satisfaz (1.12), o grupo G ® G pode ser sempre definido. O grupo G ® G é chamado de

quadrado tensorial ndo abeliano de G.

Supondo que G e H agem compativelmente um sobre o outro, e além disso,
considerando que G' e H agem trivialmente um sobre o outro, isto é, gb = g; e h{ = hy
para todos g, g1 € G, h,h; € H, entao o produto tensorial nao abeliano de G e H, G ® H
¢é isomorfo ao produto tensorial usual de Z-médulos Gy, ®7 Hy,. Para mostrarmos isso,
necessitamos de algumas propriedades encontradas em [7] e [8], e assumiremos que G ¢ H

agem compativelmente um sobre o outro e sobre si mesmos por conjugagao.

Definicao 1.6.2 Sejam G, H e L grupos, onde G e H agem compativelmente um sobre

’

o outro e sobre si mesmos por conjugacdo. Dizemos que uma aplicacdo 0 : G x H — L é

uma biderivagao se satisfazer o sequinte:
0(991, h) = 9<991’ hgl)e(gla h) € 9(97 hhl) - e(ga h1)9<gh17 h'hl)a (114)

para todos g,g1 € G, h,hy € H.
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Exemplo 1.6 Como a acdo de GG por conjugacao sobre si mesmo é compativel, considere-

mos a seguinte aplicacao:

p: GxG — (G
(g;h) = lg,h].

Usando as relacgoes de comutadores [Proposi¢ao 1.2.1], podemos verificar que a aplicagao

acima é uma biderivacao.

Observacgao 1.2 Usando o Teste da Substituicao 1.4.4, podemos verificar que a bideri-
vacado 0 : G x H — L se estende para um unico homomorfismo 6* : G ® H — L tal que
0*(g ® h) = 6(g,h), para todos g € G, h € H.

Proposigao 1.6.1 [8, Proposicao 2.3] Os grupos G e H agem sobre G @ H da sequinte
maneira:

(g@n)" =g @h", (g@h)™ =g" @h",
para todos g,g91 € G,h,hy € H. Com isso, temos uma a¢do do produto livre G * H sobre

G ® H dada por
(90 h)* = g* @ h

para todos g € G,h e H ex € Gx H.

Demonstrag¢ao: Vamos construir um homomorfismo 3 : G — Aut(G® H), onde Aut(G®

H) denota o grupo de todos os automorfismos de G @ H. Para isso, consideramos a fungao

0p,: GXH — G®H
(g,h) —— g7 ®h%",

que é uma biderivacao, pois, tomando quaisquer ¢i, g2, 93 € G e h € H, temos que

00 (9293, 1) = (g293)"" @ h™
= g¢3'95 @h"
(1.13) g1\g5" g1\95 (91 g1
=" ((g2")% @ (h")% )(g5' @ h")
= (95391 ® h9391)(g§1 ® hgl)
= 991 (ggsa hg3)991 (93, h)

Analogamente, temos 0, (g, hh1) = 0,,(g, h1)0,,(g", k"), para todos g € G,h,hy € H.

Portanto, pela Observagao 1.2, 6,, se estende para um tunico homomorfismo 67 : G ®

H — G ® H, tal que 05 (9 ® h) = 0,(g,h). Em particular, §5 é uma bijecdo, pois

6;19;,1 = idgey = 9;,19;1. Segue que, 07 ¢ um automorfismo de G ® H. Agora, uma
1 1

verificacdo direta nos mostra que a aplicagio 3 : G — Aut(G ® H), dada por (g1) = 0y,

¢ um homomorfismo, para todo ¢g; € G. Analogamente se mostra a existéncia de um
homomorfismo o : H — Aut(G ® H). u
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A seguir veremos algumas relagoes computacionais que sao satisfeitas no produto

tensorial ndo abeliano G ® H.

Proposicao 1.6.2 [7, Proposicao 3] Para todos g,g1 € G e h,hy € H, temos as sequintes
relacoes:

(i) (g7 @h)? =(gah)™ =(gah™)"

(i) (9@ h) (g1 @ m)(g @ h) = (91 @ h)lM = (g1 @ hy)9'9" = (gy @ )" ™",

(iti) g7 g" @ hy = (9@ h)"Hg@ h)" e g1 @ h™9h = (g @ h) ™9 (g ®@ h);

() [9@h,g1 @ ] = g~'g" @ ™Dy

Demonstragao: (i) Antes de mostrarmos este item, verificaremos que o elemento neutro
lggn de G ® H pode ser dado por 1 ® h ou g ® 1. De fato,

(9@ M)lgen = (gloh) "2 (g e 1oh) = (goh)(1ah),

implica que lggy = 1 ® h. Analogamente, mostra-se que lggy = g ® 1. Continuando a

demonstragao, vejamos que para todos g € G, h € H,
loh = ggoh' = (Y ek gon = (1 @ h).
Analogamente,
g@l = g@h~'h=(geh)(¢"® (h™")") =(g@h)(gen™)"

De modo que, (7' @ h) = (g h)™t = (g h™ )"
(17) Tomando m,n € G e a,b € H, segue da Proposi¢ao 1.6.1 que

mn®ab = (m®ab)"(n®ab) = ((m®b)(m®a)’)"(n®b)(n®a)
= M®b)"(m®a)(n®b)(n®a).

Por outro lado,
mn®ab = (mn®b)(mn®a)’=meDb)"(n®b)(mea)(na).

Comparando as duas ultimas igualdades, temos

(m®a)™(n®b) = (n®b)(ma)™. (1.15)
Agora, para g,g, € G,h,hy € H, consideramos m = g{’flhil, n=ga= h*‘{flhil eb=hna

igualdade (1.15). Desse modo,
—17—1 —17—1 —17—1 —17 -1
(gf " el " )(geh) = (gl " ®h ")
Novamente pela Proposicao 1.6.1,

(1 @m)(g@h) = (9@ h) (g ® )"
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Consequentemente,
(g®h) " (g1 ® h1)(g @ h) = (g1 ® hy)lM. (1.16)

Agora, como G e H agem sobre si mesmos por conjugagao, segue que

h
h —1p-1,p, —1p-1\g _ —1p-1 h _ -1p-1p, —1,h
g = g =<(g‘f )) = (g7l " Ng) =gMal " g =l
Como as agoes sao compativeis,

PP = R = (WM = () = g

Portanto, usando também a Proposicao 1.6.1, segue que
(91 h) oM = g™ @ W = o @l = (g @ b)Y

Semelhantemente, (g, ® hy)9" = (g, ® hy)" **. Como querfamos demonstrar.
(7i1) Para todos g € G, h, hy € H, vale que

g g n )"

(g " @h ) (g hl )"

(97" @ )" 9(g ® hhah ™))"

(7 @ h)" (g @ h™")(g @ hhy)" "

g_lgh ®h =

(
[
[
[
(g7 @h)" Mg h ) (g ® hi )" ™
(g7t ®@h1)? "G @ h) (g @ hhy)
(g
(
(

—
.
~

—~
.
~

® h1) M (g @ h) (g ® h1)(g @ h)™
)N g®h) (g @h)(g®h) (g ® hi)(g®h)"
) g ® h)™.

—~
0
N

~

g®h
g®h
O outro caso é analogo.

(1v) Para todos ¢,91 € G, h,hy € H, temos que

lg@hg@mh] = (g®@h) " (g1 ®h1) " (g @ h)(g1 ® ha)
= (goh)(geh) "

(g) <g—1gh ® h1—91h1>.

—~
=

A demonstragao segue. ]

Proposigao 1.6.3 [8, Proposigao 2.3] (i) Ezistem homomorfismos A : G @ H — G e
N:G® H — H, dados por

Mg@h)=g"g" e N(g@h)=h"h;

(ii) Seg e G,he HeteG®H, entio \(t) @ h=t"1" e g N(t) =t 9¢;

(7ii) As agoes de G sobre ker N e de H sobre ker \ sdo triviais.
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Demonstracao: (i) Iremos mostrar a existéncia do homomorfismo A. Para isso, conside-

remos a aplicagao

f: GxH — G
(9,h) +— g7'g",

e vejamos que # é uma biderivacdo. De fato, considerando g, g, € G e h € H, temos

0(991,h) = (991) ' (g9g0)"

= g9 'd"q"

= ' g gt
= (¢ "9 gt

= (") (g™ M) g g
=7 (™) g™ Mg gt

= 0(g”.h7)0(g1, ).

Semelhantemente, mostra-se que
9(97 hhl) = 0(97 hl)e(ghl7 hhl)a

para todos g € G, h, hy € H. Portanto, pela Observacao 1.2, existe um tinico homomorfismo
AN G®H — G, tal que \(g® h) = 0(g,h) = g 'g". O caso para a existéncia de )\ é
andlogo.

(1) Segue diretamente do item (iii) da Proposigao 1.6.2.

(i4i) Tomando t € ker N e g € G, pelo item (ii) segue que
lgor = g N (t) =t79.

Portanto, t9 = t, para todo g € G. Logo, a acao de G em ker X' é trivial. O outro caso é

analogo. [

Teorema 1.6.1 [8, Proposicao 2.4] Sejam G e H grupos, agindo trivialmente um sobre o

outro. Entao,

G®H ~ Gab Rz Hab-

Demonstragao: Dados que G e H agem trivialmente um sobre o outro, segue do item (iv)
da Proposicao 1.6.2 que G ® H é abeliano. Além disso, considerando os homomorfismos A
e X dados na proposi¢ao anterior segue que G ® H = ker A = ker \'. Logo, pelo item (ii7)
da proposicao anterior, segue que G e H agem trivialmente em G ® H. Devido a unicidade
do produto tensorial de Z-mddulos [Proposigao 1.5.3], mostraremos que G ® H satisfaz a

Definicao 1.5.8. Para isso, consideraremos a aplicagao

0 : GabXHab — G®H

(g.h) +—= g®h,
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que é bem definida, pois se § = g1, para algum ¢; € G e h = h;, para algum hy € H,
entdo, existem = € G' e y € H', tais que g = xg; e h = yh;. Portanto, como G ¢ H agem
trivialmente em G ® H e G ® H é abeliano, usando o item (¢) da Proposigdo 1.6.2, temos

que [m,m1] ® n = m ® [n,nq] = 1 para todos m, m; € G, n,n; € H. Consequentemente,

g&h = xg1®yh
= (z@yh)" (g1 @ yh1)
® h1)? (z ® )" (g1 @ hy) (g1 @ y)™
® M) (z @ y)(g1 @ h1)(g1 @ y)
g1 ® hy).

T
T

(
=
(

De modo que 6 esta bem definida. Novamente, pelo fato de G e H agirem trivialmente
em G ® H segue que 0 é Z-biaditiva. Agora, suponhamos que f : Gy X Hy — M é uma
aplicacao Z-biaditiva qualquer, onde M é um grupo abeliano. Queremos construir uma
Z-funcdo f: G ® H — M tal que sua restricio na base Gy, x Hy, ¢ igual ao valor f. Para

isso, definimos uma aplicagao

f'r GxH — M
(g7h) H f(§7ﬁ)7

que, por sua vez, é uma biderivacao, pois f é Z-biaditiva, G4, e H,, sdo abelianos, e G e
H agem trivialmente um sobre o outro. Portanto, pela Observagao 1.2, existe um tnico
homomorfismo f: G ® H — M tal que f(g @ h) = f'(g,h) = f(g,h). Portanto, G @ H
satisfaz a defini¢do de produto tensorial de Z-modulos. Em particular, G, ®z Hyp >~ GR H,

como queriamos demonstrar. n

Observagao 1.3 O nosso estudo ficara restrito ao quadrado tensorial nao abeliano de
grupos G ® G. Para uma abordagem mais completa sobre produtos tensoriais nao abelianos

de grupos veja, por exemplo, [1], [2], [4], [11], [19].
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CAPITULO 2

O GRuUPO v(G)

Neste capitulo apresentaremos os resultados encontrados em [21] sobre o grupo
v(@G). Este grupo é um quociente do produto livre G * G¥, onde ¢ é um isomorfismo de
grupos. Além disso, ele é uma extensao de um subgrupo isomorfo ao quadrado tensorial
nao abeliano de grupos G ® G e mostrou possuir vantagens computacionais para o estudo

deste ultimo grupo.

2.1 Definicao e Propriedades

Nesta secao, temos por objetivo apresentar o grupo v(G) e algumas propriedades.
Além disso, definiremos o subgrupo Y(G) que, além de ser normal em v(G), é também

isomorfo ao quadrado tensorial ndo abeliano G ® G (como veremos a seguir).

Definicao 2.1.1 Sejam G e G¥ grupos isomorfos através de um isomorfismo ¢ : G — G¥

dado por g — g¥. Definimos o grupo
U(G) = <G uG® | [glagg}gs = [gil3> (953)@] = [glagép]gifv v91,92,93 S G> (21)

A seguir, listaremos algumas propriedades computacionais do grupo v(G) que serao
constantemente utilizadas nas demonstragoes dos proximos resultados. Aqui, assumiremos
que o leitor possui alguma familiaridade com propriedades usuais de comutadores, em

especial, com as que foram descritas na Proposicao 1.2.1.

Lema 2.1.1 No grupo v(G) valem as sequintes relagoes:

(Z) [91795][957951 - [917942)0][93793 - [91795][93794] - [917gép][g§7g4]7v.gl7927g3ag4 € Ga
(ii) Para quaisquer elementos g1, g2, g3 € G, temos

91,95, 93] = (91,92, 95] = [97, 92, 93] = 91,95, 95] = (95 92, 93] = (9% 95, 93]
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(i) g, g¥] é central em v(G),¥ g € G,

(v) (91, 951[g2, 97] € central em v(G),Y g1, g2 € G,
(v) [c,c?] =1,V e e G

(vi) [c,g%]lg,c?] =1,Vg e G, ceq.

Demonstragao: (i) Para quaisquer elementos g1, g2, g3, g4 € G, usando as relagoes (2.1)

que definem o grupo v(G), temos

[gl,g ][93794] —

91,
PN
_ [g§§1g219394 (gg§1921g394>¢]
e |

g1, 98],

Analogamente, as demais igualdades se mantém.
(ii) Para todos g1, g2, g3 € G, usando as rela¢oes da Proposicao 1.2.1, as relagoes (2.1) que

definem o grupo v(G) e o item anterior, temos

91, 92, 95 97 97, 93]
= l97 a93]gl [91 . 93]
g0, 9817 g, (g3 )1
P2 (g1, 817095 [g1, (gagagy )19
= g1 95179 % g1, (95 )%1% g1, (9295)7)% ¥
= (g1, 9817 % g1, 8179 "% (91, 9f 91, 95
= 916517 gy, 651 o1, 951, 9517
= 91, 93] 1[91 gf]gv
= 91,93, 95]
Mais ainda,
91.95.951 = l91.95) '[9, g51%%
2 o g8) g, g1
= [917930793]-

Portanto, [g1, g2, 95| = (91,95, 95] = [91, 95, g3, para todos g1, g2, g3 € G. Agora, como

97, 92] = (lg2, 97" € v(G),

entdo, para qualquer g € G,

[\
—

(9, 92° = (192,951~ 2 (g8, (6D = [(99)%, 94,
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Analogamente,
[gfa 92]99" = [(gi])cp’ gg]

Portanto, segue que

[gfa gLQPa 93]

|
= 9%, 939 7 [(gP?)? 93]
D (gt g) B0 g7, g )2
= [gf,gs]_([gl’gﬂ) [9f, 929395 1%
P2 (g7, 9o W0 gf 03112 gF, g25)
= [gf, 98] W07, go] 792 92 gF, ga)[gf, go]*
= |9, 93]_[gf792] [9f, 9o) '[9, 95] 1%, 92)%
= [gf, 92 9], 92)”
= [9{, 92, 93]

Além disso,

Q

>
|
—

Q

lg
lg
[9 ,92,93,0]-

(97, 92, g5, para todos g1, g2, g3 € G. Agora, vejamos

97, 92,95] =
2.1)

N
>
|
—
Q
N
N,
Q
w

©
1
©
1
— P
- 1

POI‘taIltO, [941»079290793] = [gl(p7g27g3] =
que

(92, 97171, 93]
92,91, 93]~
4

197, 92, 93]
[927.91 ] L

[92791] !

92, 91, g3
g2, g1, g§] "l
g1, 92, 93]

N
N

(@)

[I= IIH Il

[
[
(i4) [
[
[

H
b
II=

=

=

Assim, concluimos a demonstragao do item (i).
(iii) Dado g € G, segue do item anterior que
l9.97,07] =g,9,h*] =1=[g,9%,h], Vheq.
De modo que [g, g¥] comuta com os geradores de v(G). Portanto, [g, ¢¥] € Z(v(G)) para
todo g € G.

(iv) Pelo item anterior, [g192, (9192)%], [91, 9{] e [go, g5] sdo centrais em (&), para todos
91,92 € G. Entretanto,

(9192, (9192)7] = ,(9192)%1% (92, (9192)7)
= (g1, 95191, 9712 % g2, 9% (g2, 9F1%
g1, 619 (91, 981192, 9592, 911

= (g1, 92][9%91])92 [91, 97 1[92, 95 ]

91
[

N
—
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Portanto,

(9192, (9192)?)[92. 51 91, 971" = ([91. 951 (920 6] € Z(v(Q)).

Dai, conjugando por g, ¥, concluiremos que

(91,95 1[92, 9] € Z(v(@)).

O resultado segue.
(v) Dado ¢ € G, com ¢ = [T\, [z, y;], usaremos inducdo em n e os itens (i) e (ii) do Lema

2.1.1. Assim, para n = 1, segue que

ey, 1), (21,5071 2 [, v8), [on, )] = [0, 9] e, w219 2 g, yf) o, )0 = 1

Agora, suponhamos como hipétese de inducao que, para algum n > 1,

n n

[H[Iz’,yiLH[Iwyi]@] = 1.
=1 i=1
Entao,
n+1 n+1 n+1 n+1 n [Tn+1,Yn+1]?
H [xz'a yz]a H [xia yz]@] = { H [xh yl]7 [In-f—ly yn—i—l](p] [ H [xia yZ]a H[$Z, y1]¢:|
i=1 i=1 1=1 =1 =1

Usando o item (i7) da Proposi¢ao 1.2.1, o item (i) do Lema 2.1.1, e a hipdtese de indugao,
esta ultima igualdade se torna

n

|: H [xh yZ]J [In—i-la yn+1]¢
i=1

[$n+lay:€+1] n :| [xn+17y:€+1]

[$n+17 yn+1]7 H[xu yi]w
i=1

(2.2)

Portanto, pelo item (iv) do Lema 2.1.1, a equacao (2.2) se reduz a

[Tt Yo 1) 1, Yioy] = 1.

Assim, concluimos a demonstracao de (v).
(vi) Agora vamos considerar g € G e ¢ € G’ com ¢ = [[;_, [z;, y;]. Mostraremos, por inducao

em r, que [¢, g¥][g,c?] = 1. Assim, pelo item (i7) do Lema 2.1.1, se r = 1, temos

H"L‘lvyl]?gw][gv [mlayl]w] = Hx17y1]@7g][ga [Ihyl]w] =1

Assumindo que a afirmagao é verdade para i < r — 1 e usando o item (i) do Lema 2.1.1,

segue que
T T r—1 [l'my;q r—1 [:vmyf]
(R ITN (R D 1 (A A N [Pl | P  (E
i=1 i=1 i=1 i=1

Mas, por hipotese de indugao, esta expressao se reduz a

r—1

I

=1

r—1 [xr»yf]
] =1, Vr>1.

[I'ray;‘p}
[xiuyi]7g(p:| |:gv H[J:Z?yl}cp

=1

Isto conclui a demonstragao do item (vi). "
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Lema 2.1.2 Sejam a,b,x elementos de G tais que
[x,a] = [z,b] = 1. (2.3)

Entao,
[av b7 xcp] =1= [[CL, b]@7 fL’]

Demonstracao: Pelo item (i) do Lema 2.1.1 e a defini¢ao de v(G), vemos que

la,,2%] = [0,b%, 2] = [a,0°] [0, 01" =) [a,6°] o, (5°)7] 2 [0, 07, 0] = 1.
Analogamente,
[a,b]?, 2] = [a?, b7, 2] = [a,b,2%] = 1,
como queriamos demonstrar. [

Lema 2.1.3 Sejam x,y € G tais que [z,y] = 1. Entdo,

(i) [z, y¥] = [z, y*|" = [z, (y¥)"], para todo inteiro n.

(ii) Se x ey sdo elementos de tor¢io de ordens o(x) e o(y), respectivamente, entao o([z,y¥])
divide o mdc(o(z),0(y)).

Demonstracao: (i) Usaremos indu¢ao em n > 0. Como os casos n = 0 e n = 1 sdo

triviais, dado que [z,y] = 1, para n = 2, segue que

@2, y7] = [az,y%] = [0, 97" [2,97] 2 |27, ()9 [, 07) = [z, y72

Por outro lado, usando as relagoes (2.1) que definem v(G),
©)2] — Y0P — ¢ prye (21) Py Y\P] — 12

Suponhamos como hipétese de indugao que, para algum n > 2,

(2", y%] = [z, y%]" = [, (y*)"]. (2.4)
Com isso,
=" %] = |2,y
= [2" yf) [z, v
2 ([ ) ]
= 70T
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Por outro lado,

[z, (y" )] = [z, (y") Y]
- [CL’, yﬂ [[E, (yn)cp]y‘/’
(24) P\n
= [z,97)([z, y7]"")
(2.1) n
= [z 972", (¥*)]
= [z,y¥]"
Portanto, para todo n > 0,
[:anysp] = [%yw]n = [937 (yw)n] (2'5)
Agora, se n = —1, usando a defini¢do de v(G), nossa hipdtese e o item (i) da Proposigao
1.2.1, temos
-1, —1\z T\ (2.1) -1 oz p1—1
27y = [@7)" ()] =" [y = [ ] (2.6)
Como [z71,y] = [z,y]™* " =1, segue que
-n Pl __ —1\n ¢ (2_5) -1 _¢oln (2_6) ©wl—n
27"y = [a7)" 7] =l = [yt

para todo n > 0. O caso [z, (y~")¥] é andlogo, pois
[z, (y™ ) =l ()] = o () = [y?)
Logo, para todo n < 0, temos
[, y?] = [, y7]" = [z, (*)"]

Portanto, o resultado é valido para todo n € Z.

(7i) Suponhamos que o(x) = n, o(y) = m e o([x,y?]) = k. Pelo item (i) anterior, temos
[, y7]" = [2", 97 = 1 = [, (y")?] = [, y*]™.

Portanto, k |m e k|n, ou seja, k| mdc(m,n). n

Considerando N como um subgrupo normal de G e o epimorfismo canonico

G
m: G —
N
g = Ny,
conseguimos construir um epimorfismo de v(G) em v(£), induzido por 7. O nicleo de tal

epimorfismo nos ajudard a obter uma descri¢do do grupo v(G) quando G for um produto
semidireto e, também, conseguir uma estimativa para a ordem de v(G), quando G for
finito.
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G¥
Ne

zlQ

Proposicao 2.1.1 Sejam N um subgrupo normal de G, G e G¥ os quocientes

respetivamente. Considere o epimorfismo

7 v(G) - v(Q)
g =g

g g%,

induzido pelo epimorfismo canénico m : G — G dado por w(g) = g, onde g = Ng e
g¥ = N¥g¥. Entao,

(1) [N, G?] Qv(G), |G, N?] Qv (G);

(ii) ker T = (N, N¥)[N, G¥][G, N¥].

Demonstragao: (i) Para quaisquer que sejam = € N, g, h € G, pelo item (i7) do Lema

2.1.1, segue que
[z, ¢%1" = [z, 9"z, g%, h] = [z, g¥][x, g, h¥] € [N, G¥).

Portanto, G normaliza [N, G¥] e segue analogamente que G¥ também normaliza [N, G¥].

Para o caso [G, N¥|, tomaremos quaisquer n € N, g, g; € G, de modo que
g, 71" = [g,n%]lg, n?, 1] = lg,n"]lg*,n*, g1] € |G, N¥].

Dai, G normaliza [G, N?] e, analogamente, G¥ normaliza [G, N¥]. Com isso, os subgrupos
[N,G¥] e [G, N¥] sdo normais em v(G), como queriamos.

(ii) Definamos M := (N, N¥)[N,G?][G, N¥], mostraremos que M = ker 7. Pela propria
definicao de 7 vemos que cada um dos fatores de M pertence ao ker 7, logo M < ker 7.
Usando o item anterior, note que para qualquer = € (N, N¥), usando a normalidade de
[N, G¥][G, N¥] em v(G), vemos que z" € (N, N¥)[N,G¥||G, N¥] para todo h € v(G).

Logo, M é normal em v(G). Portanto, podemos definir a funcao

i Ep— v(G)
0: GUGY i

g My
q%¥ — Mg”.
que é bem definida, pois N, N¥ C M. Além disso, a restricio de # aos grupos G e G¥ sio

homomorfismos. Logo, pela Proposicao 1.4.6, 8 é estendido para um tinico homomorfismo

0* no produto livre G * G¥¢. Agora, vejamos que

(9192, 951 = [(97). (98)°][g2. 98] e [g1. (9295)7] = [g1, 95 (9T"). (43°)7]

sao também relagoes definidoras do grupo

v(G) = (GUG?|[g1. 951" = [(g7"), (95°)7] = [g7. 951" . 91,5235 € G).
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e que 0" preserva tais relagoes, pois,

*

([9192:95°)" = ([016,5°])°
= [M91M92,M9§0]
= M[glg%g%p]
= Mlg{®, (95°)7][92: 95]
= [Mg{*, M(g3°)?][M g2, M g]
= ([(¢?), 45)?1lg2. 95))°
= ([(¢7), (9952, 95",

(g1 (9295)2)” = ([71. (9293)¢])"

= [M91>M(9293)]

= Mlg1,(9293)%]

= Mg, 9{[g1", (45°)7]

= [Mgi, Mg5][Mgi®, M(g3°)”]
)0
Y

= ([g1, ¢51l(gF), (g9)”
= ([g1, ¢51l(gF), (g9°)”

Logo, pelo Lema 1.4.1, # induz um homomorfismo

0: v(G) —>V§\5)

[7] — Mg
g%  +— Mg®.

Dado que M < ker 7, temos um epimorfismo

_ (@)
sy v(Q)
Mg +— g

Ql

Mg? — g%.
Mas, a composicio de 7 com 6 nos da
70(g%) = T(Mg*) = g e m(g) =7(Mg) =3, Vg € q.

Portanto, 70 = idy(g), pois g e g% sdo geradores de v(G). Logo, 6 é um isomorfismo e

M = ker 7, como queriamos demonstrar. [

2.2 O Quadrado Tensorial Ndo Abeliano T(G)

A partir de agora, consideraremos o subgrupo normal

T(Q) =[G, G¥]
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de v(G). A sua normalidade segue imediatamente das relagdes que definem v(G).

Proposicao 2.2.1 Seja G um grupo. Entdo, o quadrado tensorial G ® G € isomorfo a
Y (G). Mais ainda, a fungao

T GG — T(G)
G ®g — [g91,95)

¢ um isomorfismo de grupos.

Demonstracao: Sabemos que o quadrado tensorial ndo abeliano G ® G ¢é gerado pelos

simbolos g1 ® g2, com ¢1, g2 € G, possuindo as seguintes relagoes definidoras:

S1 = {(g193®92) " (¥ ®95) (g3292), (91®9293)_1(91®93)(9193’@933) | 91,92,95 € G}. (2.7)

Denotemos por A := {g1 ® ¢2|g1,92 € G} ao conjunto de geradores de G ® G e por
B :={[g1,9%]1 91,92 € G} ao conjunto de geradores de Y(G). Definamos uma aplicac¢ao

T A — B
G ®g — [g1,05]

Note que T(G) é gerado pela imagem de 71 e que 71 é sobrejetiva. Considerando F' como
sendo o grupo livre em A, pela Proposicao 1.4.3 existe um tnico epimorfismo 0’ : F' — T(G)
que estende 71. Considerando a apresentacao v : F' - G ® G e notando que ker v C ker ¢,

pelo Teorema de Von Dyck, existe um epimorfismo bem definido

7: GG — Y(G)
Gq®g — [g1,95]

induzido por €. Agora, consideremos o produto livre G * G¥. Sabemos pela Proposicao
1.4.7, que o subgrupo K := [G,G¥] é livre, normal em G * G¥ e livremente gerado pelos
sfmbolos [g1,g5] com 1 # g1 € G e 1 # g, € G. Logo, como subgrupo normal de G * G?,

K admite a acdo de G e G¥ por conjugacao e as seguintes relacoes se mantém em K:
91,9519 = 919, 95 1[g. 951

. (2.8)
(91,9817 = [91,97) o1, (929)?] ,Vg1,92,9 € G.

Novamente, pela Proposicao 1.4.3, a aplicagao

61: B — A
[91,95] — 91 ® g2

pode ser estendida para um unico epimorfismo

[ K - GGG
[91,95] — 91 ® g
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do subgrupo livre K no grupo G ® G. Analogamente, obtemos um tnico epimorfismo
pe K - T(G)
lg1,95] — lg1,95]

do subgrupo livre K no grupo YT(G). Usando as relagoes (2.8), vemos que a relagoes
definidoras de v(G)

97", (98] = 91, 951% = [gn, g5)%
se tornam
97, (98°)¢] = [91, 98] (91, (9292)%] = [9193, 95 (93, 98],
para todos g1, g2, g3 € G. Consequentemente, como K < G * G¥ podemos ver T(G) como

quociente de K pelo fecho normal de
S ={lg195, 951 (97, (65°)%193, 957, (91 (9295)%] (g1, 951 (9T, (95°)%) | 91, 92, 95 € G}

em G x G¥. Notemos que a imagem das relagoes em S por p; sao as relagoes que definem
G ® G. Portanto, temos que puq e uo sao duas apresentagdes com ker po < ker p11. Com isso,

segue do Teorema de Von Dyck que existe um epimorfismo bem definido
p: Y(GE —» GG
[91,95] — 91 ®gs.
Além disso, vejamos que para todo [g1, g5] € T(G), temos
T([g1, 92]) = T(91 ® g2) = [g1, 95].

Mas, T(G) é gerado pelos comutadores do tipo [g1, g% ], com g1, g2 € G. Logo,

TH = id’r(G).
Analogamente,
pT = idgea-
Dai, 7 é um isomorfismo, como queriamos demonstrar. [

Cabe ressaltar, que devido a este isomorfismo, os elementos [g, h¥] € |G, G¥] sao

também chamados de tensores.

Observacao 2.1 Nas mesmas condi¢oes dadas na Proposicao 2.1.1, isto é, considerando
o epimorfismo 7 : ¥(G) — v(G) induzido pelo epimorfismo canénico 7 : G — G, onde
G = £, temos que

ker 7 N Y(G) = [N, G¥]|G, N¥].

De fato, seja M = (N, N¥)|N, G?]|G, N¥]. Sabemos que existe uma func¢ao bem definida

. v(Q)

: e
0: GUG v
g — Mg

g% — Mg®.
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que se estende para um tinico homomorfismo #* no produto livre G * G¥. Considerando o
subgrupo [G, G¥] de G * G¥, vemos que

e CTGM | T(G)
A v ST TR

(

—

Entretanto, T(G) é um quociente do subgrupo [G, G¥] de G * G¥ pelo fecho normal em
|G, G¥] das relacoes definidoras de v(G). O resultado segue analogamente a demonstracgio

da Proposicao 2.1.1.

Observagao 2.2 A partir de agora, denotaremos [G, G¥| apenas para o subgrupo T (G).

2.3 Descricdo de Alguns Subgrupos de v(G)

A seguir, vamos descrever alguns subgrupos do grupo v(G) envolvendo os termos
das séries derivada, central inferior e superior de G. Destacamos que nao usaremos a
notacao usual G para nos referir ao i-ésimo termo da série derivada de G, mas adotaremos

a notacao G;, para todo 7. Note também que G é o primeiro termo da série derivada de G,
isto é, G; = G.

Proposicao 2.3.1 No grupo v(G) temos:

(i) [Z;(G), G5 11] = {1}, para todo j = O;

(it) [Z;41(G), v (G?)] - [vi(G), Z;+1(G¥)] € central em Y(G), para todo j > 1;
(iii) [ Z;(G),~v;(G?)] € central em v(G), para todo j > 1.

Demonstragao: (i) O caso em que j = 0 segue trivialmente. Iremos mostrar que
12,(G), (G, Gy ])7] = {1}V > 1.
Mas, pelo Lema 2.1.2, é suficiente mostrar que
2,(0).G)] = {13,V > .

Observe que o caso em que j = 1, segue trivialmente, pois Z;(G) = Z(G). Por indugao em

7, temos
Gj =[Gj-1,Gj1] < [Gj-1, G) < [v-1(G), G] = 75(G), Vi > 1. (2.9)
Agora, pelo item (i) do Lema 1.2.2 e por (2.9),
1Z;(G), G;] < [Z;(G),7(G)] = {1}.

para todo 7 > 1, como desejavamos. Portanto, o resultado segue.

(i) Como ¢ : G — G¥ é um isomorfismo de grupos, segue que

p(13(G)) = 75(G¥), V5 = 1.
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Agora, tomemos z € Z;11(G), g € v;(G) e g1, 92 € G quaisquer, para todo j > 1. Entao,
pelo item (i) do Lema 1.2.2 segue que [z, g] € Z(G), e pelo Lema 2.1.2

2, 9], [g1, 92]7] = 1.

Portanto,

l2:6% o, g8l = (207 " [ g7)
9

Consequentemente, [Z;11(G),v;(G?)] é central em Y(G), para todo j > 1. Analogamente,
se mostra que [v;(G), Z;+1(G¥)] é central em T(G), para todo j > 1. Portanto, o resultado
segue.

(iii) Sejam ¢, € G, g5 € G, z € Z;(G) e h € v;(G). Como [Z;(G),~;(G)] = 1 para todo
J > 1, temos, pelo item (ii) do Lema 2.1.1, que

[[27 h@],gl] = [Za hagf] =1= [Zv hagép] = [[Z, h@]a 92('9]
Dai, [Z;(G),v;(G¥)] C Z(v(G)). ]
Consideremos a seguinte aplicagao:

p: GG = @

n

TTiev?) — Tl

i=1 i=1

que é bem definida, pois ¢ é um isomorfismo. Mais ainda, p é um epimorfismo. De

fato, vejamos que p é um homomorfismo. Para isso, consideremos a = [[}_;[z;,y7] e
B = II;_1]a:, b7] € [G,G¥]. Denotando por [g;, h{] = [z;,y]] para i = 1,2,--- 1 e
[gT+i7 hf+z] = [ai7 bf] para L= 17 27 -+, S, temos que
r4+s r4+s r r+s
p(eB) = p(I1lgi k7D = T1lgs hal = I1lgi- hal 11 [gi: hi] = p()p(3)-
i=1 i=1 i=1 i=r+1

Em particular, pela definicao de G’, p é também epimorfismo.
Proposicao 2.3.2 O nicleo ker p é um subgrupo central do grupo v(G).

Demonstragao: De fato, como

n

ker p = { [z yf] € [G.G7]]

i=1 i=1

=

[z, 93] = 1},
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é suficiente mostrar que

n n n

{H[%»yﬂag} = [H[l’uyzphgtp} = [H[‘ri,yiLg@}»

i=1 i=1 i=1

para todos [ [z, vf] € [G,G?], g € G. Para isso, faremos indugao em n. Sendo assim,

tomemos [z1,y]] € [G,G¥]. Pelo item (ii) do Lema 2.1.1, temos que

[0, 47, 971 = [[z1, 971, 9] = [[21, 0], 971

Suponhamos, como hipétese de indugao, que para algum n > 2 tenhamos

n—1 n—1 n—1

[ leo vl o) = [ e vf)07] = [ [Tl vl 67].

i=1 i=1 i=1
Entéao, usando os itens (i) e (i) do Lema 2.1.1, segue que

n—1

Mieovte] = [Tlos) o™ len 2.
=1 3

2.1.1 (4), (44) [ [xruyn}
= i H[x“yl]’gcp} [[xnayn]agw]

Analogamente, mostra-se que

[ﬁ[xz,yl,} Hf[a:l,yl }

Portanto, para todos [[i;[x;,y7] € kerp e g € G, segue que

“i[:vl,yZ s g } L:f[l:vz,yz s g } L:ﬁx“yl } 1.

Dai, temos que ker p < Z(v(G)). n

2.4 Série Central Inferior e Série Derivada de v(G)

Seja G um grupo, e suponhamos que N < G e exista um subgrupo H de G tal que
G =HN e HN N = {1}. Entao, G ¢ dito ser o produto semidireto (interno)de N e H.
Em simbolos,

G=HxXxN ouG=NxH.
Corolario 2.4.1 Seja Y(G) := [G, G¥| subgrupo normal em v(G). Entdo,

(T(G) % G) D u(G) e (T(G)xG?) < u(G).
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Demonstrac¢ao: Como YT(G) é normal em v(G), para quaisquer elementos h, k € T(G) e

9,91, 92 € G temos que

(hg1)?" = hgwg“fw = h" g%, g7 g1 € T(G) x G.
Analogamente,

(kgf)? = k9(g5)? = k%[g, (95 ")*)g§ € T(G) x G*¥

Além disso,
(hg))? € T(G)x G e (kgd)? € T(G) x G*.

Desse modo,
(T(@) % G) Du(G) e (T(G)xG¥) uG).

Uma consequéncia desse corolario é que existe uma agao bem definida do grupo
G¥ em T(G) x G. Em particular, conseguimos descrever o grupo v(G) como o produto
semidireto de T(G) x G por G¥. Na verdade, um fato mais geral do que este pode ser

encontrado em [9], demonstrado por T. Bueno para uma generalizagao do grupo v(G).
Teorema 2.4.1 [9, Corolario 2.11] Eziste um isomorfismo

V(G) ~ (T(G) x G) x G¥.

A descrigao de v(G) como produto semidireto
v(G) ~ (T(G) x G) x G¥
nos dd uma descrigao das séries central inferior e derivada do grupo v(G).

Teorema 2.4.2 Para i > 2 o i-ésimo termo da série central inferior de v(G) é dado por
Y((G)) = 7(G)v(G?)[vi-1(G?), G].
Demonstracgao: Usaremos inducao em ¢. Logo, para ¢ = 2, temos
1W(G)) = V(@) v(G)] = [T(G)- G- G T(G) - G- G7).
Portanto, como YT(G), T(G)G¥ e T(G)G sao normais em v(G), segue que

Y (V(G)) G*,Y(G)-G-G¥|[Y(G)-G,T(G)-G-G¥]

(@)
(G) - GI[Y(G) - G, T(G) - GF][T(G) - G, T(G) - G

(VAN VAN VAN
=33
9338
2 T =
2 X
\E\.
/_,_j’-%
B
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Como a inclusdo contraria segue da decomposicao de v(G) = T(G) - G - G¥, temos
a igualdade. Em particular, para provar este teorema ¢é suficiente mostrar apenas uma

inclusao. Desse modo, suponhamos por hipdtese de indugao que para algum ¢ > 2 tenhamos

Yi(V(G)) < 7i(G)(G?)[ri-1(G?), G

Entao, dado que

Yin1(V(G)) = [nu(v(G)),v(G)]

< [n(w(@)),

¢é suficiente calcularmos os fatores
[i(v(@)), T(G) - G*] e [vi(v(G)), T(G) - G].

Antes disso, vejamos que pelo Lema 2.1.1, os subgrupos [y;—1(G), G¥] e [;—1(G¥), G] sdo os
mesmos. Mais ainda, eles sdo normais em v(G), pela Proposi¢ao 2.1.1. Consequentemente,
os subgrupos v;(G¥)[vi—1(G¥), G] e v (G)[vi—1(G¥), G] sdo normais em v(G), para todo
1 > 2. Dal, segue novamente pela Proposicao 2.1.1, pelo Corolario 2.4.1, pelo Lema 2.1.1,

e por nossa hipétese de inducao, que
[i(w(G)),T(G) - G*] < [7i(G)n(G?)[i-1(G7), Gl T(G) - G¥]

(@i (GF), G T(G) - GFI(GF) i (GF), G, T(G) - G
< i (G9)[(G7), Gl (2.10)

IN

Semelhantemente, segue que

[i(w(G)), T(G) -G < [(G)v(GP)i-1(G7), G, T(G) - G]
< [(@)i-1(G7), G Y(G) - Gl GF) [vi-1(G¥), G, T(G) - G
< 7i1(G)[(G¥), Gl (2.11)

Logo, de (2.10) e (2.11) que

(@) < i (@)Y (G9)[6(G7), Gl

Como queriamos demonstrar. [
O proéximo resultado nos diz uma consequéncia imediata do teorema anterior, para

o caso em que G é um grupo nilpotente.

Corolario 2.4.2 Seja G um grupo nilpotente de classe c. Entdo, v(G) é um grupo nilpo-

tente de classe no mazimo ¢+ 1.
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Demonstracgao: A prova segue do teorema anterior, pois se G é nilpotente de classe c,

entao pela Proposicao 1.2.4, temos v.41(G) = 1. Logo, como

% (v(G)) = 7i(G)v(G?) i (G), G,

concluimos que,

Ver2(V(G)) = Ver2(G)Ver2(GF) e (G¥), G] = 1.

Teorema 2.4.3 Para i > 2 o i-ésimo termo da série derivada de v(G) € dado por
v(G)i = GiGY[Gio1, GY4,

onde G; denota o i-ésimo termo da série derivada de G.

Demonstracao: Demonstraremos por inducao em 4. Logo, o caso ¢ = 2 ¢ valido pelo
Teorema 2.4.2, uma vez que v(G)s = 72(v(G)). Suponhamos que para algum i > 2 se

tenha
v(G)i = GiGY[Gio1, GY ).

Agora, pelas relagoes que definem o grupo v(G), o subgrupo [G;_1, Gf ;] é normal em v(G),
para todo 7 > 2. Além disso, G; normaliza G7[G;_1, G ] e GY normaliza G;[G;_1,Gf 4],

pois G; C G;_1. Mais ainda, pelo Lema 2.1.1, temos as seguintes relagoes:

[Gior, GZALL Gil = [[Gica, Gia], GF] = [[Gica, G4 GY) = [[GE0, G4 G,

i—1) Mi—

[[Gi*h Gf71]7 [Giflu G’f*l” = [G“ G;p]
Portanto, usando a nossa hipdétese de inducao, segue que
V(@i = [V(G)iv(G)i]
= [GiGY[Gi1, GLA, GiGY[Gia, GE4]|
S [G’L [Gi—la Gf—l]? G’LG;p [Gi—17 G;p—l]] [Gf [Gi—la Gf—l]? G’LG;p [Gi—la Gf—l]]’

Por sua vez, é subgrupo de
GilGi-1, G71 ), GilGioy, G| [GilGior, GY L], GE [Giey, GEA ] [GY [Giet, GYL )L GY[Giot, GE
Por fim, usando novamente as informacoes dadas acima, temos que

V(G)ip1 < Gz‘+1Gf+1[Gz‘a Gﬂ

Como a inclusao contraria é valida, temos a igualdade, para todo ¢ > 2. Concluindo a

demonstracao. n

Uma consequéncia direta do Teorema anterior é dada a seguir.
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Corolario 2.4.3 Seja G um grupo solivel de comprimento derivado l. Entao, v(G) é

soluvel de comprimento derivado no mdximo [ + 1.

Demonstracao: Se GG tem comprimento derivado [, entao pela Proposicao 1.2.3, temos

que G; = 1. Consequentemente, dado que
v(GQ)i = GiGYGi, GEL4],

segue que
V(@)1 = G GEL[GL G =1

Portanto, v(G) é solivel de comprimento derivado no maximo [ + 1. "

2.5 A Estrutura de ¥(G) Quando G = N x H

Agora, vamos descrever a estrutura do grupo v(G) quando G é um produto

semidireto N x H,isto é, N, H <G, N G, G=NH e NN H = {1}.

Proposicao 2.5.1 Sejam G um grupo, N I G e H < G. Suponhamos que G = N x H é

um produto semidireto. Entao,
(i) V(G) = (N, N¥)[N, H?][H, N?] x (H, H?);
(i) (H, H?) ~v(H).

Demonstracao: Observe que os subgrupos [N, H?] e [H, N¥] sao normais em v(G). De
fato, como G = N H, para qualquer elemento g € G existem n € N e h € H para os quais
g = nh. Observe que pelas relagoes que definem v(G) temos que H normaliza os subgrupos
[N, H?] e [H, N¥]. Para verificar que N também normaliza os subgrupos [N, H¥] e [H, N¥|

tomaremos ny,n9 € N e h € H quaisquer. Entao,
[n1, h¥]™ = [n1ng, h?][ne, K¢~ € [N, H?).
De modo que N normaliza [N, H?]. Analogamente,
[h,nf]"™ = [h,nf]" = [h,n8] " [h,nfng) € [H,N?].

Portanto, N normaliza [H, N¥] e, consequentemente, G normaliza os subgrupos [N, H?]
e [H, N?]. Pelas relagdes de v(G) segue analogamente que G¥ normaliza os subgrupos

[N, H?] e [H, N¥]. Agora, queremos mostrar que
v(G) = (N, N¥)[N, H?|[H, N*] x (H, H?).
Notemos que

[N, N?H¥] < [N,H¥][N,N¥] e [NH,N¥]<[N,N¥]|[H, N¥],
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pois, [N, N¥] < v(G). Logo, podemos verificar pela Proposigao 2.1.1 para G = N x H, que

o nicleo do epimorfismo 7 : v(G) — v(£), induzido pelo epimorfismo natural 7 : G — £,

é

ker#® = (N,N?)[N,N*H¥?|[NH, N¥]
= (N,N¥)|N, N¥][N, H?][H, N¥]
= (N,N¥)|N, H?][H, N¥].

Como N N H =1, segue que
ker7 N (H, H¥) = {1}.
Agora, pelo Teorema 2.4.1, podemos escrever
v(G)=v(NH)= ([NH,N?H?] x NH) x N*H?.
Mas,

[NH,N*H¥] < [N,N¥|[N,H¥?|[H,N¥][H, H?]
< (N,N¥)[N,H¥||H,N¥|(H, H?).
Além disso,

NH - NYH¥ < (N,N¥)[N, H?][H, N¥|(H, H*).

Como a inclusao contraria acontece, a afirmacao é verdadeira.
(ii) Para a prova deste item, tomaremos o epimorfismo 7 : v(G) — v(%) como na

Proposigao 2.1.1 e restringiremos ao subgrupo (H, H¥). Entao,

(H, )T = (ﬁ) ~ (),

pois, G = N x H. Pelo item (¢) vimos que ker 7 N (H, H?) = {1}. Logo,

#) ~ \H, H?) ~ PV g ~
(7)) _”<N> ~v(H).

Como queriamos. n

Proposicao 2.5.2 Sejam G um grupo, H e N subgrupos normais de G. Suponha que
G = N x H seja um produto direto. Entao,

(1) v(G) = (N, N¥)[N, H¥|[H, N°|(H, H?):

(ii) (N, N¥) ~v(N) e (H, H?) ~v(H);

(iii) T(G) =~ Y(N) x Y(H) x [N, H?][H, N?|.

Demonstragio: (i) Segue diretamente do item (i) da Proposigao 2.5.1.

(ii) Considerando epimorfismos 7 : v(G) - v($) e 72 : v(G) - v(£) como na Proposicdo
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2.1.1. O resultado segue do item (ii) Proposigao 2.5.1.
(7ii) Dado que G = N x H, temos

Y(G)=[NH,N?H¥] = [N, N¥|[H, H?][H, N¥]|N, H¥].
Mas, pelo item anterior,
[N,N?]~T(N) e [H H?]~T(H),

(N, N?) 0 ([N, H?][H, N¥|(H, H?)) = {1},

(N, N?)[N, H?][H, N¥]) 0 (H, H?) = {1}.
Em particular, as relagdes que definem v(G) nos mostram que os subgrupos

[N, N¥],[H, N¥],[N, H?],[H, H?],

sao todos normais em v(G). Logo, podemos descrever T (G) como

T(G) ~YT(N)x Y(H) x [N, H?|][H, N¥].

Como a intersegao [N, H¥]N[H, N¥] pode nao ser trivial, pois, se H' # {1} e [n, [h1, ho]?] €
[N, H?], entao
. [, )] = [l hal? )= 2 [, hol, ] € [HL N7,
segue que
T(G) ~ T(N) x Y(H) x [N, H?|][H, N¥].

Corolario 2.5.1 Seja G um grupo nilpotente finito e w(G) = {p1,p2,- -+ ,Pu} 0 conjunto
de primos que dividem a ordem de G. Entdo,

(i) v(G) =~ v(Py) x - x v(P,);

(ii) T(G) ~ Y (P) x -+ x T(P,),

onde cada P; é um p;-subgrupo de Sylow de G, para i =1,2,--- n.

Demonstracao: As demonstragoes de (i) e (i) seguem simultanecamente. Como G é um

grupo finito, podemos dizer que
|G| =Py P> P,

onde cada p; ¢ um ntimero primo com p; # p; sempre que ¢ # j e o; € N. Agora, usando
indugdo em n, vemos que se n = 1, entdo |G| = p7*, e o resultado segue trivialmente. Para
o caso n = 2, temos |G| = p{*p5?. Denote por Py e P, 0s p;-subgrupos de Sylow de G,
1 =1,2. Entao, G = P, x P,, pois GG é nilpotente, e pela Proposicao 2.5.2

V(G) = (P, PY) [Py, PSP, PYI(P1, PY),
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T(G) ~T(P1) x Y(P,) x [Py, Pf][Py, Pr].

Como elementos de ordens coprimas de um grupo nilpotente comutam [Corolario 1.2.1],

segue do item (ii) do Lema 2.1.3 que
[P, PY] = [P, PY] = {1}.

Portanto,
v(G) = (P, PY)(P1, PY) ~ v(P)v(P),
T(G)~T(P) x T(P).

Dai, como a agdo por conjugacgio de (P, PY) em (P, PY) é trivial e a interse¢ao de ambos

também ¢ trivial, segue que
v(G) = (P, P) x (P, PY).
Agora, suponhamos que para algum n > 2, |G| = p{*p3%---p2" e
v(G)~v(P) x---xv(P,) e T(G)=T(P)x-xT(P,). (2.12)

Entao, para

Qn41

|G| :p‘flpg2 .. pg"pn+1 , COIM Ppiq 7ép177/ = ]_727 cee M,

temos G = N X P,;q,onde N =P x---x P, e NN P,;; = {1}, pois G é nilpotente.
Portanto, pela Proposi¢ao 2.5.2 e pelo item (i7) do Lema 2.1.3 que

U(G) =~ U(N)N, P2y [Pass, N (Post) 2 0(P) X - x U(P,) X v(Pasy).

Semelhantemente,
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CAPfTULO 3

CRITERIOS DE FINITUDE (LOCAL) PARA
1(G)

O resultado a seguir é um corolario imediato de uma proposi¢cao de R. Brown, D.
Johnson e E. Robertson [7, Proposicao 5| que trata sobre a finitude do quadrado tensorial
nao abeliano de grupos finitos. Aqui, apresentaremos uma demonstragao sem resultados

de natureza homolégica. Tal demonstragao foi sugerida por N. Rocco.

Teorema 3.0.1 Sejam 7 um conjunto de primos e G um grupo. Se G ¢é finito (ou -
grupo finito), entao o quadrado tensorial nao abeliano |G, G¥] € finito (ou m-grupo finito),

respectivamente. Em particular, v(G) € finito (w-grupo finito), respectivamente.

Demonstragao: Dado G um grupo finito, como v(G) ~ ([G,G?] x G) x G¥ e [G,G*] <
v(G), temos que
v(G)

12
G.GAl |G|* < +o0.

Consideremos o epimorfismo

p:|G,GY] — G
H[Ii,yf] — H[%,yz]

i=1 i=1

Pelo Teorema dos Isomorfismos ([G, G¥] : ker p) = |G'|. Em particular,

(V(GQ) :kerp) = (v(G):|[G,G?)(G,G¥] : kerp)
= |G)P|G'] < +oc.

Pela Proposi¢ao 2.3.2, sabemos que kerp < Z(v(G)). Logo, (v(G) : Z(v(G)) < +oo.
Portanto, pelo Teorema de Schur 1.3.1, [v(G)'| < 4+00. Mas, pelo Teorema 2.4.3, [G, G¥] <
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v(G)'. Logo, |[G,G?]| < +00, como queriamos e, em particular,
v(G)| =[G, G%]| - |G| - |G?| < 4o0.

Além disso, sendo G um 7-grupo finito, entao

v(G)
ker p

—(orie
¢ um m-numero. Mas, pela Proposicao 2.3.2,
‘ v(G) ‘ _
Z((@))
¢ um m-nimero. Novamente, pelo Teorema de Schur 1.3.1, temos exp(v(G)’) divide n,

que por sua vez, é um m-numero. Segue do Teorema 2.4.3 que |[G, G¥]| é um 7-ntmero.

Portanto, [G, G¥] é um 7-grupo finito e, consequentemente, v(G) é um 7-grupo finito. m

Observacao 3.1 Em [3, Proposicao 3.2], R. Bastos, I. Nakaoka e N. Rocco obtiveram
uma generalizacao desse resultado, levando em conta apenas o nimero de tensores, isto é,

a cardinalidade do conjunto
Te(G) ={lg,h*]| g, h € G}.

Definicao 3.0.1 Seja G um grupo. Dizemos que G é localmente finito se todo subgrupo
finitamente gerado de G € finito.

Exemplo 3.1 (1) Todo grupo finito é localmente finito.
(2) O grupo de Priifer,

Cpoo = U Opn
n=1

é localmente finito.

Lema 3.0.1 (O. Schmidt) [20, Proposicao 14.3.1] Seja G um mw-grupo localmente finito.
Se H< G eN <G, entao H e % sao m—grupos localmente finitos.

Demonstracao: Dado que H < GG e notando que todo subgrupo finitamente gerado L de
H é também um subgrupo finitamente gerado de G, segue que L é w-grupo finito, pela
hipétese sobre GG. Agora, dado qualquer subgrupo finitamente gerado % de %, suponhamos

que

K
~ = (Nki, Nk, Nky).

Entao,
K = <klak27”' 7km7N>‘
Mas, pela hipétese sobre G, segue que |(ky, ko, -+, k)| < 0o. Logo,

<k17k27”' 7km> ~ <k17k27”' 7km>N o 5
(ki ko, k) NN — N N

implica que % é m-grupo finito, como queriamos demonstrar. [
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Lema 3.0.2 (O. Schmidt) |20, Proposicao 14.3.1] Seja G um w-grupo, tal que N I G

e % sao ambos m-grupos localmente finitos. Entao, G é um m-grupo localmente finito.

Demonstracgao: Seja K um subgrupo finitamente gerado de G. Entao, o quociente

K NKN<G
KNnN N — N

¢ finitamente gerado e, pela hipdtese sobre %, é m-grupo finito. Em particular, segue que
K N N ¢ finitamente gerado, pois é subgrupo de indice finito de um grupo finitamente
gerado [Lema 1.3.4]. Logo, pela hipdtese sobre N, K N N é w-grupo finito. Logo, pelo

Teorema de Lagrange, K é mw-grupo finito. [

Consequentemente, a classe de m-grupos localmente finitos é fechada para extensoes,
quocientes, e formacao de subgrupos. O proximo resultado é uma consequéncia do Teorema
de Schur 1.3.1.

Lema 3.0.3 (I. Schur) Seja G um grupo tal que % ¢ um m-grupo localmente finito.

Entao, o subgrupo derivado G' € um m-grupo localmente finito.

Demonstragao: Suponhamos que % ¢ um 7-grupo localmente finito. Seja K um

subgrupo finitamente gerado de G’. Entao, existem aq, g, -+ ,, € 51,52, , Bm € G,
tais que

K g <[O[1, 51]7 T [anyﬁmp g Hly
onde

H = <CY1,CK2,"' 7an7ﬁl>ﬁ27“' 7ﬁm>'

Dai, é suficiente mostrarmos que H’ é m-grupo finito. De fato, como -2

Z)AH é finitamente

gerado e
H N HZ(G) G

Z(G)nH =~ Z(G) = Z(G)

pela hipotese sobre %, segue que % é m-grupo finito. Além disso, note que a finitude
de % implica que % é m-grupo finito. Portanto, segue do Teorema 1.3.1 que H’
é m-grupo finito. Consequentemente, K < H’ é um w-grupo finito. Segue que G’ é um
m-grupo localmente finito. [

Teorema 3.0.2 Seja G um grupo localmente finito (m-grupo localmente finito). Entdo,

v(G) é localmente finito (m-grupo localmente finito), respectivamente.

Demonstragao: Consideremos o epimorfismo

p: GG —» &

TTiovf) — Tl

i=1 i=1
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visto anteriormente [Proposicao 2.3.2]. Usando a decomposicao de v(G) como (|G, G¥] x

G) x G¥, e 0 Lema 3.0.1, os quocientes

v(G) G, G*]
[G,G‘P]_GXGe ker p =G

sao m-grupos localmente finitos. Em particular, pelo Teorema do Isomorfismo e pelo Lema

3.0.2, iﬁfp) é um m-grupo localmente finito. Por outro lado, usando que ker p < Z(v(G)),

junto com o Lema 3.0.1 e o Teorema do Isomorfismo, temos % ¢ um 7-grupo localmente

finito. Dai, segue do Lema 3.0.3 que v(G)’ é um m-grupo localmente finito. Novamente

pelo Lema 3.0.1, [G, G¥] < v(G)" é um 7-grupo localmente finito, e pelo Lema 3.0.2 segue

que v(G) é um 7-grupo localmente finito, como queriamos. [

Observacgao 3.2 O resultado acima foi demonstrado originalmente por P. Moravec em [17,
Teorema 1]|. Entretanto, a demonstracao apresentada aqui tem vantagens de ser elementar

e nao envolver técnicas “homologicas™

3.1 Uma Estimativa para a Ordem de T(G)

Nesta segao, apresentaremos os demais resultados encontrados em [21]. Restringire-
mos nossa andalise do grupo v(G) quando G for um p-grupo finito, onde p é um nimero
primo. Neste caso, pelo Teorema 3.0.1, T(G) é finito. Com isso, nosso objetivo é obter

uma estimativa para a ordem do quadrado tensorial ndo abeliano Y(G).

Lema 3.1.1 Sejam G um p-grupo finito ndo abeliano e ¢ € Z(G) N G" um elemento de
ordem p. Se ®(G) denota o subgrupo de Frattini de G, entao

w2 ()

Demonstracgao: Dado que G é um p-grupo finito, pela Proposi¢ao 1.1.3, G ¢ nilpotente
com centro Z(G) nao trivial, logo, pela Proposigao 1.2.5 e pelo Lema de Cauchy [23, Lema
4.1] para grupos abelianos finitos, existe um elemento ¢ € Z(G) N G’ de ordem p, em

particular, (¢) < G. Considerando o epimorfismo canénico

71':G—»E

(c)
g =),
sabemos [Proposi¢ao 2.1.1] que 7 d4 origem a um epimorfismo 7 : v(G) —» y(%), cujo

nucleo é dado por

kerm = (c,c®)[(c), G¥]|G, (c?)]
= (e)()[e, G7IG, 7],
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pois, pelos Lemas 2.1.1 (v) e 2.1.3 (7)
e, =1 e [c" ¢%] =][c,(¢g™)¥], para todos g € G,m € Z.

Em particular,
| ker 7| divide p? - |[c, G?][G, ¢7]],

e pelo Teorema do Isomorfismo de grupos

W(G) = |kers]-

u<<f>>‘ divide p? - |[c, GF][G, ¢7]] -

(i)

Nos resta calcular a ordem de [¢, G¥]|G, ¢#|. Entretanto, notemos que pelo Lema 2.1.1 (vi),
em [c, G¥][G, ¢?], o produto [c, g¥][g, ¢?] é trivial para todos g € G, ¢ € G', e suponhamos
que

G

(G)

Pelo Teorema 1.2.2 (Teorema da Base de Burnside),

= (ay,ag, - ,ag|a; € G,i=1,2,--- . d).

G :={ay, a9, -+ ,aq).
Logo, para a;, € {a1,as, - ,aq}, temos
i1 i i i i i i a'kye
e, (a2 a2)?] = e (a})?]le, (afhalz it )?) )

2.3.1 (iid) ; . i
= e (a5)%e, (@ a%; - aj,"))7]
= e @)l (@) e (@) le ()]

2.1.3 (4) ; - ; ;
= [C’ (ajk)ﬂ k[c7 (a]'k—l)so] Fobe. [Cv (aj2)¢] 2[07 (aj1)cp] !

2.3.1 (iid) I

=" le.af]le,af yJ - e af]"

Agora, notemos que para todos g,h € G e ¢ € Z(G), temos, em v(G), que

2.1.1 (i)
9. )" = [g,¢?)"" = [g,c%][g, ¢, h?) =" [g,c[g, ¢, h?] = [g, ¢?]. (3.1)
Logo,
i i i i1 i i a* o
[(afial - --ajh),c?] = [(afiaj, - aj, ")), 1 Vn[agl, ]
(3.1) i i g i
= [(ajl1 aj22 e ajl;z,ll)a ctp] [ajia Ccp]
= [a, a2, ] o, 7]
2.1.3 (4)

= [ah ) cip]il [aj27 Clp]h T [ajk7 Ccp]ik

= [ad7 cﬂld [ad—la C(p]ld_l T [alv C(p]ll'
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Logo,
[Ca GS@HGa CLP] = <[Cu af]? [Cu af]a Ty [07 a§71]7 [07 ad(p]7 [ab C¢]7 [a27 CSD]? Tty [adfh CW]; [Cld, C¢]>'
Mas, como o produto [c, a]][a;, ¢?] é trivial para todos i = 1,2,--- ,d, ¢ € G’, segue que

[07 ch] [Ga C@] = [07 ch] = [G> CL‘D] = <[Ca af] [07 aﬂ? ) [Ca aﬁ—l]v [Ca aﬁ])

Portanto, nosso problema se resumiu em calcular a ordem de [¢, G¥]. Sendo assim, consi-

deremos a aplicagao

A G — e, GY

g leg”].
Pela Proposic¢ao 2.3.1 (iii), A é homomorfismo, ji que
Mar192) = [e, 67951 = [e, g5)[e. 971 = [, gf)[c, 98],V 91,92 € G
Em particular, A é um epimorfismo, pois
G = (a1, a, -+ ,aq) ¢ [¢,G?] = ([c.a{][c,a5], - ,[c,aq_4], [c, ag)).
Portanto, pelo Teorema do Isomorfismo de grupos
|G| = [ker A - |[e, G¥]].

Mas, ®(G) < ker A, pois como G é um p-grupo finito, pelo Teorema 1.2.2 (Teorema
da Base de Burnside), ®(G) = G'GP, onde G? := (2P |x € G). Assim, se y € G’, pela
Proposigao 2.3.1 (i) temos que [c,y?] = 1. Além disso, pelo Lema 2.1.3 (i) vemos que

¢, (xP)?] = [¢P, 2¥] = 1, para todo x € G. Portanto, segue que
(G:®(G)) = (G :ker ) (ker A : ®(G)) = |[c, G¥]| - (ker : D(@Q)).

Dal, |[¢, G¥]| divide (G : ®(G)). Lembrando que

V(@) divide p?-|[c, G¥]| - |v

Segue que,

lv(G)| divide p*-

como queriamos demonstrar. [

Proposicao 3.1.1 Seja G um p-grupo finito de classe 2. Entdo,

G

TG divide |G @z 'T(S)‘
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Demonstracao: Dado que G é nilpotente de classe 2, segue que G' < Z(G). Agora,

consideremos o epimorfismo

7 v(G) — V(;)
g Gy
g¥ — (G/)@gip.

induzido pelo homomorfismo canénico

G
v G a
g — Gy

Note que,

e pelo Teorema do Isomorfismo de grupos

ezt~ (o)l

Dado que G’ e % podem ser vistos como Z-modulos, pela Proposicao 1.5.4, o produto

tensorial G’ ®z g existe e, pelo Teorema 1.5.1 e pela Proposicao 1.5.5, G’ ®z g ¢ finito.
Portanto,
G

G [1(@)]

Entdo, mostraremos que | ker # MY (G)| divide |G’ ®z &|. Mas, pela Observagao 2.1, temos

T(G)
ker7 N Y (G

‘G/ Rz —;

ol-ler

ker 7 N T(G) = |G, G¥][G, (G")7]. (3.2)

Logo, nosso objetivo se resume a calcular a ordem de [G', G¥][G, (G')?]. Para isso, afirmamos
que |G, G?]|G, (G")¥] = |G, (G")?]. De fato, suponhamos que

G/ = <017627"'7Cm> € <d717d7277£>

o=
Por um argumento analogo ao feito no lema anterior, vemos que [G', G¥][G, (G')¥] é gerado

pelo conjunto

{[ei, d7), 1dy, 7)1 <i <m, 1 < j <n}.

Mas, pelo Lema 2.1.1 (vi), em [G', G?][G, (G")¥] o produto [c;,dY][d;, ] é trivial para
todo par (i, 7). Portanto, [G', G¥]|G, (G")¥] é gerado pelo conjunto

{lei,df]|1 <i<m,1<j<n}

Consequentemente,

&', GG ()] =[G, G
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Portanto, queremos calcular a ordem de [G', G¥]. Sendo assim, dado que G’ < Z(G), pela
Proposicao 2.3.1 (iii), [G', G¥] é central em v(G). Usando a Proposigao 2.3.1 (7ii) e o

Lema 2.1.3 (i), vemos que

6: xS - (@G
(c,d) +—  c,d?]

¢é Z-biaditiva. Logo, pela Definicao 1.5.8, existe um tnico Z-homomorfismo

B: @@z S — (GG
c@d +—— [e,d?].

tal que B(c ® d) = ¢(c,d). Em particular, 3 é um epimorfismo, pois pela Proposigao 2.3.1
(1), temos que [G’, (G")?] ® 1, além disso, para qualquer g € G, existem h € G’ e d; com
1=1,2,---,n tal que g = d;h. Portanto, se ¢ € G,

e, (dih)?] = [e, h¥)[e, a1 2 [, df)P* = e, df).

Sendo assim, pelo Teorema do Isomorfismo de grupos

I[G', G¥]| divide |G’ ®z g/ .
Portanto,

|ker 7 N T(G)| divide |G’ ®z CGJ/ :
E o resultado segue. n
Corolario 3.1.1 Seja G um p-grupo de classe menor ou igual a 2, com |G| = p" e

|G’| = p™. Entao,
IT(G)| divide p™™—™).

Demonstracao: Suponhamos que G é nilpotente de classe 1. Entao, G é abeliano e

G’ = {1}, em particular, m =0 e

2.2.1

T2 Gee 'R GG
Portanto, queremos mostrar que

IT(G)| = |G ®z G| divide p™.

Para isso, observemos que pelo Teorema sobre decomposi¢ao de grupos abelianos finita-

mente gerados [23, Teorema 6.5], temos

G ~ Cper X Cpag X -+ X Cpay,
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onde Zle a; = n. Logo,
k 1.5.1 i
G@ZG:(HCPQ,)@Z(HC ) 11 Hcpl®chaj . (3.3)
=1 =1
Mas, pela Proposigao 1.5.5, para cada «a;, € {ay, ag, -+, i} temos que
|C i @z Cpes | < pio
para todo j = 1,2,--- , k. Portanto, segue de (3.3) que
|G @7 G| < plorteettank < pr,
Agora, se G é p-grupo de classe 2, entdao G' < Z(G) e pela proposi¢ao anterior
T(G)| divide |G @Z "r( )‘ (3.4)
Como % ¢é abeliano, pelo mesmo argumento anterior segue que
G G G )2
(&)=l o (35
Para calcular a ordem de ‘G’ Qz % , suponhamos que
: G .
chpalxcp‘XQX"'XOpakea pﬁlXOpBQX"'XOpﬁsy
onde Zle o, =me 25:1 B; = n — m. Novamente, como
& 1.5.1
G’@z (HC >®Z(Hcpﬁj> o~ H<H0p1®zcﬁj>
=1 j=1 i=1
Segue pelo mesmo argumento para a estimativa de |G ®z G| que
G sos m(n—m
’G/ Qz = el divide pm—m). (3.6)
Portanto, segue de (3.4), (3.6) e (3.5) que
IT(G)| divide p™™—™.
]

Teorema 3.1.1 Seja G um p-grupo finito com |G| = p™ e |G'| = p™. Entdo,

(G)| divide p™* 2",
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Demonstragao: Como
V(@) =T(G)] - IGP, (3.7)

¢ suficiente estimar a ordem de Y(G). Fagamos indugao sobre a ordem |G| = p™. Se G ¢é

nilpotente de classe < 2, pelo resultado anterior

IT(G)| divide p"™ ™ e, consequentemente, |v(G)| divide p™ 2=,

Sem perda de generalidade, tomemos G de classe > 3. Entao, pela Proposicao 1.2.5,
v3(G) N Z(G) # {1}. Logo, existe um elemento ¢ € 73(G) N Z(G) de ordem p. Em
particular, (¢) <G, ce G'NZ(G) e

G

{e)

Suponhamos, por hipotese de inducao, que

m—1

=P

— pn—l ‘G/

{e)

Y <G> ‘ divide p—1*+2(n=1)—(n=1)(m-1)
(c)

Entao, pelo Lema 3.1.1, temos

- G n— n—1)—(n—1)(m—
v(G)| divide p*- ‘(MG)’ L pr= DA~ (1) m1) (3.8)

Agora, pelo Teorema 1.2.2 (Teorema da Base de Burnside), temos que o subgrupo de
Frattini é dado por ®(G) = G'GP, logo
G

— pn—m

G/

Sendo assim, usando (3.8), temos que
.. 2 —
lv(@)| divide p™ F2n—mn
como queriamos demonstrar. [

Corolario 3.1.2 Sejam G um p-grupo finito, com |G| = p", |G'| = p™, e d o nimero

minimal de geradores de G. Entao,
p" <T@ < prm.
Demonstragio: Como |[v(G)| = |T(G)| - |G|?, pelo teorema anterior, temos que
IT(G)|-|G)? divide p™ 2=,

Em particular,
IT(G)| divide p"=™.
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Agora, dado que d é o nimero minimal de geradores de GG, pelo Teorema da Base de

Burnside, @L é um p-grupo abeliano elementar de ordem p?. Considerando o epimorfismo,

(@)
7 v(QG) _»V<®(G(G)>

g g
g° = g”.
induzido pelo epimorfismo canénico 7w : G — %, temos pela Proposicao 2.2.1 e pelo

Teorema 1.6.1, que

76" = (55) = vy (@(GGN ~ 56 ® 55

Portanto, como ker 7 N Y(G) = [®(G), G¥][G, (P(G))?], segue do Teorema do Isomorfismo
de grupos e pelo Corolario 3.1.1 que

Portanto,
2 n{n—m
p" <@ < prtm,

Como queriamos demonstrar. [

A cota superior do resultado acima foi melhorada por R. Blyth, F. Fumagalli e M.

Morigi, em [4], a saber

Proposigao 3.1.2 [4, Proposicao 3.2] Sejam G um p-grupo finito de ordem p" e d o

numero minimal de geradores de G. Entdo

2 T
p" <TG < p™.
Mais ainda, G. Ellis e A. McDermott, em [12, Proposi¢ao 1], a estenderam para o
produto tensorial ndo abeliano de um p-grupo finito e um ¢-grupo finito, onde p e g sao

primos, nao necessariamente iguais.

Algumas generalizacoes do produto tensorial nao abeliano de grupos e do grupo
v(G) foram feitas. R. Brown e G. Ellis introduziram o produto g-tensorial de grupos em
seus trabalhos [6] e [11], onde ¢ é um inteiro maior ou igual a 1. Por sua vez, T. Bueno e N.
Rocco introduziram uma generaliza¢ao v4(G) do grupo v(G) em [9]. Em [18], considerando
dois grupos G e H agindo compativelmente um sobre o outro e H¥ um cépia isomorfica

de H, I. Nakaoka definiu o grupo
(G, H) = (GUH?|[g,h¥]" = [g”, (h*)?], [g, h?)"T = [¢", (W")?), Vg, 01 € G, by € H).

de modo que, quando H = G e todas as agdes sdo por conjugacao, n(G, G) coincide com o

grupo v(G). Para maiores detalhes sobre tais construgoes consulte [19)].
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