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Resumo

Machado, Cid Dias Ferraz. Hipersuperfícies Weingarten de Tipo Esférico.
Brasília, 2018. 69p. Tese de Doutorado Relatório de Graduação. Departamento
de Matemática, Instituto de Exatas, Universidade de Brasília.

Neste trabalho generalizamos uma parametrização obtida por Corro em [6] no espaço
Euclidiano tridimensional, e usamos essa parametrização para estudar uma classe de hi-
persuperfícies orientadas no espaço Euclidiano, ditas hipersuperfícies Weingarten de tipo
esférico, satisfazendo uma relação especial tipo Weingarten entre as r-ésimas curvaturas
médias. Classificamos as hipersuperfícies Weingarten de tipo esférico de rotação. Estuda-
mos uma classe de hipersuperfícies chamadas hipersuperfícies tipo esférico, e mostramos
que no caso bidimensional, esta classe coincide com as superfícies Weingarten de tipo
esférico. Também damos uma caracterização de uma classe de hipersuperfícies de Dupin
e estudamos superfícies com invariantes de Laplace nulo, além de dar uma caracterização
das superfícies mínimas de Laguerre.

Palavras–chave

Hipersuperfícies, congruência de esferas, superfícies de tipo esférico



Abstract

Machado, Cid Dias Ferraz. Weingarten hypersurfaces of spherical type. Bra-
sília, 2018. 69p. PhD. Thesis Relatório de Graduação. Departamento de Mate-
mática, Instituto de Exatas, Universidade de Brasília.

We generalize a parameterization obtained by Corro in [6] in the three-dimensional Eu-
clidean space, and we use this parameterization to study a class of oriented hypersurfaces
in Euclidean space, called of Weingarten hypersurface of spherical type, satisfying a spe-
cial relation between the rth mean curvatures. We classify the Weingarten hipersurface
of spherical type of rotation. We studied a class of hypersurfaces called hypersurfaces of
spherical type, and we show that in the two-dimensional case, this class coincides with
the Weingarten surfaces of spherical type. We also give a characterization of Dupin hy-
persurfaces and study surfaces with Laplace invariants null, as well as characterize the
Laguerre minimal surfaces.

Keywords

Hypersurfaces, congruence of spheres, surface of spherical type
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Introdução

As superfícies M2 que satisfazem uma relação funcional da forma W (H,K) = 0,
onde H e K denotam as curvaturas médias e Gaussianas das superfícies M2, respectiva-
mente, são chamadas superfícies Weingarten. Exemplos de superfícies Weingarten são as
superfícies de revolução e as superfícies de curvatura média ou Gaussiana constante. Uma
classe importante são as superfícies que satisfazem uma relação linear da forma

aH +bK + c = 0,

onde a,b,c ∈ R e a2 + b2 6= 0. Essas superfícies são chamadas superfícies Weingarten
linear. Veja [11].

Casos particulares de superfícies Weingarten foram estudados por vários autores,
como por exemplo Schief [17], que estudou as superfícies M2 ⊂ R3 que satisfazem uma
relação Weingarten da forma (µ2±ρ2)K +2µH +1 = 0, onde µ,ρ : M2→ R são funções
harmônicas (em certo sentido) definidas sobre a superfície.

Em [6], Corro apresentou uma maneira de parametrizar superfícies como enve-
lopes de uma congruência de esferas na qual um envelope está contido em um plano e
com função raio h associada a um sistema de tipo hidrodinâmico. Como aplicação, ele
estuda as superfícies no espaço hiperbólico que satisfazem a igualdade

2ach
2(c−1)

c (H−1)+(a+b−ach
2(c−1)

c )KI = 0,

onde a,b,c ∈ R, a+ b 6= 0, c 6= 0, H é a curvatura média e KI é a curvatura Gaussiana.
Esta classe de superfícies incluem as superfícies de Bryant e as superfícies flat do espaço
hiperbólico, e são chamadas de superfície Weingarten generalizada do tipo Bryant.

Fernandes [9] estudou as superfícies M2 no espaço hiperbólico que satisfazem
a relação 2(H− 1)e2µ +KI(1− e2µ) = 0, onde µ é uma função harmônica com respeito
a forma quadrática σ = −KII + 2(H − 1)II, e I e II representam a primeira e segunda
forma quadrática de M2. Estas superfícies são ditas Superfícies Weingarten generalizada
tipo harmônico.

Em [7], Dias estudou uma classe de superfícies orientadas M2 ⊂ R3 que cum-
prem uma relação da forma 2ΨvH + ∆vK = 0, onde Ψv,∆v : M2 → R3 são dadas por
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Ψv(p) = 〈p− v,N(p)〉, ∆v(p) = 〈p− v, p− v〉 e v ∈ R3 é um vetor fixo.
Uma superfície orientada Ψ : M2→ R3 com curvatura Gaussiana não nula K e

curvatura média H é chamada uma superfície mínima de Laguerre se

∆III

(
H
K

)
= 0,

onde ∆III é o laplaciano com respeito a terceira forma fundamental III de Ψ. O estudo
dessas superfícies foi feita por W. Blaschke [1, 3, 2, 4], onde tais superfícies aparecem
como pontos críticos do funcional

L(Ψ) =
∫ H2−K

K
dM,

onde dM é o elemento de área da superfície.
Em [12], os autores estudam superfícies mínimas de Laguerre como gráficos

de funções biharmônicas no modelo isotrópico da Geometria de Laguerre. Em particular
estudam as superfícies mínimas de Laguerre de tipo esférico, a saber as superfícies M2 de
R3 tal que o conjunto de esferas de centro p+ H(p)

K(p)N(p), p ∈M2, tangenciam a um plano
fixo orientado.

Em [10], os autores estudam uma classe de hipersuperfícies orientadas Mn no
espaço hiperbólico (n+1)-dimensional que satisfazem uma relação Weingarten na forma

n

∑
r=0

(c−n+2r)
(

n
r

)
Hr = 0,

onde c é uma constante real e Hr é a r-ésima curvatura média da hipersuperfície Mn. Eles
mostram como esta classe de hipersuperfície é caracterizada por uma aplicação harmônica
derivada das duas aplicações de Gauss hiperbólica. Olhando estas hipersuperfícies como
ortogonais para uma congruência de geodésicas, eles também mostram a relação de tais
hipersuperfícies com as soluções da equação ∆u+ ku

n+2
n−2 = 0, onde k ∈ {−1,0,1}.

Neste trabalho, motivado pelo trabalho de [6], apresentaremos uma maneira
de parametrizar hipersuperfícies como envelopes de congruência de esferas na qual um
envelope está contido em um hiperplano e com função raio h relacionado com um sistema
de tipo hidrodinâmico. Com essa parametrização, apresentamos duas generalizações das
superfícies de tipo esférico estudadas em [12], a saber as hipersuperfícies Weingarten tipo
esférico e as hipersuperfícies de tipo esférico. As hipersuperfícies do espaço euclidiano
Mn ⊂ Rn+1 que satisfazem uma relação de Weingarten da forma

n

∑
r=1

(−1)r+1r f r−1Hr

(
n
r

)
= 0,
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onde f ∈ C∞(M;R) e Hr são as r-ésimas curvaturas médias de Mn, serão chamadas
de hipersuperfícies Weingarten de tipo esférico. Daremos uma caracterização destas
hipersuperfícies por meio de aplicações harmônicas, e com esta caracterização daremos
exemplos de tais hipersuperfícies. Definindo as hipersuperfícies de tipo esférico como as
hipersuperfícies Mn ⊂ Rn+1 tais que existem um hiperplano Π tal que para todo ponto
p ∈Mn o conjunto de esferas de centro

p+
Hn−1(p)
Hn(p)

N(p)

e raio h = Hn−1
Hn

, tangenciam Π, obteremos uma caracterização dessas hipersuperfícies que
nos permite mostrar que as classes de hipersuperfície Weingarten de tipo esférico e de
tipo esférico coincidem no caso bidimendional. Observamos que em [16], o autor estuda
hipersuperfícies de tipo esférico onde a função raio h = Hn−1

Hn
é harmônica.

No Capítulo 1, apresentamos alguns resultado que utilizaremos no decorrer da
tese. Primeiro definiremos as hipersuperfícies do Rn+1, nosso principal objeto de estudo,
e depois definiremos alguns conceitos importantes relacionados. Depois apresentaremos
os invariantes de Laplace de um sistema de equações diferenciais estudado em [13].
Também apresentamos algumas propriedades das funções holomorfas e suas relações
com as funções harmônicas. Por último definiremos o operador de Laplace-Beltrami, que
generaliza o operador Laplaciano.

No Capítulo 2, obtemos uma generalização do resultado obtido por Corro em [6].
Definimos as hipersuperfície Weingarten de tipo esférico e caracterizamos uma classe de
hipersuperfícies Weingarten de tipo esférico, utilizando a parametrização citada acima,
como hipersuperfícies geradas pela congruência de esferas tais que a função raio h seja
harmônica, desde que o hiperplano tangente a congruência de esferas seja parametrizado
pela identidade. Além de darmos exemplos de tais hipersuperfícies, mostraremos que as
superfícies Weingarten de tipo esférico são superfícies mínimas de Laguerre. Também
classificaremos as hipersuperfícies Weingarten de tipo esférico de rotação. Ao final deste
capítulo estudaremos as hipersuperfícies de tipo esférico e mostraremos a equivalência no
caso bidimensional com as superfícies Weingarten de tipo esférico.

No Capítulo 3, daremos outras aplicações da parametrização citada acima. Apro-
veitando nossa parametrização por congruência de esferas, daremos uma caracterização
de uma classe de hipersuperfícies de Dupin geradas por esta parametrização, e mostrare-
mos uma relação com as hipersuperfícies de tipo esférico. Tambem apresentaremos uma
representação de uma classe de superfícies parametrizadas por linhas de curvatura com
invariantes de Laplace nulos. Finalmente daremos uma caracterização de uma classe de
superfícies mínimas de Laguerre.



CAPÍTULO 1
Preliminares

Neste capítulo apresentaremos algumas definições e fatos que serão utilizados
no decorrer desta tese sem maiores detalhes. Os detalhes poderão ser encontrados nas
referências citadas ao longo do capítulo.

Denotaremos por Rn o espaço Euclidiano n-dimensional e por u = (u1, . . . ,un)

suas coordenadas. Dadas uma função diferenciável f : Rn→ R, a derivada parcial de f

relativa a ui, 1≤ i≤ n, será denotada por f,i.

1.1 Hipersuperfícies no Espaço Euclidiano

Definição 1.1 Seja Mn um subconjunto não vazio de Rn+1, n ≥ 2. Dizemos que Mn é
uma hipersuperfície de Rn+1 se, para cada p ∈ Mn, existem uma vizinhança V ⊂ Rn+1

de p, um aberto U ⊂ Rn e um homeomorfismo diferenciável X : U → V ∩Mn tal que a
diferencial dXq : Rn→ Rn+1 é injetora para todo q ∈U.

A aplicação X é chamada uma parametrização de Mn. Em termos de suas
componentes, a parametrização X pode ser escrita por X(u) = (x1(u), . . . ,xn+1(u)), u =

(u1, . . . ,un) ∈U . Dessa forma, X é diferenciável se, e somente se, xi for difenciável para
todo i = 1, . . . ,n+1. Além disso, a diferencial dXq é injetora se, e somente se, os vetores

X,i(q) =
∂X
∂ui

(q), 1≤ i≤ n,

são linearmente independentes.
Um vetor tangente a Mn em um ponto p ∈Mn é um vetor tangente a uma curva

parametrizada diferenciável α : (−ε,ε) ⊂ R→Mn, com α(0) = p. O conjunto de todos
os vetores tangentes a Mn em p, denotado por TpMn, é chamado de espaço tangente a Mn

em p. Se X é uma parametrização de Mn em p, então TpMn coincide com o subespaço
vetorial gerado por X,i(q), 1≤ i≤ n, onde p = X(q).

Dizemos que Mn é orientável se for possível determinar um campo vetorial
diferenciável unitário N normal a TpMn, para cada p ∈ Mn. Neste caso, dizemos que
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N é a aplicação normal de Gauss de Mn e que tal campo determina uma orientação em
Mn. Em coordenadas locais,

N,i =
n

∑
j=1

Wi jX, j, 1≤ i≤ n,

onde X é uma parametrização de Mn. A matriz W = (Wi j) é chamada de matriz de

Weingarten de Mn.
A primeira forma fundamental I de Mn é a restrição do produto interno canônico

de Rn+1 aos espaços tangentes TpMn. Logo, para cada p ∈ TpMn

Ip(w1,w2) = 〈w1,w2〉, w1,w2 ∈ TpMn.

A segunda forma fundamental II e a terceira forma fundamental III de Mn são definidas
da seguinte forma:

IIp(w1,w2) = 〈−dNp(w1),w2〉,

IIIp(w1,w2) = 〈−dNp(w1),−dNp(w2)〉,

onde p ∈ Mn, w1,w2 ∈ TpMn e dNp é a diferencial da aplicação normal de Gauss em
p. Observe que, para cada p ∈Mn, −dNp é auto-adjunta com respeito a primeira forma
fundamental I. Consequentemente, a segunda e a terceira formas fundamentais são formas
bilineares simétricas sobre TpMn, para todo p ∈Mn.

As curvaturas principais k1, . . . ,kn de Mn, em um ponto p, são os autovalores de
−dNp. Dessa forma, define-se a curvatura média H e a curvatura de Gauss-Kronecker K

por

H =
1
n

n

∑
i=1

ki =
1
n

tr(−dNp) e K =
n

∏
i=1

ki = det(−dNp),

onde tr(.) e det(.) denotam, respectivamente, o traço e o determinante da matriz que
representa −dNp. Além disso, as r-ésimas curvaturas média Hr de Mn, 1 ≤ r ≤ n, são
definidas por

Hr =
Sr(W )(n

r

) ,

onde, para inteiros 0≤ r ≤ n, Sr(W ), é definido por

S0(W ) = 1,

Sr(W ) = ∑
1≤i1<...<ir≤n

ki1 . . .kir .

Observamos que H = H1 e K = Hn.
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Se X : Ω ⊂ Rn→ Rn+1, n ≥ 2, é uma hipersuperficíe parametrizada por linhas
de curvaturas, com curvaturas principais distintas ki, 1≤ i≤ n, Ω um aberto de Rn, então
escrevemos, para 1≤ i, j ≤ n,

〈X,i,X, j〉 = δi jgii,

N,i = −kiX,i.

Lema 1.2 Os símbolos de Christoffel da métrica gi j (veja [8]) são dados por

Γ
k
i j = 0 para i, j,k distintos; (1-1)

Γ
j
i j =

g j j,i

2g j j
para todo i, j; (1-2)

Γ
j
ii = −

gii, j

2g j j
=− gii

g j j
Γ

i
ji para i 6= j. (1-3)

Demonstração. Sabemos que Γk
i j =

1
2 ∑

n
m=1(g jm,i + gmi, j− gi j,m)gmk, i, j,k,m = 1, . . . ,n,

onde (gi j) é a inversa da matriz (gi j). Como a parametrização X é ortogonal, gi j = 0, para
i 6= j e gii = 1

gii
. Dessa forma,

Γ
k
i j =

1
2gkk

(g jk,i +gki, j−gi j,k), i, j,k = 1, . . . ,n,

de onde seguem as expressões (1-1), (1-2) e (1-3). �

Segue do lema acima que os símbolos de Christoffel Γk
i j de X , satisfazem

X,i j−Γ
i
i jX,i−Γ

j
i jX, j = 0, 1≤ i 6= j ≤ n. (1-4)

Definição 1.3 Uma transformação linear ϕ : Rn → Rn é dita ortogonal se preserva o
produto interno canônico de Rn.

Dito de outra forma, uma transformação ortogonal é uma isometria linear

de Rn em Rn. O conjunto de todas transformações ortogonais de Rn forma o grupo

ortogonal O(n). Observe que O(n) pode ser visto como um subgrupo do grupo ortogonal
O(n+ 1) das transformações ortogonais de Rn+1. Os elementos de O(n) agem em Rn+1

rotacionando os pontos em torno de uma reta invariante dada, chamada de eixo de rotação.
Dessa forma, a órbita de um ponto p ∈ Rn+1, pela ação de O(n), é uma esfera (n− 1)-
dimensional centrada no eixo de rotação r e cujo raio é a distância de p à r.

Definição 1.4 Uma hipersuperfície Mn⊂Rn+1 é dita de rotação se é invariante por O(n),
isto é, as seções ortogonais ao eixo de rotação r determinam em Mn esferas (n− 1)-
dimensionais centradas em r.
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Definição 1.5 Uma imersão X : Ω⊂Rn→Rn+1 é uma hipersuperfície de Dupin se cada
curvatura principal é constante ao longo da correspondente linha de curvatura, isto é, se
ki,i = 0, onde ki são as curvaturas principais de X.

1.2 Os invariantes de Laplace n-dimensionais

Considere o sistema linear de equações diferenciais parcial da forma

Y,kl +ak
klY,k +al

klY,l + cklY = 0, 1≤ k 6= l ≤ n, (1-5)

onde Y é uma função real de várias variáveis u1,u2, . . . ,un, e os coeficientes ak
i j e ci j,

1≤ i, j,k≤ n, são funções diferenciáveis de u1,u2, . . . ,un que são simétricas nos pares de
índices inferiores e satisfazem certas condições de compatibilidade.

A forma geral do sistema (1-5) é preservado por transformações admissíveis

Y = ϕ(u1,u2, . . . ,un)Y , (1-6)

ui = fi(ui), 1≤ i≤ n, (1-7)

onde ϕ é uma função diferenciável e não nula, e fi são funções diferenciáveis cujas deri-
vadas parciais não se anulam. As transformações admissíveis (1-6) e (1-7), transformam
o sistema (1-5) no sistema

Y ,kl +ak
klY ,k +al

klY ,l + cklY = 0, 1≤ k 6= l ≤ n,

onde

al
lk = f ′k[a

l
lk +(logϕ),k],

clk = f ′l f ′k[clk +al
lk(logϕ),l +ak

lk(logϕ),k +
ϕkl

ϕ
], 1≤ k 6= l ≤ n.

Definição 1.6 Os invariantes de Laplace n-dimensional de (1-5) (Veja [13]) , são as
n(n−1)2 funções dadas por

mi j = ai
i j,i +ai

i ja
j
i j− ci j, mi jk = ak

k j−ai
i j, k 6= i, j,

para todos os pares (i, j), com 1≤ i 6= j ≤ n.

Lema 1.7 Os invariantes de Laplace n-dimensionais do sistema (1-5) satisfazem as
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seguintes relações:

mi jk +mk ji = 0,

mi jk,k−mi jkm jki−mk j = 0

mi j,k +mi jkmik +mik jmi j = 0

mi jk−mi jl−ml jk = 0,

mlik, j +mi jlmkil +ml jkmki j = 0,

onde 1≤ i, j,k, l ≤ n, com i, j, k e l distintos.

Demonstração. Veja [13]. �

Observação 1.8 Observe que o sistema (1-4) é da forma (1-5). Logo podemos considerar
os invariantes de Laplace n-dimensional do sistema (1-4), que podem ser escritos como

mi j =−Γ
i
i j,i +Γ

i
i jΓ

j
i j e mi jk = Γ

i
i j−Γ

k
k j. (1-8)

1.3 Funções Holomorfas

Denotaremos por C o corpo dos números complexos. Além disso, identificare-
mos C com R2 pelo isomorfismo z = u1 + iu2 ∈ C 7→ (u1,u2) ∈ R2.

Considere uma função f : U → C, onde U é um subconjunto aberto do plano
complexo C. Denotando por

〈1, f 〉= Re( f ) e 〈i, f 〉= Im( f )

as partes real Re( f ) e imaginária Im( f ) de f , diremos que f é R-diferenciável em
z0 = u0

1 + iu0
2 ∈ U se 〈1, f 〉 e 〈i, f 〉 forem diferenciáveis em (u0

1,u
0
2). Por outro lado, f

é dita holomorfa em z0 ∈U se existe o limite

f ′(z0) = lim
h→0

f (z0 +h)− f (z0)

h
.

O número complexo f ′(z0) é chamado de derivada de f em z0. Se f for holomorfa em
todos os pontos de U , diremos que f é uma função holomorfa.

Uma consequência importante das definições acima é o seguinte teorema, cuja
demonstração pode ser vista em [14].

Teorema 1.9 Dada uma função f : U → C, onde U é um subconjunto aberto de C, as

seguintes afirmações são equivalentes:
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• f é holomorfa em z0 ∈U;

• f é R-diferenciável em z0 ∈U e as partes real e imaginária 〈1, f 〉 e 〈i, f 〉 satisfazem

as equações de Cauchy-Riemann

〈1, f 〉,1 = 〈i, f 〉,2 e 〈1, f 〉,2 =−〈i, f 〉,1, (1-9)

em z0;

• f possui derivada real em z0 ∈U e a diferencial d fz0 corresponde a multiplicação

por um número complexo.

Observação 1.10 Segue do teorema acima que a derivada de uma função holomorfa
f : U → C é dada por

f ′ = f,1 =−i f,2.

Definição 1.11 Dizemos que uma função real h : U ⊂ R2 → R é harmônica se ∆h é
identicamente nulo, isto é,

∆h(u1,u2) = h,11 +h,22 = 0,

para todo (u1,u2) ∈U.

Observe que pelas equações de Cauchy-Riemann (1-9), a parte real 〈1, f 〉 e
imaginária 〈i, f 〉 de uma função holomorfa f são harmônicas. A recíproca deste resultado
é vista no seguinte teorema, cuja demonstração pode ser obtida em [14].

Teorema 1.12 Se h : U ⊂ R2 → R é uma função harmônica, onde U é um aberto

simplesmente conexo, então h é parte real de uma função holomorfa.

A identificação de C com R2 induz de maneira natural a noção de produto interno
de funções holomorfas. Com efeito, dadas as funções holomorfas f ,g : U ⊂ C→ C o
produto interno 〈 f ,g〉 é uma função real definida em U e dada por

〈 f ,g〉= 〈1, f 〉〈1,g〉+ 〈i, f 〉〈i,g〉.

Observe que a definição acima está de acordo com a notação já utilizada para representar
as partes real e imaginária da função f . Caso g = 1, 〈 f ,g〉 resulta na parte real de f e,
caso g = i, 〈 f ,g〉 resulta na parte imaginária de f .

Proposição 1.13 Sejam f ,g,h : U ⊂ C → C funções holomorfas. Valem as seguintes

propriedades:

i) 〈 f ,g〉,1 = 〈 f ′,g〉+ 〈 f ,g′〉;
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ii) 〈 f ,g〉,2 = 〈i f ′,g〉+ 〈 f , ig′〉;
iii) 〈 f h,g〉= 〈 f , h̄g〉;
iv) 〈 f ,g〉+ i〈 f , ig〉= f ḡ;

v) 〈1, f 〉2−〈i, f 〉2 = 〈1, f 2〉;
vi) 〈1, f 〉〈i, f 〉=−1

2〈1, i f 2〉.

Demonstração. As propriedades i) e ii) seguem diretamente da Observação (1.10). Para
demonstrarmos iii), note que

f h = (〈1, f 〉〈1,h〉−〈i, f 〉〈i,h〉)+ i(〈1, f 〉〈i,h〉+ 〈i, f 〉〈1,h〉)

h̄g = (〈1,h〉〈1,g〉+ 〈i,h〉〈i,g〉)+ i(〈1,h〉〈i,g〉−〈i,h〉〈1,g〉)

logo,

〈 f h,g〉 = (〈1, f 〉〈1,h〉−〈i, f 〉〈i,h〉)〈1,g〉+(〈1, f 〉〈i,h〉+ 〈i, f 〉〈1,h〉)〈i,g〉

= 〈1, f 〉(〈1,h〉〈1,g〉+ 〈i,h〉〈i,g〉)+ 〈i, f 〉(〈1,h〉〈i,g〉−〈i,h〉〈1,g〉)

= 〈 f , h̄g〉.

A propriedade iv) segue de

〈 f ,g〉+ i〈 f , ig〉 = (〈1, f 〉〈1,g〉+ 〈i, f 〉〈i,g〉)+ i(−〈1, f 〉〈i,g〉+ 〈i, f 〉〈1,g〉)

= (〈1, f 〉+ i〈i, f 〉)(〈1,g〉− i〈i,g〉)

= f ḡ.

A propriedade v) segue de f 2 = (〈1, f 〉2−〈i, f 〉2)+2i〈1, f 〉〈i, f 〉. Além disso, temos que

i f 2 =−2〈1, f 〉〈i, f 〉+ i(〈i, f 〉2−〈i, f 〉2),

de onde segue a propriedade vi). �

O seguinte lema foi obtido em [5].

Lema 1.14 Seja Y = (g,0) uma parametrização ortogonal de Π = {(u1,u2,u3) ∈ R3 :
u3 = 0} onde g : C→ C é uma função holomorfa. Então m̃12 = 0 se, e somente se,

g(z) =
z1z+ z2

z3z+ z4
, z1z4− z2z3 6= 0 (1-10)

ou

g(z) =
z1e
√
−2cz + z2

z3e
√
−2cz + z4

, z1z4− z2z3 6= 0, c 6= 0, (1-11)

onde zi ∈ C. Além disso, neste caso m̃12 = 0 se, e somente se, m̃21 = 0.
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1.4 O operador de Laplace-Beltrami

Nesta seção introduziremos o operador Laplaciano em uma variedade riemanni-
ana qualquer.

Definição 1.15 Seja f ∈C∞(Mn,R), ou seja, f : Mn→R é diferenciável. O gradiente de
f é um campo diferenciável em Mn, satisfazendo

〈grad( f (p)),v〉= d fp(v),∀v ∈ TpMn.

Definição 1.16 Denote por χ(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C∞(M) e
seja Y ∈ χ(M). A divergência de Y é uma função real em Mn, dada por

divY (p) = tr(F), F(Z)(p) = ∇ZY (p).

Agora podemos definir o operador de Laplace-Beltrami.

Definição 1.17 O operador de Laplace-Beltrami é definido como

∆ f = div grad f , f ∈C∞(Mn,R)

Proposição 1.18 Seja M uma variedade Riemanniana com a matriz da métrica dada por

g = (gi j). Então, em coordenadas locais ∂

∂xi
, o operador de Laplace-Beltrami é dado por

∆ f =
1√

detg ∑
i j

∂

∂xi

(
gi j
√

detg
∂ f
∂x j

)
,

onde g−1 = (gi j) e f ∈C∞(Mn,R).

Demonstração. Veja [15]. �

Finalizamos esta seção com as seguintes definições.

Definição 1.19 Dizemos que uma superfície M2 ∈ R3 é uma superfície mínima de

Laguerre se

∆III

(
H
K

)
= 0,

onde H e K são as curvaturas média e Gaussiana de M2, respectivamente, e III é a terceira
forma fundamental de M2.

Definição 1.20 Dizemos que uma superfície M2 ∈ R3 é uma superfície de tipo esférico

se existe uma congruência de esferas em R3 com função raio h dado por

h =
H
K
,
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onde H e K são a curvatura média e Gaussiana da superfície M2.



CAPÍTULO 2
Desenvolvimento

2.1 Congruências de Esferas

Uma família a n-parâmetros de esferas, cujos centros estão sob uma hipersuper-
fície Mn ⊂ Rn+1, com função raio diferenciável h é chamada de uma congruência de

esferas em Rn+1. Uma hipersuperfície Mn ⊂ Rn+1 é dita envelope dessa congruência de
esferas se para cada p ∈ Mn, Mn é tangente a uma esfera da congruência de esferas. Se
existir um difeomorfismo Ψ : Mn→ M̃n entre duas hipersuperfícies Mn e M̃n tais que

i) p+h(p)N(p) = Ψ(p)+h(p)Ñ(Ψ(p)), para todo p ∈Mn;
ii) O conjunto p+h(p)N(p), p ∈Mn, é uma hipersuperfície de Rn+1,

onde h : Mn→R é uma função diferenciável, N e Ñ são as aplicações normais de Gauss de
Mn e M̃n, respectivamente, dizemos que Mn e M̃n estão associadas por uma congruência
de esferas.

Lema 2.1 Sejam Mn ⊂ Rn+1 uma hipersuperfície orientável, N a aplicação normal de

Gauss de Mn e Π um hiperplano com vetor normal unitário ϑ satisfazendo N 6= ϑ,

∀p ∈Mn. Então existe uma congruência de esferas dada por uma função h : M→ R que

chamamos de função raio, em relação ao hiperplano Π, tal que Mn e Π são envelopes

dessa congruência de esferas.

Demonstração. Suponha que exista uma congruência de esferas onde M e Π são os
envelopes desta congruência. Então

p+h(p)N(p) = Y (p)+h(p)ϑ, (2-1)

onde Y é uma parametrização de Π. Logo

Y (p) = p+h(p)(N(p)−ϑ).

De (2-1) temos

〈p,ϑ〉+h(p)〈N(p),ϑ〉 = 〈Y (p),ϑ〉+h(p),
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ou seja,

h(p)(〈N(p),ϑ〉−1) = 〈Y (p),ϑ〉−〈p,ϑ〉,

e daí
h(p) =

〈Y (p),ϑ〉−〈p,ϑ〉
〈N(p),ϑ〉−1

..

Observe que 〈Y (p),ϑ〉 é a distância da origem a Π. Essa distância não depende do ponto
p. Para ver isso, considere p1, p2 ∈Mn, e então

〈Y (p1),ϑ〉−〈Y (p2),ϑ〉= 〈Y (p1)−Y (p2),ϑ〉= 0.

Deste modo, o conjunto de pontos {p+h(p)N(p); p ∈Mn} forma uma hipersuperfície de
Rn+1 e a aplicação Y : U →Π dada por

Y (p) = p+h(p)(N(p)−ϑ), u ∈U,

é um difeomorfismo sobre Y (U) satisfazendo p+ hN = Y + hϑ. Portanto, Mn e Π estão
localmente associados por uma congruência de esferas. �

Observação 2.2 A função raio h em relação a um hiperplano Π definida no lema 2.1, é
um invariante geométrico análogo as r-curvaturas média, no sentido de que não depende
da parametrização da hipersuperfície Mn.

O seguinte teorema generaliza o resultado obtido por Corro em [6] para hipersu-
perfícies.

Teorema 2.3 Se uma hipersuperfície Mn em Rn+1, n ≥ 2, é um envelope de con-

gruências de esferas, em que o outro envelope está contido em um hiperplano Π =

{(u1,u2, ...,un,un+1) ∈ Rn+1 : un+1 = 0} então, existe uma parametrização local orto-

gonal de Π, Y : U ⊂ Rn → Π e uma função diferenciável h : U ⊂ Rn → R, tal que

X : U ⊂ Rn→Mn, dada por

X(u) = Y (u)− 2h(u)
S

[
n

∑
j=1

h, j
L j j

Y, j− en+1

]
(2-2)

é uma parametrização de Mn, com en+1 = (0,0, ...,0,1), Li j = 〈Y,i,Y, j〉, 1≤ i, j ≤ n, e

S =
n

∑
j=1

(h, j)2

L j j
+1. (2-3)
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Além disso, a aplicação de Gauss é dada por

N(u) = en+1 +
2
S

[
n

∑
j=1

h, j
L j j

Y, j− en+1

]
(2-4)

e a matriz de Weingarten é dada por

W = 2V (SI−2hV )−1, (2-5)

onde a matriz V = (Vi j) é definida por

Vi j =
1

L j j

(
h,i j−

n

∑
l=1

Γ̃
l
i jh,l

)
,1≤ i, j ≤ n, (2-6)

sendo Γ̃l
ki os símbolos de christoffel da métrica Li j, e P é a condição de regularidade dada

por

P = det(SI−2hV ) 6= 0. (2-7)

Além disso, as formas fundamentais I, II e III de X são dadas por

I = L− 2h
S
((V L)T +V L)+

(
2h
S

)2

V LV T , (2-8)

II = −2
S
(V L)T +

4h
S

V LV T , (2-9)

III =
4
S2V LV T , (2-10)

onde L é matriz da métrica (Li j).

Reciprocamente, dada uma parametrização ortogonal do hiperplano Π, Y : U→
Π, onde U é um aberto conexo de Rn e uma função diferenciável h : U → R, então (2-2)

define uma imersão em Rn+1 com aplicação de Gauss dada por (2-4) e (2-5)-(2-10) são

satisfeitas.

Demonstração. Uma hipersuperfície Mn in Rn+1 é um envelope de congruência de
esferas, onde o outro envelope está contido em um hiperplano Rn ∼= Π se, e somente
se, existe uma parametrização local ortogonal de Π, Y : U ⊂ Rn → Π e uma função
diferenciável h : U ⊂ Rn → Π, tal que X : U ⊂ Rn → M, é uma parametrização de M
satisfazendo

X(u) = Y (u)+h(u)(en+1−N(u)), (2-11)
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onde N é a aplicação de Gauss de X, dada por

N =
n

∑
j=1

B jY, j +Bn+1en+1 (2-12)

e com
n

∑
j=1

(B j)
2L j j +(Bn+1)

2 = 1. (2-13)

Derivando (2-11), obtemos

X,i = Y,i +h,i(en+1−N)−hN,i, 1≤ i≤ n. (2-14)

Usando (2-12) e (2-14), temos que

0 = 〈N,X,i〉= BiLii +h,i(Bn+1−1)

⇒ Bi =
h,i
Lii

(1−Bn+1), 1≤ i≤ n. (2-15)

Observe que por (2-15) e (2-13),

n

∑
j=1

(h, j)2

L2
j j

(1−Bn+1)
2L j j +(Bn+1)

2 = 1,

e como,

n

∑
j=1

(h, j)2

L2
j j

(1−2Bn+1 +B2
n+1)L j j +(Bn+1)

2

=
n

∑
j=1

(h, j)2

L j j
−2Bn+1

n

∑
j=1

(h, j)2

L j j
+B2

n+1S,

temos que
(S−1)−2Bn+1(S−1)+B2

n+1S = 1. (2-16)

As soluções da equação (2-16), onde a icógnita é Bn+1, são dadas por

Bn+1 =
2S−2±2

2S
= 1− 2

S
ou 1.

Se Bn+1 = 1, então N = en+1, um absurdo. Logo

Bn+1 = 1− 2
S
.
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Assim,

N(u) =
n

∑
j=1

(
h j

L j j
(1−Bn+1)

)
Y, j +Bn+1en+1

=
n

∑
j=1

h, j
L j j

Y, j−
n

∑
j=1

h, j
L j j

Bn+1Y, j +Bn+1en+1

=
n

∑
j=1

h, j
L j j

Y, j−
n

∑
j=1

h, j
L j j

(
1− 2

S

)
Y, j +

(
1− 2

S

)
en+1

=
2
S

n

∑
j=1

h, j
L j j

Y, j + en+1−
2
S

en+1

ou seja,

N(u) = en+1 +
2
S

[
n

∑
j=1

h, j
L j j

Y, j− en+1

]
.

Portanto, pela equação (2-11),

X(u) = Y (u)− 2h(u)
S

[
n

∑
j=1

h j

L j j
Y, j− en+1

]
.

Portanto, provamos as equações (2-2) e (2-3).
Vamos calcular a matriz de Weingarten. Considere as seguintes funções com

valores vetoriais

C = Y +hen+1 e D =
n

∑
k=1

h,k
Lkk

Y,k +
(

S
2
−1
)

en+1.

Derivando as expressões acima e a expressão de S, temos

S,i =

{
n

∑
j=1

(h, j)2

L j j
+1

}
,i

=
n

∑
k=1

{
2h,kh,ki

Lkk
−

(h,k)2Lkk,i

(Lkk)2

}
,

C,i = Y,i +h,ien+1,

D,i =
n

∑
k=1

{[
h,ki

Lkk
−

h,kLkk,i

(Lkk)2

]
Y,k +

h,k
Lkk

Y,ki

}
+

S,i
2

en+1.
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ou seja,

D,i =
n

∑
k=1

{[
h,ki

Lkk
−

h,kLkk,i

(Lkk)2

]
Y,k +

h,k
Lkk

Y,ki

+

[
h,kh,ki

Lkk
−

(h,k)2Lkk,i

2(Lkk)2

]
en+1

}
. (2-17)

Agora observe que

n

∑
k=1

h,k
Lkk

Y,ki =
n

∑
k=1

h,k
Lkk

n

∑
l=1

Γ̃
l
kiY,l

=
n

∑
k=1

h,k
Lkk

Γ̃
k
kiY,k +

n

∑
k=1

h,k
Lkk

n

∑
l=1,l 6=k

Γ̃
l
kiY,l,

onde Γ̃l
ki são os símbolos de chistoffel da métrica Li j. Usando as relações (1-1), (1-2) e

(1-3), obtemos que

n

∑
k=1

h,k
Lkk

Y,ki =
n

∑
k=1

h,kLkk,i

2(Lkk)2Y,k +
n

∑
k=1

h,k
Lkk

n

∑
l=1,l 6=k

Γ̃
l
kiY,l

=
n

∑
k=1

h,kLkk,i

2(Lkk)2Y,k +
n

∑
k=1,k 6=i

h,k
Lkk

n

∑
l=1,l 6=k

Γ̃
l
kiY,l +

n

∑
l=1,l 6=i

h,i
Lii

Γ̃
l
iiY,l

=
n

∑
k=1

h,kLkk,i

2(Lkk)2Y,k +
n

∑
k=1,k 6=i

h,k
Lkk

Γ̃
l
kiY,l +

n

∑
k=1,k 6=i

h,i
Lii

Γ̃
k
iiY,k

=
n

∑
k=1

h,kLkk,i

2(Lkk)2Y,k
n

∑
k=1,k 6=i

h,k
Lkk

Lii,k

2Lii
Y,i +

n

∑
k=1,k 6=i

h,i
Lii

(−Lii)

Lkk

Lii,k

2Lii
Y,k

=
n

∑
k=1

h,kLkk,i

2(Lkk)2Y,k +
n

∑
k=1,k 6=i

Lii,k

2LiiLkk
(h,kY,i−h,iY,k). (2-18)

Usando esta última expressão (2-18) em (2-17), temos

D,i =
n

∑
k=1

{[
h,ki

Lkk
−

h,kLkk,i

(Lkk)2

]
Y,k +

h,kLkk,i

2(Lkk)2Y,k

+

[
h,kh,ki

Lkk
−

(h,k)2Lkk,i

2(Lkk)2

]
en+1

}
+

n

∑
k=1,k 6=i

Lii,k

2LiiLkk
(h,kY,i−h,iY,k)

=
n

∑
k=1

[
h,ki

Lkk
−

h,kLkk,i

2(Lkk)2

]
(Y,k +h,ken+1)+

n

∑
k=1,k 6=i

Lii,k

2LiiLkk
(h,kY,i−h,iY,k),
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e somando zero na igualdade acima, obtemos

D,i =
n

∑
k=1

[
h,ki

Lkk
−

h,kLkk,i

2(Lkk)2

]
(Y,k +h,ken+1)+

n

∑
k=1,k 6=i

Lii,k

2LiiLkk
(h,kY,i−h,iY,k)

−
n

∑
k=1,k 6=i

Lii,k

2LiiLkk
h,ih,ken+1 +

n

∑
k=1,k 6=i

Lii,k

2LiiLkk
h,kh,ien+1

=
n

∑
k=1

1
Lkk

[
h,ki−

h,kLkk,i

2Lkk

]
(Y,k +h,ken+1)

+
n

∑
k=1,k 6=i

Lii,k

2LiiLkk
h,k(Y,i +h,ien+1)+

n

∑
k=1,k 6=i

Lii,k

2LiiLkk
h,i(−1)(Y,k +h,ken+1),

onde, para obter a segunda igualdade, separamos os termos dentro do parênteses no
segundo somatório e juntamos com os dois somatórios de baixo. Daí, retirando o termo
h,ii do primeiro somatório e juntando com o segundo somatório, temos

D,i =
1

Lii

[
hii−

h,iLii,i

2Lii
+

n

∑
k=1,k 6=i

Lii,k

2Lii
h,k

]
(Y,i +h,ien+1)

+
n

∑
k=1,k 6=i

1
Lkk

[
hki−

h,kLkk,i

2Lkk
hi−

Lii,k

2Lii
h,i

]
(Y,k +h,ken+1)

=
1

Lii

[
hii−h,iΓ̃i

ii−
n

∑
k=1,k 6=i

Γ̃
k
iih,k

]
(Y,i +h,ien+1)

+
n

∑
k=1,k 6=i

1
Lkk

[
hki− Γ̃

k
kihk− Γ̃

i
ikh,i
]
(Y,k +h,ken+1)

=
1

Lii

[
hii−

n

∑
k=1

Γ̃
k
ii

]
(Y,i +h,ien+1)+

n

∑
k=1,k 6=i

1
Lkk

[
hki−

n

∑
l=1

Γ̃
l
ikh,l

]
(Y,k +h,ken+1).

Portanto,

D,i =ViiC,i +
n

∑
k=1,k 6=i

VikC,k =
n

∑
k=1

VikC,k. (2-19)

Seguindo o raciocínio acima, também obtemos que

S,i =
n

∑
k=1

2
Lkk

[
h,ki−

h,kLkk,i

2Lkk

]
h,k

=
n

∑
k=1

2
Lkk

[
h,ki−

h,kLkk,i

2Lkk

]
h,k +

n

∑
k=1,k 6=i

Lii,k

LiiLkk
h,ih,k−

n

∑
k=1,k 6=i

Lii,k

LiiLkk
h,ih,k

=
2

Lii

[
h,ii−

h,iLii,i

2Lii
+

n

∑
k=1,k 6=i

Lii,k

2Lkk
h,k

]
h,i

+
n

∑
k=1,k 6=i

2
Lkk

[
hki−

h,kLkk,i

2Lkk
−

Lii,k

2Lii
h,i

]
h,k,
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S,i = 2Viih,i +2
n

∑
k=1,k 6=i

Vikh,k = 2
n

∑
k=1

Vikh,k. (2-20)

Observe que

X =C− 2h
S

D e N =
2
S

D. (2-21)

Tomando as derivadas das duas expressões em (2-21) e usando em (2-19) e (2-20), segue
que

X,i = C,i−
2(h,iS−hS,i)D

S2 − 2h
S

D,i

= C,i−
2h,iD

S
+

2hD
S2

(
2

n

∑
k=1

Vikh,k

)
− 2h

S

n

∑
k=1

VikC,k,

X,i =C,i−h,iN +
2h
S

(
n

∑
k=1

Vik

)(
2D
S

h,k−C,k

)
, (2-22)

e

N,i = −
2S,i
S2 D+

2D,i

S

= −2D
S2

(
2

n

∑
k=1

Vikh,k

)
+

2
S

n

∑
k=1

VikC,k.

Assim,

N,i =
2
S

(
n

∑
k=1

Vik

)(
C,k−

2Dh,k
S

)
. (2-23)

Logo, usando (2-22) e (2-23), concluímos que

2h
S

n

∑
k=1

VikN,k +
2
S

n

∑
j=1

Vi jX, j =
2h
S

n

∑
k=1

Vik

(
2
S

n

∑
l=1

Vkl

(
C,l−

2Dh,l
S

))

+
2
S

n

∑
j=1

Vi jX, j

=
2
S

n

∑
j=1

Vi j(C, j−h, jN)

=
2
S

n

∑
j=1

Vi jC, j−
2
S

n

∑
j=1

Vi jh, jN

=
2
S

D,i−
N
S

S,i

=
2
S

D,i−
2
S2 DS,i = N,i, (2-24)

Lembrando que os coeficientes da matriz de Weingarten W são dados por N,i =
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∑
n
j=1Wi jX, j, multiplicamos (2-24) por S e chegamos na igualdade abaixo

S

(
n

∑
j=1

Wi jX, j

)
−2h

n

∑
k=1

Vik

(
n

∑
j=1

Wk jX, j

)
= 2

n

∑
j=1

Vi jX, j.

Como {X, j} é uma base, podemos escrever

SWi j−2h
n

∑
k=1

VikWk j = 2Vi j,

que em notação matricial é escrita como

(SI−2hV )W = 2V,

e portanto
W = 2V (SI−2hV )−1,

como queríamos demostrar.
Para calcular a primeira forma fundamental, observe que de (2-22)

〈X,i,X, j〉 = 〈C,i,C, j〉−h, j〈C,i,N〉−h,i〈N,C, j〉+h,ih, j〈N,N〉

+
2h
S

〈
C,i,

n

∑
k=1

(Vjk)

(
2D
S

h,k−C,k

)〉
+

2h
S

〈
C, j,

n

∑
k=1

(Vik)

(
2D
S

h,k−C,k

)〉

− h,i
2h
S

〈
N,

n

∑
k=1

(Vjk)

(
2D
S

h,k−C,k

)〉
−h, j

2h
S

〈
N,

n

∑
k=1

(Vik)

(
2D
S

h,k−C,k

)〉

+
4h2

S2

〈
n

∑
k=1

(Vik)

(
2D
S

h,k−C,k

)
,

n

∑
k=1

(Vjk)

(
2D
S

h,k−C,k

)〉
,

e como,

C,i = Y,i +h,ien+1, D =
n

∑
i=1

h,i
Lii

Y,i +
(

S
2
−1
)

en+1,

temos,

〈C,i,C, j〉 = 〈Y,i,Y, j〉+ 〈Y,i,h, jen+1〉+ 〈h,ien+1,Y, j〉+ 〈h,ien+1,h, jen+1〉

= Li j +h,ih, j,

〈D,C,i〉 =

〈
n

∑
l=1

h,l
Lll

Y,l +
(

S
2
−1
)

en+1,Y,i +h,ien+1

〉

=
h,i
Lii

Lii +

(
S
2
−1
)

h,i =
S
2

h,i,
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〈C,i,N〉 = 〈Y,i +h,ien+1,N〉

=

〈
Y,i,

n

∑
j=1

B jY, j +Bn+1en+1

〉
+

〈
h,ien+1,

n

∑
j=1

B jY, j +Bn+1en+1

〉

= BiLii +h,iBn+1 =

(
h,i
Lii

(1−Bn+1)

)
Lii +h,iBn+1 = h,i,

〈D,N〉 =

〈
n

∑
l=1

h,l
Lll

Y,l +
(

S
2
−1
)

en+1,
n

∑
j=1

b jY, j +Bn+1en+1

〉

=
n

∑
l=1

h,l
Lll

BlLll +

(
S
2
−1
)

Bn+1 =
n

∑
l=1

(Bl)
2

1−Bn+1
Lll +

(
S
2
−1
)

Bn+1

=
1−B2

n+1

1−Bn+1
+

(
S
2
−1
)

Bn+1 = 1+Bn+1 +

(
S
2
−1
)

Bn+1 = 1+
S
2

Bn+1 =
S
2
,

〈D,D〉 =

〈
n

∑
i=1

h,i
Lii

Y,i +
(

S
2
−1
)

en+1,
n

∑
j=1

h, j
L j j

Y, j +
(

S
2
−1
)

en+1

〉

=
n

∑
i, j=1

h,i
Lii

h, j
L j j
〈Y,i,Y, j〉+

(
S
2
−1
)2

=
n

∑
i=1

(
h,i
Lii

)2

Lii +

(
S
2
−1
)2

= S−1+
(

S
2
−1
)2

=
S2

4
.

Portanto

〈X,i,X, j〉 = Li j +
2h
S

n

∑
k=1

Vik
2h,k

S

(
S
2

h,i−
(
Lik−h,ih,k

) S
2h,k

)
+

2h
S

n

∑
k=1

Vjk
2h,k

S

(
S
2

h, j−
(
L jk−h, jh,k

) S
2h,k

)
+

4h2

S2

n

∑
k,l=1

VikVjlLkl

= Li j +
2h
S

n

∑
k=1

Vjkh,kh,i +
2h
S

n

∑
k=1

Vikh,kh,i

+
2h
S

n

∑
k=1

Vjk
(
−Lik−h,ih,k

)
+

2h
S

n

∑
k=1

Vik
(
−L jk−h, jh,k

)
+

4h2

S2

n

∑
k,l=1

VikVjkLkl

= Li j−
2h
S
(VjiLii +Vi jL j j)+

(
2h
S

)2 n

∑
k=1

VikVjkLkk.
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Finalmente, a segunda e terceira forma fundamental são dadas por

−〈X,i,N, j〉 = −

〈
C,i−h,iN +

2h
S

(
n

∑
k=1

Vik

)(
2D
S

h,k−C,k

)
,
2
S

n

∑
k=1

Vjk

(
C,k−

2Dh,k
S

)〉

= −

〈
C,i,

2
S

n

∑
k=1

VjkC,k

〉
−

〈
C,i,−

2
S

n

∑
k=1

Vjk
2D
S

h,k

〉

+

〈
h,iN,

2
S

n

∑
k=1

VjkC,k

〉
−

〈
h,iN,

2
S

n

∑
k=1

Vjk
2D
S

h,k

〉

−

〈
2h
S

n

∑
k=1

Vjk

(
2D
S

h,k−C,k

)
,
2
S

n

∑
k=1

Vjk

(
C,k−

2D
S

h,k

)〉

= −2
S

n

∑
k=1

Vjk
(
Lik−h,ih,k

)
+

4
S2

n

∑
k=1

Vjkh,k
S
2

h,i

+
4h
S

n

∑
k,l=1

VjkVikLkl =−
2
S

n

∑
k=1

VjkLik +
4h
S

n

∑
k,l=1

VjkVikLkl

= −2
S

VjiLii +
4h
S

n

∑
k=1

VjkVikLkk

e

〈N,i,N, j〉 =

〈
2
S

n

∑
k=1

Vik

(
C,k−

2Dh,k
S

)
,
2
S

n

∑
k=1

Vjk

(
C,k−

2Dh,k
S

)〉

=
4
S2

n

∑
k,l=1

VikVjlLkl

=
4
S2

n

∑
k=1

VikVjkLkk.

�

Corolário 2.4 Seja X : U ⊂ Rn→Mn ⊂ Rn+1 uma parametrização de uma hipersuper-

fície Mn dada por (2-2). Então a sua curvatura de Gauss-Kronecker K, é dada por

K =
2n

P
det(V ).

Demonstração. Sendo W a matriz de Weingarten de associada a Mn, temos por (2-5)

K = det(W ) = det(2V (SI−2hV )−1) =
2n

P
det(V ).

�
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Corolário 2.5 Seja X : U ⊂ Rn→Mn ⊂ Rn+1 uma parametrização de uma hipersuper-

fície Mn dada por (2-2). Então as seguintes condições são equivalentes:

• X está parametrizada por linhas de curvatura;

• Vi j = 0 para i 6= j;

• N,i =−kiX,i,

onde ki =
2Vii

2hVii−S , 1≤ i≤ n, são as curvaturas principais de X.

Demonstração. Pela equação (2-5), se V é diagonal, então a matriz de Weingarten W,
também é diagonal. Portanto, V é diagonal se, e somente se, X está parametrizada por
linhas de curvatura. Pela equação (2-24)

N,i =
2h
S

ViiN,i +
2
S

ViiX,i, 1≤ i≤ n,

e isolando N,i, temos

N,i =
2
SViiX,i

(1− 2h
S Vii)

=
2Vii

S−2hVii
X,i, 1≤ i≤ n.

Como V é diagonal, Vii são os autovalores da matriz V . Pela equação (2-5),

ki =
2Vii

2hVii−S
, 1≤ i≤ n, (2-25)

o que prova as duas últimas equivalências. �

Observação 2.6 Observe que pela equação (2-25), temos que os autovalores σi, 1≤ i≤ n,
da matriz V são dados por

σi =
Ski

2hki−2
, 1≤ i≤ n, (2-26)

onde ki são os autovalores da matriz de Weingarten W.

2.2 Hipersuperfícies Weingarten de Tipo Esférico

Nesta seção definiremos e caracterizaremos as hipersuperfícies Weingarten de
tipo esférico. Primeiro daremos uma caracterização delas por meio do traço de uma ma-
triz, e depois por meio de funções harmônicas. Além de dar exemplos de hipersuperfícies
Weingarten de tipo esférico, mostraremos que no caso bidimendional, as superfície Wein-
garten de tipo esférico são superfícies mínimas de Laguerre.
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Lema 2.7 Defina Pi, para 1≤ i≤ n e n≥ 2, por

Pi = (1−hk1)(1−hk2) . . . ̂(1−hki) . . .(1−hkn), (2-27)

onde h,ki : U →R são funções definida no aberto U ⊂Rn e "(̂)"significa que o fator está

ausente na expressão (2-27). Então

Pi = 1−h(S1− ki)+h2

(
S2− ∑

1≤ j≤n
k jki

)
−h3

(
S3− ∑

1≤l< j≤n
klk jki

)

+ . . .+(−1)n−1hn−1

(
Sn−1− ∑

1≤ j1< j2<...< jn−2≤n
k j1k j2 . . .k jn−2ki

)
,

onde, para 1≤ r ≤ n,

Sr = ∑
1≤i1<...<ir≤n

ki1 . . .kir .

Demonstração. Claramente a afirmação é verdadeira para n = 2. Suponha que a igualdade
vale para n−1 e provemos para n. Denote por

S̄r(W ) = ∑
1≤i1<...<ir≤n−1

ki1 . . .kir ,

com 1≤ r ≤ n−1. Então, usando a hipótese de indução, expandindo o produto, temos

Pi = (1 − hk1)(1−hk2) . . . ̂(1−hki) . . .(1−hkn−1)(1−hkn) =

[ 1 − h(S̄1− ki)+h2

(
S̄2− ∑

1≤ j≤n
k jki

)
−h3

(
S̄3− ∑

1≤l< j≤n
klk jki

)

+ . . .+(−1)n−2hn−2

(
S̄n−2− ∑

1≤ j1< j2<...< jn−3≤n−1
k j1k j2 . . .k jn−3ki

)
] (1−hkn)

= 1−h(S̄1− ki)+h2

(
S̄2− ∑

1≤ j≤n
k jki

)
−h3

(
S̄3− ∑

1≤l< j≤n
klk jki

)

+ . . .+(−1)n−2hn−2

(
S̄n−2− ∑

1≤ j1< j2<...< jn−3≤n−1
k j1k j2 . . .k jn−3ki

)

− hkn +h2kn(S̄1− ki)−h3kn

(
S̄2− ∑

1≤ j≤n
k jki

)
+h4kn

(
S̄3− ∑

1≤l< j≤n
klk jki

)

+ . . .+(−1)n−1hn−1kn

(
S̄n−2− ∑

1≤ j1< j2<...< jn−3≤n−1
k j1k j2 . . .k jn−3ki

)
,
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ou seja,

Pi = 1−h(S1− ki)+h2

(
S2− ∑

1≤ j≤n
k jki

)
−h3

(
S3− ∑

1≤l< j≤n
klk jki

)

+ . . .+(−1)n−1hn−1

(
Sn−1− ∑

1≤ j1< j2<...< jn−2≤n
k j1k j2 . . .k jn−2ki

)
,

onde para obter a última igualdade, juntamos (−1)lhl S̄l com hlknS̄l−1. �

Definição 2.8 Diremos que uma hipersuperfície Mn⊂Rn+1, n≥ 2, é uma hipersuperfície

Weingarten de tipo esférico, se as r-ésimas curvaturas de Mn satisfazem a relação

n

∑
r=1

(−1)r+1r f r−1Hr

(
n
r

)
= 0, (2-28)

para alguma função f ∈C∞(M;R).

Teorema 2.9 Seja Mn ⊂Rn+1, n≥ 2, é uma hipersuperfície como no Teorema 2.3. Então

Mn é uma hipersuperfície Weingarten de tipo esférico se, e somente se, tr(V ) = 0.

Demonstração. Sejam σi os autovalores da matriz V e ki as curvaturas principais de Mn,
1≤ i≤ n. Pela equação (2-26) e como tr(V ) = 0, temos que

k1

1−hk1
+

k2

1−hk2
+ · · ·+ kn

1−hkn
= 0,

ou seja,

k1P1 + k2P2 + · · ·+ knPn

(1−hk1)(1−hk2) . . .(1−hkn)
= 0,

onde os Pi são definidos em (2-27). Portanto

k1P1 + k2P2 + · · ·+ knPn = 0.

Pelo Lema 2.7, a igualdade valerá se, e somente se, tivermos

k1 [ 1 − h(S1− k1)+h2

(
S2− ∑

1≤ j≤n
k jk1

)
+ . . .+(−1)n−1hn−1 ( Sn−1

− ∑
1≤ j1< j2<...< jn−2≤n

k j1k j2 . . .k jn−2k1 ) ]+ . . .+ kn [ 1−h(S1− kn)+h2

(
S2− ∑

1≤ j≤n
k jkn

)

+ . . .+(−1)n−1hn−1

(
Sn−1− ∑

1≤ j1< j2<...< jn−2≤n
k j1k j2 . . .k jn−2kn

)
] = 0
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e daí,

(k1 + . . .+ kn) − h(k1S1− k2
1 + k2S1− k2

2 + . . .+ knS1− k2
n)

+ h2(k1S2− k1 ∑k j1k1 + . . .+ knS2− kn ∑k j1kn)

+ . . .+hn−1(−1)n−1(k1Sn−1− k1 ∑k j1 . . .k jn−2k1 + . . .+ knSn−1

− kn ∑k j1 . . .k jn−2kn) = 0,

que é equivalente à

S1−h2S2 +h23S3 + . . .+(−1)n−1hn−1nSn = 0,

o que prova a equação (2-28). �

Observação 2.10 Se n = 2 e K 6= 0 no Teorema 2.9, então a equação (2-28) se reduz à

2H−2hK = 0⇒ h =
H
K

onde H e K são as curvaturas média e Gaussiana da superfície M2, respectivamente,
e h é a função raio da congruência de esferas. Portanto, M2 é uma superfície de Tipo
Esférico. É conhecido que essas superfícies são superfícies mínimas de Laguerre, isto é,
que a curvartura média e Gaussiana dessas superfícies satisfazem ∆III

(H
K

)
= 0. Observe

também que, como h nos dá o raio da congruência de esferas, temos que H 6= 0.

Teorema 2.11 Sejam Y : U→Π⊂Rn+1 uma parametrização do hiperplano Π dada por

Y (u) = (u,0), u ∈U, e h : U → R uma função diferenciável. Então, X : U → Rn+1 dada

por (2-2) satisfaz

tr(V ) = ∆h.

Em particular, X(U) é uma hipersuperfície Weingarten de tipo esférico se, e somente se,

h é uma função harmônica.

Demonstração. Temos que a métrica Lii de Y é dada por Li j = δi j. Daí segue que, Γ̃k
i j = 0.

Logo, usando a definição de Vi j,

Vi j =
hi j

L j j
= h,i j, 1≤ i, j ≤ n,

e portanto, tr(V ) = ∆h. Pelo Teorema 2.9, X(U) é uma hipersuperfície Weingarten de tipo
esférico se, e somente se, ∆h = 0. �
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Exemplo 2.12 Considere a função h : U ⊂ Rn→ R, dada por

h(u1, . . . ,un) = c+
n

∑
i=1

biui +
n

∑
i, j=1,i 6= j

ai juiu j,

onde c, bi e ai j, 1≤ i, j≤ n, são constantes reais. Como h é uma função harmônica em Rn

temos que substituindo h na parametrização (2-2) e escolhendo Y (u) = (u,0), temos que

X(u) = (u,0)− 2h
h2
,1 + . . .+h2

,n +1
(h,1, . . . ,h,n,−1)

= (u,0)−
2
(

c+∑
n
i=1 biui +∑

n
i, j=1,i6= j ai juiu j

)
(

b1 +∑
n
j=2 a1 ju j

)2
+ . . .+

(
bn +∑

n−1
j=1 an ju j

)2
+1

( b1

+
n

∑
j=2

a1 ju j, . . . ,bn +
n−1

∑
j=1

an ju j,−1 ) ,

é uma hipersuperfície Weingarten de Tipo Esférico.

Exemplo 2.13 Considere a função complexa F : C→ C, dada por F(u1,u2) = F(z) =

z2+ z+1. Então Re(F) = f (u1,u2) = u2
1−u2

2+u1+1 e Im(F) = g(u1,u2) = 2u1u2+u2.

Como Re(F) e Im(F) são funções harmônicas, temos que fazendo a função raio h da
parametrização (2-2) igual a Re(F), obtemos

X1(u1,u2) = (u1,u2,0)−
2 f (u1,u2)

f 2
,1 + f 2

,2 +1
( f,1, f,2,−1)

= (u1,u2,0)−
2u2

1−2u2
2 +2u1 +2

(2u1 +1)2 +(2u2)2 +1
(2u1 +1,2u2,−1)

e fazendo a função raio igual a Im(F), obtemos

X2(u1,u2) = (u1,u2,0)−
2g(u1,u2)

g2
,1 +g2

,2 +1
(g,1,g,2,−1)

= (u1,u2,0)−
4u1u2 +2u2

(2u2)2 +(2u1 +1)2 +1
(2u2,2u1 +1,−1).

Pelo Teorema 2.11, X1 e X2 são parametrizações de superfícies Weingarten de tipo esférico
(veja as figuras (2.1), (2.2), (2.3) e (2.4)).

Exemplo 2.14 Seja Y : Rn → Π ⊂ Rn+1, n = 2k, a parametrização do hiperplano Π

dada por Y (u) = (g1(z1),g2(z2), . . . ,gk(zk),0), onde gr : Ur ⊂ C→ C, Ur aberto, u =

(z1, . . . ,zr, . . . ,zk), com zr = (u2r−1,u2r), 1 ≤ r ≤ k. Então a parametrização X dada por
(2-2) satisfaz as equações (2-29), (2-30), (2-31), (2-32), (2-33) e (2-34) abaixo.
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Figura 2.1: A superfície de tipo esférico gerada por f (u1,u2).

Figura 2.2: A superfície de tipo esférico gerada por f (u1,u2) vista
por outro ângulo.

Figura 2.3: A superfície de tipo esférico gerada por g(u1,u2).
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Figura 2.4: A superfície de tipo esférico gerada por g(u1,u2) vista
por outro ângulo.

De fato, derivando Y em relação a u2r−1 e u2r, temos

Y,2r−1 = (0,0, . . . ,g′r, . . . ,0)

Y,2r = (0,0, . . . , ig′r, . . . ,0).

Logo, Li j = 0 para i 6= j, e escrevendo Lii = Li, 1≤ i, j ≤ 2k, temos que

L2r = L2r−1 = |g′r|2.

Observe que,

Γ̃
2r−1
2r−12r =

L2r−1,2r

2L2r−1
=
||g′r||2,2r

2||g′r||2
=
〈ig′′r ,g′r〉
||g′r||2

,

Γ̃
2r
2r−12r−1 =

−L2r−1,2r

2L2r
=−〈ig

′′
r ,g
′
r〉

||g′r||2
,

Γ̃
2r
2r2r−1 =

L2r,2r−1

2L2r
=
〈g′′r ,g′r〉
||g′r||2

,

Γ̃
2r−1
2r2r =−

L2r,2r−1

2L2r−1
=−〈g

′′
r ,g
′
r〉

||g′r||2
,

Γ̃
2r−1
2r−12r−1 =

L2r−1,2r−1

2L2r−1
=
〈g′′r ,g′r〉
||g′r||2

,

Γ̃
2r
2r2r =

L2r2r,2r

2L2r
=
〈ig′′r ,g′r〉
||g′r||2

,
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e Γ̃l
i j = 0, 1≤ i, j, l ≤ n, nos casos restantes. Logo, se 1≥ i 6= j ≥ n, temos

Vi j =V2r−12r =
1

L2r

(
h,2r−1 2r− Γ̃

2r−1
2r−12rh,2r−1− Γ̃

2r
2r−12rh,2r

)
=

1
||g′r||2

(
h,2r−12r−

〈ig′′r ,g′r〉
||g′r||2

h,2r−1−
〈g′′r ,g′r〉
||g′r||2

h,2r

)
(2-29)

= V2r2r−1 =Vji, (2-30)

e nos outros casos em que i 6= j, temos

Vi j =
h,i j

L j
=

h,i j

||g′j||2
, se j = 2r−1 ou j = 2r. (2-31)

Nos casos restantes, vale

V2r−12r−1 =
1

L2r−1

(
h,2r−12r−1− Γ̃

2r−1
2r−12r−1h,2r−1− Γ̃

2r
2r−12r−1h,2r

)
=

1
||g′r||2

(
h,2r−12r−1−

〈g′′r ,g′r〉
||g′r||2

h,2r−1 +
〈ig′r,g′r〉
||g′r||2

h,2r

)
(2-32)

e

V2r2r =
1
g′r

(
h,2r2r− Γ̃

2r−1
2r2r h,2r−1− Γ̃

2r
2r2rh,2r

)
=

1
||g′r||2

(
h,2r2r +

〈g′′r ,g′r〉
||g′r||2

h,2r−1−
〈ig′′r ,g′r〉
||g′r||2

h,2r

)
. (2-33)

Portanto,
k

∑
r=1

(V2r−12r−1 +V2r2r) =
k

∑
r=1

1
||g′r||2

(h,2r−12r−1 +h,2r2r) . (2-34)

Proposição 2.15 Seja Y : Rn→ Π ⊂ Rn+1, n = 2k, uma parametrização do hiperplano

Π dada por Y (u) = (g1(z1),g2(z2), . . . ,gk(zk),0), onde gr : Ur ⊂ C → C, Ur aberto,

u = (z1, . . . ,zr, . . . ,zk), com zr = (u2r−1,u2r), 1≤ r ≤ k.

Se h : U ⊂ Rn→ R é dada por

h(u) =
k

∑
r=1

hr(zr),

onde hr satisfaz

hr
,(2r−1)(2r)− Γ̃

2r
(2r−1)(2r)h

r
,2r− Γ̃

2r−1
(2r−1)(2r)h

r
,2r−1 = 0, (2-35)

então X dada por (2-2) é uma hipersuperfície parametrizada por linhas de curvatura.
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Além disso, X é uma hipersuperfície Weingarten de tipo esférico se, e somente se,

k

∑
r=1

∆hr

||g′r||2
= 0.

Demonstração. De fato, como vimos no exemplo anterior, se vale a equação (2-35),
temos que Vi j = 0 se i 6= j. Portanto, pelo Corolário 2.5, X é parametrizada por linhas
de curvatura. Além disso, podemos escrever

V =



(
V11 0
0 V22

)
· · · · · ·
· · · · · ·

0 0
0 0

...
...

...
...

. . . 0

0 . . .

...
...

...
...

0 0
0 0

· · · · · ·
· · · · · ·

(
V(n−1)(n−1) 0

0 Vnn

)



=


V1 0 · · · 0
0 V2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · Vk

 ,

pois, podemos ver cada matriz Vr, r = 1, . . . ,k, como a matriz V dada pelo Teorema 2.3,
da superfície Yr(zr) = (gr(zr),0), onde Yr : Ur ⊂R2→R3. Pelas equações (2-32) e (2-33)
do exemplo anterior, para r = 1, . . . ,k,

V(2r−1)(2r−1)+V(2r)(2r) =
h(2r−1)(2r−1)

||g′r||2
+

h(2r)(2r)

||g′r||2
=

∆hr

||g′r||2
.

Portanto, tr(V ) = 0 se, e somente se,

k

∑
r=1

∆hr

||g′r||2
= tr(V1)+ · · ·+ tr(Vk) = 0.

�

Em dimensão 2 vale a seguinte generalização do Teorema 2.11.

Teorema 2.16 Sejam Y : U → Π uma parametrização do plano Π = {(u1,u2,u3) : u3 =

0}, dada por Y (u) = (g(u),0), g : U ⊂ C→ C holomorfa, u ∈ U ⊂ R2, u = (u1,u2) e

h : U→R uma função diferenciável. Então a imersão X : U→R3 dada por (2-2) satisfaz

tr(V )||g′||2 = ∆h. (2-36)

Em particular, X(U) é uma superfície Weingarten de tipo esférico se, e somente se, h é
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uma função harmônica.

Demonstração. Pelas equações (2-32) e (2-33) do exemplo (2.14) acima, temos que

V11 +V22 =
1
||g′||2

(
h,11−

〈g′′,g′〉
||g′||2

h,1 +
〈ig′,g′〉
||g′||2

h,2

)
+

1
||g′||2

(
h,22 +

〈g′′,g′〉
||g′||2

h,1−
〈ig′′,g′〉
||g′||2

h,2

)
=

1
||g′||2

(h,11 +h,22).

Portanto,

tr(V ) =V11 +V22 =
1
||g′||2

(h,11 +h,22)

=
∆h
||g′||2

,

o que prova a equação (2-36). Desta equação segue que tr(V ) = 0 se, e somente se, h é
harmônica. Usando o Teorema 2.9 segue o resultado. �

Proposição 2.17 Seja Mn ⊂Rn+1 uma hipersuperfície como no Teorema 2.3 e L a matriz

da métrica do hiperplano parametrizado por Y . Então

∆III( f ) =
(S2

4 )
n
2

√
L1L2 . . .Ln|det(V )|

n

∑
i, j=1

∂

∂ui

((
4
S2

) n−2
2 C ji√

L1L2 . . .Ln|det(V )|
f, j

)
, (2-37)

onde f ∈C∞(M;R) e (Ci j) é a matriz dos cofatores da matriz V LV T .

Demonstração. Seja Y : U → Rn uma parametrização local ortogonal do hiperplano
associado a hipersuperfície M. Pela equação (2-10),

det(III) =
(

4
S2

)n

L1L2 . . .Ln(det(V ))2.

Logo, sendo (gi j) a matriz inversa da matriz (gi j) = III, e usando a Proposição 1.18,



2.2 Hipersuperfícies Weingarten de Tipo Esférico 44

obtemos

∆III( f ) =
1√

det(gi j)

n

∑
i, j=1

∂

∂ui

(
gi j
√

det(gi j)
∂ f
∂u j

)

=
1√

det(III)

n

∑
i, j=1

∂

∂ui

(
gi j

(
4
S2

) n
2

|det(V )|
√

L1L2 . . .Ln f, j

)

=
1√

det(III)

n

∑
i, j=1

∂

∂ui

(
C ji

det(III)

(
4
S2

) n
2

|det(V )|
√

L1L2 . . .Ln f, j

)

=
1√

det(III)

n

∑
i, j=1

∂

∂ui

(
C ji√

L1L2 . . .Ln(det(V ))2

(
4
S2

)−n
2

|det(V )| f, j

)

=
1√

det(III)

n

∑
i, j=1

∂

∂ui

((
S2

4

) n
2 C ji√

L1L2 . . .Ln|det(V )|
f, j

)
.

Podemos escrever Ci j =
(

4
S2

)n−1
Ci j, onde (Ci j) é o cofator da matriz V LV T , pois o

cofator é um determinante (n−1)x(n−1). Portanto a proposição está provada. �

Proposição 2.18 Sejam X : U → M2 ⊂ R3 uma superfície como no Teorema 2.3 e

h : U → R a função associada a parametrização X. Suponha que Y = (g,0) seja

uma parametrização ortogonal do plano associado a X, sendo g : C→ C uma função

holomorfa. Se tr(V ) = 0, então

∆III(h) =
S2

4|g′|2|det(V )|
∆h. (2-38)

Portanto, se M2 é uma superfície Weingarten de tipo esférico, então M2 é uma superfície

mínima de Laguerre.

Demonstração. Agora, sendo III = (gi j), temos que a matriz de (gi j) é dada por:

(gi j) =
4
S2

(
V 2

11L11 +V 2
12L22 V11V21L11 +V12V22L22

V21V11L11 +V22V12L22 V 2
21L11 +V 2

22L22

)

=
4
S2

(
(V 2

11 +V 2
12)||g′||2 V12(V11 +V22)||g′||2

V12(V11 +V22)||g′||2 (V 2
12 +V 2

22)||g′||2

)

=
4
S2

(
(V 2

11 +V 2
12)||g′||2 0
0 (V 2

12 +V 2
22)||g′||2

)
. (2-39)
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Pela Proposição 2.17, temos

∆III(h) =
S2

4√
|g′|4|det(V )|

2

∑
i, j=1

∂

∂ui

(
C ji√

|g′|4|det(V )|
h, j

)

=
S2

4|g′|2|det(V )|

2

∑
i, j=1

∂

∂ui

(
C ji

|g′|2|det(V )|
h, j

)
.

Como C ji é o cofator da matriz V LV T e gi j =
4
S2V LV T , temos pela equação (2-39),

∆III(h) =
S2

4|g′|2|det(V )|

(
∂

∂u1

(
C11

|g′|2|det(V )|
h,1

)
+

∂

∂u2

(
C22

|g′|2|det(V )|
h,2

))
=

S2

4|g′|2|det(V )|

(
∂

∂u1

(
V 2

12 +V 2
22

|det(V )|
h,1

)
+

∂

∂u2

(
V 2

12 +V 2
11

|det(V )|
h,2

))
=

S2

4|g′|2|det(V )|

(
∂

∂u1

(
V 2

12 +V 2
22

|V11V22−V 2
12|

h,1

)
+

∂

∂u2

(
V 2

12 +V 2
11

|V11V22−V 2
12|

h,2

))
=

S2

4|g′|2|det(V )
|
(

∂

∂u1

(
V 2

12 +V 2
22

|−V 2
22−V 2

12|
h,1

)
+

∂

∂u2

(
V 2

12 +V 2
11

|−V 2
11−V 2

12|
h,2

))
=

S2

4|g′|2|det(V )|
(h,11 +h,22) .

Agora, temos pelo Teorema 2.9 que M2 é uma superfície Weingarten de tipo esférico se,
e somente se, tr(V ) = 0. Portanto h = H

K . Pelo Teorema 2.16, como Y = (g,0), segue que
∆h = 0. Assim, usando a equação (2-38) segue que ∆III

(H
K

)
= 0, o que prova que M2 é

uma superfície mínima de Laguerre. �

2.2.1 Hipersuperfície Weingarten de Tipo Esférico de Rotação

O seguinte teorema caracteriza as hipersuperfícies de rotação em Rn+1 obtidas
pela parametrização (2-2).

Teorema 2.19 Sejam Y : U → Π a parametrização do hiperplano Π dada por Y (u) =

(u,0), u∈U, h : U→R uma função diferenciável e X : U→Rn+1 a imersão dada por (2-

2) com normal de Gauss N dada por (2-4). Nessas condições X(U) é uma hipersuperfície

de rotação se, e somente se, h é uma função radial.

Demonstração. Suponha que X(U) seja uma hipersuperfície de rotação. Sem perda de
generalidade, podemos supor que o eixo de rotação é o eixo xn+1. Dessa forma, as seções
ortogonais ao eixo xn+1 determinam em X(U) esferas (n-1)-dimensionais centradas no
eixo xn+1. Observe ainda que ao longo dessas esferas o ângulo entre X e N deve ser
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constante, isto é, 〈X ,N〉= k, onde k é uma constante. Por outro lado,

〈X ,N〉 = 〈Y,N〉+h〈en+1,N〉−h

= 〈u, 2
|∇h|2 +1

n

∑
j=1

h, je j〉+h
(

1− 2
|∇h|2 +1

)
−h

=
2

|∇h|2 +1
〈u,∇h〉+h

(
1− 2
|∇h|2 +1

)
−h

=
2

|∇h|2 +1
〈u,∇h〉− 2

|∇h|2 +1
h

=
2

|∇h|2 +1
(〈u,∇h〉−h) ,

e portanto

k =
2
S
(〈u,∇h〉−h) .

Como, |X |2 é constante ao longo das seções ortogonais ao eixo de rotação, temos que

c = 〈X ,X〉

= |u|2− 4h
S
〈u,∇h〉+ 4h2

S2 〈∇h− en+1,∇h− en+1〉

= |u|2− 4h
S
(〈u,∇h〉−h) ,

onde c é uma constante.
Logo

c = |u|2−2k.h⇒ h =
|u|2− c

2k
,

e portanto h é uma função radial.
Reciprocamente, suponha agora que h : U → R seja uma função radial, isto é, h(u) =

J(|u|2), u = (u1, . . . ,un) ∈U , para alguma função diferenciável J. Temos que

X =

(
u− 2J

1+4(J′)2|u|2
n

∑
j=1

2u jJ′e j,
2J

1+4(J′)2|u|2

)

=

(
u− 2J

1+4(J′)2|u|2
2J′u,

2J
1+4(J′)2|u|2

)
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Assim, se 2J
1+4(J′)2|u|2 = q for constante ao longo do circulo |u|2, temos

∣∣∣∣(1− 2J
1+4(J′)2|u|2

2J′
)

u
∣∣∣∣2 = |(1−2qJ′)u|2

= (1−2qJ′)|u|2

= (1−2qJ′)t.

Portanto, as seções ortogonais ao eixo xn+1 determinam em X(U) esferas (n-1)-
dimensionais centradas no eixo xn+1. �

A seguinte proposição classifica as hipersuperfícies Weingarten de tipo esférico
de rotação.

Proposição 2.20 Sejam Y : U →Π a parametrização do hiperplano Π dada por Y (u) =

(u,0), u∈U, h : U→R uma função diferenciável e X : U→Rn+1 a imersão dada por (2-

2) com normal de Gauss N dada por (2-4). Nessas condições X(U) é uma hipersuperfície

Weingarten de tipo esférico de rotação se, e somente se, h(u) é dada por

h(u) =

{
Cln(u2

1 +u2
n)+D, se n = 2,

2C
2−n(u

2
1 + . . .+u2

n)
2−n

2 +D, se n 6= 2,

onde C e D são constantes, com C > 0.

Demonstração. Se X(U) é uma hipersuperfície de rotação, então pelo Teorema 2.19 h(u) é
uma função radial, ou seja, podemos escrever h(u) = J(t), onde u= (u1, . . . ,un) e t = |u|2.
Portanto,

h,i = 2J′(t)ui⇒ hii = 4J′′(t)u2
i +2J′(t).

Pelo Teorema 2.11, h é uma função harmônica, e portanto

4J′′(t)t +2J′(t)n = 0,

que pode ser reescrita na forma

J′′(t)
J′(t)

=−2n
4t

, t > 0.

Fazendo (lnJ′(t))′ = J′′(t)
J′(t) ), e integrando a equação acima no intervalo (to, t), t0 > 0,
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obtemos

lnJ′(t) = −n
2

∫ t

t0

1
t

dt +A

= −n
2

ln t +A,

onde A é uma constante qualquer. Logo

lnJ′(t)+ ln t
n
2 = A,

ou seja,
ln(J′(t)t

n
2 ) = A.

Usando a função exponencial na igualdade acima, obtemos

J′(t)t
n
2 = eA,

e daí
J′(t) =Ct−

n
2 , (2-40)

onde C > 0 é uma constante. Agora, se n = 2 integramos a equação (2-40), e obtemos que

J(t) =C ln t +D,

onde C e D são constantes, com C > 0. Se n 6= 2, integramos a equação (2-40) e obtemos

J(t) =C
t1− n

2

1− n
2
+D,

onde C e D são constantes. �

Exemplo 2.21 Fazendo Y (u) = (u,0) e h(u) =Cln(u2
1+u2

2)+D na parametrização (2-2),
obtemos que

X(u1,u2) = Y (u)−
2(Cln(u2

1 +u2
2)+D)

h2
,1 +h2

,2 +1
[h,1Y,1 +h,2Y,2− e3]

= Y (u)−
2(C log(u2

1 +u2
2)+D)(

2Cu1
u2

1+u2
2

)2
+
(

2Cu2
u2

1+u2
2

)2
+1

(
2Cu1

u2
1 +u2

2
,

2Cu2

u2
1 +u2

2
,−1

)

= Y (u)−
2(C log(u2

1 +u2
2)+D)(u2

1 +u2
2)

4C2(u2
1 +u2

2)+(u2
1 +u2

2)
2

(2Cu1,2Cu2,−(u2
1 +u2

2))

= Y (u)−
2(C log(u2

1 +u2
2)+D)

4C2 +u2
1 +u2

2
(2Cu1,2Cu2,−(u2

1 +u2
2)),
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Figura 2.5: Nesta figura temos a curva e a superfície Weingar-
ten de tipo esférico de rotação do exemplo 2.21 com
C = D = 1. Observe que a curva possui dois pontos
que cortam o eixo de rotação e uma singularidade no
4a quadrante, o que condiz com as duas singularidades
isoladas e um círculo de singularidades que a superfí-
cie possui.

representa uma superfície Weingarten de tipo esférico de rotação.

Teorema 2.22 Sejam Y : U → Π a parametrização do plano Π dada por Y (u) = (u,0),
u ∈ U, h : U → R uma função diferenciável e X : U → R3 a imersão dada por (2-2)

com normal de Gauss N dada por (2-4). Nessas condições, se X(U) é uma superfície

Weingarten de tipo esférico de rotação então X(U) pode ser localmente parametrizada

por

X(u) =
(
(1−2u1)4C2−4CD+ e2u1

4C2 + e2u1
eu,

4Cu1 +2D
4C2 + e2u1

e2u1

)
, (2-41)

onde C e D são constantes com C > 0. Além disso, X(U) sempre possui um círculo de

singularidas e, no máximo, duas singularidades isoladas.

Demonstração. Pela Proposição 2.20, se escolhermos Y (w) = (w,0) e h(w) =Cln(|w|2)+
D, w ∈ C, onde C e D são constantes, então 2-2 é a parametrização de uma superfície de
revolução. Fazendo a mudança de parâmetros

w = eu, u = u1 + iu2 ∈ C,
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Figura 2.6: Nesta figura temos a curva e a superfície Weingarten
de tipo esférico de rotação do exemplo 2.21 com C = 1
e D = 0. Observe que a curva possui uma singulari-
dade no 4a quadrante, o que condiz com o círculo de
singularidades que a superfície possui.

teremos que Y = (eu,0) e h(u) = 2Cu1 +D, pois |eu| = eu1 . Consequentemente, h,2 = 0.
Substituindo esses dados em (2-2), temos

X(u) = (eu,0)− 2(2Cu1 +D)
h2
,1

L11
+0+1

[
h,1
L11

Y,1− e3

]

= (eu,0)− 2(2Cu1 +D)

4C2 +L11
[2CY,1−L11e3]

= (eu,0)− 2(2Cu1 +D)

4C2 + e2u1
[2CY,1− e2u1e3].

Como,
Y (u1,u2) = (eu1Cos(u2),eu1Sen(u2),0) = Y,1,
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temos que

X(u) = (eu,0)− 2(2Cu1 +D)

4C2 + e2u1
[2C(eu,0)− (0,0,e2u1)]

=

(
eu− 4Cu1 +2D

4C2 + e2u1
2Ceu,

4Cu1 +2D
4C2 + e2u1

e2u1

)
=

((
1− 8C2u1 +4CD

4C2 + e2u1

)
eu,

4Cu1 +2D
4C2 + e2u1

e2u1

)
=

(
(1−2u1)4C2−4CD+ e2u1

4C2 + e2u1
eu,

4Cu1 +2D
4C2 + e2u1

e2u1

)
.

Como,

V11 =
1

L11
(h,11− Γ̃

1
11h,1− Γ̃

2
11h,2) =−

Γ̃1
11h,1
L11

=− 2C
e2u1

,

V22 =
1

L22
(−Γ̃

1
22h,1) =−

Γ̃1
222C
e2u1

=
2C
e2u1

,

e V12 =V21 = 0, usando a equação (2-7) temos que

P = det(SI−2hV ) = det
((

4C2

e2u1
+1
)

I− (4Cu1 +2D)V
)

=

(
4C2

e2u1
+1+

2C
e2u1

(4Cu1 +2D)

)(
4C2

e2u1
+1− 2C

e2u1
(4Cu1 +2D)

)
=

1
e4u1

(4C2 +4CD+8C2u1 + e2u1)(4C2−4CD−8C2u1 + e2u1).

Observe que X(U) é regular apenas nos pontos em que P 6= 0. Temos que P = 0 se, e
somente se,

(4C2 +4CD+8C2u1 + e2u1) = 0, (2-42)

ou
(4C2−4CD−8C2u1 + e2u1) = 0. (2-43)

No primeiro caso, podemos reescrever a expressão (2-42) como e2u1 = −8C2u1−4C2−
4CD. Como a reta −8C2u1− 4C2− 4CD possui coeficiente angular negativo, temos que
ela sempre intersecta a curva exponencial e2u1 em 1 ponto, digamos u1 = u0

1 (veja a figura
2.7). Afirmamos que o ponto u0

1 sempre gera um círculo de singularidades da superfície
X(U). De fato por (2-41), a curva geradora é dada por

α(u1) = X(u1,0) =
(
(1−2u1)4C2−4CD+ e2u1

4C2 + e2u1
eu1,0,

4Cu1 +2D
4C2 + e2u1

e2u1

)
. (2-44)

Derivando a expressão (2-44) em relação a u1, temos que o vetor tangente da curva
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geradora é

α
′(u1) =

(
(−8C2 +2e2u1)(4C2 + e2u1)− ((1−2u1)4C2−4CD+ e2u1)(2e2u1)

(4C2 + e2u1)2 eu1

+
(1−2u1)4C2−4CD+ e2u1

4C2 + e2u1
eu1,0,

(4C)(4C2 + e2u1)− (4Cu1 +2D)(2e2u1)

(4C2 + e2u1)2 e2u1

+
4Cu1 +2D
4C2 + e2u1

2e2u1

)
=

(
(2e2u1−8C2)(4C2 + e2u1)− ((1−2u1)4C2−4CD+ e2u1)(e2u1−4C2)

(4C2 + e2u1)2 eu1,

+ 0,
e2u14C(4C2 + e2u1)+(4Cu1 +2D)(−2e4u1 +8C2e2u1 +2e4u1)

(4C2 + e2u1)2

)
=

(
(−4C2 + e2u1)2(4C2 + e2u1)− ((1−2u1)4C2−4CD+ e2u1)(e2u1−4C2)

(4C2 + e2u1)2 eu1,

+ 0,
4Ce2u1(4C2 + e2u1 +4C2u1 +4CD)

(4C2 + e2u1)2

)
=

(
(e2u1−4C2)(8C2 +2e2u1−4C2 +8C2u1 +4CD− e2u1)

(4C2 + e2u1)2 eu1,

+ 0,
4Ce2u1(4C2 + e2u1 +4C2u1 +4CD)

(4C2 + e2u1)2

)
=

(
(e2u1−4C2)(4C2 +4CD+ e2u1 +8C2u1)

(4C2 + e2u1)2 eu1,

+ 0,
4Ce2u1(4C2 + e2u1 +4C2u1 +4CD)

(4C2 + e2u1)2

)
.

Portanto, no ponto u0
1 o vetor tangente é nulo. Isso prova que o ponto u0

1 gera um círculo
de singularidades.
Agora no segundo caso, temos e2u1 = 8C2u1− 4C2 + 4CD. A reta 8C2u1− 4C2 + 4CD

tem coeficiente angular positivo, e portanto esta reta e a curva exponencial e2u1 podem
ter no máximo duas interseções (veja a figura 2.8).
�

Exemplo 2.23 Para que encontrar as constantes C e D que geram a superfície de rotação
com uma singularidade isolada, vamos encontrar a relação de dependencia entre as
constantes C e D. Pela equação (2-43), para que a reta 8C2u1−4C2 +4CD seja tangente
a curva exponencial e2u1 em um ponto u0

1, o coeficiente angular desta reta em u0
1 deve ser

igual a 2e2u0
1 , ou seja, 8C2 = 2e2u0

1 . Logo, u0
1 = ln(2C). Substituindo u0

1 na equação (2-43),
temos

e2ln(2C) = 8C2ln(2C)−4C2 +4CD,
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Figura 2.7: Curva mostrando a interseção entre a reta −8C2u1−
4C2 − 4CD, com C = D = 1, e a curva exponencial
e2u1 .

Figura 2.8: Figura mostrando as três situações que podem ocorrer,
entre a reta 8C2u1−4C2 +4CD e a curva exponencial
e2u1 . No caso de duas interseções temos C = D = 1. No
caso de uma interseção temos C = 1 e D = 2−2ln(2).
No caso em que não temos interseção temos C = 1 e
D = 0.

ou seja,

4CD = 8C2 +8C2ln(2C).

Portanto,

D = 2C+2Cln(2c). (2-45)

Assim, escolhendo C = 1 a equação (2-45) nos dá D = 2− 2ln(2). A figura 2.9 mostra
a curva geradora da superfície gerada pela parametrização do exemplo 2.21, quando
escolhemos C = 1 e D = 2−2ln(2).

2.3 Hipersuperfície de Tipo Esférico

Definição 2.24 Dizemos que uma hipersuperfície Mn ⊂ Rn+1 é uma hipersuperfície de

tipo esférico, se existe um hiperplano Π tal que para todo ponto p ∈ Mn o conjunto de
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Figura 2.9: Nesta figura temos a curva e a superfície Weingarten
de tipo esférico de rotação do exemplo 2.21 com C = 1
e D = 2−2ln(2). Observe que a curva possui um pon-
tos que encontra o eixo de rotação e uma singulari-
dade no 4a quadrante, o que condiz com a singulari-
dade isolada e com o círculo de singularidades que a
superfície possui.

esferas de centro
p+

Hn−1(p)
Hn(p)

N(p)

e raio
h =

Hn−1

Hn
,

tangenciam Π.

Em [16], o autor estuda hipersuperfícies de tipo esférico onde a função raio
h = Hn−1

Hn
é harmônica.

Proposição 2.25 Seja Mn ⊂ Rn+1, n ≥ 2, uma hipersuperfície como no Teorema 2.3.

Então

tr(V−1) =
2n
S

(
h− Hn−1

Hn

)
. (2-46)

Demonstração. Primeiramente, observe que se denotarmos os autovalores de V por σi,



2.3 Hipersuperfície de Tipo Esférico 55

1≤ i≤ n, então os autovalores de V−1 são dados por 1/σi. Portanto, pela equação (2-26)

tr(V−1) =
1

σ1
+

1
σ2

+ . . .+
1

σn

=
2hk1−2

Sk1
+

2hk2−2
Sk2

+ . . .+
2hkn−2

Skn

=
(2hk1−2)k2 . . .kn + . . .+(2hkn−2)k1k2 . . .kn−1

S(k1k2 . . .kn)

=
2nhHn−2(k2 . . .kn + . . .+ k1k2 . . .kn−1)

SHn

=
2n
S

(
h− Hn−1

Hn

)
.

�

Teorema 2.26 Seja Mn ⊂Rn+1, n≥ 2, uma hipersuperfície como no Teorema 2.3. Então

X é uma hipersuperfície de tipo esférico se, e somente se, tr(V−1) = 0.

Demonstração. Segue diretamente da proposição 2.25 acima, fazendo tr(V−1) = 0 na
equação (2-46) e então, obtendo que

h =
Hn−1

Hn
.

�

Corolário 2.27 Seja M2 ⊂ R3, uma superfície como no Teorema 2.3. Então X é uma

superfície de tipo esférico se, e somente se, X é uma superfície Weingarten de tipo

esférico.

Demonstração. Observe que como V é uma matriz quadrada de ordem 2, então tr(V ) = 0
se, e somente se, tr(V−1) = 0. Portanto, usando os Teoremas 2.9 e 2.26, obtemos o
resultado desejado. �

Observação 2.28 Pelo corolário 2.27 obtemos que para n = 2, as classes de superfícies
Weingarten de tipo esférico e as superfícies de tipo esférico coincidem. Além disso elas
são superfícies de tipo esférico usual.

Exemplo 2.29 Seja X a parametrização (2-2). Se Y (u) = (u,0), então temos que Vi j =

h,i j. Logo se supormos que X é parametrizada por linhas de curvatura, teremos que
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h,i j = 0. Logo h é de variáveis separáveis, ou seja,

h(u) =
n

∑
i=1

fi(ui).

Agora observe que, com essas hipóteses

tr(V−1) =
1

V11
+ . . .+

1
Vnn

. (2-47)

Logo, tr(V−1) = 0 se, e somente se,

n

∑
i=1

V11V22 . . .V̂ii . . .Vnn = 0, (2-48)

onde ′′̂.′′ significa que o fator está ausente na expressão (2-48). Derivando (2-48) em
relação a variável ui, temos

n

∑
j 6=i, j=1

f ′′1 . . . f ′′′i . . . f̂ ′′j . . . f ′′n = 0,

ou seja, ou f ′′′i = 0 ou
n

∑
j 6=i, j=1

f ′′1 . . . f̂ ′′j . . . f ′′n = 0.

Se f ′′′i = 0, então temos que

fi(ui) = aiu2
i +biui + ci, ai 6= 0,

e daí,

h(u) =
n

∑
i=1

aiu2
i +biui + ci. (2-49)

Derivando (2-49) e substituindo em (2-47) obtemos que ∑
n
i=1

1
2ai

= 0.

Se ∑
n
j 6=i, j=1 f ′′1 . . . f ′′′i . . . f̂ ′′j . . . f ′′n = 0 obtemos f ′′i = 0, ∀i = 1, . . . ,n, o que não pode

ocorrer. Portanto X é uma hipersuperfície de tipo esférico.

No próximo capitulo veremos que as hipersuperfícies geradas pelo Teorema 2.3
escolhendo Y (u) = (u,0) e h como na equação (2-49), são hipersuperfícies de Dupin.



CAPÍTULO 3
Outras aplicações da parametrização (2-2)

Nesta seção daremos alguns outros resultados usando a parametrização (2-2).

3.1 Hipersuperfícies de Dupin

Usando a parametrização dada em (2-2) obtemos o seguinte resultado que
fornece uma caracterização de uma classe de hipersuperficies de Dupin parametrizadas
por linhas de curvatura.

Proposição 3.1 Sejam Y : U → Π a parametrização ortogonal do hiperplano Π, h :
U → R uma função diferenciável e X : U → Rn+1 a imersão dada por (2-2). Nessas

condições X(U) é uma hipersuperfície de Dupin parametrizada por linhas de curvatura

se, e somente se,

h,iii−
n

∑
l=1

Γ̃
l
ii,ih,l−

n

∑
l=1

Γ̃
l
iih,li +2Γ̃

i
ii(h,ii−

n

∑
l=1

Γ̃
l
iih,l) = 0, (3-1)

onde Γ̃k
i j é o símbolo de Christoffel Y , com 1≤ i, j,k ≤ n.

Demonstração. Como X(U) é uma hipersuperfície de Dupin se, e somente se, ki,i = 0
onde ki é a i-ésima curvatura principal de X , e X(U) está parametrizada por linhas de
curvatura, vamos derivar (2-25),

ki =
2Vii

2hVii−S
,
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onde Vii é dada por (2-6), 1≤ i≤ n. Derivando a igualdade acima temos que

ki,i =
2Vii,i(2hVii−S)−2Vii(2h,iVii +2hVii,i−S,i)

(2hVii−S)2

=
4Vii,iViih−2SVii,i−4V 2

ii h,i−4hViiVii,i +2ViiS,i
(2hVii−S)2

=
2ViiS,i−2SVii,i−4V 2

ii h,i
(2hVii−S)2

=
−2SVii,i

(2hVii−S)2 ,

onde a última igualdade segue do fato que S,i = 2Viih,i. De fato, pela equação (2-20)

S,i = 2
n

∑
k=1

Vikh,k,

e como X é parametrizada por linhas de curvatura, Vi j = 0, se i 6= j, de onde segue o
afirmado. Logo, ki,i = 0 se, e somente se,

2SVii,i = 0, (3-2)

ou seja, a equação (3-2) é equivalente à Vii,i = 0. Derivando Vii (a igualdade (2-6)), temos

Vii,i =
−Lii,i

L2
ii

(h,ii−
n

∑
l=1

Γ̃
l
iih,l)+

1
Lii

(h,iii−
n

∑
l=1

Γ̃
l
ii,ih,l−

n

∑
l=1

Γ̃
l
iih,li),

e como Γ̃i
ii =

−Lii,i
2Lii

, segue que X(U) é uma hipersuperfície de Dupin se, e somente se,
vale a igualdade (3-1). �

Corolário 3.2 Sejam Y : U → Π a parametrização do hiperplano Π dada por Y (u) =

(u,0), u ∈U, h : U → R uma função diferenciável e X : U → Rn+1 a imersão dada por

(2-2). Nessas condições X(U) é uma hipersuperfície de Dupin parametrizada por linhas

de curvatura se, e somente se,

h(u) =
n

∑
i=1

aiu2
i +biui + ci, ai 6= 0,

com 1≤ i≤ n.

Demonstração. Como os símbolos de Christoffel da métrica Li j são zeros, temos que a
equação (3-1) se reduz a h,iii = 0. Também temos que Vi j = h,i j = 0, e daí h é de variáveis
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separáveis, ou seja,

h(u) =
n

∑
i=1

fi(ui).

Derivando h e usando que h,iii = 0, obtemos o resultado. �

Observação 3.3 Pelo corolário 3.2, se ai > 0 ou ai < 0, 1 ≤ i ≤ n, obtemos uma
hipersuperfície de Dupin cujo tr(V ) = ∑

n
i=1 2ai 6= 0. Logo X não é uma hipersuperfície

Weingarten de tipo esférico. Além disso usando o exemplo 2.29, X é uma hipersuperfície
de tipo esférico generalizado com a condição ∑

n
i=1

1
2ai

= 0.

Exemplo 3.4 Escolhendo Y (u) = (u,0) e

h(u1,u2) =
2

∑
i=1

aiu2
i +biui + ci,

onde ai, bi e ci são constantes, na parametrização (2-2) temos que

X(u) = (u1,u2,0)−
2(a1u2

1 +a2u2
2 +b1u1 +b2u2 + c1 + c2)

(2a1u1 +b1)2 +(2a2u2 +b2)2 +1
(2a1u1 +b1,2a2u2 +b2,−1)

nos dá uma superfície de Dupin. Então

• Se a1 = a2 = 0 e escolhermos para as constantes b1, b2, c1 e c2 valores arbitrarios
teremos que X gera um plano;

• Se a1 e a2 forem diferentes de zero, e as outras constantes tiverem valores arbitrá-
rios, temos que X gera uma esfera.

Se somente uma das constantes a1 e a2 for zero, então teremos

• Um cilindro caso somente umas das constantes b1 ou b2 for zero, com c1 e c2

constantes arbitrárias;

• Um cone caso as duas constantes b1 e b2 forem diferente de zero, com c1 e c2

constantes arbitrárias.

3.2 Superfícies com invariantes de Laplace nulo

Usando a parametrização dada em (2-2) obtemos uma representação para uma
classe de superficies parametrizadas por linhas de curvatura com invariantes de Laplace
nulos (veja a seção para a definição desses invariantes).

Teorema 3.5 Seja M2 uma superfície orientável como no Teorema 2.3 parametrizada

por linhas de curvatura. Se o invariante de Laplace m̃12 da equação V12 = 0 for nulo,
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então existe funções reais fi(ui), f j(u j), e uma função holomorfa g : U ⊂ C→ Π dada

por (1-10) ou (1-11) tal que M2 é localmente parametrizado por

X(u) = (g,0)− 2h
S

(
g′

|g′|2
.(h,1 + ih,2),−1

)
,

onde u = (u1,u2) ∈U ⊂ R2, |g′| 6= 0,

S =
|∇h|2

|g′|2
+1,

e

h = |g′|[ fi(ui)+ f j(u j)].

A Aplicação normal de Gauss é dada por

N(u) =
(

0,0,1− 2
S

)
+

2
S

(
g′

|g′|2
.(h,1 + ih,2),0

)
.

Além disso, os coeficientes da primeira, segunda e terceira forma fundamental de X são

dadas por

a11 = |g′|2
(

1− 4h
S

V11 +

(
2h
S

)2

V 2
11

)
, a12 = 0, a22 = |g′|2

(
1− 4h

S
V22 +

(
2h
S

)2

V 2
22

)
,

(3-3)

b11 = |g′|2
(
−2

S
V11 +

4h
S

V 2
11

)
, b12 = 0, b22 = |g′|2

(
−2

S
V22 +

4h
S

V 2
22

)
, (3-4)

c11 =
4
S2 |g

′|2V 2
11, c12 = 0, c22 =

4
S2 |g

′|2V 2
22, (3-5)

onde

V11 =
1
|g′|2

[
h,11−

〈
g′′

g′
,∇h

〉]
, (3-6)

V22 =
1
|g′|2

[
h,22 +

〈
g′′

g′
,∇h

〉]
. (3-7)

Demonstração. Faça n = 2 no Teorema 2.3 e seja Y = (g,0), uma parametrização
ortogonal do plano Π = {(u1,u2,u3) ∈ R3 : u3 = 0}, onde g é uma função holomorfa.
Logo, L11 = L22 = |g′|2 e pela equação (2-3), temos

S =
(h,1)2

|g′|2
+

(h,2)2

|g′|2
+1 =

|∇h|2

|g′|2
+1.
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Usando as equações (2-2) e (2-4), obtemos

X = (g,0)− 2h
S

[
h,1
|g′|2

Y,1 +
h,2
|g′|2

Y,2− en+1

]
= (g,0)− 2h

S

(
g′

|g′|2
.(h,1 + ih,2),−1

)
,

N = en+1 +
2
S
(

h,1
|g′|2

Y,1 +
h,2
|g′|2

Y,2− en+1)

=

(
0,0,1− 2

S

)
+

2
S

(
g′

|g′|2
.(h,1 + ih,2),0

)
.

Observe que

Γ̃
i
ii =
|g′|,i
|g′|

, Γ̃
i
i j =
|g′|, j
|g′|

=−Γ̃
j
ii, (3-8)

onde 1≤ i 6= j ≤ 2.
Como M2 é parametrizada por linhas de curvatura, vale pelo Corolário 2.5,

Vi j = h,i j− Γ̃
i
i jh,i− Γ̃

j
i jh, j = 0, 1≤ i 6= j ≤ 2.

Além disso, temos que o invariante de Laplace m̃12 = 0 e portanto, as soluções desta
equação são dadas por (veja [13])

h = e
∫

Γ̃i
i jdu j

[∫
e−

∫
Γ̃i

i jdu j+
∫

Γ̃
j
jidui f̃ j(u j)du j + fi(ui)

]
, 1≤ i 6= j ≤ 2.

ou seja,

h = e
∫ Lii, j

2Lii
du j

[∫
e
−
∫ Lii, j

2Lii
du j+

∫ L j j,i
2L j j

dui f̃ j(u j)du j + fi(ui)

]
= e

∫ 1
2 (lnLii), jdu j

[∫
e−

∫ 1
2 (lnLii), jdu j+

∫ 1
2 (lnL j j),idui f̃ j(u j)du j + fi(ui)

]
= e

1
2 lnLii

[∫
e−

1
2 lnLii+

1
2 lnL j j f̃ j(u j)du j + fi(ui)

]
= |g′|

[∫
f̃ j(u j)du j + fi(ui)

]
= |g′|

[
f j(u j)+ fi(ui)

]
.

Como m̃12 = 0, onde, pela equação (1-8),

m̃12 =−Γ̃
1
12,1 + Γ̃

2
12Γ̃

1
12, (3-9)
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temos que

0 = −
(

L11,2

2L11

)
,1
+

L22,1

2L22

L11,2

2L11

= −

(
|g′|2,2
2|g′|2

)
,1

+
|g′|2,1
2|g′|2

|g′|2,2
2|g′|2

= −
(
〈ig′′,g′〉
|g′|2

)
,1
+
〈g′′,g′〉
|g′|2

〈ig′′,g′〉
|g′|2

= −
〈ig′′,g′〉,1〈g′,g′〉−〈ig′′,g′〉2〈g′′,g′〉

|g′|4
+
〈g′′,g′〉〈ig′′,g′〉

|g′|4

=
3〈g′′,g′〉〈ig′′,g′〉

|g′|4
−
〈ig′′,g′〉,1
|g′|2

.

Como 〈g′′, ig′′〉= 0 e |g′|2 = g′ḡ′, obtemos que

0 =
3〈g′′,g′〉〈ig′′,g′〉

|g′|4
− 〈ig

′′′,g′〉
|g′|2

,

= 3〈g′′, 1
ḡ′
〉〈ig′′, 1

ḡ′
〉−〈ig′′′, 1

ḡ′
〉

= 3〈1, g′′

g′
〉〈1, ig′′

g′
〉−〈1, ig′′′

g′
〉

=
3
2
〈1, i

(
g′′

g′

)2

〉−〈1, ig′′′

g′
〉

= 〈1, i

(
3
2

(
g′′

g′

)2

− g′′′

g′

)
〉.

Esta última igualdade é verdadeira se, e somente se,

3
2

(
g′′

g′

)2

− g′′′

g′
= c,

onde c é uma constante. Mas, como(
g′′

g′

)′
=

g′′′

g′
−
(

g′′

g′

)2

,

vemos que a equação (3-10) é equivalente à equação(
g′′

g′

)′
− 1

2

(
g′′

g′

)2

= c. (3-10)

As soluções da equação (3-10), são dadas pelo lema 1.14 (Veja [5]).
Finalmente, usando as equações (2-6), (2-8)-(2-10) e (3-8) obtemos as equações
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Figura 3.1: Plano ondulado reto

(3-3)-(3-5). �

Exemplo 3.6 Escolhendo g(z) = z1z+ z2, onde z1 = a1 + ib1 e z2 = a2 + ib2, e f1(u1) =

c1u2
1+c2u1+c3 e f2(u2) = d1u2

2+d2u2+d3, obtemos pelo Teorema 3.5 o plano, a esfera,
o cilindro, o cone e a superfície com duas singularidades apresentada no exemplo 2.13,
quando escolhemos valores arbitrários para as constantes a1, a2, b1, b2, c1, c2, c3, d1, d2,
d3. Neste caso obtemos superfícies de Dupin.

Exemplo 3.7 Escolhendo g(z) = z1z+ z2, onde z1 = a1 + ib1 e z2 = a2 + ib2, e f2(u) =

cosu2, obtemos pelo Teorema 3.5 os seguintes exemplos de superfícies, quando escolhe-
mos valores arbitrários para as constantes a1, a2, b1, b2:

• Um plano ondulado reto (figura 3.1) se escolhermos f1(u1) = c1u3
1 + c2u2

1, ∀u ∈U

e a1 = a2 = 1 e b1 = b2 = c1 = c2 = 0;

• Um plano curvo (figura 3.2) se escolhermos f1(u1) = c1u3
1 + c2u2

1 com a1 = a2 =

−1, b1 = b2 = 1 e c1 = c2 = 1/100;

• Um plano com bolhas (figura 3.3) se escolhermos f1(u1) = sinu1, com a1 = a2 =

b1 = b2 = 1.

Exemplo 3.8 Escolhendo g(z) = z1e
√
−2cz, onde z1 = a1 + ib1, e f2(u2) = cos(bu2),

obtemos pelo Teorema 3.5 os seguintes exemplos de superfícies, quando escolhemos
valores arbitrários para as constantes a1, b1, b, c:
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Figura 3.2: Plano curvo

Figura 3.3: Plano com bolhas
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Figura 3.4: Funil

Figura 3.5: Plano ondulado sem a origem

• Um "funil"(figura 3.4) se a1 = b1 = 1, b = 0 e c =−1, onde f1(u1) = eu1;

• Se fizermos f1(u1) = sin(u1), obtemos um "plano ondulado sem a origem"(figura
3.5), se a1 = b1 = 1, b = 0 e c =−1;

• Se fizermos f1(u1) = u2
1, obtemos um colar de "esferas"com singularidades (figura

3.6), se a1 = b1 = 1/100, b = 1 e c =−1/100.

3.3 Superfícies mínimas de Laguerre

O seguinte teorema fornece uma outra caracterização das superfícies mínimas de
Laguerre usando a parametrização (2-2).
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Figura 3.6: Colar de esferas

Teorema 3.9 Sejam Y = (g,0) uma parametrização ortogonal do plano Π, com g holo-

morfa, e h : U ⊂ R2 → R uma função diferenciável. Considere X : U ⊂ R2 → R3 dada

por (2-2) parametrizada por linhas de curvatura. Então, X é uma superfície miníma de

Laguerre se, e somente se, (
V22

V11
F,1

)
,1
+

(
V11

V22
F,2

)
,2
= 0, (3-11)

onde F = h− S(V11+V22)
4V11V22

, V11 e V22 são dados por (3-6) e (3-7).

Em particular se V11 =V22, então X é uma superfície miníma de Laguerre se, e somente

se, h− S
2V11

é harmônica.

Demonstração. Por (2-39), temos que

(gi j) =
4
S2

(
V 2

11||g′||2 0
0 V 2

22||g′||2

)
.

De (2-8) segue que a curvatura média e a curvatura Gaussiana são dadas por

H =−Str(V )−4hdet(V )

P
(3-12)

e
K =

4
P

det(V ). (3-13)

Como V12 = 0, segue de (3-12) e (3-13), que

H
K

= h− S(V11 +V22)

4V11V22
= F.
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Agora, usando (3-11) e (2-37), obtemos

∆III

(
H
K

)
= ∆III(F) =

S2

4|g|2 det(V )

[(
V 2

22
det(V )

F,1

)
,1
+

(
V 2

11
det(V )

F,2

)
,2

]

=
S2

4|g|2 det(V )

[(
V22

V11
F,1

)
,1
+

(
V11

V22
F,2

)
,2

]
.

Assim, ∆III
(H

K

)
= 0 se, e somente se, (3-11) é satisfeita. Agora, se V11 = V22, obtemos

que F = h− S
2V22

e de (3-11) obtemos que F,11 +F,22 = 0, ou seja,

∆III(F) =

(
h− S

2V22

)
,11

+

(
h− S

2V22

)
,22

= 0.

Portanto, F = h− S
2V22

é harmônica. �
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