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Resumo

Machado, Cid Dias Ferraz. Hipersuperficies Weingarten de Tipo Esférico.
Brasilia, 2018. 69p. Tese de Doutorado Relatério de Graduagao. Departamento
de Matematica, Instituto de Exatas, Universidade de Brasilia.

Neste trabalho generalizamos uma parametriza¢do obtida por Corro em [6] no espaco
Euclidiano tridimensional, e usamos essa parametrizacdo para estudar uma classe de hi-
persuperficies orientadas no espaco Euclidiano, ditas hipersuperficies Weingarten de tipo
esférico, satisfazendo uma relagdo especial tipo Weingarten entre as r-ésimas curvaturas
médias. Classificamos as hipersuperficies Weingarten de tipo esférico de rotacdo. Estuda-
mos uma classe de hipersuperficies chamadas hipersuperficies tipo esférico, € mostramos
que no caso bidimensional, esta classe coincide com as superficies Weingarten de tipo
esférico. Também damos uma caracteriza¢do de uma classe de hipersuperficies de Dupin
e estudamos superficies com invariantes de Laplace nulo, além de dar uma caracterizacdo

das superficies minimas de Laguerre.

Palavras—chave

Hipersuperficies, congruéncia de esferas, superficies de tipo esférico



Abstract

Machado, Cid Dias Ferraz. Weingarten hypersurfaces of spherical type. Bra-
silia, 2018. 69p. PhD. Thesis Relatorio de Graduacdo. Departamento de Mate-
matica, Instituto de Exatas, Universidade de Brasilia.

We generalize a parameterization obtained by Corro in [6] in the three-dimensional Eu-
clidean space, and we use this parameterization to study a class of oriented hypersurfaces
in Euclidean space, called of Weingarten hypersurface of spherical type, satisfying a spe-
cial relation between the rth mean curvatures. We classify the Weingarten hipersurface
of spherical type of rotation. We studied a class of hypersurfaces called hypersurfaces of
spherical type, and we show that in the two-dimensional case, this class coincides with
the Weingarten surfaces of spherical type. We also give a characterization of Dupin hy-
persurfaces and study surfaces with Laplace invariants null, as well as characterize the

Laguerre minimal surfaces.

Keywords
Hypersurfaces, congruence of spheres, surface of spherical type
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Introducao

As superficies M? que satisfazem uma relacio funcional da forma W (H,K) = 0,
onde H e K denotam as curvaturas médias e Gaussianas das superficies M2, respectiva-
mente, sdo chamadas superficies Weingarten. Exemplos de superficies Weingarten sao as
superficies de revolucdo e as superficies de curvatura média ou Gaussiana constante. Uma

classe importante sao as superficies que satisfazem uma relacao linear da forma
aH +bK +c =0,

onde a,b,c € R e a> + b* # 0. Essas superficies sio chamadas superficies Weingarten
linear. Veja [11].

Casos particulares de superficies Weingarten foram estudados por varios autores,
como por exemplo Schief [17], que estudou as superficies M> C R> que satisfazem uma
relacio Weingarten da forma (u® 4 p?)K +2uH +1 = 0, onde u, p : M?> — R sio fungdes
harmonicas (em certo sentido) definidas sobre a superficie.

Em [6], Corro apresentou uma maneira de parametrizar superficies como enve-
lopes de uma congruéncia de esferas na qual um envelope estd contido em um plano e
com fungdo raio s associada a um sistema de tipo hidrodindmico. Como aplicacao, ele

estuda as superficies no espaco hiperbdlico que satisfazem a igualdade

2(c—1) 2(c—1)

2ach™ < (H—1)+(a+b—ach™ < )K; =0,

onde a,b,c € R, a+b #0, c # 0, H é a curvatura média e K; € a curvatura Gaussiana.
Esta classe de superficies incluem as superficies de Bryant e as superficies flat do espaco
hiperbdlico, e sao chamadas de superficie Weingarten generalizada do tipo Bryant.

Fernandes [9] estudou as superficies M? no espago hiperbdlico que satisfazem
a relagio 2(H — 1)e?* + K;(1 — ) = 0, onde u é uma fun¢io harmdnica com respeito
a forma quadréitica 6 = —KjI +2(H — 1)I1, e I e II representam a primeira e segunda
forma quadratica de M. Estas superficies sdo ditas Superficies Weingarten generalizada
tipo harmonico.

Em [7], Dias estudou uma classe de superficies orientadas M?> C R que cum-

prem uma relagdo da forma 2¥W,H + A,K = 0, onde W, A, : M? — R3 sdo dadas por
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¥, (p) = (p—v,N(p)), Au(p) = (p—v,p—V) e v € R? é um vetor fixo.
Uma superficie orientada ¥ : M?> — R3 com curvatura Gaussiana nio nula K e

curvatura média H € chamada uma superficie minima de Laguerre se

H
Arr (?) =0,

onde Ajy; € o laplaciano com respeito a terceira forma fundamental 777 de . O estudo
dessas superficies foi feita por W. Blaschke [1, 3, 2, 4], onde tais superficies aparecem
como pontos criticos do funcional

H?>—K

dM,
onde dM € o elemento de area da superficie.

Em [12], os autores estudam superficies minimas de Laguerre como graficos
de fungdes biharmonicas no modelo isotrépico da Geometria de Laguerre. Em particular
estudam as superficies minimas de Laguerre de tipo esférico, a saber as superficies M? de
IR3 tal que o conjunto de esferas de centro p+ %N (p), p € M?, tangenciam a um plano
fixo orientado.

Em [10], os autores estudam uma classe de hipersuperficies orientadas M" no

espaco hiperbdlico (n+ 1)-dimensional que satisfazem uma relagdo Weingarten na forma

n

Z(c—n—i—Qr) (n)Hr =0,
r=0 r

onde ¢ € uma constante real e H, € a r-ésima curvatura média da hipersuperficie M". Eles
mostram como esta classe de hipersuperficie € caracterizada por uma aplicagao harmonica
derivada das duas aplicacdes de Gauss hiperbdlica. Olhando estas hipersuperficies como
ortogonais para uma congruéncia de geodésicas, eles também mostram a relacdo de tais
hipersuperficies com as solugdes da equacao Au + kuns = 0,onde k € {—1,0,1}.

Neste trabalho, motivado pelo trabalho de [6], apresentaremos uma maneira
de parametrizar hipersuperficies como envelopes de congruéncia de esferas na qual um
envelope estd contido em um hiperplano e com fung¢ao raio 4 relacionado com um sistema
de tipo hidrodinamico. Com essa parametrizac¢do, apresentamos duas generalizacdes das
superficies de tipo esférico estudadas em [12], a saber as hipersuperficies Weingarten tipo
esférico e as hipersuperficies de tipo esférico. As hipersuperficies do espaco euclidiano

M" C R™! que satisfazem uma relagiio de Weingarten da forma

< r+1_. pr—1 n _
Z(_l) * l”f Hr(r) —07

r=1
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onde f € C*(M;R) e H, sdao as r-ésimas curvaturas médias de M", serdo chamadas
de hipersuperficies Weingarten de tipo esférico. Daremos uma caracterizacdo destas
hipersuperficies por meio de aplicagdes harmodnicas, e com esta caracterizacdo daremos
exemplos de tais hipersuperficies. Definindo as hipersuperficies de tipo esférico como as
hipersuperficies M" C R"*! tais que existem um hiperplano IT tal que para todo ponto

p € M" o conjunto de esferas de centro

eraioh = H}Zl , tangenciam I1, obteremos uma caracterizacao dessas hipersuperficies que
nos permite mostrar que as classes de hipersuperficie Weingarten de tipo esférico e de
tipo esférico coincidem no caso bidimendional. Observamos que em [16], o autor estuda
hipersuperficies de tipo esférico onde a func¢do raio h = H;’I—;l € harmonica.

No Capitulo 1, apresentamos alguns resultado que utilizaremos no decorrer da
tese. Primeiro definiremos as hipersuperficies do R"*!, nosso principal objeto de estudo,
e depois definiremos alguns conceitos importantes relacionados. Depois apresentaremos
os invariantes de Laplace de um sistema de equacgdes diferenciais estudado em [13].
Também apresentamos algumas propriedades das funcdes holomorfas e suas relagdes
com as fungdes harmonicas. Por tltimo definiremos o operador de Laplace-Beltrami, que
generaliza o operador Laplaciano.

No Capitulo 2, obtemos uma generalizac¢io do resultado obtido por Corro em [6].
Definimos as hipersuperficie Weingarten de tipo esférico e caracterizamos uma classe de
hipersuperficies Weingarten de tipo esférico, utilizando a parametrizacdo citada acima,
como hipersuperficies geradas pela congruéncia de esferas tais que a fungdo raio & seja
harmonica, desde que o hiperplano tangente a congruéncia de esferas seja parametrizado
pela identidade. Além de darmos exemplos de tais hipersuperficies, mostraremos que as
superficies Weingarten de tipo esférico sdo superficies minimas de Laguerre. Também
classificaremos as hipersuperficies Weingarten de tipo esférico de rotacdo. Ao final deste
capitulo estudaremos as hipersuperficies de tipo esférico e mostraremos a equivaléncia no
caso bidimensional com as superficies Weingarten de tipo esférico.

No Capitulo 3, daremos outras aplicacdes da parametrizacdo citada acima. Apro-
veitando nossa parametrizacdo por congruéncia de esferas, daremos uma caracteriza¢ao
de uma classe de hipersuperficies de Dupin geradas por esta parametrizacdo, € mostrare-
mos uma relagdo com as hipersuperficies de tipo esférico. Tambem apresentaremos uma
representacdo de uma classe de superficies parametrizadas por linhas de curvatura com
invariantes de Laplace nulos. Finalmente daremos uma caracterizacdo de uma classe de

superficies minimas de Laguerre.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas definicdes e fatos que serdo utilizados
no decorrer desta tese sem maiores detalhes. Os detalhes poderdo ser encontrados nas
referéncias citadas ao longo do capitulo.

Denotaremos por R” o espaco Euclidiano n-dimensional e por u = (uy, ..., uy)
suas coordenadas. Dadas uma funcdo diferencidvel f : R” — R, a derivada parcial de f

relativa a u;, 1 <i <n, serd denotada por f .

1.1 Hipersuperficies no Espaco Euclidiano

Definicao 1.1 Seja M" um subconjunto ndo vazio de Rl 5 > 2. Dizemos que M" é
uma hipersuperficie de R"*! se, para cada p € M", existem uma vizinhanca V C R"*!
de p, um aberto U C R” e um homeomorfismo diferencidvel X : U — V N M" tal que a
diferencial dX, : R" — R"*! ¢ injetora para todo ¢ € U.

A aplicacdo X € chamada uma parametrizacdo de M". Em termos de suas

componentes, a parametrizagdo X pode ser escrita por X (u) = (x1(u),...,xp41(u)), u =
(uy,...,uy) € U. Dessa forma, X é diferencidvel se, e somente se, x; for difencidvel para
todoi=1,...,n+ 1. Além disso, a diferencial dX, € injetora se, e somente se, 0s vetores
0X .
Xi(g)=5-(q), 1<i<n,
E)ui

sdo linearmente independentes.

Um vetor tangente a M" em um ponto p € M" € um vetor tangente a uma curva
parametrizada diferencidvel a: (—¢,&€) C R — M", com o(0) = p. O conjunto de todos
os vetores tangentes a M" em p, denotado por 7,M", é chamado de espago tangente a M"
em p. Se X € uma parametrizagdo de M" em p, entdo T,M" coincide com o subespaco
vetorial gerado por X ;(¢), 1 <i<n, onde p =X(q).

Dizemos que M" € orientdvel se for possivel determinar um campo vetorial

diferencidvel unitdrio N normal a T,M", para cada p € M". Neste caso, dizemos que
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N € a aplicagdo normal de Gauss de M" e que tal campo determina uma orientacao em

M". Em coordenadas locais,

n
Ni=Y WijX; 1<i<n,
j=1
onde X é uma parametrizacdo de M". A matriz W = (W;;) é chamada de matriz de
Weingarten de M".

A primeira forma fundamental I de M" € a restri¢do do produto interno candnico

de R"*! aos espagos tangentes T,M". Logo, para cada p € T,M"
IP(W1,W2) = (wy,w2), wi,wy € TpMn.

A segunda forma fundamental 11 e a terceira forma fundamental 111 de M" sao definidas

da seguinte forma:

IIp(Wl,Wz) = <—de(Wl)7W2>;
IIIP(Wl,Wz) = <_de(W])7_de(W2)>7

onde p € M", wi,wp € T,M" e dN, ¢ a diferencial da aplicacdo normal de Gauss em
p- Observe que, para cada p € M", —dN,, € auto-adjunta com respeito a primeira forma
fundamental /. Consequentemente, a segunda e a terceira formas fundamentais sao formas
bilineares simétricas sobre T,M", para todo p € M".

As curvaturas principais ki, . . . .k, de M", em um ponto p, sdo os autovalores de
—dN,. Dessa forma, define-se a curvatura média H e a curvatura de Gauss-Kronecker K

por
n

1 1 n
H=-Y ki=—tr(—dN,) e K =[]k = det(—dN,),
iz n i=1

onde tr(.) e det(.) denotam, respectivamente, o traco e o determinante da matriz que
representa —dN,. Além disso, as r-ésimas curvaturas média H, de M", 1 < r < n, sdo

definidas por
S, (W)

)

onde, para inteiros 0 < r < n, S,(W), é definido por

H, =

S (W) = Y, ki .k

1<iy<...<iy<n

Observamos que H = Hy e K = H),.
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Se X : Q C R" — R*! 5 >2, é uma hipersuperficie parametrizada por linhas
de curvaturas, com curvaturas principais distintas k;, 1 <i <n, Q um aberto de R", entdo

escrevemos, para 1 <i,j <n,

(Xi,X;) = dijgii,
N; = —kiX’i.

)

Lema 1.2 Os simbolos de Christoffel da métrica g;; (veja [8]) sdo dados por

I, = 0 para i,jk distintos; (1-1)
r/, = S5 para todo i, j; (1-2)
/ 28jj
r, = 80 _ SR parg i, (1-3)
28jj 8jj

Demonstragdo. Sabemos que Fi.‘j = %Zzzl(gjm,i + 8mi,j — gijym)gmk, i,jkkm=1,...,n,
onde (g'/) é a inversa da matriz (g;;). Como a parametrizagdo X € ortogonal, g'/ = 0, para
i#jegl = é Dessa forma,

X 1

rij = @(gjk,i-l_gki,j_gij,k)v iajvk: 17"'7”7

de onde seguem as expressoes (1-1), (1-2) e (1-3). ]

Segue do lema acima que os simbolos de Christoffel Fﬁ-‘j de X, satisfazem

Xij—TiXi—T/X;=0, 1<i#j<n. (1-4)

Definicao 1.3 Uma transformacdo linear ¢ : R" — R" ¢ dita ortogonal se preserva o

produto interno candnico de R".

Dito de outra forma, uma transformacido ortogonal é uma isometria linear
de R" em R". O conjunto de todas transformacdes ortogonais de R” forma o grupo
ortogonal O(n). Observe que O(n) pode ser visto como um subgrupo do grupo ortogonal
O(n+ 1) das transformagdes ortogonais de R"*!. Os elementos de O(n) agem em R"*!
rotacionando os pontos em torno de uma reta invariante dada, chamada de eixo de rotagdo.
Dessa forma, a 6rbita de um ponto p € R"*!, pela acio de O(n), é uma esfera (n— 1)-

dimensional centrada no eixo de rotagdo r e cujo raio € a distanciade p a r.

Definiciio 1.4 Uma hipersuperficie M" C R"*! ¢ dita de rotagdo se é invariante por O(n),
isto €, as secdes ortogonais ao eixo de rotacdo r determinam em M" esferas (n — 1)-

dimensionais centradas em r.
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Definiciio 1.5 Uma imersdo X : Q C R"* — R"*! é uma hipersuperficie de Dupin se cada
curvatura principal é constante ao longo da correspondente linha de curvatura, isto €, se
ki ;i = 0, onde k; s@o as curvaturas principais de X.

1.2 Os invariantes de Laplace n-dimensionais

Considere o sistema linear de equagdes diferenciais parcial da forma

Yiu+ayYe+ayY+cu¥ =0, 1<k#1<n, (1-5)
onde Y € uma funcdo real de vérias varidveis up,us,...,u,, € os coeficientes af‘j € Cij,
1 <i,j,k <n,sao funcdes diferencidveis de uy,uy,...,u, que sdo simétricas nos pares de

indices inferiores e satisfazem certas condi¢des de compatibilidade.

A forma geral do sistema (1-5) € preservado por transformagoes admissiveis

Y = o(up,u,....u)Y, (1-6)
ui = fi(w), 1<i<n, (1-7)

onde ¢ € uma funcdo diferencidvel e ndo nula, e f; sdo funcdes diferencidveis cujas deri-
vadas parciais ndo se anulam. As transformagdes admissiveis (1-6) e (1-7), transformam

o sistema (1-5) no sistema
?,kl +5£1Y7k +a§d?~,l +ouY =0, 1<k#I[<n,

onde
ay = filay+ (log®)l,
k= flfilew+ay(loge), +aj(loge) x + %L 1<k#I1<n.

Definicao 1.6 Os invariantes de Laplace n-dimensional de (1-5) (Veja [13]) , sdo as

n(n—1)? fungdes dadas por
_ i i J _ ki .
Mmij = d;;; + a;;a;; — Cij, Mijk = dj; — djj, k#1,],

para todos os pares (i, j),com 1 <i# j<n.

Lema 1.7 Os invariantes de Laplace n-dimensionais do sistema (1-5) satisfazem as
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seguintes relagoes:

mjjk +myji = 0,

M;jk k — MijiM jk; — mij =0
M;j o+ mjjimig + migjmij = 0
mjjk — mjj; — myji =0,

Myik,j + My jimgir +my jemyg; = 0,
onde 1 <i,j,k,l <n, comi, j, k el distintos.

Demonstragdo. Veja [13]. 0

Observacao 1.8 Observe que o sistema (1-4) é da forma (1-5). Logo podemos considerar

os invariantes de Laplace n-dimensional do sistema (1-4), que podem ser escritos como
o , "

—}—Fﬁ-jl“{j e mijk:Fﬁ-j—ij. (1-8)

i
mjj = —I%;;

1.3 Funcoes Holomorfas

Denotaremos por C o corpo dos nimeros complexos. Além disso, identificare-
mos C com R? pelo isomorfismo z = u; +iuy € C— (uy,up) € R2.
Considere uma fungdo f : U — C, onde U € um subconjunto aberto do plano

complexo C. Denotando por

(1f) =Re(f) e (i,f) = Im(f)

as partes real Re(f) e imagindria Im(f) de f, diremos que f é R-diferencidvel em
z0=ud+iul € U se (1,f) e (i, f) forem diferencidveis em (u9,u3). Por outro lado, f
¢ dita holomorfa em zp € U se existe o limite

O ntimero complexo f’(z9) é chamado de derivada de f em zy. Se f for holomorfa em
todos os pontos de U, diremos que f é uma fun¢do holomorfa.
Uma consequéncia importante das definicdes acima € o seguinte teorema, cuja

demonstrac@o pode ser vista em [14].

Teorema 1.9 Dada uma fungdo f : U — C, onde U é um subconjunto aberto de C, as

seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
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e f ¢ holomorfa em zog € U;
e f éR-diferencidvel em 7o € U e as partes real e imagindria (1, f) e (i, f) satisfazem

as equagoes de Cauchy-Riemann

(LA1=(fl2 e (L,f)2a=—({, )1, (1-9)

em 0,
e f possui derivada real em zo € U e a diferencial d f,, corresponde a multiplicagdo

por um niimero complexo.

Observacao 1.10 Segue do teorema acima que a derivada de uma fun¢do holomorfa
f:U — C ¢é dada por
f=Ff1=—ifa.

Definicfio 1.11 Dizemos que uma fungio real 1 : U C R? — R é harménica se Ah é

identicamente nulo, isto é,
Ah(uy,up) =hi1+h =0,
para todo (u,up) € U.

Observe que pelas equagdes de Cauchy-Riemann (1-9), a parte real (1,f) e
imagindria (i, f) de uma fun¢do holomorfa f sdo harmonicas. A reciproca deste resultado

¢ vista no seguinte teorema, cuja demonstracao pode ser obtida em [14].

Teorema 1.12 Se h: U C R? — R ¢ uma fungdo harménica, onde U é um aberto

simplesmente conexo, entdo h é parte real de uma fung¢do holomorfa.

A identificagio de C com R? induz de maneira natural a nocio de produto interno
de fungdes holomorfas. Com efeito, dadas as fungdes holomorfas f,g: U C C — C o

produto interno (f,g) é uma funcéo real definida em U e dada por

(f,8) = (LN {1,8) + (i, £) (i, 8)-

Observe que a defini¢cdo acima estd de acordo com a notacdo ja utilizada para representar
as partes real e imagindria da fungdo f. Caso g = 1, (f,g) resulta na parte real de f e,

caso g =1, (f,g) resulta na parte imaginaria de f.

Proposicao 1.13 Sejam f,g,h : U C C — C fungcoes holomorfas. Valem as seguintes
propriedades:

l) <fag>,1 = <f/7g> + <f7g/>"
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i) (f,8)2=1(if".8) +(f.ig');

iii) (fh,g) = (f:hg);

w) (f,8) +i(f,ig) = f&

WAL= (0 f)? = (1, f%)

vi) (L) f) = =3 (Lif?).

Demonstracdo. As propriedades i) e ii) seguem diretamente da Observagdo (1.10). Para

demonstrarmos iii), note que

fho= (LA R) =G R) +i((L ) G R) + G f) (1)

hg = ((LA)(1,8) + (i, h)(i,8)) +i((1,h){i,g) — (i, 1) (1,8))

logo,

(fhg) = (LR =G f) @R g) + (L F) (R + () (1L 1) b 8)
= (LAHULR,g) + (k) (i8)) + (i f) (1, 1) (i,8) — (s )

= (f,hg).

A propriedade iv) segue de

(fre)+ilfig) = ((1L,N)(1,8)+ (. f)i8) +i(=(1,/)(i,8) + (i, /)(1,8))
= ((LA+iGN)((1,8) —ili,g))
= f&

A propriedade v) segue de f2 = ((1, f)2 — (i, £)?) +2i(1, f) (i, f). Além disso, temos que
if? = =2(0L0)(i.f) +i(i. £)* = i.£)?),

de onde segue a propriedade vi). 0

O seguinte lema foi obtido em [5].
Lema 1.14 Seja Y = (g,0) uma parametrizacdo ortogonal de T1 = {(uy,uz,u3) € R3 :

uz =0} onde g : C — C € uma func¢do holomorfa. Entdo mi, = 0 se, e somente se,

) = 212+22
32+24

, 2124 —223#0 (1-10)

ou
eV 4 g

8(z) = ———"
zzeV 2 47y

, 2124—2023 # 0, ¢ #0, (1-11)

onde z; € C. Além disso, neste caso miy = 0 se, e somente se, mp; = 0.
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1.4 O operador de Laplace-Beltrami

Nesta secdo introduziremos o operador Laplaciano em uma variedade riemanni-

ana qualquer.

Definicao 1.15 Seja f € C*(M",R), ou seja, f : M" — R é diferencidvel. O gradiente de

f é um campo diferencidvel em M", satisfazendo

(grad(f(p)),v) =df,(v),Vv € T,M".

Definicdo 1.16 Denote por ¥ (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C*(M) e
sejaY € x(M). A divergéncia de Y é uma fungdo real em M", dada por

divY(p) =1tr(F), F(Z)(p) =VzY(p).

Agora podemos definir o operador de Laplace-Beltrami.

Definicao 1.17 O operador de Laplace-Beltrami é definido como
Af =divgrad f, fe€C”(M",R)

Proposicao 1.18 Seja M uma variedade Riemanniana com a matriz da métrica dada por

g = (gij). Entdo, em coordenadas locais a%, o operador de Laplace-Beltrami é dado por

- 9of
\/detg 7 ox; < det ax])’

onde g=' = (g") e f € C*(M",R).

Demonstragdo. Veja [15]. 0

Finalizamos esta secao com as seguintes defini¢des.

Definicdo 1.19 Dizemos que uma superficie M?> € R é uma superficie minima de

H
A =] =0
111 (K) ’

onde H e K sdo as curvaturas média e Gaussiana de M2, respectivamente, e /11 € a terceira

Laguerre se

forma fundamental de M?.

Definicdio 1.20 Dizemos que uma superficie M> € R3 é uma superficie de tipo esférico

se existe uma congruéncia de esferas em R3 com funcéo raio 4 dado por

h=—,
K
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onde H e K sio a curvatura média e Gaussiana da superficie M.



CAPITULO 2

Desenvolvimento

2.1 Congruéncias de Esferas

Uma familia a n-parametros de esferas, cujos centros estdo sob uma hipersuper-
ficie M" C R"!, com fungio raio diferencidvel 4 é chamada de uma congruéncia de
esferas em R""!, Uma hipersuperficie M" C R""! ¢ dita envelope dessa congruéncia de
esferas se para cada p € M", M" é tangente a uma esfera da congruéncia de esferas. Se
existir um difeomorfismo ¥ : M" — M" entre duas hipersuperficies M" e M" tais que

i) p+h(p)N(p) =¥(p) +h(p)N(¥(p)), paratodo p € M";

ii) O conjunto p +h(p)N(p), p € M", é uma hipersuperficie de R"*!,
onde & : M" — R € uma funcao diferencidvel, N e N sdo as aplicacdes normais de Gauss de
M"e M”, respectivamente, dizemos que M" e M" estio associadas por uma congruéncia

de esferas.

Lema 2.1 Sejam M" C R"T! uma hipersuperficie orientdvel, N a aplicacdo normal de
Gauss de M" e I1 um hiperplano com vetor normal unitdrio & satisfazendo N # 0,
Vp € M". Entdo existe uma congruéncia de esferas dada por uma fun¢do h : M — R que
chamamos de fungdo raio, em relacdo ao hiperplano 11, tal que M" e I1 sdo envelopes

dessa congruéncia de esferas.

Demonstracdo. Suponha que exista uma congruéncia de esferas onde M e Il sdo os

envelopes desta congruéncia. Entao
p+h(p)N(p) =Y(p)+h(p)9, (2-1)
onde Y € uma parametrizacdo de I1. Logo
Y(p) = p+h(p)(N(p) —9).
De (2-1) temos

(p,9) +h(p)(N(p),d) = (Y(p),9)+h(p),
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ou seja,

e dai
(¥ (p),®) —(p,0)

(N(p),8) -1

Observe que (Y (p),9) é a distincia da origem a IT. Essa distncia ndo depende do ponto

h(p) =

p. Para ver isso, considere p,p> € M", e entdo

(Y (p1),8) = (¥ (p2),9) = (¥ (p1) =Y (p2),®) = 0.

Deste modo, o conjunto de pontos {p+h(p)N(p); p € M"} forma uma hipersuperficie de
R"*! ¢ a aplicagido Y : U — IT dada por

Y(p)=p+h(p)(N(p)—0), uecl,

¢ um difeomorfismo sobre Y (U) satisfazendo p + hN =Y + h0. Portanto, M" e II estio

localmente associados por uma congruéncia de esferas. 0J

Observacao 2.2 A funcdo raio h em relacdo a um hiperplano IT definida no lema 2.1, é
um invariante geométrico andlogo as r-curvaturas média, no sentido de que ndo depende

da parametrizac¢do da hipersuperficie M".

O seguinte teorema generaliza o resultado obtido por Corro em [6] para hipersu-

perficies.

Teorema 2.3 Se uma hipersuperficie M" em R"T! n > 2, é um envelope de con-
gruéncias de esferas, em que o outro envelope estd contido em um hiperplano 11 =
{(ur,u2, ..ottty y1) € R 2w,y = 0} entdo, existe uma parametrizagdo local orto-
gonal de 11, Y : U C R" — Il e uma fungdo diferencidvel h: U C R" = R, tal que
X:UCR"— M", dada por

2h(u) | & h g
X(u) = ¥ (1) — 21 [Z —’{Y,j—en+1] (2-2)
é uma parametrizagdo de M", com ep1 = (0,0,...,0,1), L;; = (Y,;,Y;), 1 <i,j<n, e

2
+1. (2-3)

h.
g Z( J)
=t Lij
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Além disso, a aplicacdo de Gauss é dada por

2| & hj
N(u) =ep1+ S Z L_’]YJ - €n+1] (2-4)
j=1"17]
e a matriz de Weingarten é dada por
W =2V (SI—2hrV)~ !, (2-5)

onde a matriz V = (V;;) é definida por

1
YL

n
(h,l-j - erjh,l> A<ij<n, (2-6)
=1

sendo f‘fa os simbolos de christoffel da métrica L;j, e P é a condi¢do de regularidade dada
por
P =det(SI—2hV) #£0. 2-7)

Além disso, as formas fundamentais I, 11 e I1I de X sdo dadas por

2h 28\ 2
I = L—?((VL)T—l—VL)—l—(?) vivT, (2-8)
2 4h
1 = —=wvL'+—vrvT, (2-9)
S S
4
Il = §VLVT, (2-10)

onde L é matriz da métrica (L;;).

Reciprocamente, dada uma parametrizacdo ortogonal do hiperplanoIL Y : U —
I, onde U é um aberto conexo de R" e uma funcdo diferencidvel h: U — R, entdo (2-2)
define uma imersdo em R™ 1 com aplicacao de Gauss dada por (2-4) e (2-5)-(2-10) sdo

satisfeitas.

Demonstragdo. Uma hipersuperficie M" in R"*! é um envelope de congruéncia de
esferas, onde o outro envelope estd contido em um hiperplano R” = IT se, e somente
se, existe uma parametrizacdo local ortogonal de I1, Y : U C R" — II e uma funcado
diferencidvel h: U C R" — II, tal que X : U C R" — M, € uma parametrizacdo de M
satisfazendo

X(u) =Y (u)+h(u)(ent1 —N(u)), (2-11)
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onde N € a aplicag¢do de Gauss de X, dada por
N=Y BY;+Buiienii (2-12)
j=1
e com
n
Z i)2Ljj+ (Bui1)? = 1. (2-13)
j:
Derivando (2-11), obtemos
Xi=Yi+hi(ent1—N)—hN;, 1<i<n. (2-14)
Usando (2-12) e (2-14), temos que
0= (N,X;) =BiLij+h;iB,r1—1)
h .
=B;=-"(1-B,,1), 1<i<n. (2-15)
ii
Observe que por (2-15) e (2-13),
n
Z —Bui1)’Ljj+ (Bus1)* = 1,
]:
€ como,
n (h )2
Z 2. (1=2Bui1+By 4 )Ljj+ (Bus1)?
=1 =)
= (h)? L (hy)
=) L]-~ —2Byi1 Y, T, +B;.S,
j=1 T j=1 *ij
temos que
(S—1)=2B,1(S— 1)+ B2, S=1. (2-16)

As solugdes da equacao (2-16), onde a icognita € B, 1, sdo dadas por

2§—-2+2 2
B,/H_]:TZI—EOMI.

Se B,+1 =1, entao N = ¢,,4-1, um absurdo. Logo

2
Bn+l :1—§
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Assim,
N = 3 (72080 ¥+ B
j=1 \&jj
h " h
= Z L_,]YJ - Z L_7JBn+1Y7j+Bn+1€n+1
j=1"51i j=1"0J
v b (1-5) 1+ (15)
N J
= Y- =2 ) ¥+ (1-5 ) e
j_zlLu ,;ij S
2& h; 2
= EZfY,j+en+l_§en+l
j=17JJ
ou seja,
2| & h;
N(u)—en+1+§ ZL—’_J_Y,j—enH]
j=1%jj

Portanto, provamos as equagdes (2-2) e (2-3).
Vamos calcular a matriz de Weingarten. Considere as seguintes fungdes com

valores vetoriais

"By S
C:Y—|—h€n+] e D:];IL_kkY’k_{—(E_l)erH_l

Derivando as expressdes acima e a expressao de S, temos
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ou seja,
Lo (Thi  helw z] k
D, = —_— — r+——Y
! kgl { {ka (L) ] " L ™
hihyi  (h)*Lik l} }
+ 9 9 _ 9 3 1 (2_17)
Ly 2(Lw)? |
Agora observe que
noh x h X n ~
Y = — Y 1Y,
kz’l Ly ™ ,;’1 Kk ZZ{ :
v ke o e o
- Z Fth>k+ Z T Z Fle,h
k=1 k=1"kk [=1 14k

onde f‘]la sdo os simbolos de chistoffel da métrica L;;. Usando as relagdes (1-1), (1-2) e

(1-3), obtemos que

= Mg = MLy i hiy & =
Yo Yk o= Yo uYet Y 7o ) Tl
i1 L =1 2(L) k=1 "kk |=1 14k l
= Bl S b v o hizy
= Z2<L )2YJ<+ Z T Z szYl+ Z I FUYJ
k=1 ki k=1 k=i “kk 1=1 14k I=1,1#i i
_ i hvk kk,i Y/(+ i k rl Yl+ i 7ll—*kYk
- b) k‘ b T b
k=1 2(Lik) k l,kaéiLk l k=1 ki i !
_ Z": hkkalYk hy Liik Z": i (=Lii) Liik .
S22l A e 2L A L L 2Li
_ Zn: /’l,kka,z Yo+ i i,k (/’l Yi—h 'Yk) (2-18)
= 2(ka)2 ) =TT 2L”ka KTt A

Usando esta ultima expressdo (2-18) em (2-17), temos

hpi  hxLgki holas
2 Ly (Lik) 2(Ly)

hihgi  (hi)*Lig L
5 5 . 5 , , h Y_h Y
" { Ly 2(ka)2 Entl +k Z ( KL i .,k)

Liw  2(L)?| o Dyl " < kD
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e somando zero na igualdade acima, obtemos

o | ki ol &~ Lik
D; =Y - (Yi+hyent1) + Z (hiYi—h;Yy)

=Lk 2(L)? v—172i 2LiiLkk
- Liix % L k
- ) “—hihgeni1+ Y, hih jent
k=1,k#i 2Liika k=1 ki 2L11ka
<Hp h j L,
= - h L ’ Y h
1;1 L { T oLy (Yt hxens)
n i Lnk hk(Y L he 1 + i llk 1)(Yk+hke 1)
N J€n+ 71' : k€n+1);
k=t ri 2Liilik kT kti 2LiiLik

onde, para obter a segunda igualdade, separamos os termos dentro do parénteses no
segundo somatdrio e juntamos com os dois somatérios de baixo. Dai, retirando o termo

h j; do primeiro somatorio e juntando com o segundo somatorio, temos

1 hiLii i — Lijk
D, = — |hj——~— “hi| (Yi+h;
! Li; [ Yoo k=1 ki 2L;; x| (Fithienir)
I hoLigi, — Liik }
+ — ki — —7—hi— 57 hi| (Yi+hgent
kzlzj#ika{ Yo 2Ly 2L ! Wiethienst)
1 n
= 7 [hi- hilhi— Y Thhy| (Yi+hien)
it k=1ki
& 1
+ Y [hk, T by — ik ] (Yi+ hienst)
k=1 ki ~kk
1 n 1 n ~
= hii — ZF Yi+hien1)+ Z I hki_ZFikh,l (Y +hyeni1).
i k=1,k#i Kk I=1
Portanto,
D;=V;C;i+ Z vkck_kack. (2-19)
k=1,k#i k=1
Seguindo o raciocinio acima, também obtemos que
2 h kL i
S — . h o > 9
! ,;1 Ly { T oLy |
2 h L " L U
_ Z_|: i — k kk’l:|h7k—|— Z i,k hlh,k_ Z i,k h hk
=1 Lk 2Lk k=t azi LiiLick ket ai Litlk
2 hiLii o Lijk
= — |h - “hy|h
Li; [ 2L k% 2Lk !
2 h L L
+ ) L_[ ki——ngk’l - Z’Iikh,} ko
k=1 k=i kk kk il



2.1 Congruéncias de Esferas 30

n
Si=2Vih;+2 Z Vikhy =2 Z Vikh k. (2-20)
k=1k#i k=1
Observe que
2h 2
X=C——D e N=-D. 2-21
gD e S (2-21)
Tomando as derivadas das duas expressdes em (2-21) e usando em (2-19) e (2-20), segue

que

2(h;S—hS;)D 2h
X, = CJ._(”S—z”)_? r

2h, D ZhD 2h ‘

2h 2D
X;=C;i—hiN+— V; —h;—Cyr |, 2-22
, + S (Z zk> < 5k ,k) (2-22)

Assim,

Y. _ 2Dhy ]
_§<k§vlk)(qk . ) (2-23)

Logo, usando (2-22) e (2-23), concluimos que

2h
?ZVlka“f’SZVlJX,] =
j=1

)
vl R
T
=
k‘
VN
Ll
M-
S
A~
o
|
)
o| §
~
N——

™=
=
e

~
—_

-
5
R
=~
E

I
LU Ll Ll 4o
o - ,EM:
| | =<
~
)
~
95
=
~
S
~
=2

S

(2-24)

S
a2
S -
iz

=

Lembrando que os coeficientes da matriz de Weingarten W sdo dados por N; =
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’}:1 W;;X ;, multiplicamos (2-24) por S e chegamos na igualdade abaixo
n n n n
S{ L WXy ) =20 Y Vie| L WeiX,j | =2} VigX,j.
j=1 k=1 j=1 j=1
Como {X ;} ¢ uma base, podemos escrever
SWij—2h Y VaWij = 2Vij,
k=1
que em nota¢do matricial € escrita como
(ST —2hV)W =2V,
€ portanto
W =2V (SI—2hV)~!

como queriamos demostrar.

Para calcular a primeira forma fundamental, observe que de (2-22)

X, X)) = Cj)— C,,N> hi(N,C)+hih j(N,N)

(Ci,
2h

€ como,

S
Ci=Yi+hien 1, D= Z i (1) entr,
=L " \2

temos,

(Ci,Cj) = (Yi,Yj)+(Yihjeni1) + (hient1,Y ;) + (hieni1,h jenst)
= Lij+hh,;,

" h S
(D,C) = <Z L—;llY,l + (5 - 1) en+1>Y,i+h,i€n+1>

h.
= —’Z'L,',‘ + (§ — 1) /’171‘ = gh’i’
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(Ci;N) = (Y;+hieni1,N)

n n

= <Y,i, Z BjY ; +Bn+1€n+1> + <h,i€n+1, Z B;Y ; +Bn+1€n+1>

=1 =1
h7,~

- Bthl+h Bn—H L (1 _Bn—i—l) Lii+h,iBn+1 - h,ia

i S
(D,N) = <ZL_ (5_1) el’H—laZb Y]+Bn+len+1>
=1

=1

n n
1 N (By)? S
=) 7 BiLu+ (5 — 1) Bui1=Y, T_p fut (5 — 1) Buy

1— B2 S S S >
= (3 ma st (3 ) B =1 gma =
— Dp+
n h' S n h' S
< , > <;Lﬁ ,l+<2 >€n+17jZIij ,]+(2 >€n+l>

Portanto

2h /! 2h
(XX ;) = ZVzk_k (— i— (Lik—hihy) Tk)
4

n 2h
+ _Zvjk k( J— (Ljx—h jhy) 2—>+? Y. ViViLy

= Ll]—|—2 kahkhl-l-z kahkh
S (=

2h &

+ - Z Vik (—Lix — hihy) + ? Z Vi (=L — h.jhx)
k=1

4h2 L

t oo Y VaViLu
k=1

2h 2h
= Ljj— ?(VjiLii +VijLjj) + 5 Z VikVikLyk-
k=1
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Finalmente, a segunda e terceira forma fundamental sdo dadas por

2h 2D 2 & 2Dh
—(XuNj) = — <C —h;N+ 5 (Z Vm) (?h,k —C,k) 'S Y Vi (C,k— S k)>
=1

)
X

| D th|N
1=
o
TR
S
“3‘
=
|
@)
c
N——
ULl
M=
=
=
N
a
C
|
[\]
vl
=
3
N———
\/

n 4 n S

= —S Z V]k (Lik h’,h k) -+ ﬁ Z ijh’kih”

k=1 k=1

4h 2 & 4h

+ 5 Z VitVikLiy = 3 Z ijsz+ Z VitVikLig

k=1 k=1 S s

2 4h

= —gVili+ < Z VirVieLik

2 2Dh;\ 2 & 2Dh
NiNj) = <§Z‘/"k(c’k_ S’)’EZV”‘(C"_ S)>

Corolario 2.4 Seja X : U C R" — M" C R""! uma parametrizacdo de uma hipersuper-

ficie M" dada por (2-2). Entdo a sua curvatura de Gauss-Kronecker K, é dada por
n
K = > det(V).
Demonstragcdo. Sendo W a matriz de Weingarten de associada a M", temos por (2-5)
n

K = det(W) = det(2V (ST — 2AV) ") = %det(V).
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Corolario 2.5 Seja X : U C R" — M" C R""! uma parametrizacdo de uma hipersuper-

ficie M" dada por (2-2). Entdo as seguintes condicoes sdo equivalentes:

e X estd parametrizada por linhas de curvatura;
o Vij=0parai# j;
o Ni=—kiX,,

onde k; = Zh%/,% 1 <i < n, sdo as curvaturas principais de X.

Demonstragdo. Pela equagdo (2-5), se V € diagonal, entdo a matriz de Weingarten W,
também € diagonal. Portanto, V € diagonal se, e somente se, X estd parametrizada por

linhas de curvatura. Pela equacdo (2-24)

2h 2 .
N, = ?ViiN,i‘i‘EViiXJa 1<i<n,
e isolando N ;, temos
N, — %ViiX,i
’ (1—21Vy)
2Vii

= ———X,;, 1<i<n.

S_opy, o ==

Como V € diagonal, V;; sdo os autovalores da matriz V. Pela equacgao (2-5),

2V
ki=————, 1<i< 2-25
1 2]’1‘/” _ S7 Sl ( )
0 que prova as duas ultimas equivaléncias. 0

Observacao 2.6 Observe que pela equagdo (2-25), temos que os autovalores 6;, 1 <i<n,

da matriz V sdo dados por
Ski

ek <
% k-2 !

onde k; s@o os autovalores da matriz de Weingarten W.

<n, (2-26)

2.2 Hipersuperficies Weingarten de Tipo Esférico

Nesta se¢do definiremos e caracterizaremos as hipersuperficies Weingarten de
tipo esférico. Primeiro daremos uma caracterizacao delas por meio do trago de uma ma-
triz, e depois por meio de fungdes harmonicas. Além de dar exemplos de hipersuperficies
Weingarten de tipo esférico, mostraremos que no caso bidimendional, as superficie Wein-

garten de tipo esférico sio superficies minimas de Laguerre.
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Lema 2.7 Defina P;, paral <i<nen>?2, por

Pi=(1—hky)(1—hky) ... (1= hk;)... (1 —hky), (2-27)

~

onde h,k; : U — R sdo fungoes definida no aberto U C R" e "()"significa que o fator estd

ausente na expressdo (2-27). Entdo

P, = 1—h(S)—k)+h (52— Y kjki)—h3 <S3— Y klkjki>

1<j<n 1<i<j<n

G Dy (Sn_l — ) kjlka...kj”ki> :

1<j1<ja<...<ju—2<n
onde, para 1 <r <n,
Ss= Y, KiK.
1<ii<...<ir<n

Demonstragdo. Claramente a afirmacdo € verdadeira para n = 2. Suponha que a igualdade

vale para n — 1 e provemos para n. Denote por

§r(W) = Z kl‘] ...kir,

1<i|<..<ip<n—1

com 1 <r <n—1. Entdo, usando a hipétese de indu¢do, expandindo o produto, temos

P=(1 — hk))(1—hks)...(1—hks)...(1— hkn_1)(1—hky) =

(1 — (S —k)+n (52— ) kjk,->—h3 <§3— Y k]kjki)

1<j<n I<i<j<n

+ (=D S, — ) kj ka...kjn_3k,->](1—hkn)
1§j1<j2<~~~<j1173gn_1

= 1-h@S—k)+1* | S2— Y kiki | =1 [ S5— Y kikjki
1<j<n 1<i<j<n

+ o (D) S ) kj kj2...k,-n3k,->
1<j1<j2<..<jp—3<n—1

— hky+h2kn(S1 — ki) — Bk, (S‘z— Y kjk,-> + Kk, <S3— Y k,kjk,->

1<j<n I<I<j<n

+ =) g, (Sn_z— ) kj ka...kj,”k,-) ,

1<j1<jp<...<jp-3<n—1



2.2 Hipersuperficies Weingarten de Tipo Esférico 36

ou seja,

Po= 1—h(Si—k)+h (Sz— Y k,~k,~)—h3 <S3— Y klkjki>

1<j<n 1<I<j<n

+ ...+(—1)n_]hn_] (Sn—l_ Z kj1kj2"'kjn2ki)>

1</1<j2<..<ju—2<n

onde para obter a tltima igualdade, juntamos (—1)'4'S; com A'k,S;_;. O

Definicao 2.8 Diremos que uma hipersuperficie M" C R p>2 éuma hipersuperficie

Weingarten de tipo esférico, se as r-€simas curvaturas de M" satisfazem a relagdo

- 1\ er—1 ny __ _
r:Zl( s H,(r>_o, (2-28)

para alguma funcdo f € C*(M;R).
Teorema 2.9 Seja M" C R"T!, n > 2, é uma hipersuperficie como no Teorema 2.3. Entéo

M" é uma hipersuperficie Weingarten de tipo esférico se, e somente se, tr(V) = 0.

Demonstragdo. Sejam G; os autovalores da matriz V' e k; as curvaturas principais de M",
1 <i < n. Pela equagdo (2-26) e como tr(V) = 0, temos que
ki k ky

=0
1—hk1+1—hk2+ +1—hkn ’

ou seja,

kiPi+koPo+ -+ knPy
(1 — k1) (1 — hka) - (1 — hky)

=0,
onde os P; sdo definidos em (2-27). Portanto
k\Py + kP> +---+k,P, =0.

Pelo Lema 2.7, a igualdade valera se, e somente se, tivermos

ki[1 — h(S|—ky)+h? (Sz— Y kjk1>—|—...—|—(—l)”1h"1(5n_1

1<j<n

— ) kjkjy .. ki ki )]+ Ak [ 1—h(S) —ky) + 12 (Sz— Y kjkn

1<j1<j2<..<jpn—2<n

+ 4=t <Sn_1— kj ka...kj”kn> ]=0

1<ji<j2<..<jp-2<n
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e dai,

(ki4...4+k)) — h(kiSy —k3 +kaS1 — k3 + ... +k,S) —k2)
+ K (kiSo—ki Y kjki+...+knS2 — Ky Y kj k)
S S D L l(qun 1=k Y kj .k kA RS
kn Y Ky - kj, k) =0,

que € equivalente a
S;—h28,+h*383+ ...+ (=) 1 ns, =0,

0 que prova a equacao (2-28). 0J

Observacao 2.10 Sen =2 e K # 0 no Teorema 2.9, entdo a equagdo (2-28) se reduz a

H
2H-2hK =0=h=—
K

onde H e K sdo as curvaturas média e Gaussiana da superficie M2, respectivamente,
e h é a funcdo raio da congruéncia de esferas. Portanto, M2 é uma superficie de Tipo
Esférico. E conhecido que essas superficies sdo superficies minimas de Laguerre, isto &,
que a curvartura média e Gaussiana dessas superficies satisfazem Ajy; (%) = 0. Observe

também que, como 4 nos dd o raio da congruéncia de esferas, temos que H # 0.

Teorema 2.11 Sejam Y : U — IT1 C R*"! uma parametrizacdo do hiperplano 11 dada por
Y(u) = (u,0), u € U, e h: U — R uma fungdo diferencidvel. Entdo, X : U — R dada
por (2-2) satisfaz

tr(V) = Ah.

Em particular, X (U) é uma hipersuperficie Weingarten de tipo esférico se, e somente se,

h é uma funcdo harmoénica.

Demonstragdo. Temos que a métrica L;; de Y é dada por L;; = §;;. Daf segue que, Fk =0.

Logo, usando a definigdo de V;;,

hij ..
Vij:_:h,ij7 1§l7.]§na

Ljj

e portanto, 1r(V') = Ah. Pelo Teorema 2.9, X (U) é uma hipersuperficie Weingarten de tipo

esférico se, e somente se, Ah = 0. O
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Exemplo 2.12 Considere a fun¢do i : U C R" — R, dada por
h(ul,...,un):c—l—Zb,'ui—l— Z aijuiuj,

onde ¢, b; € a;j, 1 <i, j < n, sdo constantes reais. Como i € uma fungdo harmonica em R”

temos que substituindo 4 na parametrizagdo (2-2) e escolhendo Y (1) = (u,0), temos que

2h

X = (w0)— Bt B 1
() = (0) h,21+...+h,2n+1(’1 Y
2 <c+2?:1 biui+ 37 i;éjaij”i“f>
= (M,O)_ 2 1 2 <b]
n n—1
+ ZaleJ',...,bn_"Zanjuj)_l)7
j=2 J=1

€ uma hipersuperficie Weingarten de Tipo Esférico.

Exemplo 2.13 Considere a fun¢do complexa F : C — C, dada por F(uj,uz) = F(z) =
22 +z+ 1. Entdo Re(F) = f(u1,u2) = u} —u3 +uy + 1 e Im(F) = g(uy,uz) = 2uyuy + up.
Como Re(F) e Im(F) sdo fungdes harmonicas, temos que fazendo a fungdo raio & da

parametrizac@o (2-2) igual a Re(F'), obtemos

2f(u1,u2)

Xi(ur,u2) = (u,u2,0) — ———75—"=(f1,f2,—1
1 (ur,uz) (ur,u2,0) ﬁ21+ﬁ22+1(ﬁ1f2 )
2u? —2u3 +2u; +2
_ 0) — 1 2 2 1.2uy,—1
(u17u27 ) (2u1+1)2—|—(2u2)2+1( up+ y 2U2, )

e fazendo a funcdo raio igual a Im(F), obtemos

2g<u1’u2)
Xo(up,up) = (up,u2,0) — —5—-5—"-(g1,82,—1)
giter+l
dujuy +2uy
= (u1,u2,0)— 2ur,2u; +1,—1).
(11,u2,0) (2u2)2—|—(2u1—|—1)2+1( 2 )

Pelo Teorema 2.11, X e X; s@o parametrizacdes de superficies Weingarten de tipo esférico
(veja as figuras (2.1), (2.2), (2.3) e (2.4)).

Exemplo 2.14 Seja Y : R” — IT ¢ R"*!, n = 2k, a parametrizacio do hiperplano IT
dada por Y (u) = (g1(z1),82(z2),---,8k(zx),0), onde g, : U. C C — C, U, aberto, u =
(Z1y-+3Zry -5 2k)> cOM Zp = (upp—1,uzr), 1 <r < k. Entdo a parametrizacdo X dada por
(2-2) satisfaz as equagdes (2-29), (2-30), (2-31), (2-32), (2-33) e (2-34) abaixo.
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Figura 2.1: A superficie de tipo esférico gerada por f(uy,uy).

Figura 2.2: A superficie de tipo esférico gerada por f(uy,uz) vista
por outro dngulo.

Figura 2.3: A superficie de tipo esférico gerada por g(u,uz).
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Figura 2.4: A superficie de tipo esférico gerada por g(uy,u;) vista
por outro dngulo.

De fato, derivando Y em relacdo a up,—1 € ua,, temos

Y,2r—1 = (0707"'73;7"'70)

Y2 =(0,0,...,ig),...,0).
Logo, L;j = 0 para i # j, e escrevendo L;; = L;, 1 <, j < 2k, temos que
Loy =Lor—1 = |g}]*.

Observe que,

2 .
F2’ 1 L2r 12r Hg;‘ 2r <lg;'/7g;’>
2r—12r —

2Lye—1 2||gH? T gl

F _Lzrfl,zr - <lgragr>
2r—12r—1 — 2L2r ||gr||2 )

for L1 <gr,gr>
P 2o Il

_ _L2r,2r71 _ <gragr>
arar 2L g 11?

Lor—12r-1 <g,,gr>
2Ly llgr>

F . L2r2r,2r o <igr7gr>
22 lglP

2r—1 _
I_‘2r— 12r—1 —
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e ffj =0, 1 <i,j,l <n,nos casos restantes. L.ogo, se 1 > i # j > n, temos

1 o~ -
Vii=Vor—12r = L <h,2r—1 2 =I5 1 hor1 — T30 12rh,2r>
r
1 l //, / //’ /
= e (= B () 29
r r r
= Vo1 =Vji, (2-30)
€ Nos outros casos em que i # j, temos
v,-j:L’—’jJ:W, se j=2r—1ouj=2r (2-31)
j
Nos casos restantes, vale
1 ~2r—1 =2r
Vor—12r-1 = o (h,Zr—IZr—l =15, 10 1h2r1 —FZr_m_]hgr)
.
! ( (g/8r) (ig). &)
= hor—12r—1 — ~2—o5-hor—1 + —5-5-h2 (2-32)
AT — lgh? lghl>
e
1 ~2r—1 -2r
Varor = o <h,2r2r =I5, hor—1— Fzrzrh,2r>
r
1 (gr:8r) (igy, &)
= horr+ 55 hor | — 2555 hoy ) (2-33)
Hg’er( T gl lgh>
Portanto,
k k 1
Y (Varcizr1+Vaar) = ) I (h2r—12r—1+h22r). (2-34)
r=1 r=1 r

Proposicio 2.15 Seja Y : R" — IT1 C R"T!, n = 2k, uma parametrizagdo do hiperplano
I1 dada por Y (u) = (g1(z1),82(22),---,8k(2x),0), onde g, : U, C C — C, U, aberto,
U= (21, Zry---s2k), cOM Zp = (Upp—1,uz), 1 <r <k

Seh:U CR" — R é dada por

h(u) = Z hr(Zr)a
r=1
onde h" satisfaz
r 2r r 2r—1 r
" ornen ~Ternenter = Lo nenhr-1=0, (2-35)

entdo X dada por (2-2) é uma hipersuperficie parametrizada por linhas de curvatura.
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Além disso, X é uma hipersuperficie Weingarten de tipo esférico se, e somente se,

k r

Ah
Z =0
= gl

Demonstragdo. De fato, como vimos no exemplo anterior, se vale a equacao (2-35),
temos que V;; = 0 se i # j. Portanto, pelo Coroldrio 2.5, X é parametrizada por linhas

de curvatura. Além disso, podemos escrever

Vit 0 0 0
0 Vo 0 0
.o . 0 .o
vV =
Do 0 . Do
0 0 Vi 1) O
0 0 0 Vin
Vi 0 -~ 0
0 V, -~ 0
0 0 - W
pois, podemos ver cada matriz V,, r = 1,...,k, como a matriz V dada pelo Teorema 2.3,

da superficie Y,(z,) = (g-(z),0), onde Y, : U, C R? — R3. Pelas equacdes (2-32) e (2-33)

do exemplo anterior, parar = 1,...,k,

horner—1)  henen AR

Vir,_ _n+V = = .
(@r=D@r=1) T Han@n) FAlE [FAIRIAIR

Portanto, tr(V) = 0 se, e somente se,

k
Lj
r=1

AR"
g/||2 = tr(Vl)—i—m—i—tr(Vk) =0.
r

Em dimensao 2 vale a seguinte generalizacao do Teorema 2.11.

Teorema 2.16 Sejam Y : U — I1 uma parametrizagdo do plano 11 = {(u,uz,u3) : u3 =
0}, dada por Y (u) = (g(u),0), g : U C C — C holomorfa, u € U C R?, u = (uy,up) e
h: U — R uma funcdo diferencidvel. Entdo a imersdo X : U — R3 dada por (2-2) satisfaz

tr(V)||¢'||> = Ah. (2-36)

Em particular, X (U) é uma superficie Weingarten de tipo esférico se, e somente se, h é
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uma fun¢do harmonica.

Demonstragdo. Pelas equacdes (2-32) e (2-33) do exemplo (2.14) acima, temos que

(g",8") (ig',g)
Viit+Vn = (h,n - hi+ ho
|1g'[]? 1g'I[? 1g'I[?

1 1 / ./ /
n (h2 (g ,g>h (ig ,g>h2>

T2 ) 2+— 71_— ?
1817 1’117 1817

1

1
= hii+ha).
T )
Portanto,
1
tr(V)=Vii+Vay = |!g’HZ<h’“+h7zz>
Y
Ig'l1*’

0 que prova a equagdo (2-36). Desta equagdo segue que 1r(V) = 0 se, e somente se, / é
harmonica. Usando o Teorema 2.9 segue o resultado. 0J

Proposicio 2.17 Seja M" C R uma hipersuperficie como no Teorema 2.3 e L a matriz

da métrica do hiperplano parametrizado por Y. Entdo

B (%2)@ "9 4\'T Cji .
Au(f >‘m|det<v>\,-,,2_la_m<(?) Vo Lyda) |- 37

onde f € C*(M;R) e (C;;) é a matriz dos cofatores da matriz VLV .

Demonstragdo. Seja Y : U — R" uma parametrizacdo local ortogonal do hiperplano

associado a hipersuperficie M. Pela equacao (2-10),

det(I1I) = (%)nLle ... Ly(det(V))2.

Logo, sendo (g'/) a matriz inversa da matriz (g;;) = I11, e usando a Proposi¢do 1.18,
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obtemos

I T el
Am(f) = ) ”Z:,Ia—ul( det(g;i )5)

1 no A
- o B (7 () e ET

= ! - 9 le 4 2
- Wi,,z_’la_m det(117) (52> |det(V >|mf,,>

1 9 le < 4 )2"
- Y — ) |det(V)|f;
det(III) WZ_'I ou; m(det(v))z S2 | € ( >|f,])

_ Ly (5_2) Ci f
—Jde(in) 20w \\ 4 ) VLiL. Lildet (V)" )

4 Cij, onde (C;;) é o cofator da matriz VLVT, pois o

s2
cofator é um determinante (n — 1)x(n — 1). Portanto a proposi¢do estd provada. O

Podemos escrever C;; = <

Proposiciio 2.18 Sejam X : U — M?> C R? uma superficie como no Teorema 2.3 e

h:U — R a fungdo associada a parametrizacido X. Suponha que Y = (g,0) seja

uma parametrizacdo ortogonal do plano associado a X, sendo g : C — C uma fungdo
holomorfa. Se tr(V) = 0, entdo

SZ

Ap(h) = ——5————Ah. 2-38

0= HlgPldar(v) 239

Portanto, se M* é uma superficie Weingarten de tipo esférico, entdo M? é uma superficie

minima de Laguerre.

Demonstragdo. Agora, sendo 111 = (g;;), temos que a matriz de (g;;) ¢ dada por:

@l

(@) = V121L11+V122L22 V11V21L11+V12V22L22>
ij =

VorViiLitr + V2 Vialoo VAL + VL
_ A (VREVRIEIP V(i +Va)llg'| P
S\ VoV +va)llgl> (VE+VH)IIP
4 (V121 +V122)||g/||2 0
s 0 (Vi +V3)llg'l1?

(2-39)
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Pela Proposicao 2.17, temos

s 2.9 Ci
Ar(h) =
) = e )| ,,21 VIgTdet(v &
4¢Pl det(V)] &, 9u; |g'12|det<v>| i)

Como Cj; é o cofator da matriz VLV e g;; = ;—ZVLVT, temos pela equacio (2-39),

Aii(h) = e w2 a3 \eraetn
111(h) 4lg |2]det( (am (|g Hdet( )| 1> i (\g'\zfdet(vﬂ ?
4|g'[2det(V)] ydet am Tdet(V)| ') " Qup \ |det(V)]
Vi + V3 ) 9 ( V12+V11 ))
_ i) 4 =— 2
4lg’ Izldet ( <|V11V22— ol /) e \ ViV —VE[
(i ( V12+V22 h ) + i (%hg))
0 —Va-V3| duy \ | =V —Vp,|

T I YN h]]+h22
g |2|det< b )-

4|¢ |2]det

Agora, temos pelo Teorema 2.9 que M? é uma superficie Weingarten de tipo esférico se,
e somente se, tr(V) = 0. Portanto 1 = % Pelo Teorema 2.16, como Y = (g,0), segue que
Ah = 0. Assim, usando a equagdo (2-38) segue que Ay (%) =0, 0 que prova que M? é

uma superficie minima de Laguerre. 0J

2.2.1 Hipersuperficie Weingarten de Tipo Esférico de Rotac¢ao

O seguinte teorema caracteriza as hipersuperficies de rotacio em R"*! obtidas

pela parametrizagdo (2-2).

Teorema 2.19 Sejam Y : U — 11 a parametrizacdo do hiperplano 11 dada por Y (u) =
(u,0), u € U, h: U — R uma fungdo diferencidvel e X : U — R"! a imersdo dada por (2-
2) com normal de Gauss N dada por (2-4). Nessas condigcoes X (U) é uma hipersuperficie

de rotagcdo se, e somente se, h é uma fungdo radial.

Demonstrag¢do. Suponha que X (U) seja uma hipersuperficie de rotagdo. Sem perda de
generalidade, podemos supor que o eixo de rotacao € o eixo x,,1 . Dessa forma, as se¢cdes
ortogonais ao eixo x| determinam em X (U) esferas (n-1)-dimensionais centradas no

eixo x,+1. Observe ainda que ao longo dessas esferas o angulo entre X e N deve ser
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constante, isto é, (X,N) = k, onde k é uma constante. Por outro lado,
<X7N> = <Y7N> +h<en+1aN> —h

Y hey+n(1 2 h
— R T &Y VA1

2 2
- S WV +h[1-—Z )
\Vh]2+1<u’ )+ ( |Vh|2+1>

— Wh’%w,wz) - w%h
= T (wVm =,
€ portantO
k= % (, V) — h).

Como, |X|? é constante ao longo das segdes ortogonais ao eixo de rotagio, temos que

c = X,X)
4h 4h?
— |u|2—?<u,Vh)+F(Vh—en+1,Vh—en+1>
4h
= \u]z—?«u,Vh)—h),

onde ¢ é uma constante.

Logo

uf? —c

c=ul?=2kh=h= T

e portanto h € uma funcao radial.
Reciprocamente, suponha agora que 4 : U — R seja uma fungdo radial, isto é, h(u) =

J(|u?), u= (uy,...,u,) € U, para alguma fungio diferencidvel J. Temos que

N 2J S, 27
= lu——r5— uile;, ——
1+4(J")2|ul? = P 40072 |u)?

A 2J
= u——m—m—m——— u, ——————
L4722 7 1+4(J)2|ul?
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Assim, se Hﬁw = ¢ for constante ao longo do circulo |u|?, temos
2J g
- 2) = |(1—2¢J")ul?
(- st = 102
= (1-2q/")uf?
= (1—-2qJ").

Portanto, as secOes ortogonais ao eixo x,i] determinam em X(U) esferas (n-1)-

dimensionais centradas no eixo X 1. 0

A seguinte proposicao classifica as hipersuperficies Weingarten de tipo esférico
de rotacdo.

Proposicdo 2.20 Sejam Y : U — I a parametrizacdo do hiperplano 11 dada por Y (u) =
(u,0), u € U, h: U — R uma fungdo diferencidvel e X : U — R"! a imersdo dada por (2-
2) com normal de Gauss N dada por (2-4). Nessas condigcoes X (U) é uma hipersuperficie

Weingarten de tipo esférico de rotagdo se, e somente se, h(u) é dada por

h(w) Cln(u? +u?) +D, se n=2,
u) = T
%(u%%—...—{—uz)% +D, se n#2,

onde C e D sdo constantes, com C > Q.

Demonstragdo. Se X (U) é uma hipersuperficie de rota¢ao, entdo pelo Teorema 2.19 h(u) é
uma fungio radial, ou seja, podemos escrever h(u) = J(t), onde u = (uy,...,u,) et = |ul>.
Portanto,

hi =20 (t)u; = hiy = 41" (t)u; +27'(1).

)

Pelo Teorema 2.11, h € uma fun¢@o harmonica, e portanto
47" ()t +2J' (t)n =0,

que pode ser reescrita na forma

J" (1) 2n
=——,1>0.
J'(t) 4¢’

—

Fazendo (InJ'(¢)) = J;,%), e integrando a equacgdo acima no intervalo (f,,t), fo > 0,
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obtemos
n (11
InJ'(t) = —= [ —dt+A
nJ'(1) 3] ek
n
= —=Inr+A
y A
onde A é uma constante qualquer. Logo
InJ' (1) +1Inr2 = A,
ou seja,
In(J'(£)12) = A.
Usando a fun¢do exponencial na igualdade acima, obtemos
J ()2 = e,
e dai
J(t)y=Ct2, (2-40)

onde C > 0 é uma constante. Agora, se n = 2 integramos a equacgao (2-40), e obtemos que

J(t) =Clnt+ D,

onde C e D sdo constantes, com C > 0. Se n # 2, integramos a equagio (2-40) e obtemos

-3

J(t):Cl_

» D,
2

onde C e D sdo constantes.

Exemplo 2.21 Fazendo Y (u) = (u,0) e h(u) = Cln(u? +u3) + D na parametrizagio (2-2),

obtemos que

(2Cu1,2Cuz, —(u3 +u3))

2(Cln(u* +u?)+D
X(ur,up) = Y(u)— ( h2(41—h2 _231 )[h,1K1+h72Y,2—e3]
1t
2(Clog(u? +u3) +D) 2Cu;  2Cup
= Y- 20 \? | [ 2cuy \? B+ B+
() + () +1
vy 2Clostid 1) + D) i)
4C2 (u? +ud) + (13 + u3)?
2(Clog(u? +u3)+D
=y RO D) o0 oy, (18 412)),

4C% 4 ut 4 u3
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Figura 2.5: Nesta figura temos a curva e a superficie Weingar-
ten de tipo esférico de rotagdo do exemplo 2.21 com
C = D = 1. Observe que a curva possui dois pontos
que cortam o eixo de rotacdo e uma singularidade no
4% quadrante, o que condiz com as duas singularidades
isoladas e um circulo de singularidades que a superfi-
cie possui.

representa uma superficie Weingarten de tipo esférico de rotacao.

Teorema 2.22 Sejam Y : U — Il a parametrizacdo do plano 11 dada por Y (u) = (u,0),
ucU, h:U — R uma funcdo diferencidvel e X : U — R? a imersdo dada por (2-2)
com normal de Gauss N dada por (2-4). Nessas condigoes, se X(U) é uma superficie
Weingarten de tipo esférico de rotacdo entdo X (U) pode ser localmente parametrizada

por

1 —2u)4C? —4CD +e*1  4AC 2D
X(u) = (( up) +e* |, 4Cu; + 2u1)’ (2-41)

- 4C2 + 2m ¢ " 4C2 4 2 ¢
onde C e D sdo constantes com C > 0. Além disso, X (U) sempre possui um circulo de

singularidas e, no mdximo, duas singularidades isoladas.

Demonstragdo. Pela Proposigio 2.20, se escolhermos Y (w) = (w,0) e h(w) = Cln(|w|?) +
D, w € C, onde C e D sao constantes, entdo 2-2 é a parametrizacdo de uma superficie de

revolucdo. Fazendo a mudanga de parametros

w=¢é", u=u;+iup € C,



2.2 Hipersuperficies Weingarten de Tipo Esférico

50

Figura 2.6: Nesta figura temos a curva e a superficie Weingarten
de tipo esférico de rotagdo do exemplo 2.21 com C =1
e D = 0. Observe que a curva possui uma singulari-
dade no 4* quadrante, o que condiz com o circulo de
singularidades que a superficie possui.

teremos que Y = (e*,0) e h(u) = 2Cu; + D, pois |e*| = ¢“1. Consequentemente, s = 0.

Substituindo esses dados em (2-2), temos

Como,

2(2C D) | h
X() = (e0) - BQutD Ay,

My LR
L
2(2Cu; + D)

= (eu’o)_4C2—+LH[2CY’1_LHe3]
2(2C D

= (",0)— (2 + )[2cx1—e2"'e3].

4C? + 2u

Y(uy,up) = (" Cos(uz),e" Sen(uz),0) =Y,
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temos que
2(2Cuy + D)
Xw) = <€”70>—WPC@”ﬁ)—(o,o,ezmn
B ACuy +2D_ ., 4Cui+2D ,,
- 402 et 4ty et €
- C*uy+4CDY\ , 4Cu;+2D ,,
a 4C2 Tem "4CT 4 2m €
(1 =2u1)AC* —4CD+e* | 4Cu; +2D o,
= C2+€2u1 e ’4C2—|—62”1 .
Como,
= RN 2C
Vit = +—(hn —Tiihy —Thho) = - 11117 T
1, rh,2c 2c
Vo = E(—Fzzh,l) = =

e Vip = V21 =0, usando a equagdo (2-7) temos que

4C?
P = det(SI—2hV) =det ((eZ_MI + 1) I—(4Cuy +2D)V)

= (a1 o +20)) (G +1- Ztacn +20)
1
= - (4C7 +4CD +8Cu; + ™) (4C* — 4CD — 8C%u; + ™).
e

Observe que X (U) é regular apenas nos pontos em que P # 0. Temos que P =0 se, e

somente se,

(4C% +-4CD 4 8C%u; +€*1) = 0, (2-42)
ou

(4C* —4CD — 8C%u; +&*1) = 0. (2-43)
No primeiro caso, podemos reescrever a expressio (2-42) como e?! = —8C?u; — 4C? —

4CD. Como a reta —8C?u; — 4C? — 4CD possui coeficiente angular negativo, temos que
ela sempre intersecta a curva exponencial ¢**! em 1 ponto, digamos u; = u(f (veja a figura
2.7). Afirmamos que o ponto u(]) sempre gera um circulo de singularidades da superficie

X (U). De fato por (2-41), a curva geradora é dada por

2 2u
(1—2u1)4C> —4CD+¢* |, 4Cu; +2D zul)- (2-44)

Ot(ul)zx(”“o):( 4C2 + 2 Ty

Derivando a expressdo (2-44) em relacdo a uj, temos que o vetor tangente da curva
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geradora é

ett

(—8C? 4-2e21)(4C% + 1) — ((1 —2u1 )4C? —ACD + 1) (2e%41)
(4C2 4 ¢211)2
(1 —2u1)4C? —4CD + &> 0 (4C)(4C? + e?1) — (4Cuy + 2D)(2e*) 2
4C2 + e2ui ’ (4C2 + e2ui )2
4Cu1 + 2D 2M1
4C? + 21
(2621 —8C?)(4C% + €*1) — (1 — 2u1)AC* — 4CD + €*1) (e — 4C?)
(4C2 4 2u )2 <
ePAC(AC? + &) 4 (4Cuy + 2D)(—2eH1 +8C%e1 4-2eH41)
(4C2+62u1)2

o (uy) =

(—4C2 +€2)2(4C + €21) — ((1 —2u; J4C* —4CD + &> ) (e*1 —4C?)
( (4C2 1 22 ¢
4Ce®"1 (4C? 4 €*1 4-4C%uy +4CD)
’ (4C2 4 ¢211)? >
( (¢ —4C?)(8C? +2e21 —4C? +8C%u; +4CD— ™)

(4C2_|_62u1)2 ’
4Ce*1 (4C? + €1 +4C%u) +4CD)
’ (4C? + ¢211)?2 )
(21 —4C?)(4C* +4CD + e +8Cuy)
(4C2 - ¢2u1)2 ’
4Ce*1 (4C* + €1 +4C%u; +4CD)
(4C2 4 2u1)2 > '

0,
+ 0
0

+ 0,

Portanto, no ponto ”(1) o vetor tangente € nulo. Isso prova que o ponto ”(1) gera um circulo
de singularidades.

Agora no segundo caso, temos ¢! = 8C%u; —4C? 4+ 4CD. A reta 8C%u; — 4C? +4CD
tem coeficiente angular positivo, e portanto esta reta e a curva exponencial ¢**! podem
ter no maximo duas interse¢des (veja a figura 2.8).

U

Exemplo 2.23 Para que encontrar as constantes C e D que geram a superficie de rotagdo
com uma singularidade isolada, vamos encontrar a relacdo de dependencia entre as
constantes C e D. Pela equagio (2-43), para que a reta 8C%u; — 4C? + 4CD seja tangente
a curva exponencial ¢*! em um ponto u(l), o coeficiente angular desta reta em ”(1) deve ser
igual a 2¢24 ou seja, 8C% = 2e241, Logo, u? = In(2C). Substituindo u? na equagdo (2-43),
temos

e?"2€) — 8C2In(2C) — 4C? +4CD,

Y
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L L
1 2

—10f

20t

Figura 2.7: Curva mostrando a intersegdo entre a reta —8C>u; —

4C* —4CD, com C =D = 1, e a curva exponencial
2u1
e,

Figura 2.8: Figura mostrando as trés situacoes que podem ocorrer,
entre a reta 8C*uy —4C? 4+4CD e a curva exponencial
e?1. No caso de duas intersecoes temos C =D = 1. No
caso de uma interse¢do temos C =1 e D =2 —2In(2).

No caso em que ndo temos intersecdo temos C =1 e
D =0.

ou seja,
4CD = 8C* 4-8C*In(2C).

Portanto,
D =2C+2CIn(2c). (2-45)

Assim, escolhendo C = 1 a equacdo (2-45) nos dd D = 2 —2In(2). A figura 2.9 mostra
a curva geradora da superficie gerada pela parametrizacdo do exemplo 2.21, quando
escolhemos C=1¢e D =2-2In(2).

2.3 Hipersuperficie de Tipo Esférico

Definicdo 2.24 Dizemos que uma hipersuperficie M" C R"*! é uma hipersuperficie de

tipo esférico, se existe um hiperplano II tal que para todo ponto p € M" o conjunto de
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Figura 2.9: Nesta figura temos a curva e a superficie Weingarten
de tipo esférico de rotagdo do exemplo 2.21 com C =1
e D =2—2In(2). Observe que a curva possui um pon-
tos que encontra o eixo de rotacdo e uma singulari-
dade no 4 quadrante, o que condiz com a singulari-
dade isolada e com o circulo de singularidades que a

superficie possui.
esferas de centro " ( )
n—1\P
p+ N(p)
H,(p)
€ raio
h— anl :
H,

tangenciam IL

Em [16], o autor estuda hipersuperficies de tipo esférico onde a fun¢do raio

H, | . n
h= = L ¢ harmonica.
n

Proposiciio 2.25 Seja M" C R""!, n > 2, uma hipersuperficie como no Teorema 2.3.

tr(V1) = 2?” <h - H;I“ ) . (2-46)

Entdo

Demonstragdo. Primeiramente, observe que se denotarmos os autovalores de V por G;,



2.3 Hipersuperficie de Tipo Esférico 55

1 <i < n, entdo os autovalores de V! sio dados por 1/c;. Portanto, pela equacio (2-26)

» o 1
tr(V ) = G—1+G—2+...+G—n
2hk1 —2  2hky —2 2hk, —2
Sky + Sky +...+—Skn
(2hk1—2)k2...kn+...+(2hk,,—2)k1k2...kn,1
S(kiky ... ky)
2nth—2(k2...kn—|—...—|—k1k2...kn_1)

2n Hn,1
= —|h— .
S ( H, )

Teorema 2.26 Seja M" C R"T!, n > 2, uma hipersuperficie como no Teorema 2.3. Entdo

X é uma hipersuperficie de tipo esférico se, e somente se, tr(V_l) =0.

Demonstragdo. Segue diretamente da proposi¢do 2.25 acima, fazendo t7(V~!) = 0 na

equacao (2-46) e entdo, obtendo que

Corolario 2.27 Seja M?> C R>, uma superficie como no Teorema 2.3. Entdo X é uma
superficie de tipo esférico se, e somente se, X é uma superficie Weingarten de tipo

esférico.

Demonstracdo. Observe que como V é uma matriz quadrada de ordem 2, entdo tr(V) =0
se, € somente se, tr(V‘l) = 0. Portanto, usando os Teoremas 2.9 e 2.26, obtemos o

resultado desejado. U

Observacao 2.28 Pelo corolério 2.27 obtemos que para n = 2, as classes de superficies
Weingarten de tipo esférico e as superficies de tipo esférico coincidem. Além disso elas

sdo superficies de tipo esférico usual.

Exemplo 2.29 Seja X a parametrizagdo (2-2). Se Y («) = (u,0), entdo temos que V;; =

h;j. Logo se supormos que X € parametrizada por linhas de curvatura, teremos que
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h;j = 0.Logo h € de varidveis separdveis, ou seja,

1 1
(V= —4..  +—. 2-47
r( ) Vll + + Vnn ( )
Logo, tr(V‘l) = 0 se, e somente se,
Y ViiVar .. ViV =0, (2-48)

i=1

onde " significa que o fator estd ausente na expressio (2-48). Derivando (2-48) em

relacdo a varidvel u;, temos

n —_
Y A S =0,

J#ij=1

ou seja, ou f/” =0 ou
n —~
/! /!
Y ATl =0,
JFLj=1

Se f{" =0, entdo temos que
fi(w) = aju? +bjuj+ci, a; #0,

e dai,
n

h(u) = Zaiu? +bju; +c;. (2-49)
i=1
Derivando (2-49) e substituindo em (2-47) obtemos que Y/, zLa, =0.
Se Z;?#i7j:1f1”...fi”’...ﬁ... " =0 obtemos f/' =0, Vi =1,...,n, 0 que ndo pode

ocorrer. Portanto X é uma hipersuperficie de tipo esférico.

No préximo capitulo veremos que as hipersuperficies geradas pelo Teorema 2.3

escolhendo Y (u) = (u,0) e h como na equagdo (2-49), sdo hipersuperficies de Dupin.



CAPITULO 3

Outras aplicacoes da parametrizacao (2-2)

Nesta secdo daremos alguns outros resultados usando a parametrizagdo (2-2).

3.1 Hipersuperficies de Dupin

Usando a parametrizacdo dada em (2-2) obtemos o seguinte resultado que
fornece uma caracterizacdo de uma classe de hipersuperficies de Dupin parametrizadas

por linhas de curvatura.

Proposicao 3.1 Sejam Y : U — I1 a parametrizacdo ortogonal do hiperplano 11, h :
U — R uma funcdo diferencidvel e X : U — R™ ! a imersdo dada por (2-2). Nessas
condi¢oes X (U) é uma hipersuperficie de Dupin parametrizada por linhas de curvatura

se, e somente se,

n n n
hii— Y Thiihg— Y Thh i+ 20 (hii— Y Thhy) =0, (3-1)

onde f‘i‘j é o simbolo de Christoffel Y, com 1 < i, j,k <n.

Demonstragdo. Como X (U) é uma hipersuperficie de Dupin se, e somente se, k;; = 0
onde k; é a i-ésima curvatura principal de X, e X(U) estd parametrizada por linhas de

curvatura, vamos derivar (2-25),

2Vi;
ki=———
"2nV;— S’
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onde Vj; é dada por (2-6), 1 <i < n. Derivando a igualdade acima temos que

_ 2Vii(2hVii — S) — 2Vii(2h Vi +2hViii — S)
! (2hV;i — 5)?
4Vii Vith — 28Vii i — 4Vith i — 4hViiVii i+ 2ViiS
(2hV;; —S)?
2ViiS i — 28Viii — 4Vith
(2hV; — )2
—28Vii,i

onde a ultima igualdade segue do fato que S ; = 2V;;h ;. De fato, pela equagdo (2-20)

n
Si=2) Vihg,
k=1
e como X é parametrizada por linhas de curvatura, V;; = 0, se i # j, de onde segue o

afirmado. Logo, k; ; = 0 se, e somente se,
28Viii =0, (3-2)

ou seja, a equacdo (3-2) € equivalente a V;; ; = 0. Derivando Vj; (a igualdade (2-6)), temos

—Liji

Viii= ——
: 2
Li;

no_ 1 no__ no_
(hii— Y Thh)+ F(h,m =Y Thhg— Y Tihg),
=1 ii =1 =1

—Lij

e como fil = 1. segue que X (U) é uma hipersuperficie de Dupin se, e somente se,
vale a igualdade (3-1). ]

Corolario 3.2 Sejam Y : U — 11 a parametrizacdo do hiperplano 11 dada por Y (u) =
(u,0), u € U, h: U — R uma fungdo diferencidvel e X : U — R"! a imersdo dada por
(2-2). Nessas condigcoes X (U) é uma hipersuperficie de Dupin parametrizada por linhas

de curvatura se, e somente se,
S
h(u) =Y au; +bu;+ci, a; #0,
i=1

coml<i<n.

Demonstragdo. Como os simbolos de Christoffel da métrica L;; sdo zeros, temos que a

equagdo (3-1) se reduz a h j; = 0. Também temos que V;; = h ;; = 0, e dai &k € de varidveis
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separaveis, ou seja,

Derivando h e usando que 4 ;; = 0, obtemos o resultado. O

Observacao 3.3 Pelo coroldrio 3.2, se a; > 0 ou a; < 0, 1 < i < n, obtemos uma
hipersuperficie de Dupin cujo 7r(V) = Y" | 2a; # 0. Logo X ndo é uma hipersuperficie
Weingarten de tipo esférico. Além disso usando o exemplo 2.29, X € uma hipersuperficie

de tipo esférico generalizado com a condigdo )} % =0.
1

Exemplo 3.4 Escolhendo Y (u) = (u,0) e
2
h(ur,uz) = Y auf +bu;i+c;,
i=1
onde a;, b; e ¢; sdo constantes, na parametrizacao (2-2) temos que

2(a1u? +azu3 + byuy + bous + ¢y +c2)
(2ajuy +b1)? + (2ayuz +by)? + 1

X(u) = (ul,uz,O)— (2a1u1—|—b1,2a2u2+b2,—1)

nos d4 uma superficie de Dupin. Entao

e Se a; = ap = 0 e escolhermos para as constantes by, by, c; € ¢, valores arbitrarios
teremos que X gera um plano;
e Se a; e ap forem diferentes de zero, e as outras constantes tiverem valores arbitra-

rios, temos que X gera uma esfera.
Se somente uma das constantes a; € a, for zero, entdo teremos

e Um cilindro caso somente umas das constantes by ou b for zero, com c; € ¢3
constantes arbitrarias;
e Um cone caso as duas constantes b; e b, forem diferente de zero, com cj € ¢

constantes arbitrarias.

3.2 Superficies com invariantes de Laplace nulo

Usando a parametrizacdao dada em (2-2) obtemos uma representacao para uma
classe de superficies parametrizadas por linhas de curvatura com invariantes de Laplace

nulos (veja a secdo para a definicdo desses invariantes).

Teorema 3.5 Seja M? uma superficie orientdvel como no Teorema 2.3 parametrizada

por linhas de curvatura. Se o invariante de Laplace miy da equacdo Vi, = 0 for nulo,
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entdo existe fungoes reais fi(u;), fj(u;), e uma fungdo holomorfa g : U C C — Il dada
por (1-10) ou (1-11) tal que M? é localmente parametrizado por

2h (& )
X(u) = (g,0) — g (W-(’U —l—zh,z),—l) )

onde u= (uy,up) € U C R?,

g|#0,

VA

S
g'|?

+1,

h=1g'|[fi(ui) + £ (u;)].

A Aplicacdo normal de Gauss é dada por

2 2( &
N(u)=10,0,1—— —| ==.(h hy),0 ).
- (1-3) 3y )

Além disso, os coeficientes da primeira, segunda e terceira forma fundamental de X sdo

dadas por
2 3 2h\? 5 ol 4k 2h\? ,
ain =gl I=<Vu+|5) Vi), a=0, an=|g| I=<Vnt (<) Vil
(3-3)
2 4h 2 4h
4 4
€1 = §\8/|2V121, c2=0, e = §|g’|2V222, (3-5)
onde
1 g//
Vit = s [h,n - <—,Vh>1 , (3-6)
|g/|2 g/
1 g//
Vo = 553 {h,zz—k <—,,Vh>1 . (3-7)
18] g

Demonstragdo. Faga n = 2 no Teorema 2.3 e seja ¥ = (g,0), uma parametrizagdo
ortogonal do plano IT = {(uy,us,u3) € R*: u3 = 0}, onde g é uma fungdo holomorfa.
Logo, L1; = Ly, = |¢'|? e pela equagio (2-3), temos

_ (ha)?
g’

(h2)?
g'[?

_ VAP
S + tl=tgg
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Usando as equacdes (2-2) e (2-4), obtemos

oh [ by 7
X = (gvo)_ |:‘g/|2Y,1+‘g/‘2Y,2_en+1:|

2 hy ,
N en+1+§(| /|2Y,1+ |g,|2Y,2 en-i—l)
2 2/ ¢
= (0,0,1 §) +§ (,g,,z (h71+lh2),0)
Observe que
= gl = g, =j
L g’ 0y |g’|] T G9)

onde 1 <i#j<2.
Como M? é parametrizada por linhas de curvatura, vale pelo Corolério 2.5,
Vij=hij—Thh;—Tlh;j=0, 1<i#j<2.

ij'h

Além disso, temos que o invariante de Laplace mj, = 0 e portanto, as solucdes desta
equagdo sao dadas por (veja [13])

B — ol Tijdu; { / o Tyt T .y iy 4 f,-(ui)} J1<i#j<2.
ou seja,
P {/eféﬁgduj+f§{§jdui];}(uj)duj_I_fi(ui)]
_ S hnL) jdu; {/e—fi(lnLii),jduﬁfi(lnij).iduifj(uj)duj+fi(u,~)}
_ il |:/e—élnLi,‘ﬁ-élnij]'Fj(uj)duj_|_fi(ui):|

— 11| [ B+ 5]
= 181 [+ )]

Como m = 0, onde, pela equacdo (1-8),

= —Tl +THT,, (3-9)
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temos que
L L L
0 — _( 1172) L L Ling
2L ) 2L 2Ly

(g N €15 1¢'15
287 ), 2g P21
3 <<ig”,g’>> | (8"8') (is". 8
g ). g g
(ig",8") 118, 8") — (ig",8")2(g" . &)
N '] "
3(¢".8')(ig".8") (ig".8")a

|g’|* g'|?

(8", ¢')(ig", &)
|g'|*

Como (g",ig") =0e |g'|* = g'¢’, obtemos que

3<g//7g/><ig”7gl> <ig/”7g/>

0 = _ :
g4 g2
1. .1 1
— 3<g",7/><lg”,7/> <lg///77/>
g g
! ! "
= 3<1,§,><1,i§—,>—<1,l§—,>
”\ 2 "
g g
- _<1,,(?) (1)

Esta ultima igualdade € verdadeira se, e somente se,
2
3 <g_) 8
2\ ¢ g
onde ¢ € uma constante. Mas, como
g// / g/// g// 2
(?) N (g_) ’
vemos que a equagdo (3-10) € equivalente a equagdo
1/ANRA I\ 2
g 1 (g
() 2 (%) = .

As solugdes da equacao (3-10), sdo dadas pelo lema 1.14 (Veja [5]).
Finalmente, usando as equacdes (2-6), (2-8)-(2-10) e (3-8) obtemos as equagdes
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Figura 3.1: Plano ondulado reto

(3-3)-(3-5). O

Exemplo 3.6 Escolhendo g(z) =z1z+ 22, onde 21 = aj +ibj e zp = ap + iba, e fi(uy) =
C1 u% +couy+cze fr(up) =d u% ~+ drus 4 d3, obtemos pelo Teorema 3.5 o plano, a esfera,
o cilindro, o cone e a superficie com duas singularidades apresentada no exemplo 2.13,
quando escolhemos valores arbitrarios para as constantes ap, as, by, by, c1, ¢2, 3, d1, da,

d3. Neste caso obtemos superficies de Dupin.

Exemplo 3.7 Escolhendo g(z) = z1z+ 22, onde z1 = aj +ib; e 20 = ay +iby, e fo(u) =
cosuy, obtemos pelo Teorema 3.5 os seguintes exemplos de superficies, quando escolhe-

mos valores arbitrdrios para as constantes ay, ay, by, by:

e Um plano ondulado reto (figura 3.1) se escolhermos fj(u;) = clu? + czu%, YueU
eai=ar=1lebj=by=c1=c,=0;

e Um plano curvo (figura 3.2) se escolhermos fj(u;) = clu? + czu% coma; =ay =
—1,b1 :b2: 1 €Cl=0Cr= 1/100,‘

e Um plano com bolhas (figura 3.3) se escolhermos fj(u1) = sinuj, com a; = a; =
by =by=1.

Exemplo 3.8 Escolhendo g(z) = z1eV 2%, onde z1 = aj +iby, e fo(uz) = cos(buy),
obtemos pelo Teorema 3.5 os seguintes exemplos de superficies, quando escolhemos

valores arbitrdrios para as constantes aj, by, b, c:
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Figura 3.2: Plano curvo

Figura 3.3: Plano com bolhas
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Figura 3.4: Funil

Figura 3.5: Plano ondulado sem a origem

e Um "funil"(figura3.4)sea; =b; =1,b=0e c= —1, onde fi(u;) = €";
e Se fizermos fj(u;) = sin(u;), obtemos um "plano ondulado sem a origem"(figura
35),sea;=b1=1,b=0ec=—1;

e Se fizermos fi(u;) = u%, obtemos um colar de "esferas"com singularidades (figura
3.6),sea; =b; =1/100,b=1ec=—1/100.

3.3 Superficies minimas de Laguerre

O seguinte teorema fornece uma outra caracterizacao das superficies minimas de
Laguerre usando a parametrizagdo (2-2).
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Figura 3.6: Colar de esferas

Teorema 3.9 Sejam Y = (g,0) uma parametrizacdo ortogonal do plano T1, com g holo-
morfa, e h: U C R* = R uma fungdo diferencidvel. Considere X : U C R*> — R3 dada
por (2-2) parametrizada por linhas de curvatura. Entdo, X é uma superficie minima de

Laguerre se, e somente se,

\% V
(23 ) +(iF, ) =0, (3-11)
Vi ") \Va2 7/,
onde F = h— %, Vi1 e Vao sdo dados por (3-6) e (3-7).
Em particular se Vi1 = Vo, entdo X é uma superficie minima de Laguerre se, e somente

se, h— % é harmonica.

Demonstragdo. Por (2-39), temos que

(g—) _ i V121||g/||2 0
12 - .
§? 0 szz||g'H2

De (2-8) segue que a curvatura média e a curvatura Gaussiana sdo dadas por

 Str(V) — 4hdet(V)

H= 3-12
P (3-12)
e

4
K = —det(V). (3-13)

P

Como Vi, =0, segue de (3-12) e (3-13), que

H S(Vi1+Va)

K 4V11Vaa
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Agora, usando (3-11) e (2-37), obtemos

H S2
() =) = g
SZ
T 4lg[2det(V)

[ V222 V121
F F
(detw) 71),1+(det<v> ),

V- V;
(251) N (LFQ) '
Vi 1 Voo 2

Assim, Ay (%) = 0 se, e somente se, (3-11) € satisfeita. Agora, se V|1 = V2,, obtemos

que F =h— % e de (3-11) obtemos que F 11 + F22 = 0, ou seja,

S
A]][(F) — (l’l— WZZ

Portanto, FF = h — -5 & harmonica.
2V

S
; (h__) 0
),11 2V 22
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