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Resumo

Sejam q um número primo e A um adequado q-grupo abeliano elementar agindo
coprimamente sobre um grupo �nito ou pro�nito G. Mostramos que se para cada
a ∈ A# os elementos nos centralizadores CG(a) satisfazem alguma condição de Engel,
então o grupo todo G satisfaz uma condição de Engel similar. Mais precisamente,
obtivemos os seguintes resultados.

Sejam q um número primo, n um inteiro positivo e A um grupo abeliano elementar
de ordem q2. Suponha que A age coprimamente sobre um grupo �nito G e assuma que
todo elemento em CG(a) é n-Engel em G para cada a ∈ A#. Então G é k-Engel para
algum inteiro positivo {n, q}-limitado k.

Sejam q um número primo, n um inteiro positivo e A um grupo abeliano elementar
de ordem q3. Suponha que A age coprimamente sobre um grupo �nito G e assuma que
o centralizador CG(a) é n-Engel para cada a ∈ A#. Então G é k-Engel para algum
inteiro positivo {n, q}-limitado k

Uma versão pro�nita não quantitativa do primeiro resultado também foi obtida.

Palavras-chave: Grupos Finitos, Grupos Pro�nitos, Elementos Engel, p-Grupos Power-
ful, Automor�smos, Centralizadores, Pontos Fixos de Automo�smos, Anéis de Lie,
Álgebras de Lie.



Abstract

Let q be a prime and A an elementary abelian q-group acting coprimely on a
�nite or pro�nite group G. We show that if for all a ∈ A# the elements in centralizers
CG(a) satisfy some natural Engel condition, then the whole group G satis�es similar
condition. More precisely, the following results are obtained.

Let q be a prime, n a positive integer and A an elementary abelian group of
order q2. Suppose that A acts coprimely on a �nite group G and assume that for each
a ∈ A# every element of CG(a) is n-Engel in G. Then the group G is k-Engel for some
{n, q}-bounded number k.

Let q be a prime, n a positive integer and A an elementary abelian group of order
q3. Suppose that A acts coprimely on a �nite group G and assume that for each a ∈ A#

the centralizer CG(a) is n-Engel. Then the group G is k-Engel for some {n, q}-bounded
number k.

A pro�nite non-quantitative version of the �rst result is also obtained.

Keywords: Finite Groups, Pro�nite Groups, Engel Elements, Powerful p-Groups,
Automorphisms, Centralizers, Fixed Points of Automophisms, Lie Rings, Lie Algebras.
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[x, ny] [[x, y], n−1y]

A# A− {1}
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L(G) anel de Lie associado a G usando a série central inferior
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Introdução

Seja a um automor�smo de um grupo G. Dizemos que a centraliza um elemento

g ∈ G se ga = g, onde ga representa a imagem de g via a. Dizemos ainda que g é um

ponto �xo de a em G. O conjunto de todos os elementos em G centralizados por a é

um subgrupo de G e será indicado por CG(a), isto é,

CG(a) = {g ∈ G : ga = g}.

O subgrupo CG(a) será chamado de subgrupo dos pontos �xos de a ou centralizador de

a ou simplesmente centralizador, quando não houver risco de ambiguidade.

Este trabalho tem como direção de pesquisa o seguinte problema:

Seja A um grupo de automor�smos de um grupo G. Qual a in�uência que a estrutura

dos centralizadores CG(a), onde a ∈ A \ {1}, tem sobre a estrutura de G?

Ao longo de todo trabalho, a menos que se a�rme explicitamente o contrário, a

letra A será reservada para indicar um subgrupo �nito de automor�smos de um grupo

G. Além disso, diremos que A age (por automor�smos) coprimamente sobre o grupo

�nito G quando (|A|, |G|) = 1.

Atualmente, são conhecidos muitos resultados evidenciando que a estrutura dos

centralizadores CG(a) tem in�uência sobre a estrutura de G. Por exemplo, um célebre

resultado de J. G. Thompson [51] assegura que se G é um grupo �nito admitindo um

automor�smo a de ordem prima q tal que CG(a) = 1, então G é nilpotente. Ainda neste

contexto, um resultado de G. Higman [22] garante também que a classe de nilpotência

de G é limitada superiormente por uma função h(q), dependendo somente de q.

Sabe-se ainda, que a in�uência da estrutura dos centralizadores CG(a) é especi-

almente forte quando a ação de A sobre G é coprima, isto é, se (|A|, |G|) = 1. Neste

caso, já existem muitos avanços no problema acima que tratam de solubilidade, ordem
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e posto [19], expoente [32], nilpotência [54], [46] e [39], leis positivas [48], comprimento

de Fitting [52], etc.

Seguindo a solução positiva do Problema Restrito de Burnside [60, 61, 64] foi

descoberto que o expoente dos centralizadores CG(a) têm forte impacto sobre o expo-

ente de G. Relembramos que um grupo G é dito de expoente n se xn = 1 para todo

x ∈ G e n é o menor inteiro positivo com esta propriedade. Mais precisamente, temos

o seguinte resultado.

Teorema KS. (E. I. Khukhro e P. Shumyatsky, [32]) Sejam q um número primo,

n um inteiro positivo e A um grupo abeliano elementar de ordem q2. Suponha que A

age coprimamente sobre um grupo �nito G e assuma que CG(a) tem expoente dividindo

n para cada a ∈ A#. Então o expoente de G é {n, q}-limitado.

Aqui e ao longo deste trabalho A# denotará o conjunto de elementos não triviais

de A. Usaremos a expressão �{a, b, . . . }-limitado� para abreviar �limitado superior-

mente por uma função dependendo somente dos parâmetros a, b, . . . �.

A prova do resultado acima envolve muitas ideias profundas. Em particular,

resultados Lie-teóricos de E. I. Zelmanov obtidos na solução positiva do Problema

Restrito de Burnside [60, 61, 64] são combinados com a teoria de p-grupos powerful

desenvolvida por A. Lubotzky e A. Mann [37], uma versão �nita e quantitativa do

critério de M. Lazard para um grupo pro-p �nitamente gerado ser p-ádico analítico [33]

obtida por E. I. Khukhro e P. Shumyatsky [32], e um resultado de Y. A. Bahturin e M.

V. Zaicev em álgebras de Lie admitindo um grupo de automor�smos cuja subálgebra

dos pontos �xos satisfaz uma identidade polinomial [7].

No contexto de grupos pro�nitos, todos os conceitos usuais da teoria de grupos

são interpretados topologicamente. Por exemplo, dizemos que H é subgrupo de um

grupo pro�nito G quando H for um subgrupo fechado de G, neste caso, escrevemos

H ≤ G. Dizemos que um subgrupo H ≤ G é gerado por um conjunto S se H é gerado

topologicamente por S. Dizemos que ϕ é um automor�smo de um grupo pro�nito

quando ϕ for um automor�smo contínuo. Dizemos que um grupo de automor�smos A

age coprimamente sobre um grupo pro�nito G se A é �nito enquanto que G é isomorfo a

um limite inverso de grupos �nitos cujas ordens são relativamente primas com a ordem

de A.

Dizemos que um grupo G é localmente �nito se cada subgrupo �nitamente gerado
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de G é �nito e dizemos também que um grupo é periódico se todos seus elementos têm

ordem �nita. Usando um teorema de redução de J. S. Wilson [57], E. I. Zelmanov

mostrou que um grupo pro�nito é localmente �nito se, e somente se, é periódico [62].

Uma versão pro�nita (não quantitativa) do Teorema KS foi obtida em [47].

Teorema. (P. Shumyatsky, [47]) Sejam q um número primo e A um grupo abeliano

elementar de ordem q2. Suponha que A age coprimamente sobre um grupo pro�nito G

e assuma que CG(a) é periódico para cada a ∈ A#. Então G é localmente �nito.

Neste trabalho tratamos a situação onde os centralizadores CG(a) constituem-se

de elementos Engel. Antes de enunciar nosso primeiro resultado vamos de�nir o con-

ceito de elemento Engel e grupo Engel. Sejam n um inteiro não negativo e G um grupo

(possivelmente in�nito). Se x, y ∈ G, o comutador [x,n y] é de�nido indutivamente

pelas regras:

[x,0 y] = x, [x, y] = x−1y−1xy, [x,n y] = [[x,n−1 y], y]

Um elemento g ∈ G é dito um elemento Engel (à esquerda) se para cada x ∈ G existe

um inteiro n, possivelmente dependendo de g e x, tal que [x,n g] = 1. Dizemos que G

é um grupo Engel se todos elementos de G são elementos Engel. Se existe um inteiro n

dependendo somente de g tal que [x,n g] = 1 para todo x ∈ G, então dizemos que g é

um elemento n-Engel. Por �m, dizemos que G é um grupo n-Engel se todos elementos

de G são elementos n-Engel.

Note que todo grupo �nito Engel é também um grupo n-Engel para algum in-

teiro positivo n. Entretanto, existem grupos Engel in�nitos que não são n-Engel para

nenhum inteiro positivo n. Temos ainda que todo grupo nilpotente de classe n é um

grupo n-Engel. M. Zorn [65] provou que a recíproca também vale no contexto de gru-

pos �nitos, isto é, que todo grupo �nito n-Engel é nilpotente. Entretanto, isso não se

veri�ca para grupos in�nitos em geral [40, Theorem 34.62]. Sabe-se também que grupo

Engel não precisa ser localmente nilpotente [14]. Cabe aqui ressaltar que, para um

inteiro positivo �xo n, o conjunto de elementos n-Engel não é um subgrupo em geral.

De fato, o produto entrelaçado standard C2 o (C2 × C2) é um grupo 3-Engel que pode

ser gerado por elementos 2-Engel. Em [10], V. V. Bludov apresentou um exemplo de

um grupo não Engel gerado por elementos Engel (para detalhes veja [9]). Note que
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esse exemplo mostra que o produto de dois elementos Engel pode não ser um elemento

Engel. Vale ressaltar ainda que podemos construir um grupo localmente �nito 3-Engel

de expoente 5 que é não solúvel [8]. Um problema bem conhecido neste contexto é o

seguinte.

Problema [B. I. Plotkin-1950, [31] Problem 14.70] Será que todo grupo n-Engel

é localmente nilpotente?

Embora este problema não tenha sido objeto de estudo deste trabalho de tese,

acredito que vale a pena gastar algumas linhas para destacar alguns avanços neste

contexto. Este problema pode ser abordado por duas maneiras: uma abordagem é

estudar grupos n-Engel para diferentes valores de n. A resposta do problema acima

tem resposta positiva se n ≤ 4. Se n = 1, então o grupo é abeliano. O caso n = 2

foi mostrado por Levi [34]. H. Heineken [21] mostrou o caso n = 3. O caso n = 4

foi mostrado em dois trabalhos independentes, por G. Havas e M. R. Vaughan-Lee

[20] e depois por G. Traustason [53]. A segunda maneira é investigar o problema em

certas classes de grupos. É conhecido que um grupo n-Engel é localmente nilpotente se

adicionalmente ele for: �nito [65], solúvel [16], satisfaz a condição maximal [6], linear

[13], residualmente �nito [55], pro�nito [58], compacto [38], ordenado [27], localmente

graduado [28] e se todos subgrupos são subnormais [50]. Mencionamos ainda que há uns

8 anos Eliyahu Rips e Arye Juhasz anunciaram que o problema tem solução negativa

para todo n ≥ 40. Porém, até agora nenhuma demonstração deste fato foi publicado.

O primeiro resultado que obtivemos é análogo ao Teorema KS.

Teorema A. Sejam q um número primo, n um inteiro positivo e A um grupo abeliano

elementar de ordem q2. Suponha que A age coprimamente sobre um grupo �nito G e

assuma que todo elemento em CG(a) é n-Engel em G para cada a ∈ A#. Então G é

k-Engel para algum inteiro positivo {n, q}-limitado k.

A demonstração do Teorema A usa essencialmente os métodos desenvolvidos na

demonstração do Teorema KS. Entretanto, na prova do Teorema A há diferenças sig-

ni�cativas. A�nal, na prova do Teorema A tivemos que trabalhar também com anéis

de Lie (álgebras de Lie sobre Z) em vez de trabalhar apenas com álgebras de Lie sobre

um corpo, como foi feito na prova do Teorema KS. Ao trabalhar com anéis de Lie

provamos resultados neste contexto com interesse independente da Teoria de Grupos

(ver Teoremas 2.1.6 e 2.1.11)
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Dizemos que um grupo é localmente nilpotente se cada subgrupo �nitamente ge-

rado é nilpotente. Um importante teorema de J. S. Wilson e E. I. Zelmanov [58] garante

que um grupo pro�nito é localmente nilpotente se, e somente se, é Engel. Combinando

este resultado com as técnicas desenvolvidas para demonstrar o Teorema KS, obtivemos

uma versão pro�nita (não quantitativa) do Teorema A.

Teorema B. Sejam q um número primo e A um grupo abeliano elementar de ordem

q2. Suponha que A age coprimamente sobre um grupo pro�nito G e assuma que todo

elemento em CG(a) é Engel em G para cada a ∈ A#. Então G é localmente nilpotente.

Se, no Teorema A, relaxarmos as hipóteses que todo elemento em CG(a) é n-Engel

em G e requerer em vez disso que todo elemento em CG(a) é n-Engel em CG(a), rapi-

damente vemos que o resultado não pode ser assegurado. Em [3], pode ser encontrado

um exemplo de um grupo �nito não nilpotente G admitindo um grupo de automor-

�smos coprimos não cíclico de ordem quatro A tal que CG(a) é abeliano para cada

a ∈ A#. Neste mesmo exemplo, o leitor poderá notar ainda que tal grupo G admite

uma involução τ tal que todo elemento em CG(τ) é 2-Engel. Desta forma, no Teorema

A, a hipótese que A é abeliano elementar de ordem q2 não pode ser substituída por A

é cíclico de ordem q, pois um famoso teorema devido a Zorn garante que grupo �nito

Engel é necessariamente nilpotente. Entretanto, obtivemos o seguinte resultado.

Teorema C. Sejam q um número primo, n um inteiro positivo e A um grupo abeliano

elementar de ordem q3. Suponha que A age coprimamente sobre um grupo �nito G e

assuma que CG(a) é n-Engel para cada a ∈ A#. Então G é k-Engel para algum inteiro

positivo {n, q}-limitado k.

Em [3], uma versão pro�nita do Teorema C foi obtida.

Teorema D. (C. Acciarri e P. Shumyatsky, [3]) Sejam q um número primo e A

um grupo abeliano elementar de ordem q3. Suponha que A age coprimamente sobre um

grupo pro�nito G e assuma que CG(a) é Engel para cada a ∈ A#. Então G é localmente

nilpotente.

Também provamos resultados importantes em anéis de Lie. Eles têm um papel

fundamental nas demonstrações dos Teoremas A e C os quais utilizam métodos Lie-

teóricos.

Teorema 2.1.6 Sejam L um anel de Lie e A um grupo �nito de automor�smos de

L tal que CL(A) satisfaz a identidade polinomial f ≡ 0. Além disso, assuma que L é
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gerado por um conjunto A-invariante contendo m elementos tal que cada comutador

nos geradores é ad-nilpotente com índice no máximo n. Então existem inteiros positivos

e, c dependendo somente de |A|, f,m e n, tais que eγc(L) = 0.

Teorema 2.1.11 Sejam F o anel de Lie livre em um conjunto enumerável de geradores

livres e f um elemento de F (polinômio de Lie) tal que f 6∈ pF para todo primo

p. Suponha que L é um anel de Lie gerado pelos elementos a1, . . . , am tal que cada

comutador nos geradores é ad-nilpotente com índice no máximo n. Assuma que L

satisfaz a identidade f ≡ 0. Então L é nilpotente com classe {f,m, n}-limitada.

Observamos que os principais resultados obtidos nesta tese foram publicados em

[49] e [4]. Mais precisamente, os Teoremas A, 2.1.6 e 2.1.11 foram publicados em [49]

e os Teoremas B e C foram publicados em [4].

Em linhas gerais, a estrutura deste trabalho foi dividida da seguinte maneira:

Capítulo 1. Apresentamos brevemente alguns conceitos para facilitar a leitura

do texto. Incluindo os conceitos de palavras de grupos, grupos pro�nitos, p-grupos

powerful, ações coprimas de automor�smos e condições de Engel. Também citamos

quase todos os resultados da Teoria de Grupos que serão requeridos nas demonstrações

dos principais resultados. Este capítulo não contém resultados de autoria do autor

desse trabalho.

Capítulo 2. Primeiramente, apresentamos resultados associados à álgebras de Lie

sobre um corpo e provamos resultados análogos para anéis de Lie. Depois, descrevemos

brevemente técnicas Lie-teóricas e resultados associados.

Capítulo 3. É dedicado às demonstrações dos Teoremas A, B e C.

Capítulo 4. Apresentamos sem provas outros resultados obtidos durante meu

doutorado. Tais resultados foram publicado em [5].

Brasília, 28 de junho de 2018

Danilo Sanção da Silveira

mailto: sancaodanilo@gmail.com


Capítulo 1

Resultados Preliminares

Neste capítulo apresentamos terminologias e alguns resultados da Teoria de Gru-

pos que serão utilizados ao longo do texto.

1.1 Conceitos Básicos de Grupos

Uma palavra de grupo, ou simplesmente palavra, é um elemento não trivial do

grupo livre F = F (X), onde X = {x1, x2, . . .} é um conjunto de geradores livres.

Sejam G um grupo e w = w(x1, . . . , xn) uma palavra. Dizemos que G satisfaz a

identidade w ≡ 1 se w(g1, . . . , gn) = 1 para todos g1, . . . , gn ∈ G. Quando for o caso,

podemos dizer também que G satisfaz a lei w ≡ 1.

A seguir, vamos de�nir palavras que serão utilizadas ao longo deste trabalho.

• Seja k um inteiro positivo. De�nimos a palavra γk da seguinte forma:

γ1(x1) = x1, γ2(x1, x2) = [x1, x2] = x−11 x−12 x1x2,

e para k ≥ 2,

γk+1(x1, . . . , xk+1) = [[x1 . . . , xk], xk+1].

A palavra γk é chamada comutador simples de peso k (normado à esquerda).

Dizemos que um grupo G é nilpotente de classe k se, e somente se, G satisfaz a

lei γk+1 ≡ 1 e k é o menor inteiro satisfazendo esta propriedade. Uma propriedade

importante de grupos nilpotentes que utilizaremos sem referência especial é que
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um grupo �nito nilpotente é o produto direto de seus subgrupos de Sylow. Para

mais detalhes consulte [43] ou [30].

Para dois subconjuntos M,N de um grupo G de�nimos o subgrupo [M,N ] =

〈[m,n] : m ∈ M,n ∈ N〉. Quando M = N = G, o subgrupo [G,G] é chamado

subgrupo comutador de G. Ele também poderá ser indicado por G′.

Seja k um inteiro positivo. Para cada grupo G, de�nimos o subgrupo γk(G) da

seguinte forma:

γ1(G) = G, γk(G) = [γk−1(G), G], para k ≥ 2.

Sabemos que γk(G) = 〈[g1, . . . , gk] : g1, . . . , gk ∈ G〉. Além disso, tais subgrupos

formam uma série

G = γ1(G) ≥ γ2(G) ≥ γ3(G) · · · (∗)

tal que os fatores γi(G)/γi+1(G) são centrais, isto é, γi(G)/γi+1(G) ≤ Z(G/γi+1(G)),

para cada i ≥ 1. Tal série é chamada série central inferior de G. Outra propri-

edade importante dos termos da série (∗) é que [γi(G), γj(G)] ≤ γi+j(G), para

todo par de inteiros i, j ≥ 1.

• Seja k um inteiro não negativo. De�nimos a palavra δk da seguinte forma:

δ0(x1) = x1, δ1(x1, x2) = [x1, x2]

e para k ≥ 1,

δk+1(x1, . . . , x2k+1) = [δk(x1, . . . , x2k), δk(x2k+1, . . . , x2k+1)].

A palavra δk é chamada palavra derivada de peso k. Dizemos que um grupo G

é solúvel com comprimento derivado k se, e somente se, G satisfaz a lei δk ≡ 1,

e k é o menor inteiro satisfazendo esta propriedade. Para mais detalhes consulte

[43] ou [30].

Para cada grupo G, de�nimos o k-ésimo subgrupo derivado de G, que é comu-
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mente denotado por G(k), da seguinte forma:

G(0) = G, G(k) = [G(k−1), G(k−1)], para k ≥ 1.

É bastante conhecido que G(k) = 〈δk(g1, . . . , g2k) : g1, . . . , g2k ∈ G〉.

Seja d ∈ N. Dizemos que um grupo G é d-gerado se G possui um subconjunto

X com d elementos tal que G = 〈X〉. Neste caso, quando a quantidade de geradores

não for importante, dizemos simplesmente que G é �nitamente gerado. Note que um

subgrupo de um grupo �nitamente gerado pode não ser �nitamente gerado, como

acontece com o produto entrelaçado standard Z oZ, que é um grupo 2-gerado que possui

um subgrupo que não é �nitamente gerado. Entretanto temos o seguinte resultado.

Teorema 1.1.1 ([43], 6.1.8(ii)) Seja G um grupo m-gerado. Se H é um subgrupo

de G com índice �nito n, então H pode ser gerado por (m− 1)n+ 1 elementos.

Denotamos por d(G) o menor número de elementos de G que são necessários para

gerar o grupo G. O posto de um grupo G é de�nido como sendo

rk(G) := max{d(H) : H ≤ G}.

O resultado a seguir é bastante conhecido. Ele segue do simples fato que se N é

um subgrupo normal de um grupo �nito G tal que N é n-gerado e G/N é m-gerado,

então G é (m+ n)-gerado.

Proposição 1.1.2 Sejam G um grupo �nito e N um subgrupo normal de G. Então

rk(G) ≤ rk(G/N) + rk(N).

1.2 Grupos Pro�nitos

Nesta seção abordaremos rapidamente uma importante e atual classe de grupos

topológicos que é a classe dos grupos pro�nitos. Embora algumas de�nições básicas

não sejam fornecidas aqui, o leitor não familiarizado com o tema poderá consultar, por

exemplo, [56], [12] ou [42] para maiores detalhes. Em suma, aqui fornecemos apenas
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alguns conceitos sobre este tópico com o intuito de facilitar a leitura, e �xar notações

e terminologias.

A classe dos grupos pro�nitos, em certo sentido, pode ser vista como uma extensão

da classe dos grupos �nitos. Desta forma, muitos dos teoremas que são verdadeiros para

grupos �nitos também valem (com adequadas adaptações) para grupos pro�nitos, tais

como Teorema de Lagrange [56, Proposition 2.1.2], Teoremas de Sylow [56, Proposition

2.2.2], etc. Começaremos introduzindo alguns conceitos, terminologias e notações a

respeito de grupos topológicos. Para isso, assumimos que o leitor tenha conhecimentos

básicos de topologia.

De�nição 1.2.1 Um grupo topológico é um conjunto que é simultaneamente um grupo

e um espaço topológico, para o qual a aplicação

G×G→ G, (g, h) 7→ gh−1

é contínua, onde G×G é equipado com a topologia produto.

No contexto de grupos topológicos, dizemos que H é subgrupo de um grupo

topológico G quando H for um subgrupo fechado de G, neste caso, escrevemos H ≤

G. Dizemos que um subgrupo H ≤ G é gerado por um conjunto S se H é gerado

topologicamente por S. Dizemos que ϕ é um automor�smo de um grupo topológico

quando ϕ for um automor�smo contínuo. Além disso, escrevemosH ≤o G eH/oG para

denotar que H é um subgrupo aberto e subgrupo aberto normal de G, respectivamente.

Dizemos que um conjunto G é um grupo compacto quando G for um grupo topo-

lógico e G visto como um espaço topológico é um espaço compacto.

O seguinte resultado é bastante útil quando lidamos com grupos compactos.

Proposição 1.2.2 ([56], Lemma 0.3.1(c)) Se G é um grupo compacto, então todo

subgrupo aberto de G tem índice �nito.

A seguir de�nimos o que vem a ser um grupo pro�nito.

De�nição 1.2.3 Dizemos que um conjunto G é um grupo pro�nito se G é um grupo

topológico compacto Hausdor� cujos subgrupos abertos formam uma base de vizinhanças

da identidade.
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Note que todo grupo �nito equipado com a topologia discreta é um grupo pro�nito.

De acordo com o próximo resultado, podemos caracterizar os grupos pro�nitos

usando o conceito de limite inverso de um sistema inverso de grupos �nitos. Para nossos

propósitos esta abordagem é bastante útil. Para maiores detalhes sobre a de�nição e

propriedades de limite inverso consulte [56] ou [42].

Dizemos que uma família I de subgrupos normais de um grupo arbitrário G é

uma base �ltrada se para cada par K1, K2 ∈ I existe um subgrupo K3 ∈ I tal que

K3 ⊆ K1 ∩K2. Observe que se G é um grupo pro�nito então o conjunto {N : N /o G}

é uma base �ltrada.

Teorema 1.2.4 ([56], Theorem 1.2.5) Seja G um grupo pro�nito. Se I é uma base

�ltrada de subgrupos normais de G tal que
⋂
N∈I N = 1, então

G ∼= lim←−N∈I G/N

Aqui vale ressaltar que o limite inverso lim←−i∈IGi de um sistema inverso de grupos

�nitos {Gi}i∈I é isomorfo a um subgrupo fechado do produto cartesiano
∏

i∈I Gi, onde

consideramos os grupos �nitos Gi equipados com a topologia discreta e o produto

cartesiano com a topologia produto. Desta forma, se queremos mostrar que G pertence

a uma determinada variedade, então é su�ciente mostrar que cada grupo Gi pertence

a tal variedade.

Além de grupos pro�nitos, usando o conceito de limite inverso, podemos de�nir

o que é um grupo pro-C, onde C é uma classe de grupos �nitos , da seguinte maneira.

De�nição 1.2.5 Sejam G um grupo topológico e C uma classe de grupos �nitos fechada

para subgrupos e produto direto. Dizemos que G é um grupo pro-C se G é isomorfo

(como grupo topológico) a um limite inverso de grupos que pertence à classe C, isto é,

G ∼= lim←− Gi, onde os subgrupos Gi pertencem à C.

Assim, um grupo pro�nito G é um grupo pro-C, onde C é a classe de todos os grupos

�nitos.

Observação 1.2.6 1. Seja p um primo. Se C é a classe dos p-grupos �nitos e G é

um grupo pro-C, então também dizemos que G é um grupo pro-p.
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2. Se C é a classe dos grupos nilpotentes �nitos e G é um grupo pro-C, então tam-

bém dizemos que G é um grupo pronilpotente. Quando for o caso, temos [56,

Proposition 2.4.3] que G é isomorfo ao produto cartesiano de seus subgrupos de

Sylow, que em particular, são grupos pro-p, onde p percorre todos os primos que

dividem a ordem de G (no sentido de número supernatural).

Proposição 1.2.7 ([56], Proposition 4.1.1) Sejam G um grupo pro�nito, H um

subgrupo de G e X ⊆ H. Então X gera H (topologicamente) se, e somente se, XN/N

gera HN/N para todo N /o G.

O próximo resultado é uma consequência direta do Teorema da Base de Burnside

[43, 5.3.2]. No caso em que o grupo G é um grupo pro-p, a prova segue da Proposição

1.2.7. Podemos usar este resultado mais à frente sem citá-lo explicitamente.

Teorema 1.2.8 Seja G um p-grupo �nito (ou um grupo pro-p) gerado por um con-

junto X. Se G é m-gerado, então existem elementos x1, . . . , xm ∈ X tais que G =

〈x1, . . . , xm〉.

O teorema a seguir é conhecido como Teorema da Categoria de Baire e é uma

ferramenta muito útil para lidar com grupos pro�nitos.

Teorema 1.2.9 ([26], Theorem 35, p. 200 ) Sejam G é um grupo pro�nito e {Ai :

i ∈ N} uma família enumerável de conjuntos fechados tal que G = ∪i∈NAi. Então pelo

menos um subconjunto Ai contendo um conjunto aberto não vazio.

Em verdade, o que vamos utilizar é uma consequência bem conhecida do teorema

acima. Para conveniência do leitor vamos dar os principais passos de sua demonstração.

Corolário 1.2.10 Sejam G um grupo pro�nito e {Ai : i ∈ N} uma família enumerável

de conjuntos fechados tal que G = ∪i∈NAi. Então, existem um inteiro positivo l, um

elemento g em G e um subgrupo aberto H de G tal que gH ⊆ Al.

Demonstração: Pelo Teorema 1.2.9, existe um inteiro l tal que Al contém um conjunto

aberto não vazio U . Então, existe g ∈ U , tal que g−1U é aberto. Assim, [56, Lemma

0.1.1(c)] garante que g−1U = ∪i≥1Si onde cada conjunto Si é simultaneamente aberto

e fechado. Desta forma, existe um inteiro m tal que 1 ∈ Sm. Então, pelo [56, Lemma
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0.3.2], existe um subgrupoH ≤o G tal queH ⊆ Sm. Consequentemente, gH ⊆ U ⊆ Al.

�

1.3 Condições de Engel

Sejam n um inteiro não negativo e G um grupo (possivelmente in�nito). Se

x, y ∈ G, o comutador [x,n y] é de�nido indutivamente pelas regras:

[x,0 y] = x, [x, y] = x−1y−1xy, [x,n y] = [[x,n−1 y], y]

Um elemento g ∈ G é dito um elemento Engel (à esquerda) se para cada x ∈ G existe

um inteiro n, possivelmente dependendo de g e x, tal que [x,n g] = 1. Dizemos que G

é um grupo Engel se todos elementos de G são elementos Engel. Se existe um inteiro n

dependendo somente de g tal que [x,n g] = 1 para todo x ∈ G, então dizemos que g é

um elemento n-Engel. Por �m, dizemos que G é um grupo n-Engel se todos elementos

de G são elementos n-Engel.

Observamos que no contexto de grupos �nitos, todo grupo Engel é um grupo n-

Engel para algum inteiro positivo n, onde n depende do grupo G. Entretanto, podemos

construir grupos Engel in�nitos que não são n-Engel para nenhum inteiro positivo n.

De fato, seja π = {p1, p2, . . .} o conjunto de todos os números primos ordenados pela

ordem usual e considere Gi o produto entrelaçado standard Cpi oCpi , onde Cpi é o grupo

cíclico de ordem pi. Podemos veri�car que cada grupo Cpi o Cpi é um pi-grupo �nito

pi-Engel (ver [35, Theorem 6.2]). Assim, o produto direto
∏

i∈NGi é um grupo Engel,

mas não é um grupo n-Engel para nenhum n > 0.

O próximo resultado mostra que a condição de Engel é equivalente a nilpotência

em grupos �nitos.

Teorema 1.3.1 (M. Zorn, [65]) Todo grupo �nito Engel é nilpotente.

A condição de �nitude no teorema acima não pode ser descartada, pois Cp o C∞p
é um p-grupo (p+ 1)-Engel, mas não é nilpotente uma vez que tem centro trivial (ver

[40, p. 58, 24.23]). Aqui, a notação C∞p representa o p-grupo abelino elementar de

posto in�nito.
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O próximo resultado mostra que a condição de Engel é equivalente a nilpotência

local de grupos pro�nitos.

Teorema 1.3.2 (J. S. Wilson, E. I. Zelmanov, [58]) Um grupo pro�nito é local-

mente nilpotente, se e somente se, é Engel.

E. I. Zelmanov observou em [63] que a classe de nilpotência de um grupo �nito

n-Engel é limitada em termo de n e do número de geradores de G.

Teorema 1.3.3 (E. I. Zelmanov, [63]) Seja G é um grupo �nito m-gerado n-Engel.

Então a classe de nilpotência de G é {m,n}-limitada.

Uma demonstração deste resultado pode ser obtida combinando o Teorema 2.1.11

com o Lema 2.2.9 do próximo capítulo.

Em trabalhos independentes, K. A. Hirsch [23] e B. I. Plotkin [41] provaram que

o produto de dois subgrupos normais localmente nilpotentes é um subgrupo normal

localmente nilpotente. Desta forma, em cada grupo G existe um único subgrupo nor-

mal maximal localmente nilpotente contendo todos os subgrupos normais localmente

nilpotentes de G. Mais tarde, K. W. Gruenberg [17] nomeou tal subgrupo por radical

de Hirsch-Plotkin. Denotaremos este subgrupo por HP (G). Observamos que dado

um grupo G todo elemento em HP (G) é um elemento Engel de G. R. Baer provou

que a inclusão contrária é produzida na classe dos grupos que satisfazem a condição

maximal, isto é, se todo conjunto não vazio de subgrupos de G, parcialmente ordenado

pela inclusão, possui um elemento maximal. Note que, todo grupo �nito satisfaz a

condição maximal.

Teorema 1.3.4 ([43], 12.3.7) Seja G um grupo satisfazendo a condição maximal.

Então HP (G) é nilpotente. Além disso, o conjunto de todos elementos Engel coincide

com o subgrupo HP (G).

Para �nalizar a seção, citamos dois resultados importantes devido a K. W. Gru-

enberg.

Teorema 1.3.5 ([43], 12.3.3) Seja G um grupo solúvel. Então o conjunto de todos

elementos Engel coincide com o subgrupo HP (G).
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Dizemos que um grupo é linear se ele é pode ser imerso em um grupo de matrizes

com entradas em um corpo.

Teorema 1.3.6 (K. W. Gruenberg, [18], Theorem 0) Seja G um grupo linear.

Então o conjunto de todos elementos Engel coincide com o subgrupo HP (G).

1.4 p-Grupos Finitos Powerful

Ao longo deste trabalho precisaremos do conceito de p-grupos �nitos powerful1.

Estes grupos foram introduzidos por A. Lubotzky e A. Mann em [37]. A teoria dos p-

grupos �nitos powerful é governada pela interação entre os comutadores e as p-ésimas

potências do grupo em questão. Veremos também que os p-grupos �nitos powerful

compartilham de muitas propriedades que os grupos abelianos possuem.

Nesta seção vamos tratar rapidamente sobre essa classe de grupos. Todos as

demonstrações dos resultados citados nesta seção podem ser encontradas em [37], [30]

e [12].

Dado um grupo G e um inteiro positivo i, reservamos as notações Gi para o

subgrupo de G gerado por todas as i-ésimas potências de elementos em G e γi(G)

para o i-ésimo termo da série central inferior de G. Além disso, a letra p denotará um

número primo.

De�nição 1.4.1 Dizemos que um p-grupo �nito G é powerful se Gp ≥ [G,G] quando

p 6= 2 (ou G4 ≥ [G,G] quando p = 2).

Observamos que G2 ≥ [G,G] para todo 2-grupo G. Isto indica a necessidade de se

fazer a distinção entre p 6= 2 e p = 2 na de�nição acima.

Note que todo p-grupo �nito abeliano é powerful. Um exemplo simples de 2-grupo

não powerful é o diedral de ordem 8, ou melhor, o grupo D4 cuja apresentação é dada

por

D4 = 〈a, b|a4 = b2 = 1, ab = a−1〉.

Dada a natureza da De�nição 1.4.1, não há motivos para esperar que subgrupo de

p-grupo powerful é novamente p-grupo powerful, conforme mostra o exemplo a seguir.

1Evitamos fazer a tradução do termo powerful p-group para p-grupo potente, porque na literatura

também existe outro conceito denominado potent p-group.
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Considere o grupo G = D4 × C8, onde C8 é o grupo cíclico de ordem 8 gerado pelo

elemento c. Considere o seguinte subgrupo normal N = 〈a2c4〉 de G. Agora note que

o grupo quociente K = G/N é um 2-grupo powerful que contém o subgrupo 〈aN, bN〉

que por sua vez é isomorfo ao diedral D4.

A seguir vamos enunciar resultados que serão úteis nas demonstrações dos Teo-

rema A e C.

Proposição 1.4.2 ([37], Propositions 1.1, 1.7, 1.6, 4.1.6 e 4.1.7) Seja G um p-

grupo �nito powerful.

1. Para cada inteiro positivo i, temos que os subgrupos γi(G) e Gi também são

powerful.

2. Se n1, . . . , ns são inteiros positivos, então [Gn1 , . . . , Gns ] ≤ γs(G)n1···ns .

3. Para cada inteiro positivo k, temos Gpk = {gpk : g ∈ G}. Em particular,

(Gpi)p
j

= Gpi+j , para todo par de inteiros positivos i e j.

Observamos que segue do item 3 acima que se G é um p-grupo �nito powerful e k

um inteiro positivo, então Gpk = (Gp)k. Assim, se pα é a maior p-potência na fatoração

de k, então Gk = Gpα .

Proposição 1.4.3 ([37], Theorems 1.9, 1.11 e 1.12) Seja G = 〈g1, . . . , gd〉 um p-

grupo �nito powerful.

1. Para cada inteiro positivo k, temos Gpk = 〈gp
k

1 , . . . , g
pk

d 〉.

2. G = 〈g1〉 · · · 〈gd〉, isto é, G é o produto dos subgrupos cíclicos 〈gi〉, onde i =

1, . . . , d.

3. G tem posto no máximo d.

1.5 Automor�smos de Grupos

Relembramos que ao longo de todo trabalho, a menos que se a�rme explicitamente

o contrário, a letra A será reservada para indicar um subgrupo �nito do grupo de

automor�smos de um grupo G. Além disso, dizemos que A age coprimamente sobre
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um grupo �nito G quando (|A|, |G|) = 1, e dizemos ainda que A age coprimamente

sobre um grupo pro�nito G quando A é �nito enquanto que G é isomorfo a um limite

inverso de grupos �nitos cujas ordens são relativamente primas com a ordem de A. Em

ambos os casos acima, se ϕ ∈ A dizemos que ϕ é um automor�smo coprimo.

A seguir, citamos um resultado bem conhecido que será muito requerido ao longo

deste trabalho.

Lema 1.5.1 ([15] Theorem 5.3.16, 6.2.4, [44] Lemma 3.2) Se A é um grupo de

automor�smos abeliano não-cíclico agindo coprimamente sobre um grupo �nito (ou

pro�nito) G, então G é gerado pelos subgrupos da forma CG(a), onde a ∈ A#. Se,

além disso, G for um p-grupo �nito (ou grupo pro-p), então G =
∏

a∈A# CG(a).

No lema acima a notação
∏

signi�ca produto de grupos, onde se entende que pre-

viamente foi escolhido uma ordem para os subgrupos CG(a), com a percorrendo em

A#.

Dados ϕ ∈ Aut(G) e N um subgrupo normal ϕ-invariante de um grupo G, pode-

mos construir um automor�smo ϕ sobre o quociente G/N de maneira natural, bastando

para isso considerar a seguinte ação: ϕ(gN) = ϕ(g)N . Tal automor�smo ϕ é chamado

automor�smo induzido por ϕ sobre G/N e com abuso de notação, será indicado sim-

plesmente por ϕ.

O próximo lema é crucial neste trabalho. Sob certas condições, ele relaciona os

pontos �xos de um grupo de automor�smos com os pontos �xos do grupo de automor-

�smos induzidos.

Lema 1.5.2 ([15], 6.2.2(iv) e [44], Lemma 3.2) Sejam G um grupo �nito (ou pro-

�nito) e A é um grupo �nito de automor�smos de G agindo coprimamente sobre G.

Se N é um subgrupo normal A-invariante de G, então CG/N(A) = CG(A)N/N.

Para �nalizar a seção, citamos dois resultados que serão requeridos na demons-

tração do Teorema C.

Teorema 1.5.3 (J. N. Ward, [54]) Sejam q um primo e A um grupo abeliano ele-

mentar de ordem q3 agindo coprimamente sobre um grupo �nito G e assuma que cada

centralizador CG(a) é nilpotente para cada a ∈ A#. Então G é nilpotente.



30 1. Resultados Preliminares

O próximo resultado é a versão quantitativa do teorema anterior.

Teorema 1.5.4 (P. Shumyatsky, [46]) Sejam q um primo e A um grupo abeliano

elementar de ordem q3 agindo coprimamente sobre um grupo �nito G e assuma que

cada centralizador CG(a) é nilpotente com classe no máximo c para cada a ∈ A#.

Então G é nilpotente com classe {q, c}-limitada.



Capítulo 2

Métodos Lie-teóricos

Este capítulo foi dividido em duas partes. Na primeira parte, apresentamos de-

�nições e algumas propriedades de álgebras de Lie. Também provamos resultados em

anéis de Lie de interesse independente da teoria de grupos, como os Teoremas 2.1.6

e 2.1.11. Terminologias usadas e não de�nidas nesta parte podem ser encontradas

em [30, 29] e [25]. Na segunda parte, apresentamos métodos Lie-teóricos e resultados

relacionados que são usados ao longo do texto.

2.1 Anéis e Álgebras de Lie

Um anel de Lie L é um anel não associativo sem unidade cuja multiplicação (ou

colchete de Lie) será denotada por [·, ·] e que satisfaz os axiomas a seguir:

• Anticomutatividade: [a, a] = 0, para todo a ∈ L;

• Identidade de Jacobi: [a, b, c] + [b, c, a] + [c, a, b] = 0, para todos a, b, c ∈ L.

Seja K um anel associativo comutativo com unidade. Um anel de Lie L que

também é um K-módulo (à esquerda) satisfazendo as igualdades:

• k[a, b] = [ka, b] = [a, kb] para todos a, b ∈ L e para todo k ∈ K,

é chamado álgebra de Lie sobre K, ou K-álgebra de Lie, ou simplesmente álgebra de Lie

quando não houver risco de ambiguidade. Observamos que todo anel de Lie é também

uma álgebra de Lie sobre Z. Ao longo desta seção, a menos que se a�rme o contrário,

K denotará um anel associativo comutativo com unidade e L uma K-álgebra de Lie.
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Um exemplo muito importante de álgebra de Lie pode ser construído a partir de

uma álgebra associativa como a seguir. Seja A uma K-álgebra associativa. De�nindo

um produto [·, ·] em A regido pela lei [x, y] = xy−yx, para cada par x, y ∈ A, podemos

veri�car A equipado com este produto é uma K-álgebra de Lie.

Seja X ⊆ L. Por um comutador (ou monômio de Lie) nos elementos de X

entendemos cada elemento de L que pode ser obtido como um produto de Lie nos

elementos do conjunto X com algum sistema de colchetes de Lie. Podemos ainda

de�nir um comutador de peso 1, 2, . . . nos elementos de X da seguinte maneira. Os

comutadores de peso 1 nos elementos de X são todos os elementos de X. Dizemos que

l é um comutador de peso t nos elementos de X se l = [l1, l2] onde l1, l2 são comutadores

que têm pesos menores, digamos t1, t2 respectivamente, satisfazendo t = t1 + t2.

A seguir, de�nimos uma importante classe de comutadores. Seja k um inteiro

positivo e x1, . . . , xk, x, y elementos de L. Os comutadores [x1, . . . , xk] e [x,k y] são

de�nidos recursivamente como se segue:

[x1] = x1; [x1, . . . , xk] = [[x1, . . . , xk−1], xk],

[x,0 y] = x; [x,k y] = [[x,k−1 y], y].

Um elemento a ∈ L é chamado ad-nilpotente se existe um inteiro positivo n = n(a) tal

que [x,n a] = 0 para todos x ∈ L. Se n é o menor inteiro positivo com esta propriedade,

então dizemos que a é ad-nilpotente com índice n.

Uma K-subálgebra de Lie de L é um subconjunto fechado segundo todas as ope-

rações, e I é um ideal se I é um K-módulo e [a, b] ∈ I para todo a ∈ I e todo b ∈ L.

Um K-automor�smo de L é uma bijeção de L nela mesma que é também um K-

homomor�smo. Quando não houver risco de ambiguidade, podemos omitir a letra K

nas de�nições acima.

A K-subálgebra de Lie gerada por um conjunto X ⊆ L será denotada por 〈X〉

e constitui-se de todas as K-combinações lineares de todos os monômios de Lie nos

elementos de X. Denotamos por spanK{X} o K-módulo gerado por X. Além disso,

para cada n ∈ Z, denotamos por nX o conjunto {nx : x ∈ X}.
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Sejam A,B subconjuntos de L. De�nimos

[A,B] := spanK{[a, b] : a ∈ A, b ∈ B}.

Observamos ainda que se A e B são ideais então [A,B] também é um ideal.

De uma forma geral, se A1, . . . , As são subconjuntos de L, então temos

[A1, . . . , As] = [[A1, A2], A3, . . . , As] = spanK{[a1, . . . , as] : ai ∈ Ai}.

Se todos os conjuntos A1, . . . , As são ideais, então [A1, . . . , As] também é um ideal.

Assim como em grupos, um caso importante é quando A1 = · · · = As = L, onde

usamos uma notação especial, a saber,

γs(L) = [L, . . . , L︸ ︷︷ ︸
s

].

Dizemos que L é nilpotente de classe c se [x1, . . . , xc+1] = 0 para todos elementos

x1, . . . , xc+1 ∈ L (ou equivalentemente, se γc+1(L) = 0) e c é o menor inteiro satisfa-

zendo esta propriedade. Análogo ao que foi feito para grupos, também podemos de�nir

o conceito de solubilidade de uma álgebra de Lie (ver detalhes em [29, 30] ou [25]).

Denote por F a K-álgebra de Lie livre nos geradores livres x1, x2 . . .. Seja f ≡

f(x1, . . . , xn) um elemento não nulo de F. Dizemos que umaK-álgebra de Lie L satisfaz

a identidade polinomial f ≡ 0 se f(a1, . . . , an) = 0 para cada n-upla a1, . . . , an ∈ L.

Quando for o caso, também dizemos que L é PI (do termo em inglês polynomial

identity). Dizemos ainda que a K-álgebra de Lie L é n-Engel se L satisfaz a identidade

n-Engel [x,n y] ≡ 0.

O próximo teorema é o principal resultado da parte Lie-teórica na solução positiva

do Problema Restrito de Burnside. Ele foi primeiramente anunciado por E. I. Zelmanov

em [61] e uma prova detalhada foi publicada recentemente em [64].

Teorema 2.1.1 (E. I. Zelmanov, [64]) Seja L uma álgebra de Lie sobre um corpo

e suponha que L satisfaz uma identidade polinomial. Se L pode ser gerada por um

conjunto �nito X tal que todo comutador nos elementos de X é ad-nilpotente, então L

é nilpotente.
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O próximo teorema foi provado por Bahturin e Zaicev para gruposf �nitos solúveis

A [7] e depois estendido por Linchenko para o caso geral [36]. Ele fornece um importante

critério para que uma álgebra de Lie satisfaça uma identidade polinomial.

Teorema 2.1.2 (Y.A. Bahturin - M. V. Zaicev, [7] V. Linchenko, [36]) Seja L

uma álgebra de Lie sobre um corpo K. Assuma que A é um grupo �nito de automor-

�smos de L tal que a subálgebra dos pontos �xos CL(A) satisfaz uma identidade poli-

nomial. Assuma além disso que a característica de K é 0 ou coprima com a ordem de

A. Então L satisfaz uma identidade polinomial.

Aqui, CL(A) signi�ca a subálgebra dos pontos �xos de A em L, ou seja,

CL(A) = {l ∈ L|la = l, para todo a ∈ A#}.

Ambos os Teoremas 2.1.1 e 2.1.2 admitem as seguintes respectivas versões quan-

titativas.

Teorema 2.1.3 (E. I. Khukhro, P. Shumyatsky, [32, 45]) Seja L uma álgebra de

Lie sobre um corpo K gerada por a1, . . . , am. Suponha que L satisfaz uma identidade

polinomial f ≡ 0 e que cada comutador nos geradores a1, . . . , am é ad-nilpotente com

índice no máximo n. Então L é nilpotente com classe {f,K,m, n}-limitada.

Teorema 2.1.4 (E. I. Khukhro, P. Shumyatsky, [32, 45]) Seja L uma álgebra de

Lie como no Teorema 2.1.2 e assuma que CL(A) satisfaz a identidade polinomial f ≡ 0.

Então L satisfaz uma identidade polinomial com grau {|A|, f,K}-limitado.

Combinando os Teoremas 2.1.3 e 2.1.4 o seguinte corolário pode ser obtido.

Corolário 2.1.5 Sejam L uma álgebra de Lie sobre um corpo K e A um grupo �nito

de automor�smos de L tal que CL(A) satisfaz a identidade polinomial f ≡ 0. Suponha

que a característica de K é 0 ou coprima com a ordem de A. Assuma ainda que L é

gerada por um conjunto A-invariante com m elementos em que cada comutador nos

geradores é ad-nilpotente com índice no máximo n. Então L é nilpotente com classe

{|A|, f,K,m, n}-limitada.
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Para nossos propósitos precisaremos trabalhar também com anéis de Lie e não

apenas só com álgebras de Lie sobre um corpo. Assim, obtivemos o seguinte resultado

para anéis de Lie, que é similar ao Corolário 2.1.5.

Teorema 2.1.6 Sejam L um anel de Lie e A um grupo �nito de automor�smos de

L tal que CL(A) satisfaz a identidade polinomial f ≡ 0. Além disso, assuma que L é

gerado por um conjunto A-invariante contendo m elementos tal que cada comutador

nos geradores é ad-nilpotente com índice no máximo n. Então existem inteiros positivos

e, c dependendo somente de |A|, f,m e n, tais que eγc(L) = 0.

Demonstração: Tendo em vista que o conjunto de geradores de L é A-invariante, todo

automor�smo α ∈ A induz uma permutação nos geradores de L. Seja LQ a álgebra

de Lie livre nos geradores livres x1, . . . , xm sobre o corpo Q dos números racionais e

seja LZ o subanel de Lie de LQ gerado por x1, . . . , xm. Para cada α ∈ A seja φα o

automor�smo de LQ (ou de LZ) tal que x
φα
i = xπ(i) onde π é a permutação que α induz

sobre os geradores de L. A aplicação que leva α ∈ A para φα induz uma ação natural

de A sobre LQ (ou sobre LZ) por automor�smos.

Seja I o ideal de LZ gerado por todos os valores de f em elementos de CLZ(A) e

por todos elementos da forma [u, nv], onde u percorre LZ e v percorre o conjunto de

todos comutadores nos geradores x1, . . . , xm. Pelo Corolário 2.1.5, LQ/QI é nilpotente

com classe {|A|, f,m, n}-limitada, digamos c− 1.

Se y1, . . . , yc são elementos (não necessariamente distintos) do conjunto {x1, . . . , xm},

segue que o comutador [y1, . . . , yc] pertence aQI e por isso, ele pode ser escrito na forma

[y1, . . . , yc] =
∑
i

qifiwi,

onde qi são números racionais, fi são elementos da forma [u, nv] como de�nidos acima ou

valores de f em elementos de CLZ(A) e fiwi são elementos de LZ obtidos multiplicando

(várias vezes) fi com produtos nos geradores livres x1, . . . , xm.

Considere e sendo o mínimo múltiplo comum dos denominadores dos coe�ciente

qi tomados sobre todas as possíveis escolhas de y1, . . . , yc em {x1, . . . , xm}. Então

e[y1, . . . , yc] ∈ I para toda escolha de y1, . . . , yc. Portanto, eγc(LZ) ≤ I.

Por �m, observamos que existe um homomor�smo natural de LZ/I para L para o
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qual cada automor�smo φα induz o automor�smo α de L. Consequentemente, eγc(L) =

0. Isso completa a demonstração. �

A seguir, citamos um famoso resultado devido a E. I. Zelmanov.

Teorema 2.1.7 (E. I. Zelmanov, [59]) Toda álgebra de Lie sobre um corpo de ca-

racterística zero satisfazendo a identidade n-Engel [x,n y] ≡ 0 é nilpotente de classe

{n}-limitada.

Corolário 2.1.8 (R. G. Burns, O. Macedonska, Y. Medevedev, [11]) Seja L um

anel de Lie satisfazendo a condição n-Engel [x,n y] ≡ 0. Então existem inteiros positi-

vos e e c, dependendo somente de n, tais que eγc(L) = 0.

Observamos que a identidade

∑
σ∈Sn

[y, xσ(1), . . . , xσ(n)] ≡ 0

é conhecida como identidade n-Engel linearizada. Note que podemos concluir direta-

mente do corolário acima o seguinte resultado.

Corolário 2.1.9 Seja L um anel de Lie satisfazendo a identidade n-Engel linearizada.

Então existem inteiros positivos e e c, dependendo somente de n, tais que eγc(L) = 0.

Em particular, a subálgebra eL é nilpotente com classe no máximo c.

Mais adiante (ver Observação 2.2.10), combinando o corolário acima com métodos

Lie-teóricos obtemos uma versão quantitativa do Teorema de Zorn 1.3.1, desde que os

primos que dividem a ordem do grupo sejam su�cientemente grandes. Este fato é bem

conhecido, entretanto, aqui damos uma demonstração alternativa para ele.

O lema a seguir será muito útil nas demonstrações dos principais resultados en-

volvendo álgebras de Lie.

Lema 2.1.10 (E. I. Khukhro, P. Shumyatsky, [32]) Sejam L uma álgebra de Lie

e H uma subálgebra de L gerada por m elementos h1, . . . , hm tais que cada comutador

nos geradores hi é ad-nilpotente em L com índice no máximo n. Se H é nilpotente com

classe c, então existe um inteiro positivo {c,m, n}-limitado u tal que [L,H, . . . , H︸ ︷︷ ︸
u

] = 0.
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Em geral, o Teorema 2.1.1 não1 pode ser estendido para o caso onde L é somente

um anel de Lie (ao invés de uma álgebra de Lie sobre um corpo). Contudo, podemos

estender tal resultado no caso particular onde a identidade polinomial f ≡ 0 é a

identidade n-Engel linearizada. Mais precisamente, combinando os Teoremas 2.1.6 e

2.1.3 com o Lema 2.1.10 o seguinte resultado pode ser obtido.

Teorema 2.1.11 Sejam F o anel de Lie livre em um conjunto enumerável de geradores

livres e f um elemento de F (polinômio de Lie) tal que f 6∈ pF para todo primo

p. Suponha que L é um anel de Lie gerado pelos elementos a1, . . . , am tal que cada

comutador nos geradores é ad-nilpotente com índice no máximo n. Assuma que L

satisfaz a identidade f ≡ 0. Então L é nilpotente com classe {f,m, n}-limitada.

Seja L uma álgebra de Lie. Uma derivação de L é uma aplicação linear δ :

L→ L satisfazendo δ([x, y]) = [x, δ(y)] + [δ(x), y]. Fixando y ∈ L, o operador adjunto

ady : L → L de�nido por ady(x) = [x, y] é um exemplo de derivação que será útil na

demostração abaixo.

Demonstração do Teorema 2.1.11: Pela Proposição 2.1.6 aplicada com

A = 1, existem inteiros positivos e e c, dependendo somente de f,m e n, tais que

eγc(L) = 0. Considere M = eL e note que M é um ideal nilpotente de L cuja classe de

nilpotência é limitada em termos de f,m e n. Seja d o comprimento derivado de M .

Usaremos indução sobre d. Suponha primeiro que M = 0. Então L é uma soma direta

de suas componentes primárias Lp, onde p percorre os primos divisores de e. Assim,

é su�ciente mostrar que a classe de nilpotência de cada Lp é limitada em termos de

f,m e n e então, sem perda de generalidade, podemos assumir que e = pk para um

primo p. Note que k é um número {f,m, n}-limitado. O quociente L/pL pode ser

visto como uma álgebra de Lie sobre o corpo com p elementos e então ele tem classe

de nilpotência {f,m, n}-limitada pelo Teorema 2.1.3. Consequentemente, existe um

número {f,m, n}-limitado c1 tal que γc1(L) ≤ pL. Isso implica que γkc1(L) ≤ pkL = 0.

Assuma agora que M 6= 0 e seja D o último termo não trivial da série derivada

deM . Por indução, L̄ = L/D é nilpotente com classe {f,m, n}-limitada. O anel L̄ age

naturalmente sobre D por derivações e assim podemos construir o produto semidireto

1Veja na próxima seção a construção de um anel de Lie associado a um grupo usando a série central

inferior e pense no anel de Lie associado ao primeiro grupo de Grigorchuk.
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de L e D. Com isso, o Lema 2.1.10 mostra que para algum número {f,m, n}-limitado

u temos que [D, L̄, . . . , L̄︸ ︷︷ ︸
u

] = 0. Logo, podemos concluir que L é nilpotente com classe

{f,m, n}-limitada. Isso completa a demonstração. �

Estendendo o anel base

Sejam L um anel de Lie, A um grupo �nito de automor�smos de L e ϕ ∈ A um

automor�smo de ordem n. Seja ω uma raiz primitiva n-ésima da unidade. Podemos

considerar o anel de Lie L = L⊗ Z[ω] com ϕ (ou A) agindo naturalmente sobre L. O

subgrupo aditivo do anel de Lie L de�nido por

iL = {l ∈ L : lϕ = ωil}

é chamado ϕ-componente com respeito a ωi. Os elementos das ϕ-componentes são

ditos ϕ-homogêneos.

Lema 2.1.12 ([29], Lemma 4.1.1 ) Mantendo a terminologia acima, temos:

1. A seguinte inclusão é produzida

nL ⊆0 L+1 L+ · · ·+n−1 L.

2. Se l0 + l1 + · · ·+ ln−1 = 0, onde li ∈i L, então nli = 0, para todo i ≤ n− 1.

3. Se o grupo aditivo de L é livre de n-torção, isto é , se para todo l ∈ L a igualdade

nl = 0 implica que l = 0, então a soma das ϕ-componentes no item (1) é soma

direta.

Observamos que [iL,j L] ⊆i+j L, onde i+ j é calculado módulo n. Em particular,

a soma 0L+1 L+ · · ·+n−1 L é um subanel de L.

Ainda mantendo a terminologia acima, de�nimos o conceito de autovetor comum

para A no anel de Lie L como a seguir.

De�nição 2.1.13 Um elemento x ∈ L será chamado �autovetor� comum para A se

para cada a ∈ A existe um inteiro não negativo s tal que xa = ωsx.
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Observamos que se x, y ∈ L são autovetores comuns para A, então o comutador [x, y]

também é um autovetor comum para A.

Por �m, quando estivermos trabalhando com uma álgebra de Lie sobre um corpo

iremos precisar do seguinte resultado.

Teorema 2.1.14 ([24], Theorem 6.5.8) Sejam T1, . . . , Tn operadores lineares dia-

gonalizáveis sobre um espaço vetorial V de dimensão �nita. Se os operadores T1, . . . , Tn

comutam dois a dois, então existe uma base de V na qual cada vetor é um autovetor

para cada um dos operadores T1, . . . , Tn.

2.2 Anel de Lie Associado a um Grupo

Dado um grupo G, existem muitas maneiras de associar um anel de Lie a G (veja

[25, 29, 45]). Para conveniência do leitor iremos descrever brevemente as construções

que usamos neste trabalho. Para nossos propósitos é su�ciente considerar que G é um

grupo �nito ou pro�nito.

Uma série de subgrupos para G

G = G1 ≥ G2 ≥ · · · (∗)

é dita uma N-série se ela satisfaz a seguinte condição [Gi, Gj] ≤ Gi+j para todos i, j.

Note que cada N -série é central, ou seja, Gi/Gi+1 ≤ Z(G/Gi+1) para todo i.

Dada uma N -série (∗), considere L∗(G) sendo a uma soma direta dos grupos

abelianos L∗i := Gi/Gi+1. Para cada i ≥ 1, o grupo abeliano L∗i é dito a i-ésima

componente homogênea e seus elementos são ditos elementos homogêneos. Por um

lado, a comutação em G induz uma operação binária [, ] (comumente chamada produto

de Lie) em L∗(G). Para elementos homogêneos xGi+1 ∈ L∗i , yGj+1 ∈ L∗j a operação é

de�nida por

[xGi+1, yGj+1] = [x, y]Gi+j+1 ∈ L∗i+j

e então estendida para elementos arbitrários de L∗(G) por linearidade. Por outro lado,

a operação do grupo G induz naturalmente uma operação binária + em L∗(G) da
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seguinte forma:

xGi, yGi ∈ Gi/Gi+1, xGi + yGi = xyGi.

Observamos que colchetes são usados tanto para comutador no grupo G quanto para

produto de Lie em L∗(G).

Usando leis de comutadores de grupos podemos veri�car que as operações de�-

nidas acima estão bem de�nidas e que L∗(G) equipado com as operações + e [, ] é um

anel de Lie (consulte [30, Theorem 6.2] para detalhes). Assim, L∗(G) é chamado de

anel de Lie associado a G usando a série (∗).

Uma N -série (∗) é chamada de Np-série se Gp
i ≤ Gpi para todo i ≥ 1. Um

exemplo importante de uma Np-série é o caso onde a série (∗) é a série central p-

dimensional, também conhecida como série de Zassenhaus-Jennings-Lazard, cuja série

é dada pelos subgrupos

Di(G) :=
∏
jpk≥i

γj(G)p
k

,

para cada i ≥ 1 (consulte [25, p. 250] para mais detalhes). Observe que se todos os

quocientes Gi/Gi+1 de uma N -series (∗) têm expoente primo p, então L∗(G) pode ser

visto como uma álgebra de Lie sobre o corpo com p elementos Fp.

No caso onde a série (∗) é a série central inferior de G escreveremos L(G) para o

anel de Lie associado a G. No caso em que a série (∗) é a série central p-dimensional de

G escreveremos Lp(G) para a subálgebra gerada pela primeira componente homogênea

G1/G2 da Fp-álgebra de Lie associada a G.

Seja H um subgrupo G. Para uma N -série (Np-série) como (∗) escrevemos

L∗(G,H) :=
⊕
j≥1

(Gj ∩H)Gj+1

Gj+1

.

Observação 2.2.1 Observamos que L∗(G,H) é um subanel (subálgebra) de L∗(G).

Além disso, L∗(G,H) é isomorfo ao anel (álgebra) de Lie associada a H usando a

N-série (Np-série) H = H ∩G1 ≥ H ∩G2 ≥ · · · .

Quando a série (∗) é a série central p-dimensional, nós escrevemos

Lp(G,H) := Lp(G) ∩ L∗(G,H).
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De maneira natural cada automor�smo deG induz um automor�smo sobre L∗(G).

Se G é �nito (ou pro�nito) e α é um automor�smo coprimo de G, então o subanel

(subálgebra) dos pontos �xos de α em L∗(G) é isomorfa ao anel (álgebra) de Lie

associada ao grupo CG(α) via a N -série formada pela interseções de CG(α) com a

N -série (Np-série) (∗) (consulte [45] para mais detalhes). Mais precisamente, temos o

seguinte.

Observação 2.2.2 Se o grupo A age coprimamente sobre G, então

L∗(G,CG(A)) = CL∗(G)(A) e Lp(G,CG(A)) = CLp(G)(A).

O resultado a seguir é bastante conhecido e poderá ser utilizado sem uma refe-

rência especial.

Teorema 2.2.3 ([30], Theorem 6.9, Lemma 6.7) Suponha que G é um grupo nil-

potente.

1. Então L(G) é nilpotente e a classe de nilpotência de L(G) é igual a classe de G.

2. Se G é �nito, então |G| = |L(G)|.

3. L(G) é gerado por G/γ2(G).

4. Seja c um inteiro positivo. Então γc(L(G)) =
⊕

i≥c γi(G)/γi+1(G).

O próximo resultado, sob certas condições, mostra as informações que podem ser

obtidas de um p-grupo �nito G sabendo que a álgebra de Lie Lp(G) é nilpotente.

Teorema 2.2.4 (E. I. Khukhro, P. Shumyatsky, [32]) Seja G um p-grupo �nito

d-gerado. Se Lp(G) é nilpotente de classe c, então G possui um subgrupo característico

powerful com índice {p, c, d}-limitado.

Seja G um grupo pro�nito. Lembramos que para cada H ≤ G, denotamos por

d(H) o menor número de elementos necessários para gerar H. Dizemos que G tem

posto �nito se

rk(G) := max{d(H) : H ≤ G} <∞.
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Proposição 2.2.5 ([12], Proposition 3.11) Seja G um grupo pro�nito. Então

rk(G) = max{rk(G/N) : N /o G}.

Teorema 2.2.6 ([12], Theorem 7.19) Todo grupo pro-p de posto �nito é linear.

O próximo resultado é bem conhecido e pode ser obtido combinando um teorema

de Lazard (ver detalhes [33, A.1 in Appendice e Sections 3.1 e 3.4 no Ch. III] ou [12,

1.(k) e 1.(o) no Interlude A]) com um teorema devido à Lubotzky-Mann [37, Theorem

2.1]. Contudo, aqui fornecemos uma demonstração muito simples para tal resultado.

Teorema 2.2.7 Seja G um grupo pro-p �nitamente gerado. Se Lp(G) é nilpotente,

então G é um grupo linear.

Demonstração: Assuma que G é um grupo pro-p gerado por d elementos tal que

Lp(G) é nilpotente de classe c. Seja N /o G. Então G/N é um p-grupo �nito d-gerado

tal que Lp(G/N) é nilpotente com classe no máximo c. Com isso, podemos concluir do

Teorema 2.2.4 que G/N possui um subgrupo H/N característico powerful com índice

{p, c, d}-limitado. Combinando o Teorema 1.1.1 com a Proposição 1.4.3(3) decorre que

H/N tem posto {p, c, d}-limitado. Pela Proposição 1.1.2, podemos deduzir que G/N

tem posto {p, c, d}-limitado. Uma vez que este argumento pode ser repetido para cada

subgrupo normal aberto, podemos concluir da Proposição 2.2.5 que G tem posto �nito.

Logo o resultado segue pelo Teorema 2.2.6. �

O próximo resultado é um fato bem conhecido e que será útil no decorrer deste

trabalho. Para conveniência do leitor, iremos descrever alguns passos da sua demons-

tração, a qual usa o seguinte fato.

Observação 2.2.8 Sejam n um inteiro positivo e F o grupo livre nos geradores livres

x, y, z. Por indução sobre n podemos veri�car a seguinte igualdade:

[xz, ny] = [x, ny][z, ny]v(x, y, z)

onde v é o produto de comutadores de peso no mínimo n+2, sendo que tais comutadores

envolvem as variáveis x, z e envolve ainda y pelo menos n vezes.
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Lema 2.2.9 Seja G é um grupo n-Engel. Se G = G1 ≥ G3 ≥ · · · é uma N-série para

G, então o anel de Lie L∗(G) satisfaz a identidade n-Engel linearizada

∑
σ∈Sn

[y, xσ(1), . . . , xσ(n)] ≡ 0. (2.1)

Demonstração: Sejam y, x1, . . . , xn ∈ G. Expandindo a equação abaixo

1 = [y, x1 · · · xn, . . . , x1 · · ·xn︸ ︷︷ ︸
n

]

obtemos

1 =

(∏
σ∈Sn

[y, xσ(1), . . . , xσ(n)]

)
.z

onde z é um produto de comutadores envolvendo todos y, x1, . . . , xn e pelo menos

um deles aparece no mínimo duas vezes. Visto que a identidade (2.1) é multilinear,

para mostrar que L∗(G) satisfaz (2.1) é su�ciente mostrar que o conjunto de todos

elementos homogêneos satisfazem tal identidade. Para isso, seja L∗i = Gi/Gi+1 para

todo inteiro i e escolha arbitrariamente os elementos v = bGj+1 ∈ L∗j , u1 = a1Gi1+1 ∈

L∗i1 , . . . , un = anGin+1 ∈ L∗in . Para cada σ ∈ Sn o produto de Lie [v, u1, . . . , un] pertence

a L∗j+i1+···+in+1. Portanto

∑
σ∈Sn

[v, uσ(1), . . . , xσ(n)] =

1︷ ︸︸ ︷∏
σ∈Sn

[y, xσ(1), . . . , xσ(n)]Gj+i1+···+in+1 = 0.

Isso completa a demonstração. �

Observação 2.2.10 Seja G é um grupo �nito n-Engel. Decorre do Teorema 1.3.1

que G é nilpotente. Além disso, pelo lema acima L(G) satisfaz a identidade n-Engel

linearizada. O Corolário 2.1.9 garante que existem inteiros positivos e, c dependendo

somente de n, tais que eγc(L(G)) = 0. Assim, se π(|G|)∩π(e) = ∅, então G é nilpotente

de classe no máximo c − 1. Em particular, a classe de nilpotência de um grupo �nito

n-Engel G é n-limitada se os primos que dividem |G| são su�cientemente grandes.

O próximo lema é essencialmente devido a J. S. Wilson e E. I. Zelmanov.
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Lema 2.2.11 (J. S. Wilson, E.I. Zelmanov, [58]) Seja G um grupo pro�nito e g ∈

G um elemento Engel. Seja L∗(G) a álgebra de Lie associada a G usando a série central

p-dimensional para algum primo p. Então a imagem de g em L∗(G) é ad-nilpotente.

No lema acima, a expressão �a imagem de g em L∗(G)� signi�ca o elemento

gDi+1 ∈ L∗(G) tal que g ∈ Di\Di+1.



Capítulo 3

Principais Resultados

Neste capítulo iremos lidar com as demonstrações dos Teoremas A, B e C, citados

na introdução.

3.1 Demonstração do Teorema A

Nesta seção iremos nos concentrar na demonstração do Teorema A. Para conve-

niência do leitor enunciamos tal resultado a seguir.

Teorema A. Sejam q um número primo, n um inteiro positivo e A um grupo abeliano

elementar de ordem q2. Suponha que A age coprimamente sobre um grupo �nito G e

assuma que todo elemento em CG(a) é n-Engel em G para cada a ∈ A#. Então G é

k-Engel para algum inteiro positivo {n, q}-limitado k.

O lema abaixo é a versão quantitativa do Teorema 1.3.5 e será útil na demons-

tração do Teorema A.

Lema 3.1.1 Seja G um grupo solúvel com comprimento derivado d. Se G pode ser

gerado por m elementos n-Engel, então G é nilpotente com classe {d,m, n}-limitada.

Demonstração: Primeiramente, note que o Teorema 1.3.5 garante que cada grupo

satisfazendo as hipóteses deste lema é nilpotente. No que se segue, suponha por absurdo

que o lema é falso. Então, para cada inteiro positivo i podemos escolher um grupo Gi

satisfazendo as hipóteses do lema e tendo classe de nilpotência no mínimo i. Em cada

grupo Gi �xamos geradores gi1, gi2, . . . , gim que são elementos n-Engel. No produto



46 3. Principais Resultados

cartesiano dos grupos Gi considere o subgrupo D gerado pelos m elementos abaixo

g1 = (g11, g21, . . .), . . . , gm = (g1m, g2m . . .).

Por construçãoD é um grupo solúvel gerado porm elementos n-Engel. Logo, o Teorema

1.3.5 assegura que D é nilpotente, digamos de classe c. Entretanto, observamos que

cada um dos grupos Gi é isomorfo a um quociente de D. Desta forma, cada um dos

grupos Gi é nilpotente com classe no máximo c. Mas isso contradiz a escolha dos

grupos Gi, onde i ≥ 1. �

Para provar o Teorema A, iremos precisar do seguinte resultado sobre anéis de

Lie associados a grupos. Lembramos que L(G) é o anel de Lie associado a G usando a

série central inferior e Lp(G) é a subálgebra de Lie gerada pela primeira componente

homogênea da álgebra de Lie associada a G usando a série central p-dimensional.

Proposição 3.1.2 Seja G um grupo m-gerado satisfazendo as hipóteses do Teorema

A. Então:

1. Existem números inteiros positivos e, c dependendo somente de m,n e q, tais que

eγc(L(G)) = 0.

2. Seja p um número primo que divide a ordem de G. Então Lp(G) é nilpotente

com classe {p, q,m, n}-limitada.

Demonstração: Inicialmente vamos provar o item (1). A grosso modo, o roteiro

da prova é estender o anel L(G) adequadamente para que possamos aplicar a Proposição

2.1.6.

Segue pelo Lema 1.5.1 que G é gerado pelos centralizadores CG(a), onde a ∈ A#.

Por hipótese, todos elementos nos centralizadores CG(a) são Engel. Combinando estes

dois fatos com o Teorema 1.3.4 resulta que G é nilpotente. Portanto G é o produto

direto de seus subgrupos de Sylow. Consequentemente, sem perda de generalidade,

podemos assumir que G é um p-grupo �nito. Sejam γj = γj(G), Lj = γj/γj+1 e

L = L(G) =
⊕
j≥1

Lj.
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Considere A1, . . . , Aq+1 sendo todos os q+ 1 subgrupos maximais distintos de A. Con-

sidere ainda Lij = CLj(Ai). Segue pelo Lema 1.5.1 que cada subgrupo A-invariante é

gerado pelos centralizadores dos subgrupos Ai's. Por esse motivo, para cada j temos

Lj =

q+1∑
i=1

Lij.

Além disso, segue pelo Lema 1.5.2 que para cada l ∈ Lij existe um elemento x ∈

γj ∩ CG(Ai) tal que l = xγj+1. Por hipótese, x é um elemento n-Engel em G, logo l é

ad-nilpotente em L de índice no máximo n. Assim,

cada elemento em Lij é ad-nilpotente em L com índice no máximo n. (3.1)

Por hipótese, G é gerado por m elementos e portanto o grupo aditivo L1 também é

gerado por m elementos. Combinando isso com os Teoremas 2.2.3(3) e 1.2.8, o anel

de Lie L é gerado por no máximo m elementos ad-nilpotentes, todos eles pertencendo

a Li1 para algum i. Entretanto, não podemos garantir que todo comutador de Lie

nos geradores de L está novamente em algum Lij e consequentemente será também

ad-nilpotente.

Para superar esta di�culdade vamos estender o anel base de L por uma raiz da

unidade. Seja ω uma raiz primitiva q-ésima da unidade e considere o produto tensorial

L = L ⊗ Z[ω]. A ideia é trocar L por L e provar que existem inteiros positivos e, c

dependendo somente de m,n e q, tais que eγc(L) = 0, o que implicará eγc(L(G)) = 0,

pois existe uma imersão natural do anel L no anel L bastando para isso identi�car L

com L ⊗ 1. Observamos ainda que se um elemento l ∈ L é ad-nilpotente em L com

índice, digamos r, então o �mesmo� elemento l ⊗ 1 é ad-nilpotente em L com mesmo

índice r.

Seja Lj = Lj ⊗ Z[ω] para j = 1, 2, . . . . Consideraremos L como um anel de Lie.

Desta forma, L =
〈
L1

〉
. Visto que o subgrupo aditivo L1 é gerado por m elementos,

resulta que o subgrupo aditivo L1 é gerado por (q − 1)m elementos.

O grupo A age sobre L de maneira natural e temos ainda que Lij = CLj(Ai),
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onde Lij = Lij ⊗ Z[ω]. Iremos provar agora a seguinte a�rmação.

Cada elemento em Lij é ad-nilpotente em L com índice {n, q} − limitado. (3.2)

De fato, escolha y ∈ Lij e escreva

y = x0 + ωx1 + ω2x2 + · · ·+ ωq−2xq−2

para elementos adequados xs ∈ Lij. Em vista do fato (3.1) temos que cada somando

ωsxs é ad-nilpotente em L com índice no máximo n. Seja H o subanel de L gerado

pelos elementos x0, ωx1, ω2x2, . . . , ω
q−2xq−2. Vamos provar que H é nilpotente com

classe {n, q}-limitada. Note que H ≤ CL(Ai) uma vez que ωsxs ∈ CL(Ai) para todo

s = 1, . . . , q − 2. Um comutador de peso t nos elementos x0, ωx1, ω2x2, . . . , ω
q−2xq−2

tem a forma ωtx, para algum x ∈ Lij0 , onde j0 = tj. Por (3.1), o elemento x é

ad-nilpotente em L com índice no máximo n e portanto podemos deduzir que ωtx é

ad-nilpotente em L com índice no máximo n. Tendo em vista que CG(Ai) é n-Engel,

podemos combinar o Lema 2.2.9 com as Observações 2.2.1 e 2.2.2 para obter que CL(Ai)

satisfaz a identidade n-Engel linearizada. Esta identidade é multilinear e por isso ela

também é satisfeita por

CL(Ai)⊗ Z[ω] = CL(Ai).

Visto que H ≤ CL(Ai), segue que a identidade também é satisfeita por H. Posto isso,

o Teorema 2.1.11 garante que H é nilpotente com classe {n, q}-limitada. Pelo Lema

2.1.10, existe um inteiro positivo v, dependendo somente de n e q, tal que

[L,H, . . . , H︸ ︷︷ ︸
v

] = 0.

Visto que y ∈ H, podemos concluir que y é ad-nilpotente em L com índice {n, q}-

limitado. Isto prova a a�rmação (3.2).

Relembre que um elemento x ∈ L será chamado �autovetor� comum para A se

para cada a ∈ A existe um inteiro não negativo s tal que xa = ωsx. Tendo em vista que

(|A|, |G|) = 1, o Lema 2.1.12 assegura que o grupo aditivo do anel de Lie L é gerado

por autovetores comuns para A. Já observamos que o subgrupo aditivo L1 é gerado
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por (q − 1)m elementos. Consequentemente, o anel de Lie L é gerado por no máximo

(q−1)qm autovetores comuns para A. Também é verdade que o anel de Lie L é gerado

por um conjunto A-invariante de no máximo (q − 1)q3m autovetores comuns para A.

Visto que A é não-cíclico, cada autovetor comum para A está contido no cen-

tralizador CL(Ai) para algum i. Além disso, cada comutador nos autovetores comuns

para A é novamente um autovetor comum para A. Desta forma, se l1, . . . , ls ∈ L1

são autovetores comum para A e que geram L, então cada comutador nestes gerado-

res pertence a algum Lij e portanto, pela a�rmação (3.2), é ad-nilpotente em L com

índice {n, q}-limitado. Além disso, como mencionado acima, para cada i, a subálge-

bra CL(Ai) satisfaz a identidade n-Engel linearizada. Portanto, pela Proposição 2.1.6,

existem inteiros positivos e, c dependendo somente de m,n e q tais que eγc(L) = 0.

Consequentemente, eγc(L) = 0. Isso completa a demonstração do item (1).

As demonstrações das a�rmações (1) e (2) são similares. A demonstração do item

(2) pode ser obtida simplesmente trocando todo recurso da Proposição 2.1.6 na prova

do item (1) pelo recurso do Corolário 2.1.5. �

Agora estamos prontos para lidar com a demonstração do Teorema A.

Demonstração do Teorema A: Seja G um grupo satisfazendo as hipóteses

do Teorema A. Queremos mostrar que G é k-Engel para algum número {n, q}-limitado

k. Segue pelo Lema 1.5.1 que G é gerado pelos centralizadores CG(a), onde a ∈ A#.

Por hipótese, todos elementos nos centralizadores CG(a) são Engel. Combinando estes

dois fatos com o Teorema 1.3.4 resulta que G é nilpotente. Escolha arbitrariamente

x, y ∈ G. Para concluir a demonstração é su�ciente mostrar que o subgrupo 〈x, y〉 é

nilpotente com classe {n, q}-limitada. Posto isso, sem perda de generalidade, podemos

assumir que nenhum subgrupo próprio A-invariante de G contém ambos elementos x

e y. Em outras palavras, assumiremos que

G = 〈xA, yA〉.

Portanto, o grupo G pode ser gerado por 2q2 elementos. Todo subgrupo de Sylow de G

satisfaz estas hipóteses e portanto sem perda de generalidade podemos assumir que G

é um p-grupo para algum primo p 6= q. Combinando o Lema 1.5.1 com o Teorema 1.2.8
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podemos assumir além disso que G é gerado por no máximo 2q2 elementos n-Engel.

Tendo em vista o Lema 3.1.1, para completar a demonstração basta mostrar que o

comprimento derivado de G é {n, q}-limitado.

Seja L = L(G). Pela Proposição 3.1.2(1), existem inteiros positivos e, c depen-

dendo somente de n e q tais que eγc(L) = 0. Se p não divide e, temos γc(L) = 0

e então o Teorema 2.2.3(1) garante que G é nilpotente com classe no máximo c − 1.

Portanto, neste caso a prova está completa. Assim, no que se segue podemos assumir

que p divide e.

Prosseguiremos a demonstração considerando primeiramente o caso particular em

que G é um p-grupo powerful. Seja R = Ge e assuma que R 6= 1. Pela Proposição

1.4.2(3) podemos supor que e é uma p-potência. Além disso, pela Proposição 1.4.2(1),

R é powerful. Observamos que aplicando os itens (2) e (3) do Teorema 1.4.2 podemos

deduzir que, se p 6= 2, então temos

[R,R] ≤ [G,G]e
2 ≤ Gpe2 = Rpe,

e se p = 2, temos

[R,R] ≤ R4e.

Seja L1 = L(R). Combinando as Proposições 1.4.3(3) e 3.1.2(1) podemos deduzir que

eγc(L1) = 0. Com isso, o Teorema 2.2.3(4) implica que γc(R)e ≤ γc+1(R). Tendo em

vista que R é powerful, se p 6= 2, obtemos que

γc(R)e ≤ γc+1(R) = [R′, R, . . . , R︸ ︷︷ ︸
c−1

] ≤ [Rpe, R, . . . , R︸ ︷︷ ︸
c−1

] ≤ γc(R)pe,

e se p = 2, obtemos que

γc(R)e ≤ γc(R)4e.

Consequentemente, em ambos os casos temos γc(R)e = 1, pois R é um p-grupo. Pelas

Proposições 1.4.2(1) e 1.4.3(3), γc(R) é powerful e gerado por no máximo 2q2 elementos,

logo podemos deduzir da Proposição 1.4.3(2) que γc(R) é um produto de no máximo 2q2

subgrupos cíclicos. Por isso, a ordem de γc(R) é no máximo e2q
2
. Logo, o comprimento

derivado de R é {n, q}-limitado. Relembre que G é um p-grupo powerful e R = Ge.
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Repetindo o mesmo argumento para o grupo quociente G/R decorre que o comprimento

derivado de G é {n, q}-limitado. Deste modo, provamos o resultado desejado no caso

onde G é um p-grupo powerful.

Finalmente, vamos provar o caso geral. Seja G um p-grupo �nito gerado por no

máximo 2q2 elementos n-Engel satisfazendo as hipóteses do Teorema A. Pela Proposi-

ção 3.1.2(2) a álgebra de Lie Lp(G) é nilpotente com classe {n, q}-limitada. Com isso,

o Teorema 2.2.4 assegura que G possui um subgrupo powerful característico, digamos

K, com índice {n, q}-limitado. Pelo que vimos acima, o comprimento derivado de K

é {n, q}-limitado. Consequentemente, o comprimento derivado de G é {n, q}-limitado

também. Isto completa a demonstração. �

3.2 Demonstração do Teorema B

Nesta seção iremos lidar com a demonstração do Teorema B que é a versão pro-

�nita não quantitativa análoga ao Teorema A. Para conveniência do leitor enunciamos

tal resultado a seguir.

Teorema B Sejam q um número primo e A um grupo abeliano elementar de ordem

q2. Suponha que A age coprimamente sobre um grupo pro�nito G e assuma que to-

dos elementos em CG(a) são Engel em G para cada a ∈ A#. Então G é localmente

nilpotente.

Um resultado necessário para provar o Teorema B é o seguinte.

Proposição 3.2.1 (C. Acciarri e P. Shumyatsky, [3], Proposition 2.6) Assuma

que um grupo �nito A age coprimamente sobre um grupo pro�nito G tal que CG(A)

é Engel. Então, para cada primo p, a álgebra de Lie Lp(G) satisfaz uma identidade

polinomial multilinear.

A seguir, provaremos o Teorema B no caso particular onde G é um grupo pro-p.

Proposição 3.2.2 Seja G um grupo pro-p satisfazendo as hipóteses do Teorema B.

Então G é localmente nilpotente.
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Demonstração: Tendo em vista que todo conjunto �nito de G está contido em um

subgrupo �nitamente gerado A-invariante, sem perda de generalidade, podemos as-

sumir que G é �nitamente gerado. Observado isso, para provar a proposição, será

su�ciente mostrar que G é nilpotente.

Denotaremos por Dj = Dj(G) os termos da série central p-dimensional de G.

Considere L = Lp(G) e Lj = L ∩ (Dj/Dj+1). Com isso, temos L = ⊕j≥1Lj.

O grupo A age naturalmente sobre L. Considere A1, . . . , Aq+1 todos os subgrupos

maximais distintos de A. Seja Lij = CLj(Ai). Pelo Lema 1.5.1, para cada j temos

Lj =

q+1∑
i=1

Lij.

Além disso, segue pelo Lema 1.5.2, que para cada l ∈ Lij existe um elemento x ∈

Dj ∩ CG(Ai) tal que l = xDj+1. Por hipótese x é Engel em G, logo, o Lema 2.2.11

assegura que l é ad-nilpotente em L. Portanto,

todo elemento em Lij é ad-nilpotente em L. (3.3)

Seja ω uma raiz primitiva q-ésima da unidade e L = L⊗Fp[ω]. Aqui Fp denotará

o corpo com p elementos. Observamos que L pode ser visto como uma álgebra de

Lie sobre Fp ou como uma álgebra de Lie sobre Fp[ω]. De maneira natural, podemos

identi�car a Fp-álgebra L com a Fp-subálgebra L⊗ 1 de L.

Seja Lj = Lj ⊗ Fp[ω]. Então L =
〈
L1

〉
e L é a soma direta das componentes

homogêneas Lj. O grupo A age naturalmente sobre L e com isso temos Lij = CLj(Ai),

onde Lij = Lij ⊗ Fp[ω]. A seguir, vamos mostrar a seguinte a�rmação.

Cada elemento y ∈ Lij é ad-nilpotente em L. (3.4)

Seja y ∈ Lij. Visto que Lij = Lij ⊗ Fp[ω], podemos escrever

y = x0 + ωx1 + ω2x2 · · ·+ ωq−2xq−2

para adequados elementos x0, x1, x2, . . . , xq−2 ∈ Lij. Em vista de (3.3) temos que cada

somando ωsxs é ad-nilpotente em L. Considere H a subálgebra de L gerada por x0,



3.2. Demonstração do Teorema B 53

ωx1, ω
2x2, . . . , ω

q−2xq−2. Queremos mostrar que H é nilpotente.

Note que H ⊆ CL(Ai). Um comutador de peso t nos geradores de H tem a forma

ωsx para algum x ∈ Lim, onde m = tj. Por (3.3) o elemento x é ad-nilpotente, logo

tal comutador é ad-nilpotente. Pela Proposição 3.2.1, L satisfaz uma identidade poli-

nomial multilinear. Esta identidade multilinear é também satisfeita por L e portanto

ela também é satisfeita por H, pois H ⊆ CL(Ai). Assim, pelo Teorema 2.1.1 H é

nilpotente. Agora, o Lema 2.1.10 garante a existência de um inteiro positivo v tal que

[L,H, . . . , H︸ ︷︷ ︸
v

] = 0.

Isso prova (3.4), pois y ∈ H.

Observe que por hipótese A é abeliano e o corpo base de L é agora um corpo de

fatoração para A. Combinando estes fatos com o Teorema 2.1.14 podemos deduzir que

toda componente Lj decompõe-se como soma direta de auto-espaços comuns para A.

Em particular, L1 é gerado por um número �nito de autovetores comuns para A, pois G

é um grupo pro-p �nitamente gerado. Consequentemente, L é gerada por um número

�nito de autovetores comuns para A, todos eles pertencendo a L1. Por hipótese, A é

não-cíclico, logo todo autovetor comum para A está contido no centralizador CL(Ai)

para algum i ≤ q + 1.

Observamos ainda que cada comutador em autovetores comuns é novamente um

autovetor comum para A. Portanto, se l1, l2, . . . ∈ L1 são autovetores comuns para A

que são geradores para L, então todo comutador nestes geradores pertence a algum Lij

e portanto, pelo fato (3.4), é ad-nilpotente.

Visto que L satisfaz uma identidade polinomial, segue do Teorema 2.1.1 que L é

nilpotente. Como a álgebra L pode ser imersa em L, podemos deduzir que L também

é nilpotente.

De acordo com o Teorema 2.2.7 a nilpotência de L é equivalente a G ser linear.

Pelo Teorema 1.3.6 em todo grupo linear o radical de Hirsch-Plotkin HP (G) coincide

com o conjunto de elementos Engel. Por �m, o Lema 1.5.1 combinado com o Teorema

1.2.8 garante que G é gerado por um número �nito de elementos Engel, e portanto,

podemos concluir que G é nilpotente. Isso conclui a demonstração. �
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O lema abaixo é uma versão pro�nita quantitativa do Teorema A. Ele será ne-

cessário na demonstração do caso geral do Teorema B.

Lema 3.2.3 Sejam q um número primo, n um inteiro positivo e A um grupo abeliano

elementar de ordem q2. Suponha que A age coprimamente sobre um grupo pro�nito G

e assuma que todos elementos em CG(a) são n-Engel em G para cada a ∈ A#. Então

G é k-Engel para algum número {q, n}-limitado k.

Demonstração: Seja I o conjunto de todos subgrupos normais abertos A-

invariantes de G. Note que se N ∈ I e Q = G/N , o grupo A age coprimamente

sobre Q e pelos Lemas 1.5.1 e 1.5.2, Q é gerado pelos centralizadores

CQ(a) = CG(a)N/N,

com a ∈ A#. Então, segue pelo Teorema A que Q é k-Engel para algum número {q, n}-

limitado k. Por �m, pelo Teorema 1.2.4 temos queG ∼= lim←−N∈I G/N e o resultado segue.

�

Como usual, para um grupo pro�nito G denotamos por π(G) o conjunto dos

números primos divisores das ordens das imagens contínuas homomór�cas �nitas de G.

Seja π um conjunto de números primos. Dizemos que G é um π-grupo se π(G) está

contido em π e G é um π′-grupo se π(G)∩π = ∅. Denotamos por Oπ(G) o π-subgrupo

normal maximal de G e por Oπ′(G) o π′-subgrupo normal maximal de G.

Agora estamos prontos para lidar com a demonstração do caso geral do Teorema

B.

Demonstração do Teorema B: Seja I o conjunto de todos subgrupos normais

abertos A-invariantes de G. Pelo Teorema 1.2.4, G ∼= lim←−N∈I G/N . Observamos que se

N ∈ I e Q = G/N o grupo A age coprimamente sobre Q de maneira natural, e pelos

Lemas 1.5.1 e 1.5.2, Q é gerado pelos centralizadores

CQ(a) = CG(a)N/N.

Com isso, segue do Teorema 1.3.4 que Q é nilpotente. Uma vez que este argumento

vale para cada N ∈ I, podemos concluir que G é pronilpotente e portanto G é isomorfo
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ao produto cartesiano de seus subgrupos de Sylow.

Seja a ∈ A#. Para cada número inteiro positivo i de�nimos o conjunto

Si = {(x, y) ∈ G× CG(a) : [x,i y] = 1}.

Note que estes conjuntos são fechados em G × CG(a) e G × CG(a) = ∪i≥1Si. Pelo

Corolário 1.2.10, podemos encontrar um subgrupo aberto H ≤o G, elementos u ∈

G, v ∈ CG(a) e um inteiro positivo n tal que [ul,n vk] = 1 para todo l ∈ H e todo

k ∈ H ∩ CG(a). Pela Proposição 1.2.2, [G : H] é �nito. Assim, seja [G : H] = m e

considere π1 = π(m) sendo o conjunto dos primos que dividem m. Denote Oπ′1
(G) por

T . Tendo em vista que T é isomorfo a imagem de H em G/Oπ1(G), podemos veri�car

que todo elemento x ∈ CT (a) é n-Engel em T .

Note que o subgrupo aberto H, o conjunto π1 e o inteiro n dependem somente

da escolha do elemento a ∈ A#, por isso, iremos denota-los por Ha, πa e na, respecti-

vamente. Podemos escolher tais Ha, πa e na para todo a ∈ A#. Posto isso, considere

π = ∪a∈A#πa, n = max{na : a ∈ A#} e R = Oπ′(G).

Note que π é um conjunto �nito. A escolha do conjunto π garante que para cada

a ∈ A# todo elemento do centralizador CR(a) é n-Engel em R. Decorre do Lema 3.2.3

que R é k-Engel para algum inteiro adequado k. Consequentemente, pelo Teorema

1.3.2, o subgrupo R é localmente nilpotente. Sejam p1, . . . , pr sendo todos os primos

contidos em π e P1, . . . , Pr são os correspondentes subgrupos de Sylow de G. Então

G = P1 × . . .× Pr ×R

e portanto para completar a demonstração é su�ciente mostrar que cada subgrupo

Pi é localmente nilpotente. Mas isso segue imediatamente da Proposição 3.2.2. Isto

completa a demonstração. �
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3.3 Demonstração do Teorema C

Nesta seção iremos nos concentrar na demonstração do Teorema C. Para conve-

niência do leitor enunciamos tal resultado a seguir.

Teorema C. Sejam q um número primo, n um inteiro positivo e A um grupo abeliano

elementar de ordem q3. Suponha que A age coprimamente sobre um grupo �nito G e

assuma que CG(a) é n-Engel para cada a ∈ A#. Então G é k-Engel para algum inteiro

positivo {n, q}-limitado k.

Para provar o Teorema C, precisaremos do seguinte resultado sobre anéis de Lie

associados a grupos.

Proposição 3.3.1 Seja G um grupo m-gerado satisfazendo as hipóteses do Teorema

C.

1. Então existem inteiros positivos e, c dependendo somente de m,n e q, tais que

eγc(L(G)) = 0;

2. Se p é um primo que divide a ordem de G, então Lp(G) é nilpotente com classe

{m,n, p, q}-limitada.

Assim como na Proposição 3.1.2, as demonstrações das a�rmações (1) e (2) são

similares. Daremos a prova apenas da primeira a�rmação. A demonstração do item

(2), com mudanças adequadas, pode ser obtida trocando o recurso do Teorema 2.1.6

na prova do item (1) pelo recurso do Corolário 2.1.5.

Demonstração: Inicialmente, vamos reduzir o problema para o caso onde G é

um p-grupo. Por um lado, o Teorema 1.3.1 garante que cada centralizador CG(a), com

a ∈ A# é nilpotente, pois cada centralizador é n-Engel por hipótese. Por outro, segue

pelo Teorema 1.5.3 que G é nilpotente. Consequentemente, sem perda de generalidade,

podemos assumir que G é um p-grupo para algum primo p 6= q.

Sejam A1 . . . , As todos os subgrupos maximais distintos de A. Note que s é um

número {q}-limitado. Denotaremos por γj = γj(G), Lj = γj/γj+1 e

L = L(G) =
⊕
j≥1

Lj.
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O grupo A age naturalmente sobre L. Visto que cada subgrupo Ai é não cíclico, segue

pelo Lema 1.5.1 que L =
∑

a∈A#
i
CL(a) para todo inteiro positivo i ≤ s. Considere

Lij = CLj(Ai). Assim, para cada inteiro positivo j temos

Lj =
∑
1≤i≤s

Lij.

Além disso, o Lema 1.5.2 assegura que para cada elemento l ∈ Lij existe x ∈ γj∩CG(Ai)

tal que l = xγj+1. Por hipótese, x é um elemento n-Engel em CG(a) para todo a ∈ A#
i ,

logo o elemento l é ad-nilpotente em CL(a) com índice no máximo n, para todo a ∈ A#
i .

Visto que L =
∑

a∈A#
i
CL(a), podemos deduzir a seguinte a�rmação

todo elemento l ∈ Lij é ad-nilpotente em L com índice no máximo n. (3.5)

A partir daqui, o leitor poderá notar que a prova é muito similar a demonstração

da Proposição 3.1.2(1), por isso os detalhes serão omitidos. �

Agora estamos prontos para lidar com a demonstração do Teorema C.

Demonstração do Teorema C: Seja G um grupo satisfazendo as hipóteses do

Teorema C. Queremos mostrar que G é k-Engel para algum número {n, q}-limitado k.

Escolha arbitrariamente x, y ∈ G. Para concluir a demonstração é su�ciente mostrar

que o subgrupo 〈x, y〉 é nilpotente com classe {n, q}-limitada. Posto isso, sem perda

de generalidade podemos assumir que

G = 〈xA, yA〉.

Portanto, o grupo G pode ser gerado por 2q3 elementos.

O Teorema 1.3.1 garante que cada centralizador CG(a), com a ∈ A# é nilpotente,

pois cada centralizador é n-Engel por hipótese. Com isso, o Teorema 1.5.3 implica que

G é nilpotente. Consequentemente, sem perda de generalidade, podemos assumir que

G é um p-grupo para algum primo p 6= q.

Seja L = L(G). Pela Proposição 3.3.1(1), existem inteiros positivos e, c depen-

dendo somente de n e q tais que eγc(L) = 0. Se p não divide e, temos γc(L) = 0 e então

o Teorema 2.2.3(1) assegura que G é nilpotente com classe no máximo c−1. Portanto,
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neste caso a prova está completa. Assim, no que se segue também podemos assumir

que p é um número {n, q}-limitado.

Decorre da Proposição 3.3.1(2) que Lp(G) é nilpotente com classe {n, q}-limitada.

Então, o Teorema 2.2.4 assegura que G possui um subgrupo powerful característico P

com índice {n, q}-limitado. Pelo Teorema 1.1.1, P possui um número {n, q}-limitado

de geradores. Visto que P é powerful, o Teorema 1.4.3(3) garante que o posto de

P é {n, q}-limitado. Portanto, pela Proposição 1.1.2 o posto de G também é {n, q}-

limitado. Isso implica que cada centralizador CG(a) pode ser gerado por um número

{n, q}-limitado de elementos para cada a ∈ A#. Visto que cada centralizador CG(a) é n-

Engel, podemos concluir pelo Teorema 1.3.3 que cada centralizador CG(a) é nilpotente

com classe {n, q}-limitada. Por �m, o Teorema 1.5.4 implica que G é nilpotente com

classe {n, q}-limitada. Isso completa a demonstração. �



Capítulo 4

Considerações Finais

Encerramos este trabalho enunciando alguns resultados que também foram obti-

dos durante o doutorado do autor deste trabalho. O leitor irá notar que estes resultados

generalizam os Teoremas A, B, C e D. Suas respectivas demonstrações podem ser con-

sultadas em [5].

Denotamos por γi(G) o i-ésimo termo da série central inferior de um grupo G e

por G(i) o i-ésimo termo da série derivada de G. Foi mostrado em [19] e depois em

[1, 2] que se o posto do grupo abeliano elementar A é su�cientemente grande, então

resultados de natureza similar ao Teorema KS (ver na Introdução) podem ser obtidos

quando assumimos condições nos elementos pertencendo a γi(CG(a)) ou CG(a)(i) em

vez de elementos em CG(a). Neste mesmo espírito, estendemos os Teoremas A e C

como a seguir.

Teorema E. Sejam q um número primo, n um inteiro positivo e A um grupo abeliano

elementar de ordem qr, com r ≥ 2, agindo coprimamente sobre um grupo �nito G.

1. Se todos os elementos em γr−1(CG(a)) são n-Engel em G para cada a ∈ A#,

então γr−1(G) é k-Engel para algum inteiro positivo {n, q, r}-limitado k.

2. Se, para algum inteiro positivo d tal que 2d ≤ r − 1, todos elementos no d-ésimo

grupo derivado de CG(a) são n-Engel em G para cada a ∈ A#, então o d-ésimo

grupo derivado G(d) é k-Engel para algum inteiro positivo {n, q, r}-limitado k.

Teorema F. Sejam q um número primo, n um inteiro positivo e A um grupo abeliano

elementar de ordem qr, com r ≥ 3, agindo coprimamente sobre um grupo �nito G.
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1. Se todos os elementos em γr−2(CG(a)) são n-Engel em CG(a) para cada a ∈ A#,

então γr−2(G) é k-Engel para algum inteiro positivo k {n, q, r}-limitado k.

2. Se, para algum inteiro positivo d tal que 2d ≤ r − 2, todos elementos no d-ésimo

grupo derivado de CG(a) são n-Engel em CG(a) para cada a ∈ A#, então o d-

ésimo grupo derivado G(d) é k-Engel para algum inteiro positivo {n, q, r}-limitado

k.

Sejam H,K subgrupos de um grupo pro�nito G. Denotamos por [H,K] o sub-

grupo fechado de G gerado por todos comutadores da forma [h, k], com h ∈ H e k ∈ K.

Assim, podemos de�nir indutivamente os seguintes subgrupos de G:

γ1(G) = G, γk(G) = [γk−1(G), G], para k ≥ 2 e

G(0) = G, G(k) = [G(k−1), G(k−1)], para k ≥ 1.

Também provamos versões pro�nitas não quantitativas análogas aos Teoremas D

e E, conforme abaixo.

Teorema G. Sejam q um número primo e A um grupo abeliano elementar de ordem

qr, com r ≥ 2, agindo coprimamente sobre um grupo pro�nito G.

1. Se todos os elementos em γr−1(CG(a)) são Engel em G para cada a ∈ A#, então

γr−1(G) localmente nilpotente.

2. Se, para algum inteiro positivo d tal que 2d ≤ r − 1, todos elementos no d-ésimo

grupo derivado de CG(a) são Engel em G para cada a ∈ A#, então o d-ésimo

grupo derivado G(d) é localmente nilpotente.

Teorema H. Sejam q um número primo e A um grupo abeliano elementar de ordem

qr, com r ≥ 3, agindo coprimamente sobre um grupo pro�nito G.

1. Se todos os elementos em γr−2(CG(a)) são Engel em CG(a) para cada a ∈ A#,

então γr−2(G) localmente nilpotente.

2. Se, para algum inteiro positivo d tal que 2d ≤ r − 2, todos elementos no d-ésimo

grupo derivado de CG(a) são Engel em CG(a) para cada a ∈ A#, então o d-ésimo

grupo derivado G(d) é localmente nilpotente.
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