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Resumo

Foi feito um estudo detalhado da maior parte das ideias e resultados expostos
nas quatro primeiras secoes do artigo “On the planar Schrodinger-Poisson syste”, de
autoria de S. Cingolani e T. Weth, publicado em jan. de 2016 no Annales de [’Institut
Henri Poincaré, v. 33, n. 1, pp. 167 — 197. O principal resultado deste trabalho
(que foi originalmente demonstrado no artigo citado) é a existéncia e caracterizagao
variacional das solucoes fracas de

—Au+ a(x)u + [In(|]) * \u|2}u = b\u|p’2u,

sendo u € H'(R?), b € (0,00), p € [4,00) e a € L™(R?) continua, Z* periédica e
satisfazendo in2fa > 0.

Palavras-chave: Schrodinger-Poisson; On the planar Schrédinger-Poisson sys-
tem
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Notacao e Convencoes

Sejam H um espaco de Hilbert e u,v € H. Denotaremos o produto interno de
uevem H por {(u,v)y. Sera feita uma exce¢do: Quando H = H'(R?), usaremos o
produto interno que esta definido no apéndice [A] (veja pagina[135) que serd denotado
por (u,v).

Sejam B um espago de Banach e u € B. A norma de u em B seré representada
por ||u||p. Faremos algumas excecoes:

e Quando B = H'(R?), a denotaremos | u].

e Quando B = L*(R?) (para p € [1,00]), escreveremos |[ul|,.

Sejam B um espaco de Banach, u € B e (u,) uma sequéncia em B. A conver-
géncia de (u,) para u com respeito & norma de B (formalmente, ||[u — u,||p — 0)

) . B L o
serd escrita como u, — w. Além disso, denotaremos a convergéncia de (u,) para u

R . B
com respeito a topologia fraca de B por u,, — u.
Sejam A, B espacos de Banach. Denotamos a inclusao continua de A em B por

A < B e a compacta por A & B,

Sejam B um espaco de Banach, u € B e F': B — R um funcional. Se F' possui
derivada de Géateaux (Fréchet) em u ela sera denotada por DF(u) (F'(u)).

Sejam B um espaco de Banach e B’ seu dual topologico, F': B — B’ e u,v € B.
A aplicagdo de F(u) em v serd representada por F(u)v. O exemplo mais comum
deste fato é a derivada de um funcional.

Sejam B um espaco de Banach e F' : B — R um funcional. Dizemos que
F é continuamente diferenciavel (em B) se F’ existe e ¢ continua com respeito a
|||l 5. Naturalmente, se F' é continuamente diferenciavel (em B) entdo F' é continua
com respeito a ||-||g. Seja C' um espago de Banach tal que B C C. Além disso,
F ¢ continuamente diferenciavel em C se F' existe e ¢ continua com respeito a
|I-llc. Novamente, se F' é continuamente diferenciavel em C' entao F' ¢ continua com
respeito a ||-[|c.

Seja A C R% Denotamos a medida de Lebesgue em R? por p e a medida de
Lebesgue de A por u(A).

Seja A um conjunto qualquer e f : A — R uma funcdo. Chamaremos as funcoes

fr A= R f7(2) = max{f(x),0};
f7 A= R f () = min{f(z),0},

de parte positiva de f e parte negativa de f, respectivamente.
Seja A um conjunto qualquer e B C A. A funcao

1, sexeB;

0, caso contrario.

1B:A—>R;1B(x):{

7
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é chamada funcao indicadora de B.
Sejam A, B conjuntos quaisquer tais que B C A. Representaremos a funcao
identidade por

id: B — A;id(x) = x.



Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, buscamos fazer um estudo mais detalhado da maior parte das
ideias e resultados expostos no artigo de Silvia Cingolani e Thobias Weth, cujo titulo
é: “On the planar Schrodinger-Poisson system”. (O artigo pode ser encontrado em
[91.)

Como o nome sugere, tal artigo trata da equacao de Schrédinger-Poisson, que
é uma combinacao de duas equacoes mais conhecidas: a equacao de Schrédinger
— um alicerce da mecanica quantica — e a equacao de Poisson. Além disso, os
autores optaram por incluir um termo nao linear na equacao que tem suas origens
na equacao de Gross-Pitaevskii. No entanto, a caracteristica mais importante do
artigo é tratar tal problema em dimensao dois, sendo um dos primeiros a encontrar
resultados qualitativos para ele.

No que segue, introduziremos as equacoes citadas acima bem como suas motiva-
¢oes fisicas e destacaremos a equagao que foi estudada em [9]. Em seguida falaremos
sobre as dificuldades enfrentadas e enunciaremos o principal resultado do trabalho.

1.1 A equacao de Schrodinger

O comportamento de um sistema quantico é completamente descrito pela sua
funcao de onda, denotada por U(r,t), sendo r € R? um vetor que descreve possiveis
estados do sistema (chamado de graus de liberdade) e ¢ € R o tempo decorrido.
Formalmente, temos que a fungdo de onda é uma fun¢do de duas varidveis (uma
delas um vetor em R?) que assume valores complexos, isto é, ¥ : R x R — C. A
interpretacio mais comum para a funcio de onda é que |U(r,t)|* é a densidade de
probabilidade do sistema ser mensurado no estado r, no momento ¢.

O Hamiltoniano, denotado por 7:[, é um operador que, geralmente, corresponde
a energia total do sistema. Ele difere entre sistemas, pois sua expressao inclui a
energia cinética das particulas e a energia potencial correspondente ao sistema.

A forma da equagao de Schrodinger depende da situagao fisica. A sua forma
geral é a equacao de Schrodinger dependente do tempo, que descreve de um sistema
evoluindo com o tempo e cuja expressao é:

L0 -

sendo ¢ a unidade imaginaria, h a constante de Planck reduzida.
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A equacao de Schrodinger dependente do tempo prevé que funcoes de onda po-
dem formar ondas estacionérias, chamadas de estados estacionarios. Tais estados
sao importantes nao apenas porque descrevem orbitais atémicos e moleculares, mas
também porque seu estudo simplifica a tarefa de encontrar solu¢oes para a equacgao
de Schrodinger dependente do tempo em qualquer estado. Estados estacionérios
também podem ser descritos por uma versao mais simples da equacao de Schrodin-
ger, a equacao de Schrédinger independente do tempo:

HY = BV, (1.2)

sendo F uma constante real positiva que representa a energia total do sistema. Essa
equacao s6 pode ser usada quando o Hamiltoniano nao depende explicitamente do
tempo. No entanto, mesmo nesse caso, a funcao de onda ainda tem uma dependéncia
do tempo.

De fato, func¢oes de onda que formam ondas estacionarias (elas recebem esse

’2 3 it

nome, pois, |W(r,t)|° é constante com relagao a t) tém a forma W(r,t) =e™ » Y(r).

_iBt _~

Supondo que 7:[(6_2%@[)(7“)) =e n H((r)) (essa suposi¢ao sera valida para todos
os Hamiltonianos que apresentaremos) e substituindo em (1.1)), obtemos:

_iBt _iBt_~

Eem my(r) = em mH(y(r)),

o que mostra que funcoes de onda do tipo onda estacionéria satisfazem . Além
disso, dividindo a equacgao acima por 6_%, eliminamos a dependéncia temporal.
Isso significa que podemos resolver tomando ¢ = 1(r) como incognita.

Como dito anteriormente, cada sistema quantico possui seu proprio Hamiltoni-

ano. Em sua forma geral, sua expressao é:

H=T+V, (1.3)

onde T é o operador energia cinética do sistema e } é o operador energia potencial
do sistema. Para um sistema composto por uma particula macica se movendo a
velocidade nao relativistica, o operador energia cinética assume a forma:

sendo m uma constante real positiva que representa a massa da particula e A o
operador Laplaciano. Ja o operador energia potencial para um sistema constituido
por uma particula sujeita a um campo potencial invariante no tempo e externo ao
sistema assume a forma:

V=V, (1.5)

sendo V(r) tal campo potencial. Considerando um sistema formado por uma parti-
cula macica movendo-se através de um campo potencial invariante no tempo e ex-
terno ao sistema com velocidade nao relativistica, seu Hamiltoniano sera, de acordo

com (|1.3), a soma de (1.4) e (1.5), cuja forma é:

2

~ PN h

Essa ¢ a forma mais comum do Hamiltoniano utilizado em conjunto com (|1.2]).
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1.2 A equacao de Poisson

A equacao de Poisson é uma equacao parcial diferencial eliptica com diversas
aplicagoes na fisica. Ela é usada, por exemplo, para descrever o campo potencial
causado por uma distribuicao de cargas ou por um corpo maci¢o. Conhecido o
campo potencial, é possivel calcular o campo eletrostatico ou gravitacional.

Em sua forma geral, sua expressao é:

MG = J, (1.6)

sendo ¢ e f fungoes de alguma variedade (aqui, consideraremos somente os espacos
R%) em R. Normalmente, f ¢ dado e ¢ é a incognita.

Nos exemplos acima, a equacao de Poisson assume, respectivamente, as seguintes
formas:

A¢p =4nGmp (1.7)
e
A¢ = - %7
€

sendo GG a constante universal da gravitacao, € a permissividade do meio, m a massa
total do sistema, ¢ a carga total do sistema e p a densidade normalizada (isto é,

/p = 1) de massa (na primeira equacao) ou de carga (na segunda equagio).

Para encontrar solugoes de (1.6) encontra-se, primeiro, uma solugao especifica
para a equagao de Laplace (que é com f = 6, sendo § a funcdo delta de
Dirac). Tal solugao é chamada de solugao fundamental da equagao de Laplace, e
sua expressao é:

1
— In(]z]), se d = 2;
ar) =17 I (1.8)

d>3
A2 — dya(d) [z]=2 0=

sendo a(d) o volume da esfera em R%. Munidos dessa solucio fundamental, é possivel
mostrar que se [ satisfaz algumas condi¢oes técnicas (ver [12]) entao uma solucao

de é:
o(x) = [Pa* f(2),

sendo * a operacao de convolucao.
Dessa forma, uma solucao de (1.7)) é:

o(x) = ArGm[P, * p(x). (1.9)

1.3 A equacao de Schrodinger-Poisson

Em 1954, a equacao de Schrodinger-Poisson foi introduzida com a finalidade es-
tudar a mecanica quantica de um polaron em repouso (ver [20]). Tal equagdo ¢ uma
modificagdo ndo linear da equacio de Schrodinger (tanto dependente como indepen-
dente do tempo, mas aqui focaremos na versao independente) através da adigao de
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um termo que representa a interacao da particula com algum campo proveniente da
propria particula. A inclusdo de um termo de autointeracao representa uma alte-
racao fundamental da mecanica quantica. O leitor que desejar entender melhor a
motivacao fisica e/ou se aprofundar nas aplicagoes de tal equacao pode encontrar
mais detalhes em [4].

O campo proveniente da propria particula pode ser de diversas naturezas. Os
principais casos sao gravitacional ou eletromagnético. Quando o campo estudado
for gravitacional, a equacao de Schrodinger-Poisson também pode ser chamada de
equacao de Schrodinger-Newton e quando ele for eletromagnético, de equacao de
Schrédinger-Maxwell. Neste trabalho, consideraremos apenas campos gravitacio-
nais.

Para descrever a influéncia de um campo gravitacional em uma particula, é
necessario considerar a energia potencial proveniente do campo gravitacional em
questao quando formos descrever a energia potencial do sistema. Assim, a energia
potencial de um sistema composto por uma particula macica se movendo através de
um campo potencial invariante no tempo e externo ao sistema com velocidades nao
relativisticas e incluindo a interacao com um potencial gravitacional é:

~ ~

V=V(r)+U, (1.10)
sendo U o operador energia potencial gravitacional do sistema, cuja expressao é:
U=mo, (1.11)

sendo ¢ um potencial gravitacional que satisfaz ((1.7)).

Como estamos considerando o campo gravitacional proveniente da propria par-
ticula, tomamos p = [¢|> em . O tratamento do quadrado do valor absoluto
da funcao de onda como uma densidade normalizada de massa tem a seguinte mo-
tivacao: interpreta-se que a massa da particula estd espalhada no espaco de modo
proporcional & probabilidade da particula ser encontrada em cada regiao.

Fazendo p = |¢]* em (1.9), substituindo a ¢ resultante em e dai usando
essa expressao em ([1.10]), obtemos:

V =V (r) + 4nGm?[®y + [¢|?].

Substituindo a equagdo acima e (1.4) em (1.3), o Hamiltoniano para um sistema
composto por uma particula macica se movendo através de um campo potencial
invariante no tempo e externo ao sistema com velocidade nao relativistica e incluindo
a autointeracao gravitacional é:

N h?

Substituindo a equagiao acima em ([1.2)) obtemos a seguinte equagao:

2

—;—mAw + (V(r) — E) + 4rGm?>[®q * [1 ! = 0, (1.12)

que é chamada de equagao de Schrédinger-Poisson.
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1.4 A equacao de Gross-Pitaevskii

O condensado de Bose-Einstein é um estado da matéria que surge quando um géas
de bosons com baixa densidade é resfriado a temperaturas muito proximas do zero
absoluto. Sob tais condicoes, uma grande parte dos bésons ocupam o estado quantico
de menor energia. Quando isso ocorre, é possivel assumir que todas as particulas
possuem a mesma funcao de onda. Quando a distancia média das particulas do gés é
maior que a distancia de dispersao, é possivel aproximar o potencial real decorrente
das interacoes entre as varias particulas por um pseudopotencial.

Adicionando este pseudopotencial a ({1.5), obtemos:

. Arh2a,
V=v(r)+ ¢

%1%, (1.13)

sendo a, um nitmero real (que pode ser negativo) que representa a distancia de
Arh?a,

dispersao e o termo |4)|* representa o pseudopotencial. Substituindo 1)

e a equagao acima em (1.3), o Hamiltoniano de uma particula no condensado de
Bose-Einstein pode ser aproximado por

h? Arh2a,

v " 2
H = 2mA+V(r) [9]°.

Substituindo a equagdo acima em (|1.2)), obtemos a seguinte equagao:

I A (V) -y

—— [l =0, (1.14)
que ¢é conhecida como equagao de Gross-Pitaevskii, atribuida aos artigos [13] e [21]
de 1961.

Recentemente, artigos (ver [22]) tém substituido a poténcia quadrada no pseu-
dopotencial por uma poténcia arbitraria. Neste trabalho, usaremos a poténcia p — 2,
com p € [2,00), ou seja, usaremos um pseudopotencial com a forma

Arh2a

PP~

Observe que o caso p = 4 se reduz a ([1.14)).

1.5 A equagao estudada em [9]

Mais por curiosidade matematica que por motivacao fisica, a equacao estudada
em |9 tem sua origem em uma combinacao de (1.12)) e (1.14):

2
LI N+ (V) = B + 4mCm? (g x [ = — 2T 0

2m

[ (1.15)

Existe uma grande quantidade de artigos tratando da existéncia de solucoes para
equagoOes similares & acima no caso d > 3. Cingolani e Weth citam: [1], [8], [L1], [16]
e [18].

Artigos tratando da equacao anterior para d = 2 sao escassos. Em 2008, foi
mostrado que se V(r) = 0 e d < 6 entdo existe uma tunica solugdo positiva e
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esfericamente simétrica (ver |7]). Em 2011, foi provado que o problema de Cauchy
para ([1.12) estd bem posto em um subespaco de H'(R?) (ver [17]).
Em [9], Cingolani e Weth consideraram o caso d = 2. Substituindo ([1.8) em

(1.15)), obtemos:

h? Arhlag,
—5 AV + (V(r) = B + 2Gm[In(|]) = [¥°] = — [ s
m m
2
As constantes — e 2Gm? sao irrelevantes para o estudo qualitativo que faremos

m
(existéncia de solugdes, caracterizagdo variacional etc.), portanto, vamos consideré-

las iguais a 1.
Considerando a(r) =V (r)—Eeb = —

b pois o caso b = 0 ainda é um resultado original de [9].)
Também iremos usar a convencao menos fisica e mais matematica de denotar
por u e r por z. Dessa forma, a equacao que de fato foi estudada em [9] é:

drh’a,

. (Optamos por manter a constante

—Au+ a(z)u + [In(|-]) * [ul*]u = blu|P2u, (1.16)

sendo a € L™(R?), p € [2,00) e b € [0, 00)

1.6 O principal resultado da dissertacao

Como dito anteriormente, a literatura a sobre equagao de Schrédinger-Poisson
com d = 2 é escassa. Um motivo para isso é que a solucao fundamental da equacao
de Laplace sofre uma mudanca drastica quando d = 2, como pode ser visto em ([1.8§]).
Em particular, tlggo ®,4(t) =0, se d > 3, mas tlggo Dy (t) = 0.

Na pratica, essa diferenca faz com que o funcional associado ao problema

1 1 b
I(u) = 5 /(|Vu|2 + a(r)u®) dx + 1 //ln(x —y)u?(z)u?(y) de dy — — /]u|p dx

R? R2 R2 pRz
possa ndo estar bem definido em H'(R?).

Inspirados em [24], Cingolani e Weth consideraram o funcional acima definido
no subespaco

X ={uec H(R?) | /ln(l + |z])u*(x) dr < +o00
R2

de H'(R?), munido da norma

lul|3% = /(|Vu|2 + a(x)u?) + /ln(l + |z|)u? dz.

R2 R2

Acontece que o funcional estd bem definido em tal subespaco.
No entanto, algumas dificuldades tiveram que ser contornadas: a norma definida
acima nao é invariante por translagdo (mesmo se a for constante), o termo quadra-

tico ndo é coercivo em X (mesmo se supusermos que infa > 0) e a norma de X
R
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nao aparece explicitamente na expressao do funcional. Tais obstaculos obrigaram

Cingolani e Weth a implementar novas ideias e estimativas a estrutura variacional

proposta em [24]. Essas ideias e estimativas sdo a maior contribuigao de [9).
Usando a notacgao usual para a variedade de Nehari, isto é,

N ={ue X\ {0} | I'(u)u = 0},
enunciamos o principal resultado do artigo deles que iremos provar neste trabalho.

Teorema 1. Sejam b € [0,00), p € [4,00) e a € L™(R?) continua, Z* periddica tal
que inzfa > 0. Entao (1.16) admite (£u,) uma sequéncia em X de solugoes fracas tal
R

que I(u,) — oo. Além disso, I|,, assume um minimo global e todo minimizador u de
Il € uma solugdo fraca de (1.16)) que nao muda de sinal e obedece a caracterizagao
variacional

I(u) = inf sup I(tu).

u€X teR
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Capitulo 2

A estrutura variacional do problema

O objetivo deste capitulo é introduzir de forma rigorosa os nossos objetos de
estudo, estabelecer suas propriedades béasicas e apresentar alguns resultados que
serao ferramentas essenciais ao longo deste trabalho.

Na primeira se¢ao, introduzimos o espaco X e estabelecemos varias de suas pro-
priedades béasicas, como o fato de ele ser completo e de que ele estd compactamente
imerso nos espacos LF(R?).

Na segunda secao, introduzimos o funcional I associado ao problema. Com o
objetivo de simplificar o estudo de I e de explorar certas estimativas tteis, intro-
duzimos antes os funcionais auxiliares Vi, V5 e Vf, que farao parte da expressao de
I. Além disso, estabelecemos varias propriedades béasicas tanto de I, quanto dos
funcionais auxiliares, como continuidade e diferenciabilidade.

Na terceira secao, estendemos o estudo das propriedades basicas de I a geometria
do funcional. Mostraremos que ele satisfaz a primeira geometria do passo da monta-
nha, estudaremos o comportamento de suas fibracoes e examinaremos sua variedade
de Nehari.

Na quarta secao, apresentamos dois lemas técnicos que, como dito anteriormente,
serao ferramentas essenciais ao longo deste trabalho.

2.1 Um espaco apropriado para se buscar solucoes

O primeiro obstaculo que qualquer um que pretenda estudar a equacao ((1.16))
ird enfrentar é encontrar um espaco apropriado para definir um funcional associado
ao problema. Por espaco apropriado, queremos dizer um espaco vetorial, munido de
uma estrutura métrica e completo, onde o funcional s6 assuma, valores finitos.

Alguém acostumado com problemas semelhantes certamente iria primeiro suge-
rir o espaco H'(R?) (com um produto interno adequado) para esse problema em
particular. No entanto, como veremos rigorosamente na proxima secao, o funcional
associado ao problema contem a parcela

[ [l = st te) dedy (2.1
R? R2
em sua expressdo e tal parcela pode ndo estar bem definida para todo u € H*(R?).
Logo, o espaco H'(R?) ndo nos seria 1til. Para contornar este problema, trabalhare-
mos com o seguinte subespaco de H'(R?), que futuramente servira de dominio para
o funcional associado ao problema.

17
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Notacgao.
X = uec H (R?) | /ln(l + |z))u?*(x) dr < +o0
R2

Para mostrar que X é um espago vetorial, precisaremos do resultado a seguir.

Proposicao 2.1.1. Sejam u,v € X. Entao

/ln(l + |z u(x)v(z) de| < +o0.

R2
Demonstracao. Como u € X, vale que

1
2

(1 + [ 2> = / (In(1 + |2))2u())? dx

\

= In(1+ |z))u(z)?*dz | < +oo.
J

N|=

Dessa forma, In(1+ |-|)2u € L*(R?). Pelo mesmo argumento, In(1+ |-|)2v € L*(R).
Dai e pela [Desigualdade de Holder| (veja [F.8) na pégina [158)), concluimos que

/ln(l +leu(@)o(@) de| < /|ln(1 +leDu(@)o(z)| de

RQ

= / [In(1 + |])2u(z)|[In(1 + |2[)2v(z)| do

< (1 4 )2 ulla|In(1 + [-])2v]l2 < +oo

Proposicao 2.1.2. O conjunto X ¢é subespaco vetorial de H(R?).

Demonstracao. Sejam u,v € X e r € R. Entao

/ln(l + |z))(u + rv)?(z) doe = /ln(l + |2]) (u? () + 2ru(z)v(z) + r’v?(z)) do
= /ln(l + |z|)u?(z) do + 27’/111(1 + |z))u(z)v(z) dz

+r2/ln(1 + |z|)v*(x) da.

RQ
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Como u,v € X e pela Proposicao [2.1.1} concluimos que

/ln(l + |2]) (u 4+ 7v)?(z) do = /ln(l + |z])u*(x) do + 2r/ln(1 + |z))u(z)v(z) dx

R2 R2 R2

+ rz/ln(l + |2])v* (z) do < oo,

R2

ou seja, u +rv € X.
O

Como haviamos dito, o espaco X precisa de alguma estrutura métrica para nos
ser util. Mais adiante conseguiremos munimo-lo com um produto interno.

Precisamos antes introduzir a seguinte funcao, que seré usada mais a frente como
uma parcela do produto interno de X.

Notacao.
() s X2 = R (u,0), = /ln(l + |z u(x)v(z) de.

Observe que, pela Proposi¢ao 2.1.1] (-, ). esta bem definido e s6 assume valores
finitos. Como a notacao indica, (-, -), ¢ um produto interno em X. Este é o proximo
resultado.

Proposicao 2.1.3. A funcao (-, ). é um produto interno em X.

Demonstracao. Sejam u,v € X er € R.
(1)
(u,v), = /ln(l + |z))u(z)v(z) de = /ln(l + |z))v(z)u(z) de = (v, u).,
R? R?
ou seja, (-, )« € simétrico.
(i)

(u~+rv,w), = /ln(l + |z|)(u(z) + rv(z))w(z) de

RQ

= [+ )+ [0+ elote)ule) de do
= (u, w), + r(v,w),,

ou seja, (-, )« é linear.
(iii) Como u* e In(1 + |-|) sdo ndo negativas, vale que

(u,u), = /ln(l + |z|)u?(x) dz > 0.
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Além disso, suponha que (u,u), = 0. Entdo, por defini¢ao,

/ln(l + |z))u?*(x) dr = 0.

Como In(1 + |-]) e u? sdo ndo negativas deduzimos que In(1 + |z|)u?(z) = 0

para quase todo # € R%. Dai e como In(1 + |z|) = 0 se, e somente se, |z| = 0,
inferimos que u?(x) = 0 para quase todo z € R?. Entdo, u(x) = 0 para quase
todo x € R?, ou seja, u esta na classe de equivaléncia de 0 em H'(R?), ou
ainda, u = 0 € H'(R?).

O
Notagao. Denotaremos por ||-||« @ norma proveniente de (-, -)..
Em posse de (-, ), podemos introduzir o produto interno que usaremos em X.
Notacao.
()% 0 X2 = Ry {u,v)x = (u,v) + (u,v),.

De fato, (-,-)x é produto interno pois é soma de produtos internos.

Além de uma estrutura métrica, precisaremos que X seja completo. Para de-
monstrar tal completude, usaremos espacos de Lebesgue ponderados.

Precisaremos primeiro entender a nocao de medidas ponderadas. A medida de
Lebesgue usual mede, intuitivamente, o "tamanho"de um conjunto. J4 uma medida
ponderada, mede o valor médio de uma fungao f, integravel e nao negativa, sobre
um conjunto. Desta forma, um espaco de Lebesgue mensuravel nada mais que é um
espaco de Lebesgue sobre R™ munido de uma medida ponderada.

Como o uso de espagos de Lebesgue ponderados neste trabalho é restrita a essa
demonstracao e o conhecimento destes espacos nem é, rigorosamente, necessario
para o entendimento dela, nao nos delongaremos neles.

Iremos utilizar apenas um espaco de Lebesgue ponderado, cuja medida introdu-
zimos a seguir.

Notacgao.
v:L — [—o0,+o0l;v(E) = /ln(l + |z|) dz,
E
sendo L a o-dlgebra de Lebesgue sobre R?.
Naturalmente, é necessario mostrar que tal funcio é uma medida sobre R2.
Proposicao 2.1.4. A funcdo v é uma medida sobre R

Demonstracao. Seja Ef € L. Entao:
(i) Como In(1 + |-|) é¢ ndo negativa, temos que

W(E) = /ln(l o) do > /de o,

E E

ou seja,  é nao negativa.
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(ii) Pela defini¢do da integral de Lebesgue, vale que

v(0) = /ln(l + |z]) dz = 0.

0

(iii) Seja (FE;);2, uma colegdo de conjunto dois a dois disjuntos de £. Assim,

V(QE>: / n(1 + |a|) d Z/ln1+|x| i

Uioil E;

ou seja, v é g-aditiva.
O

Desta forma, a tripla (R?, £,v) constitui um espaco de medida. Além disso,
observe que como mensurabilidade de uma fungao com respeito a um espaco de
medida depende somente da o-algebra do espaco, temos que uma funcio é (R?, £, v)-
mensuravel se, e somente se, ela é Lebesgue mensuravel.

O espaco de Lebesgue ponderado que iremos utilizar é o espaco L*(R? L, v).
A escolha desse espaco de Lebesgue ponderado especifico se deve & forma que sua
norma assume, que elucidamos no préximo resultado.

Proposicao 2.1.5. Sejo u : R*> — R wuma funcio Lebesgue mensurdvel. Entdo
[ull 22,20y = [Jul]s.

Demonstragao. Seja E € L. Vamos mostrar que /udu = /ln(l + |z|)u(x) dz.

Suponha que u = Z@ilEi sendo a; € R e (E;), uma colecdo finita de sub-
i=1
conjuntos disjuntos de L. Entao,

/udV:/ZailEidu:/ (Za,—lEi> 1gdv.
P 5 i=1 i=1

RQ

Por propriedades da funcao indicadora, deduzimos que

/udu-/(ZazlE> 1Edy—/2azlEmEdy—ZozL/lEmEdy

R211

Pela definicao de integral de Lebesgue de funcoes indicadoras, temos que

/uduzZai/lEmEdV:Zaw(EiﬂE).
P =1 g i=1

Pela definicao de v, vale que

/udu-ZozZ (E;NE) Zocz/ln1+|x|)

- E,NE
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Pela definicao da integral de Lebesgue sobre subconjuntos mensuraveis, temos que

/udy—ZaZ / In(1 + |z) dm—Zaz/ln + |z|)1g,nE dx.

- E;NE

Por propriedades da funcao indicadora, deduzimos que

/udl/ = Zai/ln(1+ |z|)1p,np de = Zai/ln(1+ |z|)1p,1E de.
=1 o =1 g

E

Assim,

/udu:Zai/ln(ljt\x])l];il,gdx
E =1 ge
:Zai/ln(1+|x|)1Ei dz
-1 %

_ /ln(l—i— 2> alp, de
=1

= /ln(l + |z|)u(x) de. (2.2)

Suponha agora que u é uma fungao nao negativa qualquer. Entao existe (u,)
uma sequéncia de funcdes simples em R? tal que w,1(2) > u,(z) € u,(z) — u(w),
para quase todo x € R?. Desta forma,

/uduzlim/undu
E

E

Por (2.2), deduzimos que

/udu = lim/un dv = lim/ln(l + |z|)un () de.
E B

E

Assim, concluimos que

/udu _ lim/ln(l 1Y () dr = /ln(l +|e)u(z) d.

Por fim, suponha que v é uma funciao qualquer. Como u' e u~ s3o funcoes

positivas deduzimos, pela equacao acima, que

/udu-/ +du—/u dy—/ln(1+|x|) Ha )daz—/ln(l—l—|x|)u‘(az)d9§.

Como In(1 + |-]) é ndo negativa, inferimos que

/udy—/ln (1+ |a|)u )d:r—/ln(1+\x|)u_(x)dx
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= /(ln(l + |z u(x)) " dx — /(ln(l + |z|u(z))” de = /ln(l + |z|)u(x) de.

E E E

Dai e pela definicao de norma num espaco L?, concluimos que

1
uLQ(Rz,Q,,)(R/umy _ /1n<1+yx\)u2(x)dx ..
2

E

=

O

A expressdo da norma do espaco L?(R? L, v) o torna uma escolha natural para
ser usado na demonstracao da completude de X. Vamos finalmente demonstrar a
completude de X.

Proposic¢ao 2.1.6. O espaco X munido de ||-||x € completo.

Demonstragao. Pelo[Teorema de Riesz-Fischer|(veja[F.5 na pagina|l58]), concluimos
que L*(R?, L, v) é completo.
Pela definicao dos espacos L? e pela Proposicao [2.1.5 inferimos que

L2(R?, L,v) = {u: R? = [—o00, +00] | ||ul2 < oo}
= {u: R? = [—00,+00] | [lull? < oo}

7R 5 [—o0, +00] | /1n<1+\x|>u2(x> dr < o0 b,
RQ

sendo u as classes de equivaléncia médulo medida nula.
Entao, deduzimos que

X =S uec H(R?) | /ln(l + |z))u*(x) dr < 400 p = H'(R?*) N L*(R? L, v)
R2

e que
lullf = Null® + llull? = ul? + lul 2@ 2.

Logo, X é completo.
]

Embora a fun¢do In(1+|z|) seja de interesse especial nesse trabalho, acreditamos
importante ressaltar que as tunicas propriedades dela que usamos até agora sao a
mensurabilidade e nao negatividade, isto é, se substituirmos In(1 + |z|) por uma
f : R?* = R mensurével e ndo negativa em todos os resultados acima, eles continuam
sendo validos.

Temos entao um espaco que satisfaz as condicoes minimas para definirmos um
funcional associado ao problema. Na proxima secao, definiremos tal funcional e
mostraremos que, quando tendo como dominio o espaco X, o funcional estd bem
definido e satisfaz propriedades importantes.

Antes disso, vamos estudar as imersoes de X nos espacos de Sobolev usuais.
O préximo resultado é bastante simples, mas, para fins de completude, resolvemos
inclui-lo.
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Proposicao 2.1.7. O espaco X estd continuamente imerso em Hl(RQ).

Demonstracio. Considere a funcdo inclusio i : X — H'(R?);i(u) = u. Pela defini-
¢do de X — H'(R?), temos que mostrar que i é continua.

Sejam u € X e (u,) uma sequéncia em X tal que u, X 4. Pela definicao de
convergéncia em X, vale que ||u, — ul]|x — 0. Pela definicdo de ||-||x, temos que

|lun — ul|| + ||wn — ulls — 0. Mas como normas sao nao negativas, concluimos que
1 2
|un — u|| — 0. Pela defini¢io de convergéncia em H'(R?), vale que u, o

Desse modo, inferimos que
lim||i(uy,) — i(w)|| = lim||u,, — ul| =0,

L H'(R?) Iy .
ou seja, i(u,) —  I(u). Logo, ¢ é continua.

[]

O proximo resultado serd usado extensivamente ao longo deste trabalho para
obter subsequéncias LP(R?) convergentes de sequéncias limitadas em X.

Lema 2.1. Seja p € [2,00). Entio X estd compactamente imerso em LF(R?).

Demonstra¢ao. Vamos considerar dois casos: p=2e p > 2.

(i) p=2
¥ L2(R?)
Suponha por absurdo que existem v, (v,) € X tais que v, ~vewv, - .
N L2%(R?)
Defina u,, := v, —v. Assim, concluimos que u,, = 0 e u, - 0. Dai existem
e € (0,00) e uma subsequéncia de (u,) (que ainda chamaremos de (u,)) tal
que ||uyl|2 > €.

1 2
Como u, X 0, pela Proposicao [2.1.7, inferimos que u,, — ) 0. Dessa forma,

1
para todo R € (0, 00), deduzimos que u,, HEQR) - Gomo B(0, R) é limitada,
concluimos que, pelo [Teorema de Rellich-Kondrachov| (veja , na pagina

2
158), que H'(B(0, R)) <> L*(B(0, R)). Entao, inferimos que u, " 0" 0.

L?(B(0,R . .
Como u, (—(> 2 0, deduzimos que existe ng € N tal que

€
lenlzzom < /5 23)

X ) . ]
Como u,, = 0, concluimos que existe M > 0 tal que ||u,||x < M. Dai e como
normas sao nao negativas, inferimos que

para todo n > ny.

[nll« < funll + unlle = llunllx < M. (2.4)

2

Sejam R € (0, 00) satisfazendo R > exp( )—1en € Nsatisfazendo n > ny.
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Pela defini¢do de ||-||2 e por propriedades da integral, deduzimos que
||| = /unQ(x) dr = / u,? (1) do + / u,?(z) de.
R2 B(0,R) B(0,R)¢

Como
1 1
<
In(1+ |z|[) ~ In(1+ R)

para todo x € B(0, R)¢, concluimos que

i = [ w@der [ i) i

B(0,R) B(0,R)*

= / u,?(z) dv + / Mun2(a€)dw

In(1 + |z|)
0,R) B(0,R)¢
1

B(
< / unQ(x)dx+m / In(1 + |z|)u,?(z) do.
B(

0,R) B(0,R)¢

Como o integrando ¢ positivo e pelas defini¢oes de ||-||22(p(0,r)) € de |||+, temos

que

a3 < / uf(x)dx—l—m / In(1+ |z|)u,*(z) dx

B(0,R) B(0,R)*

1
B(O,R) R?
2 1 2
= ||unllz2((0,R)) + ln(l—JrR)HunH*-

Por (2.3) e como n > ng, inferimos que

1
el < ooy + g ol
2
€ 1 9
< - UAIES
> Pl
€ 1 9
T2 Wi+ R) feanll:
Por (2.4), deduzimos que
2 € 1 2
n < = P E—— n ||«
ol < § + o]
<€ i M?
—2 In(l+R)

2

Como R > exp(
que

M2
Junll2 < = + ———
2 In(1+R)

) — 1 e o logaritmo é uma fungao crescente, concluimos
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(ii)

€ n M?
2 In(1+exp(2L) - 1)
M2

o que é absurdo.

p>2

. . X
Sejam v € X e (v,) uma sequéncia em X tal que v, = v. Defina u,, = v, —v.

X
Desse modo u,, — 0.

Como X C H'(R?) — L*(R?), para todo s € [2,00), concluimos que u, €

LPT(R?) e que existe C' > 0 tal que ||uy||po+1r2) < C|luy||. Pela|Desigualdade

[da Interpolagao| (veja [F.7, na pagina [158)), inferimos que existe § € [0,1] tal
que

lunlly < lunllzllwnll s g2y < Cllunllallun =
(®2)

X . . H'(R?) . .
Como u, — 0, pela Proposicao [2.1.7, deduzimos que v,, — ~ 0. Assim, existe

M > 0 tal que ||u,|| < M, para todo n € N. Dai, concluimos que

lunlly < Cllwnllzllunll'=" < MP=0Cuyl2.

. . c .
Como mostrado no caso p = 2, inferimos que X — L*(R?). Dai e como

X : L*(R?) ]
u, — 0, deduzimos que u,, — ~ 0. Dessa forma, concluimos que
0 < lim||uy, ||, < lim M*~°C|ju,||5 = 0.

: ~ LP(R?)
Pelo Teorema do Confronto, segue que lim||u,||, = 0. Entdo, u, — 0,
- LP(R?) . LP(R2) o
ou seja, v, —v — 0, ou ainda, v, — ~ v. Desse modo, inferimos que

X & I/(R?).

Como mostramos a imersdo compacta para p = 2 e depois para p € (2,00)

L . c
arbitrario, deduzimos que X < LP(R?), para todo p € [2, 00).

O

2.2 O funcional associado ao problema

Para utilizarmos os métodos variacionais, precisamos encontrar um funcional
associado ao problema, isto é, um funcional cujos pontos criticos sejam solugoes
fracas do problema.
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Mostraremos que o funcional

) = gl + 5 [ [ e~ yh(e)ecty) dedy — -l

R? R2

satisfaz tal condicao.
No entanto, antes de estudar tal funcional, iremos estudar trés funcionais auxi-
liares cujas utilidades se tornarao claras em breve.

Notacao.

Vi:X = [0,00); Vi(u) = //111(1 + |z — y))u? (2)u?(y) dz dy;

Vo X —[0,00); Va(u) = //m (1 + ﬁ) u?(z)u’(y) dz dy;

R2 R2

Vo: X — R; Vo(u) = Vi(u) — Va(u).

Nao é evidente que os funcionais acima estao bem definidos. O problema é
garantir que a expressao de cada funcional s6 atinge valores dentro do contradominio.
Em particular, precisamos garantir que as integrais na expressao de cada funcional
sao sempre finitas.

No entanto, para mostrar isso, precisaremos primeiro de duas desigualdades.

A desigualdade a seguir é uma estimativa para V;.

Proposicao 2.2.1. Sejam u,v,w,z € X. Entdao

/ / In(1 + [z — yl)u(e)v(z)wly)=(y) de dy| <
R R2
< llalllfollliwllall =l = Teallslfollliwll 2]

Demonstragao. Por propriedades da integral e pela positividade de In(1 + |z — y|),
temos que

(1 + [z = yJu(z)o(z)w(y)=(y) de dy| <

R2 R2

= //|1n(1 + [z = yhu(z)v(z)w(y)z(y)| de dy =

R? R2

< / / In(1 + [z — y|) u(@)o(e) [w(y)=(y)] de dy.

R? R2

Pela Proposicao (veja pagina [146]), concluimos que

[ [+l = shutere@we) dedy| <

R2 R2
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< / / In(1 + |z — y)[u(e)o(@)|lw(y)=(y)| de dy <

R2 R2

< [ [n(1+ jo) + (1 + ) lute)oo) o)) do dy.

R2 R2

Pela linearidades da integral, inferimos que

//ln(l + |z — y)u(z)v(z)w(y)z(y) de dy <

R2 R2

< //(hl(l +lz]) + (1 + [y)[u(z)v(2)][w(y)2(y)| de dy =

R2 R2

_ //mu + |2 ul@)o(@)|[w(y)=(y)] de dy+

R2 R2

+//1n(1 + y|) [u(@)v(z)||w(y)2(y)| de dy =

R2 R2

/yw ]dy/ln(l 1) u(z)o ()] dat

/ln(1+|y| lw(y) |dy/|u x)|dx.

R?

Pela [Desigualdade de Holder| (veja |[F.8] na pagina [158)), deduzimos que

//ln(l + |z — y)u(z)v(z)w(y)z(y) de dy <

R2 R2

/ w(y)=(o)] dy / (1 + faul)oo)] do+

/1n<1+\y| w(y) |dy/yu )| dz <

< Nulllell [ a1+ fal)ute)ofo) de+

RZ

+ HUI|2||sz/ln(1+ lyDlw(y)z(y)| dy.

RQ

Usando a [Desigualdade de Holder| (veja na pagina [158) como na Proposi-
cao [2.1.1} concluimos que

(1 + [z — ylJu(z)o(z)w(y)z(y) dr dy <

R2 R2

< wlls )12l / In(1 + [a])u(z)o(z)| da+

R2
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wam/huﬂwm@mmws

R2
< lullllollllwlizlizllz2 + [lwllzllvllaflwll 2]l [lw

Ja a proxima desigualdade é uma estimativa para V5.

Proposicao 2.2.2. Sejam u,v € X. Entao existe C' € (0,00) tal que

1
[ (1 52 ) wtet dedy| < Clalg ol
R2 R2

Demonstragao. Sejam r = s =4/3, N =2 e u= 1. Note que

Lop 1 1 11 3 1.3 8
s N r 42 2 42 4 4 7

Como, por hipétese, u,v € X C H'(R?) C L%(Rz) = L"(R?) = L*(R?), concluimos,
pela[Desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev] (veja[F.9] na pagina[l158)), que existe
C € (0,00), independente de u, v, tal que

//'“ N o dy < Cllulls o]l (2.5)

R2 R2

Pela Proposicao (veja pagina [145]) e por propriedades da integral, inferimos

que
//ln(1+‘xiy‘)u(a:)v(y)dxdy < R[R[%dxd

g/ [u@o@) 4 g,

|z —y|

R? R2
Dai e por (2.5)), deduzimos que

//m (1+ ﬁ) u(x)o(y) du dy| <

R2 R2

|u(x
// N 4 dy < Cllally ol

R2 R2

O

Uma observacao importante sobre a desigualdade ac1ma é que ela nos permite
estimar o valor de V5(u) em termos da norma de u em L3 (R?), ou seja, o funcional
V5 estaria bem definido em LB(R2). E, de fato, no artigo original, o funcional V;
tem Lg(RQ) como dominio. No entanto, achamos mais simples considerar V5 em X

. o 8 .
e utilizar a estimativa em termos da norma de u em L3 (R*) quando for necessario.
Tal estimativa é o corolario a seguir.
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Corolario 2.1. Seja u € X. Entao existe C € (0,00) tal que

Va(u) < Cllulls < oo

3

Demonstracao. Pela definicao de V5 e pela Proposicao concluimos que

1
Va(u) = n {1+ w(@)u(y) de dy| < Cllu|lsllu?lls = Cllu?]1%.
|~y o ’
R2 R2

Desenvolvendo a expressao da norma, inferimos que

3\ 2
Va(u) < Cllu|fy = € (IR/ (w)ide | | =C (R/ whde | | =Clulljs .

Como u € Lg(]R2), deduzimos que

00|

Va(u) < Clluls < co.

3

]

Como dito previamente, os resultados anteriores serao utilizados para mostrar
que os funcionais auxiliares estao bem definidos. Esse é o préximo resultado.

Proposicao 2.2.3. Os funcionais V1, Vy e Vi estao bem definidos.

Demonstracao. A tnica coisa que precisamos mostrar é que o contradominio é apro-
priado, isto ¢, que Vi (u) € [0, 00), Va(u) € [0,00) e [Vo(u)| < oo, para todo u € X.
Sejau € X. Como o integrando na expressao de V;(u) é ndo negativo, concluimos
que Vi(u) > 0.
Pela definicao de Vi, temos que

Vi(u) = / / (1 + [z — yl)u()(y) d dy

R R2

_ / / (1 + |z — ylu(@)u(@)u(y)u(y) do dy.

R R2
Pela Proposicao [2.2.1] inferimos que
Vi) = [ [ a1+ o = yhuta)uteyututy) de dy

Ro R2
< ullulfelluleellaleellz + el el el el el = 2]wl3]w].

Como H'(R?) — L*(R?), deduzimos que existe C; € (0,00) tal que ||ulls < C|ul|.
Assim, concluimos que

Vi(u) < 2lull]lull? < Cyllul*|lull3-
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Mas como u € X, inferimos que
lull® + flull? = [lull%k < oo,

ou seja, como normas sdo ndo negativas, deduzimos que |[ul?, |lul? < oco. Dai,
concluimos que

Vi(u) < Cyflul?flullZ < oo,

ou seja, o contradominio de V; é apropriado. Dessa forma, temos que V; esta bem
definido.
Como o integrando na expressao de V5(u) é nao negativo, vale que Va(u) > 0.
Pelo Corolario , inferimos que existe Cy € (0, 00) tal que

Va(u) < Cllulls < oo,

ou seja, o contradominio de V5 é apropriado. Entao, temos que V5 esta bem definido.
Desse modo, vale imediatamente que V| estad bem definido.
m

Para podermos entender alguns dos motivos de termos introduzido esses funcio-
nais auxiliares, precisamos encontrar uma expressao explicita para V. Essa mani-
pulacao é o préximo resultado.

Proposigao 2.2.4. Seja uw € X. Entao Vy(u //ln |z — y))u?(z)u?(y) dz dy.
R? R?

Demonstracao. Pelas definicoes de Vj, Vi e V5, temos que

Vo(u) = — Va(u)

//m 1+ |z — y))u2(z)u 2(y)dmdy—//ln <1+ |xiy|>u2(x)u2(y)d:cdy.

R2 R2 R2 R2

Pela linearidade da integral, concluimos que

:R/R/ In(1+ |z — y))u*(z)u’(y) — In (1 i i y|) u?(z)u?(y) de dy
:R[R[ (ln(l +lr—y|) —In (1 + ]:C—iy]>) u?(r)u*(y) dx dy.

Pela Proposicao (veja pégina [145)), inferimos que

:// (1n(1+|x—y|) —In (1+ ‘xiy‘» u?(x)u’(y) dz dy

R2 R2

— [ [z - s @yity) dwdy,

R2 R2
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Antes de prosseguirmos, é importante fazer algumas observagoes:

Primeiro, note que a expressao de V, aparece como a segunda parcela do funcional
I que descrevemos no comeco dessa secao.

Segundo, observe que essa mesma expressao foi mencionada no comeco da secao
anterior como sendo o motivo do funcional associado ao problema poder nao estar
bem definido em H'(R?). Como mostramos que V; estd bem definido em X e as
outras parcelas de I sdo apenas normas que estdo sempre bem definidas em H'(R?)
(e, portanto, em X), temos que o funcional I, quando tendo X como dominio,
estard bem definido. Logo, X é um bom espaco para tentarmos encontrar solucoes
do problema usando métodos variacionais.

Terceiro, observe que, por definicao, Vy = Vi — V5 e que tanto Vi quanto V5
sao fungdes nao negativas. Esse fato é o principal motivo de termos introduzido os
funcionais auxiliares e serd usado extensivamente nesse trabalho. Um exemplo disso
serd visto ainda nessa se¢ao, quando formos estudar a semicontinuidade do funcional
1.

Vamos agora calcular as derivadas de Gateaux dos funcionais auxiliares.

Proposicao 2.2.5. Sejam u,v € X. Entao

(i) DVi(u)v = 4 / / (1 + [z — yl)u(@)u(y)o(y) dx dy;

(i) DVa(u)o — 4 / / In (1 o ! y,) (@) uly)o(y) de dy;
(i) DVauyo =4 [ [ nile = yl)ul(@yuly)ety) de dy;

Demonstracao. Pela definicao da derivada de Gateaux, temos que

Vl(u—ktv) — Vi(u)

DVi(u)v = li
—hm //ln (14 |z — y)(u+tv)*(2)(u + tv)*(y) dz dy—
—//ln(l—i— |z — y|)u?(2)u?(y) dz dy.

Pela linearidade da integral e colocando o logaritmo em evidéncia, concluimos que

DV =l 7 [ [n(1+]e = )+ 0P @) +10)0)

(L o = ) ey
—tig [ [ (1t 2 = o) (0 00 @)+ 107 0) — 0P (0)) dody,

R2 R2

Desenvolvendo a expressao no integrando, inferimos que

%((u +tw)* (@) (u + to)*(y) — w’(2)u’(y)) =
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= %((u2 + 2tuv + v?) () (u? + 2tuv + v?)(y) — v (2)u*(y))
= %((UZ(CL’) + 2tu(z)v() + v (2)) (W (y) + 2tu(y)o(y) +v*(y)) — u?(z)u’(y)).

Assim, deduzimos que

ot 0P @)+ 10 )~ (@)(y)) =

_ %(u%) 2(y) + 2tu?(x)uly)v(y) + Pu?(x)v?(y)

+ 2tu(x)o(z)u?(y) + 4Pu(z)v(@)u(y)v(y) + 2t%u(z)v(z)v (y)
+ 20 (@) u* (y) + 26°0° (@)u(y)v(y) + tho(z)v(y) — u*(2)u?(y)).

Dai, concluimos que

4 1) @)+ 0)(9) w20 (y) =

= 1(2tu2($)U(y)v(y)+t2u2($ v (y)2tu(@)v(z)u’ (y) + 47 u(z)o(@)u(y)v(y)

+2t3 (@)o(@)v*(y) + 0% (@)u’ (y) + 270 (@)uy)o(y) + to(@)v(y))
= (2u*(2)u(y)v(y) + tu’(2)v*(y) + 2u(z)v(z)u’(y) + dtu()o(@)uly)v(y)
(

+ 26%u(z)v(z)v*(y) + v (@)u? (y) + 200 ()u(y)v(y) + Co(z)v(y)).

Substituindo a expressao obtida de volta na expressao original, usando a linearidade
da integral e passando o limite com ¢ indo para 0, inferimos que

DV =2 [ [ (14 fo — g @uty)oty) de dy+

R2 R2

+2 //111(1 + |z =y (y)u(z)v(x) dz dy.

R2 R2

Pelo [Teorema de Fubinil (veja na pagina [159)), deduzimos que

DVi(u)y =2 / / (1 + [z — yl)u?(@)u(y)o(y) de dy+

R2 R2

+2 //ln(l + |z — y)u (y)u(z)v(z) dz dy
—2 / / In(1 + |z — yl)(e)uy)o(y) du dy+

+2 //ln(l + |y — z)u*(y)u(z)v(z) dy dz.

R2 R2
Renomeando as variaveis, concluimos que

DV =2 [ [ (14 fo — g @uty)oty) de dy+

R? R2
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+2 //ln(l + |y — z|)u? (y)u(z)v(z) dy do

—4 / / In(1 + |z — yl)e (@ )u(y)o(y) dz dy.

O célculo para encontrar DV, e DV, é andlogo.
m

O proximo passo é mostrar que os funcionais auxiliares sao continuamente di-
ferenciaveis em X. Isso serd feito mostrando que suas derivadas de Gateaux sao
continuas e, portanto, sao derivadas de Frechet.

Lema 2.2. Vi € continuamente diferencidvel em X. Além disso, sejam u,v € X.
Entao

W =1 [ [0+ jo - yhe@uty)oty) de dy.

R? R2

Demonstra¢ao. Sejam u,v € X e (u,) uma sequéncia em X tal que u, X .
Pela Proposicao [2.2.5] concluimos que

DVa(un)o — DVi(u)o] = ]4 [ [0+ ke = st de dy

R? R2

—a [ [0+ = @) dxdy'

R2 R2

[ [0+ ke = e @) wpot) dody

R2 R2

- [ w0 ke = bt o

R2 R2

=4

Pela linearidade da integral e colocando os termos semelhantes em evidéncia, infe-
rimos que

DVi(un)v — DV (u)o] = 4' [ [m+1e = it drdy

R2 R2
_ //ln(l + |z — y)u* (z)u(y)v(y) dxdy‘
- 4'//1n(1 + |z — yDu (@) un (y)v(y)—
R2 R2

Cn(1 4 Jr — gl (@)uly)oly) de dy'

4| [ [+ o~ gD )un ) ~ w(@yul)o(e) dody|

R2 R2
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Por propriedades da integral e pela positividade de In(1 + |z — y|), deduzimos que

IDVi () — DVi(u)o] = 4 / / (1 + |z — ) (e (@)unly) — v (@)uly))o(y) de dy

R? R2

: 4/ / (1 + & — 1) (s ()ualy) — u*(@)uy))o(y)| de dy
— 41%[]1! In(1 + |z — y])|ui()un(y) — v?(@)u(y)|[v(y)| dz dy.

Somando e subtraindo u*(x)u,(y) na expressio da integral, concluimos que
| DV (uy)v — DVi(u)v] <

<t [ it o= Dl () 0) — o2 @)u(w) o) dody =

_ 4//1n(1 = ) [ () () — 0 () () +

R2 R2

+u*()un(y) — w(@)uly)l[o(y)| do dy =

= [ 10+ o= Dl ) 0) — (2 + 00) ) — ) o) drdy =

R2 R?

=1 [ 11+ o= yDlun ) o)+

R2 R2

+ () (un(@) — u(@)) + u (@) (un(y) — u(y))lv(y)] dz dy.
Pela a desigualdade triangular e propriedades do valor absoluto, inferimos que

DV ()0 — DVi(u)o] <

< 4//ln(1+ |2 =yl un(y) (un(2) + u(@)) (un () — u(z))+

R2 R2

(@) (un(y) — () lo(y)] do dy <
<4 / / (1 + |2 — )t () (0 () + 2(2)) (10 () — ()] +

RQRQ

+4(0) ) = ) o) dr dy =
//1n1+\x—y\ (09 () + (o) ) — )+
R2R2

+u*(@)un(y) — uly))v(y)| dz dy.

Pela a linearidade da integral, deduzimos que

| DVi(un)v — DVi(u)v] <
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<4 / / (1 + 2 — y1)(n ()] [t (@) + (@) [tn () — u(a)|+
R2 RQ
2 (@)un(y) — u(y)o(y)] de dy =

—4 / / (1 + [ — )t (9) 1 (2) + () |t () — )] [05) |+

R? R2

n(1 + |2 — (e [un(y) — u(m)l[o(y)| dz dy =
=t [ 11+ o= Dl fun(a) + u(o)lfun() ~ u(@l|o(w)] d dy+

4 [ (s fo = yh(a)lun) - u(w)o)] do dy.

Pela Proposigao [2.2.1 concluimos que
DV (un)o — DV ()] <
<4 / / (1 + 2 — g (9) [t (2) + (@) [n(2) — u(@)]o(y)| do dy+

R2 R2

w4 [ [ (1412 = )l @)uns) - ulw)lo)] dedy <

R2 R2
< un + ulleffun = wllunlllvlla + lun + ullo]fun = wll2]wl[v]l+

+ [ullllullslun = ull2l[vlls + [Jull2lfull2llun = ullfvll
Reorganizando e pondo os termos similares em evidéncia, inferimos que

| DVi(un)v — DVi(u)v] <

< un + wllslJun = wllllunllal[vll2 + lun + ullalJun = wll2]lunll]v]l+
+ llullflellllun = ullaf[vlls + lull2lfullallun = wll o]l =

= [[un + ull2llwn — wllallun vl + ullZlun = ull2llvll+

+ [l + wllullun = ulldlwall2 0]z + lullzllwn, — ulllll.
= [[un — ull2(ltn + ullallunll [0l + [ullZv]2)+

+ [l = wll(lun + ullllnll2lloll2 + [ulz]v]l)-

Pela desigualdade triangular, deduzimos que

| DV (un)v = DVi(u)v] <

< llun = ull2(lltn + ullallunll ol + [ullZlv]l2)+

+ {lun =l (lun + ull i lloll2 + ulzlvll) <

< llun = ull2((lunllz2 + llell2) lun <ol + llullZllvll2)+
+ [l = wll (el + Null) uall20ll2 + ullo]])-

Como normas sao nao negativas, concluimos que

DV ()0 — DVi(u)o] <
< un = ullo((lanllz + lall2) funll ol + el oll)+
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+ [l — wll (el + Null)uall2lvll2 + lullZ]vll) <
< Nlun = ull2(((lunllz + lunll) + lull2) (lallz + luall) ol + lulZlvll2)+
+ llun = wllo((lnllz + unlle) + ) Qlallz + luallDlvllz + ullll.).

Como u, € X C H'(R?) — L*(R?), inferimos que ||u,||2 < ||un||. Como u, A,
deduzimos que existe C; € (0, 00) tal que |lu,||x < C. Dessa forma, concluimos que

[tnll2 + [[unlls < unll + l[unlls = funllx < Ci.
Pela desigualdade acima, inferimos que

[DVi(un)v = DVi(u)v] <

< Nlun = ull2((lunllz + llunlle) + llull2) (lallz + luall) ol + lulZloll2)+
+ [l =l (((lunll2 + elle) + el (luallz + L) o]l + elllv].) <
< Jlun = ull2((C1 + [[ull2) Callv ]l + [[ullZllv]2)+

+lun = ull(C1 + [lull)Cullvllz + [fullv]l,)-

Defina Cy := max{C1, C1 + ||ull2, Cy + [[ull+, |ull2, [[ull} < oo.
Majorando por Cs e colocando termos similares em evidéncia, deduzimos que

[DVi(un)v = DVi(u)v] <
< lun = ull2((C1 + [lull2) Callvlls + [fullllvll2)+
+ [l = ull.((C1 + [[ull)Crllvllz + ull]lv]l.) <
< llun — ull2((C2) o]l + C3lvll2)+
+ [l = ull.(C2)Callv]l2 + C3lv]l.) =
= C3(|lun — ull2([v]l2 + l[vll) + lun = wll(llvll2 + [|v].).
Como u, € X C H'(R?) — L*(R?), concluimos que ||u,||2 < |lu,||. Daf e pela
defini¢ao de ||| x, inferimos que
DV (un)v — DVi(w)o] < C3(JJun — ullo([[v]l2 + [[0]l) + lln = ullo(lo]l2 + [[v]]+))
< C3(llun = ull2(lvll + [0[L) + un = ull (o]l + [v]].)
= O3 ([lun — ullallvllx + un — ullJvllx)
= C3llvllx (lln — ull2 + llun — ull.).
Como uy,,u € X C H'(R?*) — L*(R?), deduzimos que ||u, — ul|z < ||u, — u||. Disso
e pela defini¢ao de ||-||x, concluimos que
| DV (un)v — DVi(w)o] < C3l|vllx ([ — ull2 + [lun — ull.)
< Collvllx(fun = ull + llun = ull.)

= C3llun — ullx|lvlx.

. X ...
Com isso e como u,, — u, inferimos que

lim || DV;(u,)v — DVi(u)v||xr = lim sup |DVi(u,)v — DVi(u)v|
veX
Iollx=1
< lim SU}I? Callv|l x |un — ull x

ve
flv]| x=1
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= lim sup C3 |ty — ul|x
HUHX 1

= lim C3ju, — ul|x =0,

ou seja DV;(uy,) X DVi(u), ou ainda, DV} é continua em X'

Entao, pela Proposicao m (veja pagina , deduzimos que V] = DVj e que
V/ é continua em X.

Desse modo, concluimos que V] é continuamente diferenciavel em X.

]

O proximo resultado mostra que V5 é continuamente diferenciavel em Lg(Rz) e
mais: as derivadas de Fréchet em X e Lg(R2) coincidem.

Lema 2.3. V;, € continuamente diferencidvel em Lg(RQ) e em X. A derwada de
Fréchet de Vy € a mesma tanto em Lg(RQ) quanto em X. Além disso, sejam u,v €

X. Entao
() = 4//111 <1 o L y,) (2)uly)o(y) de dy.

R2 R2

Demonstracao. Vamos primeiro mostrar que V5 é continuamente diferenciavel em
8
L3 (R?).
: o L8 (r2)
Sejam u,v € X e (u,) uma sequéncia em X tal que u,, — = u.

Pela Proposigao [2.2.5) concluimos que

DVa(un)o — DVi(u ‘ //ln<1+|x_y|> 2 (e)un(y)o(y) do dy

- / / i (14 2 ) ut)ets) de dy

R2 R2

/ / i (14 ) e ol dody
/ / ln( ) el ds |

Pela linearidade da integral e colocando os termos similares em evidéncia, inferimos
que

IDVa(u)o — DVa(u —4'//1n(1+|x_y|) 2 (@)ua(0)v(v) dr dy

- //m (1 T yl) u?(x)u(y)v(y) de dy

R2? R2

—al [ (14 ) 2@y -
'R[R[ ( E2 y|)
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) wulet) dxdy\

{1
// ( Ix—y|> n(@)un(y) — v (z)uly))v(y) do dy|.

Por propriedades da integral e pela positividade de In (1 +

) , deduzimos que
|z — |

|DVa(un)v — DVa(u)v| = 4

/ / i (14 ) ) ~ a)uln))oly) dody
“R[R[
=i [ (1 ) @) — @l ddy

R2 R2

dx dy

i (14 1 ) () — P au)e)

Somando e subtraindo u2(:v)un(y) na expressao da integral, concluimos que

| DVa(uy)v — DVa(u)v|

<4R[R[1n <1+ |x_y|> 2 (2 V()| [o(y)] dz dy
:41!H!ln(1+’x_y’)|u 2 )un(y)+

R2 R2
1
= 4RZRQ In{1+ P y|> [un (y) (un () +
+u(x)) (un(r) — u(@)) + v (@) (ua(y) — u(®)|lv(y)| dz dy.

Pela a desigualdade triangular e propriedades do valor absoluto, inferimos que

| DVa(un)v — DVa(u)v] <

<o f (14 ) o) + ) unlo) - o))+

R2? R2

() (un(y) — uly ))Hv( )| da dy <
<4 / / n (1+ ) (It () (1) + (@) (un (&) — ()| +

) ) — Do) sy —
1 f / i (14 ) (o) + o) = )+

R2 R2
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+u* (@) un(y) — u(y)])vo(y)| dx dy.

Pela a linearidade da integral, deduzimos que

| DVa(u ()\<

)V =
// ( |) (|t (9)]Jun () + u(z)||u,(z) — u(z)|+
)|t

2< @) = DIl dy =
Q+

)mawwM@memmam—u@mwwH
+m(r+ )u%mwmw—uwmwmew:

// ( ,) |t ()] [t () + ()| [ () — u()|[o(y)| da dy+

/ ( |) u? ()| un(y) — w(y)|lo(y)] da dy.

R2 R2
E um corolério da[Desigualdade de Holder] (veja[F.8} na pagina[l58) que |u,, +ul|u, —
ul, |un||v], u?, [, — ullv| € L%(R2). Assim, pela Proposicao , concluimos que
existem constantes C7,Csy € (0,00) tais que

| DVa(uy)v — DVa(u)v |_
<g//m(r+ |)mawmm@+u@m%@»~umm@ﬂm¢ﬁ

R? R2

[ [ (1 ) i) - allo)] dedy <

R2 R2
< Cull(atn + )t = W) vl s + Calle®]ls 1 (un — o]

Novamente pela [Desigualdade de Holder] (veja [F.8] na pagina [158)), inferimos que

[DVa(un v — DVa(u)v] < Cull(un +10) (=)l 5 +
+ Callu®l|s | (tn — )]s
< Cillun + ull sl — s llualls Jol] s+

+ Collunl3 flun — ulls]lv]ls.
3 3 3
Defina C5 := max{C}, Cy}. Colocando termos semelhantes em evidéncia, dedu-
zimos que
DV (un v — DVi(u)o] < Callun + ulls un — ulslfualsJol] s+
+ Collun3 [lun — ullsllvlls
3 3 3
< Cllun + ullsllun = ulsllualls olls+

+ Csllunll3 llun — ulls[lv]ls
3 3 3
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= Cyllun — ulls [l sllolls (n + uls + llual]).
Pela desigualdade triangular, concluimos que

DV (un v — DVa(u)o] < Collun — ulls s ol s (i + s + [l
< Cyllun — ulls a5 llol] s leals + llls + o]
= Cylun — ulls s lolls (lulls + 2] s),

ou seja,

DV (un)v — DVa(u)o] < Collu, — ulls s lolls (lulls +2luills).  (26)

. o L3
Dai, por propriedades do limite e como u,, —(> ) u, inferimos que

lim|| DV5(u,) — DVa(u )||L @) r=1lim sup |DVi(u,)v — DVa(u)v
veLd (R2)
lvlls=1
3
<tim sup (Cyllun — ulls unlls 1ol (lulls +2lunlls))
veL 5 (R2)
lvlls =1
3
tim s (Cllun — uls lualls (s + 2lenlls)
veLd (R2)
lvlls=1
3
= lim(Cs [[un — ull s [Jun|s (Julls + 2[unlls))
= 1y — w5 Bn (o -+ 2] )

= Cslim||u,, — u||% hmHunH%(hmHuH% + 211m||un||§) =0,

ou seja DVa(uy,) ngg DV, (u), ou ainda, DV, é continua em Lg(RQ)/.

Dessa forma, pela Proposigao[F.11] deduzimos que V3 = DV; e que Vj é continua
em L%(R2).

Entao, concluimos que V5 é continuamente diferenciavel em Lg(R2).

Vamos agora mostrar que V5 é continuamente diferenciavel em X.

Sejam u,v € X e (u,) uma sequéncia em X tal que u, X w. Pela Proposi-

8 m2
¢do [2.1.7, inferimos que X — H'(R?) — Lg(]RQ), ou seja, Uy FIED 4 e existe

Cy € (0,00) tal que ||v||% < Cyllv]|x-
Por 1) e como HUH% < Cyl|v||x, deduzimos que

DV (un)v — DVa(u)o] < ol — ulls s ols (ull s+ 2losalls)
< CuCillun — ulls s o (lulls + 2l s).

8
. - L3 (R?) .
Desse modo, por propriedades do limite e como w,, — ~ u, concluimos que

lim||DVs(u,) — DVa(u)||xs = lim sup |DVa(u,)v — DVa(u)v|

ve
v x=1
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<lim sup (CaCillin =l ol ol (el + 2esl)
lvl|x=1

= lim sup (CaCallun — ullslJuall3 (ulls +2lua]13)
vl x=1

= i (CoChln — ulls s (ull s + 2 5))

— i (CoCilwn — uls a1 5) im (s + 2l )

= C5Cy lim||u, — u||§ hm”unH%(hmHuH% + 2hm||un||§) =0,

ou seja DVa(u,) = DVy(u), ou ainda, DVj é continua em X
Entao, pela Proposigao inferimos que V; = DV, e que Vj é continua em X.
Dai, concluimos que V5 é continuamente diferenciavel em X.

]

Corolario 2.2. V; € continuamente diferencidvel em X. Além disso, sejam u,v €
X. Entao

Vo =1 [ [inle - yhe@puty)ets) dod.

R2 R2

Demonstracao. O resultado segue imediatamente da definicao de V e pelos Le-
mas 2.2 e
O

A seguir, apresentamos o funcional com que iremos trabalhar para encontrar
solucoes fracas do problema.

1 1 b
Notagao. I : X — R; I(u) = §||u||2 + ZVQ(U) — ];Hqu

Proposicao 2.2.6. O funcional I estd bem definido.

Demonstragio. Como X C H'(R?) — LP(R?), concluimos que a expressdo de [
estd bem definida.
Como todos os termos da expressao de I sao finitos, inferimos que o contrado-
minio de [ é apropriado, isto &, I(u) € R, para todo u € X.
Desse modo, I esta bem definido.
m

Como ja mostramos que Vp' existe, o proximo resultado segue imediatamente.

Corolario 2.3. O funcional I é continuamente diferencidvel em X. Além disso,
sejam u,v € X. Entao

1
I'(u)v = (u,v) + ZVO/(U)U — b/|u]p2uv dr.
R2

Demonstracao. Como a derivada de Fréchet é linear, esse resultado é consequéncia
direta de Proposicao (veja pagina , do Corolério e Proposicao (veja

pagina [140)).
O
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Vamos verificar que I é um funcional associado ao problema, isto é, que pontos
criticos de I sao solugoes fracas do problema. Uma solucao fraca do problema em
questao ¢ u € X tal que

(u,v) + //ln (1 + ]x—iy]) w?(x)u(y)v(y) doe dy = b/]u\pqu dr,

para todo v € X. Seja u € X ponto critico de I e v € X qualquer. Entao

1
0=1"(u)v=(u,v) + Z%/(U)U — b/|u|p_2uv dx

R2
(u,v) //ln( P |> u?(z)u(y)v(y) do dy — b/\u]pzuv dx,
y J
portanto,
1
(u,v) + //ln <1 + - ’) w?(2)u(y)v(y) doe dy = b/]u|p2uv dx.
R? R2 Y R?

Mas, como v é arbitrario, essa tltima expressao é a definicao de que v é uma solugao
fraca do problema.

Observe que, quando avaliado em u, o funcional Vj é recuperado na expressao
de I'(u).

Corolario 2.4. Seja u € X. Entao

I'(wu = [[ull* + Vo(u) — bl|ull}.

Demonstragao. Pelos Corolarios 2.2) e 2.3] e pela definicao de V4, concluimos que

1
I'(w)u = (u,u) + Z‘/b’(u)u - b/]u\pQuu dx

=l + 34 / / in(lz = ) )uly)uly) dedy — b [ P da

R2 R2

_ Hun?+//1n<\x—y\)u2(a;)u2(y) dxdy—b/]u\pix

R2 R2

= [[ull* + Vo(u) — bllull,.
O

Antes de encerrarmos a secao, vamos mostrar que I é semicontinuo inferiormente
em H'(R?). Para isso, precisaremos do seguinte resultado.

Proposicao 2.2.7. O funcional Vi € sequencialmente fracamente semicontinuo em
H(R?).
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~ . R Hl R2
Demonstracao. Sejam u € X e (u,) uma sequéncia em X tal que u,, — ).

Seja R € (0,00). Entao

Vi) = / / (1 + |z — yl)u? ()i (y) di dy

R2 R2
> [ [ w e g ) de dy
B(0,R) B(0,R)

Passando lim inf do dois lados e pela Proposicao (veja pagina |[147)), conclui-
mos que

lim inf V; (u,) > liminf / / In(1 4+ |z — y|)u? (2)u(y) dz dy
B(0,R) B(0,R)

—tim [ [ (1 o gl () ) do dy

:/ /in(1+|x—y|)u2<x)u2<y)dxdy.

Vamos mostrar que

}%im / In(1 + |z — y|)u’ (z)u*(y) de dy =
—00
B(0,R) B(0,R)

= [ [w(+ jo - yhe)lt) dedy. (2.7

R? R2

Suponha por absurdo que existe (R,,) uma sequéncia em R monotonamente crescente
satisfazendo R,, — oo e tal que

hm/ [ w1 je = eyl ) dedy

B(0,R») B(0,Rn)

7A//ln(u|a:—yl)zﬂ(g;)u?(y)azgcdy.

R2 R2

Pela definicao de integral de Lebesgue em subconjuntos mensuréveis, temos que

// n(1+ [z — yl)u(@)u(y) de dy =

B(0,Ry,) B(0,Ry,)

= [ [ w1+ Jo = D) 0 00 0 L ) e dy =

R2 R2

- / () 501 (1) / In(1 + |z — y])u(@) Lp(o.m, () de dy.

R2 R2
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Seja y € R2. Para cada = € R?, vale que
In(1+ |z — y))u*(x)1p,R,) () > 0.
Como (R,,) ¢ monotonamente crescente, inferimos que
In(1+ |z — y))u* (@) 1po,r.) () < In(l+ |z — y)u?(@) 150k, (2),
e como R, — oo, deduzimos que
lim (In(1 + |2 — y])u(2) 0.8, (x)) = (1 + & — y|Ju? (),

para todo # € R, Entdo, pelo [Teorema da Convergéncia Monotonal (veja [F.3] na
pagina , concluimos que

lim/ln(l + |z — y))u? (@) 1po,R,) (7) do = /ln(l + |z — y|)u*(z) dz. (2.8)

RQ
Para cada y € R?, temos que
w0) Loy ) [ (14 |~ YD) L, (o) do > 0.
R2

Como (R,,) é monotonamente crescente, inferimos que

() Lo (1) / (1 + & — [0 (2)Lpo.p () dr <

]RQ

< ()1 pon (1) / In(1 + & — y[)i(2)Lpo.p, () d,
RQ

para todo y € R?. Por (2.8) e como R, — oo, deduzimos que

i w2(0) Loy ) [ 101+ o — g (0) Lo (o) d | =

R?

= lim (v*(y)1p(0,r.)(y)) lim / In(1 + |z — y|)u*(@)1po.r,) (z) de =

—2(y) / In(1 + |z — yl)u?(z) de,

R2

para quase todo y € R?. Entdo, pelo[Teorema da Convergéncia Monotona| (veja|F.3)
na pagina [157)), concluimos que

hm/ / 01+ o — )l (@) (y) de dy =
B(0,Ry) B(0,R»)

_hm/ Y) 10,7 ( )/1n(1+|x—y|) *(2)1po.r, () do dy =

R2
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_ / / In(1+ |z — yl)u?(z)u?(y) dz dy,

R2 R2

o que ¢ absurdo. Entao vale (2.7).

Assim, inferimos que

liminf V} (u,) = hm lim inf V; (u,,)

> Jim / /1n1+|:c—y|> 20 () de dy

R—)oo

://lnlﬂx—y\) “(@)u(y) d dy = Va(u).

R2 R2
[l

Podemos agora mostrar o resultado proposto. Na demonstragao do préximo
resultado, usamos que V pode ser escrito como uma subtracao de termos nao ne-
gativos (V; — V3). Ressaltamos novamente que esse é o principal motivo de termos
introduzido os funcionais auxiliares V; e V5 e que esse tipo de argumento sera usado
extensivamente nesse trabalho.

Lema 2.4. O funcional I ¢ sequencialmente semicontinuo inferiormente em H'(R?).

1 2
Demonstragio. Sejam u € H'(R?) e (u,) uma sequéncia em H'(R?) tal que u,, oD

U.
Pelas defini¢oes de I e Vj, temos que

. . 1 1 b
liminf I (u,) = lim inf (§||un||2 + Z%(un) — ]—9||Un||§)
YA T b e
= lim inf §Hun|] + Z(‘/l(un) — Va(un)) — 5”“71”;9 :

Pela superaditividade e linearidade para constantes positivas do lim inf, concluimos
que

. . 1 1 b
liminf I(u,,) = lim inf (§||un||2 + Z(Vl(un) — Va(uy,)) — Z—)Hun”g)

1 1 b
> lim inf (§Hun“2> + lim inf (Z(Vl(un) — Vg(un))) + lim inf <_2_?HUHHZ) =

1 1 b
=3 lim inf ||, ||* + 1 Hminf (Vi (un) — Va(un)) + = lim inf(—||u,[[F) >
p

1 1 b
5 lim inf ||, ||* + 4(lim inf Vi (u,,) + liminf(—V5(u,))) + p lim inf (— ||, ||7).

. HRr? . .
Pela hipotese de que uw,, — ) u, inferimos que

liminf I (u,) >

1 1 b
> 5 lim inf ||, ||* + Z(lim inf Vi (u,) + liminf(—Va(u,))) + = liminf (—||u, ||}) =
p
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1 1 b
=3 lim||u,||* + Z(liminf‘/l(un) + liminf(—Va(u,))) + 5 lim inf (—||u, ||P) =

1 1 b
= 5”““2 + Z(lim inf Vi (uy,) + lim inf(—Va(u,))) + ];lim inf (—|Jun|h).

H1(R? . HY(R? .o
Como u, L) ) u, deduzimos que u, ) u. Dai e pela Proposicao [2.2.7] conclui-

mos que liminf V;(u,) > Vi (u). Dai, inferimos que

1 1 b
liminf I (u,) > §||u||2 + Z(liminf‘/l(un) + lim inf(—V5(u,))) + gliminf(—Huan)

1
4

1

b
> §||u||2 + - (Vi(u) + liminf(—V5(uy,))) + ]—jliminf(—Huan).

8 m2
Como H'(R?) — L%(RQ), deduzimos que u, P16 . Disso e pelo Lema ,
concluimos que lim V5 (u,,) = Va(u). Dessa forma, inferimos que

1

1 b
liminf I (u,,) > §||u|]2 + = (Vi(u) + liminf(=Va(u,))) + 5 lim inf (— ||u, ||D)

4
1, o 1 , b.. .
= Sllull” + 7 (Vi(w) + lim(=Va(un))) + 5 lim inf (—[un[})
I b ,
= 5 llull” + 7 (Vi(u) = Va(u)) + — lim inf (—|u,[|7).
2 4 P
p(R2
Como p > 4, deduzimos que H'(R?) — LP(R?). Entdo, concluimos que u, &Y L
Desse modo, inferimos que lim||u, ||, = [Ju||,. Assim, deduzimos que
. I 1 b.. .
liminf I (u,) > §Hu|| + 1(‘/1(“) — Va(u)) + ];llm inf(—||un D)
1o 1 b ,
= Sllull” + (Vi) = Va(w)) + p lim (—||unl[})
1, o, 1 b
= lulP + 3 Vh) = Vatw)) =l
]

2.3 A geometria do funcional

O proéximo resultado é conhecido na literatura como a primeira geometria do
passo da montanha.

Lema 2.5. Eziste R € (0,00) tal que ser € (0, R] entao inf I(u) >0e inf I'(u)u >

[[ull=r [[ull=r
0.

Demonstracao. Seja u € X. Pelas definicoes de I e Vj, temos que

1 1 b
) = 5llul? + V() —

1

b p
£ = Va(w) =~ ulf,

1 2
= Slhull*+
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Como V; é um funcional nao negativo, concluimos que

Iw) = gl + (Vi) — Vata)) — -l

p
1, ., 1 b
> Sl = $Valw) = Il

Como X C H*(R?) C L%(]R2), inferimos, pelo Corolario , que existe C € (0,00)
tal que Va(u) < C'1Hu||4L%. Substituindo na expressao, deduzimos que

1 1 b
I(u) > —HuH2 - —V2(U) - ];HUHZ
b
> |l = 2 — Z|ullP
> H I HU\!3 pHUHP-

Como H'(R?) — Lg(RQ), concluimos que existe Cy € (0, 00) tal que HuH% < Caollul].
Dai, inferimos que

1
I(U)Z§\|u|!2——|! ull3 ——H [

1 C,C.
> Zull2 — 5
> full? - =

lull* — 5HUI|§-

Como H'(R?) — LP(R?), deduzimos que existe C3 € (0, 00) tal que |ul|, < Cslul|.
Dessa forma, concluimos que

I(u)

v

1 C,C4 b
sllel® = = llull* - —HUHZ

1 C,Cy bCp
> full? = =l -

—ullP.

Colocando termos similares em evidéncia inferimos que

=

1 C,C
I(u) > =|lul]* - %HUH“

1 CyC 2HCY
Slhull® = = lull* - 2p3|| ul[”

1 2( CiC4 L 2bCE 2)
= —||lu 1 — —=||ul|” — —=||ul||? .
~lul 3l = =2 )

1 1
1 3 =)
Defina R; = min (M) ’(pr;C'g) } e sejam r € (0,R)) eu € X

satisfazendo ||u|| = r.
Entao, deduzimos que

C.C3 2bC%
1w 2 gha? (1= S g - 25 )

( GG, 2bC§Tp_2)
2 j%

DN | —

MI}—t
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1 — 2 R2 Qb]?g R§)2>

1\ 2 1 p—2
1 \2\  26C% p \7z
2010;l P 8bCP
12(1 CiC3 1 2CY p )
2

1
2

2 20104 p 8bCY

1, 1

1 1 =—r2>0
A o 7Y

ou seja,
inf I(u) > 17“2 > 0.
l[ull=r 4
Pelo Corolario [2.4], concluimos que
I'(wyu = [ful® + Vo(u) — blul.
Pela definicao de V{, temos que

I'(w)u = |[ull* + Vo(u) — bllull}
= [[ull® + Vi(u) — Va(u) — bul}.

Como V;(u) é ndo negativo, inferimos que
I'(wu = [|ull* + Vi (u) — Va(u) = bllull}
> [[ull® = Va(u) = bllullo(zay-

Pelas desigualdades envolvendo C', C5 e ('35 acima e colocando termos similares em
evidéncia, deduzimos que

I'(wu = |ull* = Va(u) = bllull}
> [[ull® = C1Cylul|* — bCE[[ul]”
> [|ul*(1 = CLCyJul* = bCF[ull”2).

1 2 1 p—2
Defina Ry = min{(m> ,<m> } e sejam r € (0,Ry) eu € X

satisfazendo |ju|| = r.
Desse modo, concluimos que

I'(uw)u > [ul*(1 = C1Cy |Jul® = 0C|u["~?)
=1%(1 — C,Cyr? — bCErP~?)
> r?(1 — C1C4R% — bCYRY ™)

1\ 2 1 p—2
1 2 ]_ p—2
S 2 _ 4 _ pP
(et () ) s () )

1 1
—bC%

(1 - ClC 3 4bcp)

240,C8
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ou seja,

1
inf I'(u)u > 57’2 > 0.

l[ull=r

Basta entao escolher R := min{ Ry, Ry}.
[

Para continuarmos a falar da geometria de I, introduziremos o conceito de fibra-
¢ao.

Notagao. Seja u € X \ {0}. Chamaremos a funcao ¢, : (0,00) = R; ¢, (t) = I(tu)
de fibracao de I em u.

Proposicao 2.3.1. Seja u € X \ {0}. Entao

t2 ) t4 D »
Pu(t) = EHUH + ZVO( u) — ?HUHp,
¢/ (t) = tl|ull® + *Vo(u) — bt"Hlulf},
¢u'(t) = I'(tu) (w).
Além disso, tanto ¢, quanto ¢, sio funcoes continuas.

Demonstrac¢ao. Pela definicdo de I, por propriedades da norma e como t € (0, 00),
concluimos que

1 1 b
Gult) = I(tu) = S [tul* + JVo(tu) — el

t2 1 b|t|

= 5 lull® + 3Vo(tu) = == ul
2 1

= —||ull® + = Vo (tu) — —||u|/”.
S llull® + Vo p\u

Pela definicao de 1} e pela linearidade da integral, deduzimos que
t? 1 bt?
bult) = Z lull® + Vo (tu) — —IIUH”

= SP + //mm-mww>mﬂwmw—§mm

R2 R2
t2 t4 btP
= Dl + /]hm—mﬁmﬁ@mw—?wm
R2 R2

2 4 bt?
:—|u2—|——V( ——u|p
3l + 5 Vo(w) = == [ul

Derivando a expressao obtida acima com respeito a ¢, obtemos

' (t) = tull® + Vo (u) — bt lullp.
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Por outro lado, derivando ¢, usando a regra da cadeia, temos que

¢ (t) = I'(tu) (u).

Além disso, como [|u]|?, Vo(u) e ||lul|? sdo constantes e todos os expoentes sdo mai-
ores que 1, concluimos que tanto ¢, quanto ¢, sao fun¢des polinomiais e, portanto,
continuas.

m
O proximo resultado trata do comportamento de ¢/,.

Lema 2.6. Seja u € X \ {0}. FEntdo uma, e apenas uma, das afirmacoes abaizo é
verdadeira:

(i) Eziste um tnico t,, € (0,00) tal que ¢.,(t,) = 0, ¢, (t) > 0 set € (0,t,) e
¢l,(t) <0 set e (t,00). Além disso, tlim Py (t) = —0.
—00

(i) A funcio @) é positiva e monotonamente crescente. Além disso, tlim ou(t) =
— 00
+00.

Além disso, o item|(i) do Lema 2.6 vale se, e somente se,

p>4eb>0 (2.9)
ou
p>4,b=0¢Vo(u) <0 (2.10)
ou
p=4 e Vo(u) —bllulh <0. (2.11)

Demonstragao. Observe que os itens (i) e (ii) sdo disjuntos, isso é, eles ndo podem
ocorrer simultaneamente.

Vamos primeiro mostrar que se alguma das hipoteses a é valida,
entdo o item (i) ocorre.

Vamos entao supor que vale (2.9)).

Pela Proposicao 2.3.1] pela defini¢ao de Vj) e como V; é nao negativo, concluimos
que

¢’ (t) = tllull* + £Vo(w) — bt[t[~*|[ull;
= tlfull® + (Vi (w) = Va(u)) — bt[t]~*|[ull;
> tl|ull* — Vo (u) — et |ull}.

Pelo Corolario inferimos que existe C; € (0,00) tal que
G (t) > tlul* — Vo (u) — e[t ullb

> tlull® — Cvt?|fulls — bt~ ull}.

Pela Proposicao , deduzimos que X — H'(R?) — Lg(RQ), ou seja, existe
Cy € (0,00) tal que ||u||§ < Cy|u||. Assim, concluimos que

0(t) = tllull” = Cot|lully — belt"lull}
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> tl|ull* — CLCHEull* — B[t ul}.

Como p > 4, inferimos que H'(R?) < LP(R?), ou seja, existe C3 € (0,00) tal que
|lull, < Cs||u||. Dai, deduzimos que

(t) = tllull* — CLCE [l — b2}
> tl|ull* — CLCYEull* — bCEEE" ™2 |u[”
= tl|ul*(1 = C1Ct*Jul]* — bCE|t"*||u][”?).

Dessa forma, concluimos que se ¢ estiver proximo o suficiente de 0 entao ¢,’(t) > 0.
Como p > 4, segue que p— 1 > 3 > 1. Dessa forma, quando t € (0, c0) inferimos

que

& (t) = tlull* + °Vo(w) = beft =2 |ullp = tllull* + t*Vo(w) — b7~ {|ull}

u

& uma funcdo polinomial com maior expoente ', pois b # 0. Como b > 0 e
|ul[, > 0 (lembre que na defini¢ao de ¢, tomamos u # 0), segue que —b|lu||h < 0,
que é o coeficiente do maior expoente. Como o coeficiente do maior expoente é
negativo, deduzimos que tliglo ¢, (t) = —o0.

Como ¢, ¢ continua e (0,00) ¢ conexo, concluimos, pelo Teorema do Valor
Intermediério, que existe ¢/, € (0,00) tal que ¢,/(¢,) = 0.

Vamos agora mostrar que tal ¢, é tinico. Pela Proposi¢ao e como t € (0,00),
inferimos que

¢4/ (t) = tl|ull® + *Vo(u) — O[]~ lullp
= tllull* + Vo(u) — b7 H|ulp,
isto é,
Jlu]?
t2

o) = ¢ (1E 4 v — vty ).
Como p > 4, deduzimos que p — 4 > 0. Como u esta fixado e é ndao nulo e b é nao
nulo, concluimos que bt*~*[|u/[? ¢ uma fungdo crescente. Entdo, —bt*~*|u/[®2 ¢ uma

~ , . 1 L. . . .
fungao decrescente. Além disso, como ;5 € @ S0 fungoes decrescentes, inferimos

2
que (Htu—2|| + Vo(u) — btp_4||u||§> é uma funcdo decrescente e, portanto, s pode se

anular uma vez. Como t > 0, temos que ¢/, também s6 pode se anular uma vez.
Portanto, t, ¢ tnico.
Como, para t proximo o suficiente de 0, ¢,/ (t) > 0 e, além disso, tlim ¢,(t) = —o0,
—00
temos que ¢, (t) > 0set € (0,t,) e ¢,(t) <0set € (t,,o0).
Além disso, por Proposicao temos que
_ bt?

t4
6ult) = Shul? + Svit) - Ll

Como b > 0 e p > 4, temos que a expressao acima ¢ um polindémio cujo termo de

maior expoente (p) tem coeficiente (——||u[|?) negativo. Logo, lim ¢,(t) = —oc.
p t—o00
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Suponha agora que vale (2.10)). Pela Proposicao e como b = 0, deduzimos
que

¢’ (t) = tllull* + Vo (u) — bt[t[~*|[ull;
= tl|ull* + Vo (u) = t(|[ul® + *Vo(u)).

Como t # 0, concluimos que a expressao acima se anula para, e somente para,

]

b Vo(u)

Como |lu|| > 0 e, por hipotese, Vo(u) < 0, inferimos que o valor acima estd bem
definido. Além disso, como supomos que t > 0, ele também é tunico.

Como Vy(u) < 0, temos que tlirglo¢u’(t) = —oo e como |ul|* > 0 (pois t > 0),
temos que, para ¢ pequeno o suficiente, ¢,/ () > 0. Entao ¢/ (t) > 0se t € (0,t) e
o, (t) < 0sete(t,o0).

Além disso, por Proposicao 2.3.1]e como b = 0, temos que

12 4 btP
W) = —|lul|? + =Vi(u) — =—||ul|?
oult) = 5 lul® + Vo(w) — - ulf
12 4
= §||U||2 + ZVO(U)-

Como Vp(u) < 0, temos que a expressdo acima é um polinémio cujo termo de maior
expoente (4) tem coeficiente (EVO(U)) negativo. Logo, tllglo Ou(t) = —0c0.
Por fim, suponha que . Pela Proposicao e como p = 4, deduzimos
que
¢ (t) = tlull* + Vo (u) — bt[tP>[|ullb

= tlull* + Vo (u) — bt[t*||ullp

= tllull® + Vo (u) — bt||ull}

= tllul]® + £ (Vo(u) — bl[ull?)

= t(|Jull® + £ (Vo(u) — bl[ullp)).

Como t # 0, concluimos que a expressao acima se anula para, e somente para,

P T
Vo) — Wl

Como ||ul| > 0 e, por hipotese, Vo(u) — b||ul[) < 0, inferimos que o valor acima esta
bem definido. Além disso, como supomos que t > 0, ele também é tnico.
Como Vo(u) — bl|ullh < 0, temos que tlim ¢ (t) = —o0 e como ||ul|* > 0 (pois
—00

t > 0), temos que, para ¢t pequeno o suficiente, ¢,'(t) > 0. Entao ¢, (t) > 0 se
€ (0,t)) e ¢.(t) <0 sete(t,o0).
Além disso, por Proposicao 2.3.1]e como p = 4, temos que
t2 bt?

t4
Pu(l) = §||U|’2 + ZVO(U) - ?Ilullfi
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2, t
= 5”“” + Z(VO<U> - b”““g)

Como Vo (u)—bl|lul|h < 0, temos que a expressao acima ¢ um polindémio cujo termo de

1
maior expoente (4) tem coeficiente (Z(%(U) — bllul[P)) negativo. Logo, tlim by (t) =
—00
—00.
Vamos agora mostrar que se nenhuma das hipoteses (2.9) a (2.11) ¢é valida, entao
o item (ii) ocorre.

Suponha que nio valem (2.9), e (2.11). Entdooup >4, b=0e Vy(u) >0
oup=4e Vo(u)— blul[) > 0.

Vamos supor primeiro que p > 4, b = 0 e Vy(u) > 0. Nesse caso, como b = 0 e
por pela Proposicao [2.3.1] temos que

o' (t) = tl|ul]® + *Vo(u) — btP>|Jull?
= t]|ul|® + 3V (u).

Como ||ul|*> > 0 (pois t > 0) e Vo(u) > 0 temos que o polindmio acima é estritamente
crescente. Como s6 estamos considerando t > 0, a funcdo ¢,’ também é sempre
positiva.

Além disso, por Proposicao [2.3.1] e como b = 0, temos que

2, th btP
Gult) = Flull” + FVolw) = =l
t2

2 t4
= Sl + SVo(w).

Se Vo(u) > 0, temos que a expressao acima é um polindémio cujo termo de maior

expoente (4) tem coeficiente (VO u)) positivo. Logo, lim ¢,(t) = +oo. Caso con-
trario, como Vy(u) > 0 por hipotese, temos que Vy(u) :OS Dali, a expressao acima
¢ um polindmio cujo termo de maior expoente (2) tem coeficiente (§Hu\|2) positivo
e tliglo ¢u(t) = 400 do mesmo jeito.

Ja se Vo(u) — bl|u|p > 0 deduzimos, pela Proposicio e como p = 4, que

¢’ (t) = tllull* + Vo (u) — bt~ |[ull;
= tl|ull* + Vo (u) — bt [*[|ull}
= t[|ull* + Vo (w) — bt||ull}
= t[|ull* + £ (Vo(u) — bllull}).

Como [[ul[* > 0 (pois t > 0) e Vo(u) — blju|Z > 0, temos que o polinomio acima é
estritamente crescente. Como s6 estamos considerando ¢ > 0, a funcio ¢, também
é sempre positiva.

Além disso, por Proposicao [2.3.1] e como p = 4, temos que

2yt bt?
Pu(t) = §||U|| + ZVo(U) - ?Hulli
2 4

= Dl + (Vo) — bl

4
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Se Vo(u) — b||ul[) > 0, temos que a expressao acima é um polinémio cujo termo de
1
maior expoente (4) tem coeficiente (—(Vo(u) — bl[ul]})) positivo. Logo, tlim Ou(t) =
—00

+00. Caso contrério, como Vp(u) — bl[ul[l > 0 por hipotese, temos que Vo(u) —
bllullb = 0. Dai, a expressdo acima é um polindmio cujo termo de maior expoente

1
(2) tem coeficiente (§||u||2) positivo e tlim ou(t) = +00 do mesmo jeito.
—00
[

O resultado acima descreveu o comportamento de ¢! . O proximo corolario des-
creve a fungao ¢,.

Corolario 2.5. Sejau € X \{0}. Entao uma, e apenas uma, das afirmagoes abairo
€ verdadeira:

(i) Eziste um tnico t, € (0,00) tal que ¢u(t,) = 0, ¢u(t) > 0 set € (0,t,) e
du(t) <0 set € (t,,00). Além disso, t., é ponto de mdzimo global de ¢,.

(ii) A funcgdo ¢, € positiva e monotonamente crescente.

Além disso, o item (i) vale se, e somente se, algumas das condigées (2.9)) a (2.11))
€ satisfeita.

Demonstragao. Observe que os itens (i) e (ii) sdo disjuntos, isso é, eles nao podem
ocorrer simultaneamente.

Observe também que, como [ é continua em X e I(0) = 0, deduzimos, pela
defini¢ao de ¢, que lg% Ou(t) = lg% I(tu) = 1(0) = 0.

Vamos primeiro mostrar que se alguma das hipoteses a é valida,
entdo o item (i) ocorre.

Suponha que algumas das condicoes a (2.11)) ¢ valida. Entao, pelo Lemal2.6]
¢, satisfaz as condigoes descritas no item |(i) do Lema 2.6}

Entdo, existe ¢/, € (0,00) tal que ¢,'(t) > 0, para todo ¢ € (0,,,). Dai, como sua
derivada é sempre positiva em (0, ), concluimos que ¢, é estritamente crescente 14.

’ 7y

Como Pr% by (t) = 0, concluimos que ¢, (t,,) > 0.
—

Dai e como, pelo item|(i) do Lema 2.6| 1tlirn ¢u(t) = —o0, deduzimos, pelo teorema
— 00

do valor intermediario, que existe ¢, € (t,,00) (como t,, > 0, inferimos que ¢, > 0)
tal que ¢, (t,) = 0.

Além disso, ainda pelo item [(i) do Lema 2.6] deduzimos que ¢,'(f) < 0, para
todo t € (t,,,00). Entdo, concluimos que ¢, ¢ estritamente decrescente em (¢!, 00).
Ou seja, ¢, ¢ injetiva em (£, 00). Logo, t, ¢ tnico.

Entao o item (i) segue do fato de ¢,, ser continua, ter um tnico 0 e assumir algum
valor positivo antes desse 0 e algum valor negativo depois desse 0.

Suponha agora que nenhuma das hipdteses a (2.11) ¢ vélida. Entao, pelo
Lema ¢, satisfaz as condigoes descritas no item [(ii) do Lema 2.6]

Entdo, ¢, ¢ uma funcao positiva. Logo, ¢, ¢ monotonamente crescente. Como
1lti_r% ou(t) = 0, concluimos que ¢, é uma fungio positiva.

]

Mantendo a notacao acima, a funcao t, é continua, como mostra o proximo
resultado.
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Proposi¢ao 2.3.2. O mapa que associa a cada v € X \ {0} que satisfaz o item|[(i)
[do Corolario 2.5 o valor t, € continuo.

Demonstragao. Seja u € X \ {0} satisfazendo o item |(i) do Corolario 2.5,

Seja (u,,) uma sequéncia em X \ {0} tal que u, satisfaz o item |(i) do Corolario|
e Uy > u.

Suponha por absurdo que (t,,) ndo ¢ limitada. Entao existe uma subsequéncia
de (u,) (que ainda chamaremos de (u,)) tal que t,, — oo monotonamente.

Como, pelo item [(i) do Lema 2.6 tlim ¢ut = —00, concluimos que existe t,., €
—00

(0,00) tal que ¢y (tney) < 0. Pela definigao de ¢ e pelo Corolario , inferimos que
Hm ¢, (tneg) = UM I (tnegtin) = I(tnegtt) = Gultneg), OU S€ja, Py, (treg) = Dultneg)-

Como t,,, — oo monotonamente, deduzimos que existe ny € N tal que t,,, > t,,¢,
sempre que n € N satisfaz n > ng. Pelo item |(i) do Lema 2.6 e pelas definigoes de
tu, € de ¢, concluimos que ¢y, (tney) > 0, sempre que n € N satisfaz n > n,.

Entdo, temos que 0 < lm ¢y, (theg) = Pultneg) < 0, 0 que é absurdo. Desse
modo, temos que (t,,) é limitada.

Considere uma subsequéncia de (¢,,). Como a sequéncia original é limitada, a
subsequéncia também o é. Assim, temos que existem tq € (0, 00) e uma subsequéncia
da subsequéncia de (t,,) (que ainda chamaremos de (t,,)) tal que t,, — to.

Dai, inferimos que

0> ||tw, un — tou||x = ||tw, tn — tottn + toun, — tou||x
< |t tn — toun||x + |[town — tou||x
= [[(tu, = to)unllx + [lto(un — u)l[x
= [tu, — tolllunllx + [tol[[un —ulx =0,

pois (u,) é limitada. Dessa forma, pelo Teorema do Confronto, deduzimos que
Ly, Un g tou.

Pelo Corolario concluimos que lim [ (¢, u,) — I(tou). Por outro lado, pela
defini¢ao de t,,, inferimos que I(t,,u,) = 0. Entdo, deduzimos que I(tou) = 0.
Como u satisfaz o item (1) do Corolario 2.5e pelo Corolario 2.5 concluimos que ¢y =
t,. Desse modo, inferimos que toda subsequéncia de (¢,,) possui uma subsequéncia
que converge para t,. Assim, deduzimos que t,, — t,. Logo, o mapa é continuo.

[

Associamos & I a variedade a seguir.
Notacao. Denominamos por variedade de Nehari o conjunto
N ={ue X\ {0}] I'(u)u =0}

Observe que todos os pontos criticos de I estao em A. Os dois proximos resul-
tados estabelecem propriedades dos elementos de N.

Proposigao 2.3.3. Seja u € X \ {0} satisfazendo o item|(i) do Lema 2.6. Entao

t'ue N. Além disso, sup I(tu) = I(t u).
te(0,00)
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Demonstragao. Como u satisfaz item [(I) do Lema 2.6] concluimos, pelo Lema [2.6
que existe t/ € (0,00) tal que ¢,/'(t,) = 0. Assim, pela linearidade de I'(t,u) e pela
Proposicao [2.3.1 deduzimos que

I(tu) () = £,1'(E0) () = £, (1

u

) =0,

isto &, t,u € N, pela definicao de N.

Além disso, pelo item |(i) do Lema 2.6 concluimos que ¢,/'(t) > 0 se t € (0,t,) e
¢,/ (t) < 0set € (t,,00). Dai, inferimos que ¢/, é ponto de maximo global de ¢. Dai
e pela Proposicao [2.3.1] deduzimos que

sup I(tu) = sup u(t) = ¢(t,u) = I(t,u).

te(0,00) te(0,00)

Corolario 2.6. Seja u € N. Entao sup I(tu) = I(u).
te(0,00)

Demonstragio. Como u € N e, pela Proposigao2.3.1] ¢,,(t) = I'(tu)(u), concluimos
que ¢/,(1) = I'(u)u = 0. Pelo Lema [2.6] inferimos que ¢,/'(t) > 0 se t € (0,1) e
¢, (t) < 0set € (1,00). Dessa forma, deduzimos que 1 é ponto de maximo global
de ¢. Dai e pela Proposicao [2.3.1, concluimos que

sup I(tu) = sup @u(t) = ¢(u) = I(u).

t€(0,00) te(0,00)
O
Os conjuntos a seguir nos ajudarao a entender melhor a variedade de Nehari.

Notagao. Considere os conjuntos Nt :={ue X | I'(u)u >0} e N~ ={ue X |
I'(u)u < 0}.

Observe que, por construgao, X = {0} UNTUN UN" e esses conjuntos sao
dois a dois disjuntos. Dissemos que eles ajudarao a entender N pois a variedade de
Nehari é a fronteira entre elas, que é o que mostraremos a seguir.

Proposicao 2.3.4. As sequintes igualdades sao verdadeiras: ON~™ = N e ONT =
{0} UN.
Demonstragdo. Seja u € N. Pela definigao de N, temos que u # 0 e ¢! (1) = 0.

1
Entéo, pelo Lema , temos que ((1 — —)u) é uma sequéncia em N que converge
n

em X para u e ((1 + —)u) ¢ uma sequéncia em N~ que converge em X para u.
n
Entdo u € ON~ eu € ON™T.
Sejau € ON . Pela defini¢ao de fronteira, temos que existem (u,) uma sequéncia
_ _\C . X X
em N~ e (u,) em (N7)® tais que u,, = u e u,, = u.
Como I' e I'(u,) sdo continuas e

T () () = I ()] = I () () = 1" (un) (w) + I (un) (u) = I'(u)ul
< () () = 1" () () |+ 11" () () = 1" (w)ul],
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temos que I'(u,)(u,) — I'(u)u. Analogamente, I'(u,)(u)) — I'(u)u.

Como u, € N7, temos que I'(u,)(u,) < 0. Dai, temos que I'(u)u < 0. Por
outro lado, como v/, € (N7)%, temos, pela definicio de N, que I’(u,)(u,) > 0.
Dessa forma, I'(u)u > 0. Entdo I'(u)u = 0, isto &, u € {0} UN.

Seja r € (0, R), sendo R como no Lema e suponha por absurdo que u = 0.
Dai, como ||u,||x — 0, temos que existe nyg € N tal que ||u,,|| < r. Pelo Lema
temos que I'(un, )(Un,) > 0, 0 que é absurdo. Logo, u # 0 e, portanto, u € N. Dai,
concluimos que ON~ = N.

Sejau € ONT. Pela definigao de fronteira, temos que existem (u,,) uma sequéncia
em N e () em (M) tais que u, = u e v, > u.

Como u, € N, temos que I'(u,)(u,) > 0. Dai, temos que I'(u)u > 0. Por
outro lado, como v/, € (NT)Y, temos, pela definicio de N7, que I'(uy,)(u,) < 0.
Dessa forma, I'(u)u < 0. Entao I'(u)u = 0, isto ¢, u € {0} UN.

Falta apenas mostrar que se u = 0, entdo u € ONT. Mas isso decorre diretamente
do Lema [2.5] Concluimos entdo que ON = {0} UN.

]

2.4 Lemas técnicos

Antes de enunciarmos e provarmos os lemas técnicos, precisaremos do seguinte
resultado de teoria da medida. Tal resultado é, essencialmente, um corolario do
teorema de Egorov.

Proposicdo 2.4.1. Sejam u € L*(R*)\ {0} e (u,) uma sequéncia em L*(R?) tal que
U, (1) — u(x) para quase todo v € R, Entdo evistem M € N, § € (0,00), ng € N
e A C B(0,M) tais que A é mensurdvel, n(A) > 0 e u,(x) > § para todo x € A e
todo n € N satisfazendo n > ny.

Demonstragio. Por hipotese, u € L*(R?) \ {0}. Desse modo, existe A C R? tal que

p(A) >0 e u(z) # 0, para todo = € A.
- 1 S A
Para cada i € N, defina A; .= {z € R? | |[u(x)| > ~}. Note que A = UAi e que
i

- . i=1
Ai C Ai+1-
Pela continuidade da medida, concluimos que

0<u(A)=p (U zzlk) = lim p(4;),

ou seja, existe ig € N tal que p(A;) > 0.

Para cada m € N, defina A, ,,, :== B(0,m) N A;,. Note que A;, = U Ay .y que
m=1

Aigm C Aigmyr € que pu(Ajn) < u(B(0,m)) < oo.
Pela continuidade da medida, deduzimos que

0 < () = 1 (U Am) i (),

m=1
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ou seja, existe M € N tal que p(A;, p) > 0.

A
Defina € := M > 0.

2
Como u,(r) — u(zr) para quase todo x € R”, segue que un‘Aio,M = ulg,

para quase todo x € Ay, ». Dai e como u(A;, ar) < oo, inferimos, pelo

|Egor0v| (veja |F.12|, na pagina , que u,, — u quase uniformemente em A, 57, ou
seja, existe B, C A;, v tal que E. é mensuravel, pu(E.) < € e uy|z L, u
10

- Aig,m
uniformemente em A,y \ E..
Defina A = A;, » \ Ec. O conjunto A é mensuravel e, pela definigdo de A;; u,

temos que A C A;,» C B(0, M).

1
Defina 6 := — > 0.
220
Pela defini¢do de convergéncia uniforme, vale que existe ng € N tal que |u,(z) —

u(z)| < 0 para todo x € A e para todo n € N satisfazendo n > ny.
Sejam = € A e n € N satisfazendo n > ny.
Assim, deduzimos que

1
u(@)] = Jun ()| < JJu(z)| = |un(@)]] < |u(z) —un(2)] < DT
ou seja,
)| > )| — 5
Uy (x u(x)| — —.
2TLO
- 1 e
Como x € A;, m, concluimos que u(z) > —. Dali, inferimos que
No
1 1 1 1
n > ——>— —— =—=.
[un ()] > |u(z) e = e 2me  ome

Por fim, observe que, como p(A;, ar) < 0o e u(E.) < 0o) deduzimos que

] ) A,

> i) — €= (A ) — P
A

— /‘l’( §O7M) > 0

O
O primeiro lema técnico serd utilizado para garantir convergéncia fraca em X.
Lema 2.7. Sejam u € L*(R*)\ {0}, (u,) uma sequéncia em L*(R?) tal que u,(x) —

u(z) para quase todo v € R? e (v,) uma sequéncia em L*(R?) limitada. Se

sup//ln(l + |z — y|)ud (2)v2(y) dov dy < oo, (2.12)

neN
R2 R2

entao ||vy,||« € limitada.
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Além disso, se

In(1+ |z — y|)ul(x)v2(y) de dy — 0 e ||Jv,]l2 — 0, (2.13)
R2 R2
entao ||v,|l. — 0.

Demonstracao. Sejam ngy, R, 9 e A como na Proposicao Seja também n € N
satisfazendo n > ny.
Sejam z € A C B(0,R) e y € R*\ B(0,2R). Temos que

lyl = 2R,
isto é,
lyl = Iyl = 2R.
Como y € R?*\ B(0,2R), vale que |y| > 2R. Dessa forma, concluimos que
lyl — 2R > [yl.

Dividindo a expressao anterior por 2, inferimos que.

|M—R_%. (2.14)

Para todo z € [0,00), temos que

22

4

Somando (z + 1) de ambos os lados, deduzimos que

> 0.

2

Zz+z+12z+1.

2
Como ZZ +z4+1= (g +1)?, concluimos que

P 2
(C+1) 2142
2
Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados, inferimos que
(%+&‘2 1+ = (2.15)

Como |z — y| € [0,00), por (2.14) e (2.15)), deduzimos que

Ll =yl 2 14 llgl = Joll = L gl = lel > 14 ]y] - R
> 1 s TR = .

Como o integrando é nao negativo, concluimos que

[ [masle—id@eeasa > [ [was -yl de,

R2 R2 R2/B(0,2R) A
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Pela Proposi¢ao[2.4.1] inferimos que u,(z) > ¢ para todo z € A e n € N satisfazendo
n > ng. Dai e pela linearidade da integral, deduzimos que

[ [wa+i-mee@imdd = [ [w0s -y dedy

R2 R2 R2\B(0,2R) A

/ /ln1+|a: y)62v2 (y) dx dy

R2\B(0,2R) A

_ 2 / /1n(1+yx—yy)vg(y)dmdy.

R2\B(0,2R) A

Por ([2.14), propriedades do logaritmo e a linearidade da integral, concluimos que

//1n(1+|x—y|)ui() 2(y) dudy > 52 / /m 1o — y)o2(y) de dy

R2 R2 R2\B(0,2R) A

> §? (1 + [y])2)v2(y) dx dy

R2\B(0,2R)

S+ [yl)ody) o dy

R2\B(0,2R)

by

R2\B(0,2R)

(1 + Jy|)vn(y) de dy.

- :>\ a>\

Como o integrando nao depende mais de z e pela linearidade da integral, inferimos
que

(1 + o - gD @) dedy > 5 [ [in(+ i) dedy

R? R2 R2\B(0,2R) A

52
_ & / p(A) In(1 + Jy ) (y) dy
R2\B(0,2R)

—HO [ s )y

2
R2\ B(0,2R)

Pelas propriedades da integral e pela defini¢ao de ||-||., deduzimos que

A2
/ / (1 + | — g2 (@2 (y) dedy > P In(1 + lyl)e2(y) dy
R? R? R2\B(0,2R)
A2
=S (a4 e ao-
R2

- [ ma i) dy)

B(0,2R)
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:ﬂ<g>5 lonll? — / In(1 + |y|)e2(y) dy

B(0,2R)

Se y € B(0,2R) , temos que |y| < 2R. Entao, pela linearidade da integral e pela
definicao de [|+||2, concluimos que

A)6?
[ [0+t st dnay > B2 = [ wa et dy
R? R? B(0,2R)
A 2
M el = [+ 2R ) dy
B(0,2R)
A)6?
I el - waa+2m) [ a2y
B(0,2R)
A 2
> M el = w1+ 2m) [ 200)dy
R2
f1(A)d?

= ([onll? = (1 +2R)|va][3)-
Reorganizando os termos da expressao e por (2.12), inferimos que

2 [ [In(1+ |z — yl)ui (2)vi(y) do dy :
R2 R2 2
52 A) +In(1+2R) oI5 | < oo.

0 < lonls <

Além disso, se (2.13)) vale, entao o lado direito da desigualdade vai para 0 quando
n — oo. Dai e pelo Teorema do Confronto, segue que ||v,|« — 0.

O

O segundo lema técnico é a convergéncia a seguir.

Lema 2.8. Sejam u,z € X e (uy,), (vn) € (wy) sequéncias em X limitadas (em X)
tais que u, X w. Entio

lim / / (1 + [ — yl)on ()0 (@) 2(5) (un(y) — u(y)) dz dy = 0.

R2 R2

Demonstracao. Defina

c1 = sup||vn||2||wn|2;
neN

¢z = sup||vn ||« [[wy |-
neN
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Como (uy,), (v,) € (w,) sdo limitadas em X, existem M; > 0, My > 0 e Mz > 0
tais que

[unll« < flunllx < Mi;

[onllz < flonll < flonllx < Mo
[onl« < llonllx < Ms;

[wnllz < [lwnll < flwnllx < Ms;
[wnlls < flwnllx < Ms,

Desse modo, concluimos que

c < MQMg < 0OQ;
co < MyMs < oo.

X . . L?(R2) . .
Como u,, = u, pelo Lema inferimos que u,, — ~ wu. Assim, majorando por

co e passando o limite com n — oo, deduzimos que
0 < Timl|vp[|«[[wnl«[|2[]2]lun — wllz < Timeaf|2]2]|un — ulla = 0,
ou seja,
ln [ | [[wn |« [[ 2] 2]l un — ull2 = 0. (2.16)

Se z € B(0, R) entdo In(1+ |z|) < In(1 + R). Dai e pela linearidade da integral,
concluimos que

/ In(1 + [z])|2(2)[Jun(x) — u(z)]dz < / (1 + R)|2(z)|lun(2) — u(z)| dz

B(0,R) B(0,R)

=In(l1+ R) / |2(2)||up(z) — u(z)| de.

B(0,R)
Com o integrando é nao negativo, inferimos que

/ln(l—l—|x|)|z(x)||un(x)—u(x)|dxSln(1+R) / (@) ||un(@) — u(z)| do

B(0,R) B(0,R)

<In(1+ R) /|z(:t:)Hun(x) —u(z)| d.

Pela [Desigualdade de Holder] (veja na pégina [158) com p = ¢q = 2, deduzimos
que

/ In(1 + [z[)|z(@)||un () — w(z)|dz < In(1l + R) /|Z(x)|\un(x) —u(z)| dx
B(0,R) R2
< In(1+ R)|[zl2/[un — ull2-



64 | A estrutura variacional do problema

2 2
Como uy, X u, pelo Lema , concluimos que u, L—> ) u. Disso e passando o limite
com n — oo dos dois lados, inferimos que
0 <lim / In(1 + |z|)|z(2)||un(z) — u(z)| dx < limIn(1 + R)||z||2]|un — ull2 = 0,
B(0,R)
ou seja,

lim / (1 + 2])|2(2)[un(x) — u(z)] dz = 0. (2.17)

B(0,R)

Pela Desigualdade de Holder] (veja[F.8] na pagina[158) com p = ¢ = 2, deduzimos
que

[+ e @)lun(e) ~ u(w)] do =

B(0,R)C
= / (1 + |2])2|2(2)| In(1 + |2])2 jun(z) — u(z)| dz <
B(0,R)C
< |in(1+|-))? 12|\l L2¢Bo,m)e) (1 + |]) 2w, — ulll r2(o,r)C) =
1 1
= / (In(1 + |;1:] (In(1 + |:1:|) |un (z) — u(ac)|)2 dx =
(0,R)¢ B(OR
%
_ / In(1 + \x|)yz(x)|2dx / (1 + [2)un(z) — u(z)? do
(0,R)C B(0,R)C

Pela desigualdade triangular, concluimos que

/ (1 + [z])|2(2)[Jun(x) — u(x)| dz <

B(0,R)C

N
NI

IN

< / In(1 + |z|)|z(2)|? dx / In(1 + |2|)|u,(z) — u(z)|? do

B(0,R)C B(0,R)C

/ In(1 + |2} 2(2) P de (J (1 + [2]) (jun(@)P + Ju(z) Py dz | =

\8(0.R)°

< / In(1 + |z} 2(2) P de (m/ (1 + [2])fun ()] + In(1 + [2]) () ? de

(0,R)“

[SIe
=

IN

N

1
2

Pela linearidade da integral, inferimos que

/ In(1 + [z])|2(2)[Jun(x) — u(z)| dz <

B(0,R)C
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<| [ wasphe@e
B(0,R)C

- n(1+ fa])|2(0) 2 da
B(0,R)C

Pela defini¢ao de |||+, vale que

D=

D=

2

(m/ In(1 + [2]) un (@) + In(1 + |2])u(z) dz | =

Q/mﬂ+aﬁud@zmwi/mﬂ+hﬁumﬂdx

/ (1 + [2]) 2(2) [t () — u(a)] dx <

B(0,R)C

<| [ waspeleepa

(0,R)“

/ In(1+ |z])|z(z)|* d

(0,R)¢

1
2

[SIE

Majorando por M;, deduzimos que

([R/ In(1 4+ |z])|un, () |* dz + /ln(l + |2|)|u(z)|* dx

1
(lunllz + llull2)2

/ (1 + Jz]) 2(2) [t () — u(a)] d <

B(0,R)€

2

< / (1 + |e]) 2(@)Pde | (Jual? + [ul)F < (2.18)

B(0,R)C

1
2

< / (1 + [a)|=@)P de | (M7 + Jull?)?

B(0,R)C

Vamos agora mostrar que

R—o0

NI

lim / In(1+ |z))|z(z)Pdz | =0. (2.19)

B(0,R)C

Suponha por absurdo que existe (R,) uma sequéncia em R, monotonamente cres-

cente tal que lim R,, = oo e

2

lim /‘1m1+mmamﬁm; £,

(0,Rn)€

N |—=

N[
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Pela definicao da integral de Lebesgue sobre subconjuntos mensuréaveis, temos
que

1

2

[ b e o (J Loo,pe (@) In(L+ |2 2(a) | d

B(0,R)¢
Para cada x € R?, vale que
Loo.roye () In(1 + [z])|2(2)]? > 0.
Como (R,,) ¢ monotonamente crescente, concluimos que
Lp(onye (@) (1 + [2)|2(2) < 1o py.nye (2) In(1 + [2])] ()]
e como R, — oo, inferimos que

lim 1B(0,Rn)c (.I) ln(l + |$|)|Z($)|2 = 07

para todo z € R Entdo, pelo [Teorema da Convergéncia Monotona| (veja , na
pagina , deduzimos que

1

2

3
lim / In(1+ |z))|z(z)Pdr | = lim (‘E/ 1po.r.e (@) In(1 + |z|)|z(z)[*dz | =0,
2

B(0,Rn)¢

o que ¢ absurdo. Entao, vale (2.19).
Como R? = B(0, R) U B(0, R)“, temos que

/1n(1 + |z)|z(@)[|un(z) — u(z)| dz =
= / In(1 + |z|)|z(2)||un(x) — u(z)| dx + / In(1 + |z|)|2(2)||un(z) — u(z)| de.
B(0,R) B(0,R)C

(2.20)

Como In(1 + |z — y|) é nao negativo, por propriedades da integral e do valor
absoluto, concluimos que

/ln(l + |z — y|)vpwnz(u, — u) dedy| <

R2 R2

< [ [+ o= gz, — )] dedy -
R2 R2

= [ [ w1+ fo = yblenllwallzl o )] .

R? R2



2.4 Lemas técnicos | 67

Pela Proposicao [2.2.1] inferimos que

//ln(l + |z — y|)vpwnz(u, — u) dedy| <

R2 R2

< [ [ w1 = ulealwnllzll - )l dedy <

R2 R2
< ||vn||2||wn||2/1n(1 +lzD)|z(@)Jun(x) = w(@) do + [Jon||[|wn ]| ]|l un — ull2.

R2

Majorando por ¢; e por (2.20), deduzimos que

//ln(l + |z — y))vawpz(u, —u) dedy| <

R2 R2
< IIUn\IsznHz/ln(l +lzDlz(@)Jun(2) — u(@)] de + [lon]llwa [ 2ll2llun = ull2 <

RE

<a /ln(l +lzD|z(@)Jun(2) — u(@) dz + [Jon]|[Jwn ]| 2ll2llun — ull2 =

RZ

<o / In(1 + [z])](2)][un() — u(e)| da + / (1 + [2])]z(2) Jun(z) — u(2)] de
B(0,R) B(0,R)C

+ llonll[[wnllll2ll2llun = ull2.

Passando o limite com n — oo dos dois lados e usando a linearidade do limite,
concluimos que

[ [ o= gz, — ) dedy| <

< <lim cl( / (1 + |2)]2(2)|[un (2) — u(z)] do+
B(0,R)
+ / In(1 + |z|)|z(2)||uy(x) — u(zx)] dx)
B(0,R)“

+ lonlllwnll sl 2l 2]l un — UH2> =
= <lim / In(1 + |z|)|z(x)||un(z) — u(zx)| de+

+ lim / n(1+ |z))|z(2)]|un(x) — u(x) d:p)—i—
B(0,R)C

+ lm([on | f[wn [ 2]l un = ull2).



68 | A estrutura variacional do problema

Por ({2.16)), inferimos que

//ln(l + |z — y|)vpwnz(u, — u) dedy| <

R2 R2

< <lim / In(1 + |z])|z(x)||un(z) — u(zx)| de+

+ lim / n(1l+ |z|)|z(x )||un(:v)—u(x)|dx)+

B(0,R)C
+ Hm([[vp [l [wn ][ 2|2 ]| wn — ull2) =

§01<1im / (1 + |2])|2(2) | un(z) — u(z)| do+

+ lim / n(1+ |z))|=(x )||un(x)—u(x)|dx).

B(0,R)¢

Por (2.17), deduzimos que

111(1 + |CL’ - y|)vnwnz(un - u) dx dy <
R2 R2

< (hm / In(1 + |z])|z(2)||un(x) — u(x)| dz+

B(0,R)

+hm/ n(1 + [z])| ()Hun(x)—u(x)|dx):

= ¢; lim / n(1+ |z|)|z(x)||un(z) — u(x)| dz.

B(0,R)C

Por ({2.18)), concluimos que

//ln(l + |z — y|))vawpz(u, —u) dedy| =

R2 R2

< ¢1 lim / n(1+ |z|)|z()||un(z) — u(x)|dx <

B(0,R)C

=

< o lim / (1 + [e])|=(@)Pde | (M2 + [u2)} =
B(0,R)C

2

= /ln(1+|~’v!)\2($)!2dr (M + JJull?)?.

B(0,R)C
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Passando o limite com R — oo e por (2.19)), inferimos que

0< //ln(l + |z — y|)vpwnz(u, — u) dedy| =
R2 R2

= lim //ln(l + |z — y|)vaw,z(u, —u) de dy| <

R—o0
R2 R2

2

R—o0

<ofim | [ il | O+ <o,

0,R)“

ou seja,

lim//ln(l + |z — y|)vawnz(u, — u) dedy = 0.

R2 R2
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Capitulo 3

Uma condicao de compacidade

O objetivo desse capitulo é estabelecer uma condicao de compacidade. Grosso
modo, tal condicao afirma que se a for periodico e positivo entao, a menos de transla-
¢ao, o funcional [ satisfaz a condicao de Cerami em niveis arbitrarios. Esse resultado
¢ a maior contribuigao de [9], pois foi a maneira que os autores encontraram de con-
tornar os problemas provenientes do uso do espaco X como dominio de I.

Na primeira secao, estudaremos propriedades de sequéncias de Cerami para o
funcional I e o comportamento de [ aplicado a translacoes de funcoes de X por
elementos de Z>2.

Na segunda se¢ao, provaremos um lema técnico que serd utilizado na segao se-
guinte.

Na terceira se¢ao, como um passo intermediario na demonstracao de nossa con-
dicao de compacidade, mostraremos que as sequéncias de Cerami para o funcional
I sdo limitadas em H'(R?).

Na quarta secao, enunciaremos e demonstraremos a condi¢ao de compacidade.

3.1 As hipo6teses da condicao de compacidade

Uma das hipoteses que precisaremos para a condicao de compacidade é a de
sequéncia de Cerami para o funcional I, que definimos a seguir.

Definicao. Seja (u,) uma sequéncia em X. Dizemos que (u,) é uma sequéncia de
Cerami para o funcional I se existe d € (0,00) tal que

lim I (u,) =d >0 e lim|[I'(u,)||x (1 + ||un|lx) = 0.

Essas sequéncias sao candidatas muito boas para obtermos convergéncia para
um ponto critico. O proximo resultado esclarece essa afirmacao.

Proposicao 3.1.1. Seja (u,) uma sequéncia de Cerami para o funcional 1. Entdo
I'(uy) 5 0.

Demonstracao. Pela definicao de sequéncia de Cerami para o funcional I e pela nao
negativade das normas, concluimos que

0 < 7" (un) | < T (17" () || x4 11" () [ x| x ) = Bim [ 2" (i) || (1 + [[un [l x) = 0.

Logo, pelo Teorema do Confronto, lim||I’(u,)||x = 0.
[l

71
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A afirmacao anterior fica agora mais clara: se uma sequéncia de Cerami para
o funcional I possui subsequéncia convergente em X para algum wu, entdo, pela
continuidade de I em X, I'(u) = 0, isto é, u sera ponto critico do funcional I.

O proximo resultado nao é consequéncia do anterior e seu uso ao longo do tra-
balho justifica a escolha de sequéncias de Cerami para o funcional I (em vez de, por
exemplo, sequéncias de Palais-Smale para o funcional I).

Proposicao 3.1.2. Seja (u,) uma sequéncia de Cerami para o funcional I. Entao
I'(uy)u, — 0.

Demonstracao. Note que, pelo Lema [2.5] e pela definicao de sequéncia de Cerami
para o funcional I concluimos que

0 < Tim I (uy )y, < Henl] 7 (u) Lt < i 2'Cat) [ (1 + [l L) = 0.

Logo, pelo Teorema do Confronto, lim I’ (u,)u, = 0.
]

Uma outra propriedade de sequéncias de Cerami para o funcional I que iremos
utilizar serd enunciada e provada a seguir.

Proposicao 3.1.3. Seja (u,) uma sequéncia de Cerami para o funcional I. Entdo
ezistem C € (0,00) e ng € N tais que ||u,||x > C, para todo n € N satisfazendo
n > ng.

Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que existe uma subsequéncia de (u,) (que
ainda chamaremos de (u,)) tal que ||u,||x — 0, ou seja, uy, % 0.

Dai e pelo Corolario concluimos que I(u,) — 0.

Por outro lado, como (u,) é sequéncia de Cerami para o funcional I, deduzimos

que I(u,) — d >0, o que é absurdo.
]

Antes de continuar essa discussio, vamos definir o conceito de funcio Z*-periédica.

Defini¢do. Seja f : R? — (0,00). Dizemos que f & Z*-periddica se

fla+2z) = f(z),
para todo, z € R* e z € Z*,

A outra hipbtese que precisaremos para a condicao de compacidade é que a seja
7?2 periddico.

Para podermos trabalhar com translacoes sem carregar muito as notacoes, in-
troduzimos a notagao a seguir.

Notacgdo. Sejo x € R%. Denotaremos a funcdo translacdo por x como 7, : R* —
R* 7,(y) = (y—x). Em particular, uma funcio v € X transladada por um elemento
2 € 72 serd denotada por u o T,.

Observe que, independente de a ser ou nio Z*-periddico, os funcionais auxiliares
satisfazem a seguinte invariancia: o funcional aplicado a uma translagdo de uma
funcdo de v € X por um elemento de z € Z? tem o mesmo valor do funcional
aplicado a wu.
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Proposicdo 3.1.4. Sejam v € X e z € Z°. Entio
(i) Viluor.)=Vi(u);
(i) Va(uo ) = Va(u);
fiii) Vo(uo ) = Vo(u).
Demonstracao. Pela definicao de Vi, temos que
Wtwor) = [ [+ [o = yhwe nP@)ue () drdy

R2 R2

Pela definicao de 7., vale que

Vi(uor,) = / / In(1 + |z — yl)(w 0 72)*(x) (u o 7,)2(y) d dy

= //hl(l + |z — y)ulr((2)?u(r((y)))? de dy =
- //hl(l + | =y (@ — 2)u(y — 2) d dy.

Fazendo a mudanca de varidaveis v = x — z, concluimos que

Vi(uor,) ://ln(l—i- |z — y)u?(z — 2)u*(y — 2) dx dy
://ln(1+ (v + 2) — y))u?(v)u(y — 2) dv dy.

Fazendo a mudanca de variaveis w = y — z, inferimos que
Witwor) = [ [ (1 |0+ 2) - yh(pl(y - 2 dvdy
R2 R?
= //ln(l + (v + 2) — (w+ 2) ) (v)u?(w) dv dw =
R2 R?

_ //mu Flo+ 2 — w— 2) el () (w) do dw =

R2 R2
= //ln(l + v — w|)u? (v)u? (w) dv dw.
R? R2

Renomeando v de x e w de y, deduzimos que
VifuoT,) = //ln(l + v — w|)u? (v)u?(w) dv dw
R2 R2
= //111(1 + |z — yDu (2)u?(y) dv dw = Vi (u).
R2 R2

Mostrar que Va(uo7,) = Va(u) e que Vo(uo7,) = Vp(u) é analogo.



74 | Uma condi¢ao de compacidade

Supondo que a é Z? periddico, podemos estender essa invariancia para o funcional
I, como mostra o préoximo resultado.

Proposicao 3.1.5. Sejam u € X e z € Z*. Se a ¢ Z*-periddica entdo I(uoT,) =
I(u).

Demonstracao. Pela definicao de I, temos que

1 1 b
I(uoT,) = 5||u o TZ||2 + ZVO(U oT,) — };Hu o TZ||§.

Pelas Proposi¢oes [3.1.4] [A.7 e [A.§] (ver paginas e [144), concluimos que

1 1 b
I(uoT,) = 5HuoTzH2 + ZVO(UOTZ) — 5||uo7'z||£

1 1 b
= Sl + Vo) = 2l = 1)
m
Observe que, independente das propriedades de a, |||, ndo é Z*-periodica.
As duas proposicoes a seguir tratam da paridade de I e ’.
Proposicao 3.1.6. [ é um funcional par.
Demonstracao. Seja u € X. Entao, temos que
1 1 b
I(—u) = —H—UH2 + Juo(—u) = —H—UHP =
2 2 b P
f—HUH In(jz — y|)(—u)*(x)(—u) (y)dwdy—gMp:
R2 R2
| | 9 9 b »
= Slul”+ In(|z — y[)u(z)u(y) de dy — —[Jul[; =
2 4 P
R? R2
1 1 b
= Sl + Jratu) =l = 1),
m

Proposicao 3.1.7. Sejo u € X. Entao I'(—u) = —I'(u).
Demonstracao. Seja v € X. Entao
I'(—u)v =
—u0)+ [ [l = (0@ -ule)oly) dedy ~b [ 1P —uodo =
R2

R2 R2

—(u,v) + //— In(|lz — y|)u*(@)u(y)v(y) de dy — b/ —|uP?uv dor =

R2 R2 R2

) — / / In(|z — yl)u?(@)uly)o(y) dz dy + b / lufP~2u do =

R2 R2
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= —((u,v) + //qu — yPu?(x)u(y)v(y) do dy — b/lulp‘zuv dr) =

= —I'(u)v.

Como v é arbitrario em X, vale o resultado.
m

3.2 Um lema técnico sobre sequéncias de Cerami
para o funcional [

O seguinte lema sobre sequéncias de Cerami para o funcional [ sera utilizado na
préxima se¢ao.

Lema 3.1. Sejam (u,) uma sequéncia de Cerami para o funcional I e (t,) uma
sequéncia em [0, 00) limitada. Entao existem (r,) uma sequéncia em R satisfazendo
limr, =0 tal que

I(tyun) < I(up) + ry.
Além disso, se t, — 0, entdo eriste liminf I(t,u,) e
liminf 7(¢,u,) > 0.
Demonstracao. Pelo Corolario 2.4, concluimos que
I'(up)un = JJunll* + Vo(un) = 0llun -
Reordenando os termos dessas expressao, inferimos que
Volun) = I' (tn)un + bllunll) — [lual. (3.1)
Pela definicao de ¢, e pela Proposicao temos que

oy 2 tn ol
[(tnun) = u, (ta) = Flluall” + - Vo(un) —

74
o lunlp

Como t, € [0,00), deduzimos que

t2 t b|tr|
I(tyun) = 2|lunll®* + 2Vo(un) — —2 | up [P
() = ol + 275 1) — L2

2 td bt?
= 5““71”2 + ZVO<UH) - ?Hunﬂﬁ
Por ({3.1), concluimos que

12 4 bt?
I(tyun) = Zual® + 2Vo(un) — =2 |||
2 | 4 P P

t2 t bit?
= 5”“71”2 + = (I (un ) + b”“ﬂ”ﬁ - ||un||2) - _HUHHZ

4
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Colocando termos semelhantes em evidéncia, inferimos que

t% 2 ti 1 p 2 bty p
I(twun) = 5 llwnll” + - (I (un)tn + bllun|f = [luall”) = 7Hun\lp
2 , 1} bt! td , bt?
= 5||Un|| + ZI'(Un)Un + THU"H’I; - ZHU”H - 7||Un||§ =
ta  ta 2 tn tn
= (55t (5= ) e+ Gr,

Simplificando, vale que

2 et t
Iltany) = =2 |+ b2 4 S (. (32)

Pela definicao de I, temos que

1 1 b
I(u,) = 5”“71”2 + ZVO(un) - ]—)HUn”f;
Por (3.1, deduzimos que
b

1 1
) = gl + Vo) =l

1 1
= 5 llwnll® + (7' (wn)tn + bllunl[} — [lunl*) — ];Hunl\ﬁ-

Colocando termos similares em evidéncia, concluimos que

1 1
(un) = g llwnll® + (' (un)un + bllunllf = llun]*) = ]3||un||,’§
1 1 ) 11 1
= (5 1)ttt 0 (5= ) ol + 3w

Simplificando, vale que

11 11 1
) = (5 = 5 )Tl 40 (= ) ol + 2w

2 4
1 o . p—4 1
= ZHunH +b 4p |un||£ + le(un)un
Dai, inferimos que
—t4 4 2t2 —4tP + ptd td
I(tyuy) — I(uy,) = %HWHQ + b%!\unﬂg + an/<un)Un

1, p—4 1
_ <§HunH +b ™ Hunﬂg—l—zﬁwn)un).

Colocando os termos semelhantes em evidéncia e simplificando, deduzimos que

—t 212 —4tP + ptd t
tn " —7 ) = n n n 2 b n n " D _nI/
(tattn) = () = == [* b= =2 [+ 5

1., p—A 1
_ (ZHunH +b ™ \]un\|§+11’(un)un) —

(Un )ty
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—t* 4212 — 1 —4tP 4 ptt — 4 th—1
= T T 2 b P TP Sy e e 2 Y =
4 Ap 4
— (2 —1)? 4P — ptr +p — 4 th—1

AP — pt* —4
Vamos fazer uma analise de sinal de f : [0,00) — R; f(t) = P+ (p )

Como p > 4, vamos separar em dois casos: p=4e p > 4. 4p
(i) p=4
Entao f(t) = - 4t412; (4-4) =0 >0, para todo t € [0,00).
(ii) p>4

Entao f é um polinomio cujo maior expoente é p e o coeficiente desse maior
expoente é 4, que é positivo. Logo, tlim f(t) = oco. Além disso, f(0) =p—4 >0
—00

e f(l)=4—p+(p—4)=0.

Considere agora f'(t) = 4ptP~" — dpt® = 4p(t*~" — t*) a derivada de f. Temos
que f'(t) = 0 se, e somente se, P13 =0, isto é,set =0out=1.
Considere agora f” = 4p((p — 1)t*~% — 3t*) a segunda derivada de f. Vale que
f"(1)=4p((p—1)—3) >4p((4 — 1) — 3) = p(3 — 3) = 0. Dessa forma, ¢t =1
é um minimo local. Como lt1im f(t) =00 e f(0) >0 = f(1), concluimos que

—00

t =1 & o minimo global de f. Logo, f(t) > 0, para todo t € [0, c0).

Dessa forma, concluimos que f ¢ uma fun¢do ndo negativa. Como (2 — 1)
também é nao negativo, inferimos que

—(tn -1 o At —pt,+p—4 t, — 1
I(tnun) _[(Un) = Tnunu —b 1p ||UnH§+TI’(un)Un
th—1
< - 1 I' (Ut
ou seja,
tfz —1 /
I(thu,) < I(u,) + 1 I' () uy,.
th—1 N .
Defina r,, == I'(uy)u,. Entao, deduzimos que
I(thun) < I(up) + ry. (3.3)

Como (t,,) é limitado e (u,) é sequéncia de Cerami para o funcional /, concluimos
que

4

th—1 1
limr, = lim ( & 1 [’(un)un) = lim = 1 lim I’ (u,, )u, = 0. (3.4)

Suponha agora que t,, — 0.
Vamos mostrar que existe liminf I(¢,u,).
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Como (u,) é uma sequéncia de Cerami para o funcional I, temos que I(u,) é
convergente e, portanto, limitada. Além disso, por , inferimos que (r,) tam-
bém é convergente e, portanto, limitada. Dai e por , deduzimos que I(t,u,) é
limitada superiormente.

Por ({3.2), concluimos que

—ty 262, —4th 4 pth tr
Fltytn) = = 20— | 4 20
Como —t2 +2t2 = t2(2—12) e —4tF +pt} =t} (p—4t2~*), inferimos que o sinal de
—t3 + 2t2 —4tP + pt;

™|y, ||? € positivo se t, < v/2 e o sinal de = ||lw, ||5 & positivo se t,, <

4 4p
b 71, Como t, — 0, deduzimos que existe ng € N tal que ¢, < min V2, Pysh ,
4 4
para todo n € N satisfazendo n > ny. Desse modo, concluimos que

—t* 4+ 2t2 —4tP + ptt t4
Itytn) = =2 o |4 b= 2 4 0
t4
> Z”I’(un)un, (3.5)

para todo n € N satisfazendo n > ny.
Como (u,) é uma sequéncia de Cerami para o funcional I, vale que I'(u,)u, é
convergente e, portanto, limitada. Como ¢, € [0, 4+00), inferimos que (t,) também é
4

limitada inferiormente. Assim, deduzimos que —I'(u,,)u, é limitada inferiormente.

Disso e por concluimos que I(t,u,) é limitada inferiormente, para todo n € N
satisfazendo n > ny.

Como existem apenas finitos indices n € N satisfazendo n < ng, inferimos que
I(t,u,) é limitada inferiormente.

Como [(t,u,) é limitada superiormente e inferiormente, deduzimos que ela é
limitada e, portanto, liminf /(¢,u,,) existe.

Vamos mostrar que liminf I (,u,) > 0.

Passando o liminf dos dois lados de (3.5)), pela Proposigao e como (t,) é

limitada, concluimos que

t t
lim inf I(¢,u,) > lim inf (Z"[’(un)un) = liminf Z" lim inf I’ (u,, )u,
4

= lim inf Z” lim I’ (u,, )u,, = 0.

]

3.3 Limitacao das sequéncias de Cerami para o fun-
cional I em H'(R?)

Garantir que as sequéncias de Cerami para o funcional I sdo limitadas em H'(R?)
quando o pardmetro a da norma de H'(R?) que estamos usando é Z>-periédico sera
um passo intermediario na prova da condicao de compacidade.

Precisaremos mais adiante do proximo resultado, que ¢ um corolério de
ILions| (veja |[F'.13] na péagina [159)).
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Proposicao 3.3.1. Seja (u,) uma sequéncia de Cerami para o funcional I tal que

||un|| — oo. Entédo
o\ 2
inf sup / (—") dx > 0.
neN eza [

B(z,2)
Demonstracao. Suponha por absurdo que
u 2
inf sup / (—n) dr = 0.
neN ez [[n |
2,2
Dai, existe uma subsequéncia de (u,) (que ainda chamaremos de (u,)) tal que

2
lim sup / ( il ) dx = 0.
2ez? [ |

z,2

Pela Proposicao (veja pagina [155]), concluimos que

/ (HZ:n)Qd“ / (I|ZZH>2dx’

B(z2-v3) B(|2).2)

j& que o integrando é nao negativo. Dessa forma, inferimos que

2 2
0 < sup / <u_n) dx < sup / (u—") dx,
veR? [t 2€22 [[en |

B(z,2—V/2) B(lz].2)
ou seja,
2 2
. Up, ) Up,
0 < lim sup / ( ) dx < lim sup / ( ) dx =0,
zeR? [[n | 2€7? [[n |
B(z,2—V?2) B(lz],2)
ou ainda,
u 2
lim sup / (—n> dx = 0.
zeR? [t |
B(x,2—/2)

Dai e como (

[L59), que

u . . . . .
|| n||> é limitada, temos, pelo [Lema de Lions| (veja [F.13| na pagina
un

lim (&> =0 em L*(R?), para todo s > 2. (3.6)

[

Seja t € (0,00]. Ja foi mostrado que

tu £ 2o u blt|P
()-S5 )
|| 2 4 ]| p

Up P

Unp,

p
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2t Up, b|t|P
() -
2 47 \ual p

Pela definicao de V4 e como V; e t sao nao negativos, deduzimos que

p

[unl 1,

2 4 p p
I(tu”>2t——t—v2( Up, )_b]t|
lunll /= 2 4 7 \lua]| P lunll],
Defina t, Note que (¢,) é uma sequéncia em [0, c0) limitada e ¢, — 0.

| n”

Como (u,) é sequéncia de Cerami para o funcional I, concluimos, pelo Lema [3.1]

2 2
que existe liminf 7 (¢,u,) = liminf I (H H) Por () inferimos que Hu—"H Lﬁf )
Uy Up,

tu, L2(1R2
[Jetnl
tun, ) ) ) Up
lim V; || || = V5(0) = 0. Ainda por (3.6)), inferimos que || ||
n un
modo, podemos passar o liminf dos dois lados. Passando o liminf dos dois lados,
por propriedades do liminf e usando os limites acima, deduzimos que

2 4 p p
liminfl(tu")z t——t—Vz< o )—bw
([ 2] 2 4 [l p ,
e ( () + 5 i <
= — 4+ — liminf 4+ —— liminf | —
2 4 [[wn]

0. Entao, deduzimos que 0. Disso e pelo Lema [2.3, concluimos que

2
LP(R) 0. Desse

[

]

p) (3.7)

2t b|t’p u, || 42
= —+ —lim lim | —||—— = —.
2 4 [ nH lunllll, ) 2
Redefina t,, Note que (t,) ¢ uma sequéncia em [0, c0) limitada e ¢, — 0.

] nll

Pelo Lema e como (u,) € sequéncia de Cerami para o funcional I, concluimos
que existe (r,) uma sequéncia em R satisfazendo limr, = 0 tal que

Vad Vad
g X2 ) ——y, | = I(thu,) < I(uy) + 7.
[t [t
Passando o lim inf dos dois lados, inferimos que

4d
liminf 7 (Q) < liminf(7(uy,) + ry)

HUNH

= liminf I (u,) + liminfr, = lim I (u,) + limr, = d.

Combinando a desigualdade acima e (3.7)), deduzimos que

mun> | Vad

[[un 2

d > liminf ( = 2d,

o que é absurdo.
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O proposicao acima serd necessaria para mostrar o proximo resultado, que trata
da existéncia de uma subsequéncia fracamente convergente em H'(R?) de fungoes
transladas por elementos de Z*. Esse resultado serd usado diretamente na prova da
limitagao ja citada.

Proposicao 3.3.2. Seja (u,) uma sequéncia de Cerami para o funcional I tal que
|, || — 0o. Entdo existem w € H'(R*)\ {0} e (2,) uma sequéncia em Z* tais que,
Up, O Ty, ng@)

[

a menos de subsequéncia,

Demonstracao. Seja

1 u 2
C :=min < —, inf sup / ( = ) y) dy
22 ) ) @

B(z,2)
Pela Proposicao [3.3.11 concluimos que
C > 0.
Pela definicao de infimo, temos que
2
U,
sup / (—) (y)dy > C.
et ) Tl

Dai e pela definicio de supremo é possivel encontrar (z}") uma sequéncia em Z>
monotonamente crescente que converge para o supremo, isto é

2 2

U U
lim (—m > (y) dy = sup / (—m ) (y)dy > C.
k=00 (|2 || 272 |t ||

2,2 B(z,2

Assim, existe k,, € N tal que

/ (HZ:H>2 (y)dy > C. (3.8)

B(zp 2)

Como o integrando é positivo, deduzimos que

/ (HZ—:HY@W@SHJ(“Z—:H)Q@)@

B(z 2)
gzl < e -
Hum” 9 HumH

2
Defina i, = / (Hu—mn) (y) dy. Como mostrado acima, (i,,) ¢ uma sequén-
Um
B(z;”m,2)

cia em [C, 1], que é compacto em R. Dai, existe uma subsequéncia de (i,,) que é
convergente em [C| 1], ou seja, seu limite é nao nulo. Essa subsequéncia de (i)
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determina subsequéncias de (z; ) (que chamaremos de (2,)) e de (u,) (que ainda

chamaremos de (uy,)).

Defina w,, = —— o1, .
lun] ™
Pela Proposigao |A.8| (veja pagina [144)), inferimos que ||w,| = ' HZ—nH =1, ou
seja, (wy,) ¢ limitada em H'(R?). Dessa forma, existe w € H*(R?) e um; subsequén-
cia de (w,) (que ainda chamaremos de (w,)) tal que w, &) 4,

2 2
Como H'(R?) & L*(R?), deduzimos que w, P&

Pela Proposicao (veja pagina[143)) e pela defini¢ao de ||-||2, concluimos que

:/ (||Z:||>2(y)dy'

Como o integrando é ndo negativo e por (3.8), inferimos que

= [ ()
= | (HZ:H)Q(M’ se=0

B(z" 2)

Unp,

[[n

w2 = \

Entdo, ||w||3 # 0, isto é, w # 0.

Mostraremos agora o resultado que da nome a essa secao.

Lema 3.2. Seja (u,) uma sequéncia de Cerami para o funcional I. Entdo (u,) €
limitada em H'(R?).

Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que existe uma subsequéncia de (u,) (que

H(R?
ainda chamaremos de (u,)) tal que u, &) . Em particular, — 0, ou

1
[[un
: 1 T
seja, (ﬂ) ¢ limitada.
Unp
Pela Proposi¢ao segue que existem w € H'(R?)\ {0} e (2,) uma sequéncia

9, . A Unp H'(R?)
em 7~ tais que, a menos de subsequéncia, W oT,,
Up
u

Para simplificar a notacao, definimos v,, = € Wy =1V, OT,,.

[[ttn]|
Substituindo a expressao de V; na expressao de I, concluimos que

4D
Vi(wn) = 41 (wn) = 2[jwn| + Va(ws) + ;Hwan-

Pela Proposicao (veja pagina [144)), inferimos que

4b
Vl(wn> = 4I(w,) — 2HwnH + V2<wn) + ?Hwn”p
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4b
= 41 (w,) — 2+ Va(w,) + EHwan-

Pelo Corolario deduzimos que existe C; € (0, 00) tal que

4b
Vi(wn) = 41(wy,) — 2+ Va(w,) + ;Hwnnp
4 4b »
S 4I(U}n) -2 + 01”10””% + EHwnH .

Como H'(R?) — Lg(RQ) e H'(R?) — L*(R?), concluimos que existem Cy,Cs €
(0, 00) tais que

4b
Vi(wn) < 41 (wn) = 2+ Cllwalls + ;Hwn\l”
4 4 4b P p
< dl(wn) — 24 C1Cy7 ||wy || +;Cs [Jwn 7.

Como (w,) é fracamente convergente em H'(R?), inferimos que (w,) ¢ limitada em
H'(R?), isto é, existe Cy € (0,00) tal que |lw,| < Cy. Desse modo, deduzimos que

4b
Vi(wn) < 4I(wy) = 2+ C1Co* wy||* + ?Cspllwnﬂp

4b
< 4](wn) — 24 01024044 + E03pc4p.

1
Defina t,, == Tl Note que (t,) é uma sequéncia em [0, 00) limitada e ¢, — 0.
Unp
1

Pela Proposicao [3.1.5 concluimos que I(w,) = I(v,) = I (H Hun> = I(t,up).
Unp

Assim, inferimos que

4
Vitun) < (45(wn) -2+ O + Lo )

4b
= 4[(tnun) — 2+ 01024044 -+ —Cng4p.
p

Como (uy,) é sequéncia de Cerami para o funcional I, temos, pelo Lema (3.1, que
existe (r,) uma sequéncia em R satisfazendo limr, = 0 tal que

4b
%(wn) < 4I(tnun) -2+ 01024044 + 503270417

4b
< A(I(up) + 1) — 24+ C1C Cyt + = C5PCP.
p
Como (u,) é sequéncia de Cerami para o funcional I, vale que I(u,) é convergente
e, portanto, limitada, isto é, existe Cs € (0,00) tal que I(u,) < Cs. Dai, deduzimos

que

4b
%(wn) < 4(I(un) + T’n) -2+ 01024044 + E03p04p
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4b
S 4(05 + Tn) —2 + 01024044 + ECngZ;p.

Como limr,, = 0, concluimos que (r,) é limitada, isto é, existe Cs € (0, 00) tal que
rn < Cg. Dessa forma, inferimos que

ou seja

4b
%(wn) < 4(05 + T’n) — 2+ 01024044 + ECSPOALP

4b
< 4(C5 4 Cg) — 24+ CLCL*Cy* + —C5PCP,
P

Vi(w,) < C,
4b

onde C = IIl&X{l7 4(05 + 06) — 24 01024044 + 503}[)0410} > 0.

Vamos separar entao em dois casos: p>4eb>0,b=0o0up=4.

(i) p>4eb>0
Seja t € (0,00). Pela Proposicao [3.1.5, concluimos que

I(tun) = I(twn) = =l + SVown) = 2 a2
v,) = I(tw,) = —||lw, —Volw,,) — —||w,]®.
2 4" D P

Pela Proposicao (veja pagina [144]), inferimos que

12 4 bt?
[(t0a) = S llwn + 3 Vo(wn) = =~ wall;

12 4 bt?

= 5””71” + ZVO(wn) - ?Hwnng =
2 u 4 bt?

- |l = “Vilw,) — — |lw,||? =
g+ it - ot
2 ¢t btP

= 5 + 7 Volwa) = —lwal

1) = =+ Sviatn) = g
= L) = Vi) - I <
<&+ SV = Ll
Por (3.9), concluimos que
fwwg§+§mmu—%%mm
t2 t4 btp

IN

= —C = —|wllE.
5+ 70—l
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Redefina t,, = TR Note que (t,) ¢ uma sequéncia em [0, 00) limitada e
un
t, — 0.
t
Pela defini¢do de (v,), temos que tv, = Wun = t,u,. Pelo Lema ,
Un,

153).

1. Entao, deduzimos que (w,) é

concluimos que existe liminf /(tv,). Pela Proposigao (veja péagina
Up

[ |
limitada em H'(R?). Como H'(R?) — LF(R?), concluimos que (w,) é limi-
tada em L?(R?). Desse modo, inferimos que existe lim inf(—|jw,|[%). Podemos
entao passar o liminf dos dois lados. Passando o liminf dos dois lados e por
propriedades do liminf, deduzimos que

inferimos que ||w,| = ||v.| = ‘

liminf /(tv,) < liminf —t2 + _t4C’_ o | w,]|?
11m 1n v 11m 1n w.
n) X 9 ] nllp

2t bt?
Como liminf a,, < limsup a,,, para qualquer (a,) sequéncia em R, concluimos

que

liminf I(t0,) < &+ 20+ 2 tminf(— )
iminf I(tv,) < — + — — lim inf(—||w,
2 4 P P
2t bt?
Pela Proposicao [A.4] (veja pagina [138)), inferimos que [[w]/? < lim inf|[w,[?,
isto &, limsup(—|[w,|h) = — liminf]lw, |} < —|lw||P. Assim, deduzimos que
liminf I(t0,) < &+ 50+ " timsup(— e 1)
iminf I (tv,) < — + — — lim sup(—||wy,
2 4 D P b
I S
<—+-C-— b 3.10
<G+ 70l (3.10)

Como b > 0 e p > 4, a expressao obtida em ¢ um polinémio cujo
coeficiente do maior expoente é negativo, ou seja, seu limite quando t — oo
¢ —oo. Como t € (0,00) foi escolhido arbitrariamente, podemos escolher
to € (0,00) grande o suficiente tal que

t
lim inf (—0 ) = liminf I (tov,) < —1.

U
[

Redefina ¢, =

= ﬁ. Note que (t,) é uma sequéncia em [0, 00) limitada e
Unp

t, — 0.

Dai e como (u,) é sequéncia de Cerami para o funcional I, concluimos, pelo
Lema [3.1, que

liminf 1 (t—oun> >0,
[ |

o que é absurdo.
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(i) b=0oup=4.
Defina Pn = ‘/()(wn) - waan
Seja t € (0,00). Pela Proposicao [3.1.5] inferimos que
t? t bt?

I(tv,) = I(tw,) = _||wn||2 + —Vo(wn) — _HwnHZ'
2 4 P

Pela Proposicao (veja pagina [144]), deduzimos que

12 tt bt?
I(tv,) = —||wy| 24 —Vo(wy) — —||wnl?
)= Sl 4+ 5 ol

t? tt bt?

_ 2 _
= EHUHH + ZV0<wn) - ?Hwnﬂﬁ =
2w, [P bt
= _ n “Volw,) — —||w,||P =
2 bt
= 9 + ZV0<wn) - —||wn||§‘
Se b = 0, concluimos que p,, = Vo(w,) e que
2t bt?
I(t0,) = 5 + 7 Volw) = 2l
t2 t4 t2 t4
5 + 1 o(wy) 5 + g
Se p = 4, inferimos que
2 bt?
I(tv,) = 9 + ZVO(wn) - ?Hwn”g
2 ¢ bt
=5 T Volwn) = —~llwall; =
2t
= 5+ 7 (Valwn) = bwnly) =
U
=5 TP
Entao, em todos os casos que estamos tratando no momento, podemos usar a
equagao
2t
I(tv,) = = 4+ —pp.
(tn) = 5+ p

Pela definigao de p,, de Vg, como b € [0, 00), como norma sdo nao negativas e
por propriedades do valor absoluto, deduzimos que

|onl = [Vo(wn) = bllwall7] < [Vo(wn)| + [bljwall7]
= [Vi(wn) = Va(wn)| + bllwn[ < [Vi(wn)| + [Va(wn)] + bljwnl[7.

Por ({3.9), concluimos que
|onl < [Vi(wn)| + [Va(wn)] + bllwn[[; < C + [Va(wn)] + bljwnl[}.
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Pelo Corolario [2.1) e pelo fato de V5 ser nao negativa, inferimos que existe
C7 € (0,00) tal que

lon| < €+ [Va(wn)| + bllwnllp < €'+ Crllwlls + bllwall}
Como H'(R?) — L3 (R?) e H'(R?) — LF(R?), deduzimos que existem Cg, Cy €
(0, 00)s tais que

o] < €'+ Crllwnlls + bllwa|lj < C'+ CrCs™|wa|* + bCo" [[wn]

Pela Proposicao (veja péagina [144), concluimos que
|pu] < C + CoCs*Jwy||* 4 bOGP||w, || = C 4 C7Cs* + bCyP,
ou seja, (p,) € limitada. Portanto, existe uma subsequéncia de (w,,) (que ainda
chamaremos de (w,)) tal que p,, é convergente.
Suponha por absurdo que lim p,, > 0.

Como (u,) é uma sequéncia de Cerami para o funcional I, temos que existe

t
d € (0,00) tal que lim I(u,) = d. Defina ty == vV4d e t, = H 0||.
UTL

Note que

(t,) ¢ uma sequéncia em [0, co) limitada e ¢, — 0.
Lo

[l
pelo Lema deduzimos que existe (r,) uma sequéncia em R satisfazendo

limr, = 0 tal que

Dai e por defini¢do, inferimos que I(tgv,) = I ( un) = I(t,u,). Disso e

2ot
I(un) + 70 2 It = I(tywn) = 5 + 2,

Passando o limite com n — oo dos dois lados e por propriedades do limite,
concluimos que

2t t2 ]
lim I (u,,) + limr,, = lim(Z(u,) + r,) > lim (51 + len) = 51 + Zl lim p,,.

Como lim I(u,,) = d, limr, = 0 e lim p,, > 0, inferimos que

, , 2t 112
d =lim I(u,) + limr, > 5 + thpn > -

Pela definicao de ty, vale que

o (V)

-2 2 2

2,

o que ¢ absurdo. Dai, deduzimos que lim p, < 0.

Dessa forma, concluimos que existe ng € N tal que p, < 0, para todo n € N
satisfazendo n > ng. Entao, se n € N satisfaz n > ng, inferimos que
2t

I<tvn> = 5 + Z,On
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é um polindémio cujo maior expoente é 4 e o coeficiente do maior expoente é
pn < 0. Logo, tlim I(tv,) = —o0, para todo n € N satisfazendo n > ny. Entao
—00

existe ¢ty € R tal que I(tgv,) < —1, para todo n € N satisfazendo n > ny.

Redefina ¢,, =
t, — 0.

Pela defini¢ao de t,,, temos que I(tyv,) = I(t,u,). Pelo Lema [3.1] deduzimos
que liminf I(t,u,) > 0, o que contradiz o fato de I(tyv,) < —1, para todo
n € N satisfazendo n > ny.

Tull Note que (¢,) ¢ uma sequéncia em [0, 00) limitada e
U’n

Como em todos os casos possiveis obtivemos uma contradi¢do ao supor que (uy,)
era ilimitada em H'(IR?), concluimos que (u,) é limitada em H'(R?).
O]

3.4 A condicao de compacidade

Antes de mostrarmos a condicao de compacidade, precisamos de mais alguns
resultados auxiliares. O primeiro deles é outro corolario do[Lema de Lions| (veja|F.13]
na pagina cujo enunciado é similar ao da segao anterior, mas a demonstracao
é bem diferente.

Proposicao 3.4.1. Seja (u,) uma sequéncia de Cerami para o funcional 1. Entdo

lim inf sup / u, (y)? dy > 0.
neN 2€72
B(z,2)

Demonstracao. Suponha por absurdo que

lim inf sup / u, (y)? dy = 0.
neN 2€72
B(z,2)

Por propriedades do liminf, concluimos que existe uma subsequéncia de (u,) (que
ainda chamaremos de (u,)) tal que

lim sup / un(y)* dy = 0

n—o0 2€72
B(z,2)

e, pelo Lema , inferimos que (u,) é limitada em H'(R?). Desse modo, pelo
(veja[F.13] na pagina [159), deduzimos que

limu, =0 em L*(R?), para todo s > 2. (3.11)
Pelo Corolario [2.4] concluimos que
I'(un)un = [lun]l* + Vo(un) — blluall}.
Pela definicao de V4, temos que

],(un)un = ”un||2 + Vi(un) — Va(un) — bHunHZ-
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Assim, inferimos que
Hun”2 + Vi(un) = I'(upn)up + Va(un) + bHunHZ'

Passando o limite com n — oo dos dois lados e usando a linearidade do limite,
deduzimos que

Lim| | [[* + Tim Vi () = Tim ([fun[[* + Vi (un)) = B (7 (u )t + V() + 0] ul)
= lim ' (uy,) (u) 4 lim Va(uy ) + blim||uy,|[?.

L3 (R2

Por (3.11)), concluimos que u, 590, Daie pelo Lema inferimos que lim V5 (u,,)
V5(0) = 0. Assim, deduzimos que

lim|[uy, || + lim Vi (uyn) = lim I (uy,) (w) + lim Va(u,,) + blim|[uy, ||

= lim I’ (un )y, + blim||u, [P,

. , LP(R? .. .
Ainda por (3.11)), concluimos que u,, — ) 0. Dai, inferimos que

lim||w,||? + lim Vi (u,,) = Bm I (ug )uy, + blim||u, |2 = lim I’ (u) (u).
Como (u,) é de Cerami, pela Proposicao deduzimos que
lim||w,||? + lim Vi (u,,) = lim I’ (u, )u, = 0
Como ||-|| e V4 sdo nao negativas, concluimos que
lim||u,||* = 0 e lim V;(u,) =0,
ou seja,
lim I (u,) =0,

o que é absurdo, pois (u,) é uma sequéncia de Cerami para o funcional I.
]

Se o resultado acima remete ao primeiro resultado da secao anterior, o proximo
resultado remetera ao segundo resultado da secao anterior. Dentre as diferencas, a
principal é que a convergéncia fraca agora ocorre em X.

Proposicao 3.4.2. Seja (u,,) uma sequéncia de Cerami para o funcional I. Entdo
exvistem u € X \ {0} e (z,) uma sequéncia em Z* tais que, a menos de subsequéncia,
X

Up O T, — U.

Demonstragio. Primeiro, vamos mostrar que existem w € H'(R?) e (z,) uma
A 2 N H'(R?)
sequéncia em 7~ tal que, a menos de subsequéncia, u, o7, — ~w.

Pela Proposicao concluimos que existe C; € (0,00) tal que

lim inf sup / u, (y)? dy > C.

neN 2€72
B(z,2)
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Por propriedades do liminf, inferimos que existe uma subsequéncia de (u,) (que
ainda chamaremos de (u,)) tal que

lim sup / U, (y)? dy = lim inf sup / un (y)? dy > C.

noo Lez2 neN  ep?

Dessa forma, deduzimos que existe uma subsequéncia de (u,,) (que ainda chamare-
mos de (u,,)) tal que

sup / u, (y)? dy > C.

2€7.2
B(z,2)

Para cada n € N, por propriedades do sup, concluimos que existe (2} ) uma sequéncia
em Z? tal que

lim U, (y)? dy = sup / u, (y)? dy > C.

k—o0 2€72
B(z},2) B(z,2)

Entao, para cada n € N, existe k; tal que

/ un(y)? dy > C.

Como u, ¢ limitada em H'(R?), existe Cy € (0,00) tal que

Ca> fnll = nlls = [2dy= [ ualw) dy

R2 B(zjy.2)

Desse modo, inferimos que

¢ uma sequéncia (indexada por n) em [C}, Cy).
Como [C1, Cs] é compacto, existe uma subsequéncia de

que é convergente. Sejam (z,) e (u,) as subsequéncias induzidas por essa subsequén-
cia e seja w,, ‘= u, o T,,. Note entao que
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¢ uma sequéncia em [C, Cy].
Pela Proposigao (veja pagina , deduzimos que ||w,|| = [ju,|| < Ca, ou
seja, (wy,) é limitada em H'(R?). Assim, concluimos que existe w € H'(R?) tal que,

N H'(R?) . . . .
a menos de subsequéncia, w, ~— ~w. Além disso, pelo [Teorema de Vainberg| (veja

.14} na pagina [159)), inferimos que, a menos de subsequéncia, w,(x) — w(x) para
quase todo z € R%.
Vamos mostrar que w é nao nulo. Como restricao de sequéncias fracamente

convergentes ainda ¢ fracamente convergente e o limite fraco é o mesmo, dedu-
H'(B(0,2))

Zimos que Wy |p o)

2
H'(B(0,2)) 5 L*(B(0,2)). Dat, walps -5 w|p.s)- Dessa forma, inferimos
que

W|pq- Como B(0,2) ¢ limitada, concluimos que

) < / wi(y) dy = |wall22(50,2))

B(0,2)

= l[wnlpo2)lL2Bo2) = W2 l2B02) = [wlL2me2),

ou seja, w # 0.

X
Vamos mostrar que w,, — w.

Pelo Corolario 2.4 deduzimos que
I'(un)un = |[unll* + Vo(un) = bllun|l}-
Pela definicao de V4, vale que

I/(un)un = ||unH2 + Vo(un) — bHunHZ
= Jun|* + Vi(un) = Va(un) = bljun][5.

Entao, concluimos que

Vi(un) = I'(un)upn — Hun||2 + Va(un) + bHuan
< [/(un)un + Va(un) + bHuan-

Pela Proposicao inferimos que
Vi(wn) = Vi(u,) < F(“ﬂ)un + Va(un) + bHuan
Pelo Corolario deduzimos que existe C5 € (0, 00) tal que

Vi(wn) < I'(un)un + Va(un) + blJug [
< Il(un)un + Cl”“ﬂ“% + bHuan-

Como H'(R?) — LF(R?) e H'(R?) — L%(RZ), concluimos que existem Cy e Cj tais
que

Va(ta) < I'(u )t + Cilun§ + ],
< I (tn )t + C1C0[un || + 0Cs |7
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Pelos Lema[3.2]e Proposi¢ao[3.1.2] inferimos que V; (w,,) € limitada, ou seja, sup V; (w,) <
00, isto &,

sup / / (1 + o — )2 (@) (y) de dy = Vi () = Vi(w,) < o0

R2 R2

Pelo Lema, deduzimos que ||wy||, é limitada. Como ||w,||x = V/||wal|2 + ||w.]|«
e ja vimos que ||w,|| é limitada, concluimos que (w,,) limitada em X. Logo, existem
w € B(0, R) e uma subsequéncia de (w,,) (que ainda chamaremos de (w,)) tais que

Wy, X 4. Pelo [Teorema de Vainberg| (veja [F.14] na pagina [159) inferimos que, a
menos de subsequéncia, w,(x) — w(x) para quase todo x € R?. Desse modo, pela
unicidade do limite quase certo, deduzimos que w = w.

Falta apenas mostrar que w € X. Mas como X é Banach, concluimos que ele
¢ fechado na topologia forte de H'(R?). Como X ¢é espaco vetorial, inferimos que

ele é convexo. Assim, deduzimos que X é fechado na topologia fraca de H'(R?).
. H(R? .
Como (w,,) é uma sequéncia em X, w, & e X & fechado na topologia fraca de

H'(R?), concluimos que w € X.

]

A seguinte estimativa relaciona translacdes por sequéncias de elementos de Z? e
a norma de X.

Proposicao 3.4.3. Sejam v € X, (u,) uma sequéncia de Cerami para o funcional
I e (z,) uma sequéncia em Z* tal que (u, o 7,,) ¢ limitada em X. Entdo existe
C € (0,00) tal que [[vor_.,[|x < Cllun|x.

Demonstracao. Pelas defini¢ao de |||« e de 7_,, temos que

HUOTZnuz:/m(uyymvofzn]2<y>dy=/1n(1+\y\>(v(rzn(y>>>2dy

R2 R2

= /ln(l + ly)v*(y + 2,) dy.

R2
Fazendo a mudanca de variaveis x = y + z,,, concluimos que
lvor_. ||?= /ln(l + [y)v*(y + 2n) dy = /ln(l + |z — 2,|)v* () du.
R2 R2

Pela Proposicao (veja pagina [146)), inferimos que

lvor_. ||?= /ln(l + | — 2,)v* () dw < /(111(1 + [z]) + In(1 + |z,]))0* () dz.

R2 R2
Pela linearidade da integral, deduzimos que

lvor .| < /(ln(l +[a]) + In(1 + [2]))0* () do

R2
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= /ln(l—l— |z])v? () dx+/ln(1+ |zn)0?(2) da

R? R?
= /ln(l + |2[)v? (@) do + In(1 + |z,]) /UQ(x) dx.
R2 R2

Pelas definigoes de [|-[|2 e ||-]|«, vale que

lvor_, ||? < /ln(l + |2))v? (%) dz + In(1 + |z,]) /vQ(x) dx
R2 R2
= [[oll3 +In(1 + |za ) lv]l3-

Como normas sao nao negativas, In(1+|z,|) também é ndo negativo e pelas defini¢oes
de ||-|| e de ||]|x, concluimos que

[v o 72, I < [l0llF + (1 + [2a])[[0]3
<l +1[ol? + (1 + [2a)l[0l3 + (1 + |2 Voll3 + (1 + [z.]) 0] =
< wllx + (L + [z lv]* + (1 + [z [|v]]? =
< Jvllx + (L + [zDlvlx = @+ [ofl3) In(l + |z,]) =
=CiIn(1 + |z)),

onde C == (1+ |jv|%) # 0.
Além disso, também temos a seguinte desigualdade:

Il > CoIn(1 + |za]),

C
para algum Cy € (0,00). Multiplicando a desigualdade acima por C = ?1, temos
2
que

C,C
-2 In(1 + |Zn|) < CH“RHE
Cy

CiIn(1+ |z,]) =

Combinando as duas desigualdades anteriores, temos que
lvor—, |IZ < Crln(l + |2a]) < Cllu-
Pela definicao de ||-||x e pela Proposi¢ao (veja pagina [144)), temos que
lvor—, Ik < Ciln(l + |2a]) < Cllual%-

]

Em seguida, veremos um resultado técnico sobre uma convergéncia bem especi-
fica relacionada a sequéncia obtida no resultado anterior.

Proposicao 3.4.4. Seja (u,,) uma sequéncia de Cerami para o funcional I. Sejam

N . . X
u € X\{0} e (z,) uma sequéncia em Z* tais que, a menos de subsequéncia, u,oT,, —
u. FEntao

I/(Un o Tzn)(u" 0T, — u) — 0.
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Demonstracao. Fazendo uma mudanca de variaveis adequada, temos que
I'(up o1, )(up o, —u)=1I"(u,)(u, —uor_,,).

Isso junto com a definicao de norma em espaco dual implica que

|],<un 0T, )(Un 0Tz, —u)| = ’]/(un)(un —uoT_,)

< (un) el —wo s, | x-
Usando a desigualdade triangular obtemos que

’[/(un o 7., )(Un 0T, —u)| < Hjl(uan’Hun —uoT_|x
< (un) || xr ([t || x + w0 72, || x)

Pela Proposicao [3.4.3] temos que

|1 (i © 72, ) (tt © 72,y — )] < U (un) [ (| x + [0 7—z, |lx)
< () [ | (1 + Cs),

donde concluimos que le I'(up o) (uy 0, —u) =0, pois (u,) é uma sequéncia
n—oo

de Cerami para o funcional /.
O

Finalmente, estamos preparados para enunciar e provar a condicao de compaci-
dade.

Lema 3.3. Seja (u,,) uma sequéncia de Cerami para o funcional I. Entdo, a menos
de subsequéncia, existem u € X \ {0} e (2,) uma sequéncia em Z* tais que u ponto
critico de I e

X
Up O Ty, — U.

Demonstragao. Pela Proposigao [3.4.2) concluimos que existem u € X \ {0} e (z,)

A . N X
uma sequéncia em Z? tais que, a menos de subsequéncia, u, o 7,, — u.
Pelas propriedades do produto interno, pela definicao de norma induzida por um
produto interno e por propriedades do liminf, inferimos que

lim inf <un OTz,, Up O Ty, — u> = lim inf(<un © T2y Un © T2n> o <un © Tans u>) -
= liminf(||u, o 7, |* = (up 0 7, u)) =

2 4+ lim inf(—(u, o 75, , u)).

= liminf||u, o 7,,

X , ~ 1 . .
Como u, o7, — we () & uma transformacdo linear continua deduzimos, pela
definicao de convergéncia fraca e de norma induzida, que

lim inf (u, o 7., , up 0 7., — u) = liminf||u, o 7., ||* + liminf(—(u, o 7., u)) =
= lim infju, o 7, ||* — lim (u, o 7., u) =

2_<u’u> =

= liminf||u, o 7,,

= lim inf|ju, o ., || — ||ul?,
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isto é
liminf (u, o 7., u, 0 7., — u) = liminf||u, o 7., ||* — ||ul|*. (3.12)

Observe que

(tp 0 7oy — u)? 4+ Uty 0 7oy — u) = (Up 072, )* — 2u(tuy 0 7o) + 0 +u(uy o7, ) — u?

= (un o Tzn)2 —u(Up 0 7z,) = (Un 07, ) (Up © Tz, — ).
Dai, pelo Lema e pela linearidade da integral, concluimos que

V/ UnOTzn unOTz _u)
_4H!ﬂ!ln L+ |z —y]) (un o7, (@) (uy 0 72,) () (tn 0 7oy — u)(y) do dy =
24//ln(1+I:v—yl)(unonn)g(rv)((unorzn(y) —u(y))? + u(y) (un 0 72, (y) — u(y))) de dy =

R? R2

—4//ln 1 [ — ) (0 720 )2(2) (1 © 7o () — u(y))? iz iyt

R? R2

4 / / I (14 |2 — y]) (n 072, 2 (2)u(y) (1t © Tor () — u(y)) iz dy.

R2 R2

Como (u,oT,, ) é limitada e u, o7, X u, inferimos, pelo Lemae por propriedades
do liminf, que

liminf V{(u, o 72,,) (up 0 7, — u) =

~timint //1 (14 = 1) (0 72022 (1 0 7 () — u(y))? i+

R2 R2

4 / / I (14 [z — y]) (1 © 72,)? () () (1t 0 72, (4) — u(y)) dy) _

= 4lim inf//ln (14 ]z — y|) (un o 72, ) (2) (un 0 72, (y) — u(y))? do dy-+

R2 R2

+ 4liminf//ln (1+ | —y]) (un o 72, )2 (2)u(y) (uy o 72, (y) — u(y)) dov dy =

:4liminf//ln(1—i— |z —y|) (un 0 72, )2 (2) (un 0 72, () — u(y))? do dy-+
wtim [ [t = yl) (000 7.2 (0)u(o) (0 o7, () = ) ddy =

= 4lim inf//ln (14 |z — y|) (un 0 72, ) (2) (un o 72, () — u(y))? dz dy,

R2 R2
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isto é,
liminf V{(u, o 7, ) (u, 0 7, — u) =

_ 4liminf//ln (14 |2 — y)) (t 0 7, ) (2) (1t 0 72, (3) — u(y))® dedy > 0.
R2 R2
(3.13)
Pelo Lema e pela Proposicao deduzimos que

ZVQIWH 07, )(Un 0T, —u)

‘ 1

- [ (” Ixiy|> (10 © 7, }2(2) (1t © 72, ) () (1 © T2, — ) (1) d dy| <

< [l 0 7)1l (un © 72, (g © 7, — )5

Pela definicio das normas L?(R?) e pela|Desigualdade de Holder] (veja[F.8| na pagina

158)), concluimos que

107 )0 7 = )] £ w07 Pl w07 ) 07, = 0
3
4
— (R/| OTZ d:[; /‘ OTZ OTZn u)‘ dl‘ —
3 3
8 1
- /’u”OTznygdx /|Un07'zn|§‘un07'zn—u|§d$ <
2 2

4
3

2 (Iun o)

4
= H“n OTan || Unp oTzn ||2 || (up o, — u)

3 3
S 4 , 3 4
= 1w 0 72,13 ({Rﬂ unor,)i[ do Jlwor, ~wif ) | =
3
g
8 8
— ||uno7'zn||2% (‘R/unoTZns dzx (‘R/unor% —ul® dr —
2 2

= |lun o Tan2§Hun o 7., | sl|tun 07, —ulls =
3 3 3

= ||uno7—zn || ||( oTZn _u)

= [lun o Tzn”% |tn © T2 — u”%

Como u, o T, X inferimos que, a menos de subsequéncia, (u, o 7,,) é limitada
em X. Como, pela Proposicao X — Hl(RQi Lg(RQ), deduzimos que
1

-1, 9. - , . c .8 .
|upors., | élimitada. Além disso, como, pelo Lema 2.1, X < L3(R?), concluimos
3
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L5 (R2) . e
que u, 0T, — u,ou seja, ||u, o1, — uH% — 0. Dessa forma, inferimos que

1
0 < lim ZVQ’(un o7, ) (Uy 0 Ty — )| < lim||uy, o Tan%Hun o7, —ulls =0,
ou seja, pelo Teorema do Confronto, deduzimos que

1
lim ZV;(un o Ty, )(Up 0 T, —u) = 0. (3.14)

Por propriedades do valor absoluto e pela [Desigualdade de Hélder] (veja [F.8) na
pégina [158]), concluimos que

/’un 0Tz, |p72(un 0 Ty, )(Un 0 Tz, —u)da| <

RZ

< /Hun © Tzn‘p—z(un o7, )(Up 0T, —u)|ldr=
RQ

B /|Un © Tzn|p_1’un ° Tzn - u| dx S
R2

| (un 0 Tzn)p_1||2||un o T, — ulo.

Daf e pela defini¢do de norma em LP(R?), inferimos que

/|un © Tzn

RQ

p_2(un © Tzn)(un © Tzn - u) dm S

1
3

N2

< ([R/ (|uno7'zn|p 1) dx ||tn © T — ulla =

2

2(p—1)

- /(‘unOTZn‘2(p1) dx HunoTzn _UHQ =

2

—1
= [lun 075, Hg(p_1)||un 0 Tz, — ulla-

Como u, o7, X deduzimos que, a menos de subsequéncia, (u, o 7,,) é limitada

em X. Como, pela Proposicao , X — HY(R?) — L*P~Y(R?), concluimos que
_ .. . c . .

||uno7'zn||§’(p1_1) é limitada. Além disso, como, pelo Lema (2.1, X < L?*(R?), inferimos

L2(R2) . - .
que u, 0T, — u,ou seja, ||u, o7, —ulls = 0. Entao, deduzimos que

0 < lim /\un o7, [P *(tun o 72, )(up 0 7oy, — u)da| <
RQ

< lim||u, o TZan(*l |ltun © 72, — ulla = 0,

p—1)
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ou seja,
lim/|un o 7., [P (up 072, ) (Uy 0 7oy — u) dz = 0. (3.15)
R2

Pela Proposicao pelo Corolério pela definicao de Vj e por propriedades

do lim inf, concluimos que
0 = liminf I'(u, o 75, ) (up 0 7o, — u) =
1
= lim inf ((un O T, , Up O Ty, — U) + ZVO’(un o Ty, ) (Up © Ty, — u)—

- b/\un o Tzn\p*Z(un o7, )(Up 0Ty, — 1) dw) =

RQ

= lim inf ((un O Ty, Uy O Ty — U)F
1
+ 4 (Vi (un 0 72, ) (U © 72y — 1) — Vo (upn 0 72, ) (U © T2y — 1)) —

— b/|un o Tzn\pﬂ(un o7, )(Uup 0Ty, —u) dx) =

R2

= (hminf (Un © Topy U O T, — U+

1
+ Z(lim inf V{(u, o7, ) (up 0 75, — u) + liminf (= V] (u, o 7, ) (un, © 75, — u)))+

+ blim inf _/|unOTznlp_Z(unoTzn)(unoTzn —u)dx )

R2
Dai e por (3.12)) a (3.15)), inferimos que
0= (liminf (Up © Ty s Uy © T, — u)+
1
+ Z(lim inf V] (u, o 7., ) (u, © 7., — u) + liminf(—V] (u, o 7., ) (u, 0 7, — u)))+

+ blim inf —/\unorzn\pZ(UHOTZn)(unonjn —u)dx ) =

]R2

= (liminf”un o7y, |I” = [Jul*+

+§(41iminf / / I (14 2 — y]) (ttn 072, )2(2) (ttn 0 7, () — (y))? i dy—

R? R2

—lim Vy (u, o7, ) (u, 075y — u)) —

- blim/|un o T, [P (tn 0 Ty, ) (U 0 T2, — ) dm) =

R2
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= (liminf”un o T, 17 = |lul*+

+ % (4liminf//ln (14 |z — y|) (un 0 72, )?(2) (un 0 72, (y) — u(y))? dz dy)).

R2 R2

Como u, o7, Xue pela Proposicao [A.4] (veja pagina [138]), deduzimos que

0= (lim inf|u, o7, ||* — |lull*+

# 4 (it [ 100044 = o) o o) 07, 0) — )P ) ) 2

R2 R2

> (lim inf||ul|* — [|ul|*) = 0,

ou seja, liminflju, o7, || = ||u|| e

hmmf//ln L+ |z —y|) (up 07, (@) (uy 0 72, (y) — u(y))* dedy = 0.

R2 R2

Como liminf||u, o7, || = ||u|| € por propriedades do lim inf, temos que existe uma
subsequéncia de (u,o7,,) (que ainda chamaremos de (u,07,,)) tal que lim||u,o7, | =
||u||. Pelas propriedades do produto interno e pela defini¢do de norma proveniente
de produto interno, vale que

lltn © 7o, — ul|* = (un 0 T2, — U, Uy © T, — 1)
(U, © Topy s U © T2, ) — 2(Up 0 T,y u) + (U, u) =

Jul®

[|un o Tan2 —2(up 0 72,y u) +

. H1(R?
Como u, 0T, Xue pela Proposicao [2.1.7| temos que u, o T,, ) u. Dai, do fato

de (-, u) ser um funcional linear continuo, pela convergéncia acima e pela linearidade
do limite, concluimos que

lim||u, o 7., — ul|* = lim(||u, o 7, ||* — 2{u, o 7o, , u) + ||ul|?)
= lim||u, o 7., ||* — 2lim (u, o 7, u) + lim||u||®
= 2f|ul|* — 2(u, u) =0,

logo ||up © 7., — ul| — 0.
Como

h“““f/ / In (1 + fo = yl) (1 0 72,)* (@) (1t © 72, (y) = u(y)) dwdy = 0
R2 R2
e por propriedades do lim inf, temos que existe uma subsequéncia de (u,o7,,) (que

ainda chamaremos de (u, o7, )) tal que

i [ [ (Lo = gl) (0,0 7, 20) (0 07, 0) — ) de dy =0

R? R2
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) ~ X
Dai, pelo Lema temos que ||lu, o 7,, — ul[« — 0. Entdo, u, o7, — u.

Resta agora apenas mostrar que u é ponto critico de I. Para isso, seja v € X.
Fazendo uma mudanca de varidveis adequada, temos que

I'upor, )v="T(u,)(vor_,,).
Isso junto com a definicao de norma em espaco dual implica que
I (u © 72, Jo| = [1'(un) (0 07—, )| < (|1 () || x0T, [ x-

Pela Proposicao [3.4.3, temos que existe C' € (0,00) tal que |[vo7_, [|[x < C|lunl x-
Dai e da desigualdade acima, temos que

u,(un 0T, )v| < “I,(un)HX’HU OT—anX < C|’],<un)||X’“un||X~

donde concluimos que ILm I'(up o7, )v = 0, pois (u,) é uma sequéncia de Cerami
n—oo

. ) ) (o X
para o funcional I. Mas, como I’ & continua em X (pelo Corolario ) e UpOTZy — U,

temos que lim I'(u, o 7, )v = I'(u)v. Logo, I'(u)v = 0. Como v foi escolhido
n—oo

arbitrariamente em X, segue que I'(u) = 0, ou seja, u é ponto critico de 1.
]



Capitulo 4

Solucoes fracas via género de
Krasnoselskii

O objetivo deste capitulo é utilizar a teoria do género de Krasnoselskii para
encontrar solucoes fracas de quando o parametro a da norma de H'(R?) que
estamos usando é Z*-periodico. Dessa forma, assumiremos pelo resto do capitulo que
a é continua e Z* periédica. Ao longo do capitulo, estaremos usando os resultados
e notacoes establecidos no apéndice [D]

Na primeira secao, introduziremos os valores ¢, e mostraremos que eles sao sem-
pre finitos.

Na segunda sec¢ao, caracterizaremos o valor c;.

Na terceira secao, apresentaremos os conjuntos K. e A,, e mostraremos que
podemos falar do género de Krasnoselskii de A, ,.

Na quarta se¢ao enunciaremos e provaremos um lema de deformacgao e o usaremos
para mostrar que os valores ¢, sao valores criticos de I.

Na quinta secao, definiremos o conceito de mapa baricentro generalizado e o
usaremos para definir os conjuntos K” e Af’ ,- lambém mostraremos que o género
de Krasnoselskii deles esta bem definido.

Na sexta se¢ao, mostraremos que o género de Krasnoselskii de A, , ¢ finito se p
for pequeno o suficiente e usaremos esse resultado junto com o lema de deformacao
da secao anterior para mostrar que ¢ — oo quando k — oo.

Na sétima secao, demonstraremos o Teorema [Il As solucoes fracas do problema
serao os pontos criticos associados aos valores criticos cy.

4.1 Os valores ¢

O conjunto a seguir é a uniao de todas as curvas de nivel de I abaixo ou iguais
ao nivel c.

Notacao. I°:={u e X | I(u) < c}, onde c € R.

Observe que quando ¢ < ¢ entdo I¢ C I¢. Em particular, se ¢ > 0 entdo I° C I°.
Consideraremos a seguir os menores valores ¢ tais que I° muda de género de
Krasnoselskii relativo a I°.

Notacao. ¢, = inf{c € [0,00) | v0(I°) > k}, onde k € N.

101
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Note que se € € (0,00), entao ypo(I4T) >k e v (1% ) < k.
Em seguida, mostraremos que os valores ¢, sao moné6tonos em k.

Proposicao 4.1.1. Sejam ki, ko € N tais que ki > ky. Entao cg, > cy,.

Demonstracao. Note que {c € (0,00) | y70(I) > k1} C{c € (0,00) | y70(I°) > ka}.
Entao, por propriedades do infimo, concluimos que

¢k, = inf{c € (0,00) | v (1) > k1 } > inf{c € (0,00) | 0 (I¢) > ko} = cx,.

O

O objetivo do restante desta secao é mostrar que os valores ¢, sao sempre finitos.
Para isso, precisaremos de varios resultados auxiliares.
O primeiro deles é um resultado sobre o sinal de V4.

1
Proposigao 4.1.2. Seja u € X com suporte contido em B (0, é_l> Entao Vo(u) <
0.

1 1
Demonstracao. Sejam x,y € B (0, Z) Entao |z|, |y| < 7

Pela desigualdade triangular, concluimos que

1 1 1
o =yl < o[+ =yl =lal +lyl < 7+ 7 =35
Por propriedades do logaritmo, inferimos que
— [ [ (e~ syl dedy
R2 R2
/ [ il = sy dody <
1B, 1)
/ / ln( ) (z)u*(y) do dy =
0,3) B(0,7)
/ / — In(2)u*(z)u?(y) do dy =
1) B(0,4)

/ /m w2(y) dz dy.

Como u # 0, u* & ndo negativo e In(2) > 0, deduzimos que

/ / In(2)u2(@)u(y) dz dy < 0.
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Precisamos também estudar o comportamento do funcional I em subespacos
especificos de X.
Pelo resto dessa secao, W denota qualquer subespaco k-dimensional de X tal

1
que todo elemento de W tem suporte contido em B ( 0, Z)’ sendo k£ € N arbitrério.

Uma consequéncia do resultado anterior é:

Proposigao 4.1.3. sup [(u) < oo.

ueWw
Demonstra¢ao. Vamos primeiro mostrar que existe R € (0,00) tal que I(u) < 0,
para todo u € By (0, R)°. Suponha por absurdo que existe (u,) uma sequéncia em
W tal que I(uy) >0 e ||u,| — oo monotonamente.

Se p >4 eb> 0, estamos na hipotese descrita por do Lema 2.6] Se p >4
e b = 0, como, pela Proposicao Vo(u) < 0, estamos na hipotese descrita por
do Lema [2.60 Se p =4 e b > 0, como, pela Proposicao Vo(u) < 0,
concluimos que Vo(u) — bllul[) < 0 e estamos na hipdtese descrita por do
Lema Entao, temos que t,, (como no Corolério estd bem definido para todo
ue W.

Como W tem dimensao finita, OBy (0,1) é compacto. Como, por Proposi-
cao t, ¢ continua com respeito a u ¢ OBy (0,1) ¢ compacto, inferimos que ¢,
assume valor maximo em 0By (0,1), isto é, existe ug € OB (0, 1) tal que t,, > t,,
para todo u € 0By (0, 1).

Como |ju,|| — oo, deduzimos que existe ny € N tal que ||u,,|| > t,. Como
Ung

[0

€ 0Bw (0,1), concluimos que

HUHOH > lyg 2t _umg .

H“no I

Deste modo, pela defini¢ao de ¢, e pelo Corolario inferimos que ¢ wng (||t ]]) <

Tng T

0. Mas, pela definicao de ¢ e por hipotese, deduzimos que

Up,
o< L) =1 (ol ) =6,z ll) <0
no no

o que ¢ absurdo.

Como W tem dimensdo finita, By (0, R) é compacto. Como I é continua e
Bw (0, R) é compacto, concluimos que I assume valor maximo em By, (0, R), isto &,
existe Unmqa, € Bw (0, R) tal que I(tpq,) > I(u), para todo u € 0By (0, 1).

Em particular, I(tumes) > I(0) = 0 > I(u), para todo u € By (0, R). Assim,

inferimos que sup I(u) = I(Umqsz) < 00, pois I s6 assume valores finitos.
ueW
]

No que segue, precisaremos do proximo resultado.
Proposicao 4.1.4. Eziste R € (0,00) tal que {u € W | ||u|]| > R} C I°.

Demonstracao. Suponha por absurdo que nao fosse o caso, isto é, que pra todo
R € (0,00), existe ug € {u € W | |Ju|]| > R} tal que ug &€ I°. Dai e pela defini¢do
de I°, temos que existe (u,) uma sequéncia em W tal que I(u,) > 0 e |[u,| > n, ou
seja, ||un|| — oo monotonamente.
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Se p>4eb> 0, estamos na hipotese descrita por do Lema . Sep>4
e b = 0, como, pela Proposicao Vo(u) < 0, estamos na hipotese descrita por
do Lema Se p=4eb >0, como, pela Proposicao Vo(u) < 0,
concluimos que Vp(u) — blluflp < 0 e estamos na hip6tese descrita por (2.11) do
Lema 2.6 Entdo, temos que t, (como no Corolario esta bem definido para todo
ue W.

Como W tem dimensao finita, 0B (0,1) é compacto. Como, por Proposi-
¢ao 2.3.2] ¢, ¢ continua com respeito a u e By (0,1) ¢ compacto, inferimos que t,
assume valor maximo em 9By (0, 1), isto é, existe ug € 0By (0,1) tal que t,, > t,,
para todo u € 0By (0,1).

Como ||u,|| — oo, deduzimos que existe ny € N tal que [|u,,| > t.,. Como

—_ ¢ 9Bw (0, 1), concluimos que
[ ’ !
Up,

Hunon > tyy 21 g

Huno I

Deste modo, pela defini¢ao de ¢, e pelo Corolario , inferimos que ¢ g ” (luno ) <

”uno

0. Mas, pela definicao de ¢ e por hipotese, deduzimos que

Unp,
0 < ) =1 (T 7225 ) =6 e () <0

ol Teng T

o que é absurdo.
]

Um subconjunto particular de W sera usado na demonstracao da finitude dos
valores cj.

Notagao. Sejam R € (0,00) como no Lema ex: X — X; uma fungdo impar e
continua tal que se u € I° entio x(u) = u. Definimos O, = {u € W | |x(uv)| < R}.

Para encurtar enunciados, consideraremos que x : X — X é uma func¢do impar
e continua tal que se u € I° entdo x(u) = u, a nio ser que seja dito o contrario.
Precisaremos das seguintes propriedades de O,:

Proposicao 4.1.5. O conjunto O, € uma vizinhanca de 0 em W.

Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que todo U C W aberto (em W) satisfazendo
1

0 € U temos que U ¢ O,. Dali, concluimos que B (O, —) ¢ O,, isto é, existe
n

1
u, € B (O, —) tal que u,, ¢ O,. Entao (u,) é uma sequéncia em W \ O, tal que
n

U, £> 0.

Como I(0) = 0, inferimos que 0 € I°, pela definicio de I°. Dessa forma, dedu-
zimos que x(0) = 0.

Como x é continua em X e u, ~» 0, concluimos que X (un) A x(0) = 0. Entao,
inferimos que ||x(u,)||x — 0. Dai e como R € (0,00), deduzimos que existe no € N
tal que ||x(un,)|lx < R. Disso e pela definicao de O,, concluimos que u,, € O,, o
que ¢ absurdo pois (u,) é uma sequéncia em W\ O,.

O
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Proposicao 4.1.6. O conjunto O, € limitado.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que para todo R € (0,00), existe u € O, tal
que |lul| > R. Desse modo, temos que existe u € O, tal que |lul| > max{R, R'},
onde R é como no Lema 2.5 e R’ como na Proposigao 4.1.4]

Pela Proposigao @, concluimos que u € I°. Assim, inferimos que x(u) = u.
Dai, deduzimos que

Ix()llx = llullx = Vllull® + [lulZ

>Vl = ull >
> max{R, R} > R/,

o que é absurdo pois u € O, e, pela defini¢do de O,, inferimos que ||x(u)||x < R’

O
Proposicao 4.1.7. O conjunto O, € simétrico.
Demonstragdao. Seja u € O,. Entdo ||x(u)|| < R.
Como x é impar, temos que
Ix(=w)ll = l=x()ll = x|l < &,
ou seja, —u € O,.
Dessa forma, concluimos que O, ¢é simétrico.
O

Proposicao 4.1.8. Seja u € 0w O,. Entdo ||u|| = R.

Demonstragao. Como u € dyw Oy, concluimos que existem u,, € O, e u;, € W\ O,
1
tais que wuy,, u,, € By (u, —). Entao, inferimos que (u,) é uma sequéncia em O, tal
n
HY(R? . H1(R2
que uy, S ue (uj,) € uma sequéncia em W\ O, tal que u,, S
Como, pela Proposicao X — H'(R?) e como x é continua em X, deduzi-

1 2

mos que y continua em H'(R?). Desse modo, concluimos que x(u,,) e x(u) e que
H'(R?) . . .

X(u,) "= " x(u). Assim, inferimos que [[x(un)|| = [[x(u)[| e que [[x(u,)[| = [[x ()]

Como u,, € O,, temos, por definicao, que ||x(u,)|| < R. Dai, deduzimos que
Ix(w)]| < R. Similarmente, como u,, € W'\ O,, concluimos que ||x(u;,)|| > R. Dessa
forma, inferimos que ||x(u)|| > R. Entao, concluimos que ||u|| = R.

[

Precisaremos também do seguinte corolario do [leorema da Extensao de Tietzel

(veja na pagina [160)).

Corolario 4.1. Sejam T um espago topoldgico normal, A C T um subespago fechado
deT e f: A — R uma funcao impar e continua. FEntao existe f : T — R uma

fungdo tmpar e continua tal que F L f.

Demonstracao. Pelo [Teorema da Extensao de Tietze| (veja na pagina [160)),

concluimos que existe f : T — R uma funcio continua tal que F| = f.
A
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Seja

oy @) — T
2

Temos que f é continua, pois é composicao de fungoes continuas. Seja x € T'. Vale
que

f(=a) =

[\

ou seja, f ¢ impar. Seja z € A. Temos que

f(x) _ f(z) _Qf(_x) _ f(x) _2f(—$) _ f(x) —2(—f(:1;))

fla)+ (@) _ 2f()) _
PR D - ),

ou seja, f = f. Entao f ¢ a funcao desejada.
A

Estamos agora prontos para mostrar que os valores ¢, sao sempre finitos.

Lema 4.1. Seja k € N. Entao ¢ < 0.

Demonstracao. Defina ¢y == sup I(u). Note que, pela Proposicao [4.1.3] temos que
ueW

cw < oo. Além disso, como, por defini¢ao, IV = {u € X | I(u) < ¢y}, vale que
W cIwv

Suponha por absurdo que 0 (1) < k. Entao, pela defini¢cao de género relativo,
temos que existem U,V € Ae y: U — I" continua e impar tais que IV Cc U UV,
IPcUyV)<k—1e x|, =id.

Como U C X é fechado, concluimos, pelo Corolario que existe uma extensao
continua e fmpar de x para X (que ainda chamaremos de x). Desse modo, O, esta
bem definido.

Pelas Proposicoes a[1.1.7 pela Proposicao (veja pagina e como a
dimensao de W é k, inferimos que y(dw O, ) = k.

Seja u € OwO,. Assim, pela Proposi¢ao deduzimos que ||u|| = R, onde
R ¢ como no Lema Pelo Lema , concluimos que “iﬁlfR[(u) > (), ou seja,

I(u) > 0. Logo, pela definicio de I°, x(u) € I'. Dai, inferimos que u ¢ x~*(1°).
Como a funcio y original levava U em I°, deduzimos que U C x*(1°). Dessa forma,
concluimos que u ¢ U, ou seja, dw O, NU = 0.

Dai e como 0w O, C W C IV C U UV, inferimos que 9y O, C V.

Disso e pelo item (i) da proposicao D.2(veja pagina 149)| concluimos que

k=~0w0y) <~y(V)=k—1,
o que é absurdo. Entao, inferimos que v (V) > k.

Desse modo, deduzimos que 7y (I°") > k. Assim, pela definicao de ¢, e pela
Proposicao [4.1.3] concluimos que

cp =inf{c € N|vp(I°) > k} < ew < o0.
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4.2 Uma caracterizacao de c¢;

Para simplificarmos a caracterizacao, iremos considerar o conjunto a seguir.

Notagao. X = {uec X\ {0} | sup I(tu) < oo}.

te(0,00)

O proximo resultado deixa claro em que sentido o conjunto X ira simplificar as
demonstragoes deste capitulo.

Proposicao 4.2.1. inf supI(tu) = inf sup I (tu).
ueX\{0} teR ueX teR

Demonstracao. Observe que, pela definicao de inf, basta mostrar que existe algum
u € X \ {0} tal que sup I(tu) < oo. Pelo Lema iss0 86 vai ocorrer se alguma

teR
das condigoes a for vélida.

Pela Proposigao é possivel encontrar u € X \ {0} tal que Vy(u) < 0. Dessa
forma, independente dos valores de p e b, alguma das condicoes a ser,
satisfeita por wu.

]

Para dar uma caracterizagao mais completa de c¢;, mostraremos uma igualdade
relacionando a variedade de Nehari e o nivel minimax de 1.

Proposicao 4.2.2. inf I = inf sup I(tu).
POsIS N “GX\{O}tE(O,Eo) (t)

Demonstracao. Pelas Proposicoes e 4.2.1) concluimos que

inf  sup I(tu) = inf sup I(tu) = inf I(t,u).
ueX\{0} t(0,00) ueX te(0,00) ueX

Como, pela Proposi¢ao t' uw € N, inferimos, pela definigdo de inf, que

inf  sup I(tu) = inf I(t.u) > inf 1. 4.1
UEX\{O}te(OEo) (tw) ueX () = N (4.1

Como N C X \ {0}, concluimos que

inf supI(tu) > inf supl(tu).
ueN teﬂg ( )_ueX\{O} te]}g (tu)

Pelo Corolario inferimos que

inf I(u) = inf sup I(tu) > inf sup(tu).

ueN ueN ter ueX\{0} teR
Como, pela Proposicao I é par, temos que

inf I(w) > inf supl(tu)= inf sup I[(tu). 4.2
ueN ( )_uGX\{O} teg ( ) “EX\{O}tG(O,Eo) ( ) ( )

Dai, por (4.1)) e (4.2)), deduzimos que

infI = inf sup I(tu).
N T ueX\{0} e (0.00)
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O proximo resultado terd como consequéncia a positividade de ¢.

Proposigao 4.2.3. inf sup I(tu) > 0.
u€X teR

Demonstracao. Pela Proposigao 4.2.1 basta mostrar que inf sup I(tu) > 0.
ueX teR

Suponha por absurdo que

inf sup I (tu) = 0.
ueX teR

Entéo, existe (u,) uma sequéncia em X tal que

sup I (tu,) — 0.
teR

Pela Proposicao [2.3.3] concluimos que existem ¢,, € (0,00) tais que

I(ty,u,) = sup I(tu,) — 0.
teR

Defina v, = t,,u,. Entdo, pela Proposicao [2.3.3] inferimos que v, € N e
I(v,) — 0.
Como v,, € N e pelo Corolario deduzimos que

sup I(tv,) = I(vy).
te(0,00)

Dai e pela definicao de ¢, concluimos que

sup ¢y, (1) = ¢u, (1).

te(0,00)

Disso e novamente pela definicao de ¢, inferimos que

bu, (1) < @0, (1) = I(v,) — 0.

Seja R € (0,00) como em Lema [2.5|e defina ¢, = 2||]§nH
Pelo Lema deduzimos que uin:fﬂ I(u) > 0. Como ¢, (t,) < ¢, (1) — 0,
concluimos que existe ng € N tal qultle -
Dy (tno) §1 inf 7(u)
2 Jull=%

Pela definicao de ¢,,, , temos que ¢, (tn,) = [(tn,Un,) €, pela definicao de t,,,, vale
) no 0 0 0 0

R . - .
que ||tn,Un, || = 5 O que contraria a defini¢ao de inf.
O]

O proximo resultado é a caracterizacao de c;.

Lema 4.2.

ciy =infl = inf sup I(tu) > 0.
PN T w0 o (tw)
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Demonstracao. Pelas Proposicoes |4.2.2| e |4.2.3] resta apenas mostrar que ¢, = ijr\l/f[.

Vamos primeiro mostrar que c¢; > ijI\l/f 1. Suponha por absurdo que ¢; < ijr\lff Ie
j inf I).
seja ¢ € (01,1/1\1/ )
Defina

0, seu € {0} UNT;
1= X, =
X x(w) {min{l,tu}u, seu e N,

Vamos mostrar que y estd bem definida. Primeiro, observe que se u € [, entao
I(u) < ¢ < ijI\l/fI. Logo, u ¢ N. Como I° C X = {0} UNTUN UN", temos

que u € {0} UNT UN". Logo, a definicio por partes de y faz sentido, nao
estamos ignorando nenhum caso. Além disso, para todo u € I esta associado um
valor x(u) € X. Segundo, temos que se u € N, entdo, pela Proposi¢ao m,
¢, (1) = I'(u)(u) < 0. Logo, vale o item (i) do Lema 2.6|e t,, esta bem definido. Dai,
concluimos que y estd bem definida.

Agora, vamos mostrar que x é continua. Como X|{O}UNJr é constante, X|{0}uN+
¢ continua. Além disso, pela Proposicao [2.3.2] ¢ como a fun¢do minimo é continua,
X|y—- também é continua. Mas, pela Proposicao temos que (N U{0}) =
N = 0N~ e, portanto, (N" U {0}) e N~ sao desconexos. Logo, x é continua.

Em seguida, vamos mostrar que y é fmpar. O caso u € {0} UNT segue direto

da definicao de y. Se v € N, entao

X(—u) =t_,(—u) = —t_,u.
Como [ é par, t, também é. Entao

X(—u) = —t_u = —t,u=—x(u).

Finalmente, vamos mostrar que x|, = id. De fato, se u € I°, entdo, pela
defini¢do de I°, I(u) < 0, isto &, ¢,(1) < 0. Entdo, pelo item |(i) do Corolario 2.5
temos que ¢, < t, < 1. Dai e por item |(i) do Lema 2.6 temos que ¢/(1) < 0. Pela
Proposicio [2.3.1] temos que 0 > ¢/,(1) = I'(u)(u). Logo, u € N, por defini¢do.
Como t, < 1, temos que min{1,t,} = 1. Logo, x(u) = u.

Precisaremos também do fato de ¢; > 0. Suponha por absurdo que ¢; < 0.
Entdo, pela definicdo de ¢;, temos que v;0(I°) > 1. Mas, pela Proposicio (veja
pagina , temos que y;0(1°) = 0, o que & um absurdo. Logo, ¢; > 0.

Sejam U = I°e V = (). Como I é continua e par, temos que U = I° € A e, por
vacuidade, V' também estd em A. Além disso, I° = U UV e, como ¢ € (¢, i/I\l/f I)e

¢1 > 0, temos que ¢ > 0 e, portanto, I° C I =UUV. Como y é impar e continua e
X|jo = id, temos que U e V formam uma cobertura de /¢ relativa a I°. Alem disso,
como () = 0, temos que o género dessa cobertura ¢ 0. Logo, pela defini¢ao de
género relativo, temos que 70 (1) = 0, o que contraria o fato de ¢ > ¢; e a defini¢do
de ¢;. Logo, ¢; > ijr\l/f[.
Vamos agora mostrar que ¢; < inf /. Como ja mostramos que inf I = inf  sup [I(tu),
N N ueX\{0} ¢£(0,00)

¢ equivalente mostrar que ¢; < inf = sup I(tu). Como ja observado anterior-

weX\{0} 1e(0.00)

mente, basta mostrar que ¢; < inf sup I (tu).
ueX teR
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Seja ug € Xe podemos supor, sem perda de generalidade, que l|luo|| = 1. Como
up foi escolhido arbitrariamente em X, basta mostrar que ¢; < sup I(tug) e, pela
teR

definicdo de ¢y, isso seguira imediatamente se mostrarmos que ~yyo(I5WPrer [(tu0)) > 7.
Como {tug € X |t € R} U I° c [*"Peer!lt0) (pois j4 vimos que [¥WPrerl(tw0) > ()
temos, pela Corolario (veja péagina , que ypo({tug € X |t € R}UI’) <
o (I8WPrer 1tw0)y - Aggim | precisamos apenas mostrar que vo({tug € X | t € R} U
1% > 1.

Suponha entdo por absurdo que vpo({tug € X | t € R} U I’) = 0. Entdo
U= {tug€ X |t € R}UI"eV = 0 na definicio de género relativo, ja que @) ¢ o
tinico conjunto com género de Krasnoselskii nulo. Além disso, existe x : {tuy € X |
t € RYUI? — I' impar e continua tal que x(u) = u para todo u € I°.

Defina a : (0,00) — (0,00);a(t) = ||x(tup)||. Como x e ||-|| sdo continuas, «
também o é.

Como uy € X, temos que ¢u, satisfaz o item |(1) do Corolario 2.5L Logo, existe
theg € (tug.0,00) tal que ¢y, (they) < 0, isto &, e up € I°. Dessa forma, a(tpegto) =
|tnegtioll = |t|. Por outro lado, «(0) = 0, pois 0 € I°. Da continuidade de «
e do teorema do valor intermediario, temos que existe tg € (0,,,) tal que R =
a(tr) = ||x(tguo)||, onde R ¢ como em Lema [2.5] Mas dai, pelo Lema temos
que I(x(truo)) > 0, o que significa que x(tzug) & I°, o que é um absurdo.

Segue entao que ¢; < ijr\lffl e, consequentemente, que ¢; = i?/f 1.

4.3 Os conjuntos K. e A_,

O conjunto K. é o conjunto dos pontos criticos de I no nivel c.
Notagdo. K. :={ue X | I'(u) =0,1(u) = ¢}, onde ¢ € (0,00).

J& o conjunto A, , é a intersegao de X com a unido das bolas (em H'(R?)) com
centro em K. e raio p.

Notagao. A., = {u e X |||lu—v| < p para algum v € K.}, onde ¢, p € (0, 00).

Queremos mostrar que os conjuntos A., estdo em A, ou seja, que eles sdo si-
métricos e fechados. Para mostrar que eles sao simétricos, precisaremos primeiro
mostrar que os conjuntos K. sao simétricos.

Proposicao 4.3.1. Sejam c € (0,00). Entao K. é simétrico.

Demonstracao. Seja u € K..
Pela definicao de I, temos que

1 1 b
(=) = 3ll=ulP + Vo) = 2=l

Por propriedades da norma, concluimos que

1 1 b
(=) = 5l =l + JVo(-w) = | -ulf

1, ., 1 b
= —|ul|® + =Vo(—u) — =||ul.
Sl + J¥o(-0) 2]l
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Pela definicao de V4, vale que

I(—u) = 5 lull® + TVo(~ >—9||—||p
2 o 2 T _é U P _—
= 2l + //1 (|2 = (=) (o) dedy — [l
=gl 5 [ [ tntle = sy ddy — 2 Jul; =

1 1 b
= 3l + V4w = el = 1(w.
Como u € K., temos, pela definicao de K., que I(u) = ¢. Dai, inferimos que
I(—u) =1(u) =

Seja v € X. Pelo Corolario 2.3] deduzimos que

I'(—u)v = (—u,v) + iVo/(—u)v — b/|—u|p_2(—u)v dx

RQ

— (o) + W (0 = b [P o do.

Pelo Corolario inferimos que
I'(—u)v =
= (—u,v) + - Vg U—b/|u]”2 w)vdr =

— o)+ gt [ [inle = w0 dedy - b [l (-uds -

= (~u,v) + 14 / / In(| — [ (2)(~u)(w)o(y) dz dy — b / P (—u)o da.

Pela linearidade da integral e do produto interno, concluimos que

I'(—u)v =

—(uo)+ 54 [ [ (e = D@ -u) @ dedy ~ b [lup-uods =
= —(u,v) — Zllll//ln(\x —y)u?(z)u(y)v(y) de dy + b/|u|p2uv dx =

=— | (u,v) + ;14//ln(|x — yNu (@) u(y)v(y) do dy — b/|u|p_2uv dx

Pelo Corolario inferimos que
I'(—u)v =
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=—| (u,v) + i4//1n(|x —yu?(z)u(y)v(y) dr dy — b/|u|p2uv de | =

R2 R2

1
=— | (u,v) + ZVOI(U)(U) - b/|u|p_2uv dx
R2

Pelo Corolario deduzimos que

I'(—u)v =
1
=— | (u,v) + ZVQ/(U)U — b/|u|p_2uv dr | =
R2

= —I"(u)v.

Como u € K., temos, pela definicao de K., que I'(u) = 0. Dessa forma, concluimos
que I'(u)v = 0, ou seja,

I'(—u)v = =I'(u)v = 0.

Entao, inferimos que —u € K..
m

Mostrado que os conjuntos K. sdo simétricos, podemos concluir que os conjuntos
C b
A, , também o sdo. De fato, esse é o proximo resultado.

Proposicao 4.3.2. Sejam ¢, p € (0,00). Entao A., é simétrico.

Demonstracao. Seja u € A.,. Entao, pela definicao de A, ,, existe v € K, tal que
lu = < p.

Logo, pela Proposicao [4.3.1] concluimos que —v € K..

Como —u € X e

[(=w) = (=0l = l[mu+ vl = [l = ull = lu = v]| < p,

inferimos que —u € A, .

]

No que segue, mostraremos a invariancia dos conjuntos K. e A, , por translagoes
por elementos de Z*. A principal (mas ndo tnica) utilidade dessas invariancias sera
mostrar que A., ¢ fechado.

Proposicao 4.3.3. Sejam c € (0,00), u € K. e z € Z*. Entdouor, € K..
Demonstracao. Pela Proposicao |3.1.5e como u € K., concluimos que
I(uot,) =1I(u) =c.
Seja v € X. Pelo Corolario 2.3] inferimos que

1
I'(uot,)v={(uor,,v)+ ZVO,(U o T, )V — b/|u o TIP3 (uo T )vdz.

RQ
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Pela defini¢ao de (-, ), temos que

<UOTZ,U> :/V(UOTz)’Vvdilf-l—/a[UOTz]vdx.
R2

R2

Pela definicao de 7, vale que

(uoT,,v) :/V(uOTZ)-Vvdm—i—/a[uorz]vdx
R2

R2

:/(VUOTZ)-Vvda:—l—/a[uorz]vdx

= /(Vu oT)(x) - Vu(z)dr + /a(x)[u o7, |(z)v(x)dr =

RQ

- /VU(TZ(:L"))-VU(:E) d$+/a(l’)u(Tz(x>)v(x> dr —

RQ

= /Vu(x —2) - Vou(x)dr + /a(w)u(:ﬁ — 2)v(z) de.

RQ

Fazendo a mudanca de variavel y = x — z, deduzimos que

(uoT,v) = /Vu(x —z) - Vo(x) dr + /a(x)u(x — z)v(x) dz

= /Vu(y) Vu(y +z)dy + /a(y + 2)u(y)o(y + 2) dy.

Como a é Z*-periddica, concluimos que

(uoTt,,v)= /Vu(y) -Vo(y + 2z)dy + / a(y + 2)u(y)v(y + 2) dy

- / Va(y) - Voly +2)dy + / a(y)u(y)oly + =) dy.

Pela definicao de 7_,, temos que

(uor,v)= /VU(y) -Vu(y + 2) dy + /a(y)U(y)v(y + z) dy

]RQ

- / Valy) - Voly — (—2))dy + / a(y)u(y)oly — (—2)) dy =

= / Vu(y) - Vo(r_.(y)) dy + / a(y)u(y)v(t—.(y)) dy =

:/VU'(VUOT_Z)d{L‘—f-/CLU(UOT_Z)dZ':

R2 R2
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= /Vu -V(vor_,)dx + /au(v oT_,)dx,
R2

RQ

onde renomeamos a variavel y para x nos dois ultimos passos. Pela definicao de
(-,-), vale que

(uoT,,v) :/VU-V<UOTZ)d$—|—/au(1107'z)dx

R? R?
= (u,voT1_,).

Pelo Lema [2.2] inferimos que
Vo'(uor,)v= 4//ln(|a: —y|)(uwo ) (z)(uo ) (y)v(y) dz dy.

R2 R2

Pela definicao de 7., temos que

Vo' (uo ) = 4 / / In(| — y])(u 0 72)2(x)(u o 7,) (y)o(y) dx dy

—4 / / In (|2 — ) (r. ()l (1) o(y) dic dy =
—1 / In(|z — yl)u(z — 2July — 2)o(y) de dy.

Fazendo a mudanca de variavel p = x — z, deduzimos que
Vo'(uor,)v= 4//ln(|:r; —yDuP(z — 2)uly — 2)v(y) do dy
R2 R2
=4 [ [1allto+ )~ yDehuty — (v dody.
R2 R?

Fazendo a mudanca de variavel § = y — z, concluimos que

Vo' (o )o = 4 / / In(|(p+ 2) — y)u(p)uly — 2)o(y) dpdy

_ 4//111(1@ 42— (04 2))2()ul(0)0(6 + =) dpdd
_ 4//1n(!p 2= 0= D)) u(O)0(0 + =) dpdd
_y / / In(|p — 6])u(p)u(8)v(6 + =) dp do.

Pela definicao de 7_., vale que

Vo'(uot,)v = 4//1n(|p — 0N (p)u(0)v(0 + z) dp do

R2 R2
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—4 / / In(|p — 6])u(p)u(8)0(6 — (—2)) dpdb =

R2 R2

=1 [ [n(lp = oDu2(p)ut)(w o r_2)(6) dpds

R2 R2

Pelo Corolario [2.2] inferimos que

Vo'(uor,)v=4 / / In(|p — 0))u?(p)u(@)(voT_.)(0)dpdb

— W/ (u)(vo 7).

Pela definicao de 7., temos que

Jlworp2uenyvde = [lwor)@P-*uo r)a)oe) do
- /|U(Tz(if))|p_QU(Tz(€L“))v(:L“) dx =
/\u 2P 2u(z — 2)v(z) do.

Fazendo a mudanca de variavel y = x — z, deduzimos que

/|u o [ 2(u o v do = /|u v — )P 2u(z — 2)o(z) de

R2

/ [uy) [P~ u(y)v(y + 2) dy.
Pela definicao de 7_., vale que

/|uo7'z|p UOTszZL‘—/|U NP 2u(y)v(y + 2) dy

= / lu(y) P ?u(y)o(y — (—2)) dy = / u(y) P 2uly)v(r—.(y)) dy =
N /|U<y)|”‘QU(y)(v oT_.)(y) dy = /|U|HU(U oT_.)dx,

onde renomeamos a variavel y para x no tultimo passo.
Dai e pelo Corolario [2.3] concluimos que

1
I'(uot,)v={(uor,,v)+ ZVO'(U oT,)U — b/|u o, [P 2(uor)vdr =

R2

1
= (u,voT_,)+ Z‘/O/(u)(v oT_,) — b/|u|p_2u(v oT_,)dr =
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I'(u)(vorT_,).

Como u € K., temos, pela defini¢iao de K., que I'(u) = 0, ou seja, I'(u)v = 0, para
todo v € X. Dai, inferimos que

I'(uor,)v=1I"(u)(vor_,) =0.

Dessa forma, deduzimos que u o7, € K,.
m

Proposicdo 4.3.4. Sejam c,p € (0,00), u € A., e 2 € Z*. Entio uor, € A.,.

Demonstragao. Pela definicdo de A, ,, temos que existe v € K, tal que ||u—v| < p.
Pela Proposigao [4.3.3] concluimos que v o7, € K.. Pela Proposicio (veja

pagina [144]), inferimos que

luor. —vor| =(u—-v)orl = u—uvl] <p.

Entao, deduzimos que uo 7, € A, .
m

Estamos prontos para mostrar que os conjuntos A., sao fechados e, portanto,
que eles estao em A.

Proposicao 4.3.5. Sejam ¢, p € (0,00). Entao A., é fechado em X.
Demonstragao. Seja u € X \ A.,. Vamos primeiro mostrar que inlg lu— || > p.
vELK,

Para mostrar isso, precisaremos antes mostrar que existe vy € K, tal que ||u— || =
inf ||lu—v|.
c

Considere a intersecao

ﬂ K.N B(u,r).

r>inf,c k. ||lu—v||

Como K, ¢é fechado (¢ consequéncia imediatamente do fato de I ser continua-
mente diferenciavel (pelo Corolario ) e B(u,r) é fracamente compacta, segue
que K.N B(u,r) é compacto, para todo r > 0. Além disso, B(u,r) C B(u,rs),
se rp < ry. Logo, pelo Teorema da Intersecao de Cantor, temos que a intersecao
acima ¢ nao vazia. Seja entao vy € K, pertencente a essa intersecao. Temos, por
construgdo e pela defini¢ao de inf, que Uienlg lu—2|| < JJu—wv < Uienlg ||lu—v]||. Logo,

lu = voll = inf [lu—vf.
c
Suponha agora, por absurdo, que A, nao ¢ fechado em X. Entao existem

ue X\ A, e (u,) uma sequéncia em A., tal que wu, X 4. Em particular, pela

.~ H(R?)
Proposicao [2.1.7, temos que u,, —
Como u € X \ A.,, temos que existe vy € K. tal que |ju — vg|| = infg |lu — v
vEK,

Por outro lado, temos, pela definicao de A.,, que ||lu — v|| > p, para todo v € K,
em particular para v = vy. Entao inig |lu — o] = [|Ju—vo] > p.
VELK

H(R?)
Mas, como u, — = u, temos que ||u, —vo|| = ||Ju— vyl € como u,, € A ,, temos
que ||u, — vo|| < p, 0 que é absurdo.
Portanto, A, é fechado em X.
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4.4 Um lema de deformacao

Antes de enunciarmos e provarmos o lema de deformacao, precisamos estabelecer
a notacao a seguir e provar alguns resultados.

1(\Iota)§€10. gip ={ue X ||u—-v| <9, para algum v e X \ A.,}, sendo c,p,0 €
0, 00).

Proposicdo 4.4.1. Sejam c,p € (0,00). Entdo emiste 6., € (0,00) tal que se

5 € (0,6,) entio || I'(u)||x (1+ ||ullx) > 86 para todo u € S2° satisfazendo c— 26> <

I(u) < c+25°

Demonstragdo. Suponha por absurdo que para todo 0 € (0, 00) existe ¢’ € (0,9) tal

que ||I'(u)]|x (1 + |Jullx) < 89 para algum u € Sff; satisfazendo ¢ — 26* < I(u,) <

¢ + 26%. Dessa forma, concluimos que existe &, € (0,—) tal que ||I'(u,)||x/(1 +
n

|lunl|x) < 86, para algum u,, € 5”62;” satisfazer}do c— 262 < I(u,) < c+ 202
Como u,, € Sz‘;” temos, pela definicao de Sffsp", que existe (v,) C X \ A, tal que
|tn, — vn|| < 20,.

Como 6, € (0,—), inferimos que

S|

0 < lim|/I'(un)||x/ (1 + ||Jun]|x) <1lim84, =0 e
¢ = lim(c — 202) < lim I'(u,) < lim(c + 2562) = c,

ou seja, deduzimos que lim|| I’ (u,)||x/ (1 + ||un|lx) = 0 e lim I (u,) = ¢ > 0.
Pelo Lema concluimos que existem u € X \ {0} e (z,) uma sequéncia em
Z* tais que u é ponto critico de I e, a menos de subsequéncia, u, o 7, Y Entao,
-~ e A H'(R?)
pela Proposicao [2.1.7] inferimos que, a menos de subsequéncia, u, o7, — " u
Somando e subtraindo o termo u, o7, e pela desigualdade triangular, deduzimos
que

|lvpoT., —ul| = ||vn 0Ty — Up 0 Tapy + Uy 0 To, — |

<|lvno T, —upot, ||+ ||un o, — UH

1
Pela Proposicao |A.8 (veja pagina [144) e como 6, € (0, —), concluimos que
n

|vn 072,y —ull < lvp o7, —up o7, || + [|un 0 72, — 1
= [(vn — un) o 7, || + |Jti 0 72,y — u| =
= |lvn — unl| + [Jun o 7, —ul| <

S 2571 + ||un O Ty, — u“ <

2
< — 4 ||up 0 T2, — u|.
n

.. H'(R?) . .
Passando o limite com n — oo e como u, o7,, — " u, inferimos que

. . 2
lim||v,, o 7, — u|] < lim (— + [Juy 0 T, — uH)
n
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2
lim — + lim||u, o 7., —u|| =0,
n

. . H'(R?)
ou seja, a menos de subsequéncia, v, o1, —

Suponha por absurdo que v,o7,, € A.,. Entao existe ng € N tal que vy, 0Ty, €
A.,. Pela Proposigao concluimos que v, = vp, © 7, 0T, € A, Mas
Uny € X\ Acp, isto &, v,, &€ A.p, 0 que é absurdo. Desse modo, inferimos que
Up O Ty, & Acp

Dai e pela definicao de A, ,, deduzimos que ||v, o 7,, —v|| > p para todo v € K.
Assim, concluimos que

lu = vl| = lim|jv, o 7., —v[| = p, (4.3)

para todo v € K..
Vamos agora mostrar que u € K.. Pela Proposi¢ao concluimos que I(u, o
7.,) = I(u,). Disso e pelo Corolario inferimos que

I(u) = I(limu, o7,,) =lim/I(u,o7,,)=1lml(u,) = c.

Como u é ponto critico de I, deduzimos que I'(u) = 0. Dai, concluimos que u € K..
Mas dessa forma, tomando v = u em (4.3), inferimos que

0=llu—u|>p>0,

o que é absurdo.

Precisaremos também considerar uma classe de conjuntos semelhante & S, ,.

Notagao. Sip ={u € X | |lu—-v||x <94, para algumv € X \ A.,}, sendo
¢, p, 6 € (0,00).

Observe que a Unica diferenca entre gc,p e Scp € que a norma considerada no
ultimo é a de X.

A proxima proposicao é semelhante a proposicao anterior. A tunica diferenca é
que trocamos os conjuntos S’gp pelos conjuntos Sip.

Proposicao 4.4.2. Sejam c,p € (0,00). Entao eziste o., € (0,00) tal que se
§ € (0,0.,) entao || I'(w)||x (1 +||ul|x) > 85 para todo u € Sff; satisfazendo c—26* <
I(u) < c+ 26°.

Demonstragao. Seja d., como na Proposicao e sejam ¢ € (0,min{1,0.,}) e
u € Sff;, com u satisfazendo ¢ — 26% < I(u) < ¢ + 25°.

Como u € Sczv‘;,
lv —v]x <.

Pela definicao de ||-||x, como normas sdo positivas e como ¢ € (0, min{1,d.,}),

concluimos que

temos, pela definicao de Sffiﬁ que existe v € X \ A., tal que

lu = vll* < flu = ol* + [lu = v[f = flu — vk <6 < 0.

Entao, inferimos que u € S'Z‘;. Desse modo, pelo resultado anterior, deduzimos
que [[1'(u)[[x (1 + [Jullx) = 86.
m
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Estamos agora preparados para demonstrar o lema de deformacao.

Lema 4.3. Seja ¢,p € (0,00). Entao existem €., € (0,00) e ¢ : [°Tr \ A, , —
I %» continua e impar tal que V|, =id e 10 C JeCer,

Demonstragdo. Seja d,. € (0,00) como na Proposi¢ao d € (0,0.,) tal que
c
6 < =,
2
Defina e = 6°.

Pelo resultado da pagina 38 de [25], existe n : [0,1] x X — X continua tal que:
(i) n(t,u) =u, se t =0 ouu & I *([c— 26 ¢+ 2¢]) N Sys;
(i) (1, I N (X \ A.p)) C 75

Além disso, como I ¢ par (pela Proposigao [3.1.6), é possivel (ver pagina 82 [3])
modificar a demonstragao do resultado acima e adicionar:

(iii) n(t,—u) = —n(t,u), para todo t € [0,1] e u € X.

Considere entdo a fungio ¢ : I°7°\ A., = I ¢(u) = n(1,u). Observe que
o item (ii) & equivalente & n(1,1°7°\ A.,) C I°°°, o que significa que 1 estd bem
definida. Como 7 é continua, ¢ também o é e, pelo item (iii), ¢ é impar. Além
disso, como € = 6% < E, temos que 0 & [c— 2¢, ¢+ 2¢], donde temos que I° NI~ ([c—

2¢, ¢ + 2¢]) = (. Dai e pelo item (i), temos que ¢|;0 = id e, portanto, ¢ é a fungao
desejada.
L]

A primeira, e principal, utilidade do lema de deformagao acima é mostrar que os
valores ¢; sao valores criticos do funcional 1.

Corolario 4.2. Seja k € N. Entao ¢ € valor critico do funcional I.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que para todo u € X satisfazendo I'(u) = 0,
temos que I(u) # ¢y.

Sejam p., € (0,00) como no Lema [d.3)e p € (0, pe, ).

Pela definigao de K., , vale que K, = (. Dai e pela defini¢ao de A, ,, temos
que A, , = 0. Disso e pelo Lema concluimos que existem € = ¢, , € (0,00) e
¢ : I — %~ continua e impar tal que ¢|;, = id. Com isso e pela Proposi(;éo
(veja pagina [151)), inferimos que ~7o(I4T) < o (I%7°).

Como ¢ — € < ¢; + €, deduzimos que 1%~ C I*"¢, Dai e pelo Corolario
(veja pagina [152), concluimos que ;o (%) < ypo(I4F).

Das duas desigualdades anteriores, inferimos que 7o (I%~) = 70 (I*%€). Mas,
pela defini¢ao de ¢, deduzimos que Yo (I**) > k e que v (I °) < k, o que é
absurdo.

Logo, ¢ ¢ valor critico do funcional 1.
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4.5 Os conjuntos K’ e Agp

Definigdo. Seja 5 : L*(R?) \ {0} — R?. Dizemos que 3 é um mapa baricentro
generalizado se [ for continua, par e satisfaz

Bluor,) =r+p(u), (4.4)
para todos u € L*(R?)\ {0}, € R?.

O proximo resultado garante que existe pelo menos um mapa baricentro genera-
lizado.

Proposicao 4.5.1. Ezxiste um mapa baricentro generalizado.

Demonstra¢ao. Uma prova desse resultado pode ser encontrada em |[5].
m

Até o fim dessa secao, assumimos que S é um mapa baricentro generalizado
qualquer.

De posse da nocao de mapa baricentro generalizado, introduzimos o seguinte
conjunto, que é um anélogo do conjunto K..

Notagdo. Seja ¢ € (0,00). Considere KP = K.N 37 ([—4,4]%).

A primeira grande utilidade do mapa baricentro generalizado é nos proporcionar
um subconjunto compacto (em X) de K. nao trivial. De fato, esse é o proximo
resultado.

Proposicio 4.5.2. Seja c € (0,00). Entio K? ¢ compacto em X.

Demonstragio. Seja (u,) uma sequéncia em K?. Pela definicio de K”, temos que
u, € K.. Dai e pela definigao de K., vale que I(u,) =ce I'(u,) = 0.
Pelo Lema concluimos que existem u € X \ {0} e (z,) uma sequéncia em Z?

tais que u é ponto critico de I, a menos de subsequéncia, u, o 7, X
Como, pela Proposicio 2.1.7, X — H'(R?*) — L*(R?), deduzimos que u, o

L%(R?) L~ . N .
7., — u. Como u é nado nulo, existe uma subsequéncia de (u, o 7,,) (que ainda

chamaremos de (u, o 7,,)) tal que u, o, # 0.
Pela definicao de mapa baricentro generalizado, temos que

Bty 01,,) = 2zn + Buy).

L2(R?) . . . , )
Como u,o7,, —  wue,peladefinicao de mapa baricentro generalizado, /3 é continuo,
concluimos que

B(u) = lim B(u, o7,,) = lim(z, + B(u,)) = lim z,, + lim B(u,).

Como (u,) é uma sequéncia em K’ e pela definicio de K7, vale que (8(uy,)) é uma
sequéncia em [—4,4]%. Como [—4,4]* é compacto em R?, inferimos que, a menos de

subsequéncia, existe r € [—4,4] tal que 5(u,) — r. Assim, deduzimos que

f(u) = lim 2z, + lim 8(u,,) = lim z,, + r,
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ou seja,
lim z, = B(u) — .

Defina z :== B(u) — 7. Como (z,) é uma sequéncia em Z* convergente para z e
72 é um subespaco fechado de R?, segue que z € Z>.

Como a topologia induzida de Z? é discreta, concluimos que existe ng € N tal
que z, = z, para todo n € N satisfazendo n > ny.

Vamos mostrar que

|lwn, —uor_, ||x — 0. (4.5)

Pela defini¢ao de [|-||., temos que

It —wor s |2 = /ln(l ) — wo 7. )2(x) da.

RQ

Pela definicao de 7_, , vale que

lin — w07 |2 = /ln(l 1)y — w0 T )2 (x) da

_ / (1 + [2]) (un(2) — ul(r—., (x)))? do =
— [ (1 4 Jol) (o) — e = (~2)))* e =
_ /ln(l 1 J2) () — w( + ) do.

Fazendo a mudanca de variaveis y = x + z,,, inferimos que

it — wo s | = / (1 + [2]) (tn(z) — e + 20))? di
- / (1 4 [y — 2al) (tn(y — 20) — u(y))* dy.

Pela definicao de 7,,, temos que

lw —wor_s, |2 = / (L + |y — 20)(tn(y — 20) — u(y))* dy
R2

- / In(1+ |y = 2a]) (un (7, (1) — u(y))* dy =
= /111(1 + Iy - Zn|)((un o Tzn)(y) _ u(y))2 dy =

R2

= /1n(1 + 1y = zul) (un © 72, — u)?(y) dy.

R2
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Pela Proposicao (veja pagina [146]), concluimos que

Jun = e [ = [ 1L+ g = 2l 0 7, — () dy
R2
< [ (14 Jgl) + a1+ ) 07, = 070
R2

Pela linearidade da integral, inferimos que

i = w0 2 < [ (14 )+ 101+ [z ) o 7, = 0P dy
— [ W+ e o, — 0?) dy
+ /ln(l 20 (U 0 7o, — u)?(y) dy =
— [ W+ e o, — 0?o) dy
+ (1 + |20]) /(un o — u)(y)dy.

Pelas defini¢oes de ||-||. e ||-]|2, vale que

fum —wor o |P < / (1 + [y])(un 0 7, — u)*(y) dy
RQ
FIn(1 4 ) / (0 72, —u)2(y) dy
RZ
= Hun 0Tz — UHE + ln(l + |Zn|>||un O Tz, — u”%

Pela definicao de ||-||x, temos que

Jun —uo T—anz < lup o, — u”i +In(1 + [z,])[|un 0 72, — u”%
< (lun o 7 = ull® + flup 0 72, = ulf?)
+ (1 + |2 )(IV (w0 72y = w3 + [l 0 72y — wlf3) =
= llu o 7y = ulli + (1 + [z )|V (un 0 72, — )3

+ |lup 0 7, — qu)
Pela Proposicao (veja pagina [137)), deduzimos que existe C € (0, 00) tal que

||un _UOT—anQ S
< un © 72 = ull % + (1 + [2a])([V (un 0 72y — )13 + [ 0 72, — u]3)

<|lup o, — uH%( + CIn(1 + |z ) |Jup 0 72, — uH2
Como normas sdo positivas e pela defini¢ao de ||-||x, vale que

|tun —uoT_, ”2 <
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<|lup o, — u”%( + CIn(l + [z,|)|lup o 7, — U||2

< |lupo, — UH%( + Cln(1 + [z.])(lun 0 7, — u||2 + |lup 0 7, — u||3) =
= |Jun o 7., — ullx + CIn(1 + [2])[Jun © 72, — ul) =

= (1+Chn(1 + |z.)||tt 0 T2, — ul%).

. . X
Dai, como z, = z para todo n € N satisfazendo n > ng, como u, o 7., — u e pela
linearidade do limite, concluimos que

lim|lu, —uwor_, ||« <lm(1l+1In(1+ |z,]))||wn o T2, — ullx
= lim(1 + In(1 + |z,|)) lim||u, o 7., — u||x

= (14 In(1+ |z|)) lim||u, o 7., — ul||x = 0.

H(R?) - e X
Como u, o71,, — wu e pela Proposicao [2.1.7, inferimos que w, o 7., — u, ou

seja, ||up, —uoT_, || — 0.
Pela definigao de ||-||x e pela Proposicao (veja pagina , deduzimos que

|un —uoT . |lx = lup —uwor ||+ [Juy —uoT_, .
= H(un —UO0T )0 Tan + Hun —uo sznH* =
= lupot, —uor_, o, [+ |un —uoT_ |, =

= |lun o 7o —ul| + Jup —uoT., s,

ou seja,

)

= lim||u,, o 7, — ul|| + lim|ju,, —uwo7_, |+ =0,

llm”un —uo T_Zn X = ]'lm(”un o Tzn - u” + ||un —Uuo T_Zn

ou ainda, vale (4.5)).
Pela desigualdade triangular, concluimos que

|y —uwor_,||x =||up —uor_, +uor_, —uot_.|x

<||up —uwot_, ||x+|uor_,, —uot_,|x.
Como z, = z para todo n € N satisfazendo n > ng, inferimos que
lim|uoT_,, —uoT_.||x =|uoT_, —uor_.|[x =0.
Dessa forma, deduzimos que
lim||u, —uwo7_.||x <lm(||lu, —uoT_, ||x+|luoT_., —uo7t_.|x)

— limflu, —wo ., x +limluor,, —uor|x =0,

ou seja, Uy X uo T ,.

Além disso, como u € K. e pela Proposicao [4.3.3] concluimos que uo7_, € K. e
como [ é continua inferimos que S(uo7_,) = lim f(u,) € [—4,4]. Entdo, uo7_, €
K5

Desse modo, K” é compacto em X.

O

O resultado acima tem trés corolarios importantes que mostraremos a seguir.
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Corolario 4.3. Seja c € (0,00). Entio K € A.

Demonstragdo. A simetria de K decorre diretamente da Proposigio e como,
pela Proposicao , Kf é compacto em X, entao ele também sera fechado em X.
O

Corolario 4.4. Seja c € (0,00). Entio K é compacto em H'(R?).

Demonstragdo. Seja (u,) uma sequéncia em K. Pela Proposicio [4.5.2] concluimos
que existem u € K? e uma subsequéncia de (u,) (que ainda chamaremos de (u,))

). Logo, K’

. . . . H1(R?
tais que u, X u. Dai e pela Proposicao [2.1.7, inferimos que u,, L)
é compacto em H'(R?).

[
Corolario 4.5. Seja ¢ € (0,00). Entio v(K?) < co.

Demonstracao. Suponha por absurdo que 0 € Kf. Entao, pela definicao e Kf,
temos que 0 € K.. Assim, pela definicdo de K., vale que I(0) = ¢ > 0, o que é
absurdo.

Como 0 ¢ Kf e, pela Proposicao ’m‘, Kf é compacto em X, concluimos, pelo

item |(iii) da proposicio D.2(veja pagina 149)| que v(K?) < co.

O
Consideraremos agora uma classe de conjuntos semelhante a A .

Notagao. Agp = {u € H'(R?) | ||u—v| < p para algum v € KP}, onde c,p €
(0, 00).

Imediatamente vamos verificar que Aﬁ , € Aeque A,g , € Z2-invariante.
Proposigao 4.5.3. Sejam c,p € (0,00). Entio AJ, € A.

Demonstracao. Seja u € Agp. Entao, pela defini¢cao de Agp, existe v € Kf tal que
[u— v < p.

Como v € K”, temos, pela definicio de K? que v € K, e v € B71([~4,4)]),
isto é, B(v) € [~4,4]%2. Como, pela definicio de mapa baricentro generalizado, 3
é par, temos que B(—v) = B(v) € [~4,4)%, ou seja, —v € B1([—4,4]*). Além
disso, como, pela Proposicao K. & simétrico, temos que —v € K. Logo,
—v e KP = K.n B~ ([—4,4]).

Como —u € X e

I(=w) = (=)l = l[mu+ vl = [lo = ull = lu = v]| < p,

inferimos que —u € Af, o
A demonstracao de que Agp é fechado é idéntica a de que A, , é fechada (confira

Proposicao , onde usamos que Kf é fechado em X (pois, pela Proposicao m
ele é compacto em X) no lugar de K, ser fechado.
O

Vamos agora mostrar que, escolhendo corretamente o valor de p, conseguimos
. . ~ 6 A B
limitar o género de A, ) pelo género de K.
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Proposicao 4.5.4. Seja ¢ € (0,00). FEntao ezxiste p € (0,00) tal que W(Agp) <
1(KD).

Demonstracao. Se V(Kﬁ) = 0, entao, pela definicao de v, temos que Kﬁ (. Dai,
pela definicao de Acp, vale que Ac’p = (). Dessa forma, pela definicao de v, temos
que fy(Aﬁ ) = 0. Entao, vale a proposicao.

Suponha entdo, sem perda de generalidade, que y(K?) > 0.

Desse modo, pelo Corolario e pela definicao de ~ , concluimos que existe

k € N tal que v(K?) =k, ou seja, existe h : K7 — R*\ {0} impar e continua (em

X).
Suponha por absurdo que h ndo é continua em H'(R?). Entdo existem u € Kﬁ
, H(R2
e (u,) uma sequéncia em K? tal que u,, & 4 mas h(u,) 4 h(u).
Assim, concluimos que existe uma subsequenc1a de (u,) (que ainda chamaremos

de (u,)) cujas subsequéncias nio satisfazem h(u) — h(u). Como K? é compacto

em X, inferimos que existem @& € K’ e mais uma subsequéncia de (u,) (que ainda
~ . . H!(R?
chamaremos de (u,,)) tal que u, X ii. Pela Proposicao|2.1.7, deduzimos que u,, L> )

u. Dali, pela unicidade do limite, concluimos que @ = u. Como h é continua em

X e como u, - 1, inferimos que h(u,) — h(u), o que é absurdo. Dessa forma,
deduzimos que h é continua em H'(R?). ) .
Pelo Corolario concluimos que existe h : H'(R?) — R¥; tal que h é impar,
continua em H'(R?) e satisfaz fz‘ , = h. Entéo, inferimos que
K

c

(K7) = h(K7) c R*\ {0},

K?

ou seJa {0} n h(K?) = 0, ou ainda, h~*({0}) N [N(f = (. Como {0} é fechado
em R¥ e h ¢ continua em H'(R?), concluimos que h~'({0}) é fechado em H'(R?).
Pelo Corolario e pelo fato de que a distancia entre dois conjuntos disjuntos, um

compacto e um fechado é nao nula, inferimos que d(h~*({0}), K?) > 0.
Defina

d(h~'({0}), K7)
2

Suponha por absurdo que existe u € Af,p tal que iL(u) =0, ou seja, u € ﬁ_l({O}).
Pela definicao de A

p = > 0.

temos que existe v € Kf tal que

d(h~'({0}), K7)
5 .

c,p?

d(u,v) = [lu —v|| < p =

Dai e pela definicao de distancia entre conjuntos, vale que

1701, 162) < d, ) < WONKD)

0 que é absurdo. Desse modo, deduzimos que h(u) # 0 para todo u € Af’p
Defina h : A® — R \ {O},h( ) = h(u). Temos que h estd bem definida

C,p - ~
pois Ac’p C H'(R?) e h(u) # 0 para todo u € Af’p. Como h é impar e continua,

concluimos que hé impar e continua.
Disso e pela definigao de género, inferimos que V(Af’p) <k =n~(KP).
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4.6 Uma limitagao para vy(A.,)

Para simplificar a notagao de objetos que virao a seguir, considere as seguintes
constantes de R2.

Notagao. Para i,j € {0,1}, sejam a;; = (%, %) e R%

Os seguintes conjuntos terao um papel crucial na demonstracao da limitagao de
V(Acyp)-

Notagao. Sejam L = {u € L2(RH\ {0} | |B(w) — |B(w)]]max < %} eti,j€40,1},

sendo |-] como no apéndice [F} Considere o conjunto Li; = {uo, | u € L}.
Observe que Loy = L.

De fato, o espaco L*(R?) esta contido em sua unido.

Proposigao 4.6.1. L*(R?)\ {0} C U Li;.
i,j€{0,1}

Demonstragio. Seja u € L*(R?)\ {0}.
Como o contradominio de 3 é R?, podemos denotar por 3; e 35 as projecdes de
B. E o que faremos & seguir.

Entdo |5(u) = [5(w)][max = max{f(u) = [F1(u)], Ba(u) = [F2(u)]}. Vamos con-

siderar 4 casos:

() Suponha que 6i(u) — [Au(u)] < 5 e ) — [Balu)] < 5.

Assim, concluimos que [B(u) — |B(u)||max = max{fi(u) — |f1(u)], Ba(u) —
| Bo(u)]} < % Dai, inferimos que u € L = Ly C U Lij.
i,7€{0,1}

DO | —

" 1
(ii) Suponha que fi(u) — [Bi(u)] = 5 e Fa(u) = [Ba(u)] <
Como  é um mapa baricentro generalizado, temos que

B(uoTa0) = [B(t 0T a0)]Imax = [(—a1,0 + B(u)) = | =ar0 + 5(w)]max

= 1=(5:0)+ B1) — L~(5,0) + B b

= 1(=5:0) + B() = L(~5:0) + B0)] s

= max{fa(u) = 5 = [6a(w) = 5. Bolw) = Batu)]}.

1
Como Sy (u) — [fr(u)| > Y deduzimos, pela Proposigao |E.3[ (veja pagina [155]),

1 1 1 .,
que [y(u) — 5 | B1(u) — §J < 3" Como, por hipotese, Ba(u) — |fo(u)] <
5+ conchuimos que |50, — [B(u 0 7ay) e = max{y + Giw) — 5 +
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1
Br(u)], Ba(u) — | B2(u)]} < 5 Dai e pela definicdo de L, inferimos que u o
T_a1 € L.

Disso e pela definicao de Ly, deduzimos que u = [uo Tuof_al_o]TuOTal , ELioC
U L
1,j€{0,1}
1
(iit) Bi(u) = [Ar(w)] < 5 e Bolu) = [Ba(u)] = 5.
Esse caso ¢ exatamente analogo ao caso anterior, exceto que trocamos a o por
apy e que u € Ly C U L;;.
i,j€{0,1}
. 1
(V) Bi(u) = [Bi(w)] = 5 e Balu) = [B2(w)] 2 5
Esse caso é exatamente andlogo ao caso anterior, exceto que trocamos ag; por

aiq e que u € L1,1 C U Lm‘.
i,j€{0,1}

Como em todos os casos temos que u € U L; j, vale o resultado.
i,j€{0,1}
O

As seguintes fungoes também serao indispensaveis para demonstrar a limitacao
de y(Ae,p).

Notagao. Sejam h : L — L;h(u) = wo 7_|gw) € i,j € {0,1}. Considere h;; :
Lij — Lij;hij(u) = [MuoT_q, )] 07Ta,,.

Para mostrar que h;; estd sempre bem definido, precisamos mostrar que L é
invariante por translacoes por elementos de Z2.

Proposicao 4.6.2. Sejamu € L e z = (21, 2) € Z*. EntiouoT, € L.

Demonstracao. Como [ é um mapa baricentro generalizado, temos que

|B(u) = |B(wo 72) ] max = lg + B(u) — [(z + B(w))] [max-

Como q € Z?, vale que |z + B(u)| = z+ |B(u)]. Dai e como u € L, concluimos que

|B(uo7:) = [B(uo 7o) f|max = |2+ B(u) = [(2 + ()] lmax
=lz+6(u) - (z+ L(U)J)\maxz
=24 Bw) = 2 = [B()]|max

]

= 18(w) - B(u >J\max_;

o que implica que uo 7, € L.

Com o resultado anterior, mostraremos que h; ; estd sempre bem definido.

Proposicao 4.6.3. Sejai,j € {0,1}. Entdo h;; estd bem definido.
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Demonstra¢ao. Para u € L, temos que —|f]u € 7Z?. Dessa forma, pela Proposi-
cao concluimos que h(L) € L. Desta forma, h esta bem definido.

Seja u € L; ;. Como o dominio de h é L, precisamos mostrar que u o 7_,, ; € L.
Pela definigdo de L; ;, temos que existe u' € L tal que u = u' o Ta; ;- Desse modo,
deduzimos que wo 1, = [u' o7, ] o7, = u € L. Além disso, precisamos
mostrar que h; j(u) € L; ;. Como o dominio de h é L, concluimos que h((—a; ;) € L.
Assim, pela definicao de h;; e de L;;, vale que h;;(u) = [h(uo T_q, ;)] 0Ty, ; € L.
Concluimos entao que h; ; estd sempre bem definido.

m

No que segue, queremos mostrar que h; ; satisfazem certas propriedades. Divi-
diremos essa demonstracao em duas partes: primeiro mostraremos que h satisfaz
essas condigoes e depois estenderemos elas a h; ;.

Proposicao 4.6.4. Sejam uw € L e z € Z. FEntao h é uma isometria impar que
satisfaz h(uoT,) = h(u).

Demonstracao. Pela Proposicao (veja pagina [144)), concluimos que
[h(u)|| = [lwo 7— @yl = [lull,

ou seja, h é uma isometria.
Como f é par, inferimos que

h(—u) = (—u) o 7_|g(—u)) = (—u) 0 T_|5(u))

= —(u(z — (=[BW)]))) = —u o5 = —h(u),

ou seja, h é impar.
Seja z € Z*. Como $ é um mapa baricentro generalizado, deduzimos que

huot.) =[uot.]oT |guor) = [UoT] 0T |2ipw)
=[uoT]oT yipw)) = [uoT]oT .|

= [uoT](z - (—»Z — [B(w)])) = [uoT]
=u(x+z+ |Bu)] —z) =u(z+ [Bu)

=u(r — (= [Bw)])) = uo T |pw) = h(u),

ou seja,
h(uoT,) = h(u).
O

Proposicao 4.6.5. Sejai,j € {0,1}, we€ L, e z € Z. Entdo h;; é uma isometria
impar que satisfaz h; j(uoT,) = h; ;(u).

Demonstracao. Pelas Proposicoes e [A.8] concluimos que

1 g ()l = l[h(w o T, ;)] © Ty |
= [[h(uwo 7o, )l = [IA(u)]| = llull,

ou seja, h;; € uma isometria.
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Pela Proposicao inferimos que
hij(—u) = [h((=u) 0 7—a, ) © Ta, ; = [M(—u(z — (=ai;)))] 0 T, ,

= [A(—(uo Ty, ]))] O Tq;; = [—h(uo T—azj)] © Tay
[=h(uo T—g,)l(z — aij) = =[h(uo 7, )z — ai;)
= —[h(uoty, )] oTs,) = —hij(u)

ou seja, h;; é impar.
Como composicao de translacoes é comutativa e pela Proposicao deduzimos
que
hij(uo,) =[h((uot.)orq, )] o7, = [M(uoT,,) o) 0T,
= [h(uoTq, ;)] 0 Tay,; = hij(u).
m
O proximo resultado sera usado para obter uma subsequéncia convergente de
uma sequencia da forma (5(h; ;(u,))).
Proposicao 4.6.6. Sejai,j € {0,1} e w € L, ;. Entao f(h;;(u)) € [0,2].
Demonstracao. Temos que
B(hi;j(u)) = B(h(uoTq, ;)0 T, )
= Qi + 6(]1(’& © T_ai,j))
= Q5 + ﬂ((u © T_ai,j) O T—|B(uot_a, ])J) =
= alv] + (_L/B(uo TfC’l'L])J) +/6(UOT7(11]>
=aij — [BluoT g )|+ P(uoT,,) =
=aij — [—ai; + B(u)] — ai; + Blu) =
= Bu) — [B(u) — ai .
Entao, pela Proposicao (veja pagina , concluimos que
0 < [B(hij(w)lmax = |8(u) = [B(u) = @ij]|max < 2.

]

Os conjuntos a seguir também serao importantes para demonstrar a limitacao

de v(Ac,p)-

Notacao. Sejam i,j € {O 1}, ¢ € (0,00) e p como na Proposi¢ao[{.5.4 Considere
o conjunto Aj; = h;; (A N L; ;).

Precisaremos do resultados a seguir para analisar mais propriedades de A7,
Proposicao 4.6.7. Sejam i,j € {0,1}. Entao L;; € simétrico.
Demonstragdao. Seja v € L;j;. Entao, existe u € L tal que v = v o7, . Pela

1
defini¢ao de L, temos que |5(u) — | B(u)]|max < o Como f é um mapa baricentro

generalizado, concluimos que [ é par. Dai, inferimos que

|B(—u) = [B(=w)]|max = [B(u) = [B(4)]max <

ou seja, —u € L. Entdo —v = (—u) o7, ; € L.

[\DI»—t
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Proposicao 4.6.8. Sejam i,j € {0,1} e c € (0,00). Entio A7, € A.

Demonstragao. Seja v € Af;. Entao, por definigdo, existe u € Af,ﬁ N L;; tal que
h; j(u) = v. Pelas Proposigoes 4.5.3| e 4.6.7|, temos que —u € Afﬁ N L;;. Além

)

disso, pela Proposicao [4.6.5 h; ; é impar, ou seja, h; j(—u) = —h; ;(u) = —v. Dali,

concluimos da definigao de A7, que —u € A7, isto é, A7, é simétrico.
Como, pela Proposicao , Af,ﬁ é fechado, temos que Agﬁ N L;; é fechado na

topologia induzida em L; ;. Como h; ; é continua, concluimos que A7 ; = hml(Agﬁ N
L, ;) é fechado.

]
Vamos enfim mostrar a limitacao de vA. .

Lema 4.4. Seja ¢ € (0,00). Entao eziste p. € (0,00) tal que y(A.,) < oo, para
todo p € (0, p.).
11
Demonstracao. Seja A = U U AL
i=0j=0
Vamos primeiro mostrar que existe p. € (0, 00) tal que Afyp C A, parap € (0, p).
1
Suponha por absurdo que para todo n € N, existe p, € (0,—) tal que Acﬁp ¢ A.
n "WPn

Entao, existe u,, € Agpn tal que u,, € A. Sem perda de generalidade, podemos supor
que u, € Loyo.

C,pn?
Considere entao i, = ty, © T_|3(s,)| € Un = Un © T_|B(v,)|- Lela Proposi¢ao
temos que u, € Loo e, pela Proposicao temos que v, € K.. Pela Proposi-

1
Pela definicio de A? | temos que existe v, € K7 tal que |Ju, — v,|| < pn < —.
n

¢ao [A.8] (veja pagina [144), temos que |Gy, — Uy|| = [|un — va]] < —. Além disso, pelo
n

fato de 8 ser um mapa baricentro generalizado, temos que
B(n) = B(vn © T 8(wn))) = B(vn) — [B(vn)].

Dai e pela Proposicao (veja pagina [153)), temos que 5(9,) € [0, 1]%. Dai, conclui-
mos que (¥,) é uma sequéncia em K”. Como, pelo Corolario 4.4, K” & compacto
em H'(R?), temos que existem v € K” e uma subsequéncia de (7,) (que ainda

- . HY(R? .
chamaremos de (7,,)) tal que v, 59 0. Além disso, como /3 é continua, temos que
Blv) € 0,1

Pela desigualdade triangular, vale que
[@n, — || = |in — D0 + Tn — 0| < ||t — Tal| + ([T — 0]
_ 1L H'(®?) o : :
Como ||@, — 0,]| < — e 0, — " v, o lado direito dessa desigualdade vai para zero
n

. . HI(R?) , , . . .
quando n — 0o, 0 que significa que w, — ~v. Como [ é continua, isso implica

que existe ng € N tal que B(@,) € [—2,2]?, para todo n € N satisfazendo n > ny.

Defina wy, :== 0, o 7_|g(a,)|- Pela Proposicao e pelo fato dos elementos de
(w,,) serem translacoes dos elementos de (v,,) (que estao em K..), temos que w,, € K..
Além disso, pelo fato de § ser um mapa baricentro generalizado, temos que

B(wy,) = B(0n o T—LB(%)J) = B(n) — [B(@n)]
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Pelos resultados dos paragrafos anteriores temos, se n € N satisfaz n > ng, que
B(w,) € [—4,4])%. Tsso significa que w, € K, para n grande o suficiente.
Observe que, como @, € Ly, podemos calcular hgo(@,). Entdo, pelas definigoes

de hgp e w, e pela Proposicao (veja pagina [144), temos que

) ) ) o 1
[h1(@n) — wnl = @n © T— | p(@a,)) — On © T- g | = |l — 0nl < -

1
Entao, para n € N satisfazendo n > max{ng, =}, temos, pela defini¢do de Afﬁ, que
p b

hy () € Agﬁ. Entéao, pela definicao de A, u, € Agy. Como Agp ¢ invariante por
translagao, temos que u,, € Aj, C A, o que ¢ absurdo.
Entao, concluimos que deve existir um p. € (0,00) tal que Agp C A, para

p € (0, pe).
Para p € (0, p.), temos, pelos itens (i) e (ii) da proposi¢ao D.2 (veja pagina 149),

Proposigoes e e Corolario [4.5] que

YA, < (A =y JJA5) <D0 (4

=0 j=0 i=0 j—=0
1 1 1 1
= > A (AL N Lig)) <)Y (AL N L)
=0 j=0 =0 7=0
1 1
<Y(Aep) €YD WKL) = 4y(KP) < o,
i=0 7=0

que é o que queriamos demonstrar.

]

Antes de aplicarmos o resultado acima aos valores ¢, precisaremos de mais um
lema.

Lema 4.5. Seja ¢ € (0,00). Entao existe pl, € (0,00) tal que se p € (0,pl) entdo
A.,NI"=1.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que para todo p € (0,00) existe p' € (0,00)
tal que p’ € (0,p) e A,y NI° # ). Entdo, concluimos que existe p, € (0,00) tal que

pn € (0, H) e Acp, N I° # 0. Seja entdo u, € Acp, N 1°

Como u, € A, NI° C A.,,, temos, pela defini¢do de A.,, , que existe v, € K.
tal que ||u, — v,|| < pn-

Como v, € K., vale, pela defini¢ao de K., que I(v,) =ce I'(v,) = 0.

Pelo Lema [3.3] inferimos que existem v € X \ {0} e (2,) uma sequéncia em Z?

. ) (s . X .
tais que v é ponto critico de I e, a menos de subsequéncia, v, o7, — v. Entao, pela

. . N H(R2)
Proposicao [2.1.7] deduzimos que, a menos de subsequéncia, v, o7, —~—

Somando e subtraindo o termo v, 07, e pela desigualdade triangular, concluimos
que

||un © Tzn - UH = ||U,n © TZ’VL —Upo Tzn + Up © TZ’VL - UH

<lunot., —vpor, ||+ |lvhoT, —v.
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1
Pela Proposicao |A.8| (veja pagina [144) e como p,, € (0, —), inferimos que
n

|tn © 72 — 0| <HJp 0Tz, —vn 07 || + |lUn 072y —
= ”(un - Un) © Tzn” + “Un O Tzp — UH =

= [[tn — Onl| + [|vn 0 T2 — 0| < pp + [Jn 0 T2, — 0|
1
< - + ||vp o1, — 2.

.. H(R2) .
Passando o limite com n — oo e como v, o7, — ~ v, deduzimos que

1
lim||u, o 7, — v|| < lim (— + ||lvno T, — v||)
n

1
= lim — + lim|jv,, o 7, — v|| = 0,
n

. A H'(R?)
ou seja, a menos de subsequéncia, u, o7, ~— " 0.

Como u, € A.p, N I° ¢ I°, concluimos que I(u,) < 0. Pela Proposicao m
inferimos que I(u, o 7,,) = I(u,) < 0. Dai e pelo Lema deduzimos que

I(v) <liminf I(u, oT,,) <O0.
Mas, pela Proposi¢ao e pelo Corolario concluimos que
0>1I(v)=I(limv,or,,)=lmlI(v,07,) =c,

o que é absurdo pois ¢ € (0, 0).
]

Segue agora o seguinte resultado, que é uma corolario dos dois lemas acima mais
o lema da deformacao.

Corolario 4.6. lim ¢, = 0.
k—o0

Demonstracao. Suponha por absurdo que existe M > 0 tal que ¢, < M, para todo
k e N.

Pela Proposicao [4.1.1) concluimos que ¢, é monotonamente nao decrescente.
Desse modo, inferimos que existe ¢ € [0, 00) tal que ¢ — c.

Pelo Lema deduzimos que existe p. € (0,00) tal que se p € (0, p.) entdo
Y(A.,) < co. Pelo Lema [4.5| concluimos que existe p, € (0,00) tal que se p € (0, p.)
entdo A., N 1% 0.

Defina p! = min{p., p.} e seja p € (0,p). Evidentemente p < pll < p. e
p < pll < pl e portanto as afirmagdes do paragrafo anteriores sao validas para p.

Pelo Lema [1.3] existem ¢ = €., € (0,00) e ¢ : [°7“\ A, — I° ¢ continua e impar
tal que ¢|,0 =ide I° C I°C

Pela Proposicao (veja pagina inferimos que

Y10 (IC+6 \ AC,p) < 'YIO(IC_G)-

Como ¢, — ¢ monotonamente nao decrescente, deduzimos que existe ky € N tal que
¢k, > ¢ — €. Dai e da definicao de ¢, concluimos que

’)/IO(IC+E \ Ac’p) < ’}/]()(IC_E) < ko <
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Pela Proposi¢ao (veja pagina inferimos que
Yo (I77) = o (I \ Acyp) U Acp) < (TN App) +9(Acy).
Juntando as desigualdades acima, deduzimos que
Yo (I°79) < o0

Como ¢, — ¢ monotonamente nao decrescente, concluimos que ¢ 4+ € > ¢ > ¢,
para todo k € N. Pela defini¢ao de ¢, inferimos que 70 (1°7¢) > k, para todo k € N,
o que é absurdo.

Logo, lim ¢, = oo.

k—o0

4.7 Uma demonstracao do Teorema

Teorema 1 (). Sejam b € [0,00), p € [4,00) e a € L™(R?) continua, Z* periddica
tal que iana > 0. Entao (1.16) admite (+u,) uma sequéncia em X de solugoes
R

fracas tal que I(u,) — oco. Além disso, I|,, assume um minimo global e todo mini-
mizador u de I|,, € uma solugdo fraca de (1.16) que ndo muda de sinal e obedece a
caracterizacao variacional
I(u) = inf sup I (tu).
(1) = Inf sup I(tu)
Demonstra¢ao. Pelo Corolario podemos extrair uma subsequéncia de (cx) (que
ainda chamaremos de (¢;)) tal que ¢z — oo monotonamente. Pelo Corolario [4.2]
concluimos que existe u, € X tais que I(ug) = ¢ — 00 e I'(¢x) = 0. Como (cy) é
mondétona, inferimos que ¢; # ¢; sempre que 7 # j e que ¢ > ¢; > 0, onde a ultima
desigualdade vem do Lema Dessa forma, os valores (uy) sdo distintos e nao

nulos, pois I(0) = 0. Pelas Proposigoes e 3.1.7, deduzimos que as igualdades
acima valem para (£uy). Além disso, pelo Lema , concluimos que

c; Inf  sup I(tu
LU X\ 10} re(00m0) (fw)

e que
Ccl = 1/r\1[f[,

isto ¢, u; ¢ um minimo global de I|,..

Seja u € N tal que I(u) = i}\l[f[ e suponha por absurdo que uw nao é ponto
critico de I. Entao, existe v € X tal que I'(u)v # 0. Como I'(u) é linear, temos
que I'(u)(—v) = —I'(u)v. Assim, podemos supor sem perda de generalidade que
I'(u)v < 0.

Como, por Corolario I' & continua, temos que existem €, € (0, 00) tais que
I'(t(u+ sv))v < 0, para todo t € [1 — 0,1+ 6], s € [—¢, €.

Como u € N, temos, por Corolério que ¢, (1) = 0. Pelo item

[2.6] temos que
¢,(1—=68)>0>¢. (1+9)
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Dai, pela Proposigao 2.3.1], temos que
I'(1=8)uw)u > 0> I'((1+ 0)u)u.
Novamente pela continuidade de I, existe € € (0, 00) tal que
I'((1=0)(u+sv)(u+sv)>0>T((1+06)(u+sv))(u+ sv),

para todo s’ € (0,€'). Ainda pela continuidade de I', isso implica que, fixado um
s’ € (0,min{e, €'}), existe um ¢’ € (1 —§,1 + §) tal que

I'(t'(u+ s'v))(u+sv) =0
e, pela linearidade de I'(t' (u + s'v)),

I'(t'(u+ s'0)) (t'(u + s'v)) = It (u+ s'v)) (u + s'v) = 0,

ou seja, t'(u+s'v) € N. Como ¢,(1) = 0, temos, pelo item |(i) do Corolario 2.5) que
1 ¢ o ponto de maximo global de ¢,, ou seja, I(u) > I(t'u). Dai, temos que

I({t'(u+s'v)) = I(u) < I(t'(u+ s'v)) — I(t'u).
No entanto, pelo teorema fundamental do calculo e como I'(t(u + sv))(v) < 0, para
todo t € [1 — 0,1+ 4], s € [—¢, €], temos que

Sl

I (u+ ) — T(u) < It (u + s'v)) — I(Fu) = / It (u + sv))vds < 0,

ou seja,
I(t'(u+ s'v)) < I(u),

e como t'(u + s'v) € N, isso contraria o fato de que I(u) = i/r\lff I. Dai, u & ponto

critico de [.
Resta agora apenas mostrar que v nao muda de sinal. Pelo Corolario e pela
definicao de Vj, temos que

I'(Jul)ul = [[lull® + //hl(lw = yDlu(@)lu(y) | do dy — o] |ul ][}

R2 R2

Nl + [ [ (e = gl @)ty dwdy  Huly = I =0,
R2 R2

pois u € N. Dessa forma, |u| € N. Dai, por teoria de regularidade eliptica e pelo

principio do méaximo junto com o fato de u # 0, temos que v nao muda de sinal.
O



Apéndice A
Resultados sobre normas

Seja a € L°(R?) como no Teorema

Notacgao. Definimos (-,-) : (H'(R?))? = R; (u,v) = /Vu - Vv + auv dx.
R2

Proposicao A.1. (-,-) estd bem definido.

Demonstragio. Sejam u,v € H'(R?). Dai, temos que (u, ) ysuq < 0.
Pela defini¢ao de (-, -) e pela linearidade da integral, temos que

(u,v):/Vu-Vv+auvdx:/Vu-Vvdx—l—/auvdx.
RQ RQ R2

Pela definicao de infimo e pela linearidade da integral, temos que

<u,v>:/Vu-Vvd:E+/auvdx

R2 R?
< /Vu-Vvdx+/uv inf a(z)dx
z€ER?
R? R?
= [ Vu-Vodz + inf a(:c)/uv dx

zeR?
R2 R2

< max{1, inf a(x)}/Vu-Vv dr + max{1, inf a(:c)}/uv dx
z€eR? zER?
R2 R2

= max{1, ian a(x)}(/ Vu-Vvdr + /uv dx)
z€eR?
R? R?

= max{1, inf a(x)}{u, v)usuai-
z€R?
Como u,v € H'(R?), temos que

(1,0} = mas{1, inf, a(2)}(, v)usat < 00
IS

Proposiciao A.2. (-,-) é um produto interno em H'(R?).

135
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Demonstracio. Sejam u,v,w € H'(R?) e r € R. Entdo:

(i) Pela definigao de (-, -) e pela comutatividade do produto, temos que
(u,v) = /Vu - Vv + auv dr = /Vv -Vu+ avudzr = (u,v).
R2 R2
Logo, (-,-) é simétrico.
(ii) Pela definicao de (-, -), temos que
(u+rw,v) = /V(u +rw) - Vo + a(u+ rw)v de.
R2

Pela linearidade do operador V, temos que

(u+rw,v) = /V(u +rw) - Vo + a(u + rw)v dz
R2

= /(Vu +rVw) - Vo + a(u + rw)v dz.

R?

Pela linearidade do produto interno e distributividade do produto, temos que

(u+rw,v) = /(Vu +rVw) - Vo + a(u + rw)v dx

RQ

:/Vu-Vv+rVw-Vv+auv—|—mwvdx.

RZ

Pela linearidade da integral, temos que

(u+ rw,v) :/Vu-Vv+rVw-Vv+auv—l—rawvdx
R2

:/Vu-Vv+auvd:)s+k:/Vw-Vv+awvd:v
R? R2

= (u,v) + k{w,v),
Logo, (-,-) é linear.

(iii) Pela definigao de (-, -), pela definigao de inf e pela hipotese de que in2f a(x) > 0,
R

temos que

(u,u) = /Vu -Vu+ auudr = /||Vu||2 + au® dx
R R?

> /||Vu||2 +u? inf a(x)dxr > 0.
z€R?
R2
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Além disso, pela defini¢ao de (-,-), temos que se (u,u) = 0 entao /||Vu||2 +

R2
au’® dz = 0. Como ||Vul|* > 0 e au® > u? inf a(z) > 0, temos que ||Vu(z)| =
z€eR

0 e u(x) = 0 para quase todo = € R% Logo, a classe de equivaléncia de u em
H'(R?) & 0. Logo, (-,-) & positiva definida.

0
Notagao. Denotaremos a norma induzida de (-,-) por ||-|

Nota. Pela defini¢ao de ||u||, temos que

[ull* = (u,v) = /VU -Vu+ auudr = /HVuH2 + au® dz.

Proposicao A.3. As normas ||-|| € |||lusuar SG0 equivalentes.

Demonstracio. Seja u € H'(R?).

Como inﬂg2 a(z) > 0, temos que 0 < min{1, inﬂg2 a(r)} < co. Como a € L*®(R?),
ze Te

temos que 0 < max{l, ||a]|~} < o0.
Pela definicao de ||||usuar, pela linearidade da integral e pelas defini¢des de min
e inf, temos que

min{1, mf a(x)}|ul?,, = min{l, mf a(zx /||Vu||2—|-u dx)
_ /min{ inf a(x), 1}Vl + min{ inf a(z), 1} de
z€R? z€R2
< /HVuH2 + inf a(z)u? dx
z€R?
R2
< /ku2 4 au? do = [Jul®

Por outro lado, pelas defini¢des de |||« € de max, e pela linearidade da integral,
temos que

Jull? = / IVall? + au? do < / IVall? + llafwt? de
< /||Vu||2 + max{1, ||a||oo}u2 dz
< / max{L, |allo} [Vull? + max{1, |all}u? dz

— max{L, lal|c} / IVul]? + 2 d

- ma’X{HaHOO? 1}HuHusual7
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ou seja,

Cl”““usual S HUH S CQHuHusualu

onde C} = \/min{l, inﬂg2 a(z)} € R positivo e Cy := y/max{1, ||a]|-} € R positivo.
e
[l

Proposicao A.4. Seja V' um espaco vetorial normado munido de uma norma ||-||v.
Entao ||-||v € sequencialmente fracamente semicontinua inferiormente em V.

Demonstracao. Suponha por absurdo que nao fosse o caso. Entao existem u € V' e
(u,) uma sequéncia em V satisfazendo u,, % tal que lim infl|u, ||y < [Jul]y.
Seja
||lu|ly — liminf||w,||v
2

0 = lim inf||u,||v + > 0.

Note que

5 = lim inf{lu [y + llullv — 111;1 inf||u, ||y _ 2 liminf||u, ||v + H;LHV — liminf ||u, [|v

_ liminfflunflv + flully _ Jlunllv + flully _ 2[ullv

2 2 2

||U||v-

Por propriedades do liminf, temos que liminf||u,|y é o menor ponto de acu-
mulagdo da sequéncia ||u,|ly. Como [0,liminf||u,|y + €] ¢ uma vizinhanca de
lim inf||u,, ||y, temos que existe uma subsequéncia (u,,)’ de (u,) tal que ||} ||y € [0, 4],
ou seja, u,, € |-|I;'([0,6])) = B(0,5). Note que, como § < |ully, temos que
u ¢ B(0,9).

Como os conjunto B(0,0) é fechado, o conjunto {u} é compacto e ambos sdo
convexos disjuntos, temos que, pelo Proposicao existem e € R positivo T € V'
tal que T'(v) < € < T'(u), para todo v € B(0,d). Note que, como u,, € B(0,0),
temos que T'(u)) < €

Como u, = u e (ul,) &€ uma subsequéncia de (u,), temos que u,, Y u. Entdo,
pela defini¢do de convergéncia fraca, temos que T'(u,) — T(u), o que contraria o
fato de T'(u))) < e < T'(u).

[

Proposicao A.5. Seja F : X — R; F(u) = |[ul®>. Sejam u,v € H'(R?). Entdo
F'(u)(v) = 2(u,v) e F é continuamente diferencidvel em X.

Demonstracao. Pela definicao da derivada de Gateaux e de F', temos que

F(u+tv) — F(u) |u + tv]]? — ||ul/?

pr(ue) = iy G <y 1
Pela defini¢ao de |||, temos que
t]]* — ||ul)? t tv) —
D) — fimg = Il G ot ) = )

t—0 t t—0 t

Pela linearidade e comutatividade de (-, -), temos que

o {uttv,u+tv) — (u,u)
DF()(0) =i t
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(u,u) + (tv,u) + (u, tv) + (tv, tv) — (u,u)

= lim
t—0 t

i (u, u) + (v, u) + t{u,v) +t*(v,v) — (u,u)
t—0 t

— lim (u,u) + t{u, v) + t{u,v) + t*(v,v) — (u, u)
t—0 t

2t (u, v) + t*(v, v)

= lim

t—0 - P_{%(Q<U,U> + t(v,v>) = 2<U, U>.

Seja agora (u,) uma sequéncia em X tal que u, R pela Proposigao [2.1.7
1 2
temos que u,, &Y 4. Pelas definigoes de ||-||x: e de F, temos que

lim||DF(u,) — DF(u)| x» = lim qs}gg |DF(uy,)(v) — DF(u)(v)]
[vllx=1
=lim sup [(un,v)— (u,v)|.

veX
[[oll x=1
Pela linearidade do produto interno, temos que
lim||DF(u,) — DF(u)||x» = lim sup [{u,,v) — (u,v)]
veX
vl x=1

=lim sup [{u, — u,v)]|.

veX
lvllx=1

Pela [Desigualdade de Cauchy-Schwarz| (veja na pagina |157)), temos que

lim||DF (u,) — DF (u)||x» = lim sup [{u, — u,v)|
veX
lvllx=1

<lim sup |(||u, —ulll]v||| =
ve
llollx=1

=lim sup |ju, —ul||v].

veX
lvllx=1

pela Proposicao m, temos que X — H'(R?), ou seja, existe C € R positivo tal
que |[v|| < Cllv||x. Dai, temos que

lim||DF(u,) — DF(u)||x: <lim sup ||u, — ul/|v]
veX
ol =1
leqlim sup ||u, —u||Cljv||x = Clim|u, — u|.

veX
lvllx=1

s H(R?
Como u,, Xue pela Proposicao [2.1.7, temos que u,, L> ) u. Dai, temos que

0 <lim||DF(u,) — DF(u)||x < Clim||u, — ul| = 0.
Pelo Teorema do Confronto, temos que

lim|| DF (u,) — DF(u)||x = 0,
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ou seja,
X/
DF(u,) = DF(u).

Dai, temos que DF' é continuo em uw. Como wu é arbitrario, temos que DF' é continua
em X. Dai, pela Proposicao [F.11} temos que F'(u)(v) = DF(u)(v) = 2{u,v) e que
F' & continua em X', ou seja, I’ é continuamente diferenciavel em X. ]
Proposicdo A.6. Seja F': X — R;F(u) = |lulp. Sejam u,v € X. Entio
F'(u)(v) = /|u|p_2uv dx e F ¢é continuamente diferencidvel em X.

R2
Demonstracao. Pela definicao da derivada de Gateaux e de F', temos que

— + tv||P — p

t—0 t t—0 t

Pela defini¢do de |[|-||,, temos que

[lu+tv]pde — [|ulPdx
R2

u + tv||P — ||ul|P
DF(u)(v) = lim | Ip = Il = lim %
t—0 t t—0 t

Pela linearidadeda integral, temos que

[lu+tofPde — [|ulP dx rolp )
DF(u)(v) = lim = R :hm/‘“Jr off = Jul”
t—0 t
R2

t—0 t

Vamos agora mostrar que

P |ylp
lim/ |u—|—tv|t [ul dx = /\u|p_2uv dx. (A.1)
R2

t—0
R2

Suponha por absurdo que nao fosse o caso. Entao existe (¢,) uma sequéncia em R
satisfazendo t,, — 0 tal que

LoolP — |ulP
im | ot twolf — ful” Jlu@p-uvds, (A.2)
]R2

tn
R2

Dai, existe uma subsequéncia de (t,) (que ainda chamaremos de (t,,)) tal que todas
suas subsequéncias satisfazem . Sejam t € R, . € R e hy, : [0,1] — R; h(s) =
lu(x) + sto(z)|P. Como u(z) e v(x) sdo constantes, temos que hy,(s) = plu(x) +
stv(x)|P?(Ju(x) + stv(z)|)tv(x) e que Ay, é continua. Pelo Teorema do Valor Médio,
existe s;, € [0, 1] tal que

u(x) + to(z) [P — [u()]” =
_ ht@(l) B ht,x(o) N

- 1—-0 - ht,:r(st,2>

= plu(z) + seato(@)["*(Ju(z) + seatv(@)])tv(z),




| 141

isto &,

|u(z) + to(@)[” — Ju(z) "

; = plu(x) + st7xtv(a:)\p_2(|u($) + sy tv(x)])v(x).

Por propriedades do valor absoluto, temos que

)+ R =B () 4 st P2 () + sato(a@) o)

< p(Ju(@)] + sealtlo(@))P*(Ju(@)] + sealtllo@))]o(@)].

Como s, € [0, 1], temos que

| u(z) + to(x)|” — [u(x)]”

; | < p(lu(@)] + sealtlo@) ) (Ju(@)] + sealtlo(@))|v(z)]
< plu(@)] + [tl[v(@) )"~ (Ju(@)| + [t]o(z))lv()]
= p(lu(@)] + [tllv(@))" o(@)].

Manipulando, temos que

U = MDP < phuga)| + o) o)
(el fu(e), o)} + mael ). 1 o) 1 o)
— pl2ma{fu(a)]. () 7 o)

= 2 pmae{fu() P ()Y o)

<2 p(fula) + o) o(o)

= 2 p(Ju) P (o) + o))

Como (t,) é convergente, existe C' € R positivo tal que |t,| < C. Dai, temos que

e £ Ll = M) < ooy fule o) + el o))
<2 ()P o@)] + o)),

pela Proposicao [2.1.7, temos que X < H'*(R?) < L*(R?), para todo s € [2,00).
Dai, usando a [Desigualdade de Holder| (veja [F.8) na pagina [158), é temos que
lulP~Hvl, [v]P € L'(R?). Dai 22~ 'p(|lu(x)|Pov(x)| + Clo(z)P) € L'(R?). Além
|u(z) + twv(2) " — fu(z)]?

n
[Teorema da Convergéncia Dominadal (veja na pagina [157)), temos que

tov|P — |ulP
lim/ [t thvl? = Jul dx:/|u|p_2uvdx,
RQ

disso, é temos que lim = |u(z)[P"2u(z)v(x). Entdo, pelo

tn
R2

o que é absurdo. Logo, vale (A.1]).

Vamos agora mostrar que DF' é continua. Suponha por absurdo que nao fosse

o caso. Entdo, existe (u,) uma sequéncia em X satisfazendo u, X tal que
Xl
DF(u,) # DF(u). Dai existe uma subsequéncia de (u,) (que ainda chamare-

X
mos de (u,)) tal que todas suas subsequéncias satisfazem DF'(u,) /4 DF(u). pela
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Proposicao m temos que X — H'(R?) — L*(R?), para todo s € [2,00), isto

2
é, U, Lpg ) u. Dai e pelo [Teorema de Vainberg| (veja |[F.14] na pagina [159)), temos

que, a menos de subsequéncia, u,(z) — u(z) para quase todo r € R? e que existe
g € LP(R?) tal que |u,(z)| < g(x) para quase todo x € R% Dai, temos que

[[un () [P~ un () = [u(@)P~u(@) |77 = [fu(@) P u(z) = ul@) (@) 7T =0,

para quase todo z € R?. Além disso, temos que

(et (2) P2t (2) — |u(2) [P~ 2u()) 7™ =

= (| ()2 () — Ju(z)[P ()| 7T
[t () [P0t ()] + | — () [ <x>|>

)2 ()| + [u(z) [P u(@)])7 =

= (Jun (@) P! + [uz) P~ >%

(@)™t + fu(z) [P~ e

< (max{g(z)"", |u(z)|"~ 1} +max{g(z)", Ju(z)[P1 )T =

= (2max{g(z)"", Ju(z)[""1 )7 =

= 271 max{g(x)”, [u(z) "} <

< 2077 (g(2)? + |u(z)[?).

onde ¢, [ul” € L'(R?), ou seja, 271 (g(z)” " + |u(z)[?) € L'(R?). Dai,

IConvergéncia Dominadal (veja [F.4l na pagina , temos que

T

|un(x

IN

A~~~ I~ N N

lim / (tn P20, — [u]?~2u)7T d = 0. (A.3)

Pela definigdo de ||-||x- e de F, temos que

lim||DF(u,) — DF(u)]|x: = lim sup |DF(uy,)(v) — DF(u)(v)]
HUHX 1
= lim sup | [ |unlP™ 2unvd1‘—/]u|p *uv dz).
HUHX 1R?

Pela linearidade da integral, temos que

lim||DF(u,) — DF(u)||x» = lim sup |/|un|p2unv dr — /]u\szw dz|
ol =1 72 fe

= lim sup |/\un\p2unv — [ulPPun dz| =
||U||X 1 R?
= lim sup |/(\un\p_2un — |uP~?u)v dx|.

ve
llvl x=1R2
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Pela [Desigualdade de Holder| (veja [F.8] na pagina , temos que

lim||DF (u,) — DF(u)||x» =lim sup |/(|un\p2un — |u|P~?u)v dx|
X
Iolx =112
<lim sup ||fun|" "y — [u"2ull 2 [|v],.
veX p-1
llvllx=1
pela Proposicao temos que X — H'(R?*) — LP(R?), ou seja, existe C € R
positivo tal que [|v]|, < C||v||x. Dai, temos que
lim[| DF (un) — DF(u)[|x < lim - sup eenl” = P~ ?ul| 2, [[v]],
€
Iolx=1
<limsup [[un|"uy, — [ulP~?ull 2 Cllv]lx =
veX p-l
llvllx=1

= C lim|||wn [P~ 21y — |ulP~2u|| .

p—1

Pela defini¢ao de ||| r_ € por propriedades do limite, temos que
-

lim||DF(u,) — DF (u)||x < Clim|||un|p_2un — ]u|p_2u||ﬁ

p—1

= Clim(/(]un]p_Qun — |ulP?u) 71 da) 5 =

R2

p—1

— C(lim / (P2 — JufP~20)75 da)5
RQ

pela (A.3), temos que
—1

0 < lim||DF (u,) — DF(u)||x < C(lim / ([tn|P 21y — [uP~2u)7°T dz) 5 = 0.
R2

Pelo Teorema do Confronto, temos que
lim|DF (u,) — DF (u)||x =0,
ou seja,
DF(u,) % DF(u).

Dai, temos que DF' é continuo em u. Como u é arbitrario, temos que DF' é continua
em X. Dai, pela Proposicao [F.11} temos que F'(u)(v) = DF(u)(v) = 2(u,v) e que
F’ & continua em X', ou seja, F' é continuamente diferenciavel em X.

O

Proposicao A.7. Sejam p € [1,00), u € LP(R?) e z € Z*. Entdo ||uo 7| o) =
[l r(R2)-

Demonstracao. Por definicao, temos que

3=

|lwo 7. || Lr(r2) = (/(uo TZ)de)% = (/(uoTz)P(x) dx)

R2 R2
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= (/ u(r.(z))P dz)r = (/u”(g: — 2)dz)?.

R2 R2

Fazendo a mudanca de varidvel y = « — 2 e pela definicao de ||-||zr(r2), temos que

0 72| o) = ( / wP(z — z) dx)r = ( / P (y) dy)

R? R?
1
= (/up dx)r ||u||Lp(Rz).
]RQ

[
Proposicdo A.8. Sejau € H'(R?) e 2 € Z*. Se a é Z*-periddica entio ||uo 7,|| =
el

Demonstracao. Por definicao, temos que

N

Juo .| = (/IIV(U o7.)|I* +a(uor.)” dz)
R2

_ (/HVUOTZHQ +a(uor) ds)t =
RQ

= ([ IVute — )17 + ateyl(e — =) )’

Fazendo a mudanca de variavel y = z — 2z, temos que

uorl = ([I1Vute = 2| + ale)it(w - 2) do)?

[N

— / V)P + aly + 20 (y) dy)

Como a ¢ Z* invariante, temos que a(y + z) = a(y). Dai e pela definigio de |||,
temos que

Juor = ( / IVu() 2 + aly + 2)u*(y) dy)

o=

[V

— / IVu)|? + a(y)u(y) dy)

= (/||Vu||2 + au? dw)% =
RQ
= |lull.



Apéndice B

Desigualdades envolvendo o
logaritmo

Proposicdo B.1. Sejam x,y € R®. Entdo

In(1+ |z —y|) —In (1+
X

Demonstracao.

ln(1—|—|x—y|)—ln(1+ |xiy|> =In ((1+|:E—y|) <1+1 1 ))
|z —y]
=In ((1 + |z —y|) <—1+i_y| ))
|z—y]

=In{ (1+[z—yl) (%»

Proposicao B.2. Seja r € (0,00). Entdo In(1+7) <r.

Demonstracao. Pelo Teorema de Taylor, inferimos que

o0

i
exp” = Z T,Vx eR,

1=0

isto é,
exp' =1+4+r+ —.
P 25
1=2
Como r > 0, temos que Z — > 0. Dai, deduzimos que
1
i=2

expr:1+T+Z%21—l—r.
=2
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Aplicando o logaritmo natural dos dois lados da expressao e usando que In(exp”) =
r, concluimos que

r = In(exp”) > In(1 + 7).

Proposicdo B.3. Sejam z,y € R%. Entio
In(1+ |z —y|) <In(l+|z|) +In(l+|y|).
Demonstracao. Pela desigualdade triangular, deduzimos que
|z =yl < [zl + =yl = [z + [yl.
Como |z||y| > 0 e o logaritmo natural é crescente, concluimos que

In(1+ [z —y) <1+ |z +[y]) < In(1+[z] + |y[ + |=[ly])
= In((1+ |z[)(1 + [y])) = In(1 + [z]) + In(1 + [y]).



Apéndice C

Convergéncia de V; em dominio
limitado

Proposigdo C.1. Sejam R € (0,00), u € H'(R?) e (u,) uma sequéncia em H'(R?)
H'(R?) N
tal que u,, — " u. Entao

iim [ /1n1+|x—y|> 2 ()2 (y) d dy =

B(0,R) B

/ /1n1+|x—y|> 2 () () de dy.

Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que existe uma subsequéncia de (u,) (que
ainda chamaremos de (u,)) tal que todas suas subsequéncias satisfazem

im [ [ m e hl@dedy £ [ [ o= gl @) dedy.

B(0,R) B(0,R)

12 1
Como u, & u, concluimos que un|p g g) HBOR) ulp(,ry- Como B(0, R) é

limitado, inferimos que H'(B(0, R)) S L*(B(0, R)). Dessa forma, deduzimos que
L?(B(0,R))

que Un|p g ulp( gy Pelo [Teorema de Vainberg| (veja [F.14] na pagina
, concluimos que, a menos de subsequéncia, u,(x) — u(z) para quase todo
x € B(0,R) e que existe g € L*(B(0, R)) tal que |u,(x)| < g(x), para quase todo
xz € B(0,R). Seja y € B(0, R). Entao, inferimos que

In(1 + |z — yl)up(z) = In(1 + |z — y|)u* (=),
para quase todo x € B(0, R). Além disso, se z € B(0, R), deduzimos que

In(1 + |z — yluy(z)| < In(1+2R)g*(z) € L'(B(0, R)).

Desse modo, pelo [Teorema da Convergéncia Dominadal (veja [F.4] na pagina [I57),
concluimos que

lim / (1 + |z — y|)ul (z) dz =

B(0,R)
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— [ Wt gl da,

B(0,R)

Assim, inferimos que

lim | 12(y) / (1 + |z — y)u(z) dz | =

B(0,R)

= lim(u2 (y)) lim / In(1+ [z — yluy () do | =

B(0,R)
= u(g) [ (1 + [z~ yl)u’(a) do

para quase todo y € B(0, R). Além disso, se y € B(0, R)?, deduzimos que

@ [ (e - e ds| <

B(0,R)

¢*(y)In(1 + 2R) / ¢ (x) de =
B(0,R)
= 9°(y) In(1 + 2R)||9]172(5(0.7) € L' (B(0, R)).

Dai, pelo[Teorema da Convergéncia Dominada] (veja|[F.4, na pagina[157), concluimos
que

i [ /1n1+|x—y|> 2 (2)ei (y) i dy =

B(0,R)

i / / (1 + |z — yl)u? (x) de dy =

B(0,R)

— lim / / In(1 + |z — y|)u®(z) de dy =

—hm/ /1n1+|x—y|> 2 () (y) da dy,

B(0,R)

o que é absurdo.



Apéndice D

Nocoes de teoria do género de
Krasnoselskii

A teoria do género de Krasnoselskii estuda conjuntos com certas propriedades.
Definimos uma delas em seguida.

Notacao. Seja A C X. Dizemos que A é simétrico se A satisfazu € A < —u €
A.

A outra propriedade necessaria para usarmos a teoria do género de Krasnoselskii
é que o conjunto seja fechado. Como s6 iremos usar tal teoria para subconjuntos de
X, podemos estabelecer a seguinte notacao.

Notagao. A= {A C X | A € fechado e simétrico}.

Entao, para todos os fins desse trabalho, A é o espaco dos conjuntos que nos
interessam e em que podemos usar a teoria do género de Krasnoselskii. Definimos
agora o género de Krasnoselskii desses conjuntos.

Notacgao. Seja A € A. Definimos o género de Krasnoselskii de A, denotado por
v(A), da sequinte forma

(i) v(@) = 0;

(i) Se A0 e se o nimero a sequir existir, v(A) é o menor inteiro positivo k tal
que exista uma h : A — R*\ {0}; émpar, continua (em X).

(11i) Se nimero acima nao eziste, y(A) = oco.
No que segue, estabelecemos as tais propriedades.

Proposicao D.1. Seja W C X um subespaco de X de dimensao k e A € A uma
vizinhanga simétrica e limitada do 0 em W. Entao v(0A) = k.

Demonstracao. Uma prova desse resultado pode ser encontrada na pagina 95 de
[23]. m

Proposigao D.2. Sejam A, B € A. Entao:

(i) Se A C B, entdo v(A) < y(B).

149
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(i) v(AU B) < ~(A) +~(B).

(i1i) Se A é compacto e 0 ¢ A, entao y(A) < oo e existe U C X aberto em X tal
que ACU, UeAenU)=~(A).

Demonstracao. Uma prova desse resultado pode ser encontrada na pagina 95 de
[23].
]

Proposicao D.3. Sejam A € A, B C X qualquer e ¢ : B — X uma funcdao impar
e continua. Entio v(¢~'(A)) < ~v(A).

Demonstra¢ao. Vamos considerar 3 casos: 7(A) =0, v(A) =00 e 0 < v(A) < o0.
(i) v(4) =0

Dessa forma, pela definicao de v, temos que A = (). Entao, deduzimos que
¢ (A) = ¢ (0) = 0. Desse modo, concluimos que y(¢~(A)) = () = v(A).

(i) v(A) = o0
O resultado segue trivialmente.
(iii) 0 < ~v(A) < o0

Seja k = v(A). Pela definicao de v, temos que existe uma h : A — R*\ {0};
impar e continua.

Defina 2’ : ¢~ (A) — R*\ {0}; 4 (u) = h(¢(u)). Como h e ¢ sdo impares e

continuas, concluimos que h’' é impar e continua.
Assim, pela defini¢io de v, vale que y(¢ '(A)) < k = v(A).
O

Notacgao. Sejam D,Y € A satisfazendo D C Y. Dizemos que um par de conjuntos
U,V € A formam uma cobertura de Y relativa a D se satisfazem

(i) Y CUUV;
(ii)) D CU;

(111) Eziste uma fungao x : U — D impar e continua (em X ) tal que x(u) = u para
todo u € D;

Para simplificar a notagao e definicao do conceito de género relativo de Krasno-
selskii, fazemos a seguinte definicao auxiliar.

Notacgao. Sejam D,Y € A satisfazendo D C Y e sejam U,V C X uma cobertura
de Y relativa a D. Dizemos que o género dessa cobertura de Y relativa a D ¢é

k=n~(V).
Feita definicao acima, definimos o conceito de género relativo de Krasnoselskii.

Notagao. Sejam D,Y € A satisfazendo D C Y. Definimos o género de Krasno-
selskii de Y relativo a D, denotado por vp(Y'), como
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(i) Quando ezistir alguma cobertura de Y relativa a D, definimos yp(Y') = k,
onde k € o menor género dessas coberturas.

(i) Quando nao existir nenhuma cobertura de'Y relativa a D, definimos yp(Y) =
0.

O género relativo de Krasnoselskii serd o aspecto mais importante para esse
trabalho de toda a teoria estudada nessa secao, pois o usaremos para definir uma
sequéncia que, eventualmente, mostraremos ser de valores criticos.

A propriedade seguinte serd usada para estabelecer a positividade do menor
desses valores criticos.

Proposicao D.4. Seja D € A. Entdo vp(D) = 0.

Demonstragao. Basta tomar U = D, V = () e x = id na defini¢do de género relativo
e lembrar que v(()) = 0. O

Vamos agora estabelecer a versao para o género relativo de Krasnoselskii de
algumas das propriedades previamente mostradas para o género de Krasnoselskii.

Proposicao D.5. Sejam D,Y,7Z € A satisfazendo D CY e D C Z . Se ewiste
uma ¢ : Y — Z impar e continua (em X ) tal que ¢(u) = u, para todo u € D, entao
1Y) < vp(2).

Demonstrag¢ao. Se vp(Z) = oo, entdo o resultado segue trivialmente.

Suponha entdo, sem perda de generalidade, que vp(Z) < oco. Dai, pela defini¢ao
de vp(Z), temos que existem U,V € A que formam uma cobertura de Z relativa a
D e o género de tal cobertura ¢ (1), ou seja, yp(Z) = v(V).

Pela definicao uma cobertura de Z relativa a D, temos que existe x : U — D
impar e continua tal que x(u) = u, para todo u € D.

Pela defini¢ao de vp, vp(Y) é o menor género de todas as coberturas de Y
relativas a D. Basta entao mostrar que existe uma tal cobertura cujo género é
menor que Yp(Z).

Defina U' := ¢ (UNZ)e V' := ¢ (VN Z). Como ¢ é impar e continua, temos
que U, V' € A.

Afirmamos que U’ e V' formam uma cobertura de Y relativa & D. De fato

(i) Temos que
UuV =o' (UNZ2)Ue ' (VNZ)=¢o ((UNZ)U(VNZ))
=¢'((UUV)N2).
Como o dominio de ¢ é Y e o contradominio de ¢ é Z, inferimos que Y =

¢ *(Z). Como U e V formam uma cobertura de Z relativa a D, deduzimos
que Z C U U V. Dessa forma, concluimos que

Y=¢Y2)=¢(ZNnZ)Co (UUV)NZ)=U'"UV"

(ii) Por hipotese, temos que D C Z. Como U,V que formam uma cobertura de
Z relativa a D, concluimos que D C U. Entao, inferimos que D C U N Z.
Como ¢(u) = u, para todo u € D, deduzimos que D C ¢~ (D). Desse modo,
concluimos que

Dco¢ Y (D)co(UNZ)=U".
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(ili) Defina ' : Y — D;x'(u) = x(¢(u)). Note que x" esta4 bem definida. Como y’
¢ é composicao de duas fungoes impares e continuas, deduzimos que ' é impar
e continua. Além disso, dado u € D, como ¢(u) = u e x(u) = u, concluimos
que

Como (V') = (¢~ (V N Z)), temos, por definicdo, que o género da cobertura
de Y relativa a D formada por U’ e V' & v(¢~'(V N Z)). Dai e pelo item
Iproposi¢ao D.2(veja pagina 149)| deduzimos que

1@V NZ) = (V)N (Z)) < v(e7H(V)).
Assim, pela Proposicao e como yp(Z) = v(V), inferimos que

Yo' (VNZ)) <A~ (V)) <9(V) =p(2).

Corolario D.1. Sejam D C Y C Z € A. Entio vp(Y) < yp(Z).

Demonstragao. Quando D C Y C Z, podemos considerar ¢ : Y — Z;¢(u) = u
como a aplicacao impar e continua. Dai, obtemos a monotonicidade do género
relativo, isto ¢, D CY C Z = ~vp(Y) < ~p(2).

]
Proposicao D.6. Sejam D,Y,Z € A satisfazendo D C Y. Entdao yp(Y UZ) <
o(Y) +7(2).

Demonstragao. Se yp(Y) = 0o, entdo o resultado segue trivialmente.

Suponha entao, sem perda de generalidade, que vp(Y') < co. Dessa forma, pela
definigao de yp(Y'), temos que existem U,V € A que formam uma cobertura de Y
relativa a D e o género de tal cobertura é v(V'), ou seja, vp(Y) = (V).

Vamos agora mostrar que 7p(Y U Z) <~(V U Z).

Se v(V U Z) = oo, entao a desigualdade segue trivialmente.

Suponha entdo, sem perda de generalidade, que v(V U Z) < oc.

Dai e pela definicao de vyp, vp(Y U Z) é o menor género de todas as coberturas
de Y U Z relativas a D. Basta entao mostrar que existe uma tal cobertura cujo
género é y(V U Z).

Defina U’ :=U e V' .=V U Z. Note que U', V' € A.

Afirmamos que U’, V' formam uma cobertura de Y U Z relativa a D. De fato

(i) Como Y C U UV, concluimos que

YUZcCcUuV)UZ=UUWVUZ)=UUV"

i) DcU=U"

(iii) Como U,V formam uma cobertura de Y relativa a D, concluimos que existe
X : U — D impar e continua (em X) tal que y(u) = u para todo u € D. Como
U’ = U, essa mesma Y pode ser escrita como x : U' — D.
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Como (V') = ~(V U Z), temos, por defini¢io, que o género da cobertura de
Y U Z relativa a D formada por U' e V' é v(V U Z), ou seja, yp(YUZ) < ~(VUZ).
Entao, pelo item |(ii) da proposi¢ao D.2(veja pagina 149)| concluimos que

(Y UZ) <y(VUZ) <y(V)+7(2) = 1Y) +7(2).
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Apéndice E

Propriedades da fungao |- |

Notagao. Chamaremos a funcdo |-] : R — Z;|r| =sup{z € Z | z < r} de funcio
maior inteiro menor que.

A funcdo |-| se estende naturalmente para R?:

Notagdo. Seja v = (11, 75) € R%. Denotaremos por |x| a aplicagio de |-| a cada
entrada de x, isto é, |x] = (|x1], |22])-

Proposicao E.1. Sejar € R. Entao 0 <r — |r| < 1.

Demonstracao. Pela defini¢do de [-], temos que |r] < r. Logo, 0 <r — [r].
Suponha por absurdo que existe ry € R tal que ro—[ro] > 1, isto &, 7o > [ro]+1.
Seja z == |ro| + 1. Como |ry| € Z, vale que z € Z. Além disso, note que z < 7y

e z > |ro], 0 que contraria a definigdo de |-].

L]

Proposicao E.2. Seja x € R%. Entio B(x,2 —V2) C B(|z],2).

Demonstragio. Seja y € B(z,2 — V/2).
Pela defini¢ao de |-| e pela Proposicao deduzimos que

o — 2] = V(@1 = [01])? + (w2 — [2])2 S VI+ 1= V2.
Dai e pela desigualdade triangular, concluimos que
y— Lzl =ly—a+a—lz]|<|ly—a|+|r - [g]| <2-V2+V2 =2,

ou seja, y € B(|z],2).
[
.~ : 1 s 1 1 1
Proposicao E.3. Sejar € R tal que r — |r| > 7 Entao | r — 3) "3 <3

1
Demonstracdo. Vamos primeiro mostrar que {r — §J = |r]. Por hipdtese, temos

que r — [r] > -, isto é,

DO | —

(E.1)
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Pela Proposicao concluimos que r — [r] < 1, isto é, [r] +1 > r. Disso e por

(E.1), inferimos que

1
Lr]+1>r>r—§,

1
ou seja, {r 5| = |7 ].

Desse modo, deduzimos que
1 I 1 1
Y A LY B R M

Mas, pela Proposicao [E.1], concluimos que

Q-%)-V-%J:r—m—%a_%:%.

1
Proposicao E.4. Seja r € R. Entao r — \j’ — §J < 2.

1

Demonstra¢ao. Vamos considerar dois casos: 7 — |r] < ST |r] >

1
2
: 1 e 1 . 1

(i) Suponha quer—|r| < 3" Assim, inferimos que r—5 < |r],ouseja, |r——-| <

1
|7]. Como r — 5>~ 1, deduzimos que
1
{r—iJ >|r—1]=|r] -1

1
Dai, pela definigao de ||, temos que {7’ — QJ = |r] — 1. Dessa forma, pela

Proposicao [E.1 concluimos que

r— {r—%J =r—(lr]-1)=@Fr—-|r)+1<l+1=2.

1
Entdo, inferimos que r — = > [r]. Desse modo,

DN | —

(ii) Suponha que r — |r| >

= |r]. Assim, pelo Proposicao [E.1| concluimos que

1
deduzimos que {r ~3

1

Ul s =r—|r<l<2.
_ 1 .

Como em todos os casos possiveis vale r — |r — 5 < 2, a demonstracao esta

concluida.

]



Apéndice F
Resultados classicos

Proposicao F.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam H um espago de Hilbert
ex,y € H. Entao (x,y)u < ||z||ullyllg, com a igualdade valendo se, e somente se,
x ey sao linearmente independentes.

Demonstracao. Uma prova desse resultado pode ser encontrada na pagina 172 de
[10].
m

Proposicao F.2 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam E um espaco vetorial normado
e A, B C E converos nao vazios disjuntos tais que A € fechado e B € compacto.
Entao existem F € E', « € R e € € (0,00) tais que

fl@)+re<a< fly)—e
para todo x € A ey € B.

Demonstragao. Uma prova desse resultado pode ser encontrada na pagina 6 de [6].
L]

Proposicao F.3 (Teorema da Convergéncia Mondtona). Sejam M um espaco de
medida, f, : M — [0,00] uma sequéncia de fungées mensurdveis satisfazendo
fu(2) < fur1(x), para todo x € M. Seja f: M — [0,00]; f(x) = lim f,(z). Entao

lim]!fndu—AZfdu.

Demonstracao. Uma prova desse resultado pode ser encontrada na pégina 50 de
[10].
m

Proposicao F.4 (Teorema da Convergéncia Dominada). Sejam M um espaco de
medida, f : M — [0,00] uma funcio qualquer, (f,) uma sequéncia em L'(M) e
g € LY(M) ndo negativa tais que f.(z) — f(x) e |fu(2)] < g(x) para quase todo

v € M. Entio f € L'(M) e
lim/fnd,u:/fd,u.
M M
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Demonstracao. Uma prova desse resultado pode ser encontrada na pagina 55 de
[10].
m

Proposicao F.5 (Teorema de Riesz-Fischer). Seja M um espaco de medida e p € R
tal que p > 1. Entao LP(M) € um espaco de Banach.

Demonstracao. Uma prova desse resultado pode ser encontrada na pagina 183 de
[10].
m

Proposicao F.6 (Teorema de Rellich-Kondrachov). Suponha que Q C R™ um aberto
limitado de classe C. Entdo, valem as sequintes imersdes compactas:

1 1 1
Wtr(Q) & Li(QY), para todo q € [1,p*), onde — =~ — —, sep <n.
p p n
WP(Q) S, LYY, para todo q € [1,00), sep=n.
Whr(Q) & C(Q), se p>n.

Demonstracao. Uma prova desse resultado pode ser encontrada na pagina 285 de
16].
m

Proposicao F.7 (Desigualdade da Interpolacao). Sejam M um espago de medida e
p,q, 7 € RU{oo} satisfazendo 0 < p <r < q < oo. Entao LP(M)NLY (M) C L"(M)
e se f e LP(M)N LYM) entao existe 0 € (0,1) tal que || f||, < ||f||z||f||(11_9

Demonstracao. Uma prova desse resultado pode ser encontrada na pagina 185 de
[10].
m

1 1
Proposicao F.8 (Desigualdade de Holder). Sejam p,q € [1, 00| tais que —+ — =1

e Q C R" um conjunto mensurdvel. Além disso, sejam f € LP(Q) e g € LI(Q).
Entio fg € L' () e

/ Foldu < £l
Q

Demonstragao. Uma prova desse resultado pode ser encontrada na pagina 92 de [6].

0

Proposicao F.9 (Desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev). Sejam r,s > 1 e
1 1

0<p<N com—+ % +==2. Se fe LRY) eh e L'(RY), entdo existe uma
s r

constante sharp C(s, N, p,r) > 0, independente de f e h, tal que:

T
// L@MI) 44y < (s, N, )11 1L
WWLW—y|
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Demonstra¢ao. Uma prova desse resultado pode ser encontrada em [15].
m

Proposicao F.10 (Teorema de Fubini). Sejam (X1, X1, 1) e (Xa, Xo, p2) € suponha
que W1 e We sao o-aditivas e completas. Sejam p a medida produto de py e po,
AC Xy xXe e f:A— R uma funcao mensurdvel p-integrdvel. Entao:

[tamdn= [ | [ ram| o= [| [ rdu] des

A X1 A"El X2 Azz

onde Az, = {xy € Xo | (x1,22) € A}, para cada x1 € X; e A,, = {x; € X |
(x1,29) € A}, para cada x4 € X,.

Demonstracao. Uma prova desse resultado pode ser encontrada na pagina 359 de
[14].
]

Proposicao F.11. Sejam X,Y espacos de Banach, U C X aberto em X eu € U.
Suponha que F : U — Y possui derivada de Giteaux continua em u. FEntao F
possui derivada de Fréchet continua em u e as derivadas de Gateaur e Fréchet em
u coincidem.

Demonstragao. Uma prova desse resultado pode ser encontrada na pagina 14 de [2].
L]

Proposicao F.12 (Teorema de Egorov). Seja M um espaco de medida totalmente
finito, f, : M — R uma sequéncia de funcoes mensurdveis e f : M — R uma funcdo
mensurdvel tal que f,(x) = f(z)u para quase todo x € M. Entao f, — f quase
uniformemente em M.

Demonstracao. Uma prova desse resultado pode ser encontrada na pégina 62 de
[10].

[
Proposicao F.13 (Lema de Lions). Sejar € (0,00) e q € (2,2). Se (uy,) € limitada
em H'(R™) e se

n—0o0 yeRn

lim sup / |un|?dp = 0,
B(y,r)

ent@o u, L& 0, para todo p € (2,2").

Demonstracao. Uma prova desse resultado pode ser encontrada na pagina 16 de
[25].

m
Proposigao F.14 (Teorema de Vainberg). Sejam Q C R", p € [1,00], f € LP(Q) e

(fn) uma sequéncia em LP(Q) tal que f, g f. Entao existe h € LP(Q) tal que, a
menos de subsequéncia,
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(i) fu(x) — f(z), para quase todo x € Q;

(ii) |fo(x)| < h(x), para todo n € N e para quase todo x € ().

Demonstragao. Uma prova desse resultado pode ser encontrada na pagina 94 de [6].
]

Proposicao F.15 (Teorema da Extensao de Tietze). Sejam T um espaco topoldgico
normal, A C T um subespaco fechado deT' e f : A — R uma fun¢ao continua. Entao

existe f: T — R uma funcio continua tal que F’A = f.

Demonstracao. Uma prova desse resultado pode ser encontrada na pagina 219 de
[19].
O

Proposicao F.16 (Projecao sobre subespacos fechados). Seja H um espago de
Hilbert, A C H um subespaco fechado e f € H. Entao existe um unico Pyf € A tal
que

<f_PAf7U>H207

para todo v € A.
Além disso, o operador Py : H — A; PA(f) = Paf (chamado de operador
projecao ortogonal) € linear.

Demonstracao. Uma prova desse resultado pode ser encontrada na pagina 134 de
16].
m

Proposicao F.17. Seja E um espaco de Banach sobre R e I : E — R um funcional
continuamente diferencidvel
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