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Resumo

Esta dissertação está dividida em duas partes e é baseada no Capítulo 8 do livro Pro-

�nite Groups [22] de J. S. Wilson, e no artigo Uncountably many non-commensurable

�nitely presented pro-p groups [19] de I. Snopce. A parte I é um estudo de grupos pro�-

nitos de posto �nito. Estudamos grupos solúveis pro�nitos de posto �nito e fornecemos

uma série de caracterizações dos mesmos. Então mostramos que um grupo pro�nito ar-

bitrário de posto �nito é construído a partir de um grupo pronilpotente de posto �nito,

um grupo solúvel de posto �nito e um grupo �nito. E a Parte II é uma descrição de

grupos pro-p de posto �nito. Provamos que existe uma quantidade não enumerável de

grupos pro-p uniformes metabelianos não comensuráveis de dimensão m, onde m ≥ 3

é um inteiro positivo, e consequentemente, existe uma quantidade não enumerável de

grupos pro-p �nitamente apresentados não comensuráveis com um número minimal de

geradores igual a m e um número minimal de relações igual a

 m

2

.

Palavras-chave: grupos pro�nitos, posto �nito, uniformly powerful, �nitamente apre-

sentado.



Abstract

This master's dissertation was divided into two parts, and it is based on the Chapter 8

of the book Pro�nite Groups [22] of J. S. Wilson, and on the article Uncountably many

non-commensurable �nitely presented pro-p groups [19] of I. Snopce. Part I is a study of

pro�nite groups of �nite rank. We study pro�nite soluble groups of �nite rank and we

give a number of characterizations of them. Then we show that an arbitrary pro�nite

group of �nite rank is built up from a pronilpotent group of �nite rank, a soluble

group of �nite rank, and a �nite group. Part II is an account of pro-p groups of �nite

rank. It is proved that there are uncountably many non-commensurable metabelian

uniform pro-p groups of dimension m, where m ≥ 3 is a positive integer. Consequently,

there are uncountably many non-commensurable �nitely presented pro-p groups with

minimal number of generators m and minimal number of relations

 m

2

.

Keywords: pro�nite groups, �nite rank, uniformly powerful, �nitely presented.
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Introdução

Um grupo pro�nito é, por de�nição, um grupo dado pelo limite inverso de grupos

�nitos. Grupos pro�nitos podem também ser caracterizados como os grupos topológicos

de Hausdor�, totalmente desconexos e compactos. Uma classe especial de grupos

pro�nitos, é a classe dos grupos pro-p, que são por de�nição limite inverso de p-grupos

�nitos.

Neste trabalho apresentamos propriedades dos grupos pro�nitos G, para os quais

existe um inteiro r tal que cada subgrupo de G pode ser gerado por r elementos, esses

grupos são chamados de grupos pro�nitos de posto �nito. É importante observar que

o termo `posto' na teoria dos grupos pro�nitos não deve ser confundido com o seu uso

em expressões como `grupo livre de posto �nito'; um exemplo claro desse fato é que os

grupos pro�nitos livres �nitamente gerados não têm posto �nito, uma vez que possuem

subgrupos pro�nitos que não são �nitamente gerados. Com a atenção sempre voltada

para os grupos pro�nitos de posto �nito, este trabalho está dividido em duas partes,

a primeira parte apresentamos um estudos mais geral dos grupos pro�nitos de posto

�nito, baseado principalmente no Capítulo 8 do livro de J. S. Wilson [22], e a segunda

parte está baseada no artigo de I. Snopce [19] �Uncountably many non-commensurable

�nitely presented pro-p groups�.

No primeiro capítulo apresentamos um estudo preliminar sobre grupos pro�ni-

tos, no qual construimos a de�nição de grupos pro�nitos a partir do limite inverso de

um sistema inverso de grupos topológicos, em seguida mostramos que grupos pro�ni-

tos podem ser caracterizados de outras maneiras, e mostramos também que exemplos

importantes e naturais de grupos pro�nitos podem ser construídos a partir de grupos

abstratos, como por exemplo o anel dos inteiros p-ádicos, que é o completamento pro-p
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Introdução 12

de Z, denotado por Zp. E então direcionando para os grupos pro�nitos de posto �nito

estudamos grupos solúveis pro�nitos de posto �nito e apresentamos uma série de ca-

racterizações dos mesmos. E �nalmente, estudamos os grupos pro�nitos arbitrários de

posto �nito, obtendo o seguinte teorema:

Teorema 1.5.23 Seja G um grupo pro�nito de posto �nito. Então G tem uma série

1 ≤ C ≤ N ≤ G

de subgrupos normais tal que C é pronilpotente, N/C é solúvel e G/N é �nito.

Em outras palavras o Teorema 1.5.23 nos diz que um grupo pro�nito de posto

�nito possui uma série (pronilpotente-por-solúvel)-por-�nito. Mas como os grupos

pronilpotentes são os produtos cartesianos de seus subgrupos de Sylow, direcionamos

a atenção para os grupos pro-p de posto �nito. E assim, nos capítulos seguintes nos

restringimos aos grupos pro-p.

No segundo capítulo, mostramos como dotar o conjunto subordinado de um grupo

pro-p uniforme G com uma estrutura aditiva, tornando-o um Zp-módulo livre. E então

com o objetivo de obter mais propriedades em relação a estrutura do grupoG, de�nimos

uma segunda operação capaz de transformar o Zp-módulo livre em uma álgebra de Lie

sobre Zp. Além disso, mostramos que vale o processo inverso, ou seja, dado uma álgebra

de Lie powerful, ela pode se tornar um grupo pro-p uniforme. Por �m apresentamos

o seguinte resultado, que garante que existe uma correspondência biunívoca entre os

grupos pro-p uniformes e as álgebras de Lie powerful sobre Zp:

Teorema 2.3.27 As aplicações

G 7−→ LG, L 7−→ (L, ∗)

são isomor�smos mutuamente inversos entre a categoria de grupos pro-p uniformes e

categoria de álgebras de Lie powerful sobre Zp.

Muitos dos resultados do Capítulo 2 estão contidos no longo e importante artigo

de Lazard [6], �Groupes analytiques p-adiques�, dedicado ao estudo dos grupos pro-

p de posto �nito, na perspectiva de grupos analíticos p-ádicos. Já no livro de J. D.

Dixon; M. P. F. Du Sautoy; A. Mann; D. Segal [2], �Analytic pro-p Groups�, podme

ser encontrados alguns dos resultados deste artigo, de um ponto de vista teórico de
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Introdução 13

grupos, e de resultados de Lubotzky e Mann dos artigos [8] �Powerful p-Groups. I.

Finite Groups�, e [9] �Powerful p-Groups, II. p-Adic Analytic Groups� ligando diferentes

caracterizações desses grupos. Em [9], Lubotzky e Mann provaram que se G é um grupo

pro-p de posto �nito, então G tem um subgrupo aberto característico powerful, e que

também vale a recíproca. Garantindo assim que um grupo pro-p tem posto �nito

se, e somente se, tem um subgrupo característico aberto uniforme, esse resultado é

usado para fornecer caracterizações alternativas para grupos pro-p de posto �nito. Um

resultado anterior de Lazard [6], a�rma que um grupo pro-p tem estrutura de um grupo

analítico p-ádico se, e somente se, tem um subgrupo normal aberto uniforme.

No terceiro capítulo, apresentamos a demonstração do seguinte teorema de I.

Snopce do artigo [19]:

Teorema 3.2.3 Seja m ≥ 3 um inteiro positivo. Existe uma quantidade não enu-

merável de grupos pro-p uniformes, metabelianos, não comensuráveis de dimensão m.

Consequentemente, existe uma quantidade não enumerável de grupos pro-p �nitamente

apresentados não comensuráveis com um número minimal de geradores igual a m (e o

número minimal de relações igual a

(
m

2

)
).

Para isso usamos o Teorema 2.3.27, que permite associar ao grupo pro-p uniforme

uma Zp-álgebra de Lie e depois `retornar' para o grupo pro-p uniforme sem perder pro-

priedades. Além disso, usamos resultados contidos em J. D. Dixon; M. P. F. Du Sautoy;

A. Mann; D. Segal [2], apresentados no Capítulo 3, que garantem que todo grupo pro-p

de posto �nito tem uma apresentação �nita que pode ser dada explicitamente (con�ra

teorema 3.1.1), assim como limitar o número mínimo de relações da apresentação de

um grupo pro-p powerful �nitamente gerado (con�ra teorema 3.1.4).

A questão da existência de uma quantidade não enumerável de grupos pro-p

�nitamente apresentados não-isomór�cos foi levantada por A. Lubotzky na conferên-

cia �Geometric and Combinatorial Group Theory� em homenagem a E. Rips e por

E. Zelmanov na conferência �XX Coloquio Latinoamericano de Álgebra�. Entretanto

Zelmanov atribuiu a questão a Lubotzky.

Christe Hélida Moreira Montijo Agosto de 2018 PPGMat � UnB



Capítulo 1

Grupos Pro�nitos

Neste capítulo faremos uma breve introdução da teoria de grupos topológicos,

para então de�nir o limite inverso de um sistema inverso de grupos topológicos com o

objetivo de de�nir os grupos pro�nitos, dando uma atenção especial aos grupos pro-

p, que é um caso particular de grupos pro�nitos, uma vez que, nosso objetivo �nal

ao estudar essa teoria é estudar os grupos pro-p de posto �nito. Também daremos

algumas caracterizações dos grupos pro�nitos, com o intuito de obter mais ferramentas

de estudos e de�niremos o completamento de grupos abstratos e, em particular, o

completamento pro-p dos inteiros. E por �m daremos uma série de caracterizações

para os grupos pro�nitos solúveis de posto �nito e de maneira geral, forneceremos uma

estrutura para grupos pro�nitos de posto �nito. As principais referências utilizadas

neste capítulo são J. S. Wilson [22], L. Ribes; P. Zalesskii [15] e J. R. Munkres [13].

1.1 Grupos Topológicos

Antes de de�nir os grupos topológicos é importante relembrar a de�nição de es-

paço topológico e comentar algumas propriedades que serão utilizadas posteriormente,

para um estudo mais detalhado veja o livro de J. R. Munkres [13].

De�nição 1.1.1 Uma topologia em um conjunto X é uma coleção τ de subconjuntos

de X satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) O conjunto vazio ∅ e X pertencem a τ ;

Christe Hélida Moreira Montijo Agosto de 2018 PPGMat � UnB



1.1. Grupos Topológicos 15

(b) A união de elementos de qualquer subcoleção de τ pertence a τ ;

(c) A interseção de elementos de qualquer subcoleção �nita de τ pertence a τ .

Um conjunto X munido de uma topologia τ é chamado espaço topológico (X, τ).

Mas, em geral, omitiremos τ se não houver risco de ambiguidade, nos referindo

assim �ao espaço topológico X�.

De�nição 1.1.2 Seja (X, τ) um espaço topológico e Y um subconjunto de X.

1. Dizemos que U ⊆ X é um conjunto aberto se U ∈ τ . Por outro lado, um subconjunto

de X é um conjunto fechado se o complementar é um conjunto aberto.

2. O fecho Y de Y é a interseção de todos os fechados contendo Y .

3. Dizemos que Y é denso em X se Y = X.

4. Uma vizinhança aberta de um elemento x ∈ X é um conjunto aberto que contém x.

5. Uma base para uma topologia em X é uma coleção {Uλ | λ ∈ Λ} de conjuntos

abertos tal que todo conjunto aberto é uma união de conjuntos Uλ.

6. O espaço topológico X com uma topologia no qual cada subconjunto de X é aberto

é chamado espaço discreto e tal topologia é chamada topologia discreta.

7. A coleção de todos os subconjuntos da forma Y ∩ U , com U aberto em X é uma

topologia em Y . E com essa topologia, Y é chamado de subespaço topológico de

X.

Para a próxima de�nição usaremos a seguinte de�nção auxiliar:

De�nição 1.1.3 (Propriedade da interseção �nita) Uma coleção Γ de subconjun-

tos de X tem a propriedade da interseção �nita se, para toda subcoleção {C1, . . . , Cn},
temos que ⋂n

j=1Cj 6= ∅.

De�nição 1.1.4 Um espaço topológico X é compacto se toda cobertura por abertos de

X possui uma subcobertura �nita. Equivalentemente, X é compacto se toda coleção Γ

de subconjuntos fechados de X contendo a propriedade da interseção �nita, satisfaz⋂
C∈ΓC 6= ∅.

Christe Hélida Moreira Montijo Agosto de 2018 PPGMat � UnB



1.1. Grupos Topológicos 16

Outras duas de�nições importantes para a teoria dos grupos pro�nitos são as

de�nições dos espaços topológicos de Hausdor� e os espaços topológicos totalmente

desconexos.

De�nição 1.1.5 Seja X um espaço topológico.

1. Dizemos que X é um espaço de Hausdor� se dados dois elementos distintos x e y

em X, existem vizinhanças abertas U e V de x e y, respectivamente, tais que

U ∩ V = ∅.

2. Dizemos que X é conexo se não pode ser escrito como a união disjunta de dois

conjuntos abertos não vazios. E dizemos que X é totalmente desconexo se todo

subespaço conexo tem no máximo um elemento.

Lema 1.1.6 Seja X um espaço de Hausdor� compacto.

(a) Se C e D são subconjuntos fechados de X tal que C ∩ D = ∅, então existem

subconjuntos abertos U e V tais que C ⊆ U , D ⊆ V e U ∩ V = ∅.

(b) Seja x ∈ X e A a interseção de todos os subconjuntos de X contendo x que são

simultaneamente abertos e fechados. Então A é conexo.

(c) Se X é também totalmente desconexo, então todo conjunto aberto é uma união de

conjuntos que são simultaneamente abertos e fechados.

A demonstração será omitida, mas pode ser encontrada em [22, Lemma 0.1.1].

De�nição 1.1.7 Sejam X e Y espaços topológicos.

1. Uma aplicação f : X −→ Y é contínua se para cada aberto U de Y o conjunto

f−1(U) = {x ∈ X | f(x) ∈ U} é aberto em X. Equivalentemente, a aplicação f

é contínua se f−1(C) é fechado em X para todo subconjunto fechado C de Y .

2. Uma aplicação f : X −→ Y é um homeomor�smo se f é uma bijeção e f e f−1 são

contínuas.

Lema 1.1.8 (a) Todo subconjunto fechado de um espaço compacto é compacto.

(b) Todo subconjunto compacto de um espaço de Hausdor� é fechado.

(c) Se f : X −→ Y é contínua e X é compacto, então f(X) é compacto.

(d) Se f : X −→ Y é contínua e bijetiva, X é compacto e Y é um espaço de Hausdor�,

então f é um homeomor�smo.
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1.1. Grupos Topológicos 17

(e) Se f : X −→ Y e g : X −→ Y são contínuas e Y é um espaço de Hausdor�, então

{x ∈ X | f(x) = g(x)} é fechado em X.

A demonstração pode ser encontrada em [22, Lemma 0.1.2].

Lema 1.1.9 Seja X um espaço totalmente desconexo. Então {x} é fechado em X,

para cada x ∈ X.

A demonstração pode ser encontrada em [22, Lemma 0.1.3].

De�nição 1.1.10 Seja X um espaço topológico e ρ uma relação de equivalência em X.

De�na X/ρ o conjunto quociente e q : X −→ X/ρ a aplicação quociente que associa

cada elemento de X a sua classe de equivalência. A topologia quociente em X/ρ é

a topologia cujos conjuntos abertos são os subconjuntos V de X/ρ tais que q−1(V ) é

aberto em X.

Assim, com a topologia quociente, X/ρ é um espaço topológico, e consequente-

mente, a aplicação q é contínua.

Outra de�nição importante para a teoria dos grupos pro�nitos é a de�nição de

topologia produto. Relembrando que o produto cartesiano de uma família não vazia

de conjuntos {Xλ | λ ∈ Λ} é o conjunto

∏
λ∈ΛXλ = {f : Λ −→

⋃
λ∈ΛXλ | f(λ) ∈ Xλ},

e x ∈
∏

λ∈Λ Xλ é denotado por (xλ)λ∈Λ.

E o produto cartesiano de uma família �nita de conjuntos X1, . . . , Xn é denotado

por X1 × . . .×Xn.

De�nição 1.1.11 Seja Xλ um espaço topológico, para cada λ ∈ Λ. E considere a

aplicação πλ :
∏

λ∈ΛXλ −→ Xλ de�nida por x = (xλ)λ∈Λ 7−→ xλ, para cada λ ∈ Λ.

A topologia produto em
∏

λ∈ΛXλ é a topologia que tem como abertos as uniões de

conjuntos da forma

π−1
λ1

(U1) ∩ . . . ∩ π−1
λn

(Un),

com n �nito, para cada λi em Λ e Ui um aberto em Xλi.

Teorema 1.1.12 Seja (Xλ | λ ∈ Λ) uma família de espaços topológicos e denote

C =
∏

λ∈ΛXλ.

(a) Se cada Xλ é um espaço de Hausdor�, então C também é um espaço de Hausdor�;
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1.1. Grupos Topológicos 18

(b) Se cada Xλ é totalmente desconexo, então C também é totalmente desconexo;

(c) Se cada Xλ é compacto, então C também é compacto.

A demonstração pode ser encontrada em [22, Theorem 0.2.1].

O item (c) deste teorema é o famoso teorema de Tychono�, e uma demonstração

mais detalhada do mesmo pode ser encontrada em [13, Theorem 37.3].

Com tais de�nições e resultados, estamos prontos para de�nir os grupos topoló-

gicos e apresentar os resultados que auxiliarão na de�nição e caracterização dos grupos

pro�nitos.

De�nição 1.1.13 Um grupo topológico é um conjunto G que é ao mesmo tempo um

grupo e um espaço topológico tal que a aplicação

G×G −→ G

(x, y) 7−→ xy−1

é contínua. Estamos considerando G×G com a topologia produto.

No lema a seguir apresentaremos alguns resultados elementares, porém funda-

mentais, sobre grupos topológicos.

Lema 1.1.14 Seja G um grupo topológico.

(a) A aplicação (x, y) 7−→ xy de G× G em G é contínua e a aplicação x 7−→ x−1 de

G em G é um homeomor�smo. E para cada g ∈ G, as aplicações x 7−→ xg e

x 7−→ gx de G em G são homeomor�smos.

(b) Se H é um subgrupo aberto (resp. fechado) de G, então toda classe lateral Hg ou

gH de H em G é aberta (resp. fechada).

(c) Todo subgrupo aberto de G é fechado, e todo subgrupo fechado de índice �nito é

aberto. Se G é compacto, então todo subgrupo aberto de G tem índice �nito.

(d) Se H é um subgrupo contendo um subconjunto aberto não vazio U de G, então H

é aberto em G.

(e) Se H é um subgrupo de G e K é um subgrupo normal de G, então H é um grupo

topológico com respeito a topologia induzida e G/K é um grupo topológico com

respeito a topologia quociente. Além disso, a aplicação quociente q : G −→ G/K

leva subconjunto aberto em subconjunto aberto.
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1.1. Grupos Topológicos 19

(f) G é um espaço de Hausdor� se, e somente se, {1} é um subconjunto fechado de

G. E se K é um subgrupo normal de G, então G/K é Hausdor� se, e somente

se, K é fechado em G. Se G é totalmente desconexo, então G é Hausdor�.

(g) Se G é compacto e Hausdor� e se C e D são subconjuntos fechados, então CD é

fechado.

(h) Suponha que G é compacto e seja {Xλ | λ ∈ Λ} uma família de subconjuntos

fechados com a propriedade que para todo λ1, λ2 ∈ Λ existe um elemento µ ∈ Λ tal

que Xµ ⊆ Xλ1 ∩Xλ2. Se Y é um subconjunto fechado de G, então (
⋂
λ∈ΛXλ)Y =⋂

λ∈ΛXλY .

A demonstração pode ser encontrada em [22, Lemma 0.3.1]

Lema 1.1.15 Seja G um grupo topológico compacto. Se C é um subconjunto aberto e

fechado e contém 1, então C contém um subgrupo normal aberto.

A demonstração pode ser encontrada em [22, Lemma 0.3.2].

Proposição 1.1.16 Seja G um grupo topológico, compacto e totalmente desconexo.

(a) Todo conjunto aberto em G é uma união de classes laterais de subgrupos normais

abertos.

(b) Um subconjunto de G é ao mesmo tempo aberto e fechado se, e somente se, é uma

união de uma quantidade �nita de classes laterais de subgrupos normais abertos.

(c) Se X é um subconjunto de G, então o fecho X satisfaz X =
⋂
{NX | N E◦ G}.

Em particular, C =
⋂
{NC | N E◦ G}, para cada subconjunto fechado C, e a

interseção dos subgrupos normais abertos de G é trivial.

A demonstração pode ser encontrada em [22, Proposition 0.3.3].

O próximo resultado garante que o produto cartesiano de uma família de grupos

topológicos é um grupo topológico e a demonstração segue da de�nição de topologia

produto.

Lema 1.1.17 Sejam {Gλ | λ ∈ Λ} uma família de grupos topológicos e C =
∏

λ∈ΛGλ

o produto cartesiano dos Gλ. De�na em C a operação componente a componente, ou

seja, (xλ)(yλ) = (xλyλ), para todos (xλ), (yλ) ∈ C. Então C é um grupo topológico com

respeito a esta operação e a topologia produto.

Christe Hélida Moreira Montijo Agosto de 2018 PPGMat � UnB
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O próximo lema mostra como construir um grupo topológico a partir de um grupo

abstrato qualquer o que o torna uma ferramenta muito útil, por exemplo no estudo da

teoria do completamento de grupos.

Lema 1.1.18 Sejam G um grupo abstrato e L uma família não vazia de subgrupos

normais com a seguinte propriedade: se K1, K2 ∈ L e K3 é um subgrupo normal

contido em K1 ∩K2, então K3 ∈ L. E seja τ a família de todas as uniões de conjuntos

de classes laterais Kg com K ∈ L e g ∈ G. Então τ é uma topologia em G e G é um

grupo topológico com respeito a essa topologia.

Demonstração: Primeiramente veremos que τ é uma topologia para G. Consi-

dere a família das classes laterais Kg, onde K ∈ L e g ∈ G. Temos que a interseção de

quaisquer duas classes laterais distintas é vazia e a união de todas as classes laterais

de K em G é igual a G, uma vez que o conjunto das classes laterais de K em G é uma

partição de G, sendo assim os conjuntos ∅ e G pertencem a τ . Agora tome g1, g2 ∈ G

e K1, K2 ∈ L. Se K1g1 ∩K2g2 6= ∅, então existe x ∈ K1g1 ∩K2g2, daí

K1g1 ∩K2g2 = K1x ∩K2x = (K1 ∩K2)x = ∪y∈k1∩k2K3y

onde K3 ⊆ K1 ∩ K2 e K3 ∈ L. Então K1g1 ∩ K2g2 pertence a τ . Logo, τ é uma

topologia onde as classes laterais formam a base de τ .

Agora mostraremos que G é um grupo topológico. Considere ϕ : G×G→ G, uma

aplicação de�nida por, (x, y) 7→ xy−1. Mostraremos que ϕ é contínua. Tome g1, g2 ∈ G

tal que g1g
−1
2 ∈ W , para algum subconjunto W aberto em G, então (g1, g2) ∈ ϕ−1(W ).

Pela de�nição de τ , existe N ∈ L tal que Ng1g
−1
2 ⊆ W . De�na U = Ng1 e V = Ng2.

Então ϕ(U × V ) = UV −1 = Ng1g
−1
2 ⊆ W , logo, (g1, g2) ∈ U × V ⊆ ϕ−1(W ), onde

U ×V é aberto em G×G. Portanto, ϕ é contínua e, consequentemente, G é um grupo

topológico. �

1.2 Limites Inversos

Nesta seção introduziremos a de�nição de limite inverso e algumas de suas princi-

pais propriedades com o objetivo de obter mais informações sobre os grupos pro�nitos,

que por de�nição são limites inversos de grupos �nitos. Começaremos então com a de�-
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1.2. Limites Inversos 21

nição de sistema inverso, seguindo com alguns exemplos para tornar clara tal de�nição,

e por �m de�niremos o limite inverso.

Antes da de�nição de sistema inverso é importante saber a de�nição de conjunto

dirigido, uma vez que de agora em diante, sempre tomaremos espaços topológicos

indexados por um conjunto dirigido.

De�nição 1.2.1 Um conjunto dirigido é um conjunto parcialmente ordenado I com

respeito a uma relação de ordem “ ≤ ” tal que para todos i1, i2 ∈ I existe um elemento

j ∈ I no qual i1 ≤ j e i2 ≤ j.

De�nição 1.2.2 Um sistema inverso (Xi, ϕij) de espaços topológicos indexados por

um conjunto dirigido I, consiste de uma família {Xi | i ∈ I} de espaços topológicos e

uma família {ϕij : Xj −→ Xi | i, j ∈ I, i ≤ j} de aplicações contínuas tais que ϕii é a

aplicação identidade idXi
, para cada i, e ϕijϕjk = ϕik sempre que i ≤ j ≤ k, ou seja,

o diagrama abaixo comuta.

Xk

ϕjk   

ϕik // Xi

Xj

ϕij

>>

Se cada Xi é um grupo topológico e cada ϕij é um homomor�smo contínuo,

então (Xi, ϕij) é chamado um sistema inverso de grupos topológicos. E similarmente,

podemos de�nir um sistema inverso de anéis topológicos.

Os conjuntos para os quais nenhuma topologia é especi�cada serão considerados

como espaços topológicos com a topologia discreta.

O exemplo a seguir é de suma importância para o desenvolvimento da teoria do

completamento dos inteiros, que será apresentada mais adiante.

Exemplo 1.2.3 Sejam I = N um conjunto dirigido com a relação de ordem usual e p

um primo. Para cada j ≥ i, de�na

ϕij : Z/pjZ −→ Z/piZ
n+ pjZ 7−→ n+ piZ,

para cada n ∈ Z.
Veja que ϕij está bem de�nida.

De fato, observe que ϕij está bem de�nida se, e somente se, pjZ ⊆ piZ.
Dado pj ∈ pjZ, temos que, pj ∈ piZ se, e somente se, pi | pj, mas pi | pj se, e

somente se, j ≥ i. Logo, pjZ ⊆ piZ, e portanto, ϕij está bem de�nida.

Segue que, ϕii = id, para todo i ∈ I e se i ≤ k ≤ j, tem-se ϕikϕkj = ϕij.

De fato, seja n+ pjZ ∈ Z/pjZ, então
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(ϕikϕkj)(n+ pjZ) = ϕik(ϕkj(n+ pjZ)) = ϕik(n+ pkZ) = n+ piZ = ϕij(n+ pjZ),

com i ≤ k ≤ j.

Logo, (Z/piZ, ϕij) é um sistema inverso de anéis �nitos.

Observe que, o exemplo acima é também um sistema inverso de grupos topológi-

cos. E de modo mais geral, temos o seguinte exemplo.

Exemplo 1.2.4 Sejam G um grupo e I uma família de subgrupos normais de G com

a propriedade que para todo U1, U2 ∈ I existe um subgrupo V ∈ I tal que V ≤ U1 ∩U2.

Podemos considerar I um conjunto dirigido com respeito a ordem ≤′, de�nida por

U ≤′ V se, e somente se, V ≤ U .

Para U ≤′ V , considere a aplicação de�nida por

qUV : G/V −→ G/U

V g 7−→ Ug.

Então (G/U, qUV ) é um sistema inverso de grupos.

De fato, como U é um subgrupo normal de G, então pelo Lema 1.1.14 item (e),

G/U é um grupo topológico, para todo U ∈ I. E como V ≤ U , então qUV está bem

de�nida.

Além disso, a aplicação qUV : G/V −→ G/U é um homomor�smo contínua,

para todo U ∈ I tais que qUV = qUW qWV sempre que, U ≤′ W ≤′ V e, se U = V ,

qUU = id. Com efeito, considere a aplicação ψU : G −→ G/U com U ∈ I, temos que,

ψU = qUV ψV . E seja N um aberto em G/U , então ψ−1
U (N) é um aberto em G, mas pelo

Lema 1.1.14 item (e), a aplicação quociente ψV : G −→ G/V leva aberto em aberto,

então ψV (ψ−1
U (N)) é aberto em G/V . Mas note que,

qUV (ψV (ψ−1
U (N))) = qUV (q−1

UV (N)) = N.

Assim, dado N aberto em G/U , q−1
UV (N) é aberto em G/V , e portanto qUV é contínua.

E para mostrar que qUV é um homomor�smo é imediato.

Agora observe que, dado V g ∈ G/V temos

(qUW qWV )(V g) = qUW (qWV )(V g) = qUW (Wg) = Ug = qUV (V g).

Logo, (G/U, qUV ) é um sistema inverso de grupos.

Para de�nir o limite inverso precisamos do seguinte conceito de família compatível

de aplicações contínuas de um espaço topológico.
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De�nição 1.2.5 Sejam (Xi, ϕij) um sistema inverso de espaços topológicos sobre um

conjunto dirigido I e Y um espaço topológico. Dizemos que uma família de aplicações

contínuas {ψi : Y −→ Xi | i ∈ I} é compatível se ϕijψj = ψi, sempre que i ≤ j, ou

seja, se para cada i ∈ I e i ≤ j, o diagrama abaixo é comutativo.

Y
ψj

~~

ψi

  
Xj ϕij

// Xi

Tendo em mãos tais conceitos, estamos aptos a de�nir o limite inverso.

De�nição 1.2.6 Um limite inverso (X,ϕi) de um sistema inverso (Xi, ϕij) de espaços

topológicos é um espaço topológico X juntamente com uma família compatível {ϕi :

X −→ Xi} de aplicações contínuas com a seguinte propriedade universal: sempre

que {ψi : Y −→ Xi} é uma família compatível de aplicações contínuas de um espaço

topológico Y , existe uma única aplicação contínua ψ : Y −→ X tal que ϕiψ = ψi, para

cada i ∈ I, ou seja, o seguinte diagrama é comutativo.

Y
ψ

��

ψi

  
X ϕi

// Xi

De modo análogo, podemos de�nir o limite inverso de um sistema inverso de

grupos topológicos e anéis topológicos.

Com essas informações estamos prontos para fazer a seguinte de�nição:

De�nição 1.2.7 Dizemos que G é um espaço, grupo ou anel pro�nito se é o limite

inverso de espaços, grupos ou aneis �nitos, respectivamente, dotados com a topologia

discreta.

No próximo resultado mostraremos que o limite inverso existe e é (em um sentido

apropriado) único. Além disso, mostraremos como construir um limite inverso.

Proposição 1.2.8 Seja (Xi, ϕij) um sistema inverso de espaços topológicos (de grupos

topológicos resp.), indexado por um conjunto dirigido I.

(a) Se (X(1), ϕ
(1)
i ) e (X(2), ϕ

(2)
i ) são limites inversos do sistema inverso (Xi, ϕij), então

existe homeomor�smo (isomor�smo topológico resp.) ϕ : X(1) −→ X(2) tal que

ϕ
(2)
i ϕ = ϕ

(1)
i , para cada i ∈ I.
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(b) Sejam C =
∏

i∈I Xi e para cada i ∈ I considere πi a aplicação projeção de C em

Xi. De�na o seguinte conjunto

X = {c ∈ C | ϕijπj(c) = πi(c), para todo i, j, com j ≥ i}

e ϕi = πi |X , para cada i. Então (X,ϕi) é um limite inverso de (Xi, ϕij).

(c) Se (Xi, ϕij) é um sistema inverso de grupos topológicos e homomor�smos con-

tínuos, então X é um grupo topológico e as aplicações ϕi são homomor�smos

contínuos.

Demonstração:

(a) Primeiramente considere a família compatível {ϕ(1)
i : X(1) −→ Xi} de aplicações

contínuas (homomor�smos contínuos). A propriedade universal de (X(1), ϕ
(1)
i )

aplicada a família compatível {ϕ(2)
i : X(2) −→ Xi} de aplicações contínuas

(homomor�smos contínuos) nos dá que existe uma única aplicação contínua (ho-

momor�smo contínuo) ϕ(1) : X(2) −→ X(1) tal que ϕ(1)
i ϕ(1) = ϕ

(2)
i , para cada

i.

Agora considere a família compatível {ϕ(2)
i : X(2) −→ Xi} de aplicações con-

tínuas. A propriedade universal de (X(2), ϕ
(2)
i ) aplicada a família compatível

{ϕ(1)
i : X(1) −→ Xi} de aplicações contínuas nos dá que existe uma única aplica-

ção contínua ϕ(2) : X(1) −→ X(2) tal que ϕ(2)
i ϕ(2) = ϕ

(1)
i , para cada i.

Novamente, aplicando a propriedade universal de (X(1), ϕ
(1)
i ) a família {ϕ(1)

i :

X(1) −→ Xi} nos dá que existe uma única aplicação contínua ψ : X(1) −→ X(1)

tal que ϕ(1)
i ψ = ϕ

(1)
i , para cada i. Entretanto, ambas as aplicações ϕ(1)ϕ(2) e

idX(1) , tem essa propriedade, uma vez que,

ϕ
(1)
i = ϕ

(2)
i ϕ(2) ⇒ ϕ

(1)
i = (ϕ

(1)
i ϕ(1))ϕ(2) ⇒ ϕ

(1)
i = ϕ

(1)
i (ϕ(1)ϕ(2)).

Logo, pela unicidade de ψ, temos que, ϕ(1)ϕ(2) = idX(1) . E analogamente,

ϕ(2)ϕ(1) = idX(2) . Portanto, ϕ(2) : X(1) −→ X(2) é um homeomor�smo (isomor�smo

topológico resp.).

(b) Sejam Y um espaço topológico e {ψi : Y −→ Xi} uma família compatível de apli-

cações contínuas. O objetivo é mostrar que existe uma única aplicação contínua

ψ : Y −→ X tal que ϕiψ = ψi, para cada i.
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Seja ψ : Y −→ C a aplicação que leva cada y ∈ Y em (ψi(y)) ∈ C. Então, para

todo y ∈ Y ,

(πiψ)(y) = πi(ψ(y)) = πi(ψi(y)) = ψi(y).

Y

ψ ��

ψi // Xi

C

πi

>>

Logo, πiψ = ψi. Além disso, ψ é contínua, pois sua composição com cada aplica-

ção projeção é contínua.

Como {ψi : Y −→ Xi} é uma família compatível de aplicações contínuas, então

sempre que j ≥ i, temos que ψi = ϕijψj. Assim, se j ≥ i, então

πiψ = ψi = ϕijψj = ϕijπjψ.

Logo, a imagem de ψ está contida em X. Agora de�na ψ : Y −→ X por

ψ(y) = ψ(y), para cada y.

Temos que, ψ é contínua e ϕiψ = ψi, para cada i.

Resta veri�car a unicidade. Considere ψ′ : Y −→ X uma aplicação contínua

satisfazendo ϕiψ
′ = ψi, para cada i ∈ I. Então para cada y ∈ Y e i ∈ I,

ψ′(y) = ψ(y) em Xi. Logo ψ′ = ψ. Portanto, (X,ϕi) é um limite inverso de

(Xi, ϕij).

(c) Considere C =
∏

i∈I Xi com a topologia produto e

X = {c ∈ C | ϕijπj(c) = πi(c), para todo i, j, com j ≥ i}

com a topologia subespaço.

Por hipótese (Xi, ϕij) é um sistema inverso de grupos toplógicos e homomor�smos

contínuos. Então, pelo Lema 1.1.17, C é um grupo topológico com a topologia

produto. Daí X é um grupo topológico com a topologia induzida. Segue que, a

aplicação ϕi = πi |X é contínua, pois a aplicação projeção é contínua, e a de�nição
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de X garante que ϕijϕj = ϕi, sempre que j ≥ i. E como ϕij é um homomor�smo,

por hipótese, então ϕi é um homomor�smo.

Portanto, X é um grupo topológico e a aplicação ϕi é um homomor�smo contínuo,

para cada i.

�

De�nição 1.2.9 O limite inverso de um sistema inverso (Xi, ϕij) é denotado por

lim←−(Xi, ϕij) ou simplesmente lim←−Xi. O limite inverso particular construído na Propo-

sição 1.2.8 é denotado por s lim←−Xi.

No exemplo a seguir, construiremos usando a proposição anterior, o limite inverso

de Z/piZ. Esse exemplo será usado mais adiante, na Seção 1.4, na construção do

completamento pro-p de Z.

Exemplo 1.2.10 O limite inverso de Z/piZ é

s lim←−Z/p
jZ = {x ∈ C | xj ≡ xi (mod pi), i ≤ j, onde xi, xj ∈ Z},

onde C é o produto cartesiano de Z/piZ.
De fato, de�na C =

∏
i∈N Z/piZ e a aplicação πi : C −→ Z/piZ. Pela Proposição

1.2.8, temos que

s lim←−Z/p
iZ = {x ∈ C | ϕijπj(x) = πi(x), para todo i ≤ j}.

Considere x ∈ s lim←−Z/p
iZ, então ϕijπj(x) = πi(x), sempre que i ≤ j. Segue que,

ϕijπj(x) = ϕij(xj + pjZ) = xj + piZ e πi(x) = xi + piZ, assim xj + piZ = xi + piZ,
o que implica que xj − xi ∈ piZ, ou seja, xj ≡ xi (mod pi), sempre que i ≤ j. Logo,

s lim←−Z/p
jZ = {x ∈ C | xj ≡ xi (mod pi), i ≤ j}.

O próximo resultado nos diz que propriedades satisfeitas pelos espaços topológicos

Xi de um sistema inverso podem ser estendidos para o limite inverso.

Proposição 1.2.11 Seja (Xi, ϕij) um sistema inverso indexado por um conjunto di-

rigido I, e escreva X = lim←−Xi.

(a) Se cada Xi é Hausdor�, então X é Hausdor�.

(b) Se cada Xi é totalmente desconexo, então X é totalmente desconexo.
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(c) Se cada Xi é Hausdor�, então s lim←−Xi é fechado no produto cartesiano C =∏
i∈I Xi.

(d) Se cada Xi é compacto e Hausdor�, então X é compacto e Hausdor�.

(e) Se cada Xi é compacto, Hausdor� e não vazio, então X é não vazio.

Demonstração: Observe que é su�ciente mostrar que as a�rmações são verda-

deiras para s lim←−Xi, pois qualquer outro limite inverso é isomorfo a este. Como s lim←−Xi

é um subespaço topológico do produto cartesiano C, então as a�rmações (a) e (b) se-

guem da Proposição 1.1.12. A a�rmação (c) segue do Lema 1.1.8, item (e), uma vez

que sendo as aplicações πi : X −→ Xi e ϕijπj : X −→ Xi contínuas e Xi Hausdor�,

então {x ∈ C | ϕijπj(x) = πi(x), para i < j com i, j �xos } é fechado em X, o que

implica que

s lim←−Xi = ∩i<j{x ∈ C | ϕijπj(x) = πi(x)}

é fechado em C. Já a a�rmação (d) segue das a�rmações (a) e (c) juntamente com

o Lema 1.1.8 e a Proposição 1.1.12. Resta mostrar a a�rmação (e). Para j > i

considere o conjunto Dij = {c ∈ C | ϕijπj(c) = πi(c)}. Suponha por contradição que

s lim←−Xi = ∅. Como cada Dij é fechado e compacto então ∩nr=1Dirjr = ∅, para algum

inteiro n e ir, jr ∈ I. E como I é um conjunto dirigido, podemos encontrar k ∈ I tal

que k ≥ jr, para cada r. Escolha xk ∈ Xk, de�na xl = ϕlk(xk), para l ≤ k e de�na xl

arbitrariamente para todos os outros elementos de I. Desse modo, o elemento (xi) do

produto cartesiano está em ∩nr=1Dirjr , o que é uma contradição. Portanto, s lim←−Xi é

não vazio.

�

Proposição 1.2.12 Seja (X,ϕi) um limite inverso de um sistema inverso (Xi, ϕij) de

espaços de Hausdor�, compactos e não vazios, indexados por I. As seguintes a�rmações

são verdadeiras:

(a) ϕi(X) =
⋂
j≥i ϕij(Xj), para cada i ∈ I.

(b) Os conjuntos ϕ−1
i (U) com i ∈ I e U aberto em Xi, formam uma base para a

topologia em X.

(c) Se Y é um subconjunto de X satisfazendo ϕi(Y ) = Xi, para cada i, então Y é

denso em X.
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(d) Se θ é uma aplicação de um espaço Y em um espaço X, então θ é contínua se, e

somente se, cada aplicação ϕiθ é contínua.

(e) Se f : X −→ A é uma aplica�aão contínua para um espaço discreto, então para

algum i, existe uma aplicação contínua g : Xi −→ A satisfazendo f = gϕi.

Demonstração: Como foi dito anteriormente, é su�ciente mostrar que os resul-

tados são verdadeiros quando X = s lim←−Xi. Escreva C =
∏

i∈I Xi e seja πi : C −→ Xi

a aplicação projeção de modo que ϕi = πi |X .

(a) Temos que {ϕi : X −→ Xi | i ∈ I} é uma família compatível de aplicações

contínuas, então ϕi = ϕijϕj, sempre que i ≤ j. Assim, ϕi(X) = ϕijϕj(X) ⊆

ϕij(Xj), para todo j ≥ i e portanto, ϕi(X) ⊆
⋂
j≥i ϕij(Xj).

Por outro lado, �xando i ∈ I, a ∈
⋂
j≥i ϕij(Xj) e para j ≥ i o conjunto Yj = {y ∈

Xj | ϕij(y) = a}. Observe que, Yj é a imagem inversa de um conjunto fechado por

uma aplicação contínua, uma vez que sendo Xi Hausdor�, o conjunto unitário é

fechado, então Yj é fechado em Xj, logo é compacto, pois todo subespaço fechado

de um conjunto compacto é compacto.

Se i ≤ j ≤ k e yk ∈ Yk, ou seja, ϕik(yk) = a, então ϕij(ϕjk(yk)) = ϕik(yk) = a,

pois (Xi, ϕij) é um sistema inverso, logo, ϕjk(yk) ∈ Yj.

Assim, {Yj | j ≥ i} é um sistema inverso de espaços de Hausdor�, não vazios

e compactos, com respeito às restrições da aplicações ϕij. E pelo item (e) da

proposição anterior, s lim←−j≥iYj é não vazio, então existe (bj) ∈ s lim←−j≥iYj. Assim

ϕjk(bk) = bj se i ≤ j ≤ k e bi = a.

Se l ∈ I e i � l, tome j ∈ I, com j ≥ i, l e de�na bl = ϕlj(bj). Observe que

isso é independente de j, pois se tivermos também j′ ≥ i, l, podemos encontrar

k ≥ j, j′ e termos ϕlj(bj) = ϕlj(ϕjk(bk)) = ϕlj′ϕj′k(bk) = ϕlj′(bj′).

Assim, ϕjk(bk) = bj para todo par de índices j, k com j ≤ k e consequentemente

temos b = (bj)j∈I ∈ s lim←−j∈IYj ⊆ X.

Além disso, ϕi(b) = πi(b) = a, então a ∈ ϕi(X). Logo,
⋂
j≥i ϕij(Xj) ⊆ ϕi(X).

Portanto, ϕi(X) =
⋂
j≥i ϕij(Xj).
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(b) Como X é um subespaço topológico do produto cartesiano C, então todo conjunto

aberto em X é a união de conjuntos da forma

P = X ∩ π−1
i1

(U1) ∩ . . . ∩ π−1
in

(Un)

com n ∈ N, i1, . . . , in ∈ I e Ur aberto em Xir , para cada r.

Observe que, basta mostrar que para todo a ∈ P , existe um conjunto ϕ−1
k (U)

com U aberto em Xk e a ∈ ϕ−1
k (U) ⊆ P .

Seja a = (ai) ∈ X. Como I é um conjunto dirigido, podemos escolher k ∈ I tal

que k ≥ i1, . . . , in. O conjunto ϕ−1
irk

(Ur) é aberto em Xk, pois Ur é aberto em Xir

e ϕirk é contínua, e além disso, ϕ−1
irk

(Ur) contém ak, uma vez que ϕik(ak) = ai,

para i ≤ k.

Agora escreva U =
⋂n
r=1 ϕ

−1
irk

(Ur). Então U é uma vizinhança aberta de ak em

Xk e então ϕ
−1
k (U) é uma vizinhança aberta de a em X. Entretanto, se b = (bi) ∈

ϕ−1
k (U), então bk ∈ U de modo que bir = ϕirk(bk) ∈ Ur, para r = 1, . . . , n. Logo,

ϕ−1
k (U) ⊆ P , como queríamos mostrar.

(c) Vamos mostrar que Y é denso em X. Por de�nição, Y é denso em X quando

Y = X, isso equivale a a�rmar que todo aberto não vazio em X contém pontos

de Y .

Para cada i ∈ I e cada aberto não vazio U em Xi, temos que ϕi(Y )∩U 6= ∅, pois

ϕi(Y ) = Xi, logo Y ∩ ϕ−1
i (U) 6= ∅. E como os conjuntos ϕ−1

i (U) com i ∈ I e U

aberto em Xi formam uma base para a topologia em X, então todo aberto não

vazio em X contém pontos de Y . Portanto, Y é denso em X.

(d) Suponha que a aplicação θ : Y −→ X é contínua. Como ϕi : X −→ Xi é contínua

e a composta de funções contínuas é contínua então ϕiθ é contínua.

Por outro lado, suponha que ϕiθ é contínua, então por de�nição, para cada i ∈ I e

para cada aberto U em Xi, (ϕiθ)
−1(U) é aberto em Y . Pelo item (b), os conjuntos

ϕ−1
i (U) com i ∈ I e U aberto em Xi formam uma base para a topologia em X.

Assim, ϕ−1
i (U) é aberto em X, para cada i e para cada U aberto em Xi. Logo,

θ−1(ϕ−1
i (U)) = (θ−1ϕ−1

i )(U) = (ϕiθ)
−1(U)
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é aberto em Y . Assim, para todo aberto W em X, θ−1(W ) é aberto em Y . E

portanto, θ é contínua.

(e) Como f é contínua em um espaço discreto e X é compacto, então a imagem A0

de f é compacta e discreta, e consequentemente, �nita. Para cada a ∈ A0 o

conjunto Ya = f−1(a) é compacto e aberto, e então é uma união �nita de abertos

ϕ−1
j (U), com j ∈ I e U aberto em Xj. Assim, existe uma quantidade �nita de

conjuntos ϕ−1
j1

(U1), . . . , ϕ−1
jn

(Un) tal que cada conjunto Ya é uma união de alguns

desses conjuntos. Escolha um índice k tal que k ≥ jr, para r = 1, . . . , n. Temos

que ϕ−1
jr

(Ur) = ϕ−1
k (ϕ−1

jrk
(Ur)), para cada r, uma vez que, ϕjr = ϕjrkϕk, e então

para cada a ∈ A0 podemos escrever Ya = ϕ−1
k (Va) onde Va é um subconjunto

aberto de Xk.

Escreva D = Xk \
⋃
a∈A0

Va. E observe que, D ∩ ϕk(X) = ∅, então por (a)

temos que D
⋂

(
⋂
l≥k ϕkl(Xl)) = ∅. Logo, existe uma quantidade �nita de índices

l1, . . . , ls tal que D ∩ ϕkl1(Xl1) ∩ . . . ∩ ϕkls(Xls) = ∅, uma vez que, D e cada

conjunto ϕkl(Xl) são fechados e Xk é compacto.

Escolha i ≥ l1, . . . , ls. Para k ≤ l ≤ i temos que

ϕki(Xi) = ϕkl(ϕli(Xi)) ⊆ ϕkl(Xk)

e como D ∩ ϕk(X) = ∅ e ϕk = ϕkl(ϕl) ⊇ ϕki, então D ∩ ϕki(Xi) = ∅ e ϕki(Xi) ⊆⋃
a∈A0

Va.

agora escreva Wa = ϕ−1
ki (Va) para cada a. Assim cada Wa é aberto em Xi e

Wa1 ∩Wa2 = ∅ para a1 6= a2.

Seja x ∈ Xi. Então ϕki(x) ∈ Ua para algum a, e x ∈ ϕ−1
ki (Va) = Wa. Logo,

Xi =
⋃
a∈A0

Wa, e cada conjunto Wa também é fechado. Segue que a aplicação

g : Xi −→ A que leva Wa em a para cada a ∈ A0 é contínua e satisfaz f = gϕi,

como queríamos.

�
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1.3 Caracterização dos Grupos Pro�nitos

Mais importante que a de�nição dos grupos pro�nitos pelo limite inverso é a

sua caracterização, uma vez que a partir dela, teremos as principais propriedades que

permitem avançar na pesquisa dos grupos pro�nitos de posto �nito e os grupos pro-p,

como é nosso objetivo �nal com relação ao estudo dos grupos pro�nitos.

Seja G um grupo topológico. Escreveremos H ≤ G para dizer que H é um

subgrupo fechado de G e N /◦ G para dizer que N é um subgrupo normal aberto de

G. E chamaremos a família I de subgrupos normais de um grupo arbitrário G de base

�ltrada se para todo K1, K2 ∈ I existe um subgrupo K3 ∈ I tal que K3 está contido

em K1 ∩K2.

Proposição 1.3.1 Sejam (G,ϕi) um limite inverso de um sistema inverso (Gi) de

grupos topológicos Hausdor�, compactos e seja L /◦ G. Então kerϕi ≤ L, para algum

i. Consequentemente, G/L é isomorfo, como grupo topológico, a um grupo quociente

de um subgrupo de algum Gi, e se além disso, cada aplicação ϕi é sobrejetiva, então

G/L é isomorfo a um grupo quociente de algum Gi.

A ideia da demonstração segue da Proposição 1.2.12, item (b), para mostrar que

kerϕi ≤ L, e o restante segue do teorema do isomor�smo, para mais detalhes veja [22,

Proposition 1.2.1].

Proposição 1.3.2 Sejam G um grupo topológico e I uma base �ltrada de subgrupos

normais fechados, e para K,L ∈ I de�na K ≤′ L se, e somente se, L ≤ K. E escreva

(Ĝ, ϕK) = lim←−G/K. Então as seguintes a�rmações são verdadeiras.

(a) I é um conjunto dirigido com respeito a ordem ≤′.

(b) Os homomor�smos sobrejetivos qKL : G/L −→ G/K, de�nidos para K ≤′ L,
tornam os grupos G/K um sistema inverso (G/K,ϕKL).

(c) Existe um homomor�smo contínuo θ : G −→ Ĝ tal que Kerθ =
⋂
K∈I K, a imagem

Imθ é um subgrupo denso de Ĝ, e a aplicação ϕKθ é a aplicação quociente de G

em G/K para cada K ∈ I.

(d) Se G é compacto então θ é sobrejetiva.

(e) Se G é compacto e
⋂
K∈I K = 1, então θ é um isomor�smo de grupos topológicos,

ou seja, θ é um isomor�smo de grupos e um homeomor�smo.
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Demonstração: Veja que, o item (a) segue da de�nição de conjunto dirigido. E

o item (b) já foi mostrado no Exemplo 1.2.4.

(c) Podemos considerar Ĝ = s lim←−G/K, e considere a aplicação θ : g −→ (gK)K∈I

de G em C =
∏

K∈I G/K. Seja y ∈ Imθ, então y = (gK)K∈I ∈ C, para algum

g ∈ G. Segue que,

qKL(πL(y)) = qKL(πL((gK)K∈I)) = qKL(gL) = gK = πK((gK)K∈I).

Assim, y ∈ Ĝ, e consequentemente, Imθ ⊆ Ĝ.

Agora considere a aplicação induzida θ : G −→ Ĝ. Como o produto de θ com as

aplicações projeções são homomor�smos contínuos, então θ é um homomor�smo

contínuo, e consequentemente, θ é um homomor�smo contínuo. E além disso, a

aplicação ϕKθ é a aplicação quociente de G em G/K para cada K ∈ I, onde

ϕK = πK |Ĝ.

Agora, para veri�car que Kerθ =
⋂
K∈I K, basta ver que, dado g ∈ G, temos que

g ∈ Kerθ se, e somente se, Kg = K, para cada K ∈ I.

Resta veri�car que Imθ é um subgrupo denso em Ĝ. Observe que, para cada

K ∈ I, ϕ(θ(G)) = G/K. Então pela Proposição 1.2.12 (c) θ(G) = Imθ é denso

em Ĝ.

(d) Como K ∈ I é um subgrupo normal fechado de G, então pelo Lema 1.1.14 item

(f) G/K é Hausdor�, para todo K ∈ I. E pelo Teorema 1.1.12 item (a) C é

Hausdor�. Além disso, Imθ = θ(G) é compacto, uma vez que, G é compacto e θ

é contínua. Assim, temos θ(G) um subgrupo compacto de C, com C Hausdor�,

então pelo Lema 1.1.8 item (b), θ(G) é fechado. Logo, θ(G) = θ(G). Mas pelo

item anterior θ(G) é denso em Ĝ, então Ĝ = θ(G). E portanto, θ é sobrejetiva.

(e) Temos queKerθ =
⋂
K∈I K = 1, então θ é injetiva, e como θ também é sobrejetiva,

então θ é bijetiva. Além disso, G é compacto, Ĝ é Hausdor� e θ é contínua, então

pelo Lema 1.1.8 item (d), θ é um homeomor�smo.

�
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Considere agora uma classe C não vazia de grupos �nitos, ou seja, C contém todas

as imagens isomór�cas de grupos de C. Assim, se C é uma classe e se F1 ∈ C e F2
∼= F1,

então F2 ∈ C.

Dizemos que um grupo F é um C-grupo se F ∈ C, e que G é um grupo pro-C se G é

um limite inverso de um sistema inverso com homomor�smos sobrejetivos de C-grupos.

Observe que um C-grupo é um grupo pro-C, correspondente a um sistema inverso com

respeito a um conjunto dirigido contendo só um elemento. Além disso, dizemos que

a classe C é fechada para subgrupos (respectivamente quocientes) se cada subgrupo

(respectivamente grupos quocientes) de um C-grupo é um C-grupo. E dizemos que a

classe C é fechada para produtos diretos se F1 × F2 ∈ C, sempre que, F1 ∈ C e F2 ∈ C.

Algumas classes importantes são:

(i) A classe de todos os grupos �nitos;

(ii) A classe dos p-grupos �nitos, onde p é um primo �xado;

(iii) E a classe de todos os grupos cíclicos �nitos.

E como já foi dito anteriormente, o limite inverso de grupos �nitos é chamado grupo

pro�nito. Já o limite inverso de p-grupos �nitos é chamado grupo pro-p. E o limite

inverso de grupos cíclicos �nitos é chamado grupo procíclico.

O teorema a seguir fornece equivalências de algumas caracterizações de grupos

pro-C, garante por exemplo que se G é um grupo pro-C, então G é pro�nito e G/N é

um C-grupo, para todo N C◦ G, onde C é uma classe de grupos �nitos fechada para

subgrupos, produtos diretos e quocientes.

Teorema 1.3.3 Sejam C uma classe de grupos �nitos que é fechada para subgrupos e

produtos diretos e G um grupo topológico. As seguintes a�rmações são equivalentes:

(i) G é grupo pro-C;

(ii) G é isomorfo, como grupo topológico, a um subgrupo fechado de um produto car-

tesiano de C-grupos;

(iii) G é compacto e
⋂

(N | N /◦ G e G/N ∈ C) = 1;

(iv) G é compacto e totalmente desconexo, e para cada L /◦ G existe um subgrupo

N /◦ G com N ≤ L e G/N ∈ C.

Além disso, C é fechado para quocientes, então (iv) pode ser substituído por
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(iv)' G é compacto e totalmente desconexo G/L ∈ C para cada L /◦ G.

Demonstração:

(i) ⇒ (ii) Seja G um grupo pro-C, então por de�nição, G é um limite inverso de

C-grupos, onde C é uma classe de grupos �nitos. Então podemos considerar

a topologia discreta em Gi ∈ C, para cada i, uma vez que, sendo Gi �nito,

consideraremos a topologia no qual os subconjuntos de Gi são abertos em Gi,

para cada i. E sendo Gi um grupo topológico com a topologia discreta, para

cada i, então Gi é Hausdor�, para cada i, e pela Proposição 1.2.11 item (c),

s lim←−Gi é fechado no produto cartesiano de C =
∏

i∈I Gi.

Por outro lado, o limite inverso de um sistema inverso é único a menos de iso-

mor�smo, então s lim←−Gi
∼= G. Portanto, G é isomorfo a um subgrupo fechado de

um produto cartesiano de C-grupos.

(ii) ⇒ (iii) Note que, como Gi ∈ C é um grupo topológico com a topologia discreta,

para cada i, então Gi é compacto, para cada i. E como o produto de compactos

é compacto, então C é compacto. Por hipótese, G é isomorfo a um subgrupo

fechado Ĝ de C, então pelo Lema 1.1.8 item (a), Ĝ é compacto, e consequente-

mente, G é compacto.

Agora, para cada i, de�na Ki o núcleo da aplicação projeção de C em Gi e

Ni = Ki ∩ Ĝ. Como Ki /◦ C, então Ni /◦ Ĝ. Observe que, dado x ∈
⋂
i∈I Ki,

então πi(x) = 1i, para todo i ∈ I, mas por outro lado, πi(x) = xi, para todo

i ∈ I, então, xi = 1i, para todo i ∈ I, logo,
⋂
i∈I Ki = 1 e consequentemente,⋂

i∈I Ni = 1. Além disso, pelo teorema do isomor�smo

Ĝ

Ni

=
Ĝ

Ki ∩ Ĝ
∼=
ĜKi

Ki

≤ C

Ki

∼= Gi,

e então,
Ĝ

Ni

∈ C, para cada i. Portanto,
⋂

(N | N /◦ G e G/N ∈ C) = 1.

(iii) ⇒ (i) Escreva I = {N /◦ G | G/N ∈ C}. E considere ψ : G −→ G/N1 × G/N2

uma aplicação de�nida por ψ(g) = (N1g,N2g), onde N1, N2 ∈ I. Agora veja

que ψ é contínua, pois as aplicações quocientes G −→ G/N1 e G −→ G/N2 são
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contínuas. Além disso, ψ é um homomor�smo e K = N1 ∩ N2 é o núcleo de ψ.

De fato, dado g1, g2 ∈ G temos que,

ψ(g1g2) = (N1(g1g2), N2(g1g2)) = ((N1g1)(N1g2), (N2g1)(N2g2))

= (N1g1, N2g1) (N1g2, N2g2) = ψ(g1)ψ(g2),

e

Ker ψ = {g ∈ G | ψ(g) = (N1, N2)} = {g ∈ G | (N1g,N2g) = (N1, N2)} = N1∩N2.

Assim, N1 ∩N2 = Ker ψ /◦ G. Pelo teorema do isomor�smo

G

N1 ∩N2

∼= Im(ψ) ≤ G

N1

× G

N2

.

E como G/N1×G/N2 é um C-grupo, então
G

N1 ∩N2

é um C-grupo. Dessa forma,

temos que N1∩N2 /◦G e
G

N1 ∩N2

∈ C, então N1∩N2 ∈ I. Logo, pela Proposição

1.3.2 item (e), G ∼= lim←−G/N , onde N ∈ I. E portanto, G é um grupo pro-C.

(i) ⇒ (iv) Temos que Gi ∈ C, para cada i, então Gi com a topologia discreta é com-

pacto e totalmente desconexo, e pela Proposição 1.2.11, G = lim←−Gi é compacto e

totalmente desconexo. Além disso, G é Hausdor�, pela mesma proposição, então

pela Proposição 1.3.1, dado L /◦ G, existe N = Ker ϕi /◦ G, com N ≤ L, para

algum i. E pelo teorema do isomor�smo G/N ∼= Imϕi ≤ Gi ∈ C, logo, G/N ∈ C,

como queríamos.

(iv) ⇒ (iii) É imediato da Proposição 1.1.16.

�

Assim, tomando C como a classe de todos os grupos �nitos, obtemos uma impor-

tante caracterização de grupos pro�nitos:

Corolário 1.3.4 Seja G um grupo topológico. São equivalentes.

(i) G é um grupo pro�nito;

(ii) G é isomorfo, como grupo topológico, a um subgrupo fechado de um produto car-

tesiano de grupos �nitos;
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(iii) G é compacto e
⋂
{N | N /◦ G} = 1;

(iv) G é compacto e totalmente desconexo.

Para �nalizar essa seção daremos um resultado que descreve como um grupo

pro�nito e seus subgrupos e grupos quocientes podem ser representados explicitamente

como limite inverso.

Teorema 1.3.5 (a) Seja G um grupo pro�nito. Se I é uma base �ltrada de subgrupos

normais fechados de G tal que
⋂
{N | N ∈ I} = 1, então G ∼= lim←−G/N , com

N ∈ I.

Além disso, H ∼= lim←−H/H∩N , para cada subgrupo fechado H e G/K ∼= lim←−G/KN ,

com K ∈ I.

(b) Se C é uma classe de grupos �nitos que é fechado para subgrupos e produtos diretos,

então subgrupos fechados, produtos cartesianos e limites inversos de grupos pro-

C são grupos pro-C. Se além disso, C é fechada para quocientes, então grupos

quocientes de grupos pro-C por subgrupos normais fechados são grupos pro-C.

Demonstração:

(a) Primeiramente mostraremos que G ∼= lim←−N∈I G/N . Temos que, G é um grupo

topológico, e por hipótese, I é uma base �ltrada de subgrupos normais fechados

de G, então aplicando a Proposição 1.3.2, existe um homomor�smo contínuo

θ : G −→ Ĝ, onde Ĝ = lim←−N∈I G/N . Novamente pela hipótese,
⋂
N∈I N = 1

e sabendo que G é compacto pelo Corolário 1.3.4, então pela Proposição 1.3.2,

G ∼= Ĝ = lim←−N∈I G/N .

Agora mostraremos que H ∼= lim←−N∈I H/(H ∩ N), para H subgrupo fechado.

Por G ser um grupo topológico, temos que H também é um grupo topológico.

Assim, consideremos o conjunto T = {H ∩ N | N ∈ I}. Note que T é uma

base �ltrada de subgrupos normais fechados de H, então aplicando a Proposição

1.3.2, obtemos que existe um homomor�smo contínuo θ : H −→ Ĥ, onde Ĥ =

lim←−N∈I H/(H∩N). Por outro lado, como
⋂
N∈I N = 1, obtemos

⋂
N∈I(H∩N) = 1

e sabendo que H é compacto pelo Corolário 1.3.4, segue pela Proposição 1.3.2,

que H ∼= Ĥ = lim←−N∈I H/(H ∩N).
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Resta mostrar que, G/K ∼= lim←−N∈I G/NK. Considere a família J = {NK |

N ∈ I}, temos que J é uma base �ltrada de subgrupos normais fechados de G

contendo K. Temos que

∩{M |M ∈ J} = ∩{NK | N ∈ I} = (∩{N | N ∈ I})K = K.

Agora considere ϕ o epimor�smo canônico deG emG/K. Daí, podemos trabalhar

no quociente G/K e assumir que K = 1. Como G é um grupo topológico, então

G/K é também um grupo topológico. Por outro lado, considere o conjunto

ϕ(J) = {NK/K | N ∈ I}, temos que ϕ(J) é uma base �ltrada de subgrupos

normais fechados de G/K. Assim, aplicando a Proposição 1.3.2 a G/K e o

terceiro teorema do isomor�smo, temos que

(̂G/K) = lim←−
N∈I

G/K

NK/K
∼= lim←−

N∈I
G/NK.

Assim, desde que
⋂
N∈I NK = K, segue que

⋂
N∈I NK/K = 1. Logo,

G/K ∼= (̂G/K) = lim←−
N∈I

G/K

NK/K
∼= lim←−

N∈I
G/NK.

e a a�rmação segue.

(b) Observe que as a�rmações sobre subgrupos e grupos quocientes seguem direto do

item (a), ou seja, subgrupos fechados e grupos quocientes de grupos pro-C são

grupos pro-C.

Como subgrupos fechados de subgrupos fechados, são subgrupos fechados e pro-

duto cartesiano de produtos cartesiano são produtos cartesiano, então a a�rmação

segue da equivalência de (i) e (ii) do Teorema 1.3.3.

Agora, como grupos pro�nitos são Hausdor�, então pela Proposição 1.2.11 item

(c), os limites inversos dos grupos pro-C são isomorfos a subgrupos fechados do

produto cartesiano de grupos pro-C, então são grupos pro-C.

�

Christe Hélida Moreira Montijo Agosto de 2018 PPGMat � UnB



1.4. Completamento e Anel dos Inteiros p-Ádicos 38

1.4 Completamento e Anel dos Inteiros p-Ádicos

Nesta seção mostraremos como um grupo pro�nito pode ser construído a partir

de um grupo abstrato. Em particular, faremos tal construção para o anel Zp, o anel

dos inteiros p-ádicos, que é o completamento pro-p de Z e apresentaremos algumas das

suas principais propriedades. Construiremos também o completamento pro�nito de Z.

Seja G um grupo abstrato e I uma base �ltrada não vazia de subgrupos normais

de índice �nito. Lembrando que, se de�nirmos uma topologia onde um subconjunto de

G é aberto se, e somente se, é uma união de classes laterais Kg, com K um subgrupo

qualquer em I, o Lema 1.1.18 garante que G é um grupo topológico.

De�nição 1.4.1 O completamento de G com respeito a I consiste de um grupo pro�-

nito Ĝ e um homomor�smo contínuo j : G −→ Ĝ com a seguinte propriedade: sempre

que θ : G −→ H é um homomor�smo contínuo, onde H é um grupo �nito, existe um

único homomor�smo contínuo θ̂ : Ĝ −→ H tal que θ = θ̂j, ou seja, tal que o diagrama

abaixo comuta.

G

θ
��

j // Ĝ

θ̂��
H

Proposição 1.4.2 Sejam Ĝ = s lim←−I G/K e a aplicação j : G −→ Ĝ, de�nida por

g 7−→ (Kg). Então, o par (Ĝ, j) possui as propriedades do completamento de G com

respeito a I.

Demonstração: Pela Proposição 1.3.2 vemos que j é um homomor�smo con-

tínuo. Seja θ : G −→ H um homomor�smo contínuo com H sendo um grupo �nito.

Então, kerθ é aberto. Assim, kerθ é uma união de classes laterais Lg para algum

subgrupo L em I, logo kerθ contém algum L em I. De�na θ̂ : Ĝ −→ H como a

composição das aplicações ψ e γ, onde γ : Ĝ −→ G/L é de�nida por (Kg) 7−→ Lg e

ψ : G/L −→ H é de�nida por Lg 7−→ θ(g), ou seja, o homomor�smo induzido por θ

no quociente G/L. Veja que, γ e ψ são homomor�smos contínuos, então θ̂ = ψγ é um

homomor�smo contínuo.

Agora se g ∈ G, então j(g) = (Kg) ∈ Ĝ, logo θ̂(j(g)) = θ̂(Kg) = ψ(γ(Kg)) =

ψ(Lg) = θ(g). Logo, θ̂j = θ.

Resta mostrar que θ̂ é única. Seja ϕ : Ĝ −→ H outro homomor�smo contínuo

satisfazendo θ = ϕj, então temos que θ̂ e ϕ coincidem em j(G) e, pela Proposição
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1.3.2, obtemos que j(G) é denso em Ĝ, ou seja, j(G) = Ĝ. Agora veja que, como as

aplicações θ̂, ϕ : Ĝ −→ H são contínuas e H é Hausdor�, então pelo Lema 1.1.8 item

(e), {x ∈ Ĝ | θ̂(x) = ϕ(x)} é fechado em Ĝ. Logo, θ̂ = ϕ e o resultado segue. �

O próximo passo é mostrar que o completamento de G com respeito a I é unica-

mente determinado, mas para isto precisamos reformular a de�nição de completamento

em termos de uma propriedade universal.

Proposição 1.4.3 Sejam G e I como acima e suponha que Ĝ é um grupo pro�nito e j :

G −→ Ĝ um homomor�smo contínuo. Então as seguintes a�rmações são equivalentes:

(i) O par (Ĝ, j) possui a propriedade que de�ne um completamento de G com respeito

a I.

(ii) Para cada diagrama

G
θ //

j ��

H

Ĝ

onde H é um grupo pro�nito e θ é um homomor�smo contínuo, existe um único

homomor�smo contínuo θ̂ : Ĝ −→ H que torna o diagrama a seguir comutativo.

G
θ //

j ��

H

Ĝ
θ̂

??

A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [22, Proposition 1.4.2].

O próximo resultado nos garante que o completamento de G é único a menos de

isomor�smo.

Proposição 1.4.4 Se (Ĝ1, j1) e (Ĝ2, j2) são completamentos de G com respeito a I,

então existe um isomor�smo α : Ĝ1 −→ Ĝ2 satisfazendo αj1 = j2.

Demonstração: Considerando o completamento (Ĝ1, j1) e o homomor�smo con-

tínuo j2 : G −→ Ĝ2, temos que existe um único homomor�smo contínuo α : Ĝ1 −→ Ĝ2

tal que αj1 = j2. Analogamente, considerando (Ĝ2, j2) como completamento de G e

o homomor�smo contínuo j1 : G −→ Ĝ1, temos que existe um único homomor�smo

contínuo β : Ĝ2 −→ Ĝ1 tal que βj2 = j1. Assim, fazendo algumas substituições temos
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que j1 = (IdĜ1
)j1 = (βα)j1. Agora considerando o completamento (Ĝ1, j1) e o homo-

mor�smo contínuo j1 : G −→ Ĝ1, temos que existe um único homomor�smo contínuo

γ satisfazendo γj1 = j1. Então, segue que βα = IdĜ1
. Agora, considerando o comple-

tamento (Ĝ2, j2) obtemos αβ = IdĜ2
, o que implica que α e β são inversas, Portanto,

α é um isomor�smo.

�

Proposição 1.4.5 Seja (Ĝ, j) o completamento de G com respeito a I. Então as

seguintes a�rmações valem:

(a) A imagem j(G) é densa em Ĝ;

(b) kerj =
⋂
K∈I K.

Demonstração: Observe que podemos considerar Ĝ = s lim←−G/K e a aplicação

j : G −→ Ĝ tal que g 7−→ (Kg), pois nestas condições a Proposição 1.4.2 garante que

(Ĝ, j) tem a propriedade do completamento de G com respeito a I, e pela Proposição

1.4.4, se (Ĝ1, j1) e (Ĝ2, j2) são dois completamentos de G, então Ĝ1 e Ĝ2 são isomorfos.

E como G é um grupo topológico e I é uma base �ltrada, então pela Proposição 1.3.2,

existe um homomor�smo contínuo j : G −→ Ĝ, j(G) um subgrupo denso em Ĝ. E veja

que, um elemento g pertencente ao kerj se, e somente se, j(g) = (K), para cada K em

I, ou seja, se Kg = K. Segue que, g ∈ K para todo K ∈ I, logo, kerj =
⋂
K∈I K. E

portanto, j(G) um subgrupo denso em Ĝ e kerj =
⋂
K∈I K, o que prova (a) e (b).

�

Pensando nas ideias acima e de uma maneira geral nos grupos pro-C, temos a

seguinte de�nição:

De�nição 1.4.6 O completamento pro-C de G é o completamento de G com respeito

à família de subgrupos normais K de G tais que G/K ∈ C.

Então, de acordo com essa de�nição, temos que:

(i) O completamento pro�nito de um grupo G é o completamento de G com respeito

à família de todos subgrupos normais de índice �nito.
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(ii) Seja p um primo, o completamento pro-p de um grupo G é o completamento de G

com respeito à família de todos subgrupos normais de índice igual a uma potência

de p.

Observe que, se R é um anel, então será natural considerar seu completamento

com respeito a família de ideais K de índice �nito. A construção de s lim←−R/K mostra

que o completamento é um anel e que a aplicação de R em seu completamento é um

homomor�smo de anéis. Isso se aplica ao completamento de Z, uma vez que todos os

subgrupos de Z são ideais.

Agora estamos prontos para construir o completamento pro-p de Z.

Seja p um primo �xado. E considere o sistema inverso de anéis (Z/piZ), conforme

vimos no Exemplo 1.2.3.

Seja Zp = {
∑∞

j=0 ajp
j | 0 ≤ aj < p, para cada j} o conjunto das somas formais

in�nitas. E de�na para cada i ≥ 1 as seguintes aplicações:

ϕi : Zp −→ Z/piZ

z =
∑∞

j=0 ajp
j 7−→

∑i−1
j=0 ajp

j + piZ.

e
θ : Zp −→ s lim←−Z/p

iZ

z 7−→ (ϕi(z) | i ≥ 1).

Nosso objetivo é mostrar que Zp é o completamento pro-p de Z. Para isso,

precisamos mostrar que θ é uma bijeção. Lembrando que, pelo Exemplo 1.2.10, o

limite inverso de Z/piZ é

s lim←−Z/p
jZ = {x ∈ C | xj ≡ xi (mod pi), i ≤ j, onde xi, xj ∈ Z},

onde C é o produto cartesiano de Z/piZ.

Lema 1.4.7 A aplicação θ é uma bijeção.

Demonstração: Veja que, θ é injetiva, uma vez que kerθ =
⋂
i>1 p

iZ = 1.

Resta mostrar que θ é sobrejetiva.

Seja x = (xi + piZ | i ≥ 0) ∈ s lim←−Z/p
jZ. Observe que podemos escolher

0 ≤ xi < pi. E de�na a0 = x1. Como x ∈ s lim←−Z/p
jZ, então para i ≥ 1, temos que

xi+1 ≡ xi (mod pi)⇒ xi+1 − xi = aip
i ⇒ xi+1 = xi + aip

i.
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Agora vamos abrir um parêntese e mostrar por indução sobre i que 0 ≤ ai < p.

Se i = 1, então x2 ≡ x1 (mod p), o que implica que, x2 = x1 + a1p. Mas

0 ≤ x1 < p, e 0 ≤ x2 < p2, logo, 0 ≤ x1 + a1p < p2, assim 0 ≤ a1 < p.

Suponha que a a�rmação é verdadeira para todo aj tal que j < i. E vamos

mostrar que é verdade para i.

Temos que, xi+1 = xi + aip
i e 0 ≤ xi+1 < pi+1, então 0 ≤ xi + aip

i < pi+1. Por

outro lado, fazendo todas as substituições de xk em xi, com k = {1, 2, . . . , i−1}, temos

que

xi = xi−1 + ai−1p
i−1 = xi−2 + ai−2p

i−2 + ai−1p
i−1 = . . . = a0 + a1p+ . . .+ ai−1p

i−1.

Assim, substituindo o valor de xi em 0 ≤ xi + aip
i < pi+1, temos 0 ≤ a0 + a1p+ . . .+

ai−1p
i−1 + aip

i < pi+1, onde 0 ≤ aj < p, para todo j ∈ {0, 1, 2, . . . , i− 1}, por hipótese

de indução, daí concluímos que 0 ≤ ai < p. Portanto, 0 ≤ ai < p, para todo i ≥ 1.

Segue que, xi+1 = xi + aip
i = a0 + a1p+ . . .+ ai−1p

i−1 + aip
i =

∑i
j=0 ajp

j.

Agora observe que, tomando z =
∑∞

j=0 ajp
j, com 0 ≤ aj < p, temos ϕi(z) =∑i−1

j=0 ajp
j + piZ e θ(z) = (ϕi(z) | i ≥ 0) = (xi + piZ | i ≥ 0) = x. Assim, x =

θ(
∑∞

j=0 ajp
j). Logo, θ é sobrejetiva. E portanto, é uma bijeção. �

Lema 1.4.8 Zp é um completamento pro-p de Z.

Demonstração: Para mostrar que Zp é o completamento pro-p de Z precisamos

introduzir em Zp uma estrutura de anel topológico, sendo assim, vamos de�nir as

operações de soma e produto e quem são os conjuntos abertos.

De�na a seguinte topologia em Zp: Um subconjunto de Zp é aberto se sua imagem

com respeito a θ é um aberto. Agora sejam z1 e z2 elementos de Zp, a soma e o produto

em Zp são de�nidos por

z1 + z2 =: θ−1(θ(z1) + θ(z2))

z1z2 =: θ−1(θ(z1)θ(z2)).

Assim, com essa operações Zp é um anel topológico. Logo, θ é um homomor�smo

bijetor, o que implica que, θ é um isomor�smo de anéis topológicos. E portanto

(Zp, ϕi) ∼= lim←−Z/p
iZ ∼= s lim←−Z/p

iZ.
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E como (Z/piZ) é um sistema inverso de anéis �nitos então, Zp é um anel pro-p.

�

O anel Zp é chamado o anel dos inteiros p-ádicos.

Observe que, podemos considerar Z como o subconjunto de Zp formado pelas

somas formais in�nitas
∑∞

j=0 ajp
j com aj = 0 para todos exceto para uma quantidade

�nita de valores de j. Dessa forma, a aplicação θ coincide em Z com a aplicação

natural j de Z em s lim←−Z/p
iZ (onde a aplicação natural é a aplicação inclusão), então

pela Proposição 1.4.2, (Zp, j) é o completamento pro-p de Z, onde I é formado pelos

subgrupos normais de Z da forma piZ cujo índice é uma potência de p.

Agora apresentaremos mais algumas propriedades relevantes de Zp:

(i) Os únicos subgrupos abertos de Zp são os subgrupos da forma piZp, com i =

0, 1, 2, . . ..

De fato, seja H um subgrupo aberto de índice pi, então pi(Zp/H) = 0H , então

piZp ≤ H. Além disso, Zp/kerϕi = Zp/piZp ∼= Imϕi = Z/piZ, e como Z/piZ

é cíclico de ordem pi, então Zp/piZp é cíclico de ordem pi, e consequentemente,

|Zp/piZp| = pi = |Zp/H|, logo devemos ter que H = piZp com i = 0, 1, 2, . . ..

(ii) Os subgrupos fechados de Zp são os subgrupos abertos juntamente com o subgrupo

{0}.

De fato, seja K um subgrupo fechado de Zp, então por de�nição, K é uma

interseção de subgrupos abertos de Zp, mas os subgrupos abertos de Zp são piZp
com i = 0, 1, 2, . . ., então K = pjZp para algum j ∈ {0, 1, 2, . . .} ou K = {0}.

(iii) Zp é um domínio de integridade.

De fato, seja x ∈ Zp\{0}, então x =
∑∞

j=0 ajp
j, com aj 6= 0 para algum j. Assim,

o conjunto {u ∈ Zp | ux = 0} = ker(u 7−→ ux) é um subgrupo fechado. Veja

que tal conjunto não contém piZp, para nenhum i, então deve ser zero, uma vez

que, os subgrupos fechados são interseções de subgrupos abertos juntamente com

o subgrupo {0}. Logo, não existe y ∈ Zp \ {0} tal que xy = 0. E portanto, Zp é

um domínio de integridade.

(iv) kerϕi = piZp.

De fato, basta observar que, kerϕi = {
∑∞

i=0 aip
i ∈ Zp |

∑i−1
j=0 ajp

j múltiplo de pi}.
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(v) O ideal pZp é o único ideal maximal de Zp.

De fato, os ideais de Zp são piZp, então piZp ⊆ pZp, para todo i ≥ 1. E como

Zp/pZp ∼= Z/pZ é corpo, então pZp é ideal maximal de Zp e, consequentemente,

pZp é o único ideal maximal de Zp, como queríamos mostrar.

(vi) O grupo das unidades de Zp é Z∗p = Zp \ pZp.

De fato, se x ∈ Zp \ pZp, então xZp � pZp. Mas pZp é o único maximal, logo

xZp = Zp, e portanto x é uma unidade de Zp.

O próximo resultado é fundamental na demonstração do teorema principal desse

trabalho, tal resultado garante que as unidades de Zp são não enumeráveis.

Lema 1.4.9 O conjunto Z∗p das unidades de Zp é não enumeráveis.

Demonstração: Tome a =
∑∞

j=0 ajp
j ∈ Z∗p e veja que a0 6= 0. De fato, se

a0 = 0, então a = a1p + a2p
2 + a3p

3 + . . . = p(a1 + a2p + a3p
2 + . . .) ∈ pZp, o

que não pode acontecer, uma vez que o grupo das unidades de Zp é Z∗p = Zp \ pZp.

Assim, o conjunto das unidades de Zp é formado pelos elementos da seguinte forma:

Z∗p = {a0 + a1p+ . . .+ anp
n + . . . | 0 ≤ aj < p, com a0 6= 0}.

Dado um elemento b =
∑∞

j=0 bjp
j ∈ Z∗p e tomando os coe�cientes bi de b, eles

formam uma lista in�nita e enumerável, digamosX1 = (b0, b1, . . . , bn, . . .). Dessa forma,

podemos identi�car cada elemento de Z∗p como uma lista in�nita e enumerável, e então

aplicando �método da diagonal de Cantor� obtemos que Z∗p é não enumerável.

�

Mais informações sobre o �método da diagonal de Cantor�, e algumas de suas

propriedades podem ser encontradas em [7], Capítulo 2.

O próximo resultado nos diz que a operação de `exponenciação p-ádica' é bem

comportada. Lembrando que, a operação p-ádica é de�nida da seguinte maneira:

De�nição 1.4.10 Seja G um grupo pro-p, g ∈ G e λ ∈ Zp. Então

gλ = lim
n−→∞

gan ,

onde (an) é uma sequência de inteiros com limn−→∞ an = λ.
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Essa de�nição faz sentido, uma vez que nas condiç�es dadas, a seguência (gan) converge

em G, e os limites de quaisquer duas sequências (gan) e (gbn) com g ∈ G são iguais, a

demonstração desse resultado pode ser encontrada em [2, Lemma 1.24].

Proposição 1.4.11 Sejam G um grupo pro-p, g, h ∈ G e λ, µ ∈ Zp. As seguintes

a�rmações são verdadeiras:

(i) gλ+µ = gλgµ e gλµ = (gλ)µ.

(ii) Se gh = hg então (gh)λ = gλhλ.

(iii) A aplicação ν 7−→ gν de�ne um homomor�smo contínuo de Zp em G. E sua

imagem gZp é o fecho em G de 〈g〉.

A demonstração desse resultado pode ser encontrado em [2, Proposition 1.26].

Para �nalizar a seção, vamos estudar o completamento pro�nito de Z.

Lema 1.4.12 Sejam D = Cr(Zp | p primo), δ : Z −→ D a aplicação que leva cada

x ∈ Z no vetor com todas as coordenadas igual a x e Z′ a imagem de δ. Para cada

inteiro n > 0 as seguintes a�rmações são verdadeiras:

(a) nD + Z′ = D.

(b) D/nD é cíclico de ordem n.

(c) nD ∩ Z′ = nZ′.

A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [22, Lemma 1.5.1]. Usando

esse lema, mostraremos que D juntamente com a aplicação δ é o completamento pro-

�nito de Z.

Proposição 1.4.13 O grupo D = Cr(Zp | p primo) juntamente com a aplicação δ :

Z −→ D, como de�nida no lema anterior é o completamento pro�nito de Z.

Demonstração: Seja θ : Z −→ H um homomor�smo contínuo, onde H é um

grupo �nito. Vamos mostrar que existe um único homomor�smo contínuo θ̂ : D −→ H

tal que θ = θ̂δ. Suponhamos que H tenha ordem n. Seja q a aplicação quociente de

D em D/nD, escreva n = pα1
1 · · · pαm

m . Note que aplicando o Lema 1.4.12, obtemos que

a aplicação qδ : Z −→ D/nD ∼= Z/nZ é um homomor�smo sobrejetor, cujo núcleo

ker(qδ) = nZ. Pelo Teorema de Lagrange tem-se ker(qδ) ⊆ kerθ. Então existe um
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único homomor�smo ϕ : D/nD −→ H tal que θ = ϕ(qδ), isto é, ϕ torna o quadrilátero

abaixo comutativo.

Z

θ ��

δ // D
q

##θ̂��
H D/nDϕ
oo

Note que ϕ é contínua. Agora, considerando θ̂ = ϕq, segue que θ̂ é um homo-

mor�smo contínuo e com θ = θ̂δ. Resta ver que θ̂ é única. Veja que, se ψ : D −→ H

fosse outra aplicação com as mesmas propriedades que θ̂, usando o Teorema de La-

grange obtemos que ker(q) = nD ⊆ kerψ. Então, existe um único homomor�smo

ϕ1 : D/nD −→ H tal que ψ = ϕ1q. Como o quadrilátero é comutativo, θ = θ̂δ =

ψδ = ϕ(qδ) = ϕ1(qδ), e resulta que ϕ1 = ϕ. Portanto, θ̂ é unicamente determinada e

o resultado segue. �

O próximo resultado é uma extensão da Proposição 1.4.11, dos grupos pro-p para

os grupos pro�nitos.

Proposição 1.4.14 Sejam G um grupo pro�nito, Ẑ o completamento pro�nito de Z e

considere Z contido em Ẑ. As seguintes a�rmações são verdadeiras:

(i) Existe uma única aplicação contínua Ẑ×G −→ G tal que (n, g) 7−→ gn para n ∈ Z.
Portanto, se g ∈ G e z ∈ Ẑ, então a potência gz está de�nida.

(ii) Se g ∈ G e z1, z2 ∈ Ẑ, então

(a) gz1+z2 = gz1gz2 e

(b) (gz1)z2 = gz1z2 .

(iii) Se g1, g2 ∈ G e z ∈ Ẑ e se g1, g2 comutam, então temos que (g1g2)z = gz1g
z
2.

A demonstração pode ser encontrada em [22, Proposition 1.53].

1.5 Grupos Pro�nitos de Posto Finito

Nesta seção faremos um estudo detalhado dos grupos pro�nitos de posto �nito,

em especial, dos grupos pro�nitos solúveis de posto �nito, em seguida apresentaremos

uma série de caracterizações para os mesmos. Além disso, mostraremos que um grupo
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pro�nito arbitrário de posto �nito pode ser construído de forma simples a partir de um

grupo pronilpotente de posto �nito, um grupo solúvel também de posto �nito e um

grupo �nito. Esta seção foi baseada no Capítulo 8 do livro de J. S. Wilson [22].

Começaremos exibindo propriedades gerais dos grupos pro�nitos, que serão úteis

tanto no decorrer desta seção quanto no próximo capítulo.

De�nição 1.5.1 Seja G um grupo pro�nito. Dizemos que o subconjunto X de G gera

G topologicamente se G é o fecho do subgrupo abstrato gerado por X, ou seja, G = 〈X〉.

Um grupo pro�nito G é dito um grupo �nitamente gerado se pode ser gerado

topologicamente por um conjunto �nito. Neste caso, G é chamado de d-gerado (onde

d é um inteiro positivo) se pode ser gerado topologicamente por um conjunto com no

máximo d elementos.

O próximo resultado mostra que, X gera G topologicamente se, e somente se, a

imagem de X em G/N gera G/N , para cada N C◦ G.

Proposição 1.5.2 Seja G um grupo pro�nito e X um subconjunto de G.

(i) Se X gera G topologicamente, então a imagem de X em G/K gera G/K topologi-

camente, para cada K C◦ G.

(ii) Se a imagem de X em G/N gera G/N , para cada N C◦ G, então X gera G

topologicamente.

A demonstração pode ser encontrada em [22, Proposition 4.1.1].

Proposição 1.5.3 Seja d um inteiro positivo e G um grupo pro�nito. Então G é um

grupo d-gerado se, e somente se, G/N é um grupo d-gerado, para todo N C◦ G.

O próximo resultado mostra que subgrupos abertos de grupos pro�nitos �nita-

mente gerados são �nitamente gerado.

Proposição 1.5.4 Seja G um grupo pro�nito �nitamente gerado e H um subgrupo

aberto de G. Então H é �nitamente gerado.

A demonstração pode ser encontrada em [22, Proposition 4.3.1].

Seja H um grupo pro�nito �nitamente gerado e escreva

d(H) = min{|X| | X ⊆ H e X gera H},

para denotar a cardinalidade mínima de um conjunto de geradores para H.
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De�nição 1.5.5 Dizemos que um grupo pro�nito tem posto �nito se existe um inteiro

r tal que todo subgrupo de G pode ser gerado por r elementos.

Assim, o posto de um grupo pro�nito G de posto �nito é o menor inteiro r tal

que todo subgrupo de G pode ser gerado por r elementos, que denotaremos por rk(G).

Dessa forma,

rk(G) = max{d(H) | H ≤ G}.

Um exemplo de grupo pro�nito de posto �nito é Zp, tem posto �nito igual a 1.

A próxima proposição, esclarece as várias de�nições possíveis de posto.

Proposição 1.5.6 Seja G um grupo pro�nito e de�na

r1 = sup{d(H) | H ≤c G},
r2 = sup{d(H) | H ≤c Ged(H) <∞},
r3 = sup{d(H) | H ≤◦ G} e
r4 = sup{rk(G/N) | N C◦ G}.

Então r1 = r2 = r3 = r4.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [2, Proposition 3.11].

Por essa proposição, podemos concluir que o posto de um grupo pro�nito é o

valor comum de r1, r2, r3 e r4. Essa informação é muito útil, uma vez que expande os

meios para calcular o posto de um grupo pro�nito.

Proposição 1.5.7 Seja G um grupo pro�nito.

(a) Se G tem posto r, subgrupos e grupos quocientes de G tem posto no máximo r.

(b) Se K CG e se K e G/K têm posto �nito, então G tem posto �nito. Além disso,

rk(G) ≤ rk(K) + rk(G/K).

(c) Se G é �nitamente gerado, então

d(G) = sup{d(G/M) |M C◦ G}.

(d) Se G é um grupo pro-p �nitamente gerado, então G/Φ(G) é um grupo abeliano

elementar de ordem pd(G), e Φ(G/K) = KΦ(G)/K para cada subgrupo normal K de

G.

A demonstração pode ser encontrada em [22, Proposition 8.1.1].
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Note que grupos pro�nitos livres �nitamente gerados não têm posto �nito, uma

vez que possuem subgrupos pro�nitos que não são �nitamente gerados.

Agora direcionaremos o estudo para os grupos pro�nitos solúveis de posto �nito.

Lembrando que um grupo abstrato G é dito solúvel se existe uma série �nita, chamada

série solúvel,

1 = G0 ≤ G1 ≤ G2 ≤ . . . ≤ Gn = G

de subgrupos tais que Gi−1 C Gi e Gi/Gi−1 é abeliano, para todo i ≤ n. O menor

inteiro n para o qual tal série existe é chamado comprimento derivado. Os grupos

solúveis com comprimento derivados 1 são os grupos abelianos, já os grupos solúveis

com comprimento derivado 2, são chamados grupos metabelianos.

Dizemos que G é um grupo pro�nito solúvel quando G é um grupo pro�nito

e existe uma série �nita com as propriedades acima tal que cada Gi é um subgrupo

fechado de G. Se considerarmos uma série para um grupo pro�nito solúvel G como a

que foi de�nida acima e, H ≤ G e K CG são subgrupos pro�nitos, então

1 = H ∩G0 ≤ H ∩G1 ≤ H ∩G2 ≤ . . . ≤ H ∩Gn = H

e

K/K = KG0/K ≤ KG1/K ≤ KGn/K = G/K

são séries solúveis para H e G/K, respectivamente. E se além disso, G C L, com L

pro�nito, e

G/G = L0/G ≤ L1/G ≤ . . . Lm/G = L/G

é uma série de subgrupos fechados para L/G com fatores abelianos, então

1 = G0 ≤ G1 ≤ . . . ≤ Gn ≤ L1 ≤ . . . ≤ Lm = L

é uma série para L com fatores abelianos. Portanto, a classe de grupos pro�nitos

solúveis é fechada para subgrupos, grupos quocientes e extensões.

Proposição 1.5.8 Seja A um grupo pro�nito abeliano aditivo. São equivalentes:

(i) A é �nitamente gerado;

(ii) A tem posto �nito;
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(iii) A é uma soma direta de uma quantidade �nita de grupos procíclicos;

(iv) Existe um inteiro r tal que cada subgrupo de Sylow de A pode ser gerado por r

elementos.

Demonstração:

(ii) ⇒ (i) Segue da de�nição de posto �nito.

(i) ⇒ (iv) Pela Proposição 1.5.7, d(A) = sup{d(A/M) | M C◦ A}. Como cada sub-

grupo de Sylow de A é isomorfo a um grupo quociente de A, existe então um

inteiro r tal que cada subgrupo de Sylow de A pode ser gerado por r elementos.

(iii) ⇒ (ii) Suponha que A é a soma direta de r subgrupos procíclicos, gerados por

a1, a2, . . . , ar, e seja Ai o subgrupo gerado por a1, a2, . . . , ai, para 1 ≤ i ≤ r.

Então a série 1 ≤ A1 ≤ . . . ≤ Ar = A tem fatores procíclicos.

Vamos mostrar por indução sobre r que rk(A) ≤ r.

Se r = 1, então 1 = A0 ≤ A1 = A, o que implica que A é procíclico e consequen-

temente, tem posto �nito. Seja r > 1 e considere a série

A0 ≤ A1 ≤ . . . ≤ Ar−1 ≤ Ar = A.

Por hipótese de indução Ar−1 tem posto �nito, e como Ar/Ar−1 é procíclico, então

rk(A) ≤ rk(Ar−1) + rk(A/Ar−1) ≤ r.

(iv) ⇒ (iii) Suponha que existe um inteiro r tal que todo subgrupo de Sylow de A

pode ser gerado por r elementos. Pela Proposição 1.4.14, o p-subgrupo de Sylow

Ap de A, para cada p primo, pode ser considerado como um Zp-módulo pro�nito

e é gerado tanto como um Zp-módulo abstrato, como um Zp-módulo pro�nito,

por um conjunto de r elementos. E como Zp é um domínio de ideias principais,

todo Zp-módulo gerado por r elementos é uma soma direta de r submódulos cícli-

cos (alguns deles possivelmente zero), e os Zp-módulos cíclicos são simplesmente

grupos pro-p procíclicos. Portanto, podemos escrever cada p-subgrupo de Sylow

Ap como uma soma direta de subgrupos procíclicos Ap,1, . . . , Ap,r, onde r depende

de p. Assim,

A ∼= Cr(Ap | p primo) ∼= Cr(Ap,i | p primo, 1 ≤ i ≤ r) ∼= ⊕ri=1Cr(Ap,i | p primo)
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onde cada grupo Cr(Ap,i | p primo) é procíclico, e portanto o resultado segue.

�

Proposição 1.5.9 Seja G um grupo pro�nito. Então G é um grupo solúvel de posto

�nito se, e somente se, G tem uma série

1 = G0 ≤ G1 ≤ . . . ≤ Gn = G

tal que Gi−1 CGi e Gi/Gi−1 é procíclico, para 1 ≤ i ≤ n.

Demonstração: Primeiro suponha que G possui uma série

1 = G0 ≤ G1 ≤ . . . ≤ Gn = G

tal que Gi−1 C Gi e Gi/Gi−1 é procíclico, para 1 ≤ i ≤ n. Então G é solúvel. Resta

mostrar que G tem posto �nito. Vamos mostrar por indução sobre o tamanho da série.

Se n = 1, então 1 = G0 ≤ G1 = G. Assim, G/G0 = G é procíclico e, conse-

quentemente, G tem posto �nito. Agora suponha que todo grupo pro�nito G que tem

uma série 1 = G0 ≤ G1 ≤ . . . ≤ Gn = G satisfazendo as hipóteses tem posto �nito.

E vamos mostrar que a a�rmação é verdadeira para n + 1, ou seja, suponha que G

tem uma série 1 = G0 ≤ G1 ≤ . . . ≤ Gn ≤ Gn+1 = G tal que Gi−1 C Gi e Gi/Gi−1 é

procíclico, para 1 ≤ i ≤ n + 1. Assim, Gn+1/Gn = G/Gn é procíclico, logo tem posto

�nito, e por hipótese de indução Gn tem posto �nito. E pela Proposição 1.5.7, item

(b), rk(G) ≤ rk(Gn) + rk(G/Gn). Portanto, G tem posto �nito.

Reciprocamente, suponha que G é um grupo pro�nito solúvel de posto �nito.

Então G tem uma série

1 = G0 ≤ G1 ≤ . . . ≤ Gs = G

com Gi−1 CGi e Gi/Gi−1 abeliano, para 1 ≤ i ≤ s. Mostraremos por indução sobre o

comprimento s, que G possui uma série com fatores procíclicos.

Se s = 1, então G é grupo pro�nito abeliano de posto �nito. Então, pela Pro-

posição 1.5.8, G é a soma direta de uma quantidade �nita de grupos procíclicos, ou

seja, G ∼= C1 ⊕ . . . ⊕ Cr, onde cada Ci é procíclico, e a série com o j-ésimo termo

C1 ⊕ . . .⊕ Cj, para 1 ≤ j ≤ r, tem fatores procíclicos.
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Agora suponha que a a�rmação é verdadeira para todo Gj, com 1 ≤ j ≤ s − 1.

Assim, Gs−1 possui uma série

1 = H0 ≤ H1 ≤ . . . ≤ Hk = Gs−1

com Hi−1 CHi e Hi/Hi−1 procíclico para cada 1 ≤ i ≤ k.

Como G tem posto �nito, então G/Gs−1 tem posto �nito. E sendo G/Gs−1

abeliano, pela proposição anterior, G/Gs−1 é a soma direta de uma quantidade �nita

de grupos procíclicos, gerados por a1, . . . , am. Suponha que Li/Gs−1 é um subgrupo

gerado por a1, . . . , ai, para 1 ≤ i ≤ m. Logo, a série

1 = Gs−1/Gs−1 = L0/Gs−1 ≤ L1/Gs−1 ≤ . . . ≤ Lm/Gs−1

tem fatores procíclicos, e como Li

Li−1

∼= Li/Gs−1

Li−1/Gs−1
, para todo 1 ≤ i ≤ m, então a série

1 = H0 ≤ H1 ≤ . . . ≤ Hk = Gs−1 = L0 ≤ L1 ≤ . . . ≤ Lm = G

tem fatores procíclicos, como queríamos mostrar.

�

O próximo resultado garante que, se G é um grupo pro�nito solúvel, o número

de fatores que têm p-subgrupos de Sylow isomór�cos a Zp é independente da escolha

da série.

Proposição 1.5.10 Seja G um grupo pro�nito solúvel de posto �nito e seja p um

primo. Suponha que

1 = G0 ≤ G1 ≤ . . . ≤ Gn = G

e

1 = H0 ≤ H1 ≤ . . . ≤ Hm = G

são duas séries para G com fatores procíclicos. (Assim os p-subgrupos de Sylow dos

fatores Gi/Gi−1, Hi/Hi−1 das duas séries são isomór�cos a Zp ou �nitos.) Então as

duas séries tem um número igual de fatores cujos p-subgrupos de Sylow são isomór�cos

a Zp.

Demonstração: Para simpli�car chamaremos um grupo procíclico de p-large se

seu p-subgrupo de Sylow é isomorfo a Zp. Sabemos que todo subgrupo não trivial de Zp

Christe Hélida Moreira Montijo Agosto de 2018 PPGMat � UnB



1.5. Grupos Pro�nitos de Posto Finito 53

é aberto. A chave dessa demonstração segue da seguinte observação: se X é procíclico

e Y ≤ X, então no máximo, um deles Y ou X/Y pode ser p-large, e portanto, X é

p-large se, e somente se, um desses grupos é p-large.

Argumentaremos por indução sobre n + m. O resultado é claro se n ≤ 1 ou

m ≤ 1. Suponha que n ≥ 2, e escreva L = Gn−1. Seja h o número de fatores p-large na

primeira série e seja ε = 1 se G/L é p-large e ε = 0, caso contrário. Aplicando indução

para as séries (Gi)
n−1
i=0 e (L ∩ Hj)

m
j=0 para o grupo L e, para as séries L/L ≤ G/L e

(LHj ∩ L)mj=0 para o grupo G/L, obtemos que h− ε dos grupos L ∩Hj/L ∩Hj−1 e, ε

dos grupos LHj/LHj−1 são p-large. Entretanto,

L ∩Hj/L ∩Hj−1
∼= (L ∩Hj)Hj−1/Hj−1

e

LHj/LHj−1
∼= Hj/(LHj−1 ∩Hj) = Hj/(L ∩Hj)Hj−1.

Mas para cada j, no máximo, um dos grupos (L ∩ Hj)Hj−1/Hj−1, Hj/(L ∩ Hj)Hj−1

pode ser p-large e, Hj/Hj−1 é p-large, precisamente quando um desses grupos é p-

large. Então, segue que o número de Hj/Hj−1 que são p-large é (h− ε) + ε = h, como

queríamos mostrar.

�

Para cada grupo solúvel G de posto �nito e cada primo p, de�nimos o Zp-length de

G, denotado por hp(G), como sendo o número de fatores que têm p-subgrupos de Sylow

isomór�cos a Zp em uma série com fatores procíclicos. Assim, como já foi dito, hp(G)

independe da escolha da série, e é um invariante muito útil para provas de indução.

Veja que o invariante hp(G) para um grupo solúvel de posto �nito é um análogo do

comprimento de Hirsch de um grupo policíclico. Para mais detalhes veja [16, 5.4.13].

Proposição 1.5.11 Seja G um grupo pro�nito solúvel. Então G tem posto �nito se,

e somente se, existe um inteiro r tal que todo subgrupo de Sylow de G tem posto no

máximo r.

Demonstração: Suponha que G tem posto �nito, digamos rk(G) ≤ r, então

por de�nição, cada subgrupo de G tem posto no máximo r.

Reciprocamente, suponha que cada subgrupo de Sylow deG tem posto no máximo
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r. Como G é solúvel, então possui uma série

1 = G0 ≤ G1 ≤ . . . ≤ Gn = G.

Mostraremos por indução sobre o comprimento n de tal série que G tem posto �nito.

Se n = 1, então G é abeliano e cada subgrupo de Sylow pode ser gerado por no máximo

r elementos, e então pela Proposição 1.5.8, G tem posto �nito.

Agora suponha que n ≥ 1. Como cada subgrupo de Sylow de Gn−1 está contido

em um subgrupo de Sylow de G, então tem posto no máximo r, logo por hipótese

de indução Gn−1 tem posto �nito. E como cada subgrupo de Sylow de G/Gn−1 é

uma imagem sobre a aplicação quociente de um subgrupo de Sylow de G, então cada

subgrupo de Sylow de G/Gn−1 tem posto no máximo r. E com G/Gn−1 é abeliano,

então o comprimento derivado é igual a 1, logo por hipótese de indução G/Gn−1 tem

posto �nito. E portanto, pela Proposição 1.5.7 G tem posto �nito. �

Usando técnicas mais poderosas A. Lucchini [10] provou em 1989, que �se G é

um grupo �nito e cada subgrupo de Sylow de G pode ser gerado por d elementos,

então G pode ser gerado por d + 1 elementos�, e nesse mesmo ano R. M. Guralnick

[4], provou que �d(G) ≤ r(G) + 1, para todo grupo �nito G, onde r(G) = max{rp(G)}

e rp(G) = d(P ) para todo p-subgrupo de Sylow P de G�. Aplicando tais resultados

para todos os subgrupos de um grupo �nito G, deduzimos que, se cada subgrupo de

Sylow tem posto no máximo r, então rk(G) ≤ r+ 1, e juntando esse fato à Proposição

1.5.7, concluímos que, se G é um grupo pro�nito cujos subgrupos de Sylow tem posto

no máximo r, então rk(G) ≤ r + 1.

Agora daremos uma caracterização de grupos pro�nitos solúveis de posto �nito,

através dos subgrupos abelianos. Para isso, precisamos de um resultado sobre subgru-

pos pronilpotentes em grupos prosolúveis e um limite para o número de geradores de

certos grupos que agem em grupos pro-p abelianos de posto �nito.

De�nição 1.5.12 Seja G um grupo pro�nito. Os subgrupos de Carter de G são subgru-

pos pronilpotentes maximais de G, com a propriedade de que suas imagens em grupos

quocientes G/K também são pronilpotentes maximais de G/K.

Grupos prosolúveis possuem subgrupos de Carter. Para ver essa e mais proprie-

dades dos subgrupos de Carter, veja em [22, Exercise 2.7.7]
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Lema 1.5.13 Seja G um grupo prosolúvel e K um subgrupo normal tal que G/K é

abeliano. Então existe um subgrupo pronilpotente H tal que G = HK.

Demonstração: Como G é um grupo prosolúvel, então existe H um subgrupo

de Carter de G. Daí, HK/K é um subgrupo pronilpotente maximal de G/K. E como

HK ≤ G, e H é maximal, então HK = G, como queríamos demonstrar. �

Agora abordaremos um resultado de Philip Hall que estabelece um limite para

o número de geradores de p-grupos �nitos que agem em p-grupos abelianos de posto

�nito, para então generalizar o resultado para grupos pro-p. Esse resultado também

pode ser encontrado em [22].

Lema 1.5.14 Seja A um p-grupo abeliano �nito de posto r, onde p é um primo. Su-

ponha que A também é um G-módulo, onde G é um p-grupo �nito, e que cada elemento

não trivial de G age não trivialmente em A.

(a) Se cada elemento de G age trivialmente no módulo quociente A/p2A, então

d(G) ≤ r2.

(b) Em geral, d(G) ≤ 1
2
(5r2 − r).

Demonstração:

(a) Vamos mostrar que d(G) ≤ r2. Observe que r2 é a dimensão do espaço vetorial

das matrizes r × r sobre Fp.

Para cada g ∈ G \ {1}, considere o maior inteiro m tal que g age trivialmente no

módulo A/pmA, ou seja, para cada g ∈ G \ {1} e para todo a ∈ A, (a+ pmA)g =

a+ pmA. Note que

ag + pmA = a+ pmA ⇔ ag − a ∈ pmA

⇔ ag − a = pma′, onde a′ ∈ A

⇔ ag = a+ pma′, onde a′ ∈ A.

(1.1)

Como G é �nito, podemos escolher {g1, g2, . . . , gd} um conjunto de geradores para

G, com d(G) = d e
∑d

k=1 m(gk) o maior possível (note que o valor do somatório

pode mudar dependendo do conjunto de geradores escolhido, pois o valor de m

varia dependendo de gk). Escreva mk = m(gk) para cada k. Podemos assumir
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que m1 ≤ m2 ≤ . . . ≤ md com m1 ≥ 2, pois por hipótese, cada elemento de G

age trivialmente no módulo quociente A/p2A.

Agora, como A é um grupo �nito abeliano, podemos escrever A = 〈a1〉⊕· · ·⊕〈ar〉.

Então, por (1.1), temos que, para cada k ≤ d

aigk = ai + pmk

r∑
j=1

u
(k)
ij aj, para i ≤ r. (1.2)

Com isso, podemos considerar as matrizes inteiras r × r

u(k) =


u

(k)
11 · · · u

(k)
1r

...
. . .

...

u
(k)
r1 · · · u

(k)
rr


fornecidas pelos coe�cientes inteiros da expressão (1.2).

Para mostrar que d(G) ≤ r2, vamos mostrar que as imagens de u(1), . . . , u(d) no

espaço vetorial das matrizes r × r sobre Fp são linearmente independentes, com

isso d(G) = d ≤ r2.

Suponha que u(1), . . . , u(d) são linearmente dependentes, e seja t o menor inteiro

tal que

u(t) ≡
t−1∑
j=1

λju
(j) mod p,

para inteiros λj adequados. Note que, estamos considerando módulo p, pois

estamos tomando as matrizes com entradas em Fp.

Escreva g′ =
t−1∏
j=1

g
µj
j , onde µj = λjp

mt−mj . Temos de (1.2) que


a1

a2

...

ar

 gj =


a1

a2

...

ar

+ pmju(j)


a1

a2

...

ar

 =


a1

a2

...

ar

 (1 + pmju(j)).

Daí, gj age nos ai ′s como (1 + pmju(j)).
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Pelo binômio de Newton,

(1 + pmju(j))µj =

µj∑
l=0

 µj

l

 (pmju(j))l =

µj∑
l=0

 λjp
mt−mj

l

 plmj(u(j))l

= 1 + λjp
(mt−mj)pmju(j) +

µj∑
l=2

 λjp
mt−mj

l

 plmj(u(j))l

≡ 1 + λjp
mtu(j) mod pmt+1

pois, mt + (l − 1)mj ≥ mt + 1 para todo l ≥ 2, já que mj ≥ 2 para todo j.

Assim,

t−1∏
j=1

(1 + pmju(j))µj ≡
t−1∏
j=1

(1 + λjp
mtu(j)) mod pmt+1.

E

t−1∏
j=1

(1 + λjp
mtu(j)) =

= (1 + λ1p
mtu(1))(1 + λ2p

mtu(2))(1 + λ3p
mtu(3)) . . . (1 + λt−1p

mtu(t−1))

= (1 + λ1p
mtu(1) + λ2p

mtu(2) + λ1λ2p
2mtu(1)u(2))(1 + λ3p

mtu(3)) . . . (1 + λt−1p
mtu(t−1))

= (1 + λ1p
mtu(1) + λ2p

mtu(2) + λ3p
mtu(3) + λ1λ2p

2mtu(1)u(2) + λ1λ3p
2mtu(1)u(3) +

+ λ2λ3p
2mtu(2)u(3) + λ1λ2λ3p

3mtu(1)u(2)u(3))(1 + λ4p
mtu(4)) . . . (1 + λt−1p

mtu(t−1))

= 1 + pmt

t−1∑
j=1

λju
(j) + pmt+1(λ1λ2p

mt−1u(1)u(2) + λ1λ3p
mt−1u(1)u(3) + · · ·+

+ λ1λ2 . . . λt−1p
[(t−3)mt+(mt−1)]u(1)u(2) . . . u(t−1))

≡ 1 + pmt

t−1∑
j=1

λju
(j) mod pmt+1.

Logo, o efeito de g′ nas imagens de a1, . . . , ar em A
pmt+1A

é descrito pela matriz

inteira
∏t−1

j=1(1 + pmju(j))µj que é congruente a 1 + pmt
∑t−1

j=1 λju
(j) modulo pmt+1.

Como u(t) ≡
∑t−1

j=1 λju
(j) mod p, temos

t−1∏
j=1

(1 + λjp
mtu(j)) ≡ 1 + pmtu(t) mod p.
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Portanto, g′ e gt induzem a mesma aplicação em A
pmt+1A

e então g−1
t g′ age tri-

vialmente no módulo A
pmt+1A

. Logo, temos que m(g−1
t g′) ≥ mt + 1. Mas como

{g1, . . . , gt−1, g
−1
t g′, . . . , gd} é um conjunto gerador para G, temos uma contradi-

ção com a maximalidade de
∑d

k=1m(gk).

Logo, as imagens u(1), . . . , u(d) são linearmente independentes, e consequente-

mente d(G) ≤ r2.

(b) Agora vamos mostrar que, em geral, d(G) ≤ 1
2
(5r2 − r). Considere C1 e C2 os

núcleos das ações induzidas de G em A/pA e A/p2A. Assim, para todo g ∈ C1,

(a+pA)g = ag+pA = a+pA e, para todo g ∈ C2, (a+p2A)g = ag+p2A = a+p2A,

para todo a ∈ A.

Note que, G/C1 age então em A/pA que é um espaço vetorial sobre Fp, logo é

isomorfo a um subgrupo de GLr(Fp).

Mas temos que |GLr(Fp)| é igual ao número de bases de Frp, logo

|GLr(Fp)| = (pr − 1)(pr − p) . . . (pr − pr−1)

= p
1
2
r(r−1)(pr − 1)(pr − 1) . . . (pr − 1).

Então os subgrupos p-Sylow de GLr(Fp) tem ordem p
1
2
r(r−1).

E como G é um p-grupo, então G/C1 tem ordem potência de p. Logo,

d(G/C1) ≤ 1
2
r(r − 1).

Observe que, d(G) ≤ d(G/C1)+d(C1), então é su�ciente mostrar que d(C1) ≤ 2r2.

Para cada g ∈ C1, temos que ag − a ∈ pA, então a aplicação

γg : A −→ pA/p2A

a 7−→ ag − a+ p2A

é um homomor�smo de grupos. E como o núcleo de γg contém pA, induz o

seguinte homomor�smo

θ(g) : A/pA −→ pA/p2A

a+ pA 7−→ ag − a+ p2A.
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Para todo g1, g2 ∈ C1 e a ∈ A, temos

ag1g2 − a = (ag1 − a) + (ag2 − a) + ((ag1 − a)g2 − (ag1 − a))

≡ (ag1 − a) + (ag2 − a) mod p2A

e então a aplicação θ é um homomor�smo em Hom( A
pA
, pA
p2A

), o grupo dos homo-

mor�smos de A/pA em pA/p2A.

Como A tem posto r então os grupos A/pA e pA/p2A tem posto no máximo r e

portanto a imagem de θ tem posto no máximo r2. Agora observe que,

θ(g)(a+ pA) = 0 + p2A⇔ ag− a+ p2A = p2A⇔ ag + p2A = a+ p2A⇔ g ∈ C2

então kerθ = C2.

Logo, C1/C2 está na imagem de θ e tal imagem tem posto no máximo r2, então

d(C1/C2) ≤ r2. Pela construção, temos também que cada elemento de C2 age

trivialmente no módulo quociente A/p2A, então do item (a), d(C2) ≤ r2.

E como

d(C1) ≤ d(C1/C2) + d(C2) ≤ r2 + r2 = 2r2

e

d(G) ≤ d(G/C1) + d(C1) ≤ 1

2
r(r − 1) + 2r2 =

1

2
(5r2 − r).

Portanto, d(G) ≤ 1
2
(5r2 − r).

�

Lema 1.5.15 Seja A um grupo pro-p abeliano de posto r e suponha também que A é

um G-módulo pro�nito, onde G é um grupo pro-p, e que cada elemento não trivial de

G age não trivialmente em A. Então d(G) ≤ 1
2
(5r2 − r).

Demonstração: Fixe um inteiro i > 0. Primeiramente veri�caremos que A/piA

é um módulo topológico �nito.

Por hipótese, A é um grupo pro-p abeliano, então A/piA é um p-grupo abeliano

�nito.
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Observe que, a aplicação a 7−→ pia de A em A é contínua, então sua imagem piA

é fechada. E como A é um grupo topológico, então todo subgrupo fechado de índice

�nito é aberto, daí, piA também é aberto, logo A/piA é um módulo topológico �nito.

Portanto, o núcleo Ki da ação de G em A/piA é um subgrupo normal aberto. E

cada elemento não trivial de G/Ki age não trivialmente em A/piA. Além disso, como

G é um grupo pro-p, então G/Ki é um p-grupo, logo pelo lema anterior d(G/Ki) ≤ t,

onde t = 1
2
(5r2 − r).

Agora seja N Co G. Como cada elemento não trivial de G age não trivialmente

em A, e como
⋂
i∈N p

iA = 0, temos que
⋂
i∈NKi = 1. E como as famílias de subgrupos

(Ki)i∈N e (KiN)i∈N são cadeias, temos que

⋂
i∈N

(KiN) = (
⋂
i∈N

Ki)N = N ⇒ N =
⋂
i∈N

(KiN)

. Logo, Ki ≤ N para algum i.

E segue do teorema do isomor�smo que G
N
∼= G/Ki

N/Ki
, logo d(G/N) ≤ t, uma vez

que d(G/Ki) ≤ t.

E como tomamos N um subgrupo normal aberto arbitrário de G, essa desigual-

dade é válida para todo N /o G. E sabemos que d(G) = sup{d(G/N) | N /o G}, então

d(G) ≤ t = 1
2
(5r2 − r). �

Agora mostraremos a caracterização dos grupos pro�nitos solúveis de posto �nito

através dos subgrupos abelianos.

Teorema 1.5.16 Seja G um grupo pro�nito solúvel. Então G tem posto �nito se, e

somente se, todo subgrupo abeliano de G é �nitamente gerado.

Demonstração: Se G tem posto �nito, então segue da de�nição que todo grupo

é �nitamente gerado, em particular os subgrupos abelianos.

Por outro lado, mostraremos que se todo subgrupo abeliano de G é �nitamente

gerado então G tem posto �nito.

Por hipótese G é solúvel, então G tem uma série de subgrupos normais

1 = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gn = G

com fatores abelianos. Mostraremos por indução sobre n que G tem posto �nito.
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Se n = 1, então 1 = G0 ≤ G1 = G, logo G1/G0 = G é abeliano e consequente-

mente, tem posto �nito.Suponha que n > 1.

Como G é um grupo prosolúvel, e Gn−1 C G tal que G/Gn−1 é abeliano, então

pelo lema 1.5.13 , existe um subgrupo H pronilpotente tal que G = HGn−1.

Observe que,
G

Gn−1

=
HGn−1

Gn−1

∼=
H

H ∩Gn−1

,

logo, se H tem posto �nito, então G/Gn−1 também tem posto �nito. E por hipótese

de indução Gn−1 tem posto �nito. E se G/Gn−1 e Gn−1 tem postos �nito, então G tem

posto �nito.

Assim, é su�ciente mostrar que H tem posto �nito.

Escreva A = H ∩ G1. Como A ≤ G1 e G1 tem posto �nito, então A tem posto

�nito. E pelo mesmo argumento anterior, é su�ciente mostrar que H/A tem posto

�nito. Como a série

1 =
H ∩G1

A
≤ H ∩G2

A
≤ · · · ≤ H ∩Gn

A
=
H

A

para H/A tem fatores abelianos, isto segue por indução se cada subgrupo abeliano de

H/A tiver posto �nito.

Sejam B/A um subgrupo abeliano de H/A, D = CB(A) o centralizador de A em

B e E um subgrupo �nitamente gerado de D contendo A, com a propriedade de ser

maximal em relação a ser abeliano. Note que, como A é um grupo abeliano, então pelo

lema de Zorn, existe um subgrupo E com tal propriedade. Vamos mostrar que B/A é

�nitamente gerado.

Agora observe que, se o grupo quociente de um grupo pro�nito módulo seu centro

é procíclico, então o grupo é abeliano. Portanto, se x ∈ CD(E) então o subgrupo gerado

por E e x é abeliano. Mas E é maximal com relação a propriedade de ser abeliano,

então x ∈ E, e consequentemente E = CD(E).

Sejam p um primo �xo, Bp e Bp′ os subgrupos p-Sylow e o p-complemento de Hall

do grupo pronilpotente B. Então B = Bp × Bp′ . Escreva Ap, Dp e Ep as interseções

de A, D e E com Bp.

Assim, Ap e Ap ∩Bp′ são os subgrupos p-Sylow e o p-complemento de Hall de A,

então A = Ap × (Ap ∩ Bp′), de modo que CBp(Ap) = CB(A) ∩ Bp = D ∩ Bp = Dp. E
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similarmente, E = Ep×(E∩Bp′), de modo que CDp(Ep) = CD(E)∩Bp = E∩Bp = Ep.

Como E é �nitamente gerado, podemos supor que, E tem posto r. Então Ap e

Ep tem posto no máximo r

Recapitulando, temos que, Bp é um subgrupo p-Sylow, Dp = CB(A) ∩ Bp, onde

CB(A) = {g ∈ B | ag = a,∀a ∈ A}, então Bp/Dp é um grupo pro-p. E além disso

Ap = A ∩Bp é um grupo pro-p abeliano de posto �nito.

Assim, a ação de Bp por conjugação induz em Ap a estrutura de um (Bp

Dp
)-módulo

tal que cada elemento não trivial de Bp/Dp age não trivialmente em Ap. Logo, pelo

Lema 1.5.15, d(Bp/Dp) ≤ t, onde t = 1
2
(5r2− r). Analogamente, d(Dp/Ep) ≤ t e como

Ep é �nitamente gerado, então d(Ep) = k, para algum k, logo d(Dp) ≤ d(Dp/Ep) +

d(Ep) ≤ t+ k. E segue que, d(Bp) ≤ d(Bp/Dp) + d(Dp) ≤ 2t+ k.

E como isso se aplica para cada p, ou seja, todo subgrupo p-Sylow de B, para

cada p, pode ser gerado por um número inteiro z de elementos, então pelo Lema 1.5.8,

B é �nitamente gerado, e consequentemente, B/A é �nitamente gerado.

E como B/A é um subgrupo arbitrário de H/A, então por hipétese de indução

H/A tem posto �nito. Portanto, H tem posto �nito e o resultado segue. �

A hipótese de solubilidade no teorema acima é indispensável. Por exemplo, o

grupo pro-p livre em um conjunto in�nito enumerável não é �nitamente gerado e por-

tanto, não pode ter posto �nito. No entanto, cada um dos seus subgrupos é livre, e

então cada subgrupo abeliano é procíclico, e consequentemente �nitamente gerado.

A idéia de relacionar propriedades de �nitude de um grupo com as de seus sub-

grupos abelianos remonta um importante artigo de Mal'cev [11], que contém uma prova

de que um grupo solúvel abstrato cujos subgrupos abelianos são �nitamente gerados

devem ser policíclicos, para mais detalhes veja também [16], páginas 455− 459.

Para �nalizar a seção, vamos fornecer uma estrutura para os grupos pro�nitos

de posto �nito. Para isso, enunciaremos três teoremas da teoria de grupos abstratos e

demonstraremos alguns resultados auxiliares.

O próximo teorema foi provado por Feit e Thompson, e a demonstração pode ser

encontrada no artigo [3].

Teorema 1.5.17 Todo grupo simples �nito não abeliano tem ordem par.
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Os dois resultados a seguir são o teorema de Tate e o teorema de Zassenhaus,

respectivamente.

Teorema 1.5.18 Sejam G um grupo �nito, K um subgrupo normal de G e P um

subgrupo p-Sylow de G. Se P ∩ K ≤ Φ(P ), então K tem um p-complemento, isto é,

tem um subgrupo normal com índice potência de p e ordem comprima com p.

Mais detalhes desse resultado pode ser encontrado em [20].

Teorema 1.5.19 Existe uma função de valores inteiros f(r) de r tal que todo grupo

solúvel de matrizes r×r sobre um corpo possui comprimento derivado no máximo f(r).

A demonstração desse resultado pode ser encontrado em [16, 15.1.3].

De�nição 1.5.20 Um fator chief de um grupo G é um subgrupo normal minimal de

um grupo quociente de G.

Observe que, se G é �nito, então cada fator chief de G é um produto direto de

grupos simples isomorfos não abelianos, ou um p-grupo abeliano elementar, para algum

primo p.

Lema 1.5.21 Seja G um grupo �nito e suponha que d(P ) = d, onde P é um 2-Sylow

de G. Então em uma série

1 = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gn = G

de subgrupos normais de G, podem existir no máximo d fatores chief não abelianos.

Demonstração: Vamos mostrar por indução sobre n.

Se n = 0, G = 1 e o resultado segue. Suponha que n ≥ 1.

Suponha que G1/G0 não é um fator chief não abeliano, então a série

G1 ≤ G2 ≤ · · · ≤ Gn = G

tem tamanho n− 1, e por hipótese de indução existem no máximo d fatores chief não

abelianos.

Suponha agora que G1/G0 é um fator chief não abeliano. E como G é �nito,

então G1 é um produto direto de grupos simples não abelianos. Logo pelo teorema de
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Feit-Thompson, G1 tem ordem par, então, G1 não pode ter um 2-complemento normal.

Assim, segue do Teorema 1.5.18, que P ∩G1 � Φ(P ).

Como P é um grupo pro-p �nitamente gerado, com p = 2, pela Proposição 1.5.7

item (e), P/Φ(P ) é um grupo abeliano elementar de ordem 2d(P ) = 2d, e

Φ

(
P

P ∩G1

)
=
P ∩G1Φ(P )

P ∩G1

.

Logo,
P/P ∩G1

Φ(P/P ∩G1)
=

P/P ∩G1

P ∩G1Φ(P )/P ∩G1

∼=
P

P ∩G1Φ(P )

e ∣∣∣∣ P

P ∩G1Φ(P )

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ P

Φ(P )

∣∣∣∣ = 2d.

Portanto, d(P/P ∩ G1) ≤ d − 1. Além disso, PG1/G1
∼= P/P ∩ G1 e PG1/G1

é um 2-Sylow de G/G1, então d(PG1/G1) ≤ d − 1. E como a série para G/G1 tem

tamanho n−1, então por hipótese de indução existe no máximo d−1 fatores chief não

abelianos. Mas temos que, G1/G0 também é um fator chief não abeliano. Logo existe

no máximo d fatores chief não abelianos. �

Lema 1.5.22 Seja G um grupo pro�nito e (Kλ | λ ∈ Λ) é uma família de subgrupos

normais satisfazendo
⋂
Kλ = 1. Suponha que, para algum inteiro m, G/Kλ é solúvel

com comprimento derivado no máximo m, para cada λ ∈ Λ. Então G é solúvel com

comprimento derivado no máximo m.

Demonstração: Seja G = G(0), G(1), G(2), . . . , G(m) os primeiros termos da série

derivada de G, assim G(i+1) = {[x, y] | x, y ∈ G(i)}, para cada i. Veja que por indução

sobre i o i-ésimo termo da série derivada de um grupo quociente G/K é G(i)K/K, para

0 ≤ i ≤ m. Portanto, G(m) ≤ Kλ, para cada λ, e então temos G(m) = 1. �

Com todos esses resultados em mãos estamos prontos para fornecer uma estrutura

para os grupos pro�nitos de posto �nito. Mostraremos que se G é um grupo pro�nito

de posto �nito, então G possui uma série (pronilpontente-por-solúvel)-por-�nito.

Teorema 1.5.23 Seja G um grupo pro�nito de posto �nito. Então G tem uma série

1 ≤ C ≤ N ≤ G
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de subgrupos normais tal que C é pronilpotente, N/C é solúvel e G/N é �nito.

Demonstração: Seja G um grupo pro�nito de posto r. Pelo Lema 1.5.21,

temos que, para cada série G0 ≤ G1 ≤ . . . ≤ Gn = G de subgrupos normais abertos,

no máximo r dos fatores Gi+1/Gi são fatores chief não abelianos. Escolha tal série com

uma quantidade de fatores chief não abelianos o maior possível e N = G0. E sendo

N C◦ G, então G/N é �nito.

Por nossa escolha de N , um fator chief X = U/V de G com V aberto e U ≤ N

não pode ser o produto direto de grupos simples não abelianos, uma vez que, a série já

tem a quantidade maior possível de fatores chief não abelianos, e então X = U/V deve

ser abeliano. Assim, se M é um subgrupo normal aberto de G, com M ≤ N , então

cada série maximal de subgrupos normais de G, de M para N , tem fatores abelianos

e, então N/M é solúvel.

Veja que, cada fator chief X do tipo considerado acima, é um p-grupo abeliano

elementar, para algum primo p, e a conjugação de N induz um homomor�smo com

o núcleo CX , digamos de N para o grupo de automor�smo de X. Assim, o grupo

solúvel é N/CX , pela mesma justi�cativa dada anteriormente para N/M , e é isomorfo

a um subgrupo de GLr(Fp), pois d(X) ≤ r, e então pelo Teorema 1.5.19, N/CX tem

comprimento derivado limitado independentemente de X.

Agora considere C a interseção de todos os subgrupos CX . Como N/CX é solúvel,

com comprimento derivado limitado, então pelo Lema 1.5.22, N/C é solúvel.

Seja M novamente um subgrupo normal aberto de G, contido em N , e seja

M = N0 ≤ N1 ≤ . . . ≤ Nk = N uma cadeia maximal de subgrupos normais de G de

M para N . Como a ação de C por conjugação em cada fator Ni/Ni−1 é trivial, cada

comutador de um elemento de C e um elemento de Ni está em C ∩Ni+1, e segue que

C ∩Ni/C ∩Ni−1 está no centro de C/C ∩Ni−1, para cada i. Portanto, as imagens dos

subgrupos C∩Ni em C/C∩M forma uma série central de C/C∩M , e então C/C∩M

é nilpotente. E aplicando para cada subgrupo normal aberto M de G contido em N ,

concluímos que C é pronilpotente. E com isso, concluímos que G possui uma série

(pronilpontente-por-solúvel)-por-�nito. �
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Capítulo 2

Grupos Pro-p Uniformes e Álgebras

de Lie Powerful sobre Zp

Nesse capítulo vamos mostrar os resultados mais importantes da teoria dos gru-

pos pro-p uniformes, mostraremos inclusive, como munir um grupo pro-p uniforme G

com uma estrutura aditiva, e a partir daí transformá-lo em uma álgebra de Lie sobre

Zp. Além disso, apresentaremos resultados garantindo que existe uma correspondência

exata entre grupos pro-p uniformes e álgebras de Lie powerful sobre Zp, com o objetivo

de demonstrar o resultado principal do artigo [19] de I. Snopce, que será demonstrado

no próximo capítulo. As principais referências deste capítulo são J. D. Dixon; M. P. F.

Du Sautoy; A. Mann; D. Segal [2], L. Ribes e P. Zalesskii [15] e J.S. Wilson [22].

2.1 Preliminares

Como vimos anteriormente, um grupo pro-p é o limite inverso de p-grupos �nitos.

Ou equivalentemente, um grupo pro-p é um grupo pro�nito no qual todo subgrupo nor-

mal aberto tem índice igual a alguma potência de p, a demonstração dessa equivalência

pode ser encontrada em [2, Proposition 1.12]. Segue da de�nição que um grupo �nito

é um grupo pro-p se, e somente se, sua ordem é uma potência de p. E note que, em

um grupo pro-p todo subgrupo aberto tem índice potência de p, uma vez que contém

um subgrupo normal aberto.

Os resultados a seguir são de caráter introdutório e serão utilizados como ferra-
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mentas nas seções seguintes, a teoria detalhada pode ser vista em [2], Capítulo 1.

No estudo dos grupos pro-p, o subgrupo de Frattini Φ(G) de G desempenha um

papel particularmente útil. Relembrando que, Φ(G) é o conjunto dos não geradores de

G e coincide com a interseção de todos os subgrupos maximais de G.

Proposição 2.1.1 Se G é um grupo pro-p, então

Φ(G) = Gp[G, G],

onde [G, G] é o grupo derivado e Gp = 〈gp | g ∈ G〉.

A demonstração pode ser encontrada em [2, Proposition 1.13].

Proposição 2.1.2 Seja G um grupo pro-p. Então G é �nitamente gerado se, e so-

mente se, Φ(G) é aberto em G.

A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [2, Proposition 1.14].

Agora de�niremos uma série de subgrupos característicos chamada lower p-series.

De�nição 2.1.3 Seja G um grupo pro-p. Então de�nimos P1(G) = G, e para i ≥ 1

Pi+1(G) = Pi(G)p[Pi(G), G].

Para simpli�car a notação, denotaremos Pi(G) = Gi.

Veja que pela Proposição 2.1.1, P2(G) = Φ(G). Além disso, Φ(Gi) = Gp
i [Gi, Gi] ≤

Gp
i [Gi, G] = Gi+1, para cada i, e

G = G1 ≥ G2 ≥ . . . ≥ Gn ≥ . . . ,

onde cada termo é característico no termo anterior e, consequentemente, todos os

termos são característicos em G. Em particular, se H é um subgrupo característico

em grupo pro-p G, então Pk(H) é característico em G. De fato, como H char G,

então é su�ciente mostrar que Pk(H) char H. Vamos mostrar por indução sobre k que

Pk(H) char H.

Se k = 1, P1(H) = H. Suponha que Pk(H) char H, para k ≥ 1. E vamos mostrar

que a a�rmação é verdadeira para, k + 1, ou seja, Pk+1(H) char H. Seja ϕ ∈ Aut(H).

Temos que, Pk+1(H) = Pk(H)p[Pk(H), H] então

ϕ(Pk+1(H)) = ϕ(Pk(H))p[ϕ(Pk(H)), ϕ(H)] = Pk(H)p[Pk(H), H] = Pk+1(H),
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por hipótese de indução. Logo, Pk(H) char H, para todo k e, consequentemente,

Pk(H) char G, para todo k.

Uma das vantagens de estudar a série de�nida acima, é que, se G é um grupo

pro-p �nitamente gerado, então a série é bem comportada, uma vez que consiste de

subgrupos abertos. Essa e mais algumas das propriedades da lower p-series, serão

apresentadas no próximo resultado.

Proposição 2.1.4 Seja G um grupo pro-p.

(i) Pi(G/K) = Pi(G)K/K, para todo K Cc G e para todo i;

(ii) [Pi(G), Pj(G)] ≤ Pi+j(G), para todo i e j;

(iii) Se G é �nitamente gerado, então Pi(G) é aberto em G para cada i, e o conjunto

{Pi(G) | i ≥ 1} é uma base de vizinhança de 1 em G.

A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [2, Proposition 1.16].

Veja que, do item (iii), como {Gi | i ≥ 1} forma uma base para uma vizinhança da

identidade em G, então para todo N C◦ G existe um i tal que Gi ≤ N .

Uma característica notável dos grupos pro-p �nitamente gerados é que a topologia

é completamente determinada pela estrutura de grupo. O teorema fundamental é

Teorema 2.1.5 Se G é um grupo pro-p �nitamente gerado, então todo subgrupo de

índice �nito em G é aberto.

A demonstração pode ser encontrada em [2, Theorem 1.17].

Esse resultado foi provado por J. P. Serre nos anos 70, e somente em 2003 N.

Nikolov e D. Segal [14] provaram o caso mais geral, que garante que todo subgrupo

de índice �nito é aberto em um grupo pro�nito �nitamente gerado. Em [21] pode-se

encontrar um estudo geral sobre o desenvolvimento desse resultado, bem como aspectos

da prova, resultados relacionados e algumas maneiras pelas quais os resultados já foram

usados.

Outra informação interessante é que, em um grupo pro-p �nitamente gerado,

Φ(G) = Gp[G,G], o que signi�ca que podemos simpli�car a De�nição 2.1.3, removendo

a 'barra', ou seja,

Pi+1(G) = Pi(G)p[Pi(G), G],

esse argumento pode ser visto com mais detalhes em [2, Corollary 1.20].
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E como consequência do Teorema 2.1.5, temos os seguintes corolários:

Corolário 2.1.6 (i) Todo homomor�smo (abstrato) de um grupo pro-p �nitamente

gerado em um grupo pro�nito é contínuo.

(ii) A topologia de um grupo pro-p �nitamente gerado é determinada pela sua estrutura

de grupo.

Esse resultado está demonstrado em [2, Corollary 1.21].

Corolário 2.1.7 Se G é um grupo pro-p �nitamente gerado, então todo automor�smo

de G (como um grupo abstrato) é um automor�smo topológico, e todo subgrupo topolo-

gicamente característico de G é característico.

A demonstração pode ser encontrada em [2, Corollary 1.22].

Temos também o seguinte resultado relativo à convergência de sequências de

elementos na topologia pro�nita.

De�nição 2.1.8 Seja G um grupo abstrato e I = (Kn | n ∈ N) uma família de

subgrupos normais de índices �nitos tal que Kn2 ≤ Kn1 sempre que n1 ≤ n2. Uma

sequência (gi) de elementos de G é chamada sequência de Cauchy (com respeito a I)

se Kngm = Kngn, sempre que n ≤ m.

Se G é um grupo pro�nito e I também é uma base de vizinhanças abertas de 1

então toda sequência de Cauchy em G tem limite em G, para mais detalhes veja [22],

Exercício 1.6.13.

Reformulando a de�nição temos o seguinte resultado.

Proposição 2.1.9 Se G é um grupo pro�nito, então uma sequência (gi) ⊆ G converge

se, e somente se, para cada N C◦ G existe n = n(N) tal que g−1
i gj ∈ N , para todo

i, j ≥ n.

A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [18, Proposition 2.19].

Para �nalizar os resultados introdutórios, apresentaremos uma proposição que é

uma ferramenta muito útil, em especial, na teoria dos grupos pro-p de posto �nito. Por

exemplo, com essa proposição podemos provar que G é um grupo pro-p de posto �nito

se, e somente se, G é o produto de uma quantidade �nita de subgrupos procíclicos.

Proposição 2.1.10 Seja G um grupo pro-p. Então as seguintes a�rmações são equi-

valentes:
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(i) G é procíclico;

(ii) G pode ser gerado topologicamente por um conjunto com um único elemento;

(iii) G = gZp, para algum g ∈ G;

(iv) G é cíclico e �nito, ou então é isomorfo topologicamente a Zp.

A demonstração desse resultado pode ser vista em [2, Proposition 1.28].

2.2 Grupos Pro-p Powerful

Começaremos esta seção desenvolvendo a teoria dos grupos pro-p powerful, com

o objetivo de caracterizar os grupos pro-p de posto �nito como exatamente aqueles que

contêm um subgrupo aberto powerful �nitamente gerado.

De�nição 2.2.1 Seja p primo e G um grupo pro-p.

(i) Dizemos que G é powerful quando G/Gp é abeliano se p é ímpar, ou G/G4 é

abeliano se p = 2.

(ii) Seja N ≤◦ G. Dizemos que N é powerfully embedded em G quando [N, G] ≤ Np

se p é ímpar, ou [N, G] ≤ N4 se p = 2.

Se N é powerfully embedded em G, denotaremos por N p.e.G.

Note que, se N p.e.G, então N E◦ G e N é powerful. Um exemplo trivial de

grupos pro-p powerful são os grupos pro-p abelianos.

O próximo resultado é uma ferramenta muito importante, que nos permite veri-

�car se um grupo pro-p é powerful reduzindo-se aos p-grupos �nitos.

Proposição 2.2.2 Seja G um grupo pro-p e N ≤◦ G. Então N p.e.G se, e somente

se, NK/K p.e.G/K para todo K E◦ G.

Demonstração: Suponha p um primo ímpar. Se N p.e.G, então [N, G] ≤ Np e

pela Proposição 1.1.16, item (c), Np =
⋂
KCoG

NpK. Logo, [N, G] ≤ NpK, para todo

KCoG. Daí, [NK/K, G/K] ≤ NpK/K = (NK/K)p ≤ (NK/K)p, para todo KCoG,

o que implica que NK/K p.e.G/K, para todo K Co G.

Por outro lado, se NK/K p.e.G/K, para todo KCoG, e como G/K é um p-grupo

�nito, então [NK/K, G/K] ≤ (NK/K)p = NpK/K, para todo K CoG, o que implica
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que, [N, G] ≤ [NK, G] ≤ NpK, para todo KCoG. Logo, [N, G] ≤
⋂
KCoG

NpK = Np.

E portanto, N p.e.G. A demonstração é análoga para o caso p = 2. �

No corolário a seguir, veremos que o limite inverso de um sistema inverso de p-

grupos powerful produz um grupo powerful. Lembrando que, um p-grupo �nito G é

powerful se p é primo ímpar e G/Gp é abeliano, ou se p = 2 e G/G4 é abeliano.

Corolário 2.2.3 Um grupo topológico G é um grupo pro-p powerful se, e somente se,

G é o limite inverso de um sistema inverso de p-grupos �nitos powerful em que todas

as aplicações são sobrejetivas.

A demonstração desse resultado segue da de�nição de limite inverso, e pode ser

vista com detalhes em [2, Corollary 3.3].

Veja que, os p-grupos �nitos são um caso particular de grupos pro-p. E as pro-

priedades dos grupos pro-p �nitamente gerados powerful seguem, em grande parte,

dos p-grupos powerful. Sendo assim, apresentaremos uma série de resultados de gru-

pos pro-p powerful, mas na maioria dos casos, começaremos com um resultado para

p-grupos powerful antes de estendê-lo ao resultado correspondente sobre grupos pro-p

�nitamente gerados powerful. A teoria dos p-grupos powerful pode ser vista com de-

talhes em [2], Capítulo 2. Lembrando que, sempre que citarmos os p-grupos powerful,

de acordo com a de�nição de ser powerful, estamos nos referindo apenas aos p-grupos

�nitos.

Proposição 2.2.4 Se G é um p-grupo powerful então todo elemento de Gp é uma

potência de p de um elemento de G.

A demonstração pode ser encontrada em [2, Proposition 2.6].

Proposição 2.2.5 Seja G um grupo pro-p �nitamente gerado powerful. Então todo

elemento de Gp é uma potência de p de um elemento de G, e Gp = Φ(G) é aberto em

G. E se p = 2, então G4 é aberto em G.

Demonstração: Primeiramente mostraremos que todo elemento de Gp é uma

potência de p de um elemento de G. Para isso, basta mostrar que Gp = Gp. Seja

g = (gN) ∈ Gp =
⋂
NCoG

GpN , então para cada N Co G, gN ∈ (G/N)p. E como G/N é

um p-grupo powerful, então pela Proposição 2.2.4, gN é uma potência de p em G/N ,

para cada N Co G. De�na XN = {hN ∈ G/N | hpN = gN}. Note que, com respeito
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a aplicação natural πMN : G/N −→ G/M , sempre que N ≤ M , (XN , πMN)NCoG

forma um sistema inverso de conjuntos �nitos não vazios. Então lim←−XN 6= ∅, o que

implica que que existe h = (hN) ∈ lim←−XN ⊆ G, onde hp = g e então Gp ⊆ Gp, mas

Gp ≤ Gp, por de�nição. Logo, Gp = Gp = {gp | g ∈ G}. Agora mostraremos a segunda

parte. Como G é powerful, então Gp.e.G, o que implica que [G, G] ≤ Gp = Gp. Por

outro lado, como G é um grupo pro-p �nitamente gerado, então Φ(G) = Gp[G, G], logo

Gp = Φ(G) = P2(G) que é aberto pela Proposição 2.1.4. E se p = 2 com um argumento

similar podemos ver que G4 = G4 ≥ P3(G) o que implica que G4 é aberto em G.

�

Proposição 2.2.6 Seja G um p-grupo �nito e N ≤ G. Se N p.e.G então Np p.e.G.

A demonstração pode ser encontrada em [2, Proposition 2.3].

Corolário 2.2.7 Seja G um grupo pro-p �nitamente gerado powerful. Então para cada

i ≥ 1,

Gpi = (Gpi−1

)p = {xpi | x ∈ G} p.e.Gpi−1

.

Demonstração: Mostraremos por indução sobre i que Gpi p.e.Gpi−1
.

Se i = 1, então Gpi = Gp. Assim para o caso i = 1 mostraremos que Gp =

Gp p.e.G. Mas pela Proposição 2.2.2 é su�ciente mostrar que GpK/K p.e.G/K, para

todo K Co G. Por hipótese, G é um grupo powerful, então G/K é powerful e, conse-

quentemente, G/K p.e.G/K, para todo KCoG. Como G/K é um p-grupo �nito, então

pela Proposição 2.2.6, (G/K)p p.e.G/K, mas (G/K)p = GpK/K. Logo, Gp p.e.G.

Agora suponha que Gpi p.e.Gpi−1
, e vamos mostrar que a a�rmação é verdadeira

para i+ 1, ou seja, Gpi+1
p.e.Gpi .

Por hipótese de indução Gpi p.e.Gpi−1
, então Gpi é powerful, o que implica que,

Gpi p.e.Gpi , e pela Proposição 2.2.2, Gpi/K p.e.Gpi/K, para todo K Co Gpi . Segue

que, pela Proposição 2.2.6, (Gpi/K)p p.e.Gpi/K, para todo K CoGpi , mas (Gpi/K)p =

(Gpi)p/K = Gpi+1
/K. Logo, Gpi+1

/K p.e.Gpi/K, o que implica que, Gpi+1
p.e.Gpi .

�

O próximo resultado de grupos pro-p nos dá as principais características da lower

p-series em um grupo pro-p powerful.
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Teorema 2.2.8 Seja G = 〈a1, . . . , ad〉 um p-grupo powerful, e escreva Gi = Pi(G),

para cada i. Então

(i) Gi p.e.G;

(ii) Gi+k = Pk+1(Gi) = Gpk

i , para cada k ≥ 0;

(iii) Gi = Gpi−1
= {xpi−1 | x ∈ G} = 〈ap

i−1

1 , . . . , ap
i−1

d 〉;

(iv) A aplicação x 7−→ xp
k
induz um homomor�smo de Gi/Gi+1 em Gi+k/Gi+k+1 para

cada i e cada k.

A demonstração pode ser encontrada em [2, Theorem 2.7].

Teorema 2.2.9 Seja G = 〈a1, . . . , ad〉 um grupo pro-p powerful �nitamente gerado e

escreva Gi = Pi(G) para cada i. Então

(i) Gi p.e.G;

(ii) Gi+k = Pk+1(Gi) = Gpk

i , para cada k ≥ 0, e em particular, Gi+1 = Φ(Gi);

(iii) Gi = Gpi−1
= {xpi−1 | x ∈ G} = 〈api−1

1 , . . . , ap
i−1

d 〉;

(iv) A aplicação x 7−→ xp
k
induz um homomor�smo de Gi/Gi+1 em Gi+k/Gi+k+1 para

cada i e cada k.

Demonstração: Pela Proposição 2.2.5, temos que G2 = Φ(G1) = Gp = {gp | g ∈

G}C◦G. Como N C◦G, então G/N é um p-grupo �nito powerful e, consequentemente

pelo Teorema 2.2.8, Gpi−1
N/N p.e.G/N , para todo i. E como isso vale para todo

N C◦ G, então pela Proposição 2.2.2, Gi = Gpi−1
p.e.G. Assim,

Gi = Φ(Gi−1) = Gpi−1

= {gpi−1 | g ∈ G}C◦ G.

Agora, tomando Gi no lugar de G e k + 1 no lugar de i, temos

Pk+1(Gi) = Gpk

i = {ypk | y ∈ Gi} = (Gpi−1

)p
k

= Gp(i+k)−1

= Gi+k.

E sendo Φ(Gi) = Gi+1 = {gp | g ∈ Gi}, segue que, a aplicação x 7−→ xp é um ho-

momor�smo sobrejetivo de Gi/Gi+1 em Gi+1/Gi+2, e compondo essas aplicações, assim

como é feito na prova do Teorema 2.2.8, temos que, x 7−→ xp
k
induz um homomor-

�smo de Gi/Gi+1 em Gi+k/Gi+k+1 para cada i e cada k. E essa aplicação implica que
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G2 = 〈ap1, . . . , a
p
d〉G3 e por indução, Gi = 〈ap

i−1

1 , . . . , ap
i−1

d 〉Gi+1. E como Φ(Gi) = Gi+1

é o conjunto dos não geradores de Gi, então Gi = 〈api−1

1 , . . . , ap
i−1

d 〉. �

Corolário 2.2.10 Se G = 〈a1, . . . , ad〉 é um p-grupo powerful então G = 〈a1〉 . . . 〈ad〉,
ou seja, G é o produto de seus subgrupos cíclicos 〈ai〉.

A demonstração pode ser encontrada em [2, Corollary 2.8].

Proposição 2.2.11 Se G = 〈a1, . . . , ad〉 é um grupo pro-p powerful então G = 〈a1〉 . . . 〈ad〉,
isto é, G é o produto de seus subgrupos procíclicos 〈a1〉, . . . , 〈ad〉.

Demonstração: Tome A = 〈a1〉 . . . 〈ad〉, vamos mostrar que G = A. Como um

produto de uma quantidade �nita de fechados é fechado, então A é um subconjunto

fechado de G. Assim, A = A =
⋂
NCoG

AN . Por hipótese, G = 〈a1, . . . , ad〉 é �nita-

mente gerado, então G/N = 〈a1, . . . , ad〉/N é �nitamente gerado, para cada N CoG. E

como G é um grupo pro-p powerful, G/N é um p-grupo powerful, então pelo Corolário

2.2.10, G/N = AN/N , para cada N Co G. Logo G = A. �

Lembrando que, para qualquer grupo topológico G, d(G) denota a cardinalidade

mínima de um conjunto de geradores topológicos para G.

Se G é um grupo pro-p �nitamente gerado, temos que

d(G) = dimFp(G/Φ(G)),

ou seja, d(G) é a dimensão de G/Φ(G) visto como espaço vetorial sobre um corpo com

p elementos.

O próximo resultado dá condições sobre um grupo pro-p para garantir que a

quantidade minimal de geradores de um subgrupo próprio é menor do que a quantidade

minimal de geradores do grupo. Veja que esse resultado é de suma importância para a

teoria dos grupos pro-p powerful, pois através dele podemos garantir que todo grupo

pro-p powerful �nitamente gerado tem posto �nito.

Teorema 2.2.12 Se G é um p-grupo powerful e H ≤ G, então d(H) ≤ d(G).

A demonstração pode ser encontrada em [2, Theorem 2.9].
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Teorema 2.2.13 Seja G um grupo pro-p powerful �nitamente gerado e H um subgrupo

fechado de G. Então d(H) ≤ d(G).

Demonstração: Por hipótese G é um grupo pro-p powerful, então G/N é um

p-grupo powerful e pelo Teorema 2.2.12, d(HN/N) ≤ d(G/N), para cada N Co G. E

como HN/N e G/N são �nitamente gerados, existem X ⊆ H e Y ⊆ G tais que XN/N

gera HN/N , para cada N CoG, e Y N/N gera G/N , para cada N CoG. Então X gera

H topologicamente e Y gera G topologicamente, e |X| ≤ |Y |. Logo, d(H) ≤ d(G).

�

Nosso próximo passo é construir um subgrupo aberto powerful em um grupo pro-

p �nitamente gerado, com o intuito de obter informações mais gerais do que o teorema

acima. Por exemplo, provaremos mais adiante que, se G é um grupo pro-p �nitamente

gerado e tem um subgrupo aberto powerful, então G tem posto �nito.

De�nição 2.2.14 Seja G um grupo pro-p �nitamente gerado. De�nimos V (G, r) como

sendo a interseção dos núcleos de todos os homomor�smos de G em GLr(Fp).

Como G é �nitamente gerado e GLr(Fp) é �nito, então pelo Corolário 2.1.6, os

homomor�smos de G em GLr(Fp) são contínuos. Logo, existe uma quantidade �nita

de homomor�smos de G em GLr(Fp), e consequentemente, V (G, r) é aberto em G, pois

é a interseção �nita de abertos.

Proposição 2.2.15 Seja G um p-grupo �nito, p primo e r um inteiro positivo. Con-

sidere V = V (G, r) e seja W = V se p é ímpar e W = V 2 se p = 2. Se N C G,

d(N) ≤ r e N ≤ W , então N p.e.W .

A demonstração pode ser encontrada em [2, Proposition 2.12].

Proposição 2.2.16 Seja G um grupo pro-p �nitamente gerado, p primo e r um inteiro

positivo. Considere V = V (G, r). E seja N E◦ G satisfazendo d(N) ≤ r e N ≤ V se p

é ímpar, e N ≤ V 2 se p = 2. Então N p.e. V se p é ímpar, e N p.e. V 2 se p = 2.

Demonstração: Por hipótese G é um grupo pro-p, então G/K é um p-grupo,

para todo K Co G e NK/K Co G/K, para todo K Co G, uma vez que N Co G. Além

disso, como d(N) ≤ r, então d(NK/K) ≤ r, para todo K Co G. Agora considere

V (G/K, r) a interseção dos núcleos de todos os homomor�smos de G/K em GLr(Fp).
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E veja que, V (G, r)K/K ≤ V (G/K, r), pois um homomor�smo de G em GLr(Fp) é a

composição das funções G −→ G/K e G/K −→ GLr(Fp).

Suponha que p é ímpar. Como NK/K ≤ V (G, r)K/K ≤ V (G/K, r), para

todo K Co G, então pela Proposição 2.2.15, NK/K p.e. V (G/K, r), o que implica que,

[NK/K, V (G/K, r)] ≤ (NK/K)p, mas [NK/K, V (G, r)K/K] ≤ [NK/K, V (G/K, r)],

então [NK/K, V (G, r)K/K] ≤ (NK/K)p, logo NK/K p.e. V (G, r)K/K, para todo

K Co G, e pela Proposição 2.2.2, N p.e. V (G, r). Analogamente, se p = 2, então

N p.e. V 2, o que completa a prova da proposição. �

De�nição 2.2.17 Dado r ∈ N, de�nimos λ(r) como sendo um inteiro que satisfaz

2λ(r)−1 < r ≤ 2λ(r).

Lema 2.2.18 Se G é um p-grupo �nito, então G/V (G, r) possui uma série de com-

primento λ(r), de subgrupos normais com todos os fatores abelianos elementares.

A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [2, Lemma 2.11].

Teorema 2.2.19 Seja G um grupo pro-p �nitamente gerado e p primo. Suponha que

r = sup{d(N) | N E◦ G} é �nito, então G tem um subgrupo característico powerful de

índice no máximo prλ(r) se p é ímpar e 2r+rλ(r) se p = 2.

Demonstração: Considere V = V (G, r). Por de�nição V é a interseção dos

núcleos de todos os homomor�smos de G em GLr(Fp), e como o núcleo de cada homo-

mor�smo é característico, então V é característico em G. Por hipótese G é um grupo

pro-p, então G/K é um p-grupo �nito, para todo K Co G, e pelo Lema 2.2.18, G/K
VK/K

possui uma série

G/K = N0/K ≥ N1/K ≥ . . . ≥ Ns/K = V K/K

de subgrupos normais em G/K tais que s ≤ λ(r) e todos os fatores Ni/K
Ni+1/K

são abelianos

elementares com 0 ≤ i ≤ s− 1. E pelo teorema do isomor�smo V K/K ∼= V/V ∩K e
Ni/K
Ni+1/K

∼= Ni

Ni+1
, com 0 ≤ i ≤ s− 1. Então, G/V possui uma série

G = N0 ≥ N1 ≥ . . . ≥ Ns = V
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de subgrupos normais de G tais que s ≤ λ(r) e todos os fatores Ni/Ni+1 são abelianos

elementares com 0 ≤ i ≤ s − 1. E como r = sup{d(N) | N E◦ G} é �nito, cada um

desses fatores tem ordem no máximo pr e então |G : V | ≤ prλ(r).

Suponha que p é ímpar. Como V é a interseção �nita de subgrupos normais

abertos, então V C◦ G. Além disso, d(V ) ≤ r = sup{d(N) | N E◦ G}, então pela

Proposição 2.2.16, V p.e. V e, consequentemente, V é powerful. Assim, se p é ímpar,

V é um subgrupo aberto característico powerful, com índice no máximo prλ(r).

Agora suponha que p = 2. Note que, dado φ um automor�smo de V , φ(v2) =

φ(v)2, para todo v ∈ V , então V 2 é característico em V , logo V 2 é característico em G,

e como r = sup{d(N) | NE◦G} e V 2C◦G, então d(V 2) ≤ r. E pela Proposição 2.2.16,

V 2 p.e. V 2 e, consequentemente, V 2 é powerful. Além disso, |V/V 2| = 2t ≤ |V | ≤ 2r,

então |V/V 2| ≤ 2r. E como a série de V em G tem tamanho no máximo λ(r), então a

série de V 2 em G tem tamanho no máximo λ(r) + 1, assim |G : V 2| ≤ 2r+rλ(r). Logo,

se p = 2, V 2 é um subgrupo característico powerful com índice no máximo 2r+rλ(r), o

que completa a prova do teorema. �

Relembrando que um grupo pro�nito de posto �nito é por de�nição �nitamente

gerado. E se G é um grupo pro-p powerful �nitamente gerado, então pelo Teorema

2.2.13, G tem posto �nito e rk(G) = d(G). Tendo em mãos os resultados acima,

podemos provar que, se G é um grupo pro-p �nitamente gerado e tem um subgrupo

aberto powerful, então G tem posto �nito.

Teorema 2.2.20 Seja G um grupo pro-p. Então G tem posto �nito se, e somente

se, G é �nitamente gerado e tem um subgrupo aberto powerful; neste caso, G tem um

subgrupo característico aberto powerful.

Demonstração: Suponha que G tem posto �nito, digamos rk(G) = r, então G

é �nitamente gerado, e pelo Teorema 2.2.19, G tem um subgrupo aberto característico

powerful, mais precisamente, tal subgrupo é V = V (G, r) se p é ímpar e V 2 se p = 2.

Reciprocamente, suponha que G é �nitamente gerado e tem um subgrupo H

aberto powerful. Então H tem índice �nito e contém um subgrupo normal aberto de

G, digamos N . Sabemos que, rk(G) ≤ rk(N) + rk(G/N). E por hipótese, G é um

grupo pro-p, então G/N é um p-grupo �nito e, consequentemente, tem posto �nito.
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Além disso, sendo G um grupo pro-p �nitamente gerado, então H é um grupo pro-

p �nitamente gerado, d(H) = d. Assim, H é um grupo pro-p powerful �nitamente

gerado, então pelo Teorema 2.2.13, d(K) ≤ d(H) = d, para todo K ≤c H. Logo,

rk(H) ≤ d(H) = d. E como N ≤ H, então N tem posto no máximo d. E portanto,

rk(G) ≤ rk(N) + rk(G/N) é �nito. �

Corolário 2.2.21 Seja G um grupo pro-p e r um inteiro positivo. Suponha que todo

subgrupo aberto de G contém um subgrupo normal aberto N de G, com d(N) ≤ r.

Então G tem posto �nito.

Demonstração: Como d(G/N) é �nito, com N C◦ G e d(N) ≤ r, então G é

�nitamente gerado, pois d(G) ≤ d(G/N) + d(N).

Considere W = V (G, r) se p é ímpar e W = V (G, r)2 se p = 2. Como W é aberto

em G, então contém um subgrupo N normal aberto r-gerado de G e pela Proposição

2.2.16, N p.e.W e, consequentemente, N é powerful. E pelo teorema anterior, G tem

posto �nito. �

E para �nalizar essa seção apresentaremos dois teoremas nos quais são adicionados

condições em um grupo pro-p para o mesmo ter posto �nito.

Teorema 2.2.22 Seja G um grupo pro-p. Então as seguintes a�rmações são equiva-

lentes:

(a) Existe s ∈ N e c > 0 tal que |G : Gpk | ≤ cpks, para todo k;

(b) Existe s ∈ N e c > 0 tal que |G : Gpk | ≤ cpks, para todo k;

(c) G tem posto �nito.

Além disso, se em (c) G tem posto r, então podemos tomar s = r em (a) e (b). E dado

s como em (a), G tem um subgrupo normal aberto K, com rk(K) ≤ s.

A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [2, Theorem 3.16].

Teorema 2.2.23 Seja G um grupo pro-p. Então as seguintes a�rmações são equiva-

lentes:

(a) G é o produto de uma quantidade �nita de subgrupos procíclicos;

(b) G é o produto de uma quantidade �nita de subgrupos fechados de posto �nito;
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(c) G tem posto �nito;

(d) G é �nitamente gerado como um grupo ' Zp-powered', isto é, G tem um subconjunto

X �nito tal que todo elemento de G é igual a um produto da forma xλ11 . . . xλss ,

com xj ∈ X e λj ∈ Zp.

(e) G é gerado como um grupo ' Zp-powered' por um subconjunto enumerável.

A demonstração desse teorema pode ser encontrada em [2, Theorem 3.17].

2.3 Grupos Pro-p Uniformes e Teoria de Lie

Na seção anterior, mostramos que todo grupo pro-p de posto �nito tem um sub-

grupo normal aberto que é powerful. Agora mostraremos que este subgrupo pode ser

escolhido de modo a satisfazer uma condição ligeiramente mais forte, a de ser uniformly

powerful. Além disso, mostraremos que nos grupos pro-p uniformly powerful a opera-

ção do grupo pode ser `suavizada', para dar uma nova estrutura de grupo abeliano, e

esse novo grupo abeliano é de forma natural um Zp- módulo livre �nitamente gerado.

E por �m, estabeleceremos a correspondência entre grupos pro-p uniformes e álgebras

de Lie.

De�nição 2.3.1 Seja G um grupo pro-p. Dizemos que G é uniformly powerful quando

(i) G é �nitamente gerado,

(ii) G é powerful, e

(iii) Para todo i, |Pi(G) : Pi+1(G)| = |G : P2(G)|.

Para simpli�car, abreviaremos `uniformly powerful' denotando apenas por `uni-

forme'.

Veja que, se G é um grupo pro-p satisfazendo os itens (i) e (ii) da de�nição acima,

então pelo Teorema 2.2.9, a aplicação x 7−→ xp induz um epimor�smo

fi : Pi(G)/Pi+1(G) −→ Pi+1(G)/Pi+2(G)

para cada i, e pelo item (iii) da de�nição acima |Pi(G) : Pi+1(G)| é constante, assim,

|Pi(G)/Pi+1(G)| = |Pi+1(G)/Pi+2(G)| = |G/P2(G)|.

Christe Hélida Moreira Montijo Agosto de 2018 PPGMat � UnB



2.3. Grupos Pro-p Uniformes e Teoria de Lie 80

Logo, a condição (iii) da de�nição acima é equivalente a:

(iii)' Para cada i ≥ 1, a aplicação fi é um isomor�smo.

Teorema 2.3.2 Seja G um grupo pro-p powerful �nitamente gerado. Então Pk(G) é

uniforme, para todo k su�cientemente grande.

Demonstração: Escreva Pi(G) = Gi, para todo i. Como G é �nitamente ge-

rado e Gi é aberto em G para cada i, então pela Proposição 2.1.4, Gi é �nitamente

gerado, para cada i. Além disso, pelo Teorema 2.2.9, item (i), Gi p.e.G, para todo i e,

consequentemente, Gi é powerful, para todo i.

Resta veri�car que |Pi(Gk) : Pi+1(Gk)| = |Gk : P2(Gk)|. Sendo Gi um grupo

pro-p, então |Gi : Gi+1| = pdi , para algum di ∈ N. E pelo Teorema 2.2.9 item (iv), a

aplicação x 7−→ xp
k
induz um homomor�smo sobrejetor de Gi/Gi+1 em Gi+k/Gi+k+1,

assim pdi = |Gi/Gi+1| ≥ |Gi+k/Gi+k+1|, em particular, para k = 1, pdi = |Gi/Gi+1| ≥

|Gi+1/Gi+2| = pdi+1 , então d1 ≥ d2 ≥ . . . ≥ di ≥ di+1 ≥ . . ., o que implica que existe m

tal que dk = dm, para todo k > m, logo,

pdk = |Gk/Gk+1| = |Gk+1/Gk+2| = . . . = |Gk+j/Gk+j+1|.

E pela Proposição 2.2.9 item (ii), Pi(Gk) = Gk+i−1, para todo i e para todo k. Logo,

pdk = |Gk/Gk+1| = |Gk/P2(Gk)| = |Gk+i−1/Gk+i| = |Pi(Gk)/Pi+1(Gk)|,

para todo i, o que implica que |Pi(Gk) : Pi+1(Gk)| = |Gk : P2(Gk)|. E portanto,

Pk(G) = Gk é uniforme para todo k su�cientemente grande. �

Corolário 2.3.3 Um grupo pro-p de posto �nito tem um subgrupo uniforme aberto

característico.

Demonstração: Seja G um grupo pro-p de posto �nito, então pelo Teorema

2.2.20, G tem um subgrupo H aberto, powerful e característico. E como G tem posto

�nito, então H é �nitamente gerado. Assim, H é um grupo pro-p, powerful �nitamente

gerado, então pelo Teorema 2.3.2, Pk(H) é uniforme, para k su�cientemente grande. E

sendo Pk(H) aberto em H, então tem índice �nito em H, e como H tem índice �nito

em G, o índice de Pk(H) em G também é �nito, o que implica que Pk(H) é aberto em
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G. Agora veja que, Pk(H) char G, para todo k, pois por hipótese, H char G. Portanto,

para k su�cientemente grande, Pk(H) é um subgrupo uniforme aberto e característico

de G. �

O próximo resultado estabelece condições sobre um grupo pro-p �nitamente ge-

rado powerful para que ele possa ser um grupo uniforme.

Proposição 2.3.4 Seja G um grupo pro-p �nitamente gerado powerful. Então as se-

guintes a�rmações são equivalentes:

(a) G é uniforme;

(b) d(Pi(G)) = d(G), para todo i ≥ 1;

(c) d(H) = d(G), para todo H subgrupo aberto powerful de G.

Demonstração: Escreva Gi = Pi(G).

(a) ⇒ (b) Suponha G uniforme. Segue do item (iii)' da de�nição, que um grupo pro-p

�nitamente gerado powerful é uniforme se, e somente se, d(Gi/Gi+1) = d(G1/G2),

para todo i. E pelo Teorema 2.2.9, Gi+1 = Φ(Gi), para todo i ≥ 1,

d(Gi) = d(Gi/Φ(Gi)) = d(Gi/Gi+1) = d(G1/G2) = d(G/Φ(G)) = d(G),

uma vez que Φ(G) é o conjunto dos não geradores de G. Logo, d(Pi(G)) = d(G),

para todo i ≥ 1.

(b) ⇒ (a) Suponha que d(Pi(G)) = d(G), para todo i ≥ 1. Por hipótese, temos

que G é um grupo pro-p, powerful e �nitamente gerado, então resta mostrar

|Pi(G) : Pi+1(G)| = |G : P2(G)|. Como, Gi+1 = Φ(Gi), para todo i ≥ 1, é o

conjunto dos não geradores de Gi, então

d(Gi/Gi+1) = d(Gi) = d(G) = d(G/Φ(G)) = d(G/P2(G)),

para todo i, logo |Pi(G) : Pi+1(G)| = |G : P2(G)|. E portanto, G é uniforme.

(c) ⇒ (b) Como G é um grupo pro-p �nitamente gerado, então Pi(G) é aberto em G.

Além disso, Pi(G) é powerful, então por hipótese d(Pi(G)) = d(G).
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(b) ⇒ (c) Suponha que d(Pi(G)) = d(G). E seja H ≤◦ G tal que H é powerful, então

para algum i, Gi ≤ H, assim d(Pi(G)) = d(Gi) ≤ d(H) ≤ rk(G) = d(G), o que

implica que d(H) = d(G).

�

O próximo teorema é uma caracterização muito útil de grupos uniformes. Lembre

que um grupo G é dito livre de torção se G não possui elementos de ordem �nita.

Teorema 2.3.5 Um grupo pro-p powerful �nitamente gerado é uniforme se, e somente

se, é livre de torção.

Demonstração: Seja G um grupo pro-p powerful �nitamente gerado e escreva

Gi = Pi(G), para cada i.

Suponha que G não é livre de torção. Então G contém um elemento de ordem

�nita. Veja que, um elemento de ordem �nita em G coprima com p está em Gi, para

todo i, consequentemente, é igual a 1. Sendo assim, G contém um elemento x de

ordem p. Temos que x ∈ Gi \ Gi+1, para algum i, então 1 6= xGi+1 ∈ Gi/Gi+1.

E considerando o epimor�smo fi : Gi/Gi+1 −→ Gi+1/Gi+2, temos que, fi(xGi+1) =

(xGi+1)p = xpGi+2 = Gi+2, assim fi(xGi+1) = 1, o que implica que, xGi+1 ∈ ker(fi).

Logo, fi não é injetiva. E portanto, pelo item (iii)' da de�nição, G não é uniforme.

Por outro lado, suponha que G não é uniforme, e vamos mostrar que G não é

livre de torção. A ideia é encontrar um elemento de ordem �nita a partir da construção

de uma sequência de Cauchy. Como G não é uniforme, então para algum i, o epimor-

�smo fi : Gi/Gi+1 −→ Gi+1/Gi+2 não é injetivo, então existe x ∈ Gi \ Gi+1 tal que

fi(xGi+1) = (xGi+1)p = 1, com 1 6= xGi+1 ∈ Gi/Gi+1, o que implica que, xp ∈ Gi+2.

Escreva x2 = x. Suponha que existe uma sequência de elementos x2, x3, . . . , xn

satisfazendo xpj ∈ Gi+j e xj ≡ xj−1 (modGi+j−2), para 2 < j ≤ n. Existe z ∈ Gi+n−1

tal que zp = xpn, pois x
p
n ∈ Gi+n = (Gi+n−1)p. Agora escreva xn+1 = z−1xn. Então

xn+1 ≡ xn (modGi+n−1). Além disso, xpn+1 ∈ Gi+n+1: Se p ímpar, temos que

xpn+1 = (z−1xn)p ≡ z−pxpn[xn, z
−1]p(p−1)/2 ≡ 1 (modGi+n+1),

uma vez que, [Gi+n−1, G,G][Gi+n−1, G]p ≤ Gi+n+1. E se p = 2, temos que

xpn+1 = z−2[z−1, x−1
n ]x2

n ≡ z−2x2
n ≡ 1 (modGi+n+1),
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pois [Gi+n−1, G] ≤ G4
i+n−1 = Gi+n+1, já que, Gi+n−1 p.e.G. Assim, a sequência

x2, x3, . . . , xn, . . . pode ser construida recursivamente. Tal sequência é uma sequên-

cia de Cauchy e converge para um elemento x∞ ∈ G, uma vez que {Gi | i ≥ 1} forma

uma base para uma vizinhança da identidade em G. Então x∞ ≡ x 6≡ 1 (modGi+1) e

xp∞ ≡ xpn ≡ 1 (modGi+n−1), para todo n, então xp∞ = 1. Logo, G não é livre de torção.

�

Nosso próximo passo é de�nir a dimensão de um grupo pro-p G de posto �nito,

mas para isso precisaremos do seguinte lema:

Lema 2.3.6 Se A e B são subgrupos abertos uniformes de algum grupo pro-p, então

d(A) = d(B).

Demonstração: Sejam G um grupo pro-p e, A e B subgrupos abertos uniformes

de G. Sendo A e B abertos, então A ∩ B é um subgrupo aberto de B. Além disso,

para i su�cientemente grande, Pi(A) ≤ A∩B ≤ B. Agora observe que, Pi(A) é aberto

em A e em B. E sendo Pi(A) powerful e B uniforme, então pela Proposição 2.3.4,

d(Pi(A)) = d(B). Por outro lado, como A é uniforme então pela Proposição 2.3.4,

d(Pi(A)) = d(A). Portanto, d(A) = d(B). �

De�nição 2.3.7 Seja G um grupo pro-p de posto �nito. A dimensão de G é

dim(G) = d(H),

onde H é um subgrupo uniforme aberto de G.

Lembrando que o Corolário 2.3.3 garante que sempre existe H subgrupo aberto

uniforme de G. E pela Proposição 2.3.6, dim(G) independe da escolha de H.

Teorema 2.3.8 Seja G um grupo pro-p de posto �nito e N um subgrupo normal fe-

chado de G. Então

dim(G) = dim(N) + dim(G/N).

Veja que, a a�rmação do teorema faz sentindo pois N e G/N tem posto �nito.

Demonstração: Primeiramente vamos mostrar que a a�rmação é verdadeira

para o caso particular em que G, N e G/N são uniformes e usaremos tal resultado

para mostrar o caso geral.
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Caso particular: Suponha que G, N e G/N são uniformes. Pelo Lema 2.2.5, Φ(G) =

{gp | g ∈ G} e Φ(N) = {gp | g ∈ N}. Agora observe que, Φ(N) = Φ(G) ∩ N .

De fato, por de�nição, Φ(N) ⊆ Φ(G) ∩ N . Por outro lado, se y ∈ Φ(G) ∩ N ,

então y ∈ Φ(G) e daí, y = gp, para algum g ∈ G, e y = gp ∈ N , entã gpN = N ,

o que implica que (gN)p = N = 1. Mas, como G/N é uniforme, então G/N é

livre de torção, logo não existe x ∈ G\N tal que ◦(xN) < +∞. Sendo assim,

g ∈ N . Logo y ∈ Φ(N), o que implica que Φ(G) ∩ N ⊆ Φ(N). E portanto,

Φ(N) = Φ(G) ∩N .

Agora observe que, como G é um grupo pro-p �nitamente gerado, então pela

Proposição 1.5.7,

Φ(G/N) = Φ(G)N/N ∼= N/Φ(G) ∩N = N/Φ(N).

Além disso, G/Φ(G), N/Φ(N) e G/N
Φ(G/N)

são espaços vetoriais sobre Fp, assim

dimFp(Φ(G/N)) + dimFp

(
G/N

Φ(G/N)

)
= dimFp(G/Φ(G)).

Logo,

d(G) = dimFp(G/Φ(G)) = dimFp(Φ(G/N))+dimFp

(
G/N

Φ(G/N)

)
= d(N)+d(G/N).

E portanto, d(G) = d(N) + d(G/N).

Caso geral: De acordo com o caso particular é su�ciente encontrar um subgrupo

aberto uniforme H em G tal que H ∩N e H/H ∩N também são uniformes, pois

nessas condições teremos, dim(G) = d(H), dim(N) = d(H ∩N) e dim(G/N) =

d(H/H ∩ N), uma vez que, H/H ∩ N ∼= HN/N . E como d(H) = d(H ∩ N) +

d(H/H ∩N), então dim(G) = dim(N) + dim(G/N).

Considere rk(G) = r e G0 = V (G, r), se p é ímpar, e G0 = V (G, r)2, se p = 2,

onde V (G, r) é a interseção dos núcleos de todos os homomor�smos de G em

GLr(Fp). Pela Proposição 2.2.16, todo subgrupo normal aberto G contido em G0

é powerful. (I)

E sendo G0 um grupo pro-p powerful, �nitamente gerado, então pelo Teorema

2.3.2, Pk(G0) = G1 é uniforme, para todo k su�cientemente grande. Logo, pelo
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Teorema 2.3.5, G1 é livre de torção, daí, todo subgrupo normal aberto de G1

também é livre de torção. Mas note que, todo subgrupo normal aberto de G1 é

também um subgrupo normal aberto de G0, pois G1 char G0, então por (I), todo

subgrupo normal aberto de G contido em G1 é powerful. E sendo G um grupo

pro-p, �nitamente gerado, então todo subgrupo normal aberto de G contido em

G1 é um grupo pro-p, �nitamente gerado. Assim, todo subgrupo normal aberto

de G contido em G1 é um grupo pro-p, �nitamente gerado, powerful e livre de

torção, logo, pelo Teorema 2.3.5, é uniforme. (II)

Similarmente, como N tem posto �nito, então N tem um subgrupo aberto carac-

terístico N1 tal que todo subgrupo normal aberto de N contido em N1 é uniforme.

E �nalmente, pelo mesmo argumento, como G1/G1 ∩N1 tem posto �nito, então

tem um subgrupo normal aberto uniforme H/G1 ∩N1. Assim, H/G1 ∩N1 é livre

de torção e N/G1 ∩N1 é �nito, pois G1 ∩N1 é aberto, então H ∩N = G1 ∩N1.

Logo, H/H∩N é uniforme e como H∩N = G1∩N1C◦N1, então H∩N também

é uniforme.

E sendo H C◦ G1, então por (II), H é uniforme. Assim, dim(G) = d(H),

dim(N) = d(H∩N) e dim(G/N) = d(H/H∩N). Portanto, dim(G) = dim(N)+

dim(G/N).

�

De agora em diante, denote G um grupo pro-p uniforme, com d(G) = d. E para

cada n denote Gn = Pn(G).

O próximo resultado estabelece um homeomor�smo entre Zdp e G.

Teorema 2.3.9 Seja G um grupo pro-p uniforme e {a1, a2, . . . , ad} um conjunto de

geradores topológicos para G, onde d = d(G). Então a aplicação

(λ1, . . . , λd) 7−→ aλ11 . . . aλdd

de Zdp em G é um homeomor�smo.

Demonstração: Como o conjunto {a1, a2, . . . , ad} gera G topologicamente, en-

tão pela Proposição 2.2.11, G = 〈a1〉 . . . 〈ad〉. Segue que, pela Proposição 2.2.23 cada
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elemento a ∈ G pode ser expresso da forma

a = aλ11 . . . aλdd

com λ1, . . . , λd ∈ Zp.

Considere a aplicação θ : G −→ Zdp de�nida por

aλ11 . . . aλdd 7−→ (λ1, . . . , λd).

Agora �xe um inteiro k, e considere o p-grupo �nito G/Gk+1. Como G é uniforme,

então |Gk : Gk+1| = |G : G2| = pd, para todo k. Assim,

|G/Gk+1| = |G : Gk+1| = |G : G2||G2 : G3| . . . |Gk : Gk+1| = pkd.

E sendo G/Gk+1 um p-grupo powerful, então G/Gk+1 = 〈a1Gk+1〉 . . . 〈adGk+1〉. E como

Gk+1 = {gpk | g ∈ G}, então para cada i, |〈aiGk+1〉| ≤ pk. Mas |G/Gk+1| = pkd, então

|〈aiGk+1〉| = pk. Consequentemente, cada elemento de G/Gk+1 pode ser expresso na

forma ae11 . . . aedd Gk+1, onde os inteiros e1, . . . , ed são unicamente determinados módulo

pk, isso implica que, na expressão a = aλ11 . . . aλdd , os inteiros p-ádicos λ1, . . . , λd são uni-

camente determinados módulo pk. E como isso vale para todo k, segue que, λ1, . . . , λd

são inteiros p-ádicos unicamente determinados. Portanto, θ está bem de�nida e é uma

bijeção.

Seja ψ : Zdp −→ G de�nida por ((λ1, . . . , λd))ψ = aλ11 . . . aλdd a inversa bijetiva

de θ. Veja que, ψ é a composição das aplicações α : Zdp −→ G × G × . . . × G e

β : G × G × . . . × G −→ G dadas por ((λ1, . . . , λd))α = (φa1(λ1), . . . , φad(λd)) e

(g1, . . . , gd)β = g1 . . . gd, onde a aplicação φg : Zp −→ G é de�nida da seguinte maneira

λ 7−→ gλ. Pelo Corolário 2.1.6, cada φai é contínua, então α também é contínua. E como

a multiplicação em G é contínua, então β é contínua e, portanto, ψ é contínua. E sendo,

G e Zp espaços Hausdor� e compactos, então pelo Lema 1.1.8 ψ é um homeomor�smo.

�

O homeomor�smo de�nido no teorema acima tem muitas propriedades analíticas,

entretanto, suas propriedades algébricas não são particularmente boas, sendo assim,

de�niremos em G duas novas operações de modo a obter todas as propriedades que
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procuramos. A primeira operação a ser de�nida cria uma estrutura aditiva em G, com

o objetivo de torná-lo um Zp-módulo livre. Mas esse procedimento envolve �esquecer�

muitas informações sobre a estrutura de G, já que todos Zp-módulos livres de um dado

posto são isomorfos. Então com o objetivo de salvar mais informações de�niremos em

G uma segunda operação, que tornará o Zp-módulo livre em uma álgebra de Lie sobre

Zp.

Relembrando que, uma álgebra de Lie sobre uma anel comutativo K é um K-

módulo L com uma operação binária (comumente chamada de colchete de Lie)

[·, ·] : L× L −→ L

que é K-bilinear e satisfaz as seguintes propriedades:

(i) [a, a] = 0,

(ii) [[a, b], c] + [[b, c], a] + [[c, a], b] = 0,

para todo a, b, c ∈ L.

A identidade (ii) é chamada identiade de Jacobi. E veja que, de (i) temos que,

[a, b] = −[b, a], para todo a, b ∈ L. De fato,

0 = [a+ b, a+ b] = [a, a] + [a, b] + [b, a] + [b, b] = [a, b] + [b, a],

o que signi�ca que o colchete de Lie é uma aplicação K-bilinear antissimétrica.

Um anel não associativo sem unidade, cuja multiplicação é denotada pelo colchete

de Lie e que satisfaz as condições (i) e (ii) é chamado anel de Lie. Assim, se um anel

de Lie é também um K-módulo, onde a multiplicação por qualquer elemento de K é

um homomor�smo de L, então L é uma K-álgebra de Lie.

Se R é um anel e K é um subanel de R, então o R-módulo L ⊗K R (fazendo

as extensões de escalares de K para R) pode ser considerado de maneira natural uma

R-álgebra de Lie com a multiplicação (colchete) de Lie dada por

[l1 ⊗ r1, l2 ⊗ r2] = [l1, l2]⊗ r1r2,

com l1, l2 ∈ L e r1, r2 ∈ R. E veja que, como uma K-álgebra de Lie, L pode ser

isomor�camente imerso em L ⊗K R pela aplicação l 7−→ l ⊗ 1, uma leitura detalhada

sobre esse assunto pode ser feita em [5], capítulo 1.
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E um resultado relevante que vale a pena mencionar é o seguinte: Se os elementos

a1, a2, . . . , as geram um K-módulo A e os elementos b1, b2, . . . , bt geram um K-módulo

B, então os st elementos ai ⊗ bj geram o K-módulo A⊗K B.

O lema a seguir mostra que cada elemento x ∈ Gn+1 tem uma única pn-ésima

raiz em G, que denotaremos por xp
−n
.

Lema 2.3.10 Seja n ∈ N. A aplicação x 7−→ xp
n
é um homeomor�smo de G em

Gn+1. Para cada k e m, ele restringe a uma bijeção Gk −→ Gk+n e induz uma bijeção

Gk/Gk+m −→ Gn+k/Gn+k+m.

Demonstração: Escreva f(x) = xp
n
. Pelo Teorema 2.2.9, temos que Gn+k =

Gpn

k , assim, f(Gk) = Gn+k e f(Gk+m) = Gn+k+m. Segue que, se x ≡ y (modGk+m),

então f(x) ≡ f(y) (modGn+k+m). De fato, se x ≡ y (modGk+m), então x = ya,

onde a ∈ Gk+m, e como f está bem de�nida então f(x) = f(ya) = f(y)f(a), onde

f(a) ∈ f(Gk+m) = Gn+k+m, logo, f(x) ≡ f(y) (modGn+k+m). Tal a�rmação implica

que a aplicação Gk/Gk+m −→ Gn+k/Gn+k+m está bem de�nida. Assim, f induz uma

aplicação sobrejetiva de Gk/Gk+m em Gn+k/Gn+k+m.

Como G é uniforme, pd = |G : G2| = |Gi : Gi+1|, para todo i. Assim,

|Gk : Gk+m| = |Gk : Gk+1||Gk+1 : Gk+2| . . . |Gk+(m−1) : Gk+m| = pd(m−1)

e

|Gn+k : Gn+k+m| = |Gn+k : Gn+k+1| . . . |Gn+k+(m−1) : Gn+k+m| = pd(m−1).

Logo, |Gk : Gk+m| = |Gn+k : Gn+k+m| e, consequentemente, a aplicação sobrejetiva

de Gk/Gk+m em Gn+k/Gn+k+m é uma bijeção. Veja que, se x, y ∈ Gk e f(x) = f(y)

então x ≡ y (modGk+m), para todo m. De fato, suponha que x 6≡ y (modGk+m), para

algum m, então f(x) 6≡ f(y) (modGn+k+m), mas f(x) = f(y) e 1 ∈ Gn+k+m, logo

f(x) = f(y)1, o que é uma contradição e, portanto, x ≡ y (modGk+m), para todo m.

E como
⋂
mGk+m = 1, então x = y, o que implica que, f |Gk

é injetiva.

E para �nalizar, temos que, pelo Corolário 2.1.6, f é contínua, então f |Gk
é

uma bijeção e como, tanto o domínio quanto o contradomínio são espaços Hausdor�

e compactos, segue do Lema 1.1.8 que f |Gk
é um homeomor�smo de Gk em Gk+n. E

observe que, a primeira a�rmação é caso em que k = 1. �
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Podemos usar a bijeção entre G e Gn+1 para transferir a operação do grupo Gn+1

para G, de�nindo assim uma nova estrutura de grupo em G. Para x, y ∈ G de�na

x+n y = (xp
n

yp
n

)p
−n

.

Assim, a aplicação x 7−→ xp
−n

se torna um isomor�smo de Gn+1 para o grupo (G, +n).

Lema 2.3.11 Se n > 1, x, y ∈ G e u, v ∈ Gn, então

xu+n yv ≡ x+n y ≡ x+n−1 y (modGn),

e para todo m > n,

x+m y ≡ x+n y (modGn+1).

Demonstração: Seja x, y ∈ G, então pelo Teorema 2.2.9, xp
n−1
, yp

n−1 ∈ Gn. E

pela Proposição 2.1.4, [Gn, Gn] ≤ G2n. Assim, [yp
n−1
, xp

n−1
] ∈ [Gn, Gn] ≤ G2n, o que

implica que, [yp
n−1
, xp

n−1
]p(p−1)/2 ∈ [Gn, Gn] ≤ G2n. Por outro lado,

(xp
n−1

yp
n−1

)p ≡ (xp
n−1

)p(yp
n−1

)p[yp
n−1

, xp
n−1

]p(p−1)/2 (mod γ3(Gn)),

onde γ3(Gn) = [[Gn, Gn], Gn] ≤ [G2n, Gn] ≤ G2n. Logo,

(xp
n−1

yp
n−1

)p ≡ xp
n

yp
n

(modG2n).

Mas observe que, x +(n−1) y = (xp
n−1
yp

n−1
)p
−(n−1)

, o que implica que (x +(n−1) y)p
n

=

[(xp
n−1
yp

n−1
)p
−(n−1)

]p
n

= (xp
n−1
yp

n−1
)p. Assim,

xp
n

yp
n ≡ (x+(n−1) y)p

n

(modG2n).

Agora considere k = 1 e m = n − 1 no Lema 2.3.10, então temos que o homeo-

mor�smo x 7−→ xp
n
de G em Gn+1 induz a seguinte bijeção

G/Gn −→ Gn+1/G2n

xGn 7−→ xp
n
G2n.

(2.1)

E como xp
n
yp

n ≡ (x +(n−1) y)p
n

(modG2n), então extraindo a pn-ésima raiz obtemos

que

x+n y = (xp
n

yp
n

)p
−n ≡ x+(n−1) y (modGn).
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E como (xu)p
n ≡ xp

n
(modG2n) e (yv)p

n ≡ yp
n

(modG2n), então novamente pelo

Lema 2.3.10, o mesmo argumento nos dar que

xu+n yv ≡ x+n y (modGn),

uma vez que, xu+n yv = ((xu)p
n
(yv)p

n
)p−n e x+n y = (xp

n
yp

n
)p

n
. Logo,

xu+n yv ≡ x+n y ≡ x+n−1 y (modGn).

Resta veri�car a última a�rmação. A mesma segue por indução sobre m − n,

onde m > n.

Suponha que m − n = 1, então n = m − 1 e, pelo caso anterior x +m y ≡

x+m−1 y (modGm), o que implica que, x+m y ≡ x+n y (modGn+1).

Suponha que a a�rmação é verdadeira para m − n = r, ou seja, x +m y ≡

x +m−r y (modGn+1). E mostraremos que é verdade para m − n = r + 1. Pelo caso

anterior, x +m−r y ≡ x +(m−r)−1 y (modGm−r), e por hipótese de indução x +m y ≡

x+m−r y (modGn+1). Logo,

x+m y ≡ x+n y (modGn+1),

para todo m > n. �

Assim, para um dado par (x, y), a sequência (x+n y) é uma sequência de Cauchy,

e podemos fazer a seguinte de�nição:

De�nição 2.3.12 Para x, y ∈ G, de�na

x+ y = lim
n−→∞

x+n y.

Pelo Lema 2.3.11, temos que

x+ y ≡ x+n y (modGn+1)

e que, se u, v ∈ Gn, então

xu+ yv ≡ x+ y (modGn).
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Proposição 2.3.13 O conjunto G com a operação + de�nida acima é um grupo abe-

liano, com elemento identidade 1 e a inversão dada por x 7−→ x−1.

Demonstração: Para cada n, x +n 1 = (xp
n
1p

n
)p
−n

= x e x +n x
−1 = 1.

Consequentemente, x+ 1 = x e x+ x−1 = 1.

Para veri�car a associatividade, considere x, y, z ∈ G e n > 1. Pela de�nição

anterior x + y ≡ x +n y (modGn+1), então x + y = (x +n y)u, para algum u ∈ Gn+1,

daí

(x+ y) + z ≡ (x+n y) + z (modGn+1)

≡ (x+n y) +n z (modGn+1).

Similarmente, x+(y+z) ≡ x+n(y+nz) (modGn+1). Como a operação +n é associativa,

segue que,

(x+ y) + z ≡ x+ (y + z) (modGn+1).

E como tomamos n arbitrário, a associatividade segue. Resta veri�car que + é comuta-

tiva. Veja que, [xp
n
, yp

n
] ∈ [Gn+1, Gn+1] ≤ G2n+2, então xp

n
yp

n ≡ yp
n
xp

n
(modG2n+2).

Extraindo a pn-ésima raiz e usando o Lema 2.3.10 obtemos que x +n y ≡ y +n

x (modGn+2). Assim, x + y ≡ y + x (modGn+1), e como isso vale para cada n, o

resultado segue. �

De agora em diante, usaremos a notação `aditiva' para as operações do grupo em

(G, +), sendo assim, escreveremos 0 para representar a identidade, −x para representar

o elemento inverso, x− y para representar x+ (−y) e mx para representar x+ . . .+ x

(m vezes) se m for positivo, ou mx para representar |m| · (−x) se m for negativo.

Nosso próximo passo é tornar claro a estrutura desse grupo aditivo.

Lema 2.3.14 (i) Se xy = yx então x+ y = xy.

(ii) Para cada inteiro m, mx = xm.

(iii) Para cada n ≥ 1, pn−1G = Gn.

(iv) Se x, y ∈ Gn, então x+ y ≡ xy (modGn+1).

Demonstração:
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(i) Suponha que xy = yx. Por de�nição

x+ y = lim
n−→∞

x+n y = lim
n−→∞

(xp
n

yp
n

)p
−n

= lim
n−→∞

(xx . . . x︸ ︷︷ ︸
pn vezes

yy . . . y︸ ︷︷ ︸
pn vezes

)p
−n

= lim
n−→∞

((xy)(xy) . . . (xy)︸ ︷︷ ︸
pn vezes

)p
−n

= lim
n−→∞

((xy)p
n

)p
−n

= lim
n−→∞

xy = xy.

Logo, x+ y = xy.

(ii) Suponha m positivo. Vamos mostrar por indução sobre m que mx = xm. Se

m = 1 o resultado é imediato. Suponha que a a�rmação é verdadeira para m, ou

seja, mx = xm. Mostraremos que é verdade para m+ 1. Temos que,

(m+ 1)x = x+ x+ . . . x︸ ︷︷ ︸
m+1 vezes

= xm + x.

E como xmx = xxm, então pelo item anterior xm + x = xmx = xm+1, logo,

(m+ 1)x = xm+1. E portanto, mx = xm, para todo m inteiro positivo.

Agora suponha que m é um inteiro negativo. Temos que, mx = |m|(−x) =

|m|x−1. E sendo |m| > 0, então pelo caso anterior |m|x−1 = x−|m| = xm.

(iii) Pelo Corolário 2.2.9, Gn = Gpn−1
= {xpn−1 | x ∈ G}. Sendo assim, mostraremos

que pn−1G = Gpn−1
. Seja g ∈ Gpn−1

, então existe y ∈ G tal que g = yp
n−1

. Mas

pelo item anterior, yp
n−1

= pn−1y ∈ pn−1G. Logo, Gpn−1 ⊆ pn−1G.

Agora tome x ∈ pn−1G, então existe y ∈ G tal que x = pn−1y = yp
n−1 ∈ Gpn−1

.

Logo, pn−1G ⊆ Gpn−1
. E portanto, pn−1G = Gpn−1

= Gn.

(iv) Sabemos que, a aplicação x 7−→ xp
n
induz um homomor�smo de Gn/Gn+1 em

G2n/G2n+1. Assim, para x, y ∈ Gn temos xGn+1 7−→ xp
n
G2n+1 e yGn+1 7−→

yp
n
G2n+1, e como tal aplicação é bem de�nida e xGn+1yGn+1 = (xy)Gn+1 então

xp
n
G2n+1y

pnG2n+1 = (xy)p
n
G2n+1, o que implica que xp

n
yp

n
G2n+1 = (xy)p

n
G2n+1.

Logo, (xy)p
n ≡ xp

n
yp

n
(modG2n+1). Segue que, extraindo a pn-ésima raiz e

usando o Lema 2.3.10, temos que, xy ≡ x +n y (modGn+1). E por de�nição

x+ y ≡ x+n y (modGn+1), portanto x+ y ≡ xy (modGn+1).

�
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O próximo resultado garante que o conjunto quociente G/Gn é o mesmo, quer

consideremos o grupo aditivo (G, +) ou o grupo multiplicativo G. Sendo assim a

notação G/Gn não é ambígua.

Corolário 2.3.15 Para cada n, Gn é um subgrupo aditivo de G, as classes laterais

aditivas de Gn em G são as mesmas que as classes laterais multiplicativas de Gn em

G. Além disso, a aplicação identidade Gn/Gn+1 −→ Gn/Gn+1 é um isomor�smo do

grupo aditivo Gn/Gn+1 no grupo multiplicativo Gn/Gn+1, e o índice de Gn no grupo

aditivo (G, +) é igual a |G : Gn|.

Demonstração: Segue do Lema 2.3.14 item (iii) que Gn = pn−1G é um subgrupo

aditivo de (G, +). Agora mostraremos que as classes laterais aditivas de Gn em G são

as mesmas que as classes laterais multiplicativas de Gn em G.

Seja a ∈ G e u ∈ Gn, segue da De�nição 2.3.12 que

a+ u = a+ 1 · u ≡ a+ 1 = a (modGn),

o que implica que a+ u ∈ aGn. Logo, a+Gn ⊆ aGn. Por outro lado, tome au ∈ aGn.

Então au− a = au+ (−a) ≡ a+ (−a) = 0 (modGn), o que implica que, au− a ∈ Gn,

logo, au ∈ a+Gn, e portanto, aGn ⊆ a+Gn. Assim, aGn = a+Gn. Em particular, o

índice |G : Gn| é o mesmo quando calculado em qualquer grupo. E a última a�rmação

segue do Lema 2.3.14, item (iv) que a restrição da aplicação identidade de Gn/Gn+1

em Gn/Gn+1 é um isomor�smo entre a estrutura aditiva e a estrutura multiplicativa.

�

Lembre que desde o Teorema 2.3.9 �xamos G como um grupo pro-p uniforme

com d(G) = d.

Proposição 2.3.16 Com a topologia original de G, (G, +) é um grupo pro-p uniforme

de dimensão d = d(G). Além disso, qualquer conjunto de geradores topológicos para G

é um conjunto de geradores topológicos para (G, +).

Demonstração: Temos que G é um espaço Hausdor� e compacto. Além disso,

sabemos que a aplicação x 7−→ −x = x−1 é contínua. E segue da De�nição 2.3.12 que

a aplicação (x, y) 7−→ x + y, de G × G em G é contínua. Daí a aplicação (x, y) 7−→

x + y−1 = x + (−y) é contínua. Logo, (G, +) é um grupo topológico. Vimos que, a
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família {Gn}n∈N é uma base para a vizinhança de 0 = 1 em G. E como cada Gn é um

subgrupo de índice potência de p no grupo aditivo (G, +), pelo Corolário 2.3.15, segue

que, (G, +) é um grupo pro-p.

Como (G, +) é um grupo abeliano, então (G, +) é powerful. E pelo mesmo

motivo, os subgrupos pn−1G = Gn são exatamente os termos da lower p-series de

(G, +). E como G é uniforme com a estrutura multiplicativa, então |Gn : Gn+1| = |G :

G2| = pd, para todo n, e sendo as classes laterais aditivas de Gn em G iguais às classes

laterais multiplicativas de Gn em G então (G, +) é uniforme de dimensão d.

Resta provar que, qualquer conjunto de geradores topológicos para G é um con-

junto de geradores topológicos para (G, +). Suponha queX é um conjunto de geradores

topológicos para G. Então G/G2 = 〈X〉G2/G2, como um grupo multiplicativo. Mas

pelo Lema 2.3.14, item (iv), o grupo aditivo G/G2 é idêntico ao grupo multiplicativo,

então (G, +)/G2 = 〈X〉+ + G2/G2, onde 〈X〉+ denota o subgrupo aditivo gerado por

X. E como Φ(G) = G2 = pG é o conjunto dos não geradores de (G, +), então X é um

conjuto de geradores topológicos para (G, +). �

Como (G, +) é um grupo pro-p, ele admite uma ação natural de Zp. E como

(G, +) é abeliano, pela Proposição 1.4.11 isso faz com que ele seja um Zp-módulo.

Logo, estamos prontos para mostrar o resultado que dá a estrutura desse módulo.

Teorema 2.3.17 Seja G um grupo pro-p uniforme de dimensão d e {a1, . . . , ad} um

conjunto de geradores topológicos para G. Então, com a operação de�nida acima,

(G, +) é um Zp-módulo livre na base {a1, . . . , ad}.

Demonstração: Pela Proposição 2.3.16, o conjunto {a1, . . . , ad} gera topologi-

camente o grupo pro-p uniforme (G, +) e d(G) = d. Sendo assim, (G, +) satisfaz

as hipóteses do Teorema 2.3.9, na notação aditiva. Então pelo Teorema 2.3.9, cada

elemento de (G, +) tem uma única expressão na forma a = λ1a1 + . . . + λdad, com

λ1, . . . λd ∈ Zp. Note que para cada x ∈ G e λ ∈ Zp, temos que xλ = λx, como segue

do Lema 2.3.14, item (ii), ao tomar limites. Mas esta é exatamente a a�rmação do

teorema. �

Como já foi dito, o procedimento de tornar G um Zp-módulo livre envolve �es-

quecer� muitas informações sobre a estrutura de G. Então com o objetivo de salvar
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mais informações de�niremos em G uma segunda operação, que tornará o Zp-módulo

livre em uma álgebra de Lie sobre Zp, mas para isso precisamos da de�nição e do lema

a seguir:

De�nição 2.3.18 Para x, y ∈ G e n ∈ N, de�na

(x, y)n = [xp
n

, yp
n

]p
−2n

.

Veja que essa de�nição faz sentido, pois [xp
n
, yp

n
] ∈ [Gn+1, Gn+1] ≤ G2n+2.

Lema 2.3.19 Se n > 1, x, y ∈ G e u, v ∈ Gn, então

(xu, yv)n ≡ (x, y)n ≡ (x, y)n−1 (modGn+1),

e para todo m > n

(x, y)m ≡ (x, y)n (modGn+2).

Demonstração: Observando que, [G2n, Gn+1] ≤ G3n+1 e usando o Lema 2.3.10

vemos, assim como na prova do Lema 2.3.11, que

(xu, yv)n = (x, y)n (modGn+1).

Agora, se a ∈ Gi e b ∈ Gj, então [ap, b] ≡ [a, b]p (modG2i+j) e [a, bp] ≡ [a, b]p (modGi+2j).

Segue que, tomando a = xp
n
e b = yp

n−1
, temos que

[xp
n

, yp
n

] ≡ [xp
n

, yp
n−1

]p (modG3n+1).

E tomando a = xp
n−1

e b = yp
n−1

, temos que

[xp
n

, yp
n−1

] ≡ [xp
n−1

, yp
n−1

]p (modG3n).

Portanto,

[xp
n

, yp
n

] ≡ [xp
n−1

, yp
n−1

]p
2

(modG3n+1)

= (x, y)p
2n

n−1.

Extraindo a p2n-ésima raiz e usando novamente o Lema 2.3.10, obtemos

(x, y)n ≡ (x, y)n−1 (modGn+1).
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E veja que a última a�rmação segue por indução sobre m − n, a idéia é a mesma da

demonstração da última a�rmação do Lema 2.3.10. �

Assim, dado x, y ∈ G, ((x, y)n) é uma sequência de Cauchy, e podemos fazer a

seguinte de�nição:

De�nição 2.3.20 Dado x, y ∈ G

(x, y) = lim
n−→∞

(x, y)n.

Teorema 2.3.21 Com a operação ( , ), o Zp-módulo (G, +) torna-se uma álgebra de

Lie sobre Zp.

A prova desse teorema segue no mesmo espírito da prova da Proposição 2.3.13 e

está delineada em [2, Exercise 4.4].

O próximo resultado nos diz como subgrupos e quocientes adequados de G cor-

respondem a subalgebras e quocientes da Zp-álgebra de Lie (G, +, ( , )).

Proposição 2.3.22 Seja H um subgrupo fechado uniforme de G, e N um subgrupo

normal fechado de G tal que G/N é uniforme. Então

(i) A aplicação inclusão de H em G é um monomor�smo de álgebras de Lie de

(H, +, ( , )) em (G, +, ( , )). Em particular, H é uma subalgebra da álgebra de

Lie G;

(ii) N é uniforme;

(iii) N é um ideal na Zp-álgebra de Lie (G, +, ( , )). E as classes laterais aditi-

vas de N em G são as mesmas que as classes laterais multiplicativas, então

(G/N, +, ( , )) = (G, +, ( , ))/(N, +, ( , )). Além disso, o epimor�smo natural

∗ : G −→ G/N é um epimor�smo de Zp-álgebras de Lie de (G, +, ( , )) em

(G/N, +, ( , )).

Demonstração:

(i) Segue da de�nição, uma vez que a topologia em H é a topologia do subespaço

induzida de G.

(ii) Se x ∈ G e xp
n ∈ N , então x ∈ N , uma vez que, sendo G/N uniforme então pelo

Teorema 2.3.5, G/N é livre de torção. Como Gp consiste das p-ésimas potências,
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então Gp ∩N = Np, o que implica que N/Np é abeliano, logo, se p é ímpar, N é

powerful. Dessa forma, N é um grupo pro-p, �nitamente gerado, powerful e livre

de torção, então pelo Teorema 2.3.5, N é uniforme. Se p = 2 considere N/N4 e

o mesmo argumento se aplica, concluindo assim que N é uniforme.

(iii) Seja a, b ∈ G e escreva cn = a +n b. Então (c∗n)p
n

= a∗p
n
b∗p

n
, daí temos que

a∗ +n b
∗ = c∗n em G/N . Segue por continuidade que

a∗ + b∗ = lim
n−→∞

c∗n = ( lim
n−→∞

cn)∗ = (a+ b)∗.

E com argumento similar, podemos mostrar que ∗ respeita a operação comutador,

ou seja, (x, y)∗n = ([xp
n
, yp

n
]p
−2n

)∗ = [x∗p
n
, y∗p

n
]. E respeita também a operação

de Zp. Assim, ∗ é um homomor�smo de álgebras de Lie como queríamos. E como

N é o núcleo de ∗, então N é um ideal em (G, +, ( , )).

Agora, observe que, para a, b ∈ G, temos que,

a+N = b+N ⇔ a− b ∈ N ⇔ (a− b)∗ = 0⇔ a∗ = b∗ ⇔ aN = bN.

Logo, (G, +)/(N, +) = G/N , o que completa a prova da proposição.

�

Já o resultado a seguir estabelece a correspondência inversa.

Denotaremos por LG a Zp-álgebra de Lie (G, +, ( , )).

Proposição 2.3.23 Seja N uma subalgebra da Zp-álgebra de Lie LG tal que LG/N é

livre de torção. Então

(i) N é um subgrupo uniforme fechado de G;

(ii) Se N é um ideal de LG então N é normal em G e G/N é uniforme.

Não demonstraremos essa proposição, uma vez que a teoria usada segue por

um caminho diferente da que está sendo abordada nesse trabalho até agora, embora

também parte do mesmo ponto que são os grupos pro-p uniformes, em resumo, a ideia

é de�nir adequadamente uma aplicação injetiva log(G) em uma Qp-álgebra associativa

Â (onde, Â é o completamento de uma Qp-álgebra normada A), satisfazendo algumas
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propriedades, de modo que permita construir uma Zp-álgebra de Lie. Tal teoria pode

ser estudada com detalhes em [2], Capítulo 7, nesse mesmo capítulo o resultado [2,

Corollary 7.14], garante que a Zp-álgebra de Lie LG e a Zp-álgebra de Lie log(G) são

isomorfas. Logo, a proposição acima é verdadeira para qualquer Zp-álgebra de Lie que

satisfaça as hipóteses. E a demonstração da proposição acima pode ser encontrada em

[2, Corollary 7.15].

Outro resultado importante que também não será demonstrado pelas mesmas

razões acima é:

Corolário 2.3.24 Seja G um grupo pro-p uniforme e LG a álgebra de Lie correspon-

dente.

(a) G é abeliano se, e somente se, LG é abeliano;

(b) G é solúvel se, e somente se, LG é solúvel.

A demonstração pode ser encontrada em [2, Corollary 7.16].

Agora, pensando no sentido inverso do que foi feito, mostraremos como a cor-

respondência que atribui uma álgebra de Lie a cada grupo pro-p uniforme pode ser

revertida. Para isso, precisaremos das seguintes de�nições:

De�nição 2.3.25 Fixe, ε = 1 se p é primo ímpar e ε = 2 se p = 2. A álgebra de Lie

L sobre Zp é powerful se L ∼= Zdp, para algum d �nito e (L,L)Lie ⊆ pεL.

A outra de�nição é a fórmula de Campbell-Hausdor� de�nida de seguinte ma-

neira:

Φ(X, Y ) =
∞∑
n=1

un(X, Y )

com u1(X, Y ) = X + Y , u2(X, Y ) =
1

2
(X, Y ), onde (X, Y ) = XY − Y X tal que X e

Y são variáveis não comutativas, e para (n ≥ 3),

un(X, Y ) =
∑
e

qe(X, Y )e

tal que cada qe ∈ Q satifaz pε(n−1)qe ∈ pεZp e lim〈e〉−→∞ |pε〈e〉qe| = 0, onde estamos

considerando o somatório sobre todos os vetores e de inteiros positivos satisfazendo

〈e〉 = n− 1.

Um estudo detalhado sobre esse assunto pode ser feito em [2], Capítulo 6.
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Agora, para x, y ∈ L, considere a série

∼
Φ (x, y) =

∞∑
n=1

un(x, y),

quando L é powerful, un(x, y) ∈ L para todo n ∈ N e além disso a série
∼
Φ (x, y)

converge em L. Tais resultados podem ser visto com detalhes em [2, Corollary 6.38].

Podemos então de�nir uma operação binária ∗ : L× L −→ L tal que x ∗ y =
∼
Φ (x, y).

Tendo em mãos tais de�nições, estamos prontos para apresentar o resultado que

garante que, dado uma álgebra de Lie, ela pode se tornar um grupo pro-p uniforme.

Teorema 2.3.26 Seja L uma álgebra de Lie powerful. Então a operação ∗ torna L um

grupo pro-p uniforme. E se {a1, . . . , ad} é uma base para L sobre Zp, então {a1, . . . , ad}
é um conjunto de geradores topológicos para o grupo (L, ∗), que tem dimensão d.

A demonstração desse teorema pode ser encontrada em [2, Theorem 9.8].

Como [G, G] consiste das pε-ésimas potências em G, segue que a álgebra de Lie

LG é powerful. E com isso podemos apresentar o último resultado desta seção, que

garante a existência da correspondência exata entre grupos pro-p uniformes e álgebras

de Lie powerful sobre Zp.

Teorema 2.3.27 As aplicações

G 7−→ LG, L 7−→ (L, ∗)

são isomor�smos mutuamente inversos entre a categoria de grupos pro-p uniformes e

a categoria de álgebras de Lie powerful sobre Zp.

A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [2, theorem 9.10]. No enunci-

ado do teorema não é especi�cado o que acontece com os mor�smos, o que é importante

especi�car, uma vez que um isomor�smo de categorias é um functor. Mas veja que cada

mor�smo é enviado em si próprio, como uma aplicação entre os conjuntos subordinados

em cada categoria.

A título de curiosidade um resultado em Lazard [6, Theorem 3.2.6, Chapter

IV] estabelece um isomor�smo entre a categoria de grupos p-saturáveis e uma certa

categoria de álgebras de Lie sobre Zp, o teorema acima é nossa versão desse resultado.

Também vale a pena mencionar que, outra teoria que não está sendo estudada

nesse trabalho é a teoria dos grupos pro-p analíticos, embora é facilmente relacionada
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aos grupos pro-p uniformes, uma vez que um grupo G é pro-p analítico se, e somente

se, G tem um subgrupo aberto característico que é uniforme, ou ainda, G é um grupo

pro-p analítico se, e somente se, G tem posto �nito. Para um estudo detalhado dessa

teoria veja [2], Capítulo 8.
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Capítulo 3

Grupos Pro-p Uniformes Finitamente

Aprensentados

Neste capítulo apresentamos o resultado principal deste trabalho, o teorema de

I. Snopce do artigo [19], �Uncountably many non-commensurable �nitely presented

pro-p groups�. O teorema garante a existência de uma quantidade não enumerável de

grupos pro-p uniformes, metabelianos, não comensuráveis de dimensãom. As principais

referências deste capítulo são I. Snopce [19], J. D. Dixon; M. P. F. Du Sautoy; A. Mann;

D. Segal [2] e L. Ribes; P. Zalesskii [15].

3.1 Resultados Preliminares

Um dos objetivos desta seção é mostrar que cada grupo pro-p de posto �nito tem

uma apresentação �nita por �geradores e relações�, no sentido apropriado para grupos

pro-p, assim como limitar a quantidade de suas relações. Tais resultados serão usados

fortemente na demonstração do teorema principal que será demonstrado na próxima

seção.

Com esse intuito, nesta seção nos restringiremos apenas aos grupos pro-p livres,

mas para um estudo detalhado dos grupos pro-C livres veja os livros J.S. Wilson [22] e

L. Ribes; P. Zalesskii [15].

Para cada conjunto �nito X existe um `grupo pro-p livre em X', a saber, o com-

pletamento pro-p do grupo livre (ordinário) em X. O resultado que prova a existência
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do `grupo pro-p livre em X' pode ser encontrado em [22, Proposition 5.1.3]. Denota-

remos esse `grupo pro-p livre' por F (X). E para qualquer subconjunto R de F (X),

escrevemos

〈X;R〉 = F (X)/〈RF (X)〉

onde 〈RF (X)〉 denota o fecho normal de R em F (X).

Dizemos que 〈X;R〉 é uma apresentação para um grupo pro-p G se G é isomorfo

a 〈X;R〉.

A apresentação é �nita se R, assim como X, é �nito, e nesse caso, dizemos que

G é �nitamente apresentado. Agora veja que, se G é um grupo pro-p e X é um

gerador topológico �nito para G, a aplicação identidade em X induz um epimor�smo

π : F (X) −→ G. Para cada subconjunto R do núcleo Ker(π) e cada r ∈ R, dizemos

que `a relação r = 1 se mantém em G'. Neste caso, π induz um epimor�smo π∗ do grupo

〈X;R〉 em G. Se R satisfaz a condição 〈RF (X)〉 = Ker(π), então π∗ é um isomor�smo

e 〈X;R〉 é uma apresentação para G.

O primeiro resultado dessa seção garante que todo grupo pro-p uniforme tem uma

apresentação �nita que pode ser dada explicitamente.

Proposição 3.1.1 Seja G um grupo pro-p uniforme de dimensão d e {x1, . . . , xd} um
conjunto de geradores topológicos para G. Então G tem uma apresentação 〈x1, . . . , xd;R〉,
onde

R = {[xi, xj]xλ1(i, j)
1 . . . x

λd(i, j)
d | 1 ≤ i < j ≤ d},

e para cada m, i e j, λm(i, j) ∈ pZp se p é primo ímpar, e λm(i, j) ∈ 4Z2 se p = 2.

Demonstração: Como G é powerful, então G′ ≤ Gp, logo [xj, xi] ∈ Gp, se p é ím-

par ou [xj, xi] ∈ G4 se p = 2. Lembrando que, Gp = Gp, uma vez que G é um grupo pro-

p powerful �nitamente gerado. E pelo Teorema 2.2.9, Gp = G2 = 〈xp1, . . . , x
p
d〉, então

segue da Proposição 2.2.11 que Gp é produto dos subgrupos procíclicos 〈xp1〉, . . . , 〈x
p
d〉.

Mas pela Proposição 2.1.10, sendo 〈xpk〉 procíclico, para cada k ∈ {1, . . . , d}, então

〈xpk〉 = gZp , para algum g ∈ 〈xpk〉. Logo, [xj, xi] =
∏d

m=1 x
λm(i,j)
m , onde cada λm(i, j)

está em pZp se p é ímpar, ou está em 4Z2 se p = 2. Assim, as relações R = 1 se mantêm

em G.

Seja H = 〈x1, . . . , xd;R〉 e de�na Hi = Pi(H), para cada i. Vamos mostrar que

G é isomorfo a H. Seja π∗ : H −→ G o epimor�smo natural. Então Hiπ
∗ ≤ Gi,
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para cada i. De fato, se i = 1, H1π
∗ = (Hp[H,H])π∗ = (Hπ∗)p[Hπ∗, Hπ∗] ≤

Gp[G,G] = G1. Suponha que a a�rmação é verdadeira para i − 1, ou seja, Hi−1π
∗ =

(Hi−2π
∗)p[Hi−2π

∗, Hπ∗] ≤ Gp
i−2[Gi−2, G] = Gi−1. E vamos mostrar que é verdade para i,

Hiπ
∗ = (Hi−1π

∗)p[Hi−1π
∗, Hπ∗] ≤ (Gp

i−2[Gi−2, G])p[Gp
i−2[Gi−2, G], G] = Gp

i−1[Gi−1, G] =

Gi. Logo, Hiπ
∗ ≤ Gi, para cada i. Agora, das relações R = 1 que se mantêm em H

implica que H é powerful. E do Teorema 2.2.9, temos que |Hi/Hi+1| ≤ |H/H2| ≤ pd,

uma vez que d = d(G), daí |H/Hn+1| ≤ pnd = |G/Gn+1|, para cada n, pois G é uni-

forme. E como π∗ é um epimor�smo e Hn+1π
∗ ≤ Gn+1, então kerπ∗ ≤ Hn+1, para cada

n. Mas
⋂∞
n=1Hn+1 = 1, então π∗ é injetiva. Assim, G é isomorfo a H. E portanto,

〈x1, . . . , xd;R〉 é uma apresentação para G. �

O lema a seguir é uma ferramenta muito útil para lidar com grupos pro-p de

posto �nito em geral.

Lema 3.1.2 Seja G um grupo pro-p e K um subgrupo normal aberto de G. Se K é

�nitamente apresentado, então G é �nitamente apresentado.

Demonstração: Seja K um subgrupo normal aberto de G, então |G : K| = pm,

para algum m. Suponha que K é �nitamente apresentado. Como |G : K| = pm, então

G/K contém um subgrupo normal de ordem pi, para cada i ≤ m, ou seja, existe uma

série

K1/K CK2/K C . . .CKm−1/K CKm/K = G/K

tal que |Ki/K| = pi, para 1 ≤ i ≤ m. E pelo teorema da correspondência

K CK1 CK2 C . . .CKm−1 CKm = G.

Veja que, como G é um grupo pro-p, então Ki também é um grupo pro-p, para todo

i ≤ m. Assim, se usarmos o fato que |K1/K| = p e provarmos que G = K1 é �ni-

tamente apresentado, então por indução, G é �nitamente apresentado, uma vez que

|Ki : Ki−1| = p. Suponha então que, |G : K| = p. Assim, G = K〈y〉 onde yp ∈ K.

Agora suponha que 〈X;R〉 é uma apresentação �nita de K, vindo de um epimor�smo

π : F (X) −→ K. Então existe v ∈ F (X) tal que yp = vπ, e sendo K CG, então para

cada x ∈ X existe wx ∈ F (X) tal que (xπ)y = wxπ. Agora tome Y = X ∪ {t}, onde

t /∈ X e de�na um epimor�smo π : F (Y ) −→ G por xπ = xπ, para x ∈ X e tπ = y.
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Coloque

S = {tpv−1} ∪ {xtw−1
x | x ∈ X} ⊆ F (Y ),

seja N o fecho em F (Y ) de 〈(R ∪ S)F (Y )〉 e de�na M = kerπ. Note que, N ≤M , pois

(tpv−1)π = 1 e (xtw−1
x )π = 1. Veja que, da relação S = 1 que se mantém em F (Y )/N

temos que F (X)N C F (Y ) e que |F (Y ) : F (X)N | ≤ p, estamos identi�cando F (X)

com sua imagem em F (Y ), uma vez que X ⊆ Y . Como F (Y )π = G e (F (X)N)π = K,

então kerπ = M ≤ F (X)N , o que implica que M = (M ∩F (X))N . Mas M ∩F (X) =

kerπ = 〈RF (X)〉 ≤ N . Logo,M = N . E portanto, 〈Y ;R∪S〉 é uma apresentação �nita

para G. �

Tendo em mãos o lema acima, estamos prontos a demonstrar que todo grupo

pro-p de posto �nito tem uma apresentação �nita.

Teorema 3.1.3 Todo grupo pro-p de posto �nito é �nitamente apresentado.

Demonstração: Seja G um grupo pro-p de posto �nito. Pelo Corolário 2.3.3, G

tem um subgrupo K que é uniforme, aberto e característico. E sendo K caracteristíco

em G, então K CG. Assim, K é um grupo pro-p, uniforme de dimensão �nita, então

pela Proposição 3.1.1, K tem uma apresentação �nita. Dessa forma, K é um subgrupo

normal aberto de G que é �nitamente apresentado, então pelo lema anterior, G é

�nitamente apresentado. �

Uma pergunta natural é: Qual é o número mínimo de relações requer a apresen-

tação de um determinado grupo pro-p? O próximo teorema é uma resposta para essa

pergunta.

Para um grupo pro-p �nitamente gerado G, de�na

t(G) = inf{|R| | G tem uma apresentação 〈X;R〉, com |X| = d(G)}.

Teorema 3.1.4 Seja G um grupo pro-p powerful �nitamente gerado, com d = dim(G)

e r = d(G) = rk(G). Então(
r

2

)
≤ t(G) ≤

(
r

2

)
+ r − d.
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Em particular, se G é um grupo pro-p uniforme, então

(
r

2

)
= t(G).

Demonstração: Considere primeiro a segunda desigualdade. Escreva Gi =

Pi(G) para cada i, e de�na di por pdi = |Gi : Gi+1|. Pelo Teorema 2.3.2, Gk é uniforme,

para algum k e r = d1 ≥ d2 ≥ . . . ≥ dk = d. Segue do Teorema 2.2.9 que G tem um con-

junto de geradores {x1, . . . , xr} tal que, para cada i, Gi é gerado por {xp
i−1

1 , . . . , xp
i−1

di
}.

Agora, sempre que di ≥ m > di+1, temos que, xp
i

m = x
µ1(m)
1 . . . x

µdi+1
(m)

di+1
= xµ(m), com

µn(m) ∈ piZp, para cada n. Além disso, como na prova da Proposição 3.1.1, sem-

pre que 1 ≤ i < j ≤ r, existe uma relação [xj, xi] = x
λ1(i,j)
1 . . . x

λr(i,j)
r = xλ(i,j), com

λn(i, j) ∈ pZp (ou λn(i, j) ∈ 4Z2, se p = 2), para cada n.

Seja H um grupo com a seguinte apresentação

〈x1, . . . , xr; [xi, xj]x
λ(i,j)(1 ≤ i < j ≤ r), x−p

i

m xµ(m)(di ≥ m > di+1, 1 ≤ i < k)〉.

Escreva Hi = Pi(H), e análogo a demonstração da Proposição 3.1.1, temos que H é

powerful, |H : Hn| ≤ |G : Gn|, para cada n, e H ∼= G.

Como existem

 r

2

 relações da forma [xi, xj]x
λ e r−d relações da forma x−p

i

m xµ,

então t(G) ≤

 r

2

+ r − d.

Para a outra desigualdade, suponha que temos uma apresentação 〈X;R〉 para

G, com |X| = r e |R| = t. Então G/G2 tem uma apresentação 〈X;R, xp1, . . . , x
p
r〉,

onde X = {x1, . . . , xr}. Mas G/G2 é um p-grupo abeliano elementar de posto r, então

t(G/G2) = r(r + 1)/2. Consequentemente, t+ r ≥ t(G/G2) = r(r + 1)/2, onde t+ r é

o número de relações de 〈X;R, xp1, . . . , x
p
r〉, daí

t ≥ r(r + 1)− 2r

2
=
r(r − 1)

2
=

 r

2

 .

E portanto,

 r

2

 ≤ t(G) ≤

 r

2

+ r − d.

�
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3.2 Resultado Principal

Como já foi dito, nesta seção nos dedicaremos exclusivamente a demonstrar que

existe uma quantidade não enumerável de grupos pro-p uniformes, metabelianos não

comensuráveis de dimensão m, e que existe uma quantidade não enumerável de gru-

pos pro-p �nitamente apresentados não comensuráveis com um número minimal de

geradores igual a m. Para isso, apresentaremos dois resultados que serão aplicados

diretamente no teorema principal, tais resultados também fazem parte do artigo �Un-

countably many non-commensurable �nitely presented pro-p groups�, de I. Snopce [19].

A idéia da prova é construir uma quantidade não enumerável de Qp- álgebras de

Lie metabelianas não isomór�cas e aplicar a teoria de Lie estudada no capítulo anterior.

Para isso usaremos a aplicação adjunta que é de�nida da seguinte maneira: Seja L uma

K-álgebra de Lie. Para qualquer elemento x ∈ L �xado, de�na o K-endomor�smo

ad x : L −→ L

y 7−→ ad x(y) = [x, y],

onde a operação [x, y] é o colchete Lie.

O próximo resultado mostrará sob quais condições duas álgebras de Lie, com a

operação colchete de Lie de�nida de maneira adequada, serão isomorfas.

Veja que, quando �xada uma base de uma álgebra de Lie, os colchetes (de Lie)

entre quaisquer dois elementos dessa base podem ser escritos como combinação linear.

E os coe�cientes dessa combinação, são chamados de constantes de estrutura da álgebra

em relação à base e determinam a álgebra a menos de isomor�smo. Para mais detalhes,

bem como a demonstração dessa a�rmação veja [12]. Mas observe que, ao trocar a base,

as constantes de estruturas não necessariamente serão as mesmas, para obter as mesma

álgebra de Lie ou álgebras isomorfas. Porém, no caso especí�co que apresentaremos a

seguir, as álgebras de Lie serão isomorfas se, e somente se, tiverem as mesmas constantes

de estrutura.

constantes de estruturas são unicamente determinadas.

Vamos denotar Z∗p o grupo das unidades dos inteiros p-ádicos, ou seja, Z∗p =

Zp \ pZp.
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Proposição 3.2.1 Seja d ∈ Z∗p e para n ≥ 1, sejam L2n+1(d) e L2n+2(d) Zp- álgebras
de Lie de�nidas da seguinte maneira:

(i) L2n+1(d) é o Zp- módulo livre na base {x, e2, . . . , e2n+1} e o colchete de Lie é dado

da seguinte forma:

[ei, ej] = 0 para 2 ≤ i, j ≤ 2n+ 1,

[ei, x] = e2n−i+3 para 3 ≤ i ≤ 2n,

[e2, x] = de2n+1,

[e2n+1, x] = e2 + e2n+1.

(ii) L2n+2(d) é o Zp- módulo livre na base {x, e2, . . . , e2n+2} e o colchete de Lie é dado

da seguinte forma:

[ei, ej] = 0 para 2 ≤ i, j ≤ 2n+ 2,

[ei, x] = e2n−i+4 para 3 ≤ i ≤ 2n+ 2,

[e2, x] = de2n+2.

Suponha k ≥ 3 e l ∈ Z∗p. Então Lk(d) ∼= Lk(l) se, e somente se, d = l. Além disso, d

é um invariante da Qp- álgebra de Lie Lk(d)⊗Zp Qp.

Demonstração: A idéia da demonstração é usar a aplicação adjunta ad x para

encontrar propriedades invariantes que envolvam as constantes de estruturas d e l e

com isso concluir que, Lk(d) ∼= Lk(l) se, e somente se, d = l.

Seja k ≥ 3 e L = Lk(d). Veja que, L′ = [L,L] é um ideal abeliano gerado

por e2, e3, . . . , ek, pois basta observar que, se y, z ∈ L, então são escritos da seguinte

forma y = λ1x + λ2e2 + . . . + λkek e z = µ1x + µ2e2 + . . . + µkek, com λi, µi ∈ Zp,

i = {1, 2, . . . , k}, assim para k = 2n+ 1, temos que

[y, z] = [λ1x+ λ2e2 + . . .+ λkek, µ1x+ µ2e2 + . . .+ µkek]

= [λ1x, µ1x] + [λ2e2, µ1x] + . . .+ [λ2n+1e2n+1, µ1x] +

[λ1x, µ2e2] + . . .+ [λ2n+1e2n+1, µ2e2] + . . .+

[λ1x, µ2n+1e2n+1] + . . .+ [λ2n+1e2n+1, µ2n+1e2n+1]

= λ2µ1de2n+1 + . . .+ λ2n+1µ1(e2 + e2n+1) + (−λ1µ2)de2n+1 +

(−λ1µ3)e2n + . . .+ (−λ1µ2n+1)(e2 + e2n+1),
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ou seja, [y, z] é escrito como combinação linear dos elementos e2, e3, . . . , e2n+1 e o mesmo

acontece para k = 2n + 2. E consequentemente [L′, L′] = 0, logo, L′ é abeliano, o que

implica que L é metabeliano.

Considere A(x) a restrição de ad x a L′, e Ak(d) a matriz associada a essa trans-

formação linear com respeito a base e2, e3, . . . , ek. Assim se k = 2n+ 1, temos que



e2

e3

...

e2n

e2n+1


ad x7−→



de2n+1

e2n

...

e3

e2 + e2n+1


=



0 · · · 0 0 d

0 · · · 0 1 0
...

. . . . . . . . .
...

0 1 0 · · · 0

1 0 · · · 0 1





e2

e3

...

e2n

e2n+1


onde,

A2n+1(d) =



0 · · · 0 0 d

0 · · · 0 1 0
...

. . . . . . . . .
...

0 1 0 · · · 0

1 0 · · · 0 1


uma matriz de tamanho 2n× 2n.

Analogamente, se k = 2n+ 2, temos que

A2n+2(d) =



0 · · · 0 0 d

0 · · · 0 1 0
...

. . . . . . . . .
...

0 1 0 · · · 0

1 0 · · · 0 0


uma matriz de tamanho (2n+ 1)× (2n+ 1).

Note que tr(Ak(d)) = 1, para todo k ≥ 3. Além disso, det(A2n+1(d)) = (−1)nd

e det(A2n+2(d)) = (−1)nd, para todo n ≥ 1, ou seja, det(Ak(d)) = (−1)b
k−1
2
cd, para

k ≥ 3.

E note também que podemos escrever L como uma soma direta L = L′ ⊕ xZp.

Christe Hélida Moreira Agosto de 2018 PPGMat � UnB



3.2. Resultado Principal 109

Agora, considerando outra base, temos que L = L′ ⊕ yZp, para algum y ∈ L, então

y = ux+ e, com u ∈ Z∗p e e ∈ L′, e

[ei, y] = [ei, ux+ e] = u[ei, x] + [ei, e] = u[ei, x],

pois como e ∈ L′ então [ei, e] = 0.

Assim, A(y) = ad y|L′ = uA(x), então tr A(y) = u tr A(x) e detA(y) = uk−1detA(x),

onde k − 1 = dimL′. Como tr A(x) = tr (Ak(d)) = 1, para todo k ≥ 3, segue que

(tr A(y))−(k−1) · detA(y) = u1−k · detA(y) = detA(x) = (−1)b
k−1
2
cd.

Veja que, para qualquer y ∈ L, quando aplicamos na adjunta e calculamos o deter-

minante, o resultado será sempre o mesmo, inclusive para y = x (nesse caso u = 1),

independente de qual base escolhermos, portanto d é um invariante da álgebra L. Sendo

assim, se as álgebras são isomorfas, então temos um isomor�smo entre bases que `leva'

base em base, logo, d = l. E por outro lado, se l = d, então temos o isomor�smo das

álgebras, uma vez que ambas tem o produto de Lie de�nido com as mesmas constantes

de estrutura. E portanto, Lk(d) ∼= Lk(l) se, e somente se, d = l.

E veja que a demonstração funciona igualmente bem com Qp no lugar de Zp.

Assim, d é um invariante de Qp-álgebra de Lie Lk(d)⊗Zp Qp, e o resultado segue.

�

Corolário 3.2.2 Seja k ≥ 3 e d, l ∈ Z∗p. A Zp-álgebra de Lie p2Lk(d) é powerful e,

p2Lk(d) ⊗Zp Qp
∼= p2Lk(l) ⊗Zp Qp se, e somente se, d = l. Em particular, existe uma

quantidade não enumerável de Zp-álgebras de Lie (powerful) não isomór�cas de posto

k.

Demonstração: Como a Zp-álgebra de Lie p2Lk(d) é um Zp-módulo livre, então

p2Lk(d) ∼= Zkp. Além disso,

[p2Lk(d), p2Lk(d)] = p4[Lk(d), Lk(d)] ⊆ p2(p2Lk(d)) ⊆ p(p2Lk(d)).

Logo, por de�nição, p2Lk(d) é uma Zp-álgebra de Lie powerful.

Agora suponha que {e1, e2, . . . , ek} é uma base de Lk(d). Como Lk(d) é um
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Zp-módulo livre, então cada elemento a de Lk(d) tem uma expressão única da forma

a = λ1e1 + λ2e2 + . . .+ λkek,

com λ1, λ2, . . . , λk ∈ Zp. E seja w ∈ p2Lk(d), então w = p2v, para algum v ∈ Lk(d).

Daí,

w = p2v = p2

k∑
i=1

(λiei) =
k∑
i=1

λi(p
2ei).

Logo, temos que p2e1, p
2e2, . . . , p

2ek é uma base de p2Lk(d), uma vez que w é escrito

de forma única como combinação linear de elementos com coe�cientes em Zp. Reci-

procamente, suponha que p2e1, p
2e2, . . . , p

2ek é uma base de p2Lk(d). Dado v ∈ Lk(d),

existe w ∈ p2Lk(d) tal que w = p2v, daí

w =
k∑
i=1

λi(p
2ei) =

k∑
i=1

p2(λiei) = p2

k∑
i=1

(λiei) = p2v,

logo, v =
∑k

i=1 λiei e {e1, e2, . . . , ek} é uma base de Lk(d). Segue que, considerando

as extensões de escalares de Zp para Qp, Lk(d) ⊗Zp Qp e p2Lk(d) ⊗Zp Qp, temos que,

{f1, f2, . . . , fk} é uma base de Lk(d)⊗Zp Qp se, e somente se, p2f1, p
2f2, . . . , p

2fk é uma

base de p2Lk(d) ⊗Zp Qp. Consequentemente, p2Lk(d) ⊗Zp Qp
∼= p2Lk(l) ⊗Zp Qp se, e

somente se, Lk(d)⊗Zp Qp
∼= Lk(l)⊗Zp Qp. E pela proposição anterior, Lk(d)⊗Zp Qp

∼=

Lk(l)⊗Zp Qp se, e somente se, d = l.

A última parte do corolário segue diretamente do fato que, duas álgebras de Lie

Lk(d) e Lk(l), com d, l ∈ Z∗p, são isomorfas se, e somente se, d = l, e que Z∗p = Zp \ pZp
é um conjunto não enumerável. Logo, existe uma quantidade não enumerável de Zp-

álgebras de Lie (powerful) não isomó�cas de posto k. �

Agora demonstraremos o resultado principal desse trabalho. Lembrando que, dois

grupos são comensuráveis se eles tem subgrupos de índices �nitos que são isomór�cos.

Teorema 3.2.3 Seja m ≥ 3 um inteiro positivo. Existe uma quantidade não enu-

merável de grupos pro-p uniformes, metabelianos, não comensuráveis de dimensão m.

Consequentemente, existe uma quantidade não enumerável de grupos pro-p �nitamente

apresentados não comensuráveis com um número minimal de geradores igual a m (e o

número minimal de relações igual a

(
m

2

)
).
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Demonstração: Seja m ≥ 3 um inteiro positivo. Pelo corolário anterior,

p2Lm(d) é uma Zp-álgebra de Lie powerful de posto m, para todo d ∈ Z∗p. Agora

pelo Teorema 2.3.26, podemos associar à Zp-álgebra de Lie p2Lm(d) um grupo pro-

p uniforme Gm(d) que tem o mesmo conjunto subordinado que p2Lm(d) e tal que

d(Gm(d)) = m. E pelo Teorema 2.3.27, Gm(d) ∼= Gm(l) se, e somente se, p2Lm(d) ∼=

p2Lm(l). Além disso, Gm(d) e Gm(l) são dois a dois não comensuráveis sempre que

d 6= l, uma vez que, p2Lk(d) ⊗Zp Qp
∼= p2Lk(l) ⊗Zp Qp se, e somente se, d = l. E o

Corolário 2.3.24 nos garante que, um grupo pro-p uniforme é solúvel se, e somente se,

a álgebra de Lie correspondente é solúvel, e como a Zp-álgebra de Lie é metabeliana,

como vimos na demonstração da Proposição 3.2.1, então o grupo pro-p uniforme Gm(d)

é metabeliano.

E novamente pelo corolário anterior, temos uma quantidade não enumerável de

grupos pro-p uniformes G tal que d(G) = m e segue da Proposição 3.1.1 que todos

esses grupos são �nitamente apresentados. E do Teorema 3.1.4 segue que o número

minimal de relações de Gm(d) é

 m

2

. �

Com isso demonstramos o resultado principal do artigo [19] �Uncountably many

non-commensurable �nitely presented pro-p groups� de I. Snopce. E para �nalizar este

trabalho forneceremos um exemplo que mostra que podermos dar uma apresentação

explícita de Gm(d).

Exemplo 3.2.4 Considere m = 4. O grupo pro-p uniforme G4(d) associado a Zp-
álgebra de Lie powerful p2L4(d) é dado pela seguinte apresentação

G4(d) = 〈y, z2, z3, z4 : [z2, z3] = 1, [z3, z4] = 1, [z4, z2] = 1,

[z2, y] = zdp
2

4 , [z3, y] = zp
2

3 , [z4, y] = zp
2

2 〉.
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