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me deram a calma necessária para tomar as decisões certas, um agradecimento especial

pela ajuda na leitura da tese, suas sugestões foram, como sempre, indispensáveis; à Elaine,
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“My brain is open.”

Paul Erdös



Resumo

Nesse trabalho de tese, estudamos uma série de problemas relacionados a números

de Liouville e funções anaĺıticas transcendentes. Esses dois temas são recorrentes na

teoria dos números transcendentes, pois por um lado os números de Liouville represen-

tam os primeiros exemplos de números transcendentes, e por outro as funções anaĺıticas

transcendentes foram fundamentais para demonstrar importantes resultados sobre trans-

cendências, como as de e e π. Esse trabalho se divide em quatro partes principais: na

primeira, estudamos o problema de encontrar uma função inteira transcendente f que

leva o conjunto dos números de Liouville L nele mesmo; na segunda, motivados pelo pro-

blema anterior, estudamos funções inteiras transcendentes mapeando Q nele mesmo; na

terceira, um problema que relaciona números de Liouville e frações cont́ınuas; e na última,

estudamos números de Liouville p-ádicos e funções anaĺıticas p-ádicas.

Palavras-chave: números de Liouville, funções anaĺıticas transcendentes, frações

cont́ınuas, números de Liouville p-ádicos, problema de Mahler.



Abstract

In this PhD thesis we study a series of problems related to Liouville numbers and

transcendental analytic functions, these two themes are recurrent in transcendental num-

ber theory. For instance, Liouville numbers represent the first examples of transcendental

numbers, and transcendental analytic functions were used to prove important results on

transcendences, such as e and π. This work is divided into four parts. In the first one,

we study the problem of finding a transcendental entire function which maps the set of

Liouville numbers L into itself; in the second one, motivated by the previous problem,

we study entire functions mapping Q into itself, in the third one, we study a problem

that relates Liouville numbers and continued fractions, and in the latter we study p-adic

Liouville numbers and p-adic analytic functions.

Key words: Liouville numbers, transcendental analytic functions, continued fracti-

ons, p-adic Liouville numbers, Mahler’s problem.
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Introdução

No século XVIII, Euler definiu um número transcendente como sendo um número que

não é raiz de nenhum polinômio não nulo com coeficientes racionais, ele chamou esses

números de transcendentes, pois segundo ele: esses números “transcendem” as operações

algébricas. Porém, apesar de acreditar na existência desses números, Euler nunca deu um

exemplo. Acreditava-se que π e também e, a base do logaritmo neperiano, eram números

transcendentes, contudo não existia ainda uma prova.

Foi apenas em 1844, que Liouville apresentou os primeiros exemplos de números trans-

cendentes, esses números ficaram conhecidos como números de Liouville. O número

l =
∑

n≥0 10−n! é um exemplo de número de Liouville, chamado constante de Liouville.

Ainda no século XIX, Cantor introduziu o conceito de conjuntos enumeráveis e não-

enumeráveis. Com esses conceitos, Cantor mostrou que o conjunto dos números algébricos

é enumerável, e que o conjunto dos números reais é não-enumerável, concluindo não só

que existiam números transcendentes, como que esses eram a maioria dos números reais.

Contudo, os únicos exemplos continuavam sendo os números de Liouville, que como ve-

remos, formam um conjunto de medida nula. Isso era muito intrigante, pois quase todo

número real é transcendente, e mesmo assim era dif́ıcil encontrar exemplos simples.

Diferente dos números transcendentes em geral, que são caracterizados por uma pro-

priedade que não têm (ser raiz de um polinômio com coeficientes racionais), os números

de Liouville são caracterizados por uma propriedade que eles têm, a saber, ser “muito

bem aproximado” por números racionais, como veremos a frente. Essa diferença tornou

os números de Liouville objetos de vários estudos. Afinal, agora uma forma de garantir
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transcendência de um número era provar que ele era de Liouville. Infelizmente os números

e e π não são números de Liouville, e tiveram que esperar um pouco mais para que suas

transcendências fossem verificadas.

Foi em 1882, que Lindemann provou que para todo z algébrico diferente de 0, temos

que ez é um número transcendente, em particular, e é transcendente. Além disso, usando a

identidade de Euler (eπi = −1), Lindemann também concluiu que π é transcendente, uma

vez que i =
√
−1 é algébrico. Na demonstração de Lindemann é extremamente importante

o fato de ez ser uma função anaĺıtica (ez =
∑

k≥0 z
k/k!), e além disso, que os coeficientes

1/k! da sua série de Taylor possuam propriedades aritméticas interessantes (para mais

detalhes ler [17]). A função ez é um exemplo do que chamamos de funções transcendentes,

basicamente uma função f é transcendente se não existe um polinômio em duas variáveis

com coeficientes complexos P (x, y) ∈ C[x, y] não nulo, tal que P (z, f(z)) = 0 para todo

z no domı́nio de f .

Os trabalhos de Lindemann introduziram uma nova forma de provar transcendência:

estudar a imagem por funções transcendentes de subconjuntos S ⊆ C. Esse estudo fi-

cou conhecido como comportamento aritmético de funções transcendentes. Mahler dedi-

cou muitos de seus trabalhos ao estudo dos números de Liouville e ao comportamento

aritmético de funções transcendentes. Um dos problemas propostos por ele, deixa claro

esse duplo interesse, em [13] Mahler questionou se existe uma função inteira transcendente

que mapeia o conjunto dos números de Liouville nele mesmo.

Esse questão foi atacada por muitos matemáticos, e nessa tese apresentamos um re-

sultado na direção desse problema, provando que para um subconjunto dos números de

Liouville, com um tipo especial de expansão em fração cont́ınua, a resposta da questão

de Mahler é afirmativa [10]. Essa classe especial de números de Liouville, chamada de

números fortes de Liouville, foi definida por Erdös e estudada por outros matemáticos,

como por exemplo Petruska [25] que provou que a soma e o produto desses números são

ainda números de Liouville.

Em um trabalho sobre a questão de Mahler para números de Liouville, Marques e

Moreira [18] provaram que se existir uma função inteira transcendente f tal que f(Q) ⊆ Q

e den(f(p/q)) = O(qν) para todo número racional irredut́ıvel p/q, com q suficientemente
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grande e ν > 0 fixado, então a resposta da questão de Mahler é afirmativa (aqui se a/b é

um número racional tal que mdc(a, b) = 1, então den(a/b) = b). A ideia de construir tal

função retoma os trabalhos de Maillet, onde ele prova que se R(x) é uma função racional

não constante com coeficientes racionais, então para todo número de Liouville ξ, R(ξ)

também é um número de Liouville.

A dificuldade de construir as funções propostas por Marques e Moreira nos levou a

questionar a existência dessas funções. De fato, em um trabalho conjunto, Marques,

Ramirez e Silva [20] mostraram que se colocarmos as condições dos coeficientes de f

serem racionais e den(f(p/q)) = o(q), então essa função não existe. Nesse trabalho

introduzimos a teoria de expansões polinomiais de funções inteiras para o estudo desse

problema, com isso conseguimos mostrar que não existe função inteira transcendente f

tal que f(Q) ⊆ Q com den(f(p/q)) = O(q). Além disso, as ideias desenvolvidas usando

expansões polinomiais de funções inteiras se mostraram promissoras para o estudo do

comportamento aritmético de funções transcendentes.

As relações entre números de Liouville e frações cont́ınuas não só inspiraram a definição

de números fortes de Liouville, como também uma série de trabalhos. Em um desses

trabalhos Erdös e Mahler [5] provaram que se um número real ξ possui infinitas triplas

de convergentes An−1/Bn−1, An/Bn, An+1/Bn+1 com o maior fator primo de Bn−1BnBn+1

limitado por M > 0 (fixo para todas as triplas), então ξ é um número de Liouville. Nesse

mesmo trabalho, eles conjecturam que se o mesmo acontece para infinitos AnBn, então

esse número também é um número de Liouville. Nessa tese provamos que se (nk)k≥0 é

a sequência dos ı́ndices dos convergentes de ξ tal que AnjBnj tem o maior fator primo

limitado, para todo j, e nj+1 − nj = o(logBnj), então a conjectura é verdadeira [9].

No último caṕıtulo dessa tese apresentamos alguns resultados sobre números de Li-

ouville p-ádicos e funções p-ádicas. O objetivo é estudar questões análogas as já bem

estudadas sobre números de Liouville, agora no caso dos p-ádicos. Em particular, mostra-

mos um resultado análogo ao teorema de Maillet para polinômios p-ádicos. Mostramos

também que se uma função inteira transcendente p-ádica leva N em N e f(n) = O(nν)

para algum ν > 0 e para todo n natural, então f é um polinômio, logo uma construção

análoga a que foi proposta por Marques e Moreira não é posśıvel para p-ádicos (lembrando
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que nos p-ádicos os naturais são densos, e os números de Liouville p-ádicos são aproxi-

mados por números naturais). Por fim, constrúımos um subconjunto L dos números de

Liouville p-ádicos e uma função f tal que f(L) ⊆ L ∪ N.

Dessa forma, essa tese trata, em suma, de problemas relacionados com números de

Liouville e funções transcendentes. Esses problemas já foram amplamente estudados e

cada um deles apresenta suas dificuldades espećıficas. Várias ferramentas foram usadas

no decorrer dessa tese, como por exemplo, formas lineares em logaritmos, expansão po-

linomial de funções inteiras, e base de Mahler para funções cont́ınuas p-ádicas. Porém,

muitas perguntas continuam abertas e ainda há muito a ser feito, no decorrer dessa tese

tentaremos tornar claro as ideias e dificuldades encontradas em cada problema.



Capı́tulo 1
Funções Transcendentes e Números de

Liouville

Na primeira seção desse caṕıtulo apresentaremos algumas definições e resultados preli-

minares que serão importantes para o teorema que trataremos na segunda seção, e também

para os resultados apresentados nos demais caṕıtulos. Essas preliminares são divididas em

três subseções: funções transcendentes, números de Liouville e frações cont́ınuas. Esses

assuntos serão recorrentes no decorrer desse trabalho, principalmente os dois primeiros. O

teorema que apresentaremos na segunda seção foi provado juntamente com Marques [10]

e trata sobre funções transcendentes mapeando um subconjunto dos números de Liouville

no conjunto dos números de Liouville.

1.1 Preliminares

Funções transcendentes

A definição de número transcendente é do século XVIII, devida a Euler. Ao defini-los,

Euler disse que era um número que “transcendia” o poder das operações algébricas. Mais

precisamente, se um número não é raiz de nenhum polinômio não nulo com coeficientes

em um corpo K, então dizemos que ele é transcendente sobre esse corpo. Quando K = Q,

dizemos apenas que ζ é transcendente, deixando subentendido que é sobre Q. Nessa
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direção, definimos o que é uma função transcendente.

Definição 1.1. Dada uma função f : Ω ⊆ C → C, se existe P ∈ C[x, y], não nulo, tal

que

P (z, f(z)) = 0, ∀z ∈ Ω,

então f é dita algébrica em Ω, caso contrário f é chamada de transcendente.

Exemplos de funções algébricas são todas as funções racionais, já as funções ez, log z,

ζ(s) =
∑

1/ns são exemplos de funções transcendentes. Um critério simples, porém

muito importante, para a transcendência de funções inteiras (uma função que é anaĺıtica

em todo o plano complexo) é dado pelo teorema [16]:

Teorema 1.2. Um função inteira é algébrica se, e somente se, é um polinômio.

Como as funções inteiras algébricas ficam completamente caracterizadas pelo teorema

acima, surge um maior interesse em estudar as funções inteiras transcendentes. De fato,

o estudo do comportamento aritmético de funções anaĺıticas transcendentes tem sido re-

levante, por exemplo, em 1882, Lindemann provou que a função transcendente ez assume

valores transcendentes em todo algébrico não nulo, consequentemente log z assume va-

lor transcendente em todo algébrico diferente de 0, 1. Nesse resultado, Lindemann usa

fortemente a série de potências da função ez.

O estudo do comportamento aritmético de funções transcendentes foi tema de muitos

trabalhos de Mahler, ele provou vários resultados sobre o tema, muitos deles estão no seu

livro “Lectures on Transcendental Numbers” [12]. Mahler deixou também uma série de

problemas propostos, alguns deles em seus livros e outros em artigos, como por exemplo,

no trabalho “Some Suggestions for Further Research” [13], nessa tese trataremos alguns

desses problemas. Outro tema de interesse de Mahler eram os números de Liouville, que

vamos apresentar na próxima seção.

Números de Liouville

Os números de Liouville são historicamente importantes para a teoria transcendentes.

Como foi dito anteriormente, a definição de números transcendentes é do século XVIII,
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porém, apenas no século XIX foi provada a existência de números transcendentes, quando

em 1844, Liouville apresentou os primeiros exemplos.

Em resumo, Liouville apresento uma propriedade que era satisfeita por todos os

números algébricos, e com isso, ele construiu números que não satisfazem essa propri-

edade. Logo esses números seriam necessariamente transcendentes.

Teorema 1.3 (Liouville). Seja α um número algébrico real de grau n ≥ 2. Então existe

uma constante positiva c(α) tal que ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ c(α)

qn
,

para todo racional irredut́ıvel p/q.

Esse resultado foi melhorado gradualmente por Thue (1909), Siegel (1921), Dyson

(1947) e finalmente por Roth (1955), garantindo-lhe a Medalha Fields ao provar que

podemos trocar n por 2 + ε na desigualdade do Teorema de Liouville, para todo ε > 0

(veremos a frente que esse 2 é o melhor posśıvel). Contudo, o Teorema de Liouville foi

suficiente para ele construir os primeiros exemplos de números transcendentes.

Definição 1.4. Um número real ξ é chamado de número de Liouville se existe uma

sequência infinita de racionais (irredut́ıveis) (pn/qn)n≥1 com qn > 1 tal que

0 <

∣∣∣∣ξ − pn
qn

∣∣∣∣ < 1

qnn
.

O conjunto dos números de Liouville é denotado por L.

É posśıvel mostrar que um número de Liouville é irracional e então pelo Teorema de

Liouville, transcendente. Um exemplo clássico de número de Liouville, conhecido como

constante de Liouville, é o número l =
∑∞

n=1 10−n!. Segue também da definição de número

de Liouville que

L =
⋂
n∈N

⋃
q≥2

⋃
p∈Z

(
p

q
− 1

qn
,
p

q
+

1

qn

)
\
{
p

q

}
.

Assim, L é um conjunto Gδ-denso ou de segunda categoria no sentido de Baire, ou

seja, topologicamente L é grande, pois seu complemento é um conjunto magro, embora

seja posśıvel mostrar que L tem medida de Lebesgue nula.
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Existem muitos estudos sobre o conjunto L e suas propriedades, por exemplo, Erdös

mostrou que todo número real pode ser escrito como soma, e todo real não nulo como

produto de dois números de Liouville (essa propriedade pode ser vista como uma con-

sequência direta de L ser Gδ-denso).

Uma observação importante sobre um número de Liouville ξ, é que para n ≥ 2 temos

que os racionais que aparecem na definição de ξ são também convergentes de sua fração

cont́ınua pelo Teorema de Legendre, que veremos na próxima seção. Erdös chamou de

números fortes de Liouville um número de Liouville ξ tal que para todo k, existe um

inteiro N tal que para n ≥ N temos que∣∣∣∣ξ − pn
qn

∣∣∣∣ < 1

qkn
,

para todo convergente pn/qn da fração cont́ınua de ξ. Também foi ele quem questionou

se soma e produto de números fortes de Liouville são números de Liouville. Uma res-

posta afirmativa para essa pergunta foi dada por Petruska [25]. Para entender melhor

os números fortes de Liouville, vamos apresentar agora um breve resumo da teoria das

frações cont́ınuas.

Frações cont́ınuas

Dado um número real α, considere α0 = α, an = bαnc, sendo b · c a função parte

inteira. Se αn 6∈ Z, tomamos αn+1 = 1
αn−an , para todo n ∈ N. Se para algum n, αn = an,

temos:

x = α0 = [a0; a1, a2, . . . , an] = a0 +
1

a1 +
1

. . . +
1

an

,

caso contrário, denotamos:

α = [a0; a1, a2, . . .] = a0 +
1

a1 +
1

a2+...

.

Essa expressão é chamada de representação por fração cont́ınua de α e a sequência

(ai)i≥0 é dita sequência dos quocientes parciais de α. Note ainda que α = α0 = [a0;α1] =



1.1 Preliminares 9

[a0; a1, α2] = · · · = [a0; a1, . . . , an, αn+1], αn é denominado, por alguns autores, como n-

ésimo quociente completo de α. Apresentaremos agora uma série de definições e resultados

envolvendo frações cont́ınuas.

Definição 1.5. Seja α um número real tal que α = [a0; a1, a2, . . .]. O n-ésimo convergente

da fração cont́ınua de α é o número racional pn/qn, com qn > 1 e mdc(pn, qn) = 1, dado

por
pn
qn

= [a0; a1, a2, . . . , an].

Proposição 1.6. Seja (pn/qn)n≥0 a sequência dos convergentes da fração cont́ınua de

α = [a0; a1, a2, . . .]. Então as sequências (pn) e (qn) satisfazem as recorrências:

pn+2 = an+2pn+1 + pn; qn+2 = an+2qn+1 + qn,

para todo n ≥ 0, com p0 = a0, p1 = a0a1 + 1, q0 = 1 e q1 = a1. Além disso, valem as

seguintes igualdades:

(i) pn+1qn − pnqn+1 = (−1)n, ∀ n ≥ 0;

(ii) pn+2qn − pnqn+2 = (−1)nan+2, ∀ n ≥ 0.

Teorema 1.7. Para n par, os n-ésimos convergentes de α formam uma sequência es-

tritamente crescente convergindo para α; para n ı́mpar, os n-ésimos convergentes de α

formam uma sequência estritamente decrescente convergindo para α. Além disso,

1

2qnqn+1

<
1

qn(qn + qn+1)
<

∣∣∣∣α− pn
qn

∣∣∣∣ < 1

qnqn+1

<
1

an+1q2n
.

O teorema acima nos diz que os convergentes são “bons aproximantes” de α, no

sentido de que |α− pn/qn| < q−2n . O próximo teorema, nos diz que bons aproximantes são

convergentes.

Teorema 1.8 (Legendre). Sejam p e q inteiros coprimos, q > 0, tais que∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

2q2
,

então p/q é um convergente de α.

Para mais detalhes sobre frações cont́ınuas e a demonstração desses resultados ver [23].
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1.2 O problema de Mahler para números fortes de

Liouville

Em seu livro de 1906, Maillet [14] estudou algumas propriedades aritméticas dos

números de Liouville. Em particular, ele provou que dada uma função racional não

constante com coeficientes racionais, temos que ela leva números de Liouville em números

de Liouville. Motivado por esse fato, Mahler propôs em 1984, em seu artigo “Some

suggestions for further research”[13], como o primeiro problema de uma lista de oito, a

seguinte questão (esse mesmo problema também apareceu em outros textos, como por

exemplo, no livro do Bugeaud [3] e no artigo do Waldschmidt [28]).

Questão 1.9. Existe uma função inteira transcendente f(z), tal que se ξ é um número

de Liouville, então f(ξ) também é?

Recentemente, Marques, Moreira, Ramirez e Schleischitz [18, 19, 21] entre outros,

constrúıram classes de números Liouville que são levados em números de Liouville por

funções inteiras. Além disso, Marques e Moreira mostram que é suficiente garantir a

existência de uma função inteira transcendente f , tal que f(Q) ⊆ Q e den(f(p/q)) < qν ,

com ν > 0, para ter uma resposta positiva para a questão de Mahler (estudaremos mais

sobre a existência dessas funções no próximo caṕıtulo). Aqui, consideramos L o conjunto

dos números fortes de Liouville, para os quais temos que

0 <

∣∣∣∣ξ − pn
qn

∣∣∣∣ < 1

qnn
, ∀n ≥ 1,

onde pn/qn é o n-ésimo convergente da fração cont́ınua de ξ. Note que L é um conjunto

não enumerável, com efeito se definirmos A = (an)n≥1 por, a1 = a2 = a3 = 1 e aj ∈

{Aj−1, Aj−1 + 1}, para j ≥ 4, com Ak = (
∏k

j=1(aj + 1))k−3. Então o números ξA :=

[0; a1, a2, . . .] ∈ L. De fato, se [0; a1, . . . , an] = pn/qn, então temos por construção que

an+1 ≥ (
∏n

k=1(ak+1))n−2 > qn−2n (aqui, usamos o fato bem conhecido que (a1+1) · · · (an+

1) > qn). Dáı segue que

0 <

∣∣∣∣ξA − pn
qn

∣∣∣∣ < 1

an+1q2n
<

1

qnn
,

ou seja, ξA ∈ L. Como aj ∈ {Aj−1, Aj−1 + 1}, temos uma quantidade não enumerável de

sequências A’s e consequentemente de ξA’s. Para o conjunto L provamos que:
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Teorema 1.10. Existe uma quantidade não enumerável de funções inteiras transcenden-

tes f(z), tais que f(L) ⊆ L.

Demonstração: Seja (sn)n≥1 uma sequência de inteiros positivos tais que, dado k ≥ 1,

a sequência sn/s
k
n−1 tende ao infinito quando n tende ao infinito. Seja F : C → C a

função definida por

F (z) =
∑
k≥1

αk
10k!

zk,

com αk = 1 se k = sj e αk = 0 caso contrário, claramente F (z) é uma função inteira não

polinomial, logo uma função transcendente, vamos mostrar que F (L) ⊆ L. Considere o

truncamento,

Fn(z) :=
sn∑
k=0

αk
10k!

zk.

Como F (z) é fortemente lacunária, ou seja, possui bloco de 0 em seus coeficientes

que crescem rapidamente, temos que Fn(z) “aproxima muito bem” F (z). Aqui queremos

dizer que para todo R > 0 existe um n tal que

‖F − Fn‖∞,B(R) ≤
1

10ωn
,

com ‖ · ‖∞,B(R) sendo a norma do supremo na bola de centro 0 e raio R, e ωn/s
k
n! → ∞

para todo k > 1. De fato, note que

‖F − Fn‖∞,B(R) ≤ sup
z∈B(R)

∣∣∣∣∣∣
∑

k≥sn+1

αk
10k!

zk

∣∣∣∣∣∣ =
∑

k≥sn+1

αk
10k!

Rk

=
Rsn+1

10sn+1!

∑
k≥sn+1

αk
10k!−sn+1!

Rk−sn+1

≤ Rsn+1eR

10sn+1!
≤ 1

10[sn+1!−sn+1(sn+1−1)]
,

para todo n suficientemente grande, como sn+1/s
k
n →∞ por hipótese, o resultado segue.
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Agora seja pk/qk um convergente da fração cont́ınua de ξ, temos que∣∣∣∣F (ξ)− Fn
(
pk
qk

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣F (ξ)− Fn(ξ) + Fn(ξ)− Fn
(
pk
qk

)∣∣∣∣
≤ |F (ξ)− Fn(ξ)|+

∣∣∣∣Fn(ξ)− Fn
(
pk
qk

)∣∣∣∣
≤ ‖F − Fn‖∞,B(|ξ|) +

∣∣∣∣ξ − pk
qk

∣∣∣∣ c(ξ)
<

1

10[sn+1!−sn+1(sn+1−1)]
+

c(ξ)

qkqk+1

,

onde usamos o Teorema do Valor Médio e o Teorema 1.7 (a desigualdade restrita vale,

pois ξ não é um número racional). Além disso, pela definição de F (z), temos que

den(Fn(pk/qk)) < 10sn!qsnk . Logo, é suficiente mostrar que exitem n e k, tais que

1

10[sn+1!−sn+1(sn+1−1)]
+

c(ξ)

qkqk+1

<
1

(10sn!qsnk )n
. (1.1)

Aqui, vamos dividir em dois casos, dependendo do crescimento de qk. Em geral qk

cresce muito rápido, pois é o denominador do convergente de uma fração cont́ınua, como

ξ ∈ L, qk cresce ainda mais rápido. Então seja φk = φk(ξ) o menor inteiro positivo m tal

que qk ≤ 10m!, e considere os casos:

Caso I: quando φk ≤ kt para algum t ≥ 1 e para todo k ≥ 1.

Note que como ξ ∈ L, temos que qk+1qk > qk−1k . De fato,

1

qk+1qk
=

∣∣∣∣pk+1

qk+1

− pk
qk

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ξ − pk+1

qk+1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ξ − pk
qk

∣∣∣∣ < 1

qk−1k

,

além disso, é consequência da desigualdade acima que qk > 2(k−4)!. Para ver isso, basta

usar a desigualdade acima recursivamente, lembrando que qk+1 > qk. Logo

qk+1qk > qk−1k = qnsnk q
k−(nsn+1)
k ≥ qnsnk 2(k−4)!(k−nsn−1),

queremos que

2(k−4)!(k−nsn−1) ≥ 2c(ξ) · 10nsn!,

aplicando o logaritmo na base 2,

(k − 4)!(k − nsn − 1) > 1 + log2 c(ξ) + nsn! log2 10

e a desigualdade acima é satisfeita para todo k ≥ nsn + 2, se n é suficientemente grande.
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Por outro lado, tomando k = nsn + 2, temos que

qnsnk ≤ 10φk!nsn ≤ 10(nsn+2)t!nsn ≤ 10s
t+1
n !,

onde a última desigualdade vale para todo n suficientemente grande. Logo, pela escolha

da sequência (sn)n≥1, temos que

1

10[sn+1!−sn+1(sn+1−1)]
<

1

2(10sn!qsnk )n
,

consequentemente, tomando k = nsn + 2, temos que∣∣∣∣F (ξ)− Fn
(
pk
qk

)∣∣∣∣ < 1

(den(γn))n
,

com γn = Fn

(
pk
qk

)
, para o caso I.

Caso II: φk não é limitada por kt, qualquer que seja t ≥ 1.

Nesse caso, temos a existência de infinitos pares de inteiros (ki, ti), tais que

φki ≤ ktii e φki+1 > (ki + 1)ti ,

considere o menor ni tal que sni > φki , temos que∣∣∣∣F (ξ)− Fni−1
(
pki
qki

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣F (ξ)− Fni−1(ξ) + Fni−1(ξ)− Fni−1
(
pki
qki

)∣∣∣∣
≤ |F (ξ)− Fni−1(ξ)|+

∣∣∣∣Fni−1(ξ)− Fni−1(pkiqki
)∣∣∣∣

≤ ‖F − Fni−1‖∞,B(|ξ|) +

∣∣∣∣ξ − pki
qki

∣∣∣∣ c(ξ)
<

1

10sni !−sni (sni−1)
+

c(ξ)

qkiqki+1

,

sendo assim, temos nesse caso é suficiente mostrar que

1

10sni !−sni (sni−1)
+

c(ξ)

qkiqki+1

<
1

(10sni−1!q
sni−1

ki
)i
, (1.2)

onde den(Fni−1(pki/qki)) = 10sni−1!q
sni−1

ki
.

Por hipótese, qki+1 ≥ 10(ki+1)ti !. Então fazendo algumas contas e usando o rápido

crescimento do fatorial, temos que

(ki + 1)ti ! ≥ (ktii + tik
ti−1
i )! ≥ isni−1! + ktii !isni−1,
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para todo i suficientemente grande, onde usamos que ktii ≥ φki ≥ sni−1. Portanto

qkiqki+1 ≥ 2(10sni−1!q
sni−1

ki
)i.

Por outro lado, novamente fazendo algumas contas, temos que para i suficientemente

grande

sni !− sni(sni − 1) > (sni − 1)!isni−1 + isni−1! ≥ φki !isni−1 + isni−1!,

como sni !− sni(sni − 1) é um número inteiro, temos que

10sni !−sni (sni−1) ≥ 10(10φki !isni−1 · 10isni−1!) ≥ 10(q
sni−1

ki
10sni−1!)i,

combinando as duas desigualdades, obtemos finalmente que∣∣∣∣F (ξ)− Fni−1
(
pki
qki

)∣∣∣∣ < 1

(den(γi))i
,

com γi = Fni−1

(
pki
qki

)
.

Agora, para provar que F (ξ) ∈ L, é suficiente provar que |F (ξ)−γn| > 0 para infinitos

n. Suponha, por contradição, que |F (ξ) − γn| = 0 para infinitos n’s, como (γn)n≥1 é

convergente, temos que γn = p/q para todo n suficientemente grande. Multiplicando essa

igualdade por 10sni−1!q
sni−1

ki
q, obtemos que qki divide q para infinitos i’s, o que é absurdo

(no Caso I é análogo), logo F (L) ⊆ L. A existência de uma quantidade não enumerável

de funções com essa propriedade é garantida pelo fato de existir uma quantidade não

enumerável de sequências (sn). Por exemplo, sn = an!n , onde an ∈ {2, 3}.

A função inteira F (z) =
∑

k≥0 akz
k que constrúımos na demonstração acima é um

exemplo do que chamamos de função inteira fortemente lacunária, ou seja, existem

sequências (sj)j≥0, (tj)j≥0, com sj < tj, para todo j e tj/sj → ∞, tais que para todo

sj < k < tj temos que ak = 0. Em outras palavras, existem grandes blocos de 0 en-

tre os coeficientes da série de potências de F (z), Mahler mostrou que essas funções são

sempre transcendentes, na verdade ele mostrou que basta que as sequência (sj)j≥0, (tj)j≥0

satisfaçam a condição tj − sj → ∞ para que a função seja transcendente, nesse caso

dizemos que a função é lacunária.

Funções lacunárias são exemplos de funções que são muito bem aproximadas pelos

polinômios dados pelos truncamentos da série de potência, assim como os números de
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Liouville são bem aproximados por números racionais. A ideia então foi combinar essas

duas aproximações. Contudo, ainda é muito dif́ıcil dizer se esse tipo de construção é capaz

de levar todos os números de Liouville em números de Liouville.



Capı́tulo 2
Funções Transcendentes e Números Racionais

Nosso principal objetivo nesse caṕıtulo é estudar a seguinte questão, proposta por

Marques e Moreira [18]:

Questão 2.1. Existe uma função inteira transcendente f(z) ∈ C[[z]] tal que f(Q) ⊆ Q e

den(f(p/q)) = O(qν),

para todo p/q racional irredut́ıvel com q suficientemente grande e ν > 0 fixado?

Essa questão está relacionada ao problema de Mahler para números de Liouville que

discutimos no caṕıtulo anterior. De fato, Marques e Moreira [18] mostraram que se a

resposta dessa questão for afirmativa, então essa mesma função leva números de Liouville

em números de Liouville. Essa questão já foi estudada para algumas classes de funções

inteiras com coeficientes racionais ( ver [20, 22]). Em particular, Marques, Ramirez e

Silva mostraram que não existe função inteira transcendente f(z) ∈ Q[[z]] (onde Q[[z]] é

o espaço das funções anaĺıticas com coeficientes em Q), tal que f(Q) ⊆ Q e den(f(p/q)) =

o(q), ou seja, tal que den(f(p/q))/q → 0, quando q →∞, onde p/q é um número racional.

Uma das dificuldades em estudar o caso geral (f(z) ∈ C[[z]]) é que para valores raci-

onais as somas parciais não assumem necessariamente valores em Q. Nossa abordagem

usando expansões polinomiais de funções anaĺıticas nos permite contornar essa dificul-

dade, e além disso, representar f(α) como uma série finita para todo α ∈ S ⊆ Q (para

um S adequado). De fato, essa teoria se mostrou promissora no estudo do comportamento

aritmético de funções transcendentes. Como consequência da introdução dessa teoria no
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nosso estudo, nós conseguimos melhorar o resultado de Marques, Ramirez e Silva, como

afirma o teorema:

Teorema 2.2. Não existe função inteira transcendente f(z) ∈ C[[z]] tal que f(Q) ⊆ Q e

den(f(p/q)) = O(q),

para todo número racional irredut́ıvel p/q, com q suficientemente grande.

Ou seja, não existem funções inteiras transcendentes f(z) com f(Q) ⊆ Q e uma cons-

tante C > 0 tais que den(f(p/q))/q < C, para todo p/q racional, com q suficientemente

grande. No final do caṕıtulo, discutiremos as dificuldades do caso ν > 1.

2.1 Expansões polinomiais de funções inteiras

Nessa seção apresentaremos a teoria de expansões polinomiais de funções inteiras,

com o objetivo de introduzir um conjunto de polinômios Φ = {ϕn(z)}n≥0 tal que para

toda função inteira f(z) temos que

f(z) =
∞∑
n=0

cnϕn(z) ∀z ∈ C, (2.1)

quando o conjunto Φ for escolhido de maneria adequada, essa representação terá algu-

mas consequências para o estudo de funções inteiras mapeando Q nele mesmo, mas para

garantir essa representação começaremos introduzindo alguns conceitos preliminares.

Preliminares

Seja B o espaço vetorial complexo de todos os polinômios, com a topologia da con-

vergência uniforme sobre todos os subconjuntos compactos de uma região simplesmente

conexa Ω. O completamento de B é então o espaço U(Ω) de todas as funções f que são

anaĺıticas sobre Ω. Seja Φ = {ϕn(z)}n≥0 uma sequência de polinômios que formam uma

base de B, em outras palavras, qualquer p(z) ∈ B tem uma única representação como

uma soma finita p(x) =
∑
cnϕn(x). Frequentemente o conjunto Φ é dito um conjunto
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básico de polinômios. Então toda f(z) ∈ U(Ω) é o limite em n de uma sequência de somas

finitas em k da forma
∑
ak,nϕk(z).

Em geral, isso não significa que existem números cn tais que f(z) =
∑
cnϕn(z) como

uma série convergente. Porém, podemos associar uma série formal a uma função anaĺıtica

da seguinte forma: como Φ é uma base de B, existe uma única matriz infinita Π = [πi,j],

com linhas finitas (isto é, cada linha tem apenas um número finito de coeficientes não

nulos), tal que

zk =
∞∑
i=0

πk,iϕi(z), k = 0, 1, 2, . . . . (2.2)

Suponha que Ω contém a origem, seja f uma função anaĺıtica na origem, e escreva

f(z) =
∞∑
k=0

f (k)(0)

k!
zk,

se nós usarmos (2.2) na expansão acima, temos que

f(z) =
∞∑
k=0

f (k)(0)

k!

∞∑
i=0

πk,iϕi(z),

ou

f(z) =
∞∑
n=0

cnϕn(z), (2.3)

com

cn =
∞∑
k=0

πk,n
f (k)(0)

k!
. (2.4)

A expansão (2.3) com coeficientes (2.4) é chamada série básica, introduzida por J. M.

Whittaker [31], e estudada com mais detalhes por ele em [32] e pelos seus alunos, entre

eles, Eweida em [6] e Makar em [15]. Os resultados clássicos nessa teoria são do tipo: ao

conjunto básico Φ = {ϕn}n≥0 nós associamos dois números reais ω (a ordem de Φ) e γ (o

tipo de Φ); então toda função inteira de ordem menor que 1/ω, ou de ordem 1/ω e tipo

menor que 1/γ é representada pela série básica (2.3) com coeficientes (2.4); e em geral

funções de ordem maior não são representadas, definiremos agora a ordem e o tipo de um

conjunto básico e de uma função inteira.

Seja Nn o número de coeficiente πni não nulos na representação (2.2), se Nn satisfaz

a condição N
1/n
n → 1 quando n → ∞, então o conjunto Φ é chamado de conjunto de
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Cannon. Considere

ωn(R) =
∑
i

|πni|Mi(R),

com Mi(R) o módulo máximo de ϕi(z) em |z| < R. Whittaker [31] definiu a ordem ω e o

tipo γ de um conjunto básico de Cannon da seguinte forma:

ω = lim
R→∞

ω(R),

com

ω(R) = lim sup
n→∞

logωn(R)

n log n
,

e se 0 < ω <∞,

γ = lim
R→∞

γ(R),

com

γ(R) = lim sup
n→∞

(ωn(R))
1
nω e

nω
.

Além disso, ele mostrou que um conjunto básico de Cannon de ordem ω e tipo γ

representa, em todo o plano complexo, toda função inteira f com:

1. ordem de f menor que 1/ω,

2. ordem de f igual a 1/ω e tipo menor que 1/γ.

Lembramos que a ordem (no infinito) de uma função inteira f(z) é definida usando o

limite superior:

ρ = lim sup
r→∞

log(log‖f‖∞,Br)
log r

,

com Br sendo o disco de raio r e ‖f‖∞,Br denotando a norma do supremo de f(z) sobre

Br. A ordem é um número real não negativo ou infinita. Em outras palavras, a ordem

de f(z) é o ı́nfimo de todos os m tais que f(z) = O(exp(|z|m)) quando z → ∞. Se

0 < ρ <∞, nós podemos definir o tipo:

σ = lim sup
r→∞

log‖f‖∞,Br
rρ

,

se

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n,
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então a ordem e o tipo de f são dados por

ρ = lim sup
n→∞

n log n

− log |an|
,

e

(eρσ)1/ρ = lim sup
n→∞

n1/ρ|an|1/n,

para mais detalhes sobre ordem e tipo de funções inteiras, ver [11].

Voltando ao nosso conjunto básico Φ, temos que no caso em que ele satisfaz a condição

lim
n→∞

D(n)

n log n
= 0, (2.5)

com D(n) o grau do polinômio de maior grau na representação de zn em (2.2), temos que

ω(R) é o mesmo para todo R > 0, seja ele finito ou infinito, e ele é precisamente a ordem

ω do conjunto básico [6, Theorem 1] (note que se Φ satisfaz (2.5) então Φ é um conjunto

básico de Cannon). Além disso, a ordem de um conjunto básico satisfazendo (2.5) é dada

por [33, Theorem I]

ω = lim sup
n→∞

log(maxij{|πni||pij|})
n log n

. (2.6)

Whittaker [30] chamou de conjunto simples a um conjunto básico Φ = {ϕn(z)}n≥0 tal

que o grau de ϕn(z) é n. Ele provou, nesse mesmo artigo, o seguinte resultado sobre esses

conjuntos simples, que será muito importante na demonstração do nosso teorema, para

mais detalhes sobre expansão polinomial de funções inteiras, ver também [15, 29].

Teorema 2.3 (Teorema de Whittaker). Seja Φ = {ϕn(z)}n≥0 um conjunto simples de

polinômios com

ϕi(z) = pi,0+pi,1z + · · ·+ pi,i−1z
i−1 + zi (i = 0, 1, 2, . . .) (2.7)

tal que todos os coeficientes satisfazem a desigualdade

|pij| ≤ L,

para algum L > 0 e seja f(z) uma função regular em |z| < ρ, onde ρ > 1 + L. Então a

série
∞∑
n=0

cnϕn(z),

converge absolutamente para f(z) em |z| < ρ.
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ΦS-representação

Usando os resultados de Whittaker sobre expansão polinomial de funções inteiras,

iremos construir um conjunto básico de polinômios Φ = {ϕn(z)}n≥0, com certas proprie-

dades aritméticas, e provar que qualquer função inteira pode ser representada (em todo o

plano complexo) como uma série de polinômios de Φ, em outras palavras, vamos construir

um conjunto básico de polinômios Φ de ordem 0. Nosso objetivo é que as propriedades

aritméticas dos polinômios de Φ nos ajude a estudar propriedades aritméticas das funções

inteiras (em especial, funções transcendentes).

Consideremos um conjunto S = {α0, α1, α2, . . .} e definamos os polinômios {ϕn(z)}n≥0
tais que o grau de ϕn(z) é n, ϕn(αn) = 1 e ϕn(αk) = 0 para todo 0 ≤ k < n. Mais

precisamente, ϕ0(z) ≡ 1, e para n ≥ 1,

ϕn(z) =

∏n−1
k=1(z − αk)∏n−1
k=1(αn − αk)

,

quando S é um conjunto finito com n elementos, αk = 0 para todo k > n, por definição.

Note que o conjunto ΦS = {ϕn(z)}n≥0 dos polinômios associados à S é um conjunto

básico, diremos que ΦS é o conjunto básico associado à S. Provaremos nesse caṕıtulo

utilizando a teoria de Whittaker o seguinte teorema, que terá implicações no estudo do

comportamento aritméticos de funções inteiras

Teorema 2.4 (Teorema de Φ-representação). Seja S = {0, 1,−1, 1
2
,−1

2
, 1
3
,−1

3
, . . .} o con-

junto formado pelo 0 e os inversos dos números inteiros, assim ordenados. Então ΦS

representa em todo o plano complexo, de maneira única, qualquer função inteira. Em

outras palavras, se f é uma função inteira, então existem e são únicos os c0, c1, . . . em C

tais que

f(z) =
∞∑
n=0

cnϕn(z), ∀z ∈ C. (2.8)

Diremos que (2.8) é a ΦS-representação de f(z). Será importante para nós, encontrar

os coeficientes cn da ΦS-representação de função inteira dada, eles guardam informações

sobre o crescimento da função f(z).
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Fórmula de inversão

Dado um conjunto S = {α0, α1, α2, . . .} ⊆ C, vimos como associar a ele um conjunto

básico de polinômios ΦS. Antes de provar o Teorema 2.6, iremos mostrar que podemos

associar ao conjunto ΦS uma fórmula de inversão, que nos permite recuperar os coefici-

entes cn na representação (2.8), isso será fundamental na demonstração do nosso teorema

principal.

Lema 2.5 (Fórmula de Inversão). Sejam f(z) uma função inteira e S = {α0, α1, α2, . . .} ⊆

C . Se

f(z) =
∞∑
n=0

cnϕn(z), cn ∈ C,

é sua ΦS-representação, então

cn =
n∑
k=0

ψn,n−kf(αk), n = 0, 1, 2, 3, . . . , (2.9)

com ψn,0 = 1 e

ψn,k = −
k∑
j=1

ϕn−j (αn)ψn−j,k−j, (2.10)

para 1 ≤ k ≤ n.

Demonstração: Pela definição dos polinômios ϕn(z) de ΦS temos que c0 = f(α0) =

ψ0,0f(α0). Vamos provar por indução em n, para isso assuma que (2.9) vale para todo

0 ≤ k ≤ n− 1. Dáı segue que

f (αn) =
∞∑
k=0

ckϕk (αn) =
n∑
k=0

ckϕk (αn) ,

logo

cn = f (αn)−
n−1∑
k=0

ckϕk (αn)

= f (αn)−
n−1∑
k=0

ϕk (αn)
k∑
j=0

ψk,k−jf (αj) ,

reordenando o somatório, encontramos

cn = f (αn) +
n−1∑
k=0

f (αk)

(
−

n−1∑
j=k

ϕj (αn)ψj,j−k

)
,
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segue que

cn =
n∑
k=0

ψn,n−kf(αk), n = 0, 1, 2, 3, . . . ,

com ψn,0 = 1 e

ψn,n−k = −
n−1∑
j=k

ϕj (αn)ψj,j−k,

para 0 ≤ k ≤ n− 1, ou seja,

ψn,k = −
k∑
j=1

ϕn−j (αn)ψn−j,k−j,

para 1 ≤ k ≤ n.

Considere novamente o conjunto S = {0, 1,−1, 1
2
,−1

2
, 1
3
,−1

3
, . . .} formado pelo 0 e os

inverso dos números inteiros, assim ordenados. Vamos calcular os coeficientes ψn,k da

fórmula de inversão associada ao conjunto básico de polinômios ΦS. Por definição, temos

que ΦS = {ϕn}n≥0, onde ϕ0(z) ≡ 1, ϕ1(z) = z,

ϕ2n(z) =
z
(
z − 1

n

)∏n−1
k=1

(
z2 − 1

k2

)(
− 1
n

) (
− 1
n
− 1

n

)∏n−1
k=1

(
1
n2 − 1

k2

) , (2.11)

e

ϕ2n+1(z) =
z
∏n

k=1

(
z2 − 1

k2

)(
1

n+1

)∏n
k=1

(
1

(n+1)2
− 1

k2

) , (2.12)

para n > 0.

Note que

n−1∏
k=1

(
1

n2
− 1

k2

)
=

(−1)n−1

n2(n−1)

n−1∏
k=1

(
n− k
k

)(
n+ k

k

)
=

(−1)n−1

n2(n−1)
(n− 1)!

(n− 1)!

(2n− 1)!

(n− 1)!n!

=
(−1)n−1

n2(n−1)

(
2n− 1

n

)
,

logo podemos reescrever os polinômios ϕi(z), obtendo

ϕ2n(z) = (−1)n−1
n2n

2

(
2n− 1

n

)−1
z

(
z − 1

n

) n−1∏
k=1

(
z2 − 1

k2

)
, (2.13)

e

ϕ2n+1(z) = (−1)n(n+ 1)2n+1

(
2n+ 1

n

)−1
z

n∏
k=1

(
z2 − 1

k2

)
, (2.14)
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com n > 0.

Para determinar os coeficientes ψn,k da fórmula de inversão, precisamos calcular ϕk(αn),

com ϕk ∈ ΦS e αn ∈ S. Para isso, lembramos que pela definição de ϕi(z), temos que para

todo m ∈ N os racionais ±1/m anulam todas as ϕi(z) a menos de uma quantidade finita

delas, mais precisamente ϕi(1/m) = 0 se m < i/2 e ϕi(−1/m) = 0 se m < (i− 1)/2.

Agora, se m ≥ n+ 1, temos que

ϕ2n+1

(
± 1

m

)
= (−1)n(n+ 1)2n+1n!(n+ 1)!

(2n+ 1)!

(
± 1

m

) n∏
k=1

(
1

m2
− 1

k2

)
= ±

(
n+ 1

m

)2n+1
n!(n+ 1)!

(2n+ 1)!

n∏
k=1

(
m− k
k

)(
m+ k

k

)
= ±

(
n+ 1

m

)2n+1
n!(n+ 1)!

(2n+ 1)!

(m− 1)!

n!(m− n− 1)!

(m+ n)!

n!m!

= ±
(
n+ 1

m

)2n+2(
m+ n

2n+ 1

)
, (2.15)

onde
(
q
p

)
é o binomial q tomados p. Analogamente, mostramos que

ϕ2n

(
± 1

m

)
= ∓

( n
m

)2n+1
(
m∓ n
m+ n

)(
m+ n

2n

)
, (2.16)

por fim, temos que ϕ2n(−1/n) = ϕ2n+1(1/(n+ 1)) = 1.

Com essas informações, estamos em condição de calcular os coeficientes ψn,k que apa-

recem na fórmula de inversão associada ao conjunto S. Ela será dada ainda como um

somatório, mas agora utilizando as relações que encontramos acima. Com essa nova ex-

pressão seremos capazes de estudar melhor os coeficientes cn da fórmula de inversão. Mais

precisamente, temos que ψn,0 = 1 e

ψn,k = −
k∑
j=1

ϕn−j (αn)ψn−j,k−j,

para 1 ≤ k ≤ n. Como αn = (−1)n+1

bn+1
2
c para n > 0, então

ψn,k = −
k∑
j=1

ϕn−j

(
(−1)n+1

bn+1
2
c

)
ψn−j,k−j,

por (2.15) e (2.16), podemos reescrever

ψn,k = −
k∑
j=1

(−1)j

(
bn+1−j

2
c

bn+1
2
c

)n+1−j (
bn+1

2
c+ bn−j

2
c

n− j

)ψn−j,k−j,
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se n é par, maior que 0. Caso n seja ı́mpar, temos

ψn,k = −
k∑
j=1

(−1)j

(
bn+1−j

2
c

bn+1
2
c

)n+1−j (
bn+1

2
c+ bn−1−j

2
c

n− j

)ψn−j,k−j.
Prova do teorema de Φ-Representação 2.4

Pelo Teorema de Whittaker 2.3, para mostrar que ΦS representa, em todo o plano

complexo, qualquer função inteira, basta mostrar que se ϕi(z) = pi0 + pi1z + · · · + piiz
i,

então existem uma constante C > 1 tal que
∣∣∣pijpii ∣∣∣ < C. De fato, se f(z) é uma função

inteira, então f(z) é regular em todo o plano complexo. Logo, se
∣∣∣pijpii ∣∣∣ < C, então pelo

Teorema de Whittaker, o conjunto {p−1i,i ϕi(z)} representa, em todo o plano complexo,

qualquer função inteira, ou seja, existem e são únicos os c0, c1, . . . em C tais que

f(z) =
∞∑
n=0

cnp
−1
n,nϕn(z), ∀z ∈ C,

e a existência da representação segue.

Dessa forma, note que

1

pii
ϕi(z) =

z
∏n

k=1

(
z2 − 1

k2

)
, se i = 2n+ 1, n ≥ 0,

z
(
z − 1

n

)∏n−1
k=1

(
z2 − 1

k2

)
, se i = 2n, n ≥ 1.

(2.17)

Logo, é suficiente mostrar que os coeficientes de
∏n

k=1

(
z2 − 1

k2

)
são limitados para

todo n. Então seja

n∏
k=1

(
z2 − 1

k2

)
= qn0 + qn2z

2 + · · ·+ qn2n−2z
2n−2 + z2n,

temos que

|qn2n−2| =
n∑
k=1

1

k2
<
π2

6
,

além disso

|qn2n−2j| =
∑

1≤k1<···<kl≤n

1

(k1 · · · kj)2

≤
n∑
k=2

1

k2

∑
1≤k1<···<kl−1≤n

1

(k1 · · · kj)2

<

(
π2

6
− 1

)
|qn2n−2(j−1)| < |qn2n−2(j−1)|.
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Assim, temos que
∣∣∣pijpii ∣∣∣ < π2/6, e pelo Teorema de Whittaker 2.3, conclúımos que ΦS

representa, em todo plano complexo, qualquer função inteira. Para mostrar a unicidade

dos coeficientes cn, observamos que c0 = f(0), c1 = f(1)− c0, c2 = f(−1)− c0− c1ϕ1(−1),

e assim sucessivamente, logo os coeficientes são unicamente determinados.

2.2 O teorema principal

Teorema 2.6. Não existe função inteira transcendente f(z) ∈ C[[z]] tal que f(Q) ⊆ Q e

den(f(p/q)) = O(q),

para todo p/q ∈ Q, com q suficientemente grande.

A ideia para a demonstração do nosso teorema principal é basicamente mostrar que,

se f(z) ∈ C[[z]] é uma função anaĺıtica, tal que f(Q) ⊆ Q e

den(f(p/q)) = O(q),

para todo p/q ∈ Q, com q suficientemente grande, então ou f(z) é um polinômio, ou não é

uma função inteira (lembrando que uma função inteira é algébrica se, e somente se, é um

polinômio). Para isso, vamos mostrar que se f(z) satisfaz as condições acima, então ou

ela tem ΦS-representação finita, ou sua ΦS-representação não converge em todo o plano

complexo (ela não é uma função inteira).

Note que os coeficientes ψn,k em (2.9), dados em (2.10), não dependem da função f(z),

eles dependem apenas de S. O próximo lema nos dá informações sobre esses coeficientes.

Lema 2.7. Seja n ≥ 0 e 0 ≤ k ≤ n, então ψn,k ∈ Q. Além disso,

den(ψn,k)

∣∣∣∣⌊n+ 1

2

⌋n
.

Demonstração: Vimos que

ψn,k = −
k∑
j=1

ϕn−j

(
(−1)n+1

bn+1
2
c

)
ψn−j,k−j,
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vimos também que

ϕn−j

(
(−1)n+1

bn+1
2
c

)
=

(
bn+1−j

2
c

bn+1
2
c

)n+1−j

ϕ∗n−j

(
(−1)n+1

bn+1
2
c

)
,

onde

ϕ∗n−j

(
(−1)n+1

bn+1
2
c

)
∈ Z.

Vamos então provar por indução em n. Se n = 0, então ψ0,0 = 1, logo o lema vale

para n = 0. Suponha que o lema seja verdadeiro para todo ψm,k, com 0 ≤ m ≤ n − 1 e

para todo 0 ≤ k ≤ m. Logo, para j ≥ 1, temos que

den(ψn−j,k−j)

∣∣∣∣∣
⌊
n− j + 1

2

⌋n−j
,

ou seja, o numerador de ϕn−j

(
(−1)n+1

bn+1
2
c

)
cancela o denominador de den(ψn−j,k−j), em (2.2).

Consequentemente

den(ψn,k)

∣∣∣∣⌊n+ 1

2

⌋n
.

Prova do teorema principal 2.6

Suponha que f(z) é uma função inteira satisfazendo f(Q) ⊆ Q, den(f(p/q)) = O(q),

para todo p/q ∈ Q, com q suficientemente grande. Pelo Teorema 2.4 f(z) possui uma

ΦS-representação, ou seja, f(z) =
∑∞

n=0 cnϕn(z). Além disso, pelo Lema 2.5, temos que

cn =
n∑
k=0

ψn,n−kf(αk), n = 0, 1, 2, 3, . . . ,

onde αk = (−1)k+1

b k+1
2
c . Por hipótese existe uma contante C > 0 tal que

den

(
f

(
(−1)k+1

bk+1
2
c

))
≤ C

⌊
k + 1

2

⌋
,

e pelo Lema 2.7,

den(ψn,k)

∣∣∣∣⌊n+ 1

2

⌋n
.
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Dáı temos que, ou cn = 0 para todo n suficientemente grande (e f(z) é um polinômio),

ou

|cn| ≥
1⌊

n+1
2

⌋n
dn
,

com dn = mmc(1, 2, . . . , C
⌊
n+1
2

⌋
). Porém, é uma consequência do Teorema do Número

Primo que dbCnc ∼ 3Cb
n+1
2 c [1]. Portanto, conclúımos que, ou cn = 0 para n suficiente-

mente grande, ou

|cn| ≥
1⌊

n+1
2

⌋n
ρb

n+1
2 c

, (2.18)

com ρ = 3C .

Por outro lado, temos que f(z) é inteira, logo
∑∞

n=1 cnϕn(R) é absolutamente conver-

gente para todo R > 0, então

lim
n→∞

n
√
|cnϕn(R)| = 0,

por (2.13) e (2.14), segue que

|cn| ≤

(
n

bn+1
2
c

)⌊
n+1
2

⌋n
(R− 1)n

<
1(

bn+1
2
cR−1

2

)n , (2.19)

como (2.18) e (2.19) não podem ser simultaneamente verdadeiras para infinitos n, con-

clúımos que cn = 0 para todo n suficientemente grande, logo f(z) é um polinômio, e

consequentemente, não é uma função transcendente.

Como dito anteriormente, a dificuldade no caso ν > 1 é que a limitação inferior que

encontramos para |cn|, quando cn 6= 0, não é suficiente para garantir que a série não

converge em todo o plano complexo. Isso porque nesse caso teŕıamos que calcular o

mı́nimo divisor comum entre n números inteiros no intervalo [1, Cbn+1
2
cν ], o que não é

mais da ordem de ρn, para algum ρ fixado.

Nesse caso existem duas possibilidades, a primeira é uma melhor estimativa para

os |cn|, uma vez que usamos apenas que cada um deles é maior do que o inverso do

mı́nimo múltiplo comum de todos os denominadores dos números racionais que aparecem

na fórmula de inversão, para isso é preciso estudar melhor a fórmula de inversão, em

particular, os coeficientes da fórmula de inversão. Uma segunda possibilidade é mudar

o conjunto S = {α0, α1, . . .} que tomamos para construir a nossa ΦS-representação, é
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posśıvel que para um conjunto onde os denominadores de αn cresçam mais lentamente,

a limitação dos |cn| seja melhor, porém essa mudança mudaria também os polinômios e

consequentemente a fórmula de inversão.



Capı́tulo 3
O Problema de Erdös - Mahler sobre Frações

Cont́ınuas

Em 1939, Erdös e Mahler [5] estudaram algumas propriedades aritméticas da sequência

dos convergentes (An/Bn)n≥0 da fração cont́ınua de um número real, objetos que defini-

mos no Caṕıtulo 1. Mais precisamente, eles estudaram convergentes de frações cont́ınuas

com denominador tendo o maior fator primo limitado. Por diversos fatores aritméticos,

podemos esperar que esses denominadores cresçam rapidamente caso possuam fatores pri-

mos limitados. Erdös e Mahler acreditavam que esse crescimento estaria relacionado com

boas aproximações para esse número real.

Considere n um número inteiro, seja P (n) o maior fator primo dividindo n, Erdös e

Mahler provaram o seguinte resultado:

Teorema 3.1 (Erdös, Mahler, 1939). O conjunto de todos os números reais 0 < ξ < 1,

para os quais existem infinitos ı́ndices n satisfazendo

P (Bn) ≤ exp

(
logBn

20 log logBn

)
,

tem medida de Lebesgue nula.

Em outras palavras, Erdös e Mahler provaram que em geral o maior fator primo de

Bn cresce mais rápido que logBn/20 log logBn. Além disso, eles estudaram o caso onde

existem infinitos convergentes com denominador tendo maior fator primo limitado, nesse

caso provaram que:
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Teorema 3.2 (Erdös, Mahler, 1939). Suponha que exista uma quantidade infinita de

ı́ndices n = n1, n2, . . ., tais que para todo i ≥ 1, os denominadores Bni−1, Bni , Bni+1 de

três convergentes consecutivos de ξ tem o maior fator primo limitado por M > 0. Então

ξ é um número de Liouville.

Nesse mesmo trabalho eles disseram acreditar que se um número real ξ tivesse infinitos

convergentes An/Bn com P (AnBn) < M para infinitos n’s, e para algum M > 0 fixado,

então ξ era um número de Liouville. Foi em um trabalho de Fraenkel [8] que essa afirmação

apareceu pela primeira vez com o nome de conjectura de Erdös-Mahler:

Conjectura 3.3 (Erdös-Mahler). Sejam ξ um número real e (An/Bn)n≥0 a sequência dos

convergentes da fração cont́ınua de ξ. Se P (AnBn) < M para infinitos n’s, e para algum

M > 0 fixado, então ξ é um número de Liouville.

Fraenkel escreveu uma série de artigos, entre eles [7, 8], nos quais ele continuava o

estudo das propriedades aritméticas dos convergentes de uma fração cont́ınua, abaixo

apresentamos um dos resultados provados por Fraenkel:

Teorema 3.4 (Fraenkel, 1964). Sejam c > 1 uma constante e (µ, ν) um ponto fixado,

diferente de (1, 1), no quadrado 0 ≤ µ ≤ 1, 0 ≤ ν ≤ 1. Sejam {P1, P2, . . . , Ps} e

{Q1, Q2, . . . , Qt} dois conjuntos finitos e disjuntos de primos maiores que 5, tais que

se µ < 1 e ν < 1, então (1 − ν) logPi/(1 − µ) logQj é irracional para algum par

1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t. Então existe um subconjunto denso dos Números de Liou-

ville tal que cada número desse subconjunto possui infinitos convergentes An/Bn, com

An = A∗nA
′
n, Bn = B∗nB

′
n, mdc(A∗n, A

′
n) = mdc(B∗n, B

′
n) = 1,

A′n = P ρ1
1 · · ·P ρs

s , B′n = Qσ1
1 · · ·Qσt

t ,

onde ρ1, . . . , ρs, σ1, . . . , σt são números inteiros não negativos, e A∗n, B
∗
n são inteiros satis-

fazendo

|An|µ ≤ |A∗n| < c|An|µ, Bν
n ≤ B∗n < cBν

n.

Em seus trabalhos Fraenkel utiliza uma generalização de um resultado devido a Roth.

Roth provou em 1955, que para todo número algébrico α, a desigualdade |α − p/q| <
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q−(2+ε) tem apenas um números finito de soluções p/q racionais com p e q coprimos. Em

1957, seu aluno Ridout provou a seguinte generalização desse resultado [26]:

Teorema 3.5. Seja ξ 6= 0 uma algébrico. Sejam {p1, . . . , ps}, {q1, . . . , qt} conjuntos de

números primos. Sejam µ, ν, δ, c números reais satisfazendo,

0 ≤ µ ≤ 1, 0 ≤ ν ≤ 1, δ > 0, c ≥ 1.

Sejam p, q números inteiros da forma p = p∗p′, q = q∗q′, com

p′ = pρ11 · · · pρss , q′ = qσ11 · · · qσtt , (3.1)

com ρ1, . . . , ρs, σ1, . . . , σt números inteiros não negativos, e p∗, q∗ são inteiros satisfazendo

|p∗| ≤ c|p|µ, 0 < q∗ ≤ cqν . (3.2)

Então a desigualdade

0 < |ξ − p/q| < q−(µ+ν+δ)

possui apenas um número finito de soluções p = p∗p′, q = q∗q′ satisfazendo (3.1) e (3.2).

Mesmo depois do Teorema de Ridout e os trabalhos de Fraenkel a conjectura de Erdös-

Mahler continua aberta, nesse trabalho daremos um resultado condicional na direção da

conjectura, para isso utilizamos a teorias das formas lineares em logaritmos, que apresen-

taremos agora.

3.1 Formas lineares em logaritmos

Vamos começar com um resultado sobre transcendência provado independentemente pelo

russo Gel’fond e o alemão Schneider em 1934 [17].

Teorema 3.6 (Gel’fond, Schneider, 1934). Sejam α, β números algébricos em C, com

α 6= 0, 1 e β /∈ Q. Então αβ é um número transcendente.

Aqui, αβ := eβ logα, com ez =
∑

n≥0
zn

n!
e logα = log |α|+ i arg(α). O argumento de α

é determinado a menos que um múltiplo de 2π. Então, logα, e consequentemente αβ são

polivalentes. O teorema vale para qualquer escolha de valor para arg(α).
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Dado um subanelR de C (ex., Z, Q, ou o anel dos números algébricos), nós dizemos que

os números complexos θ1, θ2, . . . , θn são linearmente independentes sobre R, se a equação

θ1x1 + θ2x2 + · · · + θnxn = 0 não tem solução (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn/{(0, 0, . . . , 0)}. O

próximo resultado é uma consequência do Teorema de Gel’fond-Schneider.

Corolário 3.7. Sejam α, β números algébricos em C diferentes de 0, 1 tais que logα e

log β são linearmente independentes sobre Q. Então para todos algébricos não nulos γ, δ

em C, temos que γ logα + δ log β 6= 0.

Vamos agora considerar uma generalização desse resultado dada por Baker. O Teorema

de Baker revolucionou sua área de estudo, tendo implicações em Equações Diofantinas,

teoria dos números transcendentes, Aproximações Diofantinas entre outras áreas da teoria

dos números, e rendeu-lhe a Medalha Fields.

Teorema 3.8 (A. Baker, 1966). Sejam α1, α2, . . . , αm números algébricos em C dife-

rentes de 0, 1, tais que, logα1, logα2, . . . logαm são linearmente independentes sobre Q.

Então, para toda (m + 1)-upla (β0, β1, . . . , βm) em (Q)m+1/{(0, 0, . . . , 0)} (onde Q é o

fecho algébrico de Q), temos

β0 + β1 logα1 + · · ·+ βm logαm 6= 0.

Para aplicações em problemas Diofantinos é importante que o resultado acima seja

efetivo. Em outras palavras, não basta que a forma linear acima seja não nula, precisamos

também de uma limitação inferior para o valor absoluto dessa forma linear. No caso

especial, em que β0 = 0 e β1, . . . , βm são números inteiros, temos que

Teorema 3.9. Sejam α1, α2, . . . , αm números algébricos em C/{0, 1}. Além disso, sejam

β1, . . . , βm números inteiros tais que

β1 logα1 + · · ·+ βm logαm 6= 0.

Então

|β1 logα1 + · · ·+ βm logαm| ≥ (eB)−C ,

onde B := max(|β1|, . . . , |βm|) e C é uma constante efetivamente computável dependendo

apenas de m e dos números α1, α2, . . . , αm.
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Uma versão mais adequada para as aplicações que faremos é dada aplicando a expo-

nencial na forma linear do Teorema de Baker. Abaixo, temos uma versão sem logaritmos,

onde a constante C é explicitada, para isso, lembramos que a altura de um número racional

a = x/y, com x, y ∈ Z coprimos, é definida como H(a) := max(|x|, |y|).

Teorema 3.10 (Matveev [24], 2000). Sejam α1, α2, . . . , αm números racionais não nulos

e sejam b1, . . . , bm números inteiros tais que

ab11 a
b2
2 · · · abmm 6= 1.

Então

|ab11 ab22 · · · abmm − 1| ≥ (eB)−C ,

com B := max(|b1|, . . . , |bm|) e

C =
1

2
em9/230m+3

m∏
j=1

max(1, logH(aj)).

3.2 Sobre o problema de Erdös - Mahler

Nosso resultado sobre o problema de Erdös e Mahler diz que, sobre certas condições na

distância entre os ı́ndices dos convergentes An/Bn tais que P (AnBn) < M , a conjectura

de Erdös e Mahler é verdadeira, essa condições aparecem ao aplicar formas lineares em

logaritmos ao problema, mais precisamente provaremos nessa seção o seguinte teorema

[9].

Teorema 3.11. Suponha que exista uma quantidade infinita de ı́ndices n = n1, n2, . . .,

tais que para todo i ≥ 1 temos que P (AniBni) < M , para algum M > 0, onde (An/Bn)n≥0

é a sequência dos convergentes de ξ. Se nj+1−nj = o(logBnj), para todo j suficientemente

grande, então ξ é um número de Liouville.

Demonstração: Seja (nj)j≥1 a sequência como no enunciado do teorema, então para

todo j temos que todos os fatores primos de AnjBnj pertencem a um conjunto finito,

digamos {p1, p2, . . . , pk}, pois P (AnjBnj) < M para todo j ≥ 1. Vamos mostrar que, nas
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hipóteses do teorema, existe uma constante positiva c dependendo apenas de k e dos pi,

tais que

logBnj+1
≥ Bc

nj
, (3.3)

para todo j suficientemente grande.

Primeiramente, observamos que P (AnBnAn+1Bn+1) → ∞, quando n → ∞. De fato,

da relação |AnBn+1 − An+1Bn| = 1 que apresentamos no Caṕıtulo 1, temos que∣∣∣∣AnBn+1

An+1Bn

− 1

∣∣∣∣ =
1

|An+1Bn|
.

Suponha que exista uma subsequência (nj)j≥1 tal que P (AnjBnjAnj+1Bnj+1) < M ,

para todo j ≥ 1, onde M > 0 é uma constante. Então existe um conjunto finito de

números primos S = {p1, p2, . . . , pn} tal que todos os fatores primos de AnBn+1 e An+1Bn

pertencem a S. Logo pelo Teorema de Ridout a igualdade acima só pode ter um número

finito de soluções, mas ela vale para todos os convergentes, logo temos uma contradição em

supor que P (AnjBnjAnj+1Bnj+1) < M para todo j ≥ 1, ou seja, P (AnBnAn+1Bn+1)→∞,

quando n→∞.

Consequentemente, podemos supor que nj+1 > nj + 1, então Anj/Bnj e Anj+1/Bnj+1

são convergentes da fração cont́ınua de Anj+1
Bnj+1

. Em particular, temos que

0 <
1

2BnjBnj+1

<

∣∣∣∣Anj+1

Bnj+1

−
Anj
Bnj

∣∣∣∣ < 1

BnjBnj+1

.

Multiplicando por Bnj/|Anj |, obtemos

0 <

∣∣∣∣Anj+1
Bnj

Bnj+1
Anj
− 1

∣∣∣∣ < 1

Bnj+1|Anj |
. (3.4)

Por hipótese, podemos escrever

Anj+1
Bnj

Bnj+1
Anj

= p
β
(j)
1

1 · · · pβ
(j)
k
k ,

com β
(j)
i ∈ Z. Então,

0 < |pβ
(j)
1

1 · · · pβ
(j)
k
k − 1| < 1

Bnj+1|Anj |
.

Aplicando o Teorema de Matveev, temos que

|pβ
(j)
1

1 · · · pβ
(j)
k
k − 1| ≥ (eB)−c

′
(3.5)
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onde c′ = 1
2
ek9/230k+2(p1 · · · pk) e B = Bj = max(|β(j)

1 |, . . . , |β
(j)
k |). Combinando (3.4) e

(3.5) obtemos,

B > Bc
nj+1|Anj |c/e, (3.6)

com c = 1/c′. Suponha que B = |β(j)
l(j)|, para algum 1 ≤ l(j) ≤ k. Então,

B = |β(j)
l(j)| ≤ υpl(j)(Anj+1

Bnj+1
AnjBnj) ≤

5

log 2
logBnj+1

, (3.7)

observando que a valorização p-ádica de um número inteiro m, υp(m), é limitada superior-

mente por logm/ log 2 e que |Anj+1
| < (1 + |ξ|)Bnj+1

para todo j suficientemente grande.

Por (3.6) e (3.7) temos que

logBnj+1
> Bc

nj+1

|Anj |c log 2

5e
> Bc

nj
,

onde a última desigualdade vale, pois |Anj |c log 2/(5e) > 1 para todo j suficientemente

grande (uma vez que |An| → ∞ quando n→∞), o que prova a desigualdade (3.3).

Para provar que ξ é um número de Liouville, é suficiente mostrar que dado um inteiro

positivo m existe um inteiro positivo r tal que Br+1 > Bm
r (pois sabemos que 0 < |ξ −

Ar/Br| < 1/(BrBr+1)). Suponha, por contradição, que Br+1 ≤ Bm
r , para algum m fixado

e todo r > 0 inteiro. Em particular, isso vale para todo r em {nj, . . . , nj+1}. Então,

Bnj+1
< Bm

nj+1−1, Bnj+1−1 < Bm
nj+1−2, . . . , Bnj+1 < Bnj .

Aplicando essas desigualdades recursivamente, obtemos que Bnj+1
< Bmnj+1−nj

nj
. Apli-

cando o logaritmo nessa última desigualdade, temos

logBnj+1
< mnj+1−nj logBnj ,

combinando com (3.3), obtemos que Bc
nj
< mnj+1−nj logBnj . Fazendo as devida mani-

pulações algébricas, temos

logm >
c logBnj − log logBnj

nj+1 − nj
.

Como nj+1 − nj = o(logBnj) por hipótese, o lado direito dessa desigualdade tende ao

infinito quando j → ∞, o que contradiz o fato de m ser fixado. Então conclúımos que

para todo inteiro positivo m podemos obter um r tal que Br+1 > Bm
r , logo ξ é um número

de Liouville.
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Observação 3.12. Se usarmos o fato bem conhecido que para todo convergente Bn da

fração cont́ınua de um número real, temos que Bn > Fn, onde Fn é o n-ésimo número

de Liouville. Temos que Bn > φn−2, onde φ = 1+
√
5

2
, logo nosso resultado diz que se

nj+1 = nj + o(nj) então a conjectura de Erdös-Mahler é verdadeira.

Conclúımos esse caṕıtulo dizendo que acreditamos ser posśıvel enfraquecer a hipótese

nj+1 − nj = o(logBnj) usando generalizações do Teorema de Formas Lineares em Loga-

ritmos, como por exemplo o Teorema dos Subespaços, ou assumindo a conjectura abc.

Porém, tirar completamente as condições sobre o distanciamento desses convergentes pa-

rece um problema bastante dif́ıcil, e ainda não temos uma ideia clara de como atacar o caso

geral da conjectura de Erdös-Mahler. Acreditamos ser importante estudar a existência

números reais com os quocientes parciais limitados e infinitos convergentes An/Bn com

P (AnBn) < M , se a conjectura de Mahler é verdadeira, então não devem existir tais

números, porém essa questão permanece em aberto.



Capı́tulo 4
Sobre Números de Liouville p-ádicos

Nesse último caṕıtulo continuaremos estudando problemas relacionados com números

de Liouville, porém agora em um universo bastante diferente do conjunto dos números

reais. Estamos interessados em estudar esses problemas no conjunto dos números p-

ádicos. A ideia de estudar problemas análogos aos já bem estudados sobre números de

Liouville surgiu quando percebemos que não existiam muitos resultados sobre os números

de Liouville p-ádicos, apesar de a definição desses números datar de 1966.

Na primeira seção vamos introduzir o corpo dos números p-ádicos Qp, o anel dos intei-

ros p-ádicos Zp e o corpo Cp, que é o completamento do fecho algébrico de Qp. Além disso,

vamos falar sobre funções anaĺıticas p-ádicas. Nas demais seções estudaremos problemas

relacionados a imagem de números de Liouville p-ádicos por funções anaĺıticas p-ádicas,

em particular, veremos um resultado análogo ao teorema de Maillet sobre números de

Liouville, para polinômios p-ádicos.

4.1 Alguns resultados da análise p-ádica

Seja a um número inteiro não nulo e p um número inteiro primo, a valorização p-

ádica de a, denotada por υp(a), é definida como a maior potência de p que divide a. Se

a/b é um número racional, com a e b coprimos, a valorização p-ádica υp(a/b) é dada por

υp(a/b) = υp(a)− υp(b), temos também que υp(0) =∞, por definição.

Considere a função | · |p : Q → R≥0, dada por |a/b|p = p−υp(a/b), para todo número
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racional a/b, com a e b coprimos. É posśıvel mostrar que | · |p define um valor absoluto

sobre Q, ou seja:

(i) |x|p ≥ 0, para todo número racional x, e |x|p = 0 se, e somente se, x = 0;

(ii) |xy|p = |x|p|y|p para quaisquer x e y em Q;

(iii) |x+ y|p ≤ |x|p + |y|p.

Na verdade, é posśıvel mostrar que |x + y|p ≤ max{|x|p, |y|p}, essa desigualdade,

chamada de desigualdade ultramétrica, é uma consequência do fato que υp(x + y) ≥

min{υp(x), υp(y)}. Note que essa desigualdade é mais forte que a desigualdade triangular.

Logo, podemos pensar em completar Q com respeito ao valor absoluto | · |p. Esse

completamento será diferente de Q, pois existem sequências de Cauchy no valor absoluto

|·|p que não convergem em Q, por exemplo, a sequência 1, 1+p, 1+p+p2, 1+p+p2+p3, . . .,

é de Cauchy na norma p-ádica, mas não é convergente em Q. Esse completamento é

chamado de corpo dos números p-ádicos, e denotado por Qp. O subconjunto de Zp =

{x ∈ Qp : |x|p ≤ 1} é chamado de inteiros p-ádicos, e assim como os inteiros racionais, os

inteiros p-ádicos formam um anel.

Uma caracterização dos números p-ádicos, é que todo número p-ádico α pode ser

escrito, de maneira única, como a série

α =
∞∑
k=m

akp
k,

com 0 ≤ ak ≤ p − 1, para todo k ≥ m, e m inteiros (note que m pode assumir valores

negativos, como em uma série de Laurent). Nessa caracterização temos que α é um

inteiro p-ádico se m ≥ 0. Por fim, consideramos Cp como o completamento, com respeito

a norma induzida, do fecho algébrico de Qp (em analogia com C). Temos que Qp e Cp são

exemplos do que chamamos de corpos ultramétricos, ou seja, corpos dotado de um valor

absoluto que satisfaz a desigualdade ultramérica. O teorema abaixo apresenta uma série

de propriedades do corpo Cp, mas antes duas definições:

Definição 4.1. O corpo das classes residuais de um corpo ultramétrico K, é o corpo

k := B0(1)/B0(1
−) = {x ∈ K : |x|p ≤ 1}/{x ∈ K : |x|p < 1}.
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Em [27] vemos que o quociente acima é de fato um corpo, outra definição importante

é a de grupo de valores :

Definição 4.2. O grupo de valores de K é o subgrupo |K∗| = {|x|p : x 6= 0 ∈ K} do

grupo multiplicativo dos números reais positivos.

Com essas definições em mente, podemos caracterizar o corpo Cp [27]:

Teorema 4.3. O completamento Cp do fecho algébrico de Qp tem as seguintes proprie-

dades:

(i) Cp é algebricamente fechado;

(ii) Cp é um espaço vetorial de dimensão infinita sobre Qp;

(iii) Cp não é localmente compacto;

(iv) O corpo das classes residuais de Cp é o fecho algébrico do corpo contendo p elemen-

tos;

(v) O grupo de valores de Cp é {pr : r ∈ Q}.

Definido o espaço, vamos aos nossos objetos de interesse. Como foi dito no ińıcio do

caṕıtulo, continuamos interessados em números de Liouville, porém agora p-ádicos. A

primeira definição de números de Liouville p-ádicos data de 1966, em um trabalho de D.

Clark [4] sobre convergência p-ádica para soluções de equações diferenciais lineares sobre

o corpo dos p-ádicos. Em seu trabalho, Clark considerou a equação diferencial linear

xf ′(x)− λf(x) =
1

1− x
,

em uma vizinhança da origem em Zp, com λ ∈ Zp/{0, 1, 2, . . .}. Ele mostrou que essa

equação tem uma única solução formal f(x) dada por

f(x) =
∞∑
n=1

1

(n− λ)
xn.

O raio R de convergência de uma série de potências p-ádica
∑∞

n=0 anz
n sobre Cp pode

ser calculado de forma análoga a uma série de potência sobre C, ou seja, usando a fórmula
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de Hadamard. Temos então que o raio de convergência da série
∑∞

n=0 anz
n, é dado por

R =
1

lim supn→∞ |an|
1/n
p

.

Consequentemente, o raio de convergência da série de potências f(z) dada acima é

R = 0 se, e somente se, lim supn→∞ |1/(n − λ)|1/np = ∞. Quando isso acontece, Clark

disse que λ é um número de Liouville p-ádico. Note que, diferentemente dos números de

Liouville, que são rapidamente aproximados por racionais, Clark definiu os números de

Liouville p-ádicos como números que podem ser aproximados rapidamente por inteiros

positivos no valor absoluto p-ádico (lembrando que os inteiros positivos são densos nos

inteiros p-ádicos, com esse valor absoluto). Mais precisamente:

Definição 4.4. Seja λ um inteiro p-ádico, dizemos que λ é um número de Liouville

p-ádico se

lim inf
n→∞

n

√
|n− λ|p = 0.

Schikhof, no seu livro Ultrametric Calculus [27, Chaper 3], caracteriza os números de

Liouville p-ádicos da seguinte forma:

Proposição 4.5. Seja λ ∈ Zp e λ =
∑∞

k=0 akp
k sua expansão p-ádica. Então λ é um

número de Liouville p-ádico se, e somente se, existirem sequências (sj)j≥1 e (tj)j≥1, com

sj < tj para todo j ≥ 1, tais que tj/p
sj → ∞, quando j → ∞ na topologia usual, e

asj 6= 0, asj+1 = · · · = atj−1 = 0 e atj 6= 0.

O conjunto dos números de Liouville p-ádicos possui muitas das propriedades do con-

junto dos números de Liouville, por exemplo: é um conjunto Gδ-denso; tem medida de

Haar nula (em analogia a medida de Lebesgue); tem interseção vazia com os algébricos.

De fato, é posśıvel mostrar que se α é um inteiro p-ádico algébrico sobre Q, então existe

uma constante c(α) tal que |n − α|p ≥ c(α)n−d (um análogo do Teorema de Liouville).

Porém, nesse trabalho será necessário uma definição um pouco mais parecida com a de-

finição dada por Liouville. Para diferenciar, chamaremos esses números de números de

Liouville p-ádicos fracos.
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Definição 4.6. Seja γ um inteiro p-ádico, dizemos que γ é um número de Liouville

p-ádico fraco, se para todo k > 0, existir um inteiro positivo nk tal que

0 < |nk − γ|p < n−kk .

Claramente, o conjunto dos números de Liouville p-ádicos fracos possuem as proprie-

dades acima citadas para os números de Liouville p-ádicos. Além disso, todo número de

Liouville p-ádico, como é de se esperar, é um número de Liouville p-ádico fraco. Contudo,

nem todo número de Liouville p-ádico fraco é um número de Liouville p-ádico, logo esse

novo conjunto é maior que o definido por Clark. Por exemplo, o número lp =
∑∞

n=1 p
n! não

é um número de Liouville p-ádico, uma vez que na topologia usual limn→∞(n+1)!/pn! = 0,

mas é um Liouville p-ádico fraco, como veremos com a próxima proposição.

Proposição 4.7. Seja γ ∈ Zp e γ =
∑∞

k=0 akp
k sua expansão p-ádica. Então γ é um

número de Liouville p-ádico fraco se, e somente se, existirem sequências (sj)j≥1 e (tj)j≥1,

com sj < tj para todo j ≥ 1, tais que tj/sj → ∞ na topologia usual, quando j → ∞, e

asj 6= 0, asj+1 = · · · = atj−1 = 0 e atj 6= 0.

Demonstração: Seja γ um número de Liouville p-ádico fraco e k ∈ N. Devemos mostrar

que existem s e t tais que, t/s > k, com as 6= 0, as+1 = · · · = at−1 = 0 e at 6= 0. Como γ é

um número de Liouville p-ádico fraco, existe um nk tal que, 0 < |nk−γ|p < n−kk , ou seja, os

coeficientes de ı́ndice menor que k logp nk de nk e γ são iguais. Porém, nk tem no máximo

logp nk coeficientes não nulos na sua expansão p-ádica, ou seja as+1 = · · · = at−1 = 0,

onde s = blogp nkc e t = dk logp nke.

Por outro lado, seja γ ∈ Zp com γ =
∑∞

k=0 lkp
k. Suponha que existem sequências

(sj)j≥1 e (tj)j≥1, com sj < tj para todo j ≥ 1, tais que tj/sj → ∞, quando j → ∞, e

asj 6= 0, asj+1 = · · · = atj−1 = 0 e atj 6= 0. Então,∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

lkp
k −

sj∑
k=0

lkp
k

∣∣∣∣∣
p

= p−tj = (psj+1)
−tj
sj+1 <

(
sj∑
k=0

lkp
k

) −tj
sj+1

,

como
tj

sj+1
→∞, temos que γ é um número de Liouville p-ádico fraco.

Da proposição acima temos que, como dito anteriormente lp =
∑∞

n=1 p
n! é um número

de Liouville p-ádico fraco, com efeito limn→∞(n+ 1)!/n! =∞.
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Faremos agora uma breve introdução ao estudo de séries de potências sobre Cp (para

maiores detalhes recomendamos ler [27]). Considere a0, a1, . . . ∈ Cp, como já foi dito

anteriormente, a série
∑
anx

n converge para |x|p < R, e diverge para |x|p > R (podendo

convergir ou divergir para |x|p = R), onde R é o raio de convergência, dado por R =

1/(lim supn→∞ |an|
1/n
p ).

Conceitos como limite e derivada são analogamente definidos sobre os p-ádicos. Em

particular, se f(x) =
∑
anx

n, então a derivada de f(x) coincide com a derivada formal∑
nanx

n−1 para todo |x|p < R. Vale citar que para as funções não anaĺıticas p-ádicas

coisas bem diferentes podem acontecer, por exemplo a função f : Zp → Zp que leva

a =
∑
anp

n em
∑
anp

2n é uma função cont́ınua, derivável, injetiva e com derivada iden-

ticamente nula (não valendo então, por exemplo, o Teorema do Valor Médio).

No contexto das funções anaĺıticas, as funções p-ádicas são mais parecidas com as reais,

essas tem derivada coincidindo com a derivada formal de uma série de potência, satisfazem

a desigualdade de Lipschitz, são C∞, além de satisfazerem o Prinćıpio de Identidade para

funções anaĺıticas (ou seja, se uma função anaĺıtica p-ádica é nula em um conjunto com

ponto de acumulação, então ela é identicamente nula), para mais detalhes ver [27].

Agora apresentaremos uma propriedade muito particular das funções p-ádicas. Seja

n > 0 um número inteiro, considere a função
( ·
n

)
: Zp → Zp que leva x em

(
x
n

)
, onde(

x

n

)
=
x(x− 1) · · · (x− (n− 1))

n!
,

é posśıvel mostrar que
( ·
0

)
,
( ·
1

)
, . . ., formam uma base ortonormal, chamada base de Mahler,

para as funções cont́ınuas sobre Zp [27, Chaper 3]. Em outras palavras, temos que:

(I) Se f : Zp → Cp é uma função cont́ınua. Então existem e são únicos os coeficientes

a0, a1, . . . ∈ Cp, chamados coeficientes de Mahler, tais que

f(x) =
∞∑
n=0

an

(
x

n

)
,

com a série convergindo uniformemente e ||f ||∞ = maxn≥0{|an|p}, essa série é chamada

de expansão de Mahler de f(x).

(II) Se a0, a1, . . . ∈ Cp é uma sequência tendendo a 0, então x 7→
∑∞

n=0 an
(
x
n

)
define

uma função cont́ınua f : Zp → Cp.
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Além disso, temos que os coeficientes a0, a1, . . . ∈ Cp na expansão de Mahler de f(x)

podem ser recuperados pela fórmula de inversão de Mahler :

an =
n∑
j=0

(−1)n−j
(
n

j

)
f(j) (n = 0, 1, 2, . . .), (4.1)

Note que as funções
( ·
0

)
,
( ·
1

)
, . . . , são polinômios, logo podem ser estendidas a Cp.

Observamos também que, assim como no Caṕıtulo 2 dessa tese, essas funções tem propri-

edades aritméticas que serão úteis no estudo do comportamento aritmético das funções

p-ádicas. Como estamos especialmente interessados em funções inteiras, precisamos rela-

cionar a base de Mahler com essas funções, essa relação é dada pela seguinte proposição

(ver [27]):

Proposição 4.8. Sejam a0, a1, . . . ∈ Cp. Então temos as seguintes equivalências:

a) f(x) =
∑∞

n=0 an
(
x
n

)
converge para todo x ∈ Qp;

b) x 7→
∑∞

n=0 an
(
x
n

)
é anaĺıtica sobre Cp;

c) Para todo r > 0, limn→∞ |an|prn = 0.

4.2 Funções Anaĺıticas e Números de Liouville p-ádico

Nessa seção apresentaremos alguns resultados sobre funções anaĺıticas avaliadas em

números de Liouville p-ádicos. Nosso objetivo é estudar as questões amplamente estudadas

sobre os números de Liouville, agora no contexto dos p-ádicos. A primeira questão que

estudaremos é o caso análogo do Teorema de Maillet para números de Liouville p-ádicos.

É bem conhecido que se λ é um número de Liouville p-ádico e n,m são números

inteiros com n > 0, então nλ+m também é um número de Liouville p-ádico [27]. Maillet

provou que funções racionais não constantes com coeficientes racionais levam números de

Liouville em números de Liouville, como números de Liouville p-ádicos são aproximados

por inteiros positivos, podemos esperar que o mesmo vale para polinômios não constantes

com coeficientes inteiros e coeficiente ĺıder positivo. De fato, temos que:
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Teorema 4.9. Seja f(x) um polinômio com coeficientes inteiros e coeficiente ĺıder posi-

tivo. Se γ é um número de Liouville p-ádico fraco, então f(γ) também é um número de

Liouville p-ádico fraco.

Demonstração: Seja γ um número de Liouville p-ádico fraco, por definição existe uma

sequência (nk)k≥1 tal que 0 < |nk − γ|p < n−kk . Como f(x) é um polinômio, temos que

f(x) satisfaz a condição de Lipschitz, ou seja

|f(nk)− f(γ)|p ≤ c|nk − γ|p,

para algum c > 0. Por hipótese, f(x) é um polinômio com coeficientes inteiros e coeficiente

ĺıder positivo, logo f(nk) é inteiro positivo para k suficientemente grande. Além disso

0 < f(nk) < nd+1
k ,

para k suficientemente grande, onde d é o grau de f(x).

Consequentemente, temos que

|f(nk)− f(γ)|p ≤ cn−kk < (nd+1
k )

−k+1
d+1 < f(nk)

− k−1
d+1 ,

logo, resta mostrar que |f(nk) − f(γ)|p > 0, para infinitos k’s. Porém, suponha que

|f(nk) − f(γ)|p = 0 para infinitos k’s, ou seja, f(nk) = f(γ) para infinitos k’s, como

nk → γ, temos que f(x) é constante em um conjunto com ponto de acumulação, logo

f(x) ≡ f(γ), absurdo. Logo f(γ) é um número de Liouville p-ádico.

Observação 4.10. Provamos o resultado para números de Liouville p-ádicos fracos.

Porém, o mesmo resultado não é verdadeiro para números de Liouville p-ádicos, ou seja,

existe um polinômio p(x), de grau maior que 1, e um número de Liouville p-ádico λ, tal

que p(λ) não é um número de Liouville p-ádico.

De fato, considere o polinômio p(x) = x2. Para construir nosso número de Liouville

p-ádico, p ı́mpar, considere a sequência definida por

t0 = 1, t1 = p, t2 = 2pp, . . . , tn = nptn−1 , . . . n ≥ 1.

Seja λ =
∑∞

k=0 p
tk , então pela Proposição 4.5 temos que λ é um número de Liouville

p-ádico, com efeito, tk+1/(p
tk) = (k + 1)→∞, quando k →∞. Vamos mostrar que f(λ)
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não é um número de Liouville p-ádico. Para isso, considere a expansão p-adica de f(γ),

dada por f(γ) =
∑∞

n=0 cnp
n, com cn =

∑n
j=0 εjεn−j, onde εj = 1, se j = tk para algum k,

e εj = 0 caso contrário.

Vamos mostrar que c2tk = c2tk+1
= 1 e ctk+tk+1

= 2, para k suficientemente grande. De

fato, temos que

c2tk =

2tk∑
j=0

εjε2tk−j,

onde as parcelas dessa soma são diferentes de 0 se, e somente se, j = tl e 2tk − tl = ts,

com l e s menores que k (uma vez que, para k suficientemente grande 2tk é menor que

tk+1). Porém, para l < k, temos que 2tk − tl > tk, logo 2tk − tl 6= ts. Consequentemente,

c2tk = 1 para todo k suficientemente grande. Para ctk+tk+1
= 2 a demonstração é análoga.

Como, para qualquer bloco de 0 as 6= 0, as+1 = · · · = at−1 = 0 e at 6= 0, temos que

t

ps
≤ max

{
2tk+1

ptk+tk+1
,
tk + tk+1

p2tk

}
≤ 1,

para k suficientemente grande. Logo f(λ) não é um número de Liouville p-ádico, mas é

um número de Liouville p-ádico fraco, pelo que vimos no Teorema 4.9.

Observação 4.11. Se ω ∈ 1 + pZ é um número inteiro positivo e λ é um número de

Liouville p-ádico, então ωλ é um número de Liouville p-ádico fraco, onde

ωλ =
∞∑
n=0

(ω − 1)n
(
λ

n

)
.

Note que, na demonstração do Teorema 4.9 usamos fortemente o fato que f(x) leva

inteiros positivos em inteiros positivos limitados por uma ordem polinomial. Logo, caso

exista uma função p-ádica inteira transcendente f(x), tal que f(N) ⊆ N e f(n) ≤ nd

para algum d > 0 fixado, f(x) levaria números de Liouville p-ádicos fracos em números

de Liouville p-ádicos fracos. Porém, o próximo resultado nos diz que tais funções não

existem, mais precisamente temos que :

Teorema 4.12. Seja f(x) uma função inteira tal que f(N) ⊆ N e f(n) ≤ nd, para algum

d > 0 fixado, então f(x) é um polinômio.

Demonstração: Como f(N) ⊆ N, temos que os coeficientes de Mahler de f(x) são

números inteiros. Além disso, como f(x) é uma função inteira, pela Proposição 4.8 temos
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que para qualquer r > 0

lim
n→∞

|an|prn = 0,

ou, equivalentemente, vp(an) − kn → +∞ para todo k > 0. Sendo assim, dado k > 0

temos que pkn | an para todo n suficientemente grande, em outras palavras, ou an = 0 ou

|an|∞ > pkn, onde | · |∞ é o valor absoluto real (faz sentido falar de valor absoluto real

para os coeficientes de Mahler de f(x), pois eles são números inteiros).

Por outro lado, temos que 0 ≤ f(n) ≤ nd para todo n ≥ 0 e algum d > 0 fixado, por

hipótese. Usando a fórmula de inversão de Mahler, obtemos que

|an|∞ =

∣∣∣∣∣
n∑
j=0

(−1)n−j
(
n

j

)
f(i)

∣∣∣∣∣
∞

≤
n∑
j=0

(
n

j

)
f(i)

≤ nd2n,

onde usamos que f(i) ≤ nd, para 0 ≤ i ≤ n, e
∑n

j=0

(
n
j

)
= 2n.

Suponha que an 6= 0 para infinitos n’s, então vimos que |an|∞ > pkn, combinando as

duas desigualdades temos que pkn ≤ nd2n, logo k < log 2. Porém f(x) é anaĺıtica, por

hipótese, ou seja, k não pode ser limitado, então an = 0, para todo n suficientemente

grande e f(x) é uma combinação finita de polinômios, e portanto um polinômio.

4.3 O problema de Mahler para Liouville p-ádicos

Nessa seção estudaremos o análogo do problema proposto por Mahler para números de

Liouville, ou seja, se existe funções inteiras transcendentes p-ádicas que mapeiam números

de Liouville p-ádicos em números de Liouville p-ádicos. Infelizmente, uma resposta final

para essa pergunta, assim como no caso real, continua aberta. Contudo, iremos cons-

truir uma classe de números de Liouville p-ádicos, para a qual existem funções inteiras

transcendentes p-ádicas que mapeiam essa classe dentro dela mesma, ou no conjunto dos

números naturais.

Antes de mais nada, precisamos de um critério de transcendência para funções inteiras

p-ádicas. No caso das funções reais, sabemos que é necessário e suficiente que a função
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não seja polinomial, veremos que o mesmo vale para as funções inteiras p-ádicas. Para

provar isso precisamos de dois resultados, que são bem conhecidos para funções anaĺıticas

sobre C, o primeiro é o prinćıpio do máximo [27]:

Teorema 4.13 (Prinćıpio do Máximo Ultramétrico). Sejam K um espaço não localmente

compacto, r ∈ |K∗|, e f é uma função função anaĺıtica sobre B0(r) dada pela série de

potências f(x) =
∑∞

n=0 anx
n, (x ∈ B0(r)).

(1) Se o grupo de valores de K é denso, então

sup{|f(x)|p : |x|p ≤ r} = sup{|f(x)|p : |x|p < r} = max{|an|prn : n ≥ 0} <∞;

(2) Se o corpo das classes residuais de K é infinito então

sup{|f(x)|p : |x|p ≤ r} = sup{|f(x)|p : |x|p = r} = max{|an|prn : n ≥ 0} <∞.

Como Cp é não localmente compacto, o grupo de valores de Cp é {pr : r ∈ Q}, e

o corpo das classes residuais é o fecho algébrico do corpo contendo p elementos (que é

infinito), então para Cp valem (1) e (2). O próximo teorema também é bem conhecido

para funções anaĺıtica sobre C [27]:

Teorema 4.14 (Teorema de Liouville Ultramétrico). Seja K um espaço métrico não

localmente compacto. Então toda função anaĺıtica f : K → K limitada é constante.

Vamos então provar que uma função inteira p-ádica é algébrica se, e somente se, é um

polinômio, para provar isso nosso primeiro lema é:

Lema 4.15. Se p(x) ∈ Cp[x] é um polinômio não nulo, então existe M > 0 e R1 > 0,

tais que |p(x)|p > M , para todo x com |x|p ≥ R1.

Demonstração: Para o caso em que p é constante não nulo, digamos constante igual

a c podemos, por exemplo, tomar M = |c|p/2 e R1 = 1. Agora suponha que p é não

constante, logo lim|x|p→∞ |p(x)|p =∞. De fato, se p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n temos que

|p(x)|p = max{|akxk|p : 0 ≤ k ≤ n} = |an|p|x|np , para todo |x|p suficientemente grande, e

o lema segue.
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Lema 4.16. Se f é inteira algébrica, então existem números reais c > 0 e R2 > 0, tais

que ‖f‖R := sup|x|p≤R |f(x)|p ≤ Rc, para todo R ≥ R2.

Demonstração: Por hipótese sobre f , existe um polinômio não nulo p(x, y) ∈ Cp[x, y],

tal que p(x, f(x)) = 0 para todo x ∈ Cp. Colocando em evidência as potências de f(x)

que são iguais, podemos reescrever a igualdade acima como

a0(x) + a1(x)f(x) + · · ·+ ad(x)f(x)d = 0, (4.2)

onde a0(x), . . . , ad(x) ∈ Cp[x] e ad(x) é não nulo (nesse caso a função é dita algébrica de

grau d). Pelo Lema 4.15, existem M e R1 positivos, tais que |ad(x)|p > M para todo x

com |x|p > R1. Sem perda de generalidade, podemos supor que f é não constante, pois

caso contrário, o resultado é óbvio. Dáı, pelo Teorema de Liouville Ultramétrico temos

que ‖f‖R ≥ 1 para R ≥ R0, ou seja, f não contante implica f não limitada. Daqui em

diante, tomaremos R > max{R0, R1}, tal que R = pr com r racional.

Pelo prinćıpio do Máximo, ‖f‖R = max{|an|pRn : n ≥ 0}, seja x ∈ Cp tal que |x|p = R.

Substituindo x em (4.2) obtemos

f(x)(a1(x) + · · ·+ ad(x)f(x)d−1) = a0(x),

como ‖f‖R ≥ 1, obtemos que

|a1(x) + · · ·+ ad(x)f(x)d−1|p ≤ |a0(x)|p,

da desigualdade |a+ b|p ≥ |a|p − |b|p, podemos escrever

|a2(x)f(x) + · · ·+ ad(x)f(x)d−1|p ≤ |a0(x)|p + |a1(x)|p,

repetindo esse processo, temos

|ad(x)f(x)|p ≤ |a0(x)|p + |a1(x)|p + · · ·+ |ad−1(x)|,

usando que |ad(x)|p > M , obtemos

|f(x)|p ≤
1

M
(|a0(x)|p + |a1(x)|p + · · ·+ |ad−1(x)|) ≤ CRs ≤ Rs+1,

para R suficientemente grande, onde C > 0 é constante e s = max{∂(a0), . . . , ∂(ad−1)},

onde ∂(ai) é o grau do polinômio ai. Tomando c = s+ 1 o resultado segue.

Agora vamos ao resultado:
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Teorema 4.17. Uma função inteira p-ádica é algébrica se, e somente se, é um polinômio.

Demonstração: Suponha que f(x) ∈ Cp[x]. Defina p(x, y) = f(x)−y, então p(x, f(x)) =

0, para todo x ∈ Cp, logo f(x) é algébrica. Agora vamos supor que f(x) =
∑

n≥0 anx
n

seja inteira e algébrica, então pelo Lema 4.16, existem R2 > 0 e c > 0, tal que ‖f‖R ≤ Rc,

para todo R > R2. Por outro lado, pelo Prinćıpio do Máximo, temos que ‖f‖R =

max{|an|pRn : n ≥ 0}, comparando as duas temos que an = 0 para todo n > c, logo f(x)

é um polinômio.

Vimos no começo desse caṕıtulo que os números de Liouville p-ádicos (fracos ou não)

são caracterizados por grandes blocos de zeros na sua expansão p-ádica, vamos então

definir uma função que conta o número de zeros na expansão p-ádica de um inteiro p-

ádico. Para isso, considere α um número inteiro p-ádico com expansão p-ádica dada por

α =
∑∞

k=0 akp
k, defina δk : Zp → {0, 1}, tal que, δk(α) = 0, se ak = 0 e δk(α) = 1, se

ak 6= 0. Por fim, considere a função θα : N ∪ {0} → N ∪ {0} dada por

θα(n) =
n∑
k=0

δk(α).

O próximo resultado relaciona a função θα com os números de Liouville p-ádicos fracos:

Proposição 4.18. Sejam α ∈ Zp/{0} e
∑∞

k=0 akp
k sua expansão p-ádica, se

θα(n) = o(log n),

então α é um número de Liouville p-ádico fraco ou α é um número inteiro não negativo.

Demostração: Suponha que α não é um número natural, logo sua expansão p-ádica é

infinita. Seja ank a sequência dos coeficientes não nulos na expansão p-ádica de α, pela

proposição 4.7 é suficiente mostrar que

lim sup
k→∞

nk
nk−1

=∞.

Suponha, por absurdo, que nk
nk−1

< M , para todo k ≥ 0, com M > 0 constante,

além disso podemos tomar M > n0, pois α 6= 0. Então nk < Mnk−1, para todo k ≥ 0,

reiterando a desigualdade, temos que nk < Mk+1. Tomando o logaritmo, temos que
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k + 1 > log nk/ logM , para todo k ≥ 0, porém, temos que k + 1 = θα(nk), contradição

com o fato de θα(n) = o(log n), logo α é um número de Liouville p-ádico fraco.

Nosso objetivo é usar a função θα(n) para construir uma função p-ádica inteira trans-

cendente e um subconjunto L dos números de Liouville p-ádicos fracos, tais que f(L) ⊆ L.

Para isso considere a função

log[k](x) = log log · · · log(x)︸ ︷︷ ︸
k vezes

,

e o subconjunto L dos números de Liouville p-ádicos fracos, tal que para todo k > 0

inteiro e todo λ ∈ L, temos que

θλ(n) = o(log[k](n)).

Teorema 4.19. Existe uma função p-ádica inteira transcendente, tal que f(L) ⊆ L ∪ N.

prova do teorema 4.19

Para provar o Teorema 4.19 usaremos um lema técnico, que nos permite limitar

θf(α)(n) em função de θα(n) para uma função inteira f(x) =
∑∞

k=0 ckx
k ∈ Zp[[x]] e α ∈ Zp.

Lema 4.20. Sejam f(x) =
∑∞

k=0 ckx
k ∈ Zp[[x]] uma função inteira e α ∈ Zp. Então

θf(α)(n) ≤ θc0(n) + θc1(n)(p− 1)θα(n) + · · ·+ θcνf (n)(n)[(p− 1)θα(n)]νf (n),

com νf (n) = min{ν ∈ N : ∀k > ν, vp(ck) > n}.

Demonstração: Inicialmente, considere α =
∑∞

k=0 akp
k e β =

∑∞
k=0 bkp

k inteiros p-

ádicos, temos que

θα+β(n) ≤ θα(n) + θβ(n). (4.3)

De fato, (4.3) é verdadeiro, se n = 0. Suponha que (4.3) vale para n ≥ 0 e note que

θα+β(n+ 1) = θα+β(n) + δn+1(α + β),

Dessa forma, se δn+1(α + β) = 0, então (4.3) vale, dado que

θα+β(n+ 1) = θα+β(n) ≤ θα(n) + θβ(n) ≤ θα(n+ 1) + θβ(n+ 1).
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Então, nós podemos supor que δn+1(α + β) = 1. Além disso, se δn+1(α) = 1 ou

δn+1(β) = 1, então (4.3) vale, pois

θα+β(n+ 1) = θα+β(n) + 1

≤ θα+β(n) + δn+1(α) + δn+1(β)

≤ θα(n+ 1) + θβ(n+ 1).

Consequentemente, é suficiente supor que δn+1(α + β) = 1 e δn+1(α) = δn+1(β) = 0.

Nesse caso, nós temos a soma

n∑
k=0

akp
k +

n∑
k=0

bkp
k =

n+1∑
k=0

ckp
k,

com cn+1 6= 0. Dáı, é fácil ver que existem blocos an−lp
n−l+· · ·+anpn e bn−lp

n−l+· · ·+bnpn

de tamanho (l + 1) com pelo menos (l + 2) coeficientes não nulos, tais que para todo

n − l ≤ k ≤ n, temos ak 6= 0 ou bk 6= 0, ou seja, θα+β(n) < θα(n) + θβ(n). Em outras

palavras,

θα+β(n+ 1) = θα+β(n) + 1 ≤ θα(n) + θβ(n) = θα(n+ 1) + θβ(n+ 1).

Uma consequência direta de (4.3) é que se c é um inteiro positivo, então

θcα(n) ≤ cθα(n), (4.4)

para todo n ∈ Z. Além disso, se k é um inteiro positivo, nós temos que

θpkα(n)

 ≤ min{θα(n), n− k}, se k ≤ n,

= 0, se k > n.
(4.5)

Agora usamos (4.3), (4.4) e (4.5) para mostrar que

θαβ(n) ≤ (p− 1)θα(n)θβ(n). (4.6)

Com efeito, βα =
∑∞

k=0 bkp
kα, então aplicando (4.5) obtemos

θαβ = θ∑n
k=0 bkp

kα(n),

e aplicando (4.3)

θαβ(n) ≤
n∑
k=0

θbkpkα(n).
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Observe que 0 ≤ bk ≤ p − 1, então nós podemos reaplicar (4.5) e aplicar (3.2), como

segue

θαβ(n) ≤
n∑
k=0

θbkα(n)

≤ (p− 1)
∑

bk 6=0, 0≤k≤n

θα(n)

≤ (p− 1)θβ(n)θα(n).

Usando (4.6)

θαk(n) ≤ (p− 1)k−1θα(n)k, ∀k ≥ 1 ∈ Z. (4.7)

Agora, seja p(x) = c0+c1x+· · ·+ckxk um polinômio com coeficientes em Zp, aplicando

(4.3), (4.4), (4.5), (4.6) e (4.7) temos

θp(α)(n) ≤ θc0(n) + θc1(n)(p− 1)θα(n) + · · ·+ θck [(p− 1)θα(n)]k. (4.8)

Finalmente, se f é uma função p-ádica inteira, então vp(cn)/n → ∞, em particular,

dado um inteiro positivo n existe νf (n) tal que para todo ν > νf (n) ∈ Z, temos vp(cν) > n.

Consequentemente, aplicando (4.5) e (4.8)

θf(α)(n) ≤ θc0(n) + θc1(n)(p− 1)θα(n) + · · ·+ θcν(n)(n)[(p− 1)θα(n)]ν(n),

com νf (n) = min{ν ∈ N : ∀k > ν, vp(ck) > n}.

Demonstração do teorema 4.19

Considere a função f(x) =
∑∞

n=1 p
tnxn, onde

t0 = 1, t1 = p, t2 = 2pp, . . . , tn = nptn−1 , . . . , n ≥ 1,

note que f(x) é uma função inteira transcendente, com efeito o raio de convergência R de

f(x) dado por R = p
tn
n =∞, logo f(x) é inteira, e pelo Teorema 4.17 transcendente.

Observe que νf (n) = o(log[k](n)) para todo k > 0 inteiro. Com efeito, υp(p
tk) = tk e

log[k](tn)→∞ quando n→∞, para todo k > 0 inteiro. Pelo Lema 4.20, temos que para

todo λ ∈ L

θf(λ)(n) ≤ θpt0 (n) + θpt1 (n)(p− 1)θλ(n) + · · ·+ θ
p
νf (n)(n)[(p− 1)θλ(n)]νf (n),
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como 0 ≤ θpk(n) ≤ 1, temos que

θf(λ)(n) = O([(p− 1)θλ(n)]νf (n)),

usando que θλ(n) = o(log[k](n)) e νf (n) = o(log[k](n)), para todo k > 0 inteiro, temos

que θf(λ)(n) = o(log[k](n)) para todo k > 0 inteiro. De fato, dado k > 0 inteiro, temos

que θλ(n) = o(log[k + 2](n)) e νf (n) = o(log[k + 2](n)), como

log[k](n) = ee
log[k+2](n)

,

temos que
(
(log[k + 2](n))(log[k+2](n))

)
= o(log[k](n)), logo θf(λ)(n) = o(log[k](n)), conse-

quentemente, ou f(λ) ∈ L, ou f(λ) ∈ N.

Conclúımos esse caṕıtulo, e também esse trabalho de tese, observando que o estudo de

problemas análogos aos estudados sobre transcendência e, em especial, sobre números de

Liouville, no conjunto dos números p-ádicos, se mostrou promissor para futuras pesquisas.

Lembrando que o próprio Mahler estudou muitas questões relacionadas a transcendência

de números p-ádicos. O problema sobre a existência funções inteiras transcendentes p-

ádicas levando números de Liouville p-ádicos em números de Liouville p-ádicos continua

em aberto, apesar de nossos esforços, assim como no caso real. Porém, aprendemos que

as propriedades dos números p-ádicos nos permite atacar o problema de formas diferentes

das usadas no caso real, e inclusive nos traz ideias novas para o problema original.
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