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Resumo

Nesse trabalho de tese, estudamos uma série de problemas relacionados a nimeros
de Liouville e funcoes analiticas transcendentes. FEsses dois temas sao recorrentes na
teoria dos numeros transcendentes, pois por um lado os nimeros de Liouville represen-
tam os primeiros exemplos de niimeros transcendentes, e por outro as fungoes analiticas
transcendentes foram fundamentais para demonstrar importantes resultados sobre trans-
cendéncias, como as de e e w. Esse trabalho se divide em quatro partes principais: na
primeira, estudamos o problema de encontrar uma funcao inteira transcendente f que
leva o conjunto dos niimeros de Liouville . nele mesmo; na segunda, motivados pelo pro-
blema anterior, estudamos fungoes inteiras transcendentes mapeando Q nele mesmo; na
terceira, um problema que relaciona nimeros de Liouville e fragoes continuas; e na ultima,
estudamos nimeros de Liouville p-adicos e funcgoes analiticas p-adicas.

Palavras-chave: numeros de Liouville, funcoes analiticas transcendentes, fracoes

continuas, ntumeros de Liouville p-adicos, problema de Mahler.



Abstract

In this PhD thesis we study a series of problems related to Liouville numbers and
transcendental analytic functions, these two themes are recurrent in transcendental num-
ber theory. For instance, Liouville numbers represent the first examples of transcendental
numbers, and transcendental analytic functions were used to prove important results on
transcendences, such as e and 7. This work is divided into four parts. In the first one,
we study the problem of finding a transcendental entire function which maps the set of
Liouville numbers L into itself; in the second one, motivated by the previous problem,
we study entire functions mapping Q into itself, in the third one, we study a problem
that relates Liouville numbers and continued fractions, and in the latter we study p-adic
Liouville numbers and p-adic analytic functions.

Key words: Liouville numbers, transcendental analytic functions, continued fracti-

ons, p-adic Liouville numbers, Mahler’s problem.
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Introducao

No século XVIII, Euler definiu um nimero transcendente como sendo um nimero que
nao ¢é raiz de nenhum polindomio nao nulo com coeficientes racionais, ele chamou esses
numeros de transcendentes, pois segundo ele: esses numeros “transcendem” as operagoes
algébricas. Porém, apesar de acreditar na existéncia desses ntimeros, Euler nunca deu um
exemplo. Acreditava-se que 7w e também e, a base do logaritmo neperiano, eram nimeros
transcendentes, contudo nao existia ainda uma prova.

Foi apenas em 1844, que Liouville apresentou os primeiros exemplos de niimeros trans-
cendentes, esses numeros ficaram conhecidos como nimeros de Liouville. O ntmero
=20 10~ é um exemplo de nimero de Liouville, chamado constante de Liouville.
Ainda no século XIX, Cantor introduziu o conceito de conjuntos enumeraveis e nao-
enumeraveis. Com esses conceitos, Cantor mostrou que o conjunto dos niimeros algébricos
é enumeravel, e que o conjunto dos ntimeros reais é nao-enumeravel, concluindo nao s6
que existiam numeros transcendentes, como que esses eram a maioria dos niimeros reais.
Contudo, os tnicos exemplos continuavam sendo os numeros de Liouville, que como ve-
remos, formam um conjunto de medida nula. Isso era muito intrigante, pois quase todo
nimero real é transcendente, e mesmo assim era dificil encontrar exemplos simples.

Diferente dos ntiimeros transcendentes em geral, que sao caracterizados por uma pro-
priedade que nao tém (ser raiz de um polindomio com coeficientes racionais), os nimeros
de Liouville sao caracterizados por uma propriedade que eles tém, a saber, ser “muito
bem aproximado” por numeros racionais, como veremos a frente. Essa diferenca tornou

os numeros de Liouville objetos de varios estudos. Afinal, agora uma forma de garantir
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transcendéncia de um ntimero era provar que ele era de Liouville. Infelizmente os niimeros
e e ™ nao sao numeros de Liouville, e tiveram que esperar um pouco mais para que suas
transcendéncias fossem verificadas.

Foi em 1882, que Lindemann provou que para todo z algébrico diferente de 0, temos
que e* é um numero transcendente, em particular, e é transcendente. Além disso, usando a
identidade de Euler (e™ = —1), Lindemann também concluiu que 7 é transcendente, uma
vez que i = /—1 é algébrico. Na demonstracao de Lindemann é extremamente importante
o fato de e* ser uma fungao analitica (e* = Y, 2*/k!), e além disso, que os coeficientes
1/k! da sua série de Taylor possuam propriedades aritméticas interessantes (para mais
detalhes ler [17]). A funcado e* é um exemplo do que chamamos de fungoes transcendentes,
basicamente uma funcao f é transcendente se nao existe um polindmio em duas variaveis
com coeficientes complexos P(z,y) € C[z,y| ndo nulo, tal que P(z, f(z)) = 0 para todo
z no dominio de f.

Os trabalhos de Lindemann introduziram uma nova forma de provar transcendéncia:
estudar a imagem por funcoes transcendentes de subconjuntos S C C. Esse estudo fi-
cou conhecido como comportamento aritmético de fungoes transcendentes. Mahler dedi-
cou muitos de seus trabalhos ao estudo dos ntumeros de Liouville e ao comportamento
aritmético de fungoes transcendentes. Um dos problemas propostos por ele, deixa claro
esse duplo interesse, em [13] Mahler questionou se existe uma fung¢do inteira transcendente
que mapeia o conjunto dos numeros de Liouville nele mesmo.

Esse questao foi atacada por muitos matematicos, e nessa tese apresentamos um re-
sultado na direcao desse problema, provando que para um subconjunto dos nimeros de
Liouville, com um tipo especial de expansao em fracao continua, a resposta da questao
de Mahler é afirmativa [10]. Essa classe especial de nimeros de Liouville, chamada de
niumeros fortes de Liouville, foi definida por Erdos e estudada por outros matematicos,
como por exemplo Petruska [25] que provou que a soma e o produto desses niimeros sao
ainda numeros de Liouville.

Em um trabalho sobre a questao de Mahler para nuimeros de Liouville, Marques e
Moreira [18] provaram que se existir uma fungao inteira transcendente f tal que f(Q) C Q

e den(f(p/q)) = O(¢”) para todo niumero racional irredutivel p/q, com ¢ suficientemente
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grande e v > 0 fixado, entdo a resposta da questao de Mahler é afirmativa (aqui se a/b é
um numero racional tal que mdc(a,b) = 1, entdo den(a/b) = b). A ideia de construir tal
fungao retoma os trabalhos de Maillet, onde ele prova que se R(x) é uma fungao racional
nao constante com coeficientes racionais, entao para todo nimero de Liouville &, R(&)
também ¢ um nimero de Liouville.

A dificuldade de construir as fungoes propostas por Marques e Moreira nos levou a
questionar a existéncia dessas funcoes. De fato, em um trabalho conjunto, Marques,
Ramirez e Silva [20] mostraram que se colocarmos as condigoes dos coeficientes de f
serem racionais e den(f(p/q)) = o(q), entdo essa fun¢do nao existe. Nesse trabalho
introduzimos a teoria de expansoes polinomiais de fungoes inteiras para o estudo desse
problema, com isso conseguimos mostrar que nao existe funcao inteira transcendente f
tal que f(Q) C Q com den(f(p/q)) = O(q). Além disso, as ideias desenvolvidas usando
expansoes polinomiais de funcoes inteiras se mostraram promissoras para o estudo do
comportamento aritmético de fungoes transcendentes.

As relagoes entre numeros de Liouville e fragoes continuas nao sé inspiraram a definicao
de numeros fortes de Liouville, como também uma série de trabalhos. Em um desses
trabalhos Erdos e Mahler [5] provaram que se um nimero real £ possui infinitas triplas
de convergentes A,,_1/By,_1,An/Bn, Ani1/Bny1 com o maior fator primo de B,,_1 B, B, 11
limitado por M > 0 (fixo para todas as triplas), entdo £ é um nimero de Liouville. Nesse
mesmo trabalho, eles conjecturam que se o mesmo acontece para infinitos A, B,,, entao
esse numero também ¢ um nimero de Liouville. Nessa tese provamos que se (ng)r>o ¢
a sequeéncia dos indices dos convergentes de ¢ tal que A, B, tem o maior fator primo
limitado, para todo j, e nj;1 —n; = o(log B,,), entao a conjectura é verdadeira [9].

No dltimo capitulo dessa tese apresentamos alguns resultados sobre nimeros de Li-
ouville p-adicos e funcgoes p-adicas. O objetivo é estudar questoes analogas as ja bem
estudadas sobre niimeros de Liouville, agora no caso dos p-adicos. Em particular, mostra-
mos um resultado anadlogo ao teorema de Maillet para polinomios p-ddicos. Mostramos
também que se uma funcao inteira transcendente p-adica leva N em N e f(n) = O(n")
para algum v > 0 e para todo n natural, entao f é um polindmio, logo uma construcao

analoga a que foi proposta por Marques e Moreira nao é possivel para p-ddicos (lembrando
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que nos p-adicos os naturais sao densos, e os nimeros de Liouville p-adicos sao aproxi-
mados por nimeros naturais). Por fim, construimos um subconjunto £ dos nimeros de
Liouville p-adicos e uma funcao f tal que f(£) C LUN.

Dessa forma, essa tese trata, em suma, de problemas relacionados com ntmeros de
Liouville e fungoes transcendentes. Esses problemas ja foram amplamente estudados e
cada um deles apresenta suas dificuldades especificas. Varias ferramentas foram usadas
no decorrer dessa tese, como por exemplo, formas lineares em logaritmos, expansao po-
linomial de fungoes inteiras, e base de Mahler para func¢oes continuas p-adicas. Porém,
muitas perguntas continuam abertas e ainda ha muito a ser feito, no decorrer dessa tese

tentaremos tornar claro as ideias e dificuldades encontradas em cada problema.



Capitulo

Funcoes Transcendentes e Numeros de

Liouville

Na primeira secao desse capitulo apresentaremos algumas definicoes e resultados preli-
minares que serao importantes para o teorema que trataremos na segunda secao, e também
para os resultados apresentados nos demais capitulos. Essas preliminares sao divididas em
trés subsegoes: funcoes transcendentes, niumeros de Liouville e fracoes continuas. Esses
assuntos serao recorrentes no decorrer desse trabalho, principalmente os dois primeiros. O
teorema que apresentaremos na segunda sec¢ao foi provado juntamente com Marques [10]
e trata sobre fungoes transcendentes mapeando um subconjunto dos nimeros de Liouville

no conjunto dos ntimeros de Liouville.

1.1 Preliminares

Funcoes transcendentes

A definicao de nimero transcendente é do século XVIII, devida a Euler. Ao defini-los,
Euler disse que era um nimero que “transcendia” o poder das operacoes algébricas. Mais
precisamente, se um numero nao é raiz de nenhum polinémio nao nulo com coeficientes
em um corpo K, entao dizemos que ele é transcendente sobre esse corpo. Quando K = Q,

dizemos apenas que ( é transcendente, deixando subentendido que é sobre Q. Nessa
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dire¢ao, definimos o que é uma funcao transcendente.

Defini¢ao 1.1. Dada uma funcgio f : Q C C — C, se existe P € Clzx,y], ndo nulo, tal

que

P(z, f(z)) =0, Vz e,

entdo f € dita algébrica em ), caso contrario f € chamada de transcendente.

Exemplos de fungoes algébricas sao todas as funcoes racionais, ja as fungoes e*, log z,
C(s) = >_1/n® sao exemplos de fungoes transcendentes. Um critério simples, porém
muito importante, para a transcendéncia de fung¢des inteiras (uma fungao que é analitica

em todo o plano complexo) é dado pelo teorema [16]:
Teorema 1.2. Um funcao inteira € algébrica se, e somente se, € um polinomio.

Como as fungoes inteiras algébricas ficam completamente caracterizadas pelo teorema
acima, surge um maior interesse em estudar as fungoes inteiras transcendentes. De fato,
o estudo do comportamento aritmético de fungoes analiticas transcendentes tem sido re-
levante, por exemplo, em 1882, Lindemann provou que a fungao transcendente e* assume
valores transcendentes em todo algébrico nao nulo, consequentemente log z assume va-
lor transcendente em todo algébrico diferente de 0,1. Nesse resultado, Lindemann usa
fortemente a série de poténcias da funcao e*.

O estudo do comportamento aritmético de funcoes transcendentes foi tema de muitos
trabalhos de Mahler, ele provou varios resultados sobre o tema, muitos deles estao no seu
livro “Lectures on Transcendental Numbers” [12]. Mahler deixou também uma série de
problemas propostos, alguns deles em seus livros e outros em artigos, como por exemplo,
no trabalho “Some Suggestions for Further Research” [13], nessa tese trataremos alguns
desses problemas. Outro tema de interesse de Mahler eram os nimeros de Liouville, que

vamos apresentar na proxima secao.

Numeros de Liouville

Os numeros de Liouville sao historicamente importantes para a teoria transcendentes.

Como foi dito anteriormente, a definicao de ntimeros transcendentes é do século XVIII,
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porém, apenas no século XIX foi provada a existéncia de nimeros transcendentes, quando
em 1844, Liouville apresentou os primeiros exemplos.

Em resumo, Liouville apresento uma propriedade que era satisfeita por todos os
numeros algébricos, e com isso, ele construiu nimeros que nao satisfazem essa propri-

edade. Logo esses niimeros seriam necessariamente transcendentes.

Teorema 1.3 (Liouville). Seja a um nimero algébrico real de grau n > 2. Entdo existe

uma constante positiva c(a) tal que

para todo racional irredutivel p/q.

Esse resultado foi melhorado gradualmente por Thue (1909), Siegel (1921), Dyson
(1947) e finalmente por Roth (1955), garantindo-lhe a Medalha Fields ao provar que
podemos trocar n por 2 + € na desigualdade do Teorema de Liouville, para todo € > 0
(veremos a frente que esse 2 é o melhor possivel). Contudo, o Teorema de Liouville foi

suficiente para ele construir os primeiros exemplos de niimeros transcendentes.

Definicao 1.4. Um numero real & é chamado de nimero de Liouville se existe uma

sequéncia infinita de racionais (irredutiveis) (pn/qn)n>1 com ¢, > 1 tal que

1

qn

0<'§—& <
dn

O conjunto dos niumeros de Liouville € denotado por L.

E possivel mostrar que um numero de Liouville é irracional e entao pelo Teorema de
Liouville, transcendente. Um exemplo classico de nimero de Liouville, conhecido como
constante de Liouville, é o ndmero [ = >">7  10™™. Segue também da defini¢do de niimero
de Liouville que

L=NUU (-t o) )
neN ¢>2 peZ q g q q

Assim, L é um conjunto Gs-denso ou de sequnda categoria no sentido de Baire, ou
seja, topologicamente L é grande, pois seu complemento é um conjunto magro, embora

seja possivel mostrar que L tem medida de Lebesgue nula.
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Existem muitos estudos sobre o conjunto L e suas propriedades, por exemplo, Erdos
mostrou que todo ntmero real pode ser escrito como soma, e todo real nao nulo como
produto de dois nimeros de Liouville (essa propriedade pode ser vista como uma con-
sequéncia direta de L ser Gs-denso).

Uma observacao importante sobre um nimero de Liouville £, é que para n > 2 temos
que os racionais que aparecem na definicao de £ sao também convergentes de sua fragao
continua pelo Teorema de Legendre, que veremos na proxima secao. Erdos chamou de
numeros fortes de Liouville um numero de Liouville ¢ tal que para todo k, existe um
inteiro NV tal que para n > N temos que

}_&
dn

1
< 0
n

para todo convergente p,/q, da fracdo continua de £. Também foi ele quem questionou
se soma e produto de numeros fortes de Liouville sdo nimeros de Liouville. Uma res-
posta afirmativa para essa pergunta foi dada por Petruska [25]. Para entender melhor
os numeros fortes de Liouville, vamos apresentar agora um breve resumo da teoria das

fracoes continuas.

Fracoes continuas

Dado um numero real «, considere ag = «, a, = |a,], sendo | - | a funcdo parte

inteira. Se «a,, € Z, tomamos o, 11 = para todo n € N. Se para algum n, a,, = a,,

O —an ’
temos:
1
T = g = |ag; ar,az, . .., ap) :ao—i-—l,
)
ST
Qp
caso contrario, denotamos:
1
a = [ap; ay, as, .. .| =a)+ ————
a1-+
az+

Essa expressao é chamada de representacao por fracao continua de « e a sequéncia

(a;)i>0 ¢ dita sequéncia dos quocientes parciais de o. Note ainda que oo = ag = [ag; 1] =
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lag; ay, ] = -+ = [ag;aq, ..., an, Qyy1], &, é denominado, por alguns autores, como n-
ésimo quociente completo de ao. Apresentaremos agora uma série de defini¢oes e resultados

envolvendo fragoes continuas.

Definigao 1.5. Seja a um nimero real tal que o = [ap; ay, ag, . ..]. O n-ésimo convergente
da fra¢ao continua de a € o nimero racional p,/q,, com ¢, > 1 e mdc(p,, q,) = 1, dado
por

Pn
— = [ao;al,aQ, Ce ,an].

dn
Proposicao 1.6. Seja (pn/qn)n>0 a sequéncia dos convergentes da fracao continua de

a = [ap;ay, as,...]. Entdao as sequéncias (py,) e (qn) satisfazem as recorréncias:

Pni2 = Qni2Pn+1 + Dn; ni2 = Gpi2Gni1 1 Gn,

para todo n > 0, com py = ag,p1 = apa1 + 1,90 = 1 e ¢ = a;. Além disso, valem as

sequintes iqualdades:
(7’) Prnt+1qn — Pndn+1 = (_1)71’ vV n > 0,’

(1) Pnt2Gn — Pnnte = (—1)"anq2, V 1 > 0.

Teorema 1.7. Para n par, os n-ésimos convergentes de o formam uma Sequéncia es-
tritamente crescente convergindo para o; para n impar, os n-ésimos convergentes de «
formam uma sequéncia estritamente decrescente convergindo para . Além disso,

1 1 ‘ Dn
< < |0 — —
20nGn+1  Gn(Gn + Gnt1) In

1 1

< < 5
qndn+1 an4+14;,

O teorema acima nos diz que os convergentes sao “bons aproximantes” de «, no
sentido de que |a —p,/q,| < ¢, 2. O préximo teorema, nos diz que bons aproximantes sao

convergentes.

Teorema 1.8 (Legendre). Sejam p e q inteiros coprimos, ¢ > 0, tais que

entdo p/q é um convergente de .

Para mais detalhes sobre fragoes continuas e a demonstracao desses resultados ver [23].
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1.2 O problema de Mahler para nimeros fortes de
Liouville

Em seu livro de 1906, Maillet [14] estudou algumas propriedades aritméticas dos
numeros de Liouville. Em particular, ele provou que dada uma funcao racional nao
constante com coeficientes racionais, temos que ela leva niimeros de Liouville em niimeros
de Liouville. Motivado por esse fato, Mahler propos em 1984, em seu artigo “Some
suggestions for further research”[13|, como o primeiro problema de uma lista de oito, a
seguinte questao (esse mesmo problema também apareceu em outros textos, como por

exemplo, no livro do Bugeaud [3] e no artigo do Waldschmidt [28]).

Questao 1.9. Ezxiste uma fun¢ao inteira transcendente f(z), tal que se & € um nimero

de Liouville, entdo f(§) também €7

Recentemente, Marques, Moreira, Ramirez e Schleischitz [18, 19, 21] entre outros,
construiram classes de nimeros Liouville que sao levados em numeros de Liouville por
funcoes inteiras. Além disso, Marques e Moreira mostram que é suficiente garantir a
existéncia de uma fungao inteira transcendente f, tal que f(Q) C Q e den(f(p/q)) < ¢,
com v > 0, para ter uma resposta positiva para a questao de Mahler (estudaremos mais
sobre a existéncia dessas fung¢oes no préximo capitulo). Aqui, consideramos £ o conjunto
dos ntumeros fortes de Liouville, para os quais temos que

Pn
5__
4n

0<

1
< —,Vn>1,
q’I’L

n

onde p,/q, é o n-ésimo convergente da fracao continua de £. Note que £ é um conjunto
nao enumeravel, com efeito se definirmos A = (a,)n>1 por, a3 = a3 = a3 = 1 e a; €
{Aj—1,Aj_y + 1}, para j > 4, com A = (H?Zl(aj + 1))%73. Entao o ntimeros {4 :=
[0;a1,a9,...] € L. De fato, se [0;ay,...,a,] = pn/qn, entao temos por construcao que

an+1 > ([T (ap+1))""2 > ¢72 (aqui, usamos o fato bem conhecido que (a;+1) - - - (a, +

1) > g,). Dal segue que
1 1

§A - & < D) < )
An (n+14, QQ

ou seja, £4 € L. Como a; € {A;_1,A;_1 + 1}, temos uma quantidade ndao enumeravel de

0<

sequéncias A’s e consequentemente de £4’s. Para o conjunto £ provamos que:
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Teorema 1.10. FExiste uma quantidade nao enumerdvel de funcoes inteiras transcenden-

tes f(z), tais que f(L) C L.

Demonstracao: Seja (s,),>1 uma sequéncia de inteiros positivos tais que, dado k > 1,
a sequéncia s,/s® | tende ao infinito quando n tende ao infinito. Seja F' : C — C a

funcao definida por
F(Z) = E WZ' y
k>1
com oy, = 1 se k = s; e oy, = 0 caso contrario, claramente F'(z) é uma fungio inteira nao

polinomial, logo uma funcao transcendente, vamos mostrar que F(£) C L. Considere o

truncamento,

Sn

(673
Fn(Z) = Z Wzk.

k=0

Como F'(z) é fortemente lacunéria, ou seja, possui bloco de 0 em seus coeficientes
que crescem rapidamente, temos que F,(z) “aproxima muito bem” F(z). Aqui queremos

dizer que para todo R > 0 existe um n tal que

1
| F' = Folloo,B(r) < 0o
com || - ||co, () sendo a norma do supremo na bola de centro 0 e raio R, e w,/sk! — oo

para todo k > 1. De fato, note que

Ok k Ak g
IF = Fullsosim < sup | Y —=2b= Y —-R
2€B(R) k2snt1 107 k>spt1 10%

R+t ay, K
P — R —Sn+1
108n+1! Z 10]6!78714,_1! R

k>sni1
Rent1el 1
= 10sn+1! = 10[nt1l=sns1(sner—1)]’

para todo n suficientemente grande, como s,1/s* — oo por hipétese, o resultado segue.
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Agora seja py/qr um convergente da fragao continua de &, temos que

P -5 ()] = |F© - @ + R0 - R (2]

qk qk

a5 (2)

< [F(§) = Ful&)] + "

Dk
< IF = Fullsosqe + ]f - ;] (©)

1 G

100snt1!=sni1(sntr=D1 * grqp .y’

onde usamos o Teorema do Valor Médio e o Teorema 1.7 (a desigualdade restrita vale,
pois £ nao é um numero racional). Além disso, pela definicdo de F(z), temos que
den(F,(px/qr)) < 105'q;". Logo, é suficiente mostrar que exitem n e k, tais que

1 c(€) 1
i —sn G —D] < Hoslgemyn:
108n+1'—Snt1(Sn+1 QrQrr1 (108"'% )n

(1.1)

Aqui, vamos dividir em dois casos, dependendo do crescimento de ¢q,. Em geral g
cresce muito rapido, pois é o denominador do convergente de uma fragao continua, como
¢ € L, qx cresce ainda mais rapido. Entao seja ¢ = ¢x(€) o menor inteiro positivo m tal
que g, < 10™', e considere os casos:

Caso I: quando ¢, < k! para algum t > 1 e para todo k& > 1.

Note que como £ € L, temos que qgi1qx > q]g’l. De fato,

1 1
:pk+1_@§’§_pk+1 +‘ _@<ﬁ7
qk+19k qk+1 qk k41 gk q;

, . , N . . . A\ .
além disso, é consequéncia da desigualdade acima que g, > 24" Para ver isso, basta

usar a desigualdade acima recursivamente, lembrando que qx11 > qx. Logo

Qi1 Qe > q’l:—l _ qzan:—(ns»n—&-l) > qZSHQ(k—4)!(k—nsn—l)

)

queremos que

2(k74)!(k‘7nsn71) Z 2C(£) . 10nsn!7

aplicando o logaritmo na base 2,
(k— 4k —ns, — 1) > 1+ log, c(§) + nsy!log, 10

e a desigualdade acima é satisfeita para todo k > ns,, + 2, se n é suficientemente grande.
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Por outro lado, tomando k& = ns,, + 2, temos que
q’?sn S 1O¢k!n5n S 10(nsn+2)t!nsn S 105$l+1!’

onde a ultima desigualdade vale para todo n suficientemente grande. Logo, pela escolha
da sequéncia (s,,)n>1, temos que

1 1
10[sn+1!—sn+1(sn+1—1)] < 2(10sn'q2n)n’

consequentemente, tomando k = ns,, + 2, temos que

ro-n(2)

qk

<

(den(y,))"’

com v, = F}, <§—:>, para o caso I.
Caso II: ¢}, nao é limitada por k*, qualquer que seja ¢t > 1.

Nesse caso, temos a existéncia de infinitos pares de inteiros (k;, t;), tais que
¢ki < kfz € ¢k¢+1 > (kl + 1)ti7

considere o menor n; tal que s,, > ¢, temos que

7 = Fucs ()| =710 = B @)+ Fucat€) = s (22)

Pr;
< P = Fuca(©] + [P (€)= Fucs ()
Pk,
< F = Fai—illoo,Ben + ‘5 T c(§)
1 c
< Sn;!—8n. (sn;, —1) + (f) ’
10%n: = 5nq (Sn Qi Qhi+1
sendo assim, temos nesse caso ¢ suficiente mostrar que
1 1
48 (1.2)

108! =sn;(sn;—1) Qh; Ghs 11 (1Osnrl!q2jrl )l ’

onde den(mel(pki/q’%)) = 105”1‘71!(1:?_1‘
Por hipétese, qr,+1 > 10ki+D"! " Entao fazendo algumas contas e usando o rapido

crescimento do fatorial, temos que

(ks + )50 > (K 4 ikl > s, 1!+ kllisy, 1,
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para todo 7 suficientemente grande, onde usamos que kfl > @k, > Sp,—1. Portanto
Qhey Q1 = 2(1057”._1!(]2?—1)1.

Por outro lado, novamente fazendo algumas contas, temos que para ¢ suficientemente

grande
Sp! = Sny (Sn; — 1) > (Sp, — Dlisp,—1 + i8p,—1! > Op,ViSn,—1 + 0Sn, -1,
como S,,! — sy, (S, — 1) é um nimero inteiro, temos que
105,12.!75”1.(5%71) 2 10(10%2.!1'5”1._1 . 1Oi5"i_1!) 2 10((]2:1-—1 1Osni_1!)i’

combinando as duas desigualdades, obtemos finalmente que

- (2]

com y; = Fy. 4 (2;)

Agora, para provar que F(§) € L, é suficiente provar que |F'(§) —~,| > 0 para infinitos
n. Suponha, por contradigdo, que |F(£) — 7,| = 0 para infinitos n’s, como (V,)n>1 €
convergente, temos que 7, = p/q para todo n suficientemente grande. Multiplicando essa
igualdade por 105“i—1!q,“:?"_1q, obtemos que g, divide ¢ para infinitos i’s, o que é absurdo
(no Caso I é andlogo), logo F'(£) C L. A existéncia de uma quantidade nao enumeravel
de funcoes com essa propriedade é garantida pelo fato de existir uma quantidade nao
enumeravel de sequéncias (s,). Por exemplo, s, = a™, onde a, € {2,3}. O

A fungdo inteira F(2) = >7,-,arz" que construimos na demonstragao acima ¢ um
exemplo do que chamamos de funcao inteira fortemente lacundria, ou seja, existem
sequéncias (s;);>0, (tj);>0, com s; < t;, para todo j e t;/s; — o0, tais que para todo
s; < k < t; temos que a; = 0. Em outras palavras, existem grandes blocos de 0 en-
tre os coeficientes da série de poténcias de F(z), Mahler mostrou que essas fungoes sao
sempre transcendentes, na verdade ele mostrou que basta que as sequéncia (s;);>0, (t;) >0
satisfacam a condicao t; — s; — 00 para que a fungao seja transcendente, nesse caso
dizemos que a funcgao é lacunaria.

Funcoes lacunarias sao exemplos de fungoes que sao muito bem aproximadas pelos

polinémios dados pelos truncamentos da série de poténcia, assim como os numeros de
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Liouville sao bem aproximados por numeros racionais. A ideia entao foi combinar essas
duas aproximacoes. Contudo, ainda é muito dificil dizer se esse tipo de construcgao é capaz

de levar todos os numeros de Liouville em numeros de Liouville.



Capitulo

Funcoes Transcendentes e Numeros Racionais

Nosso principal objetivo nesse capitulo é estudar a seguinte questao, proposta por

Marques e Moreira [18]:

Questao 2.1. Existe uma fungdo inteira transcendente f(z) € C[[z]] tal que f(Q) CQ e

den(f(p/q)) = O(¢"),

para todo p/q racional irredutivel com q suficientemente grande e v > 0 fizado?

Essa questao esta relacionada ao problema de Mahler para nimeros de Liouville que
discutimos no capitulo anterior. De fato, Marques e Moreira [18] mostraram que se a
resposta dessa questao for afirmativa, entao essa mesma funcao leva nimeros de Liouville
em numeros de Liouville. Essa questao ja foi estudada para algumas classes de fungoes
inteiras com coeficientes racionais ( ver [20, 22]). Em particular, Marques, Ramirez e
Silva mostraram que nao existe fungao inteira transcendente f(z) € Q[[z]] (onde Q[[z]] é
o espago das fungoes analiticas com coeficientes em Q), tal que f(Q) C Q e den(f(p/q)) =
o(q), ou seja, tal que den(f(p/q))/q — 0, quando ¢ — oo, onde p/q é um nimero racional.

Uma das dificuldades em estudar o caso geral (f(z) € C[[z]]) é que para valores raci-
onais as somas parciais nao assumem necessariamente valores em Q. Nossa abordagem
usando expansoes polinomiais de funcoes analiticas nos permite contornar essa dificul-
dade, e além disso, representar f(«) como uma série finita para todo a € S C Q (para
um S adequado). De fato, essa teoria se mostrou promissora no estudo do comportamento

aritmético de funcoes transcendentes. Como consequéncia da introducao dessa teoria no
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nosso estudo, nés conseguimos melhorar o resultado de Marques, Ramirez e Silva, como

afirma o teorema;

Teorema 2.2. Nao existe fungdo inteira transcendente f(z) € C|[z]] tal que f(Q) CQ e

den(f(p/q)) = O(q),

para todo nimero racional irredutivel p/q, com q suficientemente grande.

Ou seja, nao existem fungoes inteiras transcendentes f(z) com f(Q) € Q e uma cons-
tante C' > 0 tais que den(f(p/q))/q < C, para todo p/q racional, com ¢ suficientemente

grande. No final do capitulo, discutiremos as dificuldades do caso v > 1.

2.1 Expansoes polinomiais de funcoes inteiras

Nessa secao apresentaremos a teoria de expansoes polinomiais de fungoes inteiras,
com o objetivo de introduzir um conjunto de polinémios ® = {p,(z)},>0 tal que para

toda fungao inteira f(z) temos que

f(z) = chwn(z) Vz e C, (2.1)

quando o conjunto ® for escolhido de maneria adequada, essa representacao tera algu-
mas consequéncias para o estudo de fungoes inteiras mapeando Q nele mesmo, mas para

garantir essa representacao comecaremos introduzindo alguns conceitos preliminares.

Preliminares

Seja B o espaco vetorial complexo de todos os polinomios, com a topologia da con-
vergéncia uniforme sobre todos os subconjuntos compactos de uma regiao simplesmente
conexa ). O completamento de B é entao o espaco U(2) de todas as fungdes f que sado
analiticas sobre Q. Seja ® = {¢,(2)}n>0 uma sequéncia de polinomios que formam uma
base de B, em outras palavras, qualquer p(z) € B tem uma unica representagdo como

uma soma finita p(z) = > ¢ pn(z). Frequentemente o conjunto ¢ é dito um conjunto
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bésico de polinomios. Entao toda f(z) € U(2) é o limite em n de uma sequéncia de somas
finitas em k da forma > ax,pr(2).

Em geral, isso nao significa que existem nimeros ¢, tais que f(z) = > ¢,n(z) como
uma série convergente. Porém, podemos associar uma série formal a uma funcao analitica
da seguinte forma: como ® é uma base de B, existe uma tnica matriz infinita IT = |7, ;]
com linhas finitas (isto é, cada linha tem apenas um ndmero finito de coeficientes nao

nulos), tal que
F =D mapi(z),  k=0,1,2,.... (2.2)
=0

Suponha que §2 contém a origem, seja f uma funcao analitica na origem, e escreva

> fk)
=3 0
k=0 ’

se nds usarmos (2.2) na expansao acima, temos que

k=0 =0
ou -
f(z) = Z cnon(2), (2.3)
n=0
Ccom ®
S A
Cp = gwka. (2.4)

A expansao (2.3) com coeficientes (2.4) é chamada série bésica, introduzida por J. M.
Whittaker [31], e estudada com mais detalhes por ele em [32] e pelos seus alunos, entre
cles, Eweida em [6] ¢ Makar em [15]. Os resultados cldssicos nessa teoria sdo do tipo: ao
conjunto basico ® = {¢;, }»>0 nds associamos dois niumeros reais w (a ordem de ®) e v (o
tipo de ®); entdo toda fungao inteira de ordem menor que 1/w, ou de ordem 1/w e tipo
menor que 1/v é representada pela série basica (2.3) com coeficientes (2.4); e em geral
fungoes de ordem maior nao sao representadas, definiremos agora a ordem e o tipo de um
conjunto basico e de uma fungao inteira.

Seja N,, o ntimero de coeficiente ,; nao nulos na representacao (2.2), se N, satisfaz

a condicao Nﬁ/ " — 1 quando n — oo, entdo o conjunto ® é chamado de conjunto de
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Cannon. Considere

wn(R) =Y |mnil My(R),

)

com M;(R) o médulo maximo de ¢;(z) em |z| < R. Whittaker [31] definiu a ordem w e o
tipo 7 de um conjunto bésico de Cannon da seguinte forma:

w= lim w(R),

R—o0

com

1
w(R) = limsup log wn(F)

nooo  mlogm

ese () <w < oo,

v = lim ¥(R),

R—oc0
com

v(R) = lim sup M.

n—oo nw

Além disso, ele mostrou que um conjunto basico de Cannon de ordem w e tipo ~

representa, em todo o plano complexo, toda funcao inteira f com:

1. ordem de f menor que 1/w,

2. ordem de f igual a 1/w e tipo menor que 1/7.

Lembramos que a ordem (no infinito) de uma funcao inteira f(z) é definida usando o

limite superior:
log(1 00
oy 1920081 )
r—00 log r

Y

com B, sendo o disco de raio r e || f||oo,5, denotando a norma do supremo de f(z) sobre
B,. A ordem é um numero real nao negativo ou infinita. Em outras palavras, a ordem
de f(z) é o infimo de todos os m tais que f(z) = O(exp(|z|™)) quando z — oco. Se

0 < p < o0, nés podemos definir o tipo:

log||f oo, 5.
T

o = limsup P

T—00

’

se

f(z) = Z a,z",
n=0
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entao a ordem e o tipo de f sao dados por

, nlogn
p = limsup ————,
n—oo IOg |an|
e
(epo)/P = limsup n/?|a, |/,
n—oo

para mais detalhes sobre ordem e tipo de fungdes inteiras, ver [11].

Voltando ao nosso conjunto basico ®, temos que no caso em que ele satisfaz a condicao

D
im 20 (2.5)
n—oo n logn

com D(n) o grau do polinémio de maior grau na representacao de z" em (2.2), temos que
w(R) é o mesmo para todo R > 0, seja ele finito ou infinito, e ele é precisamente a ordem
w do conjunto basico [6, Theorem 1] (note que se ® satisfaz (2.5) entdao ® é um conjunto
bésico de Cannon). Além disso, a ordem de um conjunto bésico satisfazendo (2.5) é dada

por [33, Theorem I]

w = lim sup og(maxy;{|m ||p]|})
n—00 nlogn

(2.6)

Whittaker [30] chamou de conjunto simples a um conjunto basico ® = {¢,(2) },>¢ tal
que o grau de p,(z) é n. Ele provou, nesse mesmo artigo, o seguinte resultado sobre esses
conjuntos simples, que serd muito importante na demonstracao do nosso teorema, para

mais detalhes sobre expansao polinomial de fungoes inteiras, ver também [15, 29].

Teorema 2.3 (Teorema de Whittaker). Seja ® = {¢,(2)}n>0 um conjunto simples de

polinomios com
0i(2) = pioipinz + -+ pad Tt 2 (1=0,1,2,..) (2.7)
tal que todos os coeficientes satisfazem a desigualdade
lpij| < L,

para algum L > 0 e seja f(z) uma fungdo reqular em |z| < p, onde p > 1+ L. Entao a
série

o

ch@n(2)7

n=0

converge absolutamente para f(z) em |z| < p.
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dgs-representacao

Usando os resultados de Whittaker sobre expansao polinomial de fungoes inteiras,
iremos construir um conjunto bésico de polinémios ® = {p,(2)},>0, com certas proprie-
dades aritméticas, e provar que qualquer fungao inteira pode ser representada (em todo o
plano complexo) como uma série de polindémios de ®, em outras palavras, vamos construir
um conjunto basico de polinomios ® de ordem 0. Nosso objetivo é que as propriedades
aritméticas dos polinomios de ® nos ajude a estudar propriedades aritméticas das fungoes
inteiras (em especial, fungoes transcendentes).

Consideremos um conjunto S = {ayg, a1, g, ...} e definamos os polinémios {¢,(2) }rn>o
tais que o grau de ¢,(z) é n, ¢,(a,) = 1 e @,(ax) = 0 para todo 0 < k < n. Mais
precisamente, po(z) =1, e paran > 1,

i (z = o)
Spn(z> - n—1 )
k=1 (o — o)

quando S é um conjunto finito com n elementos, «a; = 0 para todo k& > n, por definicao.
Note que o conjunto ®s = {¢,(2)}n>0 dos polindémios associados & S é um conjunto
bésico, diremos que ®g é o conjunto basico associado a S. Provaremos nesse capitulo
utilizando a teoria de Whittaker o seguinte teorema, que tera implicacoes no estudo do

comportamento aritméticos de fungoes inteiras

Teorema 2.4 (Teorema de ®-representacao). Seja S = {0,1, -1, 3, —3, %, —%, ...} o con-
junto formado pelo 0 e os inversos dos numeros inteiros, assim ordenados. FEntao ®g

representa em todo o plano complexo, de maneira unica, qualquer func¢ao inteira. Em

outras palavras, se f € uma funcdo inteira, entdo existem e sao 1Unicos os cg, cy, ... em C
tais que
oo
f(2) =) capn(z),  VzeC. (2.8)
n=0

Diremos que (2.8) é a ®g-representacao de f(z). Serd importante para nds, encontrar
os coeficientes ¢, da ®g-representacao de funcao inteira dada, eles guardam informacoes

sobre o crescimento da funcao f(z).
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Féormula de inversao

Dado um conjunto S = {ag, a1, g, ...} € C, vimos como associar a ele um conjunto
basico de polinomios ®g. Antes de provar o Teorema 2.6, iremos mostrar que podemos
associar ao conjunto ®¢ uma formula de inversao, que nos permite recuperar os coefici-
entes ¢, na representagao (2.8), isso serd fundamental na demonstracao do nosso teorema

principal.

Lema 2.5 (Férmula de Inversao). Sejam f(z) uma funcgdo inteira e S = {ap, a1, ag, ...} C

C. Se
f(z> = ch%(z), c, € C,
n=0

¢ sua ®g-representacao, entao

o= Unnrflar), n=0123. ., (2.9)
k=0
com Ypo=1¢
k
¢n,k = - Z Pn—j (an) ¢nfj,kfj7 (21())
j=1

para 1 < k <n.

Demonstragao: Pela definigao dos polinomios ¢, (z) de ®g temos que ¢y = f(ag) =
oo f(ap). Vamos provar por indugdo em n, para isso assuma que (2.9) vale para todo

0 <k <n—1. Dal segue que

faw) = Z cripr (an) = Z crpr ()

logo
n—1
cn = flam)— kP (o)
k=0
n—1 k
= flan) = enlan) D tenif (),
k=0 3=0

reordenando o somatorio, encontramos

¢n = f (o) + i f (o) <_ Z ©j (o) wj,j—’ﬂ) J
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segue que
cn:zl/}n,n—kf(@k); n=20,1,2,3,...,
k=0
com ¢Ypo=1e

n—1
Ynnk = — Z ©;j (om) ¥y,
=k

para 0 < k <n — 1, ou seja,
k
7ﬂn,k = - Z ©n—j (an) wn—j,k—ja
j=1

para 1 < k <n. O

Considere novamente o conjunto S = {0, 1, —1, %, —%, %, —%, ...} formado pelo 0 e os

inverso dos numeros inteiros, assim ordenados. Vamos calcular os coeficientes 1, da

formula de inversao associada ao conjunto basico de polinomios ®g. Por defini¢ao, temos

quie @5 = {pa}bazo, onde po(2) = 1, ¢1(2) = 2,

2n 1 - 1n 1 n—1 (1 1\’ 2.11
S Sy e Ry =
Pons1(2) = iy (7~ 53) - (2.12)
(n+1) Hk 1 ( (n+1)2 F)
para n > 0.

Note que

e () ()
(=D)" ' (r—1! (2n - 1)!

w2 ()] (= 1)

(=Dt 2n -1
- n2(n—1) n )

logo podemos reescrever os polinémios ¢;(z), obtendo
n2 (on —1\ " 1\ 1
n(2) = (=1)" - - = 2 = 2.13
= () () T (FR) e

som(z)=<—1>”<n+1>2"+1(2”“) H( ) (2.14)

k=1

7
—
{Dl —
|
=)=
~—
|
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com n > 0.

Para determinar os coeficientes v, , da férmula de inversao, precisamos calcular i (as,),
com ¢, € Pg e a,, € S. Para isso, lembramos que pela defini¢ao de ¢;(z), temos que para
todo m € N os racionais £1/m anulam todas as ¢;(z) a menos de uma quantidade finita
delas, mais precisamente ¢;(1/m) =0se m <i/2 e ¢;(—1/m)=0sem < (i —1)/2.

Agora, se m > n + 1, temos que
1 nn+1)! / 1\ /1 1
" :i:— — _1 n 1 2n+1""\"" )" :i:— -
P2t ( m) (=D +1) (2n +1)! ( m) H (m2 k:2>
_ n+ 1\ nl(n + 1) m—k\ (m+k
N m (2n+1) (2n+ 1) k k

n+1\>""" n!(n+1). (m—l). (m+n)!
+ ( m > 2n+ 1) nl(m—n—1)! nlm!

n+1\"" (m+n
B i( m ) <2n—|—1)’ (2:15)

onde (Z) é o binomial ¢ tomados p. Analogamente, mostramos que

O [

por fim, temos que @o,(—1/n) = poni1(1/(n+1)) = 1.

Com essas informacoes, estamos em condigao de calcular os coeficientes v, , que apa-
recem na férmula de inversao associada ao conjunto S. Ela serd dada ainda como um
somatério, mas agora utilizando as relagoes que encontramos acima. Com essa nova ex-
pressao seremos capazes de estudar melhor os coeficientes ¢, da férmula de inversao. Mais

precisamente, temos que 9,0 =1 e

k
Yk == Pnj () Yn_jkj,
j=1

(1
=2y

>n+1
7vbnlc - Z Pn— 7 (TJ) wnfj,kfja

por (2.15) e (2.16), podemos reescrever

k =g (T gy s
s (_1)]<LL"LJJ> (0D T) s

Jj=1

para 1 < k <n. Como «,, =

para n > 0, entao
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se n é par, maior que 0. Caso n seja impar, temos

=1

Prova do teorema de ®-Representagao 2.4

Pelo Teorema de Whittaker 2.3, para mostrar que ®g representa, em todo o plano
complexo, qualquer fungao inteira, basta mostrar que se ¢;(2) = pio + piz + -+ - + piz’,

< C. De fato, se f(z) é uma funcao

entao existem uma constante C' > 1 tal que |22

inteira, entao f(z) é regular em todo o plano complexo. Logo, se [24| < O, entdo pelo

Teorema de Whittaker, o conjunto {p,, L0i(2)} representa, em todo o plano complexo,

qualquer funcao inteira, ou seja, existem e sao tnicos os ¢y, cq, ... em C tais que
(0]
~1
flz) = g CnPrnPn(2), Vz € C,
n=0

e a existéncia da representagao segue.

Dessa forma, note que

n— 2— % ) =2 +17 207
i%(z) _ 21—y (z kQ) se 1 n n (2.17)
Pii Z(Z—l)HZ_i(ZQ—L), sei=2n, n>1.

n = k2

2

Logo, é suficiente mostrar que os coeficientes de [[;_, (z — k%) sao limitados para

todo n. Entao seja

- 1
H (22 B _2) = qno + n22” + -+ Quan 22”0 + 2,

temos que
"1 2
|@non—2| = 2 < 6
k=1
além disso

1
|Qn2n—2j| = Z (kl . ]{3]’)2

1<k1 <<k <n

"1 1
SLE 2 by

1<k1<-<k;_1<n

2
G 1 |qn2n—2(j—1)| < ‘QnQn—Q(j—1)|-

A
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Assim, temos que < 72 /6, e pelo Teorema de Whittaker 2.3, concluimos que ®g

Pij
Pii
representa, em todo plano complexo, qualquer funcao inteira. Para mostrar a unicidade
dos coeficientes ¢, observamos que ¢y = f(0), ¢; = f(1) —co, ca = f(=1) —co—c1p1(—1),

e assim sucessivamente, logo os coeficientes sao unicamente determinados.

2.2 O teorema principal

Teorema 2.6. Nao eziste fun¢ao inteira transcendente f(z) € C[[z]] tal que f(Q) CQ e

den(f(p/q)) = O(q),

para todo p/q € Q, com q suficientemente grande.

A ideia para a demonstragao do nosso teorema principal é basicamente mostrar que,

se f(z) € C[[z]] ¢ uma fungao analitica, tal que f(Q) C Qe

den(f(p/q)) = O(q),

para todo p/q € Q, com ¢ suficientemente grande, entao ou f(z) é um polinomio, ou nao é
uma fungao inteira (lembrando que uma fungao inteira é algébrica se, e somente se, é um
polinémio). Para isso, vamos mostrar que se f(z) satisfaz as condi¢bes acima, entao ou
ela tem ®g-representacao finita, ou sua ®g-representacao nao converge em todo o plano
complexo (ela nao é uma funcdo inteira).

Note que os coeficientes v, , em (2.9), dados em (2.10), nao dependem da funcao f(z),

eles dependem apenas de S. O préximo lema nos dé informacgoes sobre esses coeficientes.

Lema 2.7. Sejan >0 e 0 <k <n, entdo 1,1 € Q. Além disso,

n+1|"
5 :
Demonstracao: Vimos que

k (_1)n+1
¢n,k = - Z Pn—j (W) wn—j,k—ja

7j=1 2

den(¢n,k>
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vimos também que

i ((}}—;T) €Z.

Vamos entao provar por indugao em n. Se n = 0, entao 1o = 1, logo o lema vale

onde

para n = 0. Suponha que o lema seja verdadeiro para todo ¢, ;, com 0 <m <n—1e

para todo 0 < k£ < m. Logo, para j > 1, temos que

n—j+1]"7
2 Y

) cancela o denominador de den(t,,_;x_;), em (2.2).

EaE

den(tn—jx—;)

ou seja, o numerador de ¢,,_; <(I$T
2

Consequentemente

den(wn,k)

Prova do teorema principal 2.6

Suponha que f(z) é uma fungao inteira satisfazendo f(Q) C Q, den(f(p/q)) = O(q),
para todo p/q € Q, com ¢ suficientemente grande. Pelo Teorema 2.4 f(z) possui uma

dg-representacio, ou seja, f(z) = >~ ¢ pn(z). Além disso, pelo Lema 2.5, temos que

o= Unnrflag), n=0123.
k=0

(—1)F+

TR Por hipétese existe uma contante C' > 0 tal que
2

5

onde oy, =

e pelo Lema 2.7,
den(wn,k)
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Dai temos que, ou ¢, = 0 para todo n suficientemente grande (e f(z) é um polinomio),

ou
(HEg—
C —
12
com d, = mmc(1,2,...,C L”T“J) Porém, é uma consequéncia do Teorema do Numero

Primo que d|cy) ~ 30l [1]. Portanto, concluimos que, ou ¢, = 0 para n suficiente-
mente grande, ou

(2.18)

com p = 3°.
Por outro lado, temos que f(z) é inteira, logo >~ | ¢,¢,(R) é absolutamente conver-

gente para todo R > 0, entao

lim {/|c,on(R)| =0,
n—oo
por (2.13) e (2.14), segue que

(L%J) 1
s (R-1D)" (A

2 2 2

len] < (2.19)

como (2.18) e (2.19) nao podem ser simultancamente verdadeiras para infinitos n, con-
cluimos que ¢, = 0 para todo n suficientemente grande, logo f(z) é um polinomio, e
consequentemente, nao é uma funcao transcendente. L]

Como dito anteriormente, a dificuldade no caso v > 1 é que a limitacao inferior que
encontramos para |c,|, quando ¢, # 0, nao é suficiente para garantir que a série nao
converge em todo o plano complexo. Isso porque nesse caso teriamos que calcular o
minimo divisor comum entre n nimeros inteiros no intervalo [1,C|™]"], o que néo ¢
mais da ordem de p", para algum p fixado.

Nesse caso existem duas possibilidades, a primeira é uma melhor estimativa para
0s |c,|, uma vez que usamos apenas que cada um deles é maior do que o inverso do
minimo multiplo comum de todos os denominadores dos niimeros racionais que aparecem
na férmula de inversao, para isso é preciso estudar melhor a férmula de inversao, em
particular, os coeficientes da férmula de inversao. Uma segunda possibilidade é mudar

o conjunto S = {ap, a1,...} que tomamos para construir a nossa Pg-representagao, é
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possivel que para um conjunto onde os denominadores de «,, crescam mais lentamente,
a limitagao dos |¢,| seja melhor, porém essa mudanga mudaria também os polinomios e

consequentemente a formula de inversao.



Capitulo

O Problema de Erdos - Mahler sobre Fracoes

Continuas

Em 1939, Erdés e Mahler [5] estudaram algumas propriedades aritméticas da sequéncia
dos convergentes (A,/B,)n>0 da fragdo continua de um nimero real, objetos que defini-
mos no Capitulo 1. Mais precisamente, eles estudaram convergentes de fracoes continuas
com denominador tendo o maior fator primo limitado. Por diversos fatores aritméticos,
podemos esperar que esses denominadores cresgam rapidamente caso possuam fatores pri-
mos limitados. Erdos e Mahler acreditavam que esse crescimento estaria relacionado com
boas aproximagoes para esse numero real.

Considere n um numero inteiro, seja P(n) o maior fator primo dividindo n, Erdos e

Mahler provaram o seguinte resultado:

Teorema 3.1 (Erdds, Mahler, 1939). O conjunto de todos os nimeros reais 0 < £ < 1,

para 08 quais existem infinitos indices n satisfazendo

log B, )

P(B,) < __085n
(Bn) < exp (20 log log B,

tem medida de Lebesgue nula.

Em outras palavras, Erdos e Mahler provaram que em geral o maior fator primo de
B, cresce mais rapido que log B, /20 loglog B,,. Além disso, eles estudaram o caso onde
existem infinitos convergentes com denominador tendo maior fator primo limitado, nesse

caso provaram que:
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Teorema 3.2 (Erdds, Mahler, 1939). Suponha que ezxista uma quantidade infinita de
indices n = ny, N, ..., tais que para todo i > 1, os denominadores B, 1, B,,, By, 11 de
trés convergentes consecutivos de & tem o maior fator primo limitado por M > 0. Entdo

& € um numero de Liouville.

Nesse mesmo trabalho eles disseram acreditar que se um nimero real £ tivesse infinitos
convergentes A, /B, com P(A,B,) < M para infinitos n’s, e para algum M > 0 fixado,
entao € era um nimero de Liouville. Foi em um trabalho de Fraenkel [8] que essa afirmagao

apareceu pela primeira vez com o nome de conjectura de Erdos-Mahler:

Conjectura 3.3 (Erdés-Mahler). Sejam & um nimero real e (A, /Bpn)n>0 a sequéncia dos
convergentes da fracdo continua de §. Se P(A,B,) < M para infinitos n’s, e para algum

M > 0 fizado, entao & é um nimero de Liouville.

Fraenkel escreveu uma série de artigos, entre eles [7, 8], nos quais ele continuava o
estudo das propriedades aritméticas dos convergentes de uma fracao continua, abaixo

apresentamos um dos resultados provados por Fraenkel:

Teorema 3.4 (Fraenkel, 1964). Sejam ¢ > 1 uma constante e (u,v) um ponto fizado,
diferente de (1,1), no quadrado 0 < p < 1,0 < v < 1. Sejam {Py, P, ..., P} e
{Q1,Q2,...,Q:} dois conjuntos finitos e disjuntos de primos maiores que 5, tais que
se p < 1 ev < 1, entio (1 —v)logP;/(1 — p)logQ; € irracional para algum par
1 <i<s, 1< j <t Entio existe um subconjunto denso dos Numeros de Liou-
ville tal que cada nimero desse subconjunto possui infinitos convergentes A, /B,, com

A, =A*Al B, = B:B!, mdc(A:, Al) = mde(B:, Bl) =1,

n*n’ ntn’
I _ pPi. .. pps I OO0 ... 00
An_Pl Ps’ Bn_ 1 t

onde p1,...,Ps,01,...,0¢ SGO numMeros inteiros nao negativos, e Ar, B’ sao inteiros satis-
fazendo

Au|* < [AL] < c|Au|",  BY < B <cB.

FEm seus trabalhos Fraenkel utiliza uma generalizacao de um resultado devido a Roth.

Roth provou em 1955, que para todo nimero algébrico «, a desigualdade | — p/q| <
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¢~ ™) tem apenas um nimeros finito de solucdes p/q racionais com p e ¢ coprimos. Em

1957, seu aluno Ridout provou a seguinte generalizacao desse resultado [26]:

Teorema 3.5. Seja & # 0 uma algébrico. Sejam {p1,...,ps}, {q1,--.,q} conjuntos de

numeros primos. Sejam p,v,d, c nimeros reais satisfazendo,
0<u<l, 0<v<l, 6>0,c>1.

Sejam p, q nimeros inteiros da forma p = p*p’, ¢ = ¢*q¢', com

=l d=q gl (3.1)
COM P1y ..., Psy 01, - - -, 0 NUMeET0S inteiros nao negativos, e p*, q* sao inteiros satisfazendo
" <elpl*,  0<q" <cq” (3.2)

Entao a desigualdade
0 < [€—p/ql < g o

possui apenas um numero finito de solugoes p = p*p',q = ¢*q' satisfazendo (3.1) e (3.2).

Mesmo depois do Teorema de Ridout e os trabalhos de Fraenkel a conjectura de Erdos-
Mahler continua aberta, nesse trabalho daremos um resultado condicional na direcao da
conjectura, para isso utilizamos a teorias das formas lineares em logaritmos, que apresen-

taremos agora.

3.1 Formas lineares em logaritmos

Vamos comecar com um resultado sobre transcendéncia provado independentemente pelo

russo Gel’fond e o alemao Schneider em 1934 [17].

Teorema 3.6 (Gel'fond, Schneider, 1934). Sejam «, B nimeros algébricos em C, com

a#0,1eB¢Q. Entio a® é um nimero transcendente.

Aqui, of 1= P8 com e* = Y om0 Z. e loga = log|al +iarg(a). O argumento de a
é determinado a menos que um multiplo de 2. Entao, log v, e consequentemente o sao

polivalentes. O teorema vale para qualquer escolha de valor para arg(a).
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Dado um subanel R de C (ex., Z, Q, ou o anel dos niimeros algébricos), nés dizemos que
os numeros complexos 01, 0,,...,0, sao linearmente independentes sobre R, se a equacao
0121 + Ox9 + - -+ + 0,2, = 0 nao tem solugao (z1,xs,...,2,) € R*/{(0,0,...,0)}. O

préximo resultado é uma consequéncia do Teorema de Gel’fond-Schneider.

Corolario 3.7. Sejam «, 8 numeros algébricos em C diferentes de 0,1 tais que loga e
log B sao linearmente independentes sobre Q. Entdo para todos algébricos nao nulos v, o

em C, temos que vloga + dlog 8 # 0.

Vamos agora considerar uma generalizacao desse resultado dada por Baker. O Teorema
de Baker revolucionou sua area de estudo, tendo implicagoes em Equacoes Diofantinas,
teoria dos numeros transcendentes, Aproximacoes Diofantinas entre outras areas da teoria

dos numeros, e rendeu-lhe a Medalha Fields.

Teorema 3.8 (A. Baker, 1966). Sejam a1, qs,...,q, nimeros algébricos em C dife-
rentes de 0,1, tais que, log aq,log as, . ..log a,, sdo linearmente independentes sobre Q.
Entdo, para toda (m + 1)-upla (Bo, Bu, ..., Bm) em (Q)™1/{(0,0,...,0)} (onde Q € o
fecho algébrico de Q), temos

Bo + Brlogay + -+ + By log ayy, # 0.

Para aplicagoes em problemas Diofantinos é importante que o resultado acima seja
efetivo. Em outras palavras, nao basta que a forma linear acima seja nao nula, precisamos

também de uma limitacao inferior para o valor absoluto dessa forma linear. No caso

especial, em que Sy =0 e [y,..., 5, sao numeros inteiros, temos que
Teorema 3.9. Sejam oy, o, . .., ay numeros algébricos em C/{0,1}. Além disso, sejam
B, ..., Bm numeros inteiros tais que

Blloga1+"'+ﬁmlogam7é0'

Entao

|61 logal + o+ ﬁm logam| Z (GB)_Ca

onde B :=max(|51],...,|Bm|) € C é uma constante efetivamente computdvel dependendo

apenas de m e dos numeros oy, o, ..., Q.
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Uma versao mais adequada para as aplicagoes que faremos ¢ dada aplicando a expo-
nencial na forma linear do Teorema de Baker. Abaixo, temos uma versao sem logaritmos,
onde a constante C' é explicitada, para isso, lembramos que a altura de um nimero racional

a=z/y, com x,y € Z coprimos, é definida como H (a) := max(|z|, |y|).

Teorema 3.10 (Matveev [24], 2000). Sejam o, g, . . ., G, numeros racionais nao nulos
e sejam by, ..., b, numeros inteiros tais que

abalz .. calm £ 1.
Entao

jayag’ - apr = 1] > (eB) ™,

com B :=max(|b],...,|bn|) €

1 s T
C = éem9/230 3 Hmax(l,log H(aj)).

j=1

3.2 Sobre o problema de Erdos - Mahler

Nosso resultado sobre o problema de Erdos e Mahler diz que, sobre certas condicoes na
distancia entre os indices dos convergentes A, /B, tais que P(A,B,) < M, a conjectura
de Erdos e Mahler é verdadeira, essa condigoes aparecem ao aplicar formas lineares em

logaritmos ao problema, mais precisamente provaremos nessa se¢ao o seguinte teorema

[9]-

Teorema 3.11. Suponha que exista uma quantidade infinita de indices n = ny,na,.. .,
tais que para todo i > 1 temos que P(A,, By,) < M, para algum M > 0, onde (A,/By)n>0
€ a sequéncia dos convergentes de §. Sen; . —n; = o(log By,,), para todo j suficientemente

grande, entao & € um numero de Liouville.

Demonstracao: Seja (n;);>1 a sequéncia como no enunciado do teorema, entdo para
todo j temos que todos os fatores primos de A, B, pertencem a um conjunto finito,

digamos {p1,p2, ..., pr}, pois P(A,,By,;) < M para todo j > 1. Vamos mostrar que, nas
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hipdteses do teorema, existe uma constante positiva ¢ dependendo apenas de k e dos p;,
tais que

log B

wr = B (3.3)
para todo j suficientemente grande.
Primeiramente, observamos que P(A,B,A;11Bn+1) — 00, quando n — oo. De fato,
da relagao |A,By+1 — Any1By| = 1 que apresentamos no Capitulo 1, temos que
‘% _ ‘ _
Ani1Bn |Ani1Bnl
Suponha que exista uma subsequéncia (n;);>1 tal que P(Ay, By, An,41Bn;41) < M,
para todo j > 1, onde M > 0 é uma constante. Entao existe um conjunto finito de
nimeros primos S = {p1,ps, ..., pn} tal que todos os fatores primos de A, B, 11 e A,11B,
pertencem a S. Logo pelo Teorema de Ridout a igualdade acima s6 pode ter um ntimero
finito de solugoes, mas ela vale para todos os convergentes, logo temos uma contradi¢ao em
supor que P(Ay, By, An,+1Bn;11) < M paratodo j > 1, ouseja, P(A,BpAn11B,11) — o0,
quando n — oo.

Consequentemente, podemos supor que n;,1 > n; + 1, entao A,; /By, e Ap,41/Bn, 11

sao convergentes da fragao continua de A, B, ,,,. Em particular, temos que
(p— ‘AnHI_A’” <L
Zanan—l—l an+1 an anan-l—l
Multiplicando por B, /|A,;|, obtemos
A,.. By, 1
0< AR LY A 1‘ < =" (3.4)
B"j+1Anj Bna’“ ’Anj |
Por hipétese, podemos escrever
A”j+anj _ pﬁy) . ~pﬁ,<€j)
=D koo
an+1A”j
com BZ-(j) € Z. Entao,
pic) 5@ 1
0<|pyt - pf —1|<
| 1 k | an+1|AnJ|
Aplicando o Teorema de Matveev, temos que
@ 89 v
Pyt -ept =1 = (eB) (3.5)



3.2 Sobre o problema de Erdos - Mahler 36

onde ¢ = 1ek230¥2(p,---p) e B = B; = max (|8, ..., |8Y]). Combinando (3.4) e
(3.5) obtemos,
B> BS . |Aw | /e, (3.6)

com ¢ = 1/c. Suponha que B = |Bl((jj))|, para algum 1 < [(j) < k. Entao,

B = ‘Bl((Jj))‘ < Upz(j)(A B Anjan) <

~ log2

i1 M54 log B"j+17 (3'7>

observando que a valorizagao p-adica de um nimero inteiro m, v,(m), ¢ limitada superior-
mente por logm/log2 e que |A, | < (14 [£])B,,,, para todo j suficientemente grande.
Por (3.6) e (3.7) temos que

| An,|¢1log 2

log B
o8 5e

c c
>Bn]-+1 > an7

nj4+1

onde a tltima desigualdade vale, pois |A,,|log2/(5¢) > 1 para todo j suficientemente

grande (uma vez que |A,| — oo quando n — 00), 0 que prova a desigualdade (3.3).
Para provar que £ é um ntmero de Liouville, é suficiente mostrar que dado um inteiro

positivo m existe um inteiro positivo r tal que B, > B (pois sabemos que 0 < |£ —

A,/B,| < 1/(B;B,+1)). Suponha, por contradi¢do, que B, < B, para algum m fixado

e todo > 0 inteiro. Em particular, isso vale para todo r em {n;,...,n;4+1}. Entao,
By, < B;’;H_l,BnHl,l < B;Z_H_2, ooy Bpiy1 < By

Aplicando essas desigualdades recursivamente, obtemos que B, , < B]fjnj Y Apli-

cando o logaritmo nessa ultima desigualdade, temos

log By,,, <m"* " log B,,_,

combinando com (3.3), obtemos que By < m"t7"log B,,. Fazendo as devida mani-
pulagoes algébricas, temos

clog B,,; —loglog B,,,

logm >
Mj+1 = 1y

Como njy1 —n; = o(log B,,;) por hipétese, o lado direito dessa desigualdade tende ao
infinito quando 7 — o0, o que contradiz o fato de m ser fixado. Entao concluimos que
para todo inteiro positivo m podemos obter um r tal que B,;; > B)", logo £ ¢ um nimero

de Liouville. O



3.2 Sobre o problema de Erdos - Mahler 37

Observacgao 3.12. Se usarmos o fato bem conhecido que para todo convergente B, da
fracao continua de um niumero real, temos que B, > F,,, onde F,, é o n-ésimo niumero
de Liouville. Temos que B, > ¢" 2, onde ¢ = %‘?’, logo mosso resultado diz que se

njy1 = n; + o(n;) entdo a conjectura de Erddos-Mahler € verdadeira.

Concluimos esse capitulo dizendo que acreditamos ser possivel enfraquecer a hipétese
njp1 — n; = o(log B,,;) usando generalizacoes do Teorema de Formas Lineares em Loga-
ritmos, como por exemplo o Teorema dos Subespacos, ou assumindo a conjectura abc.
Porém, tirar completamente as condi¢oes sobre o distanciamento desses convergentes pa-
rece um problema bastante dificil, e ainda nao temos uma ideia clara de como atacar o caso
geral da conjectura de Erdos-Mahler. Acreditamos ser importante estudar a existéncia
nimeros reais com os quocientes parciais limitados e infinitos convergentes A,,/B,, com
P(A,B,) < M, se a conjectura de Mahler é verdadeira, entao nao devem existir tais

nimeros, porém essa questao permanece em aberto.



Capitulo

Sobre Numeros de Liouville p-adicos

Nesse tltimo capitulo continuaremos estudando problemas relacionados com ntimeros
de Liouville, porém agora em um universo bastante diferente do conjunto dos nimeros
reais. Estamos interessados em estudar esses problemas no conjunto dos niimeros p-
adicos. A ideia de estudar problemas andlogos aos ja bem estudados sobre niimeros de
Liouville surgiu quando percebemos que nao existiam muitos resultados sobre os nimeros
de Liouville p-adicos, apesar de a definicao desses niimeros datar de 1966.

Na primeira secao vamos introduzir o corpo dos nimeros p-ddicos Q,, o anel dos intei-
ros p-adicos Z, e o corpo C,,, que é o completamento do fecho algébrico de Q,,. Além disso,
vamos falar sobre fungoes analiticas p-adicas. Nas demais se¢oes estudaremos problemas
relacionados a imagem de nimeros de Liouville p-adicos por funcoes analiticas p-adicas,
em particular, veremos um resultado analogo ao teorema de Maillet sobre niimeros de

Liouville, para polindmios p-adicos.

4.1 Alguns resultados da analise p-adica

Seja a um numero inteiro nao nulo e p um nimero inteiro primo, a wvalorizacdo p-
ddica de a, denotada por vy(a), é definida como a maior poténcia de p que divide a. Se
a/b é um nimero racional, com a e b coprimos, a valorizagao p-adica v,(a/b) é dada por
vp(a/b) = v,(a) — v,(b), temos também que v,(0) = oo, por definicao.

Considere a funcdo | - |, : Q — Rsg, dada por |a/b|, = p~*(@/%  para todo nimero
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racional a/b, com a e b coprimos. E possivel mostrar que | - |, define um valor absoluto

sobre Q, ou seja:

(i) |z|, > 0, para todo nimero racional z, e |z|, = 0 se, e somente se, = 0;
(ii) |zy|, = |z|,|yl, para quaisquer z e y em Q;
(iii) |2 +ylp < [zlp + |ylp-

Na verdade, é possivel mostrar que |z + y|, < max{|z|,, |y|,}, essa desigualdade,
chamada de desigualdade ultramétrica, é uma consequéncia do fato que vy(z + y) >
min{v,(z),v,(y)}. Note que essa desigualdade é mais forte que a desigualdade triangular.

Logo, podemos pensar em completar Q com respeito ao valor absoluto |- |,. Esse
completamento sera diferente de QQ, pois existem sequéncias de Cauchy no valor absoluto
|-|, que ndo convergem em Q, por exemplo, a sequéncia 1, 1+p, 1+p+p?, 14+p+p?+p°, ...,
¢ de Cauchy na norma p-adica, mas nao é convergente em Q. Esse completamento é
chamado de corpo dos nimeros p-ddicos, e denotado por Q,. O subconjunto de Z, =
{r € Q, : |z|, < 1} é chamado de inteiros p-ddicos, e assim como os inteiros racionais, os
inteiros p-ddicos formam um anel.

Uma caracterizagao dos numeros p-adicos, é que todo numero p-adico a pode ser

escrito, de maneira inica, como a série

o0
k
a = E agp-,
k=m
com 0 < a;, < p—1, para todo k > m, e m inteiros (note que m pode assumir valores
negativos, como em uma série de Laurent). Nessa caracteriza¢do temos que a é um
inteiro p-ddico se m > 0. Por fim, consideramos C, como o completamento, com respeito
a norma induzida, do fecho algébrico de QQ, (em analogia com C). Temos que Q, e C, sao
exemplos do que chamamos de corpos ultramétricos, ou seja, corpos dotado de um valor

absoluto que satisfaz a desigualdade ultramérica. O teorema abaixo apresenta uma série

de propriedades do corpo C,, mas antes duas definicoes:

Definicao 4.1. O corpo das classes residuais de um corpo ultramétrico K, € o corpo

k= By(1)/By(17) = {z € K : ||, < 1}/{z € K : ||, < 1}.
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Em [27] vemos que o quociente acima é de fato um corpo, outra definigdo importante

¢ a de grupo de valores:

Definicao 4.2. O grupo de valores de K ¢é o subgrupo |[K*| = {|z|, : © # 0 € K} do

grupo multiplicativo dos numeros reais positivos.
Com essas definigdes em mente, podemos caracterizar o corpo C, [27]:

Teorema 4.3. O completamento C, do fecho algébrico de Q, tem as sequintes proprie-

dades:

(i) C, € algebricamente fechado;

(1) C, € um espago vetorial de dimensao infinita sobre Q,;
(111) C, ndo € localmente compacto;

w) O corpo das classes residuais de C, € o fecho algébrico do corpo contendo p elemen-
P g

tos;
(v) O grupo de valores de C, é {p" : r € Q}.

Definido o espago, vamos aos nossos objetos de interesse. Como foi dito no inicio do
capitulo, continuamos interessados em ntumeros de Liouville, porém agora p-adicos. A
primeira definicao de numeros de Liouville p-ddicos data de 1966, em um trabalho de D.
Clark [4] sobre convergéncia p-adica para solugoes de equagdes diferenciais lineares sobre

o corpo dos p-adicos. Em seu trabalho, Clark considerou a equacao diferencial linear

1
11—z

of'(z) = Mf(z) =

)

em uma vizinhanga da origem em Z,, com A € Z,/{0,1,2,...}. Ele mostrou que essa

equagao tem uma unica solugao formal f(z) dada por

> 1
fla) =" CEEy

n=1
. ~ . s . ~ . ’ 1. o0 n
O raio R de convergéncia de uma série de poténcias p-ddica ) -, a,z" sobre C, pode

ser calculado de forma analoga a uma série de poténcia sobre C, ou seja, usando a férmula
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de Hadamard. Temos entdo que o raio de convergéncia da série )~ a,2", é dado por

1
R= . T
1M SUPy, o0 |a’n p

Consequentemente, o raio de convergéncia da série de poténcias f(z) dada acima é

R = 0 se, e somente se, limsup,_,._[1/(n — A"

= oo. Quando isso acontece, Clark
disse que A é um numero de Liouville p-adico. Note que, diferentemente dos ntimeros de
Liouville, que sao rapidamente aproximados por racionais, Clark definiu os nimeros de
Liouville p-adicos como nimeros que podem ser aproximados rapidamente por inteiros

positivos no valor absoluto p-adico (lembrando que os inteiros positivos sao densos nos

inteiros p-adicos, com esse valor absoluto). Mais precisamente:

Definicao 4.4. Seja A um inteiro p-ddico, dizemos que A é um numero de Liouville

hggglf 1/In— A, =0.

Schikhof, no seu livro Ultrametric Calculus [27, Chaper 3], caracteriza os niumeros de

p-ddico se

Liouville p-adicos da seguinte forma:

Proposigao 4.5. Seja A € Z, e A = > -, app® sua expansdo p-ddica. Entio A é um
nudmero de Liouville p-ddico se, e somente se, existirem sequéncias (S;);>1 € (tj);>1, com
s; < tj para todo j > 1, tais que t;j/p% — oo, quando j — oo na topologia usual, e

as; #0, as;41 =+ =a,;_1 =0 eay #0.

O conjunto dos numeros de Liouville p-adicos possui muitas das propriedades do con-
junto dos numeros de Liouville, por exemplo: é um conjunto Gs-denso; tem medida de
Haar nula (em analogia a medida de Lebesgue); tem interse¢ao vazia com os algébricos.
De fato, é possivel mostrar que se o é um inteiro p-adico algébrico sobre QQ, entao existe
uma constante c(a) tal que |n — |, > c¢(a)n™® (um andlogo do Teorema de Liouville).
Porém, nesse trabalho sera necessario uma definicao um pouco mais parecida com a de-
finicao dada por Liouville. Para diferenciar, chamaremos esses nimeros de nimeros de

Liouwville p-ddicos fracos.
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Definicao 4.6. Seja v um inteiro p-ddico, dizemos que v € um numero de Liouville

p-ddico fraco, se para todo k > 0, existir um inteiro positivo ny tal que
—k
0 < |ng—7lp, <n.”

Claramente, o conjunto dos nimeros de Liouville p-adicos fracos possuem as proprie-
dades acima citadas para os numeros de Liouville p-adicos. Além disso, todo niimero de
Liouville p-adico, como é de se esperar, ¢ um nimero de Liouville p-adico fraco. Contudo,
nem todo nimero de Liouville p-adico fraco é um nimero de Liouville p-adico, logo esse
novo conjunto é maior que o definido por Clark. Por exemplo, o niimero [, = > 7 p™ nao
é um nimero de Liouville p-adico, uma vez que na topologia usual lim,, . (n+1)!/p™ = 0,

mas é um Liouville p-adico fraco, como veremos com a proxima proposicao.

Proposigao 4.7. Seja vy € Z, e v = > oo axp" sua ezpansio p-ddica. Entao vy € um
nimero de Liouville p-ddico fraco se, e somente se, existirem sequéncias (s;)j>1 € (t;)j>1,
com s; < t; para todo j > 1, tais que tj/s; — oo na topologia usual, quando j — oo, e

as; #0, a5;11 = =ay_1=0ea; #0.

Demonstragao: Seja vy um numero de Liouville p-adico fraco e k € N. Devemos mostrar
que existem s e t tais que, t/s >k, com as # 0, asy1 =+ =a;_1 = 0e a; #0. Como 7y é
um nimero de Liouville p-ddico fraco, existe um ny tal que, 0 < |ng—7|, < n,;k, ou seja, 0s
coeficientes de indice menor que klog, ny de ny, e v sao iguais. Porém, ny, tem no méximo
log, ny, coeficientes nao nulos na sua expansao p-adica, ou seja a;41 = -+ = a;1 = 0,
onde s = [log, ny| e t = [klog, ng].

Por outro lado, seja v € Z, com v = Y .~ l,p*. Suponha que existem sequéncias

(sj)j>1 € (tj);>1, com s; < t; para todo j > 1, tais que t;/s; — oo, quando j — oo, e

as; 70, ag,41 =+ =a,,1 =0e a; # 0. Entao,
_tj
[e'e} Sj —t; Sj sj+1
§ lkpk o E lkpk — pftj — (ijJrl)s]--H < § lkpk ,
k=0 k=0 p k=0
como 5 — 00, temos que ¥ ¢ um numero de Liouville p-adico fraco. O
J

.~ . . . _ o0 n! z 7
Da proposicao acima temos que, como dito anteriormente [, = anl p™ € um numero

de Liouville p-adico fraco, com efeito lim,, . (n + 1)!/n! = cc.
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Faremos agora uma breve introdugao ao estudo de séries de poténcias sobre C, (para
maiores detalhes recomendamos ler [27]). Considere ag,aq,... € C,, como ja foi dito
anteriormente, a série Y  a,2" converge para |z|, < R, e diverge para |z|, > R (podendo
convergir ou divergir para |z|, = R), onde R é o raio de convergéncia, dado por R =

1/ (lim sup, 0 [anly™).

Conceitos como limite e derivada sao analogamente definidos sobre os p-adicos. Em
particular, se f(xz) = > a,2™, entdo a derivada de f(z) coincide com a derivada formal
> na,z"! para todo |z|, < R. Vale citar que para as fungoes nao analiticas p-ddicas
coisas bem diferentes podem acontecer, por exemplo a funcao f : Z, — Z, que leva
a=>a,p" em Y a,p* é uma funcao continua, derivdvel, injetiva e com derivada iden-
ticamente nula (nao valendo entao, por exemplo, o Teorema do Valor Médio).

No contexto das funcoes analiticas, as funcoes p-adicas sao mais parecidas com as reais,
essas tem derivada coincidindo com a derivada formal de uma série de poténcia, satisfazem
a desigualdade de Lipschitz, sao C'*°, além de satisfazerem o Principio de Identidade para
fungoes analiticas (ou seja, se uma funcao analitica p-ddica é nula em um conjunto com
ponto de acumulacao, entao ela é identicamente nula), para mais detalhes ver [27].

Agora apresentaremos uma propriedade muito particular das funcoes p-ddicas. Seja
n > 0 um numero inteiro, considere a funcao (n) : Ly — 7y, que leva x em (z), onde

(x) _a(-1) (@ = (n—1))

n n!

Y

é possivel mostrar que ((')), (1), ..., formam uma base ortonormal, chamada base de Mahler,
para as funcoes continuas sobre Z, [27, Chaper 3]. Em outras palavras, temos que:

(I) Se f : Z, — C, é uma fungao continua. Entao existem e sdo unicos os coeficientes

ap, ai, ... € C,, chamados coeficientes de Mahler, tais que
- x
=3 ()
n=0

com a série convergindo uniformemente e || f||oc = max,>o{|a.|,}, essa série é chamada
de expansdao de Mahler de f(x).
(II) Se ap,ay, ... € C, é uma sequéncia tendendo a 0, entdo x > ZZO:O G, (z) define

uma fungao continua f : Z, — C,.
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Além disso, temos que os coeficientes ag, ay, ... € C, na expansao de Mahler de f(z)

podem ser recuperados pela formula de inversao de Mahler:
4y =Y (=1)"7 (j)f(y) (n=0,1,2,...), (4.1)
§=0

Note que as funcoes ((')), (1), ..., sao polinomios, logo podem ser estendidas a C,.
Observamos também que, assim como no Capitulo 2 dessa tese, essas funcoes tem propri-
edades aritméticas que serao 1teis no estudo do comportamento aritmético das fungoes
p-adicas. Como estamos especialmente interessados em funcoes inteiras, precisamos rela-
cionar a base de Mahler com essas fungoes, essa relacao é dada pela seguinte proposicao

(ver [27]):
Proposicao 4.8. Sejam ag,aq,... € C,. Entdo temos as sequintes equivaléncias:

a) flz) =3r"an(%) converge para todo x € Q,;
b) x> 07 an(t) € analitica sobre C,;

¢) Para todo r > 0, lim,,_, |a,|,r"™ = 0.

4.2 Funcoes Analiticas e Numeros de Liouville p-adico

Nessa secao apresentaremos alguns resultados sobre fungoes analiticas avaliadas em
niumeros de Liouville p-adicos. Nosso objetivo é estudar as questoes amplamente estudadas
sobre os numeros de Liouville, agora no contexto dos p-adicos. A primeira questao que
estudaremos é o caso analogo do Teorema de Maillet para nimeros de Liouville p-adicos.

E bem conhecido que se A é um numero de Liouville p-adico e n,m sao nimeros
inteiros com n > 0, entdo nA 4+ m também é um nimero de Liouville p-ddico [27]. Maillet
provou que fungoes racionais nao constantes com coeficientes racionais levam nimeros de
Liouville em ntimeros de Liouville, como ntimeros de Liouville p-adicos sao aproximados
por inteiros positivos, podemos esperar que o mesmo vale para polinomios nao constantes

com coeficientes inteiros e coeficiente lider positivo. De fato, temos que:
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Teorema 4.9. Seja f(x) um polindmio com coeficientes inteiros e coeficiente lider posi-
tivo. Se v € um numero de Liouville p-ddico fraco, entao f(y) também é um nimero de

Liouwville p-ddico fraco.

Demonstracao: Seja v um nimero de Liouville p-adico fraco, por defini¢ao existe uma
sequéncia (ny)r>1 tal que 0 < |ny, — 7|, < ng*. Como f(z) é um polindmio, temos que

f(z) satisfaz a condigao de Lipschitz, ou seja

[f(nr) = F(V)]p < clnge — lp,

para algum ¢ > 0. Por hip6tese, f(x) é um polinémio com coeficientes inteiros e coeficiente

lider positivo, logo f(ny) é inteiro positivo para k suficientemente grande. Além disso

0 < f(n) <nf™,

para k suficientemente grande, onde d é o grau de f(x).

Consequentemente, temos que
) = )]y < eni® < () < ),

logo, resta mostrar que |f(ng) — f(y)|, > 0, para infinitos k’s. Porém, suponha que
|f(nk) — f(7)|, = O para infinitos k’s, ou seja, f(ng) = f(7) para infinitos k’s, como
ng — 7, temos que f(x) é constante em um conjunto com ponto de acumulagao, logo

f(z) = f(v), absurdo. Logo f(v) é um nimero de Liouville p-adico. O

Observagao 4.10. Provamos o resultado para numeros de Liouville p-ddicos fracos.
Porém, o mesmo resultado nao é verdadeiro para nimeros de Liouville p-ddicos, ou seja,
existe um polinomio p(x), de grau maior que 1, e um nimero de Liouville p-adico X, tal

que p(A\) nao € um nimero de Liouville p-ddico.

De fato, considere o polinémio p(x) = x?. Para construir nosso niimero de Liouville

p-adico, p impar, considere a sequéncia definida por
to=1,t; =p,to =20, ..., t, =np', . .. n>1.

Seja A = Y2, p'*, entao pela Proposigao 4.5 temos que A é um nimero de Liouville

p-ddico, com efeito, tr,1/(p™) = (k+ 1) — oo, quando k — co. Vamos mostrar que f(\)
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nao é um nimero de Liouville p-ddico. Para isso, considere a expansao p-adica de f(7),
dada por f(v) =3 7", cap”, com ¢, = D7 €jen—j, onde g5 = 1, se j = t; para algum k,
e €; = 0 caso contrério.

Vamos mostrar que ¢y, = ¢z, = 1 € ¢, 44,,, = 2, para k suficientemente grande. De

fato, temos que
2ty

Coty, = Z€j€2tk—j,
§=0
onde as parcelas dessa soma sao diferentes de 0 se, e somente se, j = t; e 2t — t; = s,
com [ e s menores que k (uma vez que, para k suficientemente grande 2¢; é menor que
try1). Porém, para [ < k, temos que 2t — t; > ty, logo 2t — t; # ts. Consequentemente,

Cat, = 1 para todo k suficientemente grande. Para ¢, 44, ,, = 2 a demonstragao ¢ andloga.

Como, para qualquer bloco de 0 ay # 0, as.1 =+ =a;_1 =0 e a; # 0, temos que
t < max 241 T+ lrpr <1
ps - ptk+tk+1’ p2tk -

para k suficientemente grande. Logo f(A) ndo é um nimero de Liouville p-ddico, mas é

um numero de Liouville p-adico fraco, pelo que vimos no Teorema 4.9.

Observacao 4.11. Se w € 1 4+ pZ € um numero inteiro positivo e X € um numero de

A ¢ um nimero de Liouwville p-ddico fraco, onde

wh = i(w —1)" <2>

n=0

Liouwville p-ddico, entdo w

Note que, na demonstracao do Teorema 4.9 usamos fortemente o fato que f(x) leva
inteiros positivos em inteiros positivos limitados por uma ordem polinomial. Logo, caso
exista uma funcao p-adica inteira transcendente f(x), tal que f(N) € N e f(n) < n¢
para algum d > 0 fixado, f(x) levaria nimeros de Liouville p-ddicos fracos em nimeros
de Liouville p-addicos fracos. Porém, o proximo resultado nos diz que tais fungoes nao

existem, mais precisamente temos que :

Teorema 4.12. Seja f(x) uma funcdo inteira tal que f(N) C N e f(n) < n?, para algum

d > 0 fizado, entao f(x) € um polinomio.

Demonstra¢ao: Como f(N) C N, temos que os coeficientes de Mahler de f(x) s@o

nimeros inteiros. Além disso, como f(z) é uma fungao inteira, pela Proposi¢ao 4.8 temos
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que para qualquer r» > 0

lim |a,|,m" =0,
n— o0

ou, equivalentemente, v,(a,) — kn — 400 para todo k > 0. Sendo assim, dado k > 0
temos que p*" | a,, para todo n suficientemente grande, em outras palavras, ou a,, = 0 ou
lanloo > P, onde | - |o é o valor absoluto real (faz sentido falar de valor absoluto real
para os coeficientes de Mahler de f(z), pois eles sdo nimeros inteiros).

Por outro lado, temos que 0 < f(n) < n? para todo n > 0 e algum d > 0 fixado, por

hipotese. Usando a formula de inversao de Mahler, obtemos que

|an|oo =
=0 o
“/n
< z(.)m
=0 \J
< nd2",

. d . n n\ __
onde usamos que f(i) <n® para 0 <i<n,e ., (]) = 2",

Suponha que a, # 0 para infinitos n’s, entdo vimos que |a,|s > p*", combinando as
duas desigualdades temos que p* < n?2" logo k < log2. Porém f(x) é analitica, por
hipétese, ou seja, k nao pode ser limitado, entao a, = 0, para todo n suficientemente

grande e f(x) é uma combinagao finita de polindémios, e portanto um polinémio. O

4.3 O problema de Mahler para Liouville p-adicos

Nessa se¢ao estudaremos o analogo do problema proposto por Mahler para niimeros de
Liouville, ou seja, se existe funcoes inteiras transcendentes p-ddicas que mapeiam niumeros
de Liouville p-adicos em numeros de Liouville p-ddicos. Infelizmente, uma resposta final
para essa pergunta, assim como no caso real, continua aberta. Contudo, iremos cons-
truir uma classe de niimeros de Liouville p-adicos, para a qual existem funcoes inteiras
transcendentes p-adicas que mapeiam essa classe dentro dela mesma, ou no conjunto dos
nimeros naturais.

Antes de mais nada, precisamos de um critério de transcendéncia para funcoes inteiras

p-adicas. No caso das funcoes reais, sabemos que é necessario e suficiente que a funcao
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nao seja polinomial, veremos que o mesmo vale para as funcoes inteiras p-adicas. Para
provar isso precisamos de dois resultados, que sao bem conhecidos para funcoes analiticas

sobre C, o primeiro é o principio do méximo [27]:

Teorema 4.13 (Principio do Maximo Ultramétrico). Sejam K um espago nao localmente
compacto, r € |K*|, e f é uma fun¢do fungao analitica sobre Bo(r) dada pela série de

poténcias f(x) =Y~ a,a", (x € By(r)).

(1) Se o grupo de valores de K ¢é denso, entdo

sup{|f (@)l [l < r} = sup{If(@)], : [z], < r} = max{Jaul,r™ : n > 0} < oc;
(2) Se o corpo das classes residuais de K € infinito entdo

sup{|f(2)lp : |zlp <7} = sup{[f(2)lp : [2], = r} = max{|an|,r™ 1 n > 0} < o0.

Como C,, é nao localmente compacto, o grupo de valores de C, é {p" : r € Q}, e
o corpo das classes residuais é o fecho algébrico do corpo contendo p elementos (que é
infinito), entao para C, valem (1) e (2). O préximo teorema também é bem conhecido

para fun¢oes analitica sobre C [27]:

Teorema 4.14 (Teorema de Liouville Ultramétrico). Seja K um espago métrico nao

localmente compacto. Entao toda funcdo analitica [ K — K limitada € constante.

Vamos entao provar que uma funcgao inteira p-adica é algébrica se, e somente se, ¢ um

polinémio, para provar isso nosso primeiro lema é:

Lema 4.15. Se p(z) € C,[z] é um polinémio nao nulo, entao existe M > 0 e Ry > 0,

tais que |p(z)|, > M, para todo x com |x|, > Ry.

Demonstracdao: Para o caso em que p é constante nao nulo, digamos constante igual
a ¢ podemos, por exemplo, tomar M = |c[,/2 e Ry = 1. Agora suponha que p ¢ nao
constante, logo lim,|, . [p(x)|, = 00. De fato, se p(x) = ap+ a1z + - - - + a, 2" temos que
Ip(x)], = max{|apz®|, : 0 < k < n} = |an|y|z|?, para todo |z, suficientemente grande, e

o lema segue. |
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Lema 4.16. Se f ¢ inteira algébrica, entao existem nimeros reais ¢ > 0 e Ry > 0, tais

que || fllg == SUP|y|,<R |f(2)], < R, para todo R > Rs.

Demonstracao: Por hipdtese sobre f, existe um polindomio nao nulo p(z,y) € C,lx, yl,
tal que p(z, f(z)) = 0 para todo x € C,. Colocando em evidéncia as poténcias de f(z)

que sao iguais, podemos reescrever a igualdade acima como
ao(z) + ar(x) f(z) + - + ag(x) f(z)? =0, (4.2)

onde ao(z),...,a4(z) € C,lx] e aq(x) é ndo nulo (nesse caso a fungao é dita algébrica de
grau d). Pelo Lema 4.15, existem M e R; positivos, tais que |aq(x)|, > M para todo x
com |z|, > Ry. Sem perda de generalidade, podemos supor que f é ndo constante, pois
caso contrario, o resultado é ébvio. Dai, pelo Teorema de Liouville Ultramétrico temos
que ||f||r > 1 para R > Ry, ou seja, f nao contante implica f nao limitada. Daqui em
diante, tomaremos R > max{ Ry, R1}, tal que R = p" com r racional.

Pelo principio do Maximo, || f|| g = max{|a,|,R" : n > 0}, seja® € C, tal que |Z|, = R.

Substituindo Z em (4.2) obtemos

f@)(a1(7) + -+ aa(@) f(@)T) = ao(@),
como || f||r > 1, obtemos que

|a1(@) + - + aa(@) f @)y < lao(T)]p,
da desigualdade |a + b|, > |a|, — |b|,, podemos escrever
ax(@) f (@) + - + aa(@) f @) < lao(@)]p + a2 (@),
repetindo esse processo, temos
|aa(@) f(T)]p < [ao(@)p + |ar(Z)]p + - - + a1 (T)],
usando que |aq(x)|, > M, obtemos
[F (@) < %(lao(f)!p +Hla@)p + -+ lag (@)]) < CR* < R

para R suficientemente grande, onde C' > 0 é constante e s = max{d(ao),...,(ag-1)},
onde d(a;) é o grau do polinémio a;. Tomando ¢ = s+ 1 o resultado segue. O

Agora vamos ao resultado:
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Teorema 4.17. Uma funcao inteira p-ddica € algébrica se, e somente se, € um polinomio.

Demonstragao: Suponha que f(z) € Cylz|. Definap(z,y) = f(x)—y, entdo p(x, f(x)) =
0, para todo z € C,, logo f(x) é algébrica. Agora vamos supor que f(z) = »_ -, a,2"
seja inteira e algébrica, entao pelo Lema 4.16, existem Ry > 0 e ¢ > 0, tal que || f||zr < RS,
para todo R > R,. Por outro lado, pelo Principio do Méximo, temos que ||f|r =
max{|a,|,R" : n > 0}, comparando as duas temos que a,, = 0 para todo n > ¢, logo f(z)
¢ um polinoémio. O

Vimos no comego desse capitulo que os niumeros de Liouville p-ddicos (fracos ou nao)
sao caracterizados por grandes blocos de zeros na sua expansao p-adica, vamos entao
definir uma funcao que conta o nimero de zeros na expansao p-adica de um inteiro p-
adico. Para isso, considere o um nimero inteiro p-adico com expansao p-adica dada por
a = > 2 arpt, defina 8y : Z, — {0,1}, tal que, dx(a) = 0, se ar, = 0 e §(a) = 1, se
ar # 0. Por fim, considere a funcao 0, : NU {0} — N U {0} dada por

n
Oa(n) = ok(a).
k=0
O préximo resultado relaciona a fungao 6, com os nimeros de Liouville p-adicos fracos:
Proposigao 4.18. Sejam o € Z,/{0} e > o, arp® sua expansdo p-ddica, se
0a(n) = o(logn),
entao o € um numero de Liouville p-ddico fraco ou o é um nimero inteiro nao negativo.

Demostragao: Suponha que o nao é um nimero natural, logo sua expansao p-ddica é
infinita. Seja a,, a sequéncia dos coeficientes nao nulos na expansao p-adica de «, pela

proposicao 4.7 ¢é suficiente mostrar que

Nk

lim sup
k—oo Mk—1

= Q.

Suponha, por absurdo, que n:: < M, para todo £ > 0, com M > 0 constante,
além disso podemos tomar M > ng, pois a # 0. Entao n, < Mn;_1, para todo k > 0,

reiterando a desigualdade, temos que n; < M**!. Tomando o logaritmo, temos que
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k+1 > logng/log M, para todo k > 0, porém, temos que k + 1 = 6,(ny), contradigao
com o fato de 6,(n) = o(logn), logo o é um nimero de Liouville p-ddico fraco. O

Nosso objetivo é usar a funcao 6,(n) para construir uma funcao p-ddica inteira trans-
cendente e um subconjunto £ dos nimeros de Liouville p-ddicos fracos, tais que f(£) C £.

Para isso considere a func¢ao

log[k]|(x) = loglog - - - log(z),

/

k vezes
e o subconjunto £ dos niumeros de Liouville p-adicos fracos, tal que para todo k > 0

inteiro e todo A € £, temos que

0x(n) = o(log[k](n)).

Teorema 4.19. Eziste uma fun¢do p-ddica inteira transcendente, tal que f(£) C LUN.

prova do teorema 4.19

Para provar o Teorema 4.19 usaremos um lema técnico, que nos permite limitar

0f(a)(n) em funcao de 0,(n) para uma funcao inteira f(z) = Y 1o, cpz® € Z,[[z]] e a € Z,,.

Lema 4.20. Sejam f(z) =Y oo, cxx® € Z,[[x]] uma fungao inteira e o € Z,,. Entio
05a)(n) < Oey (1) + 0e, () (p = 1)0a(n) + - + e, (W) [(p = 1)0a ()],

com vy(n) = min{v € N : Vk > v,v,(c;) > n}.

Demonstragdo: Inicialmente, considere o = > 7 app e B = Yoo bpp® inteiros p-
adicos, temos que
Oorp(n) < 0u(n) +0s(n). (4.3)
De fato, (4.3) é verdadeiro, se n = 0. Suponha que (4.3) vale para n > 0 e note que

Oatp(n +1) = Oayp(n) + ona(a + B),

Dessa forma, se d,,11(a + ) = 0, entao (4.3) vale, dado que

Oorp(n+1) = 0a1p(n) < bo(n)+0s(n) < 0u(n+1)+0s(n+1).
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Entao, ndés podemos supor que ,1(a + ) = 1. Além disso, se d,.1(a) = 1 ou

dnt1(8) =1, entao (4.3) vale, pois

bura(n+1) = Gara(n) + 1

IN

0a+5(n) + Ont1 (OZ) + Ont1 (6)
< bo(n+1)+03(n+1).

Consequentemente, é suficiente supor que d,41(a+ 5) =1 € dyp1(a) = 0,101(8) = 0.

Nesse caso, nds temos a soma

n n n+1
D apt ) bt = et
k=0 k=0 k=0

com ¢, # 0. Dali, é facil ver que existem blocos a,_p" '+ - -+ap,p™ € by_;p™ 4+ - -4bpp"
de tamanho (I 4+ 1) com pelo menos (I + 2) coeficientes nao nulos, tais que para todo
n—1<k<mn,temos ap # 0 ou by # 0, ou seja, ,45(n) < O,(n) + 03(n). Em outras
palavras,
Ooip(n+1) =0uip(n) +1 < 0,(n) +0s5(n) =0,(n+1)+0z(n+1).
Uma consequéncia direta de (4.3) é que se ¢ é um inteiro positivo, entao

Oca(n) < cl,(n), (4.4)

para todo n € Z. Além disso, se k é um inteiro positivo, nés temos que

< min{f,(n),n — k}, se k<n,
Hpka(n) (4.5)
=0, se k> n.

Agora usamos (4.3), (4.4) e (4.5) para mostrar que
Oop(n) < (p = 1)0a(n)bs(n). (4.6)

Com efeito, Sa = Y ;7 bgp*a, entao aplicando (4.5) obtemos

Qaﬂ - 922:0 bkpka(n)a

e aplicando (4.3)

Oap(n) < ) Oppral(n)-
k=0
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Observe que 0 < b, < p — 1, entdo nés podemos reaplicar (4.5) e aplicar (3.2), como

segue

Oas(n) < > Oyaln)
< (p=1) > faln)

bi#£0, 0<k<n

(p = 1)05(n)00(n).

IN

Usando (4.6)
Ooc(n) < (p—1)*10,(n)*, Vk>1cZ (4.7)

Agora, seja p(x) = cp+c12+- - -+cpz® um polinémio com coeficientes em Z,, aplicando

(4.3), (4.4), (4.5), (4.6) e (4.7) temos

Op(0) (1) < Oy (1) + 0c, (0) (p — 1)fa(n) + -+ + b, [(p — 1)8a(n)]". (4.8)

Finalmente, se f ¢ uma funcao p-ddica inteira, entao v,(c,)/n — oo, em particular,
dado um inteiro positivo n existe v¢(n) tal que para todo v > v¢(n) € Z, temos v,(c,) > n.

Consequentemente, aplicando (4.5) e (4.8)

01(0) (1) < Oy () + 0o, (n)(p = Dla(n) + - + by, (0)[(p = 1) (1)] 0,

com v¢(n) = min{v € N: Vk > v,v,(cx) > n}. O

Demonstragao do teorema 4.19
Considere a fungao f(z) =Y .~ pz", onde
to=1,t1 =p,to =207, ..., t, =np™*, ..., n>1,

note que f(x) é uma funcdo inteira transcendente, com efeito o raio de convergéncia R de

f(z) dado por R = pn = oo, logo f(z) é inteira, e pelo Teorema 4.17 transcendente.
Observe que v¢(n) = o(log[k](n)) para todo k > 0 inteiro. Com efeito, v,(p™*) = t; e

log[k](t,) — oo quando n — oo, para todo k > 0 inteiro. Pelo Lema 4.20, temos que para

todo A € £

Orx (1) < Opro(n) + Oy (n)(p — 1)0x(n) + - - - + quf(n) (n)[(p — 1)(9>\(n)]Vf(”)’
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como 0 < 6,:(n) < 1, temos que

Or00(n) = O([(p — DoA(n)] 7 ™),

usando que 0y(n) = o(loglk](n)) e v¢(n) = o(log[k](n)), para todo k > 0 inteiro, temos
que O\ (n) = o(loglk](n)) para todo k > 0 inteiro. De fato, dado & > 0 inteiro, temos
que 05(n) = o(loglk + 2](n)) e v¢(n) = o(loglk + 2](n)), como

[k+2](n)

log[](n) = e,

temos que ((log[k + 2](n))ek+AM)) = o(log[k](n)), logo () (n) = o(log[k](n)), conse-
quentemente, ou f(\) € £, ou f(\) € N. O

Concluimos esse capitulo, e também esse trabalho de tese, observando que o estudo de
problemas analogos aos estudados sobre transcendéncia e, em especial, sobre niimeros de
Liouville, no conjunto dos nimeros p-adicos, se mostrou promissor para futuras pesquisas.
Lembrando que o proprio Mahler estudou muitas questoes relacionadas a transcendéncia
de nimeros p-adicos. O problema sobre a existéncia fungoes inteiras transcendentes p-
adicas levando numeros de Liouville p-adicos em ntimeros de Liouville p-adicos continua
em aberto, apesar de nossos esforgos, assim como no caso real. Porém, aprendemos que
as propriedades dos niimeros p-adicos nos permite atacar o problema de formas diferentes

das usadas no caso real, e inclusive nos traz ideias novas para o problema original.
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