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Resumo

Neste trabalho apresentamos um resultado para grupos da forma G = H ⊕ K , com

(exp(H), exp(K)) = 1. Provamos sob certas hipóteses que, se para todas sequências T em

F(G) de tamanho constante |T | = α, com soma zero na componente H e soma constante em

K tem-se que |supp(ψ(T ))| = 1, onde ψ representa a função projeção de G em K .

Fazemos uma classi�cação para a estrutura de todas as sequências deG′ = C2
3 de tamanho

s(G′) − 1 que não possuem subsequências de tamanho exp(G′) e soma zero. Dado o grupo

abeliano �nito de posto quatro, G = C4
2 ⊕ C2

3 , com o resultado anterior tem-se:

29 6 s(C4
2 ⊕ C2

3) 6 31.

Também apresentamos o valor exato para s(G), onde G = C3
2 ⊕ C2

3 , mais precisamente,

s(C3
2 ⊕ C2

3) = 25.

Por �m melhoramos a cota superior da família de grupos abelianos G = C2
3 ⊕ Cn,

com (n, 3) = 1 e n > 7. Obtemos que

s(C2
3 ⊕ Cn) 6 6n+ 12.

Palavras-Chave: Soma Zero, Constante EGZ, Grupos Abelianos Finitos.



Abstract

In this work we present a result for groups of the form G = H ⊕K , with

(exp(H), exp(K)) = 1. We prove under certain hipotheses that, if for all se-

quence T in F(G) of constant length |T | = α, with sum equal to zero in the

component H and constant sum in the component K we have

|supp(ψ(T ))| = 1, where ψ represents the projection function from G to K .

We obtain a classi�cation for the structure of all the sequences of G′ = C2
3

of length s(G′)− 1 that do not have subsequences of length exp(G′) and sum

equal to zero. Given the �nite abelian group of rank four G = C4
2 ⊕C2

3 , using

the previous result we have:

29 6 s(C4
2 ⊕ C2

3) 6 31.

We also present the exact value of s(G), where G = C3
2 ⊕ C2

3 , more precisely,

s(C3
2 ⊕ C2

3) = 25.



Finally we improve the upper bound of the family of abelian groups

G = C2
3 ⊕ Cn, with (n, 3) = 1 and n > 7. We obtain that

s(C2
3 ⊕ Cn) 6 6n+ 12.

Key words: Zero sum, EGZ constant, Finite Abelian Groups.

6



Sumário

Introdução 9

1 Alguns Resultados Conhecidos Sobre Problemas de Soma Zero 15

2 Sequências de Soma Constante 30

3 Sequências de SomaZero nos Grupos AbelianosC3
2⊕C2

3 eC4
2⊕C2

3 37

3.1 Constante EGZ para o Grupo C3
2 ⊕ C2

3 . . . . . . . . . . . . . 42

3.2 Cotas Superiores para s(C4
2 ⊕ C2

3 ) . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.2.1 s(G) 6 32 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.2.2 Diminuindo a Cota Superior para 31 . . . . . . . . . . 60

3.2.3 Comentários sobre a cota s(G) 6 30 . . . . . . . . . . 61

3.3 Uma cota inferior para C4
2 ⊕ C2

3 . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4 Cota Superior para s(C3
3 ⊕ Cn) 69

4.1 s(C3
3 ⊕ Cn) 6 6n+ 12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

7



Referências Bibliográ�cas 90



Introdução

Uma das áreas de pesquisa na Teoria de Números é o estudo de problemas

de soma zero, o qual será o objeto de estudo desta tese. Estes problemas são

de certa forma um tipo de problema de combinatória sob a estrutura de um

grupo, mais precisamente, dado um grupo G e um número positivo n, procu-

ramos pelo menor inteiro k tal que para toda sequência de elementos em G de

tamanho k contém n termos cuja soma é zero em G.

Um resultado clássico desta área é um teorema de 1961 (Ver [2]) de Paul

Erdös, Abraham Ginzburg, e Abraham Ziv. Eles demonstraram que, se G é o

grupo cíclico �nito G = Z/Zn de expoente n, então toda sequência de ta-

manho k = 2n − 1 tem uma subsequência de tamanho n e soma zero. Este

resultado estimula a de�nir a seguinte constante: Dado um grupo G abeliano,

�nito e com exp(G) = n, seja s(G) o menor inteiro l tal que, toda sequência de

elementos em G de comprimento maior de que ou igual a l, contém uma sub-

sequência de tamanho exatamente n de soma zero (aqui sempre que dizemos

soma zero, signi�ca que a soma será o elemento neutro do grupo). Esta cons-

tante é conhecida por constanteEGZ , em homenagem a Paul Erdös, Abraham

Ginzburg, e Abraham Ziv.

Neste mesmo período temos a in�uência de um grande estudioso da Teoria

dos números, Harold Davenport (1907-1969). Uma das importantes de�nições

dentro dos problemas de soma zero ganhou seu nome: Seja G um grupo abe-

9



Introdução 10

liano �nito, a constante D(G) é o menor inteiro positivo l tal que para toda

sequência de elementos emG de comprimento maior ou igual a l , esta sempre

possui uma subsequência de soma zero Este número é denominado constante

de Davenport. Observe que esta constante sempre existe, pois a soma de todos

elementos do grupo é uma soma zero.

Davenport, no ano de 1966 em uma conferência levantou a seguinte questão:

Seja R o anel dos números inteiros de um corpo de números algébricos F, qual

é o número maximal de classes de ideais primos (contando a multiplicidade) na

decomposição em ideais primos de aR para um inteiro irredutível a em R?

Em 1969, J. Olson (ver [6] ) no trabalho intitulado por A combinatorial pro-

blem on �nite Abelian groups I, apresentou o valor para a constante de Daven-

port para p-grupos abelianos �nitos, mais especi�camente ele mostrou que se

G = Cn1 ⊕ Cn2 ⊕ · · ·Gnr , com n1|n2| · · · |nr é um p-grupo, então a constante

de Davenport D(G) é dada por

D(G) = 1 +
r∑
i=1

(ni − 1).

Ainda no ano de 1969, em outro trabalho, J.Olson (ver [7] ) mostra que em

todo grupo abeliano �nito da forma Cn ⊕ Cm com n|m tem-se

D(G) = m+ n− 1.

No ano de 1973, temos um importante artigo em alemão, escrito por Heiko

Harborth (Ver [8]) em que se demonstra a desigualdade:

(n− 1)2r + 1 6 s(Cr
n) 6 (n− 1)nr + 1.
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Observe que deste resultado obtém-se o valor exato da constante EGZ para

2-grupos �nitos:

s(Cr
2) = 2r + 1.

Neste mesmo artigo temos vários outros resultados interessantes, em algum

deles temos uma nova constante que denotamos neste trabalho por g(G). Esta

constante é dada pelo menor valor t (inteiro positivo) tal que toda sequência

S em G livre de quadrados, (ou seja, uma sequência que não há repetição de

elementos) contém uma subsequência de soma zero e comprimento exp(G).

Esta nova constante é uma versão da constante s(G), mas para sequências

livre de quadrados, assim obviamente sempre vale que g(G) 6 s(G).
Neste trabalho de Heiko Harborth temos uma importante relação entre as

constantes s(G) e g(G) quando o grupo G é da forma G = Cr
3 . Ela é dada por:

s(Cr
3) = 2g(Cr

3)− 1.

Ainda neste trabalho Harborth calcula o valor de g(G) para alguns 3-grupos,

ele mostra por exemplo que

g(C2
3) = 5 e g(C3

3) = 10.

Já em 1983 temos a contribuição de Kemnitz ([9]) que encontra o valor exato

para g(G) para o caso em que G é cíclico, ele mostra que vale

g(Cn) =


n, se n é ímpar

n+ 1, se n é par.

Note que o caso em que a constante g(G) é n + 1, signi�ca que não existe
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nenhum conjunto com a propriedade desejada. De modo mais geral, é conhe-

cido (Ver [10, Lemma 10.1]) que g(G) = |G|+ 1 se, e somente se, G é 2-grupo

abeliano elementar ou um grupo cíclico de ordem par. Além desse resultado

Kemnitz também conseguiu encontrar o valor de g(G) para alguns grupos de

posto dois, especi�camente ele mostrou que g(C2
p) = 2p− 1 para p ∈ {3, 5, 7}

e em [12] Gao, Geroldinger e Schmid mostram que g(C2
p) = 2p − 1 para to-

dos os primos p > 47. Nesta mesma direção Gao e R. Thangadurai em [11]

mostraram que g(G2
4) = 9 e �zeram a seguinte conjectura:

g(C2
n) =


2n− 1, se n é ímpar

2n+ 1, se n é par.

Há muito o que fazer com relação a constante g(G). Por exemplo, ainda

não é possível até o presente momento determinar o valor desta constante

para todos os grupos de posto 2, apenas para algumas famílias especí�cas. Das

constantes citadas até o momento g(G) é a que apresenta um menor número

de resultados demonstrados.

Em 2007 temos o importante artigo de C. Reiher (Ver [16]) em que se de-

monstra o valor da constante s(G) para todos os grupos abelianos de posto 2.

Ele demonstra que, se G = Cn ⊕ Cm com n|m tem-se

s(Cn ⊕ Cm) = 2m+ 2n− 3.

Infelizmente ainda não há um resultado geral como este para grupos de posto

maiores ou iguais a três.

Além do estudo de sequências que possuem subsequências de soma zero de

um determinado comprimento, há também um esforço no sentido contrário,



Introdução 13

ou seja, de determinar a estrutura de sequências que não possuem tais sub-

sequências. Temos o seguinte resultado neste sentido para grupos cíclicos:

Lema 0.0.1. [4, Lemma 2.4] Seja G um grupo cíclico de ordem n > 2. Seja S
uma sequência de G de tamanho |S| = s(G)− 1. Então as seguintes a�rmações

são equivalentes:

a) S não tem nenhuma sequência de soma zero e tamanho n.

b) S = (gh)n−1 onde g, h ∈ G com ord(g − h) = n.

Vamos utilizar nesta tese a maior parte dos resultados citados acima, além

de alguns outros que aparecerão no decorrer do trabalho. Para maior compre-

ensão do desenvolvimento das ideias, dividimos a tese em quatro capítulos.

No primeiro capítulo apresentamos de�nições e notações que serão utiliza-

das ao longo do trabalho e também vários resultados já demonstrados. Apre-

sentamos também alguns valores já conhecidos para as constante relacionadas

a problemas de soma zero e algumas cotas existentes.

No capítulo dois apresentamos um resultado para grupos da forma

G = H ⊕K , com (exp(H), exp(K)) = 1. Provamos sob certas hipóteses que,

se para todas sequências T em F(G) de tamanho constante |T | = α, com soma

zero na componente H e soma constante em K tem-se que |supp(ψ(T ))| = 1,

onde ψ representa a função projeção de G em K .

No capítulo três começamos com um teorema onde apresentamos uma clas-

si�cação para a estrutura de todas as sequências de G′ = C2
3 de tamanho

s(G′) − 1 que não possuem subsequências de tamanho exp(G′) e soma zero.

Este resultado nos permite encontrar limitantes inferior e superior para o grupo

de posto quatro, G = C4
2 ⊕ C2

3 , encontramos os seguintes valores:

29 6 s(C4
2 ⊕ C2

3) 6 31.
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Observe que as cotas estão bem próximas, faltando pouco para chegar no valor

exato de s(G). Também conseguimos o valor exato para s(G), onde

G = C3
2 ⊕ C2

3 , mais precisamente, concluímos que s(C3
2 ⊕ C2

3) = 25. Con-

seguimos também com o auxílio do programa GAP-Groups, Algorithms, Pro-

gramming (um programa desenvolvido para cálculos em Álgebra discreta com

ênfase em desenvolvimento de computação em teoria de grupos) classi�car no

grupo G′ = C2
3 todas as sequências de tamanho s(G′) − 2 livre de soma zero

e tamanho exp(G′).
Já no quarto e último capítulo melhoramos a cota superior da família de gru-

pos abelianos G = C2
3 ⊕ Cn, com (n, 3) = 1 e n > 7. Sabe-se de

[14, Lemma 4.2.5] que se K ⊂ G com exp(G) = exp(K)exp(G/K) , então

s(G) 6 (s(K)− 1)exp(G/K) + s(G/K).

Utilizando este resultado conclui-se que s(C2
3⊕Cn) 6 6n+13, conseguimos

diminuir esta cota em uma unidade, ou seja, mostramos neste capítulo que

s(C2
3 ⊕ Cn) 6 6n+ 12.

Este último resultado foi obtido principalmente do fato de conhecermos os

valores de g(C2
3) = 10 e também do fato que s(Cn) = 2n− 1.

A obtenção de resultados mais precisos para as constantes s(G), η(G), g(G)
e D(G) envolve a solução de problemas combinatórios complexos. Isso se re-

�ete na escassez de resultados para grupos abelianos �nitos quaisquer. Outra

consequência é que mesmo uma pequena melhora em cota existente demanda

grande esforço técnico e computacional.



CAPÍTULO 1

Alguns Resultados Conhecidos Sobre Problemas de Soma

Zero

O nosso interesse neste trabalho é estudar, dentro da estrutura de grupos

abelianos �nitos sequências �nitas de seus elementos. Mais especi�camente,

procuramos informações sobre sequências que possuam subsequências de ta-

manho especí�co cuja soma seja zero no grupo. Apresentamos neste capítulo

algumas de�nições e alguns resultados relacionados a problemas de soma zero.

A maioria dos resultados expostos neste capítulo são bem conhecidos, motivo

pelo qual muitas das suas provas serão omitidas.

SejaG um grupo abeliano �nito, então pelo Teorema Fundamental dos Gru-

pos abelianos G é isomorfo ao grupo

Zn1 ⊕ · · · ⊕Znr

onde n1|n2| · · · |nr = n, onde n é o expoente do grupo e r é o posto.

Uma sequência S em G é dada por g1g2 · · · gl onde gi ∈ G para todo

i ∈ [1, l]. Em alguns momentos também vamos escrever a sequência S na

15
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forma de produto, da seguinte forma:

l∏
i=1

gi =
∏
g∈G

gνg(S)

onde νg(S) nos dá a multiplicidade de g em S. Se νg(S) 6 1 para todo g ∈ G
então dizemos que a sequência S é livre de quadrados.

O conjunto de todas as sequências, que denotamos por F(G), é um mo-

noide abeliano,onde a multiplicação de duas sequências S = ∏
g∈G g

νg(S)
e

S ′ = ∏
g∈G g

νg(S′)
é dada por

S · S ′ =
∏
g∈G

gνg(S)+νg(S′).

Lembrando que um monóide é um conjunto não-vazio com uma operação

binária, fechada, associativa com elemento neutro. No caso do conjunto F(G),
o elemento neutro é dado pela sequência vazia.

Dada uma sequência S ∈ F(G) dizemos que S ′ é uma subsequência de S

se existir uma sequência S ′′ ∈ F(G) tal que S = S ′ · S ′′ e usamos a notação

S ′|S. Também podemos de�nir o comprimento de uma sequência S, como

|S| =
∑
g∈G

νg(S) = l ∈N0

ondeN0 =N ∪ {0} .
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De�nição 1.0.1. Para S = ∏l
i=1 gi, de�nimos

σ(S) =
l∑

i=1
gi

como a soma dos elementos da sequência S. Também de�nimos o conjunto

supp(S) = {g ∈ G | vg(S) > 0} ⊂ G,

denominado de suporte de S.

A seguir de�nimos as principais constantes relacionadas a problemas de

soma zero.

De�nição 1.0.2. Seja G um grupo abeliano �nito.

• D(G) é o menor inteiro t tal que toda sequência S de G com |S| > t tem
uma subsequência não vazia de soma zero. Essa constante é conhecida como

constante de Davenport.

• η(G) é o menor inteiro t tal que toda sequência S de G com |S| > t tem

uma subsequência não vazia de soma zero e de comprimento menor de que

ou igual a exp(G).

• s(G) é o menor inteiro t tal que toda sequência S deG com |S| > t tem uma

subsequência de soma zero e comprimento exatamente exp(G). Conhecida
como constante de EGZ.

• g(G) é o menor inteiro l tal que toda sequência S ∈ F(G) livre de qua-

drados de comprimento |S| > l tem uma subsequência T de soma zero e

comprimento |T | = exp(G).
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O próximo teorema diz que a constante de Danvenport para p-grupos abe-

lianos �nitos já está determinada. Este resultado foi provado por Olson e sua

demonstração é encontrada em [6].

Teorema 1.0.3. Se G é um p-grupo abeliano �nito G � Cn1 ⊕ · · · ⊕ Cnr , onde
r = r(G), então

D(G) = 1 +
r∑
i=1

(ni − 1).

Agora, se o grupo em questão é cíclico, temos os valores para as constantes

D(G), η(G) e s(G).

Teorema 1.0.4. Se G é cíclico então D(G) = η(G) = |G| e s(G) = 2|G| − 1.

No ano de 2007 Reiher (Ver [16]) mostrou que é possível determinar a cons-

tante s(G) para grupos da forma C2
n. Ele provou que s(C2

n) = 4n− 3.

A partir do resultado acima ele provou o caso mais geral de grupos de posto

2.

Teorema 1.0.5. Se G = Cm ⊕ Cn com 1 6 m|n, então

s(G) = η(G) + n− 1 = 2m+ 2n− 3.

Infelizmente não há até o momento um resultado geral para s(G) onde

G = Cr
n. Somente alguns casos foram determinados, citamos alguns deles.
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1. Seja l = 3a5b, com a, b ∈N0. Então s(C3
l ) = 9l − 8, em particular,

s(C3
3) = 19 e s(C3

5) = 37.

2. s(C3
3a5b) = 9(3a5b − 1) + 1, onde a+ b > 1, em particular

s(C3
3) = 19.

3. s(C4
3a) = 20(3a − 1) + 1, onde a > 1, em particular

s(C4
3) = 41.

4. s(C5
3) = 91 e s(C6

3) = 225.

5. s(C3
2a3) = 8(2a3− 1) + 1, onde a > 1.

6. Para todo r natural,

η(Cr
2) = 2r e s(Cr

2) = 2r + 1.

Os resultados dos cinco primeiros itens acima podem ser encontrados nos

artigos de Y. Fan, W. Gao, L. Wang e Q. Zhong (Ver [17] e [18]). Já o último

está em um trabalho de H. Harborth de 1973 (Ver [8]).

A constante g(G) é uma constante bem particular uma vez que é restrita

a sequências livres de quadrados com subsquências de tamanho exp(G). Em

comparação com as outras constantes citadas neste trabalho, existem menos

resultados gerais relacionados a esta constante. Citemos aqui alguns desses

resultados:
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1.

g(Cn) =


n, se n é ímpar

n+ 1, se n é par.

2. g(C2
3) = 5 e g(C3

3) = 10;

3. g(C2
p) = 2p− 1 com p 6 47 primo.

O primeiro resultado da lista acima é encontrado em um artigo de Kem-

nitz ([9]), já as constantes apresentadas no segundo item foram calculadas em

um importante artigo de 1973 de H. Harborth. O último resultado da lista é

demosntrado por Gao, Geroldinger e Schmid em [12].

Apresentamos agora uma propriedade relativa a sequências de um tamanho

especí�co que não possui subsequências de soma zero e tamanho expoente do

grupo.

Propriedade D 1.0.6. Toda sequência S ∈ F(G) de tamanho |S| = s(G) − 1
que não tenha nenhuma sequência com soma zero de tamanho n tem a forma

S = T n−1 para alguma sequência T ∈ F(G).

O próximo lema apresenta uma coleção de resultados sobre relações exis-

tentes entre as constantes η(G), s(G) e g(G). O leitor pode encontrar todas as

demonstrações em [1, Lemma 2.3].

Lema 1.0.7. Seja G um grupo abeliano com exp(G) = n > 2, S ∈ F(G)
uma sequência que não tenha subsequência de soma zero e comprimento n, e seja

h = max{vg(S) | g ∈ G}. Então,

1. D(G) 6 η(G) 6 s(G)− n+ 1.
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2. Se h = n− 1, então η(G) 6 |S| − n+ 2. Em particular, se |S| = s(G)− 1,

η(G) = s(G)− n+ 1.

3. g(G) 6 s(G) 6 (g(G)− 1)(n− 1) + 1. Se G = Cr
n, com n > 2 e r ∈N, e

s(G) = (g(G)− 1)(n− 1) + 1, então G tem a Propriedade D.

4. Se H é um grupo abeliano �nito com |H| > h e f : [1, h] → H é uma

função injetiva, então

∏
g∈G

vg(S)∏
i=1

(g + f(i)) ∈ F(G⊕H)

é uma sequência livre de quadrados que não tem subsequência de soma zero

e comprimento n. Em particular, se exp(H)|n, então g(G ⊕ H) 6 s(G), e
g(Cr+1

n ) > s(Cr
n).

Os próximos Teoremas apresentam resultados sobre cotas superiores e in-

feriores para algumas constantes.

Teorema 1.0.8. Seja G um grupo abeliano �nito com exp(G) = n > 2 e seja

G = H ⊕ 〈e〉, onde H ⊂ G é um subgrupo e e ∈ G com ord(e) = n. Então

η(G) > n+ 2D(H)− 2.

Teorema 1.0.9. Seja H um grupo abeliano �nito com exp(H) = u > 2,
e seja G = Cuv ⊕ H. Se v > max{u|H| + 1, 4|H| + 2u}, então

s(G) = η(G) + exp(G)− 1

A demonstração do Teorema 1.0.8 é encontrada no artigo [1, Lemma 3.2] e

do Teorema 1.0.9 encontra-se em [17].
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Dado um grupo G = H ⊕ K , é interessante descobrir relações entre as

constantes s(G), s(H) e s(K), nesta direção temos os próximos dois lemas

encontrados no trabalho de A. Geroldinger (Ver [14], Lemma 4.2.4 e Lemma

4.2.5).

Lema 1.0.10. Seja ϕ : G −→ G um homomor�smo de grupos e seja k ∈N

1. Se S ∈ F(G) e |S| > (k − 1)exp(G) + s(G), então S admite uma decom-

posição na forma S = S1S2 . . . SkS
′, onde S1, S2, . . . , Sk, S

′ ∈ F(G) e

para todo i ∈ [1, k], ϕ(Si) tem soma zero e tamanho |Si| = exp(G).

2. Se S ∈ F(G) e |S| > (k − 1)exp(G) + η(G), então S admite uma decom-

posição da forma S = S1S2 . . . SkS
′, onde S1, S2, . . . , Sk, S

′ ∈ F(G) e

para todo i ∈ [1, k], ϕ(Si) tem soma zero e tamanho |Si| ∈ [1, exp(G].

Demonstração. 1. De fato, se para algum j ∈ [0, k − 1] encontramos uma

decomposição da forma S = S1S2 . . . SjS
′, onde para cada i ∈ [1, j],

ϕ(Si) tem soma zero e comprimento |Si| ∈ [1, exp(K)], então

|ϕ(S ′)| = |S ′| = |S| − jexp(K) > (k − 1− j)exp(K) + s(K) > s(K),

e então a sequência S ′ tem uma subsequência Sj+1 tal que ϕ(Sj+1) tem

soma zero e |ϕ(Sj+1)| = exp(K). O resultado segue por indução sobre j.

2. Segue a mesma ideia do primeiro item.

�
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Lema 1.0.11. Seja K um subgrupo de G.

1. Se S ∈ F(G) e |S| > (s(K) − 1)exp(G/K) + s(G/K) então S tem uma

subsequência T de soma zero e tamanho |T | = exp(K)exp(G/K). Em

particular, se exp(G) = exp(K)exp(G/K), então

s(G) 6 (s(K)− 1)exp(G/K) + s(G/K).

2. Se S ∈ F(G) e |S| > (η(K)− 1)exp(G/K) + η(G/K) então S tem uma

subsequência T de soma zero e tamanho |T | = exp(K)exp(G/K). Em

particular, se exp(G) = exp(K)exp(G/K), então

η(G) 6 (η(K)− 1)exp(G/K) + η(G/K).

Demonstração. 1. Seja ϕ : G −→ G/K o epimor�smo natural. Se K = {0}
então o resultado segue. Suponha então que K , {0}. Seja S ∈ F(G)
uma sequência de tamanho |S| > (s(K)− 1)exp(G/K) + s(G/K). Pelo

lema anterior podemos decompor a sequência S da forma

S = S1S2 . . . Ss(K)S
′,

com i ∈ [1, s(K)],ϕ(Si) tem soma zero e comprimento |Si| = exp(G/K).
Então a sequência σ(S1) · . . . · σ(Ss(K)) ∈ F(K) tem uma subsequência

V de soma zero e comprimento |V | = exp(K), podemos considerar esta

sequência da forma

V =
∏
i∈I
σ(Si), onde I ⊂ [1, s(K)] e |I| = exp(K).
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Então a sequência T = ∏
i∈I Si é uma subsequência de S de soma zero e

tamanho T = |I|exp(G/K) = exp(K)exp(G/K).

2. A demonstração é análoga à anterior.

�

Em seguida, temos dois teoremas interessantes sobre a estrutura de sequên-

cias de tamanho s(G)− 1 que são livre de soma zero e tamanho exp(G). Estes

resultados de certa forma facilitam as demonstrações em que precisamos cons-

truir sequências livre de soma zero com tamanho �xo s(G)− 1.

O primeiro resultado diz que uma sequência livre de soma zero e de tamanho

s(G) − 1 em um grupo cíclico tem necessariamente em seu suporte somente

dois elementos. A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [4,

Lemma 2.4].

Teorema 1.0.12. SejaG um grupo cíclico de ordem n > 2. Seja S uma sequência

deG de tamanho |S| = s(G)−1. Então as seguintes a�rmações são equivalentes:

a) S não tem nenhuma sequência de soma zero e tamanho n.

b) S = (gh)n−1 onde g, h ∈ G com ord(g − h) = n.

O Próximo teorema apresenta a estrutura de uma sequência livre de soma

zero e tamanho exponte deG, ondeG = Cr
3 . Este resultado é demonstrado em

[1, Lemma 5.2].
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Teorema 1.0.13. SejaG = Cr
3 com r ∈N. Toda sequência S ∈ F(G) de tama-

nho

|S| = s(G) − 1 que não tem subsequência de tamanho 3 e soma zero, tem a

forma S = T 2 onde T é livre de quadrados em G. Reciprocamente, se T ∈ F(G)
é uma sequência livre de quadrados e não tem nenhuma sequência de tamanho 3

e soma zero, então T 2 também não tem nenhuma sequência de tamanho 3 e soma

zero.

A próxima proposição, que é encontrada em [1, Proposition 3.1]. Apresen-

tamos aqui a demonstração desta proposição pois seguiremos seus passos para

a construção de uma sequência no Capítulo 3 deste trabalho, mais especi�ca-

mente na seção 3.3. Em seguida temos um corolário desta proposição que será

utilizado para determinar uma cota inferior para o grupo C3
2 ⊕C2

3 apresentado

na seção 3.1.

Proposição 1.0.14. SejaG = Cn1⊕· · ·⊕Cnr , onde r = r(G) e 1 < n1|n2| · · · |nr,
e seja (e1, e2, . . . , er) uma base de G com ord(ei) = ni para todo i ∈ [1, r]. Para
um subconjunto I ⊂ [1, r], considere eI = ∑

i∈I ei.

1. De�na

U =
r∏

k=1

∏
I⊂[k+1,r]

(ek + eI)nk−1 ∈ F(G)

então as seguintes a�rmações são equivalentes:

(a) U não tem subsequência de soma zero;

(b) r = 1 ou (r > 2 e n2 = nr).
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2. Seja H um grupo abeliano �nito com exp(H) = n, n um múltiplo de nr e

T ∈ F(H) tal que T n−1 não tenha subsequência de soma zero e tamanho

n. Então a sequência

S =
∏
g∈T

gn−1
r∏
i=1

(g + ei)ni−1
 ∈ F(G⊕H)

não tem subsequência de soma zero e tamanho n, então

s(G⊕H) > η(G⊕H) + n− 1 > 1 + |T |
n− 1 +

r∑
i=1

(ni − 1)
 .

Além disso, se m ∈ N e I1, I2, . . . , Im ⊂ [1, r] são aos pares conjuntos

distintos, com ∑
i∈Iµ(ni − 1) > n para todo µ ∈ [1,m], então

S = S
∏
g∈T

m∏
µ=1

(g + eIµ) ∈ F(G⊕H)

não tem subsequência de soma zero e comprimento n.

3. Se G = G⊕ Ck
n com k, n ∈N e nr|n, então

s(G) > η(G) + n− 1 > 1 + 2k
n− 1 +

r∑
i=1

(ni − 1)
 .

Demonstração. 1. (a)⇒ (b) Se r 6 2, não há nada que demonstrar. Se r > 3
e n2 < nr, então

U ′ = enr−n2−1
r (e2 + er)n2−n1+1(e1 + er)(e1 + e2 + er)n1−1
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é uma subsequência de U livre de soma zero, o que é uma contradição.

(b) ⇒ (a) Se r = 1, então a a�rmação é clara. Suponha que r 6 2 e

n2 = nr = n. Então

U =
∏

I⊂[2,r]
(e1 + eI)n1−1 ∏

∅,I⊂[2,r]
en−1
I ∈ F(G)

e consideramos a subsequência de U de soma zero

U ′ =
k∏
v=1

(e1 + eIv)
l∏

v=k+1
eIv

com 0 6 k 6 l 6 n subconjuntos I1, . . . , Ik ⊂ [2, r] e conjuntos não

vazios Ik+1, . . . , Il ⊂ [2, r]. Vamos mostrar que |U ′| = l = 0. Assuma o

contrário, ou seja, que l > 1. Como ve1(U ′) 6 ve1(U) = n1 − 1, existe

algum v ∈ [1, l] tal que Iv é não-vazio. Seja i ∈ Iv e

α = |{j ∈ [1, l]|i ∈ Ij}|.

Como α ≡ 0 mod n e 1 6 α 6 l 6 n, segue que α = l = n. Como U ′ tem

soma zero concluímos que I1 = · · · = In, então

U ′ = (e1 + eI1)ken−kI1
.

Logo k ≡ 0 mod n1 e k 6 ve1+eI1 (U) = n1 − 1 o que implica que k = 0,

então U ′ = enI1
é uma subsequência de U , uma contradição.

2. Suponha o contrário, suponha que S tem uma subsequência S ′ de soma

zero de tamanho n. Como para qualquer m > n, toda subsequência de
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Tm de soma zero e tamanho n tem a forma gn para algum g ∈ supp(T ),

segue que a sequência S ′ tem a forma

S ′ = glg
r∏
i=1

(g + ei)li,

com g ∈ supp(T ), lg ∈ [0, n− 1] e li ∈ [0, ni − 1 para todo i ∈ [1, r]. Mas

lg < n implica que existe algum i ∈ [1, r] com li ∈ [1, ni − 1], e então

σ(S ′) , 0, uma contradição. Agora o resultado segue das cotas inferiores

de s(G⊕H) e η(G⊕H) no Lema 1.0.7.

Se S tem uma subsequência S
′
de tamanho n, então

S
′ = glg

r∏
i=1

(g + ei)li
m∏
µ=1

(g + eIµ)δµ,

com δµ ∈ {0, 1} e todos os outros parâmetros como antes.Como S
′
não é

uma subsequência de S, então existe algum µ ∈ [1,m] com σµ = 1. Isto

implica que S
′
deve conter a sequência

S
′′ = (g + eIµ)

∏
i∈Iµ

(g + ei)ni−1,

e então n = |S ′| > |S ′′| > 1 + ∑
i∈Iµ(ni − 1) > n+ 1, uma contradição.

3. Aplicando (1) ao grupo Ck
n , obtemos uma sequência T = 0T ′ de compri-

mento |T | = 2k tal que U = T ′n−1
não tem nenhuma sequência de soma

zero e tamanho no máximo n e então T n−1
não tem nenhuma sequência

de soma zero e tamanho n. Então (2) nos dá uma sequência S ∈ F(G) de

comprimento |S| = |T |(n−1+ ∑r
i=1(ni−1)), que não tem subsequência

de tamanho n e soma zero. Agora a a�rmação segue do Lema 1.0.7.



Capítulo 1. Alguns Resultados Conhecidos Sobre Problemas de Soma Zero 29

�

Corolário 1.0.15. SejaG = Cn1⊕Cn2⊕Cn3 , onde 1 < n1|n2|n3, e seja P ⊂ P
o conjuntos dos primos que dividem n3.

1. Se s(C3
p) 6 9p− 8 para todos p ∈ P , então s(G) 6 5n1 + 2n2 + 2n3 − 8.

Se n2 = n3, então 4n1 + 4n3 − 7 6 s(G).

2. Se G é um 2-grupo, então s(G) 6 4n1 + 2n2 + 2n3 − 7 e a igualdade vale

se n2 = n3.



CAPÍTULO 2

Sequências de Soma Constante

Neste capítulo apresentamos um resultado para grupos abelianos da forma

H⊕K , com (exp(H), exp(K)) = 1. Este resultado nos garante que, sob certas

condições, se neste grupo temos que todas as sequências S de um determinado

comprimento |S| = α tem soma zero na componente H e a mesma soma Tα

em K então os elementos de S nas componentes de K são todos iguais.

Para a demonstração do teorema primeiramente provamos um lema que nos

garante, satisfazendo algumas hipóteses, se S é um subconjunto de H∗ com k

elementos, vão existir t elementos fora de S dois a dois distintos cuja soma é

zero.

Em seguida apresentamos um corolário onde tomamos o caso especial onde

Tα=0, ou seja, onde temos uma soma zero no grupo H .

Lema 2.0.1. SejaH um grupo abeliano �nito aditivo de ordemm ímpar. Seja S

um subconjunto deH∗ = H−{0} com |S| = k. Sem > 2(k+ t)− 2 com t > 2,
então existem t elementos dois a dois distintos em H∗ − S cuja soma é zero.

30
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Demonstração. Observe que, como t > 2 temos

|H∗ − S| = m− 1− k > 2(k + t)− 2− 1− k = k + 2t− 3 > t− 2

logo existem v1, . . . , vt−2 elementos dois a dois distintos em H∗ − S. Seja

T = {v1, . . . , vt−2}. Queremos um elemento vt−1 ∈ H∗ − (S ∪ T ) com a

propriedade que −v1 − . . .− vt−1 < S ∪ T , ou seja

vt−1 < {−v1 − . . .− vt−2 − x : x ∈ S ∪ T} = R.

Precisamos mostrar que H∗ − (S ∪ T ∪ R) , ∅, mas isso é verdade porque

|S ∪ T | = |R| = k + t− 2, logo

|H∗− (S ∪T ∪R)| = m− 1− 2(k+ t− 2) > 2(k+ t)− 3− 2(k+ t) + 4 = 1.

Temos então que v1, . . . , vt−1, vt = −v1− . . .− vt−1 são os t elementos não

nulos dois a dois distintos que queremos. �

Teorema 2.0.2. Seja G = H ⊕K onde H e K são grupos abelianos �nitos de

ordens coprimas |H| = m, |K| = n comm > 11 ímpar e com e 6 (m+2)/3 onde
e é o expoente de H . Seja H∗ = H − {0}. Seja f : H∗ → K uma função. Se α é

um número natural dizemos que f satisfaz a propriedade P (α) se existir Tα ∈ K
tal que cada vez que u1, . . . , uα ∈ H∗ são dois a dois distintos e u1 + . . .+uα = 0
temos f(u1) + . . .+ f(uα) = Tα. Suponha que α < m−2

6 . Então f satisfaz P (`)
para todo número natural ` com 2 6 ` 6 α. Se além disso α > max{6, exp(H)}
então f é uma função constante, ou seja, existe c ∈ K com f(h) = c para todo

h ∈ H∗.
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Demonstração. Primeiro mostraremos que se α < m−2
6 então o fato que f satis-

faz P (α) implica que f satisfaz P (`) para todo 2 6 ` 6 α. Fixe ` ∈ {2, . . . , α}
e sejam u1, . . . , u`, w1, . . . , w` duas sequências disjuntas livres de quadrados

de elementos não nulos de H cuja soma é zero, a existências dessas sequên-

cias é garantida pelo Lema (2.0.1). Seja S = {u1, . . . , u`, w1, . . . , w`}. Temos

|S| 6 2`.

Seja t = α−`. Queremos encontrar v1, . . . , vt ∈ H∗−S dois a dois distintos

cuja soma é zero. Vamos distinguir dois casos.

• t é par. Neste caso a estratégia é de encontrar t/2 pares de elemento da

forma v,−v (observe que v , −v sendo m ímpar). Para encontrar o pri-

meiro par precisamos garantir que existe um elemento v ∈ H∗ − S com

−v < S, e como |S| 6 2` para isso é su�ciente que seja m− 1− 2` > 2`
(porque se −v ∈ S para todo v ∈ H∗ − S então com certeza |H∗ − S| 6
|S|), ou seja, m > 1 + 4`, que é verdade pois

m > 2 + 4α > 2 + 4`. Para encontrar o próximo par precisamos garantir

que

m− 1− (2`+ 2) > 2`, e assim até o t/2-esimo par, o qual precisamos ga-

rantir quem−1−(2`+2(t/2−1)) > 2`, o que implica quem > 4`−1+t.
Observe que para o i-esimo par temos m − 1 − (2` + 2(i − 1)) > 2` ou

seja m > 4` − 1 + 2i. Obviamente isso é implicado por m > 4` − 1 + t

para i 6 t/2. Agora t = α − ` logo precisamos que seja m > 3`+ α − 1
e como ` 6 α para isso é su�ciente ter m > 4α − 1 o que é verdade por

hipótese (sendo m > 6α + 2).



Capítulo 2. Sequências de Soma Constante 33

• t é ímpar. Neste caso a estratégia é de encontrar três elementos dois a

dois distintos em H∗− S com soma zero (uma “tripla”) e depois alcançar

t adicionando pares v,−v como no item anterior. Suponha que não seja

possível encontrar três elementos dois a dois distintos u, v, w em H∗− S
com soma zero (observe que w = −u− v é unicamente determinado por

u e v). Dado u ∈ H∗−S para toda escolha de v ∈ H∗−S precisamos ter

v = ui ou v = wi para algum i, ou −u − v = ui ou −u − v = wi

para algum i, em outras palavras temos no máximo 4` escolhas ruins

para v. Logo para garantir que v possa ser escolhido de uma maneira

“boa” precisamos garantir que m − 1 − 2` > 4`, ou seja m > 1 + 6`,
e isso é verdade pois m > 1 + 6α e α > `. Depois de fazer isso preci-

samos garantir que existam t − 3 elementos dois a dois distintos fora de

S ∪ {u, v,−u− v} com soma zero, e sendo t− 3 par isto é possível pelo

item anterior se m − 1 − (2` + 3 + 2((t − 3)/2 − 1)) > 2` + 3 ou seja

m > 3`+α+2 que é verdade sendom > 6α+2 > 4`+2 (porque α > `).

Agora, temos obviamente que

∑t
i=1 vi+

∑`
i=1 ui = 0 e

∑t
i=1 vi+

∑`
i=1wi = 0

logo aplicando a hipótese temos

t∑
i=1

f(vi) +
∑̀
i=1

f(ui) =
t∑
i=1

f(vi) +
∑̀
i=1

f(wi).

Cancelando os termos comuns obtemos

∑`
i=1 f(ui) = ∑`

i=1 f(wi). Isso mostra

que f satisfaz P (`).

Em outras palavras temos os elementos T2, . . . , Tα ∈ K como no enun-

ciado, onde todo T` depende apenas de `. Mostraremos agora que para todo

tal ` temos T` = `c onde c = T3 − T2. Primeiro mostraremos isso no caso



Capítulo 2. Sequências de Soma Constante 34

` = 2, neste caso a igualdade enunciada é 3T2 = 2T3 que é verdade porque

3T2 = T6 = 2T3 (observe que faz sentido escrever T6 exatamente porque

α > 6). De fato:

• Podemos encontrar três pares disjuntos de elementos não nulos, livres de

quadrados de soma nula. Para o primeiro par aplicando o lema 2.0.1 com

k = 1, t = 2 temos m > 2(k+ t)− 3 = 3, para o segundo par escolhendo

k = 3, t = 2 temosm > 2(k+ t)−3 = 7 e para o terceiro par escolhendo

k = 5, t = 2 temos m > 2(k + t)− 3 = 11.

• Podemos encontrar duas triplas disjuntas de elementos não nulos, livres

de quadrados de soma nula. Para a primeira tripla aplicando o lema 2.0.1

com k = 1, t = 3 temos m > 2(k + t) − 3 = 5 e para a segunda tripla

escolhendo k = 4, t = 3 temos m > 2(k + t)− 3 = 11.

Para provar o caso geral suponha ` > 3. Se ` é par então

T` = (`/2)T2 = (`/2)2(T3 − T2) = `(T3 − T2). Se ` é ímpar então

T` = T3 + ((`− 3)/2)T2 = T3 + (`− 3)(T3− T2) = `(T3− T2) + 3T2− 2T3 =
`(T3 − T2).

O nosso objetivo é agora mostrar que f(v) = c = T3−T2 para todo v ∈ H∗.
Seja e o expoente deH . Seja s = (e−1)/2 (é um inteiro porque e é ímpar, sendo

m ímpar) e sejam x1, . . . , xs elementos não nulos de H com as propriedades

seguintes.

• xi < {v,−v, 2v,−2v, v/2,−v/2} para todo i = 1, . . . , s.

• xi , ±xj para todo i , j em {1, . . . , s}.

• xi , v ± xj para todo i , j em {1, . . . , s}.

• xi , −v ± xj para todo i , j em {1, . . . , s}.
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Supondo de ter escolhido x1, . . . , xi a condição sobre xi+1 é que seja

xi+1 <
⋃

16j6i
{xj,−xj, v + xj, v − xj,−v + xj,−v − xj}.

Isso signi�ca que cada xi exclui no máximo 6 elementos da possível escolha de

cada um dos elementos seguintes, logo para encontrar todos os xi precisamos

que seja |H∗| > 6s ou sejam−1−6s > 0, ou seja, lembrando que s = (e−1)/2,

precisamos que seja e 6 (m+ 2)/3, o que é verdade por hipótese. No sistema

seguinte por construção dos elementos xi temos que cada linha consiste de

elementos dois a dois distintos.

v +(v + x1) +(v − x1) +(v + x2) + . . . +(v + xs) +(v − xs) = 0

v +(−v + x1) +(−x1) +x2 + . . . +xs +(−xs) = 0

v +x1 +(−v − x1) +x2 + . . . +xs +(−xs) = 0

v +x1 +(−x1) +(−v + x2) + . . . +xs +(−xs) = 0

v +x1 +(−x1) +x2 + . . . +xs +(−xs) = 0
...

...
...

v +x1 +(−x1) +x2 + . . . +(−v + xs) +(−xs) = 0

v +x1 +(−x1) +x2 + . . . +xs +(−v − xs) = 0
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Aplicando f e usando f(xi) = 2c− f(−xi), f(−v+ xi) = 2c− f(v− xi) e

f(−v−xi) = 2c− f(v+xi) obtemos, depois de somar todas as linhas obtidas

e lembrando que α > e = exp(H),

ef(v) + (e− 2)2cs+ 2s2c = Te + Te + . . .+ Te = eTe = e2c

e lembrando que s = (e− 1)/2 obtemos

ef(v) + (e− 1)(e− 2)c+ (e− 1)2c = e2c

ef(v) + (e− 1)ec = e2c

ef(v) = ec

Podemos dividir por e porque (m,n) = 1, e obtemos f(v) = c. �

Deste resultado segue o seguinte corolário:

Corolário 2.0.3. Seja G = H ⊕K onde H e K são grupos abelianos �nitos de

ordens coprimas |H| = m, |K| = n com m > 11 ímpar e com e 6 (m + 2)/3
onde e é o expoente de H . Seja H∗ = H − {0}. Suponha que α é um número

natural coprimo com |K| tal que

max{6, exp(H)} 6 α < m− 2
6 .

A única função f : H∗ → K que leva sequências livres de quadrados de soma

nula de comprimento α para sequências de soma nula é a função nula.

Demonstração. Uma tal função f veri�ca P (α) com Tα = 0, logo f é uma

função constante, assim para todo v ∈ H∗ temos f(v)+. . .+f(v) = αf(v) = 0
e sendo α coprimo com |K| deduzimos f(v) = 0. �



CAPÍTULO 3

Sequências de Soma Zero nos Grupos Abelianos C3
2 ⊕ C2

3 e

C4
2 ⊕ C2

3

No primeiro capítulo deste trabalho o Teorema 1.0.12 nos deu a estrutura de

uma sequência de tamanho s(G)− 1 que não tinha subsequência de tamanho

n e soma zero no caso em que G é cíclico. Agora, pretendemos fazer o mesmo

para o caso em que o grupo em questão é G = C2
3 .

Em seguida, vamos nos concentrar em demonstrar que s(C3
2 ⊕ C2

3) = 25 e

posteriormente mostrar que 29 6 s(C4
2 ⊕C2

3) 6 31. Para demonstração destes

resultados iniciamos com a de�nição de translação de sequência que preserva

soma zero. Essas translações ajudam a mudar a sequência inicial para uma

nova sequência que ainda preserva a propriedade de ter (ou não) subsequência

de soma zero.

De�nição 3.0.1. Seja G um grupo abeliano �nito. Dada uma sequência S em

F(G) e um elemento g ∈ G dizemos que a sequência S ′ = S+g, obtida somando

g a todos elementos de S, é uma translação da sequência S que preserva soma

zero se valer a propriedade: a sequência S tem subsequência de soma zero de

tamanho k se, e somente se, S ′ tem subsequência de soma zero e tamanho k.

37



Capítulo 3. Sequências de Soma Zero nos Grupos Abelianos C3
2 ⊕ C2

3 e C4
2 ⊕ C2

3 38

O próximo teorema nos diz que a menos de uma translação adequada todas

as sequências em G = C2
3 de tamanho s(G)− 1 tem a mesma estrutura. Mais

precisamente demonstramos o seguinte resultado:

Lema 3.0.2. No grupo abelianoG = C2
3 as sequências de tamanho s(G)−1 = 8

que são livres de soma zero de tamanho exp(G) = 3 são, a menos de translações

da forma:

(0 a b a+ b)2,

onde a e b são geradores de C2
3 .

Demonstração. Sabemos pelo Teorema 1.0.13 que para o grupo em questão as

sequências de tamanho oito que são livres de subsequências de soma zero e

tamanho três são aquelas da forma T 2
onde T é livre de quadrados. Assim

vamos buscar classi�car as sequências livres de quadrados de tamanho 4, que

denotaremos por

T = x y z w

Tomando o elemento x da sequência, temos que algum dos outros elementos

restantes em T não é gerado por x, pois caso isso ocorresse teríamos a repetição

de algum elemento uma vez que 〈x〉 = {0, x, 2x} só tem três elementos. Daí

podemos supor, sem perda de generalidade, que x e y são geradores.

Agora, �xados os geradores x e y vamos analisar as possibilidades para os

elementos z e w. Note primeiramente que z não pode ser o elemento 2x+ 2y
pois neste caso teríamos a subsequência de T com soma zero com os elementos

x, y, 2x+ 2y.
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Primeiramente vamos mostrar que estas sequências podem ser de um dos

tipos:

1. (0 a b a+ b)2

2. (a b 2a 2b)2

3. (a b a+ b 2a)2

e depois vamos concluir que é possível com uma translação adequada trans-

formar sequências dos tipos (3) e (2) em sequências do tipo (1).

1. Tome z = 0. Neste caso, pelo que já foi dito w < {0, x, y, 2x + 2y},
observe que se w ∈ {2x, 2y} também temos subsequências de soma zero

e tamanho três, logo w ∈ {x+ y, x+ 2y, 2x+ y}.

(a) Sew = x+y temos que a sequência T tem a forma T = 0 x y x+y,

que é do tipo (1).

(b) Se w = x+ 2y então

T = 0 x y x+ 2y.

Nesta sequência podemos fazer uma mudança de geradores da forma

C2
3 = 〈y, x + 2y〉, tomando a = y e b = x + 2y temos que

T = 0 a b a + b. Observe que por simetria o mesmo vale quando

w = 2x+ y.

2. Fixe z = 2x. Inicialmente já temos que w < {x, y, 2x, 2x+ 2y} e também

já analisamos o caso em quew = 0, e sew = x+2y temos uma sequência

de soma zero formada pelos elementos y, 2x, x + 2y logo

w ∈ {2x+ y, 2y, x+ y}.
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(a) Se w = 2y temos a sequência

T = x y 2x 2y

que é do tipo (2).

(b) Se w = 2x+ y temos a sequência

T = x y 2x 2x+ y

mudando os geradores C2
3 = 〈2x, y〉 temos que T é da forma

T = a b 2a a+ b, sendo então do tipo (3).

(c) Tomando w = x + y, a sequência T é da forma T = x y 2x x + y

que é também da forma a b 2a a+ b.

A demonstração do caso z = 2y segue da mesma forma.

3. Fixe z = x+y. Neste caso temos quew < {0, x, y, x+y, 2x+2y}. Observe

que sew = 2x+y temos a subsequência de soma zero T ′ = y x+y 2x+y
e se w = x+2y temos a subsequência de soma zero T ′ = x x+y x+2y.

Logo só restam as sequências do terceiro tipo

T = x y x+ y 2x

ou

T = x y x+ y 2y.

4. Por �m, �xe z = 2x + y. Observe que w < {0, x, y, 2x + y, 2x + 2y}. Se

w ∈ {2y, x+y} podemos montar uma sequência de tamanho três e soma

zero.
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(a) Se w = x+ 2y temos a sequência

T = x y 2x+ y x+ 2y

�xando os geradores C2
3 = 〈x+ 2y, y〉 temos que a sequência T é da

forma a b a+ b 2a.

(b) Se w = 2x então temos T = x y 2x + y 2x. Tomando

C2
3 = 〈x, 2x + y〉 observamos que T é novamente da forma

T = a b a+ b 2a.

O caso x+ 2y segue a mesma demonstração.

Para demonstrar a última parte, suponha que a sequência σ(S1) · · ·σ(S8)
seja do segundo tipo, ou seja,

σ(S1) · · ·σ(S8) = (a b 2a 2b)2.

Daí somando a esta sequência 2a obtemos a sequência

(0 2a+ b a 2a+ 2b)2

observe que esta sequência é do tipo (1), basta tomar o par de geradores

g1 = 2a + b e g2 = 2a + 2b. De modo análogo, podemos concluir que as

sequências do tipo (3) se tornam do tipo (1), bastando somar o elemento 2b a

sequência. Com a mesma técnica podemos converter as sequências em qual-

quer um dos outros dois tipos.

�

Este resultado também pode ser obtido utilizando o GAP. A utilização do
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GAP é interessante em outros casos, onde não se tem um Teorema como 1.0.13.

3.1 Constante EGZ para o Grupo C3
2 ⊕ C2

3

Como vimos no Capítulo 1, a constante EGZ, cuja notação é s(G), já foi

determinada para todos os grupos cíclicos e também para todos os grupos de

posto 2. Ainda não há até o presente momento um resultado geral para grupos

de posto maiores que dois. Em geral, não é uma tarefa fácil encontrar o valor

exato desta constante. O que vamos fazer nesta seção é encontrar o valor de

s(G) para o grupo de posto três C3
2 ⊕ C2

3 .

Teorema 3.1.1. Considere o grupoG = C3
2⊕C2

3 de expoente 6, então s(G) = 25.

Demonstração. Vamos primeiramente usar o Corolário 1.0.15 para encontrar

bons resultados para as cotas superior e inferior do grupo dado. Observe que

podemos escrever o grupo G = C3
2 ⊕ C2

3 da forma C2 ⊕ C6 ⊕ C6. Neste

caso temos que o conjunto de primos que dividem a ordem de G é o conjunto

P = {2, 3} e sabemos que s(C3
3) = 19 = 9 ∗ 3 − 8, s(C3

2) = 23 + 1 = 9 <
9∗2−8 = 10 e também é satisfeita a hipótese que n2 = n3, logo pelo corolário

temos que

25 = 4 ∗ 2 + 4 ∗ 6− 7 6 s(C3
2 ⊕ C2

3) 6 5 ∗ 2 + 2 ∗ 6 + 2 ∗ 6− 8 = 26.

Daí obtemos duas cotas, uma superior e uma inferior bem próximas, vamos

agora provar que s(G) 6 25.

Para encontrar a cota superior, de�na H � C3
2 e K � C2

3 , considere φ a

projeção de G em H e ψ a projeção de G em K . Seja S uma sequência em G

tal que |S| = 25. Vamos reescrever essa sequência na forma S = S1S2 . . . SkS
′
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onde σ(φ(Si)) = 0, |Si| = 2 para todos i ∈ [1, k] e a sequência S ′ é tal que a

sequência φ(S ′) é livre de quadrados.

Agora temos a desigualdade 25 = 2k + |S ′| 6 2k + 8 o que implica

17 6 2k como k é inteiro isso nos dá k > 9. Como s(C2
3) = 9 e a sequên-

cia σ(S1)σ(S2) . . . σ(S9) é uma sequência em C2
3 , temos que existe uma sub-

sequência de tamanho 3 soma zero, logo em S1S2 . . . S9 existe uma subsequên-

cia de tamanho 6 e soma zero, daí temos que s(C2
3) 6 25.

O que nos dá juntamente com o Corolário 1.0.15 que s(G) = 25.

�

3.2 Cotas Superiores para s(C4
2 ⊕ C2

3 )

Neste caso, diferentemente do anterior, não conseguimos o valor exato para

a constante EGZ, mas restringimos bastante o intervalo entre as cotas inferior

e superior.

Para o grupo G = C4
2 ⊕ C2

3 , se �xarmos K = C2
3 , podemos utilizar o

Teorema 1.0.11 e concluir que s(C4
2 ⊕ C2

3) 6 33. Vamos nas próximas seções

diminuir o valor desta cota superior.

3.2.1 s(G) 6 32

Nesta seção vamos mostrar que é possível diminuir em uma unidade a cota

que conhecemos para o grupo G. Para esta demonstração temos que provar

que toda sequência S em ∈ F(G) de tamanho 32 tem uma subsequência de

tamanho 6 e soma zero. Vamos então mostrar nesta seção que

Teorema 3.2.1. s(C2
2 ⊕ C2

3) 6 32.
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Mostrar este resultado equivale a demonstrar que, para toda sequência S

em G de comprimento 32, possui uma subsequência de soma zero e tamanho

6 ( o expoente de G). Demonstraremos este Teorema por contradição. Para

melhor compreensão vamos fazer um esquema da estrutura da demonstração:

1. Consideramos S uma sequência de comprimento 32 e sem subsequência

de soma zero e comprimento 6, e escrevemos a sequência S na forma

S = S1 · · ·SkS ′.

2. Computamos com o GAP todas as subsequências S ′ de modo que S não

tenha subsequências de tamanho 6 e soma zero.

3. Provamos que todo elemento da subsequência S1 · · ·Sk é um elemento da

sequência S ′.

4. Chegamos a contradição mostrando que as sequênciasS ′ encontradas não

tem elementos da sequências S1 · · ·Sk.

Demonstração. De�na H � C4
2 e K = C2

3 . Seja φ a projeção de G em H e ψ a

projeção de G em K . Seja S uma sequência em G tal que |S| = 32. Suponha

por contradição que S não tenha subsequência de tamanho 6 e soma zero.

Então S permite uma decomposição S = S1 · · ·SkS ′ satisfazendo que φ(S ′)
é livre de quadrados, e para cada i ∈ [1, k], |Si| = 2 e σ(φ(Si)) = 0.

Como |S| = 32 = 2k + |S ′| 6 2k + 16

k > 8.

Observe que a sequência σ(S1)σ(S2) . . . σ(Sk) pode ser considerada uma

sequência em C2
3 uma vez que a soma nas componentes de H é nula. Como

sabemos que s(C2
3) = 9, se k > 9 a sequência σ(S1)σ(S2) . . . σ(Sk) vai possuir
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uma subsequência de tamanho 3 e soma zero implicando que em S1 · · ·Sk tem

uma sequência de tamanho 6 e soma zero. Logo só resta analisar o caso em que

k = 8 implicando que |S ′| = 16.

Por hipótese, σ(S1) · · · σ(Sk) é uma sequência no núcleo de φ que não tem

subsequência de soma zero e tamanho 3. Então pelo Lema 3.0.2 a sequência

σ(S1) · · ·σ(S8), pode ser escrita na forma

σ(S1) · · · σ(S8) = ((0, 0)(0, a)(0, b)(0, a+ b))2 (∗)

onde a, b ∈ Ker(φ) e a e b são geradores de C2
3 . Note que é possível escrever a

sequência desta forma pelo fato de que, S não possui subsequência de tamanho

6 (expoente deG) e soma zero se, e somente se, para todo g ∈ G, S+g também

não possui tal subsequência. Logo, a translação necessária no Lema 3.0.2 gera

uma nova sequência com a mesma característica de S, com relação a ser livre

de soma zero e tamanho expoente de G. Logo esta translação não causa danos

a demonstração do teorema.

Observe que, se em S ′ tivermos alguma sequência T , com |T | = 4 e tal

que σ(φ(T )) = 0 e σ(ψ(T )) = g ∈ {0, 2a, 2b, 2a + 2b} então obtemos uma

sequência de tamanho 6 e soma zero concatenando a sequência T com algum

Si tal que σ(ψ(Si)) seja o oposto de g.

Com a ajuda do GAP vamos tentar encontrar todas as possíveis sequências

S ′ que não possuem subsequências de tamanho 4 como descritas no parágrafo

anterior e que não possuem subsequência de tamanho 6 e soma zero. Esta parte

da demonstração será um pouco técnica mas importante para entender como

construímos estas sequências.

Se tentarmos construir todas as sequências de tamanho 16 em C4
2 ⊕C2

3 que

sejam livre de quadrados na primeira componente, o programa não consegue



Capítulo 3. Sequências de Soma Zero nos Grupos Abelianos C3
2 ⊕ C2

3 e C4
2 ⊕ C2

3 46

uma vez que excede o seu limite de memória. Para contornar este problema

iremos dividir esse processo em blocos.

Primeiramente, como |S ′| = 16 sabemos que em φ(S ′) aparecem todos

elementos de C4
2 , então para facilitar os cálculos, �xei na sequência a posição

de cada um desses elementos, da seguinte forma:

f1, f2, f3, f1 ∗ f2 ∗ f3, f1 ∗ f4, f2 ∗ f4, f3 ∗ f4, f1 ∗ f2 ∗ f3 ∗
f4, f4, f1∗f2, f1∗f3, f2∗f3∗f4, f1∗f2∗f4, f1∗f3∗f4, f2∗f3, id

onde f1, f2, f3, f4 são geradores de C4
2 .

No primeiro passo considerei os 8 primeiros elementos deS ′ cujas primeiras

entradas são:

f1, f2, f3, f1 ∗f2 ∗f3, f1 ∗f4, f2 ∗f4, f3 ∗f4, f1 ∗f2 ∗f3 ∗f4 (3.1)

Da sequência formada pelos elementos de (3.1) foram calculadas as sub-

sequências de tamanho 4 e soma zero.

gg:=DirectProduct(CyclicGroup(2),CyclicGroup(2),CyclicGroup(2),CyclicGroup(2));;

ee:=Elements(gg);;

r1:=ee[2]; #f1

r2:=ee[3]; #f2

r3:=ee[4]; #f3

r4:=ee[5]; #f4

s1:=r1*r4; #f1*f4

s2:=r2*r4; #f2*f4

s3:=r3*r4; #f3*f4

s4:=r1*r2*r3*r4; #f1*f2*f3*f4

rst0:=[r1,r2,r3,r1*r2*r3,s1,s2,s3,s4];

l1:=Filtered(Combinations([1..8],4),

l->Order(Product([rst0[l[1]],rst0[l[2]],rst0[l[3]],rst0[l[4]]]))=1;; Size(l1); #14

Encontramos então no total 14 sequências, que se encontrar na lista "l1".
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Como organizamos os elementos de (3.1) em uma ordem �xa, a lista que ob-

temos com os comandos anteriores nos retorna as posições relativas aos ele-

mentos que dão soma zero. Por exemplo, o primeiro elemento da lista "l1"é [1,

2, 3, 4] que signi�ca que a soma dos 4 primeiros elementos de (3.1).

Agora o que vamos fazer é construir as possibilidades para a componente

K = C2
3 de cada elemento de (3.1) . Neste ponto vamos formar as sequências a

principio de tamanho 8 em K que não possuem subsequência de tamanho 4 e

soma igual a 0, 2a, 2b ou 2a+ 2b nas posições relativas as encontradas na lista

"l1".

Para cada elemento (h, k) em H ⊕ K temos 9 possibilidades (tamanho de

C2
3 ) de escolha para o elemento k, uma vez que não temos restrições para as

componentes emK . Assim, como a sequência formada pelos elementos de (3.1)

tem 8 elementos, teríamos 98
possibilidades. Este número é muito grande para

os cálculos no GAP. Para contornar este problema criei subconjuntos menores

para não exceder a memória do programa e conseguir concluir os cálculos.

Primeiramente construímos o grupo C2
3 , aqui chamamos seus geradores de

a e b e criamos alguns conjuntos que auxiliaram na resolução do problema:

g:=DirectProduct(CyclicGroup(3),CyclicGroup(3));;

e:=Elements(g);;

u:=Tuples(e,4);; # todas as 4-uplas de elementos de C32.

a:=[]; for i in [1..Size(u)] do if Product(u[i])=e[2] then Add(a,u[i]);fi;od;;

# soma de 4 elementos em C32 de soma igual a "a"

b:=[]; for i in [1..Size(u)] do if Product(u[i])=e[3] then Add(b,u[i]);fi;od;;

# soma de 4 elementos em C32 de soma igual a "b"

ab:=[]; for i in [1..Size(u)] do if Product(u[i])=e[5] then Add(ab,u[i]);fi;od;;

# soma de 4 elementos em C32 de soma igual a "a+b"

2ab:=[]; for i in [1..Size(u)] do if Product(u[i])=e[7] then Add(2ab,u[i]);fi;od;;

# soma de 4 elementos em C32 de soma igual a "2a+b"

a2b:=[]; for i in [1..Size(u)] do if Product(u[i])=e[8] then Add(a2b,u[i]);fi;od;;

# soma de 4 elementos em C32 de soma igual a "a+2b"



Capítulo 3. Sequências de Soma Zero nos Grupos Abelianos C3
2 ⊕ C2

3 e C4
2 ⊕ C2

3 48

Primeiramente de�ni que as componentes em K dos quatro primeiros ele-

mentos de (3.1), f1, f2, f3 e f1 ∗ f2 ∗ f3 seriam tais que a sua soma fosse �xada

igual a "2a+b"e que as componentes em K dos outro quatro elementos f1 ∗ f4,

f2∗f4, f3∗f4, f1∗f2∗f3∗f4 seriam com soma na componenteK �xada igual a

"a+b". Construímos todas as sequências de tamanho 8 com essas características

e removemos aquelas indesejadas, aquelas de tamanho 4 com soma zero na pri-

meira componente e soma na segunda componente igual a 0, 2a, 2b ou 2a+2b.
No desenvolvimento do algoritmo chamamos o conjunto {0, 2a, 2b, 2a + 2b}
de "c".

c:=[e[1],e[4],e[6],e[9]];; # formado por 0, 2a, 2b, 2a+2b

c1:=[];

for i in [1..Size(2ab)] do

for j in [1..Size(ab)] do

Add(c1,Concatenation(2ab[i],ab[j]));

od;

od;

y1:=[];

for i in [1..Size(c1)] do for j in [1..Size(l1)] do

if (Product([c1[i][l1[j][1]],c1[i][l1[j][2]],c1[i][l1[j][3]],c1[i][l1[j][4]]]) in c)

then Add(y1,c1[i]);

fi;

od;

od;

y11:=Set(y1);; d1:=Difference(c1,y11);; Size(d1); #729

Se T é uma sequência da lista "d1", então T tem tamanho 8 e não pos-

sui nenhuma subsequência T ′ tal que |T ′| = 4 e σ(T ′) = (0, k), com k ∈
{0, 2a, 2b, 2a+ 2b}. Observe que a lista "d1"tem 729 dessas sequências.

Como a principio estamos construindo subsequências de S que não pos-
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suem subsequências de tamanho 6 e soma zero, devemos veri�car se nas sequên-

cias obtidas no passo anterior temos alguma de tamanho 6 e soma zero. Um

fato interessante é que nos elementos de (3.1) não tem nenhuma subsequência

de tamanho 6 e soma igual a zero, ou seja, se T está na lista "d1", ela não pos-

suem nenhuma subsequência de tamanho 6 e soma zero relativa a componente

H , logo não precisamos nas 729 sequências retirar mais nenhuma sequência.

Agora vamos considerar os 12 primeiros elementos de S ′ cujas primeiras

entradas são

f1, f2, f3, f1∗f2∗f3, f1∗f4, f2∗f4, f3∗f4, f1∗f2∗f3∗f4, f4, f1∗f2, f1∗f3, f2∗f3∗f4

(3.2)

No próximo passo procuramos todas as subsequências de tamanho 4 e soma

zero (na primeira componente) envolvendo apenas os vetores de (3.2) e remo-

vendo as combinações já encontradas com os vetores de (3.1) com os comandos:

r1:=ee[2]; r2:=ee[3]; # f1 e f2

r3:=ee[4]; r4:=ee[5]; # f3 e f4

s1:=r1*r4; s2:=r2*r4; s3:=r3*r4;

s4:=r1*r2*r3*r4;

t1:=r4; t2:=r1*r2; t3:=r1*r3; t4:=r2*r3*r4;

m1:=r1*r2*r4;

m2:=r1*r3*r4;

m3:=r2*r3;

id2:=ee[1]; # Elemento neutro do grupo

rst0:=[r1,r2,r3,r1*r2*r3,s1,s2,s3,s4];

# f1,f2,f2, f1*f2*f3, f1*f4, f2*f4, f3*f4, f1*f2*f3*f4

rst1:=[r1,r2,r3,r1*r2*r3,s1,s2,s3,s4,t1,t2,t3,t4];

# f1,f2,f2, f1*f2*f3, f1*f4, f2*f4, f3*f4, f1*f2*f3*f4, f4, f1*f2, f1*f3, f2*f3*f4

l2:=Filtered(Combinations([1..12],4),

l->Order(Product([rst1[l[1]],rst1[l[2]],rst1[l[3]],rst1[l[4]]]))=1;;

l22:=Difference(l2,l1);; Size(l22); #25
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Agora repetimos o mesmo processo que �zemos acima, vamos montar em

C2
3 sequências de tamanho 12 que não tem subsequência de soma em "c"mas

nas posições especí�cas relativas as 25 sequências que encontramos, para isso

usamos as 729 sequências encontradas anteriormente de tamanho 8 que não

possuíam tais sequências e concatenamos uma sequência de tamanho 4 cuja

soma é igual a "b"através dos comandos:

c2:=[];

for i in [1..Size(d1)] do

for j in [1..Size(b)] do

Add(c2,Concatenation(d1[i],b[j]));

od;

od;

y2:=[];

for i in [1..Size(c2)] do

for j in [1..Size(l22)] do

if (Product([c2[i][l22[j][1]],c2[i][l22[j][2]],c2[i][l22[j][3]],c2[i][l22[j][4]]]) in c)

then Add(y2,c2[i]);

fi;

od;

od;

y22:=Set(y2);; d2:=Difference(c2,y22);;

Dentro das sequências encontradas no passo anterior vamos retirar também

todas as sequências que não possuem subsequências de tamanho 6 e soma zero

(nas duas componentes). Para isso, primeiramente olhamos as subsequências

de soma zero e tamanho 6 na primeira componente com os comandos:

l3:=Filtered(Combinations([1..12],6),

l->Order(Product([rst1[l[1]],rst1[l[2]],rst1[l[3]],rst1[l[4]],rst1[l[5]],

rst1[l[6]]]))=1;;

Size(l3); #48
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Agora sim, vamos retirar da lista as sequências de tamanho 6 e soma zero:

y3:=[]; for i in [1..Size(d2)] do

for j in [1..Size(l3)] do

if (Order(Product([d2[i][l3[j][1]],d2[i][l3[j][2]],d2[i][l3[j][3]],d2[i][l3[j][4]],

d2[i][l3[j][5]],d2[i][l3[j][6]]]))=1)

then Add(y3,d2[i]);fi;od;od;

y33:=Set(y3);; d3:=Difference(d2,y33);; Size(d3); #30

Então retirando todas as subsequências de tamanho 6 e soma zero chegamos

em 30 possíveis sequências.

No próximo passo vamos de�nir as possíveis componentes K para os pró-

ximos 3 elementos de (3.1): f1 ∗ f2 ∗ f4, f1 ∗ f3 ∗ f4, f2 ∗ f3. Observe que nos

passos anteriores �xamos a soma (nas componentes K) dos 4 primeiros ve-

tores (igual a "2a+b") e a soma dos 4 próximo vetores também estava de�nida

(igual a "a+b") e dos próximos 4 a soma igual a "b". Agora para estes 3 próximos

vetores não �xaremos uma soma especí�ca, ou seja, as segundas coordenadas

destes vetores podem ser quaisquer elementos de C2
3 . Criamos então uma lista

com todas as triplas possíveis em C2
3 , admitindo repetição.

t:=Tuples(e,3);;

Vamos fazer o mesmo método que �zemos anteriormente, vamos concate-

nar cada sequência obtida anteriormente (que não tinham as sequências inde-

sejadas) com uma sequência de tamanho 3 tais que após esta concatenação não

haja sequências indesejadas. Para isso olhamos novamente para os elementos

das primeiras coordenadas para obter os vetores que têm soma zero em C4
2

envolvendo os vetores
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f1, f2, f3, f1 ∗ f2 ∗ f3, f1 ∗ f4, f2 ∗ f4, f3 ∗ f4, f1 ∗ f2 ∗ f3 ∗
f4, f4, f1 ∗ f2, f1 ∗ f3, f2 ∗ f3 ∗ f4, f1 ∗ f2 ∗ f4, f1 ∗ f3 ∗ f4, f2 ∗ f3

r1:=ee[2]; r2:=ee[3]; # f1 e f2

r3:=ee[4]; r4:=ee[5]; # f3 e f4

s1:=r1*r4;

s2:=r2*r4;

s3:=r3*r4;

s4:=r1*r2*r3*r4;

t1:=r4;

t2:=r1*r2;

t3:=r1*r3;

t4:=r2*r3*r4;

m1:=r1*r2*r4;

m2:=r1*r3*r4;

m3:=r2*r3;

rst2:=[r1,r2,r3,r1*r2*r3,s1,s2,s3,s4,t1,t2,t3,t4,m1,m2,m3];

l4:=Filtered(Combinations([1..15],4),

l->Order(Product([rst2[l[1]],rst2[l[2]],rst2[l[3]],rst2[l[4]]]))=1;;

l44:=Difference(l4,l2);; Size(l44); #66

Dai obtemos 66 restrições, a partir daqui concatenamos as sequências ante-

riormente obtidas com mais 3 novos elementos usando as 66 restrições e com

a ajuda deles olhamos as segundas componentes nas posições convenientes

obtidas da primeira coordenada, obtendo assim sequências de tamanho 15.
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c4:=[]; for i in [1..Size(d3)] do

for j in [1..Size(t)] do

Add(c4,Concatenation(d3[i],t[j]));

od;

od;

y4:=[];

for i in [1..Size(c4)] do

for j in [1..Size(l44)] do

if (Product([c4[i][l44[j][1]],c4[i][l44[j][2]],c4[i][l44[j][3]],c4[i][l44[j][4]]]) in c)

then Add(y4,c4[i]);

fi;

od;

od;

y44:=Set(y4);; d4:=Difference(c4,y44);;

Depois deste processo pegamos todas as sequências que obtivemos no passo

anterior e removemos todas as subsequências de tamanho 6 e soma zero, lem-

brando que as que eram formadas pelos 12 primeiros vetores já haviam sido re-

tiradas em passos anteriores. Então olhamos primeiramente para as primeiras

componentes todas as subsequências de tamanho 6 e soma zero que envolvem

os os últimos 3 vetores adicionados (f1 ∗ f2 ∗ f4, f1 ∗ f3 ∗ f4, f2 ∗ f3), isto é feito

através dos comandos:

l5:=Filtered(Combinations([1..15],6),

l->Order(Product([rst2[l[1]],rst2[l[2]],rst2[l[3]],rst2[l[4]],rst2[l[5]],

rst2[l[6]]]))=1;;

l55:=Difference(l5,l3);; Size(l55); #232
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Agora retiramos das sequências aquelas que nas posições correspondentes

tem soma zero na segundas coordenadas correspondentes da seguinte forma:

y5:=[];

for i in [1..Size(d4)] do

for j in [1..Size(l55)] do

if (Order(Product([d4[i][l55[j][1]],d4[i][l55[j][2]],d4[i][l55[j][3]],

d4[i][l55[j][4]], d4[i][l55[j][5]],d4[i][l55[j][6]]]))=1)

then Add(y5,d4[i]);

fi;

od;

od;

y55:=Set(y5);; d5:=Difference(d4,y55);; Size(d5); #2

Nessas condições encontramos duas sequências. Agora pegamos estas duas

sequências encontradas e concatenamos na primeira entrada a identidade e

olhamos as possibilidades para a segunda componente retirando novamente

as sequências indesejáveis.

Agora, como emS ′ temos a identidade na primeira componente, precisamos

repetir os passos anteriores adicionando mais um vetor. Neste caso a última

componente concatenada pode ser qualquer elemento de C2
3 (ou seja, qual-

quer elemento da lista "e"). Mas nesta concatenação já vamos fazer como an-

teriormente, só concatenamos aquelas que nos convém, ou seja, a principio

concatenamos aqueles que tem tamanho 4, e que se a soma zero na primeira

componente a soma na segunda componente não é 0, 2a, 2b ou 2a + 2b na

segunda. Com as linhas abaixo encontramos todos os vetores que têm soma

zero de tamanho 4 envolvendo a identidade (somente em relação a primeira

componente):
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id2:=ee[1];

rst3:=[r1,r2,r3,r1*r2*r3,s1,s2,s3,s4,t1,t2,t3,t4,m1,m2,m3,id2];

l6:=Filtered(Combinations([1..16],4),

l->Order(Product([rst3[l[1]],rst3[l[2]],rst3[l[3]],rst3[l[4]]]))=1;;

l66:=Difference(l6,l4);; Size(l66); #35

Utilizamos então essas 35 possibilidades para montar as sequências da se-

guinte forma:

c6:=[];

for i in [1..Size(d5)] do

for j in [1..Size(e)] do

Add(c6,Concatenation(d5[i],[e[j]]));

od;

od;

y6:=[];

for i in [1..Size(c6)] do

for j in [1..Size(l66)] do

if (Product([c6[i][l66[j][1]],c6[i][l66[j][2]],c6[i][l66[j][3]],c6[i][l66[j][4]]]) in c)

then Add(y6,c6[i]);

fi;

od;

od;

y66:=Set(y6);; d6:=Difference(c6,y66);;
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Neste caso então encontramos os vetores que desejamos. Agora também

podemos veri�car na lista anterior se há sequências de tamanho 6 e soma zero

nas duas componentes. Novamente nos concentramos primeiramente na pri-

meira componente. Descobrimos as sequências de tamanho 6 e soma zero (na

primeira componente) envolvendo a identidade através dos comandos:

l7:=Filtered(Combinations([1..16],6),

l->Order(Product([rst3[l[1]],rst3[l[2]],rst3[l[3]],rst3[l[4]],rst3[l[5]],

rst3[l[6]]]))=1;;

l77:=Difference(l7,l5);; Size(l77); #168

Por �m, aplicamos essas restrições nas sequências encontradas da seguinte

forma:

y7:=[];

for i in [1..Size(d6)] do

for j in [1..Size(l77)] do

if (Order(Product([d6[i][l77[j][1]],d6[i][l77[j][2]],d6[i][l77[j][3]],

d6[i][l77[j][4]], d6[i][l77[j][5]],d6[i][l77[j][6]]]))=1)

then Add(y7,d6[i]);fi;od;od;

y77:=Set(y7);; d7:=Difference(d6,y77);; Size(d7); #2

Com os comandos que �zemos até agora o programa retornou 2 sequências,

mas essas duas sequências estão somente emC2
3 , logo para ver realmente quem

são estas sequências em C4
2 ⊕ C2

3 fazemos:
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m:=d7;;

for k in [1..Size(d7)] do

for i in [1..16] do

if d7[k][i]=e[1] then Remove(m[k],i);Add(m[k],vve[1],i);

elif d7[k][i]=e[2] then Remove(m[k],i); Add(m[k],vve[6],i);

elif d7[k][i]=e[3] then Remove(m[k],i); Add(m[k],vve[7],i);

elif d7[k][i]=e[4] then Remove(m[k],i); Add(m[k],vve[6]*vve[6],i);

elif d7[k][i]=e[5] then Remove(m[k],i); Add(m[k],vve[6]*vve[7],i);

elif d7[k][i]=e[6] then Remove(m[k],i); Add(m[k],vve[7]*vve[7],i);

elif d7[k][i]=e[7] then Remove(m[k],i);Add(m[k],vve[6]*vve[6]*vve[7],i);

elif d7[k][i]=e[8] then Remove(m[k],i);Add(m[k],vve[6]*vve[7]*vve[7],i);

elif d7[k][i]=e[9] then Remove(m[k],i);Add(m[k],vve[6]^2*vve[7]^2,i);

fi;

od;

od;

mm:=[];

for i in [1..Size(m)] do

Add(mm,[m[i][1]*C42[1],m[i][2]*C42[2],m[i][3]*C42[3],m[i][4]*C42[4],m[i][5]*C42[5],

m[i][6]*C42[6],m[i][7]*C42[7],m[i][8]*C42[8],m[i][9]*C42[9],m[i][10]*C42[10],

m[i][11]*C42[11],m[i][12]*C42[12],m[i][13]*C42[13],m[i][14]*C42[14],

m[i][15]*C42[15], m[i][16]*C42[16]]);od;

De onde obtemos as duas sequências �nais:

[f1*f5^2*f6, f2*f5^2*f6, f3*f5^2*f6, f1*f2*f3*f5^2*f6, f1*f4*f5*f6, f2*f4*f5*f6,

f3*f4*f5*f6, f1*f2*f3*f4*f5*f6, f4*f5*f6, f1*f2*f5^2*f6, f1*f3*f5^2*f6, f2*f3*f4*f5*f6,

f1*f2*f4*f5*f6, f1*f3*f4*f5*f6, f2*f3*f5^2*f6, f5^2*f6 ]

[ f1*f5^2*f6, f2*f5^2*f6, f3*f5^2*f6, f1*f2*f3*f5^2*f6, f1*f4*f5*f6, f2*f4*f5*f6,

f3*f4*f5*f6, f1*f2*f3*f4*f5*f6, f4*f5^2*f6, f1*f2*f5*f6, f1*f3*f5*f6, f2*f3*f4*f5^2*f6,

f1*f2*f4*f5^2*f6, f1*f3*f4*f5^2*f6, f2*f3*f5*f6, f5*f6 ].

Aqui consideramos em C2
3 os geradores a = f5 e b = f6.
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Desta maneira que dividimos o problema do cálculo dessas sequências, o

GAP consegue executar estes comandos de maneira que não excede o limite de

memória. Observe que obtivemos esses cálculos �xando a soma dos 4 primeiros

elementos, dos próximos 4 e dos próximos 4. Agora o que temos que fazer é ir

mudando o valor de cada uma dessas somas. Observe também que obviamente

não �xamos estas somas no conjunto {0, 2a, 2b, 2a + 2b}, pois nestes casos

já teríamos subsequências de tamanho 6 e soma zero, logo é su�ciente variar

essas somas no conjunto {a, b, a + b, 2a + b, a + 2b}. Com estes conjuntos

temos para cada parcela 5 opções de soma, temos então que fazer 625 casos

(isso dá um trabalho relativamente grande, mas basta fazer trocas adequadas

de elementos).

Depois de fazer todos os possíveis casos chegamos em um total de 180

sequências de tamanho 16 que são livres de quadrados na primeira compo-

nente e que não possuem subsequências indesejadas.

Proposição 3.2.2. Todos elementos da sequência S1S2 . . . S8, são elementos da

sequência S ′ e toda subsequência Si com 1 6 i 6 8 é da forma (h, k)(h, k).

Demonstração. Seja (h, k) um elemento da sequênciaS1S2 . . . S8, ou seja, existe

i ∈ [1, 8] tal que Si = (h, k)(h, k′). Como |supp(φ(S ′))| = 24
então temos que

em φ(S ′) aparecem todos os elementos de H logo h ∈ supp(φ(S ′)). Sendo

assim, em S ′ existe um elemento da forma (h, k”).
De�na S∗i = (h, k”)(h, k′). Observe que, σ(φ(S∗i )) = 0 e a sequência

σ(S1) · . . . ·σ(Si−1)σ(S∗i ) ·σ(Si+1) · . . . ·σ(S8) não tem nenhuma subsequência

de tamanho 3 e soma zero (por hipótese), logo pelo Lema 3.0.2 obtemos que

σ(S∗i ) = σ(Si), ou seja, k = k” = k′.

�
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Como σ(S1) . . . σ(S8) = ((0, 0)(0, a)(0, b)(0, a+ b))2
e da proposição ante-

rior temos que

S1 . . . S8 = ((h1, 0)(h2, 0)(h3, 2a)(h4, 2a)(h5, 2b)(h6, 2b)(h7, 2a+2b)(h8, 2a+2b))2.

Ou seja, a proposição nos garante duas coisas, a primeira é que cada Si é

formado por dois elementos idênticos e além disso estes elementos tem que

aparecer na sequência S ′. Logo, nas possíveis sequências S ′ tem que aparecer

como segunda componente os elementos 0, 2a, 2b e 2a+ 2b.
Como conseguimos construir todas as possíveis sequências S ′ agora basta

analisa-las. O que é interessante é que em nenhuma delas aparecem estes ele-

mentos que desejamos, chegando portanto a uma contradição. Um exemplo

disto são as duas sequências obtidas anteriormente, reescrevemos de outra

forma para melhor entendimento:

S ′ = (h1, 2a+ b)(h2, 2a+ b)(h3, 2a+ b)(h4, 2a+ b)(h5a+ b)(h6, a+ b)
(h7a+ b)(h8, a+ b)(h9, a+ b)(h10, 2a+ b)(h112a+ b)(h12a+ b)(h13a+ b)
(h14a+ b)(h15, 2a+ b)(h16, 2a+ b)

ou

S ′ = (h1, 2a+ b)(h2, 2a+ b)(h3, 2a+ b)(h4, 2a+ b)(h5, a+ b)(h6, a+ b)
(h7, a+ b)(h8, a+ b)(h9, 2a+ b)(h10, a+ b)(h11, a+ b)(h12, 2a+ b)(h13, 2a+ b)
(h14, 2a+ b)(h15, a+ b)(h16, a+ b)

Analisando estas sequências, notamos que em todas elas não temos nenhum

elemento cuja componenteK pertença ao conjunto c = {0, 2a, 2b, 2a+2b}. O

mesmo vai ocorrer com todas as outras sequências, isso gera uma contradição

com a Proposição 3.2.2, encerrando assim a demonstração.

�

O que vamos fazer na próxima seção é diminuir ainda mais a cota superior.
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3.2.2 Diminuindo a Cota Superior para 31

Nesta ponto vamos usar a mesma técnica que utilizamos na subseção ante-

rior para a demonstração do resultado.

Considerando a sequência S com |S| = 31 e fazendo a separação conveni-

ente da sequência como antes temos que k > 8. Então a sequência S1S2 . . . S8

é da forma como descrita no lema 3.0.2. Como vimos anteriormente podemos

fazer uma translação dos elementos da sequência mantendo o fato de ter ou

não ter subsequência de soma zero.

Como k = 8 temos que 31 = 16 + |S ′| o que nos dá que |S ′| = 15 . Como

a sequência S ′ é livre de quadrados na primeira componente, temos que falta

exatamente um elemento de C4
2 .

Através de uma translação em relação as componentes de C4
2 podemos su-

por que este elemento que falta é a identidade do grupo C4
2 .

Com a ajuda do GAP foi construído as possíveis sequências S ′ que não

tinham as sequências indesejadas. As sequências que obtemos foram exata-

mente as 180 obtidas no caso em que |S| = 32, retirando apenas o elemento

que continha a identidade na primeira componente.

Se os elementos que aparecem na sequência S1S2 . . . S8 tiverem como pri-

meira entrada elementos que aparecem em S ′ então o problema está resol-

vido pelos mesmos argumentos que no caso da sequência de tamanho 32. En-

tão a única possibilidade é termos como primeira entrada nos elementos de

S1S2 . . . S8 o único elemento que não aparece em S ′ como primeira entrada,

que é a identidade. Mas, se todos elementos da sequência S1S2 . . . S8 tem a

identidade na primeira entrada, então temos 16 elementos no total. Como

s(C2
3) = 9 então encontramos uma sequência de tamanho 3 e soma zero (nas

duas entradas), separando esta sequência, restam 13 elementos na sequência,
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onde podemos achar novamente outra sequência de tamanho 3 e soma zero,

juntando essas duas sequências temos uma sequência de tamanho 6 e soma

zero.

O que gera as mesmas conclusões, ou seja, que neste caso, para toda sequên-

cia S de tamanho 31 obtemos uma subsequência de tamanho 6 e soma zero.

3.2.3 Comentários sobre a cota s(G) 6 30

Um passo natural que ocorreu na construção deste trabalho foi utilizar a

mesma técnica aplicada nas subseções anteriores a �m de reduzir a cota para

30. Com isso conseguimos o seguinte resultado particular:

Teorema 3.2.3. SejaG = C4
2 ⊕C2

3 . Se toda sequência S de tamanho 30 pode ser

escrita na forma S1 . . . SkS
′, como descrita nas subseções anteriores, com k = 7

ou k > 8 então s(G) 6 30.

Se S é uma sequência de elementos de G tal que |S| = 30 então fazendo

o processo de separação de S na forma S1 . . . SkS
′

como descrita nas outras

subseções infere-se que 30 = 2k + |S ′| 6 2k + 16 implicando que k > 7. Pelo

fato de s(C2
3) = 9 e a sequência σ(S1) . . . σ(Sk) poder ser considerada uma

sequência em C2
3 temos que se k > 9 então a sequência σ(S1) . . . σ(Sk) possui

uma subsequência de tamanho 3 e soma zero, o que implica queS1 . . . Sk possui

uma subsequência de tamanho 6 e soma zero.

Note então que mostrando o Teorema acima, �camos bem próximos de des-

cobrir se s(G) 6 30 ou que existe uma sequência de tamanho 30 livre de soma

zero e tamanho exp(G), o que provaria que s(G) = 31. Para isso é necessário

analisar somente o que ocorre quando k = 8. Não resolveremos este caso neste

trabalho.



Capítulo 3. Sequências de Soma Zero nos Grupos Abelianos C3
2 ⊕ C2

3 e C4
2 ⊕ C2

3 62

Para demonstrar o Teorema acima provamos o próximo lema que faz uma

classi�cação, a menos de translação, de todas as sequências em C2
3 de tamanho

7 (s(G) − 2) que não tem subsequência de tamanho 3 e soma zero. Para esta

demonstração utilizamos o GAP para a construção das sequências desejadas.

Lema 3.2.4. No grupo C2
3 existem somente 216 sequências de tamanho 7 tais que

nestas sequências não existem subsequências de tamanho 3 e soma zero, além

disso a menos de translações estas sequências são da forma:

(id a a b b a+ b a+ b)

onde a e b são geradores de C2
3 .

Estas sequências são encontradas através das seguintes linhas:

g:=DirectProduct(CyclicGroup(3),CyclicGroup(3));

f:=function(l) local i;

for i in [1..Length(Combinations(l,3))] do

if Order(Product(Combinations(l,3)[i]))=1 then

return false;

fi;

od; return true;

end;

y:=function(a,m); if m=0 then return [];fi; if m=1 then return [a]; fi; if m=2 then

return [a,a]; fi; end;

er:=function(l);

return Concatenation(y(Elements(g)[1],l[1]),y(Elements(g)[2],l[2]),

y(Elements(g)[3],l[3]),y(Elements(g)[4],l[4]),y(Elements(g)[5],l[5]),

y(Elements(g)[6],l[6]),y(Elements(g)[7],l[7]),y(Elements(g)[8],l[8]),

y(Elements(g)[9],l[9]));

end;

c:=Cartesian([0,1,2],[0,1,2],[0,1,2],[0,1,2],[0,1,2],[0,1,2],[0,1,2],[0,1,2],[0,1,2]);;

r:=Filtered(c,x->Sum(x)=7);;

rr:=List(r,er);;

t:=Filtered(rr,f);;Size(t); #216
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Observando as sequências encontradas pelo GAP podemos classi�ca-las nos

seguintes tipos:

1. (id a a b b a+ b a+ b)

2. (id id a a b b a+ b)

3. (id id a a b a+ b a+ b)

4. (a a − a − a b b − b)

5. (a − a − a b b a+ b a+ b)

6. (a a − a − a b a+ b a+ b)

7. (a a − a − a b b a+ b)

O que podemos mostrar é que através de uma translação todos estes casos

se resumem só ao caso (1).

De fato, tomando (id id a a b b a + b) soma-se a esta sequência

−a − b obtendo a sequência (−a − b − a − b − b − b − a − a id)
que é da forma desejada. O restante das sequências ocorre o mesmo com uma

translação adequada.

Então a menos de quem escolhemos como geradores, a partir de agora po-

demos supor que

S1 . . . S7 = (id a a b b a+ b a+ b).
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Demonstração do Teorema: Seja S em G tal que |S| = 30 fazendo o processo

de separação da sequência chegamos que 30 = 2k + |S ′| 6 2k + 16 o que nos

dá que k > 7. Vamos analisar o caso em que k = 7. Se k = 7 então obtemos

que S ′ = 16 e como S ′ é livre de quadrados na primeira componente temos

que aparecem em S ′ todos os elementos de C4
2 .

Se tivermos em σ(S1) . . . σ(S7) uma sequência de tamanho 3 e soma zero a

sequência S1 . . . S7 tem uma sequência de tamanho 6 e soma zero, pois cada Si

tem tamanho dois e soma zero na primeira componente, então podemos supor

que a sequência σ(S1) . . . σ(S7) não possui subsequência de tamanho 3 e soma

zero. Como a sequência σ(S1) . . . σ(S7) pode ser considerada uma sequência

em C2
3 temos do Lema 3.2.4 que a sequência tem uma das formas apresentadas

e a partir das observações posteriores, podemos considerar que

S1 . . . S7 = (id a a b b a+ b a+ b).

A partir daqui vamos fazer como no caso em que |S ′| = 32, vamos usar

o programa GAP para �ltrar as sequências e restar apenas sequências de ta-

manho 16 que são livres de quadrados nas primeiras componentes e que não

possuem sequências indesejadas. Note um fato interessante, os elementos da

sequência S1 . . . S7 são os mesmos que aparecem na sequência S1 . . . S7S8 com

a diferença que a identidade aparece agora só uma vez. Isso signi�ca que o

processo de achar as possíveis sequências S ′ é exatamente o mesmo, chega-

mos então as mesmas 180 sequências encontradas. Agora vamos provar que

neste caso particular os elementos de S1 . . . S7 também são elementos de S ′, o

mesmo que ocorre no caso em que |S| = 32.
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Proposição 3.2.5. Todos elementos da sequênciaS1 . . . S7 são elementos da sequên-

cia S ′.

Demonstração. Tome um elemento de S1 . . . S7 da forma (h, k1), logo existe

algum i com 1 6 i 6 7 tal que Si = (h, k1)(h, k2) e, como já foi dito, vai existir

em S ′ um elemento da forma (h, k3). Então o que fazemos é, na sequência S

trocar o elemento (h, k1) pelo elemento (h, k3).
Suponha que k1 , k3 então teremos em S ′ um elemento diferente. Mas

isso não poderá ocorrer, pois em S ′ vimos que as 180 sequências obtidas, tem

características bem especí�cas com relação as segundas componentes de seus

elementos, em cada uma das 180 sequências encontradas, nas segundas com-

ponentes de uma sequência, só aparecem 2 elementos distintos digamos k3 e k4

e cada um deles aparece exatamente oito vezes na sequência. Então, se trocar-

mos o elemento de (h, k3) que está em S ′ por um novo elemento (h, k1) onde

k1 , k3 então ou k1 , k4 o que implicaria que em S ′ aparecem 3 elementos

distintos nas segundas componentes, o que não ocorre, ou k1 = k4 e ai teremos

uma quantidade ímpar de elementos nas segundas componentes de S ′ o que

também não ocorre, logo temos que ter k1 = k3 que por sua vez também nos

dá que k1 = k2 = k3. �

Agora, com a ajuda da proposição acima, a conclusão �ca a mesma que

no caso em que |S ′| = 32, uma vez que as possibilidades de sequências que

encontramos para S ′ não satisfazem a propriedade apresentada na proposição,

ou seja, nas sequências de S ′ não aparecem os elementos de S1 . . . S7. O que

encerra a demonstração do Teorema (3.2.3) .

Neste ponto o leitor pode se perguntar o motivo do caso k = 8 não ter sido

analisado. Na realidade ele foi analisado, mas a di�culdade apareceu no fato

que se k = 8 então a sequência S ′ tem tamanho 14, faltando dois elementos
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de C2
3 em φ(S ′). Com isso não conseguimos descobrir o que ocorre com a

sequência S quando em φ(S1) . . . φ(S8) só aparecem os elementos que faltam

em φ(S ′), �cando este caso em aberto.

3.3 Uma cota inferior para C4
2 ⊕ C2

3

Podemos utilizar a proposição 1.0.14 para encontrar um valor interessante

para cota inferior de s(C4
2 ⊕C2

3). Vamos, com a ajuda da proposição encontrar

uma sequência de tamanho 28 que não tenha subsequência de tamanho 6 e

soma zero, fazendo assim com que s(C4
2 ⊕ C2

3) > 29.

Teorema 3.3.1. 29 6 s(C4
2 ⊕ C2

3)

Demonstração. Escreva o grupo s(C4
2 ⊕ C2

3) da forma G = C2
2 ⊕ C2

6 e �xe

C2
6 = 〈e1, e2〉. Utilizando a proposição anterior neste grupo chegamos que a

sequência

U = (e1)5(e2)5(e1 + e2)5

não tem nenhuma subsequência de tamanho 6 e soma zero, na realidade mais

que isso, ela não possui nenhuma subsequência de soma zero e tamanho no

máximo 6.

Podemos escrever a sequência U da forma U = (T ′)5
e construir uma

sequência

T = 0 T ′ = 0 e1 e2 (e1 + e2), então T 5
não tem nenhuma subsequência de

tamanho 6 e soma zero.

Agora, tomando e3 e e4 como geradores de C2
2 e utilizando o segundo item

da proposição podemos construir a sequência

S = 05 (0+e3) (0+e4) (e1)5 (e1+e3) (e1+e4) (e2)5 (e2+e3) (e2+e4) (e1+e2) (e1+e2+e3) (e1+e2+e4).
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E pela proposição ela não tem nenhuma subsequência de tamanho 6 e soma

zero. Observe que |S| = 28, logo s(C4
2 ⊕ C2

3) > 29.

�

Uma pergunta que podemos fazer é a seguinte: será que podemos tomar

esta sequência de tamanho 28 e completa-la de modo a obter uma sequência

de tamanho 29 e que não possua subsequência de tamanho 6 e soma zero? Seria

muito interessante se a resposta fosse positiva, mas a resposta desta pergunta é

negativa. Para mostrar isso tomamos a sequência S e a reescrevemos da forma

que �zemos anteriormente, da seguinte forma:

S1 . . . S8S
′

onde |Si| = 2 para todo 1 6 i 6 8, σ(φ(Si)) = 0 e a sequência S ′ é livre de

quadrados na primeira componente. A sequência �ca da seguinte forma:

S1 . . . S8 = ((f1, f5) (f2, f6) (f1 + f2, f5 + f6) (0, 0))4

aqui observe que colocamos cada elemento de Si, onde C4
2 = 〈f1, f2, f3, f4〉 e

C2
3 = 〈f5, f6〉

Esta sequência também pode ser escrita como

S1 . . . S8 = ((0, 2f5) (0, 2f6) (0, 2f5 + 2f6) (0, 0))2

e a sequência S ′ �ca sendo a seguinte:

S ′ = (f1, f5) (f2, f6) (f3, 0) (f1 + f2 + f3, f5 + f6) (f1 + f4, f5) (f2 + f4, f6)
(f4, 0) (f1 + f2, f5 + f6) (f1 + f3, f5) (f1 + f2 + f4, f5 + f6) (f2 + f3, f6) (0, 0)

Observe que não podemos acrescentar mais uma sequência de tamanho 2

e soma zero nas sequências S1 . . . S8, pois com 9 dessas sequências teríamos
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uma subsequência de soma zero e tamanho 6. Daí para continuar tendo uma

sequência sem subsequência de soma zero e tamanho 6, a única alternativa

seria acrescentar elementos em S ′.

Lembremos que a sequência S ′ é construída livre de quadrados na primeira

componente de seus elementos. Nesta sequência que encontramos, ela tem

tamanho 12, então faltam 4 elementos de C4
2 que não aparecem, são eles

f3 + f4, f2 + f3 + f4, f1 + f3 + f4, f2 + f3 + f4, f1 + f2 + f3 + f4.

O que acontece é que concatenando a sequência S ′mais um elemento da forma

(h, k), com h sendo um dos elementos que faltam e k sendo um elemento de

C2
3 , a sequência resultante sempre terá uma subsequência de tamanho 6 e soma

zero. Para fazer isso �xado h variamos k e usamos a seguinte função que testa

se a sequência tem ou não subsequências de soma zero e tamanho 6.

r:=function(l) local j;

for j in [1..Length(Combinations(l,6))] do

if Order(Product(Combinations(l,6)[j]))=1 then return true;

fi;

od; return false;

end;

Para todos os valores que escolhemos a função retorna TRUE, mostrando

que sempre a sequência tem alguma subsequência indesejada.

Isto pode ser um indício de que s(G) = 29, mas a princípio não podemos

chegar a esta conclusão analisando só as sequências desta forma especí�ca

construída acima, a menos que seja possível mostrar que todas as sequências

de tamanho 28 que são livres de soma zero de tamanho 6 emG sejam da forma

acima.



CAPÍTULO 4

Cota Superior para s(C3
3 ⊕ Cn)

O resultado principal deste capítulo é apresentar uma conta superior da

constante EGZ para a família de grupos G = C3
3 ⊕ Cn onde n > 7 ímpar e

(n, 3) = 1. Provaremos que s(C3
3 ⊕ Cn) 6 6n+ 12.

Em um artigo de H. Harborth ([8]) ele apresenta um resultado interessante

que diz que, no caso dos 3-grupos abelianos elementares temos uma relação

bem explícita entre g(G) e s(G). Deixamos aqui sua demonstração e desta-

camos a importância deste teorema para o resultado principal deste capítulo,

uma vez que o teorema abaixo nos garante que para grupos da forma G = Cr
3 ,

conhecendo o valor da constante s(G) também conhecemos o valor de g(G).

Teorema 4.0.1. Seja G = Cr
3 , se g(G) = c então s(G) = 2c− 1.

Demonstração. De fato, como g(Cr
3) = c existe uma sequência de tamanho

c− 1 que não possui repetição e que não tem uma subsequência de soma zero

e tamanho 3. Digamos que esta sequência seja

S = a1a2a3 · · · ac−1.

69
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Tome a sequência

S2 = a1a1a2a2a3a3 · · · ac−1ac−1,

com 2(c− 1) elementos.

Observe que S2
também não possui subsequência de soma zero de tamanho

3, pois para isto seria necessário tomar dois elementos iguais, o que implica-

ria que o terceiro elemento também fosse igual aos demais, o que não ocorre,

ou seria necessário formar uma subsequência com três elementos diferentes

com soma zero, mas isso implicaria que esta subsequência estaria em S, o que

também não ocorre, logo

2(c− 1) + 1 6 s(G).

Agora resta provar que s(G) 6 2c−1. Tome uma sequência S qualquer em

G com 2c − 1 elementos, vamos provar que S sempre tem uma subsequência

de tamanho três e soma zero. Como todo elemento tem ordem 3, se S possui

algum elemento que repete três vezes em S já temos a subsequência desejada.

Se S possui c elementos diferentes também encontramos uma subsequência de

tamanho três e soma zero pela hipótese g(G) = c. Logo resta analisar o caso

em que S tem no máximo c− 1 elementos que aparecem duas vezes em S, ou

S é da forma

a1a1a2a2a3a3 · · · ac−1ac−1aj

mas se aj = ai para algum i ∈ [1, c− 1] teremos 3 elementos do mesmo o que

nos dá uma soma zero e se aj for diferente dos demais teremos c elementos

diferentes e novamente temos uma soma zero, logo s(G) 6 2c− 1. �
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Usando o fato s(C3
3) = 19 e que g(C3

3) = 10 temos o seguinte resultado:

Lema 4.0.2. Seja H = C3
3 eW a sequência de H livre de quadrados e de com-

primento |W | = 27. Para todo v ∈ H é possível particionar a sequência W da

forma W = T1T2 . . . T6S
(1) tal que v ∈ S(1), |Ti| = 3, σ(Ti) = 0 para todo

i ∈ [1, 6], e com a sequência S(1) livre de soma zero de tamanho 3.

Demonstração. Como g(C3
3) = 10 e a sequência W por hipótese é livre de

quadrados e tem tamanho 27, sempre é possível retirar de W seis subsequên-

cias disjuntas, T1, T2, . . . , T6 com σ(Ti) = 0 e |Ti| = 3 para todo i ∈ [1, 6],
restando então uma subsequência de W com 9 elementos (que chamamos de

S(1)
). Agora, basta garantir que para todo v ∈ H existe uma partição desta

forma, com S(1)
sem subsequência de soma zero e tamanho 3.

A seguir apresentamos seis possíveis partições da sequência W da forma

T1T2 · · ·T6S
(1)

, de tal forma que qualquer v ∈ H esteja presente em S(1)
de

alguma partição. Seja H = 〈a, b, c〉, e as partições:

Partição P1: S(1) = (0)(a)(b)(c)(a+ b)(a+ c)(2a+ b+ c)(2a+ 2b+ c)(2a+ b+ 2c) e

T1 = (2a+ 2b)(a+ 2b+ c)(2b+ 2c),
T2 = (a+ 2b)(2b+ c)(2a+ 2b+ 2c),
T3 = (2a+ b)(a+ b+ c)(b+ 2c),
T4 = (2b)(2a+ c)(a+ b+ 2c),
T5 = (2c)(a+ 2c)(2a+ 2c),
T6 = (2a)(b+ c)(a+ 2b+ 2c).

Partição P2: S(1) = (0)(a)(b)(2c)(a+ 2b)(a+ 2c)(a+ 2b+ c)(2b+ 2c)(2a+ 2b+ 2c) e

T1 = (b+ 2c)(a+ b+ 2c)(2a+ b+ 2c),
T2 = (2b+ c)(2a+ 2b)(a+ 2b+ 2c),
T3 = (2a+ b)(2a+ 2c)(2a+ 2b+ c),
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T4 = (2a)(a+ b)(2b),
T5 = (b+ c)(a+ b+ c)(2a+ b+ c),
T6 = (c)(a+ c)(2a+ c).

Partição P3: S(1) = (0)(a)(b)(2c)(a+2b)(2a+2c)(2a+2b+c)(a+2b+2c)(2a+2b+2c)
e

T1 = (2a+ 2b)(a+ 2b+ c)(2b+ 2c),
T2 = (2a+ b)(a+ b+ c)(b+ 2c),
T3 = (2b)(2a+ c)(a+ b+ 2c),
T4 = (a+ b)(b+ c)(2a+ b+ 2c),
T5 = (a+ c)(2b+ c)(2a+ b+ c),
T6 = (c)(2a)(a+ 2c).

Partição P4: S(1) = (0)(a)(c)(a+ c)(b+ c)(2a+ b)(a+ b+ c)(2a+ 2b)(2a+ b+ 2c) e

T1 = (b+ 2c)(2a+ 2c)(a+ 2b+ 2c),
T2 = (2b+ c)(a+ 2b+ c)(2a+ 2b+ c),
T3 = (2c)(a+ b+ 2c)(2a+ 2b+ 2c),
T4 = (a+ b)(2a+ c)(2b+ 2c),
T5 = (2b)(a+ 2c)(2a+ b+ c),
T6 = (b)(2a)(a+ 2b).

Partição P5: S(1) = (0)(a)(c)(2a+b)(2a+c)(a+b+c)(a+b+2c)(2b+2c)(2a+b+2c)
e

T1 = (2a+ 2b)(2a+ b+ c)(2a+ 2c),
T2 = (2b+ c)(a+ 2b+ c)(2a+ 2b+ c),
T3 = (a+ 2c)(b+ 2c)(2a+ 2b+ 2c),
T4 = (a+ b)(a+ c)(a+ 2b+ 2c),
T5 = (2b)(b+ c)(2c),
T6 = (b)(2a)(a+ 2b).
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Partição P6: S(1) = (a)(2a)(a+c)(2b)(2a+c)(2b+c)(b+2c)(a+2b+2c)(2a+2b+2c)
e

T1 = (2a+ 2b)(2a+ b+ c)(2a+ 2c),
T2 = (a+ 2b)(2b+ 2c)(2a+ 2b+ c),
T3 = (b+ c)(2a+ b)(a+ b+ 2c),
T4 = (b)(a+ b+ c)(2a+ b+ 2c),
T5 = (a+ b)(a+ 2c)(a+ 2b+ c),
T6 = (0)(c)(2c).

Observe que cada uma das partições acima satisfazem a hipótese que σ(Ti) = 0
com |Ti| = 3 para todo i ∈ [1, 6] e cada S(1)

não possui subsequências de

tamanho 3 e soma zero. �

4.1 s(C3
3 ⊕ Cn) 6 6n + 12

Nesta seção vamos considerar a família de grupos da forma G = C3
3 ⊕ Cn

sendo n inteiro positivo ímpar, com (3, n) = 1 e n > 7.Como (n, 3) = 1 pode-

mos aplicar o Lema 1.0.11 com K = Cn e obter a cota superior

s(C3
3 ⊕ Cn) 6 6n + 13. Vamos melhorar em uma unidade a cota acima, ou

seja, vamos mostrar o seguinte resultado:

Teorema 4.1.1. SejaG = C3
3⊕Cn, n inteiro ímpar com (n, 3) = 1 e n > 7 então

s(C3
3 ⊕ Cn) 6 6n+ 12.

Demonstraremos este resultado por contradição, ou seja, vamos supor que

S é uma sequência de elementos de G de tamanho 6n + 12 que não tem sub-

sequências de tamanho 3n e soma zero. A demonstração deste teorema seguirá

os seguintes passos:
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1. Consideramos S uma sequência de comprimento 6n + 12 e sem sub-

sequência de soma zero e comprimento 3n, e escrevemos a sequência S

na forma S = S1 · · ·SkW1W2.

2. Provamos a veracidade do Teorema nos casos em que k > 2n− 14.

3. Reescrevemos a sequênciaS na formaS = S1 · · ·SkT1 · · ·T6Z1 · · ·Z6S
(1)S(2)

e, do Lema 1.0.12 obtemos σ(S1) · · ·σ(Sk)σ(T1) · · ·σ(T6)σ(Z1) · · · σ(Z6) =
(0, 0)n−1(0, g)n−1

onde g é um gerador de Cn.

4. Construímos no GAP as 6 possíveis sequências para φ(S(1)) e φ(S(2)) de

acordo com as partições apresentadas no Lema 4.0.2 e construímos as

sequências de tamanho 18 φ(S(1))φ(S(2)).

5. Para cada sequência S(1)S(2)
consideramos todas as subsequências T de

tamanho 6 com σ(φ(T )) = 0.

6. Provamos que o Teorema é verdadeiro no caso em que existir uma sub-

sequência T como descrita no passo anterior tal que σ(ψ(T )) , g, onde

g é o elemento citado no passo 3.

7. Consideramos agora o caso que todas as sequências T do passo 5 são tais

que σ(ψ(T )) = g.

8. Provamos que as sequências S(1)
e S(2)

são idênticas.

9. Com todas as sequências T do passo 7 construímos um sistema e concluí-

mos que supp(ψ(S(1))) = {a}, ou seja, |supp(ψ(S(1)))| = 1, gerando a

igualdade 6g = a.

10. Provamos que todo elemento da subsequência S1 · · ·Sk é um elemento da

sequência S(1)
, concluindo que 3a ∈ {0, g}, o que contraria que 6a = g.
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Demonstração. De�na G = H ⊕K com H � C3
3 e K = Cn. Seja φ a projeção

de G em H , ψ a projeção de G em K e seja S uma sequência de comprimento

|S| = 6n + 12. Vamos provar este resultado por contradição, então suponha

que S não possui subsequência de soma zero e tamanho 3n. Podemos escrever

S da forma

S = S1 · · ·SkW1W2, (4.1)

para todo i ∈ [1, k], com |Si| = 3 e φ(Si) = (hi)(hi)(hi) para algum hi ∈ H ,

ou seja, |supp(φ(Si))| = 1 ( logo σ(φ(Si)) = 0 para todo i ∈ [1, k]) e tal que

φ(W1) e φ(W2) são subsequências em F(H) livres de quadrados. Logo,

6n+ 12 6 3k + 2 · 33 ⇒ k > 2n− 14.

Lema 4.1.2. Seja S de tamanho 6n+ 12 e da forma (4.1). Se k > 2n− 14 então

S possui uma subsequência de tamanho 3n e soma zero.

Demonstração. Suponha que k > 2n− 14, e que por contradição S não tenha

subsequências de tamanho 3n e soma zero. Analisamos primeiramente o caso

em que k = 2n− 13. Isto implica que 6n+ 12 = 3(2n− 13) + |W1|+ |W2| ⇒
|W1| + |W2| = 51. Podemos supor que |W1| = 25 e que |W2| = 26, de fato,

lembre-se que o importante é montar as sequências W1 e W2 de tal forma que

φ(W1) e φ(W2) sejam livres de quadrados, logo a outra opção seria |W1| = 24
e que |W2| = 27, mas isso signi�ca que em W2 temos todos elementos de H

tendo então dois elementos a mais que W1, daí tomamos um desses elementos

e transferimos para W1.

Como φ(W1) e φ(W2) são sequências livres de quadrados em H e sabemos

do resultado anterior que g(C3
3) = 10, podemos tirar de cada uma delas 6 sub-

sequências disjuntas, digamos T1, · · · , T6 e Z1, · · · , Z6, tais que
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σ(φ(Ti)) = σ(φ(Zi)) = 0 e |Ti| = |Zi| = 3 para todo i ∈ [1, 6]. Daí olha-

mos para a sequência

σ(S1) · · ·σ(Sk)σ(T1) · · ·σ(T6)σ(Z1) · · · σ(Z6). (4.2)

Observe que esta sequência está no Kernel de φ, ou seja, é uma sequência em

F(K) de

tamanho 2n− 1. Como s(Cn) = 2n− 1, existe uma subsequência em (4.2) de

tamanho n e soma zero, o que implica que existe em S1 · · ·SkT1 · · ·T6Z1 · · ·Z6

uma subsequência de tamanho 3n e soma zero, chegando a contradição.

Para os casos k > 2n − 13 observamos que, a cada vez que aumentamos

em uma unidade o valor de k, ganhamos uma sequência Sk+1 de tamanho 3

e σ(φ(Sk+1)) = 0, mas perdemos 3 elementos de S(1)
ou de S(2)

e assim di-

minuímos uma sequência de tamanho 3, Ti (ou Zi) com σ(φ(Ti)) = 0, o que

equilibra o cálculo, ou seja, ainda temos 2n− 1 sequências em K , tendo então

alguma subsequência de soma zero e tamanho 3n. Logo o resultado segue para

todo k > 2n−13. Observe que basta analisar este processo até k = 2n−1. �

Agora vamos desenvolver o caso mais complexo, em que k = 2n−14 . Neste

caso

6n+ 12 = 3(2n− 14) + |W1|+ |W2| o que implica que

|W1|+ |W2| = 2 · 33 ⇒ |W1| = |W2| = 33 = 27.

Começamos com o mesmo processo que �zemos no caso anterior, podemos

retirar de cada sequência W1 e W2 seis subsequências disjuntas T1, · · · , T6 e

Z1, · · · , Z6, tais que σ(φ(Ti)) = σ(φ(Zi)) = 0 e |Ti| = |Zi| = 3 para todo

i ∈ [1, 6]. Como φ(W1) = φ(W2) podemos retirar as sequências de tal forma
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que φ(T1) = φ(Z1), . . . φ(T9) = φ(Z9).
Vamos usar as notações S(1)

e S(2)
para indicar as sequências de tamanho

9 que foram obtidas respectivamente de W1 e W2, após retirar as sequên-

cias T1, · · · , T6 e Z1, · · · , Z6. Depois de retirar estas sequências, note que

se for possível tirar mais uma sequência T7 de tamanho 3 e σ(φ(T7)) = 0
a sequência σ(S1) · · ·σ(Sk)σ(T1) · · ·σ(T6)σ(T7)σ(Z1) · · ·σ(Z6) tem tamanho

2n−1, logo tem uma subsequência de tamanho n e soma zero (lembrando que

s(Cn) = 2n − 1), o que implica que S1 · · ·SkT1 · · ·T6T7Z1 · · ·Z6 tem uma

sequência de soma zero e tamanho 3n. Assim podemos supor que

φ(S(1)) = φ(S(2)) são subsequências livres de soma zero de tamanho 3.

Note que, do fato de φ(W1) (também φ(W2)) ser uma sequência em H li-

vre de quadrados de tamanho 27, o Lema 4.0.2 garante que podemos esco-

lher as sequências T1, · · · , T6 de maneira conveniente de modo que para cada

v ∈ φ(S1) . . . φ(Sk), a decomposição de S �ca da forma

S = S1 · · ·SkT1 · · ·T6Z1 · · ·Z6S
(1)S(2),

com v ∈ φ(S(1)) (e também v ∈ φ(S(2)) ) .

Podemos então considerar que as sequências W1 e W2 foram particionadas

de forma que φ(S(1)) e φ(S(2)) sejam uma das 7 partições citadas no lema.

Agora, vamos novamente analisar a sequência

σ(S1) · · ·σ(Sk)σ(T1) · · ·σ(T6)σ(Z1) · · · σ(Z6).

Observe que esta sequência está em no Kernel de φ, ou seja, é uma sequência

em F(K) de tamanho 2n − 2. Agora com uma translação adequada podemos

supor pelo Lema (1.0.12) que,
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σ(S1) · · ·σ(Sk)σ(T1) · · ·σ(T6)σ(Z1) · · ·σ(Z6) = (0, 0)n−1(0, g)n−1

onde g é um gerador de Cn. Vamos reescrever a sequência acima da seguinte

forma:

R1R2 . . . Rn−1Rn . . . R2n−2 (4.3)

onde R1 = R2 = · · · = Rn−1 = (0, 0) e Rn = Rn+1 = · · · = R2n−2 = (0, g).
Agora, vamos considerar as possíveis partições relacionadas no Lema (4.0.2),

ou seja, vamos supor queφ(S(1)) é de uma das formas que aparece emP1, . . . P6.

Para cada uma dessas possibilidades vamos construir todas subsequências de

φ(S(1)) de tamanho 6 e soma zero.

Com estas informações, vamos agora proceder inicialmente com a cons-

trução das subsequências φ(S(1)) de tamanho 9 que foram indicadas no Lema

4.0.2.

g:=DirectProduct(CyclicGroup(3),CyclicGroup(3),CyclicGroup(3)); e:=Elements(g);;

u1:=[ e[1], e[2], e[3], e[4], e[2]*e[3], e[2]*e[4], e[2]^2*e[3]*e[4],

e[2]^2*e[3]^2*e[4], e[2]^2*e[3]*e[4]^2 ];

u2:=[ e[1], e[2], e[3], e[4]^2, e[2]*e[3]^2, e[2]*e[4]^2, e[2]*e[3]^2*e[4],

e[3]^2*e[4]^2, e[2]^2*e[3]^2*e[4]^2 ];

u3:=[ e[1], e[2], e[3], e[4]^2, e[2]*e[3]^2, e[2]^2*e[4]^2, e[2]^2*e[3]^2*e[4],

e[2]*e[3]^2*e[4]^2, e[2]^2*e[3]^2*e[4]^2 ];

u4:=[ e[1], e[2], e[4], e[2]*e[4], e[3]*e[4], e[2]^2*e[3], e[2]*e[3]*e[4],

e[2]^2*e[3]^2, e[2]^2*e[3]*e[4]^2 ];

u5:=[ e[1], e[2], e[4], e[2]^2*e[3], e[2]^2*e[4], e[2]*e[3]*e[4], e[2]*e[3]*e[4]^2,

e[3]^2*e[4]^2, e[2]^2*e[3]*e[4]^2 ];

u6:=[ e[2], e[2]^2, e[2]*e[4], e[3]^2, e[2]^2*e[4], e[3]^2*e[4], e[3]*e[4]^2,

e[2]*e[3]^2*e[4]^2, e[2]^2*e[3]^2*e[4]^2 ];

u:=[u1,u2,u3,u4,u5,u6];# Lista das 6 sequências de tamanho 9.

Size(UnionSet(UnionSet(UnionSet(UnionSet(UnionSet(u1,u2),u3),u4),u5),u6)); #27
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Observe que nos comandos acima primeiramente construímos o grupo

H = C3
3 , depois as possíveis sequências para φ(S(1)), colocamos estas sequên-

cias na lista "u". Por �m, veri�camos que o conjunto de elementos que apare-

cem nessas 6 sequências contém todos elementos de C3
3 .

Agora, a �m de obter as possibilidades para φ(S(1)S(2)) = (φ(S(1)))2
dupli-

camos as sequências encontradas para formar as sequências de tamanho 18.

n:=[]; for i in [1..6] do

Add(n,Concatenation(u[i],u[i]));

od;

Para continuação da demonstração, aproveitando a construção da lista "n",

que contém as possibilidades para φ(S(1)S(2)) = (φ(S(1)))2
vamos construir

uma nova lista para cada sequência ni em "n"da seguinte forma: Para cada

sequência ni com i ∈ [1, 6] de tamanho 18 vamos construir todas as subsequên-

cias de tamanho 6 e soma zero. Elas serão importantes na demonstração.

pp:=[]; for i in [1..6] do

Add(pp,[]);od;

for i in [1..6] do

for j in [1..Length(Combinations(n[i],6))] do

if Order(Product(Combinations(n[i],6)[j]))=1 then

Add(pp[i],Combinations(n[i],6)[j]);

fi;

od;

od;

A lista "pp"é construída de tal forma que na sua i-ésima posição são coloca-

das todas as subsequências de ni de tamanho 6 e soma zero.

Depois de encontradas estas sequências queremos saber quantas destas sub-

sequências de tamanho 6 existem para cada sequência ni �xada. Isso pode ser
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obtido facilmente com o comando:

l:=[];

for i in [1..6] do

Add(l,Size(pp[i]));

od;

Set(l); #72

Sendo então cada uma delas com exatamente 72 subsequências de tamanho

6 e soma zero.

Observe que na construção acima estamos sempre trabalhando no que ocorre

com a sequência φ(S(1)S(2)) = (φ(S(1)))2
, ou seja, até este ponto estávamos

preocupados apenas com o que ocorria com as componentes de H . Agora va-

mos analisar o que ocorre em relação as componentes de K . Separamos a

solução deste problema em dois casos:

CASO 1: Existe em S(1)S(2) uma subsequência T , com |T | = 6, σ(φ(T )) = 0 tal

que

σ(ψ(T )) , g, onde o elemento g é o gerador de K que aparece em (4.3).

A partir de T conseguimos montar uma subsequência S ′ de S de tama-

nho 3n e soma zero, o que gera uma contradição com a hipótese. De fato,

lembremos que g é um gerador de K = Cn, logo σ(ψ(T )) , g signi�ca que

σ(ψ(T )) = tg para algum t ∈ [2, n].
Se t ∈ [3, n− 1] podemos construir a subsequência S ′ de S:

S ′ = R1R2 . . . Rt−2Rn . . . R2n−t−1T
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observe que

|S ′| = 3(t− 2) + 3(n− t) + 6 = 3n

e

σ(S ′) = (t− 2)(0, 0) + (n− t)(0, g) + (0, tg) = (0, ng) = (0, 0).

No caso em que t = 2 basta construir a sequência S ′ = Rn . . . R2n−3T . Note

que

|S ′| = 3(n− 2) + 6 = 3n e que σ(S ′) = (n− 2)(0, g) + (0, 2g) = (0, 0).
Quando t = n temos a subsequência S ′ = R1R2 . . . Rn−2T de tamanho 3n

e soma zero.

CASO 2: Em toda subsequência T em S(1)S(2) com |T | = 6 e σ(φ(T )) = 0 vale

σ(ψ(T )) = g.

Vamos supor que

R = S(1)S(2) = (h1, g1) . . . (h9, g9)(h1, g10) . . . (h9, g18),

lembrando que as primeiras componentes de S(1)
e S(2)

são iguais, mas as se-

gundas componentes não precisam ser necessariamente iguais. O que vamos

provar é que na realidade g1 = g2 = · · · = g18.
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Note que da construção anterior, a lista "n"possui as opções para as sequên-

ciasφ(S(1)S(2)), logo seni é a sequência na i-ésima posição da lista "n", então na

construção da lista "pp"colocamos na sua i-ésima posição todas as subsequên-

cias de ni que têm soma zero e tamanho 6, digamos que estas subsequências

de sejam N1, . . . , N72 com i �xado. Da hipótese, temos que

σ(ψ(N1)) = σ(ψ(N2)) = . . . = σ(ψ(N72)) = g.

Com um cálculo fácil no GAP é possível mostrar que a sequência

φ(S(1)) = φ(S(2)) é livre de subsequências de soma zero de comprimento 6.

Isto signi�ca que todas as sequências na lista "n"tem elementos repetidos (basta

observar as sequências S(1)
apresentadas na demonstração do Lema 4.0.2).

Fixada uma sequênciani, observe que nenhuma de suas subsequências φ(T )
de tamanho seis e soma zero pode ser do tipo φ(T ) = (φ(T ′))2

. De fato,

como a sequência φ(S(1)) é livre de quadrados, os elementos na sequência

ni = (φ(S(1)))2
aparecem no máximo duas vezes cada um, dai se fosse pos-

sível ter φ(T ) = (φ(T ′))2
, φ(T ) seria da forma φ(T ) = aabbcc = (abc)2

com

a , b , cmas como a ordem dos elementos em φ(S(1)) é três e a soma de a, b, c

não é zero (as sequências S(1)
e S(2)

são livres de soma zero de tamanho 3), se-

ria impossível que σ(φ(T )) = 0, pois se isso ocorresse o elemento abc ∈ C3
3

teria ordem 2.

Daí podemos concluir que T tem pelo menos dois elementos que não se

repetem em φ(T ), isto também pode ser veri�cado observando as sequências

na demonstração do Lema 4.0.2.

Com as conclusões do parágrafo anterior juntamente com o próximo lema

prova-se que as subsequências S(1)
e S(2)

são idênticas.
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Lema 4.1.3. Se para alguma subsequência T de R tal que σ(φ(T )) = 0 e

|T | = 6, o elemento hi com 1 6 i 6 9, aparece uma única vez em φ(T )
então gi = gi+9.

Demonstração. Se hi é um elemento que aparece uma única vez na subsequên-

cia φ(T ) então na sequência T temos o elemento (hi, gi) ou (hi, gi+9), digamos,

sem perda de generalidade que em T apareça o elemento (hi, gi), dai monta-

mos uma nova sequência T ′ obtida a partir de T apenas trocando o elemento

(hi, gi) pelo elemento (hi, gi+9). Observe então que σ(φ(T ′)) = 0 e |T ′| = 6
logo da hipótese σ(ψ(T )) = σ(ψ(T ′)), o que implica que gi = gi+9.

�

Para cada sequência ni �xada, analisando as subsequênciasN1, N2, . . . , N72

é possível concluir que para cada elemento hi existe uma subsequência Ni tal

que sejam satisfeitas as hipóteses do Lema (4.1.3). Assim, para todo 1 6 i 6 9
temos gi = gi+9. Logo, as sequências S(1)

e S(2)
são idênticas, ou seja,

S(1) = S(2) = (h1, g1)(h2, g2)(h3, g3)(h4, g4)(h5, g5)(h6, g6)(h7, g7)(h8, g8)(h9, g9).

Vamos mostrar que g1 = g1 = · · · = g9 em Cn para cada sequência S(1)
.

Vamos ilustrar como iremos montar o sistema para resolve-lo, utilizando o

GAP.
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Fixada uma sequência ni da lista "n", sejam N1, N2, . . . , N72 as subsequên-

cias de ni tais que σ(φ(Nj)) = 0 e |Nj| = 6 para todo 1 6 j 6 72. Sabemos

por hipótese que:

σ(ψ(N1)) = σ(ψ(N2)) = . . . = σ(ψ(N72) = g.

Construímos o sistema da seguinte forma:



σ(ψ(N1)) = σ(ψ(N2))

σ(ψ(N2)) = σ(ψ(N3))
...

σ(ψ(N71)) = σ(ψ(N72))

Queremos então resolver este sistema módulo n. Observe que

g1 = g2 = . . . = g9 é uma solução do sistema. Vamos mostrar que todas

as soluções são dessa forma, para isso provamos dois lemas que seguem.

Lema 4.1.4. Para cada sequência ni na lista "n"seja N o sistema obtido a partir

das subsequências Nj de ni com σ(φ(Nj)) = 0 e |Nj| = 6 tal como descrito

acima, seja A a matriz dos coe�cientes associada ao sistema N . A matriz A

possui uma submatriz 8× 8 cujo determinante é uma potência de 3.

Demonstração. Primeiro construímos a partir das sequências em "pp" (lem-

brando que na i-ésima entrada de "pp"temos todas as subsequências de ni de

tamanho 6 e soma zero) os sistemas da forma que explicamos acima,
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l1:=[]; for i in [1..7] do Add(l1,[]);od;

for k in [1..7] do m:=[];

for i in [1..72] do Add(m,[]); od;

for i in [1..72] do

for j in [1..6] do

if pp[k][i][j]=u[k][1] then Add(m[i],[1,0,0,0,0,0,0,0,0]);

elif pp[k][i][j]=u[k][2] then Add(m[i],[0,1,0,0,0,0,0,0,0]);

elif pp[k][i][j]=u[k][3] then Add(m[i],[0,0,1,0,0,0,0,0,0]);

elif pp[k][i][j]=u[k][4] then Add(m[i],[0,0,0,1,0,0,0,0,0]);

elif pp[k][i][j]=u[k][5] then Add(m[i],[0,0,0,0,1,0,0,0,0]);

elif pp[k][i][j]=u[k][6] then Add(m[i],[0,0,0,0,0,1,0,0,0]);

elif pp[k][i][j]=u[k][7] then Add(m[i],[0,0,0,0,0,0,1,0,0]);

elif pp[k][i][j]=u[k][8] then Add(m[i],[0,0,0,0,0,0,0,1,0]);

elif pp[k][i][j]=u[k][9] then Add(m[i],[0,0,0,0,0,0,0,0,1]);

fi;

od;

od;

nn:=[];for i in [1..72] do

Add(nn,m[i][1]+m[i][2]+m[i][3]+m[i][4]+m[i][5]+m[i][6]);od;l:=[];

for i in [1..71] do Add(l,nn[i]-nn[i+1]);

od;

Add(l1[k],l);

od;

l1:=List([1..Size(l1)],i->l1[i][1]);

A lista "l1"tem todos os sistemas lineares que queremos solucionar. Agora,

nos próximos passos, vamos veri�car que realmente podemos encontrar, para

cada um desses sistemas a submatriz desejada 8× 8.

Lembremos que cada sistema tem 71 linhas, mas não precisamos utilizar

todas estas linhas para achar a submatriz desejada. Vamos considerar apenas

as vinte primeiras linhas deste sistema.



Capítulo 4. Cota Superior para s(C3
3 ⊕ Cn) 86

Agora, no algoritmo abaixo, tomamos as 20 primeiras linhas de cada matriz

associada aos sistemas que temos, excluímos a última coluna (9ª coluna). Isto

é feito na função

sm:=function(m,lin,col); return List(lin,l->m[l]{col}); end;

Dada uma matriz "m"a função "f"retorna uma lista de alguns determinantes

de submatrizes de "m"de dimensão 8× 8.

la:=Combinations([1..20],8);;

f:=function(m); return Set(List(la,x->Determinant(sm(m,x,[1,2,3,4,5,6,7,8])))); end;

A próxima função dá como resposta TRUE se, e somente se, a entrada n é

uma potência de 3.

isp3:=function(n); if n=0 then return false;

fi;

if PrimeDivisors(n)=[3] then return true;

fi; return false;

end;

Em seguida temos uma função que retorna TRUE se, e somente se, no mí-

nimo um elemento em uma lista "l"é uma potência de 3.

al3:=function(l); if not(Set(List(l,isp3))=[false])

then return true;

fi;

return false;

end;

Por �m, temos que se o comando abaixo nos retornar TRUE isto signi�ca

que toda matriz na lista "l1", que era formada por todos os sistemas, tem uma

submatriz 8× 8 com determinante sendo uma potência de 3.
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Set(List(l1,x->al3(f(x))));

Para nossa alegria, depois de executarmos estas linhas ele nos retorna [TRUE]

como resposta, sendo assim possível sempre encontrar a matriz desejada. �

Como (n, 3) = 1, e a matriz tem seu determinante uma potência de 3, este

valor é inversível em Cn. Agora resta mostrar que, existindo esta submatriz é

possível encontrar a solução desejada do sistema. O próximo lema mostra que

isto é possível.

Lema 4.1.5. Seja A uma matriz a × b (com a > b) com coe�cientes em Z/nZ.

Assuma que

s :=



1

1
...

1


∈ (Z/nZ)b

é tal que As = 0. Suponha que A tenha uma submatrizM de ordem (b − 1) ×
(b − 1) com determinante coprimo com n (ou seja, inversível modulo n). Então,

as soluções de Ax = 0 são todas da forma αs com α ∈ Z/nZ.

Demonstração. É claro que os elementos αs são soluções de Ax = 0, agora

vamos provar a recíproca. Seja L uma submatriz (b − 1) × b obtida a partir

de M pela adição da coluna que foi removida na construção da matriz M mas

com elementos que estavam anteriormente indexados com as linhas antes de

obter M . Em outras palavras, depois de trocar as variáveis dos vetores no
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domínio (Z/nZ)b, a matriz L tem a forma (M |c) com c sendo um vetor com

b − 1 componentes. Observe que, como As = 0 temos também Ls = 0. Fixe

s∗ = 1 então s =


s1

s∗

 daí temos 0 = Ls = Ms1 + cs∗ = Ms1 + c então

s1 = −M−1c (observe que M é inversível módulo n pois seu determinante é

inversível). Note que, note que isso que �zemos é possível devido a estrutura

de S ser conveniente, ou seja, segue do fato que todas as entradas de S serem

iguais. Agora suponha que x∗ ∈ (Z/nZ)b é tal que Ax = 0, então claramente

Lx = 0. Escreva x =


x1

x∗

, com x ∈ Z/nZ. Então

0 = Lx = (M |c)


x1

x∗

 = Mx1 + cx∗,

logo x1 = −M−1cx∗ = s1x
∗

assim x = x∗s. Agora basta escolher α = x∗.

�

Deste lema conclui-se que as soluções dos sistemas são da forma

g1 = g2 = · · · = g9 = a

módulo n.
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Com isso, temos que para cada sequência T de tamanho 6 como descrita

acima chegamos na igualdade 6a = g o que em particular nos dá que

(a, n) = 1.

Seja v ∈ S1S2 . . . Sk tal queφ(v) = h e também queh ∈ φ(S1)φ(S2) . . . φ(Sk),
h ∈ φ(S(1)) logo existe i ∈ [1, k] tal que Si = (h, k1)(h, k2)(h, k3) e

(h, a) ∈ S(1)
. Sem perda de generalidade podemos trocar os elementos (h, k1)

e (h, a) logo temos uma sequência S∗i = (h, a)(h, k2)(h, k3). Observe que se

σ(ψ(Si)) , σ(ψ(S∗i )) ao montarmos a sequência S1S2 . . . S
∗
i . . . Sk teremos al-

guma subsequência de tamanho n e soma zero emCn e consequentemente uma

de tamanho 3n e soma zero, pois pelo Teorema 1.0.12, as sequências em Cn de

tamanho 2n − 2 que não possuem subsequências de tamanho n e soma zero

são só aquelas em aparecem exatamente dois elementos na sequência com cada

um aparecendo a mesma quantidade de vezes, e sendo σ(ψ(Si)) , σ(ψ(S∗i ))
iremos alterar um dos elementos da sequência, não tendo mais esta estrutura.

Então, σ(ψ(Si)) = σ(ψ(S∗i )). Isto implica que k1 = k2 = k3 = a. Observe

então que σ(φ(Si)) = 3a ∈ {0, g} o que gera uma contradição com o fato que

6a = g.

�
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