~~

Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matematica

Calculo dos grupos v(G) e v(G)/A(G) para grupos
metaciclicos G e determinacao de algumas de suas

secoes abelianas
por

Juliana Silva Canella

Brasilia

2018



JULIANA SILVA CANELLA

Calculo dos grupos v(G) e v(G)/A(G) para grupos metaciclicos G e

determinacao de algumas de suas se¢oes abelianas

Tese apresentada ao Departamento de Matemé-
tica da Universidade de Brasilia, como parte dos
requisitos para a obtencao do grau de doutora em
matematica

Tese de Doutorado

Orientador: Prof. Dr. Norai Romeu Rocco

Brasilia

2018



Ficha catalografica elaborada automaticamente,
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

CC221c

Canella, Juliana Silva

Cal cul 0 dos grupos v(G e v(Q/\Delta(G para grupos
metaciclicos G e determ nacdo de al gunas de suas secdes
abelianas / Juliana Silva Canella; orientador Norai Roneu
Rocco. -- Brasilia, 2018.

116 p.

Tese (Doutorado - Doutorado em Matematica) --
Uni ver si dade de Brasilia, 2018.

1. Gupos netaciclicos finitos. 2. Gupos netaciclicos
infinitos. 3. Quadrado tensorial ndo abeliano. |. Rocco,
Norai Ronmeu , orient. Il. Titulo.




Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matematica

Calculo dos grupos y(G) e y(G)/A(G),para grupos
metaciclicos G e determinacado de algumas de suas secoes
abelianas.

por

Juliana Silva Canella

Tese apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pos-Graduagcdo em Matemdtica-UnbB,

como requisito parcial para obteng¢do do grau de

DOUTORA EM MATEMATICA

Brasilia, 16 de outubro de 2018.

Comissao Examinadora:

A7

Prof. Dr. Norai ek o (MAT-UnB)

Bl 2

Prof. Dr. Raimundo de Aratjo Bastos Junios (MAT-UnB)

1nwt Noowi Malepdies
Profa. Dra. Irene Naomi Nakaoka (UEM)

A =

Prof. Dr. Ricardo Nunes de Oliveira (UFG)




DEDICATORIA

Dedico este trabalho aos meus trés:

Ao meu pai, Lucio (in memoriam),

pelos seus ensinamentos, disciplina e dedicagao.
Queria muito que estivesse presente neste momento!
A minha maezinha, Cidinha, e & minha irma, Daniela

Minha querida cooperativa...



Agradecimentos

E maravilhoso ter tantas pessoas incriveis a agradecer!

Ao meu orientador, Dr. Norai Romeu Rocco, pelas horas absorvidas em conhecimento,
pela paciéncia e confianca que depositou em mim, mesmo quando eu nao achava ser

possivel.

A Professora Dra. Ticianne Proenca Bueno Adorno, pela oportunidade de galgar meu

mais lindo sonho, abrindo as portas para minha entrada no doutorado.

A Professora Dra. Shirlei Serconeck, por ter me despertado para o conhecimento e
desenvolvimento da matematica e estimular meu amor pela Algebra ainda na graduacio

quando monitora.

Aos amigos e parceiros de trabalho, Cleilton Aparecido Canal e Nathalia Nogueira
Gongalves por todas as discussoes, trocas de experiéncias, lamentos e risadas. Foi muito

importante!

Aos amigos que o doutorado me deu: Alex Carrazedo, Camila Oliveira, Lais Moreira,
Hiuri Reis, Hudson Pina, Daiane Soares Veras, Henrique Zanata, Edwin Salinas Reyes,
Andréz Rosero, Jean Carlos Lelis, Yerko Contreas Rojas, Carol Lafeta, Danilo Sansao,
Marcos Antonio Duarte, Welinton Gimarez, Michell L. Dias, Elson Leal, Bruno de Paula
Miranda, Dioscoros Aguiar Jr., Bruno Xavier, Valter Borges, Alireza Khatib, Elaine Cris-

tine, Elis Gardel Mesquita, dentre tantos outros.

Aos Professores amigos Luciana Avila, Jaqueline Godoy Mesquita, Daniele Nantes
Sobrinho, Joao Paulo dos Santos, Marcelo Furtado, por todas as conversas, trabalhos,

“ganbeis” e risadas.

Aos funcionérios do Departamento de Matematica, com quem convivi tanto e tao
longos dias. Em especial as secretarias Marta Adriana Souza, Bruna Vasconcelos, Cacau

Queiroz e Solange da Matta.

v



A Coordenacio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior e ao Conselho Nacio-
nal de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico, pela bolsa de estudos e taxa de bancada

concedidas durante o doutoramento.

A minha mae, Cidinha Canella, por todo seu amor, carinho, confianca e confidéncias.
Que em sua imensa sabedoria nunca exitou em me apoiar mesmo sem saber ao certo o

que eu fazia. Te amo!

A minha irma, Daniela Canella, pelas discussoes sobre ciéncia e academia, pelo enco-

rajamento e conselhos, pelos “sonhos compartilhados”.

Aos amigos de longa data, que sempre se fizeram presentes, Franciely Jesus Guedes,
Pablo Jacob Furlan, Valesca de Castro Almeida, Adriana Marcela Fonce Camacho, Esdra
e Daiane Basilio, Flavio Silva, Marcos e Devs Oliveira, Lidiane Ayumi e Emerson de Melo,

Juliana Fernandes, Gabriel Araijo, Paulo Henrique Rodrigues, por todo apoio e incentivo.

Aos amigos que Brasilia me deu: Ana Paula Gabatteli Vieira, minha ‘terapeuta’,
Graziela do Lago Maciel, Paula Machado Lacerda, Gabriel Franke Végas, Janaina Muniz
Pedrosa, Livia Pamplona de Miranda, Larissa Reis, Agda Sa por todos os ‘caferem’,

conversas descontraidas, pelo nao julgamento e leveza na amizade, pelo respeito.

Muito obrigadal

“Que eu continue confiando em mim
porque foi vocé que me criou assim
me acompanhe na jornada

e nao me abandone nos desvios”

Herminio Lucio Canella
(in memoriam)



Resumo

Nesta tese descrevemos o grupo v(G), uma extensao do quadrado tensorial nao abeliano de
G pelo produto direto G x G, para grupos metaciclicos finitos e infinitos GG. Explicitamos
varias das relevantes se¢oes de v(G), tais como o proprio quadrado tensorial, isomorfo ao
subgrupo [G, G¥]| de v(G), o quadrado exterior, G A G e o multiplicador de Schur, M (G),

entre outras.

Palavras-chave: Grupos metaciclicos finitos, grupos metaciclicos infinitos, quadrado

tensorial nao abeliano.
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Abstract

In this thesis we describe the group v(G), an extension of the nonabelian tensor square of
G by the direct product G x G, for finite and infinite metacyclic groups GG. We use such a
description in order to express some of the relevant sections of v(G) such as the nonabelian
tensor square of G, here isomorphic to a subgroup |G, G¥] of v(G), the nonabelian exterior

square, G A G, and the Schur multiplier, M (G), among other sections.

Palavras-chave: Finite metacyclic groups, infinite metacyclic groups, nonabelian tensor

square.
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Lista de Simbolos

ordem do grupo ou do conjunto G

H é subgrupo de um grupo GG

H é subgrupo normal do grupo G

(:= h'gh) conjugado de g por h

(:= g 'h'gh) comutador de g e h
(:= F) grupo livre sobre o conjunto X
subgrupo gerado pelo conjunto X
fecho normal de X em G

isomorfismo entre os grupos H e G
(:= d) deficiéncia do grupo G

ordem do elemento x

(:= |G, G]) subgrupo derivado do grupo G
(:= o(zG")) ordem de z relativo a G
produto livre entre os grupos G e H

1-ésimo termo da série policiclica de G

conjunto dos nimeros inteiros relativamente primos com m

funcao ¢ de Euler
(:= G/@G') abelianizado do grupo G

X



produto tensorial nao abeliano dos grupos G e H
quadrado tensorial nao abeliano do grupo G

grupo v(G) de um grupo G qualquer

produto semidireto externo de G e H

produto semidireto interno de G e H

produto semidireto parcial de G e H

produto direto de G e H

quadrado exterior do grupo G

grupo diagonal de G

funtor quadratico de Whitehead do grupo abeliano A

multiplicador de Schur do grupo G
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Introducao

O produto tensorial nao abeliano de grupos G e H, denotado por G® H, foi introduzido
por Brown & Loday [9], e generaliza o produto tensorial usual de grupos abelianos. Esta
¢ uma interessante construcao em teoria de grupos que provém de aplicagoes do Teorema

de Van Kampen generalizado [[9], §5] na Teoria de Homotopia.

O produto tensorial G ® H é definido para qualquer par de grupos G e H, em que
cada um deles age (a direita) sobre o outro e sobre si mesmo por conjugacao, satisfazendo
certas condigoes de compatibilidade. Especificamente, dados dois grupos G e H, munidos
de uma acdo (a direita), (g, k) — ¢" de H sobre G e uma acio (h, g) — h? de G sobre H,

dizemos que G e H agem compativelmente um sobre o outro se as igualdades

g = ((ggll)h) g1 o B ((hhfl)g> h

ocorrem para todos ¢,g; € G, h,hy € H. Neste caso, o produto tensorial nao abeliano de
G e H, G® H, é por definicao o grupo gerado por todos os simbolos g® h, g € G, h € H,

satisfazendo as relagoes
991 ® h = (¢ ® h")(g1 @ h),
9@ hhy = (9@ hy)(g" ® k™M),

para todos g,g1 € G e h,hy € H.

Em particular, como a agao por conjugacao de um grupo G sobre si mesmo é compa-

tivel, entao fica definido o quadrado tensorial nao abeliano G ® G.

Dado o relacionamento do quadrado tensorial GRG com outros importantes invariantes
de grupos, a computacao desse objeto, para um dado grupo G, é de grande interesse,
embora nao seja uma tarefa facil. Um método que segue decorrente a definicao acima é o
uso de transformacoes de Tietze para simplificar a apresentacao e deduzir a sua estrutura
[[10], §6]; esse método é pouco eficiente, uma vez que a apresentacdo dada envolve |G/|?

geradores e 2|G|* relagdes. Outro método que tem sido mais frequentemente utilizado
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baseia-se na constru¢ao de uma biderivacao |[3], paginas 658 — 659|, o que por sua vez

demanda a “descoberta” de um candidato ao pretenso G ® G.

Um método que se mostrou mais eficiente, particularmente, para o céalculo do qua-
drado tensorial e de outros invariantes de grupos policiclicos, dados por uma apresentagao
policiclica, baseia-se numa construgao introduzida por Rocco [34], em 1991 (veja também
[|[16], Theorem 1]), através de um operador v na classe de grupos. Para um dado grupo
(G, considere uma copia isomorfa G¥, via o isomorfismo ¢ : G — G¥, g — g%, Vg € G. O

grupo v(G) é definido como sendo

v(G) = (G,G? | [g1,951% = [g0°, (95°)%] = 91, 95)%, Vg1, 92,93 € G).

Além do interesse grupo-teorético dessa construgao, a motivacao inicial para a sua
introducao é que o subgrupo normal [G,G¥] de v(G) é isomorfo ao quadrado tensorial
G ® G, resultando em v(G) ser uma extensdo de G ® G por G x G. Uma vantagem
de trabalhar-se dentro do grupo v(G) é que o quadrado tensorial pode ser computado

utilizando-se do calculo de comutadores.

Neste trabalho exploramos essa abordagem para determinar tanto o grupo v(G) quanto
o quadrado tensorial G ® G a partir da identificagdo estabelecida por [[34], Theorem 3.3]:
v(G) = (|G, G?] G) G¥, isomorfo ao produto ((G ® G) x G) x G. Como consequéncia
desta nossa abordagem, foi possivel descrever também o quadrado exterior, G A G, e o
multiplicador de Schur, M(G), entre outras se¢oes de v(G), para os grupos metaciclicos

finitos e infinitos.

A partir de uma apresentagio policiclica do grupo policiclico G, Blyth & Morse [§],
estendendo resultados de Rocco [32] para grupos soluveis finitos, ddo uma apresentagao
policiclica para v(G). Isso proporciona a utilizagao de um algoritmo para o célculo efetivo
do quadrado tensorial nao abeliano como subgrupo do grupo v(G), o que permite o uso
de ferramentas computacionais, como por exemplo o sistema GAP [18]. Ao longo da
elaboracao desta tese, fizemos o uso deste sistema; ao final, apresentamos um exemplo

para ilustrar alguns dos comandos do sistema GAP para essa finalidade.

Um subgrupo que desempenha papel importante no estudo de v(G) e suas se¢oes é
o chamado subgrupo diagonal, A(G), gerado por todos os elementos [g, g?] com g € G.
Este subgrupo de [G,G¥] é central em v(G) e o quociente [G, G¥]/A(G) é isomorfo ao
quadrado exterior de G, G N\ G, que havia sido estudado por Miller [29].

A aplicagao p: v(G) — G, g — g,g¥ — g, para todo g € G, induz um epimorfismo de
v(QG) sobre G cujo niicleo, ©(G), um subgrupo que centraliza [G, G¥] e é normal em v(G).

A restri¢ao de p a [G,G¥] é a aplicacio derivada, p' : [G,G¥] — G',[g,h¥] — g, h], para
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todo g, h € G, cujo nucleo, u(G), possui aplicagoes em Teoria de Homologia [8]. De modo
que [G,G?]/u(G) =2 G'. Além disso, u(G)/A(G) é isomorfo ao multiplicador de Schur,
M(G).

No Capitulo 2, coletamos algumas propriedades dos grupos metaciclicos finitos e
infinitos. Dizemos que um grupo finito G, de ordem mn, é metaciclico gerado por a e b,

se é definido pelas relagoes
a"=1, b'=da’, a’=a

e satisfaz as seguintes condigoes numéricas:

(@) 0<m,n

(b) ™ =1 (mod m)

(¢) s(r—1)=0 (mod m).
Essas condigoes determinam, de fato, um grupo metaciclico de ordem mn, resultado esse
devido a Holder, que pode ser encontrado em [[45], Theorem 20]. Note que a quadra
(m,n,r,s) determina completamente o grupo metaciclico finito G := g(a, b;m,n,r,s). A
partir da identificacao do grupo G, enunciamos um resultado de Sims [[39], Lemma 2.7
a respeito do subgrupo derivado do grupo G, G' = [G,G], e também sobre o centro do
grupo G, Z(G). Curtis & Reiner [[13], §(47.10)] ja haviam verificado que "' gera o
subgrupo derivado de G e que este possui ordem exatamente igual a m/(m,r — 1). Com

esta demonstragao pudemos obter um dos principais resultados desta secao, a saber:

Proposigao 0.0.1. Seja G = g(a,b;m,n,r,s) um grupo metaciclico finito, nao abeliano.
Entao

J(a) = (m,r —1), o’(b)z(o(b),n str=1) )

(m,s)(s,r—1)

onde o'(a) e o'(b) sdo as ordens relativas as classes aG’ e bG’, respectivamente. Estes
objetos, juntamente com a o(b), sdo importantes para o calculo das ordens de um conjunto
gerador para o quadrado tensorial nao abeliano do grupo G, visto como grupo isomorfo

ao subgrupo [G,G¥] do grupo v(G).
Na segunda secao deste mesmo Capitulo, tratamos dos grupos metaciclicos infinitos,

classificados por Beuerle & Kappe [3|: se G = g(a,b;m,n,r) é um grupo metaciclico

infinito, entao G é isomorfo ao grupo
(a,b|a™=1,0"=1,a" = a"),

onde m,n,r € Z*, com mn = 0 e r € U,,, mostrando que grupos metaciclicos infinitos sao
sempre extensoes cindidas e que ficam completamente identificados pela terna (m,n,r).
Com um tratamento semelhante ao feito para os grupos metaciclicos finitos, obtemos o

seguinte Lema como consequéncia da Proposicao 0.0.1:

3
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Lema 0.0.2. Seja g(a,b;m,n,r) um grupo metaciclico infinito. Entao,

o(a) = (m,r—1), o'(b) = o(b) = n,

para m e n nao simultaneamente nulos, finalizando assim nossas analises sobre os grupos

metaciclicos finitos e infinitos.

O Capitulo 3 tem como objetivo o célculo do grupo v(G) para grupos metaciclicos
(GG. Na primeira parte tratamos dos grupos metaciclicos finitos e na segunda parte dos

grupos metaciclicos infinitos.

A partir da andlise das cotas para as ordens dos elementos geradores do grupo
G, G?], {[a,b?],a,a?],[b,b7], [a, b¥][b,a¥]}, obtemos apresentagdes para o grupo v(G)
quando G = g(a,b;m,n,r,s), ndo abeliano (r > 1) e nao cindido (s > 0) com m par
(Teorema A) e com m impar (Teorema B). Como Corolarios imediatos, obtemos as
apresentagoes do grupo v(G) quando G = g(a,b;m,n,m —1,s), s > 0 e, por fim, quando

G = g(a,b;m,n,r,0), r > 1.

Ao estudarmos todas as poténcias e conjugacoes possiveis entre os elementos do con-
junto gerador do quadrado tensorial, obtemos cotas para as suas ordens no grupo [G, G¥|
e também relacdes importantes para a geracio do grupo supracitado. E a partir destas

relagoes que nos foi possivel identificar e construir o grupo v(G).

Como primeiro resultado envolvendo poténcias entre os elementos geradores do grupo
|G, G¥], temos o Lema abaixo que nos sugere relagoes de poténcias envolvendo os niimeros

(n,r,s), independente da paridade de m:
Lema 0.0.3. Seja G = g(a,b;m,n,r,s) um grupo metaciclico finito. Entao
{[b, boI" = la, b?]° = [b, a*]’, se2tsoused]|s

[b,6°)" = [a,b%]*[a, af]" ") = [b,a?)*[a,a?)" ), se 2| s,

Antes de darmos prosseguimento aos resultados obtidos na primeira secao deste Capi-
tulo, precisamos definir alguns ntmeros inteiros recorrentes e importantes para os calculos

das ordens dos elementos do conjunto gerador do grupo [G, G¥].

Para m um ntmero inteiro nao negativo, considere U,, = {a € Z,, | (a,m) = 1} o
grupo das unidades do anel Z,, e denote por s o menor inteiro positivo relativamente

primo com m tal que rs = 1 (mod m), sempre que 7 € U,,.

Definicao 0.0.4. [[3], Definition 2.1] Defina a fun¢ao E,, : Uy, X Z — Z por

x, ser =1 (mod m) oux =0
Ep(r,)=< 1+r+---+7r"1 ser#1 (modm)ex>0
—r B, (r, —x), ser#1 (modm)ex <0
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O namero inteiro E,,(r, z) tem um papel importante na ordem dos elementos do grupo

G, G?].

Com a mesma finalidade do nimero E,,(r,z), considere o grupo metaciclico finito

G = g(a,b;m,n,r,s) determinado pela quadra (m,n,r,s):

Defini¢ao 0.0.5. Para a quadra (m,n,r,s) definidora do grupo metaciclico finito G =

gla,b;m,n,r,s), seja

_(m_ Gl n[s’r_l]2 r— 7,0
o (G E oy g o).

Como resultados cruciais para a construcao do grupo v(G) para um grupo metaciclico
finito G = g(a,b;m,n,r,s), ndo abeliano, seguem as Proposi¢oes que estabelecem cotas
para as ordens dos elementos do conjunto gerador do grupo [G, G¥] para m par e m impar,

respetivamente, juntamente com as relagoes obtidas entre eles.

Proposicao 0.0.6. Seja G = g(a,b;m,n,r,s) um grupo metaciclico finito, nao abeliano
com m par. Entao, sao cotas para as ordens dos elementos de um conjunto gerador do
grupo |G, G¥]:

i) [a,a®] tem ordem dividindo (m,2(r —1));
i1) [b,b?] tem ordem dividindo nk;

i) [a, b¥] tem ordem dividindo

(m,2sk), se2+tk
(m,sk), se2|k

(m,sk), se2f{s oused|s;

e 2| s,

iv) [a, b?][b, a¥] tem ordem dividindo

b), B, (r,0 (b)), sk), se 21k,
b), E(r,0 (b)), sk/2), se2]|k.

—_—
/N
Q\ Q\
/N
SIG)
~— ~—
O\ Q\
/N

Ao longo da demonstracao da Proposicao 0.0.6, foram obtidas as seguintes relagoes

entre os elementos do conjunto supracitado:
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Proposigao 0.0.7. Seja G = g(a,b;m,n,r,s) um grupo metaciclico finito, nio abeliano
com m impar. Entao, sao cotas para as ordens dos elementos de um conjunto gerador do
grupo |G, G¥]:

i) |a,a®] tem ordem dividindo (m,r — 1);
i1) [b,b?] tem ordem dividindo nk;
iii) [a,b?] tem ordem dividindo (m, E,,(r,0(b)), sk);

iv) [a, b¥][b, a¥] tem ordem dividindo (0'(a), o' (b), Ep(r, 0 (b)), sk).

As seguintes identidades satisfeitas no grupo |G, G¥] para G = g(a,b;m,n,r,s) e m

impar, foram obtidas a partir da demonstracao Proposicao 0.0.7 e do Lema 0.0.3:

[CL, b@]s = [ba anp]s = [b7 bcp]n’
[a, b¥)Em(rm) — [p, q2)Emn) = (g q#]®.

Para a obteng¢ao dos grupos v(G) com G = g(a,b;m,n,r,s), r > 1, s > 0 e m par
do Teorema A (paginas 66 — 79), definimos o grupo abeliano A, cujo geradores sao
u,v,w, z e as relagoes definidoras sao as supracitadas obtidas na Proposi¢ao 0.0.6. A
partir de uma adequada acao de GG sobre A obtemos o grupo H como o produto semidireto
H = A x G. Essa acao induz uma acao de G¥ sobre H cujo produto semidireto obtido
por essa extensdo é isomorfo ao proposto grupo v(G). A obtengdo do grupo v(G) do
Teorema B (péaginas 81 — 89) segue de maneira anéaloga, a partir do grupo abeliano A,
cujo geradores sao os mesmos e as relacoes definidoras sao as obtidas da Proposigao

0.0.7, alterando para adequadas agoes.

Como Corolarios dos Teoremas A e B, obtemos apresentacoes para os grupos [G, G¥,

G NG e M(G), para os casos em que m é par e m é impar, respectivamente.

Wamsley [[43], Lemma 1], em 1970, mostrou que grupos metaciclicos finitos, nao cin-
didos possuem o multiplicador de Schur ciclico cuja ordem depende da quadra (m,n,r, s).
Em 1994, Rocco [32] também calculou M(G) de um grupo metaciclico finito G, nao ne-
cessariamente cindido. Seus calculos sdo baseados no isomorfismo M(G) = u(G)/A(G),
tendo em conta que G’ é um grupo ciclico isomorfo ao quociente [G,G¥]/u(G). Ou seja,
as ordens relativas dos elementos geradores do multiplicador de Schur, certificadas via
isomorfismo, sao calculadas modulo A(G). Nossos resultados coincidem com a ordem do

grupo M (G) calculada por ambos, independente da paridade de m.

Beyl [[5], pagina 147, §5] classificou os chamados p-grupos metaciclicos de Schur, p-

grupos metaciclicos que possuem multiplicador de Schur trivial, a menos de isomorfismo.



Introducao

Ainda mostrou que grupos do tipo

m

(a,b|a™=1,b" = a0, a’ =a")

possuem multiplicador de Schur trivial. Esse resultado pode ser obtido facilmente de
m

nossos Coroléarios tomando s = ———.
(m,r—1)

As segoes abelianas do grupo v(G) para grupos metaciclicos cindidos, G =
g(a,b;m,n,r 0), descritas por Johnson, D .L., [[10], (16) Proposition| quando m é par,
bem como as descritas por Brown, R., Johnson, D .L. & Robertson, E. F., [[10], Proposi-
tion 15|, quando m é impar, ambas obtidas a partir de uma abordagem por biderivagao,

coincidem com as que ora obtivemos.

Independente da paridade de m, Brown, Johnson & Robertson [[10], Proposition
12| calcularam as ordens de um conjunto gerador para o grupo [G,G?] quando G =
g(a,b;m,2,m—1,0). A estratégia usada por Brown, Johnson & Robertson [[10]| foi con-

siderar o grupo diedral D,,, como a extensao central do grupo dos quatérnios generalizados

o

Nesta tese, estudamos também uma outra se¢do do grupo v(G) para grupos metaci-
clicos finitos, a saber, o grupo 7(G) = v(G)/A(G), que ainda ndo havia sido explorado

na literatura.

Na segunda parte do Capitulo 3, como mensionado anteriormente, calculamos uma
apresentagao do grupo v(G) para grupos metaciclicos infinitos. Ao obtermos as ordens
dos elementos do conjunto gerador do quadrado tensorial, foi possivel perceber que nao
existem relagdes entre os mesmos, uma vez que o grupo G = g(a,b;m,n,r) é sempre

cindido.

Beuerle & Kappe [3] propuseram uma cota para as ordens dos elementos de um con-
junto gerador do quadrado tensorial nao abeliano de um grupo metaciclico infinito, nao
abeliano. Cota que foi verificada por eles como sendo a ordem efetiva dos geradores do
grupo [G, G¥], via exibicdo de uma bideriva¢do. No Teorema C (paginas 106 — 115)
pudemos verificar tais ordens cuja estratégia usada foi a mesma dos Teoremas A e B,

mediante a construgao do grupo v(G).

Como Corolarios, identificamos os grupos G A G, u(G) e M(G), também calculados
por Beuerle & Kappe [3], além do grupo 7(G).

Para finalizar, disponibilizamos no Anexo A alguns dos comandos utilizados no sis-
tema GAP [18] para a verificac@o e checagem das apresentagdes propostas para m,n,r, s

relativamente pequenos.



|
Capitulo

Preliminares

Neste Capitulo, apresentamos algumas defini¢coes e resultados em Teoria de Grupos,
os quais fazem parte do aparato tedrico necesséario para o desenvolvimento deste trabalho.
Para maiores referéncias, veja Curtis & Reiner [13], Gorenstein [19], Holt, Eick & O’Brien
[21], Johnson [22], Robinson [31], Sims [41], dentre outros.

1.1 Calculo com Comutadores

Sejam G um grupo e g, h elementos arbitrarios de G. Chamamos de conjugado de g por
h, g", o elemento dado por ¢" := h™'gh e, o comutador de g e h, [g, h], o elemento [g, h] :=
g 'h7lgh = g7'¢". Os comutadores sao normados a esquerda, isto &, [[z,y], 2] = [z, v, 2],
e assim, indutivamente, [[z1,x9,...2p 1], 2,] = [T1,29,. .. Tp_1, 2], para quaisquer z; €
G. As Proposicoes abaixo sao resultados obtidos a partir de computacoes simples entre

comutadores:

Proposicao 1.1.1. [|31], pagina 123| Sejam z,y, z elementos de um grupo. Entdo:
(i) o, y) = [y, 2]

(i2) [y, 2] = [z, 2" [y, 2] e [2,y2] = [z, 2] [z, y]*;

(i) oy~ = (™) eyl = (™)

(i) [z,y7 ", 2)Yy, 2, o)z, 27 y]" = 1 (Identidade de Hall-Witt).

Dados dois subconjuntos H e K de um grupo G, denotamos por [H, K| o subgrupo de
G gerado pelo conjunto {[h, k| | h € H, k € K}, ou seja, [H, K] = ([h, k] | h € H,k € K).
Em particular, [G, G] é o subgrupo derivado de G, G'. Este subgrupo tem a propriedade
de que G/G’, chamado grupo abelianizado de G, ser o maior grupo quociente por G que

¢ abeliano, ou seja, se H é normal em G com o quociente G/H abeliano, entao G' < H.
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1.2 Grupos Livres

Nesta secao introduzimos os conceitos de grupo livre e apresentacao de um grupo,
bem como algumas de suas propriedades, cujas demonstracoes podem ser encontradas em
Johnson [22].

Definicao 1.2.1. Um grupo F € dito ser livre sobre um subconjunto X C F se, para
qualquer grupo G dado e qualquer aplicacao 0 : X — G, existe um unico homomorfismo

0 . F — G tal que 20 = 20', para todo z € X.

Dizer que existe um tunico homomorfismo tal que z6 = z8’, para todo x € X &
equivalente a dizer que existe um tnico homomorfismo ' que estende 6. Ou ainda, que o
diagrama,

X ic
7/
7/
0
L AR
G

é comutativo, isto é, § = icof’; também conhecida como Propriedade Universal na Teoria
) ) )

de Categorias. X é entao uma base de F' e |X| é o posto (‘rank’) de F, r(F).

O resultado a seguir ¢ uma juncao de Proposicoes e Lemas que garantem a "boa-

defini¢ao"do conceito de posto:

Proposigao 1.2.2. [[22], paginas 3 — 4| (i) Se F' ¢ livre sobre X entao X gera F';
(17) Grupos livres de mesmo posto sao isomorfos;

(1ii) Grupos livres de postos diferentes nao sao isomorfos.

Agora, dado um conjunto X nao vazio de cardinalidade qualquer, é sempre possivel
construir um grupo livre sobre X, F' = F(X), e portanto obtemos grupos livres de
qualquer posto (veja ||22|, paginas 4 — 7|). O resultado a seguir torna importante o

estudo de grupos livres:

Proposicao 1.2.3. [[22], pagina 7| Todo grupo é uma imagem homomdrfica de algum

grupo livre.

Sejam G um grupo e 6 : ' — G um epimorfismo de um grupo livre F' = F(X) sobre
G. Entao G = F/N, onde N é o nicleo de 0, N := ker(f). Considere R um subconjunto
de F que gera N como subgrupo normal de F, ou seja, (R)* = N. Observe que X e R

determinam G a menos de isomorfismo.
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Definigao 1.2.4. Com a notagao estabelecida anteriormente, escrevemos G = (X | R) e
chamamos este par de apresentacao livre ou apenas apresentacao de G. Os elementos de
X sao chamados geradores e os elementos de R sao relatores. Um grupo G é chamado
finitamente gerado se X € finito e, finitamente apresentado se possui uma apresentagao
em que X e R sejam ambos finitos. Neste caso, o nimero |R|—|X| é chamado deficiéncia

do grupo G.

Em alguns casos é conveniente trocar R em (X | R) por um conjunto de equagoes

R =1, isto é, para cada r; € R, fazer r; = 1, chamadas relacoes definidoras para G.

Proposicao 1.2.5. [|22], pagina 42| Todo grupo possui uma apresentacao e, todo grupo

finito € finitamente apresentado.

A seguir, damos exemplos de grupos e apresentacoes dos quais alguns destes serao

mencionados ao longo de todo este trabalho:

Exemplo 1.2.6. 1. (X | ) € a apresenta¢ao de um grupo livre de posto | X]|.

2. Todo grupo ciclico € uma imagem homomorfica de Z = (x). E assim, se G € um grupo
ciclico de ordem n, nao é dificil verificar que uma apresentagao para G € (x | 2" = 1).
3. Em particular, grupos abelianos possuem comutadores triviais como relacoes definidoras.

4. Dado n > 2, o grupo diedral de ordem 2n possui uwma apresentacao da forma
D, = {(z,y|a"=19y>=1,2v=a"").
No caso em que n =2 o grupo Dy € abeliano.

5. Para n > 2, o quatérnio generalizado de ordem 2" tem uma apresentacao

Qoni1t = (x,y | 2% =1,9% = xznfl,xy =z,

Lema 1.2.7. [[22], pagina 42| Sejam G, H e K grupos, o : G — H um epimorfismo e 3 :
G — K um homomorfismo, tais que ker(a) C ker(B). Entao existe um homomorfismo

v: H — K tal que ay = .

ker(B H

ANP%
k:er/\

Proposigao 1.2.8 (von Dyck). [[22], pagina 43] Se G = (X | R) e H = (X | S) onde
R C S C F(X), entao existe um epimorfismo ¢ : G — H fizando todo x € X tal que
ker(¢) = S\ R. Inversamente, todo quociente de G = (X | R) tem uma apresentagdo
(X |S) com S DOR.

~

10
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Proposicao 1.2.9 (Teste da Substituigdo). [[22], pagina 44| Sejam G um grupo com
apresentacao (X | R), H um grupo arbitrario e § : X — H wuma fun¢ao. Entao 0
se estende a um homomorfismo 0’ : G — H se, e somente se, 0 é consistente com 0s
relatores de GG, isto €, se para todo x € X e todo r € R, o resultado da substituicao de x

pela sua imagem via 0 em r dd a identidade de H.

R

|

XY F_ o @

s
1/ 7
9 Lo

H

O homomorfismo # é tnico pois G é gerado por X. Além disso, se H é gerado por ',

x € X, entdo & é sobrejetivo.

Um grupo G pode ter varias apresentagoes, como por exemplo, o grupo diedral D,, pode
ser apresentado como no Exemplo 1.2.6, item 4. ou por (z,y | 2> = ¢* = (zy)" = 1).
Assim, surge a pergunta: a partir de uma apresentacao de G dada, é possivel obter

qualquer outra apresentacao para o mesmo grupo?

Em 1908, Tietze [42] mostrou que dada uma apresentagao de um grupo G,
G = {(a,b,c,... | P,Q,R,...), existem manipulac¢oes simples que ndo mudam o grupo ou
pelo menos a classe de isomorfismo definida pela apresentacao. Essas sao as conhecidas

Transformacoes de Tietze de uma dada apresentagao. Sao elas:

T1 Adicao de relagoes definidoras: R"
Se as palavras S, T, ... sao obtidas de P, @, R, ... entao adicione S, T, ... ao conjunto de

relagoes definidoras;

T2 Remocgao de relagoes definidoras: R~
Se algum dos relatores, digamos S, T, ... listados entre P, @, R,S,... sao obtidos dos

outros entao delete S,T',... do conjunto das relagoes definidoras;

T3 Adicao de um gerador: X+
Se K, M, ... sao palavras em a, b, ¢, ... entao adicione os simbolos z,y, ... no conjunto de

geradores e adicione as relagoes x = K,y = M, ... no conjunto das relagoes definidoras;

74 Remocgao de um gerador: X~

Se alguma das relagoes de G é da forma p=V,q=W,... onde p,q, ... sao geradores de
G e V,W,... sao palavras nos geradores diferentes de p,q,... entao delete os geradores
P, q, ..., troque estes elementos por V, W, ... nas demais relacoes e delete p =V, g =W, ...

das relagoes definidoras.

11
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Proposicao 1.2.10. [[22], pagina 49| Dadas duas apresentagoes finitas de um mesmo

grupo, uma pode ser obtida da outra por uma sequéncia finita de Transformagoes de Tietze.

Em contraste com a Proposigao 1.2.10, nao existe um algoritmo geral decidindo se
duas apresentacoes finitas dadas produzem grupos isomorficos. Este é o conhecido Pro-
blema do Isomorfismo, proposto em uma série de artigos por Dehn, cuja discussao
pode ser encontrada em [[27], Section 1.3]. O mesmo resolveu parcialmente alguns proble-
mas sobre grupos finitamente apresentados, anunciando assim o nascimento de uma nova
area de estudos, a Teoria Combinatoria dos grupos. Tais problemas vao ao encontro da

tentativa de obter informagoes sobre o grupo:

Problema da Palavra: Existe um algoritmo para determinar se uma palavra w em

termos dos geradores de G define ou nao a identidade de G, w =¢ 17

Problema da Conjugagao: Existe um algoritmo para determinar se um par de

palavras u,v em termos dos geradores definem ou nao elementos conjugados, u = v7,
g € G?

Problema do Isomorfismo: Dado um par de apresentacoes finitas, é possivel decidir

se os grupos dados por estas apresentacoes sao ou nao isomorfos?

O Problema da Palavra e o Problema da Conjugacao sao decidiveis em grupos livres

finitamente gerados.

1.3 Grupos Nilpotentes e Soltuveis

Nessa secao daremos algumas propriedades de grupos nilpotentes e soltiveis, necessarias

para o desenvolvimento do trabalho. Como referéncia basica, utilizamos Robinson [31]:
Definicao 1.3.1. Um grupo G € dito nilpotente se possui uma série normal de subgrupos
cujo quociente H; 1 /H; estd contido no centro de G/H;, para todo i. Tal série é chamada
série central de G. Equivalentemente, [H; 1, G| < H;, para todo i.

Na defini¢do ndo é necessario dizer que a série é normal pois o fato de [H;y1, G| < H;
implica H; < G, para todo i.

Quando G ¢ um grupo nilpotente, o comprimento ¢ da menor série central de G
é chamado classe de nilpoténcia, denotado por ¢ = cl(G). Se cl(G) = ¢, entdao H, é

abeliano.

12
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Definigao 1.3.2. Um grupo G € dito ser solivel se possui uma série abeliana, ou seja, se

existe uma sérte

1=G'>G'>...G"=G

na qual o quociente G /G" € abeliano, para todo 1.

Definicao 1.3.3. Se G € um grupo solivel entao o comprimento da série abeliana ‘mais

curta’ de G € chamado o comprimento derivado de G.

Exemplo 1.3.4. 1— Um grupo G tem comprimento derivado 0 se, e somente se, possui
ordem 1.

2— Grupos com comprimento derivado no mdximo 1 sao apenas os abelianos.

3— Um grupo solivel com comprimento derivado no mdzimo 2 € dito metabeliano. Os
grupos metaciclicos G também possuem comprimento derivado no mdzimo 2 pois G/H é

ciclico logo abeliano com H ciclico.

Na secao seguinte, trataremos de uma classe de grupos soltaveis, os chamados grupos

policiclicos:

1.4 Grupos Policiclicos

As definicoes, resultados e demonstragoes desta secao podem ser encontrados em Holt,
Eick & O’Brien [21].

Definicao 1.4.1. Um grupo G € dito policiclico se possui uma cadeia descendente de
subgrupos
G:G1>G2>>Gn+121

em que cada Giy1 € um subgrupo normal em G; (chamada série subnormal) e cada quo-

ciente G;/Gi1 € ciclico. Tal cadeia de subgrupos é chamada série policiclica.

A propriedade ‘policiclica’ é fechada em relagao a formagao de subgrupos e de ex-
tensoes. Como exemplos de grupos policiclicos temos os grupos abelianos, abeliano por
metaciclico e nilpotentes finitamente gerados. Além disso, os grupos policiclicos sao soli-

veis.

Os grupos policiclicos também podem ser definidos como grupos soltveis em que todo
subgrupo é finitamente gerado. Em particular, todo grupo policiclico é finitamente gerado.
Sims [39] mostra que se for possivel verificar que um grupo é finitamente apresentado

entao este ¢ policiclico via o algoritmo do quociente nilpotente. Porém, nem todo grupo

13
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soltuvel finitamente apresentado é policiclico, a saber, o grupo C5 ¢ C,, chamado produto

entrelagado de Cy por Cy [[31], pagina 32].

Mais ainda, a classe dos grupos policiclicos é fechada para subgrupos, quocientes,
extensoes e produtos diretos finitos e, a classe de grupos soluveis finitos e policiclicos
finitos sao as mesmas. Desta forma, grupos policiclicos sao Hopfianos, ou seja, sao grupos

em que todo epimorfismo é um automorfismo (veja Sims [[41], Corollary 3.11]).

Essa é uma classe de grupos computével, ou seja, que possuem o Problema da Palavra

efetivamente soluvel (resolvivel).

Da Defini¢ao 1.4.1, como cada G;/G;1 é ciclico, existe algum z; em G; tal que

(;Giy1) = Gi/Gix1, para qualquer indice i.

Definicao 1.4.2. Uma sequéncia de elementos X = [x1,29,...,2,] tal que

(;Giv1) = Gi/Giyq, para 1 < i < n, é chamada sequéncia policiclica de G.

E simples mostrar que toda cauda da sequéncia, isto é, X; = [z;, Z;y1,...2,], para
algum i € {1,2,...,n} é uma sequéncia policiclica para o grupo G;. Este é um argumento

recorrentemente usado para inducao de alguns resultados e em métodos algoritmicos.

Definicao 1.4.3. Seja X uma sequéncia policiclica para G. A sequéncia
R(X) = (Tla ro,... >Tn)

definida por r; == |G; : Gi11| € NU{oo} € chamado sequéncia de ordens relativas a X. O
conjunto {i € {1,2,...,n} | r; finito} € denotado por I(X).

A sequéncia R(X) e o conjunto /(X) dependem apenas da série policiclica de subgrupos
G4, G, ..., G, subjacente de X. Dai, se Y é uma sequéncia policiclica para o grupo G
definindo a mesma série policiclica que X segue que R(X) = R(Y) e I[(X) = I(Y).

As ordens relativas nos dao algumas informacoes bésicas sobre o grupo GG. Por exemplo,
o grupo ¢é finito se, e somente se, toda entrada em R(X) é finita ou, equivalentemente,
se I[(X)=1{1,2,...,n}. E, se o grupo ¢ finito entdo o produto das entradas em R(X) é

exatamente a sua ordem.

Nao é dificil a verificacao de que os subgrupos de uma série policiclica sao exibidos
por sequéncias policiclicas X como G; = (x;,...,x,). Em particular, o grupo G é gerado
pelos elementos da sequéncia X. Mais ainda, isto resulta que a série policiclica G = G >
Gs > ... 2 G,y = 1 é unicamente determinada por X dado um conjunto R(X) de ordens

relativas.

14
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Exemplo 1.4.4. Seja G = ((1234),(13)) = Dy. Vamos mostrar que o comprimento da

sequéncia policiclica para G nao € unicamente definida por G:

(1) Seja Go = ((1234)) = Cy. Entao G = Gy > Gy > G3 = 1 € uma série policiclica
para G pois X = [(13),(1234)] e Y = [(24), (1432)] sdo sequéncias policiclicas definindo
essa série. Dat, [(X)={1,2} =I1(Y) e R(X) = R(Y) = (2,4).

(i1) Sejam Go = ((12)(34), (13)(24)) = V, e Gy = ((13)(24)) = Cy com G = G,
Gy > G3 = G4 = 1 uma série policiclica para G cuja sequéncias definidoras sao X =
[(24), (12)(34), (13)(24)] e Y = [(12)(34), (1234), (13)(24)], por exemplo. Assim, I(X) =
{1,2,3} =I1(Y) e R(X) = R(Y) = (2,2,2).

V

Um resultado elementar mas importante é:

Lema 1.4.5. [|21], Lemma 8.3] Seja X = [y, 9, ..., x,] uma sequéncia policiclica para
o grupo G com sequéncia das ordens relativas R(X) = (ry,r2,...,7r,). Entdo, para todo
g € G, eziste uma tunica sequéncia (ey,es,...,€,), com ey € Z, para 1 < i < n e

0<e <rmy sei€l(X), tal que g =af* ... xo".

n

Definicao 1.4.6. A expressao g = x7'...x." do Lema 1.4.5 é chamada forma normal
do elemento g do grupo G com respeito a X. A sequéncia (ey,es,...,e,) € o vetor de

expoentes de g com respeito a X, denotado por expx(g) = (e1,ea,...,¢e,).

E natural entdao pensarmos em uma aplicacao injetora do grupo G em Z", que associa

g — expx(g). Observe que esta aplica¢gdo nao é um homomorfismo.

Exemplo 1.4.7. (i) Considere a sequéncia policiclica X = [(13),(12...n)] para o grupo
diedral G de ordem 2n.

Caso n seja par, tome g = (13...n—1)(24...n) um elemento de G. Pelas propriedades
de G, (12...n)(12...n) = (13...n — 1)(24...n). Assim, g = 225 = x5 ¢ uma forma
normal para g cujo expx(g) = (0, 2).

Analogamente, caso n seja impar, tome g = (13...n)(24...n—1) um elemento de G.
Pelas propriedades de G, (12...n)(12...n) = (13...n)(24...n — 1) resultando também
em g = 223 = x3 ser uma forma normal para g cujo expx(g) = (0,2).

(17) Considere agora o grupo G gerado pelas matrizes

(11 /=10
=19 1) ¢ 270 1
T2 1

Nao ¢ dificil verificar que x5 = 1 e 27> = x7*. Assim, G € isomorfo ao grupo diedral

infinito e G > (x1) > 1 € uma série policiclica para G. A sequéncia X = [x1, 3] é uma
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sequéncia policiclica para G, com ordens relativas (00, 2). Considere o elemento

-1 2
g:(o 1> e G.

E facil ver que g = 22z} e desta forma expx(g) = (2,1).

Os vetores de expoentes dos elementos de um grupo policiclico podem ser usados para
descrever as relagoes do grupo G nos seus geradores X. Essas relacoes sao a primeira e

fundamental direcao para a apresentacao de G.

Lema 1.4.8. [|21]|, Lemma 8.6] Seja X = [z1,...,x,] uma sequéncia policiclica para o
grupo G com ordens relativas R(X) = (ry,...,1,).

(i) Seja i € I(X). Entao a forma normal de uma poténcia z;' ¢ dada por z) =
Q;it1 ain

xi+1 .. 'xn .

(17) Sejam 1 < j < i < n. Entdo a forma normal de um conjugado xj_l
1. . _ b

e

x;x; € dada por

bi,j
2],

(1ii) Sejam 1 < j < i < n. Entao a forma normal de um conjugado xjxiasj_l ¢ dada por

-1 _, Cijg+l cij,
.I'jﬂ?i.]?j —.Z'j_H LT
Definicao 1.4.9. Uma apresentagio (x1,...,x, | R) é chamada uma apresentagao polici-
clica se existem uma sequéncia S = (s1,...,S,) com s; € NU{oo} e inteiros a; i, bi j i, Cijk

tais que R consiste das sequintes relagoes:

. a; i . .
;' =R;; com R;; = xijr"l“ coxpinopara 1 <0 <nocom s; < 00,
_ bi i - o
T; 1xixj =R, ; com R;; = xjﬁff“ .. xz”” para 1 < j <i<n,
— Ci 4.4 .. . .
TiTT; 1 — R;; com R;; := acjfff“ ey para 1 < g <1 <n.

Essas relacoes sao chamadas relagoes policiclicas. A primeira delas é de poténcias
e as outras sao relacoes de conjugacao entre os elementos geradores. S € chamado de

sequéncia das poténcias da apresentacao.

As relacoes de conjugacao da forma xj_lxixj =ux; e mjximj_l = x; sao chamadas triviais
e portanto sao omitidas da apresentacao para simplificacao da notacao. Isto significa que
as apresentacgoes policiclicas devem ser distinguidas das apresentacoes finitas arbitrarias.
E portanto, serdo denotadas por Pc(zy,...,x, | R), ou por pcp somente. Um grupo assim

definido e apresentado é conhecido como Pc-grupo.

Exemplo 1.4.10. Seja G = Pc(X|R) um grupo definido por uma apresentagao policiclica

com um gerador, isto é, X = [x1]. Temos duas possibilidades para R:

1— Se R =@ entao G € um grupo ciclico infinito.
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2— Se R contém apenas uma relagao de poténcia, ou seja, x7* = 1, entao G é um grupo

ciclico finito de ordem sy.

Todo grupo policiclico G tem uma sequéncia policiclica X que induz um conjunto
completo de relacoes esbocado no Lema 1.4.9. O conjunto S das poténcias de uma
apresentacao ¢ igual as ordens relativas R(X) neste caso. Isto ¢ provado no resultado a

seguir:

Teorema 1.4.11. [[21], Theorem 8.8] Toda sequéncia policiclica determina uma (inica)
apresentacao policiclica. Portanto, todo grupo policiclico pode ser definido por uma apre-

sentacao policiclica.

Exemplo 1.4.12. Seja G = ((13),(1234)) com sequéncia policiclica X = [(13), (1234)].
Uma série policiclica para G € G = Gy > Gy = Gz = 1 com Gy = ((1234)) e, 1 =
|Gy : Ga] =2 e |Gy : G| = 4 determinando R(X) = (2,4). Portanto, uma apresenta¢do

policiclica para G ¢ dada por

2 4 -1 3 -1 _ .3
(1,29 |27 =1, x5 =1, 2] Toxy = 5, T1X2x] = Ty).

A reciproca do Teorema 1.4.11 nos diz que toda apresentacao policiclica define um

grupo policiclico:

Teorema 1.4.13. [[21], Theorem 8.9| Sejam Pc(zy,...,x, | R) uma apresenta¢io po-
liciclica e G um grupo definido por esta apresentacao. Entao G € um grupo policiclico,
X = [z1,...,2,] € uma sequéncia policiclica para G e o conjunto das suas ordens relativas,

R(X)=(r1,...,rn), satisfazr; < s; para 1 <i <n.

A demonstracao do Teorema 1.4.13 acima consiste em tomar uma sequéncia polici-

clica para G de tal forma que G; = (z;,...,x,) < G para 1 <1 < n.

Estas apresentacoes policiclicas para as quais o conjunto S das poténcias e o conjunto
R(X) das ordens relativas coincidem, desempenham um papel central na teoria algorit-
mica de grupos policiclicos. De fato, computacoes com grupos policiclicos sao geralmente

realizados em tais apresentagoes.

Definigao 1.4.14. Uma apresentagao policiclica Pc(X|R) com expoentes de poténcias S

¢ chamado consistente (ou confluente) se R(X) = S.

E facil observar que todo grupo policiclico tem uma apresentacio policiclica consistente

se usarmos o Teorema 1.4.11:
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Teorema 1.4.15. [[21]|, Theorem 8.11| Toda sequéncia policiclica determina uma apre-
sentagao policiclica consistente. Portanto, todo grupo policiclico pode ser definido por uma

apresentacao policiclica consistente.

Um método efetivo para checar se uma apresentacao policiclica dada é consistente ou
modificar uma apresentacao policiclica dada para uma apresentacao consistente equiva-
lente & dada, é baseado no processo de completa¢ao (ou completamento) de Knuth-Bendix
no contexto de Sistema de Reescrita. Para maiores detalhes, veja Holt, Eick & O’ Brien
[21] e Sims [40].

1.5 Teoria dos Niumeros

Vamos fixar algumas notacoes que serao usadas ao longo deste trabalho. Para quais-
quer inteiros positivos a e 3:

(e, B) := mdzimo divisor comum entre e [3

__of
[, 8] = .5

Se « | B, entdo dizemos que « é um divisor de  ou que « divide 3. Se a || 3, entdo

= minimo multiplo comum entre a e 3.

a|p e (a,B/a) =1; em outras palavras, « é a maior poténcia de o que divide f.

Seja m um namero inteiro nao negativo. O anel dos ntmeros inteiros moédulo m
é denotado por Z,,. O conjunto dos ntmeros inteiros relativamente primos com m ¢é
denotado por U,,, ou seja, U, = {a € Z,, | (a,m) = 1}. Se m = 0, entdo Uy = {—1,1}.
Caso m > 0, denote s o menor inteiro positivo em U,, tal que rs = 1 (mod m), sempre

que r =:7 € Uy,.

Nesta segao, enunciaremos alguns resultados a respeito do conjunto dos inteiros re-
lativamente primos com m, U,,, e sua relacaio com a funcao de Euler. Os resultados
apresentados podem ser encontrados em Beuerle & Kappe [3] e Shokranian, Soares &
Godinho [37].

Definicao 1.5.1. [[|3], Definition 2.1| Sejam m,r inteiros com m >0 e r € U,,. Defina a
funcao E,, : U, X 7. — 7. por

x, ser =1 (mod m) oux =0
Ep(r,x)=< 1+r+---+7"1 ser#1 (modm)ex>0 (1.1)
—r B, (r, —x), ser#1 (modm)ex <0

Lema 1.5.2. [[3|, Lemma 2.3| Sejam m, r, x inteiros com m > 0 par e r € U,,. Entao
E,(r,z) =x (mod 2).
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Lema 1.5.3. [[3]|, Lemma 2.4] Sejam =, r e m inteiros com m > 0 e par. Entao:

r** =1 (mod (m,2(r —1))) (1.2)
"+ (r—1)x=1 (mod (m,2(r —1))) (1.3)
Defini¢ao 1.5.4. Um conjunto de inteiros {ai,as,...,as} é chamado um sistema com-

pleto de residuos modulo m quando:
(i) a; # aj(mod m) para todos i,j € {1,2,...5s}.
(17) Para todo n € Z eziste i € {1,2,...s} tal que n = a;(mod m).

Defini¢ao 1.5.5. Um conjunto de inteiros {ay,as,...,as} € chamado um sistema redu-
zido de residuos modulo m se

(2) (a;,m) =1 para todo i € {1,2,...s}.

(i1) a; # a;(mod m) sei,j € {1,2,...,s} ei #j.

(1i1) Para todo m € Z satisfazendo (m,n) = 1, existe i € {1,2,...s} tal que n =
a;(mod m).

Definicao 1.5.6 (A funcao ® de Euler). Sejam € Z%.. A funcao de Euler ®(m) € definida

como o numero de inteiros positivos nao excedendo m que sao relativamente primos com

m. Ou seja, ® : 7, — 7 de tal forma que ®(m) = |Up,|.

Teorema 1.5.7. Seja m € Z%, m > 1, e suponha que o conjunto {a1,...,a;} € um

sistema reduzido de residuos mddulo m. Entiao s = ®(m).
Teorema 1.5.8. Sejam m,n € Z7 tais que (m,n) = 1. Entao ®(mn) = &(m)®(n).

Lema 1.5.9. Para todo p primo e a € Z temos

o(p*) =p* (1 - %) :

Teorema 1.5.10. Para cada m € Z7 temos
o(m) =m [ (1_1>,
PEP, p
onde P,, = {p primo; p| m}, ou seja, o conjunto dos primos divisores de m.
Teorema 1.5.11 (Euler). Sejam a € Z, m € Z_ tais que (a,m) = 1. Entdo

P(m)

a =1 (mod m).

Corolario 1.5.12 (Pequeno Teorema de Fermat). Seja p € Z7 um nimero primo. Entao

a? = a (mod p), para todo inteiro positivo a.
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1.6 Extensoes de Grupos

As defini¢Ges e resultados a seguir podem ser encontradas em Gorenstein [19], Johnson
[22] e Rotman [35].

Definicao 1.6.1. Uma extensio de um grupo G por um grupo A € um grupo G que possui
um subgrupo normal N tal que A= N e é’/N = 3.

Observe que A nao é necessariamente um subgrupo de G. Uma das questdes que
envolvem o Problema da Extensao é identificar quais grupos G, a menos de isomorfismo,
que possuem uma extensao de GG por A dados. Este Problema tem sido estudado desde o
final do século XT1X.

Nas condi¢oes mencionadas, considere a aplicacio i : A — G que associa o grupo Aeo
grupo G. Entdo i é uma injecio com I'm(i) < G e G é uma extensao de G/I'm(i) por A. Da
mesma forma, a aplicagao que associa GeG, e G—» G, é um epimorfismo tal que G é uma
extensdo de G pelo ker(y). Identificando os isomorfismo av: A — N e 3: G/N — G,
obtemos 7 e pu pelas respectivas composicoes A2 N e G, G —"-~G /NLG ;
isto é, i = incoa e p = fBom, resultando no diagrama A—-~ G —~ G onde ker(i) = ey,
Im(i) = ker(u) e Im(u) = G.

Essa discussao acena para a seguinte definicao:

Definicao 1.6.2. A sequéncia

Ag—20s A 2o A, A, 1A

de grupos A; e homomorfismos «; : A; — A;y1 € chamada exata se
Im(a;—1) =ker(a;), 1 <i<n-—1.

Em particular, se n = 4, Ay = A4 sao triviais, denotado por 1, a sequéncia € chamada

sequéncia exata curta (de grupos).

Da Definicao 1.6.2, segue que 1 A—Lts G HE@ 1 é uma sequéncia
exata curta de grupos. As ideias tratadas acima constituem o ponto de partida para a

Teoria Homologica (algébrica) de grupos.

Definicao 1.6.3. Uma sequéncia exata curta 1 A -2 A, 25 A 1 cinde

(‘splits’) se existe um homomorfismo o : A3 — As tal que 0 o ag = 1.
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Exemplo 1.6.4. (a) Sejam A e B grupos ciclicos de ordem 2. Vamos obter duas extensoes
distintas de A por B:

(a.1) Consideremos K = {1,a,b,ab} o grupo de Klein. Temos que |K| =4 e K nao é um
grupo ciclico. Tome N = (a) = {1,a} com |N|=2. Logo, N= B, N <K, |[K/N|=2¢
K/N ¢é um grupo ciclico com K/N = A. Assim, K € uma extensao de B por A. Observe
que, em K, existe H = (b) = {1,b} tal que |H| = 2. Dai, H = K/N = A com HNN = 1.
Portanto K = (a)(b).

(a.2) Seja Cy o grupo ciclico de ordem 4 dado por {1,c,c*, c*}. Considere N = (c*) um
subgrupo de Cy de ordem 2 e ciclico. Entao N = B. Mais ainda, N 1 Cy, |Cy/N]| e dai,
Cy/N = A. Logo, C, € extensao de B por A. Observe que em Cy nao existe outro subgrupo

de ordem 2 além de N. E assim, nao existe um subgrupo H # N que seja isomorfo a A.
(b) K € uma extensao cindida de Cy por Cy e Cy nao é uma extensao cindida de Cy por
Cs.

Um tipo de extensao cindida dos grupos A por G é o chamado produto semidireto:
Definicao 1.6.5. Seja A um subgrupo do grupo G (nao necessariamente normal). Entdo
0 subgrupo G <G é um complemento de A em G se ANG =1 e G=AG.

Um resultado classico na teoria de grupos finitos relacionado ao produto semidireto é
0 seguinte:

Teorema 1.6.6 (Schur-Zassenhaus Theorem). [[31], §9.12] Sejam G um grupo finito e A
um subgrupo normal em G. Se (|A|,|G : A]) =1, entao G contém um subgrupo de ordem

|G : A| e quaisquer dois destes subgrupos sao conjugados em G.

Um subgrupo A nem sempre precisa ter um complemento em G e, caso exista, este
nao precisa ser unico.
Definicio 1.6.7. Um grupo G é o produto semidireto de A por G se A <G e A possui
um complemento B = G.

A nogao de produto semidireto é uma generalizacao do produto direto de A por G:

Teorema 1.6.8. [[35], Theorem 229] Seja G um grupo com A e G dois subgrupos normais.
Se G=AG e ANG =1, entio G = AxG.

Corolario 1.6.9. [[19], Corollary 5.2] O produto semidireto G de A por G com respeito
a ¥, homomorfismo de G em Aut(A), € isomorfo ao produto direto de A por G se, e

somente se, 1 leva G no subgrupo identidade de Aut(A).
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Proposicao 1.6.10. [[22], pagina 142| Sejam G = (X | R) e A = (Y | S) grupos, e
Y G — Aut(A) um homomorfismo tal que y(xv) = wy,, € uma palavra em Y \ {0} (x €
X,y €Y). Entao o produto semidireto G de A por G tem a sequinte apresentacao

(X, Y | R,S, {x_lyxw;; |z e X,y eY}).

Neste trabalho, faremos distincao entre produto semidireto interno, é:AG, e produto
semidireto externo, G=A x G, onde A e G nio sao necessariamente subgrupos de G mas

isomorfos a algum subgrupo de G e 1 0 homomorfismo de G em Aut(A).

Considere agora A um subgrupo normal de G. De maneira mais geral, definimos o

complemento parcial:

Definicdo 1.6.11. Dizemos que G é um complemento parcial de A em G se G=AG e G
¢ um subgrupo de G. O subgrupo (apropriado) M de G, GNA =M, é normal em G mas

nao necessariamente a identidade.

Como feito para o produto semidireto, temos agora o que seria a definicao de produto

semidireto parcial:

Definig¢ao 1.6.12. G ¢ o produto semidireto parcial de A por G, denotado por A | G, se
G=AG, A é normal em G e M = ANG.

-1

Exemplo 1.6.13. Seja A = (a) um grupo ciclico de ordem 2", n > 1. Defina m = a*"
com M = (m) de ordem 2. Sejam G = (g) grupo ciclico de ordem 4 e 0 o isomorfismo
de M em G determinado por mf = g*. Considere gib o automorfismo de A que inverte
todos os seus elementos e, entao ¢ determina um homomorfismo de G em Aut(G). Logo,

o produto semidireto parcial de G eziste e satisfaz as sequintes relagoes

an-t 2 2 _ -1, _ -1
<g,(l|(l =g =m,m _179 ag=a >
Observe que esse grupo satisfaz as mesmas relagoes que o0s quatérnios generalizados.
No caso especial em que n = 2, a ordem do grupo € 8, o grupo dos quatérnios. Lembre-se
que os quatérnios generalizados de ordem 2"~ " e o grupo diedral tem a mesma ordem mas

nao sao isomorfos.

1.7 O Grupo v(G)

Nesta secao apresentamos os resultados introdutorios dos principais grupos de estudo
desta tese, a saber, os grupos v(G), |G, G¥], A(G), GAG, u(G) e M(G). Como principais
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referéncias e resultados, citamos: Blyth & Morse [8], Brown & Loday [9], Brown, Johnson
& Robertson [10], Karpilovsky [25], Rocco [[32], [34]] e Whitehead [44].

Uma a¢ao de um grupo G sobre um grupo H é um homomorfismo 6 : G — Aut(H).
Escrevemos (h)(g)0 = h?, denotando a ac¢ao (a direita) de G sobre H. Se 6 é o homo-
morfismo trivial, hY = h, entao dizemos que G age trivialmente sobre H ou que H €
G-trivial.

Agora, consideramos que GG age sobre H, que H age sobre GG e que eles agem sobre si
mesmos por conjugacao. Dessa forma, temos uma agao do produto livre G * H sobre G e

H. Se, para todos g,g1 € G e h,hy € H, ocorrer

g(hgl) _ ((ggl—1>h)91 . h(ghl) _ ((hhl—1)g>h1

entao dizemos que G e H agem compativelmente um sobre o outro.

Assumindo que G e H agem um no outro compativelmente, o produto tensorial nao
abeliano G ® H, introduzido por Brown & Loday [9], que generaliza o produto tensorial
usual G/G'®z H/H' de grupos abelianizados, é gerado por todos os simbolos g®h, g € G,

h € H, sujeito as seguintes relagoes:
991 ® h = (g” @ h")(g1 ® h) (1.4)
g ® hhy = (g@hl)(ghl ® hM), (1.5)

para todos g,g1 € G, h,h; € H. Observe que as relagdes (1.4) e (1.5) tém a forma das

identidades de comutadores quando g®h é substituido por [g, h] e as a¢des por conjugacao.

Uma vez que a agao por conjugagao do grupo G sobre si mesmo satisfaz (1.4) e (1.5),

o quadrado tensorial nao abeliano G ® G' de um grupo G fica naturalmente definido.

Definigao 1.7.1. [[10], Remark 3| Sejam G, H e L grupos. Uma aplicagcio ) : GXH — L
€ chamada de biderivacao se, para todos g,g1 € G e h,hy € H, valem

(991, h)Y = (g”, b)Y (g1, h)y
(97 hhl)l/) = (97 th (ghl7 hhl)w'

Aplicando o Teste da Substituicao, Teorema 1.2.9, nao é dificil verificar que uma
biderivacao v : G x H — L determina um tnico homomorfismo ¢* : G ® H — L tal que
(9 @ h)Y* = (g, h), para todos g € G e h € H. Em outras palavras, o produto tensorial
nao abeliano satisfaz a Propriedade Universal na Teoria de Categorias a partir de uma

biderivacao.
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Exemplo 1.7.2. Considere G um grupo e a func¢ao ¢ : G x G — G’ que associa (g,h) —
lg, h], para todo (g, h) € G X G. Pela Proposi¢do 1.1.1, vemos que ¢ é uma biderivagao.
Portanto, ¥ induz um tinico homomorfismo p' : G @ G — G’ tal que (9 ® h)p = |g, h],
para todos g, h € G.

A seguir, listamos alguns dos resultados obtidos por Brown, Johnson & Robertson [10]

que também podem ser encontrados em Brown & Loday [9]:

Proposicao 1.7.3. (a) [[10], Proposition 1 (i)] Os grupos G e H atuam sobre G @ H de
modo que

(roh)f=gl®h! e (g&h)"=g"®hl,

para todos g,q1 € G e h,hy € H. Dai, obtemos uma a¢ao de Gx H em G® H.
(b) [[10], Proposition 1 (iii)] Existe um tnico isomorfismo 7 : G ® H — H ® G tal que
(g@h)T = (h®g)"", para todos g € G e h € H.

Buscando dar um tratamento grupo-teorético ao estudo do quadrado tensorial nao
abeliano de grupos e valendo-se do calculo de comutadores, Rocco [34] introduziu um

operador v na classe dos grupos:

Defini¢ao 1.7.4. [[34], pagina 65| Sejam G e G¥ grupos isomorfos via @, que associa
g g%, Vg € G. Definimos o grupo

v(G) = (G, G | [g1,95)% = [g°, (4°)%] = [91, 9517 , V1,0, 95 € G).

Os grupos G e G¥ estao isomorficamente imersos em v(G). Uma motivagao para o
estudo do grupo v(G) é a conexdo entre o grupo Y(G) := [G,G?] e o quadrado tensorial

nao abeliano:

Proposigao 1.7.5. (i) [[34], Proposition 2.6] T(G) = G ® G via isomorfismo  que
associa g, h¥] — g ® h, para todo g,h € G.
(7) [[34], Theorem 3.3] v(G) = (Y(G) G) G?, isomorfo ao produto (G ® G) x G) x G.

A Proposigao 1.7.5 (ii) nos diz que o grupo v(G) pode ser visto como o produto
entre seu subgrupo normal Y(G) e duas copias do grupo GG. De maneira analoga, podemos
ver o grupo v(G) como o isomorfismo entre o grupo resultante da a¢ao de G sobre G ® G,

garantida pela Proposicao 1.7.3, pela acao do grupo G*.

O proximo Lema é um compéndio de propriedades e resultados que podem ser encon-
trados em Brown, Johnson & Robertson [10], Blyth & Morse [8] e Rocco [[32], [34]]:
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Lema 1.7.6. As sequintes relagoes valem em v(G):

(@) [lg. h¥); [z, 9%]) = [lg, ], [z, y]?], para todo g, h,x,y € G;

(i1) 91, (92, 93] = [91, 92, 951", para todos g1, 9,95 € G:

(iii) [g1, 95197 = [g1, 95199, para todos gy, g2, 9, 94 € G

(iv) 91,95, 9] = [91,92.95] = l91,95,95] = [97, 92, 95] = [97, 92,951 = 191,95, 95], para
todos g1, 92,93 € G;

(v) g, 9%] € central em v(G), para todo g € G;

(vi) (g1, 93192, 97] € central em v(QG), para todos g1, g2 € G;

(vii) [g,9%] = 1, para todo g € G'.

O subgrupo normal de T(G), A(G) := ([g,¢%] | g € G), o qual chamaremos de subgrupo
diagonal, é central em v(G) pelo Lema 1.7.6. Identificaremos a se¢ao v(G)/A(G) do
grupo v(G) por 7(G). Ja o grupo quociente Y(G)/A(G) é isomorfo ao chamado quadrado
exterior, G N\ G, o qual foi estudado por Miller [29]. Para mais detalhes, veja Brown,
Johnson & Robertson [|10], pagina 181].

Vejamos, a seguir, mais algumas propriedades do grupo v(G):

Lema 1.7.7. [[34], Lemma 2.2] Sejam a,b,z elementos de G tais que [x,a] = [x,b] = 1.

Entao, em v(G), temos que |a, b, z¥] = [[a,b]?, z] = 1.

Lema 1.7.8. [[34], Lemma 2.3| Sejam z e y elementos de G tais que [z,y] = 1. Entao,
em v(G), temos que:

(i) ™ 4°] = (2,971 = [&, (45°)"], para todo n € Z;

(1) Se x e y sao elementos de tor¢ao com ordens o(x) e o(y), entao o(|x,y¥]) divide

(o(x), o(y))-

Defini¢ao 1.7.9. A partir do epimorfismo natural, = : G — G/G’, definimos o' (z) =
o(xG"), a ordem relativa da classe xG'. Em outras palavras, dizemos que o' (z) = 1 se

'€ G e, sex € G entiol | t.

Lema 1.7.10. [[32], Lemma 3.1] Sejam G um grupo e g, h elementos genéricos de G.
Entao:

(i) [g.h?[h, g°] = gh, (gh)?].1h, h?] " g, g%] " (€ A(G));

(i2) [g, h*][h, g*] = [h, g*]lg, h¥];

(iii) Se h € G' entao [g, h?][h, g?] = 1;

(iv) Se gG' = hG' entao [g, g¥] = [h, h¥];

(v) Se d'(g) ou d'(h) é finito entao o([g, h¥][h, ¢%]) divide (0'(g), 0 (h));

(vi) Se o () € finito entdo o([h, h¥]) divide (o (h)?,20'(R)).
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Corolario 1.7.11. [[32], Corollary 3.2| Sejam G um grupo finito de ordem impar e g € G

um elemento com o' (g) = s. Entao o([g, g¥]) divide s.

Proposicao 1.7.12. [[|32], Proposition 3.3| Seja X = {x;}icr um conjunto de geradores de

um grupo G com I um conjunto totalmente ordenado. Entao A(G) € gerado pelo conjunto

i

A= sy = [y, of ]t o= [, o[z, 2] | 4,5,k € 1,5 < k}.

Agora, apresentaremos a definicao de um funtor quadratico que possui uma conexao
com G ® G, ou seja, com Y(G) em v(G).

Dado um grupo abeliano (aditivo) A, I'(A) é definido como sendo o grupo gerado por
todos os elementos ya, com a € A, sujeito as relagoes:
7(=a) = a,
v(a+b+c)+ya+vb+yc=v(a+b)+v(b+c)+y(c+a).

Este funtor v é conhecido como funtor quadrdtico de Whitehead [[44], pagina 61].

Proposigao 1.7.13. [[10], pagina 181, §(14)| Eziste um homomorfismo bem definido 1 :
I(G™) — G ® G tal que (7)Y = g ® g, onde g denota a classe lateral de g médulo G'.

O subgrupo de G ® G = |G, G¥], Imi), é exatamente igual o subgrupo A(G), mencio-
nado na Proposigao 1.7.13.

Considere agora ©(G) o subgrupo de v(G) gerado por todos os elementos g~ 'g?, para

todo g € G, usualmente escrito [G, ¢] == ([g,¢] | ¢ € G), onde [g, 0] = g~ ¢*.

Proposigao 1.7.14. [[32], Proposition 2.4] (i) O grupo ©(G) centraliza Y(G) e é normal
em v(G);

(17) v(G) = O(G) % G;

(1i1) Eziste um epimorfismo p : v(G) — G que associa g — g e g¥ — g, para qualquer
g € G, tal que ker(p) = O(G).

A restri¢ao do epimorfismo p a T(G) nos da a aplicagao derivada p' : T(G) — &,
definida por p'([g, h¥]) = [g, h], para todos g, h € G. Vamos denotar ker(p') := u(G), com
A(G) < (@) e u(G) = T(G) NO(G).

O grupo p(G) é identificado como sendo o grupo J5(G) na Teoria de Homologia, como
pode ser visto em Brown & Loday [9]. O seguinte resultado proporciona um melhor

entendimento de tal grupo:
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Proposigao 1.7.15. [[32], Proposition 2.4] (i) u(G) consiste dos elementos de Y(G) da
forma [g1, K] g2, R3] . . . [gs, hZ] tal que [g1, h1] [ga, ha]® ... [gs, hs]® = 1, onde s € um
nimero natural, g;,h; € G, ¢; € {—1,1},1 <i < s;

(17) (G) € central em v(G).

Observe que o grupo u(G) é abeliano. A proxima proposigao é uma consequéncia dos

resultados acima e da descri¢cao do segundo grupo de homologia feita por Miller [29]:

Proposicao 1.7.16. [[32], Proposition 2.8] A se¢ao u(G)/A(G) do grupo v(G) € isomorfa
ao sequndo grupo de homologia Ha(G).

O segundo grupo de homologia de um grupo dado G é identificado pelo multiplicador
de Schur, M(G), definido por Schur em 1904 com o proposito de estudar representa-
¢Oes projetivas, [[31], pagina 347]. Um estudo mais detalhado pode ser encontrado em
Karpilovsky [25].

O diagrama a seguir sumariza as informacoes acima descritas a respeito da estrutura
do grupo v(G):
v(G)
‘G/G/

G)

“r(G)

/

@6
T(G} | o(G)
arc - MG)

e

A(G)
|

{1}

1.7 Diagrama das se¢oes do grupo v(G)

X
A

A partir de agora, usaremos a identificagdo do grupo [G,G¥] para o grupo G ® G =
T(G) tal qual o tensor g ® h serd identificado por [g, h¥], para quaisquer g, h € G .

Podemos sintetizar alguns dos principais resultados a respeito do grupo v(G) envol-
vendo propriedades estruturais do grupo GG, como o fato do grupo G ser p-grupo, finitude,

solubilidade e nilpoténcia. Estes resultados podem ser encontrados em Rocco [[32], [34]]:
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Teorema 1.7.17. [|32], [34]] Seja G um grupo.

(i) Se G € finito, entao v(G) € finito.

(i1) Se G € um w-grupo, entao v(G) € um w-grupo onde ® é um conjunto de nimeros
Primos.

(1i1) Se G € nilpotente de classe ¢, entao v(G) € nilpotente de classe no mdximo ¢ + 1.
(iv) Se G € soluvel de comprimento derivado d entao v(G) € solivel de comprimento

derivado no mdximo d + 1.

Rocco [[34], Remark 2] d4 uma demonstragao para o item (i) do Teorema 1.7.17 da
finitude do grupo v(G) caso o grupo G seja finito usando uma conexao com o grupo x(G),
introduzido por Sidki [[38|, pagina 199, §4]:

Para um par de grupos isomorfos, G' e G¥, defina o grupo

X(G) =(G,G? | [g,9°] =1, Vg € G).

Neste mesmo artigo, Sidki [38] demonstra algumas propriedades do grupo x(G), das

quais decorrem o Teorema 1.7.17:

Teorema 1.7.18. [[38], Theorem 4.2.4] Seja G um m-grupo finito (m € um conjunto de
primos), nilpotente finito ou solivel de grau finito. Entao x(G) é também um w-grupo

finito, nilpotente finito ou solivel de grau finito.

O subgrupo R(G) do grupo x(G), é tal que as relagoes [g1, g;’]gif = [¢7°, (¢5%)¥] seguem
v(G)
A(G)

no quociente

, para todos g1, g2, g3 € G. Tal grupo é isomorfo a se¢ao 7(G) =

R(G)
do grupo v(G):

Teorema 1.7.19. [|32]|, pagina 69| Para todo grupo G
x(G) o v(G)

R(@G)  AG)

Ainda do Teorema 1.7.17, como consequéncia do item (iv), Rocco [32] d4 uma
apresentacao finita e solivel para o grupo v(G), desde que G seja um grupo finito e

solavel:

Teorema 1.7.20. [[32], Theorem 2.1] Sejam G e G¥ grupos finitos policiclicos com as
respectivas sequéncias policiclicas, {a1,az, ... ,an} e {b1,ba, ..., b,}, onde ¢ : G — G¥ um
isomorfismo tal que a; — b;, 1 < i <n. Seja §(G) o grupo dado pela apresentacao abaizo
(a1, ..., an, by, ..., b, | G-relagoes, G?-relagoes, [a;, b;|*™ = [a?k,b?’“] = [a;,bj]"*, 1 <, 5,k <n).

Entao §(G) = v(G). Além disso, o subgrupo [G,G¥] é gerado por {[a;,b;] | 1 <1i,7 < n}.
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Observe que a apresentacao dada no Teorema 1.7.20 depende apenas das sequéncias
policiclicas e das relagoes policiclicas dos grupos G e G¥, ou seja, sao usados apenas 0s

geradores policiclicos dos grupos em questao.

A fim de dar uma apresentacgao policiclica para [G, G¥] a partir de uma apresentagao
policiclica de v(G), primeiramente Blyth & Morse [8] mostram que se a classe X de grupos
¢ fechada para extensoes entao, para qualquer grupo G tal que u(G), G’ € X, segue que
|G,G?] € X. A ‘propriedade’ policiclica é fechada para extensdes e subgrupos. Assim,

para mostrar que [G, G¥] é policiclico, é suficiente mostrar que p(G) é finitamente gerado.

Proposicao 1.7.21. ||8|, Proposition 9| Seja G um grupo policiclico. Entao [G,G¥] e

v(G) sao policiclicos.

Antes de dar uma apresentacao policiclica para o quadrado tensorial de um grupo

policiclico, daremos algumas definigoes:

Definigao 1.7.22. [[8], Definition 12| Sejam G um grupo e G = G,, > G,—1 > ... >
Go = 1 uma série subnormal para G. Se T; denota um transversal para G;_1 em G; e G;

denota o levantamento de um conjunto gerador de G;/G;_1 para T;. Fazendo

L. — Gi, se G,;/Gi_q € abeliano
! Ti, caso contrdrio

entao o conjunto Lg relativo a série subnormal acima € definido como
n
Lo=|]L:
i=1

Se GG é um grupo policiclico com alguma série policiclica G =G, > ... > Gy > Gy =1

e sequéncia policiclica g, entao Lg relativa a esta série é .

Para os resultados obtidos nessa tese, seria suficiente usar o Teorema 1.7.20 quando
trabalhamos com grupos policiclicos finitos. Em contrapartida, o seguinte resultado é

uma generalizagao do mesmo para um grupo policiclico qualquer.

Teorema 1.7.23. [[8], Theorem 13| Sejam G = (X | R) um grupo finitamente apresen-

tado e S uma série subnormal de G. Entao v(G) tem a sequinte apresenta¢ao

v(G) = (X, X? | R,R?, [g,h*]* = [¢*, (R")?] = [9, h?]*" Vg, h € X,k € L relativo a S ).

O Teorema 1.7.23 nos proporciona uma apresentagao policiclica para o grupo v(G)
a partir da apresentagao finitamente gerada do grupo G, generalizando assim o Teorema
1.7.20.
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Observe que, para o caso em que G é um grupo infinito, o Teorema 1.7.23 nos da
uma apresentagao finita de v(G), o que nao seria possivel obter a partir da definigdo do
grupo v(G) somente. Um dos principais resultados obtidos por Blyth & Morse [8] foi
dar uma completa descri¢ao dos geradores do quadrado tensorial [G, G¥] de um grupo
policiclico G em termos de um conjunto gerador policiclico de G. O grupo 7(G) é definido
como sendo o grupo quociente v(G)/Q(A(G)), onde 2 é o isomorfismo da Proposi¢ao
1.7.5. Denotaremos o subgrupo [G,G?]/QUA(G)) de 7(G) por [G,G¥] (), isomorfo a
GAG:

Teorema 1.7.24. [|8]|, Proposition 20| Seja G um grupo policiclico com X =
(1, X9, ..., TE] wuma sequéncia policiclica. Entao [G,G¥|, subgrupo de v(G), é gerado por

[G’ G%] = <[l’l, l‘f], [375 (l‘?)E]a [xh x;o] [xj’ xﬂ)

17 J

e |G, G%)xq), subgrupo de 7(G), € gerado por
[G’ G¢]T(G) = <[$f’ (x;p)EL [:U;? (xf)6]>v
para 1 <1< j <k, onde

5= 1, selx;] <oo o o 1, selzy| < oo
S 1, se x| = | £, se x| = oo

Com esses resultados revisitados, daremos prosseguimento ao nosso trabalho a fim de
calcularmos uma apresentacao para o grupo v(G) onde G serd um grupo metaciclico tanto
finito quanto infinito. A partir de tal apresentacao, gragas aos resultados acima mencio-
nados, sera possivel obter conjuntos geradores dos grupos [G,G¥], G A G, M(G) e 7(G),
vistos como segoes do grupo v(G), dadas no diagrama 1.7. No caso em que o grupo G
é metaciclico infinito, auferimos também uma apresentacao para a se¢do abeliana p(G),
central em v(G). Estes grupos vem despertando interesse ha um tempo. O que preten-
demos resgatando esse estudo ¢ fechar todas as analises possiveis das se¢oes supracitadas

de um grupo metaciclico.
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Grupos Metaciclicos

Neste Capitulo, dividido em duas partes, revisitaremos a teoria necessiria para o
estudo dos grupos metaciclicos finitos e infinitos. Na primeira secao, vamos analisar os
grupos metaciclicos finitos gerados por a e b, denotados por G = g(a,b;m,n,r,s). Uma

apresentacao para o grupo g(a,b;m,n,r,s) é dada por:
{(a,b|a™=1,0" = a*,a’ = a"),

onde m,n >0, r" =1 (mod m) e s(r — 1) =0 (mod m). Ou seja, os grupos metaciclicos
finitos sao totalmente identificados pela quadra (m,n,r,s). Ainda na se¢do dos grupos
metaciclicos finitos, calcularemos as ordens relativas as classes aG’ e bG’, denotados por
o'(a) e o'(b), respectivamente. Para o entendimento do nimero o'(b) € necessario computar
a ordem de b, o(b), uma vez que o grupo é nao necessariamente cindido. Estes trés objetos
influenciam diretamente na andlise da ordem dos elementos de um conjunto gerador do
quadrado tensorial nao abeliano. Algumas defini¢oes e propriedades basicas podem ser
encontradas em Curtis & Reiner [13], Johnson [22], Hall [28] e Zasenhauss [45]. Para este
trabalho, é indiferente se o grupo g(a, b;m,n,r,s) é um p-grupo ou nao. Salvo meng¢ao

em contrario, o grupo metaciclico finito é nao cindido, ou seja, s > 0.
Na segunda parte deste Capitulo, baseado na classificacao dada por Beuerle & Kappe

[3], estudaremos os grupos metaciclicos infinitos, denotados por G = g(a,b;m,n,r). Se-

gundo eles, o grupo metaciclico infinito pode ser escrito de uma das seguintes maneiras:
g(a’7b;m707r) - <a,b | am = ]_7ab g a'f‘>’
g(a7b;07n7_1):<az,b|bn:1’ab:a71> ou
g(aab; Oyny 1) = <a,b | bt = ]_’a,b = a>’

se o grupo for abeliano. Como mencionado anteriormente, também estamos interessados

no calculo dos nimeros o'(a) e o'(b) para o grupo metaciclico infinito G.
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Definigao 2.0.1. [[22|, Definition 3, pagina 88| Um grupo G ¢ dito metaciclico se possui

um subgrupo normal H ciclico tal que G/H € ciclico.

Em particular, se G' ¢ um subgrupo ciclico do grupo G tal que o quociente G /G’ ainda

é um grupo ciclico, entao G é o chamado grupo de Zassenhaus.

Exemplo 2.0.2. (a) Os grupos diedrais (finito ou infinito), quatérnios generalizado, de-
finidos no Exemplo 1.2.6, itens 4. e 5. sao metaciclicos. Na mesma classe de grupos
contendo um elemento de ordem 2 nao isomorfos, temos o quasidiedral, cuja apresenta-

2"—2—1>

cao € dada por <a,b]a2n_1:1,b2:1,ab:a ,n > 3.

(b) A garrafa de Klein é um grupo metaciclico infinito dado por (a,b | a® = a™*),
definido em Firby & Gardiner |[17], Definition 3.5.4].

2.1 Grupos Metaciclicos Finitos

A fim de darmos prosseguimento ao que nos propusemos a fazer nesta tese, focaremos
em calcular as ordens relativas as classes aG’ e bG’, onde a, b sdo os geradores do grupo
metaciclico G. No caso em que o grupo metaciclico G for finito, é possivel calcular as

ordens efetivas dos seus geradores dependendo dos parametros (m,n,r, s).

Teorema 2.1.1 (Holder). [[45], Theorem 20| Um grupo finito G, de ordem mn, com um
subgrupo ciclico normal H = (a) e com um grupo quociente G/H = (bH) ciclico de ordem

n, gerado por a e b, € definido pelas relagoes
am =1, "=a°, a®=da (2.1)

satisfazendo as sequintes condigoes numeéricas:

(@) 0<m,n
T

(b) (
(¢) s(r—1)=0 (mod m).

Inversamente, se as condigoes numéricas sao fielmente satisfeitas, entao um grupo

com as propriedades dadas previamente é definido pelas relagoes (2.1).

Um grupo metaciclico é uma extensao de um grupo ciclico por outro grupo ciclico.
Para fixados m e n, onde o(a) = m, a renomeagao de r e s por
r =r", (n,v)=1,
s =sv+ 1+ +. .+ ) =+ B, (", n)
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nos da que as extensoes ciclicas g(a, b;m,n,r,s) e g(a,b;m,n,r*,s*) sdo isomorfas, como

pode ser visto em [[45], pagina 100].

Para estudar os p-grupos metaciclicos finitos, é esperado que se restrinja a possiveis
valores dos parametros, de modo que dois diferentes conjuntos de parametros correspon-
dam a grupos nao isomorfos. King [26] mostra que todo p-grupo metaciclico, nao ciclico,

finito possui uma apresentacao unica da forma:
M N M-S M—-C
{(a,b|a”” =1,0"" =a ~,a®=a'""P" ), (2.2)

se p é impar e,
o 21\4—5 b

(a,b|a® =1, =a®"" a® =a ") (2.3)

se p = 2. Além disso, separa também as apresentacoes cindidas das nao cindidas, envol-

vendo os parametros M, N, S e C', a menos de isomorfismo.

Recentemente, Hempel [20] classificou os 2-grupos metaciclicos. De maneira mais
simplificada a apresentada anteriormente por King [26|, Hempel deu uma apresentagiao
para os p-grupos metaciclicos finitos, nao abelianos, sem distinguir suas apresentacoes

cindidas das nao cindidas:

Teorema 2.1.2. [[20], Theorem 4.8| Qualquer p-grupo metaciclico nao abeliano tem uma

apresentacao da forma
(a,b|a” =1,0"" = a””,a> = a*7")
onde M >K>1, M>S>M—-K, N>S>K eK+p2>4, ou da forma
(a,b|a® =1,0*" =d¥,a> = a 11"
onde M >K>2 N+ K>MeM>S5>M-—1.
Para padronizar a notacao, quando o grupo G for um p-grupo metaciclico finito, de-
notaremos por pM =m, p™ =n, p° =5, p¥ 4+t =r, onde t = {—1, 1}, para p um primo

qualquer. A partir de agora consideraremos G = g(a,b;m,n,r,s) um grupo metaciclico

finito (p-grupo ou nao), satisfazendo as propriedades do Teorema 2.1.1.

Neste trabalho, fixaremos (m,r) = 1 com r > 1 (nao consideraremos o grupo abeliano)

e 0 < s < m no caso em que o grupo nao é uma extensao cindida e s = 0, caso contrario.

Observagao 2.1.2.1. 1) Nao é dificil ver que (m,s) # 1 no grupo G = g(a,b;m,n,r,s),

para qualquer quadra (m,n,r,s) satisfazendo o Teorema 2.1.1.

De fato, suponha que (m,s) = 1. Entao, (a®) = {(a) e, (b) D {(a) = (b") implicando em

G ser um grupo ciclico.
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Portanto, se G = g(a,b;m,n,r,s) € um grupo metaciclico finito, entao (m,s) # 1.

2) Quando G = g(a,b;m,n,m—1,s) é um grupo metaciclico finito, temos que n é sempre

par. Caso m seja impar, entao G = g(a,b;m,n,m — 1,0) € uma extensao cindida.

O fato de n ser par quando r = m — 1 ocorre porque: (m — 1)" =1 (mod m) se, e

somente se, n € par, para qualquer m.

Jad o fato da extensao ser cindida caso m seja impar é devido o fato de m | (m — 2)s
es€{0,1,...,m—1}. Mas isso ji era sabido pelo Teorema 1.6.6 (Schur-Zassenhaus
Theorem), uma vez que G € um grupo finito e H é um subgrupo normal em G com
(m,n) = 1.

3) Para qualquer x € Z, se n | x, entao r* =1 (mod m). Isso ocorre porque eziste algum
B € 7Z tal que

r® =7 = (r")? =1 (mod m).

O Lema a seguir nos proporciona uma forma normal para os elementos do grupo

metaciclico finito G = g(a, b;m,n,r, s), para qualquer quadra (m,n,r,s):

Lema 2.1.3. Seja G = g(a,b;m,n,r,s) um grupo metaciclico finito, nao abeliano, dado

por
gla,b;m,n,r,s) = (a,b| a™ =1,b" = a*,a® = a"), (2.4)

onde m,n > 0, v =1 (mod m) e s(r —1) = 0 (mod m). Entao, todo elemento g € G
pode ser escrito da forma g = a®b®, onde o e 8 sio inteiros inicos médulo m. Ademais,
se h € G com h =a't’, com v e § unicamente determinados, entio as sequintes relagoes
sao satisfeitas em G':

i < > e (1) = et

b5+6 r (’y+arﬁ)

b5 arf(1—r )+77"/3+5
’

(
(¢
(i1
( _ bﬁa arP By (rf aU)’ para qualquer o € 4.

Demonstrac¢ao. (1) Demonstragao por indugao sobre a e (3.

b—l

Da igualdade a” = a” temos que a” = a' onde rt = 1 (mod m). Além disso,

2

(@) =b"laab=b"tabb lab=a"a" =a¥ e " =b"'blabb=0a"" =d
2\b2 _ 9r? . a\b? _ arP . arfB _ 18 arf
Logo, (a”)” = a”" . Indutivamente, segue que (a®)” = a®", ou seja, a®b” = 0"a™" .

(i1) Pela relacao a®b® = 70" do item (1), temos que

gh = a®VPa B = a®bPHar = pPHoge g
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(i33) Observe que g~' = (a®b®)™! = b4, Logo,

g thg = b Pa b’
=) b By g (1) +apB
=3 B gly—a)r+alr?

(iv) Vamos usar indugdo sobre o € Z, na identidade. Fazendo a =y e f = em (i):

92 — aabﬁaabﬁ — bZBaar'BEm(rﬁQ)_

Suponha que a identidade seja satisfeita para o. Queremos mostrar que vale para

o+ 1:

gUJrl _ aabﬁ bch aarﬂ Em(rP,0)
bﬁ(l-ﬁ-a) aarﬁ("*l)—&—arﬁEm(rﬁ,a)
_ bﬁ(l—l—a)aa(rﬁ(1+rﬁ+...+(rﬂ)o_1+rﬁa))

_ bﬁ(lJrO')aarﬂ(1+rﬁ+.‘.+rﬁ")

Y

pois ar® ) 1 arfE, (r? o) = ar®(1 + 77 + ...+ 77D 1+57) . O mesmo ocorre para

o € Z_, basta usar indugdo sobre g~ de (). O

O proximo resultado, que pode ser encontrado em Sim [39], nos da informagoes sobre

os sugbrupos derivado, G’, e centro, Z(G), do grupo G = g(a,b;m,n,r,s).

Teorema 2.1.4. [[39], Lemma 2.7 Seja G um grupo metaciclico com uma fatoragao
G = SK. Sejam S = (b), K = (a) er um inteiro tal que a” = a”. Definat :=m/(m,r—1).
Entao

G'={aN=C e Z(G) = {a',b").

Curtis & Reiner [[13], §(47.10)] haviam verificado que a’"~! gera o subgrupo derivado

de G = g(a,b;m,n,r,s) e que este possui ordem exatamente igual a m/(m,r — 1).

Para o prosseguimento deste trabalho, como mencionamos anteriormente, é bastante
importante o controle das ordens dos elementos geradores do grupo G' = g(a, b;m,n,r,s)
tanto quanto das ordens relativas as classes aG’ e bG’'. Os Lemas subsequentes vio em

busca de tal controle:

Lema 2.1.5. Seja G = g(a,b;m,n,r,s) um grupo metaciclico finito, ndao abeliano. O

subgrupo ciclico (b) tem ordem nm/(m,s).
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Demonstra¢ao. Sendo m = o(a), considere u = (m,s) de modo que u = am + f3s, para
alguns a, § € Z. Logo,
at = aam—‘r,ﬁs — aﬁs

)

o que implica em a" € (a®). Mas u | s, ou seja, existe v € Z tal que s = yu. Desta forma,

a® =a"™ € (a").

(a) () E— A Portanto, (a®) = (a*) de indice u
' em (a). Em outras palavras,
(m;s) n ;
(@) = (a") (o) = (a%) <b> o(a*) = o(a") = m/u = (m”fs)
‘ m/(m,s) ‘ m/(m,s)
: m
{1} {1} % e segue que o(b) = n(m 5

m
A estratégia de andlise do proximo resultado é o estudo da intersegao entre os subgru-
pos (") e (a®) a saber, (a*) N (a" 1) = (al*"~1) onde [s,7 — 1] = mmc(s,r — 1):

Proposicao 2.1.6. Seja G = g(a,b;m,n,r,s) um grupo metaciclico finito nao abeliano.

Entao

— 1)
() = (m,r — 1 ') = (olb str .
Ha) = mr=1) e o) = (o), np =
Demonstragao. Pelo Teorema 2.1.4, é facil ver que o'(a) = (m,r — 1). Vamos analisar
o indice [(b) : (a")] = 0(b), onde t = [s,r — 1].

A intersecdo entre os subgrupos (a" ') e (a®) é igual a (a'), um subgrupo ndo trivial
desde que (s,r — 1) # 1. Além disso, o subgrupo (a’) é o maior subgrupo de G contido
em (b) e (a"'). Logo, pelo Lema 2.1.5, temos que

/ \ i

e, com uma analise anéloga obtemos

\ / a1y N ()| = L)

m

e o(a®) = (ms)

Portanto,

{1} ........................... 0

Ao longo deste trabalho, nao restringiremos a quadra (m,n,r,s) as condigdes como
(r—=1)1]s,r=—1=ss|(r—1),r—-1s)=1le(r—1,s) =a #r—1a # s, pois
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estas restringoes geram varios casos (especificamente falando, 32 casos), combinados as

condigoes em que (m,s) = s ou (m,s) =t # s e suas respectivas paridades.

Abaixo, segue alguns exemplos de grupos metaciclicos finitos que aparecem frequen-

temente na literatura:

Exemplo 2.1.7. Para k > 2, o grupo
g(x,y, Qkﬂza _1a2k_1) = <I’,y | fE?k = 1,y2 =X ,ZEy = :[‘_1>7

¢ chamado quatérnio generalizado cuja ordem é 2871, Nao ¢é dificil ver que seu subgrupo

2

derivado ¢ (x72) cujo ordem é 2¥1. Observe que (%) N (z* ') = (* "), para qualquer

k > 1 implicando em
o(z) = (2¥,2) =2,

2k2
RCD

, 99k-19
o) = (o gy ) =

=4

Carmichael, |[11], paginas 181-182|, define o grupo diciclico de ordem 4n por

g(,y;2n,2,—1,n) = (z,y | 2*" = L,y = 2", 2¥ = 27),

para n > 1. Observe que seu subgrupo derivado é gerado por (x™2) de ordem n, fazendo
n =21 k> 1, no grupo dos quatérnios generalizados. De forma andloga, a intersecdo
(x73) N (2™) depende da paridade de n:

Se n € par, entdo (x7%) N (2") = (z") implicando em o' (x) = 2 = o (y) e o(y) = 4,
como feito acima para o grupo quatérnio generalizado.

Se n € impar, entdo (x~2) N (z™) = 1, implicando em o' (x) = 2 e d'(y) = 4 = o(y).
Ambos podem ser verificados também pela Proposi¢ao 2.1.6. Em todos os casos, a ordem
de y € igual a 4, coincidindo com o Lema 2.1.5.

Exemplo 2.1.8. O grupo diedral finito G de ordem 2m ¢é dado por
gla,b;m,2,-1,0) = (a,b|a™ = 1,0* =1,a* =a™'), m > 2.

Seque que G' = (a®) com ordem igual a m/(m,2). Como o grupo é uma extensdo

cindida, temos que o' (b) = o(b) = 2.
Agora, vamos calucular o'(a):

Se m € um inteiro impar, m > 2, entao U,, possui uma quantidade par de elementos.

Além disso, temos que o(a®) = LI, Logo, {a®) = (a), implicando em o'(a) = 1.

(m, 2)

Se m é um inteiro par maior do que 2, entio o'(a) = (m,2) = 2.
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Exemplo 2.1.9. O grupo semi-diedral (ou quasi diedral) G de ordem 2" possui uma

apresentacao dada por
g(z,y;2"1,2,2"72 —1,0) = (z,y | 22 =1, =1,2Y = m2n72_1>, n > 4.

271,72_

O subgrupo derivado de G é gerado por (x 2} cujo ordem € igual a

2n—1 2n—1 2n—2 o3
= = n .
(2n—17 on—2 _ 2) 2 ’

Como o grupo € uma extensao cindida, temos:

o(z)= (2" 2" —2) = (2(2"%),2(2" " = 1)) =2, n > 3,

Exemplo 2.1.10. Um exemplo puramente computacional, feito no software livre GAP
|18|, para G = g(a,b;16,2,15,8):

gap > f := FreeGroup(2);;

gap >x:=f.1;;y:=£.2;;

gap > r = [x'6,y?/x° x¥/x'5];;
gap > g :=f/r;;

gap > Order(g.1);

16

gap > Order(g.2);

4

gap > dg := DerivedSubgroup(g);;
gap > gab := g/dg;;

gap > AbelianInvariants(gab);
2.2)

gap > Order(gab.1);

2

gap > Order(gab.2);

2

Aplicando os resultados anteriores neste Exemplo, obtemos:

mn 16.2
V) =s " s b
)

— (m,r — 1) = (16, 14) = 2,
o (b) = (o(b), (mm“ —U > _ (4 ﬂ) _(414) = 2.

" (16,8)(8,14)
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Além disso, como (a""') N {a®) = (a"7') = (a®) # 1, o0s invariantes abelianos da
abelianizacao G/G' ndo sao exatamente as ordens relativas as classes aG' e bG', respec-

tivamente.

Desta forma, finalizamos a secao que caracteriza os grupos metaciclicos finitos G =
)
g(a,b;m,n,r, s) com os calculos dos objetos dos quais precisaremos para o decorrer desta

tese. Segue agora a se¢gao dos grupos metaciclicos infinitos com o mesmo proposito.

2.2 Grupos Metaciclicos Infinitos

O respaldo teorético para essa secdo pode ser encontrado em Beuerle & Kappe [3].
Em seu artigo, Beuerle & Kappe classificaram todos os grupos metaciclicos infinitos G' =
g(a,b;m,n,r) a menos de isomorfismo e calcularam uma cota para a ordem dos elementos

de um conjunto de geradores do grupo [G, G¥].

O Lema que segue, demonstrado por Beuerle & Kappe [3] para os grupos metaciclicos
cindidos, é equivalente ao Lema 2.1.3 para grupos metaciclicos finitos quaisquer, uma vez
que usa propriedades gerais de grupos metaciclicos sem fazer disting¢ao entre a apresentacao

ser cindida ou nao. Desta forma, omitiremos sua demonstracao.
Lema 2.2.1. |[3]|, Lemma 3.1| Sejam m, n inteiros nao negativos, r € Uy, e
G={a,b|a™=10"=1,a"=a"), (2.5)

um grupo metaciclico cindido. Entao, todo elemento g € G pode ser escrito como g =
a®t?, onde o e B sio inteiros unicos mddulo m e n, respectivamente. Ademais, se h € G
com h = a't°, com v e § sio unicamente determinados, entio as sequintes relagées sio
satisfeitas em G':

(1) gh = b5+‘5a”6(7+°”ﬁ);
(17) b9 = b‘saarﬁ(ré_l)+7rﬁ+5,'
(1ii) ¢° = bﬁ"ao”BEm(’”E"’), para qualquer o € Z.

Mesmo que o Lema 2.2.1 nos diga que a forma normal de um elemento em um grupo
cindido seja da forma a®b? e apresente elementos da forma b”a’ apés simples calculos no
proprio grupo, é mais interessante que os elementos estejam desta tltima forma para os
calculos futuros. Além disso, é facil ver que (a®)”” = a®” e (b°)*" = b°a*~""), para o e

[ inteiros, como feito no Lema 2.1.3 para grupos metaciclicos finitos.

O proximo resultado nos garante que todo grupo metaciclico infinito é uma extensao

cindida:
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Teorema 2.2.2. [[3], Theorem 3.2| Seja G um grupo metaciclico infinito. Entao, G é

isomorfo ao grupo
gla,b;m,n,r) = (a,b|a™ =1,b" = 1,a" = a"), (2.6)

onde m,n,r € Z+, com mn =0 e r € U,,. Mais ainda, se r = —1 (mod m) entio n é
par e, se v = 1 (mod m) entao m = 0. Em particular, g(a,b;m,n,r) ~ g(a,b;m’',n’ r")

se, e somente se, m =m', n=n' er =s' (mod m) com | € {—1,1}.

Observe que o grupo g(a,b;m,n,r) apresentado no Teorema 2.2.2 é metaciclico
cindido. Usaremos G = g(a, b;m,n,r) como notagao para grupos metaciclicos (cindidos)

infinitos gerados por a e b.

O resultado a seguir é uma adaptagao do Teorema de Curtis [[13], pagina 336, §47.10]

para grupos metaciclicos infinitos:

Proposigao 2.2.3. Seja G um grupo metaciclico infinito cindido tipo g(a,b;m,0,r). En-

tao, G' ¢ ciclico gerado por "' cuja ordem é m/(m,r — 1).

Demonstragio. Seja H = {a) <G e N = (a""') < H. Vamos mostrar que N = G’

H é ciclico entao qualquer automorfismo de H leva poténcias de a em poténcias de a.
Segue que N char He N <G pois H I G e N char H.

Tome 7 : G — G/N o epimorfismo que associa a — aN e b+ bN onde

(b Hr(a)w(b) = w(b~tab) = 7(a") = n(a" ")7w(a) = a" *NaN = aN = 7(a)

implicando que G/N & abeliano. Logo, G' C N. Por outro lado, N C [G, G] pois

a" " = a,b] = [b,a] ™" = [b,a”"]
(@™ )™ =la, 8] = [b,a] = [b,a”'] "
Ja que a tem ordem m em G e @' gera G', temos que |G'| = m/(m,r — 1). O

No caso em que G é um grupo do tipo ¢(a,b;0,0,1), entdo G’ ¢é trivial pois G é

abeliano. Se G é um grupo do tipo g(a, b;0,0,—1), entdo G’ ¢ infinito.

Anéalogo ao procedimento feito para os grupos metaciclicos finitos, o seguinte Lema

vai de encontro as ordens relativas as classes aG’ e bG’ para o grupo metaciclico infinito:
Lema 2.2.4. Seja G = g(a,b;m,n,r) um grupo metaciclico infinito. Entao
d(a) = (m,r—1) e  d(b)=o(b)=n.
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Demonstracao. A demonstracao deste Lema é uma combinacao entre a demonstracao da
Proposigao 2.1.6 e o fato do grupo G = g(a, b; m, n, s) ser sempre uma extensao cindida,

para m e n nao simultaneamente nulos. [

Para finalizar, segue alguns exemplos de grupos metaciclicos infinitos:

Exemplo 2.2.5. Na classe dos grupos metaciclicos infinitos G = g(a,b;m,n,r), tomemos

n = 0. Entao, uma apresentacao para o grupo G € dada por:
g(a,b;m,0,7) = (a,b | a™ = 1,a" = a")
comr € U, € um exemplo em que b tem ordem infinita, isomorfo a Coo X C, 0u Coo X Cpy,.

Além disso, no caso em que G = g(a,b;m,0,7) = Co, X C,, temos que b®™) centraliza
a, onde ®(m) € a funcao de Euler em m. Isso porque, pelo Teorema 1.5.11 e como

(m,r) =1, temos que a®~ =a" = a.

Agora, pela Proposi¢ao 2.2.3 e pelo Lema 2.2.4, temos que (a’ ') gera o subgrupo

derivado de g(a,b;m,0,r) cuja ordem é m/(m,r—1) e, o'(a) = (m,r—1) e d'(b) € infinito.

Exemplo 2.2.6. Ainda na classe G = g(a,b;m,n,r) de grupos metaciclicos infinitos,
consideremos m = 0. Por definicao, teremos r € {—1,1}, uma vez que, os Unicos auto-

morfismos do grupo ciclico infinito sao a identidade e a inversao.
No caso em que o grupo € nao abeliano, a apresentacao € da forma

g(a,0;0,n,—1) = {a,b| 0" = 1,a® = a™").

Como consequéncia, b* centraliza a pois (a®)’ = (a™')* = a, resultando em

g(a,b;0,n,—1) =2 C, x Cx.

Novamente, pela Proposi¢do 2.2.3 e pelo Lema 2.2.4, temos que (a”?) gera o

subgrupo derivado de G(0,n,—1) de ordem infinita, o (a) tem ordem infinita e o' (b) = n.

Em particular, quando n = 2, g(a,b;0,2,—1) é o grupo diedral infinito. Neste caso,
o'(b) = 2.

Exemplo 2.2.7. Um outro ezemplo de grupo metaciclico infinito K € a garrafa de Klein

dada pela sequinte apresentacao
g(a,b;0,0,—1) = {(a,b | a®* = a™)

com K' = (a™?) de ordem infinita e, o'(a) e o (b) também de ordem infinita.

2 Na teoria de superficies topologicas, a garrafa de Klein é chamada
bl Tb superficie compacta bdsica. Existe uma identificacao entre K e o seu grupo
— fundamental.
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Neste Capitulo, vimos que o subgrupo derivado de um grupo metaciclico G qualquer
é sempre ciclico. Esta propriedade nos garante que o subgrupo normal do grupo v(G),
T(G) := [G, G¥], é abeliano. Isto ocorre pois [G,G¥]/u(G) = G’ e u(G) é central em v(G)
(com um raciocinio analogo, temos que os grupos G A G e M(G) também sao abelianos).

Esta informacao é bastante necessaria para os calculos subsequentes.
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Capitulo

Segoes do Grupo v(G) para Grupos
Metaciclicos G

Neste Capitulo, com base no respaldo teorético do Capitulo 2, daremos apresentacoes
para o grupo v(G) quando G é um grupo metaciclico e, consequentemente, conseguiremos
apresentagoes para os grupos [G,G¥], G A G e M(G), vistos como segoes abelianas do
grupo v(G), e para o grupo 7(G) = v(G)/A(G). No caso em que o grupo G é metaciclico

infinito, auferimos também o abeliano u(G) como se¢ao do grupo v(G).

Na primeira secao, baseada nos resultados do Capitulo 2 para grupos metaciclicos
finitos, G = g(a,b;m,n,r,s), ndo abelianos (r > 1), daremos uma apresentacao para o
grupo v(G). Consideramos o grupo G = g(a,b;m,n,r,s), nao cindido, r > 1 com m
par para o Teorema A e com m impar para o Teorema B. Como primeiro Corolario
do Teorema A, foi possivel a obten¢ao de uma apresentacao para o grupo v(G) quando
G = g(a,b;m,n,m — 1,s) e s > 0. Por conseguinte, finalizamos as apresentacoes do
grupo v(G) quando G é metaciclico finito cindido. Dadas as apresentagoes do grupo v(G)
para um grupo metaciclico finito G qualquer, obtemos apresentacoes dos grupos abelianos
|G, G¥], GANG e M(G) e, por fim, do grupo 7(G) como Corolarios.

Na segunda secao, uma mesma analise sera feita para os grupos metaciclicos infinitos
G = g(a,b;m,n,r), classificados por Beuerle & Kappe [3]. Nesse artigo, os autores cal-
cularam as ordens dos elementos de um conjunto gerador para o grupo G ® G = [G, G¥],
com (GG nao abeliano. Para isso, construiram uma biderivagao e puderam obter os grupos
w(G), M(G) e GAG como consequéncia da identificagdo do grupo G ® G. Neste trabalho,
fazemos o uso da apresentagao do grupo v(G) para confirmarmos tal resultado, além de
considerarmos a possibilidade do grupo G ser abeliano. Desta forma, a apresentacao do
grupo v(G) obtida no Teorema C nos permite exibir as supracitadas segoes abelianas do

grupo v(G). Ademais, daremos uma apresentagio para a se¢ao 7(G) = v(G)/A(G).
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Em vista do isomorfismo G ® G = [G, G¥], garantido pela Proposi¢ao 1.7.5 (i),
identificaremos os elementos da forma g ® h por [g, h¥], para quaisquer g, h € G. A partir
dessa identificagao, o Lema a seguir estabelece as conjugacoes dos geradores de G ® G
pelos (poténcias dos) geradores de G, sem distingoes nem especificagoes a respeito da

quadra (m,n,r,s):

Lema 3.0.1. As seguintes identidades sao satisfeitas em v(G), para quaisquer «, 3 € N:

(i) a, )" = [a,6%)[a, a?]*"" Y,

(i) 0,5 = [o. 1]l a0,

(iid) [a,b9)"" = [a,b?]" [a, a*] (" )(7”*1)’ i

(iv) [a, (b )] [a, b@]Em(T’ﬂ)[a,a%"](“;)zf:’f (2),
(v) [a®, 0" = [a,57)°"" [a, a?] D), 1-
(vi) [a®, (5°)%] = [a, b)) g, a?] =D im0 (%3),
(vii) [b,a?]™ = [b,a”][a, a@]a(lﬂ“)

(viti) [b,(a*)°] = [b.a*]*[a, a?) ()0,

(iz) [b, acp]bﬂ b, a?]" 6[@ a@]( Y- r, i

() [bﬂ a¥] = [b, a“"]Em(Tﬂ)[a a‘p](l T)Z (2)’

(i) [b, (a)7]” = b, 0] [a, a"] 05 ), |
(wii) [, (a)?] = [b, a?]*Fn D [a, a#] 0 T (3,

Demonstracao. Esta demonstracao sera feita por inducao sobre a, 8 € N:
(1) — (i1) A demonstragao sera simultanea de (i) e (i7).

Pela Proposi¢do 1.1.1 (i), temos [a*,b¥] = [a, b¥]*[a, b?]. Agora, pelo Lema 1.7.6
(iv) temos que
[CL27 b(p] = [a7 b¢] [CL, b, a@] [a, bcp] = [av b@]Q[av aw](r_l)

e portanto, [a, b?]? = [a, b¥][a, a?]" Y.
Queremos mostrar que as identidades ainda valem para o + 1.
Pela Proposigao 1.1.1 (ii) e pelo Lema 1.7.6 (iv), seguem as identidades abaixo:
[a®t1b¥] = [aa®, b7
= [a,b7]" [a®, b7]

= [a, 9] [a, b¥]°[a, a?](D) D),

[a®*,0¢] = [aa®, b¥]

= [a,b%][a, b, (a®)"][a", b7]

_ [a’ bcp]oa—‘rl[a, acp](‘;)('r—l)—l-a(r—l)‘
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Logo, [a,b%]*" = [a,b?][a, a®]*"~Y e, como

ar-1+(3)e-v=-v3a+n-c-1("}")

temos que

a5 = [a,57)"* a, 0] D (72)

(731) Observe que a identidade vale para 8 = 1 pois
[0, b°)" = a7, %] =gy [, ][, @) ()0,

Suponha que a identidade seja satisfeita pra todo 8 < [. Queremos mostrar que vale

para [:
0,071 = (b
=nip. (0,67 [a,a?] (2 )0
-1 Tlfl
= ([a7bso]b)r ([CL, acp}b)( 2 )("'—1)
= [a""bga]rl*l [ar7(a7‘)<ﬁ]( 2 )(7‘71)
(i7) [a, bw]ﬂ la, a¥] (5)r=1)rt =147 —1)(”?)
Como

segue o resultado.
(iv) Para B = 1, a identidade é satisfeita pois F,,(r,1) = 1, pela Defini¢ao 1.5.1.

Suponha que a identidade seja satisfeita para § < [. Queremos mostrar que ainda vale

para [.

Pela Proposigao 1.1.1 (i), temos:

[CL, (bl)ap] — [CL, (bl71>¢] [CL, bﬂo]bl_l
=1 (2)[a, o]

—hip. |0, b# | Em =g, aso](v’—l) >ima

1—1
i

=Gy [, 071D ]a, a#) D ES () g, b

“a,a#] (2 D
— [a, bso]Em(nl) [a, aw](v“—l) Sici (T;)7

como queriamos demonstrar.
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(v) Observe que este item ¢ uma variagao do item (i7) pois
(ITB
0,071 = [ 7] =i [0, 571" [, a?] (),
(vi) Este item é uma combinagao dos itens (7ii) e (v) e da Proposigao 1.1.1 (ii), pois
(@, 0] = ([, (0 )a b1
= ([, (07)?]a, 07" [0, 07

= [a® 9] [a", b0

= [a, b@]a(1+7‘+~-+7‘ﬁ_1)[a7a‘P](’"_l)( =D (%) +4 = 1)((”[;71),

= [0, BB g, @)D (),

(vid) Se a = 1 entio [b.a*]" = [b.a")b,a.07] = [b,a?lla’".a7] = [b.a*fa.a?] 7.
Suponha que a identidade seja satisfeita para a < [. Queremos mostrar que vale

para todo [:

[bv aw]al =
la, aw](l—l)(l—r))“
b, %]")fa, a?]- D0

1-r)(I—=1+1)

(viii) Para a = 1, nao héa o que ser feito.
Suponha que a identidade seja satisfeita para o < [. Queremos mostrar que vale para

todo :

-1

b, (a®)] = (a1 [b, a?]”
’aw](l 1) [a a“"]( )(1 T)[b aw]
,a?]"V]a, aw]( Ha- b, a?][a, a?] 4D

,a*]'[a, a«p](l—r)(lzl)Jr(l—r)(l—l)

—1
—hip.

— (vit)

b
b
b
b

Como

(I—1)+ (l;l) _ 2(1—1)+(é—1)(l—2) _ (l—l)(22+l—2)7
segue o resultado.

(iz) Basta observar que
[b,a)” = b, (a")"]

que o resultado segue do item (viii).

A demonstracao dos itens (z) — (zii) é uma combinagao dos itens anteriores. O
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Como dissemos anteriormente, nosso enfoque é dar uma apresentacao para o grupo
v(@), para grupos metaciclicos G gerados por a e b quaisquer e, entdao, uma apresentagao
para os grupos [G,G¥], G A G, M(G) e 7(G). Para tanto, estabeleceremos uma cota
para as ordens dos elementos do conjunto gerador {[a, b¥], [a, a?], [b, b¥], [a, b?][b, a¥]} do
quadrado tensorial nao abeliano do grupo G, juntamente com algumas relagoes entre os

elementos supracitados.

3.1 Grupos Metaciclicos Finitos

O primeiro Lema desta se¢ao relaciona uma poténcia do elemento [b, b¥| a uma poténcia
dos elementos [a, b¥], [b, a?] e [a,a?], importante para o calculo das ordens dos elementos
do conjunto gerador do quadrado tensorial nao abeliano do grupo G = g(a,b;m,n,r, s),

independente da quadra (m,n,r,s), salvo men¢ao do contrario.

Lema 3.1.1. Seja G = g(a,b;m,n,r,s) um grupo metaciclico finito. Entao

[b, b°]" = [a, b?]* = [b, a*]’, se2tsoused]|s
b, 691" = [a,b%]%[a, a?]""Y = [b, a®)*[a, a?]I""), se 2] s.

Demonstragao. De fato, pelo Lema 3.0.1, itens (i) e (viii), temos
[b",b9] = [a®, b¥] = [a, b¥]’]a, aga](g)(r—l) (3.1)
b, (1")%] = [b. (a*)*] = [b, a*)*[a, a*] )17,

(s=1)
2

Se s é fmpar, entdo [a, a”](;)(r_l) = [a,a?] = "7V =1, pois m | s(r — 1).

Se 4 | s, entao [a,a‘ﬁ](;)(’"_l) = [a,a?]2C V0D = 134 que g(s — 1) é um namero par

e, pelo Lema 1.7.10, temos que o([a, a®]) | (m,2(r — 1)).

Para finalizar, se 2 || s, entdo existe um ntmero impar s’ tal que s = 2s’. Logo,

¢ um nimero impar. Assim, da equagao (3.1), temos que

[a7a<p](§)(7‘71) = [a, a(p]s/(2sl_1)(r—1) _ [a7aﬂ[sf(gsf_1)_1](r_1)[a7a(p](r_l) _ [aja@](r—l)

pois §'(2s’ — 1) — 1 & um namero par e o([a,a?]) | (m,2(r —1)). A outra identidade segue

de maneira analoga. O

Observe que nao hé distincao ou particularizacao para r € U,, tampouco para m, no

Lema 3.1.1. Desta forma, tendo o controle dos objetos o'(a), o' (b) e o(b), asseverado pela
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Proposicao 2.1.6 e pelo Corolario 2.1.5, podemos comecar a investigar cotas para as
ordens dos elementos do conjunto gerador do quadrado tensorial nao abeliano, [G,G¥],
onde G = g(a,b;m,n,r,s) ¢ um grupo metaciclico finito, nao abeliano. Com este tipo de
analise, lograremos também relacoes entre poténcias dos mesmos, o que serd fundamental

para a identificagdo do grupo v(G).

Antes de darmos prosseguimento, lembremo-nos do nimero E,,(r,z) definido pela

funcao E,, : U,, X Z — 7Z, da Definicao 1.5.1, que associa

x, ser =1 (modm)ouz=0
En(r,)=4¢ 1+r4+---+7"1 ser#1 (modm)ex>0
—r* By (r, —x), serZ1 (modm)ex<0

Definiremos um ntmero natural bastante importante para o calculo de cotas para as

ordens dos elementos do conjunto gerador do grupo [G, G¥].

Defini¢ao 3.1.2. Para a quadra (m,n,r,s) definidora do grupo metaciclico finito G =
gla,b;m,n,r,s), seja

- <( m_ b= e 1P r—l,Em('r,o(b))).

m,s)  (m,s) = (m,s)?’

Pela Definicao 3.1.2 temos que, a escolha de m ser impar implica em k£ também
impar, independente da paridade de r € U,,,. Mais ainda, quando » = m — 1, o nimero

- (( m_,ls2 [3’2]22,2,())

m,s)  (m,s)  (m,s)

pode admitir os valores £k =1 ou k = 2.

Para as Proposicoes subsequentes, separamos as andlises de cotas para as ordens dos
elementos do conjunto {[a, b?], [a, a¥], [b, b?], [a, b¥][b, a¥]} nos casos em que o grupo G =
g(a,b;m,n,r, s) é nao cindido, com m par e com m impar, para r > 1. Como decorréncia
dessas Proposigoes, obtemos o caso em que o grupo G = g(a, b;m,n,r,0) é cindido.
Proposigao 3.1.3. Seja G = g(a,b;m,n,r,s) um grupo metaciclico finito, nao abeliano
com m par. Entao, sao cotas para as ordens dos elementos de um conjunto gerador do
grupo |G, G?]:

i) |a,a®] tem ordem dividindo (m,2(r —1));

i1) [b,b?] tem ordem dividindo nk;

iii) [a, b¥] tem ordem dividindo
(m,2sk), se2tk
(m,sk), se2|k

(m,sk), se2{s oused]|s;
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iv) [a,b?][b, a¥] tem ordem dividindo

{(O'(a), o (b), E(r, 0 (b)), sk),  se2tk,
(d'(a),d (b), Ep(r,0' (b)), sk/2), se2]|k.

Demonstragcao. Primeiro observamos que, sendo m par, r deve ser impar.

i) Pelo Lema 1.7.10 (vi), temos que o([a,a?]) | (o'(a)?, 20'(a)), pois o'(a) é finito. Mais
ainda, o'(a) = (m,r — 1) é um ntmero inteiro positivo par, uma vez que (m,r) =1e m é

par. Logo, [a,a?] tem ordem dividindo (m,2(r — 1)).

Consideraremos agora todas as possibilidades decorrentes do Lema 1.7.6 e do Lema

1.7.10 afim de tentarmos diminuir essa cota:

L = [a" a?] = [a,a®]"™, (3.2)
1= [a (@) = [a,a?]07 V", (3.3)
L = (oY affa, (a) ] = [a, 0?00, (3.4)
1 = [a°, (@)Y = [a, a0, (3.5)
1 = [d' a%] = [a,a*], (3.6)

onde t = [m,r — 1].

Das identidades (3.2), (3.3), (3.4), (3.5) e (3.6), temos que [a, a¥] tem ordem dividindo
(m, (r = 1)%,2(r — 1), [m,r —1]) = (m,2(r — 1)), pois m | [m,r — 1] e (m,2(r — 1)) |
(m,2(r — 1), (r — 1)?), uma vez que m é par.

Mais ainda, do Lema 3.1.1, temos que [a,a“’}(’"fl)(g) =1, 21 soused|s,

finalizando as possibilidades de cota para a ordem do elemento [a, a¥].

i) Sabemos que o([b, b?]) | (o(b)?,20'(b)), pelo Lema 1.7.10 (vi), ja que o'(b) é finito.
Mais ainda
1 = [bo(b)’ b?] = [b, (bo(b))cp] = [b, bso]o(b)

implicando em o([b, b¢]) | (o(b), o' (b)?,20'(b)).

Logo, [b, b¥] tem ordem dividindo

( mn  m’n? mn _nls,r —1] n?[s,r — 1]2)

2’ 2 2

(m,s) (m,s)2” (m,s) "~ (m,s) = (m,s)

ou seja,

n((m ,2[3’7“_”,71[5””_”2). (3.7)

m,s) (m,s) "~ (m,s)?
Pelo Lema 3.1.1, devemos acrescentar n(r — 1) e nE,,(r,0(b)), pois

1= [(I, bap]s(r—l) — [CL, bcp]sEm(r,o(b)) — [b, bcp}n(r—l) — [b, bc,o]nEm(r,o(b))7
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independente da paridade de s.

Logo, [b, b?] tem ordem dividindo

n( m  2[s,r —1] n[s,r —1]?
(m,s)” (m,s) = (m,s)?

=1, Ep(r, o(b))) = nk. (3.8)

i7i) — iv) Faremos a demonstragao dos itens iii) e iv) simultamenamente. Para a ordem
de [a, b?], segue do Lema 3.0.1:

1= [a"0°] = [a,0°]"[a,a?](2) ), (3.9)
I = [a(r_l)v (bn)so] - [a(r_l)> (as)w] = [CL, aw]S(r_l)’
1 = [a, (bo(b))w] = [a, b@]Em(TaO(b))[a7 aw](rfl)Zfibf_l (2) (3.10)

Uma vez que a identidade (3.9) nos garante que o([a, b?]) | m, iremos analisar a identidade

(3.10):

Observe que, modulo (m, 2(r — 1)),

o(b)—1 7,1‘ o(b)—1 ri(ri B 1)
-1 _ L ri(r =1)
(r—1) ; (2) (r—1) ; >

o(b)—1

YR
=0
o(b)—1 o(b)—1

_ (T - 1) 2 (7” — 1) ;

D S
=1 i1
o(b)—1 o(b)—1

(r=1) (-1 |
) - A L 1.5.
2 ; 2 - (14 (1 —r)i), ema 1.5.3

o(b)—1

_ (r=1)

= 5 2 (=D
i=1

_ (r=1)%[(o(b) = 1)o(b)

= 5 '

= (r— 1)(T —1) (o(b)

= - 7).

Voltando na identidade (3.10), temos entao que:
[CL, a‘P](T—l)Zl’ﬁ)*l (""21) — [a7a<p](r—1)(rgil)(o(2b))

e, portanto,

0,600 = [q,a#] "),

Analogamente, obtemos

[b, aso]Em(TvO(b)) — [CL, acp](r_l)%(o(;)).
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Das identidades

(a, a?)* = [a,0°] P [q, q#) "D ES (2) e
[a,a?)” = [b, ]P0 [, @)1 2 (’";)7
o(b)—1 i
e por uma andlise semelhante a do expoente (r — 1) Z (2) de [a,a”], obtemos as

i=1
seguintes relacoes

r—1)2 (n

[CL,CLSO]S_%Q) _ [(I, bgp]Em(r,n)’
T— 2 n

[CL, aap]s+( 21) (2> _ [b, a/gp]Em(T n)

Em contrapartida, segundo o Lema 1.7.10 (v), como o'(a) e o'(b) sdo finitos, temos
a ordem de [a, b¥][b, a¥] dividindo (o'(a), o' (b)).

Mais ainda, baseado no Lema 1.7.10 (ii7) e o respaldo do Lema 3.0.1, temos:

1 = [a bo’(b)y”bd(b)’aw

= ([a,5°][b, a?])"m ") (3.11)

Ni#o precisamos analisar quando 1 = [a, (b°®)?][b°®) a#] pois como o(b) | o/ (b), temos
que En(r,0(b)) | En(r, o (b)). De fato, considere r® =y e o(b) = 60'(b). Entao

To(b) -1
_ ye -1 _ ro'(0) _q _ ro® 1 __r— 1 _ Em(ra O(b))
y—1 PO -1 @O —1 20 _1 B, (o)
r—1

(3.12)

como queriamos demonstrar, ja que Em('rol(b),@) € Z%. Ou ainda, porque n | o'(b).
Para finalizar a demonstragao destes itens, vamos analisar a paridade de k, uma vez
que o([a, b?][b, a%]) | (¢'(a), o' (b), En(r, o' (b)), independente da paridade de m.

— Suponha que 21 s ou 4 | s. Entao, [a,b¥]* = [b, a¥]® = [b, b*]", pelo Lema 3.1.1.
Como [b, b?]™" = 1, pelo item anterior, obtemos [a, b?]** = [b, a?]*" = 1.
Para & um ntiimero impar, temos que
([, 5] [b, a#))™ = [a, 6] [b, a)* =1,
No caso em que k é par, obtemos
([a, b%][b, a%])**'? = [a, b?]**/%[b, a?]**/? = [a, b?]*F = 1.
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— Suponha que 2 || s. Entdo, pelo Lema 3.1.1, as seguinte identidade é satisfeita
[a,b?)*[a,a?]""! = [b, a‘p]s[a,aﬂ’(’"’l) = [b, b°]".
Uma vez que [b, b¥]"* = 1, obtemos
la, b“’]Sk[a,a‘P]k(“l) = [b, aW]Sk[a,a@]’k(T’l) =1.
Se k é impar, temos que

1= [a,b“’]s’“[a,a“’]k“’l) = [a,b?]**[a,a?]""" e

1= [b,a?]*[a,a?] """V = [b,a®]*[a, a?] """V,

Logo,

(la,b7][6, %)) = [0, b7 4[b, a¥]"* = [a, a?] D+ = 1

Para k par, segue que
(la,b71[b, a#]) /2 = [, 6]/ [b, a#]47% = [, b = 1,

ja que [a,a?]?07) = 1.

Em resumo, [a, b¥][b, a¥] tem ordem dividindo

{(O'(a), o' (b), Ep(r, o' (b)), sk),  se2tk,
(d'(a),d (b), Ep(r,0' (b)), sk/2), se?2|k,

e [a,b?] tem ordem dividindo

2sk 21k
(m,sk), se2|k
(m,sk), se2tsoused]|s,
finalizando esta demonstracao. 0

Em decorréncia da demonstracao da Proposicao 3.1.3, temos as seguintes relagoes

entre elementos geradores do grupo [G, G¥]:

O resultado a seguir é bastante importante para o estudo do ntimero k£ enunciado na

Definicao 3.1.2, para r =m — 1 em G = g(a,b;m,n,r,s) e s > 0.
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Lema 3.1.4. Seja G = g(a,b;m,n,m — 1,s) um grupo metaciclico finito com s > 0.
Entao, E,,(m —1,0(b)) = 0.

Demonstragao. Pela Definigao 2.1.5, temos que o(b) = mn/(m,s). Como m e n sdo

nameros pares, pela Observagao 2.1.2.1 2-; concluimos que o(b) é par. Logo,

Enm—1,00) = 1+(m—-1)'4+m—-1%+(m—-13+...+ (m—1)°®-1
o(b)
_ Z(m . 1>i—1
w
Z(—w—l (mod m)

= 0 (mod m),

e fica assim demonstrado. O]

Para dar prosseguimento a nossa andlise de uma cota para as ordens dos elementos
geradores do grupo [G, G¥], segue agora uma anélise andloga a Proposi¢ao 3.1.5 para

grupos metaciclicos finitos com m impar, r > 1 e s > 0:

Proposigao 3.1.5. Seja G = g(a,b;m,n,r,s) um grupo metaciclico finito, nao abeliano
com m impar. Entao, sao cotas para as ordens dos elementos de um conjunto gerador do
grupo [G,G%]:

i) |a,a?] tem ordem dividindo (m,r — 1);

i) [b,b?] tem ordem dividindo nk;

iii) [a,b?] tem ordem dividindo (m, E,,(r,0(b)), sk);

iv) [a,b?][b, a¥] tem ordem dividindo (0'(a), o (b), E,.(r,0' (b)), sk).

Demonstragao. i) Pelo Lema 1.7.10 (vi), temos que o([a, a?]) | (0'(a)?,20'(a)), pois o (a)

m nimero 1mpar

¢ finito. Mais ainda, como m ¢ fmpar, temos que o'(a) = (m,r — 1) é u
o'(a) = (m,r —1).

independente da paridade de 7. Logo, o([a, a¥]) | (o/(a)?,20'(a))

Das identidades (3.2), (3.3), (3.4), (3.5) e (3.6) da Proposigao 3.1.3, temos que [a, a*]
tem ordem dividindo (m, (r —1)*,2(r — 1), [m,r — 1]) = (m,r — 1), pois m | [m,r — 1] e

(m,r—1) | (m,2(r—1), (r—1)?), independente da paridade de r, uma vez que m é impar.

O fato de [a,a“’](r_l)(;) = 1,se 21 s ouse 4| s, garantido pelo Lema 3.1.1 ndo

influencia na ordem de [a, a?] pois  — 1 ainda divide ; (r—1).
i1) Segue da Proposigao 3.1.3.
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i1i) — 1v) Por causa das relagoes estabelecidas no Lema 3.1.1, faremos a demonstracao

dos itens iii) e iv) simultaneamente.

Da identidade (3.9) da Proposicao 3.1.3, temos que [a, b?]™ = 1, pois [a,a?]" ™ = 1,

pelo item 7).

Agora, quando aplicado o item i) na identidade

Y

1= [CL7 (bo(b))so] — [a’ bW]Em(T,O(b))[a’ CLL'O](T_I) Z;Jib1)71 (T;)

é possivel obter que o([a,b?]) | E,(r,0(b)). Com um raciocinio anilogo, obtemos as

seguintes relacgoes:
[a, b?)Em(rm) — [p, g2 Em(m) = (g, a%]*. (3.13)

Portanto, [a,b?] tem ordem dividindo (m, E,,(r,0(b))).

Aplicando novamente o item ¢) as identidades do Lema 3.1.1, obtemos
[b,6°]" = [a, b%]* = [b, a”]",

independente da escolha de s.

Como [b, b?]™ = 1, da equacdo (3.8) da Proposigio 3.1.3, temos que
1= [b, 07" = [a,b?]*" = [b, a®]*".
Uma vez que k é sempre impar, segue também que
([a,07)[b, a®])** = [a, b7]*[b, a?]™* = 1.
Em resumo, [a,b?] tem ordem dividindo
(m, Ey(r,0(D)), sk)
e, [a,b?][b, a®] tem ordem dividindo
(0'(a), 0'(b), Em(r,0'(b)), sk),

pela Proposicao 3.1.3. O]

A partir da demonstragao da Proposicao 3.1.5 acima e pelo Lema 3.1.1, obtemos

as seguintes identidades satisfeitas no grupo [G, G¥| para G = g(a,b; m,n,r, s) e m impar:

0,507 = 1,070 = fa,a7]"

{mwrzwwrzwww
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Observacao 3.1.5.1. Seque da Proposicao 3.1.3 que, uma cota para as ordens dos
elementos de um conjunto gerador do grupo |G,G¥] quando G = g(a,b;m,n,m —1,s) €

dado por:

i) |a,a®] tem ordem dividindo (m,2(m — 2));

k=1
i1) [b,b?] tem ordem dividindo ™ 5¢ ’
2n, sek =2

(m,s), se2tsoused|scomk=1,

iii) [a, b¥] tem ordem dividindo o
(m,2s), caso contrdrio;

iv) [a, b¥][b, a¥] tem ordem dividindo (m,m — 2,s,0'(D)).

Pelas Proposicgoes 3.1.3 e 3.1.5, temos que
[a, b?) P e A(@),

para G = g(a,b;m,n,r,s). Além de ja termos que [a,b¥|™ € A(G), para qualquer m e
[a,0%]° € A(G), pelo Lema 3.1.1. Analogo as andlises feitas nas Proposigoes 3.1.3 e
3.1.5, segue agora uma cota para as ordens dos elementos de um conjunto gerador do

quadrado tensorial ndo abeliano do G = g(a, b;m,n,r,0), r > 1:
Proposicao 3.1.6. Seja G = g(a,b;m,n,r,0) um grupo metaciclico finito com r > 1.

(1) Suponha que m seja par.

(a) Ser #m — 1, entao sao cotas para as ordens dos geradores de |G, G¥]:
i) [a,a®] tem ordem dividindo (m,2(r — 1));
i1) [b,b?] tem ordem dividindo n;
iii) |a,b?] tem ordem dividindo m;

iv) |a, b?][b, a¥] tem ordem dividindo (m,r — 1,n, E,,(r,n)).

(b) Ser =m — 1, entao sao cotas para as ordens dos geradores de |G, G¥]:
i) |a,a¥] tem ordem dividindo (m,2(m — 2));
i1) [b,b?] tem ordem dividindo n;
i) [a, b¥] tem ordem dividindo m;

iv) |a, b?][b, a¥] tem ordem dividindo (m,m — 2,n).

(2) Suponha que m seja impar. Entao, sdo cotas para as ordens dos elementos gera-
dores de |G, G¥]:
i) [a,a?] tem ordem dividindo (m,r —1);
i) [b,b?] tem ordem dividindo n;
i) [a,b¥] tem ordem dividindo (m, E,,(r,n));

iv) |a,b?][b, a¥] tem ordem dividindo (m,r — 1,n, E,,(r,n)).
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Demonstracao. Se m for par, faca s = 0 na Proposicao 3.1.3. Se m for impar, basta

fazer s = 0 na Proposicao 3.1.5. O]

Com base nas cotas estabelecidas pelas Proposicoes 3.1.3 e 3.1.5 para os ele-
mentos do conjunto gerador do quadrado tensorial nao abeliano [G,G¥] quando G =
g(a,b;m,n,r, s) € um grupo metaciclico finito, ndo abeliano e nao cindido, estamos aptos
a propor apresentacoes para o grupo v(G) para os casos em que m é par e m é impar,

respectivamente.

Teorema A Seja G = g(x1,y;;m,n, 7, s) um grupo metaciclico finito, ndo abeliano e

nao cindido com m par.

— Suponha que 21 k:
(i) Se 21 s ou se 4 | s, entdo uma apresentacao para o grupo v(G) é dada por:

m o __ m o__ n__ .8 .,n __ _.8 o r—1 _r—1
<$1,y1,$27y2au>vyw7z | T, = 17'172 - ]-7y1 = T1,Yy = Ty, [Ihyl] =T 7[1‘27y2] =Ty

[Il, 312] = u, [331,372] =, [yla yQ] = w, [yth] = U’il'z?wnk = 17
U(m,2(r—1)) _ 1’ Z(O/(xl)70’(y1)7sk,Em(7’7o’(y1))) _ 1’ u(m,skz) — 1’

yEm(roun)) — v—@(f’(gv)’ (01 z) B (o) — U%(o(gl))

Y1 Y2 r (T)(r—l) x1 x2 r—1 , Emn(rn) S—(Til)Q (n)
u¥t = u¥? = u"v'\2 Jutt =u™? =" uem Y =0 e )

(r=1)% (n
ut = w" = (u12)*, (u ) B ) = st B (2>, (v,w, z centrais)).

(17) Se 2 || s, entdo uma apresentacao para o grupo v(G) é dada por:

<C(31, Y1, 22, Y2, U, U, W, 2 | wT = 17'1772” = 17y711 - xia yg - ZL’;, [I17y1] = :L‘Pirl_17 ["L‘27y2] - xg_1>
[3717 3/2] = U, [33171’2] =, [Z/1, yz] =w, [yl,xQ] = uilz,usvrfl =w",
W — (u—lz)svl—r,uEm(r,O(yl)) _ U_g(()(gl))’u(mzsk) _ 1,w"k _1
WEn(rn) — a=CGE(5) m20r=1)) (o (@00 (n)osk B0/ ) 1

Y

(U*lz)Em(r,o(yl)) = U%(O(gl))’ (u—lz)Em(r,n) _ vs_;_@(g)’
w = = o) = g = (v,w, z centrais)).

— Suponha que 2 | k:
(17i) Se 2t s ou se 4 | s, entdo uma apresentagao para o grupo v(G) é dada por:

m o __ m o__ n__ .8 ,n__ .8 _r—1 _r—1
(-’Ebyl,fz,?/z,uavywaz | T, = 1,1’2 - 17y1 = T1,Yy = Ty, [Ihyl] =T 7[x27y2] =Ty

[xla 3/2] =u, [fEl, LEQ] =, [yh y2] = w, [y17 x2] — U_IZ, u(m,sk) -1

,U(m,2(r71)) _ 1’,wnk _ 1’ Z(o’(:t:1),o’(y1),sk/Z,Em(T,o'(yl))) _ 1’

Y

n

(u—lz)Em(r,o(yl)) — U%(O(gﬂ)? (u_lz)Em(r,n) _ US+¢(2),

r _ _(7'71)2 n
u' = u?? = urv(2)(r Uﬂﬁ1 =™ = o' P = (3)

_ (r—21>2 (o<gl>)

Y

Enm (Tvo(yl)

' =w" = (u'2)%u ) =w , (v,w, z centrais)).
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(iv) Se 2 || s, entdo uma apresentacio para o grupo v(G) é dada por:

m __ m __ n __ .8 n __ .8 _r—1 _ r—1
(xl,yl,xg,yg,u,v,w,z ’ Ty = 171.2 - 17y1 = Tq,Yg = To, [xlayl] =T 7['7;27?/2] =Ty ,

['Ilv ?/2] = u, [xth] =, [yla yQ] =w, [yler] = u_127usvr_1 = wnv

_ _ _ (=12 (o(y1)
w” = (u lz)svl T,uEm(T,O(yl)) — 5 ( 3 )’u(m,sk) _ 1;wnk _ 1’

0@ (1) k/ 2B (0 0)) = 1 (371 ) (o) — U@(“zl))?

uBom () u "z

g 087%(3)7 ( 1 )Em(r’n) g /USJ’»%(’;)’ U(m’2(r_1)) = 17

s
_ 1 .
U™t =y ="l = ¥ = w3 ) (v, w, z centrais)).
Demonstra¢ao. Primeiramente provaremos que o grupo v(G) é uma imagem homomorfica

do grupo M; dado pela apresentacao do item (7). Para isso, usaremos a estrutura do grupo
v(G) = (Y(G) G) G¥, conforme Proposigao 1.7.5 (ii), onde G = (a,b) e G¥ = (a?, b?).

O grupo YT(G) ¢é abeliano gerado pelos elementos [a,b?], [a,a?], [b,07] e [a, b¥][b, a%].
Entao, pela Proposi¢ao 3.1.3 e relagoes duduzidas na sua demonstragao (pagina 52),

vemos que Y(G) é uma imagem homomorfica do grupo abeliano A definido por

(u,v,w, 2 | wmsk) — 1, p(m20r=1)) _ 1w =1, (0 (@),0 (b) 5k, Em (r,0' (b)) _ 1,

0= = (u2), uBEn ) — =TT () Emlre) — = (),
(u—lz)Em(r,n) — U5+ (T—21)2 (g)’ (u—lz)Enz(T:O(b)) _ v%(o(zb))7
[w, 0] = [u, w] = [u, 2] = [o,0] = [v, 2] = [w, 2] = 1),

onde os ntmeros o(b), o'(a), o'(b) e E,,(r,x), para qualquer z € Z, sdo identificados nas
Proposigoes 2.1.5 e 2.1.6 e na Defini¢ao 1.5.1 para o grupo G = g(a,b;m,n,r,s),

respectivamente.

As relagoes de M; nos levam a considerar a aplicacao f : G — Aut(A) definida nos

geradores, pondo:

a — al A=A b — b A=A
u (u)af = o™ U (u)bf = urv(;)(r_l)
v (v)al = v (V)b =
w— (w)a! = w w s (w)b! = w
2 (2)al =z 2z (2)b =2

Afirmagao 1: A aplicagdo f se estende a um homomorfismo de G em Aut(A).
Serao necessarios 3 passos para a demonstracao da Afirmacgao 1:
Passo 1: a’ e b’ se estendem a homomorfismos de A.

Precisamos mostrar que a’ e b’ preservam as relacoes de A. Considere entdo a’ e b’

como definido anteriormente:
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al {u,v,w, 2} = A v {u,v,w, 2} — A
u = (u)al =" u— (u)a! = ()
U'—>(U)afzv v|—>(v)af:v
w s (w)a! =w w s (w)a! =w
2 (2)al =2 2z (2)al =2

As aplicacoes o’ e b’ fixam os elementos v, w e z. Desta forma, é suficiente analisar

as relacoes de A para a aplicacao a’ nos elementos uv" ! e (u_lv_(T_l))z e, os elementos

w6 (u_”vf(rfl)(g))z para a aplicacdo b’. Lembre-se que A é um grupo abeliano.

Para a:

pois sr = s (mod m). Mais ainda,

(uvr—l)Em(r,o(b)) _ uEm(r,o(b))v(r—l)Em(r,o(b)) _ uEm(r,o(b)) e

— n__
('LL’UT I)Em(r,n) _ uE‘m(r,n),Ur 1 _ uEm(r,n)

Y

pois n | o(b) e " =1 (mod m).

((uvrfl)flz)s _ ufsvfs(rfl)zs — (uflz)s — w" e
((uvr—l)—lz)sk _ u—skv—s(r—l)kzsk _ (u—lz)sk — 1’
pois sr = s (mod m). Por fim,

((uvr—1>—lz) Em(r0(b)) _ 2~ Em(r,o(0) = (r=1) B (r0(b)) , Bm(r,0()) _ (u—lz>Em(r,o(b)) o

((uvr71>flz)E7n(7‘7n) — ufEm(r,n)Ulfr"ZEm(r,n) _ (u712>Em(r,n)7

pois n | o(b) e " =1 (mod m).

Para b
(ot B = armpme) < 1,

Como n | o(b) e r =1 (mod m),

(urv(r_l)(g)f — 5t rD(5) = g = u®,
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(u% (1) (;)>Em(r,o(b)) — " Em (o), (r=DEm(ro(0))(3) — o Bm(rob))
Finalmente,

pois " =1 (mod m).

Vamos avaliar agora se as relacoes definidoras de A sao também satisfeitas para o
elemento (u‘rv_(r_l)(;))z:

m

T -1 T
((urv(r—l)(2)> Z) _ ufrmv—m(r—1)<2) LMo
As seguintes situacoes ocorrem:

T -1 s r
((urv(r—l)(2)> Z) _ u—rsv—s(r—l)(2)zs _ (u—lz>s — " e

sk
T -1 T
((urv(rl)(2)> Z) — u—rskvfsk(rfl)@)zsk _ (u—lz>sk -1

pois sr = s (mod m). Para finalizar,

—1 0\ Em(ro(®))
((urv(rl)(;)> ! Z) — T Em(r00)) )~ (=) Em (r.0(0)) (5) , Em(r,0() _ (u™tz)Emro®) o

1 En(ryn) .
<<UTU(T1)(2)> 2) _ u—rEm(r,n)vf(rfl)Em(r,n)(2)2Em(r,n) _ (u—lz)Em(r,n)'
pois n | o(b) e " =1 (mod m).

Logo, pelo Teste da Substitui¢ao (Proposigao 1.2.9), a’ e b/ se estendem a homo-

morfismos de A.
Passo 2: af e b/ sdao automorfismos de A.

Garantido os homomorfismos a’ e b/, é suficiente mostrar que estes siao epimorfismos

pois A é um grupo finito.

Para isto, basta verificar que
(w)al,v,w,2) = A= ((u)b',v,w, 2),

uma vez que os homomorfismos a’ e b/ fixam v, w e z.

Como {((u)a’,v) = (uwv"™*,v), pela definicdo da aplicacio a’ e, (uv" ™, v) = (u,v),
—(r—1)

visto que u = wo" Yy , & evidente que A = ((u)a’, v, w, 2).
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Por outro lado, sendo (u)b’ = w v VE) com m e r nimeros relativamente primos,

certamente r é relativamente primo com (m, sk). Isto é, existem inteiros \ e p tais que
1 = A(m, sk) + pr,

implicando em u = u*".

Logo,
(urv(r—l)(g))u _ uurvu(r—l)(g) _ UUM(T—l)(g)

e, por analogia ao caso anterior, vemos que A = ((u)b’, v, w, z).
Portanto, o’ e b/ sido automorfismos de A.
Passo 3: a’ e b/ satisfazem as relacoes de G.

E suficiente analisar a’ e b’ aplicado em u € A, uma vez que ambas aplicacoes fixam

v,W e Z.
e/ = ("0 =4t o, (w)a! (v )a! = w020,
(u)[af]3 — (uv2(”*1))af =of auto. (u)af(UQ(rfl))af — WY
Indutivamente,

<u>[af]a _ uva(r—1)7

para qualquer o € N. Em particular, para o = m, a identidade (u)[a’]™ = uo™"™Y =y
implica em

[af]m = [dA

@B = @V =y gy () (O DENY = (DG

— u QUEm(TQ)('r 1 (3)

ur U (r,2)(r— 1)( ))bf =bf auto ( )bf( Em(r,2)(r— 1)( ))bf

wro D ))TQUE*"(“Z)(“U(Q) — " B (3 r=1)(5)

3

(W] = (
(
Indutivamente, temos que

(w)[p')? = o Em B r=1)(5)

)

para qualquer S € N. Em particular, se S =n e a = s, temos
(W)a} = u= w06 = ],

pois " = 1 (mod m). Em outras palavras, [a/]* = [b/]".
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ro(b)—1

ocorre pois b1 = v*®~1, Dai,
(W)[(tF)Foalob] = [((w)b ) ] ()
= [ [(u" v )af} (b
(ur r(r—1)+(r— 1)( ))(bf)_l
. ro()—1 Em(r o(b)—1)(r —1)(;>>rvr(r—1)+(r—1)(;)

A igualdade (u)[b/]™

_ =D (r(5) Em(ro®) - )+r+(3))

— urvr(rfl) 7

pois

(r—1) <7~ (;) E(r,0(b) — 1) + 1 + (;)) = (r—1) K;) (rEm(r, 0(b) — 1) + 1) + r}
(

Mas n | o(b) e ™ =1 (mod m). Ou seja,

(w)[(V) T oal obl] = w0 = (wv™ )"

Il
—
S
SN—
)
=

E

Logo, (b))t oal o b/ = [a']".
Desta forma, concluimos que a e b/ satisfazem as relacdes de G, ou seja,

[af]™ = Idy, [b/]" = [a’]%, [(B) ' oal ob] = [df]".

Os Passos 1, 2, 3 e o Teste da Substitui¢ao (Proposi¢ao 1.2.9) nos garantem que a

aplicacao f se estende a um homomorfismo de G para Aut(A), como queriamos constatar.

Podemos entao formar o produto semidireto H = A x; G cuja apresentacao é dada

por:

H - <a7 b7 u7 Uj w7 z | am = 17 bn = as7 [a7 b] = a,r_l’u(mﬂgk) = 1? U(m’2(r_1)’< )(r 1)) - 17
(@0 O) kB (0 0)) — 1 45 — 4" — (u'2)%, uPmvn) = 057@(;)

)

(=12 (o(b) (r=1) (o(b)
@ Em(ro®) — =" ( 2 ) 712’)Em(r70(b)) =v 2 ( 2 )’ua =u!

7(u s
w™ =1, [u,v] = [u,w] = [u, 2] = [v,w] = [v, 2] = [w, 2] = 1,

—1_\Em(r,n) 5+(T71)2 (") b r (r—l)(r) .
(u™"z) ™ = o 2 2 U =uv 2) (v, w, z centrais)),

garantido pela Proposigao 1.6.10, onde a dada acao f de G sobre A realizada é por

conjugacao em H.
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A acdo f de G sobre A induz uma aplicacdo € : G¥ — Aut(H) dada por:

a? — a*:H—H b — b H—-H
a > (a)a? == av = (a)b¥" =
b (b)a** :=b(u'z) — (b)b¥° =
u— (u)a? = up" s (u)b¥e = urv(r n(3)
v (v)a¥ = = (V)07 =
w = (w)a® = w = (w)b% == w
2z (2)a¥ =z = (2)b% =z

Afirmagao 2: A aplicagdo e determina um homomorfismo de G¥ em Aut(H).

Com o mesmo procedimento usado na demonstracao da Afirmacao 1, serao necesséarios

3 passos para a demonstracao da Afirmacao 2:
Passo 1: a¥“ e b¥ se estendem a homomorfismos de H.
Para isto, devemos mostrar que a*“ e b¥® preservam as relacoes de H.

Como as aplicacoes a¥c e b¥° fixam v, w e z de H, devemos verificar que as relacoes de
) )

H sio satisfeitas para os elementos av, b(u™'z), uv" ' e uw o=

z de H, via aplicacao
a¥ e, para os elementos au, bw, woT™DE) e D) via aplicacao b%¢, sabendo que

[, v] = [u,w] = [u, z] = [v,w] =[v,2] = [w,z] =1 em H:

Para a**:

(av)™ =v"a™ = 1.

Agora, observe que
(buflzyzs — anbns

(av)” =v*"a® = v" ™.

Mas

(,Us)s _ (uEm(nn))s _ us(l-l—r—&-...-‘,—r"*l) = " = wnn’

pelas relagoes de H e também porque sr = s (mod m). Logo, w” =" e por conseguinte,

(av)® = (bu~t2)"

Na equacao
(av)buflz _ (arv>u*1 _ (au*l)T,UT(T’—l)-Fl’

temos (a*) = av™") de tal forma que a = (a*)* = a* o', onde r(r — 1) + 1 =

(r —1)(r — 1) +r. Portanto, (av)" * = a"v" "D+ = ¢"p" = (aw)".

Para finalizar,
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(uvr—l)b(u—lz) _ ubvr—l _ urvr—l,U(g)(r—l) _ (uvr—l)rv(;)(r—l)’

poisr —1l=r(r—1)—(r—1>%e D = 1,

Das relacdes envolvendo uv™ ' e u™ o™ "Yz em H:

(uvr—l)m _ Um(r—l)um -1
((uvrfl)flz)m _ Ufm(rfl)ufmzm -1

Uma vez que sr = s (mod m), temos

((uvr—l)—lz)s _ U—s(r—l)u—szs — (u—lz)s — ,wn7

T—l)Sk‘ ks, s(r—1)k _ usk -1 e

(uv = u"v

((uvr_l)_12>8k — U_S(T_l)ku_SkZSk — (u—lz)sk — 1

Além disso,

(uvrfl)Em(r,o(b)) _ uEm(r,o(b))v(rfl)Em(r,o(b)) _ uEm(r,o(b))’

)

((uvrfl),lz)Em(r,o(b)) _ Uf(rfl)Em(r,o(b))ufEm(r,o(b))ZE'm(r,o(b)) _ (uflz)E‘m(r,o(b))
(uvr—1>Em('r,n) _ uEm(r,n)Ur”—l _ uEm(r,n) e
((uvr_l)_lz) Em(rn) _ o~ ("D Em(rn) = Em(rn)  Em(rn) _ (u—lz)Em(r,n)7

pois n | o(b) e " =1 (mod m).

Para b/:
(au)™ =u™a™ = 1.

(bw)" = w"b" = v’a’® = (au)®.

Da equacao
[(au)bw]s _ [(arub)]s _ [arurv(r—1)<g)]s — uta" = [(CLU)T]S,
obtemos (au)™ = (au)", uma vez que s > 1 e s(r — 1) = 1 (mod m).

Para finalizar,

T

(ufrv(rfl)(;))au _ (ur)av(rfl)(;) _ (uvr—l)rv(g(rfl) _ (urv(;)(rfl))vr—17
pois r —1=r(r—1)—(r—1)2ev V" =1.
(urv(r—l)(g))bw _ (ub)rv(r—l)(;) _ (urv(r—l)(;))U(r—l)(;)7
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como queriamos verificar.

r

Das relagoes envolvendo wv DG e = VE) 2 em H:

</U/T/U(T_1)<g)>m _ urmym(?”—l)(g) — 1

((urv(’r‘—l)<g)>—lz>m _ u—rmv—m(r—l)(;)zm -1
Sabendo que sr = s (mod m), temos
(urv(r—l)(;)>s _ uSTUS(T_l)(;) _ ’LLS,
((urv(rfl)(g))_1z>5 _ u_srvfs(rfl)(g)zsr _ (u—lz)s _ wn’
\\ 5k r
(urv(r—1)<2)> — usrkvs(r—l)k(2> — usk —1 e

T Sk T
(u—rv—(r—l)(z) Z> _ u—srk‘v—s(r—l)k<2)25k _ (u—lz)sk -1
Mais ainda,

(u% (1) (;)>Em(r,o(b)) — " Em (o)), (r=1) Em (r,0(0))(5) —  Em(r,0(b))

<(UTU(7’*1)(£) )—12,) Em(r,0(b)) _ v,(rfl)G)Em (T,O(b))u—'rEm (T,o(b))ZEm (r,o(b)) _ (u—lz)Em(T,o(b)) 7
(urv(r—l)(§)> Em(rmn) _ uq«Em (r,n)v(r—l)Em (ryn) (;) _ uEm (ryn) e

r Enm(rn r
(D) 1) 0 B o) ) — (1)

Y

pois n | o(b) e " =1 (mod m).

Logo, pelo Teste da Substituicao (Proposigao 1.2.9), a¥¢ e b*° se estendem a homo-

morfismos de H.
Passo 2: a¥¢ e b%° sao automorfismos de H.

Uma vez que H é um grupo finito, é suficiente verificarmos que a* e b¥“ sao sobrejetora.

Ou seja, devemos verificar que
((@)a®, (b)a*, (u)a”, v,w, z) = H = ((a)b”, (b)b*, (u)b*, v, w, 2),

j& que os homomorfismos a? e ¥ fixam v, w e z.

Sabemos que {(u)a¥®,v) = (uv" "', v), pela definicio da aplicacio a** e, (uv'" ' v) =

(u,v), uma vez que u = uv" Yoy~ Com um raciocinio semelhante, obtemos
<(a)a<’067 (b)aL‘D67 (u)acpe’ /U’ w’ Z> = <a7 b? u) v’ w’ z>’
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pois (a)a® = av, (b)a? = b(u~'z). Logo, H = ((a)a®*, (b)a*", (u)a**, v, w, 2).

Por outro lado, como (u)b% = w oG com (m,r) = 1, certamente r é relativamente

primo com (m, sk). Ou seja, existem inteiros A e u tais que
1 = A(m, sk) + pr,

implicando em u = u*".

Desta forma,

(urv<w—n(9)u — w0 (3) — D (5)

e, por analogia ao caso anterior, obtemos ((u)b¥‘, v,w,z) = (u,v,w,z). Novamente,

{(a)b?, (b)b?°, (u)b?*, v, w, z) = H, visto que a = auu*, b = bww™".
Portanto, a*® e b¥“ sao automorfismos de H.
Passo 3: a” e b*° satisfazem as relacoes de G%.

Para isso, iremos analisar a*“ e b¥“ aplicado em a,b e u € H, uma vez que ambas

aplicagoes fixam v, w e z.
(u)[a®]? = (uv" 1) a% =ure quio. (u)a? (V" H)a? = w1

(u)[a®]? = (qu(T_l))a“’6 =0 guto. (u)a‘pe(UQ(T_l))a“"e = w1,

Indutivamente, temos que

(U) [agae]a — uva(r71)7
para qualquer o € N.
(a)[a?)? = (av)a?® =are quto. (a)a?*(v)a?® = av?,

(a') [a'S@E]g = (av2)a9“ —a¥¢ auto. (a)as%(lﬂ)a(’% = CLU?’.

Indutivamente,

(a)[a”]" = av*,

para qualquer o € N.

(D)[a*]? = (bu™'2)a% =gee quto. (D) (u™1)a?(2)a%® = bu™tzu=t 20"~V

— b(u—lz)Qv—(r—l),

D)[a?] = (b(u_l,7,')22)_(T_1))6L“’e =9 guto. (b)a‘pg(U_Q)GL’DG(ZQ)CLQOE(U_(T_I))CLSOE
_ bu712<uv(r71))72221}7(7“71)

_ b(u—lz)SU—S(r—l)’
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(b) [atpe]4 — (b(uflz)Bv%}(r*l))am =_0¢ auto, (b)aape (uf?’)aape(,z?;)aape (U73(r71))a<pe

— bu—lz(uv(r—l)) 3Z3,U—3(r 1)

= blulz)ty 80D,
Indutivamente, temos que
(a7 = bu'z)7 (B,
para qualquer o € N.

urv(r—1)<g))b@e —40e quto (ur)bcpe(v( ( ))bcpe (u U(r 1)(;))rv(r—1)(;)

(
W B 2 =1)(3)

(w) [T

(u) [b<pe]3 _ (ur m(7,2)(r—1) ( ))pre =po quto ( )bgoe( Em(r,2)(r ( ))bgoe
(u" D )(5 )) 2UEm(r,2)(r_1)() u B (r3) (= 1(3)
Indutivamente, temos que

() [p)? = u uEn 81 ()

para qualquer 8 € N.

(a)[b7)* = (au)b? =pee quio. (a)bF(u)b¥ = auu v D) = au(’“ﬂ)v(rfl)@,

(a>[bgo6]3 _ (au(rJrl),U(r—l)(;))bcpe ——— (a)bgae(u(ﬂrl))bgae(,u(r—l)(;))bcpe
_ au(urv(rfl)(;))Em(r,Q),U(rfl)(g)

s T2
auEm(r,S)U(g)(rfl)(1+1+r) _ auEm(r,:s)U("*l)[(z)*(z)}

onde

(;) r—1D1+14r)=(r-1) K;) + (j)} (mod (m,2(r —1)))

(vide Proposicao 3.1.3).

(a)[b(pe]él _ (&uEm(r,?))U(g)(r—l))bape
= e auto( )bl’%( Em(r,3))bcpe( (r—1) ( ))bcpe
_ au(urv(r (5 ))Em(r?;) r=1)(3)

auBr ), (5) =D (+rr241) Em(r4)

= au

onde

(g) (r=D0+1+r+12)=(—1) [(;) + (T;) * (23)] (mod {m, 2(r = 1))
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(vide Proposicao 3.1.3).

Indutivamente, temos que

(@) = auPn Oy r-D T (3)

para qualquer $ € N.
(b) [b@ﬁ]z = (bw)b§0€ =b¥e quto. (b)b@€<w)b@6 = bw2

(B)[b9)% = (bw®)b¥ =pee quo. (b)b¥(w?)b?C = bw®.

Indutivamente, obtemos
(b)[p¥)? = buw”,

para qualquer 3 € N.

Em particular, para a = m, obtemos as seguintes igualdades:

(u)[a%]™ = ur™ "V =y
(a)[a® " = av™ = a
(b)[a®]™ = b(u’lz)mv’m(’"’l) =b,
ou seja, [a¥]™ = Idg.
Mais ainda, fazendo f =n e a = s, temos que
(u) [acpe]s _ UUS(T _ 1) — = UT”UEm(r,n)(rfl)(g) _ [(u)bape]n
(@07 = av® = auPn " (B) Z guBnrm DS (3) Z ()

()[a*]* = blu™"2)* v 0" = bw" = [(b)b*]",

o que implica em [a¥]® = [b¥|".
Para finalizar, como v°®~1 = b~!, temos que [b¥]~! = [b¥]. Logo, segue as seguintes
identidades:
B0 o [0 0 [57] = [((w)b)a] b0
( )a®)"((v) a%)( )= ) [p#ee®)=1)]
— ( Nry(E)e= )) pPee®-1)]

= () [bsae ] (v )[bsoe(o (b)— 1)](7" D((5)+7)
— -1)

= (W]
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@B o [0 [57] = [((a)p*)a] b=
((@)a®)((w)a=)) [0~
- <<auv>[b@€ o]
(a

)[p7 O] (w) [pr O] () [pre O]
<r—1>Em(n(o(b)—1>>+1+Em(n(b)—l)vrﬂr"(“‘l71>(£)+@(““’%*1)

r— 2 o —
B (e(®) r+- 5= [ (7071 ) 1]
T— 2 o
B () r+- 5= (°0)
_ g B 0®) 7y~ B (1 (0))

= aqv’

= (a)[a”]
O procedimento de analise da relagao (b)[6¥]°® =1 o [a%] o [b¥] = (b)[a¥]" é analogo.
Desta forma, concluimos que a? e b*¢ satisfazem as relagoes de GG¥, ou seja,
[a?|™ = Idy, (b7 = [a¥]?, [(b“’e)‘1 oa® o b‘ﬂ = [a®]".
Os Passos 1, 2, 3 e o Teste da Substitui¢cio (Proposi¢ao 1.2.9) nos garantem que a
aplicagao € se estende a um homomorfismo de G¥ para Aut(H ), como queriamos constatar.

Logo, via o homomorfismo €, obtemos o produto semidireto de H por G¥ dado por
K=Hx.G?=(Ax;G) % G*

Analogamente a apresentacao do grupo H, pela Proposig¢ao 1.6.10, obtemos a apre-

sentacao para K dada por:

K = {a,b,u,v,w,z,a?,b? | a™ = 1,b" = a* [a,b] = a" 7}, (a®)™ = 1, (b¥)" = (a®)*, w™ =1,
[a?,b%] = (a‘p)r_l,v(m’ =) =1 4 =" = (u™'2)%,

o'(a),0’ (b),sk,Em (r,0' (b)) _ 1’ uEm(r,n) _ ,US_(T721)2 (721)’ u(m,sk) _ 1’

5
Y Em(ro®) — 07%("2}))’ (uLz)Em(ro®) — v%(og’))’ a®” = au,
(u™tz)Emnn) — vs+¢(;), b =bu'2), u” = u, v =,
w” =w, 2% =2,d" =au, b =bw, v =u", 0" = v, W =w,
27 =z, (v,w, z centrais)).

Desta apresentagdo observamos que as agoes de G sobre o subgrupo (normal)

(u,v,w, z) & a mesma que aquela de G¥.

Desta forma, trocando a por x1, b por y;, a¥ por x5 e b¥ por ys, concluimos que K

possui precisamente a mesma apresentacao do grupo M;. Consequentemente, M; = K.
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Agora, as acoes de G sobre A e de G¥ sobre H = A x; G que definem o grupo K
traduzem, respectivamente, as agoes de G sobre G ® G = |G, G¥] (conforme Proposi¢ao
1.7.3 (i)) e de G sobre (G ® G) x G, as quais definem o grupo v(G) = ( [G,G*¥] G) G¥ =
((G®GE) xG) x G. Por conseguinte, o dado epimorfismo A — [G,G¥] = G ® G induz

um epimorfismo de K sobre v(G).

Consequentemente, a aplica¢do ¢ : M; — v(G) dada por z1 +— a, y; — b, 3 — a” e

y2 — b? define um epimorfismo de M; sobre v(G).

Reciprocamente, a aplicacao ¢ : v(G) — M; que associa a — x1, b — y1, a¥ — x5 e
b? — ys preserva as relacoes de v(G), na sua apresentacao dada pelo Teorema 1.7.20,

haja vista as relacoes de conjugacao decorrentes do Lema 3.0.1

la,5°)° = [a,b°]%" = [, b¥][a, a?] ",
[a, 5] = [0, 671" = [a,0]"[a, a#]" V()
(a,a?]* = [a,a%]"" = [a,a]" = [a,a"]"" = [a,a7],
[b,6°)% = [b,6°]% = [b,b°]" = [b,6°)"" = [b,1],
b, a#)" = [b,a"]*” = [b,a*][a,a?] "V,

b, a?]® = [b, a®]*” = [b, a*]"[a,a?]" D),

das quais decorrem as relacoes definidoras de M;, conforme Proposicao 3.1.3.

Assim, os epimorfismos ¢ e 1 possuem inversas a direita, a saber, ¢ o) = Id e

1 o ¢ = Id. Portanto, obtemos o isomorfismo v(G) = M.

A verificagdo de que as apresentagoes dos itens (ii), (ii7) e (iv) descrevem o grupo
v(G) para os respectivos grupos metaciclicos finitos G segue de maneira analoga e fica

portanto demonstrado o Teorema A. [

Como Corolario imediato do Teorema A, auferimos apresentagoes para o grupo v(G)
quando G = g(a,b;m,n,m — 1,s) é um grupo metaciclico finito, ndo abeliano e nao

cindido:

Corolario 3.1.7. Seja G = g(x1,y1;m,n,m — 1,s) um grupo metaciclico finito, nao

abeliano e nao cindido.

— Suponha que k= 1:
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(1) Se 2t s ou sed|s, entao uma apresentagao para o grupo v(G) é dada por:

m __ m __ n __ .8 n __ .8 _m—2 _m—2
<$1,y17$2yy2,%%w72 ’ Ty = 17372 - 17y1 =T1,Yg = To, [mlvyl] = I 7[‘r27y2] =Ty )

(21, y2) = u, [21, 2] = v, [y1, %] = w, [y1, 2] = ™ 2, u™ =1,

j— f— / f—
U(m,Q(m 2)) _ 17 Z(m,s,m 2,0 (y1)) — ]_,Uml = u®? = yo™ 2,11)” _ 17
_(m72)2 n m—1 _
yBm(m=1n) _ s 5 (2)’uy1 = ¥z = umflv( 2 )(m 2)’

S\ B(metn) s+ 525 (1) '
(u1z)Pm ) — g > \2) (v,w, z centrais)).

(17) Se 2 || s, entao uma apresentag¢io para o grupo v(G) € dada por:
m m n s ,m s m—2 m—2
(-’Ebyhfzy?/z,%%waz | Ty :1,1)2 :17y1 = T1, Y2 :$27[$17y1] =2 7[I27y2] =Ty

[xla 3/2] = u, [.Il,I'Q] =, [3/17 y2] = w, [ybx?] - u_lzau(mQS) - ]-7
(m=2)2 (n

,U(m,2(m—2)) — 1’ w" = 1’ (u—lz)s _ vm—Q’ uEm(m—l,n) — 5 2 (2)’

m—1
_ _9 _ _
ut = u¥? =™ 11)( 2 )(m ), u™t = u"? = wo™ 2, u® = U2 m)

Z(m,s,me,o’(yl)) — ’(uflz)Em(mfl,n) _ ,Us-l—@(g)

Y

(v, w, z centrais)).

— Suponha que k = 2:

(1ii) Se 21 s ou se 4| s, entao uma apresentagao para o grupo v(G) é dada por:

<x1’y17$2?y2’u>v>waz ’ x71n = 171'7271 = 173/? = xiayg = xga [leayl] = 15?72’ [3327y2] = flfgnﬁ,
[21,52] = w, [21, 23] = v, [y1, ] = w, [y1, 22] = w2, ul™?) =1,

pmRm=2) 1 () Eelmetin) — st )

n S
:u’

uht = 2 = ("2 )mD) g _gme —gm2 n = (1)

_ _(m=22(n 9 .
pBm(m=ln) _ 5= <2),z(m’s’m 20')) = 1, (v, w, z centrais)).

(iv) Se 2| s, entao uma apresentacao para o grupo v(G) € dada por:

m o __ m o__ n__ .8 ,n __ .8 . .m—2 . .m—2
<$1,yl,$2792,%v7w72 | T, = 17172 - ]-’yl = T1,Yy = Ty, [xhyl] =T 7[x27y2] = Tg )

(21, 42) = w, [21, 2] = v, [y1, 2] = W, [y1, 22] = u Lz, u™?) =1

)
Y1 Y2 m—1 (mfl)(m—Q) 1 o m—2 2n
u =u? =u" o\ 2 ,utt = u"? = uv ,wh =1
— _ _ _ _ (m—=2)"
wSo™ 2 _ w" = (U 12)8U2 m7 (U 1Z>Em(m 1,n) S+

p(m2m=2)) _ 1 o (msm=20(1)) _ | yBm(m=1n) _ v~ (5)

(v, w, z centrais)).
O seguinte resultado estabelece uma apresentagao para o grupo v(G) quando G =
g(a,b;m,n,r s) é um grupo metaciclico finito com m impar, r > 1 e s > 0, a partir da
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cota das ordens dos elementos do conjunto gerador do quadrado tensorial nao abeliano
de G, estabelecida na Proposicao 3.1.5, analoga a estratégia utilizada no Teorema A,

cuja demonstracao também segue.

Teorema B Seja G = g(z1,y1;m,n,7,s) um grupo metaciclico finito, ndo abeliano e

nao cindido com m impar. Entdo, uma apresentagio para o grupo v(G) é dada por:

m __ m o __ n __ .8 n __ .8 _r—1 _ 1
<$1,?/1,5E2,y2auav»w72 | €Ty = ]-7x2 - 1ay1 = T1,Ys _x27[l‘17y1] =T ,[l’g,yg] =Ty

k

lz,w” =1,

(21, Y] = u, [T1, 2] = v, [Y1, Y2 = w, [y1, 22] = u”
ut =" = (u2)% 00 = (u ) P = ) (=) —

u(m,Em(r,o(yl)),sk) — ]_7 Z(Ol(xl)vol(y1)15k7E7”(rvol(y1))) — ]_’ uxl — UJ:Z — u,

ut = u?? =", (v,w, z centrais)).

Demonstra¢ao. Provaremos primeiramente que o grupo v(G) é uma imagem homomorfica
do grupo M dado acima. Para isso, usaremos a estrutura de v(G) = (Y(G) G) G¥
conforme Proposicao 1.7.5 (ii) onde G = (a,b) e G¥ = (a¥,1%).

Ja sabemos que T (G) é um grupo abeliano gerado pelos elementos [a, %], [a, a?], [b, b?]
e [a,b?][b,a?]. Pela Proposigao 3.1.5 e relagoes duduzidas na sua demonstracao (pagina

54), vemos que Y (G) é uma imagem homomorfica do grupo abeliano A definido por
(u,v,w, 2 | u (o Em(ro®)sk) — 1 4,0'(a) — Lw™ =1, 2(0'(@):0 (0);h, B (1,0’ (0)) — 1
wt = w" = (u2)%, ) = 4 = (1) B,
[u, v] = [u, w] = [u, 2] = [v,w] = [v, 2] = [w, 2] = 1),
onde os numeros o(b), o'(a), o' (b) e E,,(r,x), para qualquer x € Z, sao identificados nas

Proposigoes 2.1.5 e 2.1.6 e na Defini¢ao 1.5.1 para o grupo G = g(a,b;m,n,r,s),

respectivamente.

As relagoes de M nos levam a considerar a aplicagao f : G — Aut(A) definida nos

geradores, pondo:

a = a A=A b — A=A
u— (u)a! == u w— ()b ="
v (v)al =0 v (V)b =
w— (w)a! = w w— (w)b' = w
2 (2)af =2 2 (2 =2

—~

Afirmagao 1: A aplicagdo f se estende a um homomorfismo de G em Aut(A).
Para verificarmos a Afirmacao 1, precisaremos de 3 passos:

Passo 1: af e b' se estendem a homomorfismos de A.
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Precisamos mostrar que o’ e b’ preservam as relacoes de A. Para isto, considere o’ e

b’ como definido anteriormente:

al {u,v,w, 2} — A v {u, v, w, 2} — A
u— (u)a! = u w— (u)a! = u"
v (v)al = v v (v)a = v
w— (w)a! =w w— (w)a! =w
2 (2)af =2 2 (2)af = 2

A aplicacio o’ fixa os elementos u, v, w e z de A. Entdo nio ha o que fazer. Ja a
aplicacio b’ fixa os elementos v, w e z e portanto, é preciso analisar as relacdes de A para

os elementos u" e u ™" z:

Mais ainda,

pois sr = s (mod m). Por fim,

n—1 2 n—1
(ur)Em(r,n) — ur(1+r+...+r ) — et +1 uEm(r,n)7

_ _ n—1 _ 2 n—1 _
('LL rz)Em(r,n) —u r(l14+r+...+r )ZEm(r,n) —u (r+r+..4r +1)2Em(r,n) _ (U 1Z)Em(r,n)

?

(ur>Em(r,o(b)) — uEm(T:O(b)) =1 e

(" 2) B — (=1 z)Emlro®) — 1

pois n | o(b) e " =1 (mod m).

Logo, pelo Teste da Substitui¢ao (Proposi¢ao 1.2.9), a’ e b/ se estendem a homo-

morfismos de A.
Passo 2: af e b/ sdao automorfismos de A.

Para isto, devemos mostrar que a’ e b’ sdo epimorfismos uma vez que A é um grupo
finito e, ((u)a’, v, w,z) < A tanto quanto {(u)b’,v,w,2) < A, onde a’ e b’ sdo homomor-

fismos de A que fixam v, w e z.

Agora, ((u)a’,v) = (u,v), pela definicdo da aplicacio a’ e, ((u)b',v) = (u",v) = (u,v),

uma vez que (m,r) = 1.
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Portanto, a’ e b/ sdo automorfismos de A.
Passo 3: a’ e b’ satisfazem as relacoes de G.

Como dizemos anteriormente, é suficiente analisar a’ e b’ aplicado em v € A, uma vez

que ambas aplicacoes fixam v, w e z.

A aplicacdo o/ também fixa u, o que implica em (u)[a’]* = u, para qualquer a € N.

Em particular, para o = m, a identidade (u)[a’]™ = u implica em
[a/]™ = Id,.

Vamos verificar que a’ e b/ satisfazem também as outras relacoes de G. Para isto,

observe que:

WP = W =u,
@ = (@) =
Indutivamente, temos que
()b =,

para qualquer g € N. Em particular, se 8 =n e a = s, temos
(W) =u=u" = (u)[b']",

pois 7" = 1 (mod m). Isto quer dizer que [a’]* = [b/]".

o(b)—1
ur

Para finalizar, como b~! = 6°®~! temos a seguinte igualdade (u)[b’] ™! . Dai,

[(w)]a} ()~
(W)la D] = ()]

ro(b)—1, ro(b)
= u" =u" .

(W) oal 0b'] = {
(

Mas n | o(b) e ™" =1 (mod m), ou seja, (u)[(b) ™ oal ob] =u" = (u)a’]".
Logo, [V/]' oal o b = [a/]".

Desta forma, concluimos que a e b’/ satisfazem as relacoes de G, ou seja,

@™ =1Ida, M =ldl] )T o fal o [b] = [af]"

Os Passos 1, 2, 3 juntamente com o Teste da Substitui¢do (Proposigao 1.2.9) nos
garantem que a aplicagao f se estende a um homomorfismo de G para Aut(A), finalizando

entao a demonstracao da nossa Afirmacao 1.
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Em outras palavras, f determina uma agao de G sobre A que nos da uma extensao

H = A x; G cuja apresentacao é dada por:

<CL, b’u7 v, W, z | a™ = 1, Pt — CLS, [CL, b} — arflj u® = U,Ub — ur,u(m,Em(r,o(b)),sk) — 1,
Uo’(a) =1, wnk _ 1’ Z(o’(a)p’(b),sk,Em(r,o’(b))) _ Lus — " = (u—lz)s7
uBn(rm) — o = (u72) B (w2 centrais),

[w,v] = [u, w] = [u, 2] = [v,w] = [v, 2] = [w, 2] = 1),

garantido pela Proposicao 1.6.10.

A acdo f de G sobre A induz uma aplicacdo € : G¥ — Aut(H) dada por:

a? — a*:H—H b — b H - H
a (a)a® :=av a— (a)b?* ;= au
b (B)a% = b(u~'%) b (D) = buw
u— (u)a® :=u u— (u)b? ="
v (v)a® = v (V)P =
w i (w)a® = w w = (w)b¥ = w
2 (2)a? =z 2 (2)b% =2

)b¥e
Afirmagao 2: A aplicagdo e determina um homomorfismo de G¥ em Aut(H).
Com o mesmo procedimento usado na demonstracao da Afirmacao 1, serao necessarios

3 passos para a demonstracao da Afirmacao 2:
Passo 1: a*“ e b¥ se estendem a homomorfismos de H.
Para isto, devemos mostrar que a*“ e b preservam as relacoes de H.

Como a aplicacao a* fixa u, v, w e z de H, resta-nos avaliar se as relacoes de H
sdo satisfeitas nos elementos av, b(u~'z). J4 a aplicacio b* fixa v, w e z de H e assim,
T

devemos verificar se as relacdes de H sao satisfeitas para os elementos au, bw, u" e u™ "z

sabendo que [u,v] = [u,w] = [u, z] = [v,w] = [v,2] = [w, 2] =1 em H:

Para a*¢:

(av)™ =v™a™ = 1.

Como
(buflzyzs — anbns
¢,
s2 8% s2 _  s%ins
(av)® =0 a® =0 b,
onde
(US)S — (uEm(T,n))s _ us(l—i—r—&-...-{—r"’l) — " = wnn’
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pelas relagoes de H e também porque sr = s (mod m), segue que w” =%, Portanto,
(av)® = (bu~t2)"

Na equacao

(av)bu’lz — (arv)u’l — (aufl)rj
temos (a*) = a de tal forma que a = (a*)* = a* com v" = v € H. Portanto,
(av)? " = a"v = a"v" = ().

finalizando esta andlise.

Para b':

(au)™ =u™a™ = 1.
(bw)" = w"b" = v’a® = (au)’.
(au)™ = (a"u’) = a"u" = (au)".

Das relacoes envolvendo u" e u™ "z em H:

—srk’zsk — ( -1 )sk — 1.

=Uu u z

Mais ainda,

Y

(ur)Em(r,o(b)) _ urE‘m(r,o(b)) — uEm(r,o(b))
((u’/‘)—lz)Em(T’,O(b)) — u—”"Em("'70(b))ZEm(rao(b)) — (u_lz)Em(r’o(b))’
€

(ur)E‘m (rn) _ urE'm (rn) _ uEm (r,n)

(u'r)—lz)Em(r,n) — u—'rEm(r,n)zEm(r,n) _ (u—lz)Em(r,n)

—~

)

pois n | o(b) e " =1 (mod m). Por fim,

(ur)au — (ur>a —u" e (ur)bw — (ub)r — ('UT)T,

-r

(W 2)"=(u"2) " =u"z e (W)W =(wW)Tz=(uT")2
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Logo, pelo Teste da Substitui¢do (Proposicao 1.2.9), a*“ e b¥“ se estendem a homo-

morfismos de H.
Passo 2: a¥c e b¥° sqao automorfismos de H.

Sendo a’ e b/ homomorfismos de H e H sendo um grupo finito, é suficiente verificar
que
<(a)a/sa€7 (b)a/(p67 (u)afpe? U? w? Z> = H = <(a’)b¢€7 (b)b8067 (u)b%?e? /07 w? Z>7

uma vez que os homomorfismos % e b¥¢ fixam v, w e z. Ou seja, a’ e b’ sdo epimorfismo.

A aplicacio a*° fixa u, v, w e z de H. Uma vez que a = avv™ " e b = b(u"'2)(u"'2),

segue que H = ((a)a*c, (b)a*", (u)a?*, v, w, z).

Por outro lado, temos que (u)b¥° = u” com (m,r) = 1. Entao, existe um inteiro tal

u = ut".

Logo, (u")* = u"" = u e assim, obtemos ((u)b**, v, w, z) = (u,v,w, z). Por analogia ao

caso anterior, ((a)b®c, (b)b*, (u)b¥", v, w, z) = H, visto que a = auu™*, b = bww .

Portanto, a¥® e b¥“ sdo automorfismos de H.
Passo 3: a” e b¥° satisfazem as relagoes de G”.

Para isso, analisaremos a?¢ aplicado em a e b, ja que a?° fixa u, v, w e z e b** aplicado

em a,b e u, uma vez que esta fixa v,w,z € H.
(a)[aSK]Q = (av>asoe —a¥¢ auto. ((I)(ZHOE(U)G/@E = Cl'U2,

(CL) [asﬂe]fi = (a,UQ)aLpE —a¥¢ auto. (a)as%(UZ)a@e = CLU?’.

Indutivamente,

(a)[a*]" = av®,
para qualquer o € N.
(B)[a?]? = (bu™"2)a% =aec quto. (D)a?(u1)a? (2)a? = bu'zuz = b(u"'2)?,
(D)[a? ] = (b(u'2)*)a% =uee quio. (b)a?(u"?)a?(2*)a? = bu 'zu 22 = b(u'2)?,
(0)[a®]* = (b(u™'2)*)a% =aec quto. (B)a¥ (u™)a?(2*)a% = bu™'zu™22% = b(u™'2)%

Indutivamente,

()[a™]* = b(u™"2)",
para qualquer o € N.

(u)[b‘pE]Q _ (ur)bwe —pee auto (ur)’r _ ur2
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(u>[b<PE]3 = (uTQ)b(PG =b¥€ auto UT3

Indutivamente, temos que
8
(W)[p*])” =u",

para qualquer $ € N.
(@)[b%]% = (au)b*® =poe quto, ()b (00 = auu” = au™V,
(a) [bwe]?) _ (au(r-i-l))bsof =pe¢ auto, (a)bgoe(u(r—&—l))b(pe _ CLU(’LLT)Em(T’2) — gy B (3)
(a)[b“"ﬁ]‘* _ (auEm (r,3) )b““ =y auto. (@ )bSDf(uEm(T‘,?)))b‘Pe _ au(ur)Em(r,?)) — quEm ()

Indutivamente,
(@) = aunr?),

para qualquer 5 € N.
(b> [bSDG]Q = (bW)b¢€ =b¥e quto. (b)b@e (’Ll])bsgE = wa

(B)[b9)% = (bw®)b¥ =pee quio. (b)b¥(w?)b?C = bw®.
Indutivamente,
(b)[p7]7 = buw?,
para qualquer 5 € N.

Em particular, para a = m, obtemos as seguintes igualdades:

{(a) [a?|"™ = av™ =a
(b)[a?]™ = b(u~"'2)" = b,

ou seja, [a¥]™ = Idg.

Mais ainda, fazendo f =n e a = s, temos que

n

(W)[a*]* = u=u" = (u)[p*]"
(@)[a?]* = av® = au® " = (a)[p*]"

(b)[a®]* = b(u™'2)" = bw" = (0)[b*]",

o que implica em [a?‘]® = [b*]".

Para finalizar, como b°®~1 = b~1 segue as seguintes identidades:
()b7)a=] b
(

w)a?)pre O™ = () [pee® Y]

r2 . ’LLTO(b)_ 1oy

(W] o [a*T o b*] = |
[
= ()OI

= u" = (u)a*]

(
(
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(@)[59°O " 0 [0 0 [p?] = (((a)b)a?) [p#C®) -]
= (((@)a?)((u)ar)) o7V
= (auv) [bwe(O(b)fl)]
= (a) [b<pe(o(b)—1)] (u) [bcpe(o(b)—l)] (v) [bve(o(b)—l)]

_ au(r_l)Em(T’(O(b)_1))+1+Em(r’(b)_l)U

= (a)a®]

A analise de que a relacio (b)[b¥]°® 1 o [a¥] o [b¥] = (b)[a¥*]" ocorre & andlogo.

Desta forma, concluimos que a? e b¥¢ satisfazem as relagoes de G¥, ou seja,

0" = Tdy, BT =0T, BT o0 o 07 = (a7

Os Passos 1, 2, 3 e o Teste da Substitui¢ao (Proposi¢ao 1.2.9) nos garantem que a

aplicacao € se estende a um homomorfismo de G¥ para Aut(H).

Obtemos entao, via o homomorfismo € : G¥ — Aut(H), o produto semidireto de H

por G¥ dado por
K=Hx.G?=(Ax;G) % G*

Analogamente a apresentacao do grupo H, pela Proposigao 1.6.10, obtemos a apre-

sentacao para K dada por:
(a,b,u,v,w, z,a?,b¢ | a™ = 1,b" = a*,[a,b] = a" ", (a®)™ = 1, (b¥)" = (a¥)*,
[a%, 0] = (a®)" "1, u® = u, ub = u, u(mEnro®)sk) — 1 el —
wnk — 17 Z(o/(a),o’(b),sk,Em(no/(b))) — 17us — wn — (U_IZ)87 aaﬁo — au’

® - - @ @
p = b(u 1Z),'LLEm(T’n) — S = (U 1Z)Em(7“,n)7ua _ U,Ua — v,

w” =w, 2% = 2z,a" = au, b’ = bw, v =u", 0" = v, W = w,
2 =2 [, 0] = [u,w] = [u, 2] = [v,w] = [v, 2] = [w, 2] = 1,
(v, w, z centrais)).

Desta apresentagdo observamos que as agdes de G sobre o subgrupo (normal)

(u,v,w, z) & a mesma que aquela de G¥.

Consequentemente, trocando a por z1, b por vy, a¥ por xy e b¥ por y,, concluimos que
) ) Y )

K possui precisamente a mesma apresentacao do grupo M. Em outras palavras, K = M.

Agora, as acoes de G sobre A e de G¥ sobre H = A x; G que definem o grupo K

traduzem, respectivamente, as ag¢oes de G sobre G ® G = [G, G¥] (conforme Proposig¢ao
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1.7.3 (i)) e de G sobre (G ® G) x G, as quais definem o grupo v(G) = ( [G,G¥] G) G¥ =
((G®G) x G) x G. Por conseguinte, o dado epimorfismo A — [G,G¥] = G ® G induz

um epimorfismo de K sobre v(G).

Consequentemente, a aplicagao ¢ : M — v(G) que associa x1 — a, y; — b, o — a¥ e

y2 — b? define um epimorfismo de M sobre v(G).

Reciprocamente, a aplicagdo ¢ : v(G) — M que associa a — x1, b — y1, a¥ — 25 e
b¥ — yy preserva as relacoes de v(G), na sua apresentacao dada pelo Teorema 1.7.20,

haja vista as relacoes de conjugacao decorrentes do Lema 3.0.1,

[a, b%]" = [a, b]"" = [a,07],
[a,b]" = [a,6°)"" = [a,0°]",
[a,a?)* = [a,a?]"" = [a,a?]" = [a,a®]"" = [a,a?],
[6,0°]" = [0,6°]"" = [b,b°]" = [0, b*]"" = [b, V"],
[b,a%]* = [b,a®]*" = [b, 0%,

[b,a?)’ = [b,a?)"" = [b,a?]".

das quais decorrem as relacoes definidoras de M, conforme Proposicao 3.1.5.

Desta forma, os epimorfismos ¢ e ¢ possuem inversas a direita, a saber, ¢ oy = Id
e 1o ¢ = Id. Obtemos, portanto, o entdao desejado isomorfismo v(G) = M e fica assim

demonstrado o Teorema B. L]

A técnica usada para a demonstracao dos Teoremas A e B é bastante conhecida
na literatura como pode ser visto nos trabalhos de Rocco [[32],[34]]. Ainda sobre os
Teoremas A e B, o seguinte Corolario nos di4 uma apresentagao para o grupo v(G)

quando G = g(a,b;m,n,r,0) é um grupo metaciclico finito, ndo abeliano e cindido:

Corolario 3.1.8. Seja G = g(x1,y1;m,n,r,0) um grupo metaciclico finito, nao abeliano.

— Suponha m par:

(1) Ser #m — 1, entdo uma apresenta¢io para o grupo v(G) é dada por:

m m o __ n __ n __ _r—1 _r—1
<$17y1;$27y2au7v7w72 | Ty = 1al‘2 - 1ay1 - 17y2 - 1a [‘Tlvyl} =T 7[I27y2] =Ty

[Ila yQ] = u, [I’l, x2] =, [91,92] =w, [yth] = u_lz7

v(m,?(r—l)) _ 1’ w" = 1’ u(m,Em(r,n)) _ Lul‘l = u®? = UUT_l,

—1) (" —
W= b = o )(2),z("” LB (rin)) — 1

(v, w, z centrais)),
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(17) Se r =m — 1, entdo uma apresentagao para o grupo v(G) € dada por:

m __ m __ n __ n __ _.m—2 _m—2
<$1,y1,$2,y2,%%w72 ’ Ty = 1,1’2 - 1,@/1 - 173/2 - 17 [xlvyl] =Ty 7[x27y2] =Ty )

1

[xlva] = u, ['rth] =, [ylayQ] =w, [yth] =u Z7wn = 17

—2
)

U(m,2(m—2)) _ 17 Z(m,m—Q,n)

=1, u" =u" = uw™

m—1

umEnm=ln) — 1 gy — vz = umLpm=2("; ), (v, w, z centrais)).

— Suponha m impar. Entao, uma apresentacao para o grupo v(G) é dada por:

m o __ m o__ n __ n __ o r—1 _r—1
<x17y17$27y2auvvawaz | Ty = 1,1‘2 - 17?/1 - 1792 - 1a [$17y1] =T 7[':527?/2] =Ty

[Ila y2] = u, [*Tlu xQ] =, [ylayQ] =w, [yth] = u—1Z7wTL = ]-7

v(m,rfl) _ 1’ Z(m,rfl,n,Em(r,n)) _ Luxl S - uvrfl

Y

u¥t = u¥? = urv(“l)(;),u(m’Em(r’”)) =1, (v,w,z centrais))

Como consequéncia das apresentagoes do grupo v(G) dos Teoremas A e B, os seguin-
tes Corolarios, respectivamente, nos proporcionam um conjunto gerador para as segoes
abelianas do grupo v(G), a saber, [G,G¥], G A G e M(G) com suas relagoes definidoras.
Por fim, respeitando as propriedades do grupo metaciclico finito, identificamos o grupo

7(G), se¢ao ndo abeliana do grupo v(G), a partir de sua apresentagao.

Novamente, os grupos p(G) e A(G) sao centrais em v(G) (vide Proposigao 1.7.15
(it) e Lema 1.7.6). Além disso, [G, G?]/u(G) = G' e G' & ciclico, implicando em [G, G¥]
e G A\ G serem grupos abelianos. Com um argumento analogo, também temos que o grupo
M(G) é ciclico.

Corolario 3.1.9. Seja G = g(x1,y1;m,n,r,s) um grupo metaciclico finito, nao abeliano

e nao cindido com m par.
— Suponha que k seja impar.

(1) Se21s oud|s, entao:

r—1)2 (n
(2) [G, GL'D] g <u"U7w7Z ‘ u(mvsk) — 1’U(m72(r71)) — 1’wnk — 1’uEm(T‘,n) — US—%<2)’

@) ) sk En(ro W) — 1 4f = w™ = (u™'2)%, [u, 2] = [w, 2] = 1,

(u™tz)Bmrm) = o*F e (3), Bmlron) — v_@(dgﬂ), [v,w] =1,
r—1)2 /o

(u=lz)Emmolvn)) — v Qél)), [u,v] =1, [u,w| =1, v, z] = 1).

(i1) G AG = (| a™Enrms) = 1) onde 4 := uA(G).

(iid) M(G) = (u|u = ™Pems) = 1Y onde @ := uGmr A(G).
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(2) Se 2| s, entao:

(=12 (0o
(i) [G,G%] = (u,v,w, z | w*v" ' = w" = (u12)*0' ", [u, w] = 1, uPm o) — o ()
Wm2sk) gy Ba(rn) —s= OG0 (5) (0 @) 0/ ) sk B ) _

r—1)2 o
%( (gl))’ [u7 ’U] = 17w’l’bk‘ e 1’

() Entrm) — o (5) [y 2] = [o, ] = [0, 2] = [, 2] = 1.

)

?

p(m:20r=1)) _ 1, (u™ 1Z)Em(1”0(y1)) —

(i) GAG = (a | a™Erms) = 1) onde @ := uA(G).

(iid) M(G) = (u|u = Pnms) = 1) onde @ := u@r—0 A(G).

— Suponha que k seja par.
(3) Se21s oud]|s, entao:

(Z) [G7 G‘P] — <U,U,w,z ‘ u(m sk) __ -1 (u Z)Em(T o(yl)) (r;1)2 (U(gl))7v(m’2(T_l)) _ 1’

nk (of (21).0 (y1) 5k /2, Em (1,0 (1)) Bm(rin) _ s @502 (1)
w :172 1 Y1 m (7,0 (Y1 :1,um’ — v . n

(u=tz)Emrm) — v+ 27 (5) Jut = w" = (ut2)*, [u,v] = [u,w] =1,
B (o) _ U—L}” ) [u, 2] = [o,w] = [v, 2] = [w, 2] = 1).
(i) G AG = (a | a™Enm)) = 1) onde @ = uA(G).
(@) M(GQ) = (a | @ w - mBan)s) = 1) onde @ = w0 A(G).
(4) Se 2 || s, entao:
T— 2 o
( ) [G GLp] <u v, W, 2 | ot = " = (uflz)svlfrywnk _ LuEm(r,o(yl)) _ U_( 21) ( (31))
(r—1)

k) — 0 @10 (1) 2B (0 1)) — gy Bnrm) — 5= (%)

Y

(utz)Emron) = U@(o(gn), (u1z) Bmrm) — v”@('ﬁ)

M2 — 1 o, w] = [u,v] = [u,w] = [u, 2] = 1,
(v, 2] = [w, z] = 1).

(i) GAG = (a|a™Erm9) = 1) onde 1 := uA(G).

(i0) M(G) = (@ | a5 mBnms) — 1) onde @ 1= ulmrD A(G).

Demonstra¢ao. Faremos a demonstrac¢ao apenas do item (1).
Seja A um grupo abeliano dado por

<u’ v, W, 2 ‘ u(m,sk) =1, v(m,Z(rfl)) _ Lwnk =1, Z(o’(:L‘l),o’(y1),sk,Em(r,o’(y1))) =1,

uBm(rm) _ 5= (T_21)2 (72‘)’ (u—lz)Em(r,o(yl)) — U%(o%l))?wn _ (u—lz>s

(u1z)Bmlrn) = gy e (3) gy Pm(rotn) — o %) s = wn,

[u,v] = [u,w] = [u, 2] = [v,w] = [v,2] = [w, z] = 1).
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O Teorema A e as relagoes entre os elementos de [G, G¥] garantidas pelo Lema 3.0.1
estabelecem o epimorfismo entre A e [G,G¥] =2 G ® G. Por conseguinte, garantimos o

epimorfismo de M; sobre v(G).

Uma vez estabelecido o isomorfismo entre M; e v(G), pela propria estrutura do grupo
v(G), segue o isomorfismo entre o grupo A, subgrupo de M, e [G, G¥].

A apresentagao do grupo G A G é deduzida da apresentagio do grupo [G, G¥] modulo
A(G). Desta forma, relacdes como u® = (u"'2)* = w" e ufmrm) = v“eﬁ@ ditam
exatamente sobre a ordem do elemento gerador do grupo ciclico G A G, ja que este é
isomorfo ao quociente [G, G?|/A(G).

Uma vez calculada a ordem do grupo G A G e sendo G’ um grupo ciclico isomorfo ao

quociente de G A G por M(G) segue que
(m, E(r,n), s)

(M(G)] = m
(m,r—1)
(m,r—1)
= - Em ) Y )
=, B(rm), 5
/ m
onde ‘G ‘ = m O

Observagao 3.1.9.1. A apresentagao do grupo [G,G?] juntamente com as propriedades
do grupo G' para um grupo metaciclico finito G qualquer seriam suficientes para obter
uma apresentacao para o grupo u(G), o nicleo da aplicagao p' (veja Proposig¢ao 1.7.15).
Entretanto, o grupo 11(G) nao serd explorado no caso em que o grupo G é metaciclico finito

’
el

por envolver exaustivas e extensas relagoes entre os geradores ( ,v,w, z) do grupo p(G)

e as relagoes definidoras do grupo |G, G¥].

A demonstracao dos Coroléarios subsequentes serao omitidas por decorrerem de um

raciocinio andlogo ao Corolario antecedente.

Corolario 3.1.10. Seja G = g(x1,y1;m,n,m — 1,s) um grupo metaciclico finito nao

cindido.

— Suponha que k = 1:
(1) Se21s ou sed| s, entao:

(i) [G,G¥] = (u,v,w,z | ul™ =1, 0m2m=2) — ] " =1, mosm=20()) — 1 [u, w] =1,

_(m72)2 n
uEm(mfl,n) — 5 2 (2)7 uflz

JEmln—im) _ ot 52 (7).

[u,v] = [u, z] = [v,w] = [v, 2] = [w, z] = 1).
(1) GAG = (a]|a™Em=1n)9) — 1) onde @ = uA(G).
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(i) M(G) = (| @ mBalm=1m9) — 1} onde G := uTm2 A(G).
(2) Se 2| s, entao:
(i) [G,G?] = (u,v,w,z | ul™?) =1 pm2m=2) =1 " =1 (4 '2)* =™ 2 u® = 0>,

Z(m,s,m—Q,o’(yl)) _ 1’ uEm(m—l,n) — 5 (m—22)2 (g)j [u’ U] _ [u7 w] _ 1,

(uflz)Em(men) - US‘*‘@(Q), [u, z] = [v,w] = [v, 2] = [w, 2] = 1).

(i) G AG = (@ | a™Enm=1n)s) — 1) onde @ == ulA(G).

(mEm(m=1,n),5) — 1), onde u := uﬁA(G).

— Suponha que k = 2:
(3) Se21s ou sed|s, entao:

(i) [G,G?] = (u,v,w,z | u™?) =1, pm2m=2) — 1 42 =1 Fmsm=2W1)) — | [y 2] =1,

m—2)>2
uEm(mfl,n) _ 'US_( 5 ) (g

n

),w = (u'2)* =, [u,v] = [u,w] =1,

—1_\Em(m—1,n) S+M(")
(utz)=m M= 2 ) u, 2] = [v,w] = [v, 2] = 1,).

(1) G A G = (@ | um™E=m=Lm)s) — 1) “onde @ = uA(G).

(i1) M(G) = (| @ = mEa(m=1m)8) — 1) onde G := umm D A(G).

(4) Se 2 || s, entao:

(i) [G,G?] = (u,v,w,z | u™>) =1, 0™ =1,[w, 2] = [u,w] = [u, 2] = [v,w] = [v,2] =1,

wv" = w" = (u 'z

Ep(m—1m) _ U5_<m52)2 (g)’v(mg(mf@) =1,

L2)3p2 M, () Em(melm) — et 5 ()

Z(m’s’m72’o/ (yl))

[u,v] = 1).

=1,u

(i1) G AG = (a | a™Enm=1n)) — 1) onde u == uA(G).

(i) M(G) = (| @ mBam=1m9) — 1} onde G := uTm2 A(G).

Na particularizagao de m impar, segue um Corolario decorrente do Teorema B, ana-

logo aos supracitados cuja demonstragao sera omitida.

Corolario 3.1.11. Seja G = g(x1,y1;m,n,r,s) um grupo metaciclico finito, nao abeliano

e nao cindido com m impar. Entao:

(1) [G,G?] = (u,v,w, 2 | (M Em(ro(y1)).sk) _ 17v(mﬂ’—1) — 1. (@' (@1):0" (y1),8k, B (r0’ (1)) — 1,

-1 )Em (r,n)
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(i) GAG = (a | a™E=rms) = 1) onde @ = uA(G).

(m,r—1)

(i) M(G) = (u|a = mEnms) = 1) onde @ := w0 A(G).

Para finalizar, temos o Corolario que identifica as se¢es (abelianas) do grupo v(G)
para o grupo metaciclico finito, nao abeliano e cindido G' = g(a, b; m,n,r,0):
Corolario 3.1.12. Seja G = g(x1,y1;m,n,r,0) um grupo metaciclico finito nao abeliano.
— Suponha que r #m — 1:
(1) Se m € par, entao:
(1) G, G¥] = (0,10, | oM30-1) 1,y — 1, gmaBnlem) _ 1 sfme-LoBntro) _ .
[u,v] = [u, w| = [u, 2] = [v,w] = [v, 2] = [w, z] = 1).

(i) GAG = (a|a™F"") =1) onde 4 := uA(G).

(m,r—1)

(iid) M(G) = (a|a = "Fnm) = 1) onde @ := uGr1A(G).

(2) Se m é impar, entao:

(i) [G, G = (u,v,w,z | vmr=D =1 plmr=tmBmrn) — g g (mEn(rm) — 1 Ty 2] = [v, 2] = 1,
w" = L [U,U] = [u7w] = [U’u Z] = [U7w] = 1>

(i) GAG = (a|a™F"m) = 1) onde @ = uA(G).

(i) M(G) = (@ | @ " mEnrn) = 1) onde @ := w0 A(G).

— Suponha que r =m — 1:

(3) Se m € par, entao:

(i) [G,G¥) = (u, 0,0, | w" = 1,pm2m=2) _ 1 slmm=2nEnlm=to) _ 1 [y u] = v, 2] = 1,

m,Em(m—1,n)) _ 1, [w, z] = [u, z] = [u,w] = [u,v] = 1>~

u

(i) GAG = (a|a™Pm=tm) = 1) onde @ := uA(G).

(i) M(G) = (@ |a"™™ 2 =1), onde @ := uTDA(G).

(4) Se m é impar, entao:

(i) [G,G?] = (u,v,w,z | w" = 1,uMmEPnm=1n) — 9 1y 9) = [v,w] = [v,2] = [w, 2] =1,
v=1z2=1[u,w] =[u,z] =1).

(i) GAG = (a|a™Erm=tm) = 1) onde @ := uA(G).

(ii)) M(G) = (u|a™™? = 1), onde @ := uT3A(G).
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O seguinte Corolario nos d4 uma apresentagao do grupo 7(G), se¢ao do grupo v(G)

para um grupo G metaciclico finito, nao abeliano, além de dar sua identificacao:

Corolario 3.1.13. Seja G = g(x1,y1;m,n,r,s) um grupo metaciclico finito e nao abeli-

ano:

(1) Se s > 0, entao:

7(G) = (w1, g1, 2, y0,u | 2" = Lay = 1Ly} = af,yy = a3, [v1,51] = 277", [0, 2] = 257,
(21, yo] = w, u™Emms) — 1 gt — 72 — g ¥t = u¥2 = "),
= (O X Co X Con, B r00)).5)) 1 (Co) X Co))s
onde “ |7 denota o produto semidireto parcial.
(2) Se s =0, entao:
7(G) = (w1, g1, 2, y0,u | 2 = Lay = 1Ly} = af,yy = a3, [v1,51] = 277", [0, 2] = 257,

(21, y2] = w, u™Em M) = 1 4 = %2 = g ¥ = w2 = "),

= (O X Coy X Cin, g (rin))) | (Coy X Coy)-
Demonstra¢ao. Faremos apenas a demonstragao do item (1) para o caso satisfazendo o
Teorema A (i).
Sejam H = (x1,22,u) e K = (y1,y2) subgrupos do grupo 7(G) = v(G)/A(G).

Para o grupo G = g(z1,y1;m,n,r,s) no Teorema A, temos v(G) dado por:

v(G) = (w1, 91, T2, Yo, w, v, w, 2 | 2" = Lag = 1y = af, g5 = a3, [z, 1] = 277},
(22, o] = 2570 [0, 0] = w, [0, 2] = [yl7y2] =
o) = w0 = 1, () Pl = 5 <°““‘“>
W En(ron) — = TG (W) (o @)l () s B (r0 () _ 1

p(m:2(r=1), (5) =) _ LuEm(r,n) _ Us_<r—21>2 (g)7u(m,sk) =1,

1 _
ubt = b2 = ()= D u® =™ = w" L uf = w”,

_ (r— )2 n
w=(ut2)*, (uty) Bmn) = 5t b (2),(v,w,z centrais)).

Pelas relagoes definidoras do grupo v(G), temos que v = w = z = [u, x1| = [u, 5] =
umEn(rm)s) — 1 modulo A(G) e 27 = 2 = 1. Logo,

H= Cm X C’m X C(m,Em(r,n),s) € K= C1o(b) X C(o(b)
Ainda das relagoes definidoras do grupo v(G), temos que:
(@) =af =y, 2yt =2t = o, (23)” = a5 = y5",
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Y2 __ ur S\y2 __ ..8,,8
P = mu, xy' =z, (27)¥? = ziu’.

Ou seja, HNK = M, M = (y{) = (x}), normal em H. Portanto, 7(G) = H | K, onde

“]” & o produto semidireto parcial.

A demonstracao da identificacao do grupo 7(G) nos outros casos é analoga. [

Em 1970, Wamsley [[43], Lemma 1] mostrou que grupos metaciclicos finitos da forma
G = g(a,b;m,n,r,s), com s > 0, possuem multiplicador de Schur ciclico cuja ordem
depende da quadra (m,n,r,s). Rocco [[32],§3.4], em 1994, bem como Wamsley, calculou
a ordem do M (G) de um grupo metaciclico finito G, ndo cindido, a partir de um conjunto
gerador para o quadrado tensorial nao abeliano, moédulo A(G). A ordem entao calculada
por ambos coincide com a apresentada nos Corolarios 3.1.11 e 3.1.9 pois, pelo Lema
3.1.1, temos que

la, b%]*, a, b“O]Em(’"’") e A(G).

E(rm).s)? independente da paridade dos inteiros m e n.

Logo, M(G) = Clnrn,,
Beyl [[5], pagina 147, §5| classificou os p-grupos metaciclicos de Schur, a menos de
isomorfismo. Ou seja, classificou os p-grupos metaciclicos que possuem multiplicador de

Schur trivial. No mesmo artigo, Beyl mostrou que grupos do tipo
(a,b|a™ =1,0" = G0, a® = a")

possuem multiplicador de Schur trivial. Novamente, com os argumentos dos Corolarios
3.1.11 e 3.1.9 juntamente com o Lema 3.1.1, obtemos

M(G) = C ) =1.

m (mvE’m(Tvn)vﬁ)

As se¢oes abelianas do grupo v(G) para grupos metaciclicos finitos, nao abelianos, G =
g(a,b;m,n,r 0), descritas por Johnson, D .L., [[10], (16) Proposition| quando m é par, bem
como as descritas por Brown, R., Johnson, D .L. & Robertson, E. F., [[10], Proposition 15],
quando m é impar, ambas obtidas a partir de uma abordagem por bideriva¢ao, coincidem

com as que obtivemos no Corolario 3.1.12.

O calculo das ordens de um conjunto gerador para o grupo [G,G?] quando G =
g(a,b;m,2,m—1,0) ja havia sido feito por Brown, Johnson & Robertson [|10], Proposition
12|, quando m é par e m é impar, cujas ordens coincidem com as calculadas no Corolario
3.1.8 (i) de (3) e (4). A estratégia usada por eles foi considerar o grupo diedral D,,, como

a extensao central do grupo dos quatérnios generalizado Q,,.

Cabe frisar que uma das técnicas utilizadas até entao para o calculo de objetos algébri-

cos, como o quadrado tensorial nao abeliano, consistia da construcao de uma biderivagao
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ou ainda, na verificacao das ordens de cada um dos elementos geradores a partir das pro-
priedades do grupo. Esta ultima técnica foi utilizada por Brown, Johnson & Robertson
[[10], Proposition 13| e Johnson [[23], Proposition 16|, por exemplo. A vantagem da téc-
nica apresentada neste trabalho é que conseguimos a identificacao de tantos outros objetos
algébricos de interesse em outras areas da Matematica. Ou seja, a partir da investigacao
de cotas para as ordens dos elementos de um conjunto gerador para o quadrado tenso-
rial ndo abeliano, vendo [G,G¥] =2 G ® G como subgrupo normal de v(G), foi possivel
obter relagoes cruciais para a geracao do mesmo e de suas secoes. O interesse algébrico
e computacional na obtengao do nosso principal objeto de estudo, o grupo v(G) de um
grupo dado G é que, além de suas secoes relevantes, este herda as propriedades do grupo,
sendo também policiclico (logo computavel), uma vez que o grupo dado inicialmente seja

policiclico ou solavel finito.

Para os exemplos a seguir, nos preocupamos em calcular os grupos v(G), (G, G¥], GAG,
M(G) e 7(G) de um grupo metaciclico finito G seguindo a propria literatura disponivel.
O tnico Exemplo aleatoriamente escolhido tem interesse tedrico e computacional por ter
sido feito no sistema GAP [18]:

Exemplo 3.1.14. Para o > 2, quatérnio generalizado G = g(x,y;2%,2,2% — 1,2°71)
possui o' (x) = (2%,2) = 2, o(y) =4 e o' (y) = 2, como calculamos no Exemplo 2.1.7.

Considere G = g(x,y;2t,2,2t—1,t), t > 1, cuja apresentacao foi dada por Carmichael

[[11], paginas 181-182]. Parat =2, o grupo G ¢ o quatérnio generalizado supracitado.

O wvalor de k é:

independente da paridade de t.

Suponha que 21t ou 4 | t. Entao, pelo Coroldrio 3.1.7, v(G) é dado por:

(@9, 2%, 9% w0, w,2 | 2 =1, (29)" = 1Ly* =", (y°)° = (@), [, %] = (%),
1
=1,

U(2t,2(2t—2),(;)(2t—2)) _ 1,w4 —1, B2 (20-1.2) _ U27t7 2,y = x2t72’

o 1 (=1)(2t_2 P _ _
W= v = 21, ) = " = 2 22-22)

Eoy(2t—1,2) 3t—2 , E2¢(2t—1,4)

— 32y 12(1—t)

ut = w? = (u’lz)t, (u’lz) =0 ,

)Egt(Qt—l,él) — 201 (

(u'z v, w, z centrais)),
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cujas secoes abelianas sao dadas pelo Coroldrio 3.1.10:

G, G?) = (u,v,w, z | u** =1, p(262021-2),(3) (21-2)) Luw*=1,[u,w] =[u,2] = [v,2] =1,
o2
w = w? = (u ) u = ot~ 57 [z, w] = [v,w] = [u,v] =1,
,(26,,26-2,2) =1, (u" Z)E2t(2t 14) _ 6%7

(2t—2)2 2) _ (2—2t)2
(u 2)2 ot ,UEQt(Qt 14) _ U672 >

GAG={(u|u" =1).

O grupo M(G) é sempre trivial, sequndo a tabela dada por Brown, Johnson €& Robert-

son |[10], paginas 96 — 97|, que coincide com a nossa apresenta¢do

(2t,2t=2)

MG)=(u|u 2 "=1)=1,

com u = u@tgﬁA(G).
Ja o grupo 7(G) € dado por:
7(G) = (v,y,2%y%u|2* =1,(2%)" = Ly* = 2', (y¥) = (2¥)*, [2,y] = ¥,
[fﬁj ysﬁ] — ($<p)2t—2’ [x’ycp] — u,ut _ 1’ u® = uxv —u,

w =u?" =ut)

2 (Cy x Oy x Cy) ] (Cy x Cy),

pelo Coroldrio 3.1.13.

Para finalizar, suponha que 2 || t. Entao, pelo Coroldrio 3.1.7

2t 2t 2 _ .t _2t2 2t—2
<$1,y1,£€2,y2,u,1},w,2 ‘ Ty = 17$2 - 1ay1 - x17y2 1‘2, [xlayl] Ty [:U27y2] =Ty )
-1 2t
[21,12] = u, [21, 2] = v, [?Jhyﬂ =w, [y, 1) =u 2z, u” =1,
_ (2t—2)2 2)
p(26:2(2t-2)) _ —1, wh = — 1,02 = ot™ ’Z(Zt,t,2t 2,2) _ —1,

2t—1
- 2t—2 - -
WY = b2 = 21, () et-2) U = = 2 g = g2

Y

B2 2t-14) _ | 3(2-20)2 w? = (u ) (y ) = UH%7
(u™l2) Pl — 32 (o centrais)).
cujas secoes abelianas sao dadas pelo Coroldrio 3.1.10:
(G, G¥] = (u,v,w, z | u* =1, pP22=2) — 1 gt = 1 M = w? = (u=tz)t 0?2,
u* = Ut_@tf) s, 2] = [v,w] = (v, 2] = [w, 2] = [u,v] = [u,w] =1,
SR0620-2.2) 1 Ban(2-14) _ U3(27m)27 (0 Lz)Bar(2t-14) ,US(m72)2’

(u_lz)Qt _ /Ut+ (QtEQ)Q >‘
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GAG=(u|u" =1)e

(2t,2t—2)

M(G)=(@m|u + =1)=1, comu:= uﬁA(G),

Por fim, pelo Coroldrio 3.1.13,
H6) = (ot yfu | = L@ = Ly = () = @) o) = 2,
(22,97 = (%) u = [z, %] u’ = Lu® =u”" =,
w = v =ut)
= (Cy x Oy x Cy) ] (Cy x Cy).

Exemplo 3.1.15. O grupo diedral finito G = g(a,b;m,2,m — 1,0) do Exzemplo 2.1.8

possui o' (b) = o(b) =2 e, d'(a) =1, se m € impar e o'(a) = 2, se m € par.

Se m é impar entao, pelo Coroldrio 3.1.8, v(G) ¢é dado por

{a,b,a®,b% u,v,w,z | @™ =1,(a®)" = 1,6> = 1, (b*)* = 1,[a,b] = a" %, [a%,b?] = (a*¥)™ ",
la, b¥] = u, [a, ] [b b7 = w,[b,a?] = utz,u™ = 1,w* = 1,
(mm 2) _ 1 _ uvm—2’ Ub _ ub‘ﬂ _ um—lv(m72)(m;1)

)

z=1, (v,w,z centrais)).
As segoes abelianas do grupo v(G), baseadas no Coroldrio 3.1.12, sdo:
[G Gw] <UU’LUZ|U 1,'U:1,’LU2:1,Z:1,[U,7QU]:1>,

como Brown, Johnson & Robertson [[10], Proposition 14| jd haviam demonstrado. Ade-

mais,
GANG=(u|u™=1).
M(G) = (@ | @™ =1) =1, onde @ := uTm=3 A(G).
Como se¢ao nao abeliana, o grupo v(G) possui o grupo T(G) cuja apresentagio é:
7(G) = {a,b,a?,b?,u | a™ = 1,(a?)™ = 1,b* = 1, (b*)* = 1, [a,b] = a2, [a®, V7] = (a®) 2,
u = [a,b?],u™ = 1,u" = u” =u,u’ =u” =ut)
~ (3 ]2,

Se m € par entao, pelo Coroldrio 3.1.8,

{a,b,a? b?u,v,w,z | a™ =1,(a®)" = 1,b" =1, (b*)" = 1, [a,b] = a™ 2, [a®,b?] = (a¥)" 2,
la,b%] = u, [a,a?] = v, [b,b¥] = w, [b,a?] = vz, 0™ = 1
w?=1,22=1,u" = u® = w2 ub = ¥ = " Lpm(""),
u™ =1, (v,w,z centrais)),
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e dai, seque pelo Coroldrio 3.1.12,
(G, G?) = (u,v,w, z | u™ = 1,0™2M=2) =1 0?2 =122 =1, [u,w] = [u, 2] = [v,w] =1,
[U,U] = [’U,Z] = [U},Z] = 1>7
como havia sido verificado por Brown, Johnson € Robertson [[10], Proposition 14|. Mais
ainda,
GANG=(u|u™=1).
M(G) = (u|u®=1).
E por fim,

7(G) = {(a,b,a?,0%,u | a™ =1, (a®)" =1, b =1, (b“”)2 =1,[a,b] = a2, [a?,b%] = (a“”)’Q,

~ (3] O3

Exemplo 3.1.16. O grupo semi-diedral (ou quasi diedral) G = g(x,y;2"1,2,27% — 1,0)
possui o' (y) = o(y) = o'(x) = 2, para todo t > 3.

Pelo Coroldrio 3.1.8, uma apresentacao para o grupo v(G) € dada por:

1

= 1’ (xw)2t71 = 17y2 - 17 (y‘P)Q - 1a [Can] = $2t72_2,u2t71 = 17

x, 2% = v,y x¥] = utz,

2t—
<l’,y, :BSO?prv u, v, W,z | Z

[,y = u, [2%,97) = ()" 2,

t—1 t—2_ @ t—2_
(271,2(2 2)) —_ 1’w2 — 1’ 22 = 17ux =yt = u/UZ 2,

Y7, y%] = w,v

uy — uy‘? _ u2t72_1v(2t—272)(2t2_2)7u1+2t71 _ U(2*2;_2)27
—1 1+2t—1 . (2t72_2)2 .
(u™z) =v 2 , (v,w,z centrais)),
Novamente, pelo Coroldrio 3.1.12, temos:
G, G?] = (u,v,w, z | w2 = 1,0@ 2T 2 2 = 1)(272;_2)2,22 =1,w% =1,
-1 2t72 (2t72_2)2
(u™z) =v 2 u,w]=u,z] =[v,w]=vz]=1,
[u,v] = [w, z] = 1).
GAG=(u|a® " =1).
M(G) = (a|a® ¥ =1).
E, para finalizar, pelo Coroldrio 3.1.13,
Q) = (zy,a%y?u|2® =1, =19 =1,°) =14 =1)

I

C3.,]C2.
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Exemplo 3.1.17. Considere G = g(a,b;16,2,15,8) um grupo abstrato aleatério onde
o'(a) =2, o(b) =4 e d'(b) =2. Com a ajuda do GAP 18], vamos verificar as ordens do

congunto gerador do quadrado tensorial nao abeliano.
Primeiramente, consideramos uma apresentacao policiclica para G:

gap > f := FreeGroup(2);;

gap >x:=f.1;;y:=£.2;;

gap > Ri= [£¥%,y2/x%, 7 ;.

gap > h := £ /R;; Defini¢ao do grupo

gap > j := Image(IsomorphismPcGroup(h));;

gap > g := Image(IsomorphismPcpGroup(j)); Aplicacdo que torna o grupo policiclico
gap > nag := NonAbelianTensorSquare(g); Cdlculo do quadrado tensorial nao abeliano
Pcp — group with orders [2, 2, 2, 2, 2, 4]

gap > neg := NonAbelianExteriorSquare(g); Cdlculo do quadrado exterior

Pcp — group with orders [2, 2, 2]

gap > delta := Kernel(NonAbelianTensorSquareEpimorphism(g)); Grupo A(g)
Pcp — group with orders [2, 2, 2, 4]

gap > alpha := NonAbelianTensorSquareEpimorphism(g);;

gap > gamma := Range(alpha)!.epimorphism;;

gap > mu := Kernel(alpha x gamma); Grupo u(g)

Pcp — group with orders [2,2,4]

gap > IsomorphismGroups(delta,mu);

[g14,g15,g16]— > [gl14,g15, g16]

gap > AbelianInvariantsMultiplier(g); Grupo M(g)

[ ]

gap > nug := NonAbelianTensorSquarePlus(g); Grupo v(g)

Pcp — group with orders [2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2 2 2 2 2 4]

gap > AbelianInvariants(nug);

2, 2, 2, 2]

Para evidenciar o fato de que a ‘resposta’ dada pelo GAP do grupo A(G) sao os
invariantes abelianos e nao as ordens efetivas dos elementos geradores, confirmaremos

nossas cotas a partir da defini¢ao (formal) do grupo v(G):

gap > f := FreeGroup(4);;

gap >a:=f.1;;b:=£.2;;x:=£3;;y:=£.4;;

gap > rel := [a'® a%/a'® x'® x¥/x'® b*/a® y?/x®, Comm(x,a)*/Comm(x*,a®),

> Comm(x, a)*/Comm(x*, a*), Comm(x, a)® /Comm(x’, a°),
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gap > g = f/rel;;
gap > AbelianInvariants(g);

2, 2, 2, 2]

gap > Order(Comm(g.1,g.3));

8

gap > Order(Comm(g.2,g.4));

8

gap > Order(Comm(g.1, g.4) * Comn(g.2, g.3));
4

gap > Order(Comm(g.1,g.4));
8

Observe que

B m  2[s,r —1] n[s,r —1]?
"= (<m,s>’ (mys) " (ms)?

o — 1, En(r, o(b))) — 2.

A partir da téecnica usada no Teorema A, daremos uma apresentacdo para o grupo

v(G), verificando também que o grupo abeliano A entao definido é isomorfo ao grupo

G, G¥]:

Seja A o grupo com a sequinte apresentacao

(w,v,w,z | u'® =10t = 1L,w' =1,22 = 1,u® = w? (v '2)® = w? u'® = v,
(a1 2)16 = 106 (3616 — =588, =1,)3616 _ 588
[u,v] = [u, w] = [u, 2] = [v,w] = [v, 2] = [w, z] = 1).

Defina f : G — Aut(A) como no Teorema A e, nao dificil ver que o grupo H,

extensao de A por G, terd a sequinte apresentacao:

<a’ b,u,v,w,z | a16 = 1>b2 = a8> [CL?b] = CL14, [aabw] =u, [aa a(p] =, [b, &SO] - Uilz,ulﬁ = 1,
b? b¥] = wt =1 wt =122 = 1,u% = w't, ub = u15vl4(125)’u16 _——

106 3616 _

U8 — w2’ (uflz)S — U)2, (u712>16 =10 gy 7588’ (u712>3616 — ’0588,

v

(v, w, z centrais)).
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Por fim, a partir da aplical¢ao € : G¥ — Aut(H), induzida de f, temos uma extensdo
K de H por G¥ dada por:

(0,b,a%, 6, w, 0,0, 7 | a'® = 1,(a%)10 = 1,52 = a¥, (%) = (a°)", [0, ] = @', [a*, 9] = (a*)",
[a,b%] = u,[a,a?] = v, [b,a?] = u 'z, [b%,0¢] = w,u'® = 1,u'0 = v,
vt =Lw!t =122 = 1,u = u” = w' ub = v = w0 P = w?,
(u12) = w?, (uL2)16 = 106 ;3616 — (=588 (y=1,)3616 _ 588

(v, w, z centrais)),
que coincide com a proposta do grupo v(G) do Coroldrio 3.1.7, item (iii).

Para finalizar, verificaremos o isomorfismo (computacional) entre o grupo A e o grupo

G, G¥]:

gap > f := FreeGroup(4);

gap >u:=f.1;;v:=1£2;;w:=1£.3;;z :=£.4;;

gap > 1 = [u'®,v4 wt, 22, uf /i?, W (% 2)8, ul fu 0, (u x z)16 /108 3616 58
(u™* % 2)%%'® /v°®8 Comm(u, v), Comm(u, w), Comm(u, z), Comm(v, w), Comm(v, z), Comm(w, z)]; ;
gap > nagg := £/r;;

gap > IsomorphismGroups(nagg, nag);

(174 f2° % £3 °x£f.4° £.17 £ 2% x£.372%x£4% £4 f1 ' % £.2%£37 1 xf.4]—
g.13%xg.14 % g.15 % g.16 x .18, g.13 x g.15 * g.16° % g.18,g.13 % g.16 * g.18,

g1l *g14+g15%g.16° x g.19].

Este dltimo Exemplo checa, computacionalmente, as apresentacoes dos grupos v(G)
e |G,G?] para G = g(a,b;16,2,15,8). Para verificar as outras segoes do grupo v(G), o

trabalho ¢ semelhante.

3.2 Grupos Metaciclicos Infinitos

Como fizemos na segao anterior, baseado nos resultados obtidos no Capitulo 2 a
respeito dos grupos metaciclicos infinitos, G = g(a,b;m,n,r), nos propomos a dar uma
apresentacao para o grupo v(G) a partir do célculo de uma cota para as ordens dos
elementos [a, b¥], [a,a?], [b,07] [a,b?][b,a?] e as relagbes entre eles em v(G). O fato do
grupo G ser uma extensao cindida garante que a cota estabelecida para o conjunto gerador
supracitado seja sufuciente para gerar o grupo v(G), juntamente com as conjugacoes dos
geradores de GG sobre o tal conjunto. Como consequéncia, encontramos apresentacoes para
suas secoes abelianas [G, G¥], GAG, u(G) e M(G), bem como a se¢ao 7(G) = v(G)/A(G),

que podem ser vistas no diagrama (1.7).
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Cotas para as ordens dos elementos de um conjunto gerador do quadrado tensorial nao
abeliano para um grupo metaciclico infinito, nao abeliano, foram calculadas por Beuerle
& Kappe [[3], Proposition 4.2] e verificadas nos Teoremas 4.3 e 4.4 do mesmo. Em seu
trabalho, Beuerle & Kappe definem uma func¢ao no conjunto gerador supracitado envol-
vendo suas supostas ordens e mostram que ela é uma biderivacao e que, portanto, as cotas
sao de fato ordens dos elementos em G ® G. Como aplicacao, eles obtém os grupos G AG,
1(G) e M(G). Nesta secao, além de obtermos os mesmos grupos a partir da apresentacao
do grupo v(G), faremos o mesmo para o caso em que o grupo GG é abeliano, caso nao

considerado por Beuerle & Kappe:

Proposicao 3.2.1. Seja G = g(a,b;m,n,r) um grupo metaciclico infinito.
(1) Se G = g(a,b;m,0,r), entdo:
(i) [a,a®] tem ordem dividindo (m,2(r — 1));
(17) [b,b%] tem ordem infinita;
(i) [a, b¥][b, a?] tem ordem dividindo (m,r —1);
(iv) [a,b?] tem ordem dividindo m.
(2) Se G = g(a,b;0,n,—1), entao:
(1) |a,a?] tem ordem dividindo (n,4);
(17) [b,b%] tem ordem dividindo n;
(i) [a, b¥][b, a?] tem ordem dividindo 2;
(

iv) [a,b?] tem ordem infinita.

(3) Se G = g(a,b;0,n,1) é abeliano, n > 0, entao:
(i) [a,a®] tem ordem infinita;
(1) [b,b%] tem ordem dividindo n;
(i) [a, b¥][b, a?] tem ordem dividindo n;
(

iv) |a,b?] tem ordem dividindo n.

Demonstragao. (1) Considere G = g(a, b;m,0,r). Pelo Lema 2.2.4, sabemos que o'(a) =
(m,r —1) e o' (b) = o(b) ¢ infinito.
(1) O Lema 1.7.10 (vi) nos garante que o([a,a?]) | (¢'(a)?,20(a)). Como

1= [amvaw] = [CL, (a’m)@] = [a,acp]m
segue que [a,a?] tem ordem dividindo (m,2(r — 1), (r — 1)?). Por outro lado,
la,a?]” = [a”, (a")7] = [a*, (a")*] = [a,0?]" = [a, a?].

Ou seja, [a,a?]"™ = 1. Como (r — 1) +1—1% = —2r +2 = 2(1 — 1), segue que [a, a¥]
tem ordem dividindo (m,2(r — 1)).
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(i1) Segue do fato de o'(b) nao ser finito, pelo Lema 1.7.10 (vi).
(¢73) O fato da ordem o(a) = m implica em
1=[a™ 6] = [a,b°]"[a,a?](3)D
_ [a/’ b¢]m[am7 a(p] (mflg(rfl)
= [aa bcp]m’
pois ou m é par, implicando em r — 1 ser par, ou m — 1 é par.

(iv) Pelo Lema 1.7.10 (v), temos que [a, b¥][b, a¥] tem ordem dividindo (o'(a), o’ (b)) =

(m,r — 1), ja que o'(b) ¢ infinito.
(2) Suponha que G = g(a,b;0,n,—1).

Pelo Teorema 2.2.2, temos que n é par. Ja pelo Lema 2.2.4, o'(a) = (0,r — 1) =2
e o'(b) = o(b) = n.
(1) Observe que [a,a?] tem ordem divindo (0'(a)?,20'(a)) = 4, pelo Lema 1.7.10 (vi).

Por outro lado,

L= [0, (0")7] = [0, %)% a, 0722 () (3.14)

pois Eo(—1,n) =1+ (—1)

(1) Do Lema 1.7.10 (vi), temos que o([b, b%]) | (2n,n?) = 2n, pois o/ (b) = n e n & par.
Por outro lado,
1=1["b%] = [b,b%]",

ja que o(b) = n. Portanto, segue que o([b, b¥]) | (n,2n) = n, como queriamos demonstrar.

(44i) Suponha, por contradicdo, que existe k € Z, tal que [a,b?]" = 1. Entdo, pela

aplicagao derivada, p' : [G,G¥] — G’, temos que
1= 0'([a,b°]") = p([a,b°])" = [a, ]

O que é um absurdo pois G’ ¢ infinito. O fato de 1 = [a, (b¥)"] ndo influencia na ordem

de [a, b?], como pode ser visto na equacao (3.14) do item (2)(i) acima.
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(iv) Pelo Lema 1.7.10 (v), temos que o([a, b?][b,a%]) | (¢'(a), o’ (b)) = 2, pois n & par.
(3) Se G = g(a,b;0,n,1) é abeliano, temos o'(a) infinito e o'(b) = o(b) = n, n > 0.

(i) Do item (v) do Lema 1.7.10, temos que [b, b?] tem ordem dividindo (2n,n?). Por
outro lado,
1 =[b",b%] = [b,b?]"

implicando em o([b, b?]) | n.

(27i) Pelo item (iv) do Lema 3.0.1, temos que

1 = [a, (b")?] = [a, b?]Fotm) [a,aw](l—l)Z?;J (%)

onde Ey(1,n) = n. Portanto, segue o resultado.

(iv) Para finalizar, pelo Lema 1.7.10 (v), temos que [a, b?][b, a?] tem ordem dividindo
(0(a), d(1)) = n. a

A partir da investigagao de cotas para as ordens dos elementos de um conjunto gerador
para o grupo [G, G¥] quando G é um grupo metaciclico infinito, é possivel identificar que
nao existem relagoes entre poténcias dos elementos do mesmo. Isto era de se esperar,
uma vez que o grupo G é sempre cindido. Assim, baseado na Proposicao 3.2.1, estamos
aptos a propor uma apresentagdo para o grupo v(G) quando G é um grupo metaciclico

infinito:
Teorema C Seja G = g(x1,y1;m,n,r) um grupo metaciclico infinito.
(1) Suponha que m > 1, n =0 e r # 1, entao uma apresentagao para o grupo v(G) é:
<ZE1, Y1, T2,Y2,U,V, W, 2 | 'T'in - ]-)x;n = ]-7 [xla yl] = xq_la [1‘2792] - x§_17 [xbyQ] = U,
(21, 22] = v, [y1, 2] = w, [y1, 22| = UilZ,Um = Lv(m’z(r*l)) =1,
2Tl =y = ™ = g u? = u¥? = urv(;)(’ul},
(v, w, z centrais)).
uponha que m =0, n > 1 e r = —1, entdo uma apresentagao para o grupo v é:
9) Suponh 0,n>1 1, entd ; Y
<I’1, Y1, 212,Y2, U, V,W, 2 ’ y? = 17 yg = 17 [xhyl] = II2, [xQJ yQ] = I;2, [Ila y2] =u,
[;131,1'2] =, [y17y2] =w, [Z/1>ZU2] = u—lz’v(n,ll) = 17wn = 1722 = 17

T2 -2

= =w 3 u¥ = u”? =u v ? (v,w, 2 centrais)).

u™t =
(3) Suponha que m =n =0 e r = 1, entdo uma apresentagao para o grupo v(G) é:
<$1;yla$27927uav,w72 | ?J? = 1793 = ]-a [xlayl] = 17 [IQ’yQ] = 1’ [xlva] = u, [.Tl,.l’g] =,

1, 2] = w, [y, 2] =u 'z, u" =1,2" = Lw" =1,

(u,v,w, z centrais)).
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Demonstra¢ao. Provaremos primeiramente que o grupo v(G) é uma imagem homomorfica
de M, dado pela apresentacao do item (7). Para isso, usaremos a estrutura de v(G) =
(Y(G) G) G?¥ conforme Proposigao 1.7.5 (ii) onde G = (a,b) e G¥ = (a?, b%).

O grupo T(G) é abeliano gerado pelos elementos [a, b?], [a,a?], [b,b%] e [a, b¥][b, a*].
Entéao, pela Proposicao 3.2.1 (pagina 96), vemos que T(G) é uma imagem homomorfica

do grupo abeliano A definido por

(u,v,w, z | u™ = 1,020 =1 =1 — 1 Ty o] = [u,w] = [u, 2] = [v,w] =1

[v, 2] = [w, 2] =1).

As relagoes de M; nos levam a considerar a aplicacdo f : G — Aut(A) definida nos

geradores, pondo:

a — al A A b — b A A
u— (w)a! = wwY u s (u)bl = w1
v (v)al =0 v (V)b =
w i (w)a' = w w— (w)b = w
2 (2)af =2 2z (2)f =2

Afirmagao 1: A aplicagdo f determina um homomorfismo de G em Aut(A).
Serao necesséarios 3 passos para a demonstracao da Afirmacao 1:
Passo 1: a’ e b’ se estendem a homomorfismos de A.
Precisamos mostrar que as aplicacoes a’ e b’ preservam as relacoes de A.

As aplicacoes o’ e b/ fixam os elementos v, w e z. Desta forma, ¢ suficiente analisar

as relacoes de A para a aplicacdo a’ nos elementos uv" ™! e (u_lv_(’"_l))z e, os elementos

WD) ¢ (u”"v_(”_l)@)z para a aplicacio b’. Lembre-se que [u,v] = [u,w] = [u, 2] =
[v, 2] = [v,w] = [w, z] =1 em A.
Para a’:

(uvr—l)m _ umvm(r—l) -1

Para b’:
(urv(Tfl)(;>>m _ urmvm(rfl)(;) — 1

T -1 m T
((urv(r—l)(2)> Z) _ u—rmv—m(r—1)<2) S .

Logo, pelo Teste da Substitui¢ao (Proposi¢ao 1.2.9), a’ e b/ se estendem a homo-

morfismos de A.
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Passo 2: af e b/ sdao automorfismos de A.

O fato do grupo A ser policiclico portanto Hopfiano nos diz que é suficiente garantir
que a’ e b’ sdo epimorfismos (pagina 14).
Logo, basta verificar que
(w)al,v,w,2) = A= ((u)b',v,w, 2),
uma vez que os homomorfismos a’ e b/ fixam v, w e z.
r—1

Como {((u)a’,v) = (uv"™*,v), pela definicdo da aplicacio a’ e, (v, v) = (u,v),

visto que u = o™ Yo~ ¢ evidente que A = ((u)a’, v, w, 2).

T

Por outro lado, sendo (u)b’ = W VE) com m e r nimeros relativamente primos,

existem inteiros A e p tais que 1 = Am + pr, implicando em u = u*".

Logo,

(W™ DE))E = =) = =)
e, por analogia ao caso anterior, vemos que A = ((u)b’, v, w, 2).
Portanto, a’ e b/ sdo automorfismos de A.
Passo 3: a’ e b’ satisfazem as relacoes de G.

E suficiente analisar a’ e b’ aplicado em u € A, uma vez que ambas aplicacoes fixam

v,w e 2.
<u>[af]2 = (uvril)af —af auto. (u)af(vril)af = 'LLUQ(Til),
(u)[af]3 - (uv2(r—1))af =u/ auto. (u)af(UQ(r—l))af — 3D
Indutivamente,

(w)a’]® = u™Y,

para qualquer o € N. Em particular, para o = m, a identidade (u)[a’]™ = uo™" Y =y
implica em

[a/]™ = Id,.

@B = (@ = o (@) (D) = (o))
_ ur2UEm(r,2)(r—1)(g)
(w)[b]

(P DG =, () (0 D0DG))pf
(

urv(rfl)(@)TQ,UEW(T,Z)(rfl)(;) _ ur?’vEm(r,S)(rfl)(g)

Indutivamente, temos que

)P = o En 1)

Y
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para qualquer $ € N.

o(b)—1 . — — .
" ocorre pois b1 = v’ Dai,

@[ oal obf] = (((u) >) (.

(
:<r(7‘1) >[bf]
(

P (5 ))[bf]—l

A igualdade (u)[b/]™ =

ro® =1 B (ro(b)—1)(r— (5 ))7‘ r(r=1)+(r=1)(3)

= u” (%

o o(b) (r 1)( () m (r,0(b)— 1)"‘7""(;))

— ur,Ur(r—l) ’

pois

(r—1) <r (;) En(r,0(b) — 1) + 7+ (g)) = (r—1) Kg) (rEp(r,0(b) — 1) + 1) + r}
)

Mas n | o(b) e ™ =1 (mod m). Ou seja,

@) 00 0b] =o' = (Y = (u)[a’]"
Logo, [’ 'Joaf o b'] = [a’]".
Desta forma, concluimos que a e b/ satisfazem as relacdes de G, ou seja,

@™ =Ids, | oal o bf] = [o']".

Os Passos 1, 2, 3 e o Teste da Substitui¢ao (Proposi¢ao 1.2.9) nos garantem que a

aplicacao f se estende a um homomorfismo de G para Aut(A), como queriamos constatar.

Podemos entao formar o produto semidireto H = A x; G cuja apresentacao ¢ dada

por:

H = (a,byu,v,w,z | a™ =1,[a,b] = a1 um™ = 1,0m2=D) =1 0mr=D — 1 0 — =1,
[, 0] = [, 0] = [u, 2] = [, 0] = v, 2] = [w, 2] = 1,u’ = w0,
(v, w, z centrais)),

garantido pela Proposicao 1.6.10.

A agdo f de G sobre A induz uma aplicacao € : G¥ — Aut(H) dada por:
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a? — a*:H—H b — b*:H —-H
a > (a)a? == av a— (a)b?* == au
b (b)a® :=b(u'2) — (b)b¥ =
u— (u)a? = up" o (u)b¥e = urv(r (%)
v (v)a? = = (V)b =
w = (w)a® = w = (w)b% == w
2 (2)a¥ =z = (2)b% = 2

Afirmacao 2: A aplicacao e determina um homomorfismo de G¥ em Aut(H).

Com o mesmo procedimento usado na demonstracao da Afirmacao 1, serao necessarios

3 passos para a demonstracao da Afirmacao 2:
Passo 1: a*c e b¥ se estendem a homomorfismos de H.
Para isto, devemos mostrar que a*“ e b?° preservam as relacoes de H.

Como as aplicagoes a” e b*¢ fixam v, w e z de H, devemos verificar que as relacoes de

1, —(r—1)

H sio satisfeitas para os elementos av, b(u™'z), uv" ' e u v z de H, via aplicacao

T
a¥c e, para os elementos au, bw, v vV e v v D) via aplicacao b¥¢, sabendo que

[u,v] = [u,w] = [u, z] = [v,w] = [v,2] = [w,z] =1 em H:

Para a**:

Na equacao

temos (a*) = av™") de tal forma que a = (a*“)*
r—1)(r — 1) + r. Portanto, (av buTts — gryr D = Ty = (o)
(

Por fim,

(uvrfl)tw — uavrfl — (uvrfl)vrfl
(uvr—l)b(u_lz) _ ubvr—l _ urv(r 1)( )U r—1 _ (uvr—l)rv(r—l)(g)
jaquer —1=r(r—1)—(r—1)>2
Das relaces envolvendo uv™ ' e v o™ "Vz em H:
(UUT_I)m _ ,Um(r—l)um -1

((uvr—l)—lz)m _ U—m(r—l)u—mzm — 1.

Para b':

(au)™ =u"a™ = 1.
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Da equacao

obtemos (au)™ = (au)".

Além disso,

(urv(r—l)(;))au _ ur,vr(rfl)v(r—l)@) _ (urv(r—l)g)),urfl

)

jaquer —1+(r—12=r(r—1)e

T

(urv(T—l)(;))bw _ (UT”I)(T_I)G) )rv(r—1)<2) '

r

Das relacoes envolvendo wo™DE) e = VE) 2 em H:

(urv(r—l)(;>>m — oy r-1() — 1

<(urv(r71)(£))—lz>m _ u—rmvfm(rfl)(;)zm -1

Logo, pelo Teste da Substituigao (Proposigao 1.2.9), a*“ e b*“ se estendem a homo-

morfismos de H.
Passo 2: a¥¢ e b%° sao automorfismos de H.

Para verficar que ambos homomorfismos sao sobrejetores, devemos verificar que
((a)a*, (b)a™, (u)a”, v, w, z) = H = ((a)b*", (b)b”", (w)b”, v, w, 2),

ja que os homomorfismos a*¢ e b¥¢ fixam v, w e z.

1 1

Sabemos que ((u)a®‘,v) = (uv" ™", v), pela definigdo da aplicagdo a¥ e, (uwv" ", v) =

_ (r-1),,—(r-1) P
) ) - . )
(u,v), uma vez que u = uv" v Com um raciocinio semelhante, obtemos
<(a/)a<P€7 (b)aipe7 (u)CLwE?U? w7 Z> = <a7 b? u? U? w? Z>7

pois (a)a® = av, (b)a®* = b(u'z). Logo, H = ((a)a®*, (b)a*", (u)a**, v, w, 2).

T

Por outro lado, como (u)b%* = WG com (m,r) = 1, existem inteiros A e p tais

que 1 = Am + pr, implicando em u = u/".

Desta forma,

(urv(r—l)(g))u _ uurvu(r—l)(g) _ UUM(T—l)(g)

e, por analogia ao caso anterior, obtemos ((u)b¥‘,v,w,z) = (u,v,w,z). Novamente,

{(a)b®, (b)b?<, (u)b?*, v, w, z) = H, visto que a = auu ', b = bww™".
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Logo, a¥c e b¥° sao epimorfismos de H, uma vez que b¥° define um homomorfismo e
) )

sua imagem (au, bw, uTU(’"_l)@,v,w, z) < H gera H.

O grupo H = A x G é um grupo abeliano por metaciclico, finitamente apresentado e
portanto policiclico. Assim sendo (pagina 14), temos que os epimorfismos a?* e b¥° de H

sao automorfismos de H.
Passo 3: a” e b*° satisfazem as relacoes de G%.

Para isso, iremos analisar a*“ e b¥“ aplicado em a,b e u € H, uma vez que ambas

aplicagoes fixam v, w e z.
(u)[a‘pe]Q - (uvr_l)a(pe —a¥€ auto. (u)awe(vr_l)awe — U/UZ(T_l)a

(u)[a%]?) — (U,U2(r—1))a<ﬂ€ =qvc quto. (u)a“(vQ(T—l))a% _ uv3(r_1)'

Indutivamente,

(u)[awe]a — uva(r—l),
para qualquer o € N.
(a)[awé]Q = ((IU)CLLPE —a¥¢ auto. (a)a305<v)agoe = (I’UQ,

(a) [a““]3 = (an)a“D6 =,¢¢ auto. (a)a““(vQ)a“"6 = av’.

Indutivamente,

(a)[a”]" = av®,

para qualquer o € N.

D)[a?) = (bu'2)a% =gec quio. (b)a¥(u1)a?(2)a® = bu "t zu "tz 0D

= blutz)% Y,

(b)[a“]?’ = (b(u_lz)QU_(’"_l))alfp6 =,0¢ quto. (b)a““(u_Q)a“"E(,ZQ)CL““(U_(’"_”)aﬁ”6
= bu_lz(uv(r_l))_2221)_(T_1)

_ b(uflz)?)vf?:(rfl)’

(D) [a?]* = (b(u’l,2)311’3(7"’1))a‘"6 =,¢¢ auto. (b)a“"e(u’?’)ag"e(,z?’)a“’e(v’g(”’l))a@€
— bu—lz(uv(r—l))—3Z3v—3(r—1)
— b(utz) 00D,
Indutivamente,

(B)[a#]* = b(u~"z) 0= (),
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para qualquer o € N.
(u)[bcpe]Q _ ( r ('r 1) ( ))bape —40¢ quto (ur)bcpe(v( ( ))bcpe (u U(r 1)(;)>rv(r—1)(g)
_ UTZUEW(T,2)(T—1)(2)
(u) [bgoe]3 _ (ur m (1,2) (r— 1)( ))bgoe =pv¢ auto ( )bgpe( Em(r,2)(r—1) ( ))bgzx
(u" L1 )(5 )) 2UEm(r,2)(r71)() e Em (r3) (= (%)

Indutivamente, temos que

QB = o P00

9

para qualquer 5 € N.

(CL) [bSDEF = (au)bcpe —=b¥c auto. (a)b<ﬂ€(u)bsﬂ€ = auu’"v(T_l)@ = au(r—i—l)v(r—l)(g)

Y

(a)[bgos]?) _ (au(r+1)v(r—1)(£))b¢e =40t quto. (a)bgoe(u(r—i-l))bgoe(v(r—l)(;))bcpe
_ au(urv(rfl)(g))Em(r,Z)U(rfl)(g)
By, D] (0)+(3)]

= au v )

(;) (r=1D)A+1+7r)=(-1) [(;) + (T;H (mod (m,2(r —1)))

(vide Proposigao 3.1.3).

— a/uEm(T’S)rU(g) (Tﬁl)(1+1+7")

onde

(&) [bape]ll — (auEm(r,S)U@)(r—l))bape
=  bye autO( )bSOE( E7,L(T‘,3))b<p6( (7" 1 ( ))bs%
= au(u o (5 ))Em(r,?))v(r—l)(Q)

™ 7‘2 7'3
— g B ), (5) =D ) En(ra), 1 {(2)*( 2)+(% )}

= au (%

onde

(;yr—1x1+1+r+rﬁzﬂr—1)KE)*(?)*’C;H (mod {m, 2(r = 1))

(vide Proposicao 3.1.3).
Indutivamente, teremos

(@)[B#]? = quBm Dy T ()
para qualquer 3 € N.
()72 = (bw)b* =pec auto. (D07 (w)b** = buw?

103



Capitulo 3. Se¢oes do Grupo v(G) para Grupos Metaciclicos G

(D)6 = (bw?)b? =poe quro. (B)07(w?)b¥¢ = bu®.

Indutivamente, temos que
(b)[b7)7 = buw”,

para qualquer 3 € N.
Em particular, para o = m, obtemos as seguintes igualdades
(u)[a”]™ = wv

(a)[a®]™ = av™ = a
()[a”]™ = b(u™"2)"

m(r—1) —u
—m(r—1) _ b,

ou seja, [a¥]™ = Idg.

1= b7 segue as seguintes identidades:

o[b*] = (((w)b*)as) [p#C®Y)]
( )a?) ((v) aw)( )(r— 1)) [b“’e )-1)]
( o

Para finalizar, como b°®

(w)[67)°" " o [a*]
(B =D ) bgae

((U) [b““ ()= ”])(
-1)

D((G)+r)

= ()T

O procedimento de anéalise das relagoes
(@) o [a# o ] = (a)[a*]"
B0 o [a%] o [b7] = (B)a"]"

é analogo.
Desta forma, concluimos que a? e b%¢ satisfazem as relagoes de G¥, ou seja

@ = 1dy, ] o [0 o 7] = [0
Os Passos 1, 2, 3 e o Teste da Substitui¢ao (Proposi¢ao 1.2.9) nos garantem que a
aplicagao € se estende a um homomorfismo de G¥ para Aut(H ), como queriamos constatar.
Logo, via homomorfismo €, obtemos o produto semidireto de H por G¥ dado por
K=Hx.G?=(Ax;G) % G*
cuja apresentacao, garantida pela Proposicao 1.6.10, é dada por

=1,[a,b] =a" " (a®)™ = 1,[a%,b%] = (a®)" " u" =1,

U(m,2(r—1)) 1 Z(mr 1) 1 a
¥ = aqu, b = bw,u” =u",

K = {(a,b,u,v,w, z,a%,b* |
=au, b* = b(u'2),u”” = u,

] ® ®
v =0, w =w, 2% =2z,a

b¥® b¥

W =00 =w, 2 z, (v,w, z centrais)).
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Desta apresentagdo observamos que as agoes de G sobre o subgrupo (normal)

(u,v,w, z) & a mesma que aquela de G¥.

Desta forma, trocando a por x1, b por y;, a¥ por x5 e b¥ por ys, concluimos que K
possui precisamente a mesma apresentacao do grupo M;. Consequentemente obtemos o

isomorfismo K = M.

Agora, as acoes de G sobre A e de G¥ sobre H = A x; G que definem o grupo K
traduzem, respectivamente, as agoes de G sobre G ® G = |G, G¥] (conforme Proposi¢ao
1.7.3 (i)) e de G sobre (G ® G) x G, as quais definem o grupo v(G) = ( [G,G*¥] G) G¥ =
((G® G) % G) x G. Por conseguinte, o dado epimorfismo A — [G,G¥] =2 G ® G induz

um epimorfismo de K sobre v(G).

Consequentemente, a aplicacao ¢ : M; — v(G) dada por z1 — a, y; — b, x5 — a¥ e

y2 > b? define um epimorfismo de M; sobre v(G).

Reciprocamente, a aplicacao ¢ : v(G) — M; que associa a — x1, b — y1, a¥ — x5 €
b? — ys preserva as relacoes de v(G), na sua apresentacao dada pelo Teorema 1.7.20,

haja vista as relacoes de conjugacao decorrentes do Lema 3.0.1

[a,b“’]a — [a,bw]a“’ _ [a,b‘p] [a acp](r 1)

a,0°]" = [a,6]" = [0, 6% [a, a*)" <T>,
la,a?]* = [a,a‘p]a la, a“"] la,a? ] = [a, a?],
[b,b7] = [b,b°]°" = [b,b°]° = [b,17]"" = [b, b¥],

b, a?]* = [b, a¥]"" = [b, a“’}[a,a“"]_(’”_l),

[b,a?)’ = [b,a#)”" = [b,a?]"[a, a?] D),

das quais decorrem as relacoes definidoras de M;, conforme Proposicao 3.2.1.

Assim, os epimorfismos ¢ e 1 possuem inversas a direita, a saber, ¢ oy = Id e
1 o ¢ = Id. Portanto, obtemos o isomorfismo v(G) = M.

A demonstragao de que as apresentacoes dos itens (ii) e (iii) descrevem o grupo v(G)
para os respectivos grupos metaciclicos infinitos GG segue de maneira analoga e fica assim

demonstrado o Teorema C. O]

Como feito anteriormente, a estratégia usada agora neste trabalho é, a partir do grupo
v(G) construido no Teorema C, identificar ndo somente o quadrado tensorial como tam-
bém as outras se¢oes do grupo v(G). Ja sabemos que A(G) e u(G) sdo centrais em v(G),
(G, G¥] ¢ abeliano, M (G) e G A G sao ciclicos pois G’ ¢é ciclico, como pode ser verificado

por Beuerle & Kappe [3]. Sobre o grupo 7(G) = v(G)/A(G) nada sabemos a principio.
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No Corolario a seguir, damos uma apresentagao para os grupos [G,G¥], G A G, u(G)
e M(G), vistos como segoes abelianas do grupo v(G), garantido pelos resultados obtidos
em Blyth & Morse [8] e Rocco [[32], [34]]. Adiante, calculamos uma identificacao para o
grupo 7(G) via quociente v(G)/A(G).

Corolario 3.2.2. Seja G = g(a,b;m,n,r) um grupo metaciclico infinito.
(1) Sem #0,n=0, r # 1, entdo:
(i) [G,G?] = (u,v,w,z | u™ = 1,02 =D = 1 =1 — 1 [y 0] = [u,w] = [u, 2] =1,
v, w] = [v, 2] = [w, 2] = 1).
(i1) GAG = (u| u™ = 1), onde u := uA(G).
(i) M(G) = (@ |a"™ " =1), onde i := uT 0 A(G).
(2) Sem=0,n>0er=—1, entao:
(i) [G,G¥) = (u,v,w,z | v™Y =1, w" =1,2% = 1,[u,v] = [v,w] = [u,w] = [u,2] = [v,2] =1,
[w, z] = 1).
(i1) G NG = (u), onde u := ul(G).
(iii) M(G) = 1.

(3) Se G = g(a,b;0,n,1), n >0 € par, entao:

(i) [G,G?] = (u,v,w,z | u" =1,w" =1,2" =1, [w, 2| = [v,w] = [u,v] = [u,w] = [u, 2] =1,
[v, 2] = 1).
(1) GANG = (u|u"=1), onde u := uA(G).

(i1i) M(G) = (u|u" =1), onde u := uA(G).
Demonstra¢ao. A demonstracao sera feita apenas para o caso (1). Os outros seguem de
maneira analoga.

Seja A um grupo abeliano dado por

(u,v,w, z | u™ = 1,020 =1 L=l — 1 Ty o] =1, [u,w] = 1, [u, 2] = 1,

[v,w]=1,[v,2z] =1, [w, z] = 1).

O Teorema C e as relagoes entre os elementos de [G, G¥| garantidas pelo Lema 3.0.1
estabelecem o epimorfismo entre A e [G,G¥] =2 G ® G. Por conseguinte, garantimos o

epimorfismo de M; sobre v(G).
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Uma vez estabelecido o isomorfismo entre M; e v(G), pela propria estrutura do grupo

v(@G), segue o isomorfismo entre o grupo A, subgrupo de My, e [G, G¥].

A apresentagao dos grupo G A G é deduzida da apresentagao do grupo [G, G¥] modulo
A(G), visto que G A G ¢é isomorfo ao quociente [G, G¥|/A(G).

Uma, vez calculada a ordem do grupo G A G e sendo G’ um grupo ciclico isomorfo ao

quociente de G A G por M(G) segue que

m
M(G)] = —
(m,r—1)
= (m,r—1),
onde ‘G/| = (7’)7,:1——1) O

Como tltimo Corolario do Teorema C, daremos apresentagoes para se¢ao v(G)/A(G):
Corolario 3.2.3. Seja G = g(x1,y1;m,n,r) um grupo metaciclico infinito.

(1) Sem #0,n=0 er#1, entao:

‘s

T(G) = <x1ay17$27y27u ’ xgn = 17 ('T2>m = 17 [$17y1] = -7:1_17 [-7527342] = xg_l7um = 17

[ZL’I, y2] = u, utt = u*2 = u’um = ¥ = ur)

2 (Cn % O X Cin) % (Coo % Coc).

(2) Sem=0,n#0er=—1, entdo:

T o, ye) = 257

T(G> = <x1,y1,x2,y2,u | y? = 17yg = 17 [xl,yl] =T
[T1, Y] = u, u™ = u™ = u,u’ =u”? =u")
= (Coo X O X Cx) % (Cyy x ).
(3) Sem=0,n>0er=1, entdo:

T(G) = (@, y1, 22, 02,u | Y = Lyy =1, [z, ;] = 1, [w2, 4] = Lu" =1,
[Ih yQ] = u, utt = y*?2 = u7uy1 = u¥? = u)

20 xCyxxC,xC,xC,.
Demonstragao. Sejam H = (a,a¥,u) e K = (b,b%) subgrupos de 7(G) = v(G)/A(G),
onde G = (a,b) e G¥ = (a*,b*).

Considere v(G) dado no Teorema C. Uma apresentagdo para o grupo 7(G), ou seja,
v(G) modulo A(G) é

{a,b,a?, b, u | a™ = (a®)™ = 1,[a,b] = a"*, [a®,b7] = ()" ', u = [a,b%],u™ =1,
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Pelas relagoes definidoras de v(G), temos que [a,a?] = [b,b?] = [u,a] = [u,a?] = 1,
modulo A(G) e u™ = a™ = (a¥)™ = 1. Logo,
H=Cp

m

e K=(C2%,
ja que b e b¥ tem ordem infinita.

Ainda das relagdes definidoras de v(G), temos que: a* = a”, (a%)"” = (a®)", 0" = au,
(a®) = a®u, v’ = v =u™'. Como HNK =1, segue que 7(G) = H x K.

No caso (3), temos que u também central em v(G), implicando em 7(G) ser abeliano.
[l

Buerle & Kappe |[[3|, Theorem 4.3 e 4.4] mostraram, via biderivagao, que o grupo
|G, G¥] de um grupo metaciclico infinito G é identificado por C(m 2(r—1)) X Cimr—1) X O X
U, quando m > 0 e Cq) X Cy X Cy x Cy, quando m = 0, respecitvamente. Esta
identificacao coincide com as ordens do conjunto gerador do Corolario 3.2.2. Ademais,
verificaram uma identificacdo para os grupos G A G e M(G) [[3], Theorem 5.1| e, por fim,
para o grupo u(G) [[3], Theorem 5.2|. Novamente, nosso trabalho contempla e comple-
menta tais calculos por considerar o caso em que o grupo G = g(a,b;m,n,r) é abeliano e
calcular a segao v(G)/A(G) do grupo v(G).

Para finalizar esse trabalho, exploramos a seguir alguns exemplos dos quais construi-
mos o grupo v(G). Focamos nos casos em que o grupo é nao abeliano, que podem ser

encontrados na literatura:

Exemplo 3.2.4. Seja G = g(a,b;0,2,—1) o grupo diedral infinito.

Pelo Teorema C, tomando n = 2, uma apresentacao para o grupo v(G) é dada por:

u’ =u"" =u w2 (v,w,z centrais)).

Blyth €& Morse |[8], Theorem 22| calcularam o quadrado tensorial de G, a saber,
(G, G?] = Cy x Cy x Cy x Cy, cujo congunto gerador é dado por {u,v,w,z} do grupo

v(G) acima. FEste cdlculo conincide com o Coroldrio 3.2.2, para n = 2,

(G, G?) = (u,v,w,z | v =1, w* =1,22 =1, [u,v] = [v,w] = [u,w] = [u, 2] = [v,2] =1,

[w, z] = 1).

Ainda pelo Coroldrio 3.2.2,
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GAG = (u).
M(G) =1.
Ademais,

7(G) = (a,b,a?,0%,u | b* = (b¥)* = 1, [a,0] = a™", [a”, b%] = (a®) ™, u = [a, b°],

¥ » _
w=u" =yt =u" =u 1)

> (O X Coo X Cp) X (Cy x Cs).

Exemplo 3.2.5. Seja G = g(a,b;0,0,—1) a garrafa de Klein com G' = (a*) de ordem
infinita, o'(a) =2 e o'(b) € infinito.

Pelo Teorema C, uma apresentagdo para o grupo v(G):

(a,b,a® b¥ u,v,w, 2z | [a,b] = a2, [a?,b%] = (a‘p)_Z,u = [a,b?],v = [a, a’®],w = [b, b¥],

uz=[b,a?],v' =1,2 = L,u = u” = ww v = v = w2,
(v, w, z centrais)).
cujas segcoes abelianas sao identificadas:
(G, G¢] = (u,v,w, z | v* = 1,w* = 1).
G NG = (u).
M(G)=1
Por fim,
7(G) = (a,b,a?,b%,u| [a,b] = a %, [a?,b¥] = (a®) %, u = [a, b?],u® = u = u,

ub — ub‘P — U_1>

= (O % Coo % Co) % (Coo % Cix).

Observe que o grupo T(G) contém duas cdpias da garrafa de Klein, a saber, os subgru-
pos (byu) e (b?, u).

Finalizamos entao esse Capitulo com um estudo do grupo v(G) de grupos metaciclicos
finitos e infinitos como nos propusemos anteriormente. A seguir, no Apéndice A dis-
ponibilizamos alguns comandos utilizados no sistema GAP para o desenvolvimento desta

tese.
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Apéndice A

Funcoes e Comandos Usados no GAP

Reservamos este apéndice a apresentagao das fungoes e comandos do GAP [18] usados

ao longo deste trabalho com as devidas explicagoes:

A1l  G=ga,b;m,n,r s), o Grupo v(G) e Suas Secoes

Fungao que exibe o par (r,s) de inteiros que definem o grupo
G = g(a,b;m,n,r,s) para dados (m,n)

G:=function(m,n)
local 1,r,s,u,v;
1=[];
for r in [2..m] do
for s in [0.m — 1] do
if GedInt(r,m) = 1 and EuclideanRemainder(r®,m) = 1
and EuclideanRemainder(s * (r — 1),m) = O then
Add(1, [r, s]); £i; od; od;
return 1;

end; ;
Construgao do grupo G = g(a,b;m,n,r,s)

gap > f := FreeGroup(2);;
gap > a:=f.1;;b:=£.2;;
gap > r = [a",b"/a%, a%/a"];;
gap > G:= f/r;;

Apresentagao policiclica para o grupo G = g(a,b;m,n,r,s)
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gap > j := Image(IsomorphismPcGroup(G));;
gap > g := Image(IsomorphismPcpGroup(j));

Comandos para os grupos [G,G?], GAG, A(G), u(g), M(G), 7(G),
v(G)

gap > nag := NonAbelianTensorSquare(g);

gap > neg := NonAbelianExteriorSquare(g);

gap > delta := Kernel(NonAbelianTensorSquareEpimorphism(g));
gap > alpha := NonAbelianTensorSquareEpimorphism(g);;

gap > gamma := Range(alpha)!.epimorphism;;

gap > mu := Kernel(alpha * gamma);

gap > ms := Kernel(NonAbelianExteriorSquareEpimorphism(g));
gap > tau := Range(NonAbelianExteriorSquarePlusEmbedding(g));
gap > nug := NonAbelianTensorSquarePlus(g);

gap > PrintPcpPresentation(nug); Uma apresentagao policiclica para v(G)

A2  G=g(a,b;m,n,r), o Grupo v(G) e Suas Segoes

Para a definigao de tal grupo no GAP [18], teriamos 3 possibilidades:

1— O comando InfiniteMetacyclicPcpGroup(n,m, r) que fornece uma pcp—apresentacao

do grupo G = g(a, b;m,n,r), baseado no artigo de Beuerle & Kappe [3].

2— Construir o grupo G = g(a,b;m,n,r) a partir de um grupo livre F'(2) e torna-lo um
PCP—Erupo.

3— Definir uma apresentagao policiclica para o grupo G = g(a,b;m,n,r) a partir dos

‘collectors’ do mesmo.
Faremos cada uma das situagdes para o grupo G = g(a, b;0,8, —1):

1—
gap > g := InfiniteMetacyclicPcpGroup(8,0, —1);
Pcp — group with orders|8, 0]
gap > IsAbelian(g);
true
Observe que esta construcao nao é de toda correta, pela propria teoria apresentada

no Teorema 2.2.2. Portanto, desconsideraremos essa construcao.
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2
gap > f := FreeGroup(2);;
gap >a:=f.1;;b:=1£.2;;
gap > 1 := [b°,2"/a”"];;
gap >h:=f/r;;
gap > IsAbelian(h);
false
gap > j := Image(IsomorphismPcGroup(h));
Error, no method found! For debugging hints type "Recovery from NoMethodFound
Error, no 3rd choice method found for ‘IsomorphismPcGroup’ on 1 arguments
called from < function“HANDLEMETHODNOTFOUND» (< arguments > )
called from read — eval loop at line 198 of * stdinx
you can ‘quit; to quit to outer loop, or
you can ‘return;’ to continue
brk >
Ou seja, o programa nao consegue dar uma apresentacao policiclica para o grupo

infinito proposto. Portanto, nao consideraremos esse método também.

3

gap > col := FromTheLeftCollector(2);;
gap > SetRelativeOrder(col, 1,8);

gap > SetConjugate(col,2,1,[2, —1]);
gap > SetConjugate(col,2,—1,[2,1]);
gap > UpdatePolycyclicCollector(col);
gap > IsConfluent(col);

true

gap > g := PcpGroupByCollector(col);
Pcp — group with orders [8, 0]

gap > IsAbelian(g);

false

E desta forma, concluimos que a maneira mais eficiente e coerente com a teoria até aqui
apresentada a respeito do grupo G' = g(a, b;m,n,r) é a proposta pelo item 3— acima. Os
comandos para o grupo v(G) e suas se¢oes foram definidos na se¢ao anterior para qualquer

grupo policiclico.
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