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Resumo

Nesta dissertacao discutiremos sobre a dinamica e estabilidade da interacao de dois dipolos
magnéticos. Apresentaremos a formulagao do modelo matematicos dessa interagao para
sistemas conservativos, dissipativos e na presenca de um campo aplicado, bem como,
obteremos solucao analitica do movimento rotacional de dipolos magnéticos para casos
especiais em termos de fungoes elipticas. Caracterizaremos a dinamica dos equilibrios
dos casos conservativo, amortecido e na presenca de um campo aplicado e estudaremos

quantitativamente as bacias de atragao dos pontos de equilibrio nos dois tltimos casos.

Palavras-chave: dipolos magnéticos, pontos de equilibrio, bacia de atracao, fungoes

elipticas, sistemas dinamicos.



Abstract

In this work we discuss the dynamics and stability of the interaction of two magnetic
dipoles. We present the formulation of the mathematical model of this interaction for
conservative and dissipative systems and in the presence of an applied magnetic field.
We obtain analytical solutions of the rotational movement of magnetic dipoles for special
cases in terms of elliptic functions. We characterize the dynamics of the conservative case,
the damped case and in the presence of an applied field and we quantitatively study the

basins of attraction of the equilibrium points in the last two cases.

Keywords: magnetic dipoles, equilibrium points, basin of attraction, elliptic functions,

dynamical systems.
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1 Introducido

1.1 Revisido Bibliografica

Desde a Antiguidade Grega se tem conhecimento de fenémenos magnéticos em que
um tipo de pedra, a magnetita, atraja o ferro (ASSIS, 1995). Mas, segundo Whittaker
(1910), o uso de imas na navegagao maritima parece nao derivar da antiguidade classica,
mas que certamente ja era sabido no tempo das Cruzadas. Inclusive, magnetismo foi
uma das poucas ciéncias que progrediram na Idade Média (WHITTAKER, 1910). No
entanto, o conhecimento e desenvolvimento mais amplo do magnetismo se deu com o
tratado publicado no final do século XV por William Gilbert (1540-1603) em que observa
que a Terra atua como um grande ima (ASSIS, 1995). Durante o século XVIII, estudos
sisteméticos realizados por diversos cientistas como André-Marie Ampére (1775-1836),
Hans Christian Orsted (1777-1851), Jean Baptiste Biot (1774-1862), Félix Savart (1791—
1841) e James Clerk Maxwell (1831-1879), estabeleceram leis qualitativas, quantitativas
e a relagao entre os fendmenos elétricos e os fendmenos magnéticos, que passaram a se
chamar eletromagnéticos ou eletrodinamicos, a depender da teoria.

Desta mesma época, encontra-se o trabalho de Alfred Marshall Mayer (1836-1897)
(MAYER, 1878) em que estudou configuragoes de equilibrio e estabilidade de agulhas
imantadas presas a cortigas, boiando em &gua, sob o efeito de um ima. Mayer varia a
quantidade de agulhas imantadas de 2 a 20 e registra as configuracoes de equilibrio obtidas
e compara a estabilidade das diferentes configuracoes obtidas para um mesmo niimero de

agulha, conforme a Figura 1. Sobre os diferentes arranjos, ele aponta que

As configuragoes de mesmo numero de imas sao rotuladas por a, b, c,
para indicar seus graus de estabilidade; sendo a sempre a forma mais
estavel. Eu rotulei, no entanto, a configuragao de 8 imas na ordem de seu
aumento de area, de maneira que elas sirvam melhor para o proposito
de ilustrar os fendomenos de isomerismo. Realmente, 8¢ é mais estével
que 8b.(MAYER, 1878)

Mayer observa que pequenas perturbacoes no sistema, quando em uma configura-
¢ao menos estavel, acarreta em uma reestruturagao para uma configuragao mais estéavel.
Diante disso, ele sugere um paralelo com trés tipos de fendmenos fisicos associados a

estrutura molecular, que podem ser ilustrados por este comportamento:

1. Equilibrio molecular instavel: mintsculas mudancas de pressao, temperatura, luz
etc., podem causar um novo arranjo molecular, como a repentina solidificagao da
agua liquida & temperatura abaixo de 0°C quando agitada, ou como a solidificagao

de uma solucao supersaturada de sulfato de s6dio quando um cristal dessa substan-
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cia é solta sobre ela;

2. Expansao na solidificacao: como se pode observar com a dgua, bismuto, antiménio,

ferro fundido etc.

3. Alotropia e isomerismo: pela acdo da pressao, temperatura, eletricidade etc., com-
postos quimicos com diferentes propriedades fisicas e quimicas apresentam as mes-

mas formulas estruturais, como, por exemplo, o grafite e o diamante.
No entanto, ressalta que

(...) o paralelismo acima é dado meramente como ilustragdo de como os
nossos experimentos podem servir para explicar e ilustrar os fenémenos
sob a assuncao da hipotese atdémica e sobre a suposicao de que a agao
a qual, nos experimentos, toma lugar em um plano, pode similarmente
tomar lugar entre pontos que se atraem e se repelem no espaco de trés
dimensoes. (MAYER, 1878)

A .

K} s 1]

s B
e !
) &9}.

&)

I —

=
5.;-.

Figura 1 — Configuragoes de equilibrio obtidas para diferentes quantidades de agulhas
imantadas boiando em aguas, sob efeito de de um ima superposto ao plano da
agua (MAYER, 1878).
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Em linhas gerais, Mayer (1878) percebe que configuragdes espaciais de imas apresen-
tam diferentes equilibrios, uns mais estaveis que outros, apresentando grande sensibilidade
a perturbacoes, e que isso pode ser a causa de fenémenos fisicos como o equilibrio molecu-
lar instavel, expansao na solidificacao, alotropia e isomerismo. Apesar de que ao final do
do século XIX ja estivessem sido estabelecidas leis de interacao entre dipolos magnéticos,
nesse periodo também se davam os primeiros avangos nos estudos de equilibrio de trés
corpos por Henri Poincaré (1854-1912), néo sendo, portanto, nenhum demérito o trabalho
de Mayer (1878) restringir-se a uma analise descritiva.

Sob o aspecto matematico, o estudo de equilibrios e da dindmica de dipolos magnéticos
necessita de técnicas para extrair informacoes quantitativas e qualitativas de equacoes di-
ferenciais nao-lineares. Dai surge a dificuldade em se obter solugoes analiticas descrevendo
a dinamica, e estudos experimentais e numéricos sao algumas opgoes.

Laroze et al. (2008) estudaram a interacao de duas particulas magnéticas na presenga
de um campo magnético aplicado externo e em um cenario tri-dimensional, interessados
nas potenciais aplicagoes deste estudo para a indistria de memoria de computadores.
De fato, fendmenos de histerese e de reversao de magnetizacao de elementos de memoria
devem ser levados em consideracao na hora de conceber as memorias fisicas que hoje sao
amplamente utilizadas em equipamentos eletronicos.

A formulagao utilizada pelos autores foi a proposta por Landau e Lifshitz (1935) em
que a dindmica é associada aos gradientes do hamiltoniano do sistema. A partir deste mo-
delo, os autores obtiveram uma equacao dindmica para a magnetizacao M do sistema de
duas particulas magnéticas de momentos de dipolo my, ms, que foi definida simplesmente
como M = my + my. Os resultados apresentados mostram que, dependendo das configu-
ragoes do sistema, a magnetizagao do sistema nao atinge um estado saturado na auséncia
de um campo externo aplicado mas, a medida em que a intensidade do campo magné-
tico aplicado aumenta, a saturagao é obtida, algumas vezes seguida de um transiente de
oscilacoes fortemente nao-lineares, em tempos caracteristicos cada vez mais curtos.

Neste trabalho, nao houve énfase no estudo dos aspectos mateméaticos da magnetizagao
de saturagao do sistema (caracterizagao dos pontos de equilibrio do sistema, por exemplo).
Em um trabalho paralelo, Laroze e Perez (2008) investigaram a dinamica das interagdes
magnéticas de quatro particulas magnéticas dispostas em um circulo e observaram um
comportamento cadtico para a magnetizagao total do sistema para intensidades pequenas
de campos magnéticos aplicados. Mesmo para intensidades mais importantes, o sistema
nao evoluiu no tempo fisico analisado para um estado permanente estacionério. De fato, os
autores conseguiram caracterizar uma estrutura muito similar a duplicacao de periodos
nas oscilagoes da magnetizacao & medida em que a intensidade do campo magnético
aplicado aumenta Fig. 2, e conjecturaram que o comportamento do sistema pode, de fato,
ser caodtico.

Alguns trabalhos mais recentes ja comecam a investigar configuracoes de particulas
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Figura 2 — Diagrama de bifurcagao da componente x normalizada da magnetizacao total,
M, /M, como uma funcio de h para m/(d*Hy = 1) e J/(mH,) = 1. Detalhes
e identificacao dos parametros em Laroze e Perez (2008).

magnéticas no seio de um escoamento fluido, na tentativa de compreender melhor a for-
macao de agregados de particulas magnéticas em fluidos magnéticos. Kang, Hulsen e
Toonder (2012) estudaram a dinamica de cadeias lineares de particulas magnéticas na
presenca de um campo magnético e de um escoamento de cisalhamento simples. O ni-
mero de Mason, definido como a razao das forgas de cisalhamento e forgas magnéticas, é
o parametro adimensional que governa o problema e é dado por

my
Mn =
! pro 2’

(1.1)

em que 7 é a viscosidade do fluido, 7 a taxa de cisalhamento do escoamento, e poH? é uma
escala caracteristica de campo magnético aplicado, onde pg é a permeabilidade magnética
do vacuo. Estes autores observaram que, para certos valores do ntumero de Mason, as
cadeias de particulas podem sofrer uma rotagao e permanecer em uma posicao inclinada
de equilibrio no escoamento, ou pode rotacionar como um corpo rigido no escoamento.
Dependendo dos valores de Mn, porém, podem ser observadas rupturas das cadeias de
particulas e diversas configuracoes finais podem ser observadas como, por exemplo, a
ruptura da cadeia no seu centro, a formacao de ramificacoes das cadeias de particulas ou,
ainda, o fracionamento da cadeia em diversos aglomerados contendo poucas particulas
cada um, Fig. 3.

Cunha, Gontijo e Sobral (2013) estudaram a interagao entre hidrodindmica e intera-
¢Oes magnéticas em uma configuragao de sedimentacao de duas particulas de tamanhos
diferentes em um fluido muito viscoso (regime de Stokes), com o objetivo de compreender
a formacao de agregados em ferrofluidos. Foi dado um passo importante neste trabalho
na direcao de considerar condicoes mais realistas de interacao de particulas magnéticas no
seio de fluidos magnéticos. Este estudo se baseou na anélise das trajetorias de particulas
que sedimentam com velocidades distintas, determinando o desvio residual em ¢t — oo

que a particula mais rapida sofre devido a interagao com a particula mais lenta.









Capitulo 1. Introdugdo 18

25 | J

15

05

~ 0r

0.5 ¢

1.5 F

25 F 1

3 L T L T ! L T L
-3 -25 -2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 25 3
X

Figura 6 — Energia minima local na configuracao de momento magnético em um campo
aplicado nulo para o 11-tdgono [® = —15.683]. A energia minima global é
$ = —25.241. (ROSA; CUNHA; CENICEROS, 2017)

maneira que A(t) seja um processo Gaussiano d-correlacionado, com média (A) e desvio

padrao A. Com a flutuacio do torque externo, observa-se dois comportamentos distinto:

(...) os dipolos flutuam em volta de seus pontos fixos estaveis (tipi-
camente para baixas amplitudes das flutuagoes) ou eles podem exibir
reversoes estocasticas entre pontos fixos estaveis (quando flutuagoes sao
fortes o bastante para conduzir o sistema fechado para pontos fixos ins-
taveis).(PLIHON et al., 2016)

Estes comportamentos sao explicados pelos niveis de energia potencial envolvidos e pelas
bacias de atra¢do dos pontos fixos, que sdo modificadas por (A). Por fim, Plihon et al.
(2016) apontam que o experimento foi projetado para desenvolver um modelo simples
da dindmica de reversao caotica do experimento VKS (Von Kéarman sodium), o qual, sob
parametros especificos, apresenta um campo magnético com dindmica complexa, incluindo
reversoes aleatorias e repentinas entre polaridades opostas.

O objetivo deste trabalho é analisar os aspectos matematicos do modelo de interacao

de dois dipolos magnéticos sob algumas hipdteses, de um ponto de vista deterministico.
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Figura 7 — (a) Visao esquematica 2D da interagao de dois imas estudada no artigo. (b)
Esquema da configuragao experimental. (PLIHON et al., 2016)

1.2 Objetivos Gerais

A luz do problema de formacdo de agregados em fluidos magnéticos, este trabalho
visa compreender quais sao os mecanismos de interacao entre duas particulas magnéticas
fixas, livre para girar, e analisar quais sao as configuragoes de equilibrio mais frequentes
deste sistema. Este trabalho da um passo inicial na defini¢cao mais formal dos equilibrios
existentes e propoe uma analise quantitativa do comportamento do sistema quando este

é conservativo, dissipativo ou se encontra na presenga de um campo aplicado.

1.3 Objetivos Especificos

1. Formulagao do modelo matematico da interacao de duas particulas magnéticas para

sistemas conservativos, dissipativos e na presenca de um campo aplicado;

2. Solugao analitica do movimento rotacional de dipolos magnéticos para casos espe-

ciais em termos de fungoes elipticas;

3. Identificacao de parametros fisicos do problema e suas relacbes com os pardmetros

intrinsecos das funcoes elipticas;
4. Caracterizagao dinamica dos equilibrios do caso de sistema conservativo;

5. Caracterizagao dindmica dos equilibrios no caso amortecido e estudo quantitativo

das bacias de atragao de cada ponto de equilibrio;
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6. Caracterizagao dinamica dos equilibrios no caso com campo aplicado e estudo quan-

titativo das bacias de atracao de cada ponto de equilibrio.
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dnico corpo no espago tridimensional, nos é suficiente, para o caso nao-auténomo, um
campo de forcas f : R” — R? em que o corpo dotado de massa M, na posicao x(t) e
velocidade &(t), no tempo t esta sob a a¢do de uma for¢a dada por (2.5). Se o sistema
mecanico é autéonomo, podemos diminuir uma dimensao no dominio.

Se o sistema mecanico é composto de n corpos no espaco tridimensional de massas
M;, i € {1,2,...,n}, no caso nao-autéonomo, necessitamos de um campo de forcas f :
RO+ 5 R3" para descrever completamente o sistema, ja que em f expressamos em uma,
notacao enxuta todos os campos de forcas que atuam individualmente em cada um dos n
corpos, da seguinte maneira: seja f; : R — R3 o campo de forcas atuando no corpo

M;, as equagoes que descrevem o sistema mecanico no tempo ¢ sao dadas por

.

(X1, X (1)) =M ()

F(X(1), X (1)) = Myis(t) (2.6)

Fu(X(8), X (1)) = Myin(t)

onde X = (1, @s,...,@,) € X = (&1, &s,...,&,). Assim, tomando f = (f1, fa, ..., fn)

e X = (&1, &, ...,&,), temos que
FIX (), X(t),t) = MX (1), (2.7)

onde
M,

M,

Note que mudamos a notacao do vetor para X com o intuito de enfatizar que se trata
de um vetor de vetores posi¢ao e continuamos, no caso auténomo, chamando o espaco da
variavel X de espaco de configuragoes, o espaco da variavel X de espago de velocidades
e o espago das variaveis (X, X ) de espago de fase do sistema.

Um tipo bem especial de sistema, que simplifica bastante sua anélise, ¢ aquele em
que as forgas que atuam nos corpos internos ao sistema sao provenientes unicamente de
interacoes entre corpos do proprio sistema. Este tipo de sistema recebe uma denomi-
nacao especial, conforme definicao abaixo, e apresenta propriedades muito importantes,

conforme defini¢oes e proposigoes, a seguir:

Defini¢ao 7. Seja f = (fi1, f2,..., fn) um campo de forcas de um sistema mecénico
de n particulas. Se nédo existe um campo externo agindo sobre todo o sistema (ou seja,
existe somente as forgas internas de interagao), dizemos que o sistema constituido destas

n particulas é um sistema fechado.
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Definicao 8. Dado um sistema mecanico composto de n corpos, define-se o momento

linear total pr deste sistema por
n

Pr = Zpi, (2.9)

i=1

onde p; é a quantidade de movimento do i-ésimo corpo.

Proposicao 1. Considere um sistema mecanico fechado composto de n particulas. Se
para este sistema € vdlido o principio de ac¢do e reag¢ao da forma fraca, entdo o momento

linear total do sistema se conserva.

Demonstracao. Seja pr o momento linear total do sistema em questao. Assim,

de Zfz (2.10)
:ZE1+ZE2+'”+ZE” (2.11)

i#1 i#2 i#n
=Fn+Fn+--+F,)+--+Fin+Fo+---+F,_1,) (2.12)
=(Fn+Fp)+ (Fsi +Fi3)+ -+ (Frono1 + Foo1n) (2.13)
=0, (2.14)

pois, Fi;; = —F}; pela 3% lei de Newton, com f; sendo a forca resultante na i-ésima
particula. Portanto, o momento linear total do sistema se conserva. O

Corolario 1. Um sistema mecdnico fechado em que € vdlido o principio de agao e reagao

da forma fraca tem o somatorio das forgas nulo.

Definicao 9. Dado um sistema mecanico composto de n particulas, define-se o momento

angular total Ly deste sistema por
n
L= @ xp. (2.15)
onde x; e p; s30, respectivamente, a posicdo e o momento linear da i-ésima particula. A i-

ésima parcela da somatoéria acima, chamamos de o momento angular da i-ésima particula.

Proposicao 2. Considere um sistema mecanico fechado composto de n particulas. Se
para este sistema € vdlido principio de acao e reagao na forma forte, entdo o momento

angular total do sistema se conserva.

Demonstracao. Seja Lt o momento angular total do sistema em questao. Assim,

dLT Z x; x (M;a;) (2.16)

=y X (Fy+Fa+--+Fy)+--+x, X (Fipy+Fo,+---+F,_1,). (2.17)
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Definindo 7;; = @; — x; o vetor deslocamento de j para i e usando a 32 lei de Newton

(F;; = —Fy;), temos que
dLy

g e X Fyy +ri3 X F3p + -+ 710 X Fypy 1. (2.18)
Tii

Agora, definindo 7;; = —2 e como F}; = F;7;;, pois vale a forma forte da Def. 3, temos
Tis
que !

dL . . .

d_tT =7Tig X FoiTo1 + 713 X F3i731 + -+ P10 X oy p 1Trn1 (2.19)

=0. (2.20)

Portanto, o momento angular total do sistema se conserva. O

A mecénica newtoniana é, conforme fizemos até agora, baseada nos conceitos de forga
e aceleracao. No entanto, existe outra formulacao baseada na ideia de energia (ASSIS,
2013). Com vistas a transitar nessas duas formulagdes quando conveniente for, utilizare-

mos os conceitos de energias conforme as seguintes definigoes:

Definicao 10. Sejam um sistema mecénico composto de n particulas no espago de di-

mensao ¢ e um campo de forcas autéonomo f : R?™ — R™ tal que

F(X) = (f1(X), fo(X), ..., fu( X)), (2.21)

com X = (@1, %s,...,x,). Dizemos que um sistema mecénico é conservativo se existem

n funcdes escalares U; : R™ — R tais que seus gradientes satisfazem
VU(X) = = fi(X), (2.22)

n
para qualquer X no espago de configuragoes. Dizemos que U = Z U; é um potencial do
i=1
sistema mecanico.
Definicao 11. Seja f um campo de forcas de um sistema mecanico composto por n
corpos. A energia cinética do sistema mecanico MX = f(X X ), com M conforme
(2.8) e X = (xy,... ©,), ¢ dada por

n

K(X,X) = M (i, &), (2.23)
=1

N | —

onde (-,+) é o produto interno usual.
Se U é um potencial de f, entao a energia total mecinica do sistema mecanico é dada

pela soma da energia potencial com a energia cinética, ou seja

Er(X,X)=K(X)+U(X). (2.24)
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particula de B esta em O. Considerando o plano como os pontos (-, -,0), o ponto O como
a origem do sistema de coordenadas e os vetores 8 = (0,0,60) e v = é, onde 6 é o dngulo
de rotagdo e 0 ¢ a velocidade angular em relagao a um dos eixos coordenados do plano.
Se x;(t) é o deslocamento da particula i, entdo definimos o momento de inércia I de B

como

Se uma forca externa F', paralela ao plano, é aplicada em B em um ponto @, entao

definimos o torque T aplicado em B como
T=x X F. (2.35)

Proposicao 3. Sob as hipdteses da Def. 13, temos que

onde L é o momento angular total de B.

Demonstracao. Temos que

x;(t) = r;i(sin(0 + 6;), cos(0 + 6,),0), (2.38)
a;(t) = r:0(cos(0 + 6;), —sin(f + 6;),0), (2.39)

e
x; X &; = (0,0,720) = riv (2.40)

onde r? = (x;, x;), 6 ¢ o angulo de rotagao em fungao do tempo ¢ e 6; ¢ o angulo inicial

em t = 0 da i-ésima particula. Logo, a primeira igualdade segue de

i=1
=5 Mgy (2.42)
i=1

= Iv. (2.43)
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Figura 9 Campo de um dipolo magnético. (CULLITY; GRAHAM, 2009)

e
21= My By (2.57)
30 1
=273 (Mo A(mz A Z(mz my) - (2.58)

Essa serd a expressao mais importante para nosso trabalho.

Conforme demonstrado por Yung, Landecker e Villani (1998), temos também que,
considerando dois dipolos magnéticas ; e m , de dimensdes despreziveis em comparacao
com a distanciar que os separam, a forck,; emm , devidom ; € dada por

e UMy o)+ Myf M)+ Mo(h o) SR Mo(f M)l (259)

Note que, em geral, para o par de forcas da interacdo entre dipolos magnéticos néo

Fo1 =

vale o principio de acéo e reacao na forma forte.

2.2 Teoria de Estabilidade

Desenvolveremos nesta secdo as de nicdes e resultados tedricos necessarios para o
estudo da estabilidade do sistema mecanico de dois dipolos interagindo.

Existem con guragfes do estado do sistema que tém papel fundamental no compor-
tamento dele a longo prazo, podendo, em alguns casos, ser o destino de todas as suas
solugbes. Esses pontos sdo os pontos de equilibrio do sistema. Veremos que, apesar
de serem facilmente detectados, podem existir grandes di culdades para descrever seu
comportamento.

De nicdo 14. SejaY. = f (Y ) um sistema de equacfes autbhomas éri. Um vetor
Y, tal que f (Yg) = 0 é chamadoponto de equilibriodo sistema. Um ponto de equilibrio
corresponde a uma solucao constante(t) Y, do sistema.

De nigdo 15. Um sistema de equages diferenciais € chamaikiema linear homogéneo
guando pode ser escrito na forma& = M (t)Y, onde M (t) é uma matrizn n com
coe cientes dependentes de



