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Resumo

Neste trabalho, fazemos um estudo baseado no método de maxima verossimilhanga na
distribuicdo Pareto generalizada (GPD). Apresentamos com detalhes os resultados tedricos de
Castillo e Serra [1], Castillo e Daoudi [2] e Kozubowski [3], que demonstraram formalmente
em quais regides a funcdo de verossimilhanca admite um méaximo global e que deram
resultados matematicos que fornecem argumentos precisos para explicar o comportamento
andmalo da func¢do de verossimilhanca quando obtida da amostragem da distribuicio GPD
para valores positivos de k (indice caudal). Simula¢des e uma aplica¢do deste modelo com
dados reais serdo apresentadas para ilustrar alguns dos resultados tedricos.
Palavras-chave: estimador de maxima verossimilhanga, distribui¢ao de valor extremo

generalizada, distribuicdo Pareto generalizada.



Abstract

In this work, we do a study based on the maximum likelihood method in the generalized
Pareto distribution (GPD). We present, in detail, the theoretical results of Castillo and Serra
[1], Castillo and Daoudi [2] and Kozubowski [3], who formally demonstrated in which
regions the likelihood function admits a global maximum and that gave mathematical results
that provide precise arguments to explain the anomalous behavior of the likelihood function
when sampling from the GPD distribution for positive values of k (tail index). Simulations
and an application of this model with real data are presented to illustrate some of the
theoretical results.

Keywords: maximum likelihood estimator, generalized extreme value distribution, gene-

ralized Pareto distribution.
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Introducao

Sao muitas as situagdes e diversas as dreas em que estao presentes problemas envolvendo
eventos extremos. Como um exemplo, podemos citar a ocorréncia de desastres naturais.
Em climatologia, destacamos as inundagdes. O interesse ai consiste na previsdo do nivel
maximo de dgua para facilitar o planejamento de a¢des preventivas. Outra drea que vale ser
mencionada, em que eventos extremos sao observados, € a confiabilidade. Na manutenc¢ao de
um equipamento constituido por componentes em paralelo, por exemplo, o tempo de falha é
determinado pelo tempo méaximo de vida desses componentes. Em Galambos [4] e Embrechts

[5] sdo apresentadas outras situagdes envolvendo extremos (méximos ou minimos).

Dessa forma, a modelagem matemaética de problemas com essas caracteristicas consiste
em considerar varidveis aleatorias X1, X5, ..., X, independentes e identicamente distribuidas

(i.i.d.), com fung¢des de distribui¢do (f.d.) comum F', e analisar o comportamento de
Z, =max {Xy,..., X, }

ou W, = min{Xj,...,X,}. Como W, = —max{ —Xi,...,—X,}, o estudo restringe-se a0
comportamento de Z,.
A teorial extremal cldssica estuda principalmente o comportamento assintético do ma-

ximo, Z,, estabilizado linearmente, ou seja, 0 comportamento limite quando n — oo de

P(M Sx) = F"(anx+by) (1)

an

em que a, > 0 e b, sdo sequéncias de nimeros reais.

Os principais resultados da teoria extremal classica determinam condicdes sobre a fun¢do
de distribuicdo F para a existéncia de constantes estabilizantes a, > 0 e b, para as quais a
distribuicao (1) convirja para um distribui¢cdo nao-degenerada. Além disso, a teoria mostra
que existem apenas trés tipos possiveis de distribui¢des limites, as chamadas distribuicdes
extremais classicas: Fréchet (&, o > 0), Gumbel (A) e Weibull (¥, o > 0).

Dentre os trabalhos pioneiros no desenvolvimento desse estudo merecem destaque Fisher
e Tippett [6], que formularam os trés tipos de distribui¢des limites para o méximo de uma
amostra aleatoria; Fréchet [7], que estudou os possiveis limites de (1), embora tenha tido
éxito somente com uma delas, conhecida como distribuicao do tipo Fréchet; Gnedenko [8],

que caracterizou completamente duas distribui¢des limites: aquela estudada por Fréchet, ou



2 Introdugao

seja, a distribuicao de cauda pesada, e aquela estudada por Weibull, ou seja, a distribui¢do de
cauda leve; e De Haan [9], que analisou as condi¢des de limite para a distribui¢do do tipo
Gumbel; entre outros.

Uma parte importante da teoria extremal consiste no estudo da distribuicao de valor
extremo generalizada (GEV — Generalized Extreme Value distribution), a qual combina
trés distribuicdes extremais. A principal caracteristica da GEV € ter uma representacao
uniparamétrica para as trés distribui¢des, com a introdugio do parametro & (é‘ =o!1>0,
para ®y; E =0, para A; e E = —a~! <0, para ‘I’a), cuja motivacdo € simplificar as
implementacdes estatisticas. Dentro desse estudo, surge a distribui¢ao Pareto generalizada
(GPD - Generalized Pareto distribution), introduzida por Pickands [10]. Ela tem sido

utilizada para modelar excedentes acima de um limiar. A GPD € dada por

X

—/e
ﬁ) _xeD(E.P).

Ggﬁ(x) =1- (14—&
em que, para 8 > 0,
[0,0), se£E>0
0.-B/&]. se& <0

(Go g € definida no limite com & — 0). Podera ser conferido com detalhes neste trabalho

D(s,B) =

que a GPD apresenta excelentes propriedades que contribuem para a inferéncia do modelo.
Ressaltaremos a importancia da GPD na andlise estatistica das func¢des de distribuicao do
excesso de uma varidvel acima de um limiar. Se X é uma varidvel aleatéria com funcao de

distribuigdo F, entdo para < sup {x: F(x) < 1},
F(x) :P(X—t §x‘X >t), x>0,

¢ chamada func¢ao de distribui¢do do excesso de X acima do limiar . Apesar das boas
propriedades da GPD, na literatura sdo destacados alguns problemas quanto a estimacdo dos
parametros dessa distribuicdo. Como exemplo, podemos citar casos em que o estimador de
madxima verossimilhan¢a (EMV) de 60 = (k,f3), em que k = —& (indice caudal) e f > 0,
ndo existe, assim analises do EMYV de 0 sido feitas com base em técnicas numéricas, como
pode ser visto em Castillo e Hadi [11] e Zhang e Stephens [12].

Neste trabalho, apresentaremos um estudo da GPD quanto a estimag@o de maxima veros-
similhan¢a do modelo, baseado em Castillo e Serra [1], Castillo e Daoudi [2] e Kozubowski
[3]. Uma anélise detalhada do EMV de 6 = (k, ) serd apresentada do ponto de vista
tedrico. Tendo como referéncias basicas os trabalhos mencionados, mostraremos, dentre

outros resultados, que para k¥ < 1 o EMV existe (Teorema 3.2), para k < 0, em que a GPD ¢



de cauda pesada, existe 0o EMV global (Lema 3.1) e, para k¥ > 1, a fun¢do de verossimilhanga
¢ ilimitada, portanto, o EMV néo existe (Proposi¢ado 3.5).

Dessa forma, no Capitulo 1 introduziremos os conceitos e resultados preliminares da
teoria extremal cldssica para os fins deste trabalho. As principais referéncias desse capitulo
sdo Galambos [4] e Embrechts [5].

No Capitulo 2, seréd apresentada a distribui¢do de valor extremo generalizada (GEV)
e como ela se relaciona as trés distribui¢des extremais cldssicas, quando introduzida uma
representacio uniparamétrica, por intermédio da inser¢do do parAmetro &. Isso podera ser
conferido na Secdo 2.2. Além disso, por meio de um dos resultados de caracterizacdo do max-
dominio de atracdo da GEV, apresentaremos na Se¢do 2.3 a distribui¢do Pareto generalizada
(GPD), juntamente com as principais propriedades dessa distribui¢do, relevantes para este
trabalho.

No Capitulo 3, serd aplicada a inferéncia via maxima verossimilhanca na estimagao dos
parametros da GPD. Em especial, na Se¢do 3.3, serdo analisadas as regides onde o EMV de
Kk existe e onde a funcdo de maxima verossimilhanga € ilimitada. Os resultados deste capitulo
sdo provenientes dos artigos Castillo e Serra [1], Castillo e Daoudi [2] e Kozubowski [3].

Finalmente, no Capitulo 4, serdo apresentadas simula¢des numéricas e aplicacdes praticas,
que ilustram alguns resultados da teoria extremal. Especificamente, na Secdo 4.2, sera
apresentado o algoritmo proposto por Castillo e Serra [1] para o estimador de maxima
verossimilhan¢a dos parametros da GPD. Com ele, faremos alguns estudos sobre como dados
extremos podem ser modelados, conforme a teoria vista nos capitulos precedentes. Este
trabalho € concluido com a Se¢do 4.3, em que serd apresentado um exemplo de um caso real,

no qual sdo estimados o limiar 7 ¢ os parAmetros K e f3.



CAPITULO

TEORIA EXTREMAL CLASSICA

1.1 Introducao

O estudo da teoria extremal consiste em analisar o comportamento de Z, = max{Xj,...,X,}
e W, = min{Xj,...,X, }, em que, para cadan € N, X1, ..., X, sdo varidveis aleatdrias indepen-
dentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), com fun¢do de distribuicdo (f.d.) comum F. Uma

vez que W, = —max{—X,...,—X, }, o estudo restringe-se ao comportamento de Z,,.

Sabemos que a f.d. de Z, é dada por:
P(Z,<x)=P(X; <x,...,X, <x)=F"(x).

Uma questdo de interesse nesse estudo € o comportamento limite de Z,,, quando n — oo,
Como exemplo, podemos citar o volume de cheias numa barragem; seria de grande valia
estimar os niveis mdximos anuais de agua.

Agora, observe que:

’ (1.1)
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Se denotarmos o ponto extremo superior de F' por:
o(F)=sup{x:F(x) <1} < +oo, (1.2)

~ P c A

entdo de (1.1) temos que Z, — @(F) e, como {Z,} é uma sequéncia ndo-decrescente, temos
. q.c. - .. ~ .

também que Z, —> @(F). Esse fato ndo fornece muita informagao e, por isso, torna-se

necessario normalizar Z,. Assim sendo, o objetivo principal da teorial extremal cldssica é

analisar as possiveis distribui¢des limites para 0 maximo sob normalizacao linear:

n )
an

em que {a,} e {b,} sdo sequéncias de nimeros reais, com a, > 0. Isso quer dizer que o
objetivo ¢ estabelecer condicdes sobre F' que garantam que a distribui¢do de Z; convirja para
uma distribui¢do ndo-degenerada para escolhas apropriadas das constantes a, > 0 e b, ou
seja,

P(ananx—l—bn):F”(anx-l-bn) i>H()c), x€C(H), (1.3)

em que H é f.d. ndo-degenerada e C(H) é o conjunto de pontos de continuidade de H.

Fisher e Tippett [6] mostraram que existem apenas trés tipos de distribui¢cdes que satis-
fazem o limite (1.3). Fréchet [7] estudou o limite (1.3) para um tipo de distribui¢do, que
ficou conhecida como distribui¢do do tipo Fréchet. Gnedenko [8] apresentou, com rigor e
precisdo, as condi¢cdes necessdarias e suficientes para que as distribuicdes do tipo Fréchet e
do tipo Weibull atendam ao limite (1.3). De Haan [9] analisou as condicdes de limite para a
distribuicao do tipo Gumbel. Esses trabalhos t€m sido citados como as principais referéncias
para esse problema desde entdo.

Neste capitulo, serdo apresentados os principais resultados da teoria extremal cldssica
necessarios para este trabalho. Na Secdo 1.2, apresentaremos as possibilidades para o limite
ndo-degenerado em (1.3). Na Sec¢do 1.3, mostraremos condi¢des suficientes sobre a fun¢ao
de distribuicao F para cada uma dessas possibilidades.

Como referéncias para o que sera tratado neste capitulo, podem-se citar Galambos [4] e
Embrechts [5].

1.2 Distribuicoes extremais classicas

Nesta secdo, serd apresentado sem demonstracdo o Teorema 1.1, que determina as possiveis

distribui¢Oes limites ndo-degeneradas que satisfazem o limite (1.3). Ressaltamos desde ja
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que as sequéncias de constantes que estabilizam esse limite ndo sdo unicas. Antes, porém,

serdo introduzidos alguns conceitos e resultados preliminares.

Definicao 1.1. Uma funcdo de distribuicdo ndo-degenerada, H, que é resultado do limite
(1.3), é dita distribuicao de valor extremo ou distribuicao extremal.

As sequéncias de constantes que estabilizam o limite de F" (a,,x+ bn) nao sdo Unicas.
Contudo, se, paraa, > 0ec, >0, b, e d, constantes reais e T e G f.d.’s ndo-degeneradas,
tais que

lim F"(apx+by,) = T(x)

n—oo

lim F"(cpx+d,) = G(x),

n—oo

entdo € possivel mostrar que existem constantes A > 0 e B tais que
T(x) =G(Ax+B). (1.4)
Nesse caso, as f.d.’s T e G sao ditas distribuicoes do mesmo tipo.

Na verdade, se (1.3) € satisfeita, entdo mostra-se que, para m > 1 inteiro arbitrério,

existem constantes A,, > 0 e B, € R tais que
H" (Anx+By) = H(x). (1.5)
Neste caso, H ¢é dita funcao de distribuicao max-estavel (linear).

Os resultados citados acima podem ser vistos com detalhes em Galambos [4].

Definicao 1.2 (Max-dominio de atragdo). Seja H uma f.d. ndo-degenerada. A f.d. F é dita
pertencer ao max-dominio de atracao (linear) de H (denota-se F € Dpnax(H)), se existem
constantes {a, } e {b,}, com a, > 0, tais que

lim F" (a,x+b,) = H(x), Vx € C(H). (1.6)

n—oo
As contantes {a,} e {b,} sdo chamadas constantes normalizadoras.

O teorema a seguir é um resultado bdsico da Teoria Extremal Classica, proposto por
Fisher e Tippett [6] em 1928. Nele sdo apresentadas as possiveis distribui¢cdes max-estaveis.
Vale ressaltar que existem apenas 3 tipos de distribui¢des limites para 0 maximo de varidveis

aleatdrias 1.1.d., como pode ser conferido no Teorema 1.1.
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Teorema 1.1 (Fisher-Tippett). Se existem sequéncias de constantes reais {a,} e {b,}, com
an > 0, tais que
lim P((Z,—by)/a, <x) =H(x), x € C(H),

n—yoo
em que H é uma fungdo de distribui¢cdo ndo-degenerada, entdo H é do tipo de uma das

seguintes distribuicoes:

0, x<0
Fréchet: @y (x) = a >0, (1.7)
exp{ —x %}, x>0

exp{ ~ (-7}, <0
I, x>0

Weibull: Wy (x) = o >0, (1.8)

Gumbel: A(x) =exp{ —e*}, x€R. (1.9)

Demonstracao. Ver Fisher e Tippett [6] ou Galambos [4].

Observacao 1.1. As f.d.’s y, ¥ e A, apresentadas no Teorema 1.1, e suas f.d.’s do mesmo
tipo sdo as distribuicoes de valor extremo ou distribuicoes extremais.

Observacao 1.2. Note que as distribui¢des extremais sdo continuas em R, assim temos que:

Z,—b .
" e lgnF"(anx—i—bn) =H(x), Vx e R.
n—roo

an

d N e
(—: convergéncia em distribui¢do).

Definicao 1.3. Diz-se que uma funcdo de distribuicdo F pertence a classe de distribuicoes
de cauda leve a direita se para algum € > 0 tem-se que
1-F
lim sup¥ < oo,
Definicao 1.4. Diz-se que uma funcdo de distribuicdo F pertence a classe de distribuicoes
de cauda pesada a direita se a fungdo geradora de momentos ndo é finita, ou seja, F*(s) = o,

para todo s > 0.

Observacao 1.3. Assim, mostra-se que a distribui¢do Fréchet pertence a classe de distribui-
¢coes de cauda pesada. Da mesma forma, mostra-se que a distribuicao Weibull pertence a
classe distribuicdes de cauda leve.

Exemplo 1.1. (Maximo de varidveis aleatérias exponenciais)

Seja uma sequéncia {X,} de varidveis aleatérias i.i.d. com distribui¢do exponencial de
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pardmetro A = 1. Tomando b, = Inn e a, = 1, temos que

Pz n<x) = (p(Xl §x+lnn)>n _ (1 _efx—lnn>” _ (1 —§>n

n

i)exp{ —e "} =A(x), xeR.

Exemplo 1.2. (Médximo de varidveis aleatdrias uniforme)
Seja uma sequéncia {X,} de varidveis aleatérias i.i.d. com distribui¢do uniforme U(0, 1).

Tomando b, = 1 e a, = 1/n, temos que

P((Z,—1)n<x) = (P(X1 gx/n+1))n= (1+£)n, —n<x<0

2 =W (x), x<0.

1.3 Max-dominios de atracao e distribuicoes max-estaveis

Nesta secdo, o interesse principal € apresentar as condi¢des necessdrias e suficientes sobre
uma func¢do de distribui¢do F que garantam a existéncia do limite (1.3) para cada um dos
trés tipos de distribuicdes de valor extremo apresentados no Teorema 1.1.

Para cada um dos trés tipos de distribuicdes extremais, serd exibida a demonstragcao da
suficiéncia dessas condi¢des. Isso poderd ser visto nos Teoremas 1.2, 1.3 e 1.4. Entretanto,

antes, serdo relacionadas algumas definicdes e resultados necessdrios.

Proposicao 1.1 (Caracterizacdo do Dmax(H)). A f.d. F pertence ao max-dominio de atragcdo
de uma distribuicdo de valor extremo H, com constantes normalizadoras a,, > 0 e b, € R, se,
e somente se,

lim nF (ayx+b,) = —InH(x), x € R, (1.10)

n—yoo
em que F =1 —F. Quando H(x) = 0, o limite é interpretado como infinito.

Demonstracao. Ver Embrechts [5].

Definicdo 1.5. Se F é uma f.d., dizemos que os niimeros y(F) =inf {x: F(x) >0} e o(F) =
sup {x: F(x) < 1} sdo respectivamente o ponto extremo inferior de F e o ponto extremo
superior de F.

Definicao 1.6 (Inversa generalizada). Seja h uma funcgdo real nao-decrescente. Denominamos
a inversa generalizada de h a funcdo

h(t) =inf{x € R: h(x) >1}. (1.11)
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(Usa-se a convengdo de que o infimo de um conjunto vazio é o.)

Definicao 1.7 (Funcdo quantil). A inversa generalizada da f.d. F
FC()=inf{xeR:F(x)>t}, 0<t<1, (1.12)

é chamada a fungao quantil da f.d. F. A quantidade x, = F* (t) define o t-quantil de F.

Definicdo 1.8. Uma funcdo g : Rt — R™ ¢ dita regularmente variante (no infinito) com

indice o € R (ou a-variante no infinito), e denotamos g € Ry, se

lim 8(1x)
1—ee g(t)

= x% Vx> 0. (1.13)

Se a =0, dizemos que g ¢ lentamente variante (no infinito).

Exemplo 1.3. A distribuic@o exponencial de pardmetro A tem fungdo de distribuigdo F(x) =
1 —e ™. Assim, aplicando a definicdo de regularmente variante, temos que
F(tx) 1 —e M

Sendo assim, F ¢é lentamente variante (F(x) € Rp).

Exemplo 1.4. Para qualquer 8 € R, a fungéo L(x) = InP x é regularmente variante.

Inzx)B Inz+Inx\? Inx\?
im AR (eI T I
f—3oo (1nz)ﬁ f—3o0 Int o0 Int

Portanto, L(x) € Ry.

1.3.1 Max-dominio de atracdo da Fréchet (D, (D))

Iniciaremos esta se¢ao apresentando alguns resultados que serdo utilizados na caracterizacao
do max-dominio de atragdo de cada uma das distribui¢cdes extremais. Esses resultados
poderdo ser vistos pelos Lemas 1.1 e 1.2 e pelo Corolério 1.1.

Na sequéncia, serdo apresentadas as condi¢cdes para que uma funcdo de distribui¢ao

pertenca ao max-dominio de atra¢do Dax (Pg)-

Lema 1.1. Para qualquer 0 < z < 1/2,

e —(1-z)"{exp(2nz®) =1} < (1-2)"<e ™, neN. (1.14)
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A desigualdade da direita vale também para 0 < z7 < 1.

Demonstracao. Para a demonstracdo do lado direito da desigualdade (1.14), observe pri-
meiro que (1 —z)" =exp{nin(l —z)}, para z € [0,1) e n € N. Dai, basta mostrar que
In(l1—-z) < —z

Seja a funcdo g(z) =In(1 —z) +z,z € [0,1). Temos que

8(0)=0

—1
gl(Z) = 1__Z+1 < 07 Vz e [071)

Assim, temos que g(z) < 0 para todo z € [0, 1) e, dessa forma, segue (1 —z)" < e <.
Para verificar o lado esquerdo da desigualdade (1.14), note primeiro que
1
T <1+2¥2€(0,1/2). (1.15)
Agora, integrando em (0, z) em ambos os lados de (1.15), temos
2

In(1-z)>—-z—z

Dati, para z € (0,1/2),
(1—z)In(l—z) > —z

e, assim,
(1—2)"173) > 72, (1.16)

Agora, do lado direito da desigualdade (1.14) e de (1.16), temos
0<e™—(1-2)'<(1-2)"™=(1-2)"=(1-2)"[(1—2)"™—1]. (1.17)
Como —In(1 —z) < 2z, para 0 < z < 1/2, temos que
(1—z) ™ =exp{—nzln(1-2)} < exp(2nz?).
Por fim, dai e de (1.17), temos para z € (0,1/2)

e —(1-2)"< (1 —z)"{exp(anz) — 1}.
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Portanto,
e —(1—z)"{exp(2nz®) -1} < (1-2)". O

Lema 1.2. Sejam X1,..., X, varidveis aleatorias i.i.d. com distribuicdo comum F. Seja x tal
que

1—F(x) (1.18)

1
< m
Entdo, paran € N,
T(x)—4n[1 = F(x)]°F"(x) < P(Z, <x) < T(x),
em que T (x) = exp{ —n[l — F(x)] }.
Demonstracdo. Apliquemos o Lema 1.1 com z =1 — F(x). Assim, temos que

P(Z,<x)=[Fx)]"=(1-2)"<e™= e "F) — 7 (x),

0 que prova a segunda desigualdade.
Para a primeira parte da desigualdade, fazendo as substitui¢des, usando o resultado elementar

e — 1| <2w, 0 <w< /2
temos, para w = 2nz” e pelo Lema 1.1, que

T(x)—4n[1 = F(x)]*F"(x) = ¢ ™ —dn(1—2)" <
<e"™—(1 —z)”[exp(anz) —1]<(1-2)"=P(Z,<x). O

Corolario 1.1. Usando as notacdes do Lema 1.2, assuma que existam sequéncias de niimeros

reais a, > 0 e by, tais que, para todo x,

lim 1|1 = F (a+ by) | = (). (1.19)
n—yoo
Entdo existe

lim P(Z, < anx+ba) = exp [~ u(x)]. (1.20)

Demonstracdo. Consideramos primeiramente o caso u(x) = +oo. Fazendoz=1—F (anx +

b,,), temos do Lema 1.1

(1—2)" =F (anx+bn) = P(Zy < apx+by) < exp{ —n[l —F(anx—kbn)} }
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De (1.19), temos que

lim P(Z, < anx+b,) <exp{ — lim [n(1 = Fax+b,))] } =0,

n—yoo n—yoo

e, portanto, segue o resultado.
Agora, assumimos u(x) < —co.

De (1.19), segue que, para x € R,

lim (1—F(ax+by)) =0,

n—oo

e, sendo assim, para n suficientemente grande, temos que

1 —F(apx+by,) <

1
2\/n’
Dessa maneira, pelo Lema 1.2, temos
exp{ —n[l—F(apx+by)] } —4n(1 —F(anx—i—bn)}zF"(anx—i—bn) <
< P(Zn < a,,x—l—bn) < exp{ —n[l —F(anx+bn)] }

Novamente, de (1.19), temos que

lim l{n[l —F(any—i—bn)] }2 =0,

n—oon

e o resultado € obtido. O]

No teorema a seguir, serd vista a caracteriza¢cdo do max-dominio de atracdo da distribui¢ao
Fréchet, @, para & > 0. Usaremos a notacdo F = 1 — F.

Teorema 1.2 (Max-dominio de atracdo da Fréchet). Seja F uma f.d. e o > 0. Entdo

F € Diax (®Pg) se, e somente se,
®(F)=oeF € R_, para alguma constante & > 0. (1.21)
Neste caso, tem-se que b, =0 e

lim P(Z, < apx) = lim F"(a,x) = ®q/(x), (1.22)

n—oo n—oo
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em que a, pode ser escolhido como

ap=inf{x:1—F(x)<1/n} =F(1—1/n).

Demonstragio (Suficiéncia). Suponha que @(F) = o e F € R_, para alguma constante
o > 0. Pela Proposicédo 1.1 (caracteriza¢do do D« (H), em que H: f.d. extremal) e pelo
Corolério 1.1, basta verificar que

e X% x>0
lim nF (a,x) = { .
n—eo o , x<0

Como ®(F) = oo, segue que a, =inf{x: F(x) > 1—11 % oo Se x < 0, temos que

apx — —oo e, portanto, lim [1 — F(anx)] =1.
n—yoo

Logo,

lim nF (a,x) = oo,
n—oo

e o resultado segue para x < 0.

Agora, para x > 0, temos, da hipétese que F € R_ e do fato a,, — o, que

— . —, .nF(amw)
nh_r&nF(anx) = ’}1_r>r°10nF(an) P (a)
=x"%lim nF (ay).

n—o0

Resta agora provar que
lim nF(a,) = 1.

n—oo

Para isso, considere 0 < € < 1 arbitrdrio. Como F(x) € ndo-crescente e a,(1 — €) < a,, entdo
F(ay,(1—¢)) > F(ay,). Pela defini¢do de ay,

Flan) < < Flan(1—€),

e, portanto,
F _
F(an(1—¢))

Novamente de F € R_ g, temos que

(1—€)* <liminfnF(a,) < limsupnF(a,) < 1.
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Portanto,
lim nF(a,) =1,

n—o0
e a suficiéncia estd mostrada. O]

(Necessidade) A prova sera omitida. Para detalhes veja Galambos [4].

Exemplo 1.5 (Distribui¢cdo Cauchy padrio). F(x) = % 4 ety -y e R.

T
Temos que W(F) = e

X

F(t 1 Larctan(tx I 241
lim _(x) = lim 21 ”1 (1x) =i (xt)1+1 — 1 w
= F(t) 19 5 —_arctan(r) 19 4 (xt)>+1

2t
= lim X =x!

Assim, F € R_|. As hipéteses do Teorema 1.2 sdo satisfeitas com o = 1. Logo, F €
Dyax(®1), em que

0, x<0

P (x) = ’
1) exp{—x‘l}, x>0

ay =inf{x: F(x) <1/n} =tan(§ - %)

o
Exemplo 1.6 (Distribuigio Pareto). F(x) = 1- ()", x>0(a>0ek>0).
k+t

_ 1 5
=X , também

Temos, 0 (F) = oo e, como lim;_,e

o
_ k
F(t (k x) k+1t «
fim 2 iy A (RN e
t—oo F(f) 1o (L) t—oo \ k+1x

k+t

Assim, F € R_. Pelo Teorema 1.2, temos que F € D, (P ), em que @, é dada por

0, x<0

Dy (x) = .
) exp{ —x %}, x>0

1.3.2 Max-dominio de atraciao da Weibull (D,,,,(V¢))

Teorema 1.3 (Max-dominio de atragdo da Weibull). Seja F uma f.d. e oo > 0. Entdo,

F € Dmax (W) se, e somente se,

w(F)<weF €R_g, (1.23)
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para alguma constante o > 0 e para F (x) = F(@(F) —1/x).

Nesse caso, tem-se que
lim P(Zn < a,,x—i—bn) = lim F"(ayx+b,) = Yo (x), (1.24)
n—oo n—oo

em que ay e b, podem ser escolhidas como

an=0(F)—inf{x: F(x) <1/n} = 0(F) — F~(1—1/n) e b, = o(F).

Demonstracio (Suficiéncia). Suponha que ®(F) <« e F" € R_, para alguma constante
a > 0. Note que

o(F*) =sup{x: F*(x) <1} =sup{x: F(@(F)—1/x) <1} =oo.

Como, por hipétese, F'eR_q, segue do Teorema 1.2 que

1
lim F*""(a;x) = lim F" (a)(F)— ) =y (x), x>0,

n—o0 n—so0 a;;x
com
a = inf{x: |- F*(x) < 1/n} - inf{x F(o(F)—1/x) < 1/n}
1 — 1
:inf{—:F(s)gl/n}: — :
o(F)—s a)(F)—inf{s:F(s) < 1/11}
Fazendo y = —1/x, temos, para x > 0, que
. 1 . y ()&
lim F"( @(F) — — | = lim F"( @(F) + = | = ®g(—1/y) = " y<o.
n1—r>rolo ( (F) a;;x) nl—r>rolo ( ( )+aj;) a( /y) ¢ )
Entio,

lim F"(any+bn) = Wa(y), y <0,

com b, = o(F) e a, =1/a;.

Finalmente, pela defini¢do de ponto extremo, F"(a,x+b,) = 1,Vx > 0, assim segue a
conclusdo do teorema. [

(Necessidade) A prova serd omitida. Para detalhes veja Galambos [4].
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Exemplo 1.7 (Distribui¢ao Uniforme). Considere a fungao de distribui¢ao

0, x<0
Fix)=q¢x, 0<x<1.
I, x>1

Temos que 0 (F) =1 < . Além disso,

F'(x)=F(o(F)—1x) =F(1—1/x)=1—(1—1/x) =1/x, x> 1.

Assim,
F*(t 1
lim _*< *) = limﬂ =x! x>0,

t=oo F(t) 1o /1

ou seja, F* € R_;. Dessa forma, temos para a, = | —inf {x: F(x) < 1/n} = /ne b, =1,

tim (1 +%) — ¥, (x),

n—oo

em que
e, x<0

‘P](X): ! >O.
, X

Exemplo 1.8 (Distribui¢do Beta). Considere a funcio densidade

flx)= %X"_l(l —x)P1 0<x<1, a,b>0.

Temos que W(F)=1<oe

1
Fl(e) o Pl oy, SO0

PO TR T
_f( _L)<%) - %(1_%6)%1(%)1;_1%
(3) 77 Heen (o o0y

L’Hopital .
= im

o)
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Dai, temos que F'e R_; e, pelo Teorema 1.3, F € Dy (Dp), em que Dy, é dada por

ex ——xb, x<0
W, (x) = 1p{ (=%} e
5 X

1.3.3 Max-dominio de atracdo da Gumbel (D,,,(A))

Teorema 1.4 (Max-dominio de atracdo da Gumbel). Seja F uma f.d. Entdo,

lim P(Zn < anx—l—bn) = 1i_r>n F"(apx+by) = A(x), (1.25)
n—soo

n—soo

ou seja, F € Dpax(A) se, e somente se, para algum a € R,

o(F) —
_ . F(t+xR(1))
F(y)dy<e e lim —— " =% R 1.26
/a (y)dy < e im0 e, VxeR, (1.26)

em que, para Y(F) <t < o(F),

o(F)
R(t)=F(t)! / F(y)dy. (1.27)
t
Neste caso, a, e b, podem ser escolhidas como
by =inf{x: F(x) <1/n} e ay = R(by).
Demonstracao (Suficiéncia). Temos de forma direta que
by=inf{x:F(x) > 1—1/n} — o(F)=sup{x:F(x) <1}

De (1.26), temos que

F
fim CAROSHY) (1.28)
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Agora, considerando a, = R(b,), segue

Plan+bn) _ s iy nF (by).

lim nF (ayx+by) = lim nF (by) (by) lim
n

n—oo
Portanto, resta mostrar que

lim nF (by) = 1.

n—oo
Seja € > 0 arbitrério, entdo b, — €a, < by, € F (b, — €a,) > 1/n. Assim,

F(by) <n< F(b,—€ay),

e, portanto,

De 1.28, segue que

— < liminfnF (b,) < limsupnF (b,) < 1.

Fazendo € — 0, obtemos lim,, .. nF (b,) =1, €

lim nF (apx+by) = e

n—oo

Segue entdo, pelo Corolario 1.1, que F € Dyax(A). O

(Necessidade) A prova serd omitida. Para detalhes veja Galambos [4].

Exemplo 1.9 (Distribuicdo Exponencial).

l—e ™™ x>0 (A1>0
F(x) = ¢ x20 )
0, x<0

Temos que W(F) = ¢

a
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Assim, pelo Teorema 1.4, temos F € Dy, (A), em que A é dada por

A(x)=exp{—e*} xeR.



CAPITULO

2

DISTRIBUICAO PARETO
GENERALIZADA

2.1 Introducao

A distribui¢do de valor extremo generalizada (GEV — Generalized extreme value distri-
bution), desenvolvida na teoria do valor extremo, combina as trés distribuicdes estudadas
no Capitulo 1: Gumbel, Fréchet e Weibull. A principal caracteristica da GEV € ter uma
representagdo uniparamétrica, com a introdugio do pardmetro &, cuja motivagéo é simplificar

as implementagdes estatisticas.

Quando se trabalha com as trés distribui¢des de valor extremo separadamente, escolhe-se
previamente a distribui¢do que modela os dados. Ocorre que, quando os pardmetros do
modelo escolhido sdo desconhecidos, torna-se necessdrio estima-los a partir da distribui¢ao
selecionada. Eventuais erros de escolha de modelo nao sdo mais contestados. Uma das
vantagens de se trabalhar com a GEV € que o tipo de distribuicao também pode ser escolhido
a partir dos dados. Dessa forma, a confianca na determinacao do modelo pode ser avaliada

pela estimativa do préprio parametro &.
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A GEV € amplamente utilizada para o estudo de caudas das distribui¢des aplicadas nas
areas de seguro e de financas. Neste caso, ela tem sido considerada um modelo para avaliar
varias métricas financeiras, como o Value at Risk (VaR). Além disso, essa distribui¢do é
utilizada em eventos extremos aplicados a hidrologia, para valores maximos de chuvas e de
cheias em barragens ou rios.

Outra distribuicdo que tem grande influéncia na teoria de valor extremo € a distribuicao
Pareto generalizada (GPD — Generalized extreme value distribution). A GPD foi introduzida
por Pickands [10] para modelar excendentes acima de um limiar. Ela aparece como limite de
uma das caracterizacdes do max-dominio de atragdo (Teorema 2.1).

Assim, na Segdo 2.2, serd mostrado como o pardmetro & € utilizado para unir as trés
distribui¢des extremais em uma tnica, a GEV. Demonstraremos o Teorema 2.1, que mostra
uma caracteriza¢do para o max-dominio da GEV e introduz a distribui¢do Pareto generalizada.
As propriedades da GPD serdo vistas na Se¢do 2.3, por intermédio do Teorema 2.2. O

resultado de Pickands [10] serd demonstrado na propriedade (b) do mesmo teorema.

2.2 Distribuicao de valor extremo generalizada — GEV (Ge-

neralized Extreme Value Distribution)

Nesta secdo, apresentamos a distribuicdo de valor extremo generalizada (GEV). Para isso,
introduzimos uma familia paramétrica (Hé )5€R de distribui¢cdes que contém as distribui¢des

de valor extremo padrao, dada por

CIDI/é(l—I—éx) 5 >0,
He (x) = § A(x) §=0,
W (—1-&x) &<,

Dessa maneira, uma representacdo uniparamétrica dos trés tipos de distribui¢cdes extremais
pode ser dada por meio de uma tnica familia de distribuigdes, introduzindo um parametro &,

tal como

E=a'>0, distribuicio de Fréchet @,
=0, distribui¢do de Gumbel A,
E=—a'<0, distribuicio de Weibull ¥.

Definicao 2.1 (Representacao de Jenkinson—von Mises das distribui¢des de valores extremos

— a distribuigdo de valor extremo generalizada (GEV)). Seja H a fungdo de distribui¢ao



22 Distribuicdo Pareto generalizada

dada por
exp{ — (1—|—§x)71/€}, se £ #0,

exp{ —exp{—x}}, se & =0.

em que 1+ Ex > 0, entdo Hg é chamada a distribuiciio de valor extremo generalizada
(GEV).

He (x) = (2.1)

Observacao 2.1.

a) & =0 corresponde a interpretagéo & — 0.
b) O suporte de Hg corresponde a

x>—E"1 para & >0,
x<—&E71 para & <0,
xeR | para& =0.

¢) Af.d. Hg é chamada GEV padréo.

d) Pode ser introduzida a familia (locacao—escala) He . substituindo x por x%, em
que 1 € R e B > 0 sdo os pardmetros de locagio e escala, respectivamente. Referimos
aHg, g comoafd GEV.

Teorema 2.1 (Caracterizagdo do Dmax(He)). Seja Hg uma GEV, com ¢ € R, as seguintes
afirmagoes sdo equivalentes:

(a) F € Dmax(Hé)'

(b)Existe uma fungdo positiva e mensurdvel, a(.), tal que, para 1+ Ex > 0,

i Ftxa() _ J #8075 se£ 70 22)

to(F)  F(t) e se£E=0 .

(c) Para x,y >0,y # 1,

xéfl
im Y0 =UG) _ )y s s 70 2.3)

S—>°°U(Sy)—U(S) {2—; seé =0

em que U(.) é a fungdo quantil da cauda, dada por U (s) = inf {x: F(x) > 1—1/s}.
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Demonstracdo. A seguir, damos as ideias principais para a demonstracio de (a) < (b).

1. Caso & =0. Como F € Dpax (A(x)), considerando a(t) = R(t), em que

o(F)
R(1) = / F(y)dy, y(F) <t < o(F),

temos que a(.) é fungdo positiva, mensurdvel e pelo limite em (1.26) segue o resultado.

2. Caso & > 0. Temos que He(x) = Pg (1 +x/0) = exp{—(1+x/a)"*}, para o =
1/€ >0, ou seja,

He(x) =exp{—(1 —|—‘g’x)*l/5}, 14+&x>0.
Pelo Teorema 1.2, temos que F € Dy (Hz) <= F € R_g e 0(F) = o, ou seja,

fim T CUHE0) (1+&x) "% 1+&x>0.

SN )

Fazendo a(t) = &t, para 1 + Ex > 0, temos que

F(t t _

lim M = (1+¢&x) Ve,

no(F)=-  F(t)

3. Caso & < 0. Para F (x) = F(w(F) — 1/x), vimos na demonstragio do Teorema 1.3
que F (x) € Dmax (Pa(—1—&x)) <= F" € Dpax(®qa(1 +&x)). Dessa forma, segue
do caso 2 que

F(t t _
im L (Exa®) (1+&x) "%

o(F)==  F (t)

Dos casos 1,2 e 3 segue a equivaléncia (a) <= (b). Para a ideia da demonstragao de

(b) <= (c) veja Embrechts [5]. O

Em seguida, serd vista a aplicacdo da caracteriza¢do do Dp,x (Hé) a algumas distribui¢cdes

usuais.

Exemplo 2.1. Vamos verificar, por meio do Teorema 2.1, o max-dominio de atra¢do da

Cauchy padrdo, que ja vimos pertencer ao max-dominio de atracdo da Fréchet. Assim, temos

fim Flutxa() o
uto(F) F(u) u—roo

arctan(u+ xa(u))

D= | [—

— % arctan(u)
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Por L’Hopital,
1+xd' (u) , )
- Tturxa@w)? . (T4xd'(u))(1+u”)
lim ——————— = lim .
umen umeo 14 (u+xa(u))?

1+u?

Tomando a fung¢@o a(u) = u e usando L’Hdpital novamente, temos

lim (14+x)(14+u?) . (1+x)2u

=(1+x)~".
u—oo 1+ u?(14x)2 u1%°°2u(1+x)2 (1+)

Portanto, a Cauchy padréo estd no max-dominio de atra¢do da Hg, com & =1, conforme o
esperado.

Exemplo 2.2. Vamos considerar agora a Uniforme em [0, 1] (U[0, 1]), que estd no max-

dominio de atragao da Weibull. Utilizando o Teorema 2.1, temos

lim F(ui— xa(u)) i ™ +xa(u)
wto(F)  F(u) utl u
Tomando a fungdo a(u) = —u, temos
lim =" = lim1 —x=1—x.
utl u utl
Portanto, a U[0, 1] estd no max-dominio de atra¢do da Hg, com & = —1, conforme o esperado.

Exemplo 2.3. Vamos determinar a qual max-dominio de atragdo a Normal padrio (N(O, 1))
pertence. Utilizando o Teorema 2.1,

lim F(u+xa(u)) . Jixa(uy € 7 dt
uto(F) F(u) u—ro0 foo 5 di
Por L’ Hopital,
_ (wtra(u)?
lim & = fim ¢ 20 2ma] _ pipy o= 3(5a)*+2uva],
U—reo e—% U—oo U—yo0

Tomando a fungéo a(u) = 1/u, temos que

lim ef%[(x/u)2+2ux/u] — lim ef%[(x/u)erZx] — e
Uu—roo U—roo

Portanto, a N(0, 1) estd no max-dominio de atragdo de Hg, com & = 0.
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Observacao 2.2. Interpretacdo do item (b) do Teorema 2.1.
Seja X uma varidvel aleatéria com f.d. F € Dy (Hé). Entao, (2.2) pode ser reescrita

—1/¢
_ 1 0
lim P(X ! >x‘X > t) = ( —H;x) o7 . (2.4)
ro(F) \ a(t) e, se§=0

Dessa forma, (2.4) fornece uma distribuicdo aproximada para excessos acima de um limiar
(alto) t.

como

Defini¢ao 2.2 (Funcdo de distribuicio do excesso e fun¢do média do excesso).

Seja X uma varidvel aleatéria com f.d. F. Parat < o(F) fixo,
F(x)=P(X—t<x|X >1), x>0, (2.5)

é chamada funcao de distribuicao do excesso da varidvel X acima do limiar t. A funcdo
definida por
e(t)=E(X —1|X >1) (2.6)

é chamada funcio média do excesso de X

Excessos acima de limiares desempenham um papel fundamental em diversas areas e
tém diferentes nomes de acordo com aplicacdes especificas. Podemos citar

* excesso de vida, em teoria da confiablidade,
* tempo de vida residual, em andlise de sobrevivéncia,
* excesso de perda, no contexto de seguros.

Podemos destacar que, se X € uma v.a. positiva com f.d. F' e com esperanca finita, entdo
a funcdo média do excesso pode ser calculada por

= % (a)(F) —t>F(a)(F)) —/tw(F)F(x)dx = % /lw(F)dx—/tw(F)F(x)dx
1

a)(F)_
_ / F(x)dx, 0 <1 < o(F). @.7)
t
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2.3 Distribuicao Pareto generalizada — GPD (Generalized

Pareto Distribution)

Ha vérias maneiras de justicar o uso da distribuicao Pareto generalizada. Pickands [10], por
exemplo, mostrou que ela é uma boa aproximacao para a fungdo de distribuicdo do excesso,
como poderd ser visto pela propriedade (b) do Teorema 2.2. Uma outra razdo € a estabilidade
do limiar, descrita da seguinte forma: se Y € uma varidvel aleatéria com distribui¢c@o Pareto
generalizada, entdo a distribuicdo de Y acima de um limiar # > 0 também segue uma Pareto
generalizada (veja propriedade (c) do Teorema 2.2).

Outra propriedade de destaque € que se N tem uma distribui¢ao de Poisson independente
de Yy,...,Y,, varidveis aleatorias i.i.d. com distribui¢do comum Pareto generalizada, entdo o
max{Y7,...,Yny} segue uma distribui¢cdo de valor extremo generalizada.

Nesta secdo, apresentaremos a distribui¢do Pareto generalizada (GPD), bem como suas

propriedades mais importantes para efeito do que segue neste trabalho.

Definicéo 2.3 (Distribui¢@o Pareto generalizada (GPD)). Defina a G¢ por

_ —1/¢
Gex) 1—(14&x)" /5, se&# 0, 2.8)
l—e ™, se£E =0

em que

x>0,5e (>0
0<x<—1/E seé<0

é chamada distribuicao Pareto generalizada (GPD).

Podemos introduzir uma familia de locag¢do-escala, Gg B trocando o argumento x acima
por (x—u)/B parau € Re B > 0. O suporte da funcdo deve ser ajustado convenientemente.
A f.d. Gy pode ser interpretada como o limite de G¢ com & — 0. Além disso, temos

interesse especial na GPD com parimetros k e 3, ou seja, com g = 0. Assim, denotamos:

X

_1/5
B) , xeD(&,B), (2.9)

Gé,[}(x) =1- (1 +&

em que
[0,0), se£E >0

0,~B/E], se& <0

> 0.

D(S.B) =
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Observacao 2.3.

(1) Observe que, para & =0, a GPD é uma distribui¢do exponencial com média 3. Para
& = —1, a GPD ¢ a distribui¢do uniforme em [0, 3].

(2) A GEV descreve as distribui¢des limites dos maximos normalizados. Por outro lado, a
GPD aparece como a distribui¢ao limite dos excessos sobre altos limiares. O ajuste
pela GPD € um dos conceitos de maior utilidade para estatistica de eventos extremos.

A seguir veremos algumas propriedades importantes da GPD.

Teorema 2.2 (Propriedades da GPD).
(a) Seja X uma v.a. com f.d. Gg’ﬁ. Entdo EX < oo se, e somente se, & < 1. Neste caso,

EN| 1
5 k

E <ln(1+EX>) = EFk), keN, (2.11)
E|X(Gep(x))'] = b (r+1)/1&] >0 (2.12)

&P r+1-&)(r+1) ) :

emqueE&ﬁEl—G;ﬁereN.
Se0 <& <1/r,comr €N, entdo,
r -1 _

o A Rl 2.13)

~ gt r(1+§—1)r"

(b) Para todo § € R, F € Dyqx(Hyg) se, e somente se,

lim sup Fx)—G x)| =0, (2.14)
lTCO(F)O<x<co(F)7t| )= G ()]

para alguma fungdo positiva B(t).
(c) Suponha x; € D(E,B), i = 1,2, entdo,

Ge ﬁ(xl +x) —
—— =G o (x2). (2.15)
Ge p(x1) &80 (2)
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(d) Seja N uma v.a. com distribuicdo Poisson(A ), independente da sequéncia de v.a.’s i.i.d.

(Xn) com f.d. comum Ge¢ g. Considere a v.a. Zy = max(Xi,...,Xn). Entdo,

P(Zy <x) = exp{ —A (1 +§%>l/5} =He (%), (2.16)

emque L =BET(AS —1) e y=BAS.

(e) Suponha que X seja uma v.a. com f.d. Ggpg, de modo que E<lep >0 Entdao
parat < o(F),

e(t)=EX—t|X>1t)= BL&, B+1t&>0. (2.17)

1-¢
Observacao 2.4.

(1) A propriedade (c) pode ser reformulada da seguinte forma: a classe de GPDs € fechada
com respeito a mudanga de limiar. De fato, o lado esquerdo da equacdo em (c) € a
probabilidade condicional de, dado que a varidvel excede x1, entdo ela também excede

o limiar x| + x3. O lado direito diz que essa probabilidade é também do tipo GPD.

(2) A propriedade (b) sugere que a GPD € uma aproximacao apropriada para a fungdo de
distribui¢do do excesso (F;) para um limiar (alto) 7. Esse resultado foi apresentado
em Pickands [10] e é formulado da seguinte maneira: para alguma fungdo (¢) a ser
estimada dos dados observados e para ¢ suficientemente grande,

Fi(x) =P(X —1 >x|X >1) = Gg g g()(x), x>0,
ou entdo, considerando x > ¢,

P(X >X‘X > t) %agJﬁ(t)(X).

(3) As propriedades (b) e (e) fornecem um método gréfico para escolher o limiar ¢ suficien-
temente alto tal que uma aproximacao para a fungao de distribuicao do excesso F; por
uma GPD ¢ adequada. Isso pode ser justificado da seguinte forma: dada uma amostra
aleatéria X, ...,X,, constréi-se, primeiramente, fungdo média do excesso empirica,
ey (1), como uma versdao amostral da fun¢ao média do excesso e(z). De (e), temos que
e(t) de uma GPD € linear. Assim, observando o gréfico de e, (t), verifica-se para quais
valores de ¢ o gréfico de e, () é aproximadamente linear. Para tais valores de 7, uma

aproximacao de F; pela GPD € razodvel.
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(4) A propriedade (d) diz que, para um modelo no qual o niimero de excedentes € distri-
buido segundo uma Poisson e a f.d. do excesso é uma GPD, entdo o maximo desses

excessos segue uma GEV.
(5) Aplicagdes dos resultados (b), (d) e (e) serdo vistas no Capitulo 4.

Demonstracao do Teorema 2.2
Propriedade (a). De (2.9), temos, parax € D(§,B), E e Re 8 >0,

o= -H(f) ()5 005)

e £ > 0. Neste caso, x € [0,) e

EX:[Wﬁ(1+

Tomando u = 1 + (¢/B)x, temos que

_ 1 71 )
1 B [uE" /¢
EX = 52 u—1u ¢ du= (
1

dx.

m A%
\_/
I

o —
I

e2\-I+1 —1/¢

O limite acima ser4 finito se, e somente se, 1/ > 0,e —1/¢ +1 <0, ou seja, & < 1. Assim,

para0 < & < 1, .
B __B _.
e =g(rig ) 1o <

e & =0. Neste caso, a GPD € a distribui¢do exponencial com esperanga finita e igual f3.

e £ < 0. Neste caso, x € [0, —B/¢] e

—B/e 1
= had éx R X.
EX—[ ﬁ<1+[3 ) d

Tomando u da mesma forma que no 1° caso, temos

1 ﬂ ﬁ 1 [3
EX:—[ (u_l)g —z- 6d ——? <u E—u ¢ l)du:_?<l_ll/€—_1l/€)
B
S

Bt -

1-1/8 -¢
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Dos trés casos, segue que EX < o se, e somente se, & < 1, além disso, sua expressdo é dada

por

B
1-&
Assim sendo, no que segue da demonstragdo, consideraremos & < 1.
(A) Verificagao de (2.10).
e 0 <& < 1. Parar> —1/¢, temos que x € [0,0) e

EX = (2.18)

e[(1+5x) - [ ”(ng)%<1+gx)%x: [ L
:éi;izlzljﬁr

e & =0. O resultado segue trivialmente.
e £ < 0. Neste caso, temos que x € [0, —B/¢] e

(1) [ o (16 L6 e [

Lu &7
§—g—r

E

B 1
C1+EF

1

(B) Verificacdo de (2.11).
e 0 <& < 1.Parak €N, temos que

()] [ (045)) 30

5

Considerando as mudancas de varidveis, fazendo u = In (1 + Bx) e depois z = /£, temos

5/ ue”/édu—ik/ Fe Uz

= E'T(k+1) = E*k!

E

que

E (m(wg
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e £ =0. O resultado segue trivialmente.

e & <0.

el (m(1+0))] - / o (m(ng))}(ng)%ldx.
0
&

Fazendo u = In <l + Bx) e depois z = /¢ na integral acima, obtemos

(m <1 + %X))k = ik[wzkezdz — EXk!

(C) Verificagdo de (2.12). Observe que (r+1)/|&| > 0, logo & # 0.

E

e 0 <& < 1. Para(r+1)/|¢] >0, temos que

E|X(Gepx)| = [mx<l + %) E% (1 + %) L [w éx(l + %) o

Fazendo u = <1 + %x) na integral acima, obtemos

e £ <0.
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Fazendo u = <1 + %x) na integral acima, obtemos

(D) Verificag@o de (2.13). Como 0 < & < l/rer €N, entdo 0 < £ < 1, ou seja, x € [0,00).
Calculando E [X"] pela defini¢do, temos

E[X’]:[ %(H% >_5_1dx:£1;[ %(H—% )_‘5_1dx.

_1/5
Tomando G(x) = — (1 + &x e g(x) = G'(x), integrando por partes, temos
B

—/ rx 1 G(x)dx
0 Jo

a a 3 é 71/5

+ 14+ 2x dx| =
e

1 _r ’ r—1 § —E
_L}l_rgo aG(a)—I—/O rx <1+Bx> dx].

x"G(x)

a—oo a—»oo

a
E[X"] = lim/ x"g(x)dx = lim

= lim [x"G(x)

a—roo

Agora, como r < 1/5, temos que

lim &' G(a) = lim {—ar(l + £a>_l/1 —0,

a—soo a—soo [3

Assim,

E[X'] = / ! <1+%x>_l/§dx. (2.19)
0
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Fazendo —1/¢ = —1/¢*— 1 e B/e = B*/¢*, temos

5

Denote E [X"] = Eg g[X"] e Eg- g-[X"] a esperanca de X, para (§*,5*). De (2.19), temos a

seguinte féormula de recorréncia

* * k| —h—1
E[X’}:Egﬁ[X’]:%[ xrl(l—l—Ex)é dx=rB*Eg. (X", (2.20)

Agora, por indugdo, temos por (2.18) que

B
EXZE.
Por outro lado,
B T(—1+1/8),, BT(-1+1/§) B T(-1+1/8) P
gt r(1+1/8) - &2 (1/8)r/g)  &(-1+1/6r(-1+1/8) 1-&

Sendo assim, temos que (2.13) € valida para r = 1. Supondo agora que (2.13) seja valida

para r — 1, de (2.20), temos

BT D(—r 141787

(&*)r Tr(1+1/8%)

. B T(—r+1+1/8) _ (g)fr(—rﬂ/g)r‘:
(&F)r T(1+1/8%) & ra/g

_ (E)’(l/é)F(—rH/é)r,: B T(-=r+1/8)
3 (/era/g) - &t r(+1/8)

E[X") = E¢ g[X") = rB*Eg- p-[X" '] = 1B (r—1)! =

r!

Propriedade (b). Pela caracterizacdo do D,y (Hg ), Teorema 2.1, temos que F' € Dyyax (Hg ),

se, e somente se, existe uma fungdo positiva e mensuravel, a(z), tal que, para 1 +&x > 0,

lim — .
e, se £€=0

F(t+xa(t)) | (1+&x)7"5, se E#0
no(F)  F(t) B

Por outro lado, se X é uma v.a. com f.d. F, entdo,

im FUAxa®) P(X_t>x
no(F)  F(1) ro(F) \ a(t)

x>1),
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emque s < O(F)exa(t) < o(F)—t.
Assim, para & #0e 1+ Ex > 0, temos

p(X 1t
x
a(r)
Fazendo y = xa(t) e, como t +xa(t) < o(F),entio 0 <y < o(F) —t e

P(X—t>y‘X>t) — (1+€$>_l/5

=0.

F € Diax(Hg) <= lim
tTo(F)

X>t) —(1+r§x)_l/’:

F € Dimax(Hg) <= lim
tTo(F)

<— lim
tTo(F)

F(y) = Ge g ()| = 0.

em que B(¢) = a(t). Para & =0, temos

=0.

tTo(F)

X—t _
P< >xX>t>—e *
a(t)

Da mesma maneira, fazendo y = xa(t) e, como t +xa(t) < o(F),entio 0 <y < w(F)—te

Fe Dmax<H§) <~ tTlcior(IllV) P(X —t> y’X > l‘) _ e —
= lim |F ()~ Gop0)] =0

em que 3(t) = a(r). Como a distribuicdo GPD é continua, segue pela uniformidade da

convergéncia

lim sup  |R() = Gg ()] =0.

1o(F) o<y<w(F)—t

— —1/e
Propriedade (c). Observe que, para & # 0, temos G¢ g(x) = (1 + (é/ﬁ)x) , em que
x€D(E,B). Parax; € D(E,B), i = 1,2, entdo

—1/
_ X1+x2 x x _
vaﬁ(xﬁ—xz) <1+€ B ) B <1+531 gFZ ) l/é_

— = _|_
Ge 5(x —1/e 1+ESL  14ER
57[3( 1) (1+€%) éﬁ 5;3




2.3 Distribuicao Pareto generalizada — GPD (Generalized Pareto Distribution) 35

Para & =0, G g(x) = e/P, x>0 e (2.15) segue trivialmente.

Propriedade (d). Das hipéteses consideradas, temos que

P(ZN gx) - iP(ZN <x|N= n)P(N: n) - iP(max{Xl,...,Xn} §x>P(N: n) -
70 o

=Y [p(n <)) p(v=n) =X (1-(1+5) ) K

n=0 n=0

Note que

exp{—k(l+%)‘l/§} :exp{_ (1_1+1_5+l—5%)_%}
eof (10 255) )

:exp{ - (1+§x_€_;ﬁ(?5 —1))_1/5}

= He 1y

em que 4 = BE1(A5 —1) e w = BAS, portanto, segue o resultado.

Propriedade (e). Para X uma v.a. com f.d. Pareto generalizada, G¢ g, com pardmetros E<l1

e B > 0, a fun¢do média do excesso, em t < (o(Gw), ¢ dada por (2.7) como

1 /(J)(G&B)
e(t) = = G g(x)dx.
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Para0 <& < 1,x€[0,0) ¢ a)(Ggﬁ) = oo, Assim, parat > 0 e tomando u =1+ %x,

temos que
1 oo ¢ 1-1
e(t):_l /°° u_1/§<ﬁ>du: _ﬁ et _ B <1+%> 5
Ge g(1) 1451 § 5G§,ﬁ(f)—é+ll+g[ _€(1+5,)—é 1—¢
B (&) B
_1—5(1+B) &

em que 3+ &t > 0.
Se & =0, x € [0,) e 0(Gyg) = o°. Assim, parat > 0, temos

o) = —; / e Pdx =P (—Be | = I (—B)(—e ) = B.

t

Por tltimo, se § <0, x € [0, —B/¢] e ®(G¢ g) = —B/¢. Parat >0 e tomando u = 1 + %x,

temos
0 0
e(t) = = ! / ul/s <E du——P / u o du =
Ge g(t) 1+ 3 §Gepl1) 1+%

em que 3+ &t > 0. O



CAPITULO

INFERENCIA VIA MAXIMA
VEROSSIMILHANCA

3.1 Introducao

A distribui¢@o Pareto generalizada foi introduzida por Pickands [10] para modelar excedentes
acima de um limiar. Contudo, muitos sdo os autores que destacam certos problemas quanto a
estimagdo dos pardmetros dessa distribuicdo, por exemplo, hd situagdes em que o estimador
de médxima verossimilhan¢a ndo existe. Muito do que se conhece vem de técnicas numéricas,

como pode ser conferido em Castillo e Hadi [11] e Zhang e Stephens [12].

Neste capitulo, trataremos da inferéncia dos parAmetros da GPD, k = —& (indice caudal)
e B. Na Secdo 3.2 serdo apresentados conceitos preliminares acerca do principio de méaxima
verossimilhanga. Na Secdo 3.3, mostraremos um estudo da GPD quanto a estimagdo dos
parametros do modelo, baseados nos trabalhos de Castillo e Serra [1], Castillo e Daoudi
[2] e Kozubowski [3]. Um andlise detalhada do estimador de mdxima verossimilhanga de
0 = (K, ) serd apresentada do ponto de vista teérico. Por fim, na Se¢@o 3.4, apresentaremos

dois testes que serdo utilizados nas aplicagdes vistas no Capitulo 4. Sao eles: o critério
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de informacdo Akaike (AIC), para selecdo de modelos, e o Teste xz, para testar se uma

distribui¢do de frequéncias difere de uma distribui¢do tedrica.

3.2 Principio da maxima verossimilhanca

Definicao 3.1. Uma ameostra aleatéria de tamanho n de uma fd. F ¢é dada por X =
(X1,X2,...,Xy), em que X1,X>, ..., X, sdo varidveis aleatérias i.i.d com f.d. comum F.

Se X1,X3,...,Xy, sdo varidveis aleatorias i.i.d com densidade comum f, podemos dizer
que X ¢ uma amostra aleatéria de f.

Para as defini¢des seguintes, considere X1, X>, ..., X;, uma amostra aleatéria com densidade
f(x;0), tal que 6 é um pardmetro pertencente ao espago ® C R”, r € N. Assumimos que o

valor de 6 é desconhecido e, dessa forma, tem-se como objetivo estima-lo.
Definiciio 3.2. Um estimador de 0 é uma estatistica 6, = W(Xy,....,.Xn), comW :R" — @.

Definicao 3.3. A funcio de verossimilhanca de um parametro 0 baseada nas observacoes

X1,...,X, da amostra X, ..., X, é dada por

n

L(6:x1,....x,) = [ [ f(xi:6). (3.1)

i=1

Definicao 3.4. O estimador de maxima verossimilhanca (EMV) de um pardmetro 0 é o

valor 0 que maximiza a funcdo de verossimilhanga L(0) = L(0;x1,...,x,), caso exista, isto

é, éumvalor 6 = 6, = é(xl,...,xn) € O tal que
R n
L(0) =argmaxL(0;xy,...,x,) = argmaXHf(xi; 0), (3.2)
6cO 0c® =1

em que (X1,...,X,) sdo observagcées da amostra X1, ..., Xy.
Observacao 3.1.
(1) E possivel que 6 nio exista ou pode existir mas nao ser tnico.

(2) A funcdo logaritmica € mondtona estritamente crescente. Dessa forma, com o intuito
de simplificar o processo para obter o EMV de 0, ele pode ser calculado maximizando

a funcao log-verossimilhanga de 0, dada por

1(6) =InL(6) = ilnf(x,-;@). (3.3)
i=1
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Se existir, o valor que maximiza a fungio /(6) serd o mesmo que maximiza L(8), ou

seja, ele serd o estimador de maxima verossimilhanga desejado.

(3) O valor do EMV de 60 pode ser obtido resolvendo as equagdes de verossimilhanca

ue) .
a—ei—o, l—l,...,r, (34)

desde que [(60) seja diferencidvel em © e 0 seja um maximo local.

Exemplo 3.1 (Distribuicdo exponencial). Seja uma amostra X1, ..., X, de varidveis aleatdrias
com distribuicdo comum exponencial, com o pardmetro A desconhecido. Assim, para
estima-lo, foram observados os seguintes valores dessa amostra: xp, ..., x,. Portanto, temos
f(x;:0) = f(xi;A) = Ae Mi, x; >0, i=1,...,n. De (3.3), a fungio log-verossimilhanca é
dada por
n n n
10)=1(2) =Y Inf(xsA) =Y In(Ae ™) =nlnA -2} x:. (3.5)
i=1 i=1

i=1 i

Ja, de (3.4), a equacdo de verossimilhanga € resolvida da seguinte forma

81(&)_ n 1 o 1_ ?:lx,-__ i N—1
W_O:I_Z_Z]Xl_O:I_T_X:}L_(X) .
Agora,
d%I1(A) n n
wyen A:(—ﬁ> =<0
A=A A=A

Assim, A = (X)fl ¢ o EMV de 1.

A inferéncia de parametros pelo método de médxima verossimilhan¢a tem grande im-
portancia devido as suas propriedades matemadticas, sobretudo quando n € suficientemente

grande. A seguir, enunciamos as principais delas.
Definiciio 3.5. Um estimador 6, ¢ dito um estimador consistente de 0 se a sequéncia {6,}

converge em probabilidade para 0, isto é, se para todo € > 0 arbitrdrio temos que

lim P(16,— 0| <€) =1. (3.6)

n—yoo
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Exemplo 3.2 (Distribuicao exponencial). Seja a amostra X, ...,X,, de varidveis aleatérias

dada com distribui¢do comum exponencial de pardmetro A. Temos

{ n} { n}_ 1X ()_()_1

Agora, para € > 0,

lim P(|, —A| <€) = hmP(]()_()_l—M <€).

n—o0

Pela Lei Forte dos Grandes Numeros para varidveis aleatdrias i.i.d., temos que
- Iy, qe 1
X=-Y X% -
= A

e também (Y) -4, A, em que 2%, denota a convergéncia quase certa.
Por outro lado, a convergéncia quase certa implica a convergéncia em probabilidade
(denotada por L>), entao
X)L

Portanto,
n

1=

n '7
i=12%i

em que x; i = 1,...,n sd0 observagdes da amostra X, ..., X,,, ¢ um estimador consistente de A.

Definicao 3.6 (Vicio). A diferenca entre o valor esperado de 0 ¢ 0, dada por
E(6) -,
¢ chamado o vicio do estimador 0 do parametro 6.

Definicéio 3.7. A matriz quadrada de ordem r, 1(0) = [Ii(0)] . cujos termos sdo dados

por
d d
Ijk(G):cov{ae Inf(X, 9)’89 Inf(X, 0)} k=1,...r, (3.7)
e nos casos em que

d .
(89 In f(X, 9)) =0,Vj=1,...,r

2

0 d d
(ae In f(X,0). 5o In f(X, 9)) E(aejaeklnf(X,G)),
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entdao,

32
1, =-F Inf(X,0 3.8
et ) 38)
é chamada a matriz de informacao de Fisher de X.
Exemplo 3.3 (Distribui¢dao exponencial). Tomando X, ..., X,, varidveis aleatdrias i.i.d. com

distribui¢do comum exponencial de pardmetro A, como no Exemplo 3.1, temos que 6 = A e,
de (3.8), segue que

1(6)=1(2) = (aajzlnf(xl, ))__ <W1ﬂ le)
1
2

_ E(;;Z< n(1)— le))_ E( /12)_

Um estimador assintoticamente normal é um estimador consistente cuja distribui¢io

em torno do verdadeiro pardmetro 0 se aproxima de uma distribuicdo normal.

Se 6, é o EMV do vetor paramétrico 0, obedecendo algumas condi¢des de regularidade

(veja Lehmann [14]), entdo mostra-se que ele € assintoticamente normal e satisfaz

. g 1
(6, —6) -4 N(O,m), (3.9)

ou seja, /n( 0, — 0) converge em distribuicdo para um vetor aleatério com distribui¢do
. L. . o —1
normal multivariada de vetor média zero, 0 € R”, e matriz de covaridncia [I (9)] e R™"

em que r € o numero de parametros que compdem 6.

Exemplo 3.4 (Distribui¢ao exponencial). Tomando o estimador de maxima verossimilhanga

de 6 = A para uma amostra aleatéria com distribui¢do comum exponencial, temos
Vin(6,—0)=vn((X)"'-1).
Expandindo a fungio /(x) = x~! — A em série de Taylor no ponto xo = A ~!, temos
h(x) = h(xo) +h (x0)(x —x0) + r2(x), x #0,

R . Assim,

o)

em que limy_,,,

h(x) = —lz(x—l_l) +r(x), x#0,
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hX)=-22(X - 17" +n(X).

Como X 2% =1 temos que

rn (X) q.c.

0. 3.10
(X—a-1)° 10

Agora, denotando por u = 1/4 a esperanca da distribuicio exponencial, por 6> = 1/42

sua variancia e por S, = Y.|_; X;, temos que

Vii(6,—6) — —JW(Y— %) V(@)= -1 (S';‘ffq‘")  Vin(®)

Do Teorema do Limite Central e de (3.10), segue que

V(6,—0) L N(0,1/62) =N(0, [1(6)] ).

Portanto, 0 EMV para o pardmetro A da distribui¢do exponencial tem distribui¢@o assintoti-

camente normal.

Existem condi¢Oes que garantem a consisténcia e a normalidade assintética dos estima-
dores de maxima verossimilhanga. Como referéncias basicas para esses estudos podemos

citar Cramer [13] e Lehmann [14].

3.3 Inferéncia para a distribuicao Pareto generalizada

Como pode ser visto na Sec¢do 2.3, a GPD inclui a distribui¢do exponencial, quando & = 0, e,
nesse caso, 0 EMV do parAmetro 3 existe, € consistente e tem distribuicdo normal assintética.
Em outros casos, quando & # 0, os estimadores de mdxima verossimilhanga para k = —& e
B, podem existir ou ndo, ou ainda nao possuirem as propriedades assintéticas.

Nesse sentido, nesta se¢do apresentaremos resultados decorrentes do estudo acerca
da existéncia dos estimadores de mdxima verossimilhanga para os parametros da GPD,
especialmente para kK. Mostraremos também uma andlise das limitagdes desses estimadores

na inferéncia dos parametros da GPD.



3.3 Inferéncia para a distribui¢do Pareto generalizada 43

Seja a reparametrizagdo da GPD considerando k = —&. Assim,
Gep(x) =1—(1—kx/B)"", x € D(k,B), (3.11)
[0,0), se k<0
em que, D(k,B) = >0).
1 (k,B) { [0,B/x], se x>0 (h>0)
A densidade correspondente € dada por
1 K\ /el
gk, B) = —(1——x> . (3.12)
B\ B

Observacao 3.2. Note que k € o indice caudal da GPD e
(1) para k =0, a GPD € a distribui¢do exponencial com média f3;
(2) para ¥ = 1, a GPD ¢ a distribui¢do uniforme em [0, 8];
(3) para Kk < 0, a GPD € uma distribui¢do de cauda pesada;

(4) para K > 0, a GPD € uma distribui¢do com cauda leve.

Sejam xp, ..., x, valores amostrados de X, v.a. com distribui¢do G, g. A log-verossimilhanga
de (x, ) é dada por

Z(K,B):—nlnﬁ—i—(%—l)gln (1—;%), (3.13)

emquex; >0, i=1,..,n,se k<0, exq) < B/x, se Kk >0, em que x(,) = max{xy,...,x,}.

3.3.1 Existéncia do estimador de maxima verossimilhanca do parame-

tro x (indice caudal)

Nesta subsec¢do, serdo apresentados os resultados mais importantes deste capitulo. Trata-se de
uma sequéncia de teoremas e proposi¢des que avaliam a existéncia do estimador de maxima
verossimilhanga de 6 = (k, B) para a inferéncia dos pardmetros k e 8 da distribui¢do Pareto
generalizada. Este estudo foi baseado nos trabalhos de Castillo e Serra [1], Castillo e Daoudi
[2] e Kozubowski [3].

Conforme visto no inicio desta secdo, a GPD tem caracteristicas importantes quanto
ao indice caudal. Para k¥ =0, a GPD € um distribui¢do exponencial. Pode ser visto na
literatura uma vasta exploragao desse modelo. Talvez uma explicagao para esse fato se deve

as qualidades do EMV nesse caso.
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Entretanto, a GPD se apresenta de forma bem diferente nas regides: (a) k < 0, em que a
distribuicdo tem cauda pesada; e (b) k¥ > 0, em que a distribui¢do tem cauda leve. Assim, sdo
nessas regioes que reside o interesse no estudo do modelo.

Para k = 1, em que a GPD ¢ a distribui¢do uniforme, o modelo ndo foi suficientemente
explorado na literatura, segundo afirmam Castillo e Serra [1].

O resultado a seguir mostra o papel da distribui¢do uniforme no estudo de caudas.

Proposicao 3.1. Se uma varidvel aleatoria absolutamente continua com f.d F e densidade
f(x), com suporte em [0, w(F)|, continua a esquerda em w(F) e 0 < f(®(F)) < oo, entdo
F € Dpax(Hg), com § = —1(k = 1).

Demonstracao. Pelo Teorema 2.2 (b), ja demonstrado que:

lim su Fx)—G x)| =0,
zaw(F)0§x<wF()F)—t ) Kﬁ(l)( )

para alguma fungdo positiva 3 (¢). Portanto, resta mostrar que k = 1.
Fazendo B(¢) = o(F) —t, temos que

GWM@ZQ%T; (3.14)

¢ a distribui¢do uniforme em [0, ®(F) —1] e

F(x+1)—F(r)
1—F(t)

Fi(x) = (3.15)

¢ a funcdo de distribuicdo dos excessos em ¢ > 0.
Dado &, encontraremos 7 tal que SUpy< . (F)—r |Fi(x) — Gi5() (x)| < €.
Seja c = f(@(F)). Como f é continua pela esquerda em @ (F), se € < min{cgy/4,c/2},
existe ¢ tal que
c—€< f(s)<c+e,paratodor < s < o(F).

Fazendo s = ¢ +x, com x > 0, pelo Teorema Fundamental do Calculo em [, 5],
x(c—€)<F(t+x)—F(t) <x(c+e). (3.16)
Em particular para s = @ (F),

(w(F)—t)(c—€)<1—F(t) < (0(F)—1)(c+E€). (3.17)
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De (3.16) e (3.17), temos

x ;(C_£)<F(t+X)_F(t)< x <C+8>_ (3.18)

o(F)—t\c+e 1—F(r) o(F)—t\c—¢

Assim, com x < O(F) —t,

+E£ 2€ 4
Fl‘(x>_G1,ﬁ(;)(x)‘ < (C — 1) (D( x < <2 080/ 2480/4:80.

c—¢ F)—t “c—¢ c—c/2
O
Considere agora a fun¢do log-verossimilhanca dada em (3.13), ou seja,
1 i K
I(k,B)=—nnf+(==1)YIn{1-2x),
K i=1 B
em que Xxi,...,X, sdo valores amostrados da Gk,ﬁ, comx; >0,i=1,...n se k<0, e

X(n) < B/x, se k > 0. Dai, temos que

%:—Z ( ); i_g = B[l—(——l)%i _%xl], (3.19)

para K # 0.

Ao resolver 2 B [3 = 0, encontramos

n 1 1 & B 1 i
—— 1= == =0=1=|=--1)-
ﬁ[ (K’ )nlzil—%xi] (K‘ )nl_zil—%xi’
com K # 1. Dessa forma, para k #0 e Kk # 1
K 1 & %xi
= 3.20
1—«x ngl—%xi’ (3.20)
e, assim, a primeira forma para aﬁ = 0 é dada por
n Xi 1 1 ]
:—Z /‘3 =.r i (3.21)
i

n=p—kx
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Se adicionarmos 1 em cada termo de (3.20), temos a seguinte igualdade

skl

i= [3’

e, portanto, a segunda forma para a ﬁ = 0 é dada por

1 v 1
_ 3.22
— K ngl—%xi’ ( )

emque K #0e kK # 1.

Definicao 3.8 (Func¢ao de log-verossimilhanga profile). Dada a funcdo log-verossimilhanca
da familia GPD (3.13), a funcao de log-verossimilhanca profile de x ¢ definida por

1,(x) = 1(x, B(x)) = —nIn B (k) (— - 1)2111 (

>, (3.23)
em que E(K) é resultado de (3.22) para um K fixo (K #0 e Kk # 1).

Proposicao 3.2. Sejam xy,...,x, observagées de varidveis aleatorias i.i.d. com f.d. comum

GPD de parametros x e B. Se k < 1 fixo, entdo existe uma vinica solu¢do para g—é =0. Essa

solugdo é dada por E(K) = argmax{/(k, ) }.
p

Demonstracao.
e Caso k¥ = 0. Aqui, temos que a GPD € a distribui¢do exponencial com média f3 e, como ja

visto antes (Exemplo 3.1), temos que
B0) = arglr;laX{l(O,B)} =X
em que X = %27:1 Xj.

e Caso Kk < 1 e Kk # 0, fixo. Neste caso, de (3.19), temos que

al 1
T R e
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e, da equacg@o de verossimilhanga, (3.21), ou seja, 55 ﬁ = (, obtemos a equagdo dada por

Agora, calculando

971 [1—1< n 1 ( oy
P B=B(x) po= (B — xx) B =1 P~k B=h(x)
em que E (k) é a solugdo de (3.21), obtemos
9% 1—K —X
(kB =5y g
P’ B(x) L (B(x) - xx)
Portanto, B (k) = argmax{/(k, )} existe para k < 1 fixo. O
B

Os resultados a seguir (Teoremas 3.1 e 3.2 e Proposicoes 3.3, 3.4 e 3.5) referem-se a
GPD de cauda leve, ou seja, quando k > 0. O caso k < 0 serd tratado no Lema 3.1.

Teorema 3.1. Sejam xy,...,x, observacoes de varidveis aleatorias i.i.d. com f.d. comum
GPD de pardmetros K e . Se k > 0, entdo todo mdximo local de 1(x, 3) que satisfaz as

equacoes de verossimilhanga para a GPD ocorre para 0 < K < 1.
Demonstracdo. Seja k > 0. De (3.11), temos que x; € [0,8/x] Vi =1,...,n. Assim, temos

1
——% >0, Vi=1,..
I—KX[/B ) l ) 1,

n
IZ‘T 1 — Kx; / B
Dai, de (3.22), temos que

dl 1
T 20 = —— >0
B —x

ou seja, kK < 1. O]

Proposic¢io 3.3. Seja [3( K) a funcdo resultante da equagdo de verosszmllhanga [3 =0.A

fungdo B(x) é continua, estritamente crescente e diferencidvel para 0 < k < 1. Além disso,
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x<B(x) < X(n), € a funcdo estende-se continuamente na fronteira, com

lim B(x) =X e lim B(Kk) =x(,)- (3.24)
Kk—0 K—1

Demonstracao. A continuidade e a diferenciabilidade da fun¢ao E (k) sdo obtidas pelo

Teorema da Fungdo Implicita aplicado a g(x,B) = 1/(1 — k) — %Z 1/(1 —xx;/B) =0,

definida em (0, 1) X (¥, x(,))-

Devemos provar que as derivadas parciais, dadas abaixo, sao diferentes de zero para cada
€ (0,1). Sédo elas

g2<x,/§<x>>=§—§<'<=3<'<> Blx (121 1_w:7§<x)>2>'

E ficil ver que a funcio g, é estritamente positiva para todo k > 0. Devemos agora provar

que g1 < 0.

Seja a um real qualquer. Entdo, desenvolvendo (1 —a)?, obtemos a seguinte equivaléncia

2 2
2a 1 a
(l—a)2:<1—a> +<1—a> - L (3.25)

Por outro lado, de (3.22),

2 2
1 1 & 1 1 1 & 1
1—'<_5i_211—r<x1~/ﬁ<:<>;$ <1—'<) <5i_21<1—m,-/ﬁ<x>> (520

. ) R i
o Uy /Bl (k)L [ e/l
I_K_ngl—Kxi/B\(K):<l—K> <nz< 2 > . (3.27)
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Ambas as igualdades sdo consequéncias diretas de g(k, E (x)) = 0. Entao, substituindo (3.26)

e (3.27) em (3.25), temos
n 1 e kB
) (1 - m/ﬁ(K)) "k (1 - m-/ﬁ(K))

1
I’l
2 2
) (oK 1_1+1<2—1—1<2+2;<_
11—k 11—k B (1-x)2 B

1 ¢ Kx,/B K)
2—
nl; 1_le/ﬁ(’<))

Assim,

Logo, g1 <0, paratodo k >0e Kk # 1.

Verificaremos agora que 3(k) é estritamente crescente. Para isso, derivando (3.22) em

relacdo a K, temos

Assim,

1 B 1 n X; _ _B\/(K«) KXi/E(K)Z
(R PP SJr Ry s T TR e

para todo K, e a funcéo B (x) é crescente para todo 0 < k < 1.

Por fim, vamos mostrar que os limites em (3.24) existem e concluir que E (x) é continua
no conjunto [0, 1].
e Calculo do limy_sq E (k). Tomando o limite nos dois lados da equacdo em (3.21), temos

que
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entao,

e, portanto,

Por outro lado, temos que B (0) = argmax{/(0,8)} =X. Sendo assim, a funcdo E (k) é
continua em 0.

e Calculo do limy_,1 E (x). Tomando o limite em (3.22), temos

S I 1
lim =lim-) ———,
k—11—xK Kk—1n = l—K'Xi/ﬁ(K)

ou seja,
1 & 1
lim — Z — = oo,
<l S 1= o/ Bx)
Assim,
lim 1 — < i =10 1 1 1
lim ( xj, =0, para algum ip € {1,...,n},
ou seja,
lim ——x;, = 1
k=1 B (k)
e, portanto,
lim B(K) = Xiy-
K—1

Mas x; < B/x para todo i € {1, ...,n}, ou seja,

=)

. B(x)

Xip <max{xi, ..., X} = X < ’llm

= X, -
—1 0

d

Portanto,
lim [3 (K) = X(n)

K—1

Sendo assim, como a funco (k) é continua, estritamente crescente para todo k¥ > 0 e Kk # 1,
X < B(K) < x(p), para 0 < k < 1, e limy; B(K) = x(,), podemos estender continuamente a
fungdo B(x) em 0 < k < 1, tomando B(1) = x(y).

Segue, portanto, o resultado. O]
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Proposicio 3.4. A funcdo de verossimilhanca-profile (3.23) é continua em {(x, E (K)):0<
Kk <1}, ou seja, 1,(x) =1(x, B(K)) € continua em 0 < k < 1. De fato, os limites para K — 0
e K — 1 correspondem aos valores da log-verossimilhanca para as distribui¢oes exponencial

e uniforme, respectivamente, e sdo dados por

lim /,(x) = —nIn(X) —n =1(0,X)

k—0

lim (1) = —nln(x(y)) = [(1,x(,))-
Demonstracdo. Da Proposi¢do 3.3, temos que a fungéo E (k) é continua em Kk € [0, 1].
Portanto [, (k) dada por (3.23) ¢ uma composigdo de fungdes continuas em k € (0,1). Logo,

temos que /,(k) é continua em k € (0,1). Desenvolvendo (3.23), temos

Ip(K) = —nIn (B(x) —|—§1n (1 - Bx(lZ)) I/K—g‘iln (1 - [';(Z))

e Célculo do limy_,0l,(k). Da Proposicdo 3.3, E(O) = lim,_, E(K), entao

lim 1, (k) = lim [—nln(ﬁ(x))+i1n (1— ik )I/K—iiln <1— il )] _

= —nln(

=)
(=)
N~—
SN—"
+
1=
N
‘ |
=
~__
I
|
S
==
i
|
S
| &I
I

=—nlnx—n=

= 1(0,%).

e Célculo do limy_,1 /,(k). Da Proposicdo 3.3, E(l) = limy_, E(K) = X(n)» €NtA0

) Zm( ﬁm)_

lim /,,( )——nln —|—Zln(

Kk—1
= —nln (x(,)) =
= l(l,X(n))

]

Teorema 3.2. Sejam x1,...x,, observacoes de varidveis aleatorias i.i.d com f.d. comum Pareto

generalizada de pardmetros K e . Se 0 < k < 1, entdo existe o EMV.
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Demonstracao.
Da Proposicdo 3.2, a fungdo B (k) define o EMV para 3 para cada k fixado em (0,1).
Dada uma amostra aleatéria, para Kk =0 e kK = 1, o EMV para o parAmetro 3 é X e
X(n)> rAespectivamente. A fungdo E (k) é continua no conjunto fechado [0, 1]. O conjunto
{(x,B(k))|0 < k¥ <1} é um subconjunto fechado de [0, 1] x [%,X(z)], sendo portanto um
conjunto compacto.

Pela Proposicao 3.4, a fun¢do de verossimilhanca é continua em {(K, E (k)]0 <Kk < 1},
logo, existe o EMV global. [

Proposicao 3.5. Sejam x1,...,x, observacoes de varidveis aleatorias i.i.d com f.d. Pareto
generalizada de parametros K e . Se kK > 1, entdo a fungdo de verossimilhanga, 1(x, ), é

ilimitada.

Demonstracdo. Considere x > 1 fixo. Temos que a fun¢io de verossimilhanga, [(k,3), é
dada por

I(k,B) = —nlnp + (% - 1) lﬁ‘iln (1 - %x,-).

Agora, note que x(,) = max {x1,...,X, } = x;), para algum ig € {1,...,n}. Sendo assim,

K
lim (1—=x;,|=0.
,B—)KX(,Z) ﬁ

Por outro lado,

lim (=ninB) = —nln(xx;,)

ﬁ%KX(n)

‘ —nln (Kx(n))| < o0,

Além disso,

1t K
lim In (1 — —x,~> = —oo,
B—rKx(n) im1 B

lim I(k,B) = +oo,

ﬁ*HOC(n)

Portanto, para Kk > 1,

ou seja, I(k, ) é ilimitada. O

Os resultados vistos referem-se a kK > 0. O caso em que k < 0 foi tratado por Kozubowski

[3]. A seguir, apresentamos um resultado desse estudo.
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Lema 3.1. Sejam x1,...,x, observagéoes de varidveis aleatorias i.i.d com f.d. comum Pareto
generalizada de pardmetros K e 3. A fungdo log-verossimilhanga profile, 1,(x), € continua
em (—o0,0) e

lim I,(k) = —eoe lim [,(k) = —n(1+InX). (3.29)

K——o0 Kk—0~

Demonstracao. A func¢do log-verossimilhanga profile € composta de fun¢des continuas em

Kk < 0, portanto, é continua.

e Célculo do limy_,_cl,(k). Da Proposi¢ao 3.2, temos que, para kK < 0, 3(1() existe e
€ positivo e, portanto, limy ., 3 (k) > 0.

Além disso, de (3.22), segue que

A

lim M——l—w Vi=1,.
e (x)

Portanto,

Kg@wzp(x)zkﬁ@w[—nlnﬁ( (--1)2111( % 5 )]:

e Célculo do lim_,(- /,(x). Tomando o limite de ambos os lados em (3.21), obtemos

= 1 & Xi
i1 limye_o- ﬁ(K) ,
ou seja,
lim B(x) _1 i 3
im - =X.
Kk—0~ n =1
Agora,

lim 1,(k) = lim | —nlnf(i)+— Zln(l— sz) Zln(l_ K, )]

K0~ k=0~ | B(x) Pt E(K)
. [ i~ 1 KX; /x
— tim _—nlnﬁ(K‘) +;1n (1 = B(K)) ]

n - n Xi x

= —nlnx+ E Ine ™ /* = _plnx— E 2= _nlnx—n=
: — % X
i=1 i=1

= —nlnx—n.
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]

Observaciao 3.3.

(1) Portanto fica claro que sempre existe um méaximo global da fun¢do de log-verossimilhanca
profile de 6 = (x, ), que ocorre para algum k < 0.

(2) Observe que limy_,o- B(x) = lim_,+ B (k) = X. Além disso, B(0) = X. Portanto, a

funcéio (k) é continua em x = 0.

3.3.2 Matriz de informacao de Fisher da GPD

Nao faz parte dos propdsitos deste trabalho analisar as propriedades de consisténcia e
normalidade assintética dos estimadores de maxima verossimilhanca dos pardmetros da
GPD. Entretanto, nesta subsecdo, apontaremos algumas referéncias que tratam do assunto e
apresentaremos os cdlculos da matriz de informacdo de Fisher da GPD.

Na literatura, podemos citar Drees [15], que demonstra a consisténcia e normalidade
assintotica dos estimadores de maxima verossimilhanca dos pardmetros da GPD quando
K < 1/2; e Zhou [16], que demonstra a existéncia e a consisténcia dos EMVs de k e 8 da
GPD quando k < 1.

Em seguida, vamos calcular a matriz de informacdo. Maiores detalhes podem ser
consultados em Arnold [17] e Kozubowski [3].

1(0) =I(x, ) é dada por

az
lij=—FE| =——=—Ing(X,0 ,j=1,2

tj (89189] Ilg( ’ ))7 L] il
em que 6 = (01,6,) = (k,B) e g é a funcdo densidade da distribuigdo Pareto generalizada,

dada por
1

s(x:x.B) E(l—gx)l/“,xez)w),

[0,00), se k<0,

emque,D(Kaﬁ):{ [0,B/x], se k>0

Assim, temos

Ing(x) = In <%<1 —%)H) — Inp— (1 —%) In (1 —%)
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dlng(x) 1 KX 1 x
T“EIH(I_F) +<1—7<> s

Portanto,

Assim,

(i)Mziln(l—g>+ ZLJF(I_E)(L

dx? K3 B K2 B — Kx K — Kkx)?
. .. 0%Ing(x) B d%Ing(x) B X 1 X
W) e i) =SB0 = axap k(B —xPn) (1 B E) (B — k)2

K

. 821ng(x)_i 1) kx(2B — kx)
=5 = B (1 )(B2—Kﬁx)2’

Calculando a esperancga, em (i) a (iv), obtemos

Calculando termo a termo, temos:

S F)(5)

=F

. [8zlng(X)

K2

e 1° termo

%m (1-%){)

E

2 [ 1 2 1
= 1 u—u%_lmd ——/ ~ux Inudu
K3 B SRS
——3 ulnu — xu'/* Kéo—i
K3 | K2

O cdlculo para o caso 0 < k < 1/2 é feito de forma similar.

e Semelhantemente os dois outros termos sao

2 x | 2
KB—xX| K2(1—x)
el ] X2 B 2
( _E> B—xx)2| x(1-2K)
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Finalmente,
. ?lng(X)| 2 2 2 22
K2 k2 k2(1-x) k(1-2k)  k2(1—x)(1—2kK)
B 2
(1—x)(1-2Kx)

Procedendo de maneira similar, temos

E[321ng(x)] :Elazlng(x)] o 1

dxdp dBIKk B(1—x)(1—-2xk)
Elazlng(x)] _ 1
Ip? B2(1-2K)
Logo a matriz de informagao ¢ dada por
_ d*Ing(X) _ 1 282 B
1(e,p) = _E< 06,00, ) ij:12_ (1—x)(1—-2xk)B2 [ B 1—K]' (30

Conforme Drees [15], o estimador de méxima verossimilhanga de 6 = (k, B) da distri-
buicdo Pareto generalizada ¢ assintoticamente normal quando kK < 1/2. Assim, para k < 1/2,

temos que
V(6 —8) = N(0,[1(8)] "),

em que N representa a distribuicio normal bivariada e 0 é o vetor nulo do R.

3.4 Testes de hipoteses

Nesta secdo, apresentaremos dois testes de hipdteses que serdo utilizados no Capitulo 4 para
verificar alguns resultados deste trabalho. Serdo vistos o teste de selecdo de modelos pelo
critério de informacio Akaike (AIC - Akaike information criterion) e o teste x> para selecio

de hipdteses.

3.4.1 Critério de informacao Akaike (AIC)

Para uma breve descricao do critério de informacao Akaike (AIC - Akaike information

criterion), suponha que certa densidade f denote a verdade, ou realidade completa da
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distribui¢do de uma varidvel aleatéria em estudo. No entanto, f € desconhecida, portanto
pretende-se aproximar a distribuicdo f por um modelo. Suponha que essa aproximagao
serd feita por g(.;0), com 6 = (6,...,6), entdo o valor da divergéncia, conhecida como
divergéncia de Kullback-Leibler (K-L), para um modelo g(.; 0), em relagdo ao modelo “real”

I(£.:6)= [ f(o)mn

Esta divergéncia estd relacionada a informagﬁo perdida por se usar um modelo apro-

representado por f, é

(3.31)

ximado em vez do “real”. Assim, o objetivo aqui € encontrar o modelo que perde menos
informacdo, ou seja, o objetivo é minimizar I(f,g) com relagdo a g. Uma vez que f é
fixa, pois € a densidade verdadeira que se quer aproximar, ela ndo varia nem mesmo com O

tamanho da amostra. Por outro lado, g varia conforme 6.

Um calculo direto resulta em

9= [ F@)Inf(xdx= [ () ng(x0)dx,

ou seja,

I(f,8) =E(Inf(X)) —E(Ing(X;0)).

Mas, embora desconhecida, a esperanca E ( Inf(X )) é fixa.

A estimativa do AIC para um determinado modelo é dada pela defini¢do a seguir (maiores
detalhes sobre o AIC podem ser vistos em Akaike [18]).

Definicao 3.9. O critério de informacdo Akaike é dado por
AIC = —2In (L) +2r, (3.32)

em que L é o valor mdximo da funcdo de verossimilhanca de 0 e r é o niimero de pardmetros.
O modelo com o menor valor de AIC € considerado o modelo de melhor ajuste.

Exemplo 3.5. Seja uma amostra aleatoria x1,...x, observada de uma distribui¢do desconhe-
cida. Suponha que se queira modelar por uma distribuicdo exponencial com pardmetro A
desconhecido. Primeiramente, encontramos o estimador de maxima verossimilhanga de A,
dado por A= 0,0102. Substituindo esse valor na funcdo de log-verossimilhanca (3.5) e

calculando o AIC, de (3.32), para o modelo exponencial temos que

AICE = —21In (Lg) +2K = =2 x (—111,68) +2 x 1 = 225,36.
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Agora, deseja-se modelar os mesmos dados pela distribuicao Pareto generalizada. Dessa

maneira, formulamos as hipéteses:

* Hjy: a amostra observada vem da distribui¢do exponencial com pardmetro A;

* H,: a amostra segue uma distribuicio Pareto generalizada com parametros K e f3.

Estimando os parametros da distribui¢do Pareto generalizada via méxima verossimilhanga,
para o mesmo conjunto de dados, obtemos k¥ = 0,56 ¢ ﬁ =51,56. Assim, de (3.13), obtemos
o valor da fun¢@o log-verossimilhancga calculada em (X, B) ou seja, no ponto de maximo.

Dai temos o AIC para o modelo Pareto generalizada,

AlCgpp = —2In (zGPD) +2K = -2 X (—110,06) +2x2=224,12
< 225,36 = AICg.

Portanto, pelo teste AIC rejeita-se Hy, ou seja, ele favorece o modelo da distribuicao Pareto

generalizada para esse conjuntos de dados.

Observacao 3.4. Os dados utilizados no Exemplo 3.5 referem-se aos tempos de construgdo
de usinas edlicas, levantados pela ANEEL (Agéncia Nacional de Energia Elétrica). Eles

serdo apresentados no Capitulo 4.

3.4.2 Teste de seleciio x>

Nesta subsecdo, introduziremos o teste > para varidveis aleatérias continuas. Para maiores
detalhes, veja Rohatgi [19].

Seja X uma varidvel aleatdria continua com distribui¢do desconhecida. Suponha que
tenha sido observada uma amostra aleatéria, xi,...,x,, dessa distribuicdo. O objetivo é
introduzir uma distribuicdo e testar se os dados provém dela. Mais formalmente, considere f
uma densidade e a hipétese nula formulada da seguinte forma:

Hj: a amostra observada provém da distribuicado f.

Considere os intervalos /i, ..., I uma parti¢cdo do conjunto dos reais. Sejam p; = Pr(X €
I;),j=1,...,k, e p; a propor¢io observada de valores da amostra que pertencem a I;.

Tem-se que, sob Hy, para n (tamanho amostral) suficientemente grande, a estatistica
k np np 2
j—nPj
0=)Y (3.33)
j=1

tem aproximadamente uma distribuicdo ¥ com k — 1 graus de liberdade. Dessa maneira, o

teste consiste em rejeitar Hy, ao nivel de significancia o, 0 < o < 1, se o valor observado de
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0, g0, € maior do que x,%_ha, valor este que satisfaz P(Z > Xlg—l,oc) = o, em que Z é uma
v.a. com distribuicdo ¥ com k — 1 graus de liberdade.

Tem-se também que, dada Hy, P,yjor = P(Q > qo), que € o menor nivel de significancia
com que se rejeita Hy, ou seja, rejeita-se Hy se Pygjor < .

Exemplo 3.6 (Processo de Poisson). Suponha que seja dada uma amostra observada (yy, ..., y,)
de uma distribuicao desconhecida e que desejamos testar se essa amostra provém de um
Processo de Poisson com taxa A = 5. Sabemos que o Processo de Poisson é um processo
de contagem que consiste de ndmeros de ocorréncias de um determinado evento, no qual os
tempos entre essas ocorréncias sao varidveis aleatdrias i.i.d. com distribui¢io exponencial de
pardmetro A. Dessa maneira, consideremos n = 100 valores observados de um processo de
contagem (ver Figura 3.1), em que Y denota a varidvel nimero de ocorréncias, X; o tempo
do primeiro evento e X,,, n > 1, o tempo entre o (n — 1)-€simo e n-ésimo evento. Da amostra
observada de Y, extraimos os valores observados x1,...,x, de X (tempo entre ocorréncias) e

formulamos o teste considerando a seguinte hipdtese nula:

* Hjy: a amostra observada, xi,...,x,, provém de uma distribui¢do exponencial com

pardmetro A = 5.

Como P(X > O) = 1, escolhemos os intervalos Iy, ..., I; como uma parti¢ao do intervalo

(0,4-o0). Essa escolha foi feita de maneira que:
k=8ep;j=P(Xel)=1f Vj=1,..,8.

(para uma discussao sobre o numero de classes, veja Rohatgi [19]).

Assim, para a distribuicdo exponencial, em que P(X <x)=1— e Med =5, temos

. l
P(X gx) —l—e = é =x= —@, i=1,..,7,

em que i define o limite de cada intervalo, conforme apresentado na Tabela 3.1.

Em seguida, encontra-se o nimero de observacdes em cada intervalo e calcula-se g,
conforme (3.33). Todos os resultados estdo detalhados na Tabela 3.1.

O valor de g € 3,52, e ha k— 1 =8 — 1 =7 graus de liberdade. Calculando o P,,,,,
temos, sob Hy, que

P(0>3,52) =0,83

Portanto, com uma probabilidade de 83%, € bem razodvel concluir que ndo se rejeita Hy.

Observacao 3.5. Os dados do Exemplo 3.6 foram gerados no software R. Justamente foi

gerado um processo de Poisson com uma taxa A = 5. Contudo, nem sempre o pardmetro da
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Processo de contagem
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Figura 3.1: Exemplo de processo de contagem.

Tabela 3.1: Foram escolhidos 8 intervalos para um total de n=100 medidas.

Intervalos np; np; W
L [0; 0,0267) 11 125 0,18
L [0,0267; 0,0575) 14 125 0,18
L [0,0575; 0,0940) 14 12,5 0,18
Iy [0,0940; 0,1386) 11 125 0,18
Is [0,1386; 0,1962) 12 125 0,02
Iy [0,1962; 0,2773) 16 125 0,98
I; [0,2773; 0,4159) 14 125 0,18
Iy [0,4159; o) 8 125 1,62

Soma 100 100 g9 =3,52

distribui¢do é conhecido. Na verdade, nem mesmo a distribui¢io, que € o objeto do teste, é
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conhecida. Assim, o caso de maior interesse ndo € se os dados podem ser modelados por uma

distribui¢do especifica, mas se eles podem ser modelados por uma familia de distribui¢des.

Seja X uma v.a. com distribuicdo definida pelo parametro 0 (desconhecido). O objetivo é
verificar se para algum valor de 6 a distribuicao se ajusta bem. Uma maneira € encontrar 6

que minimiza a fungdo Q = Q(0).

Definicdo 3.10. Seja 6 o valor de 0 para o qual Q(0) é minimo. Entdo, 0 ¢ chamado
estimador minimo de 6 para a 2, denotado por 6 = arg min{Q(B) }
(2]

Temos o seguinte resultado (para mais detalhes, ver Rohatgi [19]).

Teorema 3.3. Seja 6 o estimador minimo de 0. Entdo, sob certas condicdes de regulari-
dade e para o niimero de valores observados, n, grande, o valor minimo Q(0) de Q(8) dado

por

zk" j=np;(6)) (3.34)
RO At 6) .

tem aproximadamente a distribuicdo x* com k— 1 — r graus de liberdade, em que n jé
o numero de valores observados em cada intervalo, 1, j = 1,...,k, ZIJ‘-ZI nj=mn, pj(é) =
P(X € Ij) e r é a dimensdo de 6.

Observacao 3.6. As condicdes de regularidade ndo especificadas no Teorema 3.3 sdo satis-
feitas para a maioria das distribui¢des. Contudo, ndo é simples estimar & minimizando Q(6).
Por outro lado, € possivel mostrar que o Teorema 3.3 é valido para o estimador de maxima

verossimilhanca (para mais detalhes, veja Rohatgi [19]).

Exemplo 3.7. Considerando o Exemplo 3.6, temos interesse em encontrar um valor para A a
partir dos dados, em vez de utilizar um valor fixo como foi feito naquele exemplo. Dessa

forma, a hipétese serd reformulada da seguinte maneira:

* Hp: a amostra observada do tempo entre ocorréncias segue uma distribui¢do exponen-

cial de parimetro A = /Al,

en que 2 é o estimador de méxima verossimilhanga de A.

Conforme a Observacdo 3.6, o Teorema 3.3 € valido para o estimador de maxima
verossimilhanca. Assim, temos que o estimador de maxima verossimilhanca para A é
A= 5,36. Portanto, € possivel construir a Tabela 3.2 com 0 mesmo numero de intervalos do

Exemplo 3.6, utilizando, agora, o valor de i, ou seja,

P(X<x)=1-e%= é = x= —lngl—_g), i=1,..7.
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Assim, temos que k — 1 —r =8 — 1 — 1 = 6 (graus de liberdade). Dessa forma, o P,y;,,
sob Hy, é
P(Q>2,88) =0,82,

em que go = 2,88 € o valor observado de Q(é) Portanto, o teste > aceita Hy com 82% de

confianca.

Tabela 3.2: Foram escolhidos 8 intervalos para um total de n=100 medidas.

Intervalos n; np;(6) %
L [0; 0,0249) 11 12,5 0,18
L [0,0249; 0,0537) 14 12,5 0,18
I [0,0537; 0,0878) 10 12,5 0,5
I, [0,0878; 0,1294) 13 12,5 0,02
Is [0,1294; 0,1831) 11 12,5 0,18
Is [0,1831; 0,2588) 17 12,5 1,62
I; [0,2588; 0,3882) 13 12,5 0,02
Is [0,3882; oo) 11 12,5 0,18

Soma 100 100 q0 =2,88

Observacao 3.7. Na pritica o mais comum € definir previamente o nivel de confianca o, em

geral 5%. Assim, para este valor, no Exemplo 3.7,
Xoso, = 12,59 > 2,88 = gp.

Dado que g( € menor, entdo a hipétese Hy deve ser aceita.

Observacio 3.8. O teste da 2 é usado para comparar um primeiro modelo para um determi-
nado conjunto de dados. Observe que, uma vez que os dados foram gerados por uma rotina
no software R, obteve-se um valor de 82%, que ¢ um bem mais alto do que se obtém, em
geral, com dados reais.

E costume o uso de niveis mais baixos de confianga, em torno de 5%. Portanto, esse teste
costuma ser favordvel a distribuicdo escolhida. Melhores modelos podem ser comparados

posteriormente entre si com outros testes, como, por exemplo, o AIC, visto na Secado 3.4.1.



CAPITULO

4

SIMULACOES E APLICACOES
PRATICAS

4.1 Introducao

O objetivo deste capitulo € apresentar alguns resultados numéricos obtidos do estudo tedrico
nos capitulos anteriores. Além disso, serd feita uma aplicacdo préatica com dados reais.

Na Sec¢do 4.2, serd estudado o estimador de médxima verossimilhanca para os parametros
K e B da distribuigdo Pareto generalizada. As simulagdes foram feitas no software R (versdo
x64 3.5.1), utilizando o algoritmo de estimacao proposto por Castillo e Serra [1].

Em seguida, serdo geradas amostras para analisar a consisténcia, a normalidade assint6tica
e os vicios dos pardmetros k e . Por fim, serd estudado o comportamento da fungao log-
verossimilhanga profile para k¥ < 0, onde ja foi visto (Lema 3.1) que os estimadores de
méxima verossimilhanga de k e B sempre existem.

Na Secdo 4.3, serd visto um exemplo pratico da utilizagdo da teoria de valor extremo.
Trata-se do tempo de construcdo de usinas edlicas no Brasil. Os dados foram levantados
pela Superintendéncia de Fiscalizacdo da Geracdo da ANEEL (Agéncia Nacional de Energia

Elétrica). Assim, serdo inferidos trés parametros da distribuicdo Pareto generalizada: o limiar
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t, os parAmetros de forma x e de escala 8. Esse estudo pode ser utilizado na previsdo de
construcdo para novas usinas do setor elétrico. Sera feita também a discussao de selecao de
parametros por meio do critério de informagdo Akaike (AIC), definido na Sec¢do 3.4.1. Por
fim, serd analisada a propriedade (d) do Teorema 2.2 por meio do teste da x?.

4.2 Simulacoes numéricas

Nesta se¢do, serdo avaliados o estimadores de mdxima verossimilhanga dos pardmetros K e
B, calculados por meio do algoritmo 4.1, proposto no artigo Castillo e Serra [1].

Em (3.13) foi apresentada a funcao log-verossimilhan¢a em fun¢@o dos parametros K e
B, entretanto, do ponto de vista computacional e para efeito de simulagdes, é mais eficiente
utilizar o parAmetro o = 3/x. Portanto, denotaremos a nova fung¢io de log-verossimilhanga
por I*, de modo que [*(x,0) = I(k,k0), em que 0 < 0, para kK < 0 e 6 > x(,;), para k > 0.

Com essa nova parametrizacdo, obtemos a log-verossimilhanca profile encontrando
k = k(o) das equacdes de verossimilhanga. Assim, de (3.13), I*(x,0)/dx = 0 é dada por

w — %Z(K‘, KO) = % [—nln(K‘G)—l— (%—l)gln(l —%)] =0

n 1 ¢
) WI(RER)
Assim,
= —— Z In (1 — —)
Dessa forma,
:——Zln(l——) 4.1)

Substituindo (4.1) em (3.13), obtemos

1,(c) :n<—1n(f<(o)c) +&(c) - 1). 4.2)

O Algoritimo 4.1 a seguir foi apresentado por Castillo e Serra [1] e € baseado na log-
verossimilhanca profile. Ele serd utilizado para as simulacdes e para obtencdo dos estimadores

dos pardmetros K e f3.
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Algoritmo 4.1.
#to estimate the maximum likelihood (MLE) of a sample x by GPD(k,psi)
eGPD<-function(x){
fk<-function(sigma) -mean(log(l-x/sigma))
fp<-function(sigma) length(x)*(-log(fk(sigma)*sigma)+fk(sigma)-1)
int<-c(-100*max(x),100*max(x))
sigma<-optimize(fp,interval=int,maximum=T) $maximum

list (k=fk(sigma) ,psi=fk(sigma)*sigma)}

Observacao 4.1.

Em Castillo e Serra [1], o pardmetro 3 é chamado .
* As fungdes fk e fp sdo (4.1) e (4.2), respectivamente.
* A funcdo optimize() faz parte do pacote stats do software R.

* Para se utilizar esse algoritmo, pressupde-se o conhecimento do limiar ¢

Aplicacao 4.1 (Consisténcia do EMV). Com o intuito de observar a consisténcia do EMV
para o parametro Kk da GPD (lembrando que a consisténcia € definida como a convergéncia
em probabilidade de limn_>ooP(|én —-0] < 8) = 1), foram geradas 100 amostras para cada
tamanho de 1 a 1.000, com Kk = —1/2 € (—eo,1/2), regido em que 0 EMV de K é consistente
e assintoticamente normal. O resultado estd apresentado na Figura 4.1.

Observa-se que o erro para amostras muito pequenas € grande, porém o EMV de « se
aproxima do valor verdadeiro, k = —1/2, para n suficientemente grande. Os pontos em preto
sao a média, e, em cinza, a dispersao para cada uma das 100 amostras.

Aplicacao 4.2 (Estimativa do parametro k da GPD). Nesta aplicagao, seré testado o Algo-
ritmo 4.1 para diferentes valores de k. Para isso, foram geradas 1.000 amostras de tamanho
50, com Kk = {—6;—6+0,01; —6+0,02;...;4+6}, semelhantemente ao que Castillo e Serra
[1] fizeram. O resultado estd apresentado na Figura 4.2.

A escolha do tamanho da amostra foi feita baseada em um valor comum na prética.
Quando se trabalha com valores extremos, os dados sdo mais raros. Assim, o objetivo desta
aplicacao é verificar a validade da estimacdo dos parametros no caso em que a amostra tem
um tamanho médio.
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Estimador de mé&xima verossimilhanca
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Figura 4.1: Foram geradas 100 amostras para cada tamanho de 1 a 1.000 e calculado o EMV do
parametro K.

Note que hd problemas na estimacdo de k em torno de 1. Isso ocorre pois a GPD € muito
heterogénea em torno de k¥ = 1, onde o suporte da GPD € finito, ou seja, regido onde o ponto
extremo superior € ®(G g(x)) = B/x. Quando 0 < k < 1, a fungdo densidade calculada no
ponto extremo é g(B/x) = 0. Em k = 1, ou seja, quando a GPD ¢ a distribui¢do uniforme,
a densidade tem valor constante igual a 1. Quando x > 1, a densidade da Pareto tende a
infinito. Esse comportamento pode ser conferido na Figura 4.3, em que € apresentada a funcao
densidade da GPD, (3.12), para k = 3, ou seja, o = 1, assim o suporte é x € [0,8/x] = [0,1].

Além disso, como visto no Capitulo 3, os estimadores de médxima verossimilhanca dos
pardmetros k e 3 ndo existem quando k > 1. Porém, o Algoritimo 4.1, baseado no principio
de méxima verossimilhanca, € util para identificar, em uma amostra, quando kK > 1, para
entdo, a partir de outro método de inferéncia, estimar os parimetros K e 3.

Assim, Castillo e Serra [1] propdem que seja classificada previamente a regido de Kk em
trés modelos distintos para estudo do EMV: A, em que Kk < 0; B,emque 0 < k < 1;e C, em
que Kk > 1.

Aplicacdo 4.3 (Vicio dos estimadores dos pardmetros k € 3 da GPD). Nesta aplicagio,
serd analisado o vicio dos estimadores de méxima verossimilhanga dos pardmetros x e 3
da GPD, com base na inferéncia pelo Algoritmo 4.1. Foram geradas 10.000 amostras de
tamanho 500 e 50, com pardmetros B =1e Kk = { —4;—4+0,1;,—4+0,2; ...;4}. Embora
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Estimativa GPD parametro kappa

kappa estimado
0
1

kappa real

Figura 4.2: No eixo horizontal € representado o pardmetro k utilizado para o gerar os valores da
distribui¢@o Pareto generalizada. Foram geradas 1.000 amostras de tamanho 50, k = {—6;—6 +
0,01;—6+0,02;...;+6}. No eixo vertical sdo representados os valores estimados.

amostras de tamanho elevado ndo sejam comuns em modelos de valor extremo, o propdsito
desta aplicagdo € observar o comportamento do Algoritimo 4.1 para inferéncia via mixima
verossimilhanga. Por outro lado, amostras de tamanho 50 sdo mais comuns e podem ser

comparadas em termos de vicio conforme a Figura 4.4.

A aplicagdo a seguir € realizada para verificar as condi¢des do Lema 3.1 para k¥ < 0.
Porém, como j4 discutido, do ponto de vista computacional, € mais eficiente utilizar a
parametriza¢do da GPD com ¢ = /K. Dessa forma, os limites (3.29) sdo dados por

lim [,(0) = —ce lim [,(0)= —n(l+InX). 4.3)

c—0~ O——e

em que /,(0) € alog-verossimilhanga profile com pardmetro o, dada por (4.2).

Aplicacao 4.4. Foram geradas 2 amostras de tamanho 10.000; uma para a GPD com para-
metros Kk = —1/2 e B = 1, e outra para a distribui¢cdo exponencial com pardmetro A = % =1,
lembrando que essa distribui¢ao € um caso particular da GPD com x = 0. Assim, os limites
(4.3) tedricos para a GPD sdo

lim [,(0) = —o
oc—0~
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Funcéo densidade da GPD
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Figura 4.3: Funcio densidade da GPD para valores de k¥ > 0, em torno a 1. Foi tomado x = f3, ou
seja, o = 1, portanto, x € [0, 1]

e, conforme o Teorema 2.2 (a),

lim [,(0) = —n<1 +In P ) = —10.000(1 +1In2) = —16.931.
0——oo 1+x

No caso da exponencial,

Gliﬂrgf I,(0)=—e Glir{lmlp(c) = —10.000.

Como o objetivo € avaliar a teoria para valores altos de n, nota-se na Figura 4.5 que a
funcdo log-verossimilhanca profile assume valores bem proximos aos limites tedricos (4.3).
Porém, para amostras menores, a diferenca entre os valores tedricos e os valores calculados
pode ser maior.

No caso da distribui¢do exponencial, pode ser observado que a fungdo log-verossimilhanga
profile é sempre menor que —n(1 + InX) e tende a esse valor quando ¢ tende a —oo. No
caso da GPD com k < 0, a func¢@o assume valores maiores do que —n(1+ InX), e da mesma
maneira que a exponencial, tende a esse valor quando ¢ tende a —oo. Entretanto, o0 maximo

da log-verossimilhanga profile ocorre para um o finito. No caso da Aplicacdo 4.4, esse valor

éo=B/k=1/(—1)2)=-2.
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Vicio nos estimadores de kappa e beta
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© —— vicio do estimador de kappa com 50 amostras
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[
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Figura 4.4: Vicio na inferéncia pelo Algoritimo 4.1 dos parimetros k e 3. Foram geradas 10.000
amostras de tamanho 500 e 50, com pardmetros B =1 ¢ Kk = { —4;—4+40,1;—440,2; ...;4}.

Aplicacao 4.5 (Propriedade assintética da GPD). Lembrando a defini¢do de normalidade

assintdtica, que € vélida para a GPD com k < 1/2, temos, de (3.9), que
Y, =vn(6,-0) -4 7,

em que Z é uma varidvel aleatéria com distribui¢do N (0, [1(0)] 71) e =(x,pB).

Para esta aplicacdo, tomaremos kK = —1/2 e B = 4. Dessa forma, de (3.30), a matriz de
informacgdo da GPD € dada por

1 2% B 1 (32 4
’("’B):(1—x)(1—z;<)/32[;3 1—42@[ ]
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Comportamento da Log verossimilhanca profile
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Figura 4.5: Funcao log-verossimilhanga profile.

Assim, foram geradas 10.000 amostras para a variavel aleatéria Y, = /n(6, — 0), de
tamanho n = 10.000 e 6 = (x, ) = (—1/2,4), e 10.000 amostras para a varidvel aleatéria Z.
O resultado estd apresentado na Figura 4.6.

Para efeitos de visualizacdo, a fim de observar a diferenca entre as varidveis aleatdrias Y,
e Z, foi gerado a partir dessas varidveis o grafico das densidades respectivas aproximadas

pela fungdo kde2d do pacote MASS do software R. O resultado estd apresentado na Figura
4.7.

A diferenca entre as duas densidades esta apresentada na Figura 4.8.

Nota-se que, embora possa ser percebido que a distribui¢do de Y, estd proxima da

distribuicdo de Z, ha certa discrepancia mesmo com amostras grandes de tamanho 10.000.

Aplicacao 4.6. Com o intuito de estudar a proposta de Castillo e Serra [1] de dividir x
nas regides A: Kk <0; B: 0 <k < 1;e C: k > 1, apresentamos também, na Tabela 4.1, as

porcentagens de classificacdo de cada regido para valores proximos as fronteiras em Kk =0 e
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Propriedade assintotica da GPD
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Figura 4.6: Propriedade assintética da GPD, com +/(n) (k — k) no eixo x e \/(n)(B — B) no eixo y.

Densidade da variavel aleatoria Yn
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'.::::::‘ll
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Densidade da variavel aleatéria Z

Figura 4.7: Densidade das varidveis ¥, = \/n(6, — 0) e Z = N(O, [1(6)] 71).

Kk = 1, para alguns tamanhos de amostras especificados. Foram geradas 1.000 amostras para

cada porcentagem.
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YneZ

Diferenca entre as variaveis aleatérias

Figura 4.8: Diferenca entre as densidades de ¥, = \/n(6,—0) e Z=N (0, [1(6)] _1).

Tabela 4.1: Porcentagem de classificagdo de cada regido para alguns tamanhos de amostras e para K
préximo as fronteiras entre cada regido, ou seja, A, para kK < 0; B, para0 < k < 1;e C, para k > 1.
Foram geradas 1.000 amostras para obten¢do de cada porcentagem. O valor em negrito corresponde a

correta classificacdo.

A C

Kk -0,1 0,1 0,9 1,1

n A B C A B C A B C A B C
15 40,5 504 9.1 18,1 66,8 15,1 0,1 11,6 883 0,0 42 958
25 475 514 09 15,8 82,0 22 0,0 16,1 839 0,0 5,1 949
30 53,9 46,0 0.1 17,4 82,3 03 0,0 203 79,7 0,0 57 943
50 60,6 394 0,0 16,2 838 0,0 0,0 30,1 699 0,0 53 94,7
100 75,6 244 0,0 80 92,0 00 0,0 50,3 49,7 0,0 39 96,1
500 96,8 32 0,0 04 996 00 0,0 96,0 4,0 0,0 06 994
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Observa-se que o valor correto do modelo escolhido tende a 100% conforme o aumento
do tamanho da amostra. Por outro lado, o objetivo € fazer a inferéncia para os parametros
da GPD a partir de valores extremos, entretanto, é dificil conseguir elevado nimero de
dados. Por exemplo, se o objetivo for a maxima anual de chuva, para a obtencdo de 25 dados
extremos sdo0 necessdrios 25 anos de medicdes. Assim, a importancia do estudo dessa teoria

€ grande, porém, na prdtica, a dificuldade reside nos casos com amostras pequenas e médias.

4.3 Aplicacao com dados reais

Seré apresentado um caso real a ser modelado pela teoria de valores extremos. Os dados
referem-se ao tempo de construcdo de usinas edlicas e foram levantados pela Superintendén-

cia de Fiscalizacdo dos Servicos de Geragao da ANEEL.

Algumas usinas levam um tempo consideravelmente maior para serem construidas que a
média historica do setor. Por outro lado, nao hd um limiar j& determinado do que € um tempo
longo para constru¢do. Assim, tem-se interesse em estimar primeiramente esse limiar, para

entdo verificar a modelagem da GPD.

A importancia de uma abordagem estatistica para esses dados se da na sua utiliza¢do para
realizar previsdes para novos empreendimentos edlicos. A previsdo do tempo de construcao
de usinas € utilizada para o planejamento de novos Leildes de Energia Elétrica e para célculo
do Custo Marginal de Operacao (CMO), cujo dado € fundamental para operacdo do Sistema

Elétrico Brasileiro.

Na Figura 4.9, temos o tempo de constru¢do de 210 usinas edlicas, e na Figura 4.10
temos o histograma do tempo de constru¢cao das mesmas usinas. A mais rdpida concluiu a

constru¢do em torno de 100 dias. J4 a mais lenta levou quase 1.200 dias para terminar.

Com o intuito de obter uma primeira aproximacao do limiar para a GPD, utilizaremos a
fung¢do média do excesso (2.6). Conforme vimos no Teorema 2.2 (e), e(t) é linear em ¢ (2.17).
Assim na Figura 4.11, pode ser observado que o valor limiar, que é aquele considerado a
partir do qual a funcdo média do excesso tende a ser linear, € 750 dias. Observamos que esse
valor, num primeiro momento, pode ser subjetivo. Assim, € importante analisar os dados em

torno desse limiar.

Com uma variacdo relativamente pequena, de 5 dias, observa-se, pela Figura 4.11, que ha
grande variacdo entre as retas azul e vermelha, obtidas da expressdo tedrica (2.17). Isso se d4
em grande parte devido a pequena quantidade de valores extremos obtidos dos dados. Como
ja salientado nos capitulos precedentes, a importancia e a dificuldade dessa modelagem

ocorrem para amostras de tamanhos médios e pequenos.
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Tempo de construgdo de usinas
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Figura 4.9: Tempo de construgio de usinas e6licas. H4 210 no total.
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Figura 4.10: Histograma do tempo de construcao das 210 usinas e6licas.

Na Figura 4.12, é apresentada a comparacao entre os dados reais e a aproximacao pela
GPD com limiar t = 750 e parAmetros k¥ = —0,560219 ¢ f = 51,56165, inferidos pelo
Algoritmo 4.1.
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Fung&o média do excesso
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Figura 4.11: Funcdo média do excesso para o tempo de construgdo de usinas edlicas.
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Figura 4.12: Tempo de construcio real e aproximado pela GPD.
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Dai pode ser observado que, apesar das limitagdes, a aproximacao € razoavelmente boa
entre o modelo tedrico e os dados reais.

A Tabela 4.2 mostra os testes de selecdo para a modelagem dos dados de usinas edlicas.
O valor encontrado pela analise grafica para o limiar foi 750 dias. Assim, foram feitos testes
para valores préoximos de 750, conforme a coluna limiar na tabela. A coluna n, na Tabela
4.2, corresponde ao tamanho da amostra utilizada na modelagem para cada limiar escolhido.
Assim, se o limiar for por exemplo 755, ha 17 valores acima desse limiar, considerados
os pontos extremos. Os pardmetros k e 3 foram inferidos pelo Algoritmo 4.1 para cada
limiar escolhido. Conforme a Defini¢ao 3.9, foram calculados o AICgpp e AICE, critérios de
informacao Akaike relativos a GPD e exponencial, respectivamente. Lembrando, de (3.32),
AIC = —21In (ﬁ) +2r, em que r é o nimero de pardmetros da distribuicdo. Temos que r = 2
no caso da GPD, e r = 1 no caso da exponencial. Por fim, a coluna Preferéncia, na Tabela
4.2, € o resultado final do teste.

Conforme discutido na Sec¢do 3.4.1, escolhe-se o modelo com menor AIC. Assim, na
Tabela 4.2, o AIC foi calculado como AIC = AICgpp — AICE, ou seja, se AIC < 0, entdo
AICgpp < AICE e, entdo, escolhe-se a distribuicdao Pareto generalizada. Caso contrério, se
AIC > 0, escolhe-se a distribui¢do exponencial.

Tabela 4.2: Selecdo de modelo para EOL.

limiar n K B AICE  AICgpp AIC Preferéncia
740 22 -0,39 63,58 248,06 247,81 -0,25 GPD
750 20 -0,56 51,56 225,36 224,12 -1,24 GPD
755 17 -0,42 69,17 195,62 196,17 0,55 Exp
760 14 -0,13 110,78 165,68 167,57 1,88 Exp
770 14 -0,36 79,18 163,39 164,60 1,21 Exp

Por fim, o Teorema 2.2 (d) diz que, se N segue uma distribui¢do Poisson de pardmetro A,
independente da sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. {Xn} com GDP de pardmetros & e 3,
e Zy = max(Xj,...,Xy), entdo,

X 1/1('
P(Zy <x) = exp{ ~a(1- K‘E> } = Hy py (),
em que = BE (A5 —1) e y = BAS.
Para modelar os dados tempos de construcdo de usinas edlicas utilizando a GPD, néo foi

verificado se N segue uma distribui¢do Poisson. Vamos terminar esse capitulo verificando
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essa propriedade. Da teoria de processos estocdsticos, temos que um processo de contagem
de um determinado evento é um processo de Poisson com taxa A > 0 se, e somente se, 0S
tempos entre ocorréncias sdo varidveis aleatdrias i.i.d. com distribui¢do exponencial de
pardmetro A (média 1/4). Utilizaremos essa propriedade e o teste 2 para verficar se N pode
ser considerada uma varidvel aleatoria com distribuicdao Poisson, semelhantemente ao que
foi feito no Exemplo 3.7.

Utilizando o limiar 750 e a hipdtese

* Hy: a amostra observada segue a distribuicdo exponencial com parametro A = A.

Tabela 4.3: Foram escolhidos 5 intervalos para um total de 19 medidas.

22
Intervalos  n; np; (A) %
L [0,14) 10 3,8 10,12
L [14,32) 4 38 0,01
L [32,57) 2 38 0,85
I, [57,100) 2 38 0,85
I5 [100,0) 1 38 2,06
Soma 19 19 q0 = 13,89

O valor encontrado para g foi 13,89.

O valor de x,fﬁlfr; o € obtido conforme a Sec¢do 3.4. Assim, com 5 intervalos e 1
parametro, ha 5 — 1 — 1 = 3 graus de liberdade. Com nivel de significincia, o, de 5%,
encontra-se x32;5% = 7,815, e, portanto, menor que go. Assim, o teste x rejeita a hipotese
Hy.

Por outro lado, analisando os dados, observa-se que um dos pontos ocorre num tempo
muito superior aos demais. Dessa forma, refazendo a mesma andlise sem considerar esse
ponto, obtém-se o resultado apresentado na Tabela 4.4.

Neste caso, gg = 4,67 < 7,815 = ng;s% . Situacdo em que o teste x> aceita a hipétese H.

Uma andlise estatistica mais rigorosa faz-se necessdria para verificar os limites da aplica-
¢ao do modelo. No entanto, isso ndo faz parte do escopo deste trabalho, ficando isso para
um estudo futuro. O objetivo desse exemplo era utilizar as ferramentas tedricas em um caso
pratico e verificar como os resultados se aplicam a esses dados.
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Tabela 4.4: Foram escolhidos 5 intervalos para um total de 18 medidas.

A\ 2
Intervalos  n; npj(ﬁ,) M

(A
I [0,6) 7 3,6 3,21
L [6,14) 3 36 0,1
I [1425) 3 36 0,1
I, [25,45) 2 3,6 0,71
Is [45,0) 5 3,6 0,54

Soma 18 18 q0 = 4,67
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