-

Universidade de Brasilia

O problema de Bjorling
no espaco L3

Ian Moraes de Farias

DISSERTACAO APRESENTADA
AO
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
DA
UNIVERSIDADE DE BRASILIA

PARA
OBTENCAO DO TITULO
DE
MESTRE EM MATEMATICA

Orientador: Prof. Dr. José Luis Teruel Carretero.

Durante o desenvolvimento deste trabalho o autor recebeu auxilio
financeiro da CAPES.

Brasilia, fevereiro de 2019.






Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas

Departamento de Matematica

O problema de Bjorling no espaco L3
por

Ian Moraes de Farias

Dissertagdo apresentada ao Departamento de Matemdtica da
Universidade de Brastlia, como parte dos requisitos para obtencdo do grau

de

MESTRE EM MATEMATICA

Brasilia, 22 de fevereiro de 2019.

Comissio Examinadora:

T / = 1

Prof. Dr. Jégé Luis Teruel Carretero- MAT/UnB (Orientador)

Z)im:f;) @'\L V,;Qh

Prof. Dr. Tarcisio Castrg Silva— MAT/UnB (Membro)

O e e 0 //

=~
o —
Prof, Dr. Alvaro Kriiger Ramos— UFRGS (Membro)



Ficha catalografica elaborada automaticamente,
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

FF224p

Farias, |lan Moraes de

O probl ema de Bjorling no espago L3 / lan Mraes de
Farias; orientador José Luis Teruel Carretero. -- Brasilia,
20109.

67 p.

Di ssertacdo (Mestrado - Mestrado em Matematica) --
Uni ver si dade de Brasilia, 2019.

1. Problema de Bjorling. 2. Superficies maxi mas. 3. Espag
tempo de Lorentz-M nkowski L3. |. Carretero, José Luis
Teruel, orient. Il. Titulo.




Agradecimentos

A minha familia. Em especial aos meu pais, Adriana Maria Carneiro da
Cunha Moraes e Walber José Salazar de Farias, e as minhas irmas Itana
Moraes de Farias e Inaé Moraes de Farias, que sempre me apoiaram em
minhas escolhas, meus momentos de conquistas e derrotas - tao importantes
para aquilo que hoje sou - além de serem minha principal fonte de inspiracao
para tudo faco.

Ao meu orientador José Luis Teruel Carretero, por ter topado esse desafio
e de forma sempre simpatica e atenciosa, me corrigir e aconselhar com este
trabalho e no que mais estivesse ao seu alcance. Sou muito grato por sua
disponibilidade e paciéncia.

Aos membros da banca examinadora, Tarcisio Castro Silva e Alvaro Krii-
ger Ramos, que dedicaram seu tempo para me ajudar a melhorar este traba-
lho.

A todos os professores que tive, que em sua bela e generosa profissao
me instruiram como matemético e como cidadao que eu sou. Agradego em
especial ao professor Célius Antonio Magalhaes, com quem eu tive o imenso
prazer de aprender como seu aluno e monitor, a ti toda a minha admiracao.

Aos meus amigos e colegas que me apoiaram dentro e fora da academia,
nos momentos de felicidade e principalmente nos momentos em que foi dificil
continuar. Agradeco a todos que de alguma forma direta ou indiretamente
contribuiram com a minha evolugao até aqui.

Por fim, agradeco & CAPES pelo apoio financeiro concedido durante o
mestrado.



A minha familia,

em especial 4 minha mae.






"Compreender as coisas que nos rodeiam
€ a melhor preparacao para compreender o que hd mais além.”
Hipatia



Resumo

Nesta dissertagao apresentaremos o espago-tempo de Lorentz-Minkowski
tridimensional, que sera o espaco ambiente do problema a ser estudado, bem
como algumas de suas propriedades geométricas. A partir dai, baseado no
trabalho de Alias-Chaves-Mira [2], mostraremos uma solugdo analitica e pa-
ramétrica para o Problema de Bjorling para superficies méximas e também
alguns exemplos interessantes.

Palavras-chave: espago-tempo tridimensional de Lorentz-Minkoswki, su-
perficies méximas, problema de Bjorling.



Abstract

In this dissertation we will exhibit the tridimensional Lorentz-Minkoswki’s
spacetime, which will be the ambient space for the problem we will be
studying, as well as some of its geometrical properties. From there, ba-
sed on the work of Alias-Chaves-Mira [2], we will show an analytical and
parametric solution to the Bjorling Problem on maximal surfaces as well as
some interesting examples.

Keywords: Lorentz-Minkoswki’s tridimensional spacetime, maximal sur-
faces, Bjorling problem.
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Capitulo 1

Introducao

Superficies minimas em R? sdo aquelas superficies com a propriedade de
que sua curvatura média ¢ identicamente nula (5], p. 234). A importancia
do estudo de hipersuperficies minimas para a geometria é bastante conhecida
devido ao fato de serem pontos criticos do funcional area, porém o interesse
nao se limita apenas ao ambito matematico, tendo em vista que hipersuper-
ficies minimas sao um caso particular de hipersuperficies de curvatura média
constante, que surgem no estudo de diversos ramos da geometria, em par-
ticular no contexto da Relatividade Geral (ver [16] que tem tais superficies
como ponto chave do trabalho).

Quando saimos do espaco euclideano R? e olhamos para o espaco-tempo
de Lorentz-Minkowski > = (R3, dz? + dz3 — dx3), redefinimos o conceito de
curvatura média e encontramos um caso analogo as superficies minimas - as
superficies maximas - nomes estes dados em funcao do tipo de ponto critico
que os primeiros exemplos encontrados se enquadravam. Além disso, assim
como no caso Euclideano, superficies méximas admitem uma representacao
de Enneper-Weierstrass que podem ser encontradas com detalhes em [11, 14].

O problema de Bjorling foi proposto originalmente em 1844 [4] pelo ma-
tematico homoénimo e consistia em construir uma superficie minima em R?
a partir de uma faixa analitica prescrita e em 1890, H. A. Schwarz publicou
em [19] a primeira solugao para este problema dada de forma explicita. O
problema original pode ser encontrado em inglés em trabalhos mais recentes
como [9, 13].

Como o espaco L? tem vetores com diferentes caracteres causais, seus
subespacos possuem diferentes estruturas causais, de modo que o problema
de Bjorling pode ser estudado, por exemplo, para superficies tipo-tempo em
IL? como feito em [7]. O nosso estudo porém, esta relacionado com superficies
maximas que sao, por definicao, superficies tipo-espago, isto €, superficies
cuja métrica induzida pelo espaco ambiente L3 é Riemanniana.



Dividimos entao este trabalho em trés partes:

e Preliminares: Este capitulo é dedicado & introducdo do espaco L3
que serd o espaco ambiente de nosso estudo. Aqui definiremos o carater
causal de um vetor em L3, que nos permitird distinguir vetores tipo-
espago, tipo-tempo e tipo luz, nomenclatura esta herdada da fisica, pois
um vetor tipo-tempo pode ser entendido como a maneira como um ob-
servador percebe a evolucao temporal e vetores tipo-espago descrevem
posigoes, tudo isso de acordo com algum referencial inercial especifico.
Vetores tipo-luz sao assim chamados pois representam eventos que des-
crevem particulas sem massa no espago-tempo (em particular os fétons
e portanto a luz). Daremos em seguida uma interpretagao geométrica
para tais vetores, bem como descrever os subespagos por eles gerados.
Em seguida, adaptaremos as defini¢des de produto vetorial, a primeira
forma fundamental de uma superficie, a aplicagao Normal de Gauss e
Curvatura média para o L3, defini¢des estas que serdo necessarias para
reescrever e solucionar o problema de Bjorling neste novo espago. Con-
cluiremos as preliminares explicando a parametrizacao complexa com
base em [10] e a representagao de Enneper-Weierstrass, ambas neces-
sarias para a descricao local das superficies maximas estudadas.

e O Problema de Bjorling para superficies maximas em L3: Co-
mecaremos apresentando alguns resultados da analise complexa que
serao uteis para a solugao do problema de Bjorling, bem como para al-
guns resultados de simetria que discutiremos ao final do capitulo. Em
seguida trataremos da representacao de Bjorling para superficies ma-
ximas em LL? e enunciaremos o problema que d4 nome & este trabalho,
apresentando uma solugao analitica para o mesmo, dadas as condi¢oes
de contorno - uma curva tipo-espaco e um campo de vetores tipo-tempo
unitério e ortogonal a curva dada. Por fim, demonstraremos a existén-
cia e unicidade da solucao do problema de Bjorling e discorreremos
sobre algumas simetrias interessantes para as superficies que solucio-
nam o problema.

e Exemplos: Com as ferramentas adquiridas nos capitulos anteriores,
exibiremos alguns exemplos, explicitando os calculos feitos e ilustrando
as superficies obtidas.

e Apéndice: Inspirados em [5], mostraremos que as superficies maximas
no espaco L3 representam pontos criticos do funcional &rea. Serao
feitas apenas algumas adaptacoes para o novo espago ambiente como a
propria definicao de curvatura média e a primeira forma fundamental,
mas o passo a passo da demonstragao sera o mesmo.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Breve Revisiao de Algebra Linear

Nesta se¢ao faremos um breve apanhado de alguns conceitos da élgebra
linear que serao fundamentais para compreender o espaco de Lorentz L3 como
um espaco vetorial e o produto escalar que usaremos.

Definicao 2.1.1 Uma forma bilinear simétrica b em um espago vetorial V
sobre o corpo dos nimeros reais R (denotamos V(R) ou simplesmente V', e
o corpo dos reais estard implicito daqui em diante) € uma aplicagdo:

b:VxV =R

com as sequintes propriedades:
(i) b(u,v) =b(v,u), Yu,v €V,
(11) b(u+v,w) = b(u,w) + b(v,w), Yu,v,w €V,

(111) b(Su,v) = pb(u,v), V5 € R, Yu,v € V.

Definicao 2.1.2 Sejab: V xV — R uma forma bilinear simétrica. Dizemos
que b é:

(i) positiva definida (resp. negativa definida) se b(v,v) > 0 (resp. b(v,v) <
0) para todo v nao nulo em V,

(i1) positiva semidefinida (resp. negativa semidefinida) se b(v,v) > 0 (resp.
b(v,v) <0) para todo v nao nulo em V,

(1) indefinida, se nao é positiva semidefinida nem negativa semidefinida,

4



2.1. BREVE REVISAO DE ALGEBRA LINEAR 5
(iv) nao degenerada se a condigao b(v,w) =0, Yw € V implicar v = 0.

Definicao 2.1.3 O indice v de uma forma bilinear simétrica b em V € o
maior inteiro tal que v = dim(W), onde W < V' € um subespago vetorial de
V' e a restrigao de b a elementos de W denotada por by, € negativa definida.

Definicao 2.1.4 Um produto escalar g em V' € uma forma bilinear simétrica
nao degenerada.

A seguir, alguns exemplos de produto escalar.

Exemplo 2.1.1 O produto escalar usual de R3 € dado por:

g(u,v) = urv' + u*o® + u?,
onde u = (u',u* u®) e v = (v',v*v®). Este é um exemplo de um produto
escalar positivo definido.

Exemplo 2.1.2 O produto escalar em R? dado por:

g(u,v) = u'v® + uv',
onde u = (u*,u?) e v = (v',v?) € um exemplo de um produto escalar indefi-
nido.

Veja que se w = (wl,wQ) € um vetor contido em um quadrante par,
g(w,w) = 2w'w? < 0 e portanto W = span {w} é um subespaco de R? cuja
dimensao € 1 e glw € negativo definido, portanto temos que esse produto
escalar g tem indice maior ou tqual a 1. Para ver que vale a iqualdade,
observe que o nico subespaco de dimensio 2 € o prorio R? e o vetor (1,1) ¢
tal que g((1,1),(1,1)) =2> 0.

Definicao 2.1.5 Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo dos nimeros reais.
Definimos entao a complexificagio de V' como:

VE ={u+iv|u,veV},

onde i é a unidade imagindria e VC = VE(C) € um espago vetorial sobre o
corpo dos miumeros complexos cujas operagoes sao definidas por:

(Ul + iUl) + (UQ + iUg) = (u1 + UQ) + i(Ul + Ug), ‘v’ul, U1, Ug, Uy € Vv
(a+1if) - (u+iw) = (au — fv) +i(av + pu), Yu,v €V, Ya,p € R.



6 CAPITULO 2. PRELIMINARES

2.2 O Espaco L*

Para compreendermos a solucao para o problema de Bjorling em L3, an-
tes é necessario estar confortéavel com alguns conceitos basicos da geometria
lorentziana, bem como adaptar conceitos importantes da geometria de su-
perficies em R? - como a 1? forma fundamental, aplicacao normal de Gauss
e curvatura média - ao nosso espago-tempo em questao. Além disso, vere-
mos em detalhe a parametrizacao complexa para uma superficie, que sera a
notacao utilizada ao longo desta dissertacao.

Definicao 2.2.1 O produto escalar usual de indice v no R™ é definido como
sendo a forma bilinear simétrica nao degenerada (-,-), com a sequinte lei de

formacao:
n—v n
(u,v), = E u'vt — E u'v’,
=1 i=n—v-+1

n n

onde u = Y u'e;, v =Y ve; € R", {ex}}_, € a base canonica de R™ e
i=1 j=1

u', v’ sao os coeficientes de u e v nessa base.

Definigao 2.2.2 No caso em que v = 1, dizemos que o produto escalar (-, -),
é lorentziano.

Assim, estamos prontos para compreender o L2, que serd o nosso ambiente

de trabalho.

Definicao 2.2.3 O par (R3,(-,-),), onde (-,-), € o produto escalar lorentzi-
ano usual de R® € o que chamamos de espaco-tempo de Lorentz-Minkowski
tridimensional (que daqui em diante serd referido por Espago Lorentziano)
denotado por IL3.

Veja que o nosso produto escalar lorentziano (-,-), em R?® é descrito por

1,1 2,2 3,3
, _
<U'U>1 UV +uv uv

e este nao é positivo definido como o produto escalar euclideano. De fato,
calculemos as formas quadraticas de eq, e3 e e; + e3:

<€1,61>1:1'1+0'0—0'0>0
(e3,e3), =0-040-0—1-1<0
<€1+€3,€1—|—€3>1:1'1+O'0—1'1:O
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Assim, sendo o vetor v € L3, sua forma quadratica associada (v,v), € R
pode assumir valores positivos, negativos e zero. Entao, dependendo do sinal
de (v,v),, atribuiremos a v um certo carater causal:

Definicao 2.2.4 Seja v € L3, diremos que v € um vetor:
(i) tipo-tempo, se (v,v), <0,
(i) tipo-luz, se (v,v); =0, masv # 0 ou

(iii) tipo-espago, se (v,v), >0, ou se v =0.

Observacao 2.2.5 Nao hd uma unanimidade quanto ao cardter causal do
vetor 0 € IL® na literatura. A escolha aqui feita foi de modo a simplificar
futuras definigoes.

Observagao 2.2.6 Chamaremos de vetor nulo todo v tal que (v,v), =0, ou
seja, os vetores nulos sao os vetores tipo luz e o vetor zero.

Podemos visualizar os vetores nulos como sendo os pontos sobre a superficie
conica C = {(z,y,2) € R¥} 22 + y* — 2% = 0}, chamado de cone de luz. Na
Figura 2.1 temos uma representacao do espaco LL?: um espaco tridimensional
com o cone de luz em destaque.

Figura 2.1: O cone de luz. Figura 2.2: O cone de luz em direcao
ao futuro.

Geometricamente, os vetores tipo-tempo sao aqueles que estao na parte
interna ao cone de luz (Figura 2.3), os vetores tipo-luz sdo aqueles que estao
sobre o cone (Figura 2.5) e os vetores tipo-espago estdo na parte externa ao
cone (Figura 2.4).
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Figura 2.3: Vetor tipo-tempo. Figura 2.4: Vetor tipo-espaco.

Figura 2.5: Vetor tipo-luz.

Podemos definir a orientacao temporal de um vetor tipo-tempo conforme
a seguir:

Definicao 2.2.7 Um wvetor tipo-tempo v € dito orientado para o futuro, se
(v,e3); < 0. Geometricamente, os vetores orientados para o futuro sao todos
0s vetores contidos no interior do cone de luz em direcao ao futuro.'.

Veja que o espaco de Lorentz IL? herda a estrutura de espaco vetorial do
proprio R3. Queremos entao estender a ideia de carater causal para subes-
pacos vetoriais de LL3:

Definicao 2.2.8 Seja W um subespacgo vetorial de 1.2, diremos que W é
(i) tipo-tempo, se contém ao menos um vetor tipo-tempo,

(i1) tipo-luz, se contém um vetor tipo-luz, mas nao contém nenhum tipo-
tempo ou

(1) tipo-espago, se todos os vetores de W sao tipo-espago.

'De forma semelhante, ao restringimos o cone de luz a valores positivos de z temos o
cone de luz em dire¢ao ao futuro (Figura 2.2)
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Veja que para os subespacos de dimensao zero e dimensao 3 s6 ha uma
possibilidade cada ({0} que é tipo-espago e o L que ¢ tipo-tempo, respec-
tivamente). Se dim(W) = 1, um vetor que gere o subespago W vai ditar o
carater causal de W, resta entao analisarmos o caso de duas dimensoes e ver
que sempre cairemos em um dos casos acima citados.

Se W possui um vetor tipo tempo, caimos no caso (i). Caso ele nao te-
nha um vetor tipo tempo, de duas uma, ou ele possui um vetor tipo luz
(caso (7)) ou nao (caso (4i7)). A interpretagao geométrica destes planos esté
relacionada com a sua posicao em relacao ao cone de luz.

Denotando por IT um plano em L3, temos que: se II secciona o cone de
luz, entao II é um plano tipo-tempo (Figura 2.6);

-15

Figura 2.6: Exemplo de plano tipo-tempo.

se IT C L? ¢ tal que ITNC = {0}, entdo IT é um plano tipo-espago (Figura
2.7);

Figura 2.7: Exemplo de plano tipo-espaco.
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por fim, IT é um plano tipo luz se ele tangencia o cone C (Figura 2.8).

in

0.5

\\\\\l\.\\\\\\\

|

\

T S

in

Figura 2.8: Exemplo de plano tipo-luz.

Podemos também tracar um paralelo com o espaco Euclideano no que se
refere & ortogonalidade?:

Definigao 2.2.9 Dizemos que dois vetores u,v € L sao ortogonais se (u,v), =

0.

Definicao 2.2.10 O complemento ortogonal de W < 1.3, denotado por W+
também € definido de maneira andloga ao caso Euclideano:

Wt ={vel® (v,w), =0, Yw e W}.

Definigao 2.2.11 A norma de v € L3, denotada por |v| € dada por:

ol = /1 {v,v), | (2.1)

Assim, dizemos que um vetor v € L3 ¢ unitério se |v| = 1. Dentre os vetores
unitarios, temos aqueles que sao tipo-tempo e os que sao tipo-espago.

O conjunto de vetores unitarios tipo-espago é também conhecido como o
Espaco de De Sitter S? (Figura 2.9):

{vel? (v,v), =1} ={(z,y,2) e R’]a” +y* — 2" =1} =S].

2 As definigoes a seguir podem ser encontradas em [17], p. 48-49
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Figura 2.9: Espago de De Sitter S%.

O conjunto de vetores unitarios tipo-tempo (Figura 2.10) é o hiperboldide
de duas folhas dado por:

fveL? (0,v), = —1} = {(z.9,2) € R +y* — 22 = —1}.

Figura 2.10: Vetores unitarios tipo- Figura 2.11: O plano hiperbolico.
tempo.
O plano hiperbolico H? = {v € L3| (v,v); = =1, (v,e3); < 0} é o

conjunto de vetores unitarios tipo-tempo, que estao orientados para o futuro
(Figura 2.11):

Agora que estamos munidos de algumas propriedades da geometria Lo-
rentziana, podemos estudar superficies em L3, seguida do carédter causal das
mesmas.
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2.3 Variedades Diferenciaveis

Apontaremos nesta se¢ao um apanhado de defini¢es retiradas de [6] e [17]
sobre a geometria Riemanniana e semi-Riemanniana. Com isso, poderemos
estudar o conceito geométrico de superficie no espaco de Lorentz L3 e em
particular, superficies maximas que sao essenciais para o nosso trabalho.

Definigao 2.3.1 Uma variedade diferencidvel de dimensao n € um conjunto
M (escrevemos também M™) e uma familia de subconjuntos {Va},cp satis-
fazendo as sequintes propriedades:

(i) M = U Voz;

acF

(ii) Para cada o € F, existe uma aplicagao biunivoca
To: Vo CM — x,(V,) CRY,
tal que x4(V,) € um conjunto aberto de R", e

(11i) Para qualquer par o, € F tal que V,, NV ndo seja vazio, tem-se que
2a(Va NVp) e 25(Vy N V3) sao conjuntos abertos de R™ e a aplicagao

zgox, i 2,(VoaNVs) CR® = 25(V,NV3) CR" (2.2)
€ um difeomorfismo cuja inversa € dada por x, o .1:;1.
Para cada o, a aplicagao x, é chamada de carta local e

vt aa (V) CR*" =V, C M
é dito um sistema de coordenadas locais (ou parametrizacao local). O termo
"local"serd omitido daqui em diante, embora todo estudo que faremos serd
local. Além disso, as aplicagoes (2.2) definidas em intersegoes de duas cartas
sao chamadas de mudanca de coordenadas.

Definicao 2.3.2 Uma familia {(V,,z,)| a € F'} € dita um atlas.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que os atlas serao maximais,
isto é, quaisquer outras cartas satisfazendo (7i) e (iii) estao inclusas no atlas
em questao. Desta forma, um atlas maximal é também chamado uma estru-
tura diferenciavel em M.

A seguinte observagao ¢é retirada de 6] p. 4, adaptada para a notagao
que utilizaremos aqui.
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Observagao 2.3.3 Uma estrutura diferencidvel em um conjunto M induz
de uma maneira natural uma topologia em M. Basta definir que A C M ¢é
um aberto de M se x,(ANV,) € um aberto de R™ para todo o.. E imediato
verificar que M e o vazio sao abertos, que a uniao de abertos € aberto e que
a intersec¢ao finita de abertas € aberto. Observe que a topologia € definida de

tal modo que os conjuntos V,, sao abertos e as aplicagoes x, sao continuas.

Exemplo 2.3.1 O conjunto C = {s +it| s,t € R} dos nimeros complexos
€ uma variedade diferencidvel de dimensao 2. Podemos utilizar uma unica
carta:

z:C— R?
s+ it — (s,t)

Para cada ponto p € M, estaremos interessados em definir vetores tangentes
a M em p. Para isso, precisaremos de alguns conceitos.

Definicao 2.3.4 Sejam M e MJ" variedades diferencidvers. Uma aplicagao
@ My — My € diferencidvel em p € My se dada uma carta

y:V C My —R™
em uma vizinhanga V de p(p), existe uma carta
x:UC M —R",
onde U é uma vizinhanga de p tal que o(U) C V e a aplicag¢io
yopozx ':x(U)CR" —R™
¢ diferencidvel em x(p).

Considere agora o caso especial de uma funcao real f sobre uma variedade M
de dimensao n. Se z : V C M — R™ é uma carta local, entao a composicao
fox™t:x(V) C R" - R é chamada de expressiao coordenada de f em
termos da carta x. Para simplificar a notacao, daqui em diante poderemos
escrever fox™! = f.

Definicao 2.3.5 Diremos que a aplicagao f como acima é suave em um
ponto p € M, se a expressao coordenada de f em termos de qualquer carta
local em p for sempre uma funcdo de classe C*°. A aplicagcio [ serd dita
suave em M se for suave para todo p € M.
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Definigao 2.3.6 Seja M uwma variedade diferencidvel. Uma aplicagao dife-
rencidqvel o : (—e,e) — M ¢é chamada uma curva (diferencidvel) em M, onde
e>0.

Definicao 2.3.7 Um vetor tangente a M em p € uma classe de equivaléncia
de curvas diferencidveis ¢ : (—e,e) — M com ¢(0) = p e ¢ > 0, onde
c e c* estao na mesma classe de equivaléncia (¢ ~ c*) se, e somente se,
(xoc)(0) = (zoc*)(0) para toda carta x contendo p.

Definicao 2.3.8 Definimos entao o espaco tangente a variedade diferencid-
vel M™ no ponto p como o conjunto de todos os vetores tangentes a M em
p e denotamos o mesmo por T,M. Além disso, pode-se mostrar que T,M
possut uma estrutura de espago vetorial real de dimensao n.

Observagao 2.3.9 Denotamos por {01]p, ..., Onlp} @ base de T,M associada
a carta .

Notagao: As sequintes notagoes serdo equivalentes e serao adotadas no in-
tuito de simplificar os cdlculos:

0 0
9jlp =0j=75"
J

onde o ponto p estard claro pelo contexto.

O espago dual (T,M)* de T,M & o conjunto das transformagoes lineares de
T,M em R (denotamos L(T,M,R) = (T,M)*). E definimos a base dual
associada {dx|, ...,dz,|,} de modo que

1, sei1 =7,

0, sei#j.
Observagao 2.3.10 Novamente o subindice p em dx;|, poderd ser omitido,
estando claro pelo contexto.

Para a préxima defini¢ao, vamos lembrar que um produto escalar é um caso
especial de uma forma bilinear simétrica. Entao sera tutil descrever o con-
junto L(T,M x T,M,R) das formas bilineares simétricas sobre 7, M na base
{dx; ® dz;}, i,5 = {1,...,n}, onde temos que em todo p € M:

1, sei=kej=I,

0, caso contrario.

(dz; @ dx;)(0k, 0)) = dx;(0k)dx;(0)) = 005 = {

3Para mais detalhes desta notacio, ver [6], p. 7-9.
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Definigao 2.3.11 Uma métrica g em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que associa a cada ponto p € M, um produto escalar g, (ver
Definigao 2.1.4):

gp : TpyM x T,M — R

com indice constante. Assim, como
gp € {be L(T,M x T,M,R)| b € simétrica e nio degenerada},

entao podemos escrever

9 =Y 6ij(p)dz; @ du;

ij=1

e chamaremos de g;;(p) = ¢,(0;,0;) os coeficientes de g na base {dx; ® dz;},
i,j = {1,...,n}. Exigiremos também que em toda carta local, os g;;’s se-
jam fungoes diferencidveis. Observe que a condi¢ao de simetria implica em

gzy(p) = g]l(p)a vp S M,VZ,] = 17 sy N
Notagao: Denotaremos por g a matriz inversa de g;;.

Definicao 2.3.12 Uma variedade semi-Riemanniana € uma variedade dife-
rencidvel M munida de uma métrica.

Definicao 2.3.13 Uma métrica Riemanniana g sobre M é uma métrica de
indice 0, ou seja, g € positiva definida.

Definicao 2.3.14 Um variedade Riemanniana é uma variedade diferencid-
vel M munida de uma métrica Riemanniana g.

A seguir, definiremos alguns operadores diferenciaveis sobre variedades.
Faremos isso exclusivamente em razao do operador laplaciano, que sera uti-
lizado ao longo do texto.*

Definicao 2.3.15 Seja f: M — R uma aplicagao suave, definimos o vetor
gradiente de f em p, grad(f)(p) € T,M por:

grad(N)) = a2 L0,0).

Z’?j

4Essas definigoes podem ser encontradas com mais detalhes em [17].
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Definigao 2.3.16 Seja V = >, V'0; € T,M, definimos o divergente de V

como o escalar:
div(V) =) { Z T VJ}

%

onde Ffj sao os simbolos de Christoffel dados por
L Z km. agjm OGim _ 99i .
ox? (93(;1 ox™
Definicao 2.3.17 O laplaciano de uma funcao f: M — R € definido por:

) k af
Af = Z J{@xlaacj_ k F”’%}' (2.3)

Vamos agora definir o produto vetorial no 3. A nossa motivacao aqui
¢, como no caso FEuclideano, encontrar um vetor que seja ortogonal aos dois
vetores que inserimos no produto.

Definicao 2.3.18 Sejam u,v € L3, o vetor u Av € L3 é definido por:

= (u?0® — uP? Pt —ule?, —ul? +utt)  (2.4)

—

T 7 —k
uAv=|ut u? ud
vl w 3

<

onde u = (u',u?, u?) e v = (v',v*v?).

Assim, é facil verificar que a seguinte relacao é satisfeita:
(u A v,w), = det(u,v,w),Yu,v,w € L

De fato, se w = (w!, w?, w?), temos:

(u Av,w), = (V*0® —uPv?)w' + (W' — u'o*)w? — (—u'v® + o )w?
1u2u3+2u3u1+3u1u2
=w w w
02 03 R ol 2
u! u2 u?
=|vt 0v? W?
wh w? w?

= det(u,v,w

).
Desta forma, teremos (u,u Av), =0 = (v,u A v),, como querfamos.
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Definigao 2.3.19 Seja ¥ uma variedade diferencidvel conexa de dimensao
2 com atlas (Vy, Ta)acr- Uma aplicagio x : X — 13 de classe C? € dita uma
imersao se para todo x, : Vo — R2, (xs A X¢)(5,t) # 0, onde xo(p) = (s,1).
Aqui utilizamos a notacao:

Xs = asX = OS(X o x;1)7
Xe = Ox = O(x o x,").

Observacao 2.3.20 Também sao equivalentes as sequintes notagoes:

ox _ ox _
3S_XS’ ot = Xt

Observacao 2.3.21 No que seque, usaremos o simbolo ¥ para representar
uma variedade bidimensional coneza.

Definigao 2.3.22 Dizemos que x : ¥ — LL? ¢ uma superficie se a aplicagdo
X € uma 1mersao.

Observagao 2.3.23 O fato de d,x ser uma transformagao linear injetiva
(afinal x € imersao), nos dd que hd uma bije¢ao natural entre T,% e d,x(1,%),
permitindo que fagamos a identificagio v <> d,x(v) - elementos de T, e
d,x(T,X) respectivamente - tal notagao poderd ser admitida adiante.

Tomaremos entao a métrica do pullback x*(({-,-),),) em p € ¥ por x definida
por:

X*((<'7 '>1)p)(u’v) = <de(u),de(U)>1, u,v € szv Vp € X

e assim, x : (3, x*((-,);)) — L? é uma imersdo isométrica. A métrica
X*((-,+);) também é chamada de métrica induzida por L sobre X e pode ser
positiva definida (métrica Riemanniana), pode ter indice 1 (métrica Lorent-
ziana) ou ser degenerada.

Definicao 2.3.24 Dizemos que uma superficie x : ¥ — L3 € tipo-espaco, se
a métrica induzida por L sobre 3 é Riemanniana, isto €, se (3, x*((-,-),)) €
uma variedade Riemmaniana. Equivalentemente, x : ¥ — L3 é uma superfi-
cie tipo-espacgo se todos os seus planos tangentes sao planos tipo-espaco.

O proéximo passo é entender como sera o carater causal de um vetor normal
a um plano em L3, para isso, antes serd necessario enunciar um teorema
importante:
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Teorema 2.3.25 (Lei da inércia de Sylvester)’ Para toda forma bili-
near e simétrica b, existe uma base de Sylvester, isto €, uma base ortogonal
composta so de vetores unitdrios e tipo luz. Além disso, o nimero de veto-
res tipo tempo (chamado o indice v de b), o nimero de vetores tipo luz (a
nulidade de b) e o nimero de vetores tipo espago de b nao depende da base
escolhida.

Proposigao 2.3.26 Se W for um plano tipo-espago em 1.3, entao W+ = spanf{u},
onde u € L3 € um wvetor tipo tempo.

Demonstracao: Vamos aplicar a Lei da inércia de Sylvester a nossa forma
bilinear e simétrica (-,-); (que é também nao-degenerada). Denotando por
e;, 1 =1,2,3 os vetores da base candnica, sabemos que:

Dizemos entao que L* = (R3, (-,-),) tem a assinatura (+, +, —). Agora sejam
v,w € LL? vetores unitarios tais que W = span{v,w}. Sabemos que o vetor

v A w é ortogonal a v e a w simultaneamente e, como v e w sao vetores
tipo-espago (pois geram W que é tipo-espago) temos pela Lei da inércia de
Sylvester, que o vetor v A w/|v A w| ha de ser um vetor unitario tipo-tempo,

de modo que a assinatura (+, +, —) é preservada, isto é, o nimero de vetores

de cada carater causal deve ser mantido - 2 vetores tipo-espaco e 1 vetor
tipo-tempo - independente da base de Sylvester escolhida.

Além disso, como dim(W) = 2, temos que dim(W+) = 1, entdo v A w/|v A w]

¢ um vetor unitéario tipo-tempo que gera W+.

O

2.4 Primeira forma fundamental, Aplicacao
Normal de Gauss e Curvatura Média
Definigao 2.4.1 Seja x : ¥ — L3 uma superficie tipo-espaco, e (s,t) uma

parametrizacdo de uma vizinhanga U de p € 3. Definimos a primeira forma
fundamental I, de X em p como a métrica induzida em X:

I T,2 xT,¥ — R
<V> W) = Ip(vv W) = X*<<" >1)(Va W)

®Originalmente demonstrado em [20].
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Podemos expressar a primeira forma fundamental na base {05, 0y} por:
I, = E(s,t)ds* + 2F (s, t)dsdt + G (s, t)dt*, (2.5)
onde

E(s,t) = 1,(0s, 0s)
F(s,t) = 1,(9s,0)
G(s,t) = 1,(0, Or)

sao os chamados coeficientes da primeira forma fundamental nesta base. Po-
demos também escrever a matriz associada a I, nesta base por:

I =

p

i
FG {0s,0t}

Definicao 2.4.2 Seja x : ¥ — L3 uma superficie tipo-espago e ¢ uma para-
metrizacao em uma vizinhanca U de p € X

¢:R*D (s,t) = ((s,t) C U.

Dizemos entao que ¢ € uma parametrizagao isotérmica (ou s et sao pardme-
tros isotérmicos) se os coeficientes da primeira forma fundamental de 3 sao
dados por:

E(s,t) = e* = G(s,t) (2.6
F(s,t) =0,

\]
— ~—

onde p = p(s,t) € uma funcao diferencidvel.

Observacao 2.4.3 Em [8] encontramos uma prova da existéncia de pard-
metros isotérmicos em superficies Riemannianas.

Seja agora y : X — LL? uma superficie tipo-espago e (s,t) parametros
locais para uma vizinhanca aberta U de um ponto p € ¥. Podemos definir
um campo de vetores normais unitarios £(s,t) € IL? por:

o Xs A Xt
£<Sat) - |Xs A Xt’ (87t>7 (28)

que ¢é sempre tipo-tempo, como vimos na proposigao (2.3.26).

Definigao 2.4.4 N : ¥ — H? ¢ chamada a aplicagao normal de Gauss, que
associa a cada ponto p € X2, um vetor unitdrio e normal a 3 em p e orientado
para o futuro.
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O teorema a seguir nos da uma informagao importante sobre a orientabili-
dade temporal de superficies tipo-espaco, que é o analogo da defini¢ao que
tinhamos para orientabilidade de uma superficie no caso Euclideano.

Teorema 2.4.5 Seja x : ¥ — L3 uma superficie tipo-espaco, entio X é
ortentdvel.

Uma demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [15], p. 33.

Definicao 2.4.6 Dado p € ¥, o operador auto-adjunto A, : T, — T,X

dado por:
A,(V)=—-d,N(V), VV € T,X. (2.9)

¢ chamado o operador forma de ¥ em 1L no ponto p.

Definicao 2.4.7 De forma similar ao caso Fuclideano, define-se a curvtura
média H : X — R: )
H(p) = —§tr(Ap). (2.10)

Para entendermos o porqué deste sinal negativo (que nao esta na defini¢ao
Euclideana da cuvatura média) vamos definir o vetor curvatura média, cuja
interpretacao geométrica é a mesma do caso Euclideano - um vetor na direcao
de N, cuja norma ¢é dada pela curvatura média:

Definicao 2.4.8 O wvetor curvatura média H ¢ dado por H=HN.

Assim, se queremos que HeN sejam dois vetores tipo tempo com a mesma
orientacao quando H > 0, temos que ter <ﬁ , N > < 0. Assim
1

<F[,N> <0
1

& (HN,N), <0
<H(N,N), <0
< —H <0

< H > 0.

Como queriamos.

Para o problema que aqui trataremos, temos interesse em um tipo especifico
de superficie, definida a seguir:

Definicao 2.4.9 Uma superficie x : ¥ — L3 tipo-espaco é dita uma imersao
mdzxima se sua curvatura média H € nula em todo ponto.
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Para uma interpretacao variacional desta nomenclatura, sugerimos o apén-
dice deste trabalho.

Exemplo 2.4.1 Qualquer plano tipo-espaco em L3 é uma imersao mdzima.
De fato, seja 11 = span{wi,ws} um plano tipo-espago, onde wy e wy sdao
vetores linearmente independentes e firados. Temos entao que:

w1 N\ Wo

N(p) = Ny € L (constante).

- |w1 /\’U)g‘

Assim, para todo ponto p, a diferencial d,N na base {wy,ws} € claramente
a matriz nula:

0 0
dPN{w17w2} = |:0 0:| ’

entao, usando (2.9) e (2.10) temos:

H(p) = i (d,N) = 0.

2.5 Parametrizacao Complexa
Uma ferramenta fundamental para o trabalho que aqui faremos é a ana-

lise complexa, com isso em mente, vamos introduzir a ideia de uma variavel
complexa em uma superficie.

Considere a complexificagao do espaco tangente & superficie ¥ em p:
Y ={X +iY| X,Y € T,2}.
E facil ver que se {X,Y} é uma base de 7,3, entdo {X,iX,Y,iY} é uma
base de T,%® como espago vetorial sobre R e {X +4Y, X —iY} ¢ base de

T,%C sobre o corpo dos ntimeros complexos.

Em particular, dada uma parametrizagao (s,t) em uma vizinhanga U de
p € X, se considerarmos o parametro complexo z = s + it, podemos definir

os campos locais:
o _1(9 _,0
0z 2\0s ot

o _1(o . 9
9z 2\os ‘o)
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de modo que {9,,0:} é uma base de T,%C. Além disso, podemos definir as
1-formas complexas locais:

dz = ds +dt
dz =ds —idt

que é a base dual de {0,,0;}. Assim, trabalharemos indistintamente com os
parametros reais s e t ou com o parametro complexo z = s + it.

Seja y : ¥ — L3 uma superficie tipo-espaco. De agora em diante, levare-
mos em consideracao apenas as parametrizagoes locais

(:QCcC—X
z=s+it— ((2)
cujos pardmetros s e t sdo isotérmicos. Assim, substituindo (2.6) e (2.7) em

(2.5), temos que a métrica Riemanniana induzida em ¥ ¢ dada localmente
em termos destes parametros isotérmicos por:

I = e {ds® + dt*} (2.11)

onde p : 2 — R é uma funcao diferenciavel. Além disso, como vimos no Teo-
rema 2.4.5, a superficie y : ¥ — L3 é orientavel, entdo vamos nos restringir a
familia de pardmetros isotérmicos que preservam a orientacao temporal de .

Observe que podemos reescrever [ na base {0,, s} como
I =e*|dz|?, (2.12)
pois |dz|* = dzdz = (ds + idt)(ds — idt) = ds® + dt*.

Definigao 2.5.1 Seja x : ¥ — L3 uma superficie de Riemann com parame-
trizacao complexa local z = s+ it. O pardmetro complexo z € dito conforme
desde que s e t sejam pardmetros isotérmicos para a superficie.

Definigao 2.5.2 Uma imersio x : ¥ — L3 ¢ dita conforme, se estd para-
metrizada por um pardmetro complexo conforme.

A seguir, discutiremos um fato interessante sobre o laplaciano das fungoes
coordenadas Y1, x2 € x3 de uma imersao méxima. Para isso, veja que se
estamos usando uma parametrizagao z = s + it conforme, a expressao em
(2.3) pode ser reescrita como:

1 (Px, | Pxn

e2r
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ou de forma mais compacta:

1
Ax = %(Xss + Xit) (2.14)

Proposicao 2.5.3 Seja y : ¥ — L3 uma superficie tipo-espaco dada por
uma imersao conforme, entdo Ay = —2HN.

Demonstragao: Por (2.11), temos:

<X57 Xs)l = 62p = <Xt> Xt)l (215)
<XS7 Xt>1 =0. (216)

Derivando (2.15) em relacdo a s:
0 0
% (<XS7XS>1) - % (<Xt7Xt>1)
Z <Xss’ Xs)l - 2 <Xst7 Xt>1
o (Xsss Xsh = (Xt Xt - (2.17)

Derivando (2.16) em relacao a t:

0 0

o (b)) = 55 (0)

(Xsts Xt)1 + (Xss Xet)y =0
(X Xs)p = — (Xt Xt)1 - (2.18)

De (2.17) e (2.18), temos entao:

<Xss + Xt Xs)l = 0. (219)

Utilizando um processo analogo, podemos derivar (2.15) em relagdo a ¢ e
(2.16) em relagao a s para obter

(Xss + Xets Xe); = 0. (2.20)

Portanto, de (2.19) e (2.20) conclui-se que xss + Xit = €*?Ax € span {N},
entao
e Ax = —e* (Ax, N), N. (2.21)

Além disso, sabemos que o campo N é tal que (N, N), = —1, entdo

0 0
o (N, N)y = 5= (=1)

2<N87N>1 =0
. (Ns, N>1 =0.
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Analogamente,
0 0
SN NY, = (1)
Z(Ny,N); =0
" <Nt,N>1 - 0

Ou seja, os vetores Ng(p) e N (p) sao ortogonais a N(p), portanto pertencem
a T,%. Expressando entdo esses vetores na base ortogonal {xs, x:}:

Ns = a11Xs + 21 Xt
Ni = a1axs + azox:

em outras palavras, a matrix do operador d, N na base {xs, x:} ¢ dada por:

ailp aig
AN{xoxiy = [am am] : (2.22)

Além disso, da ortogonalidade dos vetores tangentes a > com o vetor N,
obtemos as seguintes expressoes:

(e M)y = 0= 22 (e Ny = 5 (0),
(Xss) V)1 =+ (Xs, Ns); = 0,
{(Xss» N>1 = — (X, Ns>1 )
<XSS> N>1 —an <X87 Xs>1 )
Xsss N)y = —ane®, (2.23)
e também
(V) = 0= 2 i Ny = 5 (0)
(Xets Ny + (xe Ne)y =0,
(Xets N)y = = (e, Nojy
(Xets N}y = —a22 (Xes Xe)1 »
Axu, N), = —agye? . (2.24)

Assim, podemos usar novamente (2.9) e (2.10) e temos que

a1 + aga

5 (2.25)

1
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e por fim, calculamos (e*? Ay, N), com a ajuda de (2.23), (2.24) e (2.25):

e (Ax, N), = (Xss + X1t N),
= <Xss>N>1 + <Xtt7N>1

= —a1162p - Cl22€2p

=2. <——a11 _5 a22) e?r

= 2He?.

Voltando em (2.21):
Ax = —2HN.

g

Como consequéncia da Proposicao 2.5.3 e da Defini¢ao 2.4.9, temos o coro-
lario a seguir.

Coroléario 2.5.4 Seja x : ¥ — L3 uma imersao conforme e ¥ uma superficie
de Riemann. Entao x € uma imersao mdzima se e somente se Ay = 0 isto €,
se x € harmoénica no sentido euclideano. Em particular, > € nao compacta.

No trabalho de Kobayashi [14], temos uma representacao de Enneper-
Weierstrass para imersoes méaximas em L3. Em [3] encontramos tal repre-
sentacao reescrita globalmente para a versao Euclideana. A representacao
em questao consiste em obter a parametrizacao da superficie maxima y, a
partir de uma funcao complexa ¢ com propriedades especificas.

Definigao 2.5.5 Uma superficie mdxima € uma imersao mdxima
x:QcC—1L?
cuja métrica Riemanniana induzida é I = e*’|dz|?, onde z = s + it.

Nessas condigoes, as coordenadas de x sao harmonicas no sentido euclideano,
como visto no Corolario 2.5.4. Além disso, ao escrever () C C, estamos
ressaltando que () herda uma estrutura de superficie de Riemann via Y,
sendo esta estrutura a mesma que 2 tem como subconjunto de C.

A definigao a seguir sera importante para o Teorema 2.5.12.

Definigao 2.5.6 (Representagio de Enneper- Weierstrass para superficies md-
zimas) Seja x 1 ¥ — L3 uma superficie mdzima com pardmetro complexo
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local z = s +it. Construimos entao uma funcao complexa ¢ associada a X
da sequinte forma. Para cada k =1,2,3, seja

Ok 1 (Oxk .OXxk
(2 =5, =3 ( as ot ) (2.26)
Entao, colocamos
¢:C—C3

2 ¢(2) = (01(2), 92(2), ¢3(2))

com essa notacao, ¢ € chamada de Representa¢ao de Enneper-Weierstrass
para superficies mdrimas.

Proposicao 2.5.7 Seja x : ¥ — L3 uma superficie mdzrima e seja ¢ sua
representacao de Enneper-Weierstrass como na Definicao 2.5.6, entdo tem-
se que

(i) &1+ ¢3 — ¢3 =0,
(it) |61* + |¢af* — |3 > 0.
Demonstragao: Abrindo a expressao no item (7):

o1 + ¢35 — &3

L oa, (e 06\ (s 0w
4 0s ot 0s ot 0s ot
(Xs;)fsh
L (D) (0 (O
4 0s 0s 0s
(Xticth
21| (D) (D) (0xs)
Tl Car ) T\ e ot

(Xs>Xt)1
A\

| B )
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=1 (62” — e — 2. 0)

=0.

Abrindo agora a expressao no item (ii):

|P1]” + |p2] — |3
=1 Q1+ b2 P2 — b3+ B3
(2)" + (%) + (%2)" + (%) — ()" — ()

4
x1\2 Ix2\2 Ix3\2 ax1)2 Ix2)2 Ix3)2
(B (58 - (B8 + (5 + (58) = ()
4
e + %
4
e’
=— >0
2
O
Definicao 2.5.8 Podemos definir a 1-forma complexa dada por
O = (P, Py, P3) que em coordenadas locais € escrita como:
D) = pdz, k=1,2,3. (2.27)

Observagao 2.5.9 Note que se w = x + 1y € um outro pardmetro conforme
em torno dep € 3, entao a mudanga de coordenadas w = w(z) € uma fungao
complexa holomorfa e a diferencial w, € tal que |w,| # 0. Assim, denotando
por 5 = Xuw, @ fun¢do complexa associada a x em termos do pardmetro w,
temos:

dx Oxow ~ow

0z  Owdz 0z

Considerando entao as 1-formas complexas dadas por ® = ¢dz e P = qzdw,
temos:

¢ =

= ¢dz = &s’a—wdz = ddw = P.
0z
Portanto, temos uma 1-forma globalmente definida sobre ¥ independente da
parametrizacao isotérmica inicialmente escolhida.
Observacao 2.5.10 Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que uma
funcao f: C — C seja holomorfa, € que:

0
g(f)zo
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Assim,

ﬁ+-2 O _0x
os Yot )2\os Vot

i@ 2oAE )

asat 81583 0s?

0 1,

—¢ = —e“PAy. 2.28

gz = 4 AX (2.28)
Portanto, usando o Coroldrio 2.5.4 seque que ¢ € holomorfa se e somente
sex 1 ¥ — L3 € uma imersio mdxima, e o mesmo pode ser dito sobre as

1-formas complexas @y, k=1,2,3.

Vale comentar que as 1-formas nao tem periodos reais e a imersao x pode
ser obtida a partir de ® atraves da relacao

X(z) = 2Re/ (Dy, Oo, P3), (2.29)

onde v, é um caminho qualquer de um ponto fixado em C até o ponto z €

(X)) cC.

Observacao 2.5.11 Diz-se que ® nao tem periodos reais se a parte real da
integral de ® ao longo de qualquer caminho fechado € zero. Isso € equivalente
a integral Re f% ® ser idependente do caminho.

A reciproca serda anunciada a seguir na forma de um teorema (e pode ser
encontrada em [2], p. 292-293).

Teorema 2.5.12 Seja X uma superficie de Riemann e ®q, $y, 3 trés 1-
formas holomorfas globalmente definidas sobre ¥ satisfazendo:

(i) 2 + &2 — B2 =0 (i.e., localmente @), = ¢pdz e ¢2 + @2 — ¢2 = 0),
(i) [P1]* + [@2f* — [@5]* > 0,
(i1i) Cada @y nao tem periodos reais.

Entao, a aplicagao x : ¥ — L3 dada pela equagdo (2.29) é uma imersao
mdzima em L3.



Capitulo 3

O Problema de Bjorling para
superficies maximas em L>

Neste capitulo iremos enunciar o Problema de Bjorling para superficies
méximas, bem como fornecer uma solucao analitica para o mesmo. Além
disso, comentaremos alguns casos particulares e algumas simetrias dessas su-
perficies.

3.1 A representacao de Bjorling para super-
ficies maximas

Antes de comegarmos, mostraremos alguns resultados que serao tteis mais
pra frente.

Definicao 3.1.1 Um conjunto aberto e conexo 2 C C € dito um dominio
(ou dominio complexo). Daqui em diante, toda vez que escrevermos 2 C C
estard implicito que se trata de um dominio.

Teorema 3.1.2 (O principio da identidade para fungoes holomorfas)
Sejam duas fungoes f e g holomorfas em Q C C. Se f(z) = g(z) para todo
z contido em uma curva no interior de Q, entao f(z) = g(z), Vz € Q.

Teorema 3.1.3 Seja €2 simplesmente conexo e h : Q0 C C — R uma fung¢ao
harmonica, entao existe uma funcao f : Q@ C C — C holomorfa, tal que
h=Re{f}. Tal fungao € uinica a menos de uma constante.

'"'Uma demonstragio deste teorema pode ser encontrada em [1] p. 122.

29
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Demonstracao: Comecaremos pela unicidade supondo que temos a exis-
téncia. Se h = Re{f} para alguma func¢ao holomorfa f, digamos f(z) =
h(z) + ik(z), onde k também ¢é uma funcdo real analitica e z = s + it, entao
pelas equacoes de Cauchy-Riemann,

£ = 2y 2% = Py~ iy, (31)

Assim, se tal f existe, entao ela esta completamente determinada pelas de-
rivadas de primeira ordem de h, a menos de uma constante de integracao.
A equagao (3.1) nos permite obter uma expressao para f. Defina:

_Oh, . 0h

o) = 5 () — i (2),

entao g € C1(Q) e g satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann, pois

0 (0h d (0h

0 (Oh 0 oh
hs = ot (%) = s (_E> = hst,

em (3.2) usamos que h é harmonica (hgs + hy = 0).
Temos portanto que g é holomorfa em ). Seja agora z, € 2 fixado e arbitrario
e seja f a seguinte primitiva de g:

f(z) = h(z0) +/ g(w)dw (3.3)
20

com a integral sendo tomada ao longo de um caminho contido em 2 co-

nectando zy a z e, como §) é simplesmente conexa, a integral independe do

caminho escolhido. Por construgao, f é holomorfa e

oh Oh
= &(z) — ZE(Z)' (3.4)

f'(z) = g(2)
Seja agora outra funcio harmonica em €, k tal que h = Re {f}. Aplicando
Cauchy-Riemman a f:

f1(2) = Go(z) ~ i (2) 3.5)

Comparando (3.4) e (3.5), vemos que hy = hy e hy = Iy e portanto h—nh
é constante em ). Como h(zg) = h(z), temos que h = h em ). Para a
existéncia, basta tomar f como em (3.3) e o resultado segue.
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Teorema 3.1.4 (Principio da Identidade para fungoes harmonicas)
Seja h : Q) C C — R uma fungao harménica. Se h =0 em um conjunto nao

vazio W C 1, entdo h(z) =0, Vz € Q.

Demonstragao: Defina g: Q2 € C — C por

o) = TU() i (2).

Assim como na demonstragao do teorema anterior, temos que g é holomorfa
em Q. Como h(z) = 0 Vz € W, temos que g(z) = 0 Vz € W. Portanto,
usando o Principio da Identidade para fungdes holomorfas (3.1.2), temos que
g(z) =0 Vz € Q e, consequentemente,

oh Oh
%<Z) =0= E(Z), VZ € Q,

o que nos da que h(z) é constante em todo €2, porém sabemos que h(z) é
nula em W C €, portanto deve ser nula em todo Q.

g

Corolario 3.1.5 Se hy,hy : Q@ C C — R sao duas fungoes harmonicas
com hy(z) = ha(z), V2 € W C Q, em que W € nao vazio, entio hy(z) =
hQ(Z), Vz e Q.

Demonstracgao: De fato, basta definirmos a funcao

h:QcC—R
2z h(z) = hi(z) — ha(z2)

que é harmonica por construgao, ja que a derivada é uma aplicacao linear.
Assim, basta aplicar o Teorema 3.1.4 a fungao h e o resultado segue.

g

Proposigao 3.1.6 Seja x : Q € C — L3 uma imersao conforme com meé-
trica I = e€* {ds* + dt*} . Se z = s+ it, entdo

N A xs ==Xt (3.6)
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Demonstracgao: Temos que

Xs/\Xt

N/\XS_ ‘/\Xs

B ’Xs/\Xt

1
= e Al (Xs A Xe) A Xs- (3.7)

Separemos as contas em duas partes, primeiro, vamos obter o valor do escalar
|xs A x¢|, para isso vamos utilizar a notagao:

s = (X5 X2 x3),
Xt = (X0s Xis X3 )-
Assim, usando a expressao em (2.4):
Xs A xe = O0XE = XEXT, Xt — XAXE, —xexd + X2xt)
e entao,
<Xs A Xty Xs A Xt>1
2 2 2
= (3¢ — D)7+ (03 — X)) - (b +x30)
=032+ O3+ (032 ()P + ()2 (x)?
— (X2)2(x)” = (X2 () = 20883X 0 + XXt — xaxcxiexd)

=) O = 0|+ 07 (D)= 0 + 007 | (@) + (xG)?
— — —

(xi)2—e?r (x7)2—e?r (x3)2+e2r
— 200X xexExixd — XA xd)

= () + )2+ 07+ 03D+ )+ ()?

— 203X+ o xd — xix?x%xf)}

e () +x)? +x0)?

~[0D0d) + 0268) = 6d) | — - e

(. J/

-~

<X37Xt>1:0
= — (e*)2

Portanto, temos que

Xs A xel = V/[—(e2)?] = e*. (3.8)
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Calculemos agora a componente vetorial da expressao (3.7):

~

i j —k
(Xs AXE) A Xs = [XEXE — XOXT XEXE — XaX? X2X: — XaXi
Xi X2 X

= A0 — xaxd) — X200X:E — Xaxd)]
+7- DA O3x: — xaxd) — 203X — X))
+ k- [XEO3X — XD — 203G — X))

-~ 2 2
=i [ [(X3) = D)7+ xalxi — x + s°X3)
———

[\ J/

()2 —e20 —d) ()

>

2 2
+7- [0 = () T+ X3 ax: — x + s°x3)
~———— —

(x2)?—e2e -3 (x?)

> 2 2
+ k- |00 = )T+ XCax: + x + X3

N [ /

—(xgg—eQP e
=i[—xje®] + J[—xZe¥] + k{—x}e*]
= ezp(X%7 X§7 X?)

S AXD) A Xs = —e*’ . (3.9)

Substituindo em (3.7) o que conseguimos em (3.8) e (3.9) temos:

1
NAxs = eTp . (—€2pXt) = Xt
U

Enfim, estamos prontos para o problema de Bjorling. Comegaremos apre-
sentando uma representacao complexa local para superficies maximas. Tal
representacao € inspirada na férmula de Schwarz que fornece a solugao para
o problema de Bjorling para superficies minimas no espago Euclideano (ver
[9]) e seré o resultado central para muito do que faremos a seguir.

Definicao 3.1.7 Dizemos que uma curva reqular o : I C R — 12 € tipo-
espago se (d'(s),a’(s)), >0, Vs e I.

Teorema 3.1.8 (Representagio de Bjérling)
Seja x :  C C — L3? uma superficie mdxima em L3 e defina a curva
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a(s) = x(s,0) e o campo V(s) = N(s,0) definidos em um intervalo real
I C Q. FEscolha um conjunto aberto e simplesmente conexo A C §2 que
contenha I sobre o qual € possivel definir extensoes holomorfas a(z) e V(z)
de o e V. Entao, para todo z € A wvale:

() = Re (a(z) i / WA o/)(w)dw) , (3.10)

S0

onde sy € um ponto fixado porém arbitrario em I e a integral € calculada ao
longo de um caminho qualquer dentro de A ligando sq e z.

E importante fazer algumas observacoes sobre a representacao de Bjorling:

Observacao 3.1.9 No estudo da andlise complexa, um importante problema
€ a extensao de fungoes reais para um dominio complexo. Temos que uma
condi¢ao necessdaria e suficiente para que uma funcao real f: I C R — R
admita uma extensao holomorfa f(z) é que f(s) seja analitica para todo
s € I. Emistindo tal extensio holomorfa, esta ¢ inica.?

Observagao 3.1.10 Como x € uma superficie mdxima, as fungoes coorde-
nadas de o e V' sao reais analiticas. Com isso, temos que as extensoes ho-
lomorfas a(z) e V(z) sempre existem e sao unicas pela observagao anterior.
Veja também que se o € uma curva unitdria, entio a extensao o(z) satisfaz

(d/(2),d(2)), =1, Vz € A,

Observagao 3.1.11 A integral em (3.10) nao depende do caminho esco-
lhido, pois a regigo A € simplesmente conexa e (V Ad') € holomorfa. Assim,
X(2) estda bem definida ¥z € A.

Observacao 3.1.12 Qualquer que seja a nossa escolha de sg € I em (3.10),
a expressao obtida serd a mesma. De fato, escolha s1 # sq também em I e
denote por [sg, $1] 0 caminho que liga sy a s1 contido na reta real. Assim,

2Uma demonstragao desse fato pode ser encontrada em [18] p. 346-347.
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temos

X(2) = Re | a(z) +1 /Z(V A a')(w)dw)

S0

S1

Re

(
~ Re (a(z) +i [ /[ v nd et / WA o/)<w)de
(

a(z)+1 /Z(V A a')(w)dw> + Re | i- /[50781}(‘/ A ) (w)dw

S1
N J/
~

SN

= Re (a(z) +i / WA o/)(w)dw>

51
Pois V' e o estao restritas a valores reais em [sg, $1].
Demonstracao: (Representag¢do de Bjorling)
Como temos que y :  C C — L3 é uma imersao méxima, podemos apli-

car a representacao de Enneper-Weierstrass para obter que a funcao complexa
¢ : Q C C — C3 definida por

_9x
0z

é holomorfa em €2, afinal como visto na Observagao 2.5.10,

¢(2)

0
£¢(2) =0.

Temos também que se v, é um caminho que liga um ponto de I a z em A,
entao

X(z) = 2Re/ d(w)dw, (3.11)

com a constante de integracao sendo aquela que torna x(s,0) = a(s),
Vs € I. Utilizando agora (3.1.6), obtemos:

0 =5 (520 - 1550 ) = 5 (G + v e A 550 )

Se restringimos z a valores em [, podemos reescrever a expressao acima em
termos de a e V' como definimos em (3.10):

6(5,0) = 5 (0/(s) + iV (5) A a'(5)).
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O mapa ¢(-,0) : I — C? pode entao ser extendido de forma tnica a partir
das extensoes holomorfas de v e V:
1

o(z) = 3 ((2) +iV(2) Nd(2)), Vz € A. (3.12)
Como A ¢ simplesmente conexo e a aplicagao (V' A o/)(w) é holomorfa em
A, a integral

/ (VA (w)dw
S0

nao depende da trajetéria, assim, podemos definir a aplicacao

1 4
olz) = (a(z) i [ wa o/)(w)dw) ,
80
que ¢ uma primitiva da aplicacdo holomorfa ¢(z) (dada em (3.12)) em A.
Além disso, quando restringimos z = s + it a valores em [ a condigao
2Re {¢(s,0)} = a(s) ¢ satisfeita. Substituindo em (3.11), concluimos que

x(2) = Re (a(z) +i / WA a’)(w)dw) .

50

O

Munidos da representacao de Bjorling, vamos agora enunciar o problema que
da nome a este trabalho.

O problema de Bjorling para superficies maximas em L3:
"Seja o : I — L3 uma curva analitica tipo-espago em L3 e seja
VI — 13 um campo de vetores unitdrios tipo-tempo ao longo
de o tal que (&/(s),V (s)); =0, Vs € I. Determine uma superficie
mdxima x : @ C C — L3 tal que x(s,0) = a(s) e N(s,0) = V(s)
Vs € 1. Aqui Q) € um dominio complexo contendo o intervalo real
I eN:Q— 13 ¢€a aplicagio normal de Gauss da superficie."

Considere o caso particular em que o : [ — L3 é uma curva analitica tipo-
espago parametrizada pelo comprimento de arco tal que o(s) é tipo-tempo
Vs € I. Assim, temos que:

de onde segue que

(@"(s),d'(s)), =0, Vs e I.

Entao V = o"/|a”| € um campo vetorial unitario tipo-tempo ao longo de
a tal que (o/,V); = 0. Isso nos diz que o problema de Bjérling é uma
generalizagao do seguinte problema restrito:



3.1. A REPRESENTACAO DE BJORLING 37

"Seja I um intervalo real e o : I — L3 uma curva real analitica
em L tal que (¢/,a’); = 1 e tal que o”(s) é um vetor tipo-tempo
Vs € I. Construa entdo uma superficie maxima em L3 contendo
« como geodésica."

Como temos que o é uma geodésica em uma superficie tipo-espago em L3,
temos que o vetor o”(s) é paralelo & N(«(s)) para todo s € . Assim, sempre
que a’(s) # 0 entdo &(s) ¢ um vetor tipo-tempo. Justificamos assim a
necessidade do vetor o’(s) ser sempre tipo-tempo no problema acima.

Observacao 3.1.13 Veja que, pela maneira que descrevemos o problema
de Bjorling, nao € suficiente determinar a existéncia da superficie mdzima
contendo uma faiza analitica tipo-espago em L2, precisamos de fato propor
uma construcao explicita da superficie em questao. Na realidade, a questao
de existéncia e unicidade de uma superficie nas condigoes do problema de
Bjorling pode ser vista como uma consequéncia do teorema geral de Cauchy-
Kovalevskaya (ver [12]) da sequinte forma: Sejam o e V' como nas condigdes
do problema de Bjirling e defina V = o ANV. Entdo, temos que as coorde-
nadas de o e V sio analiticas e assim os problemas de Cauchy

Pxr . Xk —0
0s? o2
Xk(57 0) = ak(3> (313)
9 N
—(5,0) = Vils)
para cada k = 1,2,3, tem solucao unica em uma certa vizinhanca € da

origem. Perceba também que sp(m{o/,\_/} ¢ um plano tipo-espaco em L3,
Vs € 1. Assim, para uma regiago ) suficientemente pequena, a fun¢ao x :
Q C C — L3 descrita por x(z) = (x1(2), x2(2), x3(2)) € uma superficie
mdzima do L tal que x(s,0) = a(s) e N(s,0) = V(s). Com isso, temos
garantidas a existéncia e a unicidade desejada e o prozimo teorema tratard
exatamente disso.

Teorema 3.1.14 FExiste uma unica solucao para o problema de Bjorling para
superficies mdzimas em L3. De fato, sejam o e V definidas de acordo com
a nossa formulagao do problema de Bjorling, entao:

(i) existe um conjunto aberto e simplesmente conexo 2 C C contendo I
para o qual o e V' admitem extensoes holomorfas a(z) e V(z) em Q e
a aplicacio x : @ C C — L3 dada por

() = Re (a(z) i / VA o/)(w)dw> (3.14)

S0
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€ uma solucao para o problema de Bjorling. Aqui sy € I € fizado, porém
arbitrdrio;

(ii) se temos duas solugoes diferentes para o problema de Bjorling, a saber
X: U CcC—L3 er:QCcC— 13 entio x = 1 sobre o conjunto
aberto 21 Ny D I, que nao € vazio.

Demonstragao: Comegaremos pela demonstracao de (7i). Desde que a so-
lucao exista, podemos recorrer a representacao de Bjorling que mostra que
toda solugdo para o problema de Bjorling é dada por (3.10) em qualquer
conjunto aberto e simplesmente conexo no qual as extensoes a(z) e V(z)
existem. Assim, cada par de solugoes Yy, para o problema de Bjorling
coincidem sobre um conjunto aberto nao vazio, além disso, como x e 1 sao
funcoes harmonicas, temos que elas coincidem em €24 N €25.

Vamos agora provar (i) tendo como motivagao a expressao em (3.10). Para
tal, definiremos a aplicacao holomorfa ¢ : Q ¢ C — C3

8(2) = 5 (/) + iV Ae)(2)

onde o conjunto {2 é apenas um conjunto aberto contendo I no qual as
extensoes holomorfas a(z) e V(z) existem. Denotando entao ¢ = (¢1, ¢o, ¢3),
temos:

¢1(2) + ¢3(2) — ¢3(2) =0, Vz € Q

e também
61(5,0)|* + |pa(s,0)[* — |¢3(s,0)]* > 0, Vs € I.

Usando o fato de que as extensoes a(z) e V(z) sao holomorfas, vale entao que
diminuindo a regiao 2 quando necessario, podemos assumir {2 simplesmente
conexo e assim

[91(2)* + |92(2)]* = |p3(2)]* > 0, Vz € Q.

Assim, as coordenadas complexas ¢y (z) sao fungdes holomorfas que nao pos-
suem periodos reais, k = 1,2,3. Portanto, ao fixarmos s, € I, o Teorema
2.5.12 nos garante que

x(z) = 2Re /Z o(w)dw
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¢ uma imersao maxima em L3, ou seja, a aplicacdo y : Q C C — L2 dada
por

x(z) = Re (a(z) + 2/ (VA o/)(w)dw) (3.15)

S0

determina uma superficie maxima. Precisamos apenas verificar se a superficie
em questao é tal que as condi¢oes do problema de Bjorling sao cumpridas,
ou seja, se x(s,0) = a(s) e N(s,0) = V{(s), Vs € I. Como as fungoes V' e o
assumem valores reais quando restritas a I, temos que a expressao

i/Z(V A ) (w)dw

S0

¢ um numero imaginério puro e assim, fica facil ver em (3.15) que x(s,0) =
a(s).

Lembre agora que 2¢(z) = 2x, e, conforme escrevemos o problema de
Cauchy em (3.13), Vz = s + 40 € I temos:

ox o ox . /
X (5,0) = a/(s), X (s5,0) = —(V ha')(s)
A partir destas duas relagoes e da Proposicao 3.1.6, temos:
Ix _ Ox _ Ix
—V(s) A %(3’ 0) = E(s, 0) =—N(s,0) A %(3, 0).

Portanto temos a condigao N(s,0) = V(s) sendo satisfeita também.

g

Observagao 3.1.15 Veja que na demonstragio do item (ii) do Teorema
3.1.14 apenas argumentamos a unicidade da solugao em uma regiao de C
comum as duas parametrizagoes. Porém, o coroldrio a sequir nos dard a
unicidade da solugao do problema de Bjorling que almejamos.

Coroléario 3.1.16 Seja o : I — LL? uma curva reqular tipo-espago em L3 e
seja V : I — L3 um campo vetorial unitdrio tipo-tempo ao longo de « tal que
(o, V), = 0. Euziste entdo uma tnica imersao mdzima em L3 cuja imagem
contém o(I) e que a aplicagao normal de Gauss ao longo de o é V. Além
disso, a imersiao mdxima pode ser construida conforme (3.14).

Demonstracao: Do item (i) do Teorema 3.1.14 ja temos a existéncia da
solucao, entao seja Y : ¥ — IL? uma imersao maxima e seja (U, z) um sistema
de coordenadas locais isotérmico tal que U C X é aberto e a(J) é um pedago
conexo de a(I) que esta contido em Y (U).
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Temos entao que a restri¢ao de Y a U, Y|y pode ser expressa como uma
superficie maxima y : Q = z~}(U) Cc C — L?. Portanto, existe uma curva
v(s) : J — Q tal que x(7v(s)) = a(s) e N(y(s)) = V(s), Vs € J. Como
temos que as coordenadas de « sao funcoes analiticas e y é uma imersao
méxima, temos que y(s) também ¢é analitica e portanto admite uma extensao
holomorfa v : W € C — C, onde W é um conjunto aberto contendo o
intervalo J. Perceba também que como «(s) é uma curva regular, y(s)
também o é.

Escolha agora um sy € J qualquer. Temos que a fungao holomorfa ~(w)
possui derivada nao nula em sy e portanto podemos aplicar o teorema da
funcao inversa para funcoes holomorfas e obtemos a aplicacao biholomorfa
(ou seja, uma aplicagao bijetiva holomorfa cuja inversa é também holomorfa)
v: Wy CC— Q; CC,onde Wy C W é aberto em W e contém um intervalo
real da forma (sg — d,s0 + d) e 1 C Q é um aberto em . Com isso,
temos que a superficie maxima x|q, : Q1 C Q — L3 pode ser expressa como
Y W, € C — L2 com ¥(w) = x(y(w)). Temos também que para todo
s € (so — 6,50+ 6) e denotando por Ny a aplicacao normal de Gauss em ¢,
a aplicagao ¥ (w) satisfaz:

(1) ¥(s,0) = x(7(s)) = a(s),
(i) Ny(s,0) = N(v(s)) = V(s).

Portanto, ¥ (w) é a solu¢do para o problema de Bjorling dadas as condigdes
de contorno {a,V'} o que significa que ¥ (w) é tnica. Disso, concluimos
também que Y : ¥ — L3 também é tnica, ja que no item (7) do Teorema
3.1.14 mostramos que nao é possivel que duas imersdes maximas distintas se
sobreponham num aberto nao vazio.

O

Observacao 3.1.17 Munidos do Teorema 3.1.14 e do Coroldrio 3.1.16 po-
demos nos referir a solugao do problema de Bjorling, dadas as condigoes de
contorno {a, V'}. Tal solugio se refere a inica imersio mdrima em L3 que
contém o em que V € a aplicacao normal de Gauss ao longo de .

3.2 Principios de simetria para superficies ma-
xXimas

Como dito no titulo desta sessao, estamos interessados em estudar as
simetrias presentes nas superficies maximas. Comecaremos enunciando o
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principio da Reflexdao de Schwarz, seguido de algumas defini¢oes, todos ne-
cessarios para o que serd feito nesta segao.

Teorema 3.2.1 (Principio da Reflexao de Schwarz)® Seja f : D C
C — C uma fungao holomorfa, onde D é uma regiao que intersecta o eixo
real e f assume valores reais quando avaliada sobre o eizo real. Entao f(z)
assume valores conjugados para valores conjugados de z, isto €,

f(z) = f(2), Yz € D.

Definigao 3.2.2 Seja 2 C C um conjunto aberto. Definimos entao o con-
Jgunto €% como sendo:

O ={zeClz €O},

que € evidentemente aberto, afinal a interpretacao geométrica do conjunto §2*
€ a reflexao dos pontos de 2 em relagao ao eixo real.

Definicao 3.2.3 Seja f € H(Q) (f € holomorfa em Q). Definimos entao
uma fungao holomorfa f* € H(QY*) da sequinte maneira:

= C
20 [1(2) = [(2).

Assim, usando o principio da reflexao de Schwarz, pode-se ver que se ()
contém um intervalo real I e se f € H(f2) assume valores reais quando
restrita a I, entao f = f* no conjunto nao vazio QN2 e f pode ser extendida
holomorficamente em €2 U 2* pelo Corolario 3.1.5.

Corolario 3.2.4 Seja x : 2 C C — L3 a solugdo para o problema de Bjor-
ling com condigoes de contorno {a,V'}. Seja A C Q um conjunto aberto e
simplesmente conexo com I C A e A = A* sobre o qual o e V' possuem
extensoes holomorfas a(z),V(z). Entdo, Yz € A wvale:

X(3) = Re (a(z) — / WA a’)(w)dw) .

S0

Demonstragao: Definimos a aplicagao x* : z € Q* — x(Z). Denotando
entdo por g;; a métrica induzida de y : @ € C — L3 e por g;; a métrica

3Uma demonstracio deste principio pode ser encontrada em [21], p. 155-157.
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induzida de x* : Q* € C — L3, podemos ver que

Jas = (Xos Xo )1
= <XS7XS>1 = Jss,
ge = (G Xih

= (Xss X(-0)),
= <X57_Xt> = —Yst,
9 = (Xt Xi )
= (X(=0: X(-0)),
= (=Xt — > = Gtt-

Ou seja,
{g;‘kj:gija =7 =51
9;} = —0ij, 1F#J.
Portanto, temos det(g;;) = det(g;;) e como x(z) é uma superficie tipo-espago,

X*(z) também o é e a sua aplica¢ao normal de Gauss sera dada por N*(z) =
—N(z). Temos entdo que:

—ONH = Ay = Ay* = —2N*H* = 2N H"*, (3.16)

onde H e H* sao as respectivas curvaturas médias de y e x*. Da equacao
(3.16) vemos que H* = —H e assim x* é uma superficie maxima sempre que
x 0 é. Temos também que:

X*(S,O) = X(SaO) = Oé(S),
N*(s,0) = =N(s,0) = =V (s)

e aplicamos estes resultados a representacao de Bjorling em (3.10), concluindo
a nossa demonstracao.

O

Neste tltimo corolario, esta implicita a ideia de que se x(z) é a solugao para
o problema de Bjorling com condigdes de contorno {«, V'}, entdo a imersao
X" (Z) & solugao para o problema de Bjorling cujas condigoes de contorno sao
{a,-V}.

O lema a seguir é uma consequéncia da representacao de Bjorling e do fato
de que curvas coordenadas sobre uma superficie méxima sao reais analiticas.

Lema 3.2.5 Seja x : Q € C — L3 uma superficie mdzima e Q tal que
Q= Q*. Defina a(s) = x(s,0), entdo temos que
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(i) Se a € tal que a(s) = (ai(s),0,0), isto é, a imagem de o estd contida
no eiro xy, entao

(x1(2), x2(2), x3(2)) = (xa(2), =x2(2), —x3(2))-

(11) Se a curva a € tal que a(s) = (ay1(s),0,as(s)), isto €, a imagem de
a estd contida no plano xo = 0 (denotaremos tal plano por 11), e a
superficie intersecta Il ortogonalmente ao longo de o, ou seja, N(s,0) €
II, Vs € I, entao

(x1(2), x2(2), x3(2)) = (x1(2), =x2(2), x3(2))-

Demonstragao: A demonstragao nos dois casos é feita de forma seme-
lhante:

(i) Naturalmente, seja V(s) = N(s,0). Como « esté contida no eixo x; e
N é ortogonal a o/, podemos escrever V(s) = (0, Va(s), V3(s)). Usando
(2.4), temos que

V(s) Aa'(s) = (0, Vs(s)ay (s), Va(s)a (s)).

Usando a representagao de Bjorling em (3.10) e as extensoes «(z) e
V(z), podemos escrever Vz € A:

(x1(2), x2(2), x3(2))

=Re {a(z) +i /Z V(w) A o/(w)dw}

S0

=(Re{a1(2)},Im{Vy(2)}, Im{¥3(2)}), (3.17)

onde A C €2 é simplesmente conexo e as fungoes ¥y, W3 sao holomorfas
em A, dadas por:

Assim, temos que em A N A* vale ay(2) = aj(z), Vi(z) = Vi(z),
com k = 2,3, afinal todas estas fungoes assumem valores reais quando
restritas a I. Podemos entao aplicar o Teorema 3.2.1 e o Corolario 3.1.5
extendendo a igualdade para €. Por fim, de (3.17) temos:

(x1(2), x2(2), x3(2)) = (x1(2), —=x2(2), —x3(%)), Vz € Q.
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(ii) Nessas novas condigoes, temos
a(s) = (a(s),0,a3(s)) e V(s) = N(s,0) = (Vi(s),0, Va(s)),
e entao
V(s) A /() = (0, Va(s)al () — Vi(s)ah(s), 0).
Portanto, da representacao de Bjorling, temos

X(2) = Re {a(z) H/Z V(w) A o/(w)dw}

S0

= (Re{a1(2)},Im{6y(2)}, Re{as(2)}),Vz € A, (3.18)

onde A ¢ como em (i) e Oy ¢ uma fungao holomorfa em A e é dada por
0u(2) = - | Walw)ah(w) - Vi(w)ai(w) du.
s0

Por fim, temos que a1 (z) = aj(2) e ©2(z) = ©3(z) paratodo z € A N A*,
e novamente Vz € () pelo principio da reflexao de Schwarz e o Corolario
3.1.5.

(x1(2), x2(2), x3(2)) = (x1(2), —x2(2), x3(2)), Vz € Q.

Definicao 3.2.6 Seja x : ¥ — L3 uma superficie tipo-espaco.

(1) Uma curva tipo-espago | C x(X) € dita um eizo de simetria de x se
para todo p € x(X)\I, existe um q € x(X) tal que o segmento pq C L3
intersecta | ortogonalmente e (p+q)/2 € 1.

(ii) Um plano tipo-tempo 11 C I3 o qual intersecta ortogonalmente a su-
perficie é dito um plano de simetria de x se para cada p € x(X)\II
existe um q € x(X) tal que o segmento pq C L3 € ortogonal a TI e

(p+q)/2€ll

om essas definicoes e também com o Lema 3.2.5 conseguimos os seguintes
C defi tamb L 3.2.5 t
principios de simetria para superficies maximas em L3 :

Teorema 3.2.7 Seja x : X — L3 uma superficie mdzima, entdo

(i) toda reta tipo-espago contida em x(X) é um eizo de simetria de x, e
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(11) todo plano tipo-tempo que intersecta ortogonalmente x(X) € um plano
de simetria de x.

Demonstragao: Faremos apenas a demonstracao do item (i), ja que para
o item (47) o processo é analogo.
Seja x(X) uma superficie maxima e seja | C x(3) um segmento de reta
tipo-espago. Sem perda de generalidade, podemos supor que [ esta contida
. 4 . . o
no eixo x1*. Assim, se p € x(X)\l ¢ tal que p = (x1(2), x2(2), x3(2)), temos
que xx(z) # 0 para k = 2 ou para k = 3, afinal p ¢ [. Digamos (novamente
sem perda de generalidade) x2(z) # 0. Definindo entdo ¢ € x(X) por ¢ =
(x1(2), x2(2), x3(2)), pelo item (i) do Lema 3.2.5, temos:
Pg=q—p
= (x1(2) = x1(2), x2(2) = x2(2), =xs(2) — x3(2))
- (07 _2X2(Z)7 _2X3(Z))7

que é claramente ortogonal a [ C span {e1} e

S0+ 0) = 50a(2) + 1) () + e, () +xs()

= (x1(2),0,0) € L.

4No caso Euclideano, podemos transformar uma reta em outra através de um movi-
mento rigido, isto é, uma translacao seguida de uma transformagcao ortogonal, para o caso
euclideano a diferenga é que a segunda transformacao seria lorentz-ortogonal, mas ainda
teria a propriedade de levar retas em retas.



Capitulo 4

Exemplos

4.1 Superficie maxima ortogonal a uma curva
plana tipo-espaco dada

Seja a : [ C R — L3 definida por a(s) = (a;1(s),0,as(s)) uma curva
analitica tipo-espaco em L3 contida no plano z, = 0. Existe uma tnica
imersao méaxima em L3 que intersecta ortogonalmente o plano o = 0 ao
longo de . Tal imersao ¢ dada explicitamente por:

W) = (Refasten. i { [ V- P} Refoa(2)}),
(4.1)

onde consideramos a(z) como a tnica extensao holomorfa de a(s), e valida
no dominio onde ela estiver bem definida.

Demonstracao: Por construcao, temos que: (N(s,0),a/(s)); = 0 e tam-
bém (N(s,0),e2); = 0, assim temos que

a/(s) N ey

N(s,0)=V(s) = o (s) A el

(podendo inverter o sinal caso a orientagao temporal esteja contraria a dese-

46
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jada.), entao

= (—a3(s),0, —ai(s)) (4.2)

Assim, se queremos obter a expressao obtida na representacao de Bjorling
em (3.10), precisamos calcular

a(u) +i /U(V A ) (r)dr.

uo

Assim,

(V A Oé/)(U) _ (07 - [O/l<u>|]o/zu[)o|éé<u)] ,O)

E entao, temos:

a@O+i/?VAa@&Mw=(mamiA:—¢mme—h%vﬂwnaxm),

uo

“\(2) = Re {a(z) i /Z(v A o/)(w)dw}

S0

:QMm@Lm{£¢mwm—mwmw}ﬁwwm)

valido sempre que z € {s + it € C|s € I, t € R}, nos pontos em que a exten-
sao é possivel.

g

A seguir, daremos alguns exemplos que se enquadram neste caso.
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4.2 Catenodide Hiperbdlico

Sejam as condigoes de contorno {«, V'}, onde « é dada por:

T

a(s) = (s, 0,cos(s —0)), onde A>0, R, s (9-20+7) (43)

e V é obtida em termos de o como em (4.2). Assim,

A

Figura 4.1: Condigoes de contorno {a, V'} para o Catenoide Hiperbolico.

aj(s)=A-s = aj(s) = A,

az(s) = A-cos(s —0) = aj(s) = —Asen(s — 0).
Veja que (d/(s),a/(s)), = A*(1 — sen?(s — ) = A% cos*(s — 6) > 0, portanto
« é uma curva analitica tipo-espaco contida no plano x5 = 0. Além disso,
temos que:

VIen(s)2 = [og(s))2 = /A2 - (1 = sen®(s — 0))
= A-cos(s—0),

pois s € (0 — 5,0 + 3).
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Substituindo entao na expressao (4.1), temos:

x1(z) = Re{Az}
= As

x2(2) = Im {/;Acos(w - e)dw}

=A-Im{sen(s — 0 +it)}

= A - senh(t) cos(s — 0)
x3(z) = Re{Acos(z — 0)}

= A- Re{cos(s — 0 +it)}

= A - cos(s — 0) cosh(t)

T

~ox(s,t) = A(s, senh(t) cos(s—8), cos(s—0) cosh(t)), s € (0 — g, 0 + 5

),te]R.

Figura 4.2: Grafico do Catendide Hiperbolico com A =1, § = 0.

Observagao 4.2.1 A escolha do campo V' orientado para o passado aqui foi
por uma questio estética, porém o Coroldrio 3.2.4 e o item (ii) do Lema
3.2.5 garantem que a solugao estd adequada.
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4.3 Catendide eliptico
Sejam as condigoes de contorno {«, V'}, onde « é dada por:
a(s) = A(senh(s + 0),0,s), onde § € R, s > —0 (4.4)

e V ¢ obtida em termos de o como em (4.2).

Figura 4.3: Condigoes de contorno {«, V'} para o Catenoide Eliptico.

Veja que « é analitica tipo-espaco:
(o/(s),a/(s)), = A*(cosh®(s + 6) — 1) = A%senh®(s + 6) > 0, (4.5)
além disso, temos que:

VI~ [a5(3)2 = /42 - (cosh®(s + 6) — 1)
= A - senh(s + ),

pois s > —0.
Substituindo entao na expressao (4.1), temos:
X1(z) = Re{A -senh(z +0)}
= Re{—A-i-sen(i-(2+0))}
= Re{—A-i-sen(—t+i(s+0))}
= A - senh(s + 0)cos(t)

Ya(2) = I'm {/9 A -senh(w + e)dw}

= A-Im{cosh(s+ 0 +it)}
=A-Im{cos(—t+i-(s+6)}
= A -sen(t)senh(s + 0)
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x3(z) = Re{Az}
= As

~.ox(s,t) = A(senh(s + 6) cos(t), sen(t) senh(s + ), s), s € (—6,00),t € R.

Figura 4.4: Grafico do Catendide Eliptico com A =1, 6 = 0.

4.4 O referencial candonico nulo

Para o préoximo exemplo, precisaremos introduzir o referencial canénico
nulo de IL?, que ¢ a base ordenada F definida por:

'F = {(2_%7072_%)37 (2_%707 _2_%)8 ) (07 130)8} = {'1}1,1)2,’03},
onde B ¢é a base candnica.

Proposigao 4.4.1 Sejama, b € L3, onde a = (a1, az,a3)r eb = (b1, ba, b3) 7,
entao seque que:

(Z) a N b = (a3b1 — albg, a2b3 — ang, albg — agbl)]:,
(ii) (a,a), = 2a1as — (asz)?.

Demonstragao: Fagamos as contas na base B:
Para o item (), temos:

V1 N\ Uy = (0,2_1 + 2_1,0)3 = V3
vy Avs = (272,0,-272)5 = vy

_1 _1
vsAvy = (272,0,272)g =1
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Assim, temos que

3 3
aANb= (Z G/ﬂ)i> N (Z bj’Uj)
i=1 j=1

= ((lgbl — albg)?)l + (agbg — ang)Ug + (albg — agbl)vg
= (a3b1 — a1bs, asbs — a3b2, a1by — &251)f,

como queriamos.
Para o item (i), calculemos o produto escalar:

3 3
co{aya) = E a;v;, g a;v;
i=1 =1

0 0
=(a1)* (urv1), + (a2)*(uarvs); + (as) (vasvs)y
1 0 0
+2- (G1G2M+ GQG3M+ aﬂ%Mj

:2a1a2 —f- (a3)2

1
1

O

Observacao 4.4.2 Apesar de termos uma base apenas com vetores unitdrios
e tipo-luz, a base F nao é uma base de Sylvester. Em (4.6) vé-se que F nao
€ uma base ortogonal.

Munidos destas relagoes para o referencial F, queremos obter a expressao
(4.1) nessa nova base.

Seja o uma curva analitica tipo-espaco contida no plano zo = 0 cujas
coordenadas na base canonica B sao:

a(s) = (ai1(s),0,as(s))s. (4.7)
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Denotando por M = [M ]i a matriz mudanca de base de F para B, temos:

23 273
M=10 0o 1]. (4.8)
277 —271 ()

A partir de M, podemos entao obter a matriz mudanga de base de B para
F denotada por M1 = [M]%:

%
27: 0 272
Mt=l2-2 0 —2-2|, (4.9)
0 1 0
portanto, podemos escrever o na base F:
B
@) = (M [o]
(272 0 273 ai(s)
=272 0 —22 0
0 1 0 as(s)

Vamos denotar 272 (a; + as)(s) = a(s) e 272 (a1 — a3)(s) = b(s), ou seja,

a(s) = (a(s),b(s),0)z
a'(s) = (d(s),V'(5),0) £

O proximo passo é obter uma expressao paramétrica para y como em (4.1)
nessa nova base F:

V(s) = N(5,0) = ——[a’ A es]r

e Aes

@_ 1
|’ A eq

(i) 1

VI =2d(s) V()]

Como « é uma curva tipo-espago, sabemos que

(0/(s),0'(s)); > 0
22-d(s) - b (s) >0

CLI<S), b/(S), O)f

(—d'(s),b'(s),0) 7
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e entao, temos que

1 / /
V(s) = e b0 (—ad'(s),b'(s),0) . (4.10)

Podemos entdo calcular V' (s) A o/(s) na base F usando (i):

/ —2-d(s)-V(s)
V(s)Ad(s)= | 0,0,
ner = (b0 )

=(0,0,—+/2-d'(s) - V(s))F.

Assim, a expressao

S0

s = Re{la@lr +i- [ 1V A w)lrav
_ Re{

e portanto

.0 = (Retae) e} 1o { [ VI Tajiu} )

f
(4.11)
Finalmente estamos prontos para o préximo exemplo.
4.5 Catendide Parabdlico
Dadas as condi¢oes de contorno {«, V'}, onde
1 B B?
afs)=A(s+ B, =5+ =5+ —s5,0 (4.12)
6 2 277,

e V é obtida em termos de o como em (4.10).
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Figura 4.5: Condigoes de contorno {a, V'} para o Catendide Parabolico.

onde A >0, B€R, s> —B. Veja que « é tipo-espaco, afinal:

2

1 B
a'(s) = A1, 532 + Bs + 7,0);

_ (A,é<s+3>2,o) |
2 F

Portanto o é uma curva analitica tipo-espaco. Nosso objetivo ¢é utilizar a
relagdo obtida em (4.11), entao:

-(s+ B) = d'(s) = A,

13 BQ BQ / _A 2
-(Es + 5 +7s) = b(s) =5 (s +B)".
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Substituindo entao na expressao obtida em (4.11), temos:

X1(z2) = Re{A- (2 + B)}
=A-(s+ B)

:A-Im{<S+B)2 —t22+ 2(8+B)z‘t}

=A-t-(s+ B)

Portanto, temos que para todo (s,t) € (=B, 00) x R:

2 2

t
W50 = A (54 8-

1 B B
(s+ B)+ 653 + 532 + 73,15 (s+ B)) . (4.13)

Figura 4.6: Grafico do Cateno6ide Parabodlico com A =1, B = 0.

Cabe aqui uma observacao sobre o referencial nulo F utilizado. A ex-
pressao aqui obtida é um pouco mais complicada que a encontrada em [14],
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porém, diferentemente das outras parametrizagoes do catendide parabolico
que costumamos encontrar, a imersao obtida em (4.13) é conforme.

Para os proximos exemplos, voltaremos a utilizar a base canénica B.

4.6 Helic6éide do primeiro tipo

Dadas as condigdes de contorno {a, V'} :

a(s) = (s,0,0),
V(s) = —— (0,1, ks) E>0, 8>~
_\/m ) ) ) k’

Figura 4.7: Condigoes de contorno {a, V'} para o Helicdide do Primeiro tipo.

a/(s) = eq, entdo « é tipo-espago. Fazendo a mudanga de parametros ks =
cosh(u), u > 0, temos:

a(u) = (%cash(u), 0, O) : V(u) = sen_hl(u) (0,1, cosh(u)).

o (u) = (%senh(u),0,0) ,

Para chegarmos na representagao de Bjorling em (3.10), calculamos:

(V A o) (u) = (0, —%cosh(u), —%) |
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Podemos entao encontrar o valor da expressao abaixo:

a(u) +1 /u(V A )(r)dr

uo

= <% cosh(u),0,0) +z’/u0 <O,—%cosh(r),—%) dr

_ %cosh(u),—%(senh(u)—senh(uo)),—é(u—uo) |
( )

Denotando z = u + v, conseguimos a parametrizacao da superficie em ques-
tao:

x(u,v) = Re {a(z) +i / WA a')(w)dw}

uo
7

_ Re { (% cosh(z), ~ (senh(2) — senh(ug)) , ~ 7 (= - u0)> }

1 1
= Re { (E cos(—v + iu), % sen(—v + iu), %) }

v

_ (% cos(v) cosh(u), + sen(v) cosh(u), E) ,

Sox(u,v) = % (cos(v) cosh(u), sen(v) cosh(u),v), u #0, v € R.

Figura 4.8: Grafico do Helicéide do Primeiro tipo com £k = 1.



4.7. HELICOIDE DO SEGUNDO TIPO

4.7 Helicéide do segundo tipo

Dadas as condigdes de contorno {a, V'} :

a(s) = (s,0,0),
V(s) = ———(0,ks,1) k>0, |s| < 2
Y ey ey h b 15 < 1

29

Figura 4.9: Condigoes de contorno {«, V'} para o Helicéide do Segundo tipo.

a/(s) = ey, entdo « é tipo-espaco. Fazendo a mudanga de parametros ks =

sen(u), u > 0, temos:

—1

alu) = <%sen(u),0,0) , V(u) = —(0,sen(u), 1).

cos(u)

o (1) = <%Cos(u),0,0) ,

Para chegarmos na representagao de Bjorling em (3.10), calculamos:

(V A o) (u) = (0, —%, —% sen(u))

Podemos entao encontrar o valor da expressao abaixo:

o(u) +¢/u(v A o) (r)dr = <%sen(u),0,0) +@/uu (0, —%, —%sen(r)

uo

1 l l

)ar

- (E sen(u), =1 (u = uo), - (cos(u) — COS(UO)))
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Denotando z = u + v, conseguimos a parametrizacao da superficie em ques-
tao:

x(u,v) = Re {a(z) +i /z(v A a’)(w)dw}

uo

e { (sente) e — ) eon(a)— ostun))) }
(

L senu+ i), —%((u )+ i), L cos(u + w)) } ,

k k

Sox(u,v) = %(sen(u) cosh(v), v, sen(u) senh(v)), u € (—g, g) , vER.

Figura 4.10: Grafico do Helicoide do Segundo tipo com k = 1.
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4.8 Superficie Regrada de Cayley

Dadas as condigdes de contorno {a, V'} :

a(s) = (s,0,0),

1
Vv = ——(0,ks, 1+ ks), k#0, 14 2ks >0,
() 1+2k:s( 51+ ks) 7 °

Figura 4.11: Condigoes de contorno {«,V'} para a Superficie Regrada de
Cayley.

Como o/(s) = e1, entao « é tipo-espago. Fazendo a mudanca de parametros
u? =1+ 2ks, u > 0, temos:

w? —1 w—1 u?+1
, U
o (u) = <E’O’O> ,

Para chegarmos na representagao de Bjorling em (3.10), calculamos:

2 2
, B u+1 v —1
W naw) = (0.5 5 )

Podemos entao encontrar o valor da expressao abaixo:

/(V/\a)( )dr
“ r?4+1 r2—1
; —_ d
( )H/uo (O’ 2% ' 2k ) "
1 L u3—u8+ ) ud — ud "yt
—(u?=1,i- u— . — )
k' 3 0 ) 3 0
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Denotando z = u + v, conseguimos a parametrizacao da superficie em ques-
tao:
x(u,v)
=Re {a(z) + Z/ (VA o/)(w)dw}

uo

1 3_ .3 3_ .3
:Re{%<zz—1,i-<z 3u0+z—u0),i-(z 3u0—z+u0))}

— L Re { <u2 — -1, % (i3uv — iv® +i3v), % (i3uv —iv® — 2'31;)) }

:iRe {(3u* — 3v* — 3, =3u’v 4+ v* — 3v, =3u’v + v* + 3v) },

1
ox(u,v) = oF (3u® = 3v® — 3, =3u’v + v* — 3v, —3u’v + v* + 3v),

V(u,v) € (0,00) x R

Figura 4.12: Grafico da Superficie Regrada de Cayley com k = 1.



Apéndice - Superficies
Maximas como pontos criticos
do funcional area

Esse apéndice é uma adaptacao da demonstragao encontrada em [5] (p.
234-236) feita para superficies minimas em R3. Lembremos que uma super-
ficie parametrizada tipo-espaco x : ¥ C R? — L3 ¢ dita maxima quando sua
curvatura média é identicamente nula.

Seja x : U C R* — L3 uma superficie parametrizada regular. Escolha
um conjunto D C U aberto, limitado e conexo cuja fronteira é a imagem de
um circulo por um homeomorfismo diferenciavel que é regular, e uma funcao
diferenciavel h : D — R, onde D & o fecho de D. A variacdo normal de x(D),
determinada por h é a aplicacao dada por:

0:Dx(—¢,e) = L?
((u,v),£) = @(u, v,1)

para algum ¢ > 0 arbitrario, e
o(u,v,t) = x(u,v) +t - h(u,v) - N(u,v), (u,v) € D,t € (—¢,¢),
onde N ¢ a aplicagdo Normal de Gauss definida em (2.4.4).
Para cada t € (—¢,¢) fixado, a aplicagao x' : D — R dada por

Xt(u> U) = Sp(uv U, t)

é uma superficie parametrizada com

a t

al — v + thN, + thy N,
u

a t

al — vy 4+ thN, + thyN.
v

63
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Denotamos entao por E, I’ e G os coeficientes da primeira forma fundamental
de x, em outras palavras:

E = (Xus Xu)y
F= <Xu’Xv>1
G = <Xv7Xv>1
e chamaremos de E', F' e G* os coeficientes da primeira forma fundamental
de '
E' = (X, X4,
= E 4+ th({Xu, Nu); + (Xus Nu)y) + (0% (Nyy Nu)y + hohy),
F' = (x4 X,
= F' + th({Xu, Nv>1 + (X Nu>1> + t2<h2 (Nu, Nv>1 + huhy),
G' = (Xt X,
= G+ th({xes No)y + (Xor Noy) + (0 (Noy No)y + hyhy).

Sejam e, f e g os coeficientes da segunda forma fundamental de x, temos
também as seguintes relagoes:

<Xu7 Nu>1 = —€ = - <qu7Nv>17
<Xu7N>1 + <XvaNu>1 = _2f = -2 <XUU7N>1a
<Xvan>1 = -9 == <X’uvaN>1’

Encontramos entao que a curvatura média H pode ser escrita em termos dos
coeficientes da primeira e segunda forma fundamental:

1Eg—2Ff+ Ge

2 EG — F?

H—

Assim, calculamos:

E'G" — (F"? = EG — F? — 2th(Eg — 2F f + Ge) + R
= (EG — F*)(1 — 4thH) + R,

onde R é tal que o limite R/t vai pra zero quando t vai pra zero.

Segue entao que, se € ¢ suficientemente pequeno, x! é também uma su-
perficie parametrizada regular tipo-espaco. Além disso, o funcional adrea em
IL? pode ser definido (como em [15], p.48) por:

A(t) = /U dA,
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onde dA; é o elemento de area em U induzido pela métrica do pullback de x?,
denotada por x™((-,-),) que ¢ claramente uma métrica Riemanniana. Além

disso, a area A(t) de (D) é:

At) = / V E'Gt — (F*)2dudv
D
= / V1 —4thH + RVEG — F2dudv,
D

onde R = R/(EG — F?). Assim, sendo € pequeno, A(t) é uma funcao dife-
renciavel e a sua derivada em t = 0 é:

A(0) = — / 2hHVEG — F2dudv (4.14)
D

Portanto, em (4.14) vemos que se y é uma superficie maxima (H = 0), entao

temos que qualquer regiao limitada x(D) de uma superficie méxima é um

ponto critico para a fungao area para qualquer variagao normal de x(D).
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