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Resumo

Fazemos uma breve introducao a Teoria Ergddica e definimos trés medidas de en-
tropia. Apresentamos entao uma versao do Principio Variacional da entropia que
compara estas trés medidas de entropia em um contexto nao compacto. A seguir,
demonstramos que a entropia em fibrados é menor ou igual a entropia no quociente
mais a entropia na fibra no caso em que a fibra é compacta. Dada esta limitacao,
introduzimos o conceito de Pares de Li-Yorke, que nos ajudara a controlar a entropia
em casos mais gerais. No capitulo seguinte, apresentamos os resultados de Teoria
de Lie necessarios ao nosso resultado principal. No ultimo capitulo, comegamos
com o calculo da entropia de Dinaburg-Bowen de endomorfismos em grupos de Lie
(Férmula de Bowen) e concluimos, no nosso resultado principal, determinando a

entropia topoldgica de qualquer endomorfismo em grupos de Lie.

Palavras-chave: Teoria Ergddica, Teoria de Lie, Entropia, Fibrados, Pares de

Li-Yorke, Grupos de Lie, Endomorfismos.



Abstract

In this work we make a brief introduction to Ergodic Theory and define three types
of entropy. We then present one version of the Variational Principle that compares
these three types of entropy in a noncompact context. We follow by demonstrating
that the entropy in the fibers is less than or equal to the entropy of the quotient
plus the entropy of the fiber, in the case the fiber is compact. Given this limitation,
we introduce the concept of Li-Yorke Pairs, that will help us to control the entropy
in more general cases. In the next chapter, we resume the results from Lie Theory
necessary to our main result. In the last chapter, we start with the Bowen Formula,
that is the method to calculate the Dinaburg-Bowen entropy of the endomorphisms
of Lie groups and conclude, in our main result, by determining the topologic entropy

of any endomorphisms of Lie groups.

Keywords: Ergodic Theory, Lie Theory, Entropy, Fiber Bundles, Li-Yorke Pairs,

Lie Groups, Endomorphisms.
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Capitulo 1

Introducao Geral

Entropia originalmente foi um conceito fisico desenvolvido por Rudolph Clausius em
1850 no estudo de motores. Neste contexto, entendia-se que diferencas de temperatura
eram necessarias para realizar trabalho. Um sistema fechado tende naturalmente a
equalizagao da temperatura e a impossibilidade de realizar trabalho. Essa tendéncia
natural de sistemas esta relacionada, na teoria de Clausius, com o aumento da
entropia. Maxwell, em 1860, e Boltzmann, em 1872, usaram o entendimento de
temperatura como energia cinética de atomos e, com isso, aperfeicoaram o conceito
de entropia. A partir do estudo de mecanica estatistica, demonstrou-se a chamada
Sequnda Lei da Termodinamica: em qualquer sistema fechado a entropia total nunca
decresce. Note que, em contraste com grandezas conservadas, como a energia e o
momento, a entropia de um sistema fechado aumenta ou permanece constante com o
passar do tempo.

Neste trabalho, focaremos particularmente no estudo de entropia de trans-
formagoes. A Segunda Lei, neste contexto, sugere que a entropia de uma trans-
formacao sera sempre nula ou positiva e, de fato, este serd o caso para todas as
entropias estudadas neste trabalho. Uma interpretagao bastante simplificada para
a entropia de uma transformagao é entender o quanto esta transformacao “mis-
tura” o sistema. No estudo de mecanica estatistica, surge inicialmente a féormula
— >, pilogp; para o calculo de entropia, em que p; sdo as probabilidades de um
macroestado do sistema. Posteriormente, Shannon usou o conceito de entropia no
estudo de teoria de informagao, criando uma nova éptica sob a qual estudar entropia.
Kolmogorov, por sua vez, usou o conceito de entropia para estudar o comportamento
de sistemas dinamicos em geral e criou o que chamamos de entropia de Kolmogorov
hu(¢) (veja a secao 2.3).

Neste trabalho, focaremos na chamada entropia topoldgica e, em especial, no

calculo da entropia topoldgica para endomorfismos em grupos de Lie. No estudo



de entropia em grupos de Lie nao compactos, algumas dificuldades imediatamente
surgem pela falta de medidas de probabilidade invariantes naturais em geral. Por
exemplo, a transformacado linear ¢(x) = 2z com x € R nao “mistura” o espago
R e deveria entao ter entropia nula, enquanto que para ¢(x) = 2z definida em
r € R/Z = T' temos que a medida de Lebesgue é de probabilidade e é invariante
e obtemos que a entropia de Kolmogorov é log2 > 0, e de fato, temos que esta
transformacao “mistura” o sistema.

Para estudar um sistema dinamico, além de usar a entropia de Kolmogorov,
podemos também usar a chamada entropia de Dinaburg-Bowen. Esta entropia usa o
conceito de separacao entre orbitas para contar a taxa de aumento da quantidade
total de drbitas distinguiveis ao aplicar ¢ diversas vezes. O problema de calcular,
para uma distancia invariante, a entropia de Dinaburg-Bowen de endomorfismos em
grupos de Lie foi resolvido em 1971 em [3]. No Coroldrio 4.2.7, vemos que a entropia
de Dinaburg-Bowen de um endomorfismo em grupo de Lie é a soma dos logaritmos
dos moédulos dos autovalores com modulo maior que 1 da derivada da transformacao
na identidade.

A entropia de Dinaburg-Bowen em distancias invariantes infelizmente também
nao distingue a transformacao ¢(z) = 2x em x € R da transformagao ¢(x) = 2z em
r € R/Z = T'. Usaremos entdo a entropia topolégica introduzida em 1965 por Adler,
Konheim e McAndrew para estudar a entropia de endomorfismos de grupos de Lie. O
resultado principal deste trabalho resolve o problema de forma completa no Teorema
4.4.2. Felizmente estas trés entropias - (h,) Kolmogorov-Sinai, (h) topoldgica e (hq)
Dinaburg-Bowen - estao relacionadas de maneira concisa na versao “nao-compacta’”
do Principio Variacional de [5] no Teorema 2.6.1. Essas relagoes serdo importantes
na demonstracao de nosso Teorema Principal 4.4.2.

Em 2010, mostrou-se em [18] que a entropia topolégica de automorfismos em
Grupos de Lie simplesmente conexos é sempre nula, demostrando-se entao que, em
varios casos, a entropia topoldgica é estritamente menor que a entropia de Dinaburg-
Bowen. Em 2013, estenderam-se estes resultados em [5] e se determinou a entropia
de um endomorfismo sobrejetor de um grupo nilpotente ou redutivo como sendo a
entropia da restricao do endomorfismo a componente toral do centro de G. Em 2016,
em [6], estenderam os resultados anteriores para endomorfismos de transformagoes
nao proprias. Em novembro de 2017, publicou-se no repositério Arxiv, em [19], a
resolucao do problema quando o endomorfismo é préprio e, ja em fevereiro de 2018,
resolveu-se o caso geral. Recentemente (dezembro de 2018) o artigo foi aceito para
publicacao no Israel Journal of Mathematics.

Duas dificuldades se apresentaram ao se tentar resolver o problema para um



grupo de Lie geral nao compacto. A primeira foi como estender os resultados de
Bowen em fibrados, por exemplo: a entropia em um grupo de Lie compacto ¢ igual a
soma da entropia na fibra com a entropia no quociente (ver [3]), para os casos nao
compactos. A segunda dificuldade foi como lidar com os grupos de Lie soliveis, que
se mostraram os mais dificeis de tratar. Dadas estas dificuldades o estudo de Pares de
Li-Yorke foi essencial, assim como obter um resultado técnico sobre endomorfismos
de grupos de Lie soliveis, o Teorema 3.3.3.

Vale a pena analisar mais alguns exemplos para compreender melhor o resultado

3 a0 considerar

principal (Teorema 4.4.2). Seja ¢ : C* — C* o endomorfismo ¢(z) = z
C* como um grupo de Lie bidimensional em R. Como fazemos para calcular a entropia
de ¢? Para calcular a entropia de Dinaburg-Bowen hy(¢) deste endomorfismo para
a distancia invariante podemos usar o Corolario 4.2.7. De fato, a derivada de ¢ na
identidade é trés vezes a matriz identidade, logo, neste caso temos dois autovalores
iguais a trés e que a entropia de Dinaburg-Bowen de ¢ sera 2log 3. Agora, note-se
que em C* temos que uma das dimensoes reais a partir da identidade é compacta
(S' = {z: |z| = 1}), enquanto que a outra dimensao é homeomorfa a R. Note-se que,
ao aplicar ¢ vérias vezes em C*, os pontos em S! permanecem em S!, enquanto que
o resto dos pontos ou se aproximam do zero, ou vao para o infinito. Desta forma, é
razoavel pensar que na direcao nao compacta, nao ha muita desordem, enquanto que
a transformagao em S! é equivalente & transformagao ¢(x) = 3.z com = € R/(27Z) e,
de fato, pelo Teorema 4.4.2 a entropia topoldgica deste endomorfismo é apenas log 3.

Um exemplo interessante em um espaco bidimensional é o do endomorfismo

¢ : T* — T? definido por ¢(z,y) := (z + y,x). Neste caso, a transformacao linear
1+f f \/5—1)
2

dg¢; : R? — R? tem dois autovalores irracionais com autovetores (1,

e (1, 21

), respectivamente. A transformagao qb entao expande com relacao a um

autovetor e contrai em relagao ao outro. Para calcular a entropia de Dinaburg-Bowen

1+V5
2

Note-se que, neste caso, um

hq(®), para a distancia invariante, usamos o Coroléario 4.2.7 e, como somente
tem médulo maior que 1, temos que hy(¢) = log(““[)
autovetor gera em T? subgrupos nao fechados densos em T2.

Um exemplo em grupos de Lie nao abelianos seria analisar um endomorfismo do
grupo das transformacoes em C, f(z) = €.z + b +ic, onde 6, b e ¢ € R. Neste caso,
como o grupo de Lie é soluvel (e nao nilpotente), apenas o resultado mais recente
de outubro de 2017 pode ser aplicado. E interessante notar que o quociente deste
grupo pelo seu centro é isomorfo ao grupo gerado pelas translacoes e rotagoes no
plano. Parte das dificuldades de obter o resultado principal no caso soliivel vem
da possibilidade destes grupos terem centros desconexos. Estas dificuldades sao

resolvidas em geral pela Proposicao 3.3.3.
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No capitulo 2 veremos uma rapida introducao a Teoria Ergddica e, em seguida,
uma introducgao resumida aos trés tipos de entropia. Logo depois, apresentaremos
o Teorema Variacional que liga os trés tipos de entropia, e alguns corolarios uteis.
Veremos entao como calcular ou estimar a entropia em fibrados (uma generalizagao de
produtos cartesianos). Terminamos a segdo com os Pares de Li-Yorke que usaremos
para lidar com quocientes de grupos de Lie.

No capitulo 3, fazemos um rapido apanhado de alguns resultados de Teoria de
Lie que usaremos para demonstrar nosso resultado principal. Na primeira secao,
temos resultados sobre os diversos tipos de grupos de Lie que, de alguma forma,
aparecem quando se “decompoe” um grupo de Lie geral. Na segunda se¢ao, nos
aprofundamos no toro maximal do centro do grupo. De fato, este toro aparece
no Teorema principal 4.4.2. Veremos que toda a entropia do grupo de Lie esta
“concentrada” no toro maximal do centro do grupo e naturalmente precisaremos de
um estudo mais aprofundado deste toro. Na terceira secao, demonstraremos alguns
resultados técnicos e, na Proposicao 3.3.3, obteremos a ferramenta necessaria para
lidarmos com grupos de Lie solaveis.

No capitulo 4, comecaremos estudando as chamadas medidas ¢-homogéneas para
com elas calcular a entropia de Dinaburg-Bowen de endomorfismos na segunda secao.
Na terceira secgao, aprofundaremos nosso estudo de Pares de Li-Yorke em Grupos de
Lie com um resultado chave sendo a Proposicao 4.3.3, que permite “quebrar” certos
grupos de Lie e usar a auséncia de pares de Li-Yorke para concluir que a entropia
é nula pelo Teorema 2.8.10. Na quarta e ultima secao, finalmente calcularemos a

entropia topologica de todos os endomorfismos de grupos de Lie.

1.1 Estratégia da demonstracao

Vamos resumir, de maneira informal, as principais ideias usadas na demonstracao do
Teorema Principal 4.4.2. Para isso vamos nos restringir a demonstrar o Corolario
4.4.3 e apenas citar os diversos resultados exigidos. O Corolério 4.4.3 afirma que se
¢ : G — G é um endomorfismo sobrejetivo de um grupo de Lie conexo, temos que a
entropia topolégica do endomorfismo h(¢) é igual a h(é|r(e)), que é a entropia do
endomorfismo restrito a T'(G) o toro maximal do centro de G.

A demonstracao comega por aplicar a Proposicao 2.7.3, para o subgrupo compacto
T(G) obtendo

h(¢) < h(¢lr(e) + h(¥),

onde 1 é o endomorfismo induzido por ¢ em G/T(G). Agora, pela Proposicao 2.4.4,
temos que h(¢|r@)) < h(¢). De forma que, se mostrarmos que h(1) = 0 obtemos
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h(dlrc)) = h(¢).

Para mostrar que h(¢)) = 0, mostramos primeiro que a transformagdo ¢ nao
tem um par de Li-Yorke, o que implica, de fato, pelo Teorema 2.8.10, que k(1)) = 0.
Agora, para mostrar que ¥ nao tem um par de Li-Yorke usamos que se H e G*/H
nao possuem par de Li-Yorke entao o grupo original G* nao tem par de Li-Yorke
(Proposi¢ao 4.3.3), onde H é qualquer subgrupo fechado de G*. Desta forma, o
objetivo se torna decompor G/T(G) em partes e mostrar que em cada uma destas
partes o endomorfismo induzido nao tem par de Li-Yorke.

Para indicar a “decomposi¢ao” de G/T(G) é possivel fazer o seguinte esquema

N z T(A)
RcomT(R) =1 L R/N =A A/T(A)

G/T(G) Z(5)

ilustrativo:

(G/T(G))/R=S 5/4(5)

onde as setas superiores sempre indicam o subgrupo tomado enquanto que as inferi-
ores indicam o quociente com relagao a este subgrupo. Consideramos também os
endomorfismos induzidos em cada uma destas “partes”.

e 1 - Radical solivel com T'(R) =1 (Proposigao 3.2.5).

e N - Radical nilpotente com T(N) = 1 logo é simplesmente conexo (Proposigao
3.1.4). O endomorfismo em N é entdao conjugado pela exponencial & uma trans-
formagao linear em um espago vetorial (a sua algebra) que nao tem par de Li-Yorke
(Proposicao 4.3.1).

e T'(A) - Endomorfismo induzido tem ordem finita (Teorema 3.3.3), logo nao tem
par de Li-Yorke.

e A/T(A) - Transformacao linear em um espaco vetorial logo nao tem par de
Li-Yorke (Proposigao 4.3.1).

e Z(9) - Discreto - pela Proposi¢ao 4.3.2 ndo tem par de Li-Yorke.

e S/Z(S) - Proposicao 3.1.10 (onde o artigo [7] é utilizado) mostra que o endo-
morfismo tem poténcia que corresponde a um automorfismo interno. Agora, um
automorfismo interno em um grupo linear é uma restricao de uma transformacao

linear logo nao tem par de Li-Yorke.



Capitulo 2

Teoria Ergddica

2.1 Introducao

Comecaremos com uma rapida introducao a Teoria Ergddica de sistemas dinamicos,
demonstrando o Teorema de Recorréncia de Poincaré tradicional e depois sua versao
topoldgica. Introduziremos entao a nocao de suporte de medidas e demonstraremos
dois importantes resultados sobre o suporte e o conjunto dos pontos recorrentes.

Logo apéds a teoria ergddica, estudaremos trés definicoes para a entropia de uma
transformacao ¢ : X — X. O foco do trabalho sera a chamada entropia topoldgica.
Felizmente o Principio Variacional que veremos na secao 2.6 dd uma relagao simples
entre as trés entropias no caso geral.

Primeiro definiremos a entropia de Kolmogorov-Sinai h,(¢), que foi introduzida
por Kolgomorov em 1958 e Sinai em 1959. Esta entropia usa uma medida p que é
¢-invariante em X . Inicialmente definimos a entropia de uma particao finita A de
X. Depois definiremos a entropia de ¢ com relacao a esta particao A e finalmente,
tomando o supremo entre todas as particoes finitas mensuraveis no espago de medida
(X, X, ), em que X é uma o-algebra em (X, u), obteremos a entropia h,(¢) da
transformacao mensuravel ¢ com relagao a medida pu.

A segunda serd a entropia topoldgica h(¢), que foi introduzida inicialmente em
1965 por Adler, Konheim e McAndrew. Esta entropia sera definida a partir de uma
topologia em X em que usaremos coberturas abertas de X em vez de particoes. Além
disso, para calcular esta entropia, usaremos o chamado nimero de cobertura N(A),
que é a menor cardinalidade de uma subcobertura da cobertura A. Definiremos
entao h(¢, A) como a entropia topolégica com relagao a cobertura A pelo limite
%log N(A™) quando n — oo. Para finalmente obter h(¢), tomaremos o supremo
entre todas as entropias h(¢,.4) em que A é uma cobertura admissivel; usaremos a

definicao de coberturas admissiveis principalmente para abarcar casos nao compactos.
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Na literatura também ¢é encontrada a notagao hy,(¢) para h(e).

A terceira serd a entropia de Dinaburg-Bowen hy(¢), definida por Dinaburg em
1970 e por Bowen em 1971. Esta entropia usard uma distancia d em X. A distancia d,
junto com a transformagao ¢, definira a chamada distancia dinamica, d,,. A distancia
dindmica serd entao usada para definir os conjuntos (n, €)-separados e (n, €)-geradores
para essencialmente “contar” o total de érbitas e-distinguiveis em n iteracoes de
¢. A entropia de Dinaburg-Bowen hy(¢) pode ser entao entendida como a taxa de
aumento do total de érbitas distinguiveis com relacao ao ntimero de iteragoes n da
transformacao ¢.

A primeira definicao de entropia é também denominada na literatura entropia
métrica. Esta nomenclatura pode causar alguma confusao e nao sera usada neste
texto. De fato, a primeira definicao nao usa nenhuma métrica e sim uma medida p
enquanto que apenas a ultima definicao depende de uma escolha de uma métrica ou
distancia d. A seguir, usaremos as defini¢oes como aparecem em, por exemplo, [14],
[22] e [1]. Para construir estas entropias apresentaremos todas as defini¢des relevantes,
enquanto que alguns resultados importantes serao citados sem demonstracao. Para
uma exposi¢ao mais completa veja, por exemplo [9] ou [22].

Para calcular a entropia topolégica de endomorfismos em grupos de Lie, mostra-
remos na Proposicao 2.7.3, que a entropia de um endomorfismo em um grupo de Lie
é menor ou igual a soma da entropia no quociente e da entropia da fibra no caso
em que a fibra é compacta. Na segao 2.7 (Entropia em fibrados), comegaremos com
um resultado de Bowen, Proposi¢ao 2.7.1 (veja o artigo [3]), e precisaremos de uma
versao mais geral de outro resultado de Bowen na Proposi¢ao 2.7.2. Terminaremos
entao a segao com a Proposicao 2.7.3, que é o resultado necessario para nosso teorema
final (4.4.2).

Infelizmente, o calculo da entropia a partir de quocientes se mostra insuficiente no
caso de grupos soltveis. Para demostrar que a entropia do quociente de um grupos
soluvel pelo Toro central é nula, mostraremos que nao existem pares de Li-Yorke
nestes grupos. De fato, no Teorema 2.8.10 mostraremos que, se a entropia de um
endomorfismo é positiva, sempre existe um par de Li-Yorke, ou seja, se nao ha

nenhum par de Li-Yorke entao a entropia é necessariamente zero.

2.2 Teoria Ergddica

Quando o espago X vier munido de uma distancia d, ou seja, quando (X, d) é um
espaco métrico, podemos definir a nocao de convergéncia de uma sequéncia x,, € X a

partir da métrica d. Dizemos que uma sequéncia x,, em X converge para um ponto
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x de X quando para todo € > 0 existe N € N tal que para todon € N com n > N,
temos que d(z,,x) < €.

Se (X,d) é um espac¢o métrico, assumiremos que o espago X estd munido da
topologia natural gerada pelas bolas abertas em X i.e., a topologia de X que tem
como base {B(z,¢); para todo z € X e ¢ > 0} onde B(z,¢) = {y € X : d(y,z) < €}.

No caso em que o espaco X tiver apenas uma topologia definiremos a convergéncia
de uma sequéncia z, de X de forma semelhante. Uma sequéncia x,, € X converge
para um ponto x € X se, para qualquer aberto V' contendo o ponto z, existe N € N
tal que para todo n > N temos que z, € V.

Seja (X,d) um espago métrico e ¢ : X — X uma transformacao qualquer.
Dizemos que um ponto y € X ¢é um w-limite de um ponto x € X se existe uma
sequéncia nyg indo para oo tal que lim,, . ¢"(z) =y, e denotamos por w(x) o
conjunto de todos os w-limites do ponto z.

Um ponto é recorrente para uma transformacao ¢ : X — X se ele pertence ao

seu proprio w-limite, ou seja, se x € w(zx).

Definicao 2.2.1. Chamamos de R = Ry o conjunto dos pontos recorrentes em X

de uma transformacao ¢ : X — X.

Definigao 2.2.2. Sejam (X, %, ) um espago de medida. Dizemos que uma trans-
formagdao mensurdvel ¢ : X — X preserva a medida, se (¢~ (A)) = u(A) para todo

A em X, neste caso, também dizemos p € uma medida ¢-invariante de X.

Teorema 2.2.3. (Teorema de Recorréncia de Poincaré). Seja (X, X, 1) um espago
de medida finita e ¢ : X — X, uma transformacao mensurdvel que preserva medida.
Entao para qualquer A € 3, quase todo ponto de A retorna para A infinitas vezes.

Mazs precisamente,
p{xreA:ImeNn>m= ¢"(z) ¢ A}) =0.

Demonstracao: Seja B,, = {z € A:n>m = ¢"(z) ¢ A}. Observe primeiro que

como By, = A\ Uj>,¢ 7 (A) temos que B, é mensurdvel. Agora note que se j > m

entdo B, N ¢4 (B,,) = @. Assim, se j — k > m entao ¢ 7 (B,,) N ¢ *(B,,) = 2.
Deste modo a colegao de conjuntos {¢~7™(B,,)};>0 ¢ disjunta e, como ¢ preserva

a medida, todos estes conjuntos tem a mesma medida e

Zu (077™(Bm)) = (U ¢‘jm(Bm)> < p(X).

Como o primeiro somatério é infinito temos que u(B,,) = 0, para todo m € N, logo

M(U Bm) SZN<Bm):Oa

m=1
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como queriamos demonstrar. [ |

Note que o Teorema de Poincaré anterior nao faz nenhuma referéncia a distancia
ou topologia do espaco X e também nao explicita o conjunto dos pontos recorrentes
Ry do espago X.

Em geral trabalharemos com medidas de Borel ou medidas definidas sobre uma
o-dlgebra de Borel que é a menor o-algebra que contém todos os abertos de X.
Demonstraremos uma versao topolégica do Teorema de Poincaré no caso em que X

possui uma base enumeravel.

Teorema 2.2.4. (Versdo topoldgica do Teorema de Recorréncia de Poincaré). Seja
(X, %, 1) um espago de medida finita e suponha que X tenha uma base enumerdvel
para sua topologia. Se ¢ : X — X € uma transformacao mensuravel que preserva a

medida p1, entao quase todo ponto x € X € recorrente para a transformacao ¢, ou
seja, ju(Ry) = p(X).

Demonstragao: Considere {U, },ey uma base enumeravel de X. Para cada n seja
YV,={zeU,:IkeNm>k= ¢"(x) ¢ Uy,}, ou seja, o conjunto dos pontos de U,
que a partir de algum momento saem permanentemente de U,. Se R, ¢ o conjunto
dos pontos recorrentes de ¢, entdao temos que UnenY;, = X \ Ry. Pelo Teorema de Re-
corréncia de Poincaré anterior (Teorema 2.2.3), temos que u(Y;,) = 0 para qualquer n.
Tomando a unido de todos os Y;, obtemos p(X \R,) = 0 e portanto u(Ry) = u(X). W

Seja X um espago com uma topologia com base enumerdvel e y uma medida de
Borel em X, ou seja, uma medida sobre a o-dlgebra de Borel de X, que é a a menor

o-dalgebra que contém todos os abertos de X. Definimos o suporte de p por
supp(p) = {z € X : u(U) > 0 para toda vizinhanga aberta U de x}.

Proposicao 2.2.5. O suporte da medida u, supp(u), € o menor fechado de medida
total, ou seja, € o complementar do maior aberto de medida nula. Em particular, o

fecho de um conjunto de medida total contém supp(u).

Demonstragao: Como a base é enumeravel, podemos definir A,, como a sequéncia
dos abertos da base de medida zero. Se A = U, A, entao A também ¢é aberto de
medida zero e, além disso, mostraremos que A é o maior aberto de medida zero. De
fato, se U for um conjunto aberto de medida zero entao como U é aberto temos
que U = U, U, onde U, sao os abertos da base contidos em U. Agora, como U tem

medida zero entao U, tem medida zero, para todo n, e entao todos os U, estao
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contidos em A por definicao. Tomando a uniao para todo n obtemos que U C A
como queriamos.

Por defini¢ao, como A tem medida nula, se x € A entao x ¢ supp(u). Por outro
lado, se x ¢ supp(u) entdo pela defini¢ao de supp(u) existe um aberto U de medida
zero que o contém e entao x € U C A. Logo supp(u) = X \ A e supp(u) é entao o

menor fechado de medida total. [

Proposicao 2.2.6. Seja X espagco com base enumerdvel e seja p uma medida de
Borel em X. Se ¢ : X — X € uma transformac¢ao mensurdvel que preserva a medida

11, entdo supp(p) estd contido em R(¢), o fecho do conjunto dos pontos recorrentes.

Demonstracao: Pelo Teorema 2.2.4, temos que pu(R(7)) = pu(X). Entao temos que
w(R(p)) = u(R(¢)) = u(X). Agora, como R(¢) é fechado e de medida total, pela

Proposigao 2.2.5 anterior temos que R(¢) D supp(u), como queriamos demonstrar.

2.3 Entropia de Kolgomorov-Sinai hu(gb)

Seja (X, ;) um espago de probabilidade. Dizemos que uma colegao finita de subconjun-
tos mensurdveis nao vazios de X, A ={A; :i =1,...,n}, é uma particio mensurdvel
finita de X se U 1A, = X, A,NA; = sei#je A sao mensuraveis, para todo
i=1,...,n. Por conveniéncia, vamos definir que 0. log% = —0.log0 = 0. Desta forma,
como lim,_,o+ zlogx = 0, temos que a definicao de entropia de particoes definida a
seguir se torna continua com relagdo as medidas p(A4;).

Dada uma particao mensuravel finita A de X definimos a entropia da particao A

ZM log )

Dadas duas particoes mensuraveis ﬁmtas A e B definimos:

CO1mo:

AVB:={ANB:AcAe B € B}.

Proposigao 2.3.1. Sejam A = {A;}iz1,..n € B={B;}j=1,.m particoes mensurdveis
finitas do espago de probabilidade (X, ). Entdo

@ 1) 2 tog (s u(a)) 20

i=1,....,n

(b) Hu(A) <log(#A).
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(©) Hu(AVB) < H,(A) + H,(B).

nos itens (a) e (b), valem as igualdades

H(A) = ~log ( sup p(4) ) = oe(#4),

i=1,...,n

se, e somente se, todos os elementos de A tem a mesma medida.

Demonstragao: (a) A segunda desigualdade é consequéncia de

Para a primeira desigualdade, pela definicao de entropia da particao A temos que

1
p(A;)

“ 1
> (A log————— = —log sup pu(A;),
i=1 ) n

sup fu(A;) =L
7j=1,..,n

HAA%ZE:MAﬁbg

pois a soma de todas as medidas da particao é 1.
(b) Para demonstrar este item usaremos a convexidade da fungao ¢(z) = xlog .

De fato, como ¢(x) = xlogz é estritamente convexa, temos que

se Z?:l a; =1 e a; > 0, com a igualdade se, e somente se, x; = x; para todos os 1, j.

Fazendo n = #A, a; = 1/n e x; = u(A;) nesta desigualdade, temos que

6 (Z %MAZ-)) < 37 Hu(A)) = D Gl A)) = —H,(A)

- n
i=1

com a igualdade se, e somente se, p(A4;) = % para todo ¢. Note agora que o primeiro

termo da equagao anterior é

6 (Z %u(&-)) - (% Zu(&-)) —o(5) = oz
ou seja,

1 1
—logn < ——H
Slogn < —— W(A),

lembrando que n = #.A temos como queriamos
H,(A) < log(#A).

(c) Por definigao

H,(AVB) = ZZ/L(Ai N B;)log (m) :

i=1 j=1
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Agora na expressao anterior vamos substituir o termo p(A;NB;) por £ (i(’;fj ) (A

e o termo log <M+rusﬂ) por log ( r ) + log ( (A(ﬁ; )) distribuindo o resultado

w(A;i N B;) A ﬂ B < 1 )
i)log | —— | +
: Aes i

S p(A; ﬂB) f1(As:)
Z;ﬂ s (—WB]))-

)

temos dois termos:

n m

=1 j=

1
No primeiro membro desta soma temos

=1 j=1 7j=1

1
=Y u(A;)log ( ) =H,(A).
Z 1(As) :
Enquanto que no segundo termo temos

~ (A ﬂB) f1(Ai)
22 pA) T gy e (M(A_mBj)>

=1 j5=1

T — AmB) 1(A; N B))
=2 2 A M s ().

Agora note que para cada j o segundo somatorio deste termo é

B AmB) o p(A; N Bj)
Z” Mo ()

Tomando z; = “(f(’;fj), a; = p(4;) e ¢(x) = xlogz temos

w(A; N B A;N Byj)
—Z,u mz) ).log <(/~L(—ﬂ> Zang ;) < ¢(Zai'xi>a

mas

i=1

¢ (Z a:c) =0 (Z p(A; 0 Bj)> = ¢ (u(B;)) = p(B;) log (1u(B;)) -

Logo, para cada j,

B Z“ plA; ﬁf:’ ).log (%) < —p(Bj) log (1u(By)) -
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E obtemos

=30 > M O g (WAL < -3 ) o (u(5) = H5),

como queriamos demonstrar. [ |

A demonstragao do item (c) pode parecer algo artificial porque evitamos usar
explicitamente o conceito de entropia condicional.

Agora seja ¢ : X — X uma transformacao que preserva medida. Note que neste
caso a colegio ¢ A = {¢p71(A) : A € A} é também uma particio de X e temos que
H,(¢7*A) = H,(A). Além disso, temos que ¢~ (AV B) = ¢ ' AV ¢~ 'B

A partir de uma partigao A definimos uma nova particao A" como
A" = AV oTrAV . Vo TDA.

Por estas propriedades e pelo item (c) da Proposigao 2.3.1 anterior podemos

demonstrar que a sequéncia H,(A") é subaditiva. De fato,
H(A™™) = H, (A V 6~ A™) < H,(A") + H,(A™).

O préximo Lema também é conhecido como Lema subaditivo de Fekete e sera

usado para demonstrar que a entropia de Kolmogorov-Sinai estd bem definida.

Lema 2.3.2. Se a,, ¢ uma sequéncia subaditiva de nimeros reais positivos, ou seja,

- . (079 .
S€ Opim < Ay + A, entao o nh_)rglo ; existe.

Demonstragao:

Fixando m, escreva, para cada n > 0, n = km +r com 0 < r < m, assim temos

An  Qkmr Akm Qy < kam Qy Am Gy

n  km+r_km km— km km m  km’

Agora, fazendo n — oo, como m ¢ fixo, temos que k — oo e assim temos, para

cada m € N,
. G, am
limsup — < —,
n—oo N m
e assim,
. an .. .0y
limsup — < liminf —,
n—oco T m—oo 11
~ .. . , . T . .. . ap, .
e entao o limite superior é igual ao limite inferior e o limite lim — existe. |

n—oo 1
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Definimos a entropia de Kolmogorov-Sinai da transformacao ¢ em um espaco

com medida p com respeito a particao A como:

B A) = Tim —H, (A").

n—oo 1

Note que pelo Lema anterior este limite esta bem definido. Dado estas preparagoes

podemos definir a entropia de Kolmogorov-Sinai.

Definicao 2.3.3. A entropia de Kolmogorov-Sinai de uma transformacao mensurdvel

¢: X — X com relacao a uma medida p,
hu(¢) := Sup hu(9, A),
onde o supremo € tomado entre todas as particoes mensurdveis finitas A de X.

A Proposicao a seguir fornece algumas das principais propriedades da entropia
de Kolmogorov-Sinai de uma transformacao com respeito a uma particao finita

mensuravel.

Proposicao 2.3.4. Sejam ¢ : X — X uma transformagao mensurdvel que preserva a
medida do espago de probabilidade (X, 1) e A, B duas parti¢oes finitas e mensurdveis

com entropia finita. Entdo

(a) A sequéncia LH,(A") é decrescente.
(b) hu(6,A) = limsup( — ;log sup p(A)).
(c) hu(d, A) < Hy(A).

(@) hu(d AV B) < hy(, A) + (6, B).

As demonstragoes serdo omitidas e podem ser encontradas em [9] ou no Co-
rolario 4.9.1 e Teoremas 4.10 e 4.12 de [22]. A préxima Proposigao apresenta duas

propriedades importantes da entropia de Kolmogorov-Sinai.

Proposicao 2.3.5. Sejam (X, pn) e (Y,v) espacos de probabilidade, ¢ : X — X e

VY =Y transformagoes mensurdveis que preservam medida.
(a) hu(¢™) =m.h,(¢) para m € N.

(b) Definindo ¢ x ¢ : X XY — X XY por (¢ x ¥)(z,y) = (¢p(x),¥(y)) e pu X v a
medida produto em X XY temos que

Py (@ X ) = (@) + T ().
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As demonstragoes serao omitidas e podem ser encontradas em [9] ou nos Teoremas
4.13 e 4.23 de [22].

E interessante saber que, quando o espago é compacto e ¢ é uma transformacao
continua ¢ : X — X, sempre existe uma medida de probabilidade Boreliana ¢-
invariante. De fato, seja B(X) o conjunto de todas as probabilidades sobre os
Borelianos em X, onde Borelianos sao os conjuntos pertencentes a menor o-dlgebra

que contém todos os abertos, entao temos o seguinte resultado.

Teorema 2.3.6. (Teorema de Krylov-Bogolyubov). Seja (X,d) espago métrico
compacto e ¢ : X — X uma transformacao continua. Entao existe uma probabilidade

Boreliana pn € B(X) que é ¢p-invariante.

A demonstracao serd omitida e pode ser achada, por exemplo, no Teorema 4.1.1
em [14].

2.4 Entropia Topolégica h(¢)

A definigao de entropia topoldgica h(¢) foi motivada pela definigao de entropia de
Kolmogorov-Sinai e tem varios paralelos com ela. A entropia topolégica depende
inicialmente de uma cobertura aberta dada, em vez de uma particao, e usa o numero
minimo de abertos da cobertura necesséarios para cobrir o espaco X. Lembrando
que para a entropia de Kolmogorov-Sinai temos que H,(A) < log(#.A) (item (b) da
Proposigao 2.3.1), é usado entao por analogia o logaritmo do niimero minimo de
cobertura para definir a entropia topoldgica.

Seja (X, d) um espaco métrico localmente compacto, ou seja, um espa¢o métrico
em que todo ponto z € X pertence a um aberto com fecho compacto e seja ¢ : X — X
uma transformagao continua de X e A uma cobertura aberta de X. Definimos o
nimero da cobertura de A, N(A), como sendo a menor cardinalidade de uma
subcobertura A. De forma andloga as definigbes com partigoes, se A e B sao
coberturas de X definimos uma nova cobertura A V B cujos elementos sao da forma
ANBcom A€ Ae B € B. Definimos ¢~!(A) como a cobertura cujos elementos
sao da forma ¢~1(A), com A € A que também sido abertos pois ¢ é continua. Agora
definimos A" :== AV ¢ (A) V... V¢~ D (A).

Com estes ingredientes, definimos a entropia topoldgica da transformacao ¢ com
relacao a cobertura A como

h(¢, A) := nlgrolo % log N(A").

A analogia entre a entropia de Kolmogorov-Sinai e a entropia topoldgica ocorre

entdo quando substitui-se o termo log N(A") por H,(A") < log N(A").
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Proposigao 2.4.1. O limite na definicao de h(¢, A) existe.

Demonstracao: Para verificar que o limite utilizado nesta definicao realmente
existe, pelo Lema 2.3.2, basta mostrar que a sequéncia log N(A™) é subaditiva, isto
¢,

log N(A™™) < log N(A") + log N(A™).
Equivalentemente, basta mostrar que N(A"T™) < N(A").N(A™).

Para verificar esta desigualdade, observe primeiro que se A e B sao duas coberturas
de X, entao N(AV B) < N(A).N(B). Além dissso, como N(¢~1(A)) < N(A) e

A — AV Vo TD(A) VT (A) VLV gD (4)
A = ATV ¢ (AV LV g T (A)
An-i—m — An v gb—n(Am),

temos que

N(A™™) < N(A").N(¢7"(A™)) < N(A").N(A™),

como queriamos demonstrar. [ |

Note que, neste caso, existe a possibilidade de que o niimero de cobertura seja
infinito. Para retirar esta possibilidade e também para obter resultados semelhantes
a0 caso em que o espaco ¢ compacto, vamos introduzir o conceito de coberturas

admissiveis como feito em [5].

Definigao 2.4.2. (Cobertura Admissivel). Seja X um espago topolégico, dizemos
que A é uma cobertura admissivel quando pelo menos um de seus elementos tem

complemento compacto.

A defini¢ao de cobertura admissivel esta relacionada a topologia que vem da
compactificacao por um ponto, de fato, na compactificacao por um ponto um aberto
que contenha o ponto no infinito sempre tem um complemento compacto na topologia
original.

Considerando as coberturas admissiveis é possivel entao definir h(¢).

Definicao 2.4.3. Em um espaco topologico X, a entropia topoldgica de uma trans-

formacgao continua ¢ : X — X € dada por

h(¢) == sup  h(¢,A),

A:admissivel

com o supremo tomado sobre todas as coberturas abertas admissiveis de X .
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Com esta definigao ¢ possivel demonstrar o Principio Variacional (Teorema 2.6.1)
que sera visto mais a frente. Note que no caso em que o espaco é compacto todas as

coberturas sao admissiveis.

Proposicao 2.4.4. Seja X um espacgo topologico, ¢ : X — X uma transformagao
continua, e seja’ Y C X fechado tal que T(Y') CY entdo

h(¢ly) < h(¢).

Demonstracao: Toda cobertura admissivel de Y pode ser estendida para uma

cobertura admissivel de X. De fato, seja A uma cobertura de Y, se definirmos
A" ={AU (X \Y): Aec A},

obtemos uma cobertura aberta de X. Pois para A € A temos (AU(X\Y))¢ = A°NY
que é o complementar de A em Y, logo A°NY é fechado em Y e como Y é fechado,
temos que (AU (X \ Y))¢ também ¢ fechado em X e obtemos, como querfamos,
que AU (X \Y) é aberto em X e A* é cobertura aberta. Além disso, se M tem
complementar compacto em Y entao M U (X \ Y) também tem complementar
compacto em X e a cobertura A* de X também é admissivel.

Note que (A*)™ é em geral uma cobertura mais fina que (A™)*, pois as imagens
inversas de uma cobertura A de Y podem também segmentar o conjunto X \ Y.
Desta forma, N((A*)") > N((A")*) = N(A") e obtemos que h(¢|y,.A) < h(¢p, A¥).
Como todas as coberturas de Y podem ser estendidas para uma cobertura de X

concluimos que h(¢|y) < h(¢), como querfamos demonstrar. [ |

2.5 Entropia de Dinaburg-Bowen h;(¢)

Uma boa referéncia para esta se¢do é o inicio do artigo [3]. Seja (X, d) um espago
métrico e ¢ : X — X uma transformacao. Para cada n € N definimos a distancia
dinamica em X por

d(a.y) = mix d(¢'(x). 6'(9))

<i<n—1
Para esta métrica temos, analogamente, o conceito de bola dinamica, que é dada
por
Bl(z,¢) :=={y € X : d®(x,y) < €}.

Quando nao houver possibilidade de confusao também podemos omitir ¢ na

expressao B?(x,¢).
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Lema 2.5.1. Em um espago métrico (X, d), a bola dindmica BS(x,€) como definida

anteriormente pode ser reescrita em termos da bola tradicional, de fato, temos que

Bi(x,e) = (] 6B (x). ).

Demonstragao:
y € B(r,e) & dy(y,x) <e
& d(¢"(y), ¢"(z)) < e para todo k =0,...,n — 1
& ¢ (y) € B(¢*(x),€) para todo k =0,...,n — 1
& ye ¢ M(B(¢"(x),€)) para todo k =0,...,n — 1
n—1
& ye o B ), e),
k=0
como queriamos demonstrar. [

Definicao 2.5.2. Conjuntos (n,€)-separados e (n, €)-geradores.

(a) Dizemos que um conjunto E C X € (n,€)-separado se para todos x, y € E com

x #y temos dp(x,y) > €.

(b) Dado K C X, dizemos que um subconjunto F' C X é (n,€)-gerador de K se
para todo x € K existe um y € F tal que d,(z,y) < €.

Informalmente falando, em um conjunto (n, €)-separado, as érbitas de dois pontos
quaisquer sempre se distanciam mais do que € antes da n-ésima iterada de ¢. E
informalmente, um conjunto F' é (n, €)-gerador de K se a orbita de qualquer ponto
de K esta a uma distancia menor ou igual a € da érbita de algum ponto de F' antes
da n-ésima iterada de ¢.

Agora, dado um conjunto K C X compacto, denotamos por s?(e, K) a maior
cardinalidade de um conjunto (n, €)-separado contido em K, e por r?(e, K) a menor
cardinalidade de um conjunto (n, €)-gerador de K. Para medir a taxa de crescimento

exponencial destas quantidades com relacao a n, definimos

1
se(€, K) := limsup - log 5% (e, K)

n—oo

1
ro(€, K) := limsup - log 7% (e, K).

n—oo

Quando nao houver possibilidade de confusao, podemos omitir ¢ nas notagoes

destas definigoes.
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Lema 2.5.3. Se K ¢ um subconjunto compacto de X entdo
(a) ro(e, K) < sp(e, K) < (56, K) < 00.
(b) Se e < ey entao r(er, K) > r(ea, K) e s(er, K) > s(eg, K).

Demonstracao: (a) Se E é um conjunto (n,€)-separado maximo em K, entao
ele gera K, pois caso contréario, deverd existir y € K tal que d,(z,y) > € para
todo z € E, e logo {y} U E, serd um conjunto (n, €)-separado maior que F. Logo
ro(e, K) < s,(6, K).

Agora, seja E um conjunto (n,€)-separado em K e F um (n, %e)—gerador de
K. Entdo para todo z € E existe g(z) € F, tal que d,(z,g(z)) < 3e. Assim,
se g(x) = g(y), temos que dp(z,y) < dp(z,9(x)) + dn(y,9(y)) < e. Como E é
(n, €)-separado, temos entao que x = y quando g(z) = g(y). Assim, g é uma fungao
injetora de £ em F. Logo #E < #F ¢ entdo s,(c, K) < r,(3¢, K).

(b) Se €1 < € entdao conjuntos (n, € )-geradores sao (n, €z)-geradores. Logo
rn(€1, K) > rp(ea, K) e entao r(e;, K) > r(e, K). Do mesmo modo se €1 < €3 0s
conjuntos (n, ez)-separados sao (n, €1)-separados, logo s, (€1, K) > s,(é, K) e entao
s(er, K) > s(eg, K). |

Definicao 2.5.4. Seja ¢:X — X uma transformacgao uniformemente continua do

espago métrico (X,d) e K C X compacto. Definimos

ha(¢p, K) :== lim ry(e, K) = lim s,(e, K),

e—0t e—0t

onde temos sequnda igualdade pelo Lema 2.5.3. E definimos a entropia de Dinaburg-

Bowen de ¢ como
ha(¢) = sup{ha(¢, K) : K C X, K compacto}.

E importante observar que se K C K» entdo ha(o, K1) < hg(p, Ks) e assim, se
(X, d) € compacto entao hq(p, X) = ha(0).

Observagao 2.5.5. Para simplificar certas demonstragoes (Ex: Proposi¢do 2.7.1)

parte da literatura usa outra defini¢cao de métrica dinamica:

d%(w,y) == max d(¢'(z), ¢'(y)),

0<i<n

lembrando que a defini¢cao que usamos no comego da se¢ao foi

dy(w,y) = mix d(¢'(z),¢'(y)),

0<i<n—1
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note que c/i;f(x,y) = diﬂ(x, y). Agora, se usdssemos a primeira defini¢do isso altera
a defini¢do de bola dinamica e as defini¢des de conjuntos (n, €)-separados e geradores.
Felizmente no cdlculo de sy(e, K) e r4(e, K) a mudanga de defini¢io nao faria
nenhuma diferenca e como consequéncia a defini¢dao da entropia hy(¢, K) e hqa(¢)
também ndo mudaria. De fato, usando d, temos (e, K) = siﬂ(e, K) e a definicao

de Sy fica entao

1
S(€e, K) = limsup — log 82+1(€, K)

n—oo T

i n+1 1
= l1msu
Hoop n n+l1

IOg 82—&—1(67 K) = 8¢<E> K)7

pois lim ”T“ = 1. Para (n,€)-geradores podemos usar um raciocinio andlogo, e entio
n—oo

as defini¢oes mais importantes como hq(p, K) e hy(¢) nao mudam.
A seguir apresentamos duas propriedades da entropia de Dinaburg-Bowen.

Proposicao 2.5.6. Sejam (X, d) e (Y,d') espagos métricos, ¢ : X = X ep: Y =Y

transformagdes uniformemente continuas. Entdo:
(2) ha(¢™) = m.ha() para m € N,
(b) Definindo ¢ x ¢ : X x X =Y x Y por (¢ x ¥)(x,y) = (¢(2),¥(y)) e
d"((x1,31), (22, y2)) = méx {d(x1,22), d (41, y2)},

temos que
har (¢ X ) < ha(p) + ha (),

com a tqualdade valendo se X ou'Y € um espaco métrico compacto.

No item (b) anterior a desigualdade nao pode ser trocada por uma igualdade, pois
existem exemplos onde vale a desigualdade estrita, ou seja, hl, (¢ x 1) < ha(¢) + ha (V).
Um exemplo pode ser encontrado no artigo de P. Hulse, [12]. A demonstragao desta
Proposigao serd omitida e pode ser encontrada em [9] ou (Teorema 7.10 de [22]). Note
como estas propriedades sao andlogas as propriedades da entropia de Kolmogorov-

Sinai na Proposigao 2.3.5.

2.6 Principio Variacional da Entropia

O importante Principio Variacional da Entropia a seguir relaciona os trés tipos de

entropia vistos e também tem varios Corolarios uteis que serao usados mais a frente.
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A versao usada aqui engloba casos em que o espaco X nao é compacto. Pode-se
achar a demonstragao do Teorema 2.6.1 em [5].

No Teorema a seguir tomaremos o supremo entre diversas medidas de Radon
de probabilidade. Uma medida de Radon é uma medida em que a topologia é
“compativel” com a medida. De forma mais precisa, uma medida de probabilidade é
chamada “de Radon” se satisfaz trés condigoes: (i) é uma medida sobre a o-algebra
dos Borelianos, (ii) a medida de qualquer Boreliano é igual ao infimo da medida de
todos os abertos contendo este Boreliano e (iii) se a medida de qualquer aberto é

igual ao supremo das medidas de todos os compactos contidos neste aberto.

Teorema 2.6.1. (Principio Variacional da Entropia). Seja X um espago metrizdvel
separdvel e localmente compacto e seja ¢ : X — X uma transformacgao continua,

entao

Sup I, (6) = h() = min ha(9)
o

onde o supremo € tomado entre as medidas de probabilidade de Radon ¢-invariantes
[ e o minimo é assumido em qualquer distancia induzida por uma distancia definida

na compactificacao por um ponto de X.

Quando nao houver medida p que seja ¢-invariante vamos assumir que o supremo
sup,, h,(¢) é 0. Esta definicdo também faz sentido no contexto de medidas com
0 < u(X) <1, neste caso, sempre hé pelo menos uma medida invariante a medida

nula que tem entropia zero.

Coroléario 2.6.2. Seja (X, d) um espago métrico compacto e T uma transformacao
continua, entao a entropia topologica h(¢) € igual a entropia de Dinaburg-Bowen
ha(®), ou seja,

h(¢) = ha(®).

Demonstracao: Quando o espaco X é compacto a compactificacdo por um ponto
s6 acrescenta um ponto “o0” e qualquer distancia definida em X é induzida por
uma distancia em X U {oc} onde, por exemplo, o ponto co estd a uma distancia fixa
“grande” D de todos os outros pontos (considerar D maior que a metade do diametro

de X ¢ suficiente). Logo hq(¢) definido em X ¢ igual & hj(¢) definido em X U {oo}.

Pelo Principio Variacional da entropia (Teorema 2.6.1), temos que h(¢) = h3(¢), logo
h(¢) = ha(¢), onde a distancia d é dada pela distancia no compacto. [ |

Corolario 2.6.3. Seja X um espaco metrizavel separdvel e localmente compacto e

seja ¢ : X — X uma tranformagao continua propria, se k € N entao

h(¢") = k.h(9).
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Demonstracao: A igualdade vale para a entropia de Kolmogorov-Sinai pela Pro-
posicao 2.3.5, logo, aplicando o Principio Variacional 2.6.1, a igualdade também ¢é

valida para a entropia topologica. [ |

A seguir demonstramos que para calcular a entropia topoldgica de uma trans-
formagao basta restringir a transformacao ao fecho dos pontos recorrentes. Este
resultado serd 1util mais a frente quando demonstrarmos os principais resultados do
trabalho.

Corolario 2.6.4. Seja ¢ : X — X, uma transformacgao continua e X um espago
métrico separdvel e localmente compacto entao a entropia topoldgica h(¢p) € igual
a entropia topoldgica da transformacao ¢ restrita ao fecho do conjunto dos pontos

recorrentes Ry, ou seja,

W) = h(dlz,)-

Demonstracao: De fato, para calcular h,(¢) com respeito a uma métrica ¢-
invariante p, basta calcular a entropia de ¢ restrita ao suporte de u. Pela Proposicao
2.2.6 o suporte de uma medida ¢-invariante p esta sempre contido no fecho do con-
junto dos pontos recorrentes R,. Pelo Principio Variacional da Entropia (Teorema
2.6.1) temos que sup,, h,(¢) = h(¢), agora, como sup, h,(¢) = sup, hu(¢|727>) temos
entao que h(¢) = h(¢|x;)- |

2.7 Entropia em fibrados

Neste trabalho ja vimos que a entropia de Kolmogorov-Sinai (h,(¢)) em produtos
cartesianos é a soma das entropias dos fatores (item b da Proposicao 2.3.5). Para
distancias d na Proposi¢ao 2.5.6 vimos que a entropia de Dinaburg-Bowen no pro-
duto cartesiano é menor ou igual a soma das entropia nos fatores. Nesta secao,
estenderemos estes resultados para fibrados e, de fato, vamos demonstrar primeiro
que a entropia de Dinaburg-Bowen de uma transformacao num fibrado é limitada
superiormente pela soma da entropia da transformacao induzida na base com o

supremo da entropia em cada uma de suas fibras.

Proposicao 2.7.1. Sejam (X, d) e (Y,d') espagos métricos compactos, ¢ : X — X,
Vv:Y =Y en: X =Y aplicacoes continuas com w sobrejetora e mo ¢ = oT.
Entao

ha(®) < ha (¥) + sup ha(d, 7 (y))-

yey
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Demonstracao: Para simplificar a notacao usaremos a convengao

dn(z,y) = méx (¢*(x),v"(y)),

1<k<n
lembrando que podemos fazer isso de acordo com a Observagao 2.5.5. Podemos supor

que a = sup,cy ha(¢, 7' (y)) < 00, ja que o caso a = oo é trivial.

Seja € > 0 e fixado @ > 0, escolha para cada y € Y um nimero m(y) € N tal que

miy) log rf;(y)(e, 7 (y) < ha(d, 7 (y)) +a < a+a. (2.1)

De fato, esse niimero existe pois

1
4 (€, ﬂ’l(y)) = lim sup - log ri’(e, W’l(y))

n—o0

1
ha(é, 7~ (y)) = limry(e, 7" (y)) = lim lim sup — log r7i(e, 7" (y)).
e—

=0 psoo N
Para cada y € Y, seja F,, C X um conjunto (m(y), €)-gerador minimal de 7 (y),

i.e., com ri(y)(e, 7~ (y)) elementos. Entao U, = UzeEyB¢ (z,2€) é uma vizinhanga

m(y)
aberta de 7 (y) = (,507 ' (B(y,7)). Assim, temos que

(X\U) N (= (B(y,7) =2

v>0

¢ uma intersecao de compactos vazia e entao, pela compacidade de X, existe uma

subcolegao finita com interse¢ao vazia, e entao neste caso, existe um v = y(y) tal

que 71 (B(y,v)) N (X \U,) = @, ou seja, 7 (B(y,7)) C U,.
Considere B(y1,7), .-, B(yr, 7-) uma cobertura finita de Y e § seu nimero de
Lebesgue. Seja E,, um conjunto (n, §)-gerador minimal de Y com r9(4,Y") elementos.

Para cada y € E,, e 0 < j <mn, escolha um ¢;, € {y1, ..., y,} tal que

B(1(y),9) C B(¢jy, i),

onde 7;, € o raio 7y correspondente a c;,,.

Para cada y € E,, seja byy = Ci(y)y € Vjy ‘= Vi(y)y onde construimos a

sequéncia t;(y) por indugao da forma

to(y) =0
tsr1(y) = ts(y) +m(bsy),

parando quando t,.1(y) > n. Como ¢ depende de y escreveremos q(y).
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Dadoy € Ey, 21 € By, ,, 22 € By s - 5 24(y) € By , defina

q(y),y

VY, 21, s Zg) = {u € X : d(¢TEW (), ¢'(2,)) < 2,
para todo 0 <t <mf(bs,) e 0<s <q(y)}

Note que o tltimo t +t,(y) ¢ igual & m(byw)y) + t4(y) = ter1(y) > n.

Agora, afirmamos que para estas vizinhancgas V' temos que

U V(y, 215 s Zg(y)) = X.
(U211 20())

De fato, dado u € X, tome y € E, tal que d,(y,7(u)) < ¢. Fixado s onde,
0 < s < q(y), temos que 0 < t,(y) < n—1 e entdo d' (@ (r(u)), v (y)) < . Dai
temos

(¢ (u)) = =W (x(u)) € B"¥(y),8) C Blbsy,Viy):
e assim

¢ W (u) € 7 (Blbsy:7%,) C Uy = | Bl ,)(2:26).

ZEEbé,y

Logo existe z, € By, , tal que d (¢'(¢"*®(u)), ¢'(z,)) < 2¢ para 0 <t < m(bs,),
demonstrando a afirmacao.

Agora, se F' é um conjunto (n, 4€)-separado entao F NV (y, 21, ..., Z4(y)) tem no
maximo um elemento. Pois V' tem diametro no maximo 4e em distancia dinamica de
X enquanto que um conjunto (n,4e)-separado em X tem as distancias dinamicas
entre elementos distintos maiores que 4e.

Como #E, , = Imw,.,) (6,7 (bsy)) temos que para cada y € E,, a quantidade
méaxima de ¢(y)-uplas (21, ..., Zg()) €

a(y)
N, = [[#E....
s=1

Entao lembrando da desigualdade (2.1) e de #Ej, , em termos de 7, temos

a(y) qa(y)
log N, = Z log(#Es,,,) < (a+ ) Z m(bs.y). (2.2)
s=1 s=0
q(y)—1
Agora observe que 4 m(bs,) e entao, pondo
s=0

M = méax {m(y1),...,m(y.)},

temos que
a(y)

Z m(bsy) = toy) (y) +mlbsy) < n+ M. (2.3)
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Logo das desigualdades (2.2) e (2.3) obtemos
log N, < (a+ «).(n+ M),

e assim, N, < el@te)-(v+M) = A partir desta desigualdade e lembrando que para cada
y € E, os conjuntos V(y, 21, ..., Zg()) tem no maximo um elemento qualquer de um

conjunto (n, 4€)-separado em X temos entdo que
s?(4e, X) < # B, .elate)-(nHM),
Deste modo obtemos
1 é 1 1
—log s¥(4e, X) < —log(#E,) + —(a+ a).(n+ M),
n n n
e assim,

1
limsup — log s?(4e, X) < 7,(6,Y) +a+a < hg(S) + a+ .

n—oo TN

Tomando € — 0 nesta desigualdade e como « é arbitrario positivo, obtemos

ha(¢) < ha(¥) + a = ha () + sup ha(o, 7" (y)),

yey

como queriamos demonstrar. [ |

Para demonstrar nosso resultado principal (Teorema 4.4.2), na Proposic¢ao a
seguir vamos apresentar uma generalizacao parcial para espacos nao compactos do

resultado do Bowen anterior (Proposi¢ao 2.7.1 ou Teorema 19 de [3]).

Proposicao 2.7.2. Sejam X e Y espagos topoldgicos metrizdveis e localmente

compactos. Se o sequinte diagrama comuta
T )f
Y Y

e as aplicacoes ™, ¢ e ¢ sao proprias e continuas e ™ € sobrejetora entao

¢

_—

_

)

h(¢) < h(p) + sup hay (6,7 (y))

yey

onde dx € a distancia induzida por uma distancia da compactificagao por um ponto.
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Demonstragao: Podemos considerar Xe 57, as compactificagoes por um ponto de

X eY, e o seguinte diagrama

X-—2-X
}7—~>i\}
]

onde 7, ¢ e p sdo aplicagoes continuas, dadas pelas extensoes naturais das aplicacoes
continuas 7, ¢ e ¢; além disso, temos que este diagrama comuta. Agora, podemos
aplicar a Proposicao 2.7.1 para espagos compactos, e como em espagos compactos

h = hq (Corolédrio 2.6.2), temos entao

B(@) < h(@) +suphay (6,77 (1))

yey

onde d ¢ a distancia de X. Como 7' (c0) = 00 e ¢~ !(00) = 0o temos que
ha, (5, 77-1(00)) —0,

e entao

sup hq, (5, 7771@)) = sup hay (6,7 '(¥))

yey yey
onde dx ¢é a distancia induzida por dg. Pelo Principio Variacional (Teorema 2.6.1)
temos que h = hg, se a distancia dx vier da compactificacao por um ponto. Pela
Proposigao 2.3 de [18] temos que a entropia da compactificacao é igual a entropia

original, ou seja, h(¢) = h(¢) e h($) = h(yp), demonstrando a Proposicao. |

Quando a transformacao ¢ é “compativel” com a agao de um grupo 7" em X,
temos mais estrutura no espago X. Neste caso, conseguimos um resultado mais
preciso: a entropia de ¢ é menor ou igual a entropia ¢ mais a entropia de 7 que
¢é a transformacao em 7' induzida por ¢. Para definir esta compatibilidade, vamos
comecar com a definicao de fibrado T-principal, neste caso temos que o diagrama da
Proposicao 2.7.2 comuta e ¢(x.t) = ¢(x).7(t).

Explicitando todos os elementos desta estrutura. Temos T um grupo e (X, dx),
(Y,dy) e (T,dr) espagos métricos; m : X — Y uma aplicacgdo continua e sobrejetora;

p: X xT — X uma agao livre continua, denotada por p(x,t) = x.t, onde
(i) 7w (z)) = 2T =p(x,T) e

(ii) ezt =at =t=1t.
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Segp: X =X, p:Y =>Yer:T — T sao aplicagoes continuas e se, pomr = mo¢
e ¢p(x.t) = ¢(x).7(t), para todos = € X et € T. Temos que a agdo ¢ é “compativel”

com a ag¢ao do grupo 7" em X e que ¢ induz a acao 7 em T’

Proposicao 2.7.3. Sejam X e Y espacgos topoldgicos metrizdveis e localmente

compactos. Se o sequinte diagrama comuta
xX-tox
Y — Y
e as aplicagoes , ¢ e @ sao proprias e continuas, e se além disso, m: X =Y € um

fibrado T-principal, onde T € um grupo compacto, e existe T :'T — T tal que

o(z.t) = o(x).7(1),
para todo x € X et €T, entao

h@) < h(g) + h(T).

Demonstragao: Seja p: X x T — X a acao livre continua associada ao fibrado T-
principal 7 : X — Y. Definap: X xT — X a extensdo de p com p(00,t) = 0o.t = 0,
para todo t € T. Afirmamos que p é uma acao continua. De fato, seja x,, — oo
et, — t. Se x,.t, nao converge para oo, entao existe £ > 0 e uma subsequéncia
T, -tn, € K, onde K = )?\Bd}? (00,€). Como K é compacto, entdo existe © € K tal

que Tp,, tn ’ —Te

k

T, t’l_ — xt

= Tn, lIn, .
kj kj nk]

kj
O que contradiz z,, — oo, mostrando que p é continua. Agora por compacidade,
dada uma distancia dr de T' e € > 0, existe 6 > 0 tal que, se dp(t,t') < 0, entdo
dg(x.t,z.t') < e, paratodox € X. Logo, se dr(t,t') < 6, entdo dx(x.t,xz.t") < g, para
todo z € X. Agora, dado y € Y, considere z € 7= (y). Entao dp(7%(t),7*(t')) < §
implica que
dy (9" (x.1), 6" (2.1)) = dx (¢"(2).7"(1), " (2).7"(t')) < e.

Logo, se T,, é um conjunto (n,d)-gerador de T' para 7, entdao x.7,, é um conjunto
(n, e)-gerador de m1(y) = x.T para ¢. Entao r¢ (e, 7~ (y)) < r7(5,T), onde r¢(g,Y)
é a menor cardinalidade de um conjunto (n,e)-gerador de Y C X para uma trans-

formacao continua ¢ : X — X. Isto implica que

hay (6,71 (y)) < hap(7)

e como T é compacto pelo Teorema 2.6.2 temos que hg,.(7) = (7). Obtemos agora

entao a desigualdade a partir da Proposicao anterior 2.7.2. [ |
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2.8 Pares de Li-Yorke

Em um sistema dinamico, a entropia positiva da transformacao pode ser entendida
como um indicador da “caoticidade” do sistema. De fato. Veremos a seguir um outro
indicador de caoticidade que tem uma relacao proxima com a entropia positiva: a

presenca no sistema dinamico dos chamados pares de Li- Yorke.

Definicao 2.8.1. Dada uma transformacao continua ¢ : X — X de um espago
topolégico X, um par (a,b) € X x X € chamado de par de Li-Yorke quando a # b e

existem duas sequéncias ny — 00 e my — oo e existe ¢ € X tal que

(9" (a), o™ (b)) — (a,b)

(¢™*(a), o™ (b)) = (¢, ).

O principal resultado desta secao diz que se a entropia de um sistema dinamico
for positiva entao existe um par de Li-Yorke no sistema dinamico (Teorema 2.8.10).
O tratamento que usamos aqui segue [6].

Na literatura é encontrada a definicao de pares de Li-Yorke em espacos compactos
como o par (a,b) com a # b tal que

limsup d(¢"(a), ¢" (b)) > 0 e ligirolf d(¢"(a), o™ (b)) = 0.

n—oo

Se um par satisfaz a primeira definicao, este par naturalmente também satisfaz a
segunda definicao. Preferiremos a primeira definicao por se adaptar melhor ao caso

nao compacto e ser consequencia mais natural da entropia positiva.

Definicao 2.8.2. Dada uma transformacao ¢ : X — X, dizemos que uma medida

de probabilidade ¢-invariante j € p-ergodica se sempre que um subconjunto S C X €

¢-invariante temos u(S) =0 ou u(S) = 1.

Lembrando, que o Teorema 2.3.6 afirma que para uma transformacao continua ¢
definida em um espaco métrico compacto sempre existe uma medida de probabilidade
Boreliana ¢-invariante. De fato, para espacos compactos temos um resultado ainda

mais forte.

Teorema 2.8.3. Toda tranformacao continua ¢ definida em um espagco compacto

metrizdavel X tem uma medida de probabilidade Boreliana ¢-ergédica.

A demonstracao sera omitida e pode ser encontrada, por exemplo, no Teorema
4.1.11 de [14].
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A partir de agora nos restringiremos a transformacoes proprias. Uma trans-
formacao é definida como prépria se a imagem inversa de um compacto é sempre
um conjunto compacto. No caso de transformagoes proprias é possivel estender
o dominio X para a sua compactificagao por um ponto X=XU {o0}, de forma
continua, definindo ¢(co) = 0o e ¢(x) = ¢(x) para todo z € X

Se X é um espago metrizavel separavel e localmente compacto entao a sua
compactificagao por um ponto X 6 compacta metrizavel. De fato, isto é uma
consequéncia do Teorema de Metrizacao de Urysohn. Veja, por exemplo, os Teoremas
9.10, 11.2 e 11.3 de [4].

Proposicao 2.8.4. Seja X um espagco metrizavel separavel localmente compacto e
seja ¢ : X — X uma transformagao continua prépria, se h(¢) > 0 entao existe p
p-ergodica tal que h,(¢) > 0.

Demonstragao: Se X satisfaz as condi¢oes da Proposi¢ao entao a sua compacti-
ficagao por um ponto X é compacto metrizavel e temos que ¢ é continua em X. Pela

Proposigao 2.3 de [18] temos que a entropia da compactificacao é igual a entropia

original, ou seja, h(¢) = h(¢).
Pelo Corolario 8.6.1 item (i) de [22] temos que

sup hi(¢) = h(9),
m
onde 1 é tomado entre todas as medidas gg—ergédicas, e entao existe uma medida
de probabilidade gb/—ergo'dica i tal que hﬁ(;b/) > 0. Agora, como {oo} é um con-
junto invariante temos que u({oo}) = 0 ou u({occ}) = 1. Mas, se pu({cc}) = 1,

temos que h;(¢) = 0, o que é uma contradicao. Logo p({oco}) = 0 e temos que

hu(¢) = hi(¢) > 0, como queriamos demonstrar. [

Antes de demonstrar o Teorema 2.8.10 precisaremos da definicao de esperanca
condicional e algumas de suas propriedades (se¢ao 34 de [2]). Dizemos que uma
funcao real Z : X — R é F-mensuravel em uma o-algebra F se para todo aberto

U C R a imagem inversa Z~'(U) estd em F.

Definicao 2.8.5. Dado um espago de probabilidade (X, %, 1), uma o-dlgebra F
contida em ¥ e uma fun¢do X-mensurdvel Z definimos uma nova fung¢ao E(Z|F)

que é F-mensurdvel, integrdvel e

/Zdu:/E(ZU:)d,u, para todo A C F.
A A

Usando o Teorema de Radon-Nikodin é possivel demonstrar que E(Z|F) estd bem

definida e é unica a menos de um conjunto de medida 0, ou seja, se duas fungoes
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satisfazem a igualdade anterior entao elas sao diferentes em, no mdximo, um conjunto

de medida zero.

Além disso, precisaremos de duas propriedades de varidveis aleatérias (Teorema
34.2 (i), (iii) e Teorema 16.10 (i) de [2]).

Proposicao 2.8.6. Dado um espago de probabilidade (X, %, ), uma o-dlgebra F

contida em X.
(i) Se Z >0 entio E(Z/F) > 0.
(ii) Se Z>0e [ Zdu=0 entao Z =0 quase sempre.

Agora definiremos a o-algebra de Pinsker e uma medida produto A, em X x X
baseada na o-dlgebra de Pinsker e u. Para uma referéncia sobre o-algebra de Pinsker

veja o Teorema 18.1 de [10].

Defini¢ao 2.8.7. (0-dlgebra de Pinsker e medida produto). Para uma medida ¢-
invariante propria a o-dlgebra de Pinsker P, é a sub-o-dlgebra tal que h,(¢,P) =0,
ou seja, se uma particao finita D tem todos os seus elementos em P entdo h,(¢, D) = 0.

O produto de pi consigo mesma sobre P, denotado por \,, € a medida em X x X

tal que para dois conjuntos mensurdveis A, B C X, temos
(A x B) = / B(La|P).E(1|P)dp.

Se a transformagao ¢ é propria e p é ¢-ergédica, entao A, é ¢ x ¢-ergddica (veja
Teorema 19.27 de [10]). Também note que se p(A) = 0 entao A € P.

Lema 2.8.8. Seja A, o conjunto dos pontos diagonais em X x X, ou seja,
A={(z,x): e X}

Se ¢ é uma transformagao propria entao para uma medida ¢-ergodica p tal que
h,(¢) > 0, temos
Au(A) =0.

Demonstracao: Como ), ¢ ergddica e A é ¢ x ¢-invariante é suficiente mostrar que
Au(A) # 1. Suponha, por absurdo, que A,(A) = 1. Entao para qualquer conjunto

mensuravel B C X,

/5(13\79).15(13473)@ — M\(B x BY) =0,
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pois B x B¢ C A°. E como a esperanca condicional de uma funcao nao-negativa é

nao-negativa (item (ii) de 2.8.6) temos que
E(15|P).E(1p:|P) =0 (2.4)

quase sempre. Seja

A ={x € X|E(15|P) # 0}.
Como E(1p|P) é uma fungao P-mensuravel temos que A € P. Agora,
p(BNA) = [ adu

_ /¥Eumpmu
= 0.

De forma semelhante,

WA\ B) = [ 1pdu

T

P)du

I
o
S

onde a ultima igualdade, agora, vem do fato de que em A temos que E(1g|P) #0 e
pela equagao (2.4) anterior, temos que F(1pc|P) =0 em A quase sempre.

Como A estd em P e os conjuntos de medida zero estao em P temos que B
também estd em P. De fato, como A = (A\ B) U (AN B) temos que AN B estd em
P. Agora, como B = (B \ A) U (AN B) obtemos que B estd em P. Mas como B
¢ arbitrario temos, pela defini¢do de o-algebra de Pinsker, que h,(¢, D) = 0 para
qualquer parti¢do D e entao h,(¢) = 0, o que contradiz a hipétese do Lema. Logo

Au(A) #1 e N (A) =0, como querfamos demonstrar. |

Lema 2.8.9. Dados ;1 e A\, como na Definicao 2.8.7, se
z € supp(p) entao (z, z) € supp(A,,).

Demonstragao: Suponha por contradi¢iao que z € supp(u) e que (z, z) ndo esta no

suporte de \,. Logo existe uma vizinhanca U de (z, z), tal que A\,(U) = 0. Neste
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caso, existe uma vizinhanca A de z tal que (z,2) € A x A C U e entdo,

MU)=0 = M(AXxA)=0
& [ BE(14|P)%du =0
& E(14]P)* = 0 quase sempre
& E(14|P) = 0 quase sempre
= /E(lAlp)duIO
< p(A)=0.
Como z € A e z esta no suporte de 1 temos uma contradicao. [ |

Teorema 2.8.10. Seja X um espaco metrizavel separavel localmente compacto e
seja ¢ : X — X wuma transformagdao continua prépria. Se h(¢) > 0 entdo existe um

par de Li-Yorke para este sistema.

Demonstracao: Pela Proposicao 2.8.4 existe uma medida ¢-ergddica p tal que
h,(¢) > 0. Seja Z = supp(p) e W = supp(),). Para cada aberto nao vazio
U C X x X na topologia relativa a W, seja

Wy =limsup¢ "(U) = ﬂ U o "(U).
nee k=1n=k

Ou seja, Wy contém todos os pontos de X cujas orbitas passam infinitas vezes em
U. Temos que Wy é ¢-invariante, além disso, note que U, ¢~ "(U) é uma sequéncia

de conjuntos decrescente em k. E para todo k,
MU 67 (U)) 2 Au(U) > 0.

Pela continuidade da medida temos que A, (Wy) > A, (U) > 0 e entdo pela ergodici-
dade de A, temos que A, (Wy) = 1.

Agora, se  é uma base enumeravel para a topologia de W e se

W= () W,
Uep

temos que A\, (W3) = 1. Lembrando que A\,(A) =0 (Lema 2.8.8), temos

AW\ A) = 1.
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Note agora que Wjs é o conjunto dos pontos cujas 6rbitas passam infinitas vezes
em uma base enumeravel de W, além disso, pelo Lema 2.8.9 temos que para todo
z € supp(p) temos (z,z) € supp(A,) C Wp. Entao se escolhermos (a,b) € Wz '\ A
temos que a # b, e que a dérbita de (a, b) passa infinitas vezes sobre qualquer aberto
contendo (a, b) logo, em particular, (¢"(a), ¢™(b)) tem subsequéncia que converge
para (a,b). De forma semelhante, (¢"(a), ¢"(b)) tem subsequéncia que converge para

(¢, c) € supp(A,) onde ¢ € supp(u), ou seja, (a,b) é par de Li-Yorke. [

E interessante notar que no final da demonstracao anterior, temos que um par de
Li-Yorke (a,b) € Wg \ A tem uma 6rbita densa em W = supp(A,).

Este Teorema serd usado neste trabalho na direcao reversa, ou seja, se nao existem
pares de Li-Yorke no sistema entao a entropia da transformacao é nula. De fato,
no capitulo 3 mostraremos uma “lei de composicao” da nao-existéncia de pares de
Li-Yorke (Proposicao 4.3.3) e usaremos o Teorema anterior de forma crucial para

demonstrar o resultado principal do trabalho (Teorema 4.4.2).



Capitulo 3

Teoria de Lie

3.1 Grupos de Lie

Neste capitulo, apresentaremos os resultados sobre a estrutura de Grupos de Lie e
suas dlgebras que foram necessarios na demonstragao do resultado principal (Teorema
4.4.2). Na primeira se¢ao, estudaremos recobrimentos de grupos, grupos nilpotentes,
grupos soliveis, grupos semissimples e endomorfismos de grupos; e terminaremos
com o Teorema Fundamental do Centro (Teorema 3.1.13), um resultado-chave no
trabalho.

Na sec¢ao seguinte, estudamos em detalhes o Toro maximal do centro do grupo,
que acaba se tornando o foco de nosso resultado principal. Na ultima secao, de-
monstraremos o Teorema 3.3.3, um resultado técnico que analisa endomorfismos em
grupos soluveis.

Dado um grupo de Lie G com algebra de Lie g, denotaremos por Gy a componente
coneza da identidade de GG. Temos que G é subgrupo normal de G. De fato, para

1

qualquer g € G, como 1 € gGyg~! temos que gGog~! é a componente conexa que

' = Gy. Além disso, como Gy é um subgrupo

contém a identidade, ou seja, gGog~
aberto e fechado de G temos que G /Gy é um subgrupo discreto ja que as componentes
conexas de GGy sao disjuntas entre si.

O centro de G denotado por
Z(G) ={h € G : gh = hg, para todo g € G},

é um subgrupo fechado e normal de G. Quando G' = G, a dlgebra de Z(G) é o
centro de g,
3(g) ={H €g:[H, X] =0, para todo X € g},

¢ um ideal de g (veja o Lema 11.1.1 de [11]). Um isomorfismo entre grupos de Lie é

um isomorfismo de grupos que é um difeomorfismo. Diremos que os grupos de Lie

34
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G e H sao isomorfos, G ~ H, se existe um isomorfismo entre G e H. O seguinte
resultado pode ser achado na se¢ao 9.5 de [11], especialmente no Teorema 9.5.4,
com a excecao do fato que [ é finitamente gerado, que pode ser achado quando

combinamos ' ~ 7, (@) com o Corolério 14.2.10 (iv) de [11].

Teorema 3.1.1. Seja G um grupo de Lie conexo com dlgebra de Lie g. Entao existem
um grupo de Lie simplesmente conexo G e um subgrupo discreto e finitamente gerado
T do seu centro de forma que G ~ é/f O grupo de Lie G € chamado de recobrimento
uniwersal de G € unico a menos de isomorfismo e também tem dlgebra de Lie g.

Além disso, cada endomorfismo ¢ de G é induzido por um iunico endomorfismo ¢ de

G tal que gg(f) cT.

Uma consequéncia deste Teorema é que qualquer grupo de Lie abeliano conexo
é isomorfo ao produto de um espaco vetorial com um toro. Este toro é um grupo
de Lie abeliano conexo e compacto (veja o exemplo 9.5.6 de [11]). Obtemos entao
que para todo grupo G a componente conexa do Z(G) é o produto de um espago
vetorial e um toro. Este toro sera o foco de varios dos resultados presentes neste

trabalho e por isso definimos:

Definigao 3.1.2. Seja G um grupo de Lie. Denotaremos por T(G) o toro mazimal
do centro de G.

Serd 1til no nosso estudo do subgrupo de Lie T'(G) conhecer primeiro o grupo de

endomorfismos de um toro n dimensional.

Proposicao 3.1.3. Se T é um toro em n dimensoes, temos que T ~ R"/Z" e entio

o grupo de automorfismos de T € isomorfo ao subgrupo GL(n,Z) de GL(n,R).

Demonstracao: Temos que R" é o recobrimento universal de T', entao usando a
parte final do Teorema 3.1.1 temos que um endomorfismo ¢ de R"/Z" induz um

endomorfismo ¢ em R", onde ¢ (Z") C Z", e entdo ¢ € GL(n,Z) C GL(n,R). MW

Seja G um grupo de Lie e seja g a sua algebra de Lie, para qualquer algebra
de Lie g existe um tnico ideal mazimal nilpotente n (veja Defini¢ao 5.2.10 de [11]),
denominado radical nilpotente de g. O subgrupo conexo de G gerado por n, denotado
por N, é denominado o radical nilpotente de G.

Para grupos nilpotentes de Lie temos duas Proposi¢oes sobre sua estrutura que
nao tem equivalentes para subgrupos soluveis. A Proposicao a seguir pode ser

encontrada no Teorema 11.2.6 ¢ no Coroldrio 11.2.7 de [11].
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Proposicao 3.1.4. Seja N um grupo de Lie nilpotente com dlgebra de Lie n. Entdo
n € nilpotente e exp : (n, %) — N € o recobrimento universal de N, onde (n,*) é
um Grupo de Lie definido em n e o produto é dado pela série de Dynkin (que é
polinomial). Além disso, a exponencial (n,*): exp, : n — (n, %) € a identidade em n

e a func¢ao exponencial expy : n — N € sobrejetiva em N.
A Proposigao seguinte pode ser encontrada na Proposigao 11.2.9 de [11].

Proposicao 3.1.5. Seja N um grupo de Lie nilpotente conexo com dlgebra de Lie
n. Entao n é nilpotente e o seu centro é a exponencial do centro da dlgebra n, ou

seja, Z(N) = expy(3(n)), e o centro de N € conexo.

De forma anéloga, para qualquer algebra de Lie g existe um unico ideal maximal
soldvel v (veja a Proposi¢ao 5.4.3 de [11]), denominado radical solivel de g. O
subgrupo conexo de G gerado por t, denotado por R, é denominado o radical solivel
de G.

Como t é uma &lgebra solivel entao v’ = [t, t] é um ideal nilpotente de g (Corolario
5.4.12 de [11]). Logo temos que t' C n C t, pois n é o ideal nilpotente maximal. Em
termos dos subgrupos ficamos com R’ C N C R, onde R’ é o subgrupo gerado por v/,
e concluimos que R/N é um subgrupo abeliano conexo. Resumimos estes resultados

no Corolario a seguir.

Proposicao 3.1.6. Se t é o radical solivel de g entao v = [v,t] é um ideal nil-
potente de g. Além disso, R/N é um subgrupo abeliano conexo onde N e R sao,

respectivamente, os radicais nilpotente e solivel de G.

Sejam ReN , respectivamente, os recobrimentos universais de R e N entao, por
definicao, temos que ReN simplesmente conexos. Além disso, como eles tem as
mesmas algebras de Lie que R e N obtemos de forma semelhante que E/ N também é
um subgrupo abeliano conexo. Obtemos entao o seguinte resultado (veja a Proposigao
11.2.15 de [11]).

Proposicao 3.1.7. O quociente E/]V é um grupo de Lie abeliano e simplesmente

conezo logo € isomorfo a um espago vetorial, ou seja,
R/N ~V,
onde V' € um espaco vetorial de dimensao finita.

Os radicais soltiveis também sao caracterizados pelo seguinte resultado (veja o
Lema 5.6.1 de [11] e a bijegao entre subalgebras e subgrupos conexos pelo Teorema

de subgrupos integrais 9.4.8 de [11]).
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Proposicao 3.1.8. O radical solivel v é tnico ideal solivel de g tal que g/t é
semissimples. O radical solivel R € o unico subgrupo conexo normal solivel de G tal

que G/R € semissimples.

Seja Cy(h) = ghg™" a conjugagao por g em G. A representagio adjunta do grupo
G é a agao em g dada por Ad(g)(X) = d(C,)1(X), onde X € ged(Cy); é a diferencial
de C; na identidade.

Uma caracterizagao ttil de Z(G) no caso em que G' é um grupo de Lie conexo é
Z(G) ={h € G:Ad(h)(X) = X para todo X € g}.
De fato, se G é conexo temos G = (exp g), logo basta mostrar que
Ad(h)(X) =X & hexp Xh™! =exp X.

O que decorre de exp(Ad(h)X) = Ch(exp X).
Quando G for um grupo de Lie linear, temos em especial que Ad(g)X = gXg 1,
pois neste caso, Ad(g)X = d(Cy)1 X = Sgexp(tX)g im0 = gXg~ "

Proposicao 3.1.9. Seja ¢ : S — S um endomorfismo sobrejetivo de um grupo de
Lie conexo semissimples S. Entao existe um k € N tal que ¢F = Cy para algum

g € S onde Cy € a conjugacao por g, em particular, ¢ € um automorfismo.

Demonstracao: Note que
¢"(exp X) = exp ((¢)"X) .

Onde ¢’ é a derivada de ¢ na identidade. Mas como g é semissimples sabemos que
existe k € N tal que (¢')* é um endomorfismo interno de g (veja o Coroldrio 1.3 de
[7]). Isto é, existe um k € N e um g € S tal que (¢')F = Ad(g) e entdo

qbk(exp X) =exp ((qﬁ')kX) = exp(Ad(g)X) = Cy(exp X).

Como S é gerado por elementos da forma exp X, obtemos ¢* = C,. Além disso,
temos que ¢F é automorfismo ji que C, é um automorfismo, concluindo que ¢ é um

automorfismo. [ |

Proposicao 3.1.10. Seja ¢ : S/Z(S) — S/Z(S) onde S é um grupo semissimples
conezo e Z(S) € o centro de S entdo existe k € N tal que Y* é uma restricio de uma

transformacdo linear.
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Demonstracao: Note que grupo adjunto de S é isomorfo a S/Z(S) e o grupo ad-
junto sempre é um grupo linear pois é uma acao em g. Como pela Proposicao anterior
3.1.9 existe k € N tal que ¥* = C, para algum g € S/Z(S) temos que ¥*(h) = ghg™?,
para todo h € S/Z(S). Note Cy(h) = ghg™" que é uma transformagao linear em h,
ou de forma mais precisa, ¥ = C,(h) é uma restri¢io de uma transformagao linear

no espago da matrizes. |

Lema 3.1.11. Seja G um grupo de Lie conexo ¢ ¢ : G — G um endomorfismo

continuo sobrejetor. O nicleo do endomorfismo ¢ € finito e ¢ é uma funcao propria.

Demonstragao: Como ¢ : G — G é um endomorfismo sobrejetor pelo Teorema
3.1.1 existe [ um subgrupo discreto e finitamente gerado do centro de G tal que
é/f ~ (G e existe 5: G — G tal que 5 (f) cTeo seguinte diagrama comuta

T
G

onde 7: G — G ~ é/f é projegao candnica. Como dey(g) =g e d¢, = d¢; temos

¢
_—

™

3
-

@Q

e
¢

que g(@) = é, agora, como G é simplesmente conexo e 5 é recobrimento temos que
5 ¢ injetora e entao 5 é automorfismo. Temos que g € ker ¢ < ¢(g) = 1, e como 7 é
sobrejetor existe § € H tal que 7(§) = g e entdo ¢(x(7)) = 7(6(3)) = 1 < 6(7) €
I'<ge ¢ YI). Entdo temos que g = (g) € m(¢~1(T')) = ¢~*(I')/T. Entéo ker ¢ =
¢~ H(T')/T. Agora, como ¢ é automorfismo de G temos que ¢ (I')/T ~ I'/¢(T) e
entao

[ker é| = |61 (T)/T| = |F/a(T)]

Pelo Teorema 3.1.1 temos que [ é um subgrupo discreto e finitamente gerado do
centro de G entio I' ~ Z™ & D onde D é um subgrupo abeliano finito de FemeN.
Como ¢ ¢ automorfismo gg(f) ~ 7™ & D. Identificando I' com Z™ & D obtemos que
g(zm) ~ 7™, além disso, como endomorfismos levam elementos de ordem finita em
elementos de ordem finita temos que a(D) =D.

Como ¢(D) = D o endomorfismo (E\f induz em I'/D ~ Z™ um endomorfismo
0:7Z™ — 7Z™. Seja {z} uma base para I'/D logo {w;} ={0(z)} € 0(Z™) é uma
base de 0 (Z™) C Z™, j4 que 6 é induzido a partir do automorfismo ¢ e ¢(Z™) ~ Z™.
Temos entao que w; = >, a;;2;, onde a matriz A = {a;;} tem entradas inteiras e
det A # 0. Podemos colocar a base {z;} em fun¢do da base {w;} invertendo a matriz

A, de fato, z = gz 2o, bijw;, onde (det A).A™' = B = {b;} = C" ¢ C' ¢ a matriz

det A
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dos cofatores de A. Note entao que os termos (det A).z; € (Z™) e concluimos que
| ker ¢ = [I'/¢(T)| = [Z/0(Z™)| < | det A" u

E possivel mostrar que no Lema anterior 3.1.11 vale um resultado mais preciso.
Usando a notacdo do Lema anterior temos, de fato, que |[I'/¢(I)| = |det A. A
demonstracao usa o “escalonamento” da matriz A a partir de mudancas das bases
{2} e {w;} sem alterar o determinante de A como é feito, por exemplo, no Teorema
14.6.2 de [11], ou de forma equivalente, na chamada forma normal de Smith de uma
matriz de inteiros.

Uma subvariedade imersa L = f(V') é chamada de subvariedade quasi-reqular
de M se dado N um espaco topoldgico localmente conexo e ¢ : N — M continua
assumindo valores em L. Entao, ¢» : N — L é sempre continua em relagao a topologia
intrinseca (Defigao B.2 [20]).

Lema 3.1.12. Seja G um grupo de Lie conexo e ¢ : G — G um endomorfismo
continuo, entio existe k € N tal que ¢F(G) = H e ¢(H) = H. Além disso, H é um
subgrupo fechado de G.

Demonstragao: A derivada de ¢ na identidade é uma transformacao linear d¢; :
g — g, entdo existe um k € N tal que (d¢;)***(g) = (d¢1)*(g). De fato, como
(de)* 1 (g) = (d¢1)*(doi(g)) C (d¢1)*(g) se a sequéncia de ntimeros naturais
dim ((d¢p1)™(g)) for estritamente decrescente ela eventualmente seria negativa o que é
uma contradi¢do. Seja entdo k o menor natural tal que (d¢;)*(g) = (d¢1)*(g) = b,
além disso, por indugao, podemos mostrar que (d¢1)"(g) = b, para todo n > k.

Seja H = <expbh>, ou seja, o grupo gerado por elementos da forma exp X onde
X € bh. Como (d¢1)*(g) = de1(h) = b e como G = <exp g> temos que ¢*(G) = H
ep(H)=H.

Seja g pertencente ao fecho de H e U uma vizinhancga localmente conexa de g na
topologia de G' e seja V uma vizinhanca compacta de ¢*(g) na topologia de H visto
como um grupo de Lie por si mesmo. Como H ¢ um subvariedade quasi-regular de G,
pela continuidade de ¢*|;; : U — G e como ¢*|(U) C H segue que ¢*|; : U — H é
continua com relacao a topologia intrinseca de H. Seja g, € H N U uma sequéncia
que converge para g na topologia de G. Temos entao que ¢*(g,) converge para ¢*(g)
na topologia intrinseca de H. Entdo existe [ > 0 tal que ¢*(g,) € V para todo n > [.
Logo g, € (¢*|g)~*(V), para todo n > I.

Como H é unido enumeravel de compactos temos que ¢*|y : H — H é um
endomorfismo mensurdvel e entdo ¢*|g é continua (veja por exemplo [15]). Pelo
Lema 3.1.11 anterior obtemos que ¢*|; é uma funcao prépria ja que ¢*|y é uma

fungdo sobrejetora e H é conexo. Entdo (¢*|g)~1(V) é compacto na topologia de H,
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como a imersio de H em G é continua temos que (¢*|z) (V) também é compacto
na topologia de GG. Como ¢*(g,) € V para todo n > [, e como g,, converge para ¢ na
topologia de G, temos entao que g € (¢*|5)~1(V) C H mostrando que H é fechado
em G. m

A subélgebra £ de g esta compactamente mergulhada se o subgrupo gerado por
exp ad(€) tem fecho compacto em gl(g) e ela é mazimal se ndo esta propriamente
contida em nenhuma outra. Dizemos que um endomorfismo 6 : g — g é uma deriwagao
interna se existe X € g tal que (Y) = [X, Y] para todo Y € g. Chamamos 6 de
semissimples em R se 6 é diagonalizavel em C, veja por exemplo, a Defini¢ao 5.3.1
nas pags. 95 e 96 de [11].

No Teorema a seguir, no item (i) vamos enunciar um resultado sobre subdlgebras
maximais abelianas compactamente mergulhadas (veja o Lema 14.2.4 e o Teorema
14.2.7 de [11]), no item (ii) o chamado Teorema Fundamental do Centro (veja o

Teorema 14.2.8 de [11]) e no item (iii) uma consequéncia do Exercicio 14.2.1 de [11].

Teorema 3.1.13. Dado um grupo de Lie conexo G temos que,

(i) A imagem de uma subdlgebra mazimal abeliana compactamente merqulhada
por um automorfismo € também uma subdlgebra maximal abeliana compactamente
merqulhada. Além disso, duas subdlgebras mazimais abelianas compactamente merqu-
lhadas sao conjugadas por um elemento do fecho do conjunto gerado pela exponencial
das derivagoes internas da dlgebra.

(11) (Teorema Fundamental do Centro). O centro de um grupo de Lie conexo G €
dado por

Z (G) =exp{X € b : o espectro de ad(X) C 2miZ},

onde by € qualquer subdlgebra mazximal abeliana compactamente mergulhada de g.
(11i) Temos que exp(X) € Z (G) se, e somente se, ad(X) é semissimples em R,
ou seja, € diagonalizdvel em gl(g,C) e o seu espectro estd em 2miZ, além disso, como

ad(X) para X € b comutam entre si eles sao simultaneamente diagonalizdveis.

3.2 Toro maximal

Nesta secao, provamos alguns resultados relacionados a T'(G) o toro mazimal do
centro do grupo de Lie G. Comecamos com um Lema conhecido cuja prova sera

apresentada para conveniéncia do leitor.

Lema 3.2.1. Seja G um grupo de Lie conexo e T um toro que € subgrupo normal
de G. Entao T é um subgrupo do Z(Q).



3.2. Toro maximal 41

Demonstracao: Seja C, : G — G a conjugacao por g € G. Como 7' é um subgrupo
normal de G, podemos considerara restricao Cy|r : T — T. Entao ¢ : G — Aut(G),
dado por ¢(g) = C,|r, ¢ um homomorfismo continuo de um grupo de Lie conexo G
para o grupo discreto dos automorfismos de 7' (veja a Proposigao 3.1.3). Como a
imagem de um conjunto conexo é conexo e ¢(1) = 1 temos que ¢ é o homomorfismo
trivial. Entdo temos que Cy(h) = h, para todo g € G e para todo h € T, ou seja,
T C Z(G). [ |

Um subgrupo fechado H é subgrupo caracteristico de G se H é invariante por
qualquer automorfismo continuo de GG. Temos que se K é subgrupo fechado ca-
racteristico de H e H é subgrupo fechado caracteristico de G entao K ¢é subgrupo
fechado caracteristico de G. De fato, se ¢ ¢ automorfismo de G temos que ¢(H) = H

e entao ¢|y é automorfismo continuo de H e temos

P(K) = olu(K) = K.

Note que T'(G) é subgrupo caracteristico de G para qualquer grupo de Lie G. De
fato, como Z(G) é caracteristico em G temos que ¢(T(G)) C Z(G) para qualquer
automorfismo ¢ de G. Agora, ¢(T(G)) é um toro contido em Z(G) com a mesma
dimensao que T(G). Como T(G) é o toro maximal de Z(G) temos entao que
o(T(G)) =T(G).

O préximo resultado relaciona o toro maximal do centro de um grupo de Lie com

o toro maximal do centro de seus radicais soliveis e nilpotentes.

Proposigao 3.2.2. Sejam G um grupo de Lie conexo, R o seu radical solivel e N o

seu radical nilpotente. Entdao os toros mazimais dos seus centros coincidem, ou seja,

Demonstragao: Como 7'(G) é um subgrupo conexo normal abeliano de G, temos
que T(G) C R e entao T(G) C T(R). Por outro lado, seja C, : G — G a conjugagao
por g € G. Como R é um subgrupo caracteristico de GG, podemos considerar a
restricio Cy|r : R — R. Como T'(R) é agora subgrupo caracteristico de R, podemos
entao considerar a restricao Cy|pg) : T(R) — T(R). Isto mostra que T'(R) é um
subgrupo normal de G que é um toro. Pelo Lema 3.2.1, temos que T(R) C Z(G), e
entdo T(R) C T(G) e obtemos T'(G) = T(R). A demonstragao que T(G) =T(N) é

analoga a esta, substituindo R por N. [ |

Proposicao 3.2.3. Seja N um grupo de Lie nilpotente conezo e seja T(N) o seu

toro mazximal central. Entao N/T(N) é simplesmente conexo.
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Demonstracao: Seja 7 : N — N o recobrimento universal de N , entao N ~
N/ ker(r) onde ker() C Z(N) (Teorema 3.1.1). Pela Proposicao 3.1.4 temos que a
exponencial ¢ bijetora em N. Agora, como Z(N) = expy(3(n)) (Proposicao 3.1.5),

Z(N) também ¢ simplesmente conexo ¢ Z(N) é isomorfo a um espaco vetorial.
Temos também pela Proposigao 3.1.5 que Z(N) ~ « (Z(N)) logo T(N) =~
T/ker(r), onde T = 7 (T(G)) é isomorfo a um espago vetorial. Por outro lado,

temos que _ _
N N/ker(r) N

T(N)  T/ker(n) T

e entao temos que N/T(N) é homeomorfo ao quociente de dois espagos vetoriais e

entao é simplesmente conexo. [ |

Se um grupo G é compacto pela Proposi¢ao 12.1.4 de [11] temos que a sua dlgebra
g ¢ compacta e entao pelo Lema 12.1.2 (iv) [11] temos entdo que sua &lgebra é
redutivel e finalmente pelo Lema 5.7.1(ii) de [11] temos que g é a soma direta de
3(g), que é uma subdlgebra abeliana, com a subdlgebra derivada [g, g], que é uma
subdlgebra semissimples.

Entao se um grupo de Lie G for compacto e solivel a subalgebra semissimples ¢é
trivial e temos g = 3(g), ou seja, g é abeliano. Agora, pelo Teorema 3.1.1, temos que
G ~R"/Z™ e como G é compacto m =n e G é isomorfo a um toro de dimensao n.

Obtemos entao o seguinte resultado.
Proposicao 3.2.4. Se um grupo de Lie G é compacto e solivel entao G é um toro.

Concluimos esta secao com o proximo resultado, que é necessario para a conexao
entre a nao existéncia de pares de Li-Yorke e o Teorema 3.3.3 que é o principal

resultado da préxima secao.

Proposicao 3.2.5. Se G é um grupo de Lie conexo e R € o seu radical soluvel.
Temos que R/T(R) € o radical solivel de G/T(G) e que

T(G/T(G)) = T(R/T(R)) = 1,

onde 1 € o grupo trivial. Além disso, o radical nilpotente de G/T(G) é simplesmente

cConexo.

Demonstracao: Como T(G) = T(R), pela Proposicao 3.2.2, temos que R/T(R) é

um subgrupo conexo normal e solivel de G/T(G) e que
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é semissimples. Pela Proposigao 3.1.8, temos que R/T(R) é o radical soluvel de
G/T(G). Considerando o homorfismo canénico 7 : R — R/T(R). Temos que
“YT(R/T(R))) = S é subgrupo de Lie compacto conexo e soliivel, que pela
Proposigao 3.2.4 é um toro.
Como T(R/T(R)) é um subgrupo normal, temos que 7! (T'(R/T(R))) também
é normal. Agora, pelo Lema 3.2.1, temos que 7! (T'(R/T(R))) C Z(R), e entao
temos que 7! (T'(R/T(R))) C T(R), o que implica que T(R/T(R)) é trivial. Pela
Proposicao 3.2.2 temos T(G/T(G)) = T(R/T(R)) = 1. Temos que um subgrupo
H é nilpotente se, e somente se, H/T(N) = H/T(G) é nilpotente (Proposicao 5.2.3
(ii) de [11]). Logo N/T(N) é o subgrupo nilpotente maximal de G/T(G) e pela

Proposicao 3.2.3 obtemos que N/T'(N) é simplesmente conexo. |

3.3 Ordem finita

Nesta se¢ao, provamos o principal resultado técnico do trabalho. O Teorema 3.3.3
trata sobre um grupo de Lie conexo soltvel R e o seu radical nilpotente N. Seja
¢ um endomorfismo sobrejetor de R que induz um endomorfismo ¢ em A = R/N
(lembrando que A é um grupo de Lie abeliano conexo pelo Corolario 3.1.6) se N é
simplesmente conexo entao ¢ restrito ao toro maximal do grupo A tem ordem finita.
Este resultado sera importante, pois implicara que entre a parte soliivel e a parte
nilpotente nao haverd contribuicao para a entropia. Primeiro, precisaremos de alguns

resultados preliminares.

Proposicao 3.3.1. Seja R um grupo de Lie conexo soluvel e R o seu recobrimento
universal, seja T' o subgrupo discreto de Z(R) tal que R = R/T. Se N e N sio os
radicais nilpotentes de, respectivamente, R e E, onde N = %(N) Entao existem

1somorfismos 1 e Yy tal que o sequinte diagrama comuta
‘j/
As

onde V = E/N ¢ um espago vetorial, A = R/N, Ay = E/fﬁ, Ay = VT, com

I' = m(T), e os homorfismos T, T, ™, ™, Ty SGo respectivamente as projecoes

R R-T.

b

A<t A

canonicas.
Além disso, sejam ¢ : R — R um endomorfismo continuo sobrejetivo, ¢ : R — R

o endomorfismo induzido por ¢ em é, ¢o - V=V o endomorfismo induzido por
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5 emV,ep:A— A o endomorfismo induzido por ¢ em A, e ps : Ay — Ay 0
endomorfismo induzido por ¢y em As. Entdo py é conjugado a @ pelo isomorfismo
Yoy! eseVp é o subespaco de V gerado por T' temos que mo(Vr) = T(A3) e que

d(p2|r(a.))1 € conjugado a d(¢2|v.), pelo isomorfismo d(ma|v )1

Demonstracgao: Pela Proposicao 3.1.7 temos que V' = ﬁ/ N é um espaco vetorial
ja que ele é um grupo de Lie abeliano conexo e simplesmente conexo. Como T éum

subgrupo do centro Z (E), temos que NI' = I'N e que
ker(m o ) = ker m = ker(my o 7a),

logo podemos definir isomorfismos v e 1), de forma que o diagrama comute.

Por definicao, os isomorfismos induzidos sao tais que ¢om = T o 5 e pom =mop.
Entao temos que pomromT =moTwo 5 e, usando o diagrama comutativo, obtemos
poyom =om o<$. Com um argumento similar, temos que o019 0m = 1hy0m 0 5
Definindo ¢; : Ay — A; como o endomorfismo induzido por a em A;, temos que
1 0T :wlogge entao que oY om =Y oY 0M € Py 0y 0 M = g O (P OT.
Estes implicam que p o 1) = 1) 0 1 e que @3 01y = 15 0 1, 0 que implica que
potory =1poryop, N N ~

Pelo Teorema 3.1.1 temos que I' é invariante por ¢, como ¢ o0 Ty = Ty © @,
obtemos entao que I' = 7y (f) ¢é invariante por ¢, que é uma transformacao linear.
E entdao Vi também é invariante por ¢ e podemos considerar a restricao ¢oly;.
Como 79 © g = @9 0y, entdo d(pa|x,v1))1 € conjugado a d (¢2]v;.), pelo isomorfismo
d(m|v)1-

Agora falta mostrar que mo(Vr) é, de fato, igual a T'(A2) e concluimos que
d(@2lri))1 = d(@2|r(as))1 € conjugado a d (¢p2|vy.),. Se W é um complemento de Vi
em V', podemos definir p : Ay — mo(Vr) x W, dado por p(ma(v)) = (me(vr), w), onde
v=ovr+wcomuvr € Vp, e w € W, é um isomorfismo de grupos de Lie bem definido.

De fato, se v' = vy + w' onde v € Vi e w’ € W, temos que

v—v' el
or —vp+w—w €T CVp
vr—vp€Elew—w =0

p(ma(v)) = p(ma(v')),

como p(ma(Vr)) = T'(ma(Vr) x W), obtemos que mo(Vr) é igual a T'(Ay). |

T ¢ 00

A representacao adjunta da dlgebra g é a aplicacao dada por ad(X)Y = [X, Y],

onde X,Y € g. Quando G for um grupo de Lie linear, temos de forma mais concreta
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que ad(X)Y = [X,Y] = XY — Y X. Na dlgebra do grupo linear geral gl(n,C), ou
seja, na algegra de todas as matrizes complexas quadradas, podemos considerar a

subalgebra de Cartan b das matrizes diagonais de g. E possivel verificar que

onde E;; é uma matriz quadrada que tem 1 na posi¢ao (¢, j) da matriz e zero nas
outras posicoes. Para cada posicao (i,7) temos que o autovalor a;;(H) = h; — h;,
onde H = diag(hq, ..., h,). A transformacao linear o;; : H — C é definida como a
raiz associada a subdlgebra de Cartan b e o subespago gq,; gerado por Ej; é definido

como o espacgo da raiz associada @ oj, €

g[(nv (C) =ho Z Yo;
1,J
¢ definido como a decomposi¢cio do espago das raizes de gl(n,C) associada a b.
Lembrando que chamamos Z € gl(n,C) de semissimples em R se Z é diagona-
lizavel em C. O seguinte Lema foi proposto e demonstrado pelo professor Luiz San

Martin em comunicagao pessoal com Mauro Patrao.

Lema 3.3.2. Seja a uma subdlgebra abeliana de g = gl(n,C) cujos elementos sao
semissimples em R e seja 0 € GL(n,C) um elemento do normalizador de a. Entdo a

restricio Ad(0)|, tem ordem finita.

Demonstracgao: Pelas hipoteses podemos assumir a menos de conjugacao que a
esta contida na subdlgebra de Cartan h das matrizes diagonais de g. Considere o

centralizador de a em g dado por
3(a,9) ={X €g:[X,H| =0, para todo H € a}.

Como 6 normaliza a, obtemos que # normaliza 3(a,g). De fato, se X € 3(a,g) e

H € a, temos que
[Ad(0)X, H] = Ad(0)[X, Ad(9) ' H] = Ad(#).0 = 0,

ja que Ad(A)"'H € a. Por outro lado, pela decomposicio em espagos de raizes de g

associada a h, obtemos que

3(0,0) =b® > {ga: a(H) =0, para todo H € a},

onde «a e g, s@o raizes e espagos de raizes associados a h. De fato, h C 3(a,g) e se
a(H)=0e X € g, temos que ad(H)X = a(H)X =0, para todo H € a. Por outro
lado, se X € 3(a,g) entao para todo H € a temos [X, H] = 0 decompondo X em



3.3. Ordem finita 46

Xy €heX, € ga, temos X = Xy+>. X,. Eentao [X, H| = [ Xy, H|+Y_ [ Xa, H| =
Y oo(a(H)X,) = 0 se, e somente se, a(H) = 0, para todo H € a.

A decomposigao anterior implica que 3(a,g) depende de a, especificamente de
quais @ = 0 em a, isto é, de quais autovalores sao iguais. Logo 3(a,g) é dado por

matrizes com a seguinte decomposicao por blocos na diagonal

X4

Xk

onde X7, ..., X} sdo matrizes quadradas. Como # normaliza 3(a, g), isto implica que
6 normaliza o seu centro 3(3(a, g)), que pelo Lema de Schur (Exercicio 13.1.4 de [11])

¢ dado pelas matrizes diagonais da forma

211

2l

onde Iy,...,I; sao as matrizes identidade e zq,...,z; € C. O normalizador de
3(3(a,g)) é gerado por matrizes com a mesma estrutura de blocos e por matrizes
que permutam blocos de mesmo tamanho, se eles existem. De fato, escolhendo uma
matriz X € 3(3(a,g)) em que todos os z; sdo diferentes entre si, temos entao que X
forma uma acao natural em R"™ onde cada z; é um autovalor correspondente a um
autoespaco distinto com dimensao igual ao tamanho da matriz correspondente. Se
Y normaliza 3(3(a, g)) entdao Y XY ! € 3(3(a, g)) corresponde a uma “mudanga de
base” por Y, ou seja, uma matriz com autoespacos de mesmas dimensoes que X.
Agora, toda matriz em 3(3(a, g)) tem autoespagos V; = {e;,, ..., e, }, onde e;; sdo os
elementos da base canonica. Desta forma, a conjugacgao por Y é equivalente a uma
permutacao de autoespacos V;, se existem V; com a mesma dimensao, vezes uma
matriz que fixa todos estes espacos, ou seja, uma matriz com a mesma decomposicao
de blocos de 3(a, g).

Entao a restrigdo de Ad(f) a 3(3(a, g)) tem ordem finita, ja que matrizes com esta
mesma estrutura de blocos centralizam 3(3(a, g)) e matrizes que permutam blocos de
mesmo tamanho tem ordem finita. Como a estd contida em 3(3(a, g)), temos entao

que a restrigao Ad(f)|, tem ordem finita. |

O préximo Teorema é o principal resultado técnico do capitulo.

Teorema 3.3.3. Seja R um grupo de Lie conexo e soluvel, ¢ : R — R um endo-

morfismo continuo e sobrejetivo, N o radical nilpotente de R e ¢ o endomorfismo
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induzido por ¢ em A= R/N. Se N € simplesmente conexo, entdo p|ray tem ordem
finita.

Demonstragao: Pela Proposicao 3.3.1 e usando a sua notacao, temos que d(¢|ra))1
é conjugado a d(p2|r(a,))1, que é conjugado a d (¢p2|v;.),. Entdo é suficiente mostrar
que d (P2l ), tem ordem finita.

Como o homomorfismo 7|5 : N — N é um recobrimento e N é simplesmente
conexo, entdo 7|z é um isomorfismo. Isto implica que ker (7|5) = NNT = {1}
e, por outro lado, que Tz : [ — T também é um isomorfismo, pois ker (772|f) =
NNT = {1}. Como I' é um subgrupo discreto do espaco de vetorial V = R/N, entdo
existe um conjunto linearmente independente {vy, ..., v} tal que I' = Zv; @ - - - G Zuy,,
o que implica que {vy,...,vx} é uma base de V. Pelo item (ii) do Teorema 3.1.13,
fixando uma subalgebra maximal abeliana compactamente mergulhada b da algebra

de Lie t de E, temos que

Z(}N%) = exp{X € b : 0 espectro de ad(X) C 2miZ},

e temos pelo item (iii) do Teorema 3.1.13 que para X € t temos que exp(X) € Z(R)
se, e somente se, ad(X) é semissimples em t e o espectro de ad(X) é um subconjunto
de 2miZ. Como I é um subgrupo de Z(ﬁ), entao existem {Xi,..., Xz} C b tal que
mo(exp(X;)) = v;, para todo i € {1,...,k}. Se bhr é o subespaco de h gerado por
{X1,..., X}, entao ﬁr = exp(bhr) é um subgrupo conexo de R. Como T é gerado por
{vi,..., v} e WMol é um isomorfismo, entao T 6 gerado por {exp(X1),...,exp(Xz)}.
Temos que I c ﬁp e entao que I' C o (ﬁp), o que implica que Vp C 7o (?Ip), ja que

T (}NIF) ¢é subespaco de V. Por outro lado, temos que
dim (%,(Hr) ) < dim (Hr) < k = dim (V7),
mostrando que 7o i ﬁp — Vr é um isomorfismo, o que implica que
ker (%ﬂﬁ,r) = NNy = {1},

Como ¢ 0 Ty = Ty 0 ¢ e Vi é invariante por ¢o, temos que Hr N é invariante por ¢ e

entao podemos considerar o seguinte diagrama comutativo

~ ~ PN~ ~

HrN — HprN

| |-

Vi Vi

d2|vp
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como Hr NN = {1}, temos que hr Nn = {0}, onde n é a dlgebra de Lie de N. Como
n contém a algebra derivada de v (Proposigao 3.1.6), entao hr @ n é uma subdlgebra,
e de fato, um ideal.

Temos também que hr estd compactamente mergulhado em hr @ n. De fato,
para todo X € hr, temos que ad(X) é semissimples e o espectro esta contido em
iR, ja que a base {Xj,..., Xx} de hr gera uma subdlgebra abeliana e o espectro de
ad(X;) C 2miZ para todo j = 1,....;k. O mesmo entao também é verdade para a
restri¢ao ad(X)|p.en, demonstrando a afirmagao. Agora, note que como o espectro
de ad(X) esté contido em iR entéo o fecho do grupo gerado pelas exponenciais de
ad(X) é mergulhado compacto. De fato, como as matrizes exp(adX) € gl(k, C) sao
simultaneamente diagonalizaveis, temos que, apés uma mudanga de base, todos os
seus elementos tem forma exp D, onde D é uma matriz diagonal de autovalores em
iR e entao || exp D|| = 1. Podemos também considerar a restri¢ao ad(X)[s. =0 e a
restrigao ad(X)|, que também é semissimples e cujo espectro estd contido em iR.

Seja /b\ uma subalgebra maximal abeliana compactamente mergulhada de hr & n
contendo hr. Como 5(1%&) C ]:lp]v, entao d% (br ®n) = hr & n. Pelo item (i) do
Teorema 3.1.13, temos que dggl/f)\ ¢ uma subdlgebra maximal abeliana compactamente
mergulhada de hr & n. Também temos, pelo item (i) do Teorema 3.1.13, que existe
um automorfismo interno QZ de br @ n tal que @dala = H Pelo diagrama comutativo

anterior, temos que
A(7); 0d (Slgy ), = d(dolvi)y 0 d (7o),

Por outro lado, temos que d (72), © b=d (m2),. De fato, temos que ¥ é o limite de
produtos ¢2d1) ... 20 onde V7,....Y; € hr @ n e, para todo Y € hr & n, temos
que d (72), 0 ) = d(7y),, pois d(T2),[» = 0 e ad(Y) (hr & n) C n. Fazendo

-~

i
d=1vod <$lﬁrﬁ)1’ temos a(n) =ne a(f)) = b entdo

d(R), 06 = d(@)odod(dlgy)

= d(ﬁ)lod(@mﬁ)l
= d(¢2), 0 d(T2), .

Também temos que 6 =br & (6(1 n), de fato, se Z € H, entao Z = X +Y, com
X6f)peYEn,eentéoY:Z—XealogoYEHﬂn.

Além disso, temos que Eﬂn =3(br®n), onde 3 (hr ®n) é o centro de hr & n. De
fato, temos que 3 (hr ®n) C E, ja que H ¢ a subdlgebra maximal abeliana compacta
mergulhada de hr @ n. Temos também que 3 (hr & n) C n, pois 3 (hr & n) é abeliano
e também ideal de v. De fato, se Z € 3(hr & n), X € ¢, e Y € hr & n como [Y, X]
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esta em v/ C n, temos que
Y [X, Z]| = [[Y, X]. Z] + [X,[Y, Z]} = O

e temos [X, Z] € 3 (hr ®n) e 3 (hr ® n) é um ideal. Logo 3 (hr ® n) estd contido em
neembeentdo;(hr &n) C hNn.

Por outro lado, se Y € Eﬂ n, temos que ad(Y)[s. = 0 e que ad(Y')|, é nilpotente,
o que implica que ad(Y')|p.en ¢ nilpotente. Logo o espectro de ad(Y)|gran ¢ zero
e entao o espectro estd contido em 2miZ. Pelo item (ii) do Teorema 3.1.13 temos
que exp(Y') estd no centro do subgrupo conexo gerado por hr @ n. Além disso, pelo
item (iii) do Teorema 3.1.13 temos que ad(Y)|p.qn € semissimples. Como ad(Y")|p.an
também ¢é nilpotente, isto implica que ad(Y)|p.en = 0, mostrando que Y € 3 (hr @ n).

Agora se P : 6 — br é a projecao linear associada a decomposicao
h=bhro (6““) =br®j;(hron).
Temos que d(72), |y © P = d(72), [5, pois d(72); [« = 0 e Ply. = Id. Fazendo
T=Po $|hr :br — br, temos entao que
d(To)y lop 0T = d(T2)y |p © P o @ly,
= d(7); ly o oy
= d(g2lw); 0 d(m); [y
Como %2|I;,F : ﬁp — Vp é um isomorfismo, temos que d (¢2|y;.), é conjugada a
T e entao é suficiente mostrar que T tem ordem finita. Agora, considerando o
homomorfismo p : hr — gl(n), dado por p(X) = ad(X)|,, temos que T' é conjugado
a Ad(0) restrito a subélgebra a, onde 6 = $|n e a ¢ a imagem de p. De fato, temos
que Ad(@)op=poT, poisse X € hr e Y € n temos
(Ad(#) 0 p) (X)Y = 0(p(X))o~"
[X,07Y]
= 9[X,07Y]
— [6x,007Y]
= [ox,v],
pois aa =he 0( ) = $| (n) = n. Agora, como h=br @ 3 (br & n), temos que
[ Y] [ Y} — [T'X,Y] entio

[QZX, Y} — [TX,Y]

= p(TX)Y
= (poT)(X)Y.
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Falta mostrar que p é um isomorfismo. De fato, se p(X) = ad(X)|, = 0, entao
X € 3(br & n), ja que X € br, o que implica que X = 0, pois br N3 (hr & n) = 0.
Entao T e Ad(0) restrito a a sdo conjugados. Temos que cada ad(X)|, € a é semis-
simples e que 6 normaliza a pois (Ad(f) o p) (X) = p(TX) e TX € hr. Entao pelo

Lema 3.3.2, Ad(#) tem ordem finita e demonstramos o Teorema. [



Capitulo 4

Entropia de Endomorfismos

4.1 Medidas ¢-homogéneas

As medidas ¢-homogéneas tém a vantagem de facilitar a andlise de espacos nao-
compactos e, de fato, com elas determinamos a entropia de Dinaburg-Bowen de
endomorfismos em grupos de Lie quaisquer no Teorema 4.2.7 da préxima secao. Pelo
Principio Variacional 2.6.1, temos que a entropia de Dinaburg-Bowen é apenas um
limitante superior da entropia topoldgica e, de fato, para achar a entropia topolégica
é necessario se restringir ao toro maximal do centro do grupo. De forma mais precisa,
o Teorema 4.4.2 permite o calculo exato da entropia topoldgica em qualquer caso.
Para obter este resultado, na se¢ao 4.3, estudamos pares de Li-Yorke em grupos de
Lie para demonstrar a auséncia de pares de Li-Yorke em certos quocientes de grupos
de Lie.

Definicao 4.1.1. Uma medida de Borel p em X € dita ¢p-homogénea se satisfaz as
sequintes condicoes:

(1) W(K) < oo para todo K compacto.

(ii) p(K) > 0 para algum K compacto.

(111) Para todo € > 0 ezistem numeros positivos § e ¢ tais que

(B3 (y,0)) < c.u(By(w,€)),

para todos x, y € X en € N.

Note que agora nao exigimos que a medida p seja ¢-invariante mas apenas algumas
condicoes “fracas” para p e uma condicao de “uniformidade” da p com relagao a ¢.
A medida de Lebesgue em R™ com relagao a uma isometria ¢, por exemplo, é
¢-homogeénea. De forma mais geral, a medida de Lebesgue em R™ é ¢-homogeénea

sempre que ¢ ¢ uma transformagao uniformemente continua.

51
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A partir de uma medida ¢-homogénea, definimos k(pu, ¢) como

1
k(pt, @) := lim lim sup —— log p(B,(y, €)).
n

=0 pooo

Proposicao 4.1.2. Se u € ¢p-homogénea a quantidade k(p, @) ndo depende do ponto

y escolhido no limite.

Demonstragao: De fato, se x é outro ponto de X, entao pela condicao (iii) dado

e > 0, existem ¢y, ¢o, 07 € 05 com 0y < 07 < € tais que para todo n € N vale

C2-1(Bn(y, 02)) < cr.p(Bn(x,61)) < p(Bn(y,€))

e logo

1 1
lim sup - log (B, (y,€)) < limsup - log (B, (x,61))

n—oo n—oo

1
S lim sup —E log M(Bn(ya 52))

n—oo

Assim, tomando € — 0, temos

1 1
lim lim sup —— log (B (z, €)) = lim lim sup —— log (B, (y, €)),
n

e—=0 5 oo n =0 pooo

como queriamos demonstrar. [ |

Proposicao 4.1.3. Se ¢ : X — X € uma transformagao uniformemente continua
e i € uma medida ¢-homogénea em X entao hqy(¢p) = k(p, ¢). Se além disso, X é
compacto, ;(X) =1 e p € ¢-invariante entio h,(¢) = k(u, @) e em particular ji €

uma medida de entropia mdzrima.

Demonstragao: Seja K compacto e U uma vizinhanga de K com p(U) < 0o que
existe pois X é localmente compacto e medidas de compactos sao finitas.

Seja € > 0 tal que B(K,e) C U. Se E C K é um conjunto (n,e€)-separado
entao (J
1(By(y,0)) < c.u(Bn(z, 3€)) para quaisquer z, y € X e n € N, entao

ver BE(x, 3€) ¢ uma unido disjunta contida em U. Tome 0 e ¢ > 0 tais que

#(Bn(y,0))-sn(€, K) < c.pu( Bn(w,€/2)).5n(€, K) < c.u(U),

assim

: 1 . 1 c.u(U)
limsup — log s, (¢, K) < limsup —log ————

1
< limsup - log (B (y,9)),

n—oo
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logo pelas defini¢oes temos, hq(¢p, K) < k(u, ¢).

Por outro lado, seja K um compacto com pu(K) > 0. Se F' é um conjunto
(n,d)-gerador de K entao K C (J,cp Bn(2,25). Dado € > 0, tome § e c tais que
p(Bp(x,20)) < c.u(Byn(y,€)) para z, y € X e n € N. Assim temos

By, €)).mn(0, K) = pu(Bn(,20)).r (0, K) = p(K)

e do mesmo modo feito anteriormente, tomando limites superiores e logaritmos,
obtemos que hy(p, K) > k(u, ¢). E concluimos que hy(¢, K) = k(u, ¢).

Para provar a segunda parte da Proposicao temos agora, por hipdtese, que X
é compacto, u é ¢-invariante e que u é ¢p-homogénea entao pelo resultado anterior
temos que hy(¢) = k(u, ¢). Pelo Principio Variacional 2.6.1 temos que h,(¢) < hq(¢)
logo h,(¢) < k(p, ¢).

Dado € > 0, tome 0 > 0 e ¢ tais que u(B,(x,0)) < c.u(B,(y,€)), para todos
z,y € X en € N. Seja A = {A4;,..., A} uma parti¢do mensurdvel de X com
diam(A4;) < § para todo i.

Os conjuntos A" = AV ¢ AV ...V ¢~ "D A sdo da forma A; := A(ig, ..., 0n_1) =
NrZs o "(Ay,). Se x € Aj, entdo A; C B, (x,0) e assim

1(Ar) < p(Bn(x,0)) < c.u(Bn(y, €)),

para todo I. Para y fixo temos entao

Hu(An):— Z p(Ar)log u(Ar)

I=ig,..., in—1

> = u(Ap).log (c.u(Bu(y, €))) = —log (c.p( Ba(y, €)))

e assim ) )
hu(¢, A) = le EH“(AH) > lim sup—glog w(Bn(y,€)).
Fazendo € — 0 obtemos h,(¢) > k(i, ¢) = hq(¢). [

4.2 Formula de Bowen

Seja ¢ um endomorfismo do grupo de Lie G, ou seja, ¢ : G — G é um homomorfismo.
Sobre grupos topologicos localmente compactos é sempre possivel construir uma
medida invariante sobre a multiplicacao a direita do grupo. A menos de uma
constante esta medida ¢ Unica e é chamada de medida de Haar invariante a direita.
De forma andloga, também ha uma medida de Haar invariante por multiplicacao a

esquerda do grupo.
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Proposicao 4.2.1. Seja G um grupo localmente compacto com distancia invariante
a direita d e seja ¢ : G — G um endomorfismo. Entao a medida de Haar invariante

a direita em G € ¢p-homogeénea.

Demonstracgao: Sendo 4 a medida de Haar invariante a direita, é suficiente mostrar

que B¢(z,€) = B®(1,¢).x para qualquer x € X pois assim temos que

(B2 (x,€)) = n(BE(y,€)),

para todo z, y € X e n € N. Pelo Lema 2.5.1 temos

n—1
By(x,¢) = () 6 *(B(¢" (), €)),
k=0
entao basta mostrar que

0~ (B(¢"(2),¢) = 97M(B(1,¢)).,

para qualquer £ € N. Por inducao, para k = 0 a igualdade anterior vale pois d é

invariante a direita. Agora,

¢~V (B(@* (@), 6)) = ¢ (07 (B(¢"(6(2)),€)))

e pela hipdtese de inducao temos que o termo da direita é

=¢ ' (7 (B(1,¢€)) .0(x)) -

Agora, temos que ¢! (C.¢(x)) = ¢~(C).z para qualquer conjunto C, de fato,

y € ¢~ (C.o(x)) é(y) € C.¢(x)
¢(y).¢(z)~ € C
dy.x~) e C
ya~te ¢ (O)

yeo HO).x

S R

e concluimos que

o7t (07" (B(L ) 0(x)) = o *I(B(L,€)) .z,

como queriamos demonstrar. [ |
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Proposicao 4.2.2. Sejam N e M wvariedades diferencidveis e sejam ¢ : N — N,
v:M— M em: N — M aplicacées diferencidveis que comutam (mo ¢ =1 o).
Considere py uma medida diferenciavel em N que é ¢p-homogénea com relagao a
distancia dy e seja pp uma medida diferencidvel em M que € Y-homogénea com
relacao a distancia dyy.

Se ¢(x) = x e se m é um difeomorfismo local numa vizinhanc¢a U de x entdo
temos k(un, ) = k(par, ¥).

Demonstragao: Seja U; C U uma vizinhanca de x tal que ¢(U;) C U, U, é
compacto, U; C U e 7 é difeomorfismo em U. Considere ¢ tal que B(z,¢) C U; e a.
e b, tais que

B(n(x),a) C m(B(z,€)) C B(m(z),b.).

Logo

Y (B(n (@), ar)) € 7w (B(x,€))) € ¢~ (B(m(2),bc)),
para k = 0,..,n — 1. Agora, como ¢(x) = =z, temos ¢(m(z)) = w(z). Como
mo¢? =yFom, temos que v Fom = 1o d ¥ Assim, podemos reescrever estes

conjuntos como

VB (r(2)), ar)) € (¢~ (B(¢"(2),€))) C UM (BW (n(x)), be)),

para k = 0,...,n — 1. Como 7(NA;) C N(w(A;)), fazendo a intersecao para todo k
em (¢ F(B(¢*(2),¢€))) C v *(B(*(n(z)),b.)) e usando o Lema 2.5.1 obtemos

n(By(z,€)) C By(m(x),be).
Para obter o “outro lado” desta relagao considere z € BY(m(x), ac), ou seja,
z € ¥~ (B(n(z),a.)),

para k = 0,...,n — 1. Em particular, z € B(w(x),a.) e entao z € 7w(B(z,¢€)) logo
z =7(y) onde y € B(x,¢). Vamos agora mostrar por indugao que y € ¢ *(B(z,¢€))

para k =0,...,n — 1. Para k = 0 ja estd verificado, como
2 =m(y) € Y~H(B(n(2),a.)),
para k = 0,...,n — 1 entao
(6" (y)) = ¢*(r(y)) € B((x), ac) C w(B(x,¢))

e m(¢*(y)) € m(B(z,¢€)); para k = 0,....,n — 1. Agora por indugio, temos ¢*(y) €
B(z,¢€) e entdao ¢" 1 (y) € ¢(B(z,€)) C ¢(U;) C U. Como 7 é bijetora em U e
7(¢*(y)) € m(B(x,€)) temos que

" (y) € B(w,e),
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para k = 0,...,n — 2; e concluimos a indugdo. Entdao ¢*(y) € B(z, ¢) para
k=0,..,n—1ley e ¢ *(B(x,e))parak =0,...,n—1; ouseja, y € ﬂz;é ¢ *(B(x,¢))

n—1
c=ry) en (ﬂ 6 ~*(Bla, e>>) — (BY(x.€)).
k=0
Usando agora o Lema 2.5.1 e juntando com a relacao ja demonstrada obtemos
By (n(x),ac) C m(B(x,€)) C By(m(x), be).

Como py e pps sao medidas diferenciaveis, m é um difeomorfismo em U e Uy C U

é compacto, entao existem constantes C e Cs tais que para todo conjunto mensuravel
E C U; vale

Crpu(n(E)) < pun(E) < Co.punr(m(E)).

Assim temos que,

Crpaa (B (n(2), ac)) < Cropna (B (x, €)))
< un(By ()
< Co-pna (m(By(
< Copna (B (m(

z,€)))
), be))

e entao

1 1
lim sup —— IOg :U’M(B;ﬁ}(ﬂ«m)’ ae)) > lim sup —— lOg :uN<BgL)(x7 6))
n

n—00 n n—00

1
> lim sup _ﬁ IOg NM(B;L{)(W(I)’ be))

n—oo

Tomando € — 0 concluimos a Proposigao. [ |

Proposicao 4.2.3. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m determinada
por uma distancia Riemanniana d e seja f : M — M uma transformacao diferencidvel

entao
ha(f) < méx {0>m-10g(811]\£; df|zarll)}-
e

Demonstracao: Seja a = sup,¢,, ||[df|r,a]]- Suponha a < oo (0 caso a = oo é ime-
diato). Se a < 1, pela desigualdade do valor médio, temos que d(f(x), f(y)) < d(z,y)
e entao f nao expande distancias, implicando que os conjuntos (1, €)-geradores sao
(n, €)-geradores para todo n € N e assim, hy(f) = 0.

Suponha entao que 1 < a < oco. Seja K C M compacto e ¢ > 0. Considere

| l» & norma do maximo em R" e B(0,7) a bola em R" nesta norma. Escolha
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agora sistemas de coordenadas @1, ..., : B(0,1/2) — M em M de forma que

K cU_, ¢i((B(0,1/2)). Tome c tal que d(p;i(p), ¢i(q)) < c.||p — ¢l para todos p,
g€ B(0,1/2) el <i<r.
Agora, para cada d € (0,1), seja

Entao #E(6) < (5 +1)™ < (3)™ e qualquer ponto de B(0,1/2) estd a uma
distancia < § de algum ponto de E(J).

O conjunto F(6) = Uj_, ¢;j(E(9)) é (n,a".c.0)-gerador de K. De fato, seja
r = ;(p) € K com p € B(0,1/2) e considere ¢ € E(J) tal que |[p — ¢|| < . Ponha
y = pi(q) € F(J). Se 0 < k < n entao

d(f*(x), f*(y)) < d*.d(x,y)
< a".d(pi(p), pi(q))
=a".c.|p—q|
< a".c.d.

a’.c

Agora, dado € > 0, escolha ¢ tal que 5= assim
€

role, K) < A E(5) < 7. (%)m ) (Q“H'C)m.

€

Logo passando log e limites obtemos hy(f) < m.loga, como querfamos demonstrar. Wl

Corolario 4.2.4. Seja T : R™ — R™ uma transformacao linear e A o autovalor de
maior modulo. Entao

hqa(T) < max {0, m.log|\|}.
Demonstragao: Pela item (a) da Proposi¢ao 2.5.6 temos que hy(T) = Lha(T™)

pelo Proposicao anterior 4.2.3 temos que
1 1
“hg(T™) < ~méx {0, m.log | T"||} = méx {0, m.log || T }.
n n

e como limy, o ||77]|% = |A| (Pela Férmula de Gelfand pg. 195 de [17]), entdo temos
ha(T) < max {0, m.log|Al}. |

Proposigao 4.2.5. Seja T : R™ — R™ wuma transformacao linear e Ay, ..., \,, seus
autovalores (possivelmente repetidos). Entdo
ha(T) = 3 log |l
[Ai|>1

onde d € a distancia euclidiana em R™.
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Demonstragao: Pela decomposicao de Jordan do operador 7', conseguimos uma
decomposicao R™ = E) x ... X Ej, onde cada E; ¢ invariante por 1" e cada T} = T'|g,
tem autovalores com moédulo «;. Entao podemos escrever T' =T x ... x T}.

Assim pelo item (b) da Proposi¢ao 2.5.6 temos que hy(T") < Zk ha(T5).

Pelo Corolério 4.2.4 anterior temos hy(7;) < max {0, dim E;.log a;}, e entao

T) < Z log [y
[Ai|>1
Para a outra desigualdade, considere o subespaco V' de R™ formado pelo produto
dos subespacos E; tais que o;j > 1 e p a medida de Lebesgue em V. Pela Proposicao

4.2.1 a distancia euclidiana é T-homogénea e entao pela Proposicao 4.1.3 temos que

ha(T|v) = k(u, T|v). Mas como Bﬂvl(o €) C (T|y)™(B(0,¢)), logo

u(B,0.9) < u((Th) (B0, )
= pu(B(0,€)). [det(T|y) "]
_ 1(B(0,¢))
|det T'|y|™"
Entao
1
k(u,T|y) = hmhmsup——logp( (Y, €))
n—00 n
> hmhmsup——log i(B(0,€)) = log |det T'|y|
=0 phee M |det T'|y/|" ’
e assim,

ha(T) = ha(T|v) = k(i T|v) > log |det T|y| = ) log|Ai.

[Ail>1

Na Proposigao a seguir usaremos a definicao de medida diferenciavel como na
Defini¢ao 5.1.1 na pag. 184 de [14], ou seja, uma medida ¢é diferenciavel em uma

variedade se ela é a integral de uma funcao densidade diferenciavel na variedade.

Corolario 4.2.6. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Considere
¢ : G — G um endomorfismo e doy : g — g o homomorfismo na sua dlgebra dado
pelo diferencial de ¢ na identidade. Se d € uma distancia invariante a direita em G

e| | € a distancia induzida pela norma euclidiana no espago vetorial entao

ha(¢) = hy(dér).



4.3. Pares de Li-Yorke em grupos de Lie 59

Demonstracgao: Pela Proposicao 4.2.1 a medida de Haar g em G é ¢-homogeénea
com relacao a métrica invariante a direita d em G, e a medida usual de Lebesgue 1,
em g é dp;-homogeénea com relagao a qualquer norma em g. A aplicagao exponencial
exp : g — G é um difeomorfismo local numa vizinhanca de 0 € g e satisfaz ¢ o
exp = expod¢; (Proposicao 9.2.10 de [11]). Logo, da Proposi¢ao 4.2.2, temos
k(u,d) = k(ur,der) e da Proposi¢ao 4.1.3 temos

como queriamos demonstrar. [ |

Demonstramos entao a férmula para a entropia de Dinaburg-Bowen (hy(¢)) de

um endomorfismo ¢ : G — G para qualquer grupo de Lie G.

Coroldrio 4.2.7. (Férmula de Bowen). Seja G grupo de Lie, ¢ : G — G um
endomorfismo e d¢y : g — g um homomorfismo com autovalores Ay, ..., Ay, contando

com multiplicidade. Se d € uma distancia invariante a direita em G entdao

ha(9) = ) log |\l

[Ai|>1

Demonstragao: Pelo Corolario 4.2.6 e a Proposicao 4.2.5 temos

ha(¢) = hy(dgr) = ) log|Ail.

[Ai]>1

4.3 Pares de Li-Yorke em grupos de Lie

Nesta secao, provamos alguns resultados tteis sobre a existéncia ou nao-existéncia
de pares de Li-Yorke.

O principal resultado desta secao sera que, se o toro maximal do centro de um
grupo de Lie é trivial e a restricao de um endomorfismo para a componente conexa da
identidade é sobrejetiva, entao existe uma poténcia positiva deste endomorfismo que
nao tem nenhum par de Li-Yorke (Corolario 4.3.6). Comegaremos com um resultado
sobre pares de Li-Yorke em grupos lineares e em grupos discretos e a seguir veremos

a relacao entre quocientes de grupos de Lie e pares de Li-Yorke.

Proposicao 4.3.1. Se T' é uma transformacao linear T : R™ — R™ entao T' nao

tem par de Li-Yorke.
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Demonstragao: Vamos demonstrar por absurdo, seja (a,b) € R™ x R™ com a # b
um par de Li-Yorke. Entao existe ny — oo tal que (77 (a), 7™ (b)) — (a,b) e
também existe n; — oo tal que (7™ (a), T (b)) — (c,c). Pela linearidade de T" temos
que T™(a —b) - a—beT"(a—b) — c—c =0 fazendo a — b = x # 0 temos
T (x) = x e T™(x) — 0.

Seja R™ = F; x Fy x F3 onde E;, Fy e E3 sao respectivamente os autoespacos
maximais de 7" com autovalores de médulo menor que 1, igual a 1 e maior que 1.
Seja x = (x1, 79, x3) € R™ com x; € E;, para qualquer z; temos que T™ (1) — 0
quando k — oo entao z; = 0. Para z3 # 0 temos que T"(z3) — oo quando n — 0o
entao temos x3 = 0.

Como temos que T™(x3) — 0 quando | — oo, basta mostrar que x5 = 0. De
fato, se 3 = (y1, ..., ya) podemos supor que T'|g, é uma matriz triangular superior
com autovalores Aq, ..., Ay de médulo 1. Como T™(yy, ...,yq) — 0, da tltima para a

primeira coordenada, temos:

)\dnl Yd — 0

A1 Y1+ (¥).yg — 0

Alnlyl + (*)yg + ...+ (*)yd — 0.

r m rm i m modu m g = m su a
Agora, como todos os termos \;"! te 6dulo 1 obtemos 0, e em sucessao,
Yg—1 =0, ..., e y1 = 0 obtendo x5 = 0, como queriamos. Concluindo, temos que

a—b=x=0e¢a=0bo que é contradigdo com a # b. [ |

Note que, a Proposigao anterior implica pelo Teorema 2.8.10 que as transformacoes

lineares em R™ tem entropia topoldgica zero.

Proposicao 4.3.2. Se ¢ : G — G é um endomorfismo e G é um grupo discreto

entao ¢ nao tem par de Li-Yorke, e além disso, pela Proposi¢ao 2.8.10 temos que

h(¢) =0

Demonstragao: Vamos demonstrar por absurdo, seja (a,b) € G x G com a # b um

par de Li-Yorke. Entao existe uma subsequéncia n; — oo tal que
(9" (a), ™ (b)) — (¢, c) para c € G,

como G ¢ discreto temos que existe k € N tal que (¢ (a), 9™ (b)) = (¢, ¢) para todo
i >k e entao (¢"(a), ™ (b)) = (¢, c) para todo n > ng. Logo nao existe subsequéncia

n; — oo tal que (¢"(a), ™ (b)) — (a,b) e (a,b) ndo é par de Li-Yorke e obtemos
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uma contradigao. [ |

Agora veremos a relacao entre quocientes e pares de Li-Yorke.

Proposicao 4.3.3. Seja ¢ : G — G um endomorfismo continuo e H uwm subgrupo

fechado de um grupo de Lie G tal que ¢(H) C H. Considere o sequinte diagrama

comutativo
T | T

onde ™ é a projecao canonica e p nao tem nenhum par de Li-Yorke. Entao ¢ tem

um par de Li-Yorke se, e somente se, ¢|y tem um par de Li-Yorke.

Demonstragao: Como H C G se ¢|y tem um par de Li-Yorke, entdo ¢ também
tem um par de Li-Yorke. Agora suponha que ¢|y nao tem nenhum par de Li-Yorke.

Sejam a, b, c € G' e subsequéncias n; — oo e ny — oo tal que

(9" (a), o™ (b)) = (a,b) e (¢™(a),¢" (b)) = (c,¢).

Aplicando 7 nestas equagoes e usando o diagrama comutativo temos que

(@™ (m(a)), " (w(b))) = (m(a), (b))
e que
(@™ (m(a)), " (m(b))) = (m(c), m(c)).

Como ¢ nao tem pares de Li-Yorke, entao temos m(a) = 7(b). Logo a = bh para

algum h € H e h = b~ 'a, e temos

¢"(h) = ¢"(b"")¢"(a)
= ()" (a)
— bla
= h.

Note que de fato, ¢™(b~') = ¢™(b)~!, pois ¢™(b~1)p™ (b) = ¢™ (1) = 1.
Por outro lado, considerando a distancia invariante pela esquerda em G, temos

que

d(¢™(h),1) = d(¢™(b)¢"™(h),¢"* (b))
= d(¢™(a), 9" (b))
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Entao obtemos

(@™ (h), " (1) = (h,1) e (¢"™(h),¢" (1)) = (1, 1).

Como ¢|g nao tem par de Li-Yorke, temos h = 1, mostrando que ¢ nao tem par de
Li-Yorke. [ |

O seguinte resultado reduz o problema da nao existéncia de pares de Li-Yorke do
endomorfismo a mostrar a nao existéncia de pares de Li-Yorke apenas no seu radical

soluavel.

Proposicao 4.3.4. Seja G um grupo de Lie, ¢ : G — G um endomorfismo continuo
tal que ¢(Gy) = Gy e R um radical solivel de Gy. Se ¢|r nao tem par de Li-Yorke,

entao @" nao tem par de Li-Yorke para algum n > 0.

Demonstracao: Como ¢(R) C R, podemos considerar o seguinte diagrama comu-
tativo

l
Go—2% Gy

S—F=>5
onde S = Gy/R é um grupo de Lie semissimples, m é a projecao canonica e ¢ é o
endomorfismo induzido por ¢ em S. Como ¢(Gy) = Gy, obtemos ¢(S) =S, o que
implica que p(Z(S)) C Z(S), onde Z(S) é o centro de S. Podemos entdo considerar

o seguinte diagrama comutativo

S ‘ S
Pj jﬂ
S/2(5) —;= S/ Z(5)

onde p é a projegao canodnica e 1 é o endomorfismo induzido por ¢ em S/Z(S). Como
S/Z(S) é isomorfo ao grupo do adjunto de S, ele é entdo um grupo de Lie semissimples
linear. Entao temos que " é conjugado a restricao de uma transformacao linear
para algum n > 0 (veja a Proposi¢ao 3.1.10) e entdo pela Proposigao 4.3.1 ¢ nao
tem par de Li-Yorke. Como Z(S) é discreto, pela Proposicao 4.3.2, temos que ¢"|z(s)
nao tem par de Li-Yorke. Pela Proposicao 4.3.3, obtemos que (™ nao tem par de
Li-Yorke. Como, por hipdtese, ¢|g ndo tem par de Li-Yorke, ¢"|r também néo tem
par de Li-Yorke. Obtemos agora da Proposicao 4.3.3 que ¢"|g, nao tem par de

Li-Yorke. Finalmente, como ¢(Gy) = Gg, podemos considerar o seguinte diagrama
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comutativo
T | T
G/GU _’Y) G/GO

onde C'= G/Gy é o grupo das componentes conexas de GG, onde agora 7 é a projegao
canonica e v é o endomorfismo induzido por ¢ em C'. Como C' é um grupo discreto,
temos que 7y néo tem par de Li-Yorke (Proposi¢do 4.3.2). Entao 4™ nao tem par
Li-Yorke, como ¢"|¢, ndo tem par de Li-Yorke, pela Proposicao 4.3.3 obtemos entao

que ¢" nao tem par de Li-Yorke. [ |

O préximo resultado é uma consequéncia do resultado anterior e do principal
resultado do Capitulo 2 (Teorema 3.3.3).

Proposigao 4.3.5. Seja R um grupo solivel conexo, ¢ : R — R um endomorfismo
sobrejetivo continuo e N o radical nilpotente de R. Se N ¢é simplesmente conexo,

entao ¢ nao tem par de Li-Yorke.

Demonstragao: Como ¢(N) C N, podemos considerar o seguinte diagrama comu-

tativo
[

R——R
A — A

onde A = R/N é um grupo abeliano de Lie (Proposi¢ao 3.1.6), = é a projecao

canodnica e ¢ é o endomorfismo induzido por ¢ em A. Como N é grupo de Lie

nilpotente e simplesmente conexo, temos que ¢|y é conjugado a uma transformagao

linear (Proposigao 3.1.4) e entao pela Proposi¢ao 4.3.1 nao tem par de Li-Yorke.

Como ¢(T'(A)) C T(A), podemos considerar também o seguinte diagrama comutativo

A i A
AJT(A) —= A/T(A)

onde T'(A) é o toro maximal de A, p é a projecao canonica e ¥ é o endomorfismo in-
duzido por ¢ em A/T(A). Como A/T(A) é um grupo de Lie abeliano e simplesmente
conexo de Lie, temos que ¥ é conjugado a uma transformacao linear e portanto nao
tem par de Li-Yorke. Pelo Teorema 3.3.3, temos que ¢|7(4) tem ordem finita e entao

nao tem par de Li-Yorke. Pela Proposicao 4.3.3 ¢ nao tem par de Li-Yorke e agora
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novamente pela Proposicao 4.3.3 temos que ¢ nao tem par de Li-Yorke. [ |

Agora obtemos o principal resultado da secao que é fundamental para o calculo

da entropia topoldgica na proxima secao.

Corolario 4.3.6. Seja G um grupo de Lie e ¢ : G — G um endomorfismo continuo
tal que ¢(Go) = Gy. Se T(Gy) € trivial, entdo ¢" nao tem par de Li-Yorke para
algum n > 0.

Demonstracao: Pela Proposi¢ao 3.2.2 temos que T(R) = T(Gy) logo T(R) é
trivial e entdo R ~ R/T(R). Agora, pela Proposi¢ao 3.2.5, temos que o radical
nilpotente de R é simplesmente conexo. Como ¢(Gy) = Gy, também temos que
¢|r é um endomorfismo sobrejetivo continuo. Pela Proposigao 4.3.5, temos que ¢|g

nao tem par de Li-Yorke. E finalmente, pela Proposicao 4.3.4, obtemos o Corolario.

4.4 Entropia Topoldgica de endomorfismos

Primeiro mostraremos um Lema que serd usado logo a seguir.

Lema 4.4.1. Seja G um grupo de Lie e ¢ : G — G um endomorfismo continuo.
Existe um ndmero natural n tal que ¢ restrito a Hy = ¢"(Gy) € sobrejetivo. Em

particular, Hy € o subgrupo maximal conexo de G tal que ¢p(Hy) = Hy e

W) = h(oln)-

Demonstragao: Na Proposicao 3.1.12 vimos que se a diferencial na unidade de
¢ é a transformagao linear d¢, : g — g entao existe n € N tal que (d¢;)" " (g) =
(de1)™(g) = b e (do1)(h) = h. Também vimos que se Hy = <exph>, temos que
®(Hy) = Hy e como G é conexo ¢"(Go) = Hy = ¢(Hy), temos entdo que ¢(Hy) = Hy.
Se L é subgrupo conexo de G tal que ¢(L) = L entdao L = ¢"(L) C ¢"(Gy) = H,,
logo Hy é subgrupo conexo maximal de G tal que ¢(Hy) = Hy. Além disso, pela
Proposigao 3.1.12, temos que Hj é fechado. Definindo H = ¢™(G), como H/Hj é
discreto, temos que H também é fechado.

Para a ultima afirmacao, note que o fecho do conjunto dos pontos recorrentes
R = R_¢ estd contido em H. De fato, se x € R entdo existe uma sequéncia z; tal
que r; — = e x; € R, ou seja, x; € w(x;). Agora, como ¢"(G) = H, para todo
m > n e como H é fechado temos que w(z;) C H para todo z; € G. Entéo x; € H
e, usando novamente que H ¢ fechado, temos que z € H. Como R C H C G pela
Proposi¢ao 2.4.4 temos que h(¢|z) < h(¢|u) < h(¢) e, pelo Corolério 2.6.4, temos



4.4. FEntropia Topoldgica de endomorfismos 65

que h(¢) = h(d|w), concluimos que h(d|y) = h(¢p). |

O Teorema a seguir é o principal resultado do trabalho. Veremos que, para
calcular a entropia topoldgica de um endomorfismo continuo em grupo de Lie, basta
calcular a entropia topoldgica do endomorfismo restrito ao toro maximal do centro do
grupo G4. Como o toro é compacto, podemos aplicar a férmula de Bowen (Proposigao
4.2.7) para achar a entropia topolégica do endomorfismo restrito a este toro e obtemos
uma férmula explicita para calcular a entropia de um endomorfismo continuo de um

grupo de Lie.

Teorema 4.4.2. Seja G um grupo de Lie e ¢ : G — G um endomorfismo continuo.

Entao temos que
h(¢) =h(dlrc,))

onde Gy € o subgrupo mazimal conexo de G tal que p(Gy) = Gy, e T(Gy) € o toro
mazximal do centro Gy. Em particular, sempre existe uma probabilidade ¢-invariante

de entropia mazimal.

Demonstragao: Pelo Lema 4.4.1, existe um n > 0 tal que, Hy = ¢"(Gy), seja
H = ¢"(G) entao h(¢) = h(¢|n) e ¢(Hy) = Hy. Se definimos G4 = H, obtemos que
o subgrupo G, é o subgrupo maximal conexo tal que ¢(Gy) = G,. Entao, podemos

entao considerar o seguinte diagrama comutativo

H H
H/HOT>H/HO

onde 7 é a projegao canonica e ¢ é o endomorfismo induzido por ¢ em H/H,y. Como
7 é uma aplicacao continua, temos que 7 (R¢|H) C R,. Como H/H, é discreto,
temos que R, = P, onde P, é o conjunto dos pontos periddicos de ¢. Entao temos
que Ry, C 71 (Py), logo Ry, C 7' (P,), como P, é um conjunto fechado em
H/Hy. Entao h(¢|g) = h(¢|-—1(p,)) pela Proposicao 2.6.4. Temos também que
P, é um subgrupo de H/Hy. De fato, se z,y € P,, temos que ¢' () = x e que
2
¢ um isomorfismo. Primeiro @‘pw ¢é sobrejetor pois pontos peridédicos sao imagens

m

(y) =y, e entdo '™ (zy) = ¢ (x) '™ (y) = xy. Além disso, temos que @|p,

deles mesmos. Para mostrar que ¢|p, ¢ injetiva seja x € P, tal que ¢ (z) = 1. Como

¢! (z) = z, temos que
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como queriamos. Finalmente mostraremos que ¢|.-1(p,) ¢ uma fungao prépria, e
para isso mostraremos que o nicleo de ¢|,-1(p,) ¢ finito. Seja h € 71 (P,) tal que
¢ (h) = 1. Temos 7 (h) € P, e também que ¢ (7 (h)) = 7 (¢ (h)) = 1. Como ¢|p,
¢ um isomorfismo, temos que 7 (h) = 1, o que implica que h € Hy = G,. Entao o
niicleo de ¢|,-1(p,) ¢ finito j& que esta contido no nicleo de ¢|¢,, que é finito pelo
Lema 3.1.11 pois ¢(Gy) = G e Gy é conexo. Como ¢ (T(Gy)) C T(Gy), podemos

considerar o seguinte diagrama comutativo

Hlr—1(py)

m(P,) m(P,)

T (Pe)/T(Gy) —= 7 (P,) [T (G)

onde 7 é a projegao canénica e 1 é o endomorfismo induzido por ¢ em 7 (P,,) /T (Gy).
Temos que a componente conexa da identidade de 7~ !(P,)/T(G,) é dada por
Gy/T(G,y), que é conexa, pois Gy é conexo. Pela Proposi¢ao 3.2.5, temos que
T (Gy/T(Gy)) € trivial. Além disso, temos que ¢ (Gy/T(Gy)) = G/T(Gy), j& que
#(Gy) = G4. Entao pelo, Corolario 4.3.6, temos que 9™ nao tem par de Li-Yorke para
algum n > 0. Como ¢[,-1(p,) € prépria ¢ e Y™ sao proprias, temos entao pelo Teo-
rema 2.8.10 que h (¢¥") = 0, o que pelo Corolério 2.6.3 implica que h (¢)) = 0. Como
7 também é uma funcao prépria, pela Proposi¢ao 2.7.3 se tomamos 7 = ¢|r o)

temos que

h(¢) h(¢ln)

h (¢le1(p,))

h(@) + h (¢lre,))
h(dlr,)

h(¢),

IN

IN

onde temos a ultima desigualdade pela Proposicao 2.4.4. Obtemos entao que
h(p)=h (¢|T(G¢)). Como o toro é compacto pela Proposicao 4.1.3 sempre existe
uma medida de probabilidade ¢|r( ,)-invariante de entropia maxima, se estendermos

esta medida para todo GG concluimos o Teorema. [ |

Apresentamos agora um caso particular do Teorema anterior.

Corolario 4.4.3. Seja G um grupo be a Lie conexo e ¢ : G — G um endomorfismo

sobrejetor continuo. Entao temos que

h() =h(dlre)
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onde T(G) € o toro maximal no centro de G. Em particular, se G € simplesmente

conezo, entao h(¢p) = 0.

Demonstragao: Quando G for simplesmente conexo T'(G) é trivial logo pelo Teo-

rema anterior 4.4.2 temos h (¢|7(q)) = 0. |

Para esclarecer a relacao entre a presenca de pares de Li-Yorke e entropia positiva

temos o seguinte resultado demonstrado por Andres Koropecki em [16].

Proposicao 4.4.4. Seja T um toro e ¢ : T — T um endomorfismo sobrejetivo e
continuo. Entdo h(¢) > 0 se, e somente se, ¢™ tem um par de Li-Yorke para cada
n > 0.

Demonstragao: Pela Proposicao 2.6.3 se h(¢) > 0, entao h (¢") = nh(¢) > 0 para
cada n > 0. Entao pela Proposicao 2.8.10, ¢™ tem um par de Li-Yorke para cada
n > 0. Por outro lado, assuma que h(¢) = 0. Como T" é compacto pelo Corolario
2.6.2 temos h(T) = hq(T'). E entao pela férmula de Bowen (Corolario 4.2.7), temos
que todos os autovalores de d¢; tem valor absoluto menor ou igual a 1. Agora, como
¢ é sobrejetora temos que o determinante de d¢; é # 0 e como pela Proposicao 3.1.3
temos que o determinante é inteiro temos que o determinante tem moédulo maior ou
igual a 1. Pela férmula de Bowen temos entao que todos os autovalores tém modulo
1 e que o determinante de d¢; é igual a +1. Isso implica que ¢ é inversivel pois se
d¢y = A entao d¢;' = 2 B' € GL(n,Z), onde B = {b;;} é a matriz dos cofatores
de A.

Por inducao na dimensao, dim(7") de 7', vamos provar que existe um n > 0 tal

que ¢™ nao tem par de Li-Yorke. Se a dim(7T) = 1, entao ¢ é a identidade ou a
inversao, e obtemos o resultado. Agora assuma que dim(7") = d > 1. Pelo Corolario
do Teorema 24.5 de [8], temos que ¢ nao é ergddico. Entdo a Proposicao 24.1 de [8]
implica que A = d¢; € GL(n,Z) tem um autovalor que é raiz da unidade. Entao
existe um m > 0 e v € Z¢ tal que A™v = v. De fato, temos que (A™ — I)v = 0 é um
sistema linear com coeficientes racionais com soluc¢ao nao trivial. Considerando S
como o subgrupo conexo de T" gerado por v obtemos que S é fechado, com dimensao

dim(S) = 1, e com ¢™(S) = S. Podemos entao considerar o seguinte diagrama

comutativo
T .

onde 7 é a projegao canonica e ¢ é o endomorfismo induzido por ¢™ no toro 1T'/S.

Como dim(7/S) = d — 1, pela hipétese de inducao, existe k > 0 tal que ¢* nao tem
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par de Li-Yorke. Logo ¢* e ¢"*|s nao tem par de Li-Yorke e pela Proposicio 4.3.3

temos que ¢ nao tem par de Li-Yorke. [ |

A seguir generalizamos o resultado anterior para um grupo de Lie qualquer

aplicando o Teorema 4.4.2.

Proposicao 4.4.5. Seja G um grupo de Lie e ¢ : G — G um endomorfismo continuo
tal que ¢(Go) = Go. Entao h(¢p) > 0 se, e somente se, ¢" tem um par de Li-Yorke

para cada n > 0.

Demonstragao: Se h(¢) > 0, entao h (¢™) = nh(¢) > 0 para cada n > 0. Entao ¢™
tem um par de Li-Yorke para cada n > 0. Por outro lado, assumindo que h(¢) = 0,
temos pelo Teorema 4.4.2 que h (gzﬁ\T(G)) = 0. Agora, pela Proposicao 4.4.4, existe
um m > 0 tal que ¢™|p () ndo tem par de Li-Yorke. Podemos considerar o seguinte

diagrama comutativo

G—* .G
G/T(G) —~G/T(G)

onde 7 é a proje¢ao canonica e ¢ ¢ o endomorfismo induzido por ¢ em G/T(G).
Pela Proposicao 3.2.5, temos que 7' (G/T(G)) é trivial. Entao, pelo Corolario 4.3.6,
temos que * nao tem par de Li-Yorke para algum k£ > 0. Logo ¢"* e gbmk|T(G) nao
tem par de Li-Yorke. E entdo, pela Proposicao 4.3.3, temos que ¢™* nao tem par de
Li-Yorke. [ |
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