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Resumo

No presente trabalho, apresentamos inicialmente o Teorema de Hilbert e no se-
guimento desse teorema abordamos o Problema de Hilbert & Cohn-Vossen e sua
respectiva solucdo em R3: O teorema de Efimov. Ademais, mostramos problemas
relacionados a ele, alguns dos quais ainda permanecem abertos.

Palavras-chave: Hilbert & Cohn-Vossen, Efimov, espacos tridimensionais, curva-
tura negativa.



Abstract

In this work, we first present the Hilbert Theorem and following this theorem we
approach the Hilbert & Cohn-Vossen Problem and its respective solution in R®: The
Efimov Theorem. In addition, we show problems related to it, some of which are still
open.

Keywords: Hilbert & Cohn-Vossen, Efimov, three-dimensional spaces, negative
curvature.









il Introducao

Por fim, no capitulo 3, concluimos o trabalho dando informagoes sobre problemas
relacionados ao Teorema de Efimov, alguns dos quais ainda permanecem abertos.



Capitulo 1

O Teorema de Hilbert

Nesse capitulo sao apresentados alguns resultados com o objetivo de demonstrar
o Teorema de Hilbert estendido a formas espaciais.

1.1 Preliminares

Antes de introduzir resultados sao necessarios alguns conceitos preliminares.

Definicao 1. Uma Métrica Riemanniana em uma variedade diferenciavel M ¢é
uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno (, >p (isto €,
uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espago tangente T,M, que varia
diferenciavelmente no sequinte sentido: Se x : U C R" — M € um sistema de
coordenadas locais em torno de p, com x(x1, g, ...,x,) =q € z(U) e

aii (q) = dx(0,...,1,...,0) = <£32 (q), aixj(q)> = gij(@1, ..., Tp)

€ uma fungao diferencidvel em U.

As funcoes g;; sao expressoes da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas
x:U CR"” — M. Uma variedade diferenciavel com uma dada métrica Riemanniana
¢ chamada de Variedade Riemanniana.

Segue abaixo o conceito de Variedades Riemannianas completas e de curvatura
seccional de uma variedade.

Definicao 2. Uma variedade Riemanniana M € dita geodesicamente completa se
Vp € M, a aplicagao exponencial exp,, estd definida Vv € T,M, equivalentemente, se
as geodésicas y(t) que partem de p estio definidas para todos os valores do parametro
teR.
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Proposicao 9. Se as curvas coordenadas constituem uma rede de T'schebyscheff entao
€ possivel reparametrizar a vizinhanca coordenada de tal maneira que 0s novos coefi-
cientes da primeira forma fundamental sao

E=1 F=cosw, G=1,
onde w € o angulo formado pelas curvas coordenadas.

Da teoria de superficies, a Equacao de Gauss a partir dos simbolos de Christoffel
é escrita da seguinte forma:

(F%z)u - (Ffl)v + F%QF% + (1?2)2 - F%1F§2 - FhF%Z = _EK(I> (1~2-2)

E tem as seguintes Equacoes de Compatibilidade:

{F}IE +T2F = 1E,

I'L,E+T%,F =1E, (12.3)
I'LF+T%,G =F, — 1G,
{P;QE +T%,F = LF, - 1a,

'y F+T}G=F, - 1G,
Portanto, pode-se provar o seguinte resultado:

Teorema 10. Sejam 1) : Q — M3(c) uma imersao de curvatura extrinseca K cons-
tante e negativa. Entao existem coordenadas locais (u,v) e uma func¢do diferencidvel
w(u,v) € (0,m) tal que

I = du®+2coswdudv + dv?,
Il = 2v—-Ksinwdudv (1.2.4)

Além disso,

1. Se Q) ¢ simplesmente conexa, entdo existem funcoes globais u,v : 8 — R tais
que (u,v) sao coordenadas locais nas condi¢oes acima em uma vizinhanca de
cada ponto.

2. Se Q é simplesmente conexa e I é completa, entdo a aplicagdo (u,v) : Q — R?
¢ um difeomorfismo global.
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Como K < 0 em 2, entdo a equacao anterior implica que (@)rr > 0, ou seja,
\/ﬁ)r ¢ uma funcao crescente. Portanto, VG, > lirr(l)(\/ﬁ)T = 1 e isso implica que
r—r

VG > r,Vr. Em particular G > 2 e assim segue que I = dr? + Gd#? é maior ou
igual que I = dr? + rdf?>. Mas feito isso, exp é uma aplicacdo de recobrimento e
consequentemente se () é simplesmente conexa, exp ¢ um difeomorfismo. Mas note
ainda que, se denotarmos ¢(£2) como sendo a area de €2, segue que

21 o] 27 0o
o(Q) = / / VGdrdo > / / rdrdf = oo (2.2.4)
0 0 0 0

como queriamos. O

Definicao 16. Considere I' um arco circular nao geodésico na esfera S* e p1 wm ponto
interior de I'. Podemos construir geodésicas que passam pelo centro de I' e por cada
p; € I'. Seja v1 a geodésica que passa pelo centro de I' e por p1. Em sequida, percorra
nessa geodésica uma distancia € de I', com € suficientemente pequeno. Entao teremos
um segmento de geodésica de comprimento €. Agora faca isso para todas as geodésicas
vi, entao essa "faiza”construida em volta de I' é chamado Retangulo Geodésico
externo a I' e serd denotado por R(T',€). Veja a figura (2.1)

Figura 2.1: Retangulo externo de um arco nao geodésico de S%.

Defini¢ao 17. Dado um conjunto X # & e uma fungio d : X x X — [0,+00). A
funcao d € chamada distancia sobre X se satisfaz as sequintes propriedades:

1. nao negativa e separa pontos distintos, ou seja, para quaisquer a,b € X,

(a,b) =0< a=10;

2. d € simétrica, ou seja, para qualquer par (a,b) € X x X, d(a,b) = d(b,a);
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por uma fungao f(z,y) de classe C*, com o vetor normal a ¢ = (z,y, f(z,y)) € U em

) dado por : )
- _fr7_fy71
MO AT

Agora observe que

V2 1 V2 1
2 T I 2 T+ 242

Portanto f2+ fy2 < 1 para toda a vizinhanga em questao. Substituiremos o interior
N(U) do retangulo externo R(I',€) pela regiao plana que é o dominio da defini¢ao
para um mapa coberto pelo Lema Principal. Para isso, sejam H o hemisfério norte e
p: H — R3 uma aplicacao linear dada por

1
z > >§:>2>1+f§+f§:>f§+f;<1.

w((z,y,2) = (2,200 = (=L, 5,

z 'z 2z
com z=+/1—122—192>0.

Geometricamente, p leva (x,y, z) pela projegao radial no plano z = 1, em seguida
projeta essa imagem verticalmente no plano z = 0 e rotaciona essa imagem com um
angulo de 45° no sentido anti-horario.

Figura 2.2: Construindo a imersao F.

Assim, p é um difeomorfismo sobre sua imagem e aplica N(U) = R(7v, €) em uma
regiio aberta 2 de R2. Logo, u(N(p)) = (0,0), u(y) tangencia o eixo y em (0,0) e
estd no plano x < 0.

Finalmente a aplicacao F : 2 — R2 com F = 1o N lou™! que leva 2 de volta
ao plano xy é claramente uma imersao em R?. Vamos aplicar o Lema Principal na

imersao F.
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o qual V(e) exista. Pela regularidade das fungoes envolvidas segue que V'(e) existe
em ().

Afirmamos que € = r. De fato, suponha por absurdo que € < r. Entao existe
p € 022 em algum lugar do fecho métrico de V(€). Além disso, N(p) estd situado em
um segmento de circulo ndo geodésico da fronteira de N(V (€)). Mas entdo €2 seria
concavo em p, contradizendo o fato de que €2 é pseudo-convexo. Dai concluimos que
e=r.

Figura 2.4: A parte hachurada da figura acima, agora é a r—faixa de N o .

O proximo passo da prova é construir uma familia crescente de vizinhangas .4
em 2, com 0 < # < 0 < /2, de modo que N(A4) é a r-faixa em torno de N o~y e
entao .45 é convexa. A construcao segue.
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Seja € o cilindro eliptico reto de R? formado pela uniao de todas as linhas paralelas
ao eixo x entre as bordas de N(D,(a)) ¢ N(D,(b)).

Figura 2.5: A parte hachurada da figura acima ¢é o cilindro %

Defina os planos horizontais em R? tangentes a ¢ de cima e de baixo por Py e
P, respectivamente.

Seja yp < 0 a coordenada y no centro de N(D,(a)) e N(D,(b)). Para qualquer
no intervalo (0,%], seja P;” e P, os planos de R? que formam um angulo 6 com o
plano z = 0 e que sao tangentes a ¢ ao longo de uma reta y = constante > y, com
z = constante > 0 e z = constante < () respectivamente. E claro que os planos Pg e

P: coincidem e sao verticais.
2

Devido a regularidade de N, é claro que existe um tnico valor de 6 de 6 no
intervalo (0, 5] tal que P,” e P, atinjam a origem de R®. Os planos P e P cortam
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os grandes circulos em S* que sdo tangentes aos bordos circulares de N(D,(a)) e

N(D,(b)). Antes de definir vizinhancas em .45 em  para valores 6 em [¢, 6], algumas
construcoes adicionais serao necessarias em S2.

Sejam a e by os pontos onde P, intercepta os fechos de N(D,(a)) e N(D,(b))
respectivamente, a, e b, os pontos onde P, intercepta os fechos de N(D,(a)) e
N(D,(b)) respectivamente. Seja 7§ o arco ao longo do lado esquerdo do bordo de
N(D,(a)) ligando aj e a, e seja 74 o arco ao longo do lado direito do bordo de
N(D,(b)) ligando b} e b, . Finalmente para qualquer valor § em [0, §], a regido aberta
na face frontal de S? abaixo de P,", acima de P, , a direita de 7§ e a esquerda de 7 serd
chamada de #—vizinhanca de N oy em S?. Observe entao que a 0—vizinhanca de N oy
é a r—faixa e a #—vizinhanca contém qualquer § —vizinhanca, onde 0 < ¢ < 6 < 4.

Agora seja 6>0o0 supremo de todos os valores de # no intervalo [0, 6] tal que
alguma vizinhanca .4 de y em {2 é mapeada por N em uma #—vizinhanca de N o~y
em S%. Por esse fato, .47 existe. Mas se 0 < 0, deve existir algum ponto p no fecho
métrico de A5 em O que estd em dQ. Como supomos que {2 contém os fechos b:(a)
e E(b) em Q, N (p) deve ter distancia maior que r dos pontos extremos de N o 7.
Portanto N (p) deve estar ao longo do arco de um circulo nao geodésico 7 = Pg Ns?

ouy= Py NS2, cujo centro em S? est4 do lado oposto de 7 da §—vizinhanca de N o+.

Assim, se 8 < 0, entdao Q deve ser concavo em p, contradicio. Assim segue que 6 = 6.

Considere H como o conjunto .45 em €). Entao H é convexo pois a §—vizinhanca

de Novy em S? é convexa, onde N é uma isometria injetiva de H em uma 6—vizinhanca
de N o~.

Assim, para completar a prova de (ii), precisamos apenas resolver o caso em que

os fechos métricos de D,(a) e D,(b) em 2 nao estdo completamente dentro de €.

Mas observe que para cada valor de p em (0, 1), os discos geodésicos completosD,(a)
e D,(b) tem fechos métricos em (2 que estdo dentro de . Os argumentos an-
teriores aplicam-se para fornecer conjuntos abertos convexos H, em () contendo
D,(a)UyUD,(b). Entao basta considerar H como a uniao de todos H, com p € (0,r),
ou seja

H’_

- U H,
0<p<r

O conjunto aberto H é convexo e contém D,.(a) U~y U D,(b) como queriamos.
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¢ ¥ @ Py ®
Figura 2.6: Construcao do subconjunto convexo H.

Finalmente observe que para provar (iii) basta ver que segue de (i) e (ii), ou seja de
(i) e (ii) temos I(y) = d(a,b) < m e assim N(a) e N(b) pertencem ao mesmo hemisfério
aberto em S? e a unicidade ocorre pois se existisse outra geodésica 7 ligando a e b

terfamos (') > 7, que ¢ um absurdo.
[

Com os resultados anteriores estamos prontos para demonstrar o seguinte lema:

Lema 31 (Lema B). Seja 2 uma superficie munida de uma métrica Riemanniana.
Se N : Q — S? € uma imersao isométrica de classe C1 e Q é pseudo-convexo entdo:

a) N € injetiva em €;
b) N(Q) =S? ou N(Q) € convera. (Em particular, Q é simplesmente conera.)

c) Q tem drea finita. Se N(Q2) = S? entdo a drea finita é 47 e é menor ou igual a
21 caso contrdrio.

Demonstragao. Observe primeiramente que se €2 é a esfera entao temos (a),(b) e (c)
validos. Portanto no desenvolvimento dessa demonstracao vamos supor que €2 nao é
a esfera.

Sejam p,q € €2 tais que p # ¢q. Como €2 é conexo podemos construir um arco
parametrizado 7 em () ligando p a ¢q. Temos ainda que 7 é compacto e N é uma
isometria local. Dessa forma, escolha ¢ > 0 suficientemente pequeno de tal forma que
cada ponto de 7 seja o centro de um disco geodésico completo e com raio €. Agora fixe
um conjunto finito de pontos p = pg, p1, ..., pn = ¢ em 7 tais que d(p;_1,p;) <€, Vj =
1,...,n. Seja D; o disco geodésico completo centrado em p; e com raio €. Observe que
por construcao o centro de D; esta dentro de D;_q, ou seja p; € D;_;. Assim, note
que em €2, py pode ser ligada a p; por uma unica geodésica i, com I(;) = d(po, p1)-
Usando o processo de indugao, suponhamos que Vj = 1,...,n — 1, podemos ligar pg
a p; por uma unica geodésica v; C €2 tal que I(7;) = d(po,p;). Resta-nos mostrar o
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Figura 2.7: Regiao aberta & simplesmente conexa que contém D.

No Lema Principal, uma regiao muito especifica D é indicada para simplificar a
prova. A conclusao do Lema permanece valida sob varias alteracoes no formato de
D. Mas é essencial que D seja concavo na origem que nao pertence a D. O seguinte
exemplo destina-se a enfatizar esse ponto.

Exemplo 34. Considere a aplicacdo F : A — R?, dada por

F(e,5) = (5, — ),

onde A = {(x,y) € R*/x > 0}. Agora observe que escrevendo a derivada dF na
forma matricial temos

1 0

dF:[ 1 1—\ 0

= det(dF—\I) =
| st 1 0

T

‘ = (1-X)(=1-X) = —(1-\?).
Mas as raizes de det(dF —\) = —(1—=\?) sdo A\ =1 e Ay = —1 , ou seja, a derivada
dF tem dois autovalores reais que satisfazem

A<M < h<a= 2<-1<1<2.

E além disso det(dF) = —1 # 0 e isso implica que dF € injetiva, de onde seque que
F € uma imersao. Observe ainda que essa imersao F leva a regiao conveza

R:=(z,y) €R*/(x —1)* +¢y* < 1,2 >0
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(a) Figural (b) Figura2

em um subconjunto fechado do plano.

As curvas em R que vao para a origem sao aplicadas por F' em curvas que tendem
a infinito, o que implica que os comprimentos de suas imagens em F(R) divergem
para a métrica Euclidiana usual. Logo R munido com a distancia d}, associada a
métrica Riemanniana g* induzida por F' € um espaco completo.

Seja v : [a,b] — R? um arco nao necessariamente regular. Considere & ([a,b]) o
conjunto de todas as partigoes de [a,b]. Uma partigdo P ={a =ty <t; < ... <t, =
b} € Z([a,b]) determina uma sequéncia de pontos i, Vi, .- ¥, N0 trago de v que
definem uma poligonal com comprimento dado por

V(P) = Z [y (tk) = v(te—) |

Observe que se Py, Py € Z([a,b]) e P, é um refinamento de P, entdo V(P;) > V(P).

Definicao 35. Nas condicoes anteriores, dizemos que v € um arco retificavel
quando o conjunto

{V(P): P e P(a,b])}

¢ limitado superiormente. Nesse caso definimos o comprimento de arco vy como
sendo o niumero

L =sup{V(P); P € Z([a,b])}

Defini¢ao 36. Uma fungao £ € dita ser de variagao limitada em um arco vy : [a,b] —
R? se existe um nimero real positivo M > 0 tal que para todas as parti¢oes P = {a =
to <t; <..<t,=0b}e P(a,b]) temos que

Ve(P) = Y lIE(v(tn) — E(v(tr-1)) ]l < M.






