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Resumo

No presente trabalho, apresentamos inicialmente o Teorema de Hilbert e no se-
guimento desse teorema abordamos o Problema de Hilbert & Cohn-Vossen e sua
respectiva solucdo em R3: O teorema de Efimov. Ademais, mostramos problemas
relacionados a ele, alguns dos quais ainda permanecem abertos.

Palavras-chave: Hilbert & Cohn-Vossen, Efimov, espacos tridimensionais, curva-
tura negativa.



Abstract

In this work, we first present the Hilbert Theorem and following this theorem we
approach the Hilbert & Cohn-Vossen Problem and its respective solution in R®: The
Efimov Theorem. In addition, we show problems related to it, some of which are still
open.

Keywords: Hilbert & Cohn-Vossen, Efimov, three-dimensional spaces, negative
curvature.
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Introducao.

Em 1901, Hilbert provou o seguinte teorema:
Nao existe uma imersao isémetrica do plano hiperbdlico em R3.

Sabe-se que toda superficie completa, simplesmente conexa e de curvatura cons-
tante negativa é isométrica a um plano hiperbdlico. Entao o teorema de Hilbert
afirma que nenhuma superficie regular de curvatura Gaussiana constante e negativa
pode ser imersa de forma isométrica no espaco Euclidiano R3.

O trabalho desenvolvido por Hilbert atraiu outros gedmetras que comecaram a se
fazer perguntas em relagao as hipéteses do teorema.

Em 1936, Cohn-Vossen [14] sugeriu a validez do Teorema de Hilbert caso a cur-
vatura nao fosse constante. Esse problema foi conhecido como Conjectura de Hilbert
& Cohn-Vossen.

O fato de que a curvatura Gaussiana ¢ limitada superiormente é essencial, pois
pode-se pensar no hiperboléide de uma folha, que é uma superficie regular completa
em R3 com curvatura Gaussiana negativa mas que nao ¢ limitada superiormente por
uma constante negativa.

Em 1955, E.Heinz [10] demonstrou que nao existem graficos inteiros (completos)
imersos em R3 com curvatura Gaussiana limitada superiormente por uma constante
negativa, ou seja, deu uma solucao parcial do problema de Hilbert & Cohn-Vossen.

Em 1964, Efimov [4] foi quem solucionou totalmente esse problema, estabelecendo
o seguinte resultado:

Nao existem superficies completas imersas em R? com curvatura Gaussi-
ana limitada superiormente por uma constante negativa.

No capitulo 1, se provara um teorema que estende o classico Teorema de Hilbert
para superficies de curvatura constante negativa imersas nas formas espaciais H?, R? e
S3. Baseado no curso que Gélvez apresentou no Impa em 2009 [6], serdo apresentados
resultados preliminares de suma importancia para a prova do mesmo.

O capitulo 2 é baseado no artigo de T. Klotz Milnor [11], que fez uma exibigao
altamente detalhada e organizada da demonstracao do Teorema de Efimov.
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Por fim, no capitulo 3, concluimos o trabalho dando informagoes sobre problemas
relacionados ao Teorema de Efimov, alguns dos quais ainda permanecem abertos.



Capitulo 1

O Teorema de Hilbert

Nesse capitulo sao apresentados alguns resultados com o objetivo de demonstrar
o Teorema de Hilbert estendido a formas espaciais.

1.1 Preliminares

Antes de introduzir resultados sao necessarios alguns conceitos preliminares.

Definicao 1. Uma Métrica Riemanniana em uma variedade diferenciavel M ¢é
uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno (, >p (isto €,
uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espago tangente T,M, que varia
diferenciavelmente no sequinte sentido: Se x : U C R" — M € um sistema de
coordenadas locais em torno de p, com x(x1, g, ...,x,) =q € z(U) e

aii (q) = dx(0,...,1,...,0) = <£32 (q), aixj(q)> = gij(@1, ..., Tp)

€ uma fungao diferencidvel em U.

As funcoes g;; sao expressoes da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas
x:U CR"” — M. Uma variedade diferenciavel com uma dada métrica Riemanniana
¢ chamada de Variedade Riemanniana.

Segue abaixo o conceito de Variedades Riemannianas completas e de curvatura
seccional de uma variedade.

Definicao 2. Uma variedade Riemanniana M € dita geodesicamente completa se
Vp € M, a aplicagao exponencial exp,, estd definida Vv € T,M, equivalentemente, se
as geodésicas y(t) que partem de p estio definidas para todos os valores do parametro
teR.
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Definicao 3. Dado um ponto p € M e um plano o C T,M o nimero real K(x,y) =
(z,y,2,9)/|x Ay|> = K(0) onde {z,y} éuma base qualquer de o, é chamado curva-
tura seccional de o em p, onde (z,y,x,y) = g(R(z,y)x,y) e R o respectivo tensor
de curvatura.

O seguinte teorema garante a unicidade de Variedades Riemannianas completas
simplesmente conexas com curvatura seccional constante. Sabe-se que R™, S™, H" sao
variedades completas e simplesmente conexas de curvatura seccional constante 0,1 e
—1, respectivamente, ver [2].

A partir das defini¢oes acima e do Teorema de Cartan pode-se provar o seguinte
Teorema de Classificacao da teoria de Geometria Riemanniana:

Teorema 4. Seja M™ uma variedade Riemanniana completa e de curvatura seccional
constante c. Entao o recobrimento universal M de M, com a métrica do recobriemnto,
€ isométrico a:

a) H", se c = —1;
b) R™, se c=0;
c) S*, sec=1.

Observacao 5. As variedades Riemannianas completas simplesmente conezras e de
curvatura seccional constante sio chamadas de Formas Espaciais. No livro [2] se
faz um estudo bem detalhado do teorema citado acima e se apresentam H3 R3 e S3.

Denota-se por M?(c) a forma espacial com curvatura seccional constante ¢ dada
por:

o 3, sec=—1.
o R3 sec=0.
o S? sec=1.
Definicao 6. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Uma aplicagao diferencidvel

©: M — N € uma tmersao se dp, : T,M — T,,)N ¢ injetiva para todo p € M.
Se além disto, M tiver uma métrica {,) e

<d(70p(,u)7 d(pp<w>>4p(p) = <U7 w)p? U7w G TpM

dizemos que ¢ € uma tmersao isométrica.
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Seja ¢ :  — M?(c) uma imersao isométrica, onde € é uma superficie Rieman-
niana orientavel com métrica induzida I = ().

Dados parametros locais (z,y) € U, (U, X) =vizinhanga coordenada, escrevemos
a primeira e a segunda forma fundamental de ¢ como sendo:

I = Eda®+2Fdxdy + Gdy?
II = edz® 4 2fdxdy + gdy?,

onde E(z,y) = E,F(z,y) = F.G(z,y) = G,e(z,y) =, f(z,y) = [ e g(z,y) = g sdo
os coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental, respectivamente.

Ao decorrer do trabalho, N :  — S? serd a aplicacdo de Gauss e consequen-
temente dN, : T,Q0 — T2, p € Q sua diferencial. E ainda A = —dN serd o
endomorfismo de Weingarten da imersao.

Para quaisquer campos X, Y € X(Q2), com X(€2) denotando o conjunto de campos
vetoriais em (), define-se a terceira forma fundamental /71 da imersao como sendo:

III(X,Y) := (dN(X),dN(Y)) (1.1.1)

Observe que 111 é a métrica induzida sobre €2 por N, quando N ¢é um difeomorfismo
local. Como N ¢ unitdrio, escolhendo um sistema de coordenadas (u,v) segue que:

N, = anXy,+anX,

Nv = angu -+ CLQQXv (]_].2)
Além disso,
eqg — f2
— = S 1.1.
K = det(a; ) 20— (1.1.3)

Entao segue de (1.1.2) e de (1.1.3) que

NoAN, = KX, A X, (1.1.4)

E segue de (1.1.4) que N é difeomorfiismo local se, e somente se, K # 0. Aplicando
o médulo dos dois lados da igualdade (1.1.4) vemos que

dA[[[ = |K|dA[ :>/dA[[[ = / |K|dA] (115)
Q Q

Em que dA; e dArr; sao os elementos de area para as métricas I e I11, respectiva-
mente. Ou seja, a curvatura total para I coincide com a area esférica da superficie.
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Denotamos por k; e ko as curvaturas principais da imersao ¢, sendo ky e ky o0s
autovalores de A. Vamos denotar por

ki 4+ ko

K=hk H==",

onde K ¢ a curvatura da imersao e H é a curvatura média da imersao.

Essas duas grandezas sao extrinsecas e dependem de como 2 é imersa em M3(c).

No entanto, vamos denotar por K (/) a curvatura da métrica I, ou seja a curvatura
Gaussiana que é uma grandeza intrinseca.

Uma relagao entre grandezas intrinsecas e extrinsecas para a imersao ¢ : ) —»
M3(c) é a Equagao de Gauss escrita da forma:

K(I)=K+c.

1.2 Superficies com curvatura nao positiva

Da teoria de superficies, uma curva regular conexa s em uma vizinhanca coor-
denada (U, X (z,y)) é uma curva assintética quando sua segunda forma fundamental
associada é nula, ou seja, quando

edz? 4+ 2fdxdy + gdy® = 0. (1.2.1)

Seja ) uma superficie com curvatura nao positiva, entao todos os seus pontos
sao hiperbdlicos (eg — f? < 0). Assim, pode-se mostrar que sempre existem curvas
assintoticas e para que as curvas coordenadas da parametrizacao sejam curvas as-
sintéticas é necessario que e = g = 0. De fato, se isso ocorre, da equacao (1.2.1) segue
que fdxdy = 0 e as curvas coordenadas sao solugoes dessa equacao, como queriamos.

Na prova do Teorema de Hilbert se faz necessdrio os préximos resultados, para
que se possa estabelecer a existéncia global de uma rede de Tschebyscheff, para isso
vejamos sua definicao:

Definigao 7. As curvas coordenadas de uma parametrizagdo constituem uma rede de
Tschebyscheff se, os comprimentos dos lados opostos de qualquer quadrildtero formado
por elas sao iguais.

Proposicao 8. As curvas coordenadas de uma parametrizacao constituem uma rede
de Tschebyscheff se, e somente se

oE  0G

ov  Ou
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Proposicao 9. Se as curvas coordenadas constituem uma rede de T'schebyscheff entao
€ possivel reparametrizar a vizinhanca coordenada de tal maneira que 0s novos coefi-
cientes da primeira forma fundamental sao

E=1 F=cosw, G=1,
onde w € o angulo formado pelas curvas coordenadas.

Da teoria de superficies, a Equacao de Gauss a partir dos simbolos de Christoffel
é escrita da seguinte forma:

(F%z)u - (Ffl)v + F%QF% + (1?2)2 - F%1F§2 - FhF%Z = _EK(I> (1~2-2)

E tem as seguintes Equacoes de Compatibilidade:

{F}IE +T2F = 1E,

I'L,E+T%,F =1E, (12.3)
I'LF+T%,G =F, — 1G,
{P;QE +T%,F = LF, - 1a,

'y F+T}G=F, - 1G,
Portanto, pode-se provar o seguinte resultado:

Teorema 10. Sejam 1) : Q — M3(c) uma imersao de curvatura extrinseca K cons-
tante e negativa. Entao existem coordenadas locais (u,v) e uma func¢do diferencidvel
w(u,v) € (0,m) tal que

I = du®+2coswdudv + dv?,
Il = 2v—-Ksinwdudv (1.2.4)

Além disso,

1. Se Q) ¢ simplesmente conexa, entdo existem funcoes globais u,v : 8 — R tais
que (u,v) sao coordenadas locais nas condi¢oes acima em uma vizinhanca de
cada ponto.

2. Se Q é simplesmente conexa e I é completa, entdo a aplicagdo (u,v) : Q — R?
¢ um difeomorfismo global.
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Demonstracao. Sejam (u,v) coordenadas locais de tal forma que podemos escrever :

I = Edu®+ 2Fdudv + Gdv?
IT = 2fdudv, f > 0. (1.2.5)

Sejam Ffj os simbolos de Christoffel da conexao de Levi-Civita com a métrica I.
Sao explicitos da seguinte forma:

o L0 .0
o .0 5,0
o .0 5,0

Fazendo D = EG — F? e usando as equagoes de compatibilidade (1.2.3) temos que
D, E.G+ EG, —2FF,

2D 2(EG — F?)
_ E,G-2FF,+E,F — E,F + EG,
B 2(EG — F?)

B.G —2FF, + B,F | EG,— E.F
2(EG — ?) 2(EG — F?)

= T +15, (1.2.9)
Além disso,
D,  E,G+EG,—-2FF,
2D 2(EG — F?)
_ BE,G-2FF,- FG,+ FG,+ EG,
B 2(EG — F?)

E,G - FG, EG,—2FF, + FG,
2(EG — F?) 2(EG — F?)
= I, +T15, (1.2.10)

Pela equagao de Mainardi-Codazzi

0 = —ey+ futelly+ f(I, —T1) — g5
- fu_‘_f(F%Q_F%l)
Ju

= TZPh—WQ (1.2.11)
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Analogamente,

% =15, — T}, (1.2.12)

Agora de (1.1.3) e de (1.2.5) segue que K = — f?/D. Mas K é uma constante negativa
por hipotese, entao derivando em relagao a u, segue que

_2fqu+f2Du _ _fou + szu

D2 D D?
f*D,
= 2ff, =
=15
Ju _ Dy
= = = 1.2.13
7 =D (1.2.13)
Substituindo (1.2.9) e (1.2.11) em (1.2.13) temos
T, =TH+15=>T05=0 (1.2.14)
Analogamente, derivando K = —f?/D em relagio a v, e usando (1.2.10) e (1.2.12)
temos
fv D, 2 1 1 2 1

Agora, substituindo (1.2.14) e (1.2.15) em (1.2.7) segue que Vag% = 0.

Como FE, :2<V%§u,% eGu:2<V%a%,%> segue que F, = G, = 0, ou seja
o sistema de coordenadas escolhido é uma rede de Tschebyscheff. Agora facamos a
seguinte mudanca de coordenadas

u= / VE(u)duev = / VG(v)dv
podemos reescrever [ e I1 como sendo

I = da*+ 2Fdudv + dv*
Il = 2fdudv. (1.2.16)
Note que, como a curvatura é uma constante negativa, podemos fazer o seguinte:
f2
1— F?
= K-FK=—-f"=K=—-f+FK

2
1= # =1= <¢%_K> +F? (1.2.17)

K = = (1- F)K = —f

Y
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Entao existe uma funcao diferencidavel w tal que

F = cosw

(—i_K> = sinw
Assim,

I = du®+ 2coswdudv + dv?
Il = 2sinwdudv, (1.2.18)

com0<w<mel—F?>0. Além disso, se € é simplesmente conexa, temos que
u, v : Q — R? é um difeomorfismo local. Portanto, se considerarmos a nova métrica
Riemanniana

111 = du® — 2 coswdudv + dv?

entao
I+ 111 = 2(du® + dv®)

que é completa, pois I é completa. Portanto
u,0 : (Q, du® + dv?) — R?

é uma isometria local e deve ser um difeomorfismo global. [

1.3 O Teorema de Hilbert

Considere €2 uma superficie com uma métrica Riemanniana completa, tal que 2
tenha curvatura Gaussiana constante e negativa K (I). Assim, segue do teorema de
Cartan-Hadamard, ver [2], que se {2 é simplesmente conexa, entdao {2 é isométrica a
um plano hiperbédlico com curvatura 1/K(I).

Sabemos da equacao de Gauss que K(I) = K + ¢, ou seja, se uma superficie
tem curvatura Gaussiana constante e negativa entao tal superficie também deve ter
curvatura extriseca constante negativa em R? e S, J4 em H?, se K(I) < —1 teremos
também que a curvatura extrinseca é negativa.

O teorema de Hilbert que apresentaremos nesse capitulo se refere a imersoes de
superficies completas com curvatura Gaussiana constante e negativa em formas espa-
ciais.

Para demonstrar tal teorema faz-se uso do seguinte Lema, que é uma consequéncia
da Equacao de Gauss:

Lema 11. A partir da equagao de Gauss wy, = —(K + ¢) sinw.
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Demonstra¢ao. As curvas coordenadas no teorema (10) formam uma rede de Ts-
chebyscheff entdo, pela proposigao (9) temos £ = G =1 e F = cosw. Calculando os
Simbolos de Christoffel nas Equagdes de Compatibilidade (1.2.3) temos:

I}, +T% cosw=0 N I}, =—T% cosw
1 2 _ - 2 2 2 _ -
['jycosw+ 17 = —w, sinw —I'{jcos®w +TI'Yy = —wy sinw
I}, +T%cosw=0 I}, =-T%, cosw
12 7112 N 12 12
1 2 _ 2 2 2 _
[ycosw 417y = —I'{ycos®w +TI'Y, =
[y + T3, cosw = —w, sinw I}, — Tl cos’w = —w, sinw
22 T 129 = Wy 22 — 122 = Wy
1 2 _ 2 _ _ 1l
[y cosw 415, =0 5, = —I'y, cosw
Assim,
'l =-T?% cosw 'l = -T?% cosw
=
2 2, ) _ - 2 _ _w
['7,(1 — cos®*w) = —w, sinw [ = —3
', = —T% cosw I, =0
=
I'%(1 — cos®w) =0 7, =0
1 2, ) _ - 1w
[35(1 — cos*w) = —w, sinw N [5y = — 2
2 _ 11 2 _ 11
Portanto,
! cos w
- U .
1 sinw’
—w
F%l = — )
sin w
1 o2
cos w
F§2 = W )
sin w
—w
1 . v
F22 — . .
sin w

Substituindo (1.3.1) na equacao de Gauss (1.2.2) temos:

—K(1I) =

( Wy ) Wy Wy COS W
sinw/ v sin? w
Wy SINW — Wy, COSW Wy, COS W

sin® w sin® w
w’U/U

= . 1.3.2
Sin w ( )
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Como K(I) = K + ¢, entao
Wy = —(K + ¢) sinw.
[

Teorema 12 (Hilbert). Seja 2 uma superficie completa com curvatura Gaussiana
constante e negativa K(I), com K(I) < —1 para ¢ = —1. Entdo ndo existe imersdao
isométrica f: Q — M3(c) .

Demonstragao. Usando o teorema (10), podemos garantir a existéncia de parametros
globais (u,v) € R? tais que

I = du®+ 2coswdudv + dv?,
Il = 2v—-Ksinwdudv (1.3.3)

onde w ¢é a funcao angulo tal que 0 < w < 7.
Pelo Lema (11) , temos:

W = —(K + ¢) sinw, (1.3.4)
com ¢y = —(K +¢) > 0.
Queremos mostrar que a equacao wy, = Cpsinw nao tem solucao em R?, ou seja

tendo isso provamos o teorema.
Anteriormente vimos que:

o 0 <w(u,v)<m;
) COZ—(K+C)>O.

Entao a partir de (1.3.4) (wy(u,v)), é positivo e assim w,(u,v) é crescente para wv.
Dessa forma, considerando v > 0 temos:

Wy (U, v) > wy(u, 0). (1.3.5)
Integrando (1.3.5) com a < b e v > 0 temos o seguinte:

b b
/ wy(u, v)du > / wy(u, 0)du = w(b,v) — w(a,v) > w(b,0) —w(a,0). (1.3.6)

Visto que w, nao pode ser identicamente nula, a menos translacao, podemos supor
que w,(0,0) # 0. Além disso, w(—u, —v) também satisfaz (1.3.4). Entado podemos
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supor sem perda de generalidade que w,,(0,0) > 0, substituindo w(u, v) por w(—u, —v)
se necessario.

Considere agora uy, ug, uz € R tais que 0 < u; < ug < uz e w,(u,0) >0, Yu €
[0, u3]. Definimos

e = min{w(uz, 0) — w(uz,0),w(us,0) —w(0,0)} > 0,

com € > 0.
Da desigualdade (1.3.6) e como w, é crescente para v temos que:

/ Wy (u, v)du > / wy(u, 0)du = w(uy,v) —w(0,v) > w(ug,0) —w(0,0) > €
0 0
Analogamente,

us u3
/ wy (u, v)du > / wy (1, 0)du = w(us, v) — w(uz, v) > wlus,0) — w(ug, 0) > €.

u u2

Consequentemente, se u € [ug, us] e v > 0,
0 <w(u,v) <m=e<w(u,v) <m—e¢

Assim, integrando o retangulo [ug, us] X [0, v] temos, por um lado:

// Wypdudy = /wv(uQ,v)—wU(ul,v)dv
0 Ul 0

w(ug, v — w(ug, 0) — (w(ug,v) — w(uq,0))
w(uz,v) —w(uz,0) — w(uy,v) + w(uy,0) (1.3.7)

Por outro lado:

v ug
/ / Wypdudv = CO// Slnwdudv>co// sin edudv =
0 Uy

= c¢o(uy —uy)vsine. (1.3.8)

De (1.3.7) e (1.3.8) segue que w(us,v) — w(uy,v) > w(ug,0) — w(uy,0) + co(ug —
up)vsine.
Agora, tomando o limite v — oo temos w(ug,v) — w(ui,v) — 00, mas isso é

um absurdo visto que 0 < w(u,v) < 7.
[



Capitulo 2

O Teorema de Efimov

2.1 Introducao

No capitulo anterior apresentamos o Teorema de Hilbert para formas espaciais.

Através da linha de raciocinio de Hilbert houve matematicos que se dedicaram
mais a fundo nesse aspecto. Um deles foi Stefan Cohn-Vossen que conjecturou a ideia
de que seria possivel estender o resultado de Hilbert a superficies de curvatura nao
constante, mas limitada superiormente por uma constante negativa. Esse problema
foi conhecido como Conjectura de Hilbert & Cohn-Vossen.

Heinz [10] demonstrou em 1955 o seguinte teorema:

Seja z(x,y) uma funcao de classe C? definida no disco aberto z*+1y* < R?,
com K(z,y) < —a <0 e K a curvatura Gaussiana do grafico associado a
fungdo z = z(z,y). Entao R < e(3/a)2, onde e é o mimero de Euler.

Como Heinz mostrou que R < e(%)% significa que o raio R fica limitado pela

constante o que limita a curvatura superiormente. Ora, mas se o grafico fosse inteiro
implicaria que o raio R seria ilimitado, contradicao. Portanto, nao existem graficos
inteiros (completos) imersos em R? com curvatura Gaussiana limitada superiormente
por uma constante negativa. Assim, o Teorema de Heinz resolve parcialmente a
conjectura de Hilbert & Cohn-Vossen.

Em 1964, Efimov resolve totalmente tal conjectura.

Ao decorrer desse capitulo queremos dar caminhos necessarios para demonstrar
o principal teorema do trabalho que é o Teorema de Efimov, que afirma que nao
existem superficies completas C%-imersas em R3 com curvatura Gaussiana limitada
superiormente por uma constante negativa.

12
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2.2 Preliminares

A prova do Teorema de Efimov estd baseada em dois fatos de suma importancia.
Toda superficie nas hipéteses de Efimov satisfaz uma certa propriedade de convexi-
dade, para a métrica induzida pela aplicacao de Gauss, o que implica certas limitacoes
na area da superficie com a métrica induzida pela imersao.

Definicao 13. Uma variedade Riemanniana M completa, simplesmente conezra e
com curvatura seccional nao-positiva é chamada de Variedade de Hadamard.

Teorema 14 (Teorema de Hadamard,[2]). Se M™ é uma variedade de Hadamard com
K(p,o) <0, Vp € M,Yo € T,M. Entio M € difeomorfa a R"™, mais precisamente,
exp : T,M — M € um difeomorfismo.

Corolario 15. Toda variedade de Hadamard tem drea infinita.

Demonstracao. Sejam p € M,v € T,M. Pelo teorema de existéncia e unicidade
de equagoes diferenciais ordinarias, garante-se a existéncia de uma unica geodésica
~ passsando por p com velocidade v, ou seja, ¥(0) = p e 7/(0) = v. Como exp :
T,M — M ¢é um difeomorfismo local, entao ela induz um produto interno em 7, M.

Escreve-se, em coordenadas cartesianas (x, y), a primeira forma fundamental como
sendo I = Edx? + Fdxdy + Gdy?. Para escrever I em coordenadas polares faca
x =rcosf,y =rsinf, assim:

dr = drcos0 — rsinfdf

dz® = dr?cos®6 — 2rsinf cos Odrdd + r? sin® 0do*. (2.2.1)
Analogamente,
dy = drsinf + rcosfdf
dy? = dr®sin®@ + 2rsin @ cos Odrdf + r* cos? 0d6?. (2.2.2)

Além disso, veja que E(r,0) = cos®>f +sin?6 = 1, G(r,0) = r?(cos? 0 +sin?#) = r? e

F = —rsinfcosf + rsinfcosf = 0. Observe ainda que lin&@ =0e lin(l)(\/ﬁ)r =1
r— r—

Entao reescrevendo I segue que:

T = dr?cos?0 + r?sin®0dh? + dr®sin? 0 + +r? cos® 0dbh?
= dr® +r*d0* = dr* + Gdb? (2.2.3)

A curvatura Gaussiana pode ser escrita entao como
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Como K < 0 em 2, entdo a equacao anterior implica que (@)rr > 0, ou seja,
\/ﬁ)r ¢ uma funcao crescente. Portanto, VG, > lirr(l)(\/ﬁ)T = 1 e isso implica que
r—r

VG > r,Vr. Em particular G > 2 e assim segue que I = dr? + Gd#? é maior ou
igual que I = dr? + rdf?>. Mas feito isso, exp é uma aplicacdo de recobrimento e
consequentemente se () é simplesmente conexa, exp ¢ um difeomorfismo. Mas note
ainda que, se denotarmos ¢(£2) como sendo a area de €2, segue que

21 o] 27 0o
o(Q) = / / VGdrdo > / / rdrdf = oo (2.2.4)
0 0 0 0

como queriamos. O

Definicao 16. Considere I' um arco circular nao geodésico na esfera S* e p1 wm ponto
interior de I'. Podemos construir geodésicas que passam pelo centro de I' e por cada
p; € I'. Seja v1 a geodésica que passa pelo centro de I' e por p1. Em sequida, percorra
nessa geodésica uma distancia € de I', com € suficientemente pequeno. Entao teremos
um segmento de geodésica de comprimento €. Agora faca isso para todas as geodésicas
vi, entao essa "faiza”construida em volta de I' é chamado Retangulo Geodésico
externo a I' e serd denotado por R(T',€). Veja a figura (2.1)

Figura 2.1: Retangulo externo de um arco nao geodésico de S%.

Defini¢ao 17. Dado um conjunto X # & e uma fungio d : X x X — [0,+00). A
funcao d € chamada distancia sobre X se satisfaz as sequintes propriedades:

1. nao negativa e separa pontos distintos, ou seja, para quaisquer a,b € X,

(a,b) =0< a=10;

2. d € simétrica, ou seja, para qualquer par (a,b) € X x X, d(a,b) = d(b,a);
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3. d satisfaz a desigualdade triangular, ou seja, para quaisquer a,b,c € X, d(a,b) <
d(a,c) +d(c,b).

O par (X, 74) € chamado espago métrico, sendo 14 a topologia métrica induzida por

d.

Definicao 18. Sejap € Q2 er > 0. Definimos como disco geodésico, de raior > 0,
suficientemente pequeno, e centro p, o conjunto D,.(p) = {q € Q/d(p,q) < r}. O disco
geodésico serd dito completo se podemos partir de p em todas as direcoes ao longo de
um raio geodésico semi-aberto de comprimento r em ).

2.3 O Teorema de Efimov

Considere €2 como uma superficie imersa em R*. Podemos supor §2 orientada, caso
contrario basta tomar seu recobrimento duplo orientavel. Como ja foi observado nos
preliminares do capitulo 1, a terceira forma fundamental /1] é a métrica induzida
pela aplicagao de Gauss sobre (2. Se dita aplicacao de Gauss é um difeomorfismo local
e por 1.1.4, essa aplicacao de Gauss serda um difeomorfismo local quando a curvatura
da imersao é niao nula. Seja entdao ¢ : Q — R?® uma C?—imersao com curvatura
Gaussiana K limitada superiormente por uma constante negativa, N :  — S? a
aplicagao de Gauss associada e [I] a terceira forma fundamental da imersao, que
nesse caso ¢ métrica Riemanniana.

Denotemos por drj; a distancia associada a métrica [11. Nesse caso (2, 74,,,) é
um espaco métrico. Denotaremos por (Q Tdi ,) 0 seu respectivo completamento como
espaco métrico. Se €2 for completo entao Q = Q. E valido observar que N é isometria
local e S? é completa, entao podemos estender N, de forma continua a N:Q— 82

A titulo de notagao, se U C 2 denotaremos U pelo fecho de U em Q2 e se U C 0
denotaremos U pelo fecho de U em Q. Definimos 9Q = Q\Q

Definicao 19. Chamamos Q de concavo emp € o9 se p estiver em (7, onde U C
¢ um conjunto aberto, tal que:

a) N ¢ injetiva em U;
b) N(U) contém o interior de um retangulo externo em N(p).

Definicao 20. Chamamos ) de pseudo-convexo se fp € 0, com Q concavo. Em
outras palavras, ) € pseudo-convezxo se ) nao € concavo em nenhum ponto.

Definigao 21. Um subconjunto H # @& de ) € chamado de convexo se quaisquer
dois de seus pontos puderem ser ligados por um unico arco geodésico contido em H,
cujo comprimento € iqual a distancia em ) entre esses dois pontos.
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Vamos assumir a veracidade do seguinte lema, o qual, devido a extensao da sua
prova, serd demonstrado de forma resumida na segao (2.4).

Lema 22 (Lema Principal). Sejam F : 9 — R? uma imersdo e A\, Ay 0s autovalores
de dF'. Se A\, A2 € R e satisfazem

—OéS/\1</\2§Oé

para alguma constante a. Entao D com a distancia dj, nao € um espago métrico
completo.

Como ja foi comentado nos preliminares desse capitulo, o Teorema de Efimov estd
baseado em dois fatos importantes. Vamos chamar esses fatos de Lema A e Lema B.
Denotaremos por conveniéncia (Q, I11) = (2, 74,,,)-

Lema 23 (Lema A). Seja Q uma superficie orientada, completa, imersa em R3 com
K < —k < 0, onde K ¢ a curvatura Gaussiana e k uma constante positiva. Se
(Q,111) € obtida usando em 2 a métrica induzida pela aplicagao de Gauss N : ) —
S?. Entao (Q,II1) é pseudo-convera.

Demonstragao. Suponha que (€2, I11) nao é pseudo-convexa, entao (§2, I11) é concava
em algum ponto p € (Q,III)\(Q,HI). Assim, pela defini¢ao (19), segue que p €
U c Q(II1) para algum subconjunto aberto U C (2, 111), N ¢é injetiva em U ¢ N(U)
contém o interior de um retangulo externo R(T',€) a N(p).

Substituindo U por um conjunto menor, se necessario, podemos assumir que N (U)
¢ precisamente o interior do retangulo R(I,€), ou seja N(U) = R(I',¢), com ¢ > 0 e
I’ um arco nao geodésico. Girando € em torno de R?, se necesséario, podemos supor
sem perda de generalidade que N (p) leva o ponto p ao pdlo norte (0,0, 1) de S? e que
I estd no hemisfério y > 0 em S2. Note que o arco nao geodésico I' que contém N (p)
¢ tangente a um grande circulo (y = 0) em N(p).

Finalmente, substituindo R(I", €) por um retangulo menor, se necessario, podemos
assumir que R(7,€) estd no pélo norte, mais precisamente estd contido na regiao
z > ‘/75 em S?.

Seja N(q) o vetor unitario com ¢ € U arbitrdrio. Vimos acima que z > ‘/75
V(@) (0,0,1)) > L2,

, entao

ou seja o angulo formado entre N(q) e (0,0,1) é menor que 45°.
Assim, a projecao vertical m de U no plano z = 0 é uma imersao. Usando a inversa
local de 7! de 7, qualquer vizinhanca suficientemente pequena em U pode ser descrita
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por uma fungao f(z,y) de classe C*, com o vetor normal a ¢ = (z,y, f(z,y)) € U em

) dado por : )
- _fr7_fy71
MO AT

Agora observe que

V2 1 V2 1
2 T I 2 T+ 242

Portanto f2+ fy2 < 1 para toda a vizinhanga em questao. Substituiremos o interior
N(U) do retangulo externo R(I',€) pela regiao plana que é o dominio da defini¢ao
para um mapa coberto pelo Lema Principal. Para isso, sejam H o hemisfério norte e
p: H — R3 uma aplicacao linear dada por

1
z > >§:>2>1+f§+f§:>f§+f;<1.

w((z,y,2) = (2,200 = (=L, 5,

z 'z 2z
com z=+/1—122—192>0.

Geometricamente, p leva (x,y, z) pela projegao radial no plano z = 1, em seguida
projeta essa imagem verticalmente no plano z = 0 e rotaciona essa imagem com um
angulo de 45° no sentido anti-horario.

Figura 2.2: Construindo a imersao F.

Assim, p é um difeomorfismo sobre sua imagem e aplica N(U) = R(7v, €) em uma
regiio aberta 2 de R2. Logo, u(N(p)) = (0,0), u(y) tangencia o eixo y em (0,0) e
estd no plano x < 0.

Finalmente a aplicacao F : 2 — R2 com F = 1o N lou™! que leva 2 de volta
ao plano xy é claramente uma imersao em R?. Vamos aplicar o Lema Principal na

imersao F.
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As restrigoes sobre a curvatura Gaussiana K em () produzem as seguintes in-
formacoes sobre F: 2 — R2.

Afirmacao 24. Os autovalores A1 e Ay de dF sao reais e com sinais opostos e umni-
formemente limitados em 2, ou seja existe uma constante o > 0 tal que

—a< A\ <A <a

Demonstragao. Usando a descrigao local z = f(x,y) para alguma vizinhanca de ¢ =
(x,y,z) € U temos que:

NON(x,yaz) = NON(‘Tayaf<x7y))_/~L<(_1fiT/%’lé)_

£ VIYEAT  —f JIHEAT
VEETR U VIR
:(fy7_f$)

Portanto qualquer inversa local de F~! = o N o 7~! pode ser expressa por

F Y z,y)=poNom a,y) =poN(z,y) = fy(z,y),— folz,y).

A matriz jacobiana de F'=! é

_fxac _f:):y

Pela conhecida férmula da curvatura Gaussiana para graficos, ver [2], no ponto
(xayu f(xg y)), temos:

dF—! = { oz } = det(dF ") = = fyafoy + fyyfoe = Fyyfoa — [2,

det(dF ) = K1+ f2+ f7). (2.3.1)
Mas por hipétese, K < —k < 0. Entao fgu fyy — J?y < 0. Por defini¢cao os autovalores

t; e ty de dF~! sdo as raizes da equagao det(dF~1 — tI) = 0, entdo

det(dF~' —tI) = ffcf_t _ffyy_t =0&t’= x2y — Joafyy >0
Tx Ty

ou seja, t; e ty tém sinais opostos.
Portanto, usando 2.3.1 e a hip6tese sobre a curvatura, temos que:

det(dF™") =tito <0= K1+ fZ+ f))? < -k <0
= |t = )P = [6a* > k= || = || > VE.
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Assim segue que os autovalores de dF' sao A\; = %

tem sinais opostos. Além disso note que:

e Ay = . onde \; e \y sdo reais e
to?

v
|

Sl=sl-

O

IN

1
|t1|2\/E:>t1§— koutlz\/Eét—

1
u_
131
1
lto] > V=t < —VEkouty > VEk= — > — ou
2

IN

Sl-3l-

Portanto ) .
— <A < Ay < —.
VET TN T T VR

Entao basta considerar a = \/LE que a afirmacao ¢ valida para uma vizinhanca de ¢

(2.3.2)

em U, mas como a desigualdade (2.3.2) nao depende de F~! temos o afirmado. [

Resta notar uma propriedade de F' implicada pela completude de 2. Para esse
fim, sejam c e r constantes positivas. Considere D C & como o conjunto

D={(z,9);0< 2> +y* <r’ex>—cy’},

onde Z é a regiao aberta de R?, simplesmente conexa que nao contém a origem,
descrita acima.

Seja ¢g* a métrica Riemanniana em % induzida pela imersao F. Facamos & ser
um espago métrico onde se pode medir a distancia dj,(q,q’) de ¢ a ¢/, com ¢, ¢’ € D.
A distancia d},(q,q’) é definida tomando o infimo dos g*— comprimento de arcos em
D ligando q e ¢'.

Afirmacgao 25. D com a métrica dj, é um espago métrico completo.

Para provar essa afirmacao considere g* uma métrica Riemanniana em U que
corresponde a métrica g* em & sob o difeomorfismo g o N. E claro que g* é a métrica
em U induzida pela métrica Euclidiana dz?+dy? do plano xy com a imersao m. Vamos
supor agora que o subconjunto U = N~'ou~1(D) esteja num espago métrico medindo
a distancia d;;(q,q'), com q,¢" € U e df;(q,q) sendo o infimo dos g*— comprimento
de arco em U ligando q e ¢/. Para terminar essa demonstracao devemos estabelecer a
seguinte afirmacao:

Afirmacao 26. U com a métrica dj; € um espago métrico completo.

De fato, veja que U é um conjunto fechado de §2, pois caso contrario haveria um
ponto de acumulagao ¢ € U em Q\U. Como a aplicagao de Gauss N : Q@ — §? ¢
continua, entao segue que N(q) pertence ao fecho de N(U) em S*. Mas N(q) nao

pode estar em N(U), pois N : U—sS%é injetiva e ¢ € U. Pela construgao de D, o
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tinico ponto de acumulagao de N(U) = p~ (D) que estd em S*\ N(U) é o polo norte
N(p). Dai

N(p)=N(q) = N(q) = p=1q,

mas isso nao pode ocorrer visto que p € (2, I[11) e g € Q\U.

Como U é suconjunto fechado de uma superficie completa €2, segue que U é com-
pleto. Além disso, U é ainda completo se medirmos a distancia di;(q, ¢') entre pontos
de U como o infimo dos I—comprimento de arcos em U ligando ¢ e ¢’. Dai segue que
U é uma subvariedadede Q com fronteira C* por partes.

Para mostrar que U estd completo na métrica dj;, precisamos agora apenas da
observagao elementar que

diy(q,q) < dv(q.q) < V2d(q.q) (2.3.3)

Mostremos (2.3.3). Seja s* um g*—comprimento de arco para -, sendo v um arco
ligando ¢ e ¢’. Note que qualquer arco v em U dado por

z = f(a(s"), y(s"))

tem parametro comprimento de arco s(s*) dado por

s(s") = /O } VI @y f,)%ds (2.3.4)

Como f2 + fy2 < 1, enquanto que z* + y? = 1, temos:

A=+ D2+ 1) = 2+ +y* o+ [}
= (@ fot+yf) =22 fu/ [y + Y2 f2 + 2 S
= (@ fo+y )+ W fo—2f,) (2.3.5)

E assim segue que

@ Lty fy) = L4 fy =Wl —d L) <2+ 1) <1 (2.3.6)
Substituindo a equagao (2.3.6) em (2.3.4) temos

s < s(s%) < V25" = di(q,q) < dulq,q) < V2d5(q, ),

para todo ¢,q¢ € U, como queriamos.

Portanto se {a,}nen é uma sequéncia de Cauchy na distancia dj; e dy(q,q') <
V2di(q, ¢'), entao{a, }nen é uma sequéncia de Cauchy na distancia diy e portanto deve
convergir na métrica dy. Mas usando (2.3.3) novamente temos dy;(q,q") < dy(q,q'),
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a convergéncia na métrica dy implica convergéncia na métrica d;;. Portanto U com a
métrica df; ¢ um espago métrico completo, como queriamos. O que conclui a afirmagao
(26).

Para finalizar a prova da afirmacao (25) veja que agora tendo que U com a métrica
d;; ¢ um espago métrico completo, temos também que D com a métrica dj, é um
espaco métrico completo, pois a métrica Riemanniana g* em U, corresponde a métrica
Riemanniana ¢* em &, sob o difeomorfismo po N. Portanto, as afirmagoes (24) e (25)
dizem que os autovalores associados a diferencial da imersao sao reais com sinais
opostos e que D com a métrica dj, é um espaco métrico completo contradizendo o
Lema Principal. Portanto o Lema A fica demonstrado. [

Apo6s demonstrar o Lema A, a fim de provar o Lema B, vamos considerar daqui
para a frente {2 uma superficie isometricamente imersa na esfera e N : @ — S? tal
imersao. Além disso, vamos sempre supor que {2 é pseudo-convexo. Observe que se
v uma geodésica em €. Se I(y) < 7 entdo v é um arco minimizante em S? entre
quaisquer dois dos seus pontos e além disso N|, é injetiva.

Lema 27. Se D.(p) € um disco geodésico completo em Q, com r > w. FEntio Q €
uma esfera e N : Q — S* € uma isometria.

Demonstra¢ao. Primeiramente observe que do fato de r > 7 segue que D,.(p) D
D, (p). Agora vamos supor que D,(p) seja um disco completo, com r > 7. Vejamos
que N|p, ) € injetiva. De fato, sejam ¢1,¢» € Dx(p) tal que ¢; # ¢g». Construa
arcos geodésicos «; ligando p a ¢;,i = 1,2. As curvas N o a; sao grandes circulos
de S?, com comprimento menor que 7, pois pela construcio «; tem comprimento
menor que 7. Pela observagao anterior segue que N|,, € injetiva. Dai se ¢; = p ou
g2 =p = N(q1) # N(q2) = N|p, () ¢ injetiva.

Além disso N(D,(p)) = S*\{—N(p)}. De fato, se v é arco geodésico partindo de
p com () < m, entdao N leva v numa porgao do grande circulo partindo de N(p)
com o mesmo comprimento de 7. Mas vimos acima que N|D,(p) é injetiva. Entao
N(D,(p)) = S*\{—N(p)}. Como N é continua, temos N (9D, (p)) = —N(p). Observe
que 0D, (p) é conexo e N é localmente injetiva. Entdo dD,(p) é um unico ponto.
Portanto segue que N : Q@ — S? ¢ uma isometria. ]

Lema 28. Se D,.(p) € um disco geodésico completo, com r > w/2, entdo Q € uma
esfera e N : Q — S? € uma isometria.

Demonstragao. Sejam r > w/2 e D,(p) um disco geodésico em 2. O objetivo nessa
demonstracao é aumentar o raio r para um outro raio r tal que ¥ > m, pois tendo isso
basta aplicar o lema (27) que temos o resultado.

Suponhamos por absurdo que 7/2 < r < 7. Sem perda de generalidade, supo-
nhamos ainda que r é maximo, ou seja, # Di(p), com r > 7. Entdo 3 p tal que p €
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0D, (p),p € Qep ¢ Q. Mas vimos acima N (D,(p)) é injetiva em S? de mesmo raio
r. Isso implica que p € ON(D,(p)).

Seja v um arco aberto de I' que contém N (p), onde I' é um circulo nao geodésico.
A escolha desse I' é tal que a maior das regices abertas em S? delimitada por I esteja
contida em N(D,(p)). Agora tome € pequeno o suficiente e faca U = N~1(R(v,¢)).
Assim, pela definigao (19) segue que Q é concavo em p. Mas isso é um absurdo visto
que por hipdtese €2 é pseudo-convexo. [

Afirmacgao 29. Se () nao € a uma esfera, entao qualquer arco geodésico vy ligando p;
e pa, com py,pz € int(2) tem comprimento () < .

Demonstra¢ao. Suponhamos por absurdo que () > m. Sem perda de generalidade,
vamos supor que [(y) = m, pois basta substituir v por um porc¢ao dele mesmo. Seja
N o~ uma parametrizacao da parte y < 0 do equador de S?, ou seja, N oy é um
semicirculo méximo de S2.

Definimos como e—faixa em torno de N o~ como a uniao de todos os discos
geodésicos abertos D.(p;) em S?, com p; pontos de N o 1.

Como v é compacto em §) e [(7) = 7 entdo existe € > 0 e uma vizinhanca Vj de
v em € tal que N|y, é localmente injetiva sobre a e— faixa de N o.

Figura 2.3: A parte hachurada da figura acima é a e—faixa de N o ~.

Tomando € suficientemente pequeno, podemos supor que N (%) C Q, lembrando
que ‘70 ¢é o fecho de V em Q.

Dado um ntmero 6 > 0, considere as rotacoes possiveis de S? da e—faixa em
torno do eixo x. Vamos chamar de §—regido o interior do conjunto dos pontos de S?
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atingidos durante essas rotacoes. Assim, por exemplo a O-regiao de N oy em S? é
justamente e—faixa. Além disso, se 0 < 6" < 6 entdo f-regiao D 0'—regiao.

Considere como 6 o supremo de todos os valores de 6 no intervalo [0, 7] para os
quais alguma vizinhanca Vj de v em  seja aplicado por N de forma biunivoca na
f—regiao de N o~ em S2. R R

Agora observe que o caso que # > /2 — € nao ocorre. De fato, poisse § > 7/2 —¢
entdo 3D, (p), onde p = (0,—1,0) e r > /2 tal que D,(p) estd contido em uma
f—regido, ou seja existe D,(p) em €2 centrado em N~!(p) que nao é uma esfera, mas
isso contradiz o lema (28).

Além disso, o caso ) < /2 — € também nao ocorre. De fato, suponha por absurdo
que ) < /2 — ¢, entdo existe V3 em Q. Mas note que o fecho de V3 em Q contém
algum ponto p tal que p € 99Q. Tsso implica que p & N[) pois N(Vp) é a e—faixa e
Vo C Q. Logo, N (p) deve estar a uma distancia maior do que € de ambos extremos
de N o~. Ora, mas isso significa que N (p) pertence a uma parte da fronteira de Nz
que estd sobre um arco nao geodésico. Entao segue que Q) é concavo em P, mas isso
é um absurdo visto que por hipdtese €2 é pseudo-convexo. O

Afirmacao 30. Se ) nao € uma esfera e se vy € um arco geodésico em ) ligando o0s
centros dos discos geodésicos de D,(a) e D,(b) em ), entdo:

i) U(y) +2r <
it) Erxiste um conjunto aberto convexo H em § contendo D,(a) U~y U D,.(b) ;
ii1) v € a unica geodésica em Q ligando a e b. Além disso, tem-se I(y) = d(a,b)

Demonstra¢ao. Vamos supor ao longo da demonstracao que a # b, pois o caso em
que a = b a verificagao dos itens (i),(ii) e (iii) é imediata.

Para provar o item (i) vamos supor por absurdo que () + 2r > 7, dai podemos
estender v a alguma outra geodésica que tenha comprimento 7, mas isso contradiz a
afirmagao (29), logo I(y) + 2r < .

Vejamos agora o item (ii). Observe que exceto movimentos na esfera, podemos
considerar N oy como sendo a parametrizacao de uma parte frontal y < 0 do equador
de S? com o ponto médio (0, —1,0) € R3. Pelo item (i), N é injetiva em D,(a) U~y U
D,.(b) e o leva ao hemisfério frontal de S

No entanto, a seguir faremos a suposicio adicional de que os fechos D, (a) e r( )
em © estdo no interior de Q. Note que N §é injetiva restrita a D,(a) U~ U D, (b).
Provando (ii) sob estas hip6teses, estabeleceremos (ii) no caso geral.

Considere € > 0, N : V() — 2, com V' (€) sendo uma vizinhanca de 7. Como N
é difeomorfismo local, segue que N ¢ injetiva para uma e— faixa ao redor de N o .
Seja € > 0 o supremo de todos os valores de € que pertencem ao intervalo (0,r) para
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o qual V(e) exista. Pela regularidade das fungoes envolvidas segue que V'(e) existe
em ().

Afirmamos que € = r. De fato, suponha por absurdo que € < r. Entao existe
p € 022 em algum lugar do fecho métrico de V(€). Além disso, N(p) estd situado em
um segmento de circulo ndo geodésico da fronteira de N(V (€)). Mas entdo €2 seria
concavo em p, contradizendo o fato de que €2 é pseudo-convexo. Dai concluimos que
e=r.

Figura 2.4: A parte hachurada da figura acima, agora é a r—faixa de N o .

O proximo passo da prova é construir uma familia crescente de vizinhangas .4
em 2, com 0 < # < 0 < /2, de modo que N(A4) é a r-faixa em torno de N o~y e
entao .45 é convexa. A construcao segue.
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Seja € o cilindro eliptico reto de R? formado pela uniao de todas as linhas paralelas
ao eixo x entre as bordas de N(D,(a)) ¢ N(D,(b)).

Figura 2.5: A parte hachurada da figura acima ¢é o cilindro %

Defina os planos horizontais em R? tangentes a ¢ de cima e de baixo por Py e
P, respectivamente.

Seja yp < 0 a coordenada y no centro de N(D,(a)) e N(D,(b)). Para qualquer
no intervalo (0,%], seja P;” e P, os planos de R? que formam um angulo 6 com o
plano z = 0 e que sao tangentes a ¢ ao longo de uma reta y = constante > y, com
z = constante > 0 e z = constante < () respectivamente. E claro que os planos Pg e

P: coincidem e sao verticais.
2

Devido a regularidade de N, é claro que existe um tnico valor de 6 de 6 no
intervalo (0, 5] tal que P,” e P, atinjam a origem de R®. Os planos P e P cortam
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os grandes circulos em S* que sdo tangentes aos bordos circulares de N(D,(a)) e

N(D,(b)). Antes de definir vizinhancas em .45 em  para valores 6 em [¢, 6], algumas
construcoes adicionais serao necessarias em S2.

Sejam a e by os pontos onde P, intercepta os fechos de N(D,(a)) e N(D,(b))
respectivamente, a, e b, os pontos onde P, intercepta os fechos de N(D,(a)) e
N(D,(b)) respectivamente. Seja 7§ o arco ao longo do lado esquerdo do bordo de
N(D,(a)) ligando aj e a, e seja 74 o arco ao longo do lado direito do bordo de
N(D,(b)) ligando b} e b, . Finalmente para qualquer valor § em [0, §], a regido aberta
na face frontal de S? abaixo de P,", acima de P, , a direita de 7§ e a esquerda de 7 serd
chamada de #—vizinhanca de N oy em S?. Observe entao que a 0—vizinhanca de N oy
é a r—faixa e a #—vizinhanca contém qualquer § —vizinhanca, onde 0 < ¢ < 6 < 4.

Agora seja 6>0o0 supremo de todos os valores de # no intervalo [0, 6] tal que
alguma vizinhanca .4 de y em {2 é mapeada por N em uma #—vizinhanca de N o~y
em S%. Por esse fato, .47 existe. Mas se 0 < 0, deve existir algum ponto p no fecho
métrico de A5 em O que estd em dQ. Como supomos que {2 contém os fechos b:(a)
e E(b) em Q, N (p) deve ter distancia maior que r dos pontos extremos de N o 7.
Portanto N (p) deve estar ao longo do arco de um circulo nao geodésico 7 = Pg Ns?

ouy= Py NS2, cujo centro em S? est4 do lado oposto de 7 da §—vizinhanca de N o+.

Assim, se 8 < 0, entdao Q deve ser concavo em p, contradicio. Assim segue que 6 = 6.

Considere H como o conjunto .45 em €). Entao H é convexo pois a §—vizinhanca

de Novy em S? é convexa, onde N é uma isometria injetiva de H em uma 6—vizinhanca
de N o~.

Assim, para completar a prova de (ii), precisamos apenas resolver o caso em que

os fechos métricos de D,(a) e D,(b) em 2 nao estdo completamente dentro de €.

Mas observe que para cada valor de p em (0, 1), os discos geodésicos completosD,(a)
e D,(b) tem fechos métricos em (2 que estdo dentro de . Os argumentos an-
teriores aplicam-se para fornecer conjuntos abertos convexos H, em () contendo
D,(a)UyUD,(b). Entao basta considerar H como a uniao de todos H, com p € (0,r),
ou seja

H’_

- U H,
0<p<r

O conjunto aberto H é convexo e contém D,.(a) U~y U D,(b) como queriamos.



2.3. O TEOREMA DE EFIMOV 27

¢ ¥ @ Py ®
Figura 2.6: Construcao do subconjunto convexo H.

Finalmente observe que para provar (iii) basta ver que segue de (i) e (ii), ou seja de
(i) e (ii) temos I(y) = d(a,b) < m e assim N(a) e N(b) pertencem ao mesmo hemisfério
aberto em S? e a unicidade ocorre pois se existisse outra geodésica 7 ligando a e b

terfamos (') > 7, que ¢ um absurdo.
[

Com os resultados anteriores estamos prontos para demonstrar o seguinte lema:

Lema 31 (Lema B). Seja 2 uma superficie munida de uma métrica Riemanniana.
Se N : Q — S? € uma imersao isométrica de classe C1 e Q é pseudo-convexo entdo:

a) N € injetiva em €;
b) N(Q) =S? ou N(Q) € convera. (Em particular, Q é simplesmente conera.)

c) Q tem drea finita. Se N(Q2) = S? entdo a drea finita é 47 e é menor ou igual a
21 caso contrdrio.

Demonstragao. Observe primeiramente que se €2 é a esfera entao temos (a),(b) e (c)
validos. Portanto no desenvolvimento dessa demonstracao vamos supor que €2 nao é
a esfera.

Sejam p,q € €2 tais que p # ¢q. Como €2 é conexo podemos construir um arco
parametrizado 7 em () ligando p a ¢q. Temos ainda que 7 é compacto e N é uma
isometria local. Dessa forma, escolha ¢ > 0 suficientemente pequeno de tal forma que
cada ponto de 7 seja o centro de um disco geodésico completo e com raio €. Agora fixe
um conjunto finito de pontos p = pg, p1, ..., pn = ¢ em 7 tais que d(p;_1,p;) <€, Vj =
1,...,n. Seja D; o disco geodésico completo centrado em p; e com raio €. Observe que
por construcao o centro de D; esta dentro de D;_q, ou seja p; € D;_;. Assim, note
que em €2, py pode ser ligada a p; por uma unica geodésica i, com I(;) = d(po, p1)-
Usando o processo de indugao, suponhamos que Vj = 1,...,n — 1, podemos ligar pg
a p; por uma unica geodésica v; C €2 tal que I(7;) = d(po,p;). Resta-nos mostrar o
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caso j = n+ 1. Mas sabemos pela afirmacao (30) que existe um conjunto H aberto e
convexo contendo v;, Dy e D;. Como p;1 € D; entao existe um conjunto H aberto e
convexo contendo v;41, Dy e Dj41 e pelo item (iii) da afirmacao (30) segue que existe
uma unica geodésica ;41 ligando py e p;j41 tal que I(yj11) = d(po, pj+1). Portanto
por inducao p = py pode ser ligado a ¢ = p, por uma unica geodésica 7, tal que
[(v) = d(p,q). E dai concluimos que € é convexa.

Para mostrar (a) basta tomar v como a geodésica que liga p a ¢ como a geodésica
no desenvolvimento do argumento feito acima. Mas como N|,, é injetiva temos N (p) #
N(q) portanto N ¢ injetiva em 2. Além disso, para demonstrar (b) como N ¢ injetiva
em 2 e (2 é convexa entdo N (§2) é a imagem isométrica de uma superficie convexa o que
implica que qualquer conjunto em S? deve ser simplesmente convexa (em particular
Q2 é simplesmente conexo.)

Antes de demonstrar (c) vejamos a seguinte afirmagao:

Afirmacao 32. Se E € um subconjunto convezo de S?, entdo E estd contido em um
hemisfério de S?.

De fato, seja ¢ um ponto arbitrario de S? cuja distancia r de E é maximal.
e Se r > /2 a afirmacdo estd demonstrada.

e Nao ocorre o caso 0 < r < 7/2. De fato, suponha por absurdo que 0 < r < 7/2
entdo vamos admitir que existe um tinico p € E tal que a distancia de p a ¢ seja
r. Tome D’ como um disco geodésico de raio € < r/2 e centro p. Temos que o
conjunto compacto E — (D' N E) tem uma distancia p > r de q.

Translade o ponto ¢ a uma distancia § do ponto p, onde § = min{p—r,7/2—r}
ao longo do grande circulo que passa por p e g na esfera. Seja § € S? o ponto
final do percurso entao ¢ estd a uma distancia maior do que r do conjunto
EN D, pois D’ estd no hemisfério (aberto) de S? que tem todos os seus pontos
mais préximos de ¢ do que de q.

Assim, a escolha de d nos diz que a distancia entre g e o subconjunto E—(D'NE)
é também maior que r. Assim, § estd mais distante de E do que de ¢, mas isso
nao ocorre visto que escolhemos ¢ como sendo a distancia méaxima de E. Entéo
existe pelo menos dois pontos pi,ps € E a uma distancia r de q.

Considere agora o arco geodésico em S? que minimiza a distancia entre p; e ps.
Exceto em seus pontos extremos, este arco estd fora de E (pois 0 < r < 7/2).
Mas, préoximos de p e ¢ podemos considerar respectivamente pontos ¢i, g, € E
e assim escolher o arco geodésico minimizante que liga ¢q; e g2 mas que tenha
pontos fora de E. Ora, mas E é convexo, portanto isso niao ocorre, como
queriamos.
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e Nao ocorre o caso r = 0. Como S? nao é um subconjunto convexo de S%, entao
existe um ponto ¢ € S? mas ¢ € E ,ou seja, S — E # (). Agora considere o
hemisfério (aberto) H com centro em ¢ e defina um triangulo geodésico T' em
H, cujo interior de T contenha g. Observe que E é denso em S? entao podemos
supor sem perda de generalidade que os vértices pi, pe, p3 € T pertencem a F.
Assim, podemos escolher pq,ps, p3 € E de modo que o triangulo geodésico que
eles determinam tem ¢ no interior de H. Assim, o arco geodésico mais curto
em S? ligando p; a ¢ se estende a um arco geodésico mais curto em S? de p;
ao ponto p do arco geodésico minimizante ligando py e p3. Como E é convexo,
entao por essa construgao ¢ € F, mas isso é um absurdo pois supomos q ¢ E.

O item (c) fica demonstrado com a afirmacdo acima, pois N é imersao isométrica
ee N(Q) C S? é convexo. O

Depois de todos os resultados acima estamos prontos para demonstrar o principal
resultado do capitulo:

Teorema 33 (Efimov). Nao existem superficies completas C*-imersas em R? com
curvatura Gaussiana limitada superiormente por uma constante negativa.

Demonstracao. Suponha que €2 é orientavel. Precisamos dessa suposi¢ao para usar o
Lema A. Mas caso () nao seja orientavel, basta tomar o seu recobrimento orientdvel.
Além disso, vamos supor que {2 é completa na métrica Riemanniana ¢ induzida por
1, onde 1 : Q — R3 ¢ uma imersao. Seja K a curvatura Gaussiana da imersao. Por
hipdtese temos K < —k < 0. Fixado uma orientacao para €2, tome a correspondente
aplicagao normal de Gauss N associada a imersao. Portanto estamos nas condigoes
do Lema A e dai segue que (£, I1T) é pseudo-convexo.

Observe que (2, I11) ndo é completa. De fato, se (€2, [1]) fosse completa, entao
pelo Teorema de Bonnet Myers, ver [2], (€2, I11]) seria compacta. Porém (€2, I') é vari-
edade de Hadamard que implicaria que (2, ) = R™, que por sua vez nao é compacto.
Portanto (€2, 1) ndo é completa. Entao pelo item (b) do Lema B, segue que N((12))
nao é toda a esfera. Portanto, segue pelo item (¢) do Lema B que N(2) tem area
menor ou igual a 27.

Fixe agora um ponto qualquer p € S e seja o(r) a drea em 2 (na métrica I) do
disco geodésico D, (p), com centro em p e raio r > 0. Considere ainda o*(r) a drea
em ) (na métrica I17). Assim, pela conclusao do paragrafo anterior, temos que

o*(r) < 2. (2.3.7)

Além disso, sabemos que

o (r) = / N, AN, | d(u,v) = / dAr (2.3.8)

Dr(p) Dr(p)
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Mas vimos em (1.1.5) que [N, A N,| = |K|| X, A X,|, entao

o*(r) = /|KHXU/\Xv\d(u,v): /\K\dAI (2.3.9)

Dr(p) Dr(p)

Entao pelas equacoes (2.3.7), (2.3.8), (2.3.9) e pelo fato que K < —Fk entdo |K| > k
e segue que

21 > o*(r) = / |K|dA; > k / dAr = ko(r)
Dy (p) D (p)
=21 > ko(r)

= o(r) < 2% (2.3.10)

Sabemos pelo item (b) do Lema B que (2, I11) é simplesmente conexa implicando
assim que ) é simplesmente conexa para I. Dai, (2, 1) é variedade de Hadamard e
tem drea infinita, ver corolario (15), o que contradiz (2.3.10).

[

2.4 O Lema Principal

O Lema Principal do Teorema de Efimov afirma que se existe uma imersao de
uma certa regiao especial em R2, tal que seus autovalores associados & diferencial
da imersao sao reais e verificam uma certa desigualdade, entao existe um conjunto
dentro dessa regiao especial que nao é um espaco métrico completo com a distancia
na métrica induzida pela dita imersao.

Devido a extensa prova do Lema Principal, ver [11], dedicamos essa se¢@o a apre-
senta-la de forma resumida.

Comegamos construindo a regiao especial Z.

Primeiramente fixe constantes ¢ > 0 e 7. Sejam P a pardbola y?> = —cx e C o
circulo 2% + y* = r2. Considere D o conjunto

D = {(z,y) e R0 < 2® +y* <7r* y* > —ca}

e escolha 2 C R? qualquer regiao aberta, simplesmente conexa, contendo D, mas nao
definido na origem, ou seja (0,0) & 2.
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Figura 2.7: Regiao aberta & simplesmente conexa que contém D.

No Lema Principal, uma regiao muito especifica D é indicada para simplificar a
prova. A conclusao do Lema permanece valida sob varias alteracoes no formato de
D. Mas é essencial que D seja concavo na origem que nao pertence a D. O seguinte
exemplo destina-se a enfatizar esse ponto.

Exemplo 34. Considere a aplicacdo F : A — R?, dada por

F(e,5) = (5, — ),

onde A = {(x,y) € R*/x > 0}. Agora observe que escrevendo a derivada dF na
forma matricial temos

1 0

dF:[ 1 1—\ 0

= det(dF—\I) =
| st 1 0

T

‘ = (1-X)(=1-X) = —(1-\?).
Mas as raizes de det(dF —\) = —(1—=\?) sdo A\ =1 e Ay = —1 , ou seja, a derivada
dF tem dois autovalores reais que satisfazem

A<M < h<a= 2<-1<1<2.

E além disso det(dF) = —1 # 0 e isso implica que dF € injetiva, de onde seque que
F € uma imersao. Observe ainda que essa imersao F leva a regiao conveza

R:=(z,y) €R*/(x —1)* +¢y* < 1,2 >0
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(a) Figural (b) Figura2

em um subconjunto fechado do plano.

As curvas em R que vao para a origem sao aplicadas por F' em curvas que tendem
a infinito, o que implica que os comprimentos de suas imagens em F(R) divergem
para a métrica Euclidiana usual. Logo R munido com a distancia d}, associada a
métrica Riemanniana g* induzida por F' € um espaco completo.

Seja v : [a,b] — R? um arco nao necessariamente regular. Considere & ([a,b]) o
conjunto de todas as partigoes de [a,b]. Uma partigdo P ={a =ty <t; < ... <t, =
b} € Z([a,b]) determina uma sequéncia de pontos i, Vi, .- ¥, N0 trago de v que
definem uma poligonal com comprimento dado por

V(P) = Z [y (tk) = v(te—) |

Observe que se Py, Py € Z([a,b]) e P, é um refinamento de P, entdo V(P;) > V(P).

Definicao 35. Nas condicoes anteriores, dizemos que v € um arco retificavel
quando o conjunto

{V(P): P e P(a,b])}

¢ limitado superiormente. Nesse caso definimos o comprimento de arco vy como
sendo o niumero

L =sup{V(P); P € Z([a,b])}

Defini¢ao 36. Uma fungao £ € dita ser de variagao limitada em um arco vy : [a,b] —
R? se existe um nimero real positivo M > 0 tal que para todas as parti¢oes P = {a =
to <t; <..<t,=0b}e P(a,b]) temos que

Ve(P) = Y lIE(v(tn) — E(v(tr-1)) ]l < M.
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Se define a Variagao total de £ em v denotado por l¢(y) como sendo o menor limite
superior da varicao de & entre todas as particoes P € &2, ou seja

le(7y) = sup{Ve(P); P € P[a,b]}

Suponha F : 2 — R? uma imersao e considere em 2 a métrica ¢g* induzida pela
métrica usual do plano, denotando por d* a sua distancia associada. Dessa forma o
g*-comprimento de um arco v em % é o comprimento Euclidiano de F o 7.

Dados ¢,¢" € D arbitrarios, considere dj, : D x D — R a fungao que associa o
par (¢,q') ao infimo dos g*-comprimentos de arcos retificiveis em D ligando ¢ a ¢'.
Como dj, é uma distancia e D C & temos

d*(¢,q") < dp(q.q"), Vq,q4' € D.

Apesar da existéncia independente de D como espaco métrico, reservamos os
simbolos U e QU para denotar o fecho e a fronteira de U C D respectivamente.
Assim, por exemplo, D pode ser visto como uma variedade com limite D N oD.

Definicao 37. Um arco v em D, parametrizado por g*-comprimento de arco, que
liga dois pontos p e q, com p,q € D é chamado de arco g*-minimizante se nao
existe outro arco em D que liga p e q que tenha um g*-comprimento menor que o
g*-comprimento de 7.

Definicao 38. Um arco p : [0,00) — D ¢é chamado de raio distinguido se a
restri¢do de p ao intervalo finito [0,s] € um arco g*-minimizante em D.

Definicao 39. Dado algum valor real 6, considere a fun¢ao linear
& =xcosf 4+ ysinf

em R?. Seja v um arco retificdvel e le(7y) a variacao total de & em ~. Assim, veja que
se § =0 teremos l,(7y) que é a variagao total de x em . E se 0 = 1/2 teremos l,(7)
que € a variacao total de y em 7.

Agora, se v € 2 vamos denotar por lg('y) como sendo a varitacao total de & em
F o, de tal forma que

le(v) = l(F o).
Em particular, note que I;(y) = l.(Foy) e l;(v) = l,(Foy). Além disso If(y) < 1*(v).

Suponha que \; e Ay de dF' sao reais, e satisfazem a inequacao
—a< AN <A< «, (241)

em Z para alguma constante a.
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Definicao 40. Definimos uma quase-distancia d como uma funcao real D x D
com todas as propriedades usuais de distancia, exceto que d(p,q) = 0 < p = q, ou
seja, podemos ter cz(p, q) = 0, mesmo tendo p # q. Além disso, definimos o quase-
comprimento de um caminho retificavel v : [a,b] — D como sendo

I(y) =sup > d(y(te—1), (L),
k=1

para todas as particoes finitas a = tg < t1 < ... < t, =b de [a,b)].

Lema 41. Se a sequéncia de arcos (B : [0,1] — D converge uniformemente na
distancia dy, para um arco (B : [0,1] — D, necessariamente continuo, e se d é uma
quase-distancia com a propriedade de que d(p,q) < d},(p,q), VYp,q € D, entdio

1(B) < liminfI(5;).

Corolario 42. Se a sequéncia de arcos (B : [0,1] — D converge uniformemente na
distancia df, para um arco § : [0,1] — D, necessariamente continuo, entdo

l£(B) < liminf [£(5;).
com & = xcosl + ysinb.

Corolario 43. Se a sequéncia de arcos g*—minimizantes y; : [a,b] — D converge
uniformemente na métrica d, para um arco 7y : |a,b] — D, entdo vy € um arco
g*—minimaizante.

Apés esses resultados dados acima, estamos em condi¢oes de demonstrar o seguinte
lema.

Lema 44. Se D ¢é completo na distancia dj, entao existe um raio distinguido em D.

Demonstragao do lema (44). Suponha que D é completo usando a distancia df,. Que-
remos contruir um raio distinguido p : [0,00) — D. Para isso considere py = (r,0) €
D arbitrario, tal que py seja o ponto inicial do raio distinguido p, ou seja p(0) = pg e
r > 0 seja o raio do cilindro € usado na construcao de D.

Seja D(k) = {(z,y) € D;2* + y* > r?/2¥} um conjunto compacto para cada
k € N*. Além disso, vamos denotar a distancia em D(k) por d*D(k) de tal forma que

dpa (¢ q') = inf{l"(7);y é um arco diferencidvel por partes ligando ¢ a ¢ em D(k)}.

Como C(k) = {(z,y) € D;z* + y* = r?/2*F} ¢é compacto para cada k € N*
entdo podemos garantir a existéncia de pp € C(k) tal que dh ) (po,pk) = ¢k, com
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¢ sendo o minimo dessa distancia. O arco 7 : [0,1*(y)] — D(k) serd chamado de
g*—minimizante em D(k) se v for parametrizado pelo g*—comprimento de arco e se
[(7) é igual a distancia dj,, entre seus pontos finais.

Vamos construir para cada k € N* um arco g*—minimizante em D(k) de py a py.
Fixando k e olhando para a defini¢ao de d*D(k) encontramos uma sequéncia de arcos

B+ [0,1(8;)] — D(k)
de py a pi, tal que cada j3; seja parametrizado por g*—comprimento de arco e que
lim I*(8;) = .
.]*)OO
Como D(k) é compacto podemos garantir a existéncia de uma subsequéncia de

Bili0,c,] que converge uniformemente para um arco v : [0,c] — D(k) de py a py.
Como lim I*(B;|(0,,]) = cx segue do lema (41)
j—o00

() < jh_{gol*(ﬂjho,ck]) = Cg (2.4.2)
Ora, mas 7, é um arco ligando py a pr e como ¢ é minimo temos que
(k) = e (2.4.3)

Portanto, segue das equagoes (2.4.2),(2.4.3) que I*(7x) = ¢,. Para mostrar que -y é
g*—minimizante resta-nos mostrar que v, ¢ parametrizado por g*—comprimento de
arco. Para isso, considere s € [0, ;] e aplique novamente o lema (41) em |4 € em
B;l[s, cx], entao segue que

F(los) < Hml"(Bjlog) =5 (2.4.4)
l*(’yl[s,ck}) < Jll}%l*(ﬂjh&ck]) =cC,— S (245)

Mas vimos acima que [*(yx) = cx, e portanto I*(7[j,5) + I*(7is,c,]) = Ck € isso junta-
mente com (2.4.5) implica em

l*<7|[0,s]) = l*(7|[0,5]> + l*<7|[s,ck]) - l*(f}/‘[s,ck])
= = U(Ye)) 2k —cr+ 5
= s (2.4.6)

Agora veja que, das equacoes (2.4.4) e (2.4.6) segue que I*(7|jo,5)) = s. Portanto v, é
um arco ¢g*—minimizante em D ligando py a pg, como queriamos.

Definimos ;" := Yi|j0,¢,.]» para cada m = 1,2,3, ..., k. Pela definicao de v} vemos
que ;' C D(m).
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Sabemos que D(1) é compacto, entdo podemos garantir a existéncia de uma
subsequéncia n; C N, tal que o arco 7 : [0,¢;] — D(1),k € ny, converge uni-
formemente para o arco p; : [0,¢1] — D(1), quando k& — oo. Ora, mas apli-
cando o corolario (43), segue que p; é um arco g*—minimizante em D. De forma
andloga, como D(2) é compacto, existe uma subsequéncia ny C nj, tal que o arco
72 1 [0,¢2] — D(2), k € ny, converge uniformemente para o arco ps : [0, c3] — D(2),
quando k£ — oco. Além disso, py é uma extensao de p; e assim segue que p; é também
um arco g*—minimizante em D.

Por inducao, podemos afirmar que a extensao p,, : [0,¢,] — D(m) de p;, para
cada m = 3,4, ..., k, também é um arco g*—minimizante em D.

Veja que 0 < ¢ < ¢ < -+ -. Seja ¢s < 00 o limite da sequéncia {¢,,} quando
m — oo. Defina p : [0, cy) dada por p(s) = pn(s), com m suficientemente grande
para que ¢,, > s. Dessa forma, segue que p é um arco g*—minimizante entre quaisquer
dois pontos.

Devemos lembrar que o objetivo da demonstracao é mostrar que p é um raio
distinguido e para isso, resta-nos mostrar que ¢, = o0o. Suponha por absurdo que
Coo = I*(p) < 00. Note ainda que

d5(po,p1) < dp(po,p2) < ... < dp(PoyPm) < v < Coo-

Dessa forma, os pontos p(¢) = pm(¢m) = pm formariam uma sequéncia de Cauchy
na métrica dj,, isso ocorre pois d},(p.,p:) = d5(p(c.), p(cr)) = |er — ¢|. Como D
é completo entao a sequéncia p(c,,) deve convergir para um ponto de D. Todavia,
por construgao, os pontos p(c,) convergem para a origem de R? mas isso ¢ um
absurdo, visto que D é concavo na origem. Portanto concluimos que ¢, = o0. e
consequentemente que p é um raio distinguido. O]

Lema 45 (Lema da Comparagao). Seja v um arco ligando p e q, g*—minimizante
em D. Além disso, considere b um arco simples (que ndo possui autointersegoes),
diferencidvel e por partes, ligando p e q. Entao

(7)) < (),
com & =xcosf+ysinf, € R fixo.
Lembre-se que nos resultados abaixo estamos nos referindo a £ = x cos € 4 ysin 6.

Definigao 46. Se v é uma arco diferencidvel em & e é tangente, em cada ponto, a
alguma direcao principal, entdo v € chamado de arco préprio. Além disso, se C é
um arco diferencidvel formado por uma quantidade finita de arcos proprios e &|c é
crescente, entao C' € chamado de £—cadeia.
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Proposicao 47. Seja p € D tal que £(p) > 0, entdo existe uma §—cadeia que tem
inicio em p e termina num ponto da 0D.

Lema 48. Para qualquer £—cadeia C, temos
[£(C) < ale(C),
com « sendo a constante da desigualdade (2.4.1).

Lema 49. Se p ¢ um raio distinguido, entao I;(p) € finito e consequentemente I;(p)
€ infinito.

Definicao 50. Considere v um arco parametrizado em 2. v € dito pré-horizontal se
F o~ produzir um segmento de reta em R? que seja paralelo ao eivo z e além disso
que vy seja parametrizado por comprimento de arco.

Veja que se fixarmos um raio distinguido p € D e denotarmos u = t(s) pela
variagao total de y sobre F'o|g 4 (isso vale pois u = t(s) = I,(F o p|p,s)) = [;(Ppo,5)));
garantimos a existéncia de uma funcao t : [0,00) — R que ¢é diferencidavel. Em
particular, segue do lema (49) que, t(s) — oo quando s — 0.

Denote por Py a porgao da parabola P no interior de D, mas disjunta do circulo
C. Seja P;" e Py as componentes de P, sobre e sob o eixo z, respectivamente.

Lema 51. Suponha que D é completo na distancia dj, e seja p um raio distinguido
fizado. Considere Q0 como sendo o subconjunto de R™, formado por todos os valores
de u tais que a se¢cao pré-horizontal h, satisfaca as sequintes condigoes:

a) intersecta p transversalmente e,

b) intersecta OD transversalmente em um ponto b (u) sobre Py e outro b~ (u)
sobre Py .

Entao Q ¢ aberto e (RT)* — Q tem medida finita.

Definicao 52. Definimos h, como sendo o arco pré-horizontal mdzximo em D con-
tendo p(s). Além disso, dado u € Q) defina
H(u) = U hu/,
u' €Quu/>u
ou seja, H(u) € a unidgo de todos os arcos pré-horizontais h,, quando u' > u € Q. E
dado um intervalo I C (2N (u, 00)), Hy serd a unido de todos os arcos pré-horizontais
h., para os valores de v’ € I, ou seja

Hr = U hy.

u'el
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Denotaremos a g*—drea de Hy por

area*(Hy) = /z(u)du,

1

onde z é uma fung¢do que associa cada u € Q a l*(h,). Assim, temos que a g*—drea

de H(u) é
0" () == area”(H(u)) = Y ( /1 z(u)du> . (2.4.7)

E a drea FEuclidiana de H(u) serd denotada por o(u).

Definicao 53. Cada ponto p no eizo das abcissas determina duas retas Lt e L™ que
s@o tangentes a pardbola P, ver figura (2.8). Para cada p denote por G a regigo finita,
fechada e limitada por LT, P e L™.

Figura 2.8: Conjunto G

Definigao 54. Para cada u € ), considere p = p(u), o ponto mais proximo da
origem de R?, tal que a regiao G = G(u) contenha h,. Denotaremos por A(u) a drea
Fuclidiana da regicgo G(u), ver figura (2.9).
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Figura 2.9: Conjunto G(u)

Lema 55. A funcgio o* : Q — R, tal que o*(u) = area(H(u)) € estritamente
decrescente e além disso
do*(u) ()
= —z(u).
du

Proposigao 56. Suponha que W C RT € um conjunto aberto e que Rt — W tem
medida finita. Entdo nao existe uma funcao f: W — RT tal que

f(u)?
f(ul)7

u —u <t

com u,u; € W et >0 uma constante.
Pode-se agora provar o seguinte Lema, que é o resultado principal da se¢ao.:

Lema 57 (Lema Principal). Sejam F : 9 — R? uma imersdo e A\, Ay 0s autovalores
de dF'. Se \i, A2 € R e satisfazem

—a< M <<«

para alguma constante a. Entao D com a distancia dj, nao é um espago métrico
completo.

Demonstracao. Usando todas as definicoes anteriores de D, 2 e F : 9 — R? nessa
secao, suponhamos por absurdo que D com a distancia d}, seja um espag¢o métrico
completo. Entao pelo lema (44) sabemos que existe um raio distinguido p € D,
fixemos esse raio p.

Seja €, definido no lema (51). Como |det(dF)| < o em cada ponto de Z e
lembrando que H(u) C G(u), Yu € 2, temos que

o*(u) < o* < a?A(u), (2.4.8)
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onde o*(u),o(u) e A(u) estdo definidas em (52).

Agora seja X = X (u) a fungdo estritamente decrescente em €2 que associa a coor-
denada x a cada p = p(u), entdo existe Xy que é limite superior de X (u). Usaremos
as seguintes notagoes: A = A(u), A; = A(uy),0 = o(u),01 = o(uy),0* = o*(u),0f =
o*(u1),z = z(u),z1 = z(u1), h = hy, hy = hyy, G = G(u), Gy = G(ur), X = X(u), X; =
X (uy), com uy,u € Qe uy > u. Seja y o arco de p ligando p(t~!(u;)) entre p(t~1(u)),
entao segue de fato que u; — u = [*(y). Mas se u;1 > ue G; C G e X; < X. Pela
definigao de G segue o arco pré-horizontal h; deve ser tangente a uma das retas L
ou L, considere ¢ esse ponto de tangéncia. Sem perda de generalidade, suponhamos
que ¢ esteja na reta L.

Como u; € 2, temos pelo lema (51), hy deve cruzar o eixo z. Considere ¢ como
sendo o ponto de h; cuja coordenada x seja a maior possivel. Como a coordenada x
em ¢ é positiva, segue pela proposicao (47), que existe uma z—cadeia C' que comega
em ¢ e termina num ponto da fronteira de D. Dai, C' deve cruzar o arco pré-horizontal
h. O primeiro ponto dessa intersecao sera chamado de ¢’ e o arco dessa x—cadeia
ligando ¢ e ¢ serd denotado por C’. Pelo lema (48), temos [:(C") < al,(C"). Além
disso, pela defini¢ao (46) temos [,,(C") < X. Ora, mas dessas informagoes concluimos
que

L(C") < al,(C) < aX (2.4.9)

Agora queremos aplicar o Lema da Comparacao (45). Para isso considere o arco
v ¢g*—minimizante como sendo v = pli5,] € ¥ como sendo o arco diferencidvel por
partes ligando também p(s) e p(s;), de tal forma que ¥ seja formado por C’, h e h;.
Assim temos

() < L(C) + (R) + ().

Logo, da equagao (2.4.9) e das defini¢oes (39)e (52) temos

L(y) <aX + 2+ 2. (2.4.10)
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Através de um célculo elementar chegamos a
2
3 3
= (5v)
3 3
X, = (5\/5,41) (2.4.11)
Reescrevendo (2.4.10) temos
() < ap(A)F + 2 + 21, (2.4.12)
onde ap = « (%\/E)g :
Agora veja que

() sin6y — I (y) cos 0y < Ig (7).
De fato, facamos (F' o v)(t) = (z(t),y(t)). Entao

E((F o)) = &((Fon)to)l = |((t) — x(to)) cos b + (y(t) — y(ts)) sin ]
E isso implica que

|(y(t) = y(to))[sin by — [(z(t) — (to))[cos b1 < [&((F 0 y)(t)) — & ((F 0 7)(t0))]
= L (y)sin 6 — I;(v) cos Oy < I (7). (2.4.13)

Mas observe que #; é tomado positivo, entao

Ig,(v) > Li(y)|sin 61| — L;(v)] cos 01| = I, () > ()] sin 61| — L;(v) (2.4.14)

Fazendo um célculo elementar chegamos que

. CX1
=2 2L
S <4CX1+1)

Como Xy > X > X, temos

N|=

1
sin 01 > OélAf, (2415)

com a; = (12¢2)5 /v/4cXy + 1 > 0.
Das equagoes (2.4.12),(2.4.14) e (2.4.15) segue que

1 2
I, = aaly(A] = (2 + 21 + apA?) (2.4.16)
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Definimos ¢ em (39), além dessa coordenada retangular agora vamos precisar de
mais uma que chamaremos de n de modo que n = —xcosf + ycosf. Observe que
essas coordenadas &, 7 foram obtidas apds uma rotagao por um angulo 6 dos eixos
coordenados z,y em R2.

Note ainda que nas coordenadas £ e 1, a reta L] tem a equacio & = & e isso
faz com que a coordenada & do ponto ¢ seja & = & > 0. Ora, mas entao segue da
proposigao (47) que existe uma {—cadeia a qual comega em ¢ e termina num ponto
na fronteira de D. Analogamente ao argumento anterior, chegamos ao fato de que

I, (7) < ap(A)8 + 2+ 2, (2.4.17)

Das equagoes (2.4.16) e (2.4.17) temos
1 2
arly (1) A} < 2(z + 21 + apA3). (2.4.18)

Pelo lema (55) temos que 0*(u1) < 0*(u) e fazendo I (y)u; — u, podemos reescrever
(2.4.18) como

do* do* 2

(ul - U)OélAi% <2 (|

Observe que de (2.4.8) temos que
g(u) < g(u) < ()3 f(u),
onde f e g sao fungoes definidas em 2 dadas por f(u) = A%(u) e g(u) = a*%(u).

Como
do* @

du du
podemos reescrever (2.4.19) em termos de f e g,

(i =) ) < 2 (30t (|5200] + |2

) + a3> , (2.4.20)

onde as e a3 foram constantes positivas escolhidas de forma apropriada.

Usando o lema (55) e a definicao (52) e dado que g(u) = 0*3 (u) vemos que dg/du
é continua em (2, onde g é uma funcao estritamente decrescente e positiva. Dessa
forma, definindo €' C € por

d
V= {ue; ‘d—i(u)‘ > 1}

temos que 2’ é fechado em 2 e tem medida finita.
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Definindo W = Q — ) temos que W é aberto em €. Seja u,u; € W entao segue
da desigualdade (2.4.20) que

(w1 — ) f(ur) < Lf*(w),

onde ¢ = 6anas. Portanto, temos uma funcao f definida no aberto W C R, com seu
respectivo complemento tendo medida finita. Além disso, f é positiva e estritamente
decrescente tal que

f(u)?

f(uy) ’
com u,u; € W et > 0 uma constante. Ora, mas isso contradiz a proposi¢ao (56).
Portanto, fica demonstrado o Lema Principal do Teorema de Efimov.

u —u <t

]



Capitulo 3

Problemas relacionados ao
Teorema de Efimov

3.1 Introducao

O presente trabalho se refere fundamentalmente ao Problema de Hilbert & Cohn-
Vossen nos espacos tridimensionais. O Teorema de Efimov é de fato uma solugao
desse problema para o espaco Euclidiano R?. Contudo é plausivel a pergunta do que
aconteceria com a validez do Teorema de Efimov se houvessem mudancas nas suas
hipéteses, como por exemplo na curvatura, no espaco ambiente ou na superficie.

Nos anos posteriores apareceram problemas relacionados com o Teorema de Efi-
mov que podem ser divididos fundamentalmente em duas linhas de trabalho. A
primeira delas trata de encontrar uma extensao desse teorema para superficies com-
pletas em R3. E a segunda procura um resultado equivalente ao teorema de Efimov
para superficies completas imersas em espacos tridimensionais nao Euclidianos.

3.2 Primeira linha de Trabalho

Depois de alguns anos, o proprio Efimov estendeu o resultado de 1964 de duas
maneiras diferentes. Uma delas é o seguinte Teorema [ver [3]]:

TEOREMA I (EFIMOV,68): Suponha que ds* é completa em uma su-
perficie de curvatura negativa. Se o valor reciproco da curvatura da
métrica ds* tiver variacao com uma estimativa linear, entao a métrica
ds? nao admite uma imersao C*—regular em R3.

44
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A nova hipotese sobre a curvatura pode-se escrever da seguinte forma

1
V-K(p) V-K(q)

onde p, g sao pontos arbitrarios da superficie e ¢; sao constantes positivas parat = 1, 2.
Observe que a familia de superficies imersas que satisfazem a desigualdade anterior
contém as familias de superficies com K < —e < 0. Basta tomar ¢; = 0 e e = %
Por conta disso, vamos chamar as hipoteses fortes de Efimov, as hipoteses sobre
a curvatura do teorema (33). J4 as hipdteses fracas de Efimov serao as hipdteses
sobre a curvatura do Teorema I.

Note que o que Efimov fez foi enfraquecer a condigao sobre a curvatura do teorema
(33). E o Teorema I (Efimov,68) implicou nos seguintes resultados:

S 61d(pa q) + €2,

Proposicao 58. Em R?, para cada superficie Q, completa C*—regular e com curva-
tura Gaussiana negativa tem-se inf k = 0.

Proposicao 59. Se a curvatura Gaussiana da superficie Q) tem um gradiente entdo
sup |[V3| = +o0.

Posteriormente, em 1975, Efimov provou o seguinte resultado [5]:

TeOREMA II (EFiMOV,75): O semiplano de Lobachevski nao admite
uma C*—imersao isométrica dentro do espaco Euclidiano R3.

Observe que esse resultado valida o Teorema de Efimov, quando é permitida uma
borda na superficie. No mesmo ano, Vorobéva([17]) relaxou a hipétese de C*— dife-
renciavel do Teorema II para C?—diferenciavel.

Na linha dos Teoremas I, II, no ano de 2015, Galvez, Martinez e Teruel, [7],
mostraram que:

i) impondo as hipéteses fracas de Efimov em uma superficie fora de um sub-
conjunto compacto da mesma , entao a imersao tem curvatura total finita, a
superficie é parabdlica (as tunicas fungdes sub-harmonicas negativas sobre ()
sao constantes) e tem topologia finita, ou seja é homeomorfa a uma superficie
compacta menos uma quantidade finita de pontos que sao chamados de finais.

ii) impondo as hip6teses fortes de Efimov em uma superficie fora de um subcon-
junto compacto da mesma , entao a imersao tem topologia finita, é propriamente
imersa e tem area finita. Além disso, cada final da imersao é assintético a uma
semirreta do R?, ver figura (3.1)
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Figura 3.1: Superficie completa com finais de curvatura negativa

Mesmo com o surgimento de resultados importantes nessa area, de como se com-
portam superficies de curvatura negativa, ha problemas abertos em relacao ao Teo-
rema de Hilbert (12). Por exemplo, a conjectura apresentada por John Milnor [12]
em 1966:

Seja 2 uma superficie completa, sem pontos umbilicos, C?—imersa em R?
tal que

K+ ks >b>0,

onde b é uma constante e kq, ky sao as curvaturas principais da imersao.
Entao a curvatura Gaussiana K muda de sinal ou S é um cilindro gene-

ralizado (K =0).

Se este resultado fosse verdadeiro, as superficies imersas completas, com curvatura
nao positiva em R3, seriam cilindros generalizados ou as curvaturas principais ten-
deriam simultaneamente para zero. Ou seja, se fosse verdadeiro, estenderia o Teorema
de Efimov, pois o fato das duas curvaturas principais tenderem simultaneamente a
zero implicaria que o produto das mesmas tenderiam a zero, como afirma Efimov.

Em 1987, Smyth e Xavier [15] obtiveram o seguinte resultado:

TEOREMA DE SMYTH-XAVIER: Seja () uma superficie de curvatura nao
positiva imersa isometricamente em R3. Se k? > b > 0 para uma das
curvaturas principais, ¢ = 1,2, e b uma constante. Entao a superficie é
um cilindro generalizado.
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Observe que esse teorema acima da uma solugao parcial para Conjectura de John
Milnor quando K < 0. Pois, se o quadrado de uma das curvaturas principais fica
uniformemente afastada de zero, consequentemente a soma dos quadrados das duas
curvaturas principais também ficam uniformemente afastadas de zero.

3.3 Segunda linha de trabalho

Como foi dito na introducgao, um problema associado ao Teorema de Efimov cons-
tiste na procura de um teorema equivalente para superficies completas em espagos
tridimensionais nao Euclidianos. Apesar das diferentes contribuigoes até o momento,
o problema ainda permanece em aberto.

Em 2001, Schlenker [13] demonstrou o seguinte teorema:

Seja (¥, 0) uma superficie Riemanniana completa tal que || VK || /| K|
esteja limitada.

a) Se K < —1—e. Entao (3, 0) nao admite C*—imersao isométrica em
3.

b) Se K < —e < 0. Entao (3, o) nao admite C®—imersao isométrica em
S3.

Pelo fato de ter hipdteses adicionais sobre o médulo do gradiente da curvatura, o
Teorema de Schlenker seria um bom teorema tipo Efimov mas nao equivalente a ele.

Muitos resultados cldssicos da teoria de superficies em R? sdo uma consequéncia da
equagao de Codazzi, que ainda é valida em outras formas espaciais. Consequentemente,
nao é surpreendente que diferentes resultados das superficies imersas em R? podem
ser provados no contexto abstrato dos pares de Codazzi. Por esse fato os pares de
Codazzi aparecem de maneira natural, na teoria de subvariedades.

Um par de Codazzi é um par (I, II) de formas quadraticas sobre a superficie (2
tal que I é métrica Riemanniana e o par (I, I1) satisfaz a equacao de Codazzi como
na teoria de superficies , isto é, que satisfaz a seguinte equacao:

VxAY — VyAX — A[X,Y] =0,

onde A é o tnico endomorfismo auto-adjunto tal que I1(X,Y) = I(AX,Y), para
quaisquer X,Y € X(£2), com V sendo a conexao de Levi-Civita. Além disso, A é dita
operador de forma ou endomorfismo de Weingarten.

Os conceitos de curvaturas principais, curvatura Gaussiana, curvatura média, em
H?3 e S3, podem ser definidos de maneira habitual no contexto abstrato de pares de
Codazzi.
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Nesse aspecto, no ano de 2015, Gélvez, Martinez e Teruel, ver [8], demonstraram
o seguinte resultado:

Seja (I,11) um par de Codazzi em §) com curvaturas principais estri-
tamente separadas. Se (£, 1) é uma superficie completa com curvatura
Gaussiana K (I) < 0, entao somente um dos itens abaixo é valido:

a) I é uma métrica plana e ) é homeomorfa a um plano, a um cilindro
ou a um toro plano.

b) I nao é plana, Q é homeomorfa ao plano e [ |K(I)|da, < 2m.

A partir desse teorema abstrato para superficies, pode-se obter resultados tipo
Efimov para superficies imersas em H? e S3.

Corolario 60 (Gélvez-Martinez-Teruel, 2015). Seja v : Q — H? (resp. ¢ : ¥ —»
S? ) uma imersao com curvatura Gaussiana K < —1 (resp. K < —a < 0, a constante)
com uma das curvaturas principais k; satisfazendo k? > €% > 0, para € uma constante
positiva. Entao 1) nao € uma imersao completa.

Com esse coroldrio concluimos entdo que nao existem imersoes em H? e S* com
K < —-1e K < —a <0, respectivamente, quando uma de suas curvaturas principais
é uniformemente separada de zero. E assim encontramos resultados tipo Efimov para
H? e S?. Observe que, por causa da hipétese da curvatura principal, esses resultados
também podem ser ditos tipo Milnor.

A prova do resultado anterior pode ser adaptada admitindo a hipdtese fora de
um subconjunto compacto C' da superficie, entdao (Q\C, I) tem curvatura total finita.
Em particular, €2 é do tipo parabdlico e tem topologia finita. Consequentemente, os
seguintes resultados sao validos:

Corolério 61 (Gélvez-Martinez-Teruel, 2015). Seja ¢ : Q — H? (resp. ¢ : Q —
S?) uma imersio completa e C C Q um subconjunto compacto. Suponha que em
O\C' a curvatura Gaussiana de 1) verifica K < —1 (resp. K < —a < 0) e uma das
curvaturas principais k; satisfaga k? > € > 0, para € uma constante positiva. Entao
W tem area finita, 2 € parabolico e tem topologia finita.

Para terminar, vale ressaltar um resultado ligado as ideias de Heinz [10], que é
abordado em 2015 por Galvez e Teruel, [9], relativamente & validez do Teorema de
Efimov para graficos em espacos produto tridimensionais do tipo M? x R :

Seja M? uma superficie Riemanniana com um pdlo. Se a curvatura Gaus-
siana de MI? é nao negativa, entao nao existe grafico inteiro ¥ em M? x R
com curvatura extrinseca limitada superiormente por uma constante ne-
gativa.
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Entao nos espacos produto M? x R temos as duas condicoes:

1. Se Ky > 0 e M? tem um pélo entao o Teorema de Efimov vale para gréficos
verticais inteiros imersos em M? x R.

2. Se Kyz < 0 entao é possivel construir exemplos de superficies de rotacao com-
pletas e imersas em M? x R de curvatura limitada superiormente por uma
constante negativa. Tendo como consequéncia que o teorema de Efimov nao é
valido nesse caso.
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