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Instituto de Ciências Exatas

Departamento de Matemática
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Braśılia
2019



Universidade de Braśılia
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Resumo

No presente trabalho, apresentamos inicialmente o Teorema de Hilbert e no se-
guimento desse teorema abordamos o Problema de Hilbert & Cohn-Vossen e sua
respectiva solução em R3: O teorema de Efimov. Ademais, mostramos problemas
relacionados à ele, alguns dos quais ainda permanecem abertos.

Palavras-chave: Hilbert & Cohn-Vossen, Efimov, espaços tridimensionais, curva-
tura negativa.



Abstract

In this work, we first present the Hilbert Theorem and following this theorem we
approach the Hilbert & Cohn-Vossen Problem and its respective solution in R3: The
Efimov Theorem. In addition, we show problems related to it, some of which are still
open.

Keywords: Hilbert & Cohn-Vossen, Efimov, three-dimensional spaces, negative
curvature.







ii Introdução

Por fim, no caṕıtulo 3, conclúımos o trabalho dando informações sobre problemas
relacionados ao Teorema de Efimov, alguns dos quais ainda permanecem abertos.



Caṕıtulo 1

O Teorema de Hilbert

Nesse caṕıtulo são apresentados alguns resultados com o objetivo de demonstrar
o Teorema de Hilbert estendido à formas espaciais.

1.1 Preliminares

Antes de introduzir resultados são necessários alguns conceitos preliminares.

Definição 1. Uma Métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável M é
uma correspondência que associa a cada ponto p ∈M um produto interno 〈, 〉p (isto é,
uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espaço tangente TpM , que varia
diferenciavelmente no seguinte sentido: Se x : U ⊂ Rn −→ M é um sistema de
coordenadas locais em torno de p, com x(x1, x2, ..., xn) = q ∈ x(U) e

∂

∂xi
(q) = dx(0, ..., 1, ..., 0) =⇒

〈
∂

∂xi
(q),

∂

∂xj
(q)

〉
= gij(x1, ..., xn)

é uma função diferenciável em U .

As funções gij são expressões da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas
x : U ⊂ Rn −→M . Uma variedade diferenciável com uma dada métrica Riemanniana
é chamada de Variedade Riemanniana.

Segue abaixo o conceito de Variedades Riemannianas completas e de curvatura
seccional de uma variedade.

Definição 2. Uma variedade Riemanniana M é dita geodesicamente completa se
∀p ∈M , a aplicação exponencial expp, está definida ∀v ∈ TpM , equivalentemente, se
as geodésicas γ(t) que partem de p estão definidas para todos os valores do parâmetro
t ∈ R.

1
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Proposição 9. Se as curvas coordenadas constituem uma rede de Tschebyscheff então
é posśıvel reparametrizar a vizinhança coordenada de tal maneira que os novos coefi-
cientes da primeira forma fundamental são

E = 1, F = cosω, G = 1,

onde ω é o ângulo formado pelas curvas coordenadas.

Da teoria de superf́ıcies, a Equação de Gauss a partir dos śımbolos de Christoffel
é escrita da seguinte forma:

(Γ2
12)u − (Γ2

11)v + Γ1
12Γ2

11 + (Γ2
12)2 − Γ2

11Γ2
22 − Γ1

11Γ2
12 = −EK(I) (1.2.2)

E tem as seguintes Equações de Compatibilidade:

{
Γ1

11E + Γ2
11F = 1

2
Eu

Γ1
11F + Γ2

11G = Fu − 1
2
Ev{

Γ1
12E + Γ2

12F = 1
2
Ev

Γ1
12F + Γ2

12G = Fu − 1
2
Gu

(1.2.3){
Γ1

22E + Γ2
22F = 1

2
Fv − 1

2
Gu

Γ1
11F + Γ2

11G = Fu − 1
2
Gv

Portanto, pode-se provar o seguinte resultado:

Teorema 10. Sejam ψ : Ω −→M3(c) uma imersão de curvatura extŕınseca K cons-
tante e negativa. Então existem coordenadas locais (u, v) e uma função diferenciável
ω(u, v) ∈ (0, π) tal que

I = du2 + 2 cosωdudv + dv2,

II = 2
√
−K sinωdudv (1.2.4)

Além disso,

1. Se Ω é simplesmente conexa, então existem funções globais u, v : Ω −→ R tais
que (u, v) são coordenadas locais nas condições acima em uma vizinhança de
cada ponto.

2. Se Ω é simplesmente conexa e I é completa, então a aplicação (u, v) : Ω −→ R2

é um difeomorfismo global.
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Como K ≤ 0 em Ω, então a equação anterior implica que (
√
G)rr ≥ 0, ou seja,√

G)r é uma função crescente. Portanto,
√
Gr ≥ lim

r→0
(
√
G)r = 1 e isso implica que

√
G ≥ r,∀r. Em particular G ≥ r2 e assim segue que I = dr2 + Gdθ2 é maior ou

igual que I = dr2 + rdθ2. Mas feito isso, exp é uma aplicação de recobrimento e
consequentemente se Ω é simplesmente conexa, exp é um difeomorfismo. Mas note
ainda que, se denotarmos σ(Ω) como sendo a área de Ω, segue que

σ(Ω) =

∫ 2π

0

∫ ∞
0

√
Gdrdθ ≥

∫ 2π

0

∫ ∞
0

rdrdθ =∞ (2.2.4)

como queŕıamos.

Definição 16. Considere Γ um arco circular não geodésico na esfera S2 e p1 um ponto
interior de Γ. Podemos construir geodésicas que passam pelo centro de Γ e por cada
pi ∈ Γ. Seja γ1 a geodésica que passa pelo centro de Γ e por p1. Em seguida, percorra
nessa geodésica uma distância ε de Γ, com ε suficientemente pequeno. Então teremos
um segmento de geodésica de comprimento ε. Agora faça isso para todas as geodésicas
γi, então essa ”faixa”constrúıda em volta de Γ é chamado Retângulo Geodésico
externo a Γ e será denotado por R(Γ, ε). Veja a figura (2.1)

Figura 2.1: Retângulo externo de um arco não geodésico de S2.

Definição 17. Dado um conjunto X 6= ∅ e uma função d : X ×X −→ [0,+∞). A
função d é chamada distância sobre X se satisfaz as seguintes propriedades:

1. d é não negativa e separa pontos distintos, ou seja, para quaisquer a, b ∈ X,
d(a, b) = 0⇔ a = b;

2. d é simétrica, ou seja, para qualquer par (a, b) ∈ X ×X, d(a, b) = d(b, a);
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por uma função f(x, y) de classe C2, com o vetor normal a q = (x, y, f(x, y)) ∈ U em
Ω dado por

N(q) =
(−fx,−fy, 1)√

1 + f 2
x + f 2

y

.

Agora observe que

z >

√
2

2
⇒ 1√

1 + f 2
x + f 2

y

>

√
2

2
⇒ 1

1 + f 2
x + f 2

y

>
1

2
⇒ 2 > 1+f 2

x+f 2
y ⇒ f 2

x+f 2
y < 1.

Portanto f 2
x+f 2

y < 1 para toda a vizinhança em questão. Substituiremos o interior
N(U) do retângulo externo R(Γ, ε) pela região plana que é o domı́nio da definição
para um mapa coberto pelo Lema Principal. Para isso, sejam H o hemisfério norte e
µ : H −→ R3 uma aplicação linear dada por

µ((x, y, z) = (
−y
z
,
x

z
, 0) ≡ (

−y
z
,
x

z
),

com z =
√

1− x2 − y2 > 0.
Geometricamente, µ leva (x, y, z) pela projeção radial no plano z = 1, em seguida

projeta essa imagem verticalmente no plano z = 0 e rotaciona essa imagem com um
ângulo de 45◦ no sentido anti-horário.

Figura 2.2: Construindo a imersão F.

Assim, µ é um difeomorfismo sobre sua imagem e aplica N(U) = R(γ, ε) em uma

região aberta D de R2. Logo, µ(Ñ(p)) = (0, 0), µ(γ) tangencia o eixo y em (0, 0) e
está no plano x ≤ 0.

Finalmente a aplicação F : D −→ R2, com F = π ◦N−1 ◦µ−1 que leva D de volta
ao plano xy é claramente uma imersão em R2. Vamos aplicar o Lema Principal na
imersão F.
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o qual V (ε) exista. Pela regularidade das funções envolvidas segue que V (ε) existe
em Ω.

Afirmamos que ε = r. De fato, suponha por absurdo que ε < r. Então existe
p ∈ ∂Ω̃ em algum lugar do fecho métrico de V (ε). Além disso, Ñ(p) está situado em

um segmento de ćırculo não geodésico da fronteira de N(V (ε)). Mas então Ω̃ seria
côncavo em p, contradizendo o fato de que Ω é pseudo-convexo. Dáı conclúımos que
ε = r.

Figura 2.4: A parte hachurada da figura acima, agora é a r−faixa de N ◦ γ.

O próximo passo da prova é construir uma famı́lia crescente de vizinhanças Nθ

em Ω, com 0 < θ < θ < π/2, de modo que N(N) é a r-faixa em torno de N ◦ γ e
então Nθ é convexa. A construção segue.
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Seja C o cilindro eĺıptico reto de R3 formado pela união de todas as linhas paralelas
ao eixo x entre as bordas de N(Dr(a)) e N(Dr(b)).

Figura 2.5: A parte hachurada da figura acima é o cilindro C .

Defina os planos horizontais em R3 tangentes a C de cima e de baixo por P+
0 e

P−0 respectivamente.
Seja y0 < 0 a coordenada y no centro de N(Dr(a)) e N(Dr(b)). Para qualquer θ

no intervalo (0, π
2
], seja P+

θ e P−θ os planos de R3 que formam um ângulo θ com o
plano z = 0 e que são tangentes a C ao longo de uma reta y = constante ≥ y0 com
z = constante ≥ 0 e z = constante ≤ 0 respectivamente. É claro que os planos P+

π
2

e

P−π
2

coincidem e são verticais.

Devido a regularidade de N , é claro que existe um único valor de θ de θ no
intervalo (0, π

2
] tal que P+

θ e P−θ atinjam a origem de R3. Os planos P+

θ
e P−

θ
cortam
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os grandes ćırculos em S2 que são tangentes aos bordos circulares de N(Dr(a)) e
N(Dr(b)). Antes de definir vizinhanças em Nθ em Ω para valores θ em [θ, θ], algumas
construções adicionais serão necessárias em S2.

Sejam a+
θ e b+

θ os pontos onde P+
θ intercepta os fechos de N(Dr(a)) e N(Dr(b))

respectivamente, a−θ e b−θ os pontos onde P−θ intercepta os fechos de N(Dr(a)) e
N(Dr(b)) respectivamente. Seja γaθ o arco ao longo do lado esquerdo do bordo de
N(Dr(a)) ligando a+

θ e a−θ e seja γbθ o arco ao longo do lado direito do bordo de
N(Dr(b)) ligando b+

θ e b−θ . Finalmente para qualquer valor θ em [0, θ], a região aberta
na face frontal de S2 abaixo de P+

θ , acima de P−θ , a direita de γaθ e a esquerda de γbθ será
chamada de θ−vizinhança de N ◦γ em S2. Observe então que a 0−vizinhança de N ◦γ
é a r−faixa e a θ−vizinhança contém qualquer θ′−vizinhança, onde 0 ≤ θ′ ≤ θ ≤ θ.

Agora seja θ̃ > 0 o supremo de todos os valores de θ no intervalo [0, θ] tal que
alguma vizinhança Nθ de y em Ω é mapeada por N em uma θ−vizinhança de N ◦ γ
em S2. Por esse fato, Nθ̃ existe. Mas se θ̃ < θ, deve existir algum ponto p no fecho

métrico de Nθ em Ω̃ que está em ∂Ω̃. Como supomos que Ω contém os fechos D̃r(a)

e D̃r(b) em Ω̃, Ñ(p) deve ter distância maior que r dos pontos extremos de N ◦ γ.

Portanto Ñ(p) deve estar ao longo do arco de um ćırculo não geodésico γ = P+

θ̃
∩ S2

ou γ = P−
θ̃
∩S2, cujo centro em S2 está do lado oposto de γ da θ̃−vizinhança de N ◦γ.

Assim, se θ̃ < θ, então Ω̃ deve ser côncavo em p, contradição. Assim segue que θ̃ = θ.

Considere H como o conjunto Nθ em Ω. Então H é convexo pois a θ−vizinhança
de N◦γ em S2 é convexa, onde N é uma isometria injetiva de H em uma θ−vizinhança
de N ◦ γ.

Assim, para completar a prova de (ii), precisamos apenas resolver o caso em que

os fechos métricos de Dr(a) e Dr(b) em Ω̃ não estão completamente dentro de Ω.

Mas observe que para cada valor de ρ em (0, r), os discos geodésicos completosDρ(a)

e Dρ(b) tem fechos métricos em Ω̃ que estão dentro de Ω. Os argumentos an-
teriores aplicam-se para fornecer conjuntos abertos convexos Hρ em Ω contendo
Dρ(a)∪γ∪Dρ(b). Então basta considerar H como a união de todos Hρ com ρ ∈ (0, r),
ou seja

H = ∪
0<ρ<r

Hρ.

O conjunto aberto H é convexo e contém Dr(a) ∪ γ ∪Dr(b) como queŕıamos.
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Figura 2.6: Construção do subconjunto convexo H.

Finalmente observe que para provar (iii) basta ver que segue de (i) e (ii), ou seja de
(i) e (ii) temos l(γ) = d(a, b) < π e assim N(a) e N(b) pertencem ao mesmo hemisfério
aberto em S2 e a unicidade ocorre pois se existisse outra geodésica γ′ ligando a e b
teŕıamos l(γ′) > π, que é um absurdo.

Com os resultados anteriores estamos prontos para demonstrar o seguinte lema:

Lema 31 (Lema B). Seja Ω uma superf́ıcie munida de uma métrica Riemanniana.
Se N : Ω −→ S2 é uma imersão isométrica de classe C1 e Ω é pseudo-convexo então:

a) N é injetiva em Ω;

b) N(Ω) = S2 ou N(Ω) é convexa. (Em particular, Ω é simplesmente conexa.)

c) Ω tem área finita. Se N(Ω) = S2 então a área finita é 4π e é menor ou igual a
2π caso contrário.

Demonstração. Observe primeiramente que se Ω é a esfera então temos (a),(b) e (c)
válidos. Portanto no desenvolvimento dessa demonstração vamos supor que Ω não é
a esfera.

Sejam p, q ∈ Ω tais que p 6= q. Como Ω é conexo podemos construir um arco
parametrizado γ em Ω ligando p a q. Temos ainda que γ é compacto e N é uma
isometria local. Dessa forma, escolha ε > 0 suficientemente pequeno de tal forma que
cada ponto de γ seja o centro de um disco geodésico completo e com raio ε. Agora fixe
um conjunto finito de pontos p = p0, p1, ..., pn = q em γ tais que d(pj−1, pj) < ε, ∀j =
1, ..., n. Seja Dj o disco geodésico completo centrado em pj e com raio ε. Observe que
por construção o centro de Dj está dentro de Dj−1, ou seja pj ∈ Dj−1. Assim, note
que em Ω, p0 pode ser ligada a p1 por uma única geodésica γ1, com l(γ1) = d(p0, p1).
Usando o processo de indução, suponhamos que ∀j = 1, ..., n − 1, podemos ligar p0

a pj por uma única geodésica γj ⊂ Ω tal que l(γj) = d(p0, pj). Resta-nos mostrar o
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Figura 2.7: Região aberta D simplesmente conexa que contém D.

No Lema Principal, uma região muito espećıfica D é indicada para simplificar a
prova. A conclusão do Lema permanece válida sob várias alterações no formato de
D. Mas é essencial que D seja côncavo na origem que não pertence a D. O seguinte
exemplo destina-se a enfatizar esse ponto.

Exemplo 34. Considere a aplicação F : A −→ R2, dada por

F (x, y) = (x,
1

x
− y),

onde A = {(x, y) ∈ R2/x > 0}. Agora observe que escrevendo a derivada dF na
forma matricial temos

dF =

[
1 0
− 1
x2
−1

]
⇒ det(dF−λI) =

∣∣∣∣ 1− λ 0
− 1
x2
−1− λ

∣∣∣∣ = (1−λ)(−1−λ) = −(1−λ2).

Mas as ráızes de det(dF −λ) = −(1−λ2) são λ1 = 1 e λ2 = −1 , ou seja, a derivada
dF tem dois autovalores reais que satisfazem

−α ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ α⇒ −2 ≤ −1 ≤ 1 ≤ 2.

E além disso det(dF ) = −1 6= 0 e isso implica que dF é injetiva, de onde segue que
F é uma imersão. Observe ainda que essa imersão F leva a região convexa

R := (x, y) ∈ R2/(x− 1)2 + y2 ≤ 1, x > 0
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(a) Figura1 (b) Figura2

em um subconjunto fechado do plano.
As curvas em R que vão para a origem são aplicadas por F em curvas que tendem

a infinito, o que implica que os comprimentos de suas imagens em F (R) divergem
para a métrica Euclidiana usual. Logo R munido com a distância d∗D associada a
métrica Riemanniana g∗ induzida por F é um espaço completo.

Seja γ : [a, b] −→ R2 um arco não necessariamente regular. Considere P([a, b]) o
conjunto de todas as partições de [a, b]. Uma partição P = {a = t0 < t1 < ... < tn =
b} ∈ P([a, b]) determina uma sequência de pontos γt0 , γt1 , ..., γtn no traço de γ que
definem uma poligonal com comprimento dado por

V (P ) =
n∑
k=1

‖γ(tk)− γ(tk−1)‖

Observe que se P1, P2 ∈P([a, b]) e P1 é um refinamento de P2 então V (P1) ≥ V (P2).

Definição 35. Nas condições anteriores, dizemos que γ é um arco retificável
quando o conjunto

{V (P ) : P ∈P([a, b])}

é limitado superiormente. Nesse caso definimos o comprimento de arco γ como
sendo o número

L = sup{V (P );P ∈P([a, b])}

Definição 36. Uma função ξ é dita ser de variação limitada em um arco γ : [a, b] −→
R2 se existe um número real positivo M > 0 tal que para todas as partições P = {a =
t0 < t1 < ... < tn = b} ∈P([a, b]) temos que

Vξ(P ) =
n∑
k=1

‖ξ(γ(tk))− ξ(γ(tk−1))‖ ≤M.




