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Resumo

Nesta dissertacao, motivados pelos trabalhos de Ambrosetti, A. e Colorado, E. em [3] e Liu,
H e Liu, Z em [23], estudaremos o sistema nao-linear de Schrodinger

—Auy +Vy (X)l/tl = H1 (X)l/l? ‘I—ﬁ(X)M%Ml, X e RN?
—Auy +Va(x)uy = B(x)ujuz + s (x)u3, x € RY, (1
uj € H'(R), j=1,2.

No primeiro capitulo os coeficientes do sistema dado em (1) sdo constantes, sendo B € R e
os demais coeficientes, positivos, com N = 2,3. De modo que serdo exibidos resultados de
existéncia de solugdes radiais positivas dos tipos ground state e bound state. Para o segundo
capitulo consideraremos N = 2,3, e resultados de existéncia sdo obtidos no caso em que f3
¢ “pequeno” e também no caso em que 3 é “grande”. Além disto, V;(x),u;(x),B(x) sdo,
em alguns resultados, fun¢des continuas, positivas e periddicas em suas coordenadas, e em

outros resultados, fung¢des continuas e positivas que possuem limite quando |x| — +oo.






Abstract

In this thesis, motivated by the works of Ambrosetti, A. and Colorado, E. in [3] and Liu, H
and Liu, Z in [23], we will study the following nonlinear Schrédinger system

—Auy + Vi (xX)u; = /.Ll(x)u? +[3(x)u%u1, xRV,
—Auy + Vo (x)uy = ﬁ(x)u%uz + ,uz(x)u%, X € ]RN,
uj € H'(RN), j=1,2,

In the first chapter, the coefficients of (1) are considered constants, being B € R and the
other coefficients are positive, where N = 2,3. Thus, existence results of positive radial
ground state and bound state for (1) will be displayed. Moving on to the next chapter, where
N = 2,3, the existence results are obtained in the case of a ”small” coefficient B and also
the case of a "large” coefficient f. Furthermore, V;(x), 1;(x), B(x) are, in some results,
continuous, positive and periodic, and in other results, V; (x) are continuous and well-shaped,

and p(x), B(x) are continuous and anti-well-shaped.
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Lista de Notacoes

Utilizaremos nesta dissertagdo a notagao que se segue.

« Denotaremos por | -| a norma euclidiana de RY dada por
1/2
|x| = (x%—l—x%—f— ...—|—x12\,) / )
— N.
com x = (x1,x2,...,xy) € R";

e L?(RY):={ f:RY — R é mensurivel e | f(x)|” < 4o0 7, com sua norma usual
RN

dada por
1/p
Il = [ 7o)

. L‘;OC(]RN) ={f: RY = R; fyx € LP(RY), para todo compacto K C RN}, com 1 <
p < oo, emque Xk : RY 5 Réa funcdo caracteristica de K, dado por

) I, sexek
xX) =
XK 0, sex¢K;

com 1 < p < oo

« supp(9):={x € Q;¢(x) A0}, emque ¢ : Q CRY = R;
« C"(Q)={f:QC RN 5 R; f ém vezes diferencidvel e a m-ésima derivada é continua};

« CP(Q):={9:QC RN — R; ¢ possui derivadas de ordem n,¥n € N e supp(¢)
é um compacto de RY };

* Denotaremos a derivada fraca de u por Dju;

* Vu(x) := (D1u(x),Dou(x), ..., Dyu(x));
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WhHE(RN) = {ue L*(RM); Dju e L*(RY), parai= 1,2,...,N.}, com sua norma usual
dada por

Julizi= [ (Vu(oP +u(2)?)
— imersdo continua;

— convergéncia segundo a norma (convergéncia forte);

— convergéncia fraca;

/Qf::/gf(X)dx;

sendo X um espago vetorial normado, seu dual topolégico (o espaco dos funcionais
lineares reais definidos em X) serd denotado por X*;

B.(x) :={yeX;|lx—y| <r};

Seja @ : X — R um funcional duas vezes Fréchet-diferencidvel. Denotaremos por @’ e

D" as, respectivamente primeira e segunda, derivadas de Fréchet de ® ;



Introducao

Neste trabalho, no primeiro capitulo estudamos o artigo de A. Ambrosetti e E. Colorado,
em [3], que trata de uma classe de sistemas de equacdes nao-lineares de Schrodinger dado
por

—Auy + Auy = s + Busuy, uy € WH(RN),

()
—Aupy + Auy = ﬁu%uz —l—ugu%, uy € W172(RN),

emqueA;,u; >0,N=23,comj=1,2eBcR.

Problemas como estudado em (2) podem ser encontrados no estudo de equagédes ndo-
lineares de Schrodinger (NLS-nonlinear Schrédinger) que modelam muitos fendmenos
tratados pela fisica, especialmente em Optica ndo-linear. Considere por exemplo, uma onda
eletromagnética. Seu campo elétrico é da forma E(r,1) = E(r,1)e " ® %) em que E(r,1) é
envelope complexo do campo. Se a onda em questdo for plana e estaciondria entdo os feixes
de luz que se propagam na direcdo z sdo descritos pela equacao

_JE 0°E

Dik— + — = —k*
: (9z+8x2

)
Tl g)2E.
no

Através do processo de adimensionaliza¢do, semelhante ao visto em [24], transformamos a

equacgdo nao-linear de Schrodinger acima na equagdo adimensional que se segue

JE 0%E
A Wi E’E=0
laz+ax2+7<| | ,

com Kk sendo uma constante positiva. Podemos representar E como a soma de uma onda

circularmente polarizada a direita com uma onda circularmente polarizada a esquerda
E=a EicR+arErcy,

em que cg € ¢y, sao vetores complexos unitdrios que representam as polarizacdes circulares a

direita e a esquerda, e aj € R, j = 1,2. Valendo-nos da ortogonalidade entre cg e ¢z, obtemos
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o seguinte sistema de equagdes

ial? +ay aa L (@E P+ BB B =0,
iay aaE +ap aa % + K (af|E1 [ + & |Ex|*)azEy = 0,
€ entao
,-aaE Ly aa’? + k(@ |E1 + @3 |Ea ) Er =0, 3)
185:2+aa€2+K(al|El|2+a2|E2| JE2 =0.

Estamos a procura de solugdes estaciondrias, isto &, solugdes de (3) da forma E;(z,x) :=
ety j(x), em que A; € uma constante positiva e u;(x) € uma fungdo de valor real. Como

queremos que E(z,x), seja solugdo de (3), com respeito a u j(x) devemos ter que

8(eillzu1(x)) 82(eillzu1(x))

T e (aden (0) + e () )M () = 0,
9 ez 02 (eih2z . : ;
Q) | T | (e (] + e () P)e () = 0,
Z X
equivalentemente,

2 2y (x)eM7 4+ () o+ k(a7 Py (x) 2 + a3l Pz () )™ (x) =

0
2 Aoz (x)e”2 4 9 (ug) o+ K (af | M2 |y (x)* + a3 €72 fua (x) ) 27z (x) = 0

por fim,
— Ay () + (ur )+ K (afur () + 3wz () uy (x) = 0,
— Do (x) + (u2)xx + K (afur (x)* + a3z (x)*Ju (x) = 0.
Se tomarmos o fator de acoplamento a = B como um pardmetro e permitirmos que 0s

coeficientes de u> ; sejam diferentes de [3, conferindo a estes a notagdo (1, € SUpormos sem

perdas que K = 1, entdo obtemos o seguinte sistema

2.3 2
—(u1)xx + Aiuy = piug + Buzuy,
2 2.3
—(u2)xx + Aotz = Bujun + pyu3,
que € o sistema em que estamos interessados. Sistemas como este tem sido bastante estudados

na literatura. Até o ano de publicacdo de [3] a maioria dos artigos que lidavam com equagdes

NLS ou possuiam resultados baseados em argumentos numéricos, ou tratavam de existéncia
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de solugdes explicitas com muita especificidade, como no trabalho de F. T. Hioe e T. S. Salter
em [16].

No entdo recente momento em que comegavam a surgir conquistas de resultados mais
gerais e rigorosos, tais quais [10, 21, 28], A. Ambrosetti e E. Colorado foram motivados
por T.-C. Lin e J. Wei em [21] para estudar o sistema (2) bem como algumas extensoes
para sistemas com mais de duas equagdes. Resumidamente, o que estes pesquisadores
fizeram foi mostrar que existem constantes A’ > A > 0 que dependem que A;, 14;, tais que, se
B € (0,A)U (A, +o0) entdo o sistema dado em (2) possui uma solugdo radialmente simétrica
(u1,u2) € WH2(RY) x WH2(RN), com uy,us > 0. Além disso, se B > A’ entdo as solucdes
encontradas possuem energia. Vale ressaltar que para quaisquer valores de 3, o sistema
dado em (2) possui duas solugdes denotadas por (U;,0),(0,U>), em que U; sdo solugdes
radiais positivas de —Au+Aju = ju3, u e WH(RYN), cuja existéncia é assegurada por M.
K. Kwong, em [19]. Essas solu¢des serao essenciais para a demonstracao dos resultados
de existéncia, embora nossas atencdes estejam voltadas para solucdes diferentes destas. Na
verdade, resultados preliminares sdo obtidos demonstrando-se que o indice de Morse de
(U1,0),(0,U,) muda segundo o valor que 8 assume. Os principais resultados sdo obtidos a
partir deste fato, bem como da utilizag¢ao “apropriada” do Método de Nehari.

Com respeito as solu¢oes U; mencionadas, definimos as constantes

O |/ R SR )l

) 2
peH\ {0} 2 o peH\{0} 2 2
. Uie . Uy

A:=min{¥, B} , A :=max{y,p}.

Nossos principais resultados de existéncia do Capitulo 1 sdo os seguintes:
Teorema 1.1. Se § > A’, entdo (2) possui uma solugdo il radial positiva do tipo ground state.

Teorema 1.2. Se § < A, entdo (2) possui uma solu¢io u* radial do tipo bound state tal que
u* #uj, j=1,2. Além disto, se B € (0,A), entdo u* > 0.

Os resultados obtidos por A. Ambrosetti € E. Colorado em [3] sobre a existéncia de solu-
cdo de energia minima, incluindo o que trata de sistemas gerais (veja o Teorema 6.2 (i7) de
[3]) eram, na ocasido, novos. Além disso, os resultados relativos a existéncia de solu¢des do

tipo bound state melhoram e conferiram mais precisao a [21], mais precisamente o Teorema 2.



6 Conteudo

Em um segundo momento dessa dissertacdo estudaremos o trabalho de L. HaiDong e
L. Zhaoli em [23], que trata de um sistema de Schrondinger nao linear com potencias nao

constantes, dado por

—Auy +Vi()uy = i (x)ui + B(x)uzur, x € RY,
—Auy +Va(xX)uz = B(x)ujus + o (x)3, x € RY, (4)
uj € H'(RY), j=1.2,

em que V;(x) , uj(x), e B(x) sdo fungdes continuas e positivas, com N = 2,3. O segundo
capitulo desta dissertacdo é composto pelos resultados obtido por L. HaiDong e L. Zhaoli
em [23] acerca de (4), sistema este que, no entdo cendrio cientifico em que o artigo fora
publicado, havia sido alvo de “raros” estudos. Nos 10 anos anteriores, a maioria dos artigos
sobre sistemas de equagdes NLS tinham como objeto de estudo sistemas com coeficientes
constantes, assim como (2). Quando em 2015, “parcialmente” motivados por [2, 3, 7, 29]
os pesquisadores L. HaiDong e L. Zhaoli desenvolveram um estudo sobre o sistema (2)
considerando A4;, i1, B fungdes na varidvel x € RV,

Neste novo caso, os resultados de existéncia, de solucdes do tipo ground states, sao
obtidos a partir de estimativas, em termos de V;(x) , u;(x), para B(x). Ou seja, a existéncia
de solugdo para o sistema (4) serd possivel no caso em que 8 é “pequeno” e no caso em f3 é
“grande”, sendo estes casos determindveis a partir de valores obtidos em fungdo de V;(x) e
;(x). Note que estas condigdes ndo compreendem todos os valores positivos que 8 poderia
assumir em (4), fato que ja era esperado, afinal,no caso particular dos coeficientes constantes
T. Bartsch e Z.-Q. Wang mostram em [7] que (2) ndo possui soluc@o positiva se tivermos
M2>heu <B <.

Além das hipéteses de V;(x) , u;(x), e B(x) serem fungdes continuas e positivas, outras
hipéteses sdo necessdrias. Abaixo as anunciamos.

(H1) 0 < Vj(x) < Vjeo 1= |x|li>n}rmV_,-(x) < +oo para todo x € RY, j = 1,2; 0 < fjee :=
lim p;(x) < w;(x), parax € RY, j=1,2;
|x|—=-o0

(H2) Vj(x) e u;(x) sdo positivas e 7;-periédicas em x;, 7; > 0,i=1,2,...,N, j = 1,2;

Observacdo 2.1. A equacdo ndo-linear de Schrodinger
— Au+Vi(x)u = w;(x)u,x € RN uec H'(RY) ®)

possui uma solugao positiva do tipo ground state considerando a ocorréncia de (H1)
([11, 22, 33]) ou de (H2) ([32, 20]). Denotaremos esta solug¢do por w;, para j = 1,2.
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Considere

M; = {u6HI(RN);M#0,/RN(|VL£\2+V]'MZ) :/RNuju‘*}

/RN(\VMIZ +Vju2)
Si= inf

ueH! (RV)\ {0} ARG
(fotn)

S? € assumido em @;, portanto

2 2 2 4
SJZ/RN(|V“’J'| +Vjo, )Z/RNujwj :

(H3) 0 < B.:= lim B(x) < PB(x), paratodo x € RV:

x| =0

(H4) B(x) é ndo-negativa e T;-periédicaem x;, 7, > 0,i=1,2,...,N;
< min ,—,— c,emquen = 0] )
. $15,(S2+52-2n2)’ S, S, quen = { [ POi 2

(N1H2)1/2
—Aup + Vi) = /.L1oou? —l—ﬁwu%ul, X E RN,

(H5) &:= ‘

(H6) O sistema

—Auy + Voolty = ﬁmu%uz +I~L2<>ou%, X e RN,
uje H'(RY),j=1.2,

possui uma solucao ground state positiva.
(H7) Existem p >0, k > 0, @1, @, € H'(RY)\ {0} tais que

(o1, p0)]*
/]R J(mot +2p?Baiof +p* oo}

4
) </RNN10’1

(@, ) [|* <[ o
(111 ¢ + 22 B @203 + 1r 0’ RV '
o (€ 1) ;03 + L @)

As hipéteses (H1) a (H4) s@o vistas em diversos aritgos em que lidam com a equagao
NLS simples, mencionada na Observacao 2.1, como em [11, 32, 20], fato que inspirou L.
HaiDong e L. Zhaoli a utilizarem estas hipoteses em [23]. As hipdteses (HS) a (H7) se

relacionam com as condi¢oes de 3 ser “grande” ou “pequeno”.
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Nossos principais resultados de existéncia do Capitulo 2 sdo os seguintes:

Teorema 2.1. Se (H1), (H3), (H5) e (H6) ocorrem, entdo (4) possui uma solu¢io ground
state positiva.

Teorema 2.2. Se (H1), (H4) e (H5) ocorrem, entdo (4) possui uma solucdo ground state
positiva.

Teorema 2.3. Se (H1), (H3) e (H7) ocorrem, entdo (4) possui uma solucao ground state

positiva.

Teorema 2.2. Se (H2), (H4) e (H7) ocorrem, entdo (4) possui uma solucdo ground state
positiva.

Para que estudo dos sistemas dados em (2) e (4) fosse realizado, utilizamos algumas ferra-
mentas que, hd algum tempo, estdo entre as principais utilizadas para problemas semelhantes.
Tais ferramentas tratam-se de Métodos Variacionais, cuja ideia central se concebe no estudo
“direto” de um funcional associado ao problema, denominado funcional de energia, e vérias
técnicas e resultados surgem a partir da questao de minimizagao deste funcional.

A estratégia utilizada para minimizar o funcional consiste em definir um conjunto ade-
quado onde o funcional serd limitado inferiormente, possuindo entdo um possivel ponto de
minimo, o qual procuramos, como canditado a ponto critico. Provado que este canditado é
de fato um minimo, e portanto uma solucao, torna possivel obter ainda, outras solucdes a
partir desta.

Dentre as ferramentas utiliziadas destacamos as Imersoes de Sobolev, o Principio Va-
riacional de Ekeland e o Teorema do Passo da Montanha. A fim de garantir a existéncia
de um minimo para o funcional, resultados de compacidade serdo uteis, afinal uma sequén-
cia minimizante para o funcional é limitada em w2 (RN ), possuindo entdo subsequéncia
converte, caso 0s conjuntos limitados possuam fecho compacto. No Capitulo 1, para obter
a subsequéncia converte foi necessario, restringir o espaco sobre o qual procuramos as
solucdes, dado que o espaco de Sobolev padrdo WI’Z(RN ) ndo possui imersdo compacta.
Ja no Capitulo 2, aplicamos o Lema de Concentragcdo e Compacidade de Lions para esta
finalidade.



Capitulo 1

Sistema de equacoes nao-lineares de
Schrodinger com coeficientes constantes

Neste capitulo estudaremos o seguinte problema nao-linear

—Auyp + Ay = ulu?—f—ﬁu%ul, U WI’Z(RN),

(1.1)
—Auy + Muy = pous + Butuy, uy € WH(RN),

emque N =2,3,4;,1;, com j = 1,2, sdo constantes positivas ¢ § ¢ um ndmero real.

Utilizaremos a seguinte notacao:

(i) E:= WLZ(RN ), 0 espago de Sobolev padrdo munido com o seguinte produto interno

(u,v)j = /RN VuVv+ Auv, u||J2 = (u,v)j;
(ii) E:=E x E, cujos elementos sdo denotados por u := (uj,u5), e sua norma é dada por
[ = (u.u),
em que (.,.) : ExE — R é um produto interno dado por
(w,v) = (uy,vi)1 + (uz,v2)7.
(iii) Indicaremos o par nulo (0,0) por 0;

(iv) Dado u € E diremos que u > 0 (ou u > 0), se para cada j = 1,2 tivermos que u; > 0

(ou u; > 0);
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(v) H denota o espaco das fun¢des radialmente simétricas em E;
(vi) H:=H x H,

Primeiramente, € necessario que definamos os funcionais a seguir:

; — 1 2 2 1 ) 4
=5 [ Vel Apd) =y [,
1
Fw= Floe) =g [ (ut+pd)
1
G(U) = G(”la”Z) = E/RN M%”%?
P(u) = P(ur,uz) =1 (ur) +h(uz) — BG(ur, uz)
1 1
5 [ Vil dud) =g [

1 1 B
b [ VP i) = o [ s =5

ul|®
= 5 —F(u) - BG(u),

sendou € Eeu= (uj,up) € E.
A fim de provarmos que [}, F', G ¢ ® estdo bem definidos basta verificar que as integrais

R N N
RN RN RN RN

sdo finitas, para todo u € E e todo u = (u1,us) € E. Por defini¢io, se u € W?(R") entdo
\Vu|, uc L*(R"), logo
/ |Vul? < +oo, / u* < oo
RN RN

Para mostrar que
/ ut < 00, / u%u% < oo,
RV RV

precisamos das Imersdes de Sobolev (consultar Se¢do B.3) de E em alguns espacos L”. Estes
resultados sdo obtidos considerando-se em W?(RY) sua usual norma ||-||1 2. Sendo assim,
para garantir os mesmos resultados ¢ suficiente mostrar que ||-|| : WH2(RY) x W'2(RV) - R
dada por

2 2 2
JulP= [ 1Vul 2,
e ||-||1,2 sdo equivalentes.

Lema 1.1. As normas ||-||; e ||-||1 2 sdo equivalentes.
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Demonstracéo. Sejau € W' (RY). Segue que
2 2 2 2 2 2
HuH,-:/RN!W! +Aju gmax{1,/1j}/RN\vu\ +u? < max{1,A;}{|ul 3.

Temos também que

A
= [ VuP i < [ Vil T
’ RN RN Aj
< max{1, 1//1,-}/N\vuyz+xju2
R
= max{1, 1/A;}|u]3.
O

Portanto, pela definicdo de imersdo (consultar Secdo B.3) e pelo Corolério B.3 existe
C > 0 tal que

4 4 4
Julifo = [ < Cllal* <+

Além disso, pela desigualdade de Holder (consultar Teorema A.8)

22 4 - 4 112 m1/2 an1/2
Lo ([ at) (L) <cal®)” ()" <+

logo I, F', G e ® estdo bem definidos.

Observagdo 1.1. Note que pelo Lema 1.1, assim como Wl’z(RN ), E é um espaco de Hilbert,
ou seja, WH2(RY) é completo com a norma ||-||, que é definida a partir do produto interno
() WH(RY) x W2(RN) — R dado por

(u,v)j = /RN VuVv+ Ajuv.

Mais do que boa-defini¢do, precisamos de alguma regularidade para ®.

Lema 1.2. ® € duas vezes Fréchet-diferencidvel em [E, com derivada segunda de Fréchet
continua, ou seja, ® € CZ(E,R).

Demonstragdo. Este resultado decorre diretamente dos Lemas C.3 e C.4 e da Proposicao

C.1. Além disso, temos que
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@ w.0) = L) 9) - (F'w).0) - B(C(w).0)
- /RN(VMIV@ + Mg + ViV + At ) (1.2)

~ [ o+ o) — [ B+ 2ugud)
RN RN
O

Observagdo 1.2. Observe que a notagado utilizada para expressar a imagem de ¢ pelos funci-
onaias “diferenciais” € a mesma notag¢ao que exprime o produto interno de dois elementos de
EE. Isto se deve ao fato de que, por exemplo, ®'(u) denota na verdade um elemento de E, que
€ o representante , concedido pelo Teorema da representacdo de Riesz (consultar Teorema
A.13), do funcional linear “diferencial de Fréchet” dF (u) (consultar Defini¢do C.2).

Definiciio 1.1. Um ponto u € E & dito ponto critico de ® se ®'(u) = 0.

Diremos que u € E € solugdo fraca do problema dado em (1.1) se

/RN (VurVor +Aur @1 +Vur Vo + Lup ) =

/RN(W?% + 1602 + Butuo gy + Puruzgr).

para todo @ = (¢, ;) € E.

Observacdo 1.3. Comparando a equacdo (1.2) com a definicdo de solucao fraca vemos que

um ponto critico u € E de ® € uma solucdo de (1.1).

Diz-se que um ponto critico u € E de & é ndo-trivial (diz-se também soluc¢do ndo-trivial
do problema dado (1.1)) se u # 0.
Distingui-se duas classes de solucdes ndo-triviais, como a seguir:

Definicao 1.2. Diz-se que u € E é uma solucio bound state de (1.1) se u é um ponto critico
de ®.

Definicao 1.3. Uma solug@o bound state u que possua a menor energia dentre as energias de

bound states ndo-triviais, i.e.,
®(u) = min {@(v) : v € E\ {0};¥'(v) =0},

¢ dita solugdo ground state de (1.1).
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Observagdo 1.4. No caso de uma equacdo NLS simples
—Au+Au=pud,uckE (1.3)

diz-se que u € E € uma solugdo fraca deste problema se

/RN(VMVQD%—XMQD)—/,L/RquD:O (1.4)
para todo ¢ € E.

Definicdo 1.4. Uma solucao positiva do tipo ground state de (1.3) € uma solugdo i > 0 de
(1.3) tal que
1(@) = min {I(u) : u € E\{0},u>0;I'(u) =0},

em que

1 1
I(u) = E/RN(|VM|2+)LMZ)_ZH/RNM4'

Em [19], por Kwong, M. K., fora encontrada uma solucdo explicita U, que € a tinica solucdo

radial positiva para a equacdo —Au+u = u®. Entio, podemos verificar que U; dada por

A ,
Uj(x) = “—jU <\/7zj),]:1,2.

satisfaz (1.3) quando consideramos A; = A, u; = u para j = 1,2. Em verdade, é preciso

notar primeiro que @(x) — @(1/A;x) é um isomorfismo sobre W'?(R"), portanto, dada
@ € WH(RY) existe @ € W' (RY) tal que @(y/A;x) = @(x). Além disso, a aplicagio

x+— 4/ A;x é um difeomorfismo de classe C! sobre RY com inversa dada por x — x//A;,
também de classe C'. Portanto, podemos aplicar a Proposi¢do B.2 obtendo, para todo ¢ € E,

que

/RNVU,-Vq)MjUJ«p = /RNV( ﬁ—jU (\/fjx)>w(x)
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o L (i (o () )

= L (v e (V) (e () )
o L (o () o ()

=2 [ (s (i) o)
a2 f o (y/an)

- i Lo (e (
- §< 20, (a) ) ()

Deste modo, definindo

u; = (Ul,O),llz = (O,Uz)

obtemos duas solucdes explicitas de (1.1). Em verdade, verificando o sistema (1.1) em u; ou

em up, o vemos reduzido a equacgdo simples de Schrodinger.

1.1 Uma restricao natural

A fim de encontrar os pontos criticos de ®, recorreremos ao método introduzido por
Nehari, Z. em [26] e [27] conhecido como o método de Nehari. Este método consiste em
definir um subconjunto M fechado em H vinculado ao funcional @, na qual todos os pontos
criticos de ® estio contidos, e mais ainda, o funcional ® € limitado inferiormente sobre M,
o que torna o ponto de minimo do funcional restrito a variedade um canditado a ponto critico

em H. Definamos entdo o funcional y em [E, dado por

y) = @@= [ (VP rud)+ [ (Vi +3d)

(1.5)
- /(ﬂl”ﬁ‘#zuz 2/3/ uiu3
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= ||u|* —4F (w) —4BG(u),

€ 0 conjunto

M = {uc H\{0}: y(u) =0},

conhecido como Variedade de Nehari. Note que M contém todos os pontos criticos nao-

nulos de .

Verifiquemos alguns fatos sobre M que sdo importantes para a aplicacdo do método

criado por Nehari, Z.

L

II.

I1I.

Dados v e E\ {0} er € R, tv e M < 12||v||> = * [4F (v) +4G(v)].

Com efeito, se existe ¢ € R tal que tv € M, necessariamente devemos ter que y(tv) =0,
ou seja,
& (tv).rv =1 /RN(]Vvl 2+ vt + [Vna]? + Av3)

! /]R (v +2Bviv + pov3)

2VIP — 1 (4F (v) +4G(v))

Por outro lado, se t € R é tal que 72||v||* = r*(4F (v) + 4G(v)), desconsiderando o
casot =0e v =0, afinal 0 ¢ M, basta resolver a equagdo na variavel ¢. Deste modo

mE )
t:i<4F(v)+4G(v)> ’

w(rv) = 2||v||* — t* (4F (v) +4G(v)) = 0.

obtemos

Segue que

Portanto, tv € M.

Uma consequéncia imediata do fato anterior é que dado v € E, existe t > 0, obtido de

maneira unica, tal que tv e M.

Existe p > 0 tal que
lul* > p,vu e M. (1.6)

De fato, pelo Corolério B.3 existem constantes positivas ¢ € ¢; tais que

url|s < cillurlly e luallps < callually, Vur,uz € E. (1.7)



16

Sistema de equacdes nao-lineares de Schrodinger com coeficientes constantes

IV.

Considerando u € M temos,
[ul]> = 4F (u) + 4B G(u)
= [ (it + poud) 28 [ i

= ullur [+ palualff+28 [ uid,

Aplicando a desigualdade de Holder em / . u%u% obtemos que
R

2 4 4 4 12 4 72
Jul? < b+ slelfa 28 ([ ) ([od) - aw

Segue por (1.7) e (1.8) que

lulP < il + el + 26 [ )

Tomando C sendo o maior dos coeficientes em (1.9) temos

1/2 1/2
Jul? sc<|rm||i‘+uuz||a‘+z(/ @) ([ )
RN RN

= C ([l I+ fae2 |3 +21aar 17 an13) (1.10)
=C(Jurl}}+ alB)°
= Clju]*

Desde que u # 0 temos |Ju|| > 0. Concluimos por (1.10) que

p < |lul

1
em que p = c

& restrito a M € limitada inferiormente.

Em verdade, concluimos através da definicdo de M e por (1.6) que dado u € M temos

que

Y =0 [ul = 4F(u)+4BG(w) (1.11)

Lo Lo 1. 5 p
= @) =Sl = ul* = fluafl® =7 >0. (1.12)
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V. M é uma variedade diferenciavel de codimensao 1 (conforme a Definicao C.7).

Segundo a Proposig¢do C.6 € suficiente verificar que W’ (u) # 0 para todo u € M, ou

seja, dado u € M devemos garantir a existéncia de um ponto ¢ € M no qual tenhamos
(¥'(u), @) #0.

Por (1.5) e pela Proposicao C.1 temos que
(v (w),u) = {([u]®)’,u) —4((F (w))’,u) —4((G(u))",u). (1.13)
Da demonstracdo do Lema 1.2 sabemos que
(([ul?) ) =2][u]]?, ((F(w))',u) = 4F (), {(G(u))’,u) =4G(w).  (1.14)
Substituindo (1.14) em (1.13) concluimos que
(v (u),u) = 2|[u|* — 16F (u) — 16G(u). (1.15)
Sendo assim, se u € M, devemos ter que y(u) = 0 e entdo por (1.5)
4ul* = 16F(u)+16G(u). (1.16)

Substituindo (1.16) em (1.15) segue que (y’(u),u) = —2||u|* e, além disto, por (1.6)

podemos concluir que
(v (u),u) = —2|[u|* < —2p < 0,Yu e M. (1.17)

Deste modo, dadou € M, l,l/'(u) =0, e de fato M € uma variedade diferenciavel de
codimensao 1.

O item IV nos conduz a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 1.1. Um elemento u € M, é um ponto critico ndo-trivial de ® se, e somente se,

€ um ponto critico da restricao de ® a M.

Demonstragdo. Por um lado, se u € M é um ponto critico de P, pela Definicdo C.11, entdo
u € ponto critico da restri¢ao.

Por outro lado, se u € M ¢é ponto critico da restricdo de ® a M, sendo ® de classe C',
pelo Lema 1.2, e por M = y~({0}) ser uma variedade diferencidvel, o Teorema C.4 nos

garante a existéncia de um nimero real o tal que

@' (u) = oy’ (u). (1.18)
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Segue imediatamente disto que

a(y'(u),u) = ((ay)'(u),u) = (@'(u),u) = y(u) =0.

Logo, por (1.17) obtemos que & = 0. Associando isto a equagdo (1.18), concluimos que
®'(u) = 0. O

A Proposicdo 1.1 nos mostra que o conjunto M uma restri¢cao natural para P.
O que acabamos de verificar foi que a fim de encontrar pontos criticos nao-trivias de ¢

(que por sua vez serdo solugdes ndo-triviais de (1.1)), basta que os procuremos em M.

Considerando ¢ € {®(u); u € M}, concernente a condigdo (PS),. (consultar Defini¢do
C.13) segue o préximo lema.

Lema 1.3. @ satisfaz a condi¢ao (PS), em M.

Demonstragdo. Seja {u,} € M sequéncia tal que ®(u,) — ¢ e VpoP(u,) — 0, quando
n— +oo,
Como consequéncia imediata de (1.12) temos que

c2§>0. (1.19)

Além disto, {®(u,)} € um sequéncia convergente, consequentemente limitada, ou seja, existe
k > 0 tal que |P(u,)| < k. Segue adicionalmente por (1.12), que

1
()| = lwl <K,

ou seja, {u,} é uma sequéncia limitada.
Pelo Teorema C.1 H € espaco de Hilbert, logo reflexivo pela Proposi¢ao A.3. Portanto em
decorréncia do Teorema A.3, as sequéncias limitadas de H possuem subsequéncia fracamente
convergente (consultar Defini¢do A.2). Sendo {u,} C H limitada, consideremos sua sub-
sequéncia convergente (que também denotaremos por {u, }), cujo limite fraco denotaremos
por ug.

A seguir provamos que F e G sdo funcionais continuos em H equipado com a norma
usual de L*(R") x L*(RM).

Considere {v,} := {(vin,v2n)} C H tal que ||V, — Vol 4,4 — 0 quando n — oo, para
algum vo = (v1,,v2,) € H. A fim de provar que F e G sdo continuos em (H, ||-||;4,4) €
necessdrio e suficiente provarmos que
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a)
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(
Il fo)om (Lt )

|li1 HVInHL4 - |’V10HL4) }
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~~
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=
Fy.

IN
4;|>—a.|>|»—t .lkl»—-

(
p2 (Ilv2allzs = lIvagllze) | =0,

quando n — oo,
b) Aplicando a desigualdade de Holder encontramos

1

60w -Gl = |3 [ 0hh k)

1
_ 22 292,292 2 9
= 5 /RN(VlrLVZn_VIOVZO—f—VanZO_vanZO)

1
- 5 '/RN [V%n (V%n - V%()) +v%o (V%n - v%o)} ‘ (1.20)

(Lta) " (ot ]
(fot) " (L) "]

Utilizando novamente a desigualdade de Holder segue, parai = 1,2, que

/]RN (v%"_vtzo)z = /RN [(Vin+Vig) (Vin — vig )]
= /RN (Vin +vig)* (Vin — vig)?

1/2 1/2
o . (1.21)
< (/RN (Vm"‘vzo) ) (/RN (Vm vl()) )

= |vin+vigl e llvin — violl 74

IN

!
2

quando n — oo,

2 2
< (||Vin||L4 + ||Vio||L4) [Vin — Vio||L4~
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Portanto, por (1.20) e (1.21)

1 2
|G(v) — G(vo)| < [HVlnHyt ([vanll e 4 vagll ) 11van — vaoll 4

2
2
+ v llzs (vanllzs + vigllge) vin = V10HL4] = 0.

Segundo [30], devido a Strauss, W. A., a imersdo de H em L (RN ) é compacta, isto €, o
operador identidade é compacto (segundo a Definicio A.3) de (H, ||-||) em (L*(RN), ||-||+).-
Deste modo, conforme o Teorema A.4, a sequéncia{u, }, que é fracamente convergente em
(H, ||-]|), possui uma subsequéncia {u, } que converge forte para um certo iy € H, quando a
consideramos pertencente a (L*(RY) x L*(RN), ||| 45 14)-

*

Devemos ter que @ip = ug. De fato, pelo Coroldrio B.3 ocorre que (H, ||-[)* C (H, ||| ;4xz4) -

Pelo item (i) da Proposi¢do A.2 tem-se que

u, — Gig em & ((EL ||| cps) s (HL -l cpe) )

- . : (1.22)
implicaem u, — @ig em & ((HL ||-||), (L [|-])*) -

Dado que, pela Proposicao A.1, temos unicidade para limites de sequéncias convergentes
da topologia fraca, segue que iy = ug (para melhor compreender a notacdo utilizada em
(1.22), que denota a topologia em H associada a familia de funcionais lineares continuos em
(H, ||/l z4xz4) € (HL]|-]|), o leitor pode consultar a Se¢do A.3).

Inferimos que u, — ug em (H, ||-||;4,4). Pela continuidade de F e G em (H, ||-||;4,4)

temos que
F(u,) + BG(u,) — F(ug) + BG(ug). (1.23)

Desde que {u,} € M, por (1.11), (1.12) e (1.23), temos

v
V
(e)

F(u) + BG(w) = 1w

EN o RN b o)

= F(up) +BG(ng) >

Vv
o

isto implica que ug # 0.
Considere agora u € M. Pela Proposi¢do C.7 o gradiente da restricio de & em M ¢é
dado por

Vpm®@(u) = @' (u) — ay'(u), (1.24)
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em que & é um nimero real subordinado a u. Considerando a hipétese de que V (P (u,,) — 0,

inerente a sequéncia PS,, e aplicando {u, } em (1.24) obtemos
(Vi ®(u,),u,) = (@' (u,),u,) — (o, ¢ (u,,),u,) — 0, quando n — oo,

Desde que (®'(u,),u,) =0, segue que (0, ¥ (u,),u,) — 0. Entretanto, pela desigualdade
(1.17),
‘(l/]/(un);unﬂ >2p >0,

isto implica que

(W' (), )

’O‘n<‘///(un)aun>|
W () w) | =

< 20

oty | = |0 — 0, quando n — oo,

ou seja, o, — 0 quando n — +oo.
A fim de provar que {y’(u,)} C E é limitada note que, dado ¢ = (¢, @) € [E temos

‘<‘l’l(u)7§0>‘ = ‘/RN (Vur Vor +Aui @1 + Vup Voo + Aupr o)

—/ 4(#1”?‘P1+H2M%<P2)—4ﬁ/ (u%uz(P2+u1M%<P1)
RN RN

< /RN |(VurVor + Aiui @1 + Vi Voo + Lur o) |

+‘ / 4<u1u%<p1+uzu%<pz)'+4l3’ / (fur @2 + uriz 9y)| .-
RN RN

Através da desigualdade de Holder obtemos que

v (Lse) " (Livor) “a () (L)
() (o) () ()
o (/RN”?)I/2</RN<P%>1/2+4LL2(RN )1/2< (Pz>1/2
P (/RN”‘I‘)l/z (ot 1/2+4;3< [ )1/2( [ 5%) v

(2+241+242)|ufl0]
Al |7 | @1y +4pz w217 |21

1/2

IN
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1/4 1/4
waplali ([ ) ([ o)

1/4 1/4
waplualis ([ 8) ([, 0f)

< Cllullll @l +4gluet 76 @1l + 442|276 |2
+ Bl Zallar | ol @l + BllualIZ ezl | 2]

Pelo Coroldrio B.3 inferimos que existe uma constante C > 0 tal que

(W' (), @) < C(lulllloll + w7l + luzll3] 921l
el [F a1 @alln + lezll3]uall2] @2]]12)
C(lullliel +lul*llel+lul*le]
+lulPlell+ lulPlel).

IN

Assim, dado que {u,} é limitada em H], tem-se que para cada ¢ fixado (y'(u,), ¢) é uma
sequéncia real limitada, logo pelo Principio da Limita¢do Uniforme (consultar Teorema
A.1), a familia de funcionais dy(u,) : E — R (consultar Defini¢do C.2) possui norma em
E* limitada. Pelo Teorema da representagdo de Riesz—Fréchet ||dy(u,)| g = ||v/ (u,)]],

portanto existe C > 0 constante tal que

1y (w,) || = [|dy(w,) ||+ < C, (1.25)

para todo n.

Da hipétese que V ,(®(u,) — 0, por (1.25) e do fato de que o, — 0 obtemos que

||<I>/(un)|| ||q)/(un)_O‘n‘l/(“n)‘f‘an‘l’l(un)n
D' (w) — 0y’ (W) || + [0t Y (wn) |

< [V (wn) |+ |0l [ (a) | = 0.

IN

Calculando as derivada de ®, ¥ em u,, na direcdo de ¢ € [E encontramos

(@' (un), @) = (un, @) — (F'(un), @) — (G (wy), )

(1.26)
(W (un), @) = 2{un, @) = 4((F'(wn), @) + B(G'(wn), 9)).

Deste modo, através da Observacgao 1.2, por (1.26) e (1.24) inferimos que
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@' (u,) =, — (F'(u,) +BG (u,)) (1.27)
v (u,) = 2u, —4(F'(u,) + BG'(u,)) (1.28)
@' (u,) — a, ¥ (u,) = vy, (1.29)

para alguma sequéncia {v,} € H tal que v, — 0 quando n — +oo.
Substituindo (1.27) e (1.28) em (1.29), obtemos

u, — (F'(u,) + BG (u,)) — (20, — 4(F'(u,) + BG' (uy))) = Vi
(1—20,)u, = (1 —404,)(F'(u,) + BG (w,) +v,.

Pelo Lema C.4 F,G pertencem a C! (L*(RY) x L*(R"),R). Portanto, pelo Corolario B.3
temos que F', G’ : (H, |||l 4y 4) — (H, ||| ;45 ,4)" s@o aplicagdes continuas. Sendo assim,
pela imersdo compacta E <> L4(RN ), para N = 2,3, obtida em [30] por Strauss, W. A.,
segue que F',G' : (H,||||) — (H,|]-||)* sdo aplicagdes compactas, ou seja, se {u,} é uma
sequéncia que converge fraco para ug em (H, ||-||) entdo F’(u,) e G'(u,) convergem forte,
respectivamente, para F' (ug) e G'(ug) em (H, ||-||)*.

Logo, da continuidade fraca de F',G’ : (H, ||-||) — (H,||-||)* e do fato de o, — O temos que

(1—400) (F'(u,) + BG'(un)) +0(1)

(120, = F'(u0) + BG/(mo),  (130)

Un:

quando n — 4. Pelo item (ii) da Proposi¢cdo A.2 e pela unicidade do limite na topologia

fraca, temos que
ll()ZF/(ll())—i—ﬁG/(uo). (1.31)

Por (1.30) e (1.31) inferimos que u,, — ugy. Além disso, efetuando o produto interno de uy

pela identificagcdo de ug dada em (1.31) encontramos

luoll* = (F’(ug),uo) + B(G' (uo), up)
— 4F (o) + 4G (ug),

ou seja, ug € M. Logo, referente ao funcional ®, toda sequéncia PS. em M possui uma

subsequéncia convergente, com limite ainda em M. [

Observagdo 1.5. Pelo Lema 1.3, é possivel verificar que o conjunto A = {®(u) :u e M}
nao s6 € limitado inferiormente, como também possui um elemento minimo, i.e., existe
uy € M tal que ®(uy) = inf.A. De fato, dado que
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(i) P satisfaz a condigdo (PS). em M (pelo Lema 1.3), com ¢ = inf A,
(i) @,y € C(E,R),
(iii) y/(u) # 0 paratodou € M =y '({0}) e
(iv) & € limitado inferiormente em M,

segue diretamente do Teorema C.6 que ¢ €é assumido em M.
Duas solucdes explicitas de (1.1) ja sdo conhecidas, as quais denotamos por

u; = (U170)7u2 - (07U2>

em que U; é solugdo radial positiva e tinica do problema —Au+Aju = ju3 , abordado na
Observacdo 1.4. Os resultados que exibiremos nas proximos se¢oes obtem solugdes cujas
coordenadas sdo simultaneamente nao-nulas.

1.2 Resultados de existéncia

Neste secdo encontraremos solugdes nao-triviais de (1.1) diferentes das solu¢des semi-
triviais uj e up, os quais nas se¢des seguintes provaremos serem solugdes positivas . Tais
resultados dependem fortemente do intervalo em que 8 se encontra. A fim de determinar

condi¢des suficientes para valores que B pode assumir, definamos as seguintes constantes:

S 1 S [

s 12
peH\ {0} 2 2 peH\{0} 2 2
e Ui /IRN U

A=min{¥, 1B}, A =max{%,15}.

A proposicao que se segue concebe as solu¢des nao-triviais hd pouco mencionadas.
Proposicdo 1.2. i) Se B < A, entdo u; é minimo local estrito de ® em M, para j = 1,2.

ii) Se B > A/, entdo u; é ponto de sela de & em M, para j = 1,2. Em particular,
i/r\l/lfCID < min{®(u;),P(uy)}.

A estratégia usada para demonstrar a Proposi¢do 1.2 consiste em avaliar o sinal da
segunda derivada de ® em u; restrito a M.

Denotaremos por D%Vfb a segunda derivada de @ restrito a M. Do fato de que @’ (u i) =0,
ocorre que u; € M, deste modo podemos definir D*® (u;). Pela Defini¢do C.9 temos que
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D*® 4 (u;j)[h)* = @"(u))[h]?, Vhe T, M. (1.32)

Semelhantemente, se ./\fj denota a variedade de Nehari relativa ao funcional /;, j = 1,2,
Ny = {u € H\(O}: (5(u).u) = 0} = {we N0} s Jull =y [ o). (1.33)

Neste caso U; € Nj, dado que I}(Uj) =0e U; # 0. Podemos definir DZ(Ij)Nj(Uj). Deste
modo, pela Defini¢do C.9 temos que

D*(Ij) (U [R)? = I} (U)W, Vh € Ty,N;. (1.34)

U; é um minimo de I; restrito a \V;, por conseguinte, nos ¢ garantida a existéncia de uma

constante z;, positiva, tal que
D*(1)n (U = 2R3, = 1,2. (1.35)
Substituindo (1.34) em (1.35) obtemos que
2 .
LU = zjlhjl5, = 1,2 (1.36)
A relagdo entre Ty, M e TUj./\/j é expressa pelo lema a seguir.
Lema 1.4. h= (hl,hz) S Tuj./\/l 4 hj < TU]../\/’]‘
Demonstracdo. Pela Proposi¢ao C.6 temos que h; € TUj/\/'j se, € somente se,
((I;(U)),U;) ;hj) =0
3
& Z/RN(VUJ.th—i—ljUjhﬁ —4[,Lj/RNUjhj =0
3
& (Uj;hj)j =2Mj/RN Ujihj.

Ao passo que h € Ty M se, e somente se
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(ur, )1+ (ua, o)y = 2/RN (auihy + paushy)

2 2
+ ﬁ /RN (u1h1u2+u2h2u1) .
Dado que u; possui apenas a j-ésima coordenada ndo-nula, h € Ty; M se, e somente se
Ui, hj)j4+(0,hi)y = %@NWﬂ@%+ﬂﬁ%0+ﬁAQUG%m+ﬂmﬁ)
— U3h:
<Uj7hj>j - 2/RN.UJUth7

sendoi,j=1,2ei+#j.

Demonstraremos a seguir a Proposi¢do 1.2.

Demonstragdo. (i): Dados u = (uy,uz),h = (hy,h,) € H tem-se que
" (w)[h)* = I} (u1) []* + 15 (u2) [ 2] — B /RN(M%h% +ushi +4uuzhihy).
No caso particular u = u; obtemos
@ (wn)0f? = (U) I + o= B [ VR (1.37)
Sejah = (hy,hy) € Ty, M. Pelo Lema 1.4, temos que & € TUI./\/l, e assim por (1.36)
L)) =zl 17,
substituindo em (1.37) encontramos

& ()0 = 21|} + al}; ~ B | UPB. € Ty M. (1.38)

2
ﬂy(p € H\{0}. Em particular,
Uz ¢*

RN

Sendo 712 dado como um infimo, tem-se que }/12 <

h 2
ylz < fH Uzzuhzz isto implica que
2

2o a3
—/‘%@z— 2, (1.39)
RN "
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Substituindo (1.39) em (1.38) obtemos

B
i

@ (up)[h]> = 2yl [T + 123 = 5 [1h23.h € Ty M. (1.40)

Por hipdtese B < A < }/12 Deste modo temos que % < 1. Logo, definindo 8; = min {cl, 1— E} >
Yi

>
i 4

0, podemos concluir através de (1.40) que
@ (u;)[h]? > 6;||h||*,h € Ty, M. (1.41)

Portanto,
D3,®(uy)[h]* > 6| h € Ty, M,

e isto implica que u; minimo local estrito de ® em M.

Analogamente, concluimos que se 8 < }/2 , existe uma constante positiva 6, tal que
1" 2 2
@ (uz)[h]” > 62f|h][", h € Ty, M,

implicando que u, € também um minimo local estrito de ® em M.
(ii): Tremos avaliar agora ®”(u;) sobre os vetores de Ty, M que sdo da forma (0,5y).
Segue de (1.37) que

@ (w)[(0,h2)2 = 23— B [ UFI3.
Além disto, o Lema 1.4 atesta que ndo ha necessidade de impor restri¢des a sy a fim de que
(0,hy) pertenca a Ty, M dado que 0 € Ty, N7, ou seja, (0,hy) € Ty, M, Yhy € H.
Por hipétese temos que }/12 < A’ < B. Sendo assim, pela defini¢io de infimo, existe &, €
H\{0} tal que
72213

7 <25 <B,
/}RNU%h2

ou equivalentemente,
B Uh < —|m|i<-p | UM
B i <—[hlz;<-n 12 .
RN RN
Consequentemente,

— — 2 -2
@ () [(0.5)]* = |}y ~ B [ UFI <.
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Analogamente, considerando que 13 < A’ < B segue que existe 1; € H\{0} tal que
- — 2
@ (u) (1, 0) = [} B [ U3 <.

Vimos entdo que se § > A’, ®'(u;) ndo possui sinal definido, logo u; ndo ¢ um ponto de
maximo nem de minimo, ou seja, u; € ponto de sela, para j = 1,2.
O

O lema a seguir decorre diretamente desta proposi¢dao, bem como do Lema 1.3.

Lema1l.5. i) Se 8 <A, entdo ® possui um ponto critico u* em M, concebido pelo
Teorema do Passo da Montanha, ocorrendo ainda que ®(u*) > max{®(u;),®(uy)}.

ii) Se B > A’, entdo @ possui um minimo global i em M, e ®(i1) < min{®(uy),P(uy)}.

Demonstragdo. (i):

A fim de obter um ponto critico u* em M através do clédssico teorema devido a Ambrosetti,
A. and Rabinowitz, P. H., introduzido em [6], utilizaremos uma estratégia semelhante a
utilizada por Goulart C. e Silva E. para demonstrar o Teorema 1.1 de [14]. Definamos entdo

o nivel critico do passo da montanha associado ao funcional ® sobre M:

VRS ;g;tgl[gff(ﬂt)), (1.42)
em que I'= {y € C([0, 1], M); 7(0) =wy, ¥(1) =w}.

Dado que y([0,1]) € M, para y € T, temos que m[(e)ui} ®(y(r)) € {P(u); u € M}. Segue que
tel|0,

cpm € {P(u); ue M}.

Deste modo, pelo Lema 1.3 temos que & satisfaz a condi¢do (PS).,, em M.

Por hipétese, B < A. Sendo assim, pela Proposigdo 1.2, u; ¢ minimo local estrito de &
restrito a M, para j = 1,2. Considerando também que u; # uj, existem vizinhangas V| e V;
de u; e u; em M, respectivamente, tais que VNV, =0¢

®(uj) < P(v), paratodov e dV;, j=1,2. (1.43)

Segue do Lema 1.2, de (1.43), do Lema 1.3 e o Teorema do Passo da Montanha que & possui
um ponto critico u* em M tal que ®(u*) = cpq > max{P(u;),P(uz)}, com cpq definido
em (1.42).
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(ii):
Se B > A’ entdo, pela Proposigio 1.2, u; é ponto de sela de ® em M, para j = 1,2. Neste
caso, sendo Vj e V, vizinhancas de u; e u; em M, respectivamente, existem pontos v| € V/,
vy € V, tais que
d(v;) < P(u;), j=1,2. (1.44)

Como mencionado na Observagdo 1.5 existe @t € M tal que ®(ii) = inf {P(u) : u € M}.
Segue da defini¢ao de infimo e por (1.44) que

(@) < B(v)) < D(u)), j= 1.2

ou seja, (1) < min{P(u;),P(uz)}. O

Nas préximas duas se¢des exibiremos os principais resultados de existéncia de solugdo
dos tipos ground state e bound state. Nossa terefa consistird em tomar os pontos critico @i e
u”, cuja existéncia € assegura pelo Lema 1.5 e verificar as demais condi¢oes para que de fato
@l e u” sejam as solugéo pretendidas. Para garantir a positividade destas solu¢oes o lema a

seguir € necessario.

Lema 1.6. Sejav € WH2(RY)\ {0}, tal que v > 0 e satisfaz
—Av+Av = v’ + BuPy, (1.45)

comA,u>0,B>0euc WHRY). Entio v > 0.

Demonstracdo. Sejav segundo as condi¢des do Lema. Considere a aplicacio L : W' (RY) —
L} .(RN) dado por
Lu=Au—Au.

Nota que L € uma aplicacdo tal qual a aplicagdo referida na hipétese do Teorema B.6,
pondo-se a”/ (x) = 1, b'(x) = ¢'(x) =0 e d(x) = —A, para i, j = 1,2,...,N. De fato, note que

N
() Y &&= 61 V& = (&,....6n) € RY,
i,J
(i1) L possui coeficientes limitados em RV,
(iii) dado que A > 0 entdo

—Aw <0, Y > 0,w € CH(RY),
R
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ou seja, d(x) = —A e b'(x) = 0 satisfazem
/N(dw—biDiv)dx <0, Yw > 0,w € CH(RM).
R

Além disso, dado que v > 0, temos por (1.45) que
L(—v) = A(=v) = A(=v) = —Av+Av = v’ + Bu?v > 0. (1.46)
Suponha existe xg € R" tal que v(xo) = 0. Neste caso, ocorre que

sup{—vi(x)} = sup{—v;(x)} =0, (1.47)
B RN
sendo B uma bola contendo xy. Por (1.47), (1.46) e pelo Teorema B.6 concluimos v é

constante. Dado que v € W]’z(RN ) e v é constante, segue que

/ V2 =2 1 < 400 se, e somente se, v =0,
RN RN
o que contradiz o fato de v € W'2(RV)\ {0}.

Portanto, ndo existe xo € RY tal que v(x) =0, logo v > 0.

1.3 Existéncia de ground states

Teorema 1.1. Se 8 > A/, entdo (1.1) possui uma solugdo @ radial positiva do tipo ground
state.

Demonstracdo. O item (ii) do Lema 1.5 e a Proposicdo C.5 garantem a existéncia de um
ponto critico @t € M que € solugdo nao-trivial de (1.1). Para o termino desta demonstracao,
resta verificar que @t > 0 e que @ tem energia minima em [E, isto é, it € E € uma solucdo
ground state do sistema dado em (1.1). Podemos assumir sem perdas que @ > 0, afinal, ndo

sendo o caso, substituimos 1 por || dado que

Desde que @t € M, @ # 0. Além disto, ndo pode ocorrer que 1@ tenha alguma coordenada

nula, pois supondo > igual a zero, por exemplo, entdo u satisfaz a equagao
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— A+ Ayidy = Wiy,

Dado que ] > 0, obtemos através do Lema 1.6 que ] > 0. Neste caso, pela unicidade de
solucdo radial positiva, mencionada na Observacgdo 1.4, teriamos 1} = U] e entdo il = u;.
Porém isto ndo ocorre, dado que pelo Lema 1.5 ®(i1) < min{®(u;),P(uy)}. Neste caso,
dado que ii; € H\ {0}, no Lema 1.6 podemos considerar A = A, 4 = iy e f > A’ > 0, assim
obtendo que i > 0.

Mostremos agora que i € uma solucao ground state. Suponha, por contradi¢do, que

exista v € [£ um ponto critico nao-trivial de & tal que
d(V) < (i) = min{P(u) :u € M}. (1.48)
Definindo w = | V| tem-se que
D(w) =D(¥), y(w) = y(¥). (1.49)

Sejau € E, u > 0. Denotaremos por u* a fungéo simétrica de Schwarz associada a u, que é
radialmente simétrica, radialmente ndo-decrescente e equi-mensurdvel a u. Recorreremos as

seguintes propriedades da técnica de simetriza¢do de Schwarz,
Vu' > < \Vul?, Vu e WH2(RN), u >0,
RN RN
P = ul?, Yu € LP(R"), u >0,
RN RN
uvt > uv, Yu,v € L>(R"), u,v >0
RN RN
/ (W)? = / (2)", Vu € LA(R").
RN RN

Para mais informagdes sobre esta técnica o leitor pode consultar [17], e com respeito as
propriedades o Corolério 2.33 e equacdes (C) e (P1).
Seja w = (w1, w,) € E, definimos sua funcéo simétrica de Schwarz w* = (w},w5). Pelas

propriedades que enunciamos acima, obtemos

WP = [ VWil A [ (VwaP o daws?)

. 12 19 2 £12 122 (1.50)
= (IVwilm+Aw1%) + [ ([Vw3]=+ Aawr7)
RN RN
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< /(|VW1|2+7LIW12)+/ (Vw2 l? + Aaws2)
RN RN

(1.51)
= |w|?
c
Fw) 1B = 5 [ (i +pows®) + B [ wiug?
4 Jon 1 %) 3 Jan 12
. 1 4 4 B *2_ %2
= Z/]RN('LLIWI + Uown )+E/]RNW1 w5
1 4 4 B/ 2k 2k (1.52)
> 4/RN(H1W1 + towa™) + 5 RN(WI )" (w2?)
1 4 4 B 2 2
> Z/RN(HIWI + tawr )+5/RNW1 W

> F(w)+BG(w).
Segue por (1.50) (1.52) que

w(w) = [[W'[* —4F (W) — 4BG(w")
< || WP —4F (w) —4BG(w)

= y(w)

Por (1.49) e pelo fato de v ser ponto critico de ® (implica¢ao da contradi¢do da tese),
temos que y(w) = y(¥) = 0. Pelo fato I sobre a variedade de Nehari, temos que tw* € M
2
W
4F (Ww*) +4BG(w*)

parat = , de modo que por (1.50) e (1.52) ocorre

e P L PR . &
AF (W*) +4BG(w*) — 4F (w*)+4BG(w*) — 4F(w)+4BG(w)

O0<t=

dado que |w||* = 4F (w) +4BG(w), desde que w(w) = 0,

2
U Ll w2
AF (w*) +4BG(w*) — 4F(w) +4BG(w)
Consequentemente,
* 1 2 1 * |12 1 *112
D(rw ):Zt W]~ < ZHW |~ (1.53)

Note que (1.53) e (1.50) implicam que
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L1 1 1
Dw) = 2w < 2w < 5wl = B(w). (154)

Através de (1.54), (1.49) e de (1.48) obtemos,
P(rw*) < O(w) = (V) < P(it) = min{P(u) : u € M},

0 que é uma contradi¢io, dado que rw* € M. Logo, ®(ii) = min{®(v) : v € E\{0}; ®'(v) =
0}. O

1.4 Existéncia de solucao do tipo bound states

Teorema 1.2. Se B < A, entdo (1.1) possui uma solugéo radial u* do tipo bound state tal que
u* #uj, j=1,2. Além disto, se € (0,A), entdo u* > 0.

Demonstracdo. Se B < A, entdo o Lema 1.5 garante a existéncia de uma solugdo nao-trivial
u* € M de (1.1), dada pelo Teorema do Passo da Montanha, de tal sorte que ®(u*) >
max{®(u;),P(uy)}, implicando que u* # u;, j = 1,2. Queremos provar que u* > 0, dado
que B € (0,A). A fim de realizar tal tarefa definamos o seguinte funcional

o) = 2 pt) - gt

em que u' := (u],u; ) e uj :=max{u;,0}. Considere a variedade de Nehari associada ao

funcional definido acima por
MT = {u € H\{0} : (V@™ (u),u) = 0}.

Dado que ®* € C ! (E,RR), é possivel provar versdes do Proposi¢do 1.1 e do Lema 1.3 para
d" e M, utilizando argumentos semelhantes. Porém, a fim de obter o resultado expresso na
Proposicdo 1.2, ndo é possivel utilizar argumentagio semelhante, afinal @ ndo de classe C?
em [E. Contornaremos este problema com a argumentacgao a seguir. Pela continuidade dos
funcionais F e G dados por F(u) = F(u"), G(u) = BG(u™) em H e dado que u; > 0 temos
que

lim F(u")+BG(") =F(uf)+BG(u]) =F(u;) > 0.

u—u

Portanto, existe Ve C M vizinhanca de u; tal que

F(u")+BG(u") >c,Vu eV,
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para algum ¢ > 0. Para cada u € V; existe um numero real positivo, o qual identificaremos
por T'(u), tal que T'(u)u € M™. Em verdade, T (u) é dado por

T(u):= lul N (1.55)
Y\ aFeh e ) '

De fato, se u € V; entdo
(VO! (T (w)u), T (w)u) = [T (w)u|> —4F ((T (w)u)") —4BG((T (w)u)*)
= |T(u)ul]? ~4F (T (") ~ 4BG(T (w)u")
= T(w)[ul? - 4T(w)*F(u*) - 4T (w)*BG(u*)

Note que se u € M entio
lu]|* —4F (u") = 4BG(ut) = (VO™ (u),u) =0,

portanto

ot = M5 put) - o)
= P ey - G
e Ju]? Julp?
= 2 T aFeH o)’ ) dF@) +poanPo)
| N S
= L= L)
T
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Por (1.55), T'(u) é um funcional continuo em HN Vg, sendo assim, a aplicagdo A : V; C
M — M™ dada por A(u) := T (u)u é continua.
Considere a aplicagdo B; : H\ {0} — M dada por B (u) :=#(u)u, em que

i\

u

t(a) = : (1.57)
(4[F<u> +BG(u)])

Considere também W, = B; ' ({Ve}) N M™ e a restrigio B : W C M™ — V. dada por
B(u) = Bj(u). Note que pela continuidade de F, G e da norma ||-||, temos que B é uma

aplicacdo continua. Além disto, sendo u € Ve C M temos que

BAW) = 1(Afu
||A 1/2
- (4 +BG >>]> AW
HT Ju? "
- (4 W)+ BG(T ())1) T
|| 12 V2
(4 (wBG( >1> Tl

Y
- (4[ F(u)+ BG(u >]> T

. WP\
ATF () + BG(w)]

= u’
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t(w)*|ju]”

1/2
(4[f(u>4F(u+) + t(u)4BG(u+)] ) t(u)u

Com isso, inferimos que Al = B, e portanto A : Ve — W € um homeomorfismo.
Do fato de que ||ul|* = 4(F(u) 4+ BG(u)), se u € M, e por (1.55) obtemos

([ A(F(u)+BG(w) \'
0= (o) (9

Definamos [u > 0] := {x € R";u(x) > 0} entdo

Ft) Gty = 4 [ i)+ [

4
= é_l/uzo (truy® + wouy* )+§ s 01“12”22
< 31 (Hlul +I~l2u2 2/ w*uy’®
= F(u )+ﬁG(u),
seguindo que
1< Fﬁff; igggﬁl) =T2(u). (1.59)

Observe que u; > 0, logo uj” = uy, portanto, F(u;) = F(u;) e G(u]) = G(u;), logo
T(up) =t(u;)=1e®" (u;) =P(u;). Além disto u; € We dado que A(u;) =T (u;)u; =u.
Dado que A é homeomorfismo, para todo v € W, existe u € Vg tal que v = T(u)u, e por
(1.59) e (1.56) devemos ter tais v e u satisfazendo

> or? 1
@ ()= = W > Ll = o) (160

Como fB < A, pela Proposi¢éo 1.2 i) obtemos que u; é minimo estrito local de ® em M, ou

seja, existe Ve C M vizinhanca de u; tal que
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®(u;) < P(u), Vu e V. (1.61)
Concluimos por (1.60) e (1.61) que
®F(u)) = P(u;) < P(u) <P (v), (1.62)

parav € A(VeNVe), provando que u; é um minimo estrito local de & em M™. Note que
A(VeNVe) é de fato um vizinhanga de u; em M ™, pois A(u) = uy, Ve NV, é uma vizinhanga
de u; em M e A € uma aplicacdo aberta, dado que ¢ homeomorfismo.

Analogamente, porva-se que u, é um minimo estrito local de ®* em M.

Sendo u; e uy minimos estritos locais de @, com argumentago analoga a utilizada na

demonstragdo do item (i) do Lema 1.5 concluimos que existe u* = (u},u}) € M™ solugio de

—Auy + 2y = () + Bl )?uf, ug € WHRN),
N (1.63)
1

—Auy + Aouy = o (ud ) + B(u)?ud, uy € WHA(RN),
tal que " (u*) > max{®" (u;),®" (uz)}. Dado que " (u;) = " (u;), com j = 1,2,

ul)7
entdo @ (u*) > max{®(u;),®(u

2)} . Além disso, sendo u* solucdo do sistema dado em
(1.63), tomando (u”) ™ := ((u]) ", (u3) ) como fungdo teste, em que ()~ := max{—uj;,0},

encontramos
/RN(V(MT)V((MT)) + Ay ()~ + V() V((13)7) + Aauz (u3) ™) =
/RN(M[(MT)*P(MT)+u2[(u§)+]3(u§)+ (1.64)
/RNﬁ[(uT)+]2(u§)+(u§)_+/3(MT)+[(M§)+]2(MT)_)~

Pela Proposicio B.4 temos que V((u?)”) = (V (%)), logo

Vi)V((u;) ") = (V) . (1.65)
Por definigdo temos que
() ()™ =0e () (uj)” = [(u5) P, (1.66)

com j=1,2.
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Substituindo (1.65) e (1.66) em 1.64 obtemos que
/]RN (V@)™ P+ A () 7P+ [(V(2)) ™+ 22 (u3) 7)) = 0,
ou seja, ||(u*)7||? = 0, isso implica que u* > 0.
Provemos que u* > 0.

Do fato de u* € M™ obtemos que u* # 0. Suponha que u* possua alguma de suas
coordenadas nula, neste caso apenas uma delas pode ser nula, por exemplo u5 = 0. Sendo

assim, dado que ®'(u},0) = 0, temos que uj satisfaz a equagdo

—Auy + Auy = ,Lll(l/ti‘_)S,M €H.

Dado que u} > 0, temos que («})" = u], portanto

—Aui + Agui = pu ()’

Pelo Lema 1.6 temos que u] > 0. Assim como mencionado na Observagio 1.4, equacéo
(1.3) possui uma dnica solugéo radial positiva denotada por U}, decorre que u* = uy, o que
contradiz o fato de que ®* (u*) > max{®(u;),®(uy)}. Assim, u* deve possuir ambas as
coordenadas ndo-nulas. Neste caso, dado que u; € H\ {0}, no Lema 1.6 podemos considerar
A=A, = eB>A >0, assimobtendo que u* > 0.

O

1.5 Mais resultados de existéncia

Nesta se¢do exibiremos mais dois resultados de existéncia, nos quais sdo utilizadas cotas

para a constante 8 que abaixo definimos
)uk lfn/4
o = U <)L_> ko j=1,2,k# j, (1.67)
J
) 1-n/2 2 . .
g = max{u,- (f) M o k=12 k. (1.68)
J J

Teorema 1.3. i) Se 0 < B < min{ay,x}, entdo (1.1) possui uma solugdo u* radial
positiva do tipo bound state .
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ii) Se B > max{{;,{,}, entdo (1.1) possui uma solugéo @ radial positiva do tipo ground

state .
O Teorema 1.3 decorre diretamente dos Teoremas 1.1 e 1.2, e também do lema a seguir.
Lema 1.7. o; < yjz < j=12.

Demonstracdo. Seja

2
o el

2
n = n o]l
T geE\0} ||p|3 ocElpla=t

a melhor constante da imersdo de Sobolev (WI’Z(RN ) ) < L*(RY). Tem-se que GjZ é

atingido em
ﬁj(x) =1/ )LjU(\ / ljx).
De fato, em (1.3) considere 4 = 1 e A = A}, isto &,

—Au+7tju:u3,u€E. (1.69)

Deste modo, Vj(x) = 4/A;U(y/A;x), como visto na Observagdo 1.4, ¢ a tinica solugdo radial
positiva da equagdo (1.69). Além disso, sendo N' = {u € E\ {0}; /N(|Vq0|2 +2;9%) =
R

/ . u4}, a Variedade de Nehari associada ao funcional / tem-se que
R
I(V;)=  min Iu;/ Vul? + Au? :/ u4}
)= min {100 [ (V)= [ o
=  min/(u).
uel/\f (I/t)
Considerando ¢ € E\ {0} ez > 0. Temos que t¢ € N se, somente se,

2 )
5 /RN(IWP\ 40T el

_ Lol
4 Q|4
[ o Il

Dado ¢ € E\ {0}, denotaremos por #, 0 numero real positivo para o qual tenhamos #,¢ € N.
Note que,

loll> el
L =— o

ol i, #l =1l = el (1.7
L L
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Por (1.71) temos que

o el
0cE\{0} || @]|74 <p€E\{0}

ltpl .

logo,

2 loll? v v (1.72)
0j (pelEfl\{O}th(PHJ q}gNHfPH] Jnf = ( min (<P))

Por (1.70) e (1.72) segue que

2 12 I AL AN
Gj:(4£éijr\1/1((p)) = (41(;)) =(4T’> = 19;ll;-

Dado que ¥; € NV, entdo t5, = 1. Logo

N 171 191
o7 = 13,191 = 51191 = (1.73)
19,1174 191174

Isto é, de fato 612 € atingido em V;.
Por (1.73) e pelo fato de 7;; = 1 temos que

PO 7 L0 7
-

P TIN 111951170 = 19;1l7s. (1.74)
19707+ 19117 11931174

a}‘:l}/RNU“(\/Zx). (1.75)

Efetuando uma mudanca de varidveis em (1.75), considerando U 4= ge F:RY - RN dada
por F(x) = y/Ajx no Teorema A.12, encontramos G;} = /ljz_n/ 2 / y U*(x). Segue que
R

ou seja,

1/2

A2 g .
G_kz — K RN ) = (ﬁ)l " (k # j) (1.76)
2 . ’ ' .

o / U*(x) Aj
RN

Note que
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2

4
ot 23 [ 0 m i [, ijm(\/;jx)zuf /RN< ﬁ—U(\/?T)>>
= Hj /RN ;"

(1.77)
Pela desigualdade de Holder, por (1.77) e (1.76) concluimos, para j # k, que
2 2
. . ¢
p= int Ol o 1H/2 I 7 (1.78)
ocH\(0} [ (2g2 ~ 9eH\(0) - A
w fot1) (e
Temos também que
- lol? o N ) A
9cH\{0} - /2 N2 ” 1/2 per\{0} NG » 2
ftt) (o) (v o) (v
(1.79)
Segue por (1.78), (1.79), (1.77) e por (1.76) que
yz 2 G/?“j_u.(lk)l_nm_w
- fU4) 1/2 G]2 J A‘] Jj.
Da definicao de yjz sabemos que
10315 |03
<202 2 (1.80)

V200 T M J U (VAU (V)

Dado que U, mencionada na Observagdo 1.4 é radialmente decrescente, temos 0s seguin-
tes casos:

* Se A1 > Ay entdo U(+/A1x) < U(\/Axx). Deste modo, por (1.80) temos

P o< Va3 AU .
T M fUANVAx) AR [UA(VAx)

(1.81)

Desde que U;(x) = %U (\/ 7le>, segue por (1.81) e (1.77) que
|t
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2 < A iz || Ua 3 _ Mg 2| U3
Jop? [U} oy

Dado que ||Us||; = /.LZ/U;, por (1.77) e (1.76) temos

o Mg U Aod Ay (@)2-"/2
b= lsz lsz llfl M .

* Se A; < Ay entdio U (y/Ax) > U(v/Azx), logo, por (1.80) e pelo fato de que ||Us]|3 =

uz/Uf temos
o A«lﬂ«sz“(\/)u_zx) klleUL‘(\/Tz)C)
Desde que U (x) = &U ( 7sz>, segue por (1.82) que
2%)
P < wps Uy dopty J U3 _ (@)
SRRV gy W
— X
1 N 2

Concluimos que

ylzgmax{ul (ﬁ) 7ﬂll—f}:§1.

Analogamente, prova-se que

2’ 171’!/2 A{
% < max {.uz (i) ,sz—;} =0



Capitulo 2

Sistema de equacoes nao-lineares de
Schrodinger com coeficientes
nao-constantes

2.1 Introducao

Neste capitulo consideraremos o problema

—Auy + Vi (x)uy = /.Ll(x)u? —i—ﬁ(x)u%ul, xeRN,
—Auy + Vo (X)uy = B(x)utuy + o (x)u3, x € RY, (2.1)
uje H'(RY),j=1.2,

com potenciais ndo-constantes V;(x), u;(x), B(x), em que N = 2,3. Assumiremos sempre
que os coeficientes sao funcdes continuas. Nosso estudo consiste em procurar solucoes
positivas para (2.1) considerando o caso em que 3 > 0 é grande e o caso em que 3 > 0 ¢

pequeno, em termos de V; e ;.

Listaremos abaixo sete hipoteses que, combinadas, nos permitirdo obter os resultados de
existéncia de solucdo para o problema dado em (2.1).
(HI) 0 < Vj(x) < Vjeo 1= | |lim V;(x) < oo para todo x € RY, j =1,2; 0 < pje :=
X|—>-o0
lim g;(x) < w;(x), parax € RV, j=1,2;

x| oo

(H2) Vj(x) e u;(x) sdo positivas e 7;-periédicas em x;, 7; > 0,i=1,2,...,N, j = 1,2;
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Observagdo 2.1. A equacdo ndo-linear de Schrodinger
— Au+Vi(x)u = w(x)u,x € RY uc H'(RY) (2.2)

possui uma solugdo positiva do tipo ground state considerando a ocorréncia de (H1)
([11, 22, 33]) ou de (H2) ([32, 20]). Denotaremos esta solugdo por ®;, para j = 1,2.

Considere

M; = {ueHl(RN);u;Ao,/RN(quwjuz):/RNu,-u“}

L (9 + Vi)
S;j= inf

ueH' (RV)\{0} AV
(k)

S? € assumido em @;, portanto

2 2 2 4
$= [ Vo +ved) = [ ot

(H3) 0 < B.:= lim B(x) < B(x), paratodo x € RN

Jx| oo
(H4) B(x) é ndo-negativa e T;-periddica em x;, 7; > 0,i=1,2,...,N;

_B
(Ml.uz)l/2

< min S8; ' 51 5
v S18:(ST+83-2n2)" 827 Sy

1= ([ poret)

(HS) &= \

}, em que

(H6) O sistema
—Aui +Vielt] = ‘Llr]oou? +ﬁoou%u1, X € RN,
— Aty + Vaoalty = oottty + ooty x € RY, (2.3)
uj € H'(RV), j=1,2,
possui uma solugio positiva (v{,v;) do tipo ground state tal que (vi,v2) € N, €

Lo(vi,v2) = inf L.(u) = é.. Definimos N, e L, na préxima sec@o.
ueN.
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(H7) Existem p >0, kK >0, @1, ¢, € H' (RY)\ {0} tais que

(@, pe)|*

/R (ot +2p*Boterf +p* e}

) </RNIJ1€OTl

(2, 002) |*

L (<63 +262B 0} 0} + o0

4
)</RN/.L2602.

2.2 Notacoes

Utilizaremos as seguintes Notagdes:

i) H=H'(RY)x H'(R") munido com as normas equivalentes

1/2 1/2
2 2 2 2
= (N 13+ e 1) oy = (oo 3 e 1)

emque u= (uj,up) €EHe

1/2
2 2 2 2
ol = ([ 094V ) sl = ([ 9P+ Vi)

Observe que pela defini¢io de V. obtemos

1/2

2 _ 2 ya2 200 2 — (112
a2 = [ (VP +vi) < [ (VU4 Vie) = .

(2.4)

(2.5)

sendo u € H' (RM). Por outro lado, considerando 0 < £ < Ve, novamente pela defini-

¢do de V., existe R = R(€) > 0 tal que se ||u|| > R, entdo

Vieo —Vj(x)| < €, 10go 0 < Vjoo, — & < Vj(x).

Além disto, Vj(x), sendo continua e positiva, assume minimo em algum xo € Bg(0).

Seja Cj = min{Vje — €,Vj(x9), 1}. Temos que

Jull C; = [ (VP +C Vi)
< (14Vje) [ (€)1VuP +C?)

<(1+Vi) [ (VP +Cpu)
RN
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< (1+Vie) [ (VU +Cu)
<(4Vi) [ (VuP V),
RN
Concluimos que ||.||j e ||.|| j» sd0 equivalentes, logo ||.|| e ||.||- sd0 de fato equivalentes.

i1) Definimos os funcionais de energia I : H — R, I, : H — R, dados por

1 1
I(u) = §||“||2—Z /RN(M1M‘1L+2I3M%M%+M2M§)7
1 1
Lo(w) = Sule = 3 [ (it + 2Boctificd + pioatiy)

As variedades de Nehari associadas a [ e I, sdo definidas por

N ={ueH\{0};(I'(u),u) =0},
Neo = {u e H\{0}; (I, (u),u) =0},

e as variedades de Nehari generelizadas

N={uecH; u#0, up #0,
Ji(w) = (I'(u), (u1,0)) = 0,J2(w) = (I'(w),(0,u2)) = 0 },

Ne={ue€H; uy #0, uy #0,
(Lo(w), (11,0)) = 0,(I,(w),(0,u2)) =0 }.

ii1) Com respeito ao problema de minimizacdo definimos

c= inf I(u), ce = inf Iu(u)

ueN ucN..

¢ = inf I(u), ¢ = inf Io(u).
ueN() uc N, ()

Note que 0 < ¢ < ¢ e 0 < co < &». Em verdade, se u € N entdo u; #0, up #0 e
(I'(w), (u1,0)) = (I'(un), (0,u)) = 0, segue que
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ou seja, u € N. Concluimos entio que N' C A e portanto

2 2
c= ing 127 e M7 _
ucN we N 4
Do mesmo modo se u € N, entdo u; # 0, up # 0 e (I, (u), (u1,0)) = (I (n), (0,u2)) =
0, segue que

(Lo(w), () = (L(w), (u1,u2))

= (I,(w), (u1,0) + (0,u2))
= (I (w), (u1,0)) + (I (w), (0, u2))
=0,

ou seja, u € No.. Concluimos entio que N. C M., e portanto

lul2 ui2

Coo = Inf < inf =C.

ueN. 4 7 ueN.

Neste capitulo, diremos que u = (u1,u;) € H € um ponto cfitico ndo-trivial de I se I'(u) = 0
e u; # 0 e up # 0. Portanto uma solucéo ground state de (1.1) é ponto critico u = (uy,u;) de
Italqueu; #0euy #0e

I(u) <1(v),

paratodo v € {Vv= (v|,%;) € H; I'(¥) =0e v #0, v, #0}.
Note que todas as solu¢des ndo-nulas de (2.1) estdo contidas em N, e todas as solugdes

néo-triviais de (2.1) entdo contidas em A"

2.3 Caso em que 3 é pequeno

A condig@o de “pequeno” que B assume, estd associada a hipétese (HS). Assumindo esta
condi¢do, mostraremos nessa se¢do que ¢ é assumido em um ponto (uy,uz) com u; >0 e
up > 0. Esta tarefa consistird em escolher uma sequéncia minimizante {w, } = {(u1,,u2,)} €
N tal que u, > 0 e up, > 0, para cada n. Nestas condi¢cdes veremos que {u,} possui limite
fraco u = (u1,u2) em H, o qual provaremos ser ponto critico de /. Para provar que u; >0 e
up > 0 demonstraremos que . ,Bu%u% > 0.

A fim de que possamos prclsvar nossos principais resultados desta se¢do, é necessario que

demonstremos trés lemas que se seguem.
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Lema 2.1. Suponha que (H1) ou (H2) ocorra . Se f3 satisfaz (H5), entdo existe (uj,up) € N
tal que
S185(S1 +53 —2n°)

4(st83—n*)

I(ul,uz):

Demonstrag¢do. Supondo que ocorra (H1) ou (H2), tome @; solu¢do de (2.2) e entdo consi-

dere o sistema de equagdes nas varidveis s e t abaixo

4 ) 4
0] +t/ 0] :/ oy,
S/NIJI 1 RNﬁ 1@ 1O 2.6)

s RNﬁwlzw%"i_t/RN.UZ(D;: RNNzwf-

Relembremos a seguinte notacao:

1/2
$i= [ ot 3= [ ot n=( [ pate)
RN RN RN

Utilizando a desigualdade de Holder obtemos

1/2 1/2

2 2.2 Hy
77 _/RNﬁwIwZ S RNﬁ 1/2 ]/2(010‘)2
B 12,172
< |l —5 s H] o7 03
e 2.7)
B 1/2 1/2
4 4
< | Uemet) (L)
= &£515.

Supondo em (2.7) que B satisfaz a hipétese (H5) segue que
S
n2:/ [30)12(1)22§55152< —1515225%.
RN $2
Do mesmo modo
2 _ 2,2 S2 _ @
n°= Boiw, <E515 < S18, =855.
RN Si

Com isto, obtemos que
n* < $in? < 5183 (2.8)
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€
n* < $5n° < $353. (2.9)
Por (2.8) e (2.9) ocorre
0 < 5183 —Sin? < 8383 —n*, (2.10)
€
0< 8387 —85m° < 387 —n*. (2.11)

Resolvendo o sistema (2.6) obtemos que sua solugdo (sg,%p) € (0,1) x (0,1) é dada unica-

mente por

o — §382 — §3n? = $282 — S2n?
R ACCE

Em verdade, podemos reescrever o sistema (2.6) como

ST +1m? = 5%,
s> +185 = 53,

deste modo,
i St
S TE= 25
T
s— +t=1,
83
subtraindo as equacdes obtemos
w8
S—2 — S—2 5 1,
n S n

isto implica que

Analogamente,

implica que
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ST n n
e entao . -
S5 —n*

Logo por (2.10) e (2.11) temos que (sg,%9) € (0,1) x (0,1).
Segue que (1/s50®1,v/fowr) € N. De fato, sendo (so,%) solugdo do sistema dado (2.6)
obtemos que

(V5o Viow), (Vi 0) = [ (solVen P +Visow?)

(/ 150a’1+/ BSOwltowz)
< ulwf>—S0<So/ lefﬂo/ Bwfw%)
RN RN
() )
RN

e ainda,

(S0 Vo). (Vi 0) = [ (10]VasP + Vanw3)
- </RNl§llzw§+/RNﬁsotow12w22>
= 1 </RNM2(0§> — 1o (fo/RNuzﬂéJrSo/RNﬁwlzwzz)
= I (/RNM(*’?) —l (/RNMCO?) =

Sendo assim, dado que (y/so®1,v/f@) € N e que S; é assumido em ®; temos

2
o Vo) = L0 oe)]

1
= 5 (sollon | +roll2)?)

4
1 4 4
= 7 (sO/]RN,uW)l —|—t()/RN,U2(D2) (2.12)
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1 (S%S%—S%nzsz S%S%—S%nzsz)
” 1 2
# it s
SiS3(S7+83—2n%)

4(S383-1n*)

Como consequéncia do Lema 2.1, pela defini¢ao de ¢ tem-se que

5o SisiSi+ 83— 2n%)
T 4(S1S5—-n*)

Logo, existe u = (u1,uz) € N tal que

S3S3(ST+53-21%)
4(8183 -1

5§](u1,u2) <

Isto nos conduz ao préximo lema.

Lema 2.2. Supondo que (H1) ou (H2) ocorra e que 3 satisfaz (HS5). Se u = (uy,up) € Né
tal que
S1S3(ST+83—2n°)

4(sts3—-n*)

I(up,up) <

entao temos

2
RN B ($183 —n*)(S2 —&S1) 7

2
/ it > = (SlSZ(S%S%—n“)—55%5%(S%+S§—2n2)) S0, (2.14)
RV - (8785 —n*)(S1 —&52)
€
2
/RNulu‘l‘/RNuzu‘z‘—(/RNﬁu%ug) >(1-E)oya. (2.15)

Demonstragdo. Por definicdo temos

/RN<|VM|2 +V1u2)

12’
4
(o)

S <

vu e H'(RY)\ {0},
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logo, para u = (u;,u) € N temos

1/2
()

IN

/RN(|V”1|2+V1M%) /IJIMDL/ Butuj

ﬁ‘ul/z ]/2
< / H1u1+ N1/2—‘u1/2u2u%

1/2.1)2
< / nu“lul ’ )1/2 /I%N‘u / tu“Z/ 2
1/2 1/2
ot i )
- (u1p2)/2 |, \JrY RV
Sendo & = b segue que
()2 e

1/2

/ Nlull - é(/RN“lu?)l/z (/R]:L:zuéz‘)
(Lot ™ (o)

1/2 1/2
< (/ uwﬁ‘) + (/ qué) : (2.16)
RN RN
De modo andlogo obtemos
1/2

1/2
Szg(/RNuzu‘z‘) +§</RNu1u‘1‘) . (2.17)

Por outro lado, considerando u € N tal que

STS3(Si +53—2n°)

I(uy,uy) < 5
D

teremos que

S353(S3 + 83 —2n?)
(382 —n%)

241(11):HuH2:/RN(|vu1\2+v2u%)+/RN(yvu212+v2u§). (2.18)

Utilizando a definicdo de S; e S> em (2.18) temos

15353+ 53— 20?) N Nt
(8285 —n%) > 81 (/RN .ulm) +82 (/RN ,LLzuz) ) (2.19)
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Multiplicando (2.16) por S7, (2.19) por & e em seguida somando os resultados, obtemos

1/2 1/2
S1 (/RNIJW?) +$5 (/RNNM%) ] <
1/2 1/2 5252(52+Sz_2n2>
S / 4 / 4) 19201 T3 7
2 [( RN“I”I) +5 ( RN.uZMZ +€ (S%S%—Tft)
equivalentemente,

1/2 1/2 5252(52—{-52—2172)
$,S g 4 <3 / 4 19291 93

$281+¢&

2
S285(8% +53 — 2712)) 1 -
(783 —n%) (S2—-881)? ~ Jry

2
o (BSOS 2
' (S1S3—n*)(S2—&81) eyl

4
Hyiuy,

= (Sle —¢&

Para obter (2.13) precisamos demonstrar que ¢ € positiva. Para isto, notemos que por (HS),

Siss—nt
518:(5+83 —21?)

&< g—j e <
Isto implica que
0<S,—ES)e&S1S(ST+53—2n%) < 8185 —nt. (2.20)
Multiplicando £S5 (5% + 53 —21?) < 5755 —n* por §1S,, obtemos também que
0 < 8§152(S7185 —n*) — ESTS3(ST+55 —21°). (2.21)

Segue por (2.20) e (2.21) que o > 0.De modo andlogo mostra-se (2.14).
Por fim, pela desigualdade de Holder

(/ ‘u1/2 %‘uzl/Z 2) < </RN‘u]u‘ll) (/RN,Uzug),

podemos entdo inferir que
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1 2 1/2 2
4 4 ﬁ ? _ ﬁ / /
RNIJI’M RN.Uzuz wii = wiuy I~L2”2 1/2 1/2”1”2
> /RNMM/RNquz

B 4 4
- |— u u
‘ (1p2)1/2 W/RN“I I/RNM ?
= (-8 [ it [ poud, (2.22)
RN RN
Segue por (2.22), (2.13) e (2.14) que (2.15) € vélida.
[
Lema 2.3. Suponha que (H1) ou (H2) ocorra. Se 3 satisfaz (H5), existe entdo
- G(VDVZ?.LLI?.LLZ?B) > 0
constante tal que
[ But=o.
RN
para todo u = (u1,up) € N para o qual tenhamos
202(2 1 2 A2
I(u) < SlS2(512+2S2 4217 )
4(S1S5 —n*)
Demonstragdo. Sejau = (u1,u;) € N tal que
S283(S3 + 85 —2n?
I(u) < 35251455 =207 (2.23)

4(5383 —n%)

Desde que u; # 0 e uy # 0, existem constantes positivas s e ¢ tais que su; € M e tup € M.

Neste caso, pela definicdo de M, tem-se

s2/ (|Vup |* +Viu?) :s4/ yui. (2.24)
RN RN

Pela definicao de S| e por (2.24) temos
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/N(|Vu1]2+V1u%) /N(|Vu1]2+V1u%)
S < R — R
1> 1/2 1/2
(/RN[,L1M?> (sl—z /I‘QN|VM1|2+V1M%>
logo,
i

e [ (VP viad).

Do mesmo modo, )
S5 2 2
< [ (VP vad).

Portanto, dado que u € N c N (item (iii) Secdo 2.2) temos

1 1
M) = gl = g [ (Vi Vi + Vol 4+ Vo)

1 /8% &2
> _ _1 _2 . .
- 4(s2+t2> (2.25)

Além disso, também pelo fato de u € N temos que

/<|Vu1|2+vlu%) = / um‘H/ Buiu3
RN RN RN

e
/ (Vo +Vau3) = / pout + / Buiu3,
RN RN RN
entdo por (2.24)
2 4 4 2.2
s /RNulul = /RN,LLlul+/RN[3u1u2 (2.26)
e
2 4 4 2.2
t /RN‘LL2M2_/RN‘LLZM1+/I¥NBMIM2' (227)

Segue por (2.26) e (2.27) que

4 29 4 )
piu +/ Buju / pou +/ Putu
s2:/]RN ey ey T e

)
4 4
u u
/RNM 1 RNNz 2

(2.28)
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Deste modo, por (2.25) e (2.28), obtemos a seguinte desigualdade,

1 /‘u,lul .UZMZ
- 2 +S2
=
/.Ulu1+/ Buiuw /.U2“1+/ Buiu

Definamos oo = min{ oy, 0, }, em que @ e 0 sdo as constantes definidas no Lema 2.2.

Do fato de que a fungdo f : R — R dada por f(x) = x/(x+c) é crescente em (0, 4o0) quando

¢ > 0, considerando ¢ = ﬁu%u%, temos pelo Lema 2.2 que
RN

f(OCJ') <f </RN,UJM§) ef(OC) < f(aj)a para j =1,2.

Consequentemente,
1 o
Iw) > s S
061-1-/ Bu%u% Ocz+/ ,Bu%u%
RN RN
1
Z Z +S2
a+/ BuluZ OC—l—/ Bl/lluz
(2 +59)a

> (2.29)
<OC + / Bull/l2>

Por (2.23) e (2.29) concluimos que

SiS3(si+85-2m%) . (Si+SHa
22 4 -
4(518; —n*) a+/ Butid)

€, portanto,

[ pig > SSnst e

ujuz > PRS2 12 _on?
155(S7+ 83 —21%)

(783 —N*)(ST +53) o — $7S5(S% + 85 — 2n°)
5183(S1+85—-21?)

Vv
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S2S5(ST+S3) 00— n* (ST + 53) o — S1S3(ST + 83)a + S1532n°
- (57 + 83— 2n?)

an’[25183 —n*(ST+ )] _
T SsiSi+s -2

]

A seguir exibimos um dos resultados de existéncia desta secdo, bem como sua demons-

tracao.

Teorema 2.1. Se (H1), (H3), (HS) e (H6) ocorrem, entdo (2.1) possui uma solucao positiva
do tipo ground state.

Demonstragdo. Em consequéncia do Lema 2.1

_SS(S+$-2m?)

2.30
Aoy =

e como visto em sua demonstragdo, caso em (2.30) ocorra a igualdade, entdo ¢ € assumido em
u= (ur,u2) := (\/s50®1,1@>) € u é um ponto critico de 1| 7. Deste modo, pelo Teorema
C.5, existem s,7 € R tais que

I'(u) —sJj(u) —tJ5(u) = 0. (2.31)

Verificando o funcional identificado em (2.31) nas dire¢des (u1,0) e (0,u;), encontramos

(I'(w), (u1,0)) = s(J1(w), (u1,0)) — 1 {J(w), (u1,0))

i =0 (2.32)
<I/(ll), (0,u2)) — S<Ji (u), (0,u2)) —Z‘<Jé(ll), (0,u2)) = 0.

Temos que {I'(u), (u1,0)) =0, (I'(w),(0,uz)) = 0, desde que u € /. Além disso, sendo
¢ =(01,p) € H' (RY) XHI(RN) temos que

Giw. @) =2 [ (VurVou+Viee) —4 [ puden—2 [ Blutung: +iduign)
RN RN RN

Uh(),0) =2 [ (VieVr-+Vatingn) =4 [ paiiign=2 [ B(udn i+ uhua)

logo,
i o) =2 [ (VP vied) 4 [t -2 [ i

=200/ (w) u1,0)) =2 [ pd
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_ 4
= 2/RN.ulul7

G, 0.0)) =2 [ (VuaP+vaid) 4 [ =2 [ Bt
RN RN RN

=200/ (w), 0,2)) 2 [ i
RN
= _2/]RN “214‘217
h(w). 0y = =2 [ Buid. ((w), (1, 0)) =2 [ Budus
Substituindo (J1(u), (u1,0)), (J5(u), (0,u3)), (J1(u),(0,u2)) e (J5(u), (u1,0)) em (2.32) con-
cluimos que
s/RNuluAf+t/RNﬁu%u% =0,

2.2 4
S/RNBuzul—H/RN,uzuzzﬁ

S S
Da condigdo (H5) temos que & < S—l el < S_z’ logo & < 1. Por ocorrer (H1) e (H5) obtemos
2 1

(2.33)

através do Lema 2.2 que,

2
[t [ uzu‘é—(/ ﬁu%u%) > (1-E)aay.
RN RN RN

2
/RNulu‘l‘/RNuzu‘z‘— (/RNﬁu%u%) >0,

ou seja, o sistema (2.33) possui determinante positivo. Concluimos entdo que s =t = 0.

Portanto

Neste caso, temos por (2.31) que I'(u) = 0. Desde que, por defini¢do, u > 0 e por hipétese
I(u) = ¢, segue que u é uma solugdo positiva do tipo ground state de (2.1).
Suponha agora, que a desigualdade (2.30) seja estrita, isto &,

S183(S1+53-21%)
48183 -1

(2.34)

Pelo Teorema 3.1 de [12], existem sequéncias {s,},{t,} C R, {u,} = (u1,,us,) C N tais
que,
I(u,) — Eel'(u,) —spJi(uy) — tuJ5(0,) = v, (2.35)

para alguma sequéncia {v,} € H tal que v, — 0 quando n — +oo.
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Efetuando o produto interno de v,, identificado em (2.35), por (uy,,0) e (0,uy,) encon-

tramos

<I/(“n>a (u1,0)) — sn(Jy (W), (14,0)) _tn<-]£<un)a (12,0)) = (Va, (10,0))

{ (2.36)
<I/(un), (0,u2,)) _sn<~]i (un), (0,u2,)) _tn<Jé(un)= (0,u2,)) = (Vn, (0,u2,)).

Temos que (I'(w,,), (u1,,0)) =0, (I'(u,), (0,u2,)) = 0, desde que {u,} € AV Por outro lado,

Whw), 0,0) =2 [ (Vi P+vid) 4 [ it =2 [ i,
RN RN RN

=200 (w), 110, 0)) =2 | g, (2.37)
= _Z/RN ‘U]l/l‘l‘.n,
) Ounn)) =2 [ (Vua Vo) 4 [ i, —2 [ B,
RN RN RN
=20/ (w,), (Ovu0) =2 [ bt (2.38)
- _ 4
- 2/]1@1\,“2”2}1

W), Oue2)) = =2 [ Budid (5(un). (0 0) = =2 [ Buih,

Substituindo em (2.36) obtemos

1
Sn/ ;ulnuéltn +tn/ ﬁu%nu%n = _<Vn7 (u1n70)>7
RN RN 2

1 (2.39)
Sn/ Bu%nu%n +tn/ ﬂ2n”gn = _<Vna (07”2n)>-
RN RN 2

1
Dado que I(u,) = —||u,|* é convergente, tem-se que {u,,} é limitada. Portanto, pela desi-

gualdade de Cauchy-Schwarz
|V, (12,0))] < [|va||||0, || — O quando n — 0.
Logo, podemos reescrever o sistema dado em (2.39) como

Sn/N.ulnuthn‘Ftn/RNﬁu%nu%n:0(1>7

- A (2.40)
Sn Bu2nuln +In Honlty, = 0(1)
RN RN
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Considerando a condigio sobre ¢ expressa em (2.34) e o fato de que I(u,) — ¢, temos a partir

de um certo n que

STS5(S1 453 —2n°)
(8183 —n%)

I(u,) < (2.41)

Podemos supor, sem perdas, que o fato expresso em (2.41) vale para todo n. Nao sendo o
caso, redefinimos a sequéncia {u,} excluindo os termos que nao satisfazem (2.41).
Dado que as hipéteses (H1) e (HS) sdo satisfeitas, e que para cada n ocorre a desigualdade

expressa em (2.41), podemos recorrer ao Lema 2.2, e assim obtemos que

2
[ty [t~ ([ Bidd) = (1~ anan>o. 242

Sendo assim, por (2.40) segue que

p
/ ﬁulnMZn )
Sp+ 1y
/ ;ulnuln / nulnuln
/ .LLZI’luZn 0
/ ﬁMZnuln / :BMZnMIn

Sp+ 1,

subtraindo as equacdes temos

Iy [/]RN .ulnuélln /RN :u2n’/l‘21n_ (ANﬁu?ﬂu%fl) ] = 0 (/ ,ulnuln / BuZnuln) .

(2.43)
Porém, {u,} é uma sequéncia limitada em H, logo, pelo Corolario B.3, é também limitada
em L*(RY) x L*(RY), com isso inferimos que existe C > 0 tal que

4 4
/]RN Hintty, < |'uln|°°/RN Uy < C, Vn

e, adicionalmente pela desigualdade de Holder

1/2 1/2 .
/ ﬁu2nu1n < ‘B“X’ (/ u2n) (/ uélln) < C7 Vl’l,
]RN

para algum C > 0. Portanto,
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§C~’, Vn

4 2 2
‘/RN.ulnuln_/RNﬁMZrzuln
para algum C > 0. Por (2.43), (2.42) e (2.44) concluimos que
2
4 4 2 2
/IVQN .ulnu]n/lé]v :u2l’lu2n - (/RNBulnuln>
2
4 4 2 2
/IVQN “lnu]n/lé]v :u2l’lu2n - (/RNBulnuln>
2
/ .uvlnuélln/ .u2nu‘2ln_ (/ Bu%nu%n>
RN RN RN

|tn‘ = ‘tn’

logo, t, — 0 quando n — 0.
De modo analogo, prova-se também que s,, — O.

Concluimos entdo que
()| < Il 17 ()| + [t [72 (W) [+ [ Vi,

e consequentemente, I’ (u,) — 0 quando n — oo,
Desde que {u, } é limitada em #, segue pelo Teorema C.7 que

(Uip,u2n) — (ur,up) emH
(u1n7u2fl) — (ul,uZ) cm Lloc(RN) X LZOC(RN)
%

(U1, U2n) (u1,u3) qtp.emRY,

para alguma subsequéncia {u, }. Sendo assim, desde que f, dado por

(fu, @) = /RN(VMV% +Viuy @1 + Vi Vo +Vour @)

¢ um funcional linear continuo sobre H, segue pela Proposi¢cdo A.2 que (fy,u,)
quando n — oo,
Seja @ € C(RY) x C7(RV), entdo

(2.44)

(2.45)

= (fu,1)
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/RN(MM?MPl + Hot3, @2 + Bust 20 @2 + Buerniaz, @1) =

/ Hu3, @1 + LUz, @ + Bus,u2n 2 + But1,u3,01.
supp(Q1) supp(2) )

supp(2 supp(¢1)

4

* (RY), consequentemente em L*(supp(¢;)). Pelo Teorema

Por (2.45), uy,, — uy em L
A.11 existe uma subsequéncia {u, } e uma funcio i, € L*(supp(¢;)) tais que

(1) upy — uy q.t.p. em supp(¢y),

(i) |uin(x)| < hy(x),Vn, q.t.p. em supp(@;).
Sendo assim,

() tui, @1 — tui @1 q.Lp. em supp(@y),

(i) (1 (6)ued, ()01 ()| < gy (W) (0) 01 ()], Vi, q.Lp. em supp (@ ).

Desde que piu3, @1, uihi| @] € L' (supp(¢y)), segue pelo Teorema A.7 que

[ e i er. (2.46)
supp(@1) supp(@1)

Analogamente,

/ qugnq’z - uzugﬁoz

supp( @2 supp( @
(¢2) (¢2)

/ Bu,uz, 0y — Buiur (2.47)
supp(@2) supp(¢2)

/pp((p Burnuz, @1 — oo Bui3¢;.
Su 1 su 1

Por (2.46) e (2.47) obtemos que (I'(u,), @) — (I'(u), @), Vo € C(RY). Desde que
I'(u,) — 0, segue que (I'(u), @) = 0, Vo € CZ(R"). Sendo I'(u) € E* e C°(R") denso em
H'(RN), concluimos que (I'(u), @) =0, V¢ € H, isto é, u = (u1,u2) é um ponto critico de /.

A fim de que u seja ndo-trivial, é necessario provar que u; # 0, u, # 0. Definamos

v, = u, —u. Tem-se entdo que

luera 7 :/RN(WVMIZ+V1v%n+2VV1nVu1+2V1V1nM1+|Vu1\2+V1M%)
(2.48)
= el -+ o +2 [ (V900921 Viwigan).
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Note que, para cada u; fixado, pela desigualdade de Holder, o funcional f,,, dado por f,, (¢) =
N V@Vu; +Vi@u; élinear e continuo em H'(RY). Desde que (1, u2,) — (u1,u2) em H,

segue pelo item (i) da Proposi¢do A.2 que
/RN(Vvanul +Vivipuy) = /RN(V(uln —up)Vuy +Vy(uy, —up)uy) — 0. (2.49)
Deste modo, por (2.48) e (2.49) inferimos que
laal|F = [[viall T + [leeal [T +o(1). (2.50)

Temos ainda que

[viallt =/ (IVV1n|2+V1V%n)=/ (IVvinl* + Vivi, + Vievi, — VieVt,)

= vllfut [ = Vie)vhi

logo,
Vinlli = Vil +o(1). (2.51)

Em verdade, desde que {u1,} é limitada em H'(R") segue pelo Corolario B.3 {uy,} é
limitada em L4(RN ). Isto implica que existe C > 0 tal que

Ivinlla < C,

para todo n. Além disso, pela definicdo de V}.., concebida pela hipétese (H1), dado € > 0
existe R > 0 tal que
€

x| > R = Vi = Viw| < 5 (2.52)

Da convergéncia de vi,, — 0 em le (RN), expressa em (2.45), tomemos ng = ng (Bg, €) tal

que
2

-
b 4[5 (Vi = V1ea)®
Deste modo, por (2.52) e (2.53) e pela desigualdade de Holder, temos

(2.53)

RN BR}

, 1/2 A2 e
< Vi —Viw / n _/ n
(/BR( 1= Vi) ) (BRVI> T3¢ Jev !
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12 2 1/2
<(/BR(V1_VI°°)2) <4fBR(V1—V1°°)2) "

:8’

N m

quando n > ng. Portanto, por (2.50) e (2.51) obtemos que
lanall§ = [vanll i+t 1§ +0(1) = [vinll e + et T +o0(1). (2.54)

Temos também, que

/RN (nul Vélln + BV%HV%H) = /]RN H1 (uélln - 4u?nu1 + 6M%n1/l% - 41/[1,114% + M‘]l)
+ /R B, = 2unus 1) (3, — 20z +183)
= [y~ + 6 — i+
+ /]RN B (3, — 2upuiuis, + uius,)
+ /]RN B(—u%n2u2nu2 + 2uypu 2up,up — ”%2”%”2)
+ /RNB(u%nu% — Quyui3 + ufu3),

logo,

[ vkt B30 = [ Guaid, o+ Bk, + [ (ot + Buid)
RV RN RV
+ (_ 4 3 + 6 2 2 4 3_[32 2 )
- Hrauy,uy + U Ouy, uy — tiau iy U1l Uy,
+ /RN ﬁ(u%u%n — u%,lZuznug + 2u1,u1 2un, 1y — u%2u2nu2)
+ [ Bl —2m,m13)
= [ ity 4 Bidd) + [ i+ Butid)
RN RN
[t Butud) — [t + Buid)
RN RN
+/RN(—H14M?nM1 + M1 6ut,u — i Aunie} — B2uniiui,)
+ /}RN B (u%u%n — u%n2u2nu2 + U111 2un, U — u%Zuznug)

+ [ Bl —2u,m13)
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= [ ity Bid) — [ i+ Butid)
+ [ Cut+2Buti)
—l—/ 14u1nu1 + 1y 6u1nu1 /.114u1,,u1 ﬁ2u1nu1u%n)
+ /}RN B(udu3, — u3, 2urnuts 4 201 yity 2ty — u32uz,10)
+ [ Bl —2u,m 1)
Portanto, desde que por (2.45) temos u, — u1 q.t.p. em RY, segue pelo Teorema A.7 que
[ ity + i) = [ ik + i) + [ Gt +Budid) +o(1). 259

Além disso,

4 2 .2 4 2 .2 4 2 .2
/ (,LL] Vip T BvanZn) = / (nulvln + BvanZn) +/ (»"levln + Bwvlnv2n)
RN RN RN

4 2 .2
_/I%N(nul‘”vln_{—ﬁwvlnvZn)

(2.56)
= [ ety Berdnd)
+ [l =)ty + (B = Bo)hvd).
Com prova anéloga a prova da convergéncia
L i=viepd, o,
demonstra-se que
L =it 0. [ (B—Bovia3, 0. @57)
Substituindo (2.57) em (2.56) obtemos
L vt Bviad) = [ (vt +Bordid) +o(D). (2.58)

Substituindo (2.58) em (2.55) obtemos

[ (i B, = [ (et k3 + [ (it 4 Budid) +o(1). 2:59)
RN RN RN
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Do fato de que u,, € AV, decorre que (I'(u,), (u1,,0)) = 0, ou seja,

(). (0 00) = o[} [ (et + Buct) =0,
portanto,
Jaaal = [ (R, + Bud ). (2.60)

Sendo u é um ponto critico de I, temos que (I’ (u), @) =0, V¢ € H, em particular {I'(u), (u;,0)) =
0, ou seja,

() 0.0)) = [} [ ot + Bt =
portanto,
Jurlf = [ wrait+ B, 2.61)
Substituindo (2.60) e (2.61) em (2.59) encontramos
Junalf = [ (revty+ Bordd) + un[F+o(1)
Janal =l = [ (it BorBg) o1

adicionando o fato expresso em (2.54) obtemos

2
Il o) = [ (uiovit+ Bordid,) + o)

(2.62)
il = [ ety Bt +o(1).
De modo andlogo demonstra-se que
2l = [ (et BBk +o(D). .63

Dado que v,, € limitada, as sequéncias de valores ndo-negativos / ,uloov‘fn, / ,uzmvén e
RN RN

/ . ﬁwv%nv%n sdo também limitadas. De fato, do Corolario B.3, podemos considerar c¢; a
R

constante correspondente a imersdo (H' (RY), ||-||;) < L*(R") com j = 1,2, e entdo temos
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[ ety < el < €0,

para algum C; > 0. Analogamente,

4

para algum C; > 0. Pela desigualdade de Holder

172 4 172 4 MN1/2 4 Mn1/2 _ A
/ﬁwvlnvzn<ﬁw(/ V1n> </RNV2n) < B (cHvinll?) 7 (chllvanlls) "~ < C,

para algum C > 0. Portanto, em virtude do Teorema de Bolzano-Weierstrass, para alguma

subsequéncia devemos ter que

/]RN ,uloov?n — A] , /]RN ‘Ltzoovéz‘n — 13, /]RN Boov%nv%n — lz, (2.64)

quando n — 40, em que ?Lj >0, j=1,2,3. Deste modo, por (2.62) e (2.63), temos que
IVinllTe = A 422, [Vanl3e — A2+ A3, (2.65)

quando n — +-oo.
A fim de demonstrar que u; # 0, up # 0 devemos provar que A; = 0 ou A3 = 0, pois neste

1/2 1/2
B°° (/ Vln) (/RN v%n)
1/2 1/2
= ]/2 ]/2 (/ :u1°°vln> (/RN UZngn) — 07

quando n — +oo. Isto é, Ay = 0. Considerando A; = 0 por exemplo, sucede de (2.59) que

2 2 2 2 22 4 4 4
/RNﬁulnuzn—/RNﬁoovanzn—/RNﬁ”l”z—/RNﬂlul—/RNllluanF/RNﬂloonnJFO(l):

equivalentemente,

caso, por (2.64), teremos

2 .2
'/RN B°°V1nv2n

IA

(2.66)

/]RN Bu%nu%n / B°°V1nV2n / Bu1u2 = Hi /RN (Mélt - u‘ltn) +0(1) (2.67)
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Desde que por (2.65) temos ||vin||;., — 0, segue, pelo Coroldrio B.3, que ||vi,||;« — O. Pela

desigualdade triangular, segue que
O < llurnllps = llrll o] < llern = warf| s =0,

ou seja, ||urn||p4 — ||lu1]l4, quando n — H-co.
Segue da continuidade de fungdes reais polinomiais que Hu1n|]i4 — [Jur Hi4. Concluimos

entao que

wi [ =it

quando n — +oo. Portanto, ao substituir (2.68) em (2.67) obtemos

< ke [t =) = Ll (Jonalfs = ) =0, @268)

2 2 2 .2 2.2
/ ﬁulnMZn _/ ﬁwvanZn _/ ﬁu1u2 = 0<1)7
RN RN RN

logo, do fato de que A, = 0 temos

i ([ it [ B [ pd) o

LS </RN B, ~ /]RN Bt~ /RN P Lﬁu%) - /RN Buiuz = /RN Butius
Jim ([ ot [ Batid) = [ Bidd

Jdim [ pubad, = [ putid

Pela ocorréncia de (H1) e (H5) e por {u,, } satisfazer (2.41), o Lema 2.3 nos garante que

2.2 . 2 2
= lim >0
/RNﬁuluz n%jLoo/RNﬁ“m”zn = 0,
isto implica que u; # 0 e us # 0, e entdo u = (u1,u) € N. Pela semi-continuidade inferior
da norma (Proposi¢cdo A.2, item (iii))
2 2
¢ <I(uy,up) = M < lim infM = lim infl(ujp,u2,) = lim I(uy,,un,) =2,
B 4 T noteo 4 n—s—+oo n—s-oo
(2.69)
por conseguinte, I(u;,u;) = ¢, 0 que prova que u é uma solugéo do tipo ground state.
Provemos entdo, como proposto, que A; = 0 ou A3 = 0; o fagamos por cantradigao.
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Suponha que A; > 0 e A3 > 0. Como verificado em (2.62) e (2.63)

2 4 2 .2
allfe = [ (b +Borduid) +oi(1)

) (2.70)
2B = [ (et BorBt) +oa(1),
Definamos,
/ ‘u2°ov2n - 02 / ﬁ‘x’vanZn
+1,
/ .ulwvln/ nu2°°v2n (/ ﬁwvlnv2n)
(2.71)

/ .u1°°v1n / ﬁmvanZn
+ 1.
/ .ul‘x’vln / au2°°v2n (/ ﬁwvanZn)

Note que s,, 1, estdo bem-definidas. Em verdade, pela desigualdade de Holder temos

2
2 .2 2 4 4
V71,V < pbs % %
(/IRNﬁ ann) —ﬁ /IRN ln/RN 2n
2
4 4
/RN'ul ln/RNuuz 2n
2 4 4
= oV woVry,.
‘S /RNﬂl ln/RN‘uz 2n

Deste modo, desde que (H5) é vilida, temos que & < 1, portanto

2
( /]R X ﬁmv%nV%n> <&’ /R | Hieovt, /R | H2ev3, < /R M1V, /R JHeVd, o (272)

ou seja, de fato s, e t, estio bem-definidas. Além disso, por (2.72) temos que

2
lim / IR < lim &2 / oV / oV
MareroW RN B 1nV2n = n—>+oo§ RN HieoV1, RN H2eoVy,

2 4 4
=¢&” lim o HiV /R oV,

n—r+oo

1/2 1/2
.u1/liz/

desde que & < 1, segue que

2
: 2 .2 : 4 4 273
HETOO (/RN ﬁoovlnvzn) < HETDO RN ,uvloovln \/RN ,uv200V2n- ( )
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Por (2.64) e (2.73) decorre que s,,,t, — 1.
Temos entdo, por (2.70), que

(01(1)/ HZWVgn_02(1>/ ﬁwv%nv%n)/ :u1°°v‘1tn
RN RN RN
2
/N.uloovéltn/N.qu»v%n_ </RN ﬁmv%nv%n)
( / .ulwvln 1)/ Bwv%n"%n>/ ﬁwv%n"%n
RN RN

4 2 .2
Sn/ .u1°°v1n+tn/ ﬁ‘”vanZn =
RN RN

/ .uloovln/ .u2°°v2n (/ ﬁwvanZn)

+/RN HloonnJF/RNBoonann

1) (/ /vLZngn/ .uloovéltn _/ Bwv%nv%n/ Bwv%n‘}%n)

/ .Llloovln / uzvan (/ BwVInVZn)

+ .ulwvln BwvanZn
RN RN

2
= 0 oV o V1,V
1 +/RNH1 1n+/RNB 1nV2n

= |viallfe
(2.74)

(o10) [ pocrty=x0) [ Bt ) [ Bt
[t [ psta = ([ Bt

(0200) [ bty =or(1) [ Berkid,) [ paos,
[ oty [ oot ([ Bt

2 .2 4
+/ ﬁ‘x’vlnv2n+/ U2e0V2y
RN RN

2 .2 4
Sn/ ﬁwvanZn +tn/ U2eoVpy =
RN RN

_|_

(2.75)
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4 4 2 2
1) (/ ulwvln/ U2coVoy, _/ ﬁwvlnv2n>
RN RN RN
4 4 2 .2
oov oov - ooV 1%
/RN'ul ln/RN‘u2 2n </]RN[3 1n 2n>

2 .2 4
+/]RN Bmvlnv2n+/RN U2e0V2y
2 .2 4
= 02(1)+/RNBoovanzn‘f‘/RNﬂzoonn

2
= [vanll2e:

Portanto, multiplicando (2.74) por s,, (2.75) por t, e somando os resultados, obtemos que

2
sullvallfe =53 [ byt it [ Bt

(2.76)
2
tllvanlBe = tasn [ i st [ s
Por (2.76) inferimos que
I (/52910 Vinv2n)s (V31 VEv20))) = $allVinlten
= 5t [ b st [ B,
RN RN
=0
e
(I (/52910 Vinv2n)s (V3aVim Viv2n))) = tallvan3en
- tnsn/ ﬁ‘”vanZn / nu2°°v2n
= 0,
ou seja, (v/$,V1n, VInv2n) pertence a No.
Por (2.54) e (2.55) temos
17 |V1 171
—nl 4/ H1u1n+ﬁuln 2n) = - _Z/ .ulvél‘n—f—ﬁv%nv%n)
2.77)

””1”1— / (it + Buiuz) +o(1),

e, analogamente,
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2 2

ol 1 vl 1

H = ’2 - = (uzugn"_ﬁu%nu%n) - o2 (,Ll 2n+ﬁv2nv1”l)
2 4 JrN 2 4

e H2 | (2.78)
+E 2 /R (b + Bucdid) +o(1).
Somando (2.77) e (2.78) obtemos que
I(w,) =1I(u)+1(v,)+o(l).
Desde que u € ponto critico de I e entéo I(u) = w > 0, segue que
I(u,) >1(v,) +o(1). (2.79)

[

De fato, dado que u € A tem-se que /(u) = , logo I(u) > 0. Além disso, por (2.51) e

(2.58) temos que

vl = [ b+ B33 = vallf= [ (v + Boviid) +o(1), 280)
e, analogamente,
2= [+ B3 = Ivanlde— [ (ot + B3 ) +o(1). @281)
Somando (2.80) e (2.81) concluimos que
1(Vy) = Io(vy) +0(1). (2.82)
Substituindo (2.82) em (2.79) obtemos
I(w,) > L.(vy) +o(1). (2.83)

Temos também que

(P
Iw(vn): _anHoo__ (uu1°°v£11n+2ﬁwu%nu%n+u2wugn)
2 4 JrN
1, 1
= SIval2 =g [ (evt+ 2Bt b, + o)
RN

1 2 2
_(SnHVlnH]oo +thv2n||200)

1 2 2
‘*’_(SnHVIrz“loo+tn||v2n||2<x>) )

2
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g [netitsing [ Bvbid =iy [ e+ [ Bk,
by [ Bty [ b=ty [ Bodad,ridy [ nod,
= Sl vl — 5 [ (R~ 250BartF, — o)
HR =1 [ e+ G =07 [ o,
sutn = 1) [ (1t 2Bt + ety
= Lo(\/SuVin, VinVan)
HE =1 [ et G007 [ ed,
Hsuta = 1) [ (1o + 2Bty + i),
deste modo, segue por (2.64) e do fato de s,,,t, — 1 que
Lo(Vi) = Lo(\/SnV1n, VInvan) +0(1). (2.84)
Por (2.83) e (2.84) e porque (v/SuVin, vViavan) € Neo segue que

1) > Loo(\/SuVin, Vinvan) +0(1) > €w +0(1). (2.85)

Tomando o limite em (2.85)
¢ > Co. (2.86)

Supondo que a hipétese (H6) seja vélida, considere v = (v, v;) uma solugdo positiva do tipo
ground state de (2.3) tal que v = (v1,v2) € N € I(v1,v2) = Cw. Sejay € RN e j € {1,2},

denotemos por v, a fungdo dado por v;,(x) =v;(x —y).
Desde que v é ponto critico de I, segue que (I, (v{,v2), (v1,0)) = 0, logo

2 4 2.2
it = [ (i +Barivd)

Analogamente,
2 4 2.2
b2l = [ (2t Borvd)

Para |y| suficientemente grande, existem s,,7, bem préximos de 1 tais que

2 4 2 2 2 2 2 4
vyl :sy/IRN“1V1y+ty/]RNﬁV1yV2ya vayll3 :Sy/RNﬁVIyVZy +ty/RNIJ2V2y-
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Em verdade, € preciso demonstrar que
2 4 2 2 2 2 2 4
Il = [ ad+ [ B3 +ol). Iyl = [ B+ [ e +ol)
em que o(y) — 0 quando |y| — +eo. Mostremos primeiro que
2 2
viylly = iyl = 0(v)- (2.87)
Por defini¢do temos

2 2 2 2 2 2
ullf =l = [ (9P rvid) = [ (9P +vied,)

= / Vloo Vly

Dado K  RY um subconjunto compacto,

/ v, =0, quando [y| — +ee. (2.88)
K

De fato, como pelo Corolério B.3 temos / . v‘f < 40, podemos definir a sequéncia Yp, vdl' €
R

L*(RM), em que B, = {x € RY; |x| < n}. Dado que
x8,v] — vi{ pontualmente em RY e |y vi| < v,

segue, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (Teorema A.7), que

[ompt= [ vis [

RN B,(0) RN
4 4

R By, (0)

K um compacto e r > 0 tal que K C B,(0).
Considere y € R tal que |y| > 2+ ng. Neste caso, temos que B,(y) C RV\B,,(0), logo

<o ™= foso = et
= ’/B,.(O)vly BN\ By, (0) o1 oo

seguindo que a afirmacdo expressa em (2.88) € de fato verdadeira.

Sejam ng € N tal que

<eE,

V4
B (y)

<

V1
(s
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Por (2.88) e pela defini¢do de V., prova-se, com demonstracdo analoga a utilizada para

provar (2.57), que

Lo=vie)d [ ey, [ (B B3, 0 (2.89)

quando |y| — +oo. Vemos entdo que (2.87) é valida.
Sendo v = (v,v2) € Ne € Vjeo, lLjwo € B contantes, tomando F : RN — RY dada por F(x) =
x —yno Teorema A.12 segue que

illfe = il = [ (iovt+Bordid) = [ Guriy 4Bl @290)
Deste modo
il = [ ety Bodod) + [+ B30 = [ i+ B3
= [ (B30 + [ (e = )i+ (Bo— BV 3)).

Por (2.89)
iyl = /]R (v + Byiyd,) +o(y), (2.91)

em que o(y) — 0 quando |y| — +eo. Portanto, substituindo (2.91) em (2.87) concluimos que

IuliE= [ vty Briag) +or()
.t (2.92)
nl3 = [ (avd + Br,) + a0,

Definamos entdo, sy, f, dados por

/ .Uzvzy—Oz /ﬁvlyvzy
/H1V1y/ szzy (/ ﬁvlyvzy)
/»ulvly /BvlyVZy
/N1V1y/ szzy </ ﬁvlyVZy)

Temos que sy, 1, estdo bem-definidas. Em verdade, pela desigualdade de Holder temos

5+ 1,
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2 4 4
(/ ﬁvlyvzy) SBOO/RNVI))/RNVZy
2

_B
HI/ZHI/Z

4
= v Voo
= M 1y/RNuz 2y

Deste modo, desde que (H5) € vilida, temos que & < 1, seguindo que

( / ﬁvlyvzy) <&’ /]R v, /R MV, < /R v, /R JHavy,,  (2.93)

isto €, de fato, sy € f, estdo bem-definidas. Além disso, por (2.93) temos que

4 4
1% \%
- 1y/RNM2 2y

2
lim ( Bv 1yV2y) < lim &? N,ulv‘fy/RNuzvgy

[y[—eo [y[—=+oo

2 g 4 4
e [, [ o
oo JRV T RN T

desde que & < 1, segue que

4 4
\y\—H_oo (/ B lyV2y> y|i>n_~l_oo RN Hivyy /RN H2V)y, (2.94)

Portanto, por (2.94) decorre que sy,t, — 1 quando |y| — oo, desde que

4 4 4
‘/RNuiv,-y < Iuilm/RNviy = |nui|<>°/RNVi < oo

Temos entdo, por (2.92), que

4 2 .2
Sy/RN .ulvly—f—ty/RNﬁvlyVZy -

( / tavh, — on(y / ﬁvlyvzy) / v
/ v, / Havh — ( / ﬁvlyvzy)
( / e / ﬂvlyv2y> / BV 3,
/ v, / Havh — ( / ﬁvmy)

(2.95)
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+/ .ulvél‘y—i_/ ﬁv%yv%y

(/ szzy/ Uiy ly /ﬁvlyvzy/ ﬁv1yv2y)

[

V
+ RN'ul ly

= o1(y)+

2
= |vulls

2 .2
S Bv V5, +t
y/N 1y"2y )’/N

Por (2.97) inferimos que

4
.u2v2y -

2
syllviylly =

2
tyl|vayll; =

ly/ szzy (/ ﬁvlyvzy>

RNﬁvlyVZy

4 2 2
RN.ulvly_*—/RNBVI)JVZy

( / [.szzy—OZ / Bvi,v 2y)/ Bviyvay

/ Hv 1y/ .uzvzy (/ ﬁ"lyvzy)
(02(1)/1[{1\]“1‘/1‘);_01(1)/RNﬁV%yv%y) /RNHZV%
/RNlilvél‘yANltlzvézty— (/ Bvlyv2y>

+ [ B+ [ vy
O ([t [t~ [ B
/ ulvly/ szzy (/ ﬁvlyvzy>
+/RN13V1yV2y+/RNH2V2y
oo+ [ B+ [ el

2
HVZyuz-

+

(2.96)
Portanto, multiplicando (2.95) por sy, (2.96) por £, e somando os resultados, obtemos que

2 4 2 2
Sy /RN “1V1y+syty/RN Bviyvay,
2 .2 2 4

(2.97)
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<I/(\/S_yvlyv \/g"Zy)a (\/@Vlw \/gVZy)» = SyHVIyH%

2 4 2 2

- S Viy — Syl Vi,V
y/RN.ul ly yy/]RNB 1y 2y
0

2
<I/(\/@V1y7 \/t_yVZy)’ (v/Syviy, \/t;VZy)» = tyl[vayll3
2 2 2 4
_ tysy/RNﬁvlyvzy—ty /RNuzvzy
— 0,
ou seja, (1/SyViy, \/fyvay) pertence a N

Para facilitar os proximos calculos introduzimos as seguintes notagdes

. 4
ay .= / MV, / .ulvlw

a —/ ﬁoovlvz, 2(y) —/ :Bvlyv2y7

) __/ y / y (2.98)
3= RNﬂzw 29 3(v) HaVay,
2
as = V1|1 xa(y) = [vil3,
2 2
as 1= [[v2]|7e; x5() = [[vall7,

e definimos

viy) :=x1(y) —a1, () :=xy) —a
w3(y) = x3(y) —a3, wa(y):=24(y) —as, ¥s(y) :=xs5(y) —as.

Por (HI) e (H3) temos que
vi(y) > 0,v2(y) > 0,y3(y) > 0,yu(y) < 0,y5(y) <O0. (2.99)
c
vi(y) = 0,v2(y) = 0,w3(y) — 0,yu(y) — 0,y5(y) — 0, (2.100)

quando |y| — 4oo. Em verdade, considere por exemplo o fato de que Uj. é constante.

4 4
V] — oV
/RN'UI 1 AN i ly»

Decorre do Teorema A.12 que
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segue, por (H1), que

no) =) —a= [ = [ et = [ —pevi >0

Além disto, por (2.89)
vi(y) = / (1 — .Uloo)v?y — 0.
RN
Se existir y € RY para o qual tenhamos igualdade em todos os casos em (2.99), obtemos
entao que

Vj(x) = Veoy (%) = Hjoo € B(x) = B, Vx € RY.

De fato, se por exemplo tivermos yj(y) = 0 para algum y € RY entdo, por (H1) temos

v ( ) %1 —Cl] _/ .ulvly / .ulooV]y —/ ,Ll]oo vly =0.

Dado que 0 < (U1 — i), € que vy, > 0, porque (v, v2) positiva, entdo fl| = Uj.. Sucede
que o sistema dado em (2.1) coincide com o sistema dado em (2.3), logo v = (v1,v;) é uma
solucdo ground state de (2.1).

Suponha que para todo y € RY hd ao menos uma desigualdade estrita em (2.99). Usando
a notacdo introduzida em (2.98) temos

1
—(a; +2a; +a3), (2.101)

3 | )
Coo = lo(v], 1) = ZHVH” =7

considerando que (/5yv1y, \/2yv2y) € N C N, pela defini¢io de ¢ temos

&< I aviy, i) = 11wy i) P = o) azs0). 2102
Pelo fato de {1'(y/5yv1y. v/iva). (vE1.0)) = 0 € (1'(y/5iy, /iay). (0. /5vay)

temos que
x4(y) = syx1(v) +1x2(y)
25() = syx2(y) +tyx3(v)-

(2.103)

Note que

1/2
[ B} Y (f Blum)'” 5
ly"2y ~\Urv ()2 ly 2y
1/2

2 4 1/2 4
<¢ (/RNMVU) </RN“2V2y) :
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logo, 0 < x1 () x3(y)(1 — %) < x1(»)x3(y) — %3 (v). Deste modo, podemos entio resolver o

sistema (2.103) nas varidveis sy,1,, € assim encontramos

a0 () — 250 x2(v) L X Mx1(y) —m(y)m(y)'

00 -20 7T 00 -20) (2109
Substituindo sy e f,, como identificados em (2.104), em (2.102), obtemos
s <l [(m(y)m(y)—m(y)m( INxa) + )1 () = 2422 (v ))%s(y)]
~4 0 0)160) - B0) .10

_ X 0)x30) + 213302 W) = 2200(0) x4 (0) 25(y)
400 —B0)) '

Subtraindo (2.105) de (2.101) obtemos

010025 (0) + 130023 (1) = 200 (0) x4 () x5 (y)]

~ _ 1
Gom? 24 {(m +2ay +a3) - A M60) -1 0)

A
400 (0) — x3())

(2.106)

em que

A = (a1 +2a+a3)((a1 +¥i () (a3 + v3(») — (@2 + 2 (v))?)
—(a1+ w1 (y)(as+ y5(»))* — (a3 + y3(y)) (as + wa(y))*
+2(az + 2 () (as + wa(y)) (as + w5 (y))-

Expandindo A e através do fato de a4 = a; +a» e as = az + a3, obtemos

A = (aaz—a)(yi(y )+21V2( )+ w3 (y) —2ya(y) —2ys(y))
—(a1+2a2+a3) 5 (y) — a1y (v) —aswi (y) + (a1 +2a2 + a3) wi (0) y3(y)
+2ay4(y) w5 (y) + 2a4yn(y )llfs( ) —2a4y3(y)wa(y) —2as w1 (y) s (y)
+2asy2(y)Wa(y) — v W2 () — W () WE () +2¥ () v (0) ws (3).-

Considerando que ao menos uma das desigualdades em (2.99) € estrita, entao

(Y1(y) +2y2(y) + w3 () —2ya(y) —2y5(y)) > 0. (2.107)

Isto implica que
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A
vi(y) +2v2(y) + wa(y) —2ya(y) — 2ws(y)
(a1 +2ar+a3)y3(y) — a3 (y) — a3y (y) + (a1 4202 +a3) yi () y3 ()

vi(y) +2va(y) + w3 (y) — 2wa(y) — 2vs(y)
N 2a0y4(y) W5 (y) + 2a2 2 (¥) w5 () — 2a4w3(y) Wa (y) — 2as w1 (y) ws(y)
vi(y) +2v2(y) + w3 (y) — 2wa(y) — 2ys(y)
L 2as%2()ya(0) =i () W2(y) — ()W) + 29 () va(y) ws(y)

vi(y) +2va(y) + w3 (v) —2wa(y) — 2ws(y) '

= (a1a3 — a%)

Deste modo,

A
Vi) +2v2(y) + w3 (y) —2ya(y) — 2ws(y)

= (aaz —a3) — &(Jy)), (2.108)

em que £(|y|) — 0 quando |y| — +eo. Além disto,
1/2

(/ ﬁooVWz) v <é&? (/RN ulwv‘l‘> 1/2 (/RN HzooV3> 7

sendo 0 < & < 1, pela hipétese (H5), vemos que
(araz —a3) > (1 —E?)ajaz > 0. (2.109)

Por (2.108) e (2.109) temos, para |y| suficientemente grande, que

A

= (aia —a2 —
Vi0) 129500 T ¥s0) —2ya0) —2ysly) ) el =0

e por (2.107) concluimos que A > 0.

Temos também que

1/2

N

12 B (i)'
(/ ﬁvlyVZy) = ( BV ()2 viyvay

1/2
2 4 4
<& ( /R N .u1V1y> ( /R N quzy>

= 0<x1MBO)(1-E%) <xnMBd)—10).

1/2

Sendo assim, dado que A > 0e que 0 < ;1 (¥)x3(y) — 9522 (v), temos por (2.106) que
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Coo—C>0=Co > C,
o que contradiz (2.86). Com isso, concluimos que A; e A3 ndo podem ser positivos simulta-
neamente (hip6tese de contradi¢do).
Segue, por argumentagao realizada apés (2.66) com desfecho em (2.69), que u = (uy,u)
¢ uma solugdo do tipo ground state de (2.1). Reescrevendo, se necessario, u = (|uy, |uz|),
aplicando o Lema 1.6 atestamos que u,u, > 0. Por tudo isto, u = (u],u;) é uma solucédo
ground state positiva de (2.1). 0

E um fato que A; e A3 devem ser ambos iguais a zero. Em verdade, suponha por exemplo
que A; = 0, entdo, assim como verificado em (2.66), temos que A, = 0. Além disso, temos,

pela defini¢do de v, e por (2.51) e (2.65), que

lim |[u, — uy||? = lim ||vi,]|? = lim ||via][3. = 41 + A2 = 0. (2.110)
n—yoo n—»oo n—soo
Por (2.69) vemos que
,}grgo(HulnH% [u24][3) = [Ja || + [|u2]I3- (2.111)

Por (2.110) e (2.111) temos
Tim [z |3 = Tim ([feean |7 + lu2a3) = Tim [fuega | = [Jee2]]3. (2.112)
Decorre, do fato de que A, = 0, por (2.65) e (2.51) e pela defini¢do de v, que
A3 = lim [|[vo, |13 = lim ||[v,]3 = lim [|jug, — a3 (2.113)
n—oo n—roo n—oo

Do fato de que up,, — up em H ! (]RN ), como visto em (2.45), pelo item (i) da Proposi¢do A.2
e por (2.112) temos que

Tim [luzy —wal|3 = Tim ||z |5 — 202, 122 + |13 o114

= [Jual3 —2(uz,u2)2 + ||ual[5 = 0.
Portanto, por (2.113) e (2.114) temos que A3 = 0.

Teorema 2.2. Se (H2), (H4) e (HS) ocorrem, entdo (2.1) possui uma solugd@o positiva do tipo

ground state.
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Demonstragdo. Esta demonstracio € composta em boa parte pela demonstracao do Teorema
2.1. Na verdade, a obten¢@o de uma soluc@o ground state w = (uy,u»), no Teorema 2.1, foi
devida aos lemas desta secdo, cujas as hipdtese sao satisfeitas pelas hipéteses que agora
assumimos. A fim de demonstrar que u; # 0 e up # 0, devemos utilizar nova estratégia, pois
a prova deste fato no Teorema 2.1 utilizou fortemente as hipéteses (H1) e (H3). Para cumprir

esta tarefa, mostraremos que

limsup sup But u3, > 0, (2.115)
n—+o ycRN B:(y)

para r > 0. Novamente, faremos esta prova por contradi¢do.

Suponha que a tese em questdo nao ocorra, ou seja, dado r > 0

limsup sup Bu? u3, = 0.
m—>+eo y,cRN JBr(y

Pela desigualdade de Holder, tem-se que

/ Blutniinn? = / B3 (B2 ustian] )3 w1t
Br(y) Br()’)

1/3 » 2\ N\
< Rl n n
<L ( [ ) (o)
/ 2/3 1/6 1/6
1/3 2 2 6 6
<O (fdad ) (fml®) (L el)

2 2

Note que sendo a e b reais temos que (a — b)2 > 0, isto implica que a.b < , logo

/ Blutniza|”? < ‘mw (/ ﬁulnu2n>2/3 [(/RN \u1n|6)2/6+ (/RN ]u2n|6)2/6] .

O Corolério B.3 nos garante a existéncia de uma constante C > 0 tal que

2/3
/B-()’)ﬁ‘ulnuznw/3 SC(/ ﬁu%nu%") (“”m”%"‘HuZnH%)

/3

2
<sup / ﬁumuzn> P
yeRN /B

Dado que {u,} C AV é uma sequéncia limitada (fato constatado logo apés (2.34)), segue que
existe C > 0 tal que
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2/3
/ Blutnuz,|"* < € sup/ But u3, | . (2.116)
Br(y) Br(y)

yERN

Tomando o limsup em (2.116), por (H4) B > 0, e pela hipétese de contradigdo temos
/ Bluintizn " — 0 2.117)
B (y)

quando n — +oo. Desde que (2.117) € vdlida para todo r > 0, segue que

n—r—+oo

lim / Blutnuza]”? = 0. (2.118)
RN

Deste modo, pela desigualdade de Holder

/RNB”%n”%n :/RNmuln”Zn””ln”ZA

4/7
§ ’ﬁ4/7‘°° (/ ’ulnu2n‘7/4) (/ ﬁ‘ulnMZn’7/3)
RN RN
4/14 4/14 3/7
<1B¥7|. (/ |M1n|7/2> (/ |M2n|7/2) (/ /3|u1nu2n|7/3) .
RN RN RN

Pelo Coroldrio B.3 e pela limitagdo de {u,} temos que exite C > 0 tal que

_ 3/7
/]RN Bu%nu%n <C (/RNﬁ|ulnu2n’7/3> : (2.119)

Logo, por (2.118), (2.119) e (H4) temos que

3/7

/R . Bu3 u3, — 0. (2.120)

Porém isto contradiz o Lema 2.3. Deste modo, ocorre o afirmado em (2.115). Neste caso,

dado r > 0, pela defini¢do de limsup, existe uma subsequéncia {u,} tal que

sup Butu3, > 8, \n,
yERN B (y
para algum 8 > 0. Temos também, pela definicdo de supremo, que para cara n € N existe y,

tal que

2 2 2 2
0 < / BulnMZn < sup ﬁulnMZn'
B(yn) yeRN /B(y)
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Para cada n € N, y,, estd contido num bloco B,, cujos vértices pertencem a T{Z X ... X TnZ.

Sejax, € T1Z X ... X TyZ o vértice de B, mais proximo de y,. Considere R = sup |y, —x,| + 7.
n

Temos entdo que B,(y,) C Br(x,), logo

s< [ Butd, < | Bk, vn (2.121)
r\Un R\Xn

Dado que x, € T|Z X ... X TyZ, podemos redefinir {u,} como {(u1,(. +x,),uz2n(. +x))},
desde que por (H2) e (H4) e pela Proposi¢do B.2 e pelo Teorema A.12 temos que

H(urn, u2n) = I, (-4 2x0) 20 (- 4%2)) € I ((wrn, u2n)) = I' (10 (- + %) ti2n (- +22))-

Segue por (2.121), (H4) e pelo Teorema A.12 que

0< / ﬁu%nu%n = / ﬁ( +xn>”%n(' +xn)u%n(' +xn) = ﬁu%n( +xn)u%n(' +xﬂ)
Br(xn) Br(0) Bg(0)

Portanto, pela desigualdade de Holder

1/2 1/2
s< [ paad<ipl([ b)) ([ )
B,(0) B,(0) B,(0)

4
loc

1/2 1/2 1/2 1/2
0<6< lim (/ u‘lln) (/ u%n) = (/ u‘f) (/ u%)
n—+eo \ JB,(0) B,(0) B,(0) B:(0)

entdo u; # 0e uy # 0. O

desde que por (2.45) u, - uem L (]RN ), temos que

2.4 O caso em que 3 € grande

Trabalharemos nesta se¢do o caso em que o coeficiente de interagdo B é grande, num
certo sentido. Primeiro, mostraremos que ¢ < min{/(®;,0),7(0,@,)}. Seguindo que se ¢ é
atingido em algum (u,u) € N, entdo u; # 0 e uy # 0. Afinal, caso u; = 0 por exemplo,
entiour #0e

/(quzlerVzM%):/ %S
RN RN

isto é, terfamos u> como solugdo de (2.2), com j = 2, com energia menor do que a energia

de a», o que contradiz o fato de w, ser a soluc@o ground state positiva de (2.2). Portanto, a
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fim de demonstrar a existéncia de uma solug@o positiva ground state para o nosso problema,

basta provarmos que ¢ € assumido, em (uq,uz) € N com u; > 0, uy > 0.
Lema 2.4. Se (H7) é satisfeita, entdo ¢ < min{/(®;,0),1(0,m,)}.

Demonstragdo. Tomemos t > 0 tal que (ro1,tp@;) € N, em que p e @; sdo definidas em
(H7). Entao

(I'(tor,1p @), (tar,tper)) =0
& tzl\(wl,pqm)Hz—t“/RN(ulwi‘+2ﬁw12p2cp12+uzp4<pi‘) =0
2
o 2 I(@1.po)] |
/R (o +2Boip’ef + wpel)

Portanto, por (2.4) temos

c <I(twy,tp@;)

_ 2(@1pe)
4

4 2
_ (@, pe)|"[[(01,pe1) (2.122)
/R (ot +2Baip’ef + 1p* o))
1 4
< Z/RNulwl .
Dado que @; € M/, temos que
[ Vo +viod) = [ mart (2.123)
RN RN
logo, por (2.122) e (2.123) temos que
1 s et 1 4_
c< Z/RNulwl = —Z/RNulwl =1(w,0).
Analogamente, (2.5) implica que ¢ < I(0, @,).
O

De acordo com [7], ¢.. € atingido em algum We = (#]c0, U2e0 ), que € um solugdo radial

nao-nula e ndo-negativa de (2.3).

Lema 2.5. Se (H1), (H3) e (H7) ocorrem e se a0 menos uma das cinco fungdes V;, i; e f8

nao é uma constante, entao ¢ < Ceo.
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Demonstragdo. Ha tré€s casos possiveis.

1. ureo =0.

Dado que .. é ndo-nula, entdo, necessariamente uj 7 0 € ||u1e||], = / Mool .
RN
Sejat > 0 tal que,
2 4
1|3 =t/ Hit)eo, (2.124)
RN

ou seja, Vtui. € Mj. Por (H1) tem-se que
ool < [fot1e0] 3 (2.125)

Por (2.124) e (2.125) e pela defini¢do de . proveniente da hipétese (H1) temos que

4 2 2 4 4

logo t < 1. Deste modo, considerando que @; possui energia minima em M, temos
que

/ ([Vooy > +V,07) g/ (IV(Vture))? + Vi (Viure)?)
RN RN
SI/RN(Wulm\z—l—Vlu%w) (2.127)

< / (|Vire|* + Viui,,).
RN

Considerando valida a hipotese (H7), concluimos através do Lema 2.4 e por (2.127)

que
1 1
¢ <I(o,0) :_/ (|Va)1|2+V1a)12)§—/ (Vi +Viud,).  (2.128)
4 JRrN 4 JrN

Pela defini¢do de V.. proveniente da hipdtese (H1) segue que

1 1
Z/RN(IVum\zwLVlu%w) < Z/RN(IVulwlerunio). (2.129)
Dado que ¢ € atingido em s = (1, 0), concluimos por (2.128) e (2.129) que

1
c<I(w,0) < —/ (|Vit1eo]? + Voott3o,) = I(tt100,0) = Coo.
4 JrN

2. Ul = 0.

Este caso € andlogo ao anterior.
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3. Ujeo # 0, Upeo # 0.

Como U € Upe $30 ndo-negativas entdo o Lema 1.6 implica que 1o (x) > 0, tpeo(x) >
0VxecRY.

Sejat > 0 tal que ru., € N. Entio, pelas definicoes de Ve, jo € Poo temos

2 2
2_ 4o 4o |5

< .
[ it + 2Bt i) [ (et 2B+ i)

Além disso, desde que u., € N.., temos que

2
[l teo |5

L (it 2Bt i)

=1,

logor < 1.
Lembremos que o polindmio p(x) = 2x> — x* é crescente no intervalo (0, 1], decorre que
p(2) < p(1), ou seja, 21> —t* < 1. Logo, sendo ru., € N, temos

Coo = Ioo(Uo)

e
4
U||2
> (-l
_ Plluslz  *us]Z
2 4
2 2 4
tus||Z, 4 2 2 2
= e D (et 4 2Pttt o)

t2
= I(tu.,) + 5 / [(View — Vit oo + (Voo — Va3,
RN

t4
+Z /]RN[(HI - .ultm)uélloo +2(ﬁ — ﬁoo)u%oou%w + (.u2 _ uzm)u%w]

considerando que ao menos uma das fungdes V;, 11, B é ndo-constante, concluimos que
Coo > (1) > c,

e isto completa a prova.
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Doravante, até o fim desta sec@o, assumiremos que sao validas ou as hipdteses do Teo-

rema 2.3 ou as hipoteses do Teorema 2.4.

Lema 2.6. Existe 6 > 0 tal que, parau € N, tem-se que [ju|| > &.

Demonstragdo. Parau € N, sendo C = max{ |l |w, | U2 ]|c, | B|e }, temos que
ulP = [ (it +2Budid i) <C [ (203 + 1)
Pelo Coroldrio B.3 existe C > 0 tal que

A 4 1/2 A 1/2 4
/I%NM1+2</RNM1> (/RNuz) -+ RNMZ

4 2 2 4
C [l [+ 21 sl 7+ o

lf> <c

2
2 2
C (e + o)
2
~ 2 A4
<€ (Nl +[1u2]?)” = Clu]

1
logo, [ju]| > ——. N

2W/E

Considere {u,} € N/ uma sequéncia minimizante, isto é, I(u,) — ¢. Podemos assumir
que uy, > 0, up, > 0, pois ndo sendo o caso podemos definir novamente a sequéncia como

(|urnl, |uon|) € teremos

<I(‘uln’7 ’M2n|)a (’”ln|7 |u2n|)> = <I(M1n7u2n)7 (uln7u2n)> =0e I(|u1n|a |u2n‘) :I<u1nau2n) —C.

Dado que {u,} € N e entdo ||[u,||* = 4I(u,) — 4c, temos que {u, } é limitada. Segue pelo

Teorema C.7 que

(uin,u2n) — (up,up) em#H
(uin,u20) — (ur,uz) em Li (RM)x L} (RV) (2.130)
(MlnaMZn) — (l/l],l/lz) g.t.p. em RN'

para alguma subsequéncia {u,} = {(u1,,u2,)}. Tomemos tal subsequéncia.

Definamos para cada n a correspondéncia Vv,, dada por

1
V() = 3 [ (Vi 4+Viad, + Vi P+ Vi),
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em que Q C RY é um conjunto Lebesgue mensurdvel (consultar Teorema A.5). Note que,
pelas propriedades da integral de Lebesgue , para cada n, v,, define uma medida (consultar De-
finicdo A.5) sobre a o-dlgebra (consultar Definicdo A.4) formada pelos conjuntos Lebesgue
mensuraveis (consultar Teorema A.5). Nossa inten¢do € aplicar em V,, o classico resultado
estabelecido em [22] por Lions P.-L., o Lema de Concentragdo e Compacidade de Lions

(Lema C.1). O préximo lema nos auxiliard a utilizar este resultado de forma conveniente.
Lema 2.7. Anulamento e dicotomia ndo podem ocorrer com V;,.

Demonstragcdo. Se anulamento ocorresse teriamos que, para todo » > 0

) 1
lim sup — )(]Vu1n|2+V1u%n+ \Vuz,|* +Viu3,) = 0. (2.131)

nﬁooyGRN B (y

Supondo que (H1) ou (H2) ocorra temos que ian V;(x) > 0, logo
xeR

1 1
sup = )
x€RN Vj (x) lnfxERN Vj (x)

portanto
1 2 2 1 <V1(x) » | Valx) 2)
sup — uiy, +u = sup — ui, + u
ey 4 1) pemn 4 ) \ Vi) T ()
1
<Csup - [ Vi(ui, +Va(x)us, (2.132)
yeRN ¢ JB(y)

1
<C sup — (IVura|* + Viug, + | Vuza|* + Viu3,,),
yeRN ¢ B (y)

1
em que C =max | sup —— |. Por (2.131) e (2.132) concluimos que
J xERN j( )

1
lim sup — (u}, +u3,) = 0. (2.133)
n%wyGRN Br(y)

Sendo u1,,, uy, limitadas em H ! (]RN ), pelo Lema de Lions (Lema C.2), considerando N = 2,3,
segue que
(1, u2n) = (0,0) em LYRY) x L*(RN). (2.134)

Dado que u, € N, temos que || (i1, uz,)||* = /RN (wyuf, +2Bui u3, + Uaus, ), portanto
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2
l(rneae)® = [ ity +2Bud i, + i)

VAN
(@M
T

4 2 2 4
N (uln + 2ulnl’th + u2n)

em que C = max{ sup p;(x), sup u(x), sup B(x)}. Pela desigualdade de Holder e por

x€RN x€RN xERN

(2.134) tem-se que
1/2 1/2
L2 (o) (ft) o]

< C(llurallza + luzall74)* = 0,

o que contradiz o Lema 2.6. Vemos entdo que anulamento nio ocorre com V,,.

Caso dicotomia ocorra, ento existird ¢; € (0,¢), {y,} C RY, {r,} com r,, — +o0 e duas

sequéncias de medidas ndo-negativas Vy,, v, tais que

0 < Vin+ Von < Vi, supp(vln) C Br,Z (yn)7 Supp(VZn) C RN\BZ}’,, (yn)7

Vln(RN) —C1, Vzn(RN) —Cc—C1.

Seja p, uma funcdo suave que satisfaca as seguintes condi¢des
i) pn=1emBy,(ya);
i) pu =0 em R\ {Ba, (ya)}:
i) 0<p, < 13
V) [Vpa| < rg

n

Definamos v,, = (ppt1,, Putt2n) € Wy =1, — v,. Note que pela definicio de p, temos que

1 1
vl =—/ (IV (utt1n)|* + Vi (Patt1n)* + [V (Putizn) |* + Vi (puttzn)?)
4 4 Jry

1
= Z/B ( )(|V(Pnu1n)|2+V1(pnu1n)2+|V(pnu2n)]2—|—V1(pnu2n)2)
m\Yn
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1
= | (VP Vi, (Vi 4 Viad,)
4 /By, ()

= Va(Br,(yn))
Z Vln(Br,, (yn))>

logo,
1
2 1¥all? = Via(Br, () = Via(RY), (2.135)

dado que supp(vin) C By, (yn)-
Temos também, pela definicao de p, que

1 1
Wl =5 [ (Vw4 Vit + Vw2 +Ving,)
1

> _ Vi, |* + Viw?, + Vg, |? + Viw3
27 RN\Bzr,,(yn)(| 1n]"HViwi, + [V, |” +Viws,)

1
a 4 RN\BZrn (¥n)

= Vn (RN\BZrn (yn)))
> Vo (RN\BZrn (yn))a

(|Vu1n]2 +V1u%n + ’Vuzn‘z +V1u%n)

logo
I
2 Iwal® = vau(RM\Ba, (y0)) = vau(RY), (2.136)

dado que supp(va,) C RN\BZrn (Vn)-
Portanto, por (2.135) e (2.136) e dado que vln(RN) — 1, vzn(RN) — ¢ —cq, segue que

| 2 | 2
— > — >c—cCq. .
légirolofétanH > ¢y, l,%gl}r&fﬂ'W"H >c—c (2.137)

Seja -Qn = BZrn (yn)\Brn (yn)- Desde que 0 < Vin+Von <v,e Supp(vln) C Br,, (yn): Supp(VZn) C
RN\BQr,, (y n) entao

Vi (Qn) (RN) — Vu(Br,(yn)) = Va(B2r, (¥n))
Vin (RN) — Vin(Br,(Yn)) — Vau(Bar, (¥n))

Va(RY) = v, (RY) — vy, (RY),

I
=

IN

tomando o limite encontramos

0 < lim v, (Q,) < lim v, (RY) = v, (RY) = vp,(RN) = ¢ —¢; — (¢ —¢1) =0,
n—oo n—oo
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ou seja,
Vn(Q,) — 0, quando n — +oo.

Vemos também que

1 1
2= 5 [ (00— putra) P+ Via (w10 + prta)?)
4 4 JrN
1
+Z/RN(|V(W2n+pnu2n)|2+v2(w2n +pnu2n)2)

1
_ Z/RN(|VW1n|2+|V(pnu1n)|2_|_2|Vw1n||V(pnu1n)|+V1W%n+vl(pnuln)2

+2V1Wlnpnu1n + ’VWZn’2 + ’V(anZn) |2 + 2|VW2n| |V(pnu2n)‘
+Vaw3,, + Va(Puizn)? + 2Vawa,Puttan)

1
= 2 (Iwall + vl

1
+§ /RN(’VW]nHV(pnulnﬂ +Viwpvin+ ‘VWanV(pnuzn)‘ +V2W2npnu2n)-

(2.138)
Pela Proposicao B.1 temos que
V(pnuln) = ManPn +pnvu1n7
e
Vwin = V(uip — Pattin) = —t1aVpn + (1 — pp) Vitin,
logo, pela defini¢cdo de p, temos que
2
IV (Puttin)| < [u1n][VPal +|pal [Vitrn| < futra] =+ [Vitral, (2.139)
n
e também que
2
IVwin| < |u1a]|Von| + 11 — pu|[Vur,| < ]u1n|r——|— |V, (2.140)
n

Dado que supp(w jupnitjn) C Q,, para j = 1,2, entdo

0 < /RN(WWMHV(pnum)\ +ViwinPutt1n + |VWau ||V (0ntian) | + Vawanpatizn)

= /Q <|VW1n| |V(pnuln)‘ + Vlwlnpnuln + ’VWZnHV(prZMZnN + VZWannMZn)~
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Pela defini¢do de v, e w,, temos que 0 < wi,Ppnttin = (1 — pp)ttinPpttin < ulzn logo

0 < /RN(|VWIU| ’V(pnuln” + ViwinPntt1, + |VW2n| |V(pnu2n)| +V2W2npnu2n)
= /Q (|VW1n| |V(pnuln)| +ViwinPnttin + ‘VW2n| |V(pnu2n)’ + V2W2npnu2n) (2.141)

< /Q ([Vwinl[V(Pntt1n)] +V1”%n + [Vwan| [V (pntt2n)| +V2”%n)~
Por (2.139) e (2.140) e pela desigualdade de Holder segue que

o) 2
[ ¥l < [ (19l + ol )
Q, Q, I'n

4 4
< / (IVutra]* + [u1n* = + —u1al| V1)
Qn }"n ry

4
< (|w1n|2+|u1n|2—2)
Qn r}’l
4 2\ 1/2 1/2
+</ (—]u1n|)> (/ |vu1n|z> .
Qn r”l Qn

. 16 oo
Para n suficientemente grande temos que o) < Vj(x) para todo x € RY, dado que V € positiva

e 1y, — +oo quando n — +oo. Logo !

4
[ rvmal¥ o< [ (Va4 )
Q, Qu I

4 2\ 1/2 1/2
+</ (—|u1n|>) (/ rwlnﬁ)
Qn rn Qn

< /Q ([Vara 2 + Vi,

1/2
([ vl rvad) ([ 09 v )

_ 2/9 (Vaural? +Viil,).

1/2

(2.142)
Por (2.141) e (2.142) inferimos que

0 < /RN(|VW1n| ’V(pnuln” +V1W1npnuln + ‘VWzn‘ |V(pnu2n)| +V2W2npnu2n) (2143)
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< 2 (VP evid)+ [ vied+2 [ (Va4 vad) + [ vaid,
Q, Q, Q, Qn
< 3/{2 (|Vu1,,]2 +V1M%n + ]Vu2n|2 +V2u%n)
= V().
Concluimos, através de (2.138), (2.143) e do fato de que v,,(Q,) — 0, que
1 1 1
ol = Z1walP+ Gl +-o(1), (2.144)
Tomando o limite inferior em (2.144), por (2.137) temos
. 1 2 .. 1 2 .. 1 2
¢ = lim —||lw,||” > liminf —||w, || +liminf —||v,||" > ¢; +c—c1 = ¢ (2.145)
n—oo 4 n—e 4 n—soo 4

Considere subsequéncias que convirjam para o limite inferior, para as quais manteremos a

mesma notagdo. Por (2.145) e (2.137) segue que
0 < lim lenHz—cl =c—c;— lim lHW,,H2 <c—ci—(c—c;)=0
n—reo 4 n—eo 4
logo,
,}EEQ}LHVHHZ :cl,glgoiuwnuz . (2.146)

Utilizando novamente o fato de v,,(€,) — 0, obtemos que

0 < /Q (ulu‘fn+2ﬁu%nu§n+u2u‘2‘n)
" 2.147
= o (’ l/tln‘ +V1u1n+‘ uzn‘ +V1u2n) — 0.

Por (2.144) ocorre que
2 2 2
[[n ][ = [[val|* = [[wa ]|~ = o(1),

logo,
2 2
—/RN(M”?;@ +2:Bu%nu%n +:u2u£21n)7

reescrevendo, obtemos
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(I'(uy), ) = IIVn||2+HWn||2—/ (wiuef, +2But, 3, + Houss,)
n yn
Lo b+ 2B+ i)
2rp \Un
Segue por (2.147) que
(' (W), un) = [l + | wa?
-/ (P28 (ot s o))
m\Yn

_/RN\B y )(ulwél‘-n+2ﬁw%nwgn+uzwgn)+0(1)

2rp \Un
= (I'(vy),vp) + ' (W), wy)

[ (puten)* +2B (Pt (putan) + i)
Q,

+ /Q (uulwél‘n + zﬁw%nwgn + ,Ltzwgn) + 0(1)'
Porém, dado que u,, = w, + v, e que u,, w,, v, > 0 tem-se entao

0 S/ (1 (Putt1n)* + 2B (Putt1n)* (Puttan)* + 2 (Putizn)*)

n

+ /Q (“1 Wéltn + ZB W%nwgn + “2W§n)

< [ (it 2B, + i) =

logo, por (2.148) e (2.149), inferimos que

0= (7' (W), ) = (' (Vo) Vi) + (I (W), W) +0(1).

Sejam t,,s, € R tais que t,v, € N e s,w, € N.

Note que se tivermos

(2.148)

(2.149)

(2.150)

(I'(Vn),Vn) = ||Vn||2 - /RN(.ul (pnuln)4+2ﬁ(pn”1n)2(Pn”2n)2+N2(Pnu2n)4) <0

entao 5
[ Va|

<1
/RN (1 (Pnt1n)* + 2B (Putt1n)* (Puttzn)* + t2(Putt2n)*)

0<r?=

Y
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implicando que

.. .. 1 2 2 . 1 2
c< hgr_lggfl(tnvn) = llrglgfztn | vall” < r}gI;IOZHVnH =c <c,

o que € um absurdo.

De forma andloga nio pode ocorrer (I'(w,), w,) < 0. Portanto
(I'(Vn), Vi) > 0 (I'(w,),w,) > 0.
Sendo assim, inferimos por (2.150) que

0< lim (I'(vy),va), lim (I'(w,),w,) < lim (I'(v,),v,)) + (I'(Wy), W) = 0,

T n—+oo n— oo n—r4-o0

ou seja, (I'(vy),v,) — 0e (I'(w,), wy,) — 0.
Decorre que as constantes positivas #,,, s, convergem para 1 quando n — +oo. De fato, pois

caso tenhamos

(I'(Va), V) = ||V * = /RN(Hl(Pnuln)4 +2B(Putt1n)* (Pattan)? + a2 (Pution)*) — 0,
entao

2
[ Vall

2—1=
/]RN (M1 (Pnuln)4 +2B (Pn”ln)z(pnMZn)z + “2<Pnu2n)4)

n

-1-=0,

dado que para todo n

O</RN(‘ul(pnu1n>4+2ﬁ(pnu1n)2(pnu2n)2+N2(pnu2n)4)-

Logo, t, — 1. Analogamente s,, — 1.

Sendo assim, segue por (2.146) e pela definicdo de ¢ que
.1 2 . 1 2
¢ = lim 4 val*+ lim o [wa
VSRR I SRNNTE SNNSTRNNS S SR
= Tim 22V, |+ Jim 257w

= lim (I'(t,v,),t,V,) + lim (I'(s,Wy,),5,W,,)
n—oo n—o0

>c+oc,

o que € um absurdo. Logo, dicotomia ndo ocorre com V;,. U
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Teorema 2.3. Se (H1), (H3) e (H7) ocorrem, entdo (2.1) possui uma solugdo positiva do tipo

ground state.

Teorema 2.4. Se (H2), (H4) e (H7) ocorrem, entdo (2.1) possui uma solugdo positiva do tipo

ground state.

Demonstragdo. (Teoremas 2.3 e 2.4) Considere {u,} € N uma sequéncia minimizante, isto
¢, I(u,) — c¢. Podemos assumir que u;, > 0, up, > 0, pois ndo sendo o caso podemos definir

novamente a sequéncia como (|u,|, |uz,|) € teremos

(I(luinl, [u2n]), (lurnl; [u2n])) = (I (in; uzn), (Ui, u2n)) =0 € I(|uin], [u2n|) = I(u1n, uz2n) — c.

Dado que {u,} € AV e ento |[u,||? = 4I(u,) — 4c, temos que {u,,} ¢ limitada. Segue pelo
Teorema C.7 que

(up,uzn) — (u,up) emH
(uin,uz,) — (ur,up) em L} (RM)x L} (RY) (2.151)
_>

loc
(U1n,u2,) (ur,uz) q.tp.emRY.

para alguma subsequéncia {u,} = {(u1,,u2,)}. Tomemos tal subsequéncia.
Provaremos que (uj,uy) atinge c.

De acordo com o Lema 2.7, compacidade ocorre com V,,, isto €, existe uma sequéncia

{m} C R¥ tal que para € > 0 existe r > 0 com a propriedade que se segue

/ dv, > c—¢€,Vn.
By (yn)

Mostraremos que y, pode ser “escolhida” sendo uma sequéncia limitada.

Considere que (H2) e (H4) ocorram, bem como nas hipéteses do Teorema 2.4. Para
cadan € N, y, estd contido num bloco B,, cujos vértices pertencem a T1Z X ... X TyZ. Seja

Xn € TIZ X ... X TyZ o vértice de B, mais proximo de y,. Considere R = sup |y, — x,| + 7,
n

segue que B, (y,) C Bg(xy). Logo

/ dv, > / dv, > c—¢g,Vn. (2.152)
Br(xn) By (yn)
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Porém,
1
/ dva =~ (IVitra)* + Viug, + | Vuou|* + Viu3,)
Br(x,) 4 JBg(xa)
4/ IVttt +%) [ A4 Vi (A4 2016 (- +%0)

+|Vu2n(.—|—xn)| +V1(.+xn)u%n(.+xn)).

Pela hipétese (H2) temos que V;(. +x,) =V}, logo, pelo Teorema A.12

[ =g o (V) Pt Vi (x)
R (Xn)

+|Vuzn(.+xn)\ + Vi3, (. +xn)), V.

(2.153)

Dado que x, € TZ X ... X TyZ, podemos redefinir {u,} como {(uj,(. +x,),u2n(. +xn))} €
consequentemente V,, desde que por (H2) e (H4), pela Proposicdo B.2 e pelo Teorema A.12

temos que

H(urn, uzn) = I, (-4 2x0) 120 (- 4%2)) € ' ((wrn, u2n)) = I' (1, (- + %) ti2n (- +22))-

Deste modo, por (2.152) e (2.153) temos que dado € > 0 existe R > 0 tal que

/ dv, > c—¢g,Vn.
Br(0)

Ou seja, caso (H2) e (H4) ocorram, tomando r suficientemente grande, a sequéncia y,
proveniente da compacidade, pode ser tomada identicamente nula.

Caso (H1) e (H3) ocorram, bem como nas hipéteses do Teorema 2.3, suponha por
cantradi¢do que |y,| — +co. Podemos assumir que ao menos uma das fungdes V;, i, B é
ndo-constante, caso contrdrio (H2) e (H4) sdo trivialmente satisfeitas. Como /(u,) — c,

entdo para todo € > 0 existe ng € N tal que n > ng implica em

E E
I(un)—c<§ ou seja, /szdv"_c<§’

logo, quaisquer que sejam r > 0 ¢ y € RY devemos ter que

/ dvn-l—/ dv,—c< & (2.154)
RV\B, (y) B,(y) 2

Da compacidade proveniente do Lema de concentragdo e compacidade de Lions, tomando
r =r(g/2) obtemos
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c—/ av, < < vn. (2.155)
Br(yn) 2

Tomando y =y, em (2.154) e somando o obtido com (2.155) concluimos que para todo € > 0
existe r > 0 tal que

/ dv, < ¢, (2.156)
RN\Bf()’n)
para n > ng. Entao,
2
_ w2, _ 1 4 2 2 4
I°°<un) — n (nulwuln + 2B°°Mlnl’l2n + uZWMZn)
2 4 JrN

= 1(u;) - /RN[(VI — Vi )it + (VZ_Vzw)ugn+i(“lw_ul)”‘1ln]
g 20— BB+ e — )i

= I(w,) — /B (y,,)[(vl —Vloo)u%nJr(Vz—Vzoo)M%nJr%(Mlm—ul)u?n] (2.157)
g 2B BB (o )i

1
- / (Vi = Viea)ttf, + (V2 — Voo U3, + ~ (H1eo — p1 11,
RN\Br(Yn) 4

! 2 2 4
+ 3 o 2B B (e = )i

{u,} é limitada em 7, ¢ entdo em limitada em L*(R") x L*(RY), pelo Corolario B.3. Temos

entio que |u2, e < 400 € |1, | < oo, portanto

/ (Vi = Vieo)utd,
Br(yn)

/ (V= Vaeo )3,

By (yn)

/ (.uloo —Hi )u?n
By (yn)

| 2B Bt
By (yn)

2
<l [ 101 =Vie)
By (vn)

<lidle [, 102 =V20)
rn

il [ ot pu)
Br(yn)

S 2leliyle [, (BB

By (yn)

/ (.uZoo - ,le)btgn
Br(yn)

il [ e p)]
Br(yn)

Das condi¢des (H1) e (H3) existe R > 0, tal que |x| > R implica que
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0 < |(Vi—=Vieo) [, [ (Va = Vaoo)|s | (100 — 1) | (Boo — B) 1, [ (200 — 112)]
€

vol (B, (yn)) max{|u? |eo, |43, |c, \u‘l‘n\w,Z\M%n\m]u%n]oof&(yn), U |}

Dado que |y,| — o< considere ny € N tal que |y,| > R+ r se n > ng, deste modo B,(y,) C
RM\Bg(0), ou seja, |x| > R para todo x € B,(y,). Logo, n > ng implica que

/ )(Vl —Vieo)u1,

E
< |u%n|oo/ <&
By(yn) |u%n|°°VOZ<Br(yn))

/ )(Vz — Voo U3,

€
< |u3 |w/ <e
1 Jb,(3,) 13, |owv0l (B, (yn))

/ (.u'loo —H )uélln
B, yn)

E
< |uf \oo/ <€
" Br(yn) |u‘1ln|°°VOl(Br<yn))

(
£

2o — B2 i, | < 20182, i \m/ <e

/Brm) tnan R S 3a) 203 o163, |Vl (B ()
£

(Moo — M) U3, | < |13 |m/ <e.

/B,(y,, 2 2n By (yn) |”3n|wVOZ(Br(yn))
isto €,
/ [(Vl - Vlw)u%n + (VZ - VZDO)M%n + (.u’loo - ul)uél‘n
By (yn) (2.158)

+2(B°° - B)u%nu%n + (nu2°° - HZ)ugn] — 0,
quando n — 4-oo. Além disto, (2.156) implica que

dvn=7 Vui,|> +Viud, + [Vusn|? +Viu3,) — 0,
/RN\B,(y,,) "4 RN\Br(yn)(‘ ln’ 141, ’ 2n| 1 Zn)

logo

0<L ()< [ (VP Vi, Vi + Vi) -0,
RN\B; (yn) RN\B;(yn)

com L = min {inf Vi(x) }, portanto
j=12 U x

/R o )(u%n +u3,) = 0, (2.159)



102 Sistema de equacdes ndo-lineares de Schrodinger com coeficientes ndo-constantes

€ mais,
0 <M (st + 20 4143, + 143,,)

RN\B,(yn)
S L 25188, i)
_ /RN\B \ )(\Vu1n|2+v1u%,,+ Vitga |2+ Viiid,) =0,
em que M = min{ll ., Beo; j = 1,2}, logo

/R - )(uq‘n +2uf u3, + us,) — 0 (2.160)

assim, por (2.159) e (2.160), obtemos que

/ (Vi = View)uiy + (V2 = V)13, + (oo — )1t
RN\B (¥n)

/]RN\Br(yn)[ (B — B)uy ”2 + (200 — U2 ) 113,,] 2,160

2 2 4 2 2 4
SH (uln+u2n+u1n+2ulnu2n+u2}1>
RN\Br(yn)

< H (uln + u2n +H/ uln +2u%nu%n + ugn) —0
]RN\Br(y) \B yn

em que H = max{sup |(Vi — Vieo)|, sup (V2 = Vaeo) |, sUp [ (F1eo — 1], 5Up | (120 — H2) |,

sup|(Be—B)|}-
X
Segue por (2.157), (2.158), (2.161) e do fato de que /(u,,) — 0 que

Lo(u,) = I(u,) +0(1) = c +o(1).

Analogamente,
<I£O(un),un> = <I/(“n)aun> +o(1) =o(1).

Portanto, tomando #,, > tal que t,u, € N, dado que {u,} € N, ocorre que

2_ 12
n

—
/RN (.uloou‘ltn + ZBmu%nu%n + .UZooqu‘n)
4 2 2 4
||unH2 N('ulmuln+2B°°”1nu2n+l-12mu2n)

/RN(.ulwuélln + 2B°°u%nu%n + .u2°°u£21n) RN (.ul‘x’uélln + 2ﬁ°°u%nu%n + nu2°°u‘21n)
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o2 = i + 2By aoily)
[ttty + 2B, + )
_ (I (), w) o
[ttty + 2B + sy
_ (I' () wa) +o(1) o
[ttty 2B, + o)

= o(l)+1,

isto é, 1, — 1. Deste modo, pela continuidade de .. temos

¢ = lim Io(u,) = lim lw(t,u,) > Co,
n—oo n—soo

o que contradiz o Lema 2.5. Concluimos entdo, que, caso (H1) e (H3) ocorram, y, deve ser

limitada.

Note que se em (2.156), fizermos com que r > 0 aumente, a desigualdade ainda € valida.

Dado que {y,} é limitada e pela compacidade, que ocorre com V,,, para todo € existe r > 0

tal que |y,| <re

/ dv, < €, Vn.
R¥\B,(0)

Como consequéncia, temos
(uln,uzn) — (ul,uz) em L4(RN) X L4(RN).
Em verdade, por (2.162) tem-se que para todo € existe r > 0 tal que

1
dvp,= < Vun2+vu2 +Vun2—|—Vu2
/RN\Br(O) " 4 RN\B,(O)(| o 1y + [Vitza| 143,)

1
= 4 (:ulu‘l‘n +2Bu%nu%n + ‘lel/tgn) <E, Vn,
RY\B,(0)

em particular,

wig(o) " inf{w ()} Je0) " inf{i(x)}

ou seja, para todo € existe r > 0O tal que

(2.162)



104 Sistema de equacdes ndo-lineares de Schrodinger com coeficientes ndo-constantes

/ u <e,/ 3, < €, Vn. (2.163)
RM\B,(0) RM\B,(0)

Como expresso em (2.130),

(u1n7u2n) — (ulvuz) cm L?OC(RN) X L?UC(RN)'

Entdo, considerando o compacto B,(0), temos que para todo € > 0 existe ny = no(r, €) tal
que
/ wjn —uj[* <&, j=1,2, (2.164)
B,(0)

quando n > ng. Além disso, porque /R NS ~+oo, para todo € existe r > 0 tal que

/ uj < &. (2.165)
RV\B,(0)

Tomemos r; = ri(€/6) em (2.163), r, = r(€/6) em (2.165) e ny = no(r,€) = np(€) em
(2.164) com r > ry,r,. Logo, se n > ng entdao

4 4 4
Ujp —Uj| = Ujp — Uj —|—/ Ujy —Uj
/RNl jn = uj] /Br(0)| jn = 1] RN\, (0) |t — uj
4
— /B(O)\ujn—uﬂ + RN\B()( 4u u,+6u]n ; 4u1nu —|—u)

< / j —uj]? +/ +6ujnuj—|—u )
< Uu; u'4+/ u4
/ (0) ‘ Jn J| ]RN\Br(O) jn

1/2 1/2
nio®) o) L
RN\B,(0 RN\B,(0) RN\B,(0)

< eter 6<6>1/2<§>1/2+§
E.

Portanto, de fato
(1, u20) = (ur,u2) em L*(RY) x L*(RY).

Sendo assim, necessariamente u # 0. Caso contrério, terfamos que (i1, u2,) — (0,0) em L*(RY) x

L (]RN ) e entdo, desde que u, € N, temos
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0< funlP= [ (it +2Bucd 8, + o)

4 2 2 4
= C/RN(uln_‘_zulnMZn_{—uZn)

4 4 2 4
/RNuln_Fz(/RNuln) (/RNMZn)

< Clllurnllze + luzallfa)* =0

1/2
= C

4
+/RN u2n]

ou seja, teriamos que u — 0 em H, o que contradiz o Lema 2.6.

Além disto, dado que o funcional norma ||-|| é fracamente semicontinuo inferiormente

(consultar item (iii) da Proposi¢ao A.2) inferimos que

(I'(u),u) < liminf (I'(w,),u,) = 0. (2.166)

n—co

Dado que u # 0, podemos obter ¢ > 0 tal que ru € N, deste modo, por (2.166) temos que

2 ]

t° =
/R (- 2Butu; + pou3)

I[ul)? / (Haut +2Butus + pous)
_ u . RN +1
/RN(HW‘HMM%M%WLMME‘) /RN(NW?JFMM%M%JFHW%)

> - /RN(.u]u‘ll +2Butul + pou3)
/RN (Lyuf +2Butu3 + tpul)
_ Cwe
/RN(MLG1 +2Budu3 + poud)

deste modo, por (2.166) temos que

o (I'(w),v) "

L it +281h3 + )

< 1

logo t € (0, 1], entdo concluimos que

1 1 1
c<I(tu) = Z’ZUUHZ < ZHUHZ < lir{gigf ZHu"HZ = li,?lglfl(un) =c,
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isto é, necessariamente devemos ter quer = l,ue N el (u) =c.

Sendo assim (uj,u) é uma solugdo de (2.1), e além disso u; # 0, up # 0. Em verdade,
supondo u; = 0 por exemplo, temos que u; € uma solug¢do ground state de (2.1) e u; #0¢é
uma solugdo ground state de (2.2). Podemos supor sem perdas que u > 0, pois nao sendo o
caso definimos u = (|uy|, |uz|) e ainda temos que /(u) = c¢. Portanto, #; > 0 é uma solugéo
ground state de (2.1), seguindo pelo Lema 1.6 que u; > 0. Sendo w; uma solugdo ground

state de (2.1), segue que I(@;,0) = I(u1,0). Como a hipétese (H7) é satisfeita, ocorre que
¢ <I(w0,0)=1(u;,0) =c,

o que € uma impossibilidade. Logo temos u; # 0, uy # 0. Desde que u; > 0, up > 0, segue
pelo Lema 1.6 que u; > 0, up > 0, o que conclui nossa demonstragao.
O]



Apéndice A
Nocoes de Analise Funcional

Reservamos para este apéndice, a exibi¢do de alguns resultados de Andlise Funcional que
foram utilizados ao longo desta dissertacdo. As demonstracdes destes resultados, embora
edificantes, foram, em sua maioria, omitidas para que o texto ndo ficasse demasiado longo.

Porém indicaremos abaixo de cada resultado uma referéncia para consulta.

A.1 Principio de Limitacao Uniforme

Consideraremos E e F dois espacos vetoriais reais normados, denoraremos por L(E,F) o

espaco dos operadores lineares limitados (continuos) de £ em F munido com a norma

1T\l ey = sup | Tx|r-

XEBE

em que Bp = {x € E; ||x||g < 1}.

O préximo teorema € uma versao do resultado conhecido como Principio da Limitagdo

Uniforme.

Teorema A.l. (Banach-Steinhaus) Sejam E e F dois espacos de Banach e sejam {7;};c;
uma familia (ndo necessariamente enumerdvel) de operadores lineares continuos de £ em F.
Assuma que

sup||Tix||F < 400, Vx € E.
icl

Entao

sup|Ti| z (e ) < oo
icl
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Em outras palavras, existe uma constante c tal que
1 ixl[F < c[|x]£-

Demonstragao: [9], Teorema 2.2.

A.2 Espacos reflexivos

Seja E um espaco vetorial normado e E* o espago dual com a norma

£+ sup [[[(f,0)]]]-

XEBE

| f]
O bidual E** é o dual de E* com a norma

1G]z = sup [[{G, )|z

XEBE*

Note que (f,x) := f(x). Esta nota¢do é corriqueiramente utilizada em cursos de graduagio
para denotar o produto interno de dois vetores. Porém lembremos que E pode ndo se tratar
de um espaco com produto interno.

Define-se, de modo natural, uma aplica¢do de E em E**, que denotaremos por J : E* —
E**, da seguinte forma:

Dadox € E e f € E*, em (f,x) tomamos f como varidvel, ou seja,

(Ix, g~ g* = (f,X)E* E, VX EENf EE".

Esta correspondéncia é denominada Aplicacdo Candnica, .

Vemos que J € uma aplicacdo linear. Além disso J € isometria, em verdade

[Jxllg = sup [(Jx, f)| = sup [(f,)] = [lx]lE; (A.1)

fEBp« fEBEx

logo, com maior razdo, é também continua.

A tltima igualdade em (A.1) é decorrente do Teorema de Hahn-Banach e pode ser vista
em [9], Corolario 1.4.

Sendo J isomteria linear, € portanto uma aplicacdo injetiva. Porém, pode ocorrer de J ndo
ser sobrejetiva. Como é o caso de C(K), o espaco das fungdes continuas sobre um espago
métrico infinito compacto K. A possivel ocorréncia deste evento nos conduz a proxima

definicdo.
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Definicao A.1. Diz-se que E é reflexivo se J € sobrejetiva.

A.3 Topologia Fraca

Considere um conjunto X (que a priori ndo possui nenhuma estrutura) e uma familia (ndo ne-
cessariamente enumerével) de espacos topolégicos {Y;}ic;. Considere também, uma familia
de aplicagdes {@; }ics, de modo que para cada i € I, @; é uma correspondéncia de X em ¥;. E
possivel construir uma topologia T em X a partir da familia de aplica¢des { ¢; }ic; de forma
que @; : X — Y; é continua para todo i € I, e que 7 seja a topologia mais econdmica com esta
propriedade, no sentido de que qualquer outra topologia em que {@; };c; seja uma familia de

aplicagdes continuas deve conter 7. Esbocaremos esta constru¢io nos passos a seguir:

Passo 1: Em principio, para que ¢; seja continua € necessdrio e suficiente que (pl._l (w;) seja
um conjunto aberto na topologia em questao, para todo aberto @; em Y;. Tomemos entio a
familia formada pelas imagens inversas dos abertos de Y; por ¢;, quando i varia através de
I e a denotemos por {Uj }ca. Além disso, para que uma familia de subconnjuntos de X
definam uma topologia € necessario que tanto a interse¢do de uma quantidade finita destes
abertos quanto a unifo arbitrdria ainda formem um aberto desta familia. Até agora nao é
possivel garantir que {U) }; ¢ satisfaca essa condigdo. Nos proximos passo transporemos
este obstdculo. Note que X e {0} estdo em {Uj } ca-

Passo 2: Considere a familia W formada pelas intersecoes My U, , em que I' € um subco-
junto finito qualquer em A. Observe que W contém {U, }, <4, afinal dado A € A, podemos
considerar U, como uma intersecdo unitdria. E além disso W é fechada para a intersecao
finita. De fato, pois o conjunto de indices desta instersecao, € a unido finita de subconnjuntos

finitos de A. Porém, possivelmente W ndo é fechada para a interse¢ao arbitraria.

Passo 3: Considere uma nova familia F de abertos obtidos a partir das unides arbitrdrias de
elementos de . Tem-se que W é fechada para a unido arbitrdria, pois a unido arbitrdria de
elementos de F se trata de uma unido arbitrdria de elementos de . Porém nao € 6bvio que
F € fechado para as intersecoes finitas. Isto nos leva ao préximo resultado.

Lema A.1. A familia F € fechada para as intersecdes finitas.

Demonstragdo: [9], Lema 3.1.

Considere E um espaco de Banach. Assim obtemos a defini¢do que se segue.
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Defini¢do A.2. A ropologia fraca 6(E,E*) em E é a topologia obtida quando na constru¢do
acima consideramos X = E, ¥; = R paratodo i € I ¢ A = E* de forma que a familia de

aplicacoes { @y} reg+ € obtida pondo-se @f = (f,x).

Observe que do fato de o(E,E™) ser a topologia “mais gosseira” na qual se verifica a
continuidade de ¢ para todo f € E*, decorre que a topologia fraca estd contida na topologia
induzida pela norma de E.

Proposicao A.1. A topologia fraca 6(E,E™) é Hausdorff, isto é, dados dois pontos distintos
X1 € xp em E, existem abertos A e Ay taisque x| € A1, xo € Ap e AjNAy = 0.

Demonstragdo: [9], Proprosicao 3.3.

Conseguimos através desta proposi¢ao concluir a unicidade para limite de uma sequéncia

convergente em o (E,E™).

Se uma sequéncia {x, } converge para x em o(E,E™) denotaremos
Xp — X.

Diremos neste caso que {x, } converge fraco parax em o(E,E™). Se {x,} é converge para x

segundo a topologia gerada em E pela norma, ou seja,
l|xn — x||[z — 0, quando n — oo,

denotaremos x, — x, e eventualmente, a fim de evitar confusao textual, diremos que {x;, }

converge forte para Xx.
Proposicao A.2. Seja x, uma sequéncia em E. Entao
(i) x, — x fraco em o (E,E™) se, e somente se, {f,x,) — (f,x) Vf € E*.
(ii) Se x, — x forte, entdo x,, — x fraco em 6(E,E™).
(iii) Se x, — x fraco em o (E,E™), entdo {||x,||£} é limitada e ||x||g < liminf||x,||z.

(iv) Se x, — x fracoem o(E,E") e f,, — f forte em E™ (ou seja, ||/, — f||g= — 0) entdo

(fnsXn) = (f,%).

Demonstragdo: [9], Proprosicao 3.5.

Porque vale (iii) diremos que ||-||g é fracamente semicontinua inferiormente.
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Teorema A.2. Sejam E e F espagos de Banach e 7 um operador linear de £ em F. Suponha
que T seja continuo nas topologias fortes. Entdo, T € um operador continuo de E com
o(E,E*) em F com o (F,F*). Vale também a reciproca.

Demonstragdo: [9], Teorema 3.10.

Em geral, aplicacdes ndo-lineares que sido continuas de £ em F, ambos com a topologia
da norma, ndo sdo continuas de E com 6(E,E*) em F com ¢ (F,F*). Fato que gera muitas

difculdades em problemas nao-lineares.

Teorema A.3. Seja E um espaco de Banach. Entao E € reflexivo se, e somente se, Bg € um

compacto na topologia fraca 6 (E,E™).

Demonstragdo: [9], Teorema 3.17.

A.4 Operadores compactos

Definicdo A.3. Sejam E e F espacgos de Banach. Um operador limitado 7 € L(E, F) é dito

compacto se T (Bg) possui fecho compacto segundo a topologia da norma em F.

Vale lembrar que se E possui dimensdo infinita entdo Br nunca é um compacto na

topologia da norma. Este fato estd demonstrado em [9], Teorema 6.5.

Teorema A.4. Seja {x,} uma sequéncia que converge fraco paraxem E e T € L(E,F).

Entdo existe uma subsequéncia {x,, } tal que {7 (x,, )} converge forte para 7' (x) em F.

Demonstragcdo. Dado que x, é fracamente convergente, pelo item (iii) da Proprosicdo A.2
: 1
existe R > 0 tal que ||x,||z < R, para todo n € N. Portanto, a sequéncia n pertence a Bg.

Da compacidade de T'(Bg), nos é garantida a existéncia de uma subsequéncia {x,, } tal que

1
{ET(xnk)} ¢ fortemente convergente em F, portanto {7 (x,, )} é fortemente convergente

em F, ou seja, existe I_Qy € T(Bg) tal que
T (xn,) =¥l — 0.

Logo, através do item (ii) da Proprosi¢do A.2 concluimos que 7'(x, ) — y. Pelo Teorema
A.2, temos que T (x,, ) — T(x). Dado que o (F,F") é Hausdorff obtemos que T (x) =y, isto
implica que {7 (x,, )} converge forte para 7 (x). N
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A.5 Espacos L

Introduziremos nesta se¢io alguns resultados sobre os espacos L, porém antes é necessério
que recordemos de algumas informacdes basicas sobre a integral de Lebesgue, teoria na
qual estdo debrugados todos os conceitos de integrais que utilizamos nesta dissertacdo. Para
isto recorremos a majoritariamente ao Capitulo 2 do livro [1], mais precisamente a primeira

secao.

A.5.1 Nocoes de medida e integracao

Definiciio A.4. Diz-se que uma colecio ¥ de subconnjuntos de RY é uma o-dlgebra satisfaz

as seguintes condicoes:
(i) RV e x.
(ii) Se A € X, entdo seu complementar A € X.
(iii) SeA; €%, j=1,2,...,entdo U;_ Aj € X.
Da defini¢do acima obtemos as seguintes propriedades:

(i’) O conjunto vazio @ € X.
Para verificar isto, basta notar que 0 = (R™)°.

(ii’) SeA; €L, j=1,2,...,entdo N7 A; € L.
De fato, pelas leis de De Morgan N7 A; = (UT_,A5) , que pelos itens (ii) e (i),

pertence a X.

(iii’) SeA,BcX,entioA—B=ANB € X.
Nos itens (1) e (i1’) considere A=A, B=A e =Aj, com j € {3,4,...}.

Definicao A.5. Uma funcio u sobre uma c-dlgebra ¥ que assume valores em RU 4o € é

o-aditiva, no sentido de que
u (UAJ) ~ % i)
j=1 j=1

para toda familia enumerdvel formada pelos conjuntos A, j = 1,2..., disjuntos dois-a-dois €

denominada uma medida (positiva) sobre X.

Segue da definicao que
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a) SeA,BeXeA CB,entido u(A) < u(B). Em verdade, se A C B podemos escrever B

como
B=AU(B—A)=AU(A°NB).

Dado que A e A° N B sdo disjuntos, da o-aditividade de 1 concluimos que
1(B) = u(A)+u(A°NB) > u(A).

b) SeA;eX, j=1,2,..e A; CAy C ..., entdo

rﬁ+w

(UA ) = lim u(A;).

Note que UAJ =AU (U (Ajt1 ﬂA?)), dado que A} C A, C .... Definido B} = A;
j=1 j=1
eBj1=Aj1 ﬂAj com j=1,2,... temos que B # By se j # k, logo pela o-aditividade

de i concluimos que

J—rteo

u(DAj>:,u<DBj):iu(B = lim Z/.L By)
j=1 j=1 j=1

J J
porém, U B, = U Ay = Aj. Portanto,
k=1 k=1

i 1(Bi) = (UAk ZA;') = u(Ay),
=1 et

o que conclui a demonstragdo do item.

Teorema A.5. (Existéncia da medida de Lebesgue)([1], Teorema 1.39) Existe uma o-
dgebra ¥ de subconjuntos de RY e uma medida positiva p sobre X satisfazendo as seguintes

propriedades:
(i) Todo aberto de RY pertence a £

(ii)) SeACB,BcX,eu(B)=0entioAcXeu(A)=0.

(iii) SeA={xeRY; a; <x;<b;, j=1,2,...,n},entio A € Le u(A) = [[ (b, —a;).

\H..
—
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(iv) u é invariante por tanslagdo. Isto significa que se x e R¥ e A € I, entdo x+A =
{x+y;yeAteX,eu(x+A)=u(A).

Os elementos de X sdo chamados conjuntos Lebesgue mensurdveis (ou apenas conjuntos
mensurdveis) de RV, e u € denominada medida de Lebesgue (ou apenas medida) em RN.
Caso A € X com o qual estejamos lidando seja um retdngulo (assim como no item (iii) do
Teorema A.5) ou uma bola, denotaremos vol(A) em vez de (A).

Definiciio A.6. (Quase todo ponto - q.t.p.) Se BC A C R e u(B) =0, entdo diz-se que
uma condicao que seja satisfeita em A — B ocorre em quase todo ponto, ou abreviadamente

ocorre g.t.p., em A.

Definicio A.7. (Func¢des mensuraveis) Uma fungdo f: A — RU{—co,+o}, em que A € £,
¢ dita mensurdvel se o conjunto

{x f(x) >a}
€ mensuravel para todo valor real a.
O préximo teorema revela aspectos importantes sobre fungdes mensuraveis.
Teorema A.6. ([1], Teorema 1.42)
(a) Se f é mensurdvel, entdo |f| também o €.
(b) Se f e g sdo mensurdveis, entdo f + g e fg também o sdo.

(c) Se {fn} é uma sequéncia de fungdes mensurdveis, entdo sdo também fungdes mensuré-

veis sup fy, inf f,;, limsup f,, e liminf f,.
n n

(d) Se f, definida num conjunto mensurdvel, é continua, entdo f é mensurdvel.

(e) Se f:R — R é continua e g é uma fungdo de valor real mensurdvel entdo a composicao
fog,dada por fog(x) = f(g(x)), é mensurdvel.

Definicio A.8. (Funcdes simples e caracteristica) Seja A C RY. A funcio definida por

() 1, sexeA
X)) =
x4 0, sex¢ A

€ denominada a funcdo caracteristica de A.
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Uma fungdo s : RN — R é chamada funcdo simples se o conjunto de valores que assume

é finito. Neste caso, sendo s(x) € {aj, ...,a,} para todo x € R, podemos definir s por
n
s() =Y ajxa,(x),
j=1

em que A; = {x € R"; s(x) = a;}. Observe s é mensurével se, e somente se, Ay, ...,A, sio

todos mensuraveis.

A.5.2 A integral de Lebesgue

Considere uma funcao simples s, definida sobre um conjunto mensuravel A, dada por
n
s(x) =Y ajxa;(x),
j=1

em que Ay, ...,A, sdo subconjuntos mensuraveis de A. Definimos a integral de s sobre A

como "
[ 500 =Y au4)).
j=1

Se f: A — R € uma funcdo mensurdvel e ndo-negativa, definimos a integral de f sobre A

como

/f(x)dx:sup s(x)dx,
A

seAJA

em que A= {s:A — R; s é uma fung¢do simples e 0 < s(x) < f(x) Vx € A}.

Seja f: A — R mensurdvel. Pelo item (e) do Teorema A.6, as fungdes reais ndo-negativas
fT e f dadas por f7 = max{f,0}, f~ = max{—f,0} sio ambas mensuriveis.

Definicao A.9. Se tivermos que / fH(x)dx < +eoou / f (x)dx < +oo, definimos a integral
A A

de f sobre A como

Aﬂ@u:Aﬁmw—Ar@m_

Se ocorrer que / fH(x)dx < +ooe / f~ (x)dx < o0, diz-se que f é Lebesgue integrdvel
A A

(ou apenas integrdvel) em A. O conjunto de todas as funcOes integraveis em A € denotado

por L'(A).

Abaixo, enunciamos um importante teorema da Teoria de Medidas.
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Teorema A.7. (Teorema da Convergéncia Dominada)Sejam Q C RY um conjunto men-

surdvel e { f,} uma sequéncia de fun¢des em L' (Q) tal que

fu(x) = f(x) q.t.p. em RY.

Se existe uma funcio g € L'(Q) tal que |f,(x)| < |g(x)| para todo n e todo x € Q, entdo
feLl Qe

din [ de= [ im 5,00)ar= [ s

A.5.3 Definicio e resultados tteis dos espacos L’

Consideraremos nesta se¢io € um subconjunto de RV Lebesgue mensurével.
Definicao A.10. Seja p € R com 1 < p < co. Definimos
LP(Q) = {f:Q — R;f émensurivel e | f|’ € L'(Q)},

com 1/
p
1l = [ A f<x>ypdx] |

Identificamos em LP(Q) fungdes que sdo iguais q.t.p. em Q. A relacdo de “igualdade

q.t.p.” faz com os elementos de L”(Q) sejam classes de equivaléncia.

Definicao A.11. Definimos

L“(Q):{f:Q—HR

f € mensurdvel e existe uma constante C
tal que |f(x)| < C q.t.p. em Q

com
|| fllz= = inf{C; | f(x)] <C q.t.p. em Q}.

Seja 1 < p < 0. Denotaremos por p’ o conjugado de p, no sentido que p’ satisfaz

O teorema abaixo tem como resultado uma das mais importantes desigualdades da Anélise
Funcional.
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Teorema A.8. (Desigualdade de Holder) Suponha que f € LP(Q) e g € L”/(Q) com 1 <
p <oo. Entdo fg € Ll(Q) e

L 1r@s@ldx = £l

Demonstragao: [9], Teorema 4.6.

Teorema A.9. LP(Q) é um espago vetorial e ||-||r» é uma norma, desde que p satisfaga
1 < p<oo.

Demonstracao: [9], Teorema 4.8.
Teorema A.10. L”(Q) é um espacgo de Banach, desde que p satisfaca 1 < p < co.
Demonstracdo: [9], Teorema 4.8.

Teorema A.11. Sejam { f,, } uma sequéncia em L”(Q) e f € L”(Q) tais que || f,, — f||r» — O.

Entdo, existe uma subsequéncia { f,, } e uma funcdo i € LP(Q) tais que
L. fu(x) = f(x) q.t.p. em Q;
2. | fu,(x)| < h(x) Vk, q.t.p. em Q.
Demonstracao: [9], Teorema 4.9.

Teorema A.12. Seja F : U — R" uma funcio de classe C', em que U é um subconjunto
aberto de RY. Se F & injetiva em U, entdo, para todo conjunto mensurével A C U e toda

fungdo mensurdvel g € L' (R") ocorre que

[ sF@)IdetF s = [ g0y

F(A)

Demonstracdo: [8], Teorema 3.7.1.

A.6 Espacos de Hilbert

Relembremos que um espaco de Hilbert H € um espaco vetorial equipado com um produto

interno (-,-) : H x H — R, que é completo na topologia induzida pela norma ||-|

H,em que

uallr = ()2

Proposicao A.3. Seja H um espaco de Hilbert. Entdo, H € reflexivo.
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Demonstragdo: [9], Proprosicao 5.1.

Teorema A.13. (Teorema da Representacio de Riesz-Fréchet) Dado ¢ € H*, existe um
unico f € H tal que
(@,u) = (f,u) Vue H.

Além disso, [ f{|z = || ¢]|z~-

Demonstragdo: [9], Teorema 5.5.



Apéndice B
Nocoes de Equacoes Diferenciais Parciais

No decorrer desta se¢ao designaremos o termo dominio € o simbolo Q para nos referir a
um subconjunto aberto e ndo-vazio do RY, que por ser aberto é também mensuravel (ver
Teorema A.5 item (i)).

B.1 Derivada fraca

Sejauc L), (Q)ei=1,2,..,N. Pode existir ou ndo uma funcio v; € L, .(Q) tal que

d¢ . . -
/Q () 52 (e = — /Q Vi(X)9 (X)dx, Vo € C(Q).

Caso exista, v;, a qual denotaremos por D;u, € tnica (exceto, possivelmente, sobre um
conjunto de medida nula) e é denomida a i-ésima derivada fraca de u.

Caso u possua derivadas parciais no sentido usual (derivadas cldssicas), ou seja, o limite

du . u(x+tey) —u(x)
= lim
ax,' t—0 t
existe para todo x € €, entdo sua i-ésimas derivada fraca coindice com sua i-ésima derivada
. L. . oA o . du
parcial cldssica. Porém, a existéncia de D;u(x) ndo implica na existéncia de —

(9x,~ ’

Se D;u(x) existe para i = 1,2,...,N, diremos que u é fracamente diferencidvel. Denotare-

mos por W!(Q) o conjunto de todas as fungdes fracamente diferencidveis.

Proposicdo B.1. Sejam u,v € W!(Q), tais que uv, uD;v + vDju € L}OC(Q). Entao

Di(uv) = uD;v + vDju.
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Demonstragdo: [13], pagina 150.

Proposiciio B.2. Sejam u € W! (Q).Qc RY um dominio e v : Q — € um difeomorfismo
de classe C! com inversa também de classe C'. Entdo v =uoy ! € w! (Q)e

para quase todo x € Q (q.t.p.), y € Q, y = w(x).

Demonstracao: [13], padgina 151.
df

Proposicio B.3. Sejam f € C'(R), SELR)euc W!(Q). Entio fouec W'(Q) e
d
D,-(fou) = d—{Diu.

Demonstragdo: [13], Lema 7.5.

Considere ™ = max{u,0} e u~ = max{—u,0}. Temosque u =u" —u" e |u|=u" +u".

Proposicio B.4. Sejau € W!(Q). Entdo u™,u™,|u| € W (Q) e além disso

Dt Diu, seu>0
ut =
' 0, seu <0

D~ 0, seu>0

oy =

l —Dju, seu<0
Diu, seu>0

Di|u| = 0, seu=0
—Dju, seu<O0.

Demonstragdo: [13], Lema 7.6.

B.2 Espacos de Sobolev

Nesta secdio introduziremos os Espacos de Sobolev, mais precisamente os espagos W17 (Q),
WO1 P(Q) e H'"(Q). Consideraremos nesta se¢io Q C RY sendo um dominio, isto é, um

subconjunto aberto e ndo-vazio de RY. Na verdade o leitor pode encontrar uma apresentagio
mais geral destes espacos em [1].
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A fim de definir W' (Q) é necessario, primeiramente, que definamos o funcional ||-||; ,

COmo S€ seguce:

N 1/p
ull,p = (ZHDmHZ) (B.1)

i=0

em que Dou = u.

Definicdo B.1. Sdo definidos trés espagos vetoriais, nos quais o funcional ||-|[{ , é uma

norma:
(a) H'”(Q):= {0 completamento de {u € C' (Q);]|ul|; , < +o0} com respeito a norma ||ul|1 ,};

(b) W'P(Q) := {u € LP(Q);Dju € LP(Q) com i = 1,2...,N}, em que Dju é a i-ésima
derivada fraca de u;

(©) WO] P (Q) := { o fecho de C*(Q) no espaco W' (Q)}.
Costuma-se denotar WO1 2(Q) apenas por H(Q).
Teorema B.1. W!7(Q) é um espaco de Banach.

Demonstracao: [1], Teorema 3.3.

Em particular, Wl’z(Q) € um espago de Hilbert com o produto interno dado por

N
(u,v)y = Z/ DiuD;v.
i=07

Teorema B.2. H!'7(Q) =W!'"(Q).

Demonstracdo: [1], Teorema 3.17.

Costuma-se denotar H'**(Q) apenas por H'(Q).
Teorema B.3. W, ”(RY) = w'”(R").

Demonstracdo: [1], Corolério 3.23.
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B.3 Imersoes de Sobolev

Diz-se que um espaco vetorial normado X estd imerso em um espaco vetorial normado Y se
(1) X é um subespacodeY,e

(i) o operador identidade /I definido de X em Y, dado por Ix = x para todo X € X, é
continuo.

Dado que 7 ¢ linear, (ii) € equivalente a dizer que existe uma constante M tal que
lixly < Mx|x, vx € X.

Representaremos o fato de X estar imerso Y pela notacdo “X — Y.”

Diz-se que X estd compactamente imerso em Y se além de serem validas (i) e (i1) tivermos

também que o operador / € compacto.
Teorema B.4. (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg). Seja 1 < p < N. Entdo
whP(RY) c L7 (RY),

1 1
em que p* satisfaz a condi¢do de — = — — —, e existe uma constante C = C(p,N) tal que

p p

lull - < Cl|Vul ,, Yu e WP (RY).

Demonstragdo: [9], Teorema 9.9.

Corolario B.1. Seja 1 < p < N. Entdo
Wl’p(RN) <—>L"(]RN), Vg € [p,p7]-

Demonstracdo: [9], Corolério 9.10.

Corolario B.2. Considere p = N. Temos que
WH(RY) < LURY), g € [N, +).

Demonstragao: [9], Corolario 9.11.
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Corolario B.3. Considere N = 2,3. Entdo
W2(RY) — LI(RY),
para g =3,7/2,4,6.

Demonstragdo. * Caso N = 2. Pelo Corolario B.2 temos que
WIA(RY) < LI(RY), Vg € [2,+0).

Como 3,7/2,4,6 € [2,4o0), segue o resultado.

e Caso N = 3. Sendo p = 2 temos que p* = 6. Pelo Corolério B.1 temos que
W (RN) — LIYRY), Vg € [2,6].

Como 3,7/2,4,6 € [2,6], segue o resultado.

Para o préximo resultado considere a seguinte notacao:

Sejax € RN , denotaremos

x=(x',xy) comx’ € RN 1 ¥ = (x1,x0, ..., xv_1),

N—1 \ /2
W= Y] -
i=1

RY = {x=(,xn); xy >0},

Q ={x=("xn); |¥|<le|xn| <1},
Q. = QOR]X,

Q ={x=(,0); |¥| <1}

e defnimos

Definimos também

Definiciio B.2. Dizemos que um dominio Q C RY & de classe C se paratodox € dQ =T
existe uma vizinhanca U de x em R e uma bijecdo H : Q — U tais que

HeCY(Q),H 'eC(U), H(Q,)=UNQeH(Qy) =UNT.
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Considere C(Q) = {u € C(Q);u possui uma extensio continua a Q}.

Teorema B.5. (Rellich-Kondrachov) Suponha que Q é limitado e de classe C'. Entdo, as
seguintes imersdes compactas sdo véalidas:

1 1 1
WIP(Q) — LI(Q) Vg e [l,p*), emque —=———, sep<N,
(@) = L9(2) Vg & [1,p") =W
WP(Q) = LU(Q) Vg € [p,+), se p=N,
WP (Q) — C(Q), se p>N.

Em particular, WP (Q) < LP(Q) compactamente para todo p e todo N.

Demonstragdo: [9], Teorema 9.16.

B.4 Principio do maximo forte

Teorema B.6. (Principio do Maximo Forte) Considere a aplicagio L: W!?(Q) — L} (Q)

dado por
N

N
Lu= .ZlDi(a"j(x)DjuﬂLbi(x)u) + Zi ¢! (x)Diu+d(x)u,
i,j= =

em que a”/,b',c',d,i,j=1,...,n, sdo funcdes mensurdveis sobre o dominio Q C RY, e D;
representa a derivada fraca de primeira ordem na j-ésima direcao candnica. Assuma que
i) L é estritamente eliptico, isto é, existe A > 0 tal que
N

Z aijgigj > A|é|27 Vx e 'Q'7 5 = (517527"'75N) S RN;

i,j=1
i1) L possui coeficientes limitados

iii) d(x) e b, i=1,...,N, satisfazem

/Q (dv—b'Dv)dx <0, ¥v>0,v € C ().

Se para u € Wl’z(Q) tivermos que Lu > 0 em Q, e para alguma bola B compactamente
contida em € valer que

supu = supu > 0,
B Q
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entfo u deve ser constante em Q.

Demonstragdo: [13], Teorema 8.19.






Apéndice C
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C.1 Funcoes radiais

Definicio C.1. Sejau € L], (R"). Diz-se que u é uma funcio radialmente simétrica se para

cada transformagdo linear ortogonal S : RY — R tivermos
u(Sx) = u(x),

para quase todo x € RV,

A fim de que consigamos resulados de imersdes compactas definimos o conjunto Hrla (R
por

H. (R") = {ue H'(RN) : u(Sx) = u(x),q.t.p., para toda transformacio linear ortogonal Sh.

Teorema C.1. H. ,(R") é um espago de Hilbert.

e

Demonstragdo. Pelos Teoremas B.1 e B.2 temos que que H ! (]RN ) € um espaco de Hilbert.
Assim, basta verificarmos que H' ;(R") é um subespago vetorial fechado de H'(R"). Cla-
ramente 0 € H ,(R"). Considere uj,us € H' ,(R"), a € R e S uma transformacio linear

ortogonal de RY. Temos entdo que
(u1 + aus) (Sx) = u1 (Sx) + aup (Sx) = u1 (x) + aua (x), q.t.p. em RY,

logo, H! ,(R™) é um subespago vetorial de H' (RY).
Considere agora, uma sequéncia u, € H' ;(R") tal que u, — u para algum u € H'(R").

Passando a uma subsequéncia temos, pelo Teorema A.11, que u,(x) — u(x) q.t.p. em RV,
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Portanto,
u(Sx) = lim u,(Sx) = lim u,(x) = u(x), q.t.p. em RV,
n—oo n—oo
Logo, u, é convergente em H,. ,(R"), o que conclui nossa prova. O

C.2 Derivadas de Fréchet e Gateaux

A diferencial de Fréchet é a extensdo natural do conceito de derivada usual no espago
euclidiano R" para espacos de Banach. As definicdes e teoremas desta secio foram retirados
de Ambrosetti, A. e Prodi, G. [5]. Consideraremos X, Y Z espacos de Banach (sobre R) com

normas ||-||x, |||ly € |||z respectivamente, até o fim deste apéndice.

X

Definicao C.2. Considere a aplicacdo F : U — Y em que U € um aberto de X. A aplicacao
F ¢ dita Fréchet-diferencidvel em u € X se existe A € L£(X,Y) tal que, definindo

R(h) = I(u+h) — () — A(h)] =0,
ocorre que
R(h) = o(||A[|x),

ou seja,
[R()ly
[|72]]x

Tal A é denominada a diferencial de Fréchet de F' em u e a denotaremos por

— 0 quando ||k||x — 0.

A=dF(u).

Se F ¢ diferencidvel em u para todo u € U, entdo diz-se que F ¢ diferencidvel em U.

Abaixo, listamos alguns fatos sobre a diferencial de Fréchet.

(i) A é unicamente determinada.
Demonstracao: [5], pagina 10, item (1).

(i) Se F € diferenciavel em u € U entdo F' é também continua em u.
Demonstragdo: [5], pagina 10, item (i1).

(iii) A definicdo de diferenciabilidade nao depende da norma, mas apenas da topologia de X

e Y. Por exemplo, se tivermos em X duas normas equivalentes |-||; x e ||-||2.x entdo F

é diferencidvel em u € (X,||-||1 x) se, e somente se, ¢ diferencidvel em u € (X, ||-

2.X)-
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Na proposicao abaixo constam as principais regras de derivagdo.
Proposicao C.1. Considere U e V abertos de X e Y respectivamente.

(i) Considere as aplicagdes F,G: U — Y. Se F e G sdo diferencidveis em u € U, entdo
aF + bG é diferencidavel em u € U paratodoa, b€ Re

d(aF +bG)(u)h = adF (u)h+ bdG(u)h.

(ii) (Regra da Cadeia) Sejam F : U —Y e G:V — Z com F(U) C V, e considere a
composi¢ao
GoF:U —=Z, (GoF)(u):=G(F(u)).

Se F ¢ diferencidvel em u € U e G ¢ diferencidvel em v := F(u) € V, entdo GoF é
diferencidvel em u e

d(Go F)(u)h = dG(F (u))[dF (u)h].

Ou seja, a diferencial de G o F em u é a composi¢do das aplicagdes lineares dF (u) e
dG(v), comv = F(u).

Demonstragdo: [5], Proposi¢ao 1.4.
Definicao C.3. Seja F : U — Y diferencidvel em U. A correspondéncia
F':U— L(X,F), F':ur dF(u)
é denominada a derivada de Fréchet de F. Se F' é continua, enquanto aplica¢do de U em
L(X,Y), diz-se que F é de classe C! e denotamos F € C'(U,Y).

Assim como no caso de aplicacdes em RY podemos definir uma derivada direcional,
conhecida como derivada de Gdteaux.

Definicao C.4. Sejam F : U — Y e u € U. Diz-se que F é Gdateaux-diferencidvel em u se
existe A € L(X,Y) tal que para todo i € X ocorre que
F th)—F
fim £ ZFG) g

t—0 t

A aplicacdo A € unicamente determinada, e ¢ denominada a diferencial de Gateaux de F, e a
denotaremos por dgF (u).
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Por defini¢do, se F € derivavel no sentido de Fréchet € entdo derivdvel no sentido de

Gateaux, porém a reciproca € falsa (ver [5] pagina 13).
Teorema C.2. Suponha que F : U — Y Gateaux-diferencidvel em U e seja
FL:U — L(X,Y), F5(u) = dgF (u)

continua em v € U. Entdo F é Fréchet-diferencidvel em v, e além disso dF (v) = d F (v).

Demonstragdo: [5], Teorema 1.9.

C.2.1 Derivadas de ordem superior

Seja F € C(U,Y) diferencidvel em um aberto U C X e considere F': U — L(X,Y).

Definicdo C.5. Seja u € U. Entdo F é duas vezes Fréchet-diferencidvel em em u se F’ é

diferencidvel em u. A segunda diferencial de Fréchet de F em u é definida como
d’F (u) = dF’ (u).

Se F € duas vezes diferenciavel em todos os pontos de U diz-se que F € duas vezes diferen-

cidvelem U.
Por definigdo, d*F (u) : X — £(X,Y) é uma aplicagdo linear continua, isto ¢,
d’F(u) € L(X,L(X,Y)).

Dado que £(X,L(X,Y)) é isomorfo a £,(X,Y), o espago das aplicacdes bilineares continuas
de X em Y (ver [5] pagina 23), € conveniente olhar para d’F () como uma aplicagdo bilinear
sobre X. Deste modo, o valor de d*F (u) no par (h,k) € X x X é denotado por

d2F (u)[h, k).
Definicao C.6. Seja F : U — Y duas vezes diferencidvel em U. A correspondéncia
F":U— Lo(X,F), F" :u— d*F(u)

é denominada a segunda derivada de Fréchet de F. Se F” é continua, enquanto aplicacio de
U em £5(X,Y), diz-se que F é de classe C* e denotamos F € C*(U,Y).



C.2 Derivadas de Fréchet e Gateaux 131

Proposicao C.2. Seja F : U — Y duas vezes diferencidvel em u € U. Considerando h € X
fixado, temos que a aplicacdo Fj, : X — Y dada por

Fy(v) =dF(v)h
¢é diferenciavel em u e além disso
dF,(u)k = F" (u)[h,k].

Demonstracdo: [5], Proposicao 3.3.

Indutivamente, define-se a n-ésima derivada de Fréchet
FW U = Lu(X,F), F™ :us d,F(u).

Se F") ¢ continua, enquanto aplicacdo de U em £,(X,Y), diz-se que F & de classe C" e

denotamos F € C"(U,Y). Para mais detalhes consultar [5], pagina 25.

Teorema C.3. Se F : U — Y € n-vezes diferencidvel em U, entdo, dado u € U fixado, a

correspondéncia
(hl,hz, ...,hn) — an(u)[/’ll,/’lz, ...,hn]

é simétrica.
Demonstragao: [5], Teorema 3.5.

Proposicio C.3. Seja Q um subconjunto aberto de RV ¢ p tal que 2 < p < co. Os funcionais
W= [ Jul?, x0):= [ P
Q Q
pertencem a C2(L”(Q),R) e
W w)h) = p [ a2, (2 ). h) = p [ @)
Q Q

Demonstracdo: [33], Proposicao 1.12.

C.2.2 Foérmula de Taylor

Sejam U C X aberto, F € C"(U,Y)eu c U ev € X tais que u+v,[u,u+v] € U, em que

[u,u+v] ={u+1tv;t €[0,1] CR}.
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Podemos entdo definir o férmula de Taylor para F por

Flutv) = F(u) +dF ()] + %sz(u)[v]z bt %d”F(u)[v]" ()],

em que

1 1
e(u,v) = )'/0 (1—1)" " Yd"F (u+1tv) —d"F (u)]dt — 0 quando v — 0.

(n—1

Para mais detalhes consultar [5], pdgina 28.

C.3 Pontos criticos de funcionais com restri¢oes

Esta secdo serd dedicada a introdu¢do do conceito de variedade em um espaco de dimensao
infinita. Exibiremos alguns resultados cldssicos de teoria de minizacao que, originalmente
desenvolvidos para serem aplicados considerando-se funcionais definidos em espacos de
Banach, podem ser aplicados nestes subconjuntos especificos os quais trataremos, chamados
Variedades de Hilbert. Esta secdo tem como principal referéncia Ambrosetti, A. e Malchiodi.
A. [4]. O conceito de diferencial utilizado nesta secdo € o mesmo introduzido na secao

anterior, a diferencial de Fréchet.

C.3.1 Variedades diferenciaveis
Sejam X um espago de Hilbert e Z um conjunto de indices.

Definicao C.7. Um espaco topoldgico M € uma variedade de Hilbert modelada em X se
existe uma cobertura de M por abertos {U;},c7 e uma familia de aplica¢des { ¥;};c7, com
;- U; — X, tais que

1. Vi = y;(U;) é um aberto de X e y; ¢ um homeomorfismo de U; em V;;
2. yioy L wi(UiNU;)) — w;(U;NU,) é de classe C*.

Cada par (U;, ;) € dito um sistema de coordenadas locais (ou carta local) de M, e se
p € U; diz-se que (U;, y;) é um sistema coordenadas locais (ou carta local) de M em p. As
aplicagdes Yo l//i_l sdo chamadas mudancas de coordenadas em M. Se X = RN diz-se
que M é uma variedade diferencidvel de dimensdo N de classe C*. Diz-se que M possui
comdimensdo 1 em E se X possui codimensdo 1 em E.

Para o desenvolvimento de nosso esbo¢o consideraremos X um subespaco completo

de uma espaco de Hilbert E, e M C E um subconjunto que possui uma estrutura como na
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Definicdo C.7, que verifica M como uma variedade de Hilbert modelada em X. Lembremos
que todo subconjunto de E é um espago topoldgico, considerando-se a topologia induzida.
Sendo assim, assuimiremos que se M C E € uma variedade de Hilbert modelada em X, entdo
para todo ponto p € M existem

e um aberto U C E, com p € U,
e um aberto ¢ C E,
* um difeomorfismo ¢ : V — U,

tais que, pondo V :=VNX e U := UNX, e além disso denotando por @ a restricio de ¢ a 'V,
ocorre que g = @ ' (p) €V e @(V) =U. O par (V, @) é uma parametrizacdo local de M.

Definicao C.8. O espaco tangente de M em p é definido como a imagem de X pela aplicacdo
linear d@(q) € L(X,E):
TpM = d¢(q)[X].
A defini¢do de espago tangente € independente da parametrizacdo escolhida, além disso
pela regularidade de @ decorrer que T,M € isomorfo a X (para ambas as afirmag¢des consultar
[4], pagina 90). Logo T,M também € um espaco de Hilbert.

Considere M; C E;, i = 1,2, duas variedades de Hilbert de classe C!' modeladas em
X; CE,e f:M; — M, tais que existem

e um aberto U; C Ej contendo M,
» uma aplicacio diferenciavel f : Uj — E,
tais que fy, = f.

Definicio C.9. A diferencial de f : M; — M, no ponto p € M; é a restricio de df(p) €
L(E,E») ao espago T,M.

Denotaremos por dy, f(p) a diferencial de f.

Defini¢io C.10. Diz-se que f € C! (M, M>) se f é diferencidvel em todo ponto de M, e
a aplicagdo p — dy, f(p) € continua de M em L(T,M;,E,). Analogamente, se M; ¢ uma

variedade de Hilbert de classe C* ,com k > 1, podemos definir uma aplicacao de classe c*.

Considere uma curva suave ¥ : [a,b] — M com a < 0 < b e y(0) = p. Podemos idenficar
L(R, Ty M) com Ty, )M através da correspondéncia que leva F € L(R,Ty,)M) em F(ey),

em que e; é o vetor unitdrio da base canonica de R. Assim, escrevendo ¥ (¢) em vez de
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dy(t)[e1], o vetor ¥/ (¢) é denominado o vetor tangente a curva y em 7y(t). Em particular, para
toda curva suave y em M, o vetor tangente ¥ (0) em p pertence ao T,M. Reciprocamente,
dado v € T,M ¢ possivel definir uma curva suave ¥ : [a,b] = M com a < 0 < b, tal que
¥(0) = p e ¥ (0) = v (ver [4], pagina 92). Isto nos conduz ao préximo resultado

Proposicao C.4. T,M € o espaco dos vetores tangentes a curvas suaves em M.

Demonstracdo: [4], pdgina 93.

C.3.2 Pontos criticos de restricoes

Considere (-,-) : E x E — R o produto interno de E e z € M. Lembremos que dJ/(z) € L(E,R)
e dyJ(z) € L(T:M,R), e que E e T;M,R também sdo espagos de Hilbert. Deste modo o
Teorema A.13 garante a existéncia de vetores J'(z) € E e VyJ(z) € T,M, tais que

(J'(z),w) =dJ(z)[w], Yw € E e (VaJ(2),w) = dJ (z)[w], Yw € T,M. (C.1)

Sejam J € L(E,R) um funcional diferencidvel e M C E uma variedade de Hilbert de

classe C!.

Defini¢ao C.11. Um ponto critico da resti¢do de J a M é um ponto z € M tal que dyJ(z) =0,
ou seja,
dJ(z)[v] =0, VWwe T,M,

desde que pela Defini¢dao C.9 ocorre que
dJ(2)[v] = du (2)[v], Vv € T,M.
Sendo assim, por (C.1) temos que
(VmJ(2),v) =0, Vv e T,M,

isto é, VyJ(z) é ortogonal a T;M.

Defini¢io C.12. Sejam M C E uma variedade de classe C! modelada em um espaco de
Hilbert X C E e J € C(E,R). Diz-se que z € M é um minimo (ou mdximo) da resti¢do de J a

M se existe uma aberto V de E contendo z tal que

J(z) <J(u), (oud(z) >J(u)), Vvue VNM,
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Proposicao C.5. Sejam M C E uma variedade de classe C ! modelada em um espaco de
Hilbert X C E e J € C! (E,R). Seja ¢ : N C X — M uma parametrizac¢do local de M com
¢(0) = z. Temos que z € M é um minimo ou mdximo local da resti¢do de J a M se, e somente
se, 0 € um um minimo ou mdximo local de Jo @ : N — R. Segue que se z € critico da restri¢ao
de J a M entdo

d/(z)[de(0)[c]], V¢ € X,

ou seja,
dJ(z)[v] =0, Vv e T.M.

Demonstracdo: [4], pagina 94.

C.3.3 Variedades de codimensao um

Considere M C E uma variedade modela em um subespaco de Hilbert X .

Proposi¢do C.6. Sejam E um espaco de Hilbert e G € C'(E,R). Se G'(u) # 0 para todo
ue G 1({0}) entio M = G~!({0}) é uma variedade de codimensdo 1 em E e além disso,
dado p € M tem-se que

T,M ={veE; (G(p),v)=0}

Demonstracdo: [4], pdgina 95.
Desta proposi¢do e da Definicao C.11 decorre o préximo teorema, que € uma versao para

o caso de dimensao infinita do cldssico Teorema dos multiplicadores de Lagrange.

Teorema C.4. Seja J € C! (E,R). Nas condig¢des da Proposi¢do C.6, se z € M é um ponto
critico de J restrito a M entdo existe A € R tal que

J'(z) = LG (z).
Demonstracdo: [4], pagina 96.
Proposicao C.7. Nas condi¢des da Proposi¢ao C.6, dado u € M temos que
Vud () =J' (u) — aG (u),

(J'(u), G’ (u))
(G'(u), G (w))

Demonstracdo: [4], pdgina 96.

em que o0 =
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Teorema C.5. Sejam ¢;: E -+ R,i=1,2,...me f: E — R funcionais de classe C'emE.

Considere o conjunto K definido por
K={veE; ¢i(v)=0,1<1<m}.

Se u € K é um ponto critico de f restrito a K e além disse (pl-/ (u),i=1,2,...,m, sdo linearmente

independentes, entdo, existem escalares A;, i = 1,2,...,m tais que
m
/ /
f(w) =Y A} (u).
i=1

Demonstragdo: [18], Observacgdo 1.4.3.

C.4 Ecxisténcia de pontos criticos para restricoes

Considere J € C(E,R).

Definicao C.13. Um sequéncia u,, € M € dita ser uma sequéncia de Palais-Smale em M (ou
apenas sequéncia PS) se J(uy) é limitado e VyJ(u,) — 0. Se além disso J(u,) — ¢, diz-se

que u, € uma sequéncia de Palais-Smale em M de nivel c (sequéncia PS.)

Definicao C.14. Dizemos que J satisfaz a condicdo (PS) (ou condigdo (PS),.) em M se toda

sequéncia PS (ou PS.), possui uma subsequéncia convergente.

O préximo teorema € um versdo de uma ferramente desenvolvida por Ekeland I. em [12]

conhecida como o principio variacional de Ekeland.

Teorema C.6. SejaJ € C'(E,R) e suponha que M = G~ ({0}) e que G' (1) # 0 para todo
ueM, emqueGeC! (E,R). Suponha ainda, que J é limitado inferiormente em M e satisfaz
a condigdo (PS),,, em que

m = inf J(u) > —oo,
ueM

entdo m € assumido em M. Isto é, existe z € M tal que J(z) =me VyJ(u) = 0.

Demonstragdo: [4], Teorema 7.12.

C.5 Lemas de Lions

Lema C.1. (Lema de Concentracdo e Compacidade de Lions)[22] Suponha que L, € uma
sequéncia de medidas de probabilidade. Existe entdo, uma subsequéncia (U,) que satisfaz

alguma das seguintes conclusoes
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i) (Compacidade) Existe uma sequéncia {y,} C RY tal que para & > 0 existe 7 > 0 com

a propriedade que se segue

/ i, > 1—¢,%n.
By(yn)

i1) (Anulamento) Para todo r > 0 ocorre que

1
lim sup — U, = 0.
My RN T JB(y)

iii) (Dicotomia) Existe A € (0,1) tal que para todo € > 0 existe um nimero r > 0 e
uma sequéncia {y,} C RY, com a seguinte propriedade: Dado ' > r existem duas

sequéncias de medidas ndo-negativas {1, }, {2, } tais que

0 < Win+ Mon < tny supp(in) C Br(vn), supp(tan) C RN\By (yn),

)<e

+‘(1—/1)—/RNdl~lzn

limsup (‘A —/Nduln
R

Demonstragdo: [31], Lema 4.3.

Lema C.2. (PL. Lions, 1984). Sejar >0e 2 < g <2*. Se {u,} é um sequéncia limitada
em H'(RY) e se

sup |un|? — 0, n — o0,
yeRN B,(y)

entio u, — 0 em LP(RY) para 2 < p < 2*.

Demonstracao: [33], Lema 1.21.

C.6 Resultados complementares

Teorema C.7. Seja {u,} € W'*(R") uma sequéncia tal que ||uy||1 > < k, para algum k > 0.

Para N = 2,3 sdo vélidas as seguintes implicagdes:

i) Existe uma subsquéncia {u, } tal que

Uy — uem WH2(RN).
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ii) Existe uma subsquéncia {u, } tal que
u, — uem L} (RV).
iii) Existe uma subsquéncia {u,} tal que
N
u, — uq.t.p.em R".

Demonstragao. i) Pelo Proposicdo A.3, W'2(RY), sendo um espaco de Hilbert, é tam-
bém reflexivo. Deste modo, pelo Teorema A.3 concluimos que a bola B(0) é um
compacto na topologia fraca, sendo assim, toda sequéncia em By(0) possui uma
subsequéncia convergente. Assim obtemos a primeira implicacao.

ii) Seja K C RY um compacto. Dado que R" é um espaco métrico, existe R > 0 tal que

K C Bg(0) = Q. Temos que W"?(RY) c W!?(Q), isto é verificado tomando-se a
restri¢do ¥ ao conjunto Q de uma funcdo v € WH?(R") dada. Além disto

920 = [ (V9P +7) = [ VP2 < [ 9P = bl

ou seja, W2 (RY) est continuamente imerso em W1?(Q).

Sendo assim, considere i, : Q C RY 5 R a restricao de u, : RV SRaQei:
Q Cc RY — R a restricio de u : RY — R a Q. Considere também um funcional
feWwh?(Q) c (W2RY))"

Desde u, — u em o(WH(RN), (WH?(RM))*), segue do item (i) da Proposicdo A.2
que

<f7un> - <f7u>

Porém, pela imersdo continua W!'?(RY) < W1?(Q) temos que

<f7’jn> = <f7ul’l> € <f7ﬁ> = <f,bt>7

logo,
(fytin) — (f, ).
Desde que f € qualquer em wi? (Q), segue pela Proposi¢do A.2 que i, — i.
Pelo Teorema B.5, sendo Q limitado e de classe C leN = 2,3, temos que a imersao

W2(Q) — L*(Q) é compacta (consultar Secdo B.3). Portanto, i, converge “forte”
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para ii em L*(Q), ou seja

/Wﬁ%ﬁ%&
Q

w,—ul*= | i, —al*< [ |4, —al* —o0.
| |
K K Q

Sendo K um compacto qualque de RY, concluimos entdo o item ii).

Em particular,

iii) Considere a sequéncia {u, } obtida no item anterior. Seja A C RY um conjunto tal que,

dada uma subsequéncia {u, }, tenhamos que u, (x) - u(x) para todo x € A.

Pelo item ii), considerando o compacto By (0) C RN , com k € N, temos que u, — u
em L*(B,(0)). Deste modo, pelo Teorema A.11 existe uma subsquéncia {u,} tal que
up — u q.t.p. em By (0). Desde dado x € A temos que u,(x) - u(x), segue que B;(0)NA
possui medida nula.Dado que | J B¢(0) = RY, tem-se que |J (Bk(0)NA) = A. Porém

k=1 k=1
“a unido enumerdvel de conjuntos de medida nula € um conjunto de medida nula”, logo

A possui medida nula. Concluimos entdo que existe uma subsequéncia {u,} tal que
Uup — u q.t.p. em RV,
O

Lema C.3. Sejam V; (x), i = 1,2, fungdes continuas, positivas e limitadas. Entéo, a fung¢o

que para cada u = (uy,us) € WH(RY) x W2 (RY) associa o valor ||ul|, dado por

1/2
full = ([ (VP +viady+ [ (Vs svad))
RN RN

é uma norma em WH?(RY) x W'2(RY). Além disso, o funcional f: W'*(RY) x Wh3(RY) —
R definido como f(u) = ||u||? é duas vezes Fréchet-diferencidvel em E := (WH?(RY) x
WEARY), |1 1)-

Demonstragéo. Considerando que o funcional (-,-) : {Wh2(RN) x W2 (RY)} x {WH2(RY) x
wh2(RM)} — R dado por

(ll,V> :/ (VM1VV1—|—V1M1V2)—|—/ (VquVz-i-Vzquz)
RN RN

define trivialmente um produto interno, segue que ||ul| := (u,u) 1/2 define uma norma em
WH2(RY) x WH2(RY).
A fim de provar que f € duas vezes Fréchet-diferencidvel, provemos que f € duas vezes

Gateaux-diferencidavel com segunda derivada de Gateaux continua, obtendo pelo Teorema
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C.2 o resultado desejado. Sendo assim, considere ¢ = (@1, ¢,) € E. Temos que

fi S 19) — f(u)

A((p)z t—0 t
2 2
_ lim||ll+t§0|| [Jull
t—0 t
I | v 2 2 vy 2 2
= lim (IV(ur +t@1) |7 +Vi(uy +1@1)" — [Vur |~ + Viuo)
t—0t JRN

1
+lim= [ (|V(uz+192)|* + Valuz +192)* — Vo |* + Vou)
t—01 JRN

o1
= lim- (2[Vu1V(P1+t2‘V(p1|2+2V1tu1(P1+t2(p12)
t—=01t JRN

1
+lim = | (2VurVs + 12|V |> + 2Vatur s + 12 3)

t—01 JRN

Note que A : £ — R € linear e além disso

A(e) < 8|ullflel],

ou seja, em conformidade com a Defini¢do C.4, A € a diferencial de Gateaux de f em u.
Calculando f(: : E — L5(E,R), a segunda derivada de Gateaux de f em u, encontramos

para @ = (@1, ¢2), h = (h,h) € E que

15wlo.1 =2 [ (VorVhn +Viguhi +Ve:Vha +Vagahs)

Note que f{: € constante, logo continua. Pelo Teorema C.2 fj; € C ! (E,[E"), isto implica que
fe€C*(E,R).
O

Lema C.4. Sejam f3, u; e Uy fungdes continuas e limitadas. Entdo

(i) F:L*RN) x L*(RY) — R dada por
1 4 4
F(u) = Z/RNH1M1+H2M2

€ duas vezes Fréchet-diferenciavel,;

(i) G: L*(RY) x L*(RY) — R dado por
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¢ duas vezes Fréchet-diferenciavel.

Flu+to)—F(u
(utrg) ():/ (Ui @1 + w3 @),

Demonstracdo. (ii) lim
t—0 t RN

Além disso,
3 3 A 3/4 A 1/4
‘/ (ulul(Pl+N2”2(P2)’§ !u1+uz!oo[(/ ul) (/ @1)
RN RN RN
3/4 1/4
4 4
(fot) " (L) "]

3/4 3/4
<+ sl (13 o 37) 0l

ou seja, I' € Gateaux-diferencidvel com derivada de Gateaux em u dada por

(Fw.0) = [ (it + i)
em que ¢ € [E. Calculando a segunda derivada de Gateaux de F' obtemos

FG(n).[@,h] = 3/RN(H1M%<P1h1 + o @ohy),

em que @,h € E. Provemos que Fy é continua. Seja {u,} C L*(RY) x L*(RY) e
u=(ur,ur) € L*(RY) x L*RY) tais que u, — u em L*(RY) x L*(R"). Sendo assim,

R o)~ FE)-To.tl| = 3| [ (1o~ -+ a8, )|

2 2\2 . h
oy (1 — 101) [@1llze 1Al s

12
+ ( [0 =27) el

< 3|u + M2 le

Pelo Teorema A.11 existe uma subsequéncia {u,} e g € L*(R"Y) x L*(RY) tais que

(1) uy, — up q.t.p. em RV:
(2) |uin(x)| < g1(x),¥n, q.t.p. em RV,
isto implica que

(") u? ut — uf q.tp. em RY;
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(2°) [, (¥)uf (x)] < g7 (x)ui(x), ¥, q.t.p. em RY.

Dado que uy,, h, u; € L*(RY) temos que

1/2
o< [ i< ([d)(
RN RN
1/2 1/2
o o= () (o) <o

ou seja, u%nu%, h%u% eL! (RM), portanto pelo Teorema A.7

/ 21l — / i
RN RN
4 4
/ I/lln—>/ U,
RN RN

(Ut —u3)? = uj, —2us ut +uf — 0.
RN n RN n 1 1

Desde que por hipdtese
segue que

Analogamente,

/ (u%n —u%)2 = / u2n 2u u%%—u‘z‘ —0.
RN RN
Com isso, temos que

|F ()@, k] — Ffi(u) [, h]|

— 0.
@l L4 zallhll 24

Desde que para toda sequéncia convergindo para u em L* (]RN ) temos uma subsequéncia
{u,} tal que

| Fg () — FG (w) —0,

|£2(E,R)

segue que F é continua, decorrendo do Teorema C.2 que Fj é de classe C! em
LY(RY) x L*(RY) e F é de classe C* em L*(RY) x L*(RY).

(i1) Da Defini¢ao C.4 obtemos a diferencial de Gateaux de G em u dada por

(Gls(u) _2/ (Pur s+ udur 1),

em que ¢ € E.
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Analogamente,
Gh(u)lg.hl = [ (udgaha+ o)
+/1%N<2M%§01h1+4u21/t1§01h2),

em que ¢,k € E. Provemos que G é continua. Seja {u,} C L*(RY) x L*(RY) e
u=(ur,up) € L*RY) x L*RV) tais que u, — wem L*(RY) x L*(RY). Sendo assim,

1/2
G )10~ G ] < ABLNlspsl s | [, - 1d?)

+2 </RN(u1u2 - MlnI/th)z) 1/2
+ ( [ 3-i32) 1/2]

Com argumento semelhante a demonstracdo do item (i) provamos que

|GG (w,)[@,h] — G (a)[@, h|
@Il 45 sl 2514

— 0,

Desde que para toda sequéncia convergindo para u em L* (]RN ) temos uma subsequéncia
{u,} tal que

‘G’é(un) — G (u) |£2(E7R) — 0,

segue que G¢; é continua, decorrendo do Teorema C.2 que Gy; é de classe C lem
L*(RM) x L*(RY) e G ¢é de classe C? em L*(RY) x L*(RM).

O
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