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Resumo

Apesar de ser um preco importante, o cupom cambial possui uma dindmica
muito pouco estudada e compreendida. Argumentamos que, uma vez que o
real € uma moeda nao-conversivel, o délar tem um comportamento analogo
ao de uma commodity de uso quando se considera o ponto de vista de agen-
tes economicos que operam no mercado brasileiro de cambio, de maneira que
o cupom cambial pode ser estudado como um rendimento de conveniéncia.
Modelos de Ornstein-Uhlenbeck (OU), que apresentam comportamento au-
torregressivo de ordem 1 em suas versoes discretas, incluindo extensoes com
ruido nado-gaussiano (Barndorff-Nielsen & Shephard, 2001), tém sido usados
para descrever o rendimento de conveniéncia (e.g. Gibson & Schwartz (1990))
por mostrarem reversao a média e serem trataveis em modelos de precificacao
em tempo continuo de instrumentos financeiros. O cupom cambial, contudo,
mostra um comportamento autorregressivo de ordem 2, e assim, com a mo-
tivacao de desenvolver um processo em tempo continuo capaz de reproduzir
a dindmica do cupom cambial, particularmente o comportamento autorre-
gressivo de maior ordem, introduzimos uma nova classe de solucoes para a
Equagao de Langevin Generalizada (ELG): o processo de OU Generalizado
do Tipo Exponencial Flutuante. Essa generalizacao estende os resultados
de Stein et al. (2016) e permite-nos considerar diversos tipos de ruidos do
tipo Lévy, particularmente, os casos em que é a-estavel ou uma difusao com
salto. Apresentamos, ainda, uma detalhada analise econométrica do cupom
cambial, mostrando evidéncias do comportamento autorregressivo de ordem
2; a formulagao teodrica do modelo de OU Generalizado do Tipo Exponencial
Flutuante; diversas metodologias de estimacao e simulacao; e, finalmente,
estimamos os parametros do modelo para os dados observados de cupom
cambial, mostrando que o processo proposto é capaz de adequadamente mo-
delar processos estacionarios que apresentam comportamento autorregressivo
de maior ordem.

Palavras-chaves: Processos estocésticos, Processo de Lévy, Equacao de
Langevin Generalizada, Processo de Ornstein-Uhlenbeck Generalizado, mer-
cado de cambio no Brasil, cupom cambial, moeda nao-conversivel, paridade
coberta da taxa de juros, commodities, rendimento de conveniéncia.
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Abstract

Although it is an important price, the so called cupom cambial, or "exchange
rate coupon'", has a dynamics that hasn’t been well studied and unders-
tood. We argue that, since the real is a non-convertible currency, the dol-
lar has a behavior similar to that of a consumption commodity from the
point of view of economic agents operating in the Brazilian exchange rate
market, so that the cupom cambial can be studied as a convenience yield.
Ornstein-Uhlenbeck (OU) models, which present order 1 autoregressive beha-
vior in their discrete versions, including extensions with non-GGaussian noise
(Barndorff-Nielsen & Shephard, 2001), have been used to describe the conve-
nience yield (e.g. Gibson & Schwartz (1990)), as they show mean reversion
and are treatable in continuous time pricing models of financial instruments.
The cupom cambial, however, shows an order 2 autoregressive behavior, and,
therefore, with the motivation to develop a continuous time process capable
of reproducing the dynamics of the cupom cambial, particularly, the higher-
order autoregressive behavior, we introduce a new class of solutions for the
Generalized Langevin Equation (ELG): The Generalized OU process of the
Floating Exponential Type. This generalization extends the results of Stein
et al. (2016), allows us to consider different kinds of Lévy type noise, parti-
cularly the cases where it is a-stable or a diffusion with jumps. In addition,
we present a thorough econometric analysis of the exchange coupon, showing
evidence of the order 2 autoregressive dynamics; the theoretical formulation
of the Generalized OU process of the Floating Exponential Type; several
estimation and simulation methodologies;and, finally, we estimate the mo-
del parameters for the cupom cambial, showing that the proposed process is
capable of properly modeling stationary processes that exhibit higher order
autoregressive behavior.

Keywords: Stochastic processes, Lévy Process, Generalized Langevin Equa-
tion, Generalized Ornstein-Uhlenbeck Process, "cupom cambial", exchange
rate market in Brazil, non-convertible currency, covered interest rate parity,
commodities, convenience yield.
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Capitulo 1

Introducao

Depois da propria taxa de cambio, o cupom cambial é um dos mais im-
portantes indicadores do funcionamento do mercado a vista de cambio. O
cupom cambial é usado por participantes de mercado para avaliar a liquidez
do mercado a vista, a atratividade da arbitragem entre os mercados a vista e
futuro, o impacto das interveng¢oes do Banco Central do Brasil (BCB), entre
outros aspectos. Desta maneira, a melhor compreensao da dinamica e da
precificacao do cupom cambial, como buscamos nesta tese, além da contri-
buicao direta para o entendimento de um mecanismo de formacgao de precos
em um mercado peculiar e pouco estudado como o brasileiro, também cria
novas possibilidades de analise de outros mercados cambiais que envolvem
restrigoes de liquidez, do comportamento dos participantes destes mercados
e até mesmo do impacto das intervencoes dos bancos centrais.

Em vista das similaridades entre o comportamento da divisa, particular-
mente o Doélar, com uma commodity de uso, dada a possibilidade de obtencao
de um retorno pela manutencao de "estoques" de moeda estrangeira, con-
siderando a possibilidade de situacoes de crise e escassez, este trabalho de-
senvolve metodologias de modelagem do comportamento do cupom cambial
como um convenience yield.! O modelo estocastico padrdo para o compor-
tamento do convenience yield de commodities, apresentando caracteristica
reversao a média, é o processo de Ornstein-Uhlenbeck (OU):?

t
X(t) = Xpe —|—/ e 0 dw (s),
0

!Esta analogia sera melhor detalhada na secio 2.2.

2Proposto originalmente em Gibson & Schwartz (1990) como modelo para o convenience
yield na analise do preco do petroéleo, estendido e testado em Brennan (1991) para diversas
outras commodities e apresentado como padrao para a modelagem do convenience yield
com uma variavel de estado na precificagdo de commodities na obra de referéncia de Geman
(2005, p. 69).



solugao da equacao de Langevin:

{ dX(t) = —0X(t)dt + dW (t);
X(0) = Xo;

em que W = (W (t);t > 0) é um processo de Wiener e # > 0 é um parametro
relacionado a velocidade de reversao a média.

No caso do cupom cambial, contudo, ha desafios adicionais. Inicialmente,
ao contrario do que geralmente ocorre com os estoques de commodities, cujo
comportamento esta associado ao seu convenience yield, os estoques e a dis-
ponibilidade de divisas, associados ao comportamento do cupom cambial,
podem sofrer variacoes bruscas, como no caso de crises cambiais e fuga de
capitais, quando a divisa torna-se bastante escassa, ou no caso de leiloes de
areas de petroleo ou privatizagoes, que ensejam um grande influxo de capitais.

A possibilidade de saltos ja foi analisada na literatura para modelar ou-
tras séries de dados que apresentam reversao a média, mas também podem
ter variacoes bruscas, como é o caso da série de volatilidade implicita em
mercados de op¢oes, a exemplo do bem sucedido modelo para um processo
de OU nao gaussiano proposto por Barndorff-Nielsen & Shephard (2001),
que considera a utilizagdo de um processo de Lévy, L = (L(t);t > 0), em
lugar do processo de Wiener, para modelar o comportamento da variancia
no preco de ativos:

dX(t) = —0X(t)dt + dL(t);
{ X(0) = Xo;

A estrutura de dependéncia dos dados gerados por este processo, contudo,
com ou sem saltos, ¢ de um processo autorregressivo de ordem 1 (AR(1)),
com funcao de autocorrelacao exponencialmente decrescente,® sendo as vezes
chamado na literatura (e.g. Brockwell (2009)) de processo em tempo con-
tinuo autorregressivo de ordem 1 (continuous-time autogregression of order
1, CAR(1)). De fato, mostraremos que a solugdo da Equagao de Langevin
dirigida por um processo de Lévy pode ser dada por:

t
X(t) = Xpe ¥ +/ e =9dL(s),
0

3Um processo AR(1) fracamente estacionario (média e variancia constantes e autocor-
relagdo dada apenas em fungdo do numero de defasagens), representado genericamente
por y; = By + B1yi—1 + €i, em que ¢ é um indice que indica pontos amostrais sucessivos
no tempo e g; é o erro, possui uma autocorrelacdo dada por 5, em que n é o numero
de defasagens (Johnston & DiNardo, 2001, p. 232). Se 1 > 1 > 0, a autocorrelacdo
pode ser reescrita como e™'°881 que é uma exponencial decrescente. Discutiremos em
mais detalhes algumas propriedades dos processos autorregressivos e de média mével no
capitulo 3.



e Stein et al. (2016) mostram que, para esta solu¢do, é possivel obter a
seguinte relacao de recorréncia:

X((k+1)h) = e "X (kh) + epp,

em que h > 0 é o passo de discretizacao nos tempos dados por t, = kh, k €
Zy, e gy tem a distribuigao de uma integral estocastica de Lévy de 0 a
h. Esta, no entanto, nao corresponde a estrutura de dependéncia do cupom
cambial, que é analisada e caracterizada econometricamente neste trabalho,
sugerindo uma estrutura de autocorrelacao caracteristica de processos au-
torregressivos de maior ordem, oscilando de forma amortecida entre valores
positivos e negativos.

Assim, propomos uma alternativa de modelagem para o cupom cambial
através de um processo de Ornstein-Uhlenbeck Generalizado (OUG), solugao
da Equagao de Langevin Generalizada (ELG), apresentada originalmente nos
trabalhos de Mori (1965) e Kubo (1966):

t

AX (1) = — / Y (t — $)X (s)dsdt + dL(#):
X(0) = Xo

que permite a modificacdo da funcio memoéria v,* alterando, assim, a es-
trutura de autocorrelagao dos dados gerados e possibilitando a obtencao de
um processo continuo capaz de aproximar adequadamente o comportamento
autorregressivo de ordem 2 observado nas séries de dados de cupom cambial.

Veja que o processo de OU nao gaussiano é um tipo de processo de OUG,
que chamaremos de Exponencial, e é obtido quando () = 6dy(t), em que
do(t) é a distribui¢do Delta de Dirac.

Quando a funcao memoria ¢ dada por y(t) = 6%, obtemos um processo
de OUG do tipo Cosseno:

X(t) = Xocos(0t) + /0 cos(0(t — s))dL(s),

que pode ser modelado por uma relacao de recorréncia de segunda ordem,
como mostrado por Stein et al. (2016):

X((k+1)h) =2cos(0h) X (kh) — X((k — 1)h) + g.n,

4A funcio meméria é uma funcio generalizada, podendo ser dada por uma distribuicio,
como a Delta de Dirac. A fungdo K(t —s) = — fot ~v(u — s)du é chamada de nticleo de
Volterra (dos Santos, 2011).



mas este processo nao é estacionario, com o coeficiente do termo autorre-
gressivo de segunda ordem sempre igual a —1, de modo que ha oscilagao na
autocorrelacdo, mas nao é amortecida.

O processo que propomos, que chamaremos de Exponencial Flutuante, é
dado por:

X(t) =Xo [(1 = v)e " + v cos(6t)]

+ /Ot(l —1)e ™) L ycos((t — s))dL(s),

e, como serd demonstrado no Teorema 5.1, é solucao da ELG quando o
processo de Lévy possui primeiro e segundo momentos finitos ou é a-estével,®
com parametro de estabilidade 1 < o < 2, para uma funcao memoria dada
por:

Gut

k100(t) + e 2 kg cos(Bunt) + k31 sen(fuit)] se sinal(vg) = 1;
V() = k160 (t) + €2 [y cosh(But) + ks _1 senh(Buyt)]  se sinal(vy) = —1;
r100(t) + e_%t[/iz + K30t se sinal(vg) = 0;

emqued >0, v <1, yy=1—v-— ”Tf, v1 = +/|wl, do(t) € a distribuicao
Delta de Dirac centrada em 0O e:

k1 =0(1 —v);
Ky = (Ov)%;
62 (Ov)? Ov?
/€371 = V_l — 2V1 — 9(1 — l/) (91/1 — 4_y1) 3
62 (Ov)? Ov?
L= 1— il
K31 ” 2, (1 —v) <6V1 + 41/1) ;
3.2 2
R3o0 = 93 — QQV + 9(1 - V) <QZ)

Fazendo v = 0, recuperamos (t) = 00y(t) e fazendo v = 1, recuperamos
v(t) = 6%, de maneira que tanto o processo de OUG Exponencial como o
processo de OUG Cosseno sao casos especiais desta classe de processos, que,

5Como mostrado em Medino et al. (2012), esta solu¢do também vale para um pro-
cesso de Lévy qualquer quando se define a integracao estocéstica por convergéncia em
probabilidade.



como provaremos no Teorema 5.2, apresenta uma relacao de recorréncia de
segunda ordem geral dada por:

X((k+1h) = [(1 —v)e ™ + 2vcos(0h)] X (kh) — vX((k — 1)h) + €.

Note que o coeficiente do termo de segunda ordem nao é fixo como no
processo de OUG Cosseno, podendo, assim, apresentar um comportamento
autorregressivo de segunda ordem com uma autocorrelacao que oscila de
forma amortecida entre valores positivos e negativos.

Também mostraremos que os erros €, 5 sao autocorrelacionados e podem
ser modelados como uma média moével de ordem 1, de maneira que o pro-
cesso de OUG Exponencial Flutuante admite discretizagao aproximada como
um processo autorregressivo e de média movel ARMA(2,1) (teorema 5.3),°
permitindo a utilizagao do ferramental de séries temporais desenvolvido no
capitulo 3 para analisar as caracteristicas deste processo, o que ¢é feito nos
corolarios 5.4 e 5.5.

Descreveremos, ainda, como a integral estocastica ey, pode ser modelada
de acordo com o tipo de ruido de Lévy do Processo de OUG Exponencial
Flutuante, seja ele uma difusao com salto, com primeiro e segundo momentos
finitos, ou a-estavel com tendéncia. Os resultados obtidos, particularmente
os corolarios 5.2 e 5.3, a proposicao 5.1 e o teorema 5.3, fornecem as seguintes
alternativas de estimacao dos parametros do processo de OUG Exponencial
Flutuante a partir da equacao de recorréncia:

e Processo de Lévy a-estiavel com tendéncia: o corolario 5.2 per-
mite a estimacao por maxima verossimilhanca, usando a equacao 3.81;

e Processo de Lévy de difusao com salto, com primeiro e se-
gundo momentos finitos: o corolario 5.3 permite a estimacao por
méxima verossimilhanga, usando a formula da inversao;

e Processo de Lévy de difusao com salto, com tamanho dos sal-
tos normalmente distribuidos: a proposi¢ao 5.1 mostra que o pro-
cesso de erros da equacao de recorréncia dada pelo teorema 5.2 pode
ser visto como variacoes em intervalos constantes de um processo de
difusao com salto e fornece uma funcao densidade de probabilidade
aproximada para o tamanho destes saltos, permitindo uma alternativa
de estimacao por maxima verossimilhanca;

6Este também é o caso do processo de OUG Cosseno.



e Processo de Lévy de difusao com salto, com primeiro e se-
gundo momentos finitos: quando a frequéncia de amostragem for
suficientemente alta, o teorema 5.3 permite a utilizacao de qualquer
técnica de estimacao para processos ARMA, incluindo méaxima verossi-
milhanga e variacoes de métodos de minimos quadrados ou de momen-
tos, com as devidas alteracoes para levar em conta a hipotese sobre a
distribuicao do ruido branco e a informacao contida na estrutura dos
coeficientes, conforme os parametros do processo de OUG Exponencial
Flutuante e do ruido de Lévy.

O teorema 5.2 e, no caso em que o ruido é dado por uma difusao com
salto, o teorema 5.3 também permitem alternativas de simulagao do processo
de OUG Exponencial Flutuante, em adicao a outras técnicas ja conhecidas
como o método de Euler-Maruyama ou da soma de Riemann-Stieltjes. Todas
estas possibilidades de simulacao também serao detalhadas neste trabalho,
incluindo as listagens dos codigos MATLAB® correspondentes, apresentadas
no apéndice B. A simulagao permitira, ainda, testar a estimacao do processo
de OUG Exponencial Flutuante.

Por fim, estimamos o cupom cambial no capitulo 6, onde mostramos que o
novo processo proposto é bem sucedido em descrever a dinamica desta varia-
vel financeira. O caso do cupom cambial com prazo de 30 dias, estimado em
uma amostra com 219 pontos amostrais, é particularmente util para mostrar
como o processo de OUG Exponencial Flutuante foi capaz de reproduzir a
dindmica dos dados, incluindo a estrutura de correlagao: a figura 1.1 mostra
a comparacao entre os graficos do cupom cambial e do processo proposto,
em que sao usados os parametros estimados e os residuos da estimacao, e
a figura 1.2 mostra a autocorrelagao empirica comparada com os valores da
mediana e dos quantis de 5% e 95% obtidos em 1000 simulagdes do processo
proposto, usando os parametros estimados.

E importante ressaltar que a modelagem formal do cupom cambial como
um convenience yield, através de um processo de OUG, independentemente
do tipo, j4 é uma inovacao e possui aplicacao direta na precificacao de deri-
vativos cambiais envolvendo o Real e o Dolar.

Em resumo, propomos uma classe de solucoes da ELG, desenvolvida em
conjunto com metodologias proprias para estimacao e simulacdao, que gera
processos continuos capazes de replicar a oscilacao amortecida da autocorre-
lacao observada no comportamento empirico do cupom cambial, que também
¢ analisado em detalhes neste trabalho.
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Figura 1.1: Processo proposto ajustado aos dados de cupom cambial com prazo
de 30 dias usando os parametros e residuos estimados.
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Figura 1.2: Funcao de autocorrelacao empirica e intervalos de confianca definidos
entre os quantis de 5% e 95% dos valores da fungao de autocorrelagao para 1000
trajetorias simuladas do processo proposto.



1.1 Objetivos e Justificativa

E possivel definir como objetivo geral deste trabalho a melhor compreensao
da dinamica estocastica do cupom cambial através da caracterizacao eco-
nométrica dos dados historicos e a proposta de um processo estocastico em
tempo continuo capaz de modelar estes dados, utilizando-se da analogia do
comportamento do cupom cambial com um convenience yield como uma
motivacao para a escolha da classe de processos estocasticos com reversao a
média a ser utilizada. Como parte deste objetivo geral, estariam os objeti-
vos especificos: 1) analisar econometricamente os dados de cupom cambial
e mostrar o comportamento autorregressivo e com reversao a média, consis-
tente com um convenience yield, destacando a possivel falta de adequacao
dos modelos usuais de reversao 4 média com saltos, baseados no processo
de OU néo gaussiano; 2) investigar novas solugoes para a ELG capazes de
apresentar as mesmas caracteristicas observadas nos dados de cupom cam-
bial, particularmente, uma dinamica autorregressiva de segunda ordem com
reversao a média; 3) desenvolver uma metodologia de estimagao e simulagao
das solugoes propostas; 4) utilizar a metodologia de estimagao e simulagao
para testar a aderéncia do novo processo proposto aos dados empiricos.

A compreensao do cupom cambial como um convenience yield tem im-
plicacoes importantes para a andlise econdémica do mercado de cambio no
Brasil; para a adequada interpretacao das oscilagoes de pregos e da influén-
cia de fatores internos e externos; para a formulacao de politica cambial e
para a regulacao dos mercados de cambio, pois estabelece os fundamentos da
formacao deste preco e de sua relagao com outros precos da economia, como
a importancia da tributagao, do diferencial de prémio de liquidez e de ou-
tros custos dos instrumentos financeiros utilizados na arbitragem do cupom
cambial. Para além do caso brasileiro, a analise destes fatores também pode
ajudar na explicacao de episddios recentes de aparentes violagoes da paridade
coberta da taxas de juros (Covered Interest Rate Parity, CIRP) quando os
custos de arbitragem nao sdo corretamente considerados (e.g. UBS Global
Macro Strategy (2017), Sushko et al. (2016), Avdjiev et al. (2016) e BIS CCA
Consultative Group of Directors of Operations (2017)).

Ainda mais relevantes, os resultados da analise econométrica detalhada e
a formulacao de um modelo em tempo continuo para o cupom cambial ofe-
recem uma contribuicao para a adequada simulacao e precificacao de instru-
mentos derivativos que dependem da dinamica do cupom cambial, auxiliando
no aumento da eficiéncia dos mecanismos de descoberta de informacao e com-
partilhamento de risco de acordo com as preferéncias dos agentes econémicos,
papeis dos mais fundamentais desempenhados pelos mercados financeiros.

O roteiro desta tese é como segue: no capitulo 2, apresentamos as pe-



culiares caracteristicas do nosso mercado de cambio, com particular énfase
na descricao da formacao do cupom cambial, além de uma discussao mais
detalhada da analogia entre o cupom cambial e um convenience yield, como
motivacao para esta pesquisa; no capitulo 3, tratamos em maiores detalhes
dos processos com reversao a média dados por modelos discretos autorregres-
sivos e de média movel (ARMA), adequados & modelagem do convenience
yield, e mostramos a conexao entre processos autorregressivos de ordem 1 e
o processo de OU, o que leva a investigacao dos processos de OUG direcio-
nados por processos de Lévy como possiveis versoes continuas de processos
ARMA de maior ordem, apresentando, em seguida, a solu¢ao da ELG para o
processo de OUG Exponencial (i.e., para o processo de OU nao gaussiano),
a solugdo mais geral de Kannan (1977), expandida em Medino (2005) e dos
Santos (2011) para processos de Lévy a-estéaveis e por Medino et al. (2012)
para processos de Lévy com primeiro momento finito usando uma integral
estocastica definida por convergéncia em probabilidade, as equacoes de recor-
réncia para solucoes particulares obtidas por Stein et al. (2016), a descricao e
a estimacgao de processos de Lévy do tipo difusao com salto, entre outros re-
sultados que serao utilizados neste trabalho; no capitulo 4, fazemos a analise
econométrica da série temporal de valores para o cupom cambial, indicando
a possibilidade de falta de aderéncia do processo de OU nao gaussiano; no
capitulo 5, propomos uma classe de processos de OUG que chamamos do
tipo Exponencial Flutuante, da qual os processos de OUG Exponencial e
Cosseno sao casos particulares, adequada para modelar o comportamento
empiricamente observado do cupom cambial, demonstramos que essa classe
de processos é solucao da ELG e que apresenta uma relacao de recorréncia de
segunda ordem geral, correspondente a um processo ARMA(2,1), e também
analisamos seu comportamento quando o processo de Lévy é uma difusao
com salto ou tem distribuicao a-estavel, propondo, finalmente, alternativas
para estimacao dos parametros e simulacao de processos desta classe; no ca-
pitulo 6, estimamos e testamos a aderéncia aos dados dos processos de OUG
proposto no capitulo anterior; no capitulo 7, discutimos os resultados obti-
dos e suas implicagoes praticas, sugerimos proximos topicos de pesquisa com
base nos nossos resultados e apresentamos as conclusoes finais do trabalho.



Capitulo 2
Motivacao

Nas secoes a seguir, detalharemos os aspectos praticos do funcionamento do
mercado cambial no Brasil e as caracteristicas de liquidez deste mercado que
levam a considerar a modelagem do cupom cambial como um convenience
yield, motivando o modelo estocastico utilizado.

2.1 O Mercado de Cambio no Brasil

Décadas de alta inflacao afetaram fundamentalmente a maneira como opera-
coes financeiras sao realizadas no Brasil, das convencoes de mercado para a
representacao das taxas de juros & demanda por infraestruturas de tecnologia
de informacao mais eficientes. No setor externo, crises sucessivas no balango
de pagamentos levaram a um ambiente regulatorio desenhado para proteger o
nivel de reservas e dificultar saidas de capital. Embora muito tenha mudado
nas ultimas duas décadas, inflagao alta e a necessidade de proteger as reservas
modelaram os mercados cambiais no Brasil de forma tnica e peculiar.

Com fundamentos macroeconémicos mais sélidos, incluindo o cambio flu-
tuante, e um nivel de reservas internacionais sem precedentes, a realidade
econdmica brasileira mudou bastante e muito tem sido feito recentemente
para modernizar a regulacao cambial de modo que acompanhe essa mu-
danca.! Subsistem, contudo, numerosos desafios e um legado importante
da legislacao de protecao ao nivel de reservas ¢ a segmentacao de mercados.

O regime regulatério vigente discrimina entre as operagoes cambiais que
afetam o balanco de pagamentos, organizadas no mercado priméario, e as
demais operacoes, organizadas no mercado secundério, o que inclui opera-
¢oes entre institui¢oes financeiras (operagoes interbancarias), negociagoes de

1Vide BCB (2015).
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derivativos cambiais em bolsa ou balcao e a negociacao de instrumentos fi-
nanceiros denominados em moeda nacional, mas que possuam risco cambial.
A participacdo no mercado interbancario é limitada a instituicoes explici-
tamente autorizadas pelo BCB. Cada operacao no mercado primario deve
possuir uma instituicdo financeira autorizada como uma das contrapartes:
individuos, empresas e demais investidores, residentes ou nao, sao proibidos
de realizar transacoes diretamente entre si. Adicionalmente, todas as opera-
¢oes no mercado a vista precisam ter um correspondente contrato de cambio,
devidamente registrado nos sistemas de informacoes do BCB.

Nao existem tais limitacoes a participacao no mercado de derivativos
cambiais, particularmente, na compra e venda de contratos futuros de doélar.
Decorre que, enquanto o mercado a vista ¢ bastante regulado, o que, é possivel
argumentar, dificultaria a participacao dos agentes econdémicos e limitaria a
liquidez, o mercado futuro pode ser facilmente acessado pelos mais diversos
participantes, de pessoas naturais a investidores estrangeiros.

De fato, em um dia tipico de negociagao, o volume no mercado futuro é
varias vezes maior que o volume negociado no mercado a vista interbancério,
como mostrado na Tabela 1. O célculo de volume no mercado interbancério
a vista considera apenas as operacoes com vencimento em dois dias tuteis
(vencimentos em "D-+2"), que representam a grande maioria das operagoes
a vista e sdo as taxas consideradas na determinagao da taxa PTAX.

Volume Médio Diario (US$ Bilhoes)
Ano A Vista (D+2) Futuro (lo. + 20.) Futuro/A Vista

2006 1,7 10,1 5.9
2007 2,7 17,0 6,2
2008 2.8 17,2 6,2
2009 2,3 13,5 5,9
2010 2.6 16,6 6,4
2011 2.0 17,2 8,7
2012 1,8 17,0 9,4
2013 1,9 16,8 8,7
2014 1,3 16,5 12,3

Tabela 2.1: Volume diario negociado nos mercados futuro e & vista. Fonte: BCB
e B3.

Outra possivel razao para a diferenca entre a liquidez no mercado futuro e
no mercado & vista é historica. Até 1999, os mercados futuro e & vista tinham
tamanhos comparéveis, com o mercado futuro ocasionalmente representando
o dobro do volume. O cambio flutuante, introduzido em janeiro de 1999,
aumentou o risco das operagoes cambiais a vista, especialmente quando se
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considera que o Pais havia passado por uma crise bancaria fazia apenas qua-
tro anos. Neste contexto, quando era necessario apenas hedge cambial e nao a
moeda estrangeira, dava-se preferéncia a utilizacao de contratos futuros. Os
contratos futuros sempre foram negociados em um sistema com contraparte
central, o que era mais seguro, embora mais caro, que contratos bilaterais de
cambio, usualmente ocorrendo, neste caso, a necessidade de aprovacao pré-
via de limites de crédito entre as contrapartes. A entao bolsa de derivativos
brasileira, BM&F,? criou uma clearing para transacoes a vista de cAmbio em
maio de 2002, mas a esta altura o volume diario transacionado no mercado
futuro ja era mais de quatro vezes maior que o volume de transagoes a vista.

Dada essa notavel diferenca, é razoavel argumentar que a taxa de cambio
seja equilibrada no mercado futuro e entao transmitida ao mercado a vista.
Ha, de fato, estudos que sugerem esta dinamica. Garcia & Urban (2004), por
exemplo, usam causalidade Granger para mostrar que ha evidéncia estatistica
de que, no Brasil, os pregos no mercado futuro precedem os precos no mercado
a vista.

Um outro indicio nesse sentido vem do uso disseminado do contrato infor-
mal de casado. A cotacdo de um contrato de casado é dada pela diferenca
entre a taxa de cambio no mercado futuro (usualmente para o vencimento
seguinte) e a taxa de cambio no mercado & vista. Assim, o que é efetivamente
negociado é um diferencial de precos, e o fechamento da operagao a vista é
dado pela cotacao da taxa de cambio futura no momento menos o casado
negociado:

USD, vista = USD pyturo — casado. (2.1)

Para entendermos a motivagao por tras do uso de contratos de casado,
é importante quantificarmos a relacao entre o valor do casado e os demais
precos de mercado. Como as partes efetivamente negociam o casado e nao
diretamente o preco no mercado a vista, este mecanismo de fato modifica a
dinamica normal da formacao de precos pela paridade coberta da taxa de
juros (Covered Interest Rate Parity, CIRP). Na formulagao tradicional da
CIRP, considera-se que as taxas de juros locais, as taxas de juros em moeda
estrangeira e a taxa de cambio a vista sao formadas em seus respectivos
mercados, o que determina uma taxa de cambio a termo na auséncia de
oportunidades arbitragem. Apesar de haver diferencas na precificacao de
contratos a termo e futuros, para os efeitos deste trabalho consideraremos
que sao aproximadamente os mesmos, de modo que o preco futuro de US$ 1,

2Hoje B3, resultado da fusao entre a Bolsa de Mercadoria e Futuros (BM&F), a Bolsa
de Valores de Sao Paulo (BOVESPA) e a Central de Custodia e Liquidacio Financeira de
Titulos (CETIP).
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expresso em reais, de acordo com a CIRP e com as convencoes dos mercados
cambiais brasileiros, é:

(1 + rq) 358
(1 +re,local X %)

em que USDy yista ¢ 0 preco de US$ 1 expresso em reais, ry ¢ a taxa de juros
doméstica no periodo de du dias tteis até o vencimento do contrato futuro
€ Te local € @ taxa de juros em moeda estrangeira para o periodo de de dias
corridos até o vencimento do contrato futuro, na convencao de contagem
de dias actual/360. O indice local foi adicionado porque o custo local de
financiamento em moeda estrangeira, chamado no Brasil de cupom cambial,
¢ diferente do custo de financiamento de um agente no pais de origem do
capital.

E possivel argumentar que qualquer custo que dificulte a arbitragem do
cupom cambial também limita a validade da CIRP, ja que resulta numa dife-
renca entre a taxa de juros em moeda estrangeira e o custo local de captacao
nesta mesma moeda. Por exemplo, podem ser razoes para essa diferenca
os impostos para internalizagao dos recursos e mais quaisquer outros cus-
tos resultantes de o agente estar realizando a captagao no Brasil ou ai estar
utilizando instrumentos financeiros que sintetizem esta captagao, sejam eles
custos financeiros diretos ou custos de oportunidade, inclusive decorrentes do
risco da operacao. Uma componente deste custo é a diferenca entre os pré-
mios de risco de liquidez das captacgoes locais e das captacoes por um agente
no pais de origem do capital. Essa diferenca entre os prémios de liquidez é
normalmente positiva, dada a baixa liquidez do mercado & vista local,®> mas
pode tornar-se negativa caso haja uma redugao importante na disponibilidade
de linhas de financiamento externas nao acompanhadas por uma reducao da
liquidez no mercado a vista local. Também cabe considerar a possibilidade
de riscos de crédito diferentes nas captagoes domésticas e externas, além de
um risco de conversibilidade, que é apenas da moeda doméstica, ja que a
moeda estrangeira é considerada conversivel. Este risco de conversibilidade
incluiria a possibilidade de mudanca na tributacao ou na legislacao cambial,
o risco de controles de capital, o risco de uma sudden stop e um consequente
processo de flight to quality, entre outras possibilidades. Por fim, também
cabe considerar a existéncia de outros custos, inclusive de oportunidade, que

(2.2)

USDfuturo — USD& vista

3Se uma institui¢do financeira precisa de recursos em moeda estrangeira por um certo
periodo, ela pode comprar moeda estrangeira no mercado & vista com compromisso de
venda em uma data futura. Se os precos de compra e venda sdo definidos ao mesmo
tempo no inicio da operagdo, entao compra e venda equivalem a um empréstimo em
moeda estrangeira. Se hé baixa liquidez no mercado & vista, o prémio de liquidez deve ser
adicionado ao custo de obter-se este tipo de financiamento.
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também dificultariam a arbitragem do cupom cambial, como, por exemplo, o
descasamento entre os prazos do cupom e do instrumento usado para hedge,
exigéncias regulatorias sobre o balanco das instituicoes financeiras que reali-
zam a arbitragem, entre outros.

Assim,

Te. local = Te + 1MPostos + Teony + DRC' + DPL + rea, (2.3)

em que 7. ¢ a taxa de juros em moeda estrangeira no pais da divisa, impostos
sao os custos oriundos da tributacao de entradas e saidas de recursos externos,
Teonw € O risco de conversibilidade, DPL = rp . — 71 10ca ¢ a diferenca entre
os prémios de risco de liquidez externo (rp.) e local (rrjocar), DRC = 1¢ e —
Tciocal © & diferenca entre os prémios de risco de crédito externo (r¢) e local
(Tciiocal) € Toa representa os demais custos de arbitragem do cupom cambial.

Considerando que a maior parte das operagoes ou possuem alguma forma
de garantia ou sao liquidadas em uma clearing, espera-se que o risco de
crédito tenha pouca variabilidade. Episodios de estresse nos mercados finan-
ceiros, contudo, podem mudar a percepcao de risco mesmo de operagoes com
alguma garantia, bem como afetar r..,,. Impostos e o custo de transacao
das operacoes de arbitragem podem sofrer mudancas pontuais, mas, em ge-
ral, também possuem pouca variabilidade. Assim, é possivel argumentar que
as principais fontes de variagao no cupom cambial sao o risco de conversibi-
lidade, 7¢ony, € 0 prémio de liquidez local, rf, jocq;, Uma vez que, exceto em
situagoes muito extremas, como na crise imobilidria de 2008, a liquidez em
dolar externa é bastante alta.

Note que, usando 2.1 em 2.2 e isolando 7. jocar, € possivel expressar o
cupom cambial em termos do preco futuro do doélar e da correspondente
cotacao do contrato de casado:

USD tyuro — casado du 360
e,local — 1 252 — ]| —. 2.4
e local |:( USDfuturo ) ( * Td) i :| dc ( )

Como a maioria das operacoes & vista sao, de fato, contratos de casado,*
os precos que sao obtidos pelo equilibrio de mercado sao o da taxa de juros
doméstica, r4, do contrato futuro do dolar, USD sy, € do contrato de ca-
sado. Este altimo, pela equacao 2.4, corresponde a um tnico cupom cambial,

Te,local -
Logo, destes trés precos: dolar futuro (US D fyturo), cupom cambial (7e jocar)
e taxa de juros doméstica (ry), todos para o mesmo prazo, medido em dias

4Uma pesquisa informal realizada pela Mesa de Cambio do BCB com alguns dos maiores
participantes do mercado brasileiro de cAmbio & vista revela que a participacao de contratos
de casado no volume total de operagoes & vista pode chegar a 80%.
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lteis ou corridos, conforme as respectivas convencoes, decorre a taxa a vista
"justa", no sentido de ser aquela que garante a validade da CIRP:

dc
(]- + Te, local X %)
du ?

(1 + rd) 252

Assim, em vez da dinamica tradicional em que a taxa de cambio a vista
é um dos pregos formados livremente em seus respectivos mercados, se a
maioria das operacoes a vista ocorre através de contratos de casado, a taxa de
cambio & vista é uma consequéncia do argumento de auséncia de arbitragem
implicito na CIRP, enquanto a descoberta de precos ocorre nos mercados de
juros doméstico, de casado (que é, virtualmente, um mercado local de juros
em moeda estrangeira) e de cambio futuro.

Resta entender por que os contratos de casado sao tao frequentemente
usados. Tanto a falta de liquidez no mercado & vista como a grande liquidez
do mercado futuro sao razao importantes. Em um dia normal de negocios,
uma instituicao financeira relutaria em comprar ou vender uma posi¢ao muito
grande em délares, ja que seria dificil encontrar contrapartes no mercado a
vista para desfazer esta posicao. Usualmente, market makers em uma situa-
¢ao semelhante simplesmente aumentam o bid-offer spread para compensar
o risco cambial que sao forcados a suportar até que finalmente consigam en-
cerrar a posicao, o que pode ser especialmente perigoso em periodos de alta
volatilidade. Contudo, como o mercado futuro no Brasil é atipicamente maior
que o mercado a vista, sempre é possivel fazer o delta hedge do risco cambial
das operacoes primarias através do mercado futuro, em vez de aumentar o
bid-offer spread.

No jargao de mercado, "comprar casado" corresponde a comprar dolar a
vista e vender uma posicao correspondente no mercado futuro, i.e., assumir
uma posicao "comprada"(long) a vista (spot) e uma posicao "vendida" (short)
no mercado futuro. Correspondentemente, "vender casado" significa vender
dolar & vista e comprar uma posicao correspondente no mercado futuro, i.e.,
assumir uma posicao "vendida" a vista e "comprada" em futuro. Em resumo,
"compra" ou "venda" de contrato de casado corresponde & compra ou venda
da ponta spot do contrato, respectivamente.

Como resultado, ao comprar um contrato de casado o market maker vir-
tualmente elimina o risco de cambio e fica apenas com o risco de base, que
corresponde ao risco de variacao no casado ou, equivalentemente, no cupom
cambial, ¢ jocq1, conforme mostrado no exemplo abaixo de uma compra e pos-
terior venda de um contrato de casado. Os resultados da variagao cambial
compensam-se na compra e na venda, zerando o resultado final:

Mais formalmente, para cada 1 R$/US$ de aumento na taxa de cambio,

USDa‘ vista — USDfuturo (25)
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Operacao  Cotacao  Preco no mercado Registro da operacao
do casado  futuro (R$/US$) a vista (R$/US$)

Compra 10 1,7540  Venda 1,7530 Compra
Venda 10 1,7380 Compra  1,7370 Venda
Resultado 0,0160 ~ 1% -0,0160 ~ —1%

Tabela 2.2: Exemplo de como o risco de variacao no cambio é eliminado entre
uma operacao de compra de casado e sua venda posterior.

o resultado da compra e posterior venda de um contrato de casado sera,
coeteris paribus, o ganho na posicao comprada a vista menos a perda na
posicao vendida no mercado futuro, i.e.:

A - 8(U5Da vista — Pfuturo) -1 apfuturo
casado = 8USDa vista B aUSDa vista
USDfuturo_F USD[z vista _ F
N aUSDa vista B (9USDa vista

d
Te, local X 3660
1+7r x de.
e, local 360

que é muito pequena e tanto menor quanto menor for r. jocq, implicando em
uma sensibilidade muito baixa ao risco cambial. Note que Py € 0 valor
de mercado de um contrato futuro apos sua contratacao e F' é o preco futuro
ao qual esse contrato foi fechado.

Como a maioria das operagoes priméarias comecou a ser "casada" desta
forma com uma operacao inversa no mercado futuro para imunizar o risco
cambial, tornou-se usual entre os market makers negociar simplesmente a
diferenca entre o cambio futuro e & vista, originando o mercado de casado.

2.2 O Cupom Cambial como um Convenience
Yield

Brennan (1991, p. 33-34) define convenience yield como "the flow of services
which accrues to the owner of a physical inventory but not to the owner of a
contract for future delivery", detalhando, em seguida, que este fluxo de ser-
vicos, ou vantagens, inclui "both the reduction in costs of aquiring inventory,
and the value of being able to profit from temporary local shortages".
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Dadas as restricoes de liquidez no mercado a vista de cambio no Brasil,
analisadas na secao anterior, o presente trabalho discute a hipotese de que as
limitagoes ao cambio de reais por moeda estrangeira possa trazer beneficios a
agentes econdmicos que mantenham disponibilidades ("estoques") em dolar,
seja porque necessitem da moeda em suas operagoes ("reduction in costs
of aquiring inventory") ou porque esperam obter retornos em momentos de
escassez ("profit from temporary local shortages"). Desta maneira, o dolar,
para os agentes econdmicos que operam no mercado domeéstico, comporta-se
como uma commodity de uso, abrindo a possibilidade para a analise do cupom
cambial como um convenience yield, particularmente no que diz respeito ao
comportamento do componente de prémio de liquidez local, 71, jocq, €m 2.3.

Assim, propoe-se a modelagem do doélar no mercado doméstico de cam-
bio como uma commodity de uso, o que ajuda a entender a dinamica entre
os precos futuro e a vista ao eliminar uma confusao frequente entre fluxos
para arbitragem, que apenas ajustam a relagao entre o preco a vista e o
preco futuro, mas nao tém efeito sobre a tendéncia do cambio, e fluxos que
efetivamente afetam as expectativas sobre a tendéncia.

Em um modelo deste tipo, o cupom cambial funciona como um convens-
ence yield; os fluxos de entrada ou a disponibilidade de linhas de captacao
externa como a producao da commodity; os fluxos de saida® como o consumo
da commodity; e as disponibilidades em délar de residentes mais as reservas
internacionais mantidas pelo BCB como os estoques da commodity.

Enquanto se acredita que existem estoques — délar na conta de residentes
e reservas internacionais — ou producao — fluxo de entrada e facilidade de
captacao — suficientes para suprir a demanda doméstica da commodity, os
agentes econdmicos que necessitam apenas de hedge, mas nao de caixa, pelo
menos imediatamente, estarao bem atendidos com instrumentos derivativos,
mesmo com liquidacao financeira em reais, como é o caso dos futuros e dos
swaps cambiais oferecidos pelo BCB. Neste cenario, o mercado a vista funci-
ona com liquidez, girando a demanda normal da commodity. As intervencoes
em derivativos afetam o preco futuro e este impacto é transmitido ao prego
a vista via arbitragem do convenience yield: quanto menor a diferenca entre
o preco futuro e o preco a vista, maior o convenience yield e fica mais atra-
tivo realizar estoques ou produzir mais — vender posicao ou realizar captacao
externa para venda doméstica — contra a compra de doélares no mercado fu-
turo. Como o mercado futuro é mais liquido, isso move mais o preco a vista,
aumentando a diferenca entre a taxa futura e a taxa a vista e diminuindo o

5Fluxos de saida tanto de néo residentes com capital no Brasil para remeter lucros ou
para liquidar posigoes, quanto de residentes, como importadores ou empresas com dividas
em doélar, que nao podem fazer pagamentos externos em moeda local.
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convenience yield até que ele deixe de ser atrativo. Note que o que significa
"ser atrativo" depende da liquidez. Pouca liquidez a vista pode tornar mais
interessante manter o dolar em vez de fazer a arbitragem, que, por outro
lado, nao ¢ uma arbitragem sem risco: as linhas externas raramente tém o
mesmo prazo que o contrato futuro e a liquidacao no mercado futuro é em
reais, de modo que a conversao destes reais para doélar na liquidacao, depen-
dendo da liquidez do mercado a vista, pode mover a taxa de cambio e trazer
perdas, especialmente em situacoes de crise. Assim, existe efetivamente um
mercado doméstico de cupom cambial, cujo preco de equilibrio esta associado
as expectativas de liquidez do mercado a vista, e nao apenas a taxa de juros
externa.

Por outro lado, se alguém acredita que a escassez da commodity sera
exacerbada o suficiente para disparar um movimento de mercado semelhante
a uma corrida, como no caso de sudden stops, flight to quality, expectativa
de mudangas regulatorias e controles de capitais, entre outros, aqueles que
realmente precisam da commodity para realizar pagamentos estarao dispostos
a aceitar qualquer preco pelo caixa efetivo em moeda estrangeira e nenhum
hedge com liquidacao em moeda local pode satisfazer esta demanda. Desta
forma, ficam claras as implicagoes da compreensao da dindmica do cupom
cambial nao apenas para a formacao de precos nos mercados futuros e a vista,
como também para a estabilidade financeira e para a formulacao de politicas
cambiais.

Finalmente, cabe ressaltar que a analogia que estamos propondo entre
o dolar e uma commodity, do ponto de vista de um agente econdémico reali-
zando operacoes dentro do Brasil, nao é exatamente uma inovacao, tendo sido
citada por Nassim Taleb, no prefacio de Geman (2005), que sugeriu a nego-
ciagao de moedas nao conversiveis como uma das possiveis aplicagoes gerais
de um conhecimento mais aprofundado sobre os derivativos de commodities,
embora tenha feito a analogia sob a perspectiva contraria de um investidor
com balanco em délares, em que a commodity é a moedas nao conversivel.
Por outro lado, a elaboracao formal desta analogia, com o desenvolvimento
de um modelo quantitativo e sua adequada aplicagao as peculiaridades de
um mercado cambial (o brasileiro, neste trabalho), até onde é do nosso co-
nhecimento, trata-se, sim, de uma inovacao. Portanto, ainda nao existe uma
literatura que consolide a nomenclatura para esta abordagem. Seria perfeita-
mente aceitavel, por exemplo, considerar o diferencial de taxa de juros r4—r,
(tomando ambas como taxas continuas) como um carry cost ou inventory cost
e apenas os prémios pelos riscos de conversibilidade e de liquidez como um
convenience yield, em analogia, por exemplo, a equagao 5.19 em Hull (2018,
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p. 127).° Contudo, como o cupom cambial atende perfeitamente & definigao
de Brennan (1991), optamos por tratar o proprio cupom cambial como um
convenience yield. De qualquer maneira, nada impede que a metodologia
desenvolvida neste trabalho seja usada para modelar apenas o prémio por
liquidez no mercado local, 77, jocqi. De fato, conceitualmente, é precisamente
o que faremos no capitulo 4.

6A equacdo citada relaciona o preco & vista de uma commodity de uso (ou de consumo,
como utilizado pelo autor), Sy, e o prego de um contrato futuro sobre esta commodity, Fo,
com vencimento em um prazo T, dado um carry cost ¢ e um convenience yield y, ambos
em taxas continuas, através da formula: Fy = Spe(c=97T,
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Capitulo 3

Modelos de Reversao a Média e o

Processo de Ornstein-Uhlenbeck
Generalizado (OUG)

Conforme discutido no capitulo 1, é padrao na literatura a utilizagao de mo-
delos com reversao & média para o convenience yield, o que é obtido, tradici-
onalmente, através da solucao da Equacao de Langevin, dada pelo processo
de Ornstein-Uhlenbeck (OU) ! e, como analisado na segao 2.2, é possivel
tratar o cupom cambial como um convenience yield. Contudo, os estoques
de moeda estrangeira, que afetam o cupom cambial, estdo sujeitos a varia-
coes bruscas. Alteragoes nas condicoes econdmicas, politicas, financeiras e
juridicas internas e externas podem mudar rapidamente a liquidez e dispo-
nibilidade de divisas, ocasionando saltos no cupom cambial nao capturados
pela integral estocastica em relagao a um processo de Wiener, como é o caso
do processo de OU classico.

Neste capitulo, analisaremos uma alternativa de modelagem estocéstica
para o convenience yield através da Equacao de Langevin Generalizada (ELG),
proposta por Mori e Kubo (vide Mori (1965), Kubo (1966) e Pechukas (1967)),
particularmente quando a integral estocastica correspondente ¢ em relacao a
um processo de Lévy, o que permite a possibilidade de saltos. E importante
ressaltar que nao se trata apenas da possibilidade de saltos. A ELG também
tem flexibilidade suficiente para que se modele a estrutura de autocorrela-
cao dos dados, através da funcao memoria, definida neste topico, o que seré
crucial no caso do cupom cambial.

Chamaremos a solucao da ELG de processo de Ornstein-Uhlenbeck Gene-

Vide, por exemplo, Gibson & Schwartz (1990), Brennan (1991), Schwartz (1997),
Casassus & Collin-Dufresne (2005) e Geman (2005).
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ralizado (OUG), para distingui-lo dos processos de Ornstein-Uhlenbeck nao
gaussianos (Barndorff-Nielsen & Shephard, 2001), que também generalizam
os processos de OU, ao permitir saltos, mas tém um grau de generalidade
menor, uma vez que a funcao memoria é fixa.

O fato do processo de OU ser a versao continua de um processo autorre-
gressivo de primeira ordem, AR(1),? motiva o estudo dos processos de OUG
na busca de aproximagoes em tempo continuo para processos autorregressi-
vos de maior ordem, havendo, neste trabalho, particular interesse no processo
AR(2), mais adequado & dinamica do cupom cambial, como sera mostrado
no capitulo 4.

Nas proximas secoes, detalharemos o conceito de reversao a média, sua
relacao com processos autorregressivos e de média movel e os aspectos teori-
cos mais relevantes dos processos de OUG, candidatos a modelos em tempo
continuo para séries financeiras que apresentam reversao a média com ordem
da relagao de recorréncia maior que 1.

3.1 Processos Discretos Lineares, Reversao a
Meédia e o Processo de Ornstein-Uhlenbeck

Nesta segdo, adaptamos de Hayashi (2000, caps. 2, 6 e 9) defini¢oes e re-
sultados relacionados ao conceito de reversao & média e a processos discre-
tos lineares fracamente estacionarios, incluindo processos autorregressivos e
de média movel, e, a partir destas definicoes e resultados, concluimos que
qualquer processo discreto linear apresenta reversao a média. Também apre-
sentamos algumas carateristicas relevantes dos processos autorregressivos e
de média movel, particularmente a relagao entre processos AR(1), em tempo
discreto, e o processo de OU, em tempo continuo, seguindo Gourieroux &
Jasiak (2001, cap. 2). As defini¢des, proposi¢oes e demonstracdes a seguir
referem-se a um espaco de probabilidade filtrado (2, F, { Fi }kez, P) com me-
dida de probabilidade completa e processos estocéastico discretos adaptados

a {F}rez-

Definicao 3.1. Um processo estocdstico discreto (Xi; k € Z) é fracamente
estacitondrio, estacitondrio em covaridncia ou estaciondrio de se-
gunda ordem se:

2Gourieroux & Jasiak (2001, p. 35) mostram que se pode chegar a um processo de OU
a partir de um proscesso AR(1) quando o intervalo de amostragem tende a zero. Stein
et al. (2016), por outro lado, mostram que o processo de OU pode ser discretizado através
de uma relacao de recorréncia de primeira ordem, de modo que é possivel interpretar esta
discretizacdo como um processo AR(1).
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1. E[Xy] ndo depende de k;
2. Cov(Xy, Xy—,;) existe, é finita e depende apenas de j € Z;

O primeiro processo discreto fracamente estacionario que definiremos sera
uma peca importante na nossa analise:

Definicao 3.2. Um processo estocdstico discreto (ex;k € Z) é um ruido

branco em covaridincia, ruido branco em sentido fraco ou ruido

branco em sentido amplo se é fracamente estaciondrio com E(g) = 0,
2 .

Var(ey,) = 0° e E(eeg—j) =0 para j € Z*.

A qualificacao do ruido branco em sentido fraco serve para distingui-lo do
ruido branco independente e identicamente distribuido (i.i.d.), mas, de agora
em diante, sempre que nos referirmos a ruido branco estaremos considerando
a definicao de ruido branco em sentido fraco.

Definicao 3.3. Seja (1 o espaco vetorial das sequéncias cujas séries sao
absolutamente convergentes. Um processo estocdstico discreto (Xy; k € 7.)
€ linear se puder ser representado por um parimetro u € R e pelo vetor
P € 01 C RN, tal que suas coordenadas, 1;, i € Zi,., sio o0s coeficientes do
somatdrio infinito de um ruido branco (egx; k € 7.), de modo que:

Xp=p+ Zl/}z‘ék—z-
=0

Definicao 3.4. Uma média mdvel de ordem gq, representada por MA(q)
(g-th order moving average process) € um processo estocdstico discreto linear,
conforme a definicao 3.3, no qual ¢ < oo € o maior indice do vetor ¥ tal
que a coordenada correspondente, 1, seja diferente de zero, i.e., Y, # 0 e
Yv; = 0 Vi > q. Se nao existir este indice, o processo estocdstico discreto
linear é chamado de média movel de ordem infinita e representado por

MA (o).

A existéncia do limite >~ 1;e)_; na definicao 3.3 e a estacionariedade de
um processo estocastico discreto linear sao garantidas pelo resultado abaixo:

Proposicao 3.1. (Hayashi (2000), Proposi¢ao 6.1, p. 367) Dado
um processo estocdstico discreto linear X = (Xy; k € Z), representado pelo
pardmetro | e pelo vetor ¢ € {1 de coeficientes reais do somatdrio de um
ruido branco (ex;k € Z), com Var(ei,) = o2, conforme a definicio 3.3, en-
tao (D it Yick—i;m € Z) converge em média quadrdtica e X € fracamente
estaciondrio, com E(Xy) = p para todo k € Z e Cov(Xy, Xy—j) = 75 =

02 220 @ij—l—iwi; ] € Z+. Além diSSO, (’Y],] € Z+) € €1-
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Este resultado pode ser estendido para o caso em que, em vez do ruido
branco, usamos um processo estocastico discreto qualquer (Zy; k € Z.), estaci-
onario em covariancia, cuja soma em valor absoluto para todas as defasagens
¢ finita, como detalhado na proxima proposicao:?

Proposicao 3.2. (Hayashi (2000), Proposi¢do 6.2, p. 369) Seja Z =
(Zi; k € Z.) um processo estocdstico discreto fracamente estaciondrio e o vetor
¢ € U1 com coordenadas reais ¢;, j € Z4. Entao Z;‘n:() ®;jZy—; converge em
média quadrdtica e o processo X = (Xy, k € Z.) dado por Xy, = Z;io G Ly €
fracamente estaciondrio. Se, adicionalmente, o vetor de autocovaridncias de
Z, (Cov(Zk, Zy—j),j € Zy), estiver em {1, entdo o vetor de autocovaridncias
de X também estd.

Nosso proximo passo sera estabelecer uma equivaléncia entre processos
AR(p) e MA(o0). Para isso, serao tteis os conceitos de operador defasagem,
filtro e polindmio de defasagem, dados a seguir:

Definicao 3.5. O operador defasagem ¢ um operador linear L que mapeia
a colecao de varidveis aleatorias de um processo estocdstico discreto fraca-
mente estaciondrio (Zy; k € 7.) nela mesma, através da relagio LZy := Zy_;.
A composicao do operador defasagem € denotada pela utilizacao de um ex-
poente, de modo que L(LZy) € denodado por L*Z, = Z_o ou, em geral,
LIZy = Zy_;, onde L7 denota a composi¢io de j operadores defasagem.

Definicao 3.6. Considere um vetor (¢;;5 € Z4) € ty, i.e., a soma in-
finita do wvalor absoluto de suas coordenadas converge, de modo que estas
coordenadas sao ditas absolutamente somdvets. Um filtro absoluta-
mente somdvel é o operador ¢(L) = ¢g + ¢1L + ¢oL? + -+ tal que,
dado um processo estocdstico discreto fracamente estaciondrio (Zy, k € 7.),
&(L) 7y, = Z;io $jZi—j. Se ¢, #0 ep; =0V)>p>1, entao o filtro é
chamado de polinémio de defasagem de ordem p.

Note que, pela proposicao 3.2, ¢(L)Zy = Z;io ¢jZi_; estad bem definido,
mas, em geral, um filtro ndo precisa que (¢;;j € Zy) € {,. Para nossos
propositos, contudo, trataremos apenas de filtros absolutamente somaveis,
que chamaremos simplesmente de filtros.

Definicao 3.7. Definimos a operacao bindria de produto entre dois filtros
¢a(L) € ¢p(L) como a composicao destes dois operadores lineares, denotada

por ¢ (L)dp(L).

3Uma prova pode ser encontrada em Fuller (1996, Teorema 4.3.1).
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E facil mostrar que o produto entre dois filtros é comutativo, isto é,
¢a(L)op(L) = ¢p(L)do(L). Para o caso em que os filtros sao polinomios
de defasagem, ha uma imediata analogia ao produto de polinémios. Para
o caso geral, a sequéncia de coeficientes do filtro ¢.(L) dado pelo produto
¢a(L)op(L) corresponde a convolugdo discreta entre as sequéncias de coefici-
entes (¢q ;7 € Z+) e (¢v;;J € Z), que é comutativa:

(¢cjsd € L) = (Z Pa,iPo,j-i5J € Z+> : (3.1)
=0

Também é importante notar que, pela proposicao 3.2, dado um processo
estocastico discreto fracamente estacionario (Zy; k € Z), ¢p(L)Z), é um pro-
cesso estocastico discreto fracamente estacionario, de modo que ¢.(L)Z; =
¢a(L)p(L)Z) ¢ uma variavel aleatoéria bem definida. Fuller (1996, p. 30)
prova, adicionalmente, que o produto entre filtros absolutamente somaveis,
¢e(L) = ¢o(L)dp(L), & um filtro absolutamente soméavel.

E possivel, ainda, definir um elemento identidade e o inverso de um filtro:

Definicao 3.8. O filtro unitdrio é dado por ¢;(L) := 1 e o filtro in-
verso de um filtro (L) € o filtro, denotado por ¢(L)™" ou 1/¢(L), tal que

¢(L)p(L)" = ¢1(L) = L.

Dado um filtro ¢(L), se ¢y # 0, sempre é possivel obter (L) = ¢(L)™" a
partir da equacao 3.1, ja que ¢(L)Y(L) = ¢;(L) com ¢pro=1e ¢;; =0Vj >
0= 1y = %, Y = —% = —i—% e assim sucessivamente.

O 1ltimo resultado necesséario para usarmos filtros na anélise de processos
autorregressivos é a proposicao 3.3. Para enuncia-la, seré util a definicao do
polinémio na varidvel complexa z associado ao polindémio de defasagem de
ordem p:

Definicao 3.9. Considere o polinémio de defasagem de ordem p, p € 77,
dado por ¢(L) = ¢po+ 1 L+---+¢,LP. O polindmio associado ou polino-
mio caracteristico de ¢(L) é definido como ¢(z) 1= ¢po + P12 + -+ - + P27,
z e C.

Proposicao 3.3. (Hayashi (2000), Proposi¢do 6.3, p. 374) Considere
um polinomio de defasagem de ordem p dado por ¢(L) =1 — ¢ L — ¢ L* —
<o — @, LP e seja (L) o seu filtro inverso, i.e., (L) = ¢(L)~*. Se o valor
absoluto de todas as raizes do polinémio caracteristico de ¢(L) for maior que
1, entdo (V;;5 € Zy) € (4.

A proposicao 3.3 nos da uma condicao de estabilidade que garante que os
coeficientes do filtro inverso de um polinémio de defasagem de ordem p sejam
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absolutamente soméveis. Uma condigao equivalente pode ser estabelecida em
relacao ao polinémio:

Po(1)2) = 2P — 2Pt — i — 12— @y (3.2)

Este polinomio estd bem definido porque 0 nao pode ser raiz de ¢(z),
como dado na proposicao 3.3, e, claramente, as raizes de 2P¢(1/z) sdo dadas
pelo inverso das raizes de ¢(z), de modo que podemos estabelecer a condigao
de estabilidade de duas maneiras.

Definicao 3.10. Dado o polinémio de defasagem de ordem p, ¢(L) = 1 —
0L — pol? — - — opLP, as condicoes equivalentes:

e O valor absoluto de todas as raizes do polinomio ¢(z) associado a ¢(L)
sa0 matores que 1;

e O valor absoluto de todas as raizes do polindmio zP¢(1/z) associado a
o(L) sao menores que 1;

sao chamadas de condi¢coes de estabilidade para que o filtro inverso de
o(L) possua coeficientes absolutamente somdveis.

Médias moéveis de ordem p, (MA(p)), processos autorregressivos de ordem
p, (AR(p)), e processos autorregressivos e de médias moveis de ordens p e g,
(autorregressive moving-average, ARMA(p, q)), sdo parametrizacoes dos coe-
ficientes dos processos MA(00), e usaremos a proposi¢ao 3.3 para estabelecer
estas parametrizacoes.*

No caso MA(p), a parametrizacdo ¢ imediata e dada pela definigao 3.4.
Para os demais casos, partiremos das suas definigoes.

Definicao 3.11. Um processo estocdstico discreto autorregressivo de or-
dem p, com p € 7, denotado por AR(p), é a colecio de varidveis aleatorias
(Xk; k € Z) que obedece a sequinte relagdo de recorréncia:

X, = C+¢1Xk_1 + "'+¢pXk—p+€ku (33)

em que c € R e os coeficientes ¢; € R, 1 <1i < p, sao constantes e (ex; k € Z.)
€ um ruido branco.

“Historicamente, esta é uma consequéncia da decomposi¢io de Wold (Brockwell &
Davis, 2016, segao 2.6, p. 67), implicando que qualquer processo discreto fracamente esta-
cionario com média finita e sem componentes deterministicos admite uma representacao
linear como na defini¢ao 3.3.
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Se tomarmos o polinomio de defasagem de ordem p dado por ¢(L) =
1—¢1L — ¢L? — -+ — ¢,LP, a equagdo 3.3 pode ser reescrita como:

P(L) Xy = ¢+ ex, (3.4)

o que nos permite utilizar o ferramental de filtros desenvolvido até agora para
demonstrar que um processo AR(p) possui uma representagdo MA (oo):

Proposicao 3.4. (Hayashi (2000), Proposigcao 6.4, p. 379) Repre-
senta¢do MA () de um processo AR(p). Seja X = (X3 k € Z) um
processo AR(p) dado por ¢(L) Xy = ¢+ ey, conforme a equacio 3.4. Se ¢(L)
obedece as condicoes de estabilidade da definicao 3.10, entao o processo X ad-
mite a representagio MA(co) dada por X;, = p+1(L)ey, ¥(L) = ¢(L)™!, e é
fracamente estaciondrio, com sequéncia de autocovariancias (v;j € Z4) € {4
e média constante dada por p = cp(1) = ¢/P(1), em que (1) e ¢(1) sao,
respectivamente, os polindmio caracteristicos de (L) e ¢(L) aplicados no
ponto z = 1.

Note que a média do processo AR(p) dado por ¢(L) Xy = ¢+ &, ndo é c,
mas p = ¢/¢(1). Isto nos d4 ainda outra maneira de representar um processo
AR(p) quando as condicoes de estabilidade sao obedecidas:

P(L) Xy — ¢ = (L) Xy — puo(1)
= ¢(L) (X — p) = e (3.5)

As autocovariancias de um processo AR(p), na condigoes da proposigao
3.4, podem ser calculadas a partir da representacdo MA(o0), usando a pro-
posicao 3.1, ou através das equagoes de Yule-Walker (Hamilton, 1994, p.
59):

p
V= Z Gij—i + 07850, (3.6)

i=1
em que o2 ¢ a variancia do ruido branco e d; ¢ a fungao delta de Kronecker.
Os valores de vy a 7, podem ser obtidos usando o fato de que v_; = ;.

Particularmente, no caso de processos AR(1), as autocovariancias sao dadas
por:

10
Vi =T
1—¢
portanto, as autocorrelagoes p; para uma defasagem j serao dadas por:

(3.7)
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pi =2 = 0] = (sinal(gn)) 19!, (33)

e como ¢ é raiz de z¢(1/z), pelas condigdes de estabilidade devemos ter

|$1] < 1, do que resulta que o valor absoluto da autocorrelagao é exponencial-

mente decrescente com a defasagem j, alternando seu sinal caso —1 < ¢; < 0.

No caso de processos AR(2), é possivel mostrar que as condigoes de esta-
bilidade sdo equivalentes a (Johnston & DiNardo, 2001, p. 235)5:

1]+ ¢2 < 1 (3.9)

I6a] < 1. (3.10)

Usando as equagoes de Yule-Walker, também é possivel mostrar (Johns-
ton & DiNardo, 2001, p. 234) que as autocorrelagbes serdo dadas por:

1
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p2 = ¢ + @ (3.12)
1 — ¢,

pj = ¢1pj—1 + Papj-2,j € Ly (3.13)

Veja que 3.13 é uma equacao diferenca homogénea de segunda ordem,
com equacao caracteristica dada por 22 — 12 — ¢, que é exatamente o po-
linomio 22¢(1/2) associado ao processo AR(2), com raizes z} e z3, ambas com
valores absolutos menores que 1. Assim, se as raizes forem reais, a autocorre-
lacao decai com a defasagem. Se as raizes forem complexas, a autocorrelagao
apresenta oscilacao amortecida. Este tltimo é exatamente o comportamento
observado empiricamente no cupom cambial, como sera visto no capitulo 4,
e que serd replicado em tempo continuo com o processo de OUG que estamos
propondo neste trabalho.

Definicao 3.12. Um processo estocdstico discreto autorregressivo e de
média movel de ordens p e q, com p,q € 7, denotado por ARMA(p,q),

SEstas condigoes formam o triangulo de estabilidade do processo AR(2). Este
triangulo pode ser separado em duas regides, uma em que as raizes de z2¢(1/2) sao reais
e uma em que as raizes sdo complexas (vide, por exemplo, Harvey (1993, p. 20) e Wei
(2006, p. 41)). Yule utilizou o processo AR(2) para descrever o movimento de um péndulo
simples, de modo que este processo as vezes é chamado de processo de Yule (Wei, 2006,
p. 42).
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€ a colegao de varidveis aleatdrias (Xy; k € 7)) que obedece a sequinte relagao
de recorréncia:

X =c+ 1 X1+ + 0, X5y
+ Oger + 0161 + Ooepo + -+ - + an‘k,q, (3.14)

em que ¢ € R, os coeficientes ¢; € R, 1 < i< p, e, € R, 0<1i<gq, sao
constantes, com 0y # 0, e (ex; k € Z) € um ruido branco.

Se tomarmos os polindémios de defasagem de ordens p e ¢, respectivamente,
dados por ¢(L) =1— ¢ L— o> —---—p,LP e O(L) = 0+ 0, L+---+6,L9,
a equacao 3.14 pode ser reescrita como:

O(L) Xy = c+ 0(L)ey, (3.15)
que usaremos na proxima proposi¢ao:

Proposicao 3.5. (Hayashi (2000), Proposi¢ao 6.5, p. 381) Repre-
senta¢do MA () de um processo ARMA (p,q). Seja X = (Xy; k € Z)
um processo ARMA (p,q) dado por ¢(L) Xy = c+0(L)ey, conforme a equagao
3.15. Se ¢(L) obedece as condigoes de estabilidade da defini¢ao 3.10, entao
o processo X admite a representacao MA(co) dada por Xy, = p+ (L)ey,
P(L) = ¢(L)710(L), e é fracamente estaciondrio, com sequéncia de autoco-
varidncias (7v;: 5 € Zy) € {1 e média constante dada por 1 = c/¢(1), em que
(1) € o polinémio caracteristico de ¢(L) aplicado no ponto z = 1.

Novamente, a média do processo ARMA(p, ¢) nao é dada por ¢, mas por
p = c¢/o(1), e podemos representar um processo ARMA(p, q), quando as
condicoes de estabilidade sao obedecidas, por:

G(L) Xy — ¢ = 6(L) Xy — (1)
— 6(L)(Xe — ) = O(L)z. (3.16)

E importante ressaltar que, se os polinémios ¢(z) e 6(z) possuirem rai-
zes em comum, é possivel obter um processo ARMA(p — k,q — k) equiva-
lente, em que k é a ordem do polinémio «(z) tal que ¢(z) = «a(2)¢*(2)
e 0(z) = a(2)0*(z). Isso ocorre porque, de acordo com a proposicao 3.5,
P(L) = ¢(L)"10(L) pode ser dado por ¢(L) = ¢*(L) ra(L) ta(L)0*(L) =
¢*(L)0*(L), que corresponde ao processo ARMA(p — k,q — k) dado por
¢*(L)(Xy — p) = 0*(L)ey, conforme a equagao 3.16.
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Dada a representacio MA(o00), as autocovariancias e autocorrelagoes do
processo ARMA(p, q) podem ser obtidas a partir dos coeficientes de (L) =
#(L)710(L), usando a proposi¢ao 3.3, ou através do mesmo procedimento
usado para a obtencao das equacoes de Yule-Walker. Ressalte-se, no en-
tanto, que a partir da defasagem j > ¢, supondo que nao existam raizes em
comum entre ¢(z) e 0(z), as autocovariancias e autocorrelagoes do processo
ARMA(p, ¢q) sdo as mesmas do processo AR(p) (Hamilton, 1994, p. 60).
Note também que a estabilidade do processo ARMA(p, q) depende inteira-
mente dos coeficientes da parte autorregressiva.

Com base no que foi discutido sobre processos estocasticos discretos linea-
res, definiremos o conceito de reversao a média, relacionado & previsao destes
processos, de relevancia 6bvia para economia e financas. Antes, contudo,
mostraremos uma expressao para a previsao de um processo estocastico dis-
creto usando o erro quadratico médio (mean squared error, MSE) como
critério de ajuste da previsao:®

Proposigao 3.6. (Hamilton (1994), p. 72 e 73) Sejam (Xi; k € 7Z)
um processo estocdstico discreto e Xk+5, s € 77, uma estimativa do valor
de Xpis, dada a filtragao Fr. O menor erro quadrdtico médio entre Xy s €
Xirs, dado por Bl(Xpys — Xirs)?], € obtido quando Xpyy = E[X | Fil.

Com este resultado, fica clara a relacao entre o conceito de reversao a
média e a previsao de processos estocasticos:

Definicao 3.13. Um processo estocdstico discreto (Xy;k € 7Z.) apresenta
reversao a média se B[ Xy | Fr] — E[X] em média quadrdtica quando
s — 00.

Esta defini¢cao implica que, dado um horizonte de tempo suficientemente
grande e usando um critério de minimo erro quadratico médio, a esperancga
é¢ a melhor previsao para um processo estocastico discreto que apresenta
reversao a média. De fato, este é o caso para qualquer processo estocéastico
discreto linear:

Proposicao 3.7. (Hamilton (1994), p. 489) Se o processo estocdstico
discreto X = (Xy; k € 7Z) admite representagdo como média mdvel de um
ruido branco com coeficientes absolutamente somdveis, i.e, (V;;1 € Zy) € 44,
entao X apresenta reversao a média.

Portanto, processos lineares estacionarios sao bons candidatos a modelar o
convenience yield e as mais diversas séries temporais em economia e financas,

6Vide, por exemplo, Wei (2006, p. 89 e 90) ou Hamilton (1994, p. 72 e 73).
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entre outras areas, que apresentam reversao a média. O ultimo resultado
desta secao nos permite mostrar que, se aumentarmos a taxa de amostragem
de um processo AR(1), este tende a um processo de Ornstein-Uhlenbeck
(Gourieroux & Jasiak, 2001, cap. 2):

Proposicao 3.8. (Gourieroux & Jasiak (2001), Proposicao 2.4, p.
30) Seja X = (Xg; k > Z) um processo estocdstico AR(1) dado por X =
cx + pXp_1 + ex, E(e2) = 0% Entdo o processo estocdstico (Yy;k € 7Z.)
definido por Y, = Xy,, com n € 77 fixo, € um processo estocdstico AR(1)
dado por: Y, = cy + p"Yi_1 + g, em que (ng; k € Z.) é um ruido branco com
91-—p2n

varidncia o T
1-p

Agora considere X = (X (t);t > 0) um processo estocastico continuo que
pode ser amostrado em tempos discretos dados por ¢, = kh, em que k € Z,
e h € R é o passo de discretizagao. O processo X é adaptado a filtragao
{Fi}ter do espago de probabilidade filtrado (Q, F,{Fi}ier, P), sujeito as
condi¢oes usuais, com F;, C F; Vkh < t. Seja, ainda, (W(t);t > 0) o
processo de Wiener padrdo, também adaptado a {F;}er. Defina Xy, =
X (kh) e suponha que, dado um n € Z*, fixado, valha a relacdo:

n—1

Xkh = Ch/n Z P 4+ P X N,
i—0
em que:

e = S I (k= ) — W ((kn — i — )R],

isto é, o processo estocastico discretizado (X k € Zy) é AR(1).
Pela proposicao 3.8, podemos escrever:

Xkh/n = Chn + ph/nkal,h/n + €k,h/n;s
em que:

Ernm = W (kh/n) — W((k — 1)h/n).

Tome ¢y, = 0, p > 0 e denote p = e = 0 > 0, uma vez que para
0 processo ser estacionério é preciso que |p| < 1, independentemente dos
valores de h e n. Denote também 0Wj, p,/, = W (kh/n) — W((k —1)h/n) e
obtemos:

Xieh/n = €7eh/nXk71,h/n + Wi n/n-
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Pela expansdo de Taylor da exponencial, e /" = 1 — %h + 0 (]%}LP)
quando ]%| — 0, logo, para n suficientemente grande, vale a seguinte apro-
Ximagao:

0h
Xioh/n = (1 - ;) Xi—1,h/n + Wi h/m

h
= Xihn — Xp—1,n/n = _Qkal,h/nE + Wi n/n

Denotando ainda Xy, j,/n, — Xi—1,4/n POr 0X} 1/, € 0 novo passo de discre-
tizagdo h/n por dt, a relagao anterior fica:

0 X5t = —0Xp_1 500t + OWy 51,

que é a discretizacdo de Euler-Maruyama’ para a equacao de Langevin, cuja
solucao é o processo de Ornstein-Ulenbeck.

Esta relagao entre o processo AR(1) e o processo de OU nos levara a
buscar nos processos de OUG os modelos em tempo continuo para variaveis
economicas e financeiras que apresentam reversao a meédia, mas que corres-
pondem a processos discretos lineares de ordem superior ao AR(1).

A proxima secao revisa alguns conceitos fundamentais dos processos de
Lévy, em relacao aos quais serao definidos os processos de OUG, discutidos
na sequéncia.

3.2 Processos de Lévy e o Processo de Difusao
com Salto

Nesta secao, caracterizaremos os processos de Lévy. Particularmente, enun-
ciaremos o teorema da Decomposi¢do de Lévy-It6é (Applebaum, 2009, p.
126), que nos permite definir um processo de difusao com salto (jump-
diffusion process), resultante da soma entre um processo de Wiener com
tendéncia (drift) e um processo de Poisson composto.

A partir desta definicao, trataremos particularmente do processo de di-
fusao com salto e mostraremos que se a distribuicao do tamanho dos saltos
possuir os primeiro e segundo momentos finitos, entao as variacoes discretas
de processos de difusao com salto também possuem os primeiro e segundo
momentos finitos, o que os torna bastante trataveis, ainda que flexiveis o

"Para uma discussdo do método, vide, por exemplo, Platen & Bruti-Liberati (2010, p.
248) ou Kohatsu-Higa & Protter (1991).
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suficiente para ter aplicagoes em diversas areas. Além disso, também mos-
traremos que as integrais estocasticas em relacao a estes processos, ao longo
de intervalos de integracao sucessivos e disjuntos, correspondem a uma su-
cessao de varidveis aleatorias i.i.d., com a mesma distribuicao de variacoes
discretas de um processo de difusao com saltos normalmente distribuidos,
de modo que podem ser utilizadas para modelar um ruido branco. Conse-
quentemente, serd possivel lancar mao dos resultados apresentados na secao
anterior para analisar o comportamento dinamico de discretizagoes de pro-
cessos estocésticos continuos direcionados por um ruido de Lévy dado por
uma difusao com salto. Ao final da secao, discutiremos a estimacao deste
tipo de processo no caso particular em que a distribuicao do tamanho dos
saltos é normal.
Iniciaremos com a definicao de um processo de Lévy:

Definicao 3.14. Dado um espago de probabilidade (2, F,IP), um processo
estocdstico X = (X (t);t > 0) em R, d € Z* , é um processo de Lévy se:

1. X(0) =0 quase certamente (q.c.);

2. X tem incrementos independentes:

Para todo n > 1 e para todos 0 < tp < t1 < ... < t,, tem-se que
X(tg), X(t1)—X(to), ..., X(tn)—X(tn_1) sao varidveis aleatdrias (v.a.)
independentes;

3. X tem incrementos estactondrios:
Vt >0 eVh>0,X(t+h)— X(t) 2 X(h);

4. X € estocasticamente continuo:
Vt >0 e Ve >0, tem-se que lim,_,o P(|X(t + h) — X(t)| > ¢) = 0.

Por simplicidade, algumas definicoes do processo de Lévy® incluem a con-
digao de que ele possua uma versao com trajetorias cadlag (continue a droite,
limite & gauche), i.e., IQy € F, com P(Qy) = 1, tal que, para cada w € Qg
fixado, a trajetoria de X é uma funcao continua a direita V¢ > 0 e com limite
a esquerda finito V¢ > 0. A existéncia de uma versao cadlag do processo de
Lévy, contudo, ja decorre dos itens 2 e 4 da definicao 3.14 (Kallenberg, 2002,
Teorema 15.1, p. 286).

As proximas definigoes e resultados, adaptados de Applebaum (2009), nos
permitem formalizar o enunciado da Decomposicao de Lévy-Ito:

Definicao 3.15. Dado um espag¢o mensurdvel (S,S), uma medida aleato-
ria em (S,S), denotada (M(A); A € S), € o nicleo de transi¢ao de (£, F)
em (S,S), i.e., a funcio M : Q2 xS — [0, 00| tal que:

8Por exemplo, Sato (1999, p. 3).
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1. YA € S fizado, M (-, A) : Q — [0,00] € uma v.a.;
2. Yw € Q fizado, M(w,-) : S — [0,00] € uma medida em (S,S).

Definicao 3.16. Uma medida aleatoria (M(A); A € S) € dita independen-
temente espalhada se, VAq,..., A, € S disjuntos, as varidveis aleatorias
M(Ay),...,M(A,) sdo independentes.

Definicao 3.17. Dado o espago de medida (S,S, 1), uma medida aleatd-
ria (M(A),A € S) em (S,S) € uma medida aleatoria de Poisson com
média | se:

1. (M(A),A € S) € independentemente espalhada;
2. M(A) tem distribuicao de Poisson com média u(A) < oo,VA € S.

Definicao 3.18. Dado o processo estocdstico X = (X(t);t > 0), o processo
de saltos associado a X ¢é definido por AX = (AX(t) = X(t) — X(t7);t >
0), em que X(t~) € o limite & esquerda do processo X no ponto t.

E util entender que, para um processo de Lévy, a probabilidade de salto
em um dado ponto ¢ é nula:

Proposicao 3.9. (Applebaum, 2009, Lema 2.3.2, p. 100) Se X é um
Processo de Lévy, entao, para cada t > 0 fixzado, AX(t) =0 (g.c.).

Agora, seja X um processo de Lévy com trajetorias cadlag em €y € F,
com P(Qg) = 1, e AX o processo de saltos de X. Para cada 0 <t < 0o e
para cada A € B(R — {0}), i.e., borelianos de R — {0}, defina:

N(t, A)(w) = { ?{v&é Sﬂi t; AX (s)(w) € A}, Vw € Qo

em que # denota a cardinalidade do conjunto.

Para evitar o caso em que 0 € A, dizemos que A € B(R—{0}) é limitado
abaixo se 0 ¢ A (fecho de A). Note que, para um t fixado, N(t,-)(-) :
Q x B(R —{0}) - Z, ¢ uma medida aleatoria. Adicionamente, ¢ possivel
mostrar que, se A ¢ limitado abaixo, (N(t,A);t > 0) é um processo de
Poisson com intensidade p(A) = E[N(1, A)],° que, dado o valor fixo de ¢, é
uma medida finita e, portanto, o-finita. Assim:

%Vide, por exemplo, Applebaum (2009, p.101 a 105) ou Kallenberg (2002, cap. 12).
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Definicao 3.19. Sejam X = (X(t);t > 0) um processo de Lévy, AX =
(AX(t) = X(t) — X(t7); t > 0) o processo de saltos de X e Qy € F, com
P(Q) =1, em que X tem trajetdrias cadlag. Para todo w € €y, a medida
aleatoria de Poisson associada ao processo X ¢ dada por:

N(t,A)(w) = #{0 < s <t; AX(s) € A}Vt > 0,A € B(R—{0})
= ) 1L4(AX(s)(w)):

0<s<t
Por convengao, N(t,A)(w) =0 se w ¢ .
E agora podemos definir:

Definicao 3.20. Sejam um processo de Lévy X = (X(t);t > 0), o processo
de saltos AX = (AX(t) = X(t) — X(t7); t > 0), a medida aleatdria de
Poisson associada a X, N(t, A)(w), uma fun¢do f : R — R Borel-mensurdvel
e A€ B(R—{0}) limitado abaizo, para cadat > 0 e w € 2 fizrados. Entdo,
a integral de Poisson de f com respeito a N(t,A)(w) € dada por:

/Af(x) (t,dr)(w) = 3 F@N(E {2 (@)

€A

= > FAX(s)(w))1a(AX (5)(w)).

0<s<t

E usual omitir a dependéncia em w € Q da medida aleatoria, que sera
subentendida daqui em diante.

Definicao 3.21. Sejam A o anel dos conjuntos em B(R—{0}), X = (X (¢);t >
0) um processo de Lévy, AX = (AX(t) = X(t)— X (t7);t > 0) o processo de
saltos de X e (N(t, A) a medida aleatoria de Poisson associada a X. Para
cadat > 0 e VA € A, a medida aleatéria de Poisson compensada ¢
definida por: B

N(t,A) = N(t,A) — tu(A),

onde pu(A) = E[N(1,A)].

Definicao 3.22. A integral de Poisson compensada da fungdao [ com
respeito a N ¢ dada por:

/f N(t,dz) /f tdx)—t/Af(m)u(dx

Finalmente, nas condi¢oes das defini¢oes anteriores:
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Teorema 3.1. (Decomposi¢cao de Lévy-Itd) Seja X um processo de Lévy,
entao existemb € R, a > 0, ¢ > 0, um processo de Wiener W = (W (t);t > 0)
e uma medida aleatdria de Poisson N em [0,00) x (R —{0}) tais que, ¥Vt > 0,
vale:

X(t) =bt +aW(t) + / zN(t,dz) +/ xN(t, dz). (3.17)
0<|z|<c |z|>c
Em notacao diferencial, temos:
dX (t) = bdt + adW (t) + &N (dt, dz) + zN(dt, dx) (3.18)

Applebaum também mostra que:

o Xy (t) =bt+aW(t) é um Movimento Browniano com drift (processo
de difusao);

o Xy(t) = f0<|x|<c ©N(t,dz) ¢ um martingale (processo de pequenos
saltos);

o Xc(t) = f|z|>c xN(t,dx) = Z AX(8)1R\(—c,c)(AX(5)) € um processo
0<s<t
de Poisson composto (processo de grandes saltos).

Além disso, Xy, Xy e X sdo processos estocasticos independentes com
funcoes caracteristicas de sua distribuicao em um tempo ¢t > 0 dadas por:

ox (t, 1) = exp (ibtu - t(azu)2> , (3.19)
©x,, (t,u) = exp (t /O <|x<c(em -1- iuw)n(dm)) : (3.20)
Yx.(t,u) = exp (t/pczc(em - 1)n(dx)) , (3.21)

comu € R en medida de Lévy, i.e., satisfazendo [p, o, min{||z[]?, 1}n(dz) <
oo. Portanto, a funcdo caracteristica de um processo de Lévy (X (t);t > 0)
pode ser dada por ¢x(t,u) = vx,, (t,u)px,, (t, w)px.(t,u), recuperando-se a
Foéormula de Lévy-Khintchine:

ox(t,u) =exp (z’btu B t(a2u)2)

X exp (t /]R o (€™ — 1 —iurl_cq(x)) n(dx)> . (3.22)
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Desta maneira, o processo de difusao com salto que buscamos corresponde
a um processo de Lévy que nao possui a componente martingale de pequenos
saltos, ou seja, um processo que pode ser expresso por:

X(t) = bt +aW(t) +/ TN (t,dz), (3.23)

|z[>c
ou, em notacao diferencial:
dX(t) = bdt + adW (t) + zN(dt,dx). (3.24)

Os processos de difusao com salto, com aplicagoes que vao de biologia a
fisica (Gongalves et al., 2017, p. 2), tornaram-se imensamente populares em
aplicacoes relacionadas a financas e economia apoés o artigo seminal de Merton
(1976). Tais processos podem ser vistos como uma classe de processos de
Lévy, mas ainda capazes de modelar saltos e de ajustar-se a uma vasta gama
de dados financeiros e economicos cuja distribuicao da variacao percentual ou
da primeira diferenca entre os pontos amostrais seja leptocurtica e, portanto,
nao gaussiana.

Dada a grande popularidade de modelos de difusao com salto nas mais di-
ferentes aplicacoes, é natural que exista uma extensa literatura relacionada,
apresentando tais modelos em diversos contextos e com variadas formula-
coes e dificuldades proprias de estimagao, conforme a natureza do fend6meno
modelado e dos dados disponiveis. Para os propositos deste trabalho, usare-
mos o processo de difusao com salto como proposto por Merton, em que o
tamanho dos saltos é normalmente distribuido.

3.2.1 Processos de Difusao com Salto

Trataremos agora dos processos de Lévy que correspondem a difusées com
salto, conforme a equagao 3.23.1° Mais formalmente, seja A = R\ (—c¢,c) e
(T k € 7% ) a sequéncia de tempos de chegada para o processo de Poisson
(N(t,A);t > 0), entao a componente de grandes saltos na equagao 3.23 pode
ser reescrita como:

/:cNtdx > AX(T) 1 (T (3.25)

€LY

Também podemos definir a sequéncia de tamanho dos saltos como
(Zil k € Z7), tal que:

0Para uma discussdo mais detalhada sobre as propriedades do processo de difusio com
salto, vide Privault (2019, cap. 15).
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Z& = AX(TH). (3.26)

Como [, xN(t,dx) é um processo de Poisson composto (Applebaum,
2009, Teorema 2.3.9, p. 108), o processo estocdstico (Zi';k € 7)) éiid.
e também é independente do processo de Poisson (N (¢, A);t > 0).

Da equacao 3.24 em sua forma integral, conforme o Teorema 3.1, para
um intervalo de tempo 0t > 0 fixado, podemos escrever a varia¢ao em X (t)
como:!!

0X(t) =X(t) — X(t —dt)
=bt — b(t — 6t) + a[W (t) — W (t — dt)]
N (t,dxr) — N (t — ot,dx
+/|z|2c (t )/ (t - bt da)

|z|=c

=bt — b(t — 6t) + a[W(t) — W (t — 6t)]
+ ) AX(9)14(AX(5) = Y AX(s)1a(AX(s))

0<s<t 0<s<t—dt
=bot +asW(t)+ D AX(s)1a(AX(s))
t—dt<s<t
=bdt + adW (t) + 0 X (2). (3.27)

Denote o niimero de saltos no intervalo 6t por 0N (t, A) = N(t, A)— N(t—
dt, A) e a intensidade do processo (N(t, A);t > 0) por A = E[N(1, A)]. Con-
sidere ainda que as variaveis aleatorias Z;' possuem o primeiro e segundo
momentos finitos. Nestas condicoes, as variaveis aleatorias dadas pela varia-
¢ao de um processo de difusdo com salto, 6 X (t), possuem segundo momento
finito para todo t > 0t > 0, conforme a proposicao a seguir:

Proposicao 3.10. (Adaptado de Privault (2019), Proposi¢do 15.6,
p. 568) Sejam (U, F,{Fi}icr, P) um espaco de probabilidade filtrado, su-
jeito as condigoes usuais, X = (X (t);t > 0) um processo de difusio com salto
como na equagao 3.23, adaptado a {F }er ¢ A = R\ (—c¢,¢). Seja ainda
(T k € Z%) a sequéncia de tempos de chegada para o processo de Poisson
(N(t,A);t > 0), que tem intensidade X\ e é independente do processo esto-
cdstico i.i.d. (Z{k € Z3) = (AX(T{); k € Z%) do tamanho dos saltos com
Zit € L(Q, F,P), de maneira que [, xN(t,dr) =Y, .o, AX(5)14(AX (s))

1 Usaremos a notacdo d para indicar variacdo discreta, de modo a ndo haver confusio
com a notacdo para o processo de saltos AX = (AX(t) = X(t) — X(t7); t > 0).
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¢ um processo de Poisson composto. Se 0 X (t) € a variagcdo do processo X en-
tre os tempos t— 0ot et, conforme a equacao 3.27, entao, para todot > ot > 0,
60X (t) € L*(Q, F,P) com:

E[0X (t)] = bot + E[Z{]\t; (3.28)
Var(6X (t)) = a5t + E[(Z{})*]\ot. (3.29)

Demonstragdo. Temos que E[§W(t)]=0e >, 5 ., AX(5)14(AX(s)) =0
se ON(t, A) = 0, isto é, se ndo houver salto no intervalo (t—dt¢,¢]. Além disso,
a probabilidade de ocorréncia de um nimero n € Z, de saltos no intervalo
de tempo (¢ —dt,t] em um processo de Poisson com intensidade A é dada por:

ef)\ét()\cgt)n
n! ‘
Defina, ainda, o conjunto de indices {k;;i = 1,2,--- [ 0N(t, A)} tais que
T,S € (t — 0t,t] e sejam T e Z{ copias independentes de T,ji‘ e Z,j;, respec-
tivamente, para um ¢ qualquer. Entao, para a média:

P(SN(t, A) =n) = (3.30)

E(6X (1)) = bot + E

> Ax<s>1A<Ax<s>>]

t—8t<s<t

—b5t+> E| Y AX(S)1A(AX(3))]5N(t,A):n P(SN(t, A) = n)

n>1 Lt—dt<s<t
oAt
=bit+ Y B Z AX (T e (don"
n!
n>1
i —\Gt n
B 4| e (AOT)
= b(St—l—Z]E ZZk —
n>1 Li=1
—\dt n
= b3t + Y nE[Zﬁ]ﬂ
= n!
(n=1)
= bt + (B[Z{A5t)e ™ %
n — .

n>1
= b6t + (B[Z{ A5t )e Mt
= bot + B[Z] N6t

O segundo momento da variagao do processo de difusao com salto também
existe e é finito, podendo ser obtido com a utilizacao da funcao geradora de
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momentos da variacao de um processo de Poisson composto. Seja Py a
medida de probabilidade em R correspondente & fungdo distribuigao de Z7!,
Le., [o ZidP = [, aPy(dx), e 0Xc(t) =3, s51cses AX(5)14(AX (5)), entdo
a funcao geradora de momentos de § X (t) sera dada por:

M(;Xc(()é> =FE

exp (a Z AX(s)lA(AX(s))>

t—0t<s<t

:ZE

n>0

P(SN(t, A) = n).

exp (a S AX(s)lA(AX(s))> ’(SN(t,A) —n

t—8t<s<t

Da independéncia entre as variaveis aleatérias Z;', vem:

€_>\6t ()\515)”

Mixo() =+ 3" F ¢

n>1

— A6t n 1
oMt Z e (A" H E [exp (aZ}})]
i=1

n!
n>1

i=1

exp (a Z AX(T,;?))

=3 O fexp (az)] )

n>0

Nt Z {MHE [exp (aZi!)] }"

n!

n>0

=exp {—)\515 + MtE [exp (aZ,f)} }
=exp [—Aét/A]PZ(dx) + A(St/Aexp(ax)IPZ(dx)}
— oxp {w /A (e0 — 1)1Pz(dx)] | (3.31)

Da Regra de Leibniz, resulta que o segundo momento da variagao do
processo de Poisson composto é:

a=0

= A(St/A:EQ]PZ(dm) + (x\ét/Am]PZ(dx))
= MtE[(Z)?] + (AEE(ZM)). (3.32)
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O segundo momento menos o quadrado do primeiro resulta na varian-
cia, que, assim, é dada por MtE[(Z{)?] + (AtE(Z{))? — (\tE(ZP))? =
ME[(Z{)?. Como as componentes de difusao e de salto sao independentes
e como E[(6W (¢))?] = dt, de 3.27 vem que a variancia de X (¢) é:

Var(6X (1)) = a®0t + E[(Z{)*|\t.
0

Como sera visto no capitulo 5, também serd importante determinar o
comportamento de uma integral em relacdo a um processo de Lévy X =
(X (t);t > 0) quando o integrando é nao estocastico, dado por uma fun¢ao
f € L*([0,T]), isto é, uma integral Y; = (Y;(¢); T >t > 0) tal que:

Y(t) = / F(5)dX (s), (3.33)

Esta integral s6 estaria bem definida como uma integral de Stieltjes se
as trajetorias de X (¢) tivessem variacao finita em [0, 7] quase certamente, o
que garantiria a convergéncia das somas de Riemann-Stieltjes:

Definicao 3.23. Seja P, = {t1,ta,  ,tu,tnp1} coma =1t <ty < -+ <
tne1 = b uma particio do intervalo [a,b] € R, n € Z*. A norma da
particdo é dada por ||P,|| = mdzi<i<n|tis1 —ti|. A variagdo de uma fungdo
com trajetoria cadlag g : [a,b] — R sobre a particao P, é dada por:

varp, (g) = Z|Q(tz‘+1) —g(t;)]- (3.34)

A vartacao total de g é o supremo de sua variagao sobre todas as pos-
stveis particoes P,, com n qualquer:

V, = supvarp, (9). (3.35)

Se V, < oo diz-se que g € de variacao finita ou variacao limitada.

Caso contrdrio, diz-se que g € de variagao infinita. Um processo estocdstico

(X(t);t > 0) com uma versao possuindo trajetdrias cadlag € de variagao

finita se suas trajetorias possuem variagao finita quase certamente. Caso
contrdrio, o processo € de variacao infinita.

Integrais de Poisson, conforme a defini¢ao 3.20, da forma [, f(z)N(t, dx),
f : R — R Borel mensuravel, sao de variacao finita se A for limitado abaixo
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(Applebaum, 2009, p. 111), mas o tnico martingale continuo de variacao
finita é uma constante (Applebaum, 2009, p. 112), de modo que o processo
de Wiener, que é martingale e continuo, nao é de variacao finita.

Applebaum (2009, cap. 4) detalha uma construgao da integragdo em
relacao a medidas aleatorias independentemente espalhadas a valores mar-
tingales (e.g. a medida aleatoria de Poisson compensada), com integrandos
estocésticos ou nao, o que fornece uma teoria para a integracao em rela-
cao a um processo de Lévy geral. Um dos resultados obtidos que nos serd
particularmente 1til é o que se segue:

Proposicao 3.11. (Applebaum, 2009, Lema 4.3.12, p. 238) Para todo
0<s<t<T, dada f € L*([0,T]), Y;(t) — Y;(s) € independente de Fs.

Para o caso de um processo de difusao com salto, contudo, interessa
apenas o caso da integragao em relacao a um processo de Wiener, que é
simplesmente a integral de It6:

/0 F)dW(s) = Tim S f) W) - W), (330

em que (P,;n € Z7%) é uma sequéncia de parti¢des do intervalo [0,¢] com
|P.ll = 0 quando n — oo, f € L*([0,T]), t € [0,T] e o limite ¢ tomado em
média quadratica.'?

Assim, para o caso em que (X(¢);t > 0) é um processo de difusdo com
salto conforme a equacao 3.24, podemos reescrever 3.33 como:

Yy (t) :b/o f(s)ds—i—a/o f(s)dW (s) +/ f(s)zN(ds,dx)

(0,¢]x A

:b/0 f(s)ds + a lim Z f(t5) W (1) = W(E;)]

tj,thePn

+ ) f(s)AX(s)1a(AX(s)), (3.37)
0<s<t
emquebeR,a>0,¢c>0e A=R\ (—c0).
A proposicao 3.11 nos mostra que Yy = (Y;(¢);T >t > 0) possui incre-
mentos independentes quando (X (¢);t > 0) é um processo de Lévy. Quando

12 Alternativamente, é possivel definir a integral de It6 considerando uma sequéncia de
fungdes elementares (f,;n € Z%) tais que f, — f e tomando o limite em média quadratica
quando n — oo, e.g. Kuo (2006, cap. 4).
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este processo ¢ uma difusao com salto, se determinarmos a distribuigao de Y}
serd possivel definir, simular e estimar um componente de erro que usaremos
na discretizacao do processo que serd definido no capitulo 5. Enunciaremos,
agora, mais um resultado de Applebaum (2009) que nos permite determinar
a distribuicao da componente dada pela integral de Itd na equacao 3.37:

Proposicao 3.12. (Applebaum, 2009, Lema 4.3.11, p. 238) Seja
f e L*([0,T]) e W(t) o processo de Wiener, entio, para cada T >t > 0,
Jy ()W (5) ~ N (0, [y £(s)Pds ).

Resta determinar a distribuicao de » ., f(s)AX(s)1a(AX(s)) para
cada T' >t > 0, o que sera feito na seguinte proposicao:

Proposigao 3.13. Considere uma fungio f € L*([0,T]). Nas condigoes da
proposicao 3.10, a integral de f dada por f(O,t}xA f(s)xN(ds,dx) e denotada
porYso(t), T >t >0, éum processo de Poisson composto em que o tamanho
dos saltos seque a distribuicao da varidvel aleatoria J;f‘ = f(TMZL, em que
T € (0,t] é um tempo de chegada condicional a wm nimero n € 77 de
saltos, i.e., T tem distribuicao uniforme em (0,t]. Além disso, a funcdo
caracteristica de Yy (t) é:

v, ot 4) = exp (A /0 t /A (cinf s _ 1)IPZ(dx)ds) o (339)

em que Pz € a medida de probabilidade em R correspondentes a funcao dis-
tribuicao de Zi', i.e., Jo ZAdP = [y 2Pz(dx). Se f € continua no intervalo
[0,T], temos ainda:

Elvyo(0) = ABLZ¢) [ s (3.39)

Var(so(t) = XELZY [ 17(5)FPas. (3.40)

Demonstracao. A funcao caracteristica de Yy o(t) é dada por:

Pype(t,u) = Elexp(iuYye(t))]

exp (zu > f(s)AX(s)lA(AX(s))>] .

0<s<t

=E

Aplicando o condicionamento em relagdo ao niumero n € Z de saltos no
intervalo (0, t], obtemos:
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¢Y%c(t7u)

=3 E |exp (zu 3 f(s)AX(s)lA(AX(s))> ‘N(t, A)=n

n>0 0<s<t

P(N(t, A) = n).

Defina o conjunto de indices {k;;i = 1,2,--- , N(t, A)} tais que T,;;‘ € (0,1
e sejam T e Z{! copias independentes de T,;‘: e Z,i, respectivamente, para
um ¢ qualquer. Entao, da independéncia entre as varidveis aleatorias Té e
Z;;:, vem:

Pype(tu) =e M+ E |exp (zui f(T,Q)AX(T,Q)> eiﬂ
—e M4 ; ‘E_Atnﬂ f[ E [exp(iuf (T} Z))]
=> “% {E [exp(iuf (T{H 2]}
_ :Zit ; {ME [exp(ilg (THZH]}"

= exp {—\t + ME [exp(ivf (T Z)] }
= exp {ME[—1 + exp(iuf (TN Z{)]} -

Defina a variavel aleatoria J;' = f(T') Z! e seja P; a medida de probabi-
lidade em R x R correspondente a funcao distribuicao de JJf‘, ie., fQ de]P =
f(O,t]xA f(s)xP;(ds,dx). Segue, portanto:

©y; o (t,u) = exp {/\t/ (e™f& _ )P (ds, dx)| ,
(0,t]x A
que, conforme a equacao 3.21, é a funcao caracteristica de um processo de
Poisson composto em que os saltos possuem a mesma distribuicao de J ]‘f‘.
Note que T/ é um tempo de chegada de um processo de Poisson condici-
onal a um dado nimero n de saltos, de modo que tem distribuicao uniforme
em (0,t], i.e., T{ ~ U(0,t]. Adicionalmente, como os tempos de chegada
sao independentes do tamanho dos saltos em um processo de Poisson com-
posto, f(T{) é independente de Z;*. Portanto, podemos reescrever a fungio
caracteristica como:
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1
Prelton) = exp | [ e npsas) |
7 0,t]x A t—0

—exp( // (elufts —1IPZ(dx)d>.

Se f é continua no intervalo [0, 7], podemos derivar e aplicar a Regra de

Leibniz, do que obtemos:
= A / / s)xPz(dx)d

= iIAE[Z] /O f(s)ds

0g0yfc (t,u)

e assim:
190y, .(t,u) t
Bliv,o(0] = 1 4| = ABIZY [ (s)as
Por fim:
0? @yfc (t,u) 2
2 / / s)xPz(dx)d

A /0 /A 2 £2(5)22P 5 (dx)ds
~ (xeizd) [ t f(s)d8>2 B [ 170

1 0? LPch(t u)
i2 ou?

(AE Zy] / f(s S)2+AE[(Z7§‘)2] /Otlf(S)Ist,

Var(oy, o (1) = El(¢v,0 ()2 — {Elpy, (1)}

= B[(¢y; (1) =

u=0

€ Comao:

segue a tese:

Var(py, o (1)) = AE[(Z{) / 1 (s)|ds.
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Particularmente no caso em f € L?([0,T]) é infinitamente diferenciavel,
propomos a seguinte aproximagcao:

Proposigao 3.14. Sejam f € L*([0,T]) infinitamente diferencidvel e Yy o(t)
nas condigées da proposi¢ao 3.13. Entao E[J}] = fE[Z{Y] e J} — f,Z[' em
média quadrdtica quando O(t?) — 0, onde:

_ 1 [t
:Z/o f(s)ds. (3.41)

Demonstracdo. Inicialmente, da independéncia entre T2 e Z{* e do fato de
T ser uniformemente distribuido entre 0 e ¢, temos:

L] =ELAT22 = Bl ez = ( [ £ ) Bl

_ G /0 t f(s)ds> E[Z{] = [E[Z])]

Adicionalmente:
E[(f(T) 2 = F.20)7] =B |(FT)H 20 - 20 (TOTAZ? + T (210
=E[(2{)") (EI(F(T)?) - 27 ELF(TY)] + T

() ([ P tgds - 2T+ T
(2 (7 [ )as-T)
ez |1 [ as— 5 ([ s )]

Como f ¢ infinitamente diferenciavel, sua expansao em série de Taylor ao
redor de 0 fica:

f(x) = f(0) + f/(0)x + O(a?).
Dai temos:
%/0 /f )+ 2£(0)f/(0)s + O(s?)ds
= (f (0)t + f(0)£'(0)* + O(t%))
= f2(0) + f(0)f'(0)t + O(t?),
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e também:

([ s0s) = ([ 100+ 705+ 0515
tlz(f )t+ f'(0 +O(t3))2
= = (PO + )70 +0(")
= F(0)+ JO)'(0)¢ + O(#).

Segue, portanto, que:
E[(J} — f.2i)?] = E[(f(TH 2 — F.2i)°] = El(Z)*)0(t),
de onde Jf‘ — f,Z{ em média quadratica quando O(t?) — 0. O

Assim, seja f € L*([0,T]), T > 6t > 0 fixado e (X (¢);¢ > 0) um processo
de difusao com salto como na equacao 3.23. Defina o processo estocastico
discreto (ej5; k € Z7) com:

s = / ket — )X (s). (3.42)
(

k—1)6t

Da equacdo 3.37 e das proposicoes 3.11 e 3.13, (epso; kb € Z7%) € iid.
e cada €5 tem a mesma distribuicdo da variavel aleatéria Y, (0t), em que
g(t) = f(ot —t), e, portanto:
5t St

Blers] =0 [ f(6t — s)ds + AE[Z}] f(6t — s)ds (3.43)
0 0

st st
Var(eys) = a’ |f(6t — 5)]2ds + AB[(Z{)] |f(6t — s)[’ds.  (3.44)

0 0

Se tomarmos o processo estocdstico discreto (g, 5,; k € Z7) tal que:

€t = kot — Elersl, (3.45)

entdo (¢j5;k € Z7) é um ruido branco em sentido estrito (iid.). Esta
construcao, possibilitada pela analise realizada nesta secao, sera utilizada no
capitulo 5 para que possamos usar as ferramentas da secao 3.1.
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3.2.2 Estimacgao de um Processo de Difusao com Salto

No contexto de finangas, Cont & Tankov (2004) é uma referéncia classica
sobre a formulacao tedrica de modelos de difusao com salto, incluindo apli-
cacoes e alternativas de simulacao e estimacao, principalmente variagoes de
métodos de momentos e maxima verossimilhanca, embora nao aborde algu-
mas dificuldades particularmente importantes associadas a estes métodos.
Alternativas simples de estimacao por método de momentos podem ser en-
contradas em Press (1967) e Beckers (1981). Entre textos mais concisos, mas
que trazem uma boa visao geral dos modelos de difusao com salto, é possivel
citar Hanson & Westman (2002), Hanson & Zhu (2004), Wang (2006), Kou
(2007), Synowiec (2008) e Tankov & Voltchkova (2009). Alternativas mais
recentes de estimacao de processos de difusao com salto incluem, ainda, téc-
nicas para filtragem dos saltos (e.g. Gloter et al. (2016)), técnicas baseadas
em tempo de primeira passagem (e.g. Kou & Wang (2003) e Khaldi et al.
(2014)), entre varias outras.'3

Para o caso em que o tamanho dos saltos ¢ normalmente distribuido, uma
alternativa para a estimacao dos parametros de X (t), conforme a equagao
3.24, como sugerido, por exemplo, em Brigo et al. (2009), é utilizar maxima
verossimilhanca, uma vez que é possivel estabelecer que a distribuicao de
0X(t), para t > 6t > 0 fixados, é uma soma infinita de distribui¢des normais
ponderadas pela probabilidade de cada possivel quantidade de saltos. A
partir de agora, assumiremos que a distribuicao do tamanho dos saltos é
normal com média pax e variancia o3y, i.e., Z{8 ~ N(puax,o0dy),'* como
definido na equagao 3.26.

De fato, nas condicoes da proposicao 3.10, considere a distribuicao de
0X(t) em 3.27 condicionalmente & ocorréncia de exatamente n saltos no in-
tervalo (t—0dt, t], isto é, dado que ON (¢, A) = N(t, A)—N(t—dt, A) = n. Neste
caso, a componente 0 X¢(t) é a soma de n variaveis aleatorias com distribuigao
N(pax, o4 y), independentes entre si e independentes de §W (t) ~ N(0, 6t).
Como a soma de varidveis aleatorias normais independentes é uma varié-
vel aleatoria normal, resulta que a distribuicao de 0.X (t) condicionalmente a
ocorréncia de exatamente n saltos tem distribuicao normal com:

E[0X(t) | ON(t, A) = n] = bt + npax (3.46)
Var [6X (t) | SN (¢, A) = n] = a®0t + noxx (3.47)

Por outro lado, a probabilidade de ocorrerem exatamente n saltos é dada

I3E possivel encontrar referéncias que tratam de uma ampla gama de abordagens para
estimacao de processos de difusido com salto nas introdugdes de Johannes et al. (2009) e
Gongalves et al. (2017).

140 que ¢ possivel escolhendo ¢ > 0 em A =R\ (—c, c) tdo pequeno quanto desejado.
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pela equagao 3.30. De 3.46, 3.47 e 3.30 segue, portanto, que a funcao densi-
dade de probabilidade de § X (t), para t > 0t > 0 fixados, denotada por fsx,
é:

e MG , 5 L
fox(2]©) = ZTfN($|b5t+]MAX7G ot + joax), (3.48)

J=0

em que © é um vetor dos dois parametros do processo de difusao e dos trés
parametros do processo de Poisson composto, i.e., ® = (a,b, A\, uax,0nx)’,
e fn € a funcao densidade de probabilidade da distribuicao normal, determi-
nada pela média e pela variancia.

Quando tratamos de séries temporais de dados financeiros, com frequéncia
diaria ou maior, a probabilidade de mais de um salto em 4t é tipicamente
muito baixa (Brigo et al., 2009, p. 20), sendo possivel truncar 3.48 em dois
termos, ajustando correspondentemente as ponderacoes da soma:'®

Jox (2]©) ~ e fyo(albt, a251)
+ (1 — ™) fre (3|6t + pax, a®5t + o4 x). (3.49)

Note que a utilizagdo de mais termos na expansao de fsx(z|®) nado au-
menta o nimero de parametros, entao nao ha compromisso em termos de
critério de informacgdo, mas uma funcdo densidade de probabilidade mais
complexa pode aumentar o custo computacional.

Assim, se amostrarmos X (¢) em intervalos de tempo fixos, dados por
h = dt, obtemos uma versao discretizada com pontos amostrais obtidos nos
tempos ty = kh, com respectivos valores Xy = X (kh),k € Z,. Correspon-
dentemente, também obtemos X}, = 6X(tx),k € Z% . Por méaxima verossi-
milhanca, dada uma amostra de tamanho 7" do processo, o valor estimado
para o vetor ® de parametros pode ser dado por:

a
b
=] A | = argmax Z log f5x (0 X%|©®) (3.50)
HAx A>0 1<k<T
OAX ® sujeito a >0
oax>0

15No caso de dois termos, a probabilidade de um salto ¢ aproximada para (1 — e~ %),
em vez de ser usado o valor exato e *%*\dt, de modo que a soma dos pesos resulte em 1 e
a distribuicdo aproximada continue sendo uma funcado densidade de probabilidade.
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Cabe acrescentar uma nota de cautela. Apesar de ser uma alternativa evi-
dente e intuitiva, a estimacao por méxima verossimilhanca de um processo
de difusao com saltos de tamanhos normalmente distribuidos possui armadi-
lhas que exigem cuidado na execugao. Como ressaltado por Honoré (1998),
a funcao densidade de probabilidade para a distribuicao da variacao discreta
de um processo de difusao com tamanho dos saltos normalmente distribuido
¢ uma mistura de normais, embora com algumas restrigoes aos valores dos
parametros de cada termo em 3.48. De fato, no caso de apenas dois termos,
como em 3.49, efetivamente ¢ uma mistura de normais sem qualquer restri-
¢a0, uma vez que, como hé quatro parametros definindo duas médias e duas
variancias, é possivel obter qualquer valor para as médias e para as varian-
cias, nas duas distribuicoes normais, atribuindo uma combinacao adequada
de valores para as quatro estimativas de parametros: a, Z;, fax € OAX-

A estimacao por maxima verossimilhanca de uma mistura de normais é
um desafio e isto é um fato bem estabelecida na literatura, com relatos de pro-
blemas desde Day (1969) ou Dick & Bowden (1973), por exemplo. A principal
dificuldade decorre de o valor da verossimilhanga (ou, equivalentemente, da
log-verossimilhan¢a) nao ser limitado superiormente caso 0.X; = bh + Jhax
para alguma combinacao de valores de 1 < k& < T e j > 0. Considere,
sem perda de generalidade, que 6X; = bh, entao e‘Ath(5X1|lA7h7&2h) — 00
quando @ — 0 (i.e., tende a uma distribui¢do delta de Dirac), de modo
que também fsx(6X,|©) — oo. Se houvesse uma tnica normal, a con-
tribuicao dos demais pontos amostrais tenderia para zero (ou para —oo,
em logaritmo) a medida que o valor de @ decresce. Havendo pelo menos
duas normais, entretanto, a contribui¢ao de 0Xy,---,0X7 nas distribuigoes
In(OXy|bh+ jiiax, a*h+ jo% ), 7 > 1, impede que fsx(0X.]|©),2 <k <T,
tenda a zero, de modo que a verossimilhanca nao é limitada superiormente.
Entretanto, Kiefer (1978) mostra que a log-verossimilhanca de uma mistura
de normais sempre possui um maximo local, nao degenerado em uma sin-
gularidade (i.e., a*h + jo%yx > 0 para todo j > 0), que leva a estimativas
consistentes e assintoticamente normalmente distribuidas dos parametros a,
b, pax € oax.

H& uma extensa literatura de mistura de normais que sugere a utilizacao
do algoritmo EM (FEzpectation-Mazimization, como referéncia as suas duas
etapas recursivas, uma de calculo de expectativa da log-verossimilhanca e ou-
tra de maximizagao) proposto no artigo seminal de Dempster et al. (1977),
apesar dos autores reconhecerem que trabalhos anteriores haviam seguido
em direcao semelhante. A introducao do algoritmo EM teve grande impacto
ao simplificar a estimacao de misturas de normais por maxima verossimi-
lhanca(McLachlan & Peel, 2000, cap. 1), mas nao impede a existéncia de
problemas nem com singularidades nem com maximos locais espirios, cujos
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parametros nao sao os estimadores de maxima verossimilhanca descritos no
teorema de existéncia de Kiefer (vide Redner & Walker (1984) e Hathaway
(1985), por exemplo). Hamilton (1994, cap. 22) sugere simplesmente aban-
donar os resultados quando ha uma singularidade e refazer a otimizagao
mudando os valores iniciais (uma versdao mais elaborada desta estratégia é
apresentada em Biernacki & Chrétien (2003)), embora também sugira uma
alternativa em que penaliza a log-verossimilhanga com base em estimativas
a priori dos parametros (Hamilton, 1991). Outra metodologia de facil exe-
cugdo é proposta em Honoré (1998), particularmente sugerida para o caso
da estimacao de um processo de difusao com salto, e consiste na fixacao de
limites inferiores e superiores para a e oax. Uma discussao mais detalhada
sobre a estimacao de misturas de normais por maxima verossimilhanca com
algoritmo EM pode ser encontrada em McLachlan & Peel (2000) e Frithwirth-
Schnatter (2006).

3.3 Processos de Ornstein-Uhlenbeck Genera-
lizados

O processo de Ornstein-Uhlenbeck (OU) é dado por:

t
X(t) = Xoe ™ + / e 00 dw (s), (3.51)
0

solugao da equacao diferencial estocastica (EDE) de Langevin:

dX(t) = —0X(t)dt + dW (t);
{ X(0) = Xo, (3.52)
com 6 > 0 e X é uma variavel aleatoria independente do processo de Wiener

(W(t);t > 0).

No contexto de financas, Gibson & Schwartz (1990) introduziram o pro-
cesso de OU como modelo para o convenience yield no estudo de contratos
futuros sobre o preco do petroleo. Pouco depois, Brennan (1991) analisou
quatro modelos de convenience yield para uma variedade de commodities,®
trés deles em funcao do preco a vista da commodity e um autoénomo,'” dado

16Quro, prata, platina, cobre, combustivel para aquecimento, madeira e compensado.

"Em economia e financas, modelos baseados apenas no comportamento dos dados sio
chamados de modelos de forma reduzida, enquanto os modelos derivados de uma teoria
sobre tal comportamento sao chamados de modelos estruturais. O processo de OU pode
ser visto como um modelo de forma reduzida para o convenience yield, capaz de capturar
o efeito final das decisdes de armazenagem, producao e consumo da commodity.
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precisamente pelo processo de OU, sendo este o modelo que apresentou os
melhores resultados.

Inicialmente, considere o primeiro grau de generalizagao da equacao 3.52,
como proposto por Barndorff-Nielsen & Shephard (2001), dado pela utiliza-
¢ao de um processo de Lévy, (L(t);t > 0), em lugar do processo de Wiener:

{ dX(t) = —0X (t)dt + dL(t);

X(0) = X0, (3.53)

Esta EDE pode ser resolvida com a aplicacao da formula de Itd6 para
processos de Lévy quaisquer:

Teorema 3.2. (Applebaum, 2009, Teorema 4.4.10, p. 255) Seja Y
uma integral estocdstica de Lévy em R® com parte continua Y,, i-ésima coor-
denada Y, f € C*(RY) com probabilidade 1,t >0, Y (t7) o limite a esquerda
deY emt e AY o processo de saltos associados a 'Y . Entdo:

FY (1) -
/af DaY(s /aaf [y, Y7)(s)
[f(Y(s))—f(Y( N = AY(S)FV ()] (3.54)

0<s<t

Tome Y (t) = (t,X(t)) em que X(t) é uma integral estocastica de Lévy
em R. Aplicando 3.54, resulta:

df (t, X (t)) =fi(t, X (t))dt + f.(t, X (¢))dX (t) + foe(t, X (t7))dt
+ Z [f(t7X<t)) - f(t7 X(t_>) - fx(t7 X(t_))AX(t)} :

0<s<t
(3.55)
Usando e como fator de integracao, obtemos:
"th( t) = —e"0X (t)dt + e”dL(t)
X (t)0edt + " dX (t) = e”dL(t). (3.56)

Agora faga f(t,z) = ze% e tome f(Y(t)). Por 3.55, vem:
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df (t, X (t)) = 0X ()’ dt + e’ dX (t)
+ ) (X)) = X ()" — " AX(1)]

0<s<t
= 0X (t)e"dt + " dX (1) + Y [AX(t)e" — " AX(1)]
0<s<t
= 0X(t)edt + " dX(t). (3.57)

Substituindo 3.56 em 3.57, segue que:

df(t, X (t)) = e”dL(t).

Portanto:

£t X (1) = £(0,X(0)) + / P dL(s)

0

:f(o,Xo)+/U e dL(s).

Como f(t,X(t)) = X (t)e, finalmente obtemos:

t
X (t) = Xo + / e dL(s)
0
t
= X(t) = Xoe " + / e 1= qL(s). (3.58)
0

Um grau de generalidade ainda maior é permitido pela Equagao de
Langevin Generalizada (ELG) de Mori (1965) e Kubo (1966). Como
analisado em Medino (2005), dos Santos (2011), Medino et al. (2012) e Stein
et al. (2016), a ELG pode ser dada por:

t

dX(t) = —/ Y(t — )X (s)dsdt + dL(t);

; (3.59)
X(0) = Xo;

onde L = (L(t);t > 0) é um processo de Lévy, X, é um variavel aleatoria
independente de L e v é uma funcao generalizada deterministica, chamada
de fungao meméria.

Kannan (1977) mostrou que se (L(t);t > 0) possui o primeiro e segundo
momentos finitos, qualquer solucao de 3.59 tem a forma:
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X(t) = Xop(t) + /0 p(t — s)dL(s), (3.60)

em que p é uma funcao continua e deterministica, satisfazendo:

p(t) = —/ y(t = 5)p(s)ds = —/0 p(s)dp(s); (3.61)

0
p(0) =1;
onde (u;t > 0) é uma familia de medidas com sinal. Medino et al. (2012)
chamam p de funcao resolvente.
Medino (2005) e dos Santos (2011) provaram que esta também é a solucao
se L € um processo a-estavel em que 1 < a < 2:

Teorema 3.3. (dos Santos, 2011, Teorema 2.3.1, p. 49) Seja (L(t);t >
0) um processo a-estdvel, com indice de estabzlzdade 1 < a <2, definido so-

bre Q x [0, T, com nicleo de Voltera K(t —s) = — fo = v(u — s)du continuo
definido sobre [0,T] x [0,T], T > 0. Entao 0 Processo:

X@zldhﬁﬂw

€ solugcao da ELG, onde:

Outro importante resultado é obtido em Medino et al. (2012), mostrando
que esta é a solugao para um processo de Lévy qualquer quando a integral
estocastica é definida no sentido de convergéncia em probabilidade no lugar
de em meédia quadratica.

Stein et al. ressaltam, ainda, que se y; = p para todot > 0 e pu << m,
i.e., u ¢ absolutamente continua com respeito a m, m medida de Lebesgue,
entdo du(s) = du(s) = f(s)ds, Vt,s > 0, em que f(s) é a derivada de
Radon-Nikodym de p com respeito a m:

£(5) = (), (3.62)

e a condicao 3.61 sobre a funcao resolvente fica:

{p«w+m>jﬂw:p<w+mwﬂw:m (3.69)
p'(0) =0,p(0) =1
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3.3.1 Solucoes Particulares da ELG

Stein et al. (2016) estudam os processos de OUG gerados pelas solugoes da
ELG quando as respectivas funcoes resolventes siao dadas por p(t) = e,
p(t) = cos(6t) e p(t) = e " sendo as duas primeiras formas as que mais nos
interessam.

O caso em que p(t) = e % 0 > 0, é obtido quando fungao memoria
correspondente é dada por y(t) = 00y(t), 6 > 0, em que &y(t) é a funcao ge-
neralizada Delta de Dirac centrada em 0. De fato, para esta funcao memoria,
p(t) = e~ & solucao de 3.61, ja que p(0) = 1 e:

t t
—/0 Y(t —s)e " ds = —/0 05(t — s)e %ds = —he " = p/(1).

Veja que a solucao da ELG dada pela equacao 3.60 para a funcao resol-
vente p(t) = e~% & precisamente o processo de OU com ruido ndo-gaussiano,
conforme a equacao 3.58, que chamaremos de processo de OUG do Tipo
Exponencial.

A partir da discretizagao de um processo de OUG do Tipo Exponencial,
Stein et al. (2016), seguindo Zhang & Zhang (2013) e Sato (1999, lema 17.1,
pg. 108), também mostram a seguinte relacao de recorréncia:

Proposicao 3.15. (Stein et al., 2016, Proposi¢ao 2.5, pg. 24)Seja
X((t);t > 0) um processo de OUG do Tipo Ezxponencial observado em tempos
discretos t, = kh, k € Z., e h > 0 o passo de discretizacao. Entao:

X((k+1)h) =e "X (kh) + cpn, (3.64)
em que:
(k+1)h
Ern = / e O+ DA=9) g1 (). (3.65)
kh

Na secao 3.1 mostramos como é possivel obter um processo de OU a partir
de um processo discreto AR(1) quando a frequéncia de amostragem aumenta.
A proposi¢ao 3.15 mostra o sentido inverso, em que a discretizacao de um
processo de OU resulta em um processo AR(1), uma vez que as integrais na
equacao 3.65 sao independentes e identicamente distribuidas, de modo que,
neste caso, €5, ¢ um ruido branco em sentido estrito.

Ja o caso em que a funcdo resolvente é dada por p(t) = cos(6t),  # 0, é
obtido a partir de uma fungao memoria v(t) = 62, uma vez que, novamente,
p(0) =1 e ainda:
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—/0 (t — s) cos(s)ds = —/0 0% cos(fs)ds = —Osen(0t) = p'(t).

A solugdo da ELG para p(t) = cos(6t), 0 # 0, conforme a equacdo 3.60,

X (t) = Xgcos(6t) + /Ot cos(0(t — s))dL(s), (3.66)

que chamaremos de processo de OUG do Tipo Cosseno.

Como Stein et al. tratam apenas de processos a-estaveis, nem sempre o
ruido de Lévy terd o segundo momento definido, o que somente ocorre quando
o parametro de estabilidade « ¢é igual a 2. Assim, estes autores provam
uma relacao de recorréncia para o processo de OUG do Tipo Cosseno em
distribui¢ao (Stein et al., 2016, proposigao 2.6, pg. 32), o que ainda permite
a estimacao por maxima verossimilhanca. Na abordagem deste trabalho,
contudo, conforme serd discutido no capitulo 5, a utilizacao de um ruido
distribuido como a variacao de um processo de difusao com salto nos permite
estimar os parametros usando uma discretizacao analoga & de um processo
ARMA(2,1), onde a autocorrelacdo entre os residuos ¢ incorporada através
da componente de média moével de ordem 1. A demonstragao da proposi¢ao
de Stein et al. (2016), contudo, pode ser facilmente adaptada para que valha
quase certamente, bastando explicitar a integral estocastica que corresponde
ao erro, em vez de sua distribuicao:

Proposicao 3.16. (Stein et al. (2016), Proposi¢do 2.6, p. 32) Seja
X((t);t > 0) um processo de OUG do Tipo Cosseno observado em tempos
discretos t, = kh, k € Z, e h > 0 o passo de discretizacao. Entao:

X((k+1)h) =2cos(0h) X (kh) — X((k — 1)h) + g p, (3.67)
em que
(k+1)h
ek = 2cos(0h) /kh cos(f(kh — s))dL(s)
(k+1)h
- /(kl)h cos(0((k — 1)h — s))dL(s). (3.68)

E particularmente importante ressaltar dois pontos neste resultado. O
primeiro deles é que hé intersecao entre os intervalos de integracao das in-
tegrais estocasticas dadas por ¢; 5, de modo que os residuos sao autocorre-
lacionados. Para o caso em que L(t) é um processo de difusao com salto,
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veremos no capitulo 5 que é possivel modelar esta autocorrelagao através de
uma média moével de ordem 1, de tal sorte que a relacao de recorréncia pode
ser analisada como um processo ARMA(2,1). O segundo ponto é que, apesar
do processo de OUG do Tipo Cosseno discretizado apresentar um compor-
tamento autorregressivo de ordem 2, o coeficiente do termo X ((k — 1)h) é
constante e igual a —1, qualquer que seja o passo de discretizacao h > 0.
Consequentemente, ha uma violacao da condicao 3.10 e o processo nao é
estaciondrio.

3.3.2 Estimacao de Processos de OUG

Ha diversas alternativas disponiveis na literatura para a estimacao de proces-
sos estocasticos de OU com ruido de Lévy, usualmente sujeitos a restrigoes
especificas quanto & disponibilidade de dados ou aos pressupostos acerca do
processo gerador dos dados. Como exemplos, Mai (2014) e Valdivieso et al.
(2009) usam estimadores de maxima verossimilhanga; Zhang & Zhang (2013)
e Hu & Long (2009) usam estimadores de minimos quadrados, supondo um
ruido de Lévy com distribuicdo a-estavel e simétrica; Spiliopoulos (2009)
propoe um método de momentos; e Jongbloed et al. (2005) usam inferéncia
nao paramétrica. Em todos estes casos, contudo, trata-se do processo de OU
com ruido de Lévy, como proposto por Barndorff-Nielsen & Shephard.

Sao extremamente escassos na literatura, contudo, trabalhos que tratem
da estimacao de processos de OUG em que a funcao resolvente nao seja
p(t) = e, Até onde é do nosso conhecimento, isto é feito apenas em Stein
et al. (2016), para os casos citados na secao 3.3.1, onde os autores mode-
lam ey, nas respectivas equacoes de recorréncia dos processos de OUG a
serem estimados como uma sequéncia de variaveis aleatorias com distribui-
¢cao a-estavel simétrica, de modo que a estimacao do vetor de parametros
® = (a,0,0) pode ser feita por maxima verossimilhanga. Este vetor de
parametros define conjuntamente a distribuicao a-estével simétrica, deter-
minada pelo parametro a e pelo parametro de escala o, e o processo de
OUG, através do parametro 6.

Assim, dada uma amostra de tamanho 7" do processo X (t) nos pontos
t, = kh, k€ {1,2,--- T}, uma estimativa conjunta © dos parametros pode
ser obtida pela maximizacao da fun¢ao de log-verossimilhanca:

Q
O=|d| = argmax Z log f(er1|©), (3.69)
0 0<a<2 1<k<T—1
© sujeito a o>0
0>0
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em que f(-|®) ¢ a funcdo densidade de probabilidade de uma distribucao
a-estavel simétrica. Embora s6 exista forma fechada da densidade de dis-
tribuicoes a-estaveis para alguns valores do parametro de estabilidade,!® é
possivel obter a solucao de 3.69 numericamente.

Observe que a solucao da otimizagao em 3.69 corresponde aos parametros
da distribuicao de cada integral estocéstica. Para obtermos os parametros
do processo de Lévy a-estavel é preciso entender a relacao precisa entre sua
distribuicao e a distribuicao das integrais 5. Para isso, adaptaremos de
Samorodnitsky & Taqqu (1994) as defini¢oes formais de variaveis a-estéveis
e do processo de Lévy a-estavel simétrico, bem como as propriedades de que
precisaremos:

Definicao 3.24. (Samorodnitsky & Taqqu, 1994, Definicao 1.1.6,
pg. 5) Uma varidvel aleatoria X tem distribui¢do estdvel com parametro
de estabilidade 0 < a < 2, de escala 0 > 0, de simetria —1 < § < 1 e
de localizagao 1 € R, denotada S, (0,5, 1), quando sua func¢ao caracteristica
tem a sequinte forma:

o () = {exp [—ofu|® (1 — iBsinal(u) tan Z2) + iup] se o # 1; (3.70)

exp [—olu| (1 + if2 sinal(u) In|u|) + dupu] se = 1.
Proposicao 3.17. (Samorodnitsky 6 Taqqu, 1994, Propriedade 1.2.1,

pg. 10) Sejam X, e X5 varidveis aleatdrias independentes com distribuicées
X; ~ Saloy, Biy i), i = 1,2, Entao X+ Xo ~ Su(0, 5, 11), em que:

o= (09 +0%)w; (3.71)

8= —5102 + 5‘2‘72 : (3.72)
oy + 05

= pin + fia. (3.73)

Proposicao 3.18. (Samorodnitsky € Taqqu, 1994, Propriedade 1.2.2,
pg. 11) Seja X ~ S, (0,0, 1) e seja a € R uma constante. Entao X + a ~
Sa(o, B, 1+ a).

Proposicao 3.19. (Samorodnitsky € Taqqu, 1994, Propriedade 1.2.3,
pg. 11) Seja X ~ S, (0,8, 1) e seja a € R* uma constante. Entao:

{Sa(|a]a, sinal(a)f, ap) se o # 1;
aX ~

Si(|alo, sinal(a)B, ap — 2aln(lal)oB) se a = 1. (3.74)

8Nominalmente, a distribuicio Gaussiana, quando a=2, a distribuicio de Cauchy,

quando o parametro de simetria é 0 e @ = 1, e a distribuicdo de Lévy, quando o pa-
1

rametro de simetria ¢ 1 e a = 3.
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Proposicao 3.20. (Samorodnitsky € Taqqu, 1994, Propriedade 1.2.5,
pg. 11 e 12) X ~ S, (0,5 1) € simétrica se, e somente se, =0 e p=0.
A wvaridvel aleatoria X € simétrica ao redor de u se, e somente se, § = 0.

As proposicoes 3.17, 3.18, 3.19 e 3.20 seguem trivialmente da definicao
e das propriedades de funcoes caracteristicas. Pela proposicao 3.20, uma
variavel aleatoria X é a-estavel simétrica quando X ~ S,(c,0,0), o que é
denotado por X ~ S,S com parametro de escala 0. Podemos entao definir:

Definicao 3.25. (Samorodnitsky € Taqqu, 1994, Exemplo 3.1.3, pg.

113) Um processo de Lévy a-estdvel padrdo é um processo de Lévy
(L(t);t > 0) tal que, para todo 0 < s < t < oo:

L(t) — L(s) ~ Sa((t — 5)=, 8,0). (3.75)

Se além disso 5 = 0, entdo L(t) é um processo de Lévy a-estdvel
stmétrico padrao.

Veja que, pela propriedade 3.19, um processo de Lévy a-estavel simétrico

padréo com « # 1 é (1/a)-autossimilar, i.e., para todo ¢ > 0 e t > 0,

L(ct) = CuL(t). Assim, podemos utilizar o processo de Lévy a-estavel si-
métrico padrao como bloco béasico para construir outros processos de Lévy
a-estéveis através de transformacoes por reescala e translacao, de modo se-
melhante ao que pode ser feito com o processo de Wiener.

O 1ltimo resultado de que precisamos nos dé a relacao entre a distribuicao
de um processo de Lévy a-estavel padrao e a integral estocéastica de uma
funcao f € L*(]0,T]) em relacdo a este processo:

Proposicao 3.21. (Samorodnitsky € Taqqu, 1994, Propriedade 3.2.2,
p. 117) Sejam f € L*([0,T)) e (L(t);t > 0) um processo de Lévy a-estdvel
padrao, conforme a definicio 3.25. Entao, para todo T >t > 0:

/O F(S)AL(s) ~ Sals, By 11). (3.76)

onde:

o = ( / t|f<s>|ads)i;

5, — B Jolf (5)|° sinal(f (s))ds
Polf)leds

0 se o # 1;
Hf =
—283 ¥ f(s)In|f(s)|ds  sea = 1.
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Neste trabalho, consideraremos a possibilidade de que L(t) seja tanto
um processo de difusao com salto como um processo de Lévy a-estavel com
tendéncia ou drift.

Os detalhes da integracao em relacao ao processo de difusao com salto
ja foram discutidos na se¢do 3.2.1. Se assumirmos que L(t) é uma difusdo
com saltos de tamanho normalmente distribuido, isto &, Z{* ~ N'(uax, 02 x),
e que a funcao f a ser integrada ¢ aproximadamente constante no intervalo
dado pelo passo de discretizacao h > 0, entao, pela proposicao 3.13, a integral
de f em relagao a L(t) sera ela propria (aproximadamente) uma difusdo com
saltos. Nestas condicoes, a construcao proposta pelas equacoes 3.42 a 3.45
permite a estimacao por maxima verossimilhanca, como detalhado na secao
3.2.2, em que 60X (t) = &g p.

Ainda no caso em que L(t) é um processo de difusdo com salto, é possi-
vel usar a construcao das equacgoes 3.42 a 3.45 para construir um processo
AR(1), no caso do processo de OUG Exponencial, e estimar seus coeficientes
tanto por minimos quadrados como por maxima verossimilhanga. Para o
processo de OUG que serd proposto no capitulo 5, veremos que é possivel
obter uma discretizacao que corresponde, aproximadamente, a um processo
ARMA(2,1), que também pode ser estimado tanto por minimos quadrados
como por maxima verossimilhanca.

No caso em que L(t) é dado por um processo de Lévy a-estavel com drift,
usaremos a seguinte construcao: seja (X (t);t > 0) um processo de Lévy a-
estével simétrico padrao com 1 < a < 2, isto é, X (t) € LY(Q, F,P), e tome
L(t) =bt+aX(t),be R eaecR. Nestas condigoes, defina:

kh
Ekh = /( f(kh — s)dL(s)

k—1)h

= b/( Fkh — s)ds + a/ Fkh — s)dX (s). (3.77)

k—1)h (k—1)h

Das proposicoes 3.18, 3.11 e 3.21, (exp; k € Z7) é1i.i.d. e sua distribuicdo
nao depende de k, sendo dada por:

cin~ Sa (a (/Oh|f(h - s)|ads) : 0, b/oh F(h— s)ds) L (378)

Como estamos assumindo 1 < «a < 2, podemos definir o processo esto-
castico discreto (e} ,; k € Z7) tal que:

€ = €k — Blepnl, (3.79)
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¢ assim:

et~ So (a (/Oh|f(h _ s)|“ds> : 0, 0) | (3.80)

No capitulo 5, veremos que a funcao f que nos interessa depende de
parametros # > 0 e 0 < v < 1, e o problema de estimagao por maxima
verossimilhanca dado pela equagao 3.69 fica entao:

&
A a .
O = il = argmax E log fs(er ,19), (3.81)
N l<a<2 1<k<T—1
v
. a>0
® sujeito a
>0
0<v<1

em que ©® = («,a,0,v) é o vetor de pardmetros que queremos estimar e
fs(:|®) é a fun¢ao densidade de probabilidade de uma distribugao a-estéavel
simétrica. Finalmente, por 3.79, encontramos b.

Os demais detalhes da estimacao do novo processo de OUG que estamos
propondo serao descritos no capitulo 5. No proximo capitulo, estudaremos
econometricamente o comportamento empirico do cupom cambial.
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Capitulo 4

Analise Econométrica do Cupom
Cambial

Neste capitulo é feita a caracterizacao econométrica do comportamento do
cupom cambial. O objetivo é mostrar que ha evidéncias de que o cupom
cambial, mais particularmente o componente de prémio de liquidez local,
T'L.local, t€M UMa dinamica autorregressiva, responsavel pelo comportamento
de reversao a média caracteristico de um convenience yield. Particularmente,
encontramos evidéncias de que esta dinamica autorregressiva ¢ de ordem 2,
o que se reflete numa estrutura de autocorrelacao dos dados que, como sera
visto, apresenta uma oscilagao amortecida, enquanto o processo de OU nao
gaussiano usual, como mostrado na equacao 3.64, ¢ um processo autorre-
gressivo continuo de ordem 1, teoricamente apresentando uma estrutura de
autocorrelacdo exponencialmente decrescente quando o coeficiente do termo
defasado esta entre 0 e 1.

Assumiremos que as maiores fontes de variagao no cupom cambial sao a
propria taxa de juros para empréstimos interbancarios nos EUA, r., o prémio
de risco de conversibilidade, ¢y, € 0 prémio de liquidez, 7y, jocq1, Tesponsavel
pela analogia do cupom cambial com um convenience yield. Assumiremos,
também, que o prémio de liquidez externo, r ., e o diferencial de risco de
crédito, DRC, sao negligenciaveis,! e que os demais componentes sao cons-

'Este pressuposto resulta de condicOes econdmicas mais favoraveis no pe-
riodo da amostra, mas nao é possivel assumir isto em geral. Durante a
crise imobilidria de 2008 nos EUA, por exemplo, tanto o prémio de liqui-
dez como o risco de crédito externos nao poderiam ser considerados negligencia-
veis (https://www.frbsf.org/economic-research/publications/economic-letter/
2012/may/liquidity-risk-credit-financial-crisis/). Ao contrario, contribuiram
para a reducdo do valor de r¢ jocql, que chegou até mesmo a ficar negativo, levando o preco
do délar futuro a ficar abaixo do preco a vista.
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tantes. Assim, para as andlises realizadas neste capitulo, suporemos como
decomposicao do cupom cambial uma simplificacao da equacao 2.3 dada por:

Telocal = CONStante + ¢ + Teopy + T'Liocal- (4.1)

Os valores de cupom cambial foram calculados pela mesa de cambio do
Departamento de Reservas Internacionais (Depin) do Banco Central do Brasil
(BCB), que acompanha o funcionamento dos mercados financeiros brasileiros,
particularmente do mercado de cambio, elabora analises que subsidiam as
decisoes de politica monetiria e cambial e executa as intervencoes do BCB
no mercado a vista de ddlar.

Todas as informagoes usadas neste capitulo sao piblicas ou podem ser
calculadas com dados ptblicos obtidos através de paginas eletronicas que dao
acesso a repositorios de dados, como o FRED® Economic Data? e a Bolsa
B3,2 ou de provedores de informacoes financeiras para negociacao, como a
Bloomberg.

4.1 Descricao dos Dados

Ao longo de um determinado més, o primeiro cupom cambial, chamado de
"cupom curto", pode ser obtido a partir dos precos do contrato de dolar
futuro? com vencimento no primeiro dia atil do més seguinte e o preco de
mercado do contrato de casado, para o mesmo vencimento, conforme a equa-
¢ao 2.4. Proximo ao fim do més, a liquidez do primeiro futuro de dolar vai
diminuindo gradualmente e aumentando a liquidez do segundo vencimento
do contrato de dolar futuro, para vencimento no primeiro dia 1til do més pos-
terior ao més seguinte. O calculo do cupom cambial também ¢ feito usando
a equacao 2.4, mas o contrato futuro de doélar utilizado passa a ser o do se-
gundo vencimento, e o casado utilizado na férmula corresponde ao "casado
curto" somado ao que é usualmente chamado de "casado de rolagem", que
resulta no casado correspondente ao preco futuro do segundo vencimento.
Os contratos futuros de doélar posteriores ao segundo vencimento tém li-
quidez usualmente muito baixa e, a partir dai, é mais confidvel compor o
cupom cambial dos primeiros vencimentos com os valores obtidos a partir
das cotacoes de contratos de operacoes estruturadas de Foward Rate Agre-

2https://fred.stlouisfed.org/

3http://www.b3.com.br/pt_br/market-data-e-indices/servicos-de-dados/
market-data/cotacoes/derivativos.htm

“http://www.b3.com.br/pt_br/produtos-e-servicos/negociacao/moedas/
futuro-de-taxa-de-cambio-de-reais-por-dolar-comercial.htm
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ement de Cupom Cambial,® os chamados "FRAs de cupom cambial”", que
sao, efetivamente, swaps de uma taxa a termo de cupom cambial entre dois
periodos futuros.

Note que o cupom cambial, a partir dos precos de mercado descritos, é
sempre calculado entre a data de hoje e o vencimento do contrato futuro de
dolar correspondente, que é uma data fixa. Logo, a cada dia, calcula-se um
cupom cambial com prazo um dia menor. Como o prazo ¢ uma caracteristica
do proéprio cupom e prazos diferentes podem ter comportamentos diferentes,
os valores que utilizaremos sao os dos cupons cambiais calculados nestas
datas fixas interpolados para prazos fixos de 30, 60, 90, 180, 360 e 720 dias
corridos. Estas séries de cupom cambial serao denominadas c030d, c060d,
c090d, ¢180d, ¢360d e c720d, respectivamente.

Os dados disponiveis de cupom cambial calculados desta maneira pelo
BCB/Depin vao de 01 de setembro de 2014 a 28 de maio de 2018, totalizando
924 pontos amostrais correspondentes aos dias tteis neste periodo, conforme
a figura 4.1:

Séries de Cupom Cambial de 01/09/2014a28/05/2018
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Walor (%)

0,0
set-14 jan-15 mai-15 set-15 jan-16 mai-16 set-16 jan-17 mai-17 set-17 jan-18 mai-18

—30d —60d —90d —180d 360d 720d

Figura 4.1: Séries de cupom cambial para diversos prazos.

Shttp://www.b3.com.br/pt_br/produtos-e-servicos/negociacao/juros/
operacoes-estruturadas-de-forward-rate-agreement-de-cupom-cambial.htm
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4.2 Selecao das Amostras

Apesar de haver 924 pontos amostrais disponiveis, a amostra adequada para
a estimacao deve buscar o periodo com menor chance de alteragao nos para-
metros do processo subjacente que esti sendo modelado, considerando que
estamos particularmente interessados no efeito da liquidez, r, joca1, Da equa-
¢ao 4.1. O primeiro aspecto importante é selecionar um intervalo de tempo
em que haja pouca alteracao na taxa de juros em délar, a taxa r., para os
diversos prazos considerados de cupom cambial: 1 més, 2 meses, 3 meses, 1
semestre, 1 ano e 2 anos.

No periodo em que os dados de cupom cambial estao disponiveis, a con-
ducao da politica monetaria nos Estados Unidos pelo Federal Open Market
Committee (FOMC) levou a aumentos sucessivos no objetivo das operagoes
de mercado aberto para a taxa basica de juros em doélar, correspondente aos
empréstimos interbancarios de um dia das reservas bancérias depositadas
junto ao Banco Central nos EUA, o Federal Reserve System, chamada de
federal funds rate. Estas alteracoes, contudo, estao concentradas a partir de
2017, como mostrado na figura 4.2. As datas precisas das decisoes do FOMC
estao na tabela 4.1.

Ano Data Decisao Nivel (%)

2018 20 de dezembro Aumento de 0,25% 2,25 — 2,50
2018 27 de setembro Aumento de 0,25% 2,00 — 2,25
2018 14 de junho Aumento de 0,25% 1,75 —2,00
2018 22 de marco  Aumento de 0,25% 1,50 — 0,75
2017 14 de dezembro Aumento de 0,25% 1,25 — 1,50
2017 15 de junho  Aumento de 0,25% 1,00 —1,25
2017 16 de marco  Aumento de 0,25% 0,75 — 1,00
2016 15 de dezembro Aumento de 0,25% 0,50 — 0,75
2015 17 de dezembro Aumento de 0,25% 0,25 — 0,50
2008 16 de dezembro Aumento de 0,25% 0,00 — 0,25

Tabela 4.1: Historico de decisoes do FOMC sobre os objetivos de limites para
a federal funds rate. Fonte: Board of Governors of the Federal Reserve Systema
(https://www.federalreserve.gov/monetarypolicy/openmarket.htm).

Desta maneira, hi trés periodos mais extensos que sao candidatos a se-
rem utilizados como amostra: a) do inicio dos dados disponiveis de cupom
cambial, em 01 de setembro de 2014, até a decisao do FOMC em 17 de de-
zembro de 2015; b) da decisao de aumento em 2015 até uma nova decisao de
aumento em 15 de dezembro de 2016; e c) entre as decisdes de 15 de junho
e 14 de dezembro de 2017.
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Decistes do FOMC sobre o Objetivo para a Federal Funds Rate
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Figura 4.2: Decisoes do FOMC para os objetivos de limites superior e inferior da
federal funds raote. Fonte: FRED® Economic Data. Federal Reserve Bank of St.
Louis(https://fred.stlouisfed.org/).

E importante ressaltar que nao basta estabilidade nas decisoes de poli-
tica monetaria nos EUA e que a federal funds rate esteja dentro de limites
fixos. A federal funds rate é uma taxa de um dia e os prazos que estamos
utilizando para o cupom cambial sao bem mais longos. Contudo, é possivel
observar que também hé relativa estabilidade nas taxas de juros em dolar
para empréstimos interbancarios com maiores prazos, conforme medido pela
principal referéncia para esse tipo de operacao, a London Interbank Offered
Rate (LIBOR), ilustrada na figura 4.3, especialmente se forem excluidos os
periodos que antecedem a decisao do FOMC, em que as expectativas sobre
a decisao ja afetam a formacao de preco das taxas, principalmente as mais
longas.

Em relagdo ao periodo entre as decisoes do FOMC de 17 de dezembro de
2015 e 15 de dezembro de 2016, houve um peculiar aumento da LIBOR a par-
tir de julho de 2016, principalmente nos vencimentos mais longos. Parte desse
aumento pode ser em decorréncia das expectativas de retomada de um ciclo
de aumento nas taxas de juros, mas também, e até principalmente, é resul-
tado de modificagoes nas regras de funcionamento de fundos de investimento
em mercados monetarios (Money Market Mutual Funds, MMMFs), determi-
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nada pela Securities and Exchange Commission (SEC), orgao regulador dos
mercados financeiros nos EUA, que, apesar de entrarem em efeito apenas em
outubro de 2016, ja estavam sendo discutidas.® Como este aumento afeta
menos as taxas mais curtas e mais as taxas mais longas, o periodo em ques-
tao foi considerado inteiro e em sua primeira parte, até junho de 2016, na
nossa analise do comportamento do cupom cambial.

Taxa Efetiva dos Federal Funds e LIBOR Baseada em Ddlar para Diversos Prazos
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Figura 4.3: Taxas efetivas para os federal funds e taxas de juros interbancérias
baseadas em dolar para diversos prazos. Fonte: FRED® Economic Data. Federal
Reserve Bank of St. Louis(https://fred.stlouisfed.org/).

Como visto na secao 2.1, um outro aspecto que deve ser considerado
refere-se as condicoes econdmicas locais que também podem mudar os pa-
rametros do processo de formacao do cupom cambial, como custos de arbi-
tragem, a tributacao e mudangas na percepc¢ao do risco de conversibilidade
da moeda local para délar. Assumiremos que nao ha variacao nos demais
custos, mas nao ¢ possivel negligenciar a variabilidade do risco de conversi-
bilidade, 7.y,,. Particularmente no primeiro periodo candidato ser utilizado
como amostra, de 01 de setembro de 2014 a 17 de dezembro de 2015, houve
diversas fontes de instabilidade, de um processo eleitoral acirrado, com can-

Shttps://www.stlouisfed.org/on-the-economy/2016/september/
new-sec-rules-cause-shift-money-market-fund-assets.
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didatos apresentando propostas econdmicas bastante dispares, a uma crise
fiscal que se acentuou em 2015, a um inicio de um processo de impeachment
em 02 de dezembro de 2015.

Mais objetivamente, como apontado em Barbosa Filho (2017), houve um
crescimento pronunciado do Credit Default Swap (CDS) com prazo de 10
anos da divida soberana brasileira, bem acima do CDS da divida de outras
economias emergentes, como México, Peru, Colombia e Chile, um indicador
da deterioracao da qualidade da divida piblica, colocando em alerta inves-
tidores, aumentando o risco de conversibilidade e afetando r.,,, na equacao
4.1. O aumento acelerado do CDS da divida soberana brasileira foi revertido
apenas a partir de dezembro de 2015, como mostrado na figura 4.4, o que nos
sugere o descarte do periodo de 01 de setembro de 2014 a 17 de dezembro de
2015.

CDS Soberano de 10 Anos

T M

_.n"""‘
100
M .
s WIS W Hte s P ot

O T PO
set-14 jan-15 mai-15 set-15 jan-16 mai-16 set-16 jan-17 mai-17 set-17 jan-18 mai-18

700

600

500

=
=]
=]

w
o
=]

Pontoshbase (bps)

=]
=]
(=]

—Brasil —México —Peru —Colémbia Chile

Figura 4.4: CDS de 10 anos da divida soberana de Brasil e alguns de seus pares
emergentes. Fonte: Bloomberg.

Com a exclusao de periodos ao redor das decisoes do FOMC, quando as
expectativas ja afetavam as taxas de juros, é possivel definir, considerados
fatores externos e internos, as seguintes amostras:

e Amostra 1: de 29 de dezembro de 2015 a 14 de novembro de 2016,
com 219 pontos amostrais;
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e Amostra 2: de 29 de dezembro de 2015 a 08 de julho de 2016, com
131 pontos amostrais;

e Amostra 3: de 16 de junho de 2017 a 25 de outubro de 2017, com 92
pontos amostrais.

O comportamento dos dados em cada uma destas amostras pode ser vi-
sualizado nas figuras 4.5 (Amostra 1), 4.6 (Amostra 2) e 4.7 (Amostra 3).

Amostra 1: Dados de Cupom Cambial 29 de Dezembro de 2015a 14 de
Novembro de 2016
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Figura 4.5: Grafico dos dados de cupom cambial da Amostra 1.
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Amostra 2: Dados de Cupom Cambial 29 de Dezembrode 2015 a 08 de Julho
de 2016
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Figura 4.6: Grafico dos dados de cupom cambial da Amostra 2.

Amostra 3: Dados de Cupom Cambial 16 de Junho de 2017 a 25 de Outubro
de 2017
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Figura 4.7: Gréfico dos dados de cupom cambial da Amostra 3.
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4.3 Identificacao do Modelo Autorregressivo
(AR) para as Séries Temporais de Cupom
Cambial

Em todas as especificacoes, estimamos os coeficientes por minimos quadrados
e buscamos identificar o modelo autorregressivo que melhor se ajusta aos
dados descritos na secao anterior utilizando os critérios de informacao de
Akaike (Akaike’s Information Criterion, AIC), Schwarz (Schwarz Bayesian
Information Crierion, SBIC) e Hannan-Quinn (Hannan Quinn’s Information
Criterion, HQIC). O SBIC embute a mais severa penalidade para o niimero
de variaveis do modelo, tendendo a escolher modelos menores, enquanto o
AIC tem a penalidade mais branda, sendo maior a chance de aceitar modelos
com mais variaveis, de modo que, em alguns casos, nao ha uma identificagao
definitiva apenas com a utilizacao de um critério de informacao.

Para complementar a andlise, oferecendo mais evidéncias em favor de um
ou outro modelo, utilizamos também ferramentas da metodologia de Box-
Jenkins, incluindo: a) overfitting; b) anélise de autocorrelagao dos residuos;
e ¢) as fungoes de autocorrelacao (autocorrelation function, ACF) e de auto-
correlagao parcial (partial autocorrelation function, PACF) da série de dados
analisada.’

No owverfitting, aumentamos o tamanho do modelo até que o coeficiente
do termo autorregressivo de maior ordem deixe de ser significante, selecio-
nando, entao, a especificagdo uma ordem menor como a correta. As amostras
utilizadas possuem tamanho razoavel, de maneira que a nao normalidade dos
residuos, encontrada em algumas delas nao limita a utilizacao do overfitting,
especialmente porque nao foi rejeitada a normalidade dos residuos nas re-
gressoes realizadas nas menores amostras: a 2 e a 3, o que é coerente com
a expectativa de menos saltos no processo gerador dos residuos em periodos
menores.

Também analisamos a existéncia de autocorrelacao nos residuos, que deve
ser estatisticamente nula quando se atinge a ordem do modelo autorregressivo
corretamente especificado. Para tanto, utilizamos a autocorrelacao (AC),
autocorrelagdo parcial (PAC)® e os testes de Ljung-Box(LB) e de Breusch-
Godfrey(BG) de correlagio serial nos residuos de regressao de minimos qua-

“Entre intimeras boas referéncias sobre as técnicas econométricas usadas neste capi-
tulo, estao Harvey (1993), Hamilton (1994), Hayashi (2000), Johnston & DiNardo (2001),
Wooldridge (2003), Davidson & MacKinnon (2004), Wei (2006) e Brooks (2008).

80 intervalo de confianca ao redor de zero para a AC e a PAC pode ser estimado em
cada defasagem individualmente por +z x %, em que T' é o numero de pontos amostrais e

z = 1,96 para 5% de nivel de significancia e z = 1,645 para 10% de nivel de significancia.
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drados.

Adicionalmente, espera-se que a ACF de um processo AR(1) com co-
eficiente entre 0 e 1 decresca exponencialmente, sem inversao do sinal da
autocorrelagdo, enquanto processos AR(2) com o primeiro coeficiente posi-
tivo devem apresentar oscilacao amortecida. Ja em relacao a PACF de um
processo AR(p), esta deve ser zero a partir da defasagem p + 1.

Nos topicos que se seguem, sao descritos os resultados da utilizacao des-
tas ferramentas nas quatro amostras e para cada uma das séries de cupom
cambial. As estimacoes foram feitas por minimos quadrados, utilizando erros-
padrao robustos, com a correcao de White, nos casos em que nao foi rejeitada
a hipotese de heterocedasticidade dos residuos pelo teste de White. Os aste-
riscos nos coeficientes indicam significancia aos niveis de 1% (***), 5% (**)

e 10% (*).

4.3.1 Identificagao do modelo AR das Séries de Cupom
Cambial na Amostra 1

As tabelas abaixo resumem a estimacao dos coeficientes, por minimos qua-
drados, de modelos AR de até terceira ordem para as séries c030d, c060d,
c090d, ¢180d, ¢360d e c720d. Como o teste de White nao rejeitou a hipotese
de existéncia de heterocedaticidade nos residuos, a estimacao foi feita com
erros-padrao robustos, usando a correcao de White.

Amostra 1 - Série c030d

Coeficientes Estatistica F
Constante  AR(1) AR(2)  AR(3) (p-valor)
Coeficientes  2,3946*** 0, 9180*** 1158, 2890
(0,0000)
Estatistica t 9,1879 25,0918
(p-valor) (0,0000) (0,0000)
Coeficientes  2,3951%*%* 1,0443%** —0, 1377* 589, 6974
(0,0000)
Estatistica t 10, 53681 13,7226 —1.7715
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0779)
Coeficientes  2,3955%** 1,0509*** —0,1880* 0, 0483 392, 3977
(0,0000)

Estatistica t 10,0200 13,8274 —1,8226 00,6789
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0698) (0,4980)

Tabela 4.2: Estimativas por minimos quadrados dos coeficientes das especificagoes
testadas para a série c030d na Amostra 1. Erros-padrao estimados com a correcao
de White para heterocedasticidade.
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Amostra 1 - Série c030d
Especificacao R? Ajustado  AIC  SBIC HQIC

AR(1) 84,15%  0,5482 0,5791 0,5607
AR(2) 84,38%  0,5382 0,5846 0,5569
AR(3) 84,34%  0,5450 0,6069 0,5700

Tabela 4.3: R? ajustado e critérios de informacdo das especificaces testadas para
a série c030d na Amostra 1.

Amostra 1 - Série c030d - Residuos da Especificacao AR(1)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,134 0,134 3, 9875

2 —0,054 —0,073  4,6357 0,031
3 ~0,069 —0,053 5, 7062 0,058
4 0,040 0,055 6, 0681 0,108
5 0,039 0,019 6, 4206 0,170
6 0,008 0,001 6, 4350 0,266

IC @5%: +0,1324 - IC @10%: +0,1112

Tabela 4.4: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), correspondentes
intervalos de confianca (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor de zero,
estatistica Q) e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocorrelagio para
as primeiras 6 defasagens nos residuos da especificacio AR(1) para a série c030d
da Amostra 1.

Amostra 1 - Série c030d - Residuos da Especificacdo AR(2)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,016 0,016 0,0592
2 —0,042 —0,043 0,4619
3 —0,049 —0.048 0,9975 0.318
4 0,063 0,063 1,8822 0,390
3 0,049 0,044 2,4319 0,488
6 0,013 0,015 2,4720 0,650

IC @5%: +0,1324 - IC @10%: 40,1112

Tabela 4.5: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), correspondentes
intervalos de confianga (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor de
zero, estatistica Q e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocorrelacao
das primeiras 6 defasagens nos residuos da especificagdo AR(2) da série ¢030d na
Amostra 1.
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Amostra 1 - Série c030d - Teste de Breusch-Godfrey

Especificacao p-valor
2 desfasagens 4 defasagens
AR(1) 0,0703 0, 1580
AR(2) 0,0273 0,1021

Hy: Nao ha correlagao serial nos residuos.

Tabela 4.6: Teste de Breusch-Godfrey para correlagao serial nos residuos das
especificacoes testadas para a série c030d na Amostra 1.

O critério de overfitting, como observado na tabela 4.2, sugere a especifi-
cagdo AR(2). Em relagao aos critérios de informacao, como apresentado na
tabela 4.3, AIC e HQIC também sugerem a especificacdo AR(2), enquanto o
SBIC sugere a especificacao AR(1). A tabela 4.4 mostra que o teste de Ljung-
Box (LLB) nao rejeita a hipotese de que nao exista autocorrelagao dos residuos
a partir de quatro defasagens da especificacdo AR(1), enquanto nao ha evi-
déncia de autocorrelacdo nos residuos na especificacdo AR(2), como mostrado
na tabela 4.5. Embora os indicios sejam mistos, admitimos que nao exista
evidéncia de autocorrelagao dos residuos ja na especificacao AR(1) para um
namero razoavel de defasagens. O teste de Breusch-Godfrey(BG) traz um
resultado semelhante, exibido na tabela 4.6, e nao rejeita a hipotese nula
de que nao exista correlacao serial nos residuos ja a partir da especificacao
AR(1), quando incluidas quatro defasagens dos residuos.

Finalmente, a analise da ACF e da PACF dos dados de cupom cambial
de 30 dias na Amostra 1 pode ser feita através das informagoes abaixo:

Amostra 1 - ACF e PACF da Série c030d
Defasagem  AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,916 0,916 186, 11 0,000
2 0,818 —0,125 335,37 0,000
3 0,734 0,037 456, 09 0,000
4 0,662 0,016 554, 87 0,000
5 0,589 —0,058 633,43 0,000
6 0,520 —0,012 694,84 0,000

IC @5%: +0,1324 - IC @10%: +0,1112

Tabela 4.7: Valores da ACF e da PACF para as primeiras seis defasagens da série
c030d na Amostra 1, correspondentes intervalos de confianca (IC) aos niveis de
significancia de 5% e 10% ao redor de zero, estatistica QQ e correspondente p-valor
do teste de Ljung-Box.
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ACF da Série c030d - Amostra 1

Autocorrelagio
© & o o ©o © o P
F=y 5] = M2 +a [ap} [82] =)

o
a

1 22 43 64 85 106 127 148 169 190
Numero de Defasagens

Figura 4.8: Grafico da fungdo de autocorrelagdo da série c030d na Amostra 1.

Os valores da PACF da série c030d deixam de ser significantes ao nivel
de 10% a partir da terceira defasagem, sugerindo que a especificacao correta
¢ a AR(2). A ACF apresenta oscilagdo amortecida, consistente com uma
especificagio AR(2) ou maior, mas nao AR(1).

A andlise para as demais séries segue as mesmas etapas usadas na série
c030d. Os resultados obtidos estao reunidos no Apéndice A.

Em resumo, os testes realizados sugerem as seguintes especificacoes:
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Amostra 1 - Ordem da Especificacao AR Sugerida pelos Testes

Série Critério
AIC SBIC HQIC OQwerfitting R(ESBi/%%())S ACF PACF

c030d 2 1 2 2 1/1 >2 2
c060d 2 2 2 2 2/2 >2 2
c090d 2 2 2 2 2/2 >2 2
c180d >3 2 2 2 >3/>3 >2 >2
c360d >3 2 >3 >3 >3/>3 >2 2
c720d >3 2 >3 >3 >3/>3 >2 2

Tabela 4.8: Ordem da especificacdo AR mais adequada para as séries de cupom
cambial da Amostra 1, conforme sugerido pelos critérios utilizados.

Ha, portanto, forte evidéncia de que o processo seja AR(2) nas séries de
prazos mais curtos. Ja para as séries com prazos mais longos, a evidéncia
é mista. A principio, existe a possibilidade de serem mais adequadamente
modeladas por um processo autorregressivo de maior ordem® ou por um
processo ARMA (Autoregressive Moving Average).

Aprofundando a anélise, contudo, a aplicacao do teste de Dickey-Fuller
Aumentado (Augmented Dickey-Fuller, ADF), para a existéncia de raizes
unitarias, traz evidéncia de que as séries ¢180d, ¢360d e ¢720d da Amostra
1 nao sao estacionarias, como mostrado na tabela 4.9, o que indica a possi-
bilidade de efeitos esptirios nao completamente controlados pela selecao da

amostra.

Teste ADF - Amostra 1

Série  Estatistica de Teste p-valor

c030d —3,0395 0,0329
c060d —2,9366 0,0428
090d —2,7415 0, 0687
c180d —2,0786 0,2536
c360d —1,9797 0,2957
720d —2,0694 0.2574

Hy: A série possui raiz unitaria.

Tabela 4.9: Aplicacao do teste ADF as séries de cupom cambial da Amostra 1.

9Particularmente, a série c180d apresenta um pico na PACF para a quarta defasagem,
apo6s o valor na terceira defasagem nao ter sido estatisticamente significante.
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Uma possibilidade é que a nao estacionariedade esteja associada a eleva-
¢ao LIBOR a partir de julho de 2016, particularmente para prazos maiores,
como analisado na se¢ao 4.2. Como serd visto na se¢ao 4.3.2, contudo, mesmo
com a restricao da amostra a um periodo anterior a elevacao da LIBOR,
continua havendo indicios de que as séries c180d, c360d e c720d nao sao es-
tacionarias. Outra explicacao, que parece se ajustar a evidéncia e também
fazer sentido econémico, é a de que o fator responséavel pela raiz unitaria seja
a tendéncia de reducao do risco de conversibilidade, r.,,,, durante o periodo
da Amostra 1. O Pais dava os primeiros passos na contencao da crise fiscal,
que poderia levar a uma crise da divida soberana, com sério impacto na con-
versibilidade, mas nao imediatamente. Faz sentido, portanto, que apenas os
cupons cambiais de prazos mais longos tenham sido mais afetados.

De fato, se utilizarmos o CDS com prazo de 10 anos para a divida sobe-
rana brasileira, cuja série de dados chamaremos de C'DS10a, como indicador
de 7eony dos cupons de prazos mais longos, ha evidéncia de que esta série nao
é estacionéria no periodo da Amostra 1, com estatistica ADF —1, 782605,
correspondente a um p-valor de 0, 3885, nao sendo rejeitada, portanto, a hi-
potese nula de existéncia de raiz unitaria. Adicionalmente, a série C'DS10a
cointegra com as séries c180d, ¢360d e c720d no periodo correspondente &
Amostra 1, como mostrado na tabela 4.10, que exibe os testes ADF reali-
zados nos residuos das regressoes de c180d, ¢360d e ¢720d contra C'DS10a,
nao apresentando mais indicios de raizes unitarias. As regressoes foram re-
alizadas utilizando Fully Modified Least Squeares (FMOLS) com corregao
para o efeito da correlacao serial nos residuos e endogeneidade da variavel de
regressao, C'DS10a.

Teste de Cointegragao - Amostra 1

Série Coeficientes R? Ajustado Estatistica ADF
Constante CDS10a (p-valor)
c180d  —0,113952  0,006260*** 70,13% —3,7044
(0,0047)
c360d —0,753323** 0, 008533*** 86, 09% —4,2680
(0,0006)
c720d ~ —0,027314  0,007548%** 84, 06% —4,2501
(0,0007)

Hy: Os residuos da regressao possuem raiz unitaria.

Tabela 4.10: Aplicacao do teste ADF aos residuos das regressoes das séries ¢180d,
¢360d e ¢720d contra C'DS10a por FMOLS na Amostra 1.

10A especificacdo da covaridncia de longo prazo no FMOLS foi feita com defasagem
automética pelo critério de informagao de Hannan-Quinn, kernel Bartlett e banda de
Newey-West automatica.
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4.3.2 Identificagao do modelo AR das Séries de Cupom
Cambial na Amostra 2
Também foi utilizada a correcao de White para heterocedasticidade nas es-

timacoes de minimos quadrados desta amostra. Conforme os resultados exi-
bidos na secao A.2, temos:

Amostra 2 - Ordem da Especificacao AR Sugerida pelos Testes

Série Critério
AIC SBIC HQIC OQuerfitting P%E%i/%légs ACF PACF

c030d 2 2 2 2 2/2 >2 2
c060d 2 2 2 2 2/2 >2 2
c090d 2 2 2 2 2/2 >2 2
c180d 2 2 2 2 >3/>3  >2 2
c360d >3 2 2 2 >3/>3 >2 2
c720d >3 2 >3 2 >3/>3 >2 2

Tabela 4.11: Ordem da especificagio AR mais adequada para as séries de cupom
cambial da Amostra 2, conforme sugerido pelos critérios utilizados.

Novamente, hé evidéncia robusta de que seja um processo AR de ordem
2 nos prazos menores, embora ainda exista indicios mistos quanto a melhor
especificacao nos prazos maiores. A restricao da amostra levou a mais resul-
tados indicando a ordem 2, mas nao foi capaz de eliminar a nao estaciona-
riedade das séries ¢180d, ¢360d e ¢720d, como mostrado na tabela 4.12. Isto
reforca o argumento de que a nao estacionariedade esta relacionada ao efeito
do risco de conversibilidade para os prazos mais longos de cupom cambial,
como discutido na secao 4.3.1. Por outro lado, isto também é um indicio de
que o comportamento autorregressivo de segunda ordem observado nas séries
de cupom cambial com prazos mais curtos esta associado ao risco de liquidez
no mercado cambial local, 77 jocal-
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Teste ADF - Amostra 2

Série  Estatistica de Teste p-valor

c030d —3,0493 0,0330
c060d —2,9437 0,0432
090d —2,8185 0, 0584
c180d —1,9540 0, 3069
360d —1,6244 0,4673
720d —1,7061 0,4258

Hy: A série possui raiz unitaria.

Tabela 4.12: Aplicacao do teste ADF as séries de cupom cambial da Amostra 2.

4.3.3 Identificacao do modelo AR das Séries de Cupom
Cambial na Amostra 3

Nao houve rejeicao da hipotese de homocedasticidade em varias regressoes
da Amostra 3. Contudo, para manter a comparabilidade entre especificacoes
diferentes da mesma série, os resultados apresentados na secao A.3 também
foram estimados com correcao de White para os erros padrao. As indicagoes
para a ordem do processo AR oferecidas pelos testes foram:

Amostra 3 - Ordem da Especificacao AR Sugerida pelos Testes

Série Critério
AIC SBIC HQIC OQwverfitting R(ESBi/%%())S ACF PACF

c030d 2 2 2 2 2/2 >2 2
c060d 2 2 2 2 2/2 >2 2
c090d 2 2 2 2 2/2 >2 2
c180d 2 2 2 2 2/2 >2 2
360d 2 2 2 2 1/1 >2 2
c720d 2 2 2 2 2/1 >2 2

Tabela 4.13: Ordem da especificacdo AR mais adequada para as séries de cupom
cambial da Amostra 3, conforme sugerido pelos critérios utilizados.

Nesta amostra menor, que resulta em menos chances para que fatores
externos alterem o processo gerador dos dados, a evidéncia a favor da especi-
ficacdo AR/(2) foi notavel em todos os vencimentos. A hipotese de existéncia
de raiz unitaria so nao foi rejeitada a 10% de significancia para a série ¢360d,
como mostrado na tabela 4.14.
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Teste ADF - Amostra 3

Série  Estatistica de Teste p-valor

c030d —3,2121 0,0224
c060d —2,8817 0,0514
090d —3,0259 0, 0362
c180d —2,6736 0, 0825
c360d —2,4630 0,1279
720d —2,9019 0,0490

Hy: A série possui raiz unitaria.

Tabela 4.14: Aplicacdo do teste ADF as séries de cupom cambial da Amostra 3.

Portanto, a luz dos dados analisados, existem fortes indicios de que a
especificacao mais adequada para o cupom cambial, particularmente quanto
aos efeitos da liquidez do mercado de cambio, seja um processo autorre-
gressivo de segunda ordem. No capitulo seguinte, proporemos um processo
estocastico continuo capaz de modelar adequadamente este comportamento.
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Capitulo 5

O Processo de OUG Exponencial
Flutuante

Dado o comportamento particular da autocorrelacao serial nos dados empi-
ricos do cupom cambial, como visto no capitulo 4, neste capitulo propomos
uma funcao resolvente, solucao da equacao 3.61, que resulta em uma nova
classe de processos de Ornstein-Uhlenbeck Generalizados, da qual os proces-
sos de OUG do Tipo Exponencial e do Tipo Cosseno sao casos particulares.
Veremos que esta nova classe de processos é capaz de modelar a oscilacao na
autocorrelacao observada para o cupom cambial.

Como discutimos na secao 3.3, o processo de OUG Exponencial resulta
em uma equagao de recorréncia de primeira ordem, dada por 3.64, de modo
que, pela equacao 3.8, a autocorrelacao nao corresponde a uma oscilacao
amortecida. J& o processo de OUG Cosseno resulta em uma equacgao de
recorréncia de segunda ordem, dada por 3.67, mas com coeficiente fixo em —1
para o termo de segunda ordem, de modo que o processo nao é estacionéario.

A classe de processos de OUG que propomos corresponde as solucoes da
ELG para a seguinte funcao resolvente:

p(t) = (1 —v)e ™ + vcos(6t); (5.1)

com t > 0 e parametros definidos conforme o teorema 5.1, enunciado adiante.

No restante do capitulo, verificaremos que esta combinacao linear do cos-
seno e da exponencial é solucao de 3.61 e estudaremos os processos de OUG
resultantes, particularmente, sua estimacao e simulacao. Consideraremos o
espaco de probabilidade filtrado (Q, F, {F:}i>0, P) sujeito as condigbes usu-
ais, em que os processos de Lévy descritos sao adaptados a {F;}i>o.
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5.1 Validade da Solugao p(t) Proposta

A utilizagao da transformada de Laplace de uma funcao f(¢),¢ > 0, denotada
por L{f}(s) ou, simplesmente, L{f}, facilita encontrar solu¢des para 3.61.
Por isso, provaremos os seguinte lema:

Lema 5.1. A fun¢ao memdria v(t) de uma Equagdo de Langevin Gene-
ralizada (ELG) dada por 3.59 ou, de forma mazs geml a famzlza de me-
didas (ut,t > 0) que satisfazem a relagao p'(t fo (t — s)p(s)ds =
— fo s)du(s), em que p(t) determina a solugao da ELG, conforme a equa-
cao 3.60, podem ser obtidas por:

y(t) =L {—%} : (5.2)

du(s) = y(t — s)ds. (5.3)

Demonstrag¢ao. Queremos obter v(t) tal que sua convolugdo com p(t) seja
igual a —p/(t):

J(t) = - / At — 5)p(s)ds
=—7*p(t).

Aplicando a transformada de Laplace:

L{p'} = —L{y*p}
= —L{v}L{p}.

Portanto:

w-c {4}
O]

Note que 7(t) ndo é necessariamente uma funcao e p; ndo é necessa-
riamente absolutamente continua em relagao a medida de Lebesgue. Por
exemplo, v(t) pode ser a distribuicdo delta de Dirac.

Podemos, agora, enunciar o seguinte teorema:
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Teorema 5.1. Considere os pardmetros 0 > 0, [v|< 1, vy = 1 — v — ”TQ
e v = /|wl|, de modo que vy = sinal(vy)vi. Considere ainda a funcdo

generalizada:'

K100(t) + e~ %!k cos(Oint) + k3,1 sen(fvt)] se sinal(vg) = 1;
Y(t) = { k10(t) + e~ 5t [ky cosh(Bint) + k31 senh(fvit)]  se sinal(yy) = —1;
K100 (t) + e~ F![ky + k3,0t se sinal(vp) = 0;

em que 6o(t) € a distribuicao delta de Dirac e:

k1 =0(1 —v);
ko = (Ov)%;
H3,1=i—j—(92—22—9(1—y) <9y1—i—1:);
k3,1 Zi—j—(g—f+0(1—y) <0V1+%) :
Kao = 0° — 93;2 +6(1—v) (‘9:)2‘

Se (L(t);t > 0) é um processo de Lévy com primeiro e sequndo momentos
finitos ou a-estdvel com 1 < o < 2, entdo o processo estocdstico (X (t);t > 0),
dado por:

X(t) =Xo [(1 - v)e " 4 v cos(0t)]
+ /t(l —0)e =) Ly cos(A(t — s))dL(s),

€ solucao da ELG:

t

AX (1) = — / Y (t — $)X (s)dsdt + dL(#):
X(0) = Xo.

1O requerimento de que |v|< 1 esta relacionado & estabilidade do processo autorregres-
sivo gerado pela discretizacao do processo de OUG que estamos definindo, como ficard
claro no teorema 5.2. A possibilidade de que v seja 1 foi mantida para que o processo de
OUG Cosseno seja um dos casos particulares.
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Demonstragao. Encontraremos a fun¢do memoria (t) através do lema 5.1.
Para isso, precisamos obter as transformadas de Laplace de p(t) e de p/(t),
de acordo com a equacao 5.1. Restringindo s a valores que nao gerem inde-
finicao, temos:

1 S
Lirk = (=) v

s+ 0vs + 6%(1 — v)

(s +6)(s% + 6?)
(s + %) + 62 (1—y—§>
(s +0)(s*+ 6?)
_ (s+ %)2 + (Bv)? sinal(vp)
(s +6)(s?+ 6?) ’

em que vy = 1—1/—% e vy = /|vg|l. Como p'(t) = —0(1—v)e % —Ov sen(6t),
vem:

1 0
= —0(1— —
L{p'} A=) g~

(1 —v)(s* 4+ 6%) + 6?v(s + 0)

(s+0)(s>+ 62)
Portanto:
LY} _ O(1 —v)(s* + 6%) + 0%v(s + 0)
Lok = L{p} (s+ %”)2 + (A11)? sinal(vp)
_ 0(1 — v)s? 6?vs
(s + %)% + ()2 sinal(vg) (s 4+ %)* + (01)? sinal ()
93

5 . (5.4)
(s+ %) + (611)? sinal (1)

Caso 1: sinal(1y) = 1 ou, equivalentemente, 2¢/2 — 2 > v > —1. Mani-
pulando cada termo na equacao 5.4 separadamente, temos:
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0(1 — v)s>
(s+%)" + (0n)

(s + 2)7 4 ()2 — 500 — 22 _ (6,2

=0(1—v)
(s+%)" + (Om)
I O | ()2
=0(1—v)|l—0v ; - 4 —Z<V1)
I (s+2)" + () (s+ %)+ (61)?
S PP CLs » B el sl Ui
i (S + 7”)2 + (011)? (s + 9—;)2 + (011)?
- ) a2
(s + %)2 +(0v1)>  (s+ %)2 + (011)?
Logo:
= 0(1 —2 v)s? _
(s+%)" + (01n)?
Ov? ov

—0(1—v) [(50@) — Qe T cos(Oint) — (

Para o termo seguinte:

0y — —
Y1 41/1

)6_

2t sen(fvt)

0%vs B
(s+ %”)2 + (611)? a
_ 02 (+%) - %
(s+ %)2 + (011)?
sy (s+ %) B (631/2> O
(s+ %)2 + (011)? 201, (s+ 97”)2 + (011)?
ey (s—l— %”) B (L) Oy
(5+2) 7+ (0n)2 \201) (s+ %) 4 (012

e entao:
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= { 9221/3 } _
(s+ %)+ (61)°

= 0% [eezyt cos(Ouvyt) — Le%tsen(let)} :
21/1

Por fim:

(s + 9—”)92: (0)? (6_) (s + e—v)e; o

3 2
=L f = e 7t sen(Ouyt).
(s+%2)°+(m)2) =

Resulta que:

~(t) =0(1 — v)8o(t) + (0v)%e~ T cos(Buyt)
+ {9—2 _Or (1 —v) (91/1 - e—ﬁﬂ e T sen(fit).

1%} 21/1 4V1

Caso 2: sinal(1y) = —1 ou, equivalentemente, 1 > v > 21/2 — 2. Analo-
gamente ao caso anterior, obtemos:

0(1 — v)s? _
(s+ %”)2 — (611)?

(S+9_z/> O, <9V1+%>
2 +
(3 + %)2 — (611)? (s + %”)2 — (611)?

=0(1—v) llﬁy

de onde vem:

= { (1 - v)s? } _
(s + %") — (611)?
0

=0(1—v) [50@) — Qe %! cosh(Ou1t) + (91/1 + —) e T senh(&ylt)] :

4V1
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De modo semelhante:

0%vs _
(s + %”)2 — (611)?
(8 + %”) (v O, ]
(s+ %”)2 — (611)? (2V1) (s+ %)2 — (01)?

= L7} { 022VS } —
(s + %”) — (611)?

= 0*v |:€_92Vt cosh(Ovyt) — 2L6_97H senh(@ylt)] :

V1

= 6%y

E também:

(s + 67”)23— () (i_j> (s+ %”;92”1— (611)?

03 92 ov
=L 5 = —e™ 2 "senh(Aut).
(S + %/) — (91/1)2 141

Do que decorre:

y(t) =0(1 — v)do(t) + (Bv)%e™ T cosh (O t)
Ov?

+ [9_2 _ O 0(1—v) (eyl + —)] e~ %" senh(011).

141 2V1 4V1

Caso 3: sinal(g) = 0 ou, equivalentemente, v = 2v/2—2. Nesta situacao,
temos:
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N2
(s+%)
s+ ) 5oy — @2
:9(1—1/)( 2()s+9—”)2 4
2
[ (0v)?
=0(1l—-v)|1l—-0v — 4
Y Y P
i (s + 9_1/) (0v)?  (v)?
=0(1—v) 1—0u(8+£)2+ (23+9—V)42
L 2 2
1 (Ov)? 1
=0(1— 1-46
( V)- VS-{—%/ 4 (S+9V)

E ainda:
s s+&) & 1 O 1
QV v 2= QV( 221/ 22 ZQQV v _(7> A
(s +%) (s +%) (s+%) (s+%)

Consequentemente:

(931/2 (91/)2 te_%yt.

Y(t) =0(1 — 1)So(t) + (Bv)%e~ = + {93 -t (1 —v)

Do lema 5.1, do resultado de Kannan (1977) dado pela equagao 3.60 e do
teorema 3.3, segue o resultado.
L]
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Assim, podemos definir:

Definicao 5.1. Um Processo de OUG do tipo Exponencial Flutuante € um
processo estocdstico X = (X (t);t > 0), dado por:

X(t) =Xo [(1 = v)e " + v cos(6t)]

+ /Ot(l —v)e %) Ly cos(8(t — s))dL(s), (5.5)

em que 0 > 0, |[v| < 1 e L = (L(t);t > 0) € um processo de Lévy com
primeiro e sequndo momentos finitos ou a-estdvel com 1 < a < 2.

Note que os processos de OUG Cosseno e Exponencial sao casos particu-
lares do processo de OUG Exponencial Flutuante, quando v = 1, resultando
em () = 62, e v = 0, resultando em ~y(¢) = 05y(t), respectivamente.

5.2 Equacao de Recorréncia do Processo de OUG
Exponencial Flutuante

Buscaremos, agora, discretizar 5.5 de modo a obtermos uma equacgao recur-
siva de segunda ordem para o processo de OUG Exponencial Flutuante. Esta
recursao sera utilizada nas metodologias de estimacao e simulagao sugeridas.

Considere observagoes em tempos discretos t, = kh, k € Z e h > 0 passo
de discretizacao. Nestas condicoes, podemos enunciar a seguinte proposicao:

Teorema 5.2. Dado um passo de discretizagio h € RY e uma quantidade
de passos k € 7., o Processo de OUG do tipo Exponencial Flutuante obedece
a equacao de recorréncia:

X((k+1)h) = [(1 — v)e ™ + 2v cos(0h)] X (kh) —vX ((k—1)h)+ern, (5.6)

com.

S— /( v eostOl(k = D= )z )

+ /k;kﬂ)h [(1 = w)e D) 4y cos(0((k + 1)h — 5))] dL(s). (5.7)

Demonstracao. Considerando os tempos discretos t, = kh, k € Z. e h > 0
passo de discretizacao, por 5.5 temos:
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X((k+1)h) = Xo[(1 — v)e 8 * DR Ly cos((k + 1)h)]

(k+1)h
+ / (1 — v)e D= 1y cos(0((k 4 1)h — s))dL(s)
0

(k+1)h
:(1 _ y) Xoefe(kJrl)h _'_/ 679((k+1)hfs)dL<$)
0

N J/
-~

A

+v | Xocos(8(k+ 1)h) + /0(k+1)h cos(0((k+ 1)h — s))dL(s)

N J/
-

B

Segue que, por 3.64:
(k+1)h

A=e "X (kh) + / e 0D g1 (5);
kh

e por 3.67 e 3.68:

B = 2cos(0h) X (kh) — X ((k — 1)h)

(k+1)h
- /( cos(0((k — 1) — ))dL(s)

et
+ / 2 cos(0h) cos(8(kh — s))dL(s)
= 2cos(0h) X (kh) — X((k — 1)h)

kh
— /( cos(0((k —1)h — s))dL(s)

/k cos(0((k — 1)h — s))dL(s)
(k+1)h
T+ /kh 2 cos(0h) cos(0(kh — s))dL(s),

do que resulta:
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X((k+1)h) = [(1 —v)e ™ + 2vcos(0h)] X (kh) — vX((k — 1)h)

kh
— /( veos(O((k —1)h — s))dL(s)

k—1)h

(k+1)h
+ / [(1- v)e E+DR=9) 4 91 cos(Bh) cos(B(kh — s))
kh

—vecos(0((k —1)h — s))] dL(s)
=[(1 —v)e™™ 4+ 2vcos(0h)] X (kh) — vX ((k — 1)h)
_ /( veos(0((k — 1)h — s))dL(s)

k—1)h

+ /M(Lkﬂ)h (1 —v)e =) 4y cos(O((k + 1)k — s))] dL(s),

em que o ultimo passo veio do fato de que 2cos(x) cos(y) = cos(x + y) +
cos(z — y). Portanto:

X((k+1)h) = [(1 — v)e ® + 2vcos(0h)] X (kh) — vX((k — 1)) + exp,

COm:

kh
Ekh = — /(kl)h veos(0((k—1)h — s))dL(s)

+ /,:ﬂ)h [(1 — ) MEDR=9) 1) cos(O((k + 1)h — 5))} dL(s)

]

Corolario 5.1. Seja Yy(t) = fotg(s)dL(s) para todo T >t > 0 com g €
L*([0,T]) e (L(t);t > 0) um processo de Lévy com primeiro e seqgundo mo-
mentos finitos ou a-estdvel com 1 < o < 2. Entao o erro da relacao de
recorréncia de um processo de OUG Ezponencial Flutuante, €y p, kh € [0,T],
conforme o teorema 5.2, pode ser expresso como:

€k = Ain + Bip, (5.8)

em que Ay, e By sao varidveis aleatorias independentes entre si tais que:
d

Apn =Yg, (h) (5.9)
d

By =Y,,(h) (5.10)
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e ga, g € L*([0,T]) sio dadas por:
ga(t) = —vcos(6t);
gp(t) = (1 —)e " Ly cos(8(h —t)).

Demonstrag¢ao. Sejam:
Gra(t) =—wvcos(O((k—1)h —1));
Grp(t) =(1 — v)e D=0 4y cos(O((k + 1)k —t)).

Pelo teorema 5.2, podemos escrever:
Ekh = ng,A (kh> - YQk,A<<k - 1)h) + ng,B
Como os intervalos de integracao sao disjuntos e a integragao é em relacao
1)h)

ao mesmo processo de Lévy, pela proposicao 3.11, Y, (kh) =Y, , ((k—
¢ independente de Y, ,((k +1)h) — Y, ,(kh). Entdo defina:

Ak,h :Y;]k,A (kh) - Y;]kA((k - 1)h); (513)
Bkvh‘ :)/;]k,B((k + 1)h) - YQkB<kh) (514)

((k+1)h) =Yy, 5 (kh).

Adicionalmente, note que, na integral:

kh
App = / v cos(O((k — Dh — 5))dL(s),
(k—1)h
o argumento da funcgao cosseno varia de 0 a —fh. Também temos que o
cosseno é uma funcao par e que o intervalo de integracao tem comprimento

h. Assim, em distribuicao:

h
Ak g/ —vcos(0s)dL(s)
0

i:jg ga(s)dL(s) = Yy, (h).

De modo semelhante, na integral:

(k-+1)h
Ben — / (1= 0)e G029 | cos(@((k + 1)h — 5))] dL(s),
k

h
o intervalo de integracao também tem comprimento h e o argumento da fun-

cao exponencial vai de —fh a 0 e do cosseno de 8h a 0. Logo, em distribuigao:

h
By s, i/O (1 —v)e ") + veos(O(h — s))] dL(s)

ilw@@@—mw.
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Coroléario 5.2. Sejam (X(t);t > 0) um processo de Lévy a-estdvel simétrico
padrao com 1 < a <2, i.e., X(t) € LY(Q, F,P), e (L(t);t > 0) um processo
de Lévy a-estdvel com tendéncia (drift), tal que L(t) = bt + aX(t), b € R
e a € RY. Entao, para cada k € 7, o valor esperado da varidvel aleatoria
Ekh, conforme definida no teorema 5.2, é:

b(1 —v)(1 —e %)

Elexn] = (5.15)

e ;= €rn — Elekn] tem distribuicdo:

h h a
Exh ~ Sa (a (/0 |9a(s)|*ds +/0 !93(5)|ads) 7070> 7 (5.16)

em que ga(t) e gp(t) sao definidas como no coroldrio 5.1.

Demonstragao. Para (L(t);t > 0) como definido no enunciado, nas condic¢oes
do corolario 5.1, temos:

) =0 [ 0a0)ts ta [ axopaxo

_ busen(bh) Seg(eh) ta /0 ga(s)dX (s).

Pelas proposicoes 3.18, 3.19 e 3.21 e dado que a > 0, segue:

Y, () ~ S, ( ( / h|gA<s>|ads) " —%) .

Do mesmo modo:

h

Y, (h) =b / op()ds +a [ gp(a)aX (o)

:b(l—y)(l—e* ) + vsen(6h) —|—a/0 a5 (5)dX (s)

7
. (a ( /Oh|g3(8>|ad8)i’0’ b(l—i/)(l—e;h)+busen(9h)>

Pelo corolario 5.1, e, = Agp + Bin, Agpn € By, independentes e Ay, 4
(h) € Bk,h i Y.

9B

Y,

gA
para obtermos:

(h), o que nos permite a aplicacdo da proposicao 3.17
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%ﬁNSaG(Lﬁ%@ﬂﬂ&ﬁfﬁﬂ$wﬁ>{ﬁb“_wg_£4®>,

do que decorre a tese. O

O corolario 5.2 ja nos permite estimar os parametros de um processo de
OUG Exponencial Flutuante por maxima verossimilhanca quando o processo
de Lévy é a-estavel com tendéncia, conforme discutido na secao 3.3.2.

Os proximos resultados tratam do caso em que o processo de Lévy é uma
difusao com salto:

Corolario 5.3. Seja (L(t);t > 0) um processo de difusao com salto dado por
L(t) = bt+aW (t)+ [, aN(t, dx), conforme a equagio 3.23 e nas condigdes do
teorema 3.1 e da proposigao 3.10. Entao cada varidvel aleatoria ey, k € 27,
definida como no teorema 5.2, tem a sequinte funcao caracteristica:

1
e (h,u) = exp (z’ubTA - §u2a273)

h
1. 1.
comor [* [ (Lemiom s Lomor Y panal . o
0 A

onde ga(t) e gp(t) sao definidas como no coroldrio 5.1 e:

(1—v)(1—e

L 9 ; (5.18)
9 —0h _ — 2
- v (sen(20h) + Oh) + 2e Q(Zen(eh) cos(0h))(v —v7) (5.19)
—20h(9,, _ 2 _ 2(0h —
LM 12)9+ vOh -1 (5.20)

Demonstracao. Pelo corolario 5.1, temos:

el ) = Bl = et D)

em que Ay e By, sao independentes, portanto:
©e(h,u) = E[e™Akn]E[e™Brn],

d

Ainda de acordo com o corolario 5.1, Ay, Ly, (h) € By =Yy, (h), do

gA
que segue:
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we(h,u) =E [eiUYgA(h)] E [engB (h)} )

Como L(t) = bt + aW (t) + [, xN(t,dz), da equacao 3.37, nas condigoes
da proposicao 3.13, vem:

E [e™0a®] = E [ew[b J& ga(s)ds+a f gA<s>dW(s>+¥qA,c(h>1]

E [ oo (h)] _E [ ciulb J3' g (s)ds+a [ gB(s)dW(s)JrYgB,c(h)]] _

Da independéncia entre as variaveis aleatorias dentro de cada expectativa,
das defini¢oes de ga(t) e gg(t) no corolario 5.1, da proposicao 3.12 e do fato
de que a funcao caracteristica de uma variavel aleatéria com distribuicao
correspondente a N(0, a? f0h|g(s)|2ds) ¢ dada por e~3v°a* [ 19()*ds ohtemos:

E [0 "] = exp {mb (_%(Qh))}

2 .
X exp {—%u%ﬂy (cos(0h) Zl;l(éh) + Qh)]

< F [ez’uYgA,c(h)}

E [¢"795 ()] = exp [iub <(1 —v)(1 —e %) + Vsen(Hh))]

0
Ly 52¢""(sen(0h) — cos(0h))(v — v?) + v* cos(0h) sen(6h
% exp {_§u2a2 e~ (sen(6h) — cos( ))(;9 v2) + 12 cos(0h) sen( )}
1 —20h 2 — 2_1 2 Oh — 1 1
X exp {—§u2a26 (2v—v 2)6+ v )+ }

% E [eiuY!JB!C(h)] )

Das defini¢coes dos valores de 74 e 7, temos assim:

1 . .
©e(h,u) = exp (iubTA — EUQCLQTB) E [e"YoacW] E [e™Yos.cM)] |

O valor de 75 é nao negativo porque é o resultado da integracao do qua-
drado de funcoes reais. Finalmente, da proposicao 3.13, obtemos a tese. [
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Com a utilizacdo da Férmula da Inversao,? o corolario 5.3 nos permite
estimar o processo de OUG Exponencial Flutuante por maxima verossimi-
lhanca quando o processo de Lévy é uma difusao com salto em que o tamanho
dos saltos tem uma distribuicao qualquer dada pela medida de probabilidade
em R, P, : B(R) — [0, 1], desde que possua o primeiro e o segundo momentos
finitos.

O resultado abaixo ainda nos da uma alternativa aproximada de estima-
¢do por maxima verossimilhanga quando O(h?) — 0:

Proposicao 5.1. Nas condicoes do coroldrio 5.3, para cada k € 7%, a va-

+
rigvel aleatoria €y, € distribuida como a variacao de um processo de difusao
com salto em um intervalo ot = % e pode ser erpressa como:
d 1 1
Eph =00Ta | = | +avO0rsW | =)+ rN.(ds, dx), (5.21)
’ 0 0 [0,3]x A

em que o processo de Poisson composto f[o l}xAﬁNs(dS, dx) tem intensidade
X

2X0h e a funcao densidade de probabilidade do tamanho dos saltos € a média
entre as fungoes densidade de probabilidade dos saltos em Y,, c«(h) e Y, ¢,
nas condicoes da proposicao 3.13.

Particularmente quando (L(t);t > 0) € uma difusio com salto em que o
tamanho dos saltos tem distribuicio normal N'(uar,o%;), a varidvel aleatd-
ria do tamanho dos saltos do processo de Poisson composto de €y ) converge
em média quadrdtica, quando O(h?) — 0, para uma varidvel aleatéria com
funcao densidade de probabilidade dada por:

1 1
§fN(x‘pA,hMALap,24,hJZL) + §fN($\pB,hMAL,PQB,h02AL)» (5.22)

em que fn(z|u,0?) € a funcao densidade de probabilidade de uma varidvel
aleatoria X ~ N(u,o0?) e:

vsen(6h)
=" 5.23
P 7 (5.23)

2Conforme James (2015, p. 245), seja ¢x(u) a fungdo caracteristica da variavel alea-
toria X, com funcao de distribuicdo F'x. Sejam x,y € R, x < y, entao:
Fx(y)+ Fx(y~) Fx(x)+Fx(z™) 1 ¢ pmiur _ o—iuy

2 2 T ordm ) o ex(wdu

Ash (1972, p.324) também mostra que se F'x é continua e px (u) é Lebesgue integravel,
entdo a funcao densidade de probabilidade de X é dada por:

fx(z) ! /'°° e~ " oy (u)du.

:%700
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(1—v)(1 —e ) + vsen(6h)
0h ’

pBJL = (524)

implicando que:

E

/ xN:(ds,dx)| = 2\h (M) UAL (5.25)
[0,%}><A 2

Pan +Phn
Var / xN:(ds,dx) | =2A\h (T) (ua; +ox;).  (5.26)
[0,5]xA

Demonstracao. Pela mudanca de variavel s = 0ht, a funcao carateristica de
€k.n, conforme o corolario 5.3, pode ser reescrita como:

1 1 1
we(h,u) =exp (iubHTAg - §u2(a\/973)2§)

1
i1 '
X €xp {2)\9h/0 {—/ (e’“g“‘(eht)x — 1) Py(dx)
0 2.Ja
1 1 iugp (Oht)x
+§ 56 98 -1 IPz<d$) dt s (527)
A

e assim, pela Formula de Lévy-Khintchine (equagdo 3.22) e pela equagao
3.27, para cada k, a variavel aleatoria ¢, ¢ distribuida como a variacao de
um processo de difusao com salto em um intervalo 0t = % e pode ser expressa
como:

1 1
Ekh Loy (=) +a/orsW (=) + / xN:(dt,dx), (5.28)
’ 0 0 [0,4]x A

em que N (t, A) é uma medida aleatéria de Poisson com intensidade 2\0h e
funcao densidade de probabilidade do tamanho dos saltos dada pela média
das fungoes densidade de probabilidade do tamanho saltos de Y, ¢(h) e de
Y,,.c(h), nas condicées da proposigdo 3.13.

Particularmente se (L(t);¢ > 0) for um processo de difusdo com salto em
que o tamanho dos saltos ¢ dado pela variavel aleatoria Z ~ N (uar,047),
pela proposigao 3.14, a variavel aleatéria do tamanho dos saltos em Y, (h)
converge em média quadratica para:
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1 [h vsen(6h)
- dsZ = — 70 7
h /0 ga(s)ds 6h
= panZ
~N (pA,h,uAL;p?éx,ho-QAL) )
quando O(h?*) — 0. De modo semelhante, a varidvel aleatoria do tamanho

dos saltos em Yy, (h) converge em média quadratica, quando O(h*) — 0,
para:

1 fh (1—2v)(1 —e ) 4 vsen(6h)
1 dsZ — z
- /0 gB(s)ds oh

= pB,hZ

~N (pB,h,uAhpQB,hUQAL) '

A funcao densidade de probabilidade do tamanho dos saltos de e, &,
portanto, aproximadamente:

1 1
§fN($|pA,h,UALa pih”iﬁ + §fN(93|pB,hMAL> p2B,h02AL)-

A média e a variancia do processo de Poisson composto de €y, sao obtidas
pela aplicacao direta da proposicao 3.10 para 0t = %, intensidade 2\0h e
distribuicao dos saltos como dada na equagao acima. O

A proposicao 5.1 permite estimar os parametros por maxima verossimi-
lhanca sem a necessidade de recorrer a formula da inversao, usando a mesma
estratégia descrita na secao 3.2.2. A distribuicao de €, condicionalmente a
nao ocorréncia de saltos ¢ N(bra,a’75) e condicionalmente & ocorréncia de
exatamente um salto, ja que corresponde a soma de duas variaveis aleatérias
independentes, é a convolucao dessa distribuicao com a distribuicao dada
pela equacao 5.22, o que resulta em:

1
fo(w|6NL(t, A) = 1) =§fN(I|bTA + PARUAL; a’7p +p124,h0-2AL)
1 2 2 2
+ 5 fn(@|bTa + pppiar, a°Ts + PpaoaL),

com 0N (t,A) = N.(t,A) — N.(t —1/6, A). Supondo que a probabilidade de
mais de um salto no intervalo h é desprezivel, as probabilidade de nenhum
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salto e de apenas um salto podem ser dadas, respectivamente, por:

P(SN.(t, A) = 0) = e(5)20h — 22, (5.29)
PON.(t, A) = 1) ~ 1 — el#)20h — 1 _ 22, (5.30)

Assim, de modo analogo ao que foi feito para obter a equacao 3.49, vem:

felw) m e fye(w]bra, a’7p)

1
+ (1 - 62)\h) §fN<x’bTA + pA,h,uALa G/QTB +p?47h0'2AL)
1
+ §fN(I’bTA + PBAlAL, °TE +p2B,hU2AL) . (5.31)

Os resultados anteriores ja nos permitem estimar o processo de OUG
Exponencial Flutuante por maxima verossimilhanca quando o processo de
Lévy é a-estavel com 1 < a < 2 ou uma difusao com salto, qualquer que
seja a distribuicao do tamanho dos saltos, desde que tenha o primeiro e o
segundo momentos finitos.

Para também ser possivel a alternativa de estimacao por minimos qua-
drados, no caso em que o processo de Lévy possui o segundo momento finito,
0 processo (epp;k € Z7) deveria ser, pelo menos, fracamente estaciona-
rio. Contudo, pelas equagoes 5.13 e 5.14 e conforme o corolario 5.1, Ay, e
By,_1 5, sao integrais estocasticas em relagao ao mesmo processo de Lévy com
o mesmo intervalo de integracao, de modo que €, e £5_; 5, sao correlaciona-
dos, exceto no caso em que v = 0 = Ay, = 0(g.c.), o que resulta no processo
de OU néo gaussiano, que possui representacdo AR(1) exata para qualquer
passo de discretizagao h € R7.

O proximo teorema modela essa autocorrelacao, de forma aproximada,
como um processo de média mével de ordem 1, e nos fornece alternativas
adicionais de estimacao do processo de OUG Exponencial Flutuante com
ruido de Lévy dado por uma difusao com salto através de sua discretizacao
como um processo ARMA (2, 1) quando O(h?) — 0. Note que esta aproxima-
cao também permite a estimacao por maxima verossimilhanca do processo
ARMA(2,1) e de uma forma mais simples.

Para facilitar a demonstracao do teorema, propomos antes o seguinte
lema:

Lema 5.2. Sejam a funcio g € L*([0, h]) infinitamente diferencidvel, L =
(L(t);t > 0) um processo de difusao com salto como na equagdo 3.23, com
L(t) = bt + aW(t) + [yaN(t,dx), em que b € R, a > 0, ¢ > 0, A =
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R\ (—¢, ), a medida aleatoria de Poisson tem intensidade A e, condicional-
mente & ocorréncia de n saltos no intervalo de tempo de 0 a h, os tempos
de chegada sao dados por T1,Ts,--- ,T,, copias independentes da varidvel
aleatdria T ~ U(0, h], com os tamanhos dos saltos dados por Zy, Zs,- -+ , Zy,
copias independentes da varidvel aleatoria Z, que possui primeiro e sequndo
momentos finitos, e Yy(h) a integral de g com respeito a L no intervalo de 0
a h, conforme a equacao 3.37. Entao:

E[Yy(h)] = g, [L(h)] (5.32)

Yy(h) = g,L(h) (5.33)
em média quadrdtica quando O(h®) — 0, onde:
1t
g, = E/ g(s)ds. (5.34)
0

Demonstrag¢ao. Conforme a equacgao 3.37:

h h
Y(h) = b / gls)ds +a / G5)dW(s) + 3 g(s)AL(s)LA(AL(s))

= b/o g(s)ds + a/o g(s)dW (s) + Y, c(h).

Das proposicoes 3.10 e 3.13 e do fato de que o valor esperado da integral
de It6 é zero, vem:

h h
B0 =5 [ o(s)ds +XELZ] [ gls)as
— blig, + XE[Z]Ig, = 5,(bh + NE[Z]) = G,E[L(1)].

Adicionalmente, denote:

Y o(h) = /(Oh] BN (ds,dr) = 3 BALSLAALE),

0<s<h
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de modo que:

h
E| =K Kb g(s)ds + a (s)dW (s) + Y, c(h)

" /0 7ds — g / 7. (s) Yg,C(h))Q]

e Kb/ﬂ ols )ds+a/0h (s)dW (s) + Y, o(h)
—bgyh — ag, W (h) — Y5.0(h))?] .

Da defini¢ao de g;, vem portanto:

E [(Y,(h) — Yy(h))?] =

=E {a ( /0 ' g(s)dW (s) — ghW(h)> + (Yyo(h) — Yg,o(h))} 2]
_F ( / " g(s)aw(s) — EhW(h)>2
+ 2aE [( /0 ' g(s)dW (s) — th(h)> (Yyc(h) — Y;,,c(h))}
+E[(Yyco(h) = Yie(h)].

Da mdependenma entre o processo de Wiener e o processo de saltos e do
fato de que [ 1 g(s)dw (s )} E [g,WV (h)] = 0:

([ st - ahw<h>)2]

+E [(Yyo(h) = Yz0(h)].
Temos, entao, que:

(/ gy (s) - () (/ hg(s)dms)) ]

—2FE {/Ohg(s)dW(s) X EhW(h)] + 7B [(W(h)*)],

B[(V,(h) — Yy(h))?] =a*E

2

E =K
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e pela isometria de It6:?

E

( /O hg(s)dw(s> —ahw<h))2] = /O h(g(s))zds—Z /0 ' ()G, ds + G2k

h h
- / (9(3))%ds — 23, / o(s)ds + 2h

h
- / (9(s)ds — 2T + Toh

Temos também:

Da proposicao 3.13, obtemos:

2

B (0] =302 [ (o(o)as + (3eiz) [ gtonas)

e da proposicao 3.10:

E[(Ygc(h)?] =E ( > %AL(S)lA(AL(S))>

0<s<h

—3°F (Z AL(S)lA(AL(S))>

0<s<h

=75 [\E[Z%]h + (AE[Z])’]
=AE[Z%|g;h + (AE[Z]g,,h)”

30 resultado fundamental correspondente & isometria de Ito6 ja foi enunciado na propo-
sigdo 3.12. O fato da integral de Itd ser uma isometria entre L?([a,b]) e L*(Q, F,P)
que preserva o produto interno, de modo que, dadas as fungoes f,g € L*([a,b]),
IE[f: f(s)dW(s) f: g(s)dW(s)] = f: f(s)g(s)ds, ¢ demonstrado, por exemplo, em Kuo
(2006, corolario 2.3.5, p. 12).

101



Finalmente, nas condi¢oes do enunciado e da independéncia entre os tem-
pos de chegada e o processo de saltos:

E[Yyc(h ;E oo (h)Yy(B)|N(h, A) = n] P[N(h, A)]
=Y E (Zn:g(ﬂ)AL(ﬂ)) (anahAL(Tj)> e‘”;E!Ah)n
-3 iimm@@[AL@-)AL@)} Sk
-y ‘hZZE ALmALE)| O

; - 2 [nE[27] + (n? — n) (B[2])?]] _M;(L,Ah)

= gnE[Z? " > gin(n — 1) (E[2)) _M;(L!Ah)
= ;ahE[ZQJ(W% + ;gi (E[Z])? (Ah)?e_zz(f—f;);_?

— )\E[ZQ]E%Lh(e—)\he)\h) + ()\E[Z]ghh)Q(e_Ahe)\h)
= AE[Z7]gih + (\E[Z]g,h)*.
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Resulta, entao:

h h 2
E (Vo (h) ~ Yoc)?] X[ [ (4 <s>>2ds+(mm / g(s)ds)
— AE[Z*|g,h — (\E[Z]g,h)*

B[] /0 " (0(s)ds + (A]E[Z] /0 ' g(s)ds)

2

2

_AB[Z232h — <)\IE[Z] /0 ' g(s)ds>
e’} ([ (gto)as - gin)

[ a1+ ( hg(s)ds)2] .
[ s+ ([ o) ] .

Como g é infinitamente diferenciavel, sua expansao de Taylor ao redor de
0 fica:

—AE[Z?]

Portanto:

g9(x) = g(0) + ¢'(0)x + O(a?).
E dai:

h h
/O (9(3))%ds = / 7(0) + 29(0)g(0)s + O(?)ds
=g°(0)h + g(0)g'(0)h* + O(Rh?);

<Ohg (0)s + O(s*)d )2
(s

2
g(0)h + ¢'( + O(h3))

1
h
1
h
% (g*(0)h* + g(0)g'(0)h* + O(h*))
fmh+m><>M+0w%
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do que se obtém:
B [(Yy(h) — Y5(h))*] =(a® + AE[Z*))O(R?),
e Y,(h) = Y4(h) = g,L(h) em média quadratica quando O(h*) — 0. O

Teorema 5.3. Considere um passo de discretizacao h € RY e uma quanti-
dade de passos k € Z%. Sejam L = (L(t);t > 0) um processo de Lévy dado
por uma difusao com salto, com as caracteristicas descritas no lema 5.2, e
(upp; k € Z7%) o processo i.i.d. definido como uyyp = L(kh) — L((k — 1)h).
Entao, quando O(h®) — 0, o Processo de OUG do tipo Exponencial Flutuante
com ruido de Lévy L admite discretizacao que se aprorima de um processo
ARMA(2,1) dado por:

(1—v)(1—e )

X((k+1)h) = g O+EZN
+[(1 - v)e "+ 2u cos(0h)] X (kh) — vX((k — 1)h)
N (1—v)(1-— e;h) + vsen(6h) Woin — %}Eemu;h’ (5.35)

em que (uy,;k € Z%) é um ruido branco em sentido estrito, tal que uj; =
U — Blugp] = ugp — (bh + E[Z]\R), com B[(uy, ;)] = a®h + E[Z7|Ah.

Demonstracao. Pelo teorema 5.2 e pelo corolario 5.1, podemos escrever:

X((k+1)h) =[(1—v)e " + 2vcos(0h)] X (kh) — vX((k — 1)h)
+ By + App
=E[By.s] + E[Ax1]
+ [(1 —v)e ™ +2vcos(0h)] X (kh) — vX((k — 1)h)
+ (Ben — E[Brn)) + (Agp — E[Agp]).

Também pelo corolario corolario 5.1, em distribuicao, temos:

X((k + 1)) ZE[Yy, (h)] + B[V, (h)]
+ [(1 = v)e " + 2v cos(0h)] X (kh) — vX((k — 1)h)
+

Yo (h) = EYg, (R)]) + (Yo, (h) = E[Y, (R)]).
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Quando O(h?®) — 0, pelo lema 5.2, temos aproximadamente:

X((k + 1)h) ZE[Y5, (h)] + E[Y5, ()]
(

+ [(1 = v)e " + 2v cos(0h)] X (kh) — vX((k — 1)h)
+ (Yg, (h) — E[Y, (R)]) + (Yg,(h) — E[Yg, (h)])

2 (3 [ ontras 1 [ antonas) e
+ [(1 = v)e " + 2w cos(6h)] X (kh) — vX((k — 1)h)
b [ antastuin ~ L)

+%Agﬂﬂuum—HMMD

Para recuperarmos a independéncia e a mesma estrutura de mensurabili-
dade que havia entre Ay, e By, podemos usar a propriedade 3 da definicao

de um processo de Lévy, e ainda temos que L(h) < L((k + 1)h) — L(kh) =

. . d

Uk11,h> F(k+1)p-mensuravel, assim como By, e L(h) = L(kh) — L((k—1)h) =
Uk p, Frp-mensuravel, assim como Ay ;. Resulta que é possivel modelar a
equacao de recorréncia, aproximadamente, como:

h h
X((k+1)h) = (%/0 gp(s)ds + %/0 gA(s)ds> Elug )]
+ [(1—v)e ™ +2vcos(0h)] X (kh) — vX((k — 1)h)

+ l/ gB( )ds(uk+1 h — E[uk-i-l,h])

1
E/ ds Uk h — E[uk,h])

n
(%/ s)ds + — /Oh QA(S)dS> Efu,p]

+ [(1 —v)e ™ + 2v cos(0h)] X (kh) — vX ((k — 1)h)
+ (% [ antrisYuinct (3 [ oatoris) i

Pelas defini¢oes de g4(h) e gg(h) no corolario 5.1:

h vsen(6h)
[ oatmas =~

SRS

105



h Oh

Pelo itens 2 e 3 da definigao 3.14 de processo de Lévy, o processo (ugp; k €
Z%), com uy, = L(kh) — L((k — 1)h) para todo k € Z%, é independente e
identicamente distribuido, assim como também é o processo (uj, ,;k € Z7)
com uy, = Uy — Eluy] para todo k € Z7, onde, pela proposigao 3.10,
Elug,n] = bh + E[Z]Ah. Além disso, Efug ;] = Elug,] — E[E[u4]] = 0, com
variancia finita dada por Var(uy ,) = Var(ug, — BElugn]) = Var(ug) = a*h+
E[Z?]\h, também conforme a proposi¢ao 3.10, de modo que (up sk €2%)é

um ruido branco em sentido estrito, o que conclui a demonstracao. O

h —v)(1 —e ) + vsen
L gty = A7) i

Corolario 5.4. Dado o processo ARMA(2,1) gerado pela discretizagao de um
processo de OUG do Tipo Exzponencial Flutuante (X(t);t > 0), conforme o
teorema 5.3, as condigoes de estabilidade do processo discretizado sio: |v| < 1
e ‘ [(1 —v)e % 4+ 21 cos(@h)} }—u < 1. Particularmente, qualquer que seja o

passo de discretizagdao h € R, sao condigoes suficientes para que o processo
ARMA seja estaciondrio:

0<v«l

g > 0.

Demonstracao. Nas condicoes do teorema 5.3, por simplicidade, denote X, =
X(tx) e uy = L(tg) — L(tx — h) — E[L(tx) — L(tx — h)], em que t; = kh para
todo k € Z% e h € R’ é um passo de discretizagao fixado. Denote ainda:

(1—v)(1—e ™)

o = 7 (b+ E[Z])); (5.36)

¢ =[(1—v)e ™ + 2vcos(6h)] ; (5.37)

by = —1; (5.38)
— UV — 679}7’ vV sen

B, _(d-»a 9h> + (9h); (5.39)

b=- %,E%); 5.40)

o =E[(u})?] = a®h + E[Z*]\h, (5.41)

de modo que o processo ARMA(2, 1) pode ser escrito como:
Xiv1 = @0 + 01X + G2 Xp1 + Bougyy + Bruy,
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ou, equivalentemente:
X = ¢o + P01 Xp—1 + 02Xy + Bouy, + Bruy_y. (5.42)

Como discutido na secao 3.1, a estabilidade de um processo ARMA
depende inteiramente dos coeficientes da parte autorregressiva. Assim, de
acordo com as equacoes 3.9 e 3.10, sao condicoes para que a representacao
ARMA(2,1) de um processo de OUG Exponencial Flutuante seja estacioné-
ria:

lpo] = V| < 1 (5.43)

|p1] + o = |(1 — v)e ™ + 2vcos(Bh)| — v < 1. (5.44)

Contudo, independentemente do valor de h > 0, a condi¢ao 5.44 nunca é
verificada para § = 0, uma vez que |(1 —v) 4+ 2v| — v = 1 para todo v que
satisfaz a condicao 5.43. Se assumirmos 0 < v <1 e 6§ > 0, segue que:

(1 = v)e™ 4 2vcos(Bh)| — v < |(1 — v)e™ | + |2v cos(Bh)| — v
= (1 —v)e ™ 4 2v|cos(0h)| — v
= [(1 = v)e " + v|cos(0h)|] + v|cos(0h)| — v.

Nas condigoes dadas, claramente v|cos(fh)| — v < 0. Temos ainda que
[(1—v)e ™ + vcos(Bh)] < 1, j& que é um valor intermedidrio entre uma
funcdo estritamente menor que um, e~ e uma funcdo que vale no maximo
um, |cos(6h)|, mas nunca igual a esta, ja que v < 1.

Resulta que, independentemente do passo de discretizacao h > 0 usado,
sao condigoes suficientes para que o processo ARMA dado pela equacao 5.42
seja estacionério:

0<rv<l

6 > 0.
O

Corolario 5.5. Nas condicoes do coroldrio 5.4 e usando a notacdo definida
nas equagoes de 5.36 a 5.42, para todo k € 77, o valor esperado de uma
observagao da versao ARMA(2,1) de um processo de OUG Ezxponencial Flu-

tuante serd dado por:

I e R4
S l—¢1—¢y 1—[(1—v)e " +2vcos(6h)] + v’

KX h (545)
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a varidncia por:

o2 = (1 + ¢2)p1 B1800? + (1 — ¢2)[B50% + (915051 + BE)o?] (5.46)
ol (1= ¢2)*(1 + ¢2) — ¢1(1 + ¢2) ’ .

e a covaridncia entre duas observacoes defasadas n > 2 passos entre si por:

Tnh =P1Yn-1,n + GP2Yn—2,1

=[(1 = v)e ™ + 2vcos(0h)] Ya—1,h — VY21, (5.47)
em que:
Yo = X (5.48)
e
2
o1 B15oc (5.49)

= —F—0 S ———
L L—gy " 1—¢

Demonstracao. Se as condigoes do corolario 5.4 sao satisfeitas, decorre ime-
diatamente da proposicao 3.5 que:

b0 U020 (b + B[Z)))

px.n = E[X] = 1— 61 — ¢ —1_ (1 —v)e=? + 2vcos(6h)] + v’

Para facilitar a obtencao das equacoes de Yule-Walker, denote Y, = X}, —
itx.h, do que obtemos:

Yi =Xy — pxn
=¢o + )1 Xp—1 + P2 Xi—o + Bouy, + Pruy_y — pxn
=00 + 01 Ye—1 + Grpixp + G2Yioo + Gapixp + Bouy, + Brug_y — pixn
=(¢o + drpix,n + Gapix,pn — px,n) + 011 + $2Yio + Boug, + Srug_y.

Da expressao de pxp, resultada que (¢ + ¢1poxn + dapixn — pixn) = 0,
e podemos escrever o processo ARMA como:

Yi = ¢01Ye1 + ¢2Yi o + Bouy, + Brug_y. (5.50)
Decorre, entao, que:
E[Yyui] = 01 E[Yi1up] + B [Viowi] + BoE[(uz)?] + SiE[uj_ uy].

Como uj, é a variagao do processo de Lévy de (kK — 1)h a kh menos sua
média, u;, é independente das integrais com respeito ao mesmo processo de
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Lévy em intervalos disjuntos, o que é o caso tanto de Y,_q, relacionado a
integral da fungao resolvente com respeito ao processo de Lévy de 0 a (k—1)h,
como de Yj_ o, relacionado a integral da funcao resolvente com respeito ao
processo de Lévy de 0 a (K — 2)h. Assim:

E[Yyui] = Boo. (5.51)
De modo semelhante e usando também o resultado anterior:
EYiuy ] = 01 E[Ye1up_ ] + ¢oB[Yioup ] + BolE[ujuy ] + ﬁlE[(UZA)Q]
= ¢1(600'2) + 510'2. (552)
Podemos agora usar estes dois resultados para obtermos:
E[Y,Yi] = 01 E[Yi1Yi] + ¢oE[Yi—2Yi] + BoE[ugYi] + 1 E[uy_, Yi]
= Yo.n = P1Y—1h + P2Y—2h + 5(2)0'2 + (101 + BY)0?, (5.53)

em que vjn = Cov(Xe, Xi—j) = E[(Xy — pxn) (Xp—j — pixn)] = E[YiYs].
Note que v; 5, = v—; - E ainda:

EYiYi-1] = 01 E[Ye1Yio1] + ¢2E[Yi oY1) + BolE[uyYi—1] + BiE[uy_, Vi1

]

= Yih = G1%n + D21 + B1Boc; (5.54)
E[YiYi—2] = 01 E[Ys_1Yi—o] + ¢2E[Y)2Yi o] + BoE[ugYy—o] + S1E[u)_ Yi_o]
= Yo,n = Q11,0 T 927045 (5.55)

de maneira que, em geral, para todo n > 2:

E[Y:Yin] = 01E[Ye 1 Yin] + SB[V 2Yin] + BoE[ugYi—n] + BilE[uf_; Yin)
= Ynh = P1Vn—1,h T P2Yn—2,h- (5.56)
Lembrando que 7,5, = 7—j» € que ¢ # 1, da equacao 5.54 vem:

61 B1fo0”
i

Substituindo este resultado e a equacgao 5.55 na equacao 5.53, obtemos:

Yo,k =¢1( ¢1¢2 0h+ﬁlﬁo¢ )+¢2 {%( ¢¢2 0h+ﬁlﬁo¢ )4—@52%}1}

+ B50% + (¢18oBr + B)o?
(1 + ¢2)p1 B18o0? + (1 — ¢2)[B50% + (¢15051 + BE)0?]
(1= 02)2(1 + ¢2) — d1(1 + ¢2) '

Y1,p =

=%,n =
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5.3 Simulacao do Processo de OUG do Tipo
Exponencial Flutuante

Nesta secao faremos a comparacao de algumas alternativas de simulagao de
um Processo de OUG Exponencial Flutuante: a) diretamente a partir da
equagao 5.5; b) a partir da ELG com fun¢ao memoria dada pelo teorema
5.1; ¢) pela relagao de recorréncia dada pelo teorema 5.2. Particularmente
quando o processo de Lévy é uma difusao com salto, o teorema 5.3 permite
uma alternativa adicional de simulagao.

Em quaisquer dos casos, serd necessario simular variacoes independen-
tes, i.e., em intervalos disjuntos, do ruido de Lévy, (L(t);t > 0), dadas por
OL(t) = L(t) — L(t — 6t), em que ot > 0 é um passo de discretizacao conve-
niente. A distribui¢ao de JL(t) depende do tipo de ruido de Lévy. Conside-
raremos dois tipos: ruido a-estavel com tendéncia e difusao com salto. Para
facilitar a discussao, enunciaremos as seguintes proposicoes que resumem
alguns resultados ja analisados:

Proposicao 5.2. Seja (L(t);t > 0) um processo de Lévy a-estdvel com ten-
déncia, tal que, para todo t > 0:

L(t) = bt + aX(¢), (5.57)

em que b € R, a € Ry e (X(t);t > 0) € um processo de Lévy a-estdvel
stmétrico padrao, conforme a definicao 3.25, com 1 < a < 2. FEntao a
variacdo 0L(t) = L(t) — L(t — 6t), ot € R, fizado, tem distribuicdo:

SL(t) ~ Sa(a(5t)=,0,bdt). (5.58)

Demonstracao. Da definigdo 3.25 temos que 60X () = X(t) — X(t — dt) ~
Sa((8t)=,0,0). Temos ainda:

SL(t) =L(t) — L(t — 6t)
=bt — b(t — 6t) + a(X(t) — X (t — 6t))
=bot + ad X (t).

De a > 0, a # 1 e das proposicoes 3.18 e 3.19, segue a tese. O

Proposicao 5.3. Seja (L(t);t > 0) um processo de Lévy dado por uma
difusao com salto, tal que, para todo t > 0:

L(t) = bt + aW(t) + / xN(t,dz), (5.59)

A
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em que b € R, a € Ry, A = R\ (—¢,c), c € RY, (W(t);t > 0) € o
processo de Wiener padrao, (N(t,A);t > 0) é a medida aleatdria de Poisson
com intensidade X e o processo de saltos (AL(t) = L(t) — L(t7);t > 0) tem
tamanho dos saltos distribuido como a varidvel aleatoria Z. Entao a variacao

OL(t) = L(t) — L(t — dt), ot € R fizado, € dada por:

IL(t) = bot + adW (t) + 0L (), (5.60)
em que bdt + adW (t) ~ N (bdt,a?5t) e (0Lc(t);t > 0), independente do

processo de Wiener, € a variacao entre t — 0t et de um processo de Poisson
composto com intensidade A e tamanho dos saltos distribuido como a varidvel
aleatoria Z.

Demonstracao. Conforme a equagao 3.27:

dL(t) =L(t) — L(t — ot)
=bt — b(t — Ot) + a[W (t) — W(t — dt)]

+ / xN(t,dx) — / xN(t — ot,dx)
=bt — b(t — t) + a[W(t) — W(t — dt)]
+ > AL(s)1A(AL(s) — Y AL(s)1a(AL(s))

0<s<t 0<s<t—dt
=bot +asW(t)+ D AL(s)14(AL(s))
t—dt<s<t

=bot + adW (t) + 0 Lo (t).
As caracteristicas de 0 Lo(t) sdo demonstradas na proposicao 3.10. O]

As proposicoes 5.2 e 5.3 resumem tudo o que é necessario para simular
variacoes do processo de Lévy em intervalos de tempo de tamanho dt. Para
simular varia¢oes de um processo de Lévy a-estavel, basta gerar uma variavel
aleatoria parametrizada como na equagao 5.58.

Variacoes de um processo de Lévy dado por uma difusao com salto po-
dem ser obtidas pela soma entre uma variavel aleatéria gerada a partir da
distribui¢ao N (bdt, a®dt) e uma outra variavel aleatoria gerada em duas eta-
pas: inicialmente gera-se um numero aleatorio n de saltos a partir de uma
distribuicao de Poisson com intensidade \dt e, em seguida, geram-se indepen-
dentemente n valores distribuidos como a variavel aleatéria Z, somando-se,
finalmente, cada um dos n valores obtidos.

Agora podemos detalhar algumas alternativas de simulacao de um Pro-
cesso de OUG do Tipo Exponencial Flutuante.
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5.3.1 Soma de Riemann

Usando a definicao estendida de integracao de It para processos integradores
semimartingales, em particular, para um processo de Lévy (L(t);t > 0),
podemos simular aproximadamente o Processo de OUG do Tipo Exponencial
Flutuante diretamente da equacao equacao 5.5 através da utilizacao de somas
de Riemann-Stieltjes (Platen & Bruti-Liberati, 2010, equagao 1.4.24, pg. 31):

X(tr) = Xo [(1 = v)e ™ + vcos(0ty)]
+ Z [(1- v)e 1300 4y cos(6(ty, — §0t))] OL(t11), (5.61)

em que 6t € RY ¢ o passo de discretizacao, t, = kdt, k € 77, e:

0L(tj1) = L(tj41) — L(tj1 — 6t)
= L((j + 1)6t) — L((j + 1)5t — 6t)
= L((j + 1)6t) — L(jét). (5.62)
A simulacao, portanto, depende apenas da geracao de valores aleatorios

para 0L(tj11), 0 < j <k —1, o que pode ser feito, conforme o caso, através
da proposicao 5.2 ou da proposicao 5.3.

5.3.2 Discretizacao de Euler-Maruyama

A discretizacao de Euler-Maruyama da EDE:

dX(t) = f(t, X (t))dt + g(t, X ())dL(?)

¢ dada por:!

0X (ty) = f(tg—1, X (tx—1))0t + g(tr—1, X (tg—1))0L(tx),
em que 0t € RY € o passo de discretizacao, t, = kdt, k € 77, e:

0X (tr) = X(tg) — X (tg — Ot)
= X (kot) — X((k — 1)ot)
= X(tr) — X(tx—1); (5.63)

OL(ty) = L(tx) — L(ty — dt)
= L(kdt) — L((k — 1)dt)
= L(ty) — L(tg_1)- (5.64)

1Vide Platen & Bruti-Liberati (2010, equacdo 5.2.2, p. 246), Kohatsu-Higa & Protter
(1991), Jacod et al. (2005) ou Stein et al. (2016, p. 77).
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O teorema 5.1 permite a utilizacao do esquema de discretizacao de Euler-
Maruyama na ELG (equagao 3.59) com:

g(t—1, X(tk—1)) =1

tk—1

fltr1, X(te1)) = — i Y(tr—1 — s)X(s)ds

=X () = [l - 9X ()0,

onde ~(t) é a fun¢do memoria obtida no teorema 5.1 que, por conveniéncia,
dividimos em duas partes: yi_,)(t) = (1 —v)do(t) e v (t) = Y(t) — Ya-u)(t).
Veja que a integral anterior também pode ser discretizada, do que obtemos:

fltr-1, X (tg-1)) = —0(1 = V) X (th-1) — Z Yo(te—1 — jot) X (jét)dét,

0<j<k-—1
e assim, a discretizacao de Euler-Maruyama da ELG fica:

5X (t) = — 0(1 — )X (ty_1)0t

—( S wk_l—jawxoat)) (62 + 0L(t).  (5.65)

0<j<k—1

Isto implica que:

X(t) =Xo — 0(1 — 1) X6t — 7,(0) Xo(0t)? + 6 L(ty)
X(ty) =X (t1) — 0(1 — v) X (5)5t — [7,(5) Xo + 7, (0) X (61)](61)* + 6 L(t2)
=X(t1) — 0(1 — V)X (t1)0t — [v,(t1) Xo + 7, (0) X (t1)](61)* + 6 L(ts)
X(t3) =X (t2) — 0(1 — v) X (26t)5t
— [1,(201) Xo + 7, (68) X (8t) + 7, (0) X (201)] (51)* + S L(t3)
=X (ty) — (1 — v) X (t)6t

= [ (t2) Xo + 7 (1) X (t1) + 7 (0) X (£2)](6t)* + 0 L(t3)

)

sendo possivel construir recursivamente toda a sequéncia (X (tx);k € Z7),
bastando, novamente, que sejam gerados valores aleatorios para 6 L(t).
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5.3.3 Equacao de Recorréncia do Teorema 5.2

O teorema 5.2 permite uma alternativa mista de simulacao que utiliza tanto
recursao como uma soma de Riemann-Stieltjes. Veja que nao é possivel
simplesmente gerar valores aleatorios e independentes de €4, seguindo as
distribuicoes dadas pelos corolarios 5.2 e 5.3, ou pela proposicao 5.1, para
entao usa-los diretamente na equagao de recursao, pois a autocorrelacao dos
erros €y, seria perdida.

E possivel, contudo, realizar a integracio da equacio 5.7 do teorema 5.2
de forma aproximada, numericamente, através de uma soma de Riemann-
Stieljes. Se gerarmos aleatoriamente uma tnica trajetéria do processo de

*

Lévy, definida pela sequéncia (Z1gi§j SL(t;);j € Z+>, em que t; = i0t e
OL(t;) = L(t;) — L(t; — ot) = L(t;) — L(t;_1), e esta trajetoria for utilizada
em todas as somas de Riemann-Stieltjes, a autocorrelagao dos erros ey, sera
preservada.

Neste caso, considere que 0t > 0 é uma subdivisao do passo de discreti-
zacao h > 0, de modo que:

ot =—, 5.66

= (5.66)
M € 77 . Uma aproximagao por somas de Riemann-Stieltjes da equacao 5.7
pode ser dada, entao, por:

Ehh = — 2 veos(0((k— 1)h — jt))0L((j + 1)dt)
j=(k—=1)M
(k+1)M—1
+ Z [(1 — v)e OFDR=I00 4y cos(O((k + 1)h — jot))] SL((j + 1)dt).

(5.67)

Adicionalmente, como h = Mdt, podemos usar a equacao 5.61 com k = M
para obtermos o valor inicial:

X(h) = X(Mdt) = X(tu) = Xo [(1 — v)e " + v cos(6t)]
) [(1 = v)e M= oy cos(O(tay — jot))] SL((G + 1)), (5.68)

onde ty; = Mt = h. Assim, a partir da simulacao da sequéncia de valores
dL(jot), com 1 < j <TM, em que T € Z* é o nimero de pontos com passo
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de discretizacao h € RY a serem simulados, é possivel gerar o valor inicial
X(h) e também os erros (exp;k € Z%), preservando sua autocorrelacdo.
Como X (0) é dado, os demais valores X (kh), k& > 2, podem ser obtidos
recorrentemente pela equacao 5.6.

5.3.4 Processo ARMA do Teorema 5.3

Esta alternativa aplica-se apenas ao caso em que o processo de Lévy é uma
difusao com salto, nas condig¢oes do teorema 5.3.

E possivel simular os valores uy;, = L(kh) — L((k — 1)h) usando a pro-
posi¢ao 5.3 e depois subtrair a média, dada por bh + E[Z]\h, conforme a
parametrizacao definida na mesma proposicao 5.3, do que obtemos a sequén-
cia (ujj; k € 7). Depois é necessario encontrar o valor inicial X (h), o que
pode ser feito utilizando-se a equacgao 5.68.

A partir dai, resta apenas aplicar recursivamente a equacao 5.35.

5.3.5 Comparacao das Alternativas de Simulacao

[lustrativamente, as técnicas de simulacao descritas nas secoes de 5.3.1 a 5.3.4
foram aplicadas com a utilizacdo do software MATLAB®, simulando Proces-
sos de OUG do Tipo Exponencial Flutuante com ruido de Lévy a-estavel
com tendéncia e também dado por uma difusao com saltos de tamanhos nor-
malmente distribuidos. Os algoritmos correspondentes estao no apéndice B
e os parametros usados foram:

(L(t);t > 0) a~estavel com tendéncia

Parametro Conjunto 1 Conjunto 2 Conjunto 3 Conjunto 4

v 0,2000 0,1374 0,1374 0,1374
6 0,5583 0,1048 0,1048 0,1048
a 0, 3000 0, 3000 0, 3000 0, 3000
b 0,2740 0,2740 0,2740 0,2740
o) 1,85 1,85 1,85 1,85
Xo 0 0 0 0

h 1 1 1 1
M 100 100 50 1

T 500 500 500 500

Tabela 5.1: Conjuntos de valores para os parametros das simulacoes com proces-
sos de Lévy a-estaveis com tendéncia.
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(L(t);t > 0) difusdo com salto

Parametro Conjunto 1 Conjunto

v 0, 2000
0 0,5538
a 0, 3000
b 0, 2740
A 0,1000
MUAL —0, 0100
0%, 0, 4000
Xo 0
h 1
M 100
T 500

0, 1374
0, 1048
0, 3000
0, 2740
0, 1000

—0,0100

0, 4000
0
1
100
200

2 Conjunto 3

—0,0100

0, 1374
0, 1048
0, 3000
0,2740
0, 1000

0,4000
0
1
50
500

Conjuunto 4

0, 1374
0, 1048
0, 3000
0, 2740
0, 1000
—0,0100
0, 4000
0
1
1
500

Tabela 5.2: Conjuntos de valores para os parametros das simulacoes com proces-
sos de Lévy dados por difusées com saltos de tamanho normalmente distribuidos.

Para permitir a comparacao entre as simulagoes, foram considerados dois
niveis de discretizagao, um deles dado por h € R’ e outro por dt, que cor-
responde a uma subdivisao de h em M partes, num total de 7" passos de
discretizacao de tamanho A ou, equivalentemente, T'M passos de discretiza-
cao de tamanho dt. Os processos simulados foram comparados considerando

o passo de discretizagao h, obtendo-se os seguintes resultados:

N

Valor do processo
o

|—Soma Riemann
~o- Euler-Maruyama
***** Recurséo

:

0 100

Figura 5.1: Trajetorias simuladas com ruido a-estavel usando o Conjunto 1 de

parametros.

200

300

NuUmero de passos h
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1 T
—Soma Riemann
~o- Euler-Maruyama
o Recurséo
b
8. 051 |
8 ¢ %
[0) 14 ¢
c 1 9o %
Q o317 ::. &% o ®Pd 4“ -‘. )
5 O kRE ’\ " r‘ \l il ""0,"'"" e D
g 1AV GBS dod Il 5 dd e |
_05 & © 1 1 L 1
0 100 200 300 400 500

Numero de defasagens

Figura 5.2: Autocorrelagoes dos processos simulados com ruido a-estavel usando
o Conjunto 1 de parametros.

dol|©
15
Ay
i

Valor do processo

'|—Soma Riemann
-~ Euler-Maruyama &

***** Recurséo
_2 T Il Il 1

0 100 200 300 400 500
NuUmero de passos h

Figura 5.3: Trajetorias simuladas com ruido a-estavel usando o Conjunto 2 de
parametros.
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—Soma Riemann
~o- Euler-Maruyama
o x| Recurséo
{4v] D
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Numero de defasagens

Figura 5.4: Autocorrelacoes dos processos simulados com ruido a-estével usando
o Conjunto 2 de parametros.

6 \ \
—Soma Riemann
~o- Euler-Maruyama f
***** Recurséo I

Valor do processo

0 100 200 300 400 500
NuUmero de passos h

Figura 5.5: Trajetorias simuladas com ruido a-estavel usando o Conjunto 3 de
parametros.
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~o- Euler-Maruyama
o . Recurséo
S, 051
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o
S
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5 0
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_05 | | | L
0 100 200 300 400 500

Numero de defasagens

Figura 5.6: Autocorrelacoes dos processos simulados com ruido a-estavel usando
o Conjunto 3 de parametros.
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= -2 {—Soma Riemann
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Py Recurséo ‘ ° ‘ .
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NuUmero de passos h

Figura 5.7: Trajetorias simuladas com ruido a-estavel usando o Conjunto 4 de
parametros.
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Figura 5.8: Autocorrelagoes dos processos simulados com ruido a-estavel usando
o Conjunto 4 de parametros.

‘
—Soma Riemann
3 EuIer-M~aruyama 0
***** Recursao

Valor do processo

500

NuUmero de passos h

Figura 5.9: Trajetérias simuladas com ruido dado por difusdo com salto usando
o Conjunto 1 de parametros.
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Autocorrelagao

T
—Soma Riemann
~o-Euler-Maruyama
***** Recurséo R
-+~ ARMA

200 300 400 500
Numero de defasagens

Figura 5.10: Autocorrelacées dos processos simulados com ruido dado por difusao
com salto usando o Conjunto 1 de parametros.

Valor do processo
N

—Soma Riemann
o Euler-Maruyama
----- Recursao 9

0 100

200 300 400 500
NuUmero de passos h

Figura 5.11: Trajetérias simuladas com ruido dado por difusdo com salto usando

o Conjunto 2 de parametros.
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Figura 5.12: Autocorrelacées dos processos simulados com ruido dado por difusao
com salto usando o Conjunto 2 de parametros.
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T g —Soma Riemann
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NuUmero de passos h

Figura 5.13: Trajetérias simuladas com ruido dado por difusdo com salto usando
o Conjunto 3 de parametros.
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Figura 5.14: Autocorrelacées dos processos simulados com ruido dado por difusao

com salto usando o Conjunto 3 de parametros.
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Figura 5.15: Trajetérias simuladas com ruido dado por difusdo com salto usando

o Conjunto 4 de parametros.
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Figura 5.16: Autocorrelacées dos processos simulados com ruido dado por difusao
com salto usando o Conjunto 4 de parametros.

Tanto as simulagoes com ruido a-estavel como com ruido dado por difusao
com salto levam a conclusoes semelhantes:

As discretizacoes de processos de OUG do Tipo Exponencial Flutuante
podem ter funcoes de autocorrelacao que oscilam de forma amortecida,
conforme a proposta deste trabalho;

As simulagoes por soma de Riemann e por Euler-Maruyama pratica-
mente coincidem, validando, nos casos especificos destes conjuntos de
parametros, a expressao para a fun¢do memoria demonstrada no teo-
rema 5.1;

As simulacoes baseadas em uma equacao de recorréncia, seja a do te-
orema 5.2 ou a do teorema 5.3, diferem mais notavelmente em relacao
as simulacoes por soma de Riemann e por Euler-Maruyama quando
a autocorrelacao oscila com uma maior frequéncia, como é o caso do
Conjunto 1 de parametros;

No caso do ruido de Lévy dado por difusao com salto, as simulacoes
baseadas em recorréncia praticamente coincidem, exemplificando a va-
lidade do teorema 5.3;

A reducao da diferenca entre o passo de discretizacao 6t > 0 das simula-
coes por soma de Riemann e Euler-Maruyama e o passo de discretizacao
h > 6t das simulacbes por recorréncia aproxima os resultados simula-
dos, mas mesmo quando M =1 = h = Jt, no caso do Conjunto 4 de
parametros, ainda ha diferencgas perceptiveis.
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5.4 Estimacao do Processo de OUG do Tipo
Exponencial Flutuante

Os resultados da secao 5.2 dao as seguintes alternativas de estimacao, con-
forme o ruido de Lévy do processo de OUG Exponencial flutuante:

e Processo de Lévy a-estavel com tendéncia: o corolario 5.2 per-
mite a estimacgao por maxima verossimilhanca, usando a equacao 3.81;

e Processo de Lévy de difusao com salto, com primeiro e se-
gundo momentos finitos: o corolario 5.3 permite a estimacao por
méxima verossimilhanca, usando a formula da inversao;

e Processo de Lévy de difusao com salto, com tamanho dos sal-
tos normalmente distribuidos: a proposicao 5.1 mostra que o pro-
cesso de erros da equacao de recorréncia dada pelo teorema 5.2 pode
ser visto como variacoes em intervalos constantes de um processo de
difusao com salto e fornece uma funcao densidade de probabilidade
aproximada para o tamanho destes saltos, permitindo uma alternativa
de estimacao por maxima verossimilhanca;

e Processo de Lévy de difusao com salto, com primeiro e se-
gundo momentos finitos: quando a frequéncia de amostragem for
suficientemente alta, o teorema 5.3 permite a utilizacao de qualquer
técnica de estimacao para processos ARMA, incluindo méaxima verossi-
milhanga e variacoes de métodos de minimos quadrados ou de momen-
tos, com as devidas alteracoes para levar em conta a hipotese sobre a
distribuicao do ruido branco e a informacao contida na estrutura dos
coeficientes dada pelas equacoes de 5.36 a 5.40.

Exemplificaremos a estimacao do processo de OUG do Tipo Exponencial
Flutuante quando o ruido de Lévy é a-estavel com tendéncia e quando é uma
difusao com saltos de tamanhos normalmente distribuidos.

No primeiro caso, usaremos méxima verossimilhanca a partir da distribui-
cao de g5 obtida no corolario 5.2. No segundo caso, nos valeremos do teo-
rema 5.3 para aplicar uma versao adaptada do método de Hannan-Rissanen,’
que permite obter uma estimativa do ruido branco. Esta estimativa, por sua
vez, permite ajustar os parametros do ruido de Lévy, conforme descrito na
secao 3.2.2, e os coeficientes do processo ARMA por minimos quadrados.

®Vide Durbin (1960), Hannan & Rissanen (1982), Hannan & Kavalieris (1984) e
Brockwell & Davis (2016, cap. 5).
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5.4.1 Estimagao por Maxima Verossimilhanca

Para simplificar a exposi¢ao, tome um passo de discretizacao h € R7 fixado,
uma amostra de tamanho T' € 77, tempos t, = kh, 1 < k < T inteiro,
e, dado o processo de OUG Exponencial Flutuante (V(¢);¢ > 0), denote
Vi =V (ty) = V(kh) e e, = €. Denote ainda:

& = [(1 — V)e_eh + 2u cos(Gh)} : (5.69)
A (5.70)

de modo que a equagao de recorréncia do teorema 5.2 fica:

Vigr = 01Vie + 02 Vie—1 + e, (5.71)

com Vp um valor inicial dado.

Considere, inicialmente, o caso em que o ruido de Lévy do processo
(V(t);t > 0) é a-estavel. Assim, sejam (X (¢);¢ > 0) um processo de Lévy
a-estavel simétrico padrao com 1 < a < 2 e (L(t);t > 0) um processo de
Lévy a-estavel com tendéncia, tal que L(t) = bt + aX(t),be Rea € R.

Segue do corolario 5.2 que g, ~ S, (0,0, p.), onde:

o= [lasras+ [ lontoras) i (5.72)

=20 ”)g —<") (5.73)

Assim, se fs(-|®) é a funcao densidade de probabilidade da distribuigao
Sa(0e, 0, ), 0 vetor de parametros © = (¢1, ¢a, @, -, 0.) pode ser estimado
por:

1

. P2

O=|a4al= argmax Z log fs(ek|®), (5.74)
ﬂa © sujeito a { l<as? 1sksT—1
55 >0

em que T denota um estimador do parametro x.

Veja que conhecemos apenas os valores (Vi;1 < k < T) e Vi. Logo,
a cada estimativa para os valores ¢; e ¢ na equagao 5.71, obtemos uma
sequéncia diferente de estimativas para e = Vi1 — 01V — d2Vi_1, que sao
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usadas como argumento de fg(-|®). Assim, o programa de otimizagao da
equacao 5.74 deve escolher nao apenas estimadores para os parametros da
distribuicao S, (o, 0, it.), mas também estimadores para ¢; e ¢o que gerem
a sequéncia de erros que tenha a maior chance de ter vindo da distribuicao
a-estavel com os parametros estimados.

A partir de (bl e (bg, pelas equacoes 5.69 e 5.70 obtemos 9 e 1,5 o que

nos permite estimar o valor de <f0 lga(s)|*ds + fo lgs(s |ads) , em que as

funcoes ga(t) e gp(t) sdo definidas pelas equagoes 5.11 e 5.12. Deste valor
e de 0., pela equacao 5.72, obtemos a. Finalmente, de fi. obtemos b pela
equacao 5.73.

Por fim, cabe comentar que uma metodologia analoga pode ser utilizada
para estimar, por méaxima verossimilhanca, o processo de OUG Exponencial
Flutuante com ruido de Lévy dado por difusao com salto, em que b é o
coeficiente da tendéncia, a é o coeficiente do processo de Wiener e X é a
intensidade da medida aleatoria de Poisson, bastando utilizar o programa de
otimizagao:

© = argmax Z log f,. (ck|®), (5.75)
1<k<T—1
em que:
1 > _'L'U/x
Foel®) = - [ e (5.70

de acordo com a férmula da inversao; © é um vetor conveniente de parametros
que incluem ¢1, ¢2,” b, a, A e também aqueles que determinam a distribuicao
do tamanho dos saltos do ruido de Lévy; e ¢.(h,u) é a funcdo caracteristica
de ¢, dada pelo coroléario 5.3.

Se, particularmente, o tamanho dos saltos do processo de Lévy for nor-
malmente distribuido, a proposicao 5.1 mostra que £ corresponde a variacao
de um processo de difusao com salto, conforme a equacgao 5.21, e fornece uma
expressao aproximada para a fungao densidade de probabilidade do tamanho
dos saltos, que pode ser usada na defini¢ao de ¢.(h,u) usando a Formula de
Lévy-Khintchine.

6 Alternativamente, é possivel usar as equacdes 5.69 e 5.70 no proprio programa de
otimizacao e estimar, diretamente, v e 6 no vetor de parametros, em vez de ¢, e ¢,.
"Ou, diretamente, v e 0, em vez de ¢ e ¢o.
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5.4.2 Estimacao do Processo ARMA

Para o caso em que o ruido de Lévy do processo de OUG Exponencial
Flutuante (V(¢);t > 0) é uma difusdo com saltos de tamanhos normal-
mente distribuidos, utilizaremos o teorema 5.3. Assim, seja (L(t);t > 0)
um processo de Lévy dado por uma difusdo com salto e definido por L(t) =
bt +aW(t)+ [,aN(t,dz), em que be R, a>0,¢>0, A=R\ (—c¢c), a
medida aleatoria de Poisson tem intensidade A e a distribuicao dos saltos é
N(MAL’ ngL)'

De maneira semelhante ao que foi feito na secao 5.4.1, tome um passo de
discretizacao h € R fixado, uma amostra de tamanho T" € Z7 , tempos t;, =
kh, 1 < k < T inteiro, e, dado o processo de OUG Exponencial Flutuante
(V(t);t > 0), denote Vi = V(tx) = V(kh). Considere, ainda, a notacao
usada na demonstragao do corolario 5.4:

(1—v)(1—e )

Po = 7 (b+ paLA);

¢ =[(1—v)e ™ + 2vcos(0h)] ;

Py =—v;

5 :(1 —v)(1 —e %) + Vsen(Gh);
vsen(6h) .

b =— 0—}5§

0? =E[(u})’] = a’h+ (oA, + HaL) M,

de modo que o processo ARMA(2, 1), de acordo com o teorema 5.3, pode ser
escrito como:

Vie =00+ 01Vie1 + d2Vie—a + Bouy, + Brug_q, (5.77)

em que (uj; k € Z7 ) é um ruido branco ii.d. dado por uj = L(tx) — L(ty, —
h) — E[L(ty) — L(tx — h)].

O fundamento do método que usaremos para obter estimativas do ruido
branco é o fato de que, além da representagdo MA (o), com visto na proposi-
¢ao 3.5, um processo ARMA(p, ¢) estacionario e sem raizes comuns também
admite uma representagao autorregressiva de ordem infinita, AR (0c0). Adicio-
nalmente, se (L) é o filtro correspondente a componente MA(q) do processo
ARMA (p, q), conforme a definicdo 3.12, e satisfaz as condigoes de estabili-
dade da defini¢ao 3.10, entao, pela proposigao 3.3, seu filtro inverso S(L)~*
possui coeficientes absolutamente somaveis e o processo ARMA(p, q) é dito
inversivel, ® de modo que sua equacio:

8Como ressaltado por Hayashi (2000, p. 383), existéncia de inverso e inversibilidade sao
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¢(L)Vi = ¢o + B(L)uy,

tem a representacao AR(oo) estacionaria dada por:

B(L) "' G(L)Vi = B(L) o + B(L) ™' B(L)uj,
= W(LVi = 6B+ = 0t ui,
B(1)

Com base neste argumento, é possivel tentar estimar o ruido branco
(ug; B € 7)), nao observavel, usando o residuo da estimagao de um pro-
cesso autorregressivo suficientemente longo. Esta ideia, proposta por Durbin
(1960), foi aprimorada em Hannan & Rissanen (1982) e Hannan & Kavalieris
(1984), dando orgiem ao método de Hannan-Rissanen. A partir dai, é pos-
sivel estimar os parametros do processo de Lévy, cuja variagao corresponde
ao ruido branco, o que é feito por maxima verossimilhanca, considerando
que a funcao densidade de probabilidade adequada é uma soma de normais,
como descrito na sec¢ao 3.2.2. O numero de termos autorregressivos usados
para obter as estimativas do ruido branco serd aquele que resulte na maior
log-verossimilhanca méxima.

Ao contrario do que usualmente ocorre na aplicagdo do método de Hannan-
Rissanen,? contudo, temos informacoes adicionais nao disponiveis quando
nao se conhece o processo gerador da discretizacaio ARMA: a distribuicao do
ruido branco e o fato de que todos os coeficientes ficam determinados pelos
valores de v, 0 e dos parametros do ruido de Lévy. Assim, como os parame-
tros do ruido de Lévy ja foram estimados em uma etapa anterior, é possivel
obter as estimativas ' e 0 por minimos quadrados.

A estratégia de estimacao que estamos propondo, portanto, tem a seguinte
estrutura:

e Considere um processo AR(m), T'> m > 2, a partir do qual queremos
estimar o ruido branco:!°

Vk = (bm,() + ¢m,1vk71 + ¢m,mvk—m + lAL]:,

conceitos diferentes: como By # 0, S(L) sempre possui inverso, mesmo que a condigdo de
estabilidade ndo seja satisfeita, mas, neste caso, ndo é possivel garantir que os coeficientes
do filtro inverso sejam absolutamente soméveis.

9Vide Brockwell & Davis (2016, p. 37 e 38), por exemplo.

10Se houver indicios de que se trata de um processo AR(1), como discutido no capitulo
4, basta tomar m = 1, o que resulta ¢E1 = (;31’1, =P =0ed; =147, = ffk — (;Ablffk,l,
T > k > 2, e usar estes valores nas etapas seguintes. '
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que, definindo Yy = Vi, — E[V;] = Vi — py, pode ser reescrito como:

Yk = ¢m,1Yk—1 +oe 4+ ¢m,mYk—m + az,

Usando a média amostral de (Vj; 1 < k < T) como estimador de py, ob-
tenha as estimativas ¢2m,1, cee émm a partir de Yk =V, - % D iewer Vi
por minimos quadrados, pelas equacoes de Yule-Walker ou por outro
método adequado para a estimacao de processos autorregressivos puros;

Obtenha as estimativas (i, ,;k € {m+1,--- ,T}) para o ruido branco
a partir dos residuos da estimagao do processo AR(m):

Uy, = Y — ng,lffkq - ngmffk,m; (5.78)

Use os residuos estimados para resolver o programa de otimizagao:

A
O.=| . | = log fou(#1©
m=1 . = argmax ngJL(um,k’ )’
,LALAX,m A>0 mA1<k<T
OAX,m

® sujeito a a>0

oar,>0

onde © = (a, \, uax,oax)" e, conforme a equagao 3.48:!1

e M(\h)! . 4 _
fiu(a1®) = 3= P el + s a?h + ok ),

320

dado que o processo de Lévy é uma difusao com saltos de tamanhos
normalmente distribuidos, e, como E[u}] = b*h + puarAh = 0,'? assu-
miremos b* = —uarA;

Selecione a ordem mg do processo autorregressivo AR (mg) para a qual
a estimativa ©,,, corresponda ao menor valor de algum critério de
informacdo, como de Akaike (Akaike Information Criterion, AIC) ou

De fato, é usada uma versdo convenientemente truncada em um ndmero finito de
termos desta equagao, de acordo com o exposto na secao 3.2.2.

12A distribuicao de (uj;k € Zy) ¢ apenas uma translagdo em relagao a distribuicdo
de (ux;k € Z.), entdo também corresponde & variagdo de um processo de difusdo com
salto em que nem o coeficiente do processo de Wiener, relacionado a dispersdo, e nem
0s parametros o processo de Poisson composto, relacionados aos saltos, sao alterados,
mas apenas o coeficiente da tendéncia, que estamos representando por b* e é obtido pela
aplicacao da proposicao 3.10.
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Schwarz (Bayesian Information Criterion, BIC), considerando T' pon-
tos amostrais e m + 4 parametros: a ordem do processo AR(m) e mais
os quatro parametros do vetor ® que definem a distribuicao do ruido
branco;!?

e Estime ® = (v,0) por minimos quadrados usando os valores ©,,, e
a informacao sobre a estrutura da discretizacaio ARMA do processo
de OUG Exponencial Flutuante, através da solucao do programa de

otimizagao:
d = (é) = argmin S(On,, ),
. { V<1
® sujeito a
>0

em que:

S(Opy, ®)

. . . 2
= Z (Yk — 01 Y1 — ¢2Yi o — Bolly, j — 51ﬂ*m0,k_1> , (5.79)
mo+2<k<T

lembrando que os coeficientes do processo ARMA da equacao 5.50 sao

determinados pelos vetores de parametros ® e ®, conforme as equagoes
de 5.37 a 5.40;

e Finalmente, obtenha uma estimativa de ¢, pela equacao 5.45 do coro-
lario 5.5:

o= fv(1— 1 — o) = (% >, Vk) (1= ¢1— o),
1<k<T

do que obtemos uma estimativa de b pela equacgao 5.36:

A A

L
(1—0)(1— e0h)

Uma possivel alteracao nesta estratégia é, em vez de selecionar m, com
base num critério de informacao a partir da log-verossimilhanca da estimacao

13Na, prética, é necessério limitar o conjunto de valores para m que serao testados, tanto
) )
para que os (T —m) pontos amostrais restantes ainda permitam uma estimacdo adequada
na préoxima etapa como por uma questao de demanda computacional.
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do ruido de Lévy, estimar ®,, = (v, 0,)", para cada m, pela solugdo do
programa de otimizagao:

b, — <gm> = argmin S(Om, @),
m lv|<1

&, sujeito a
6>0

e escolher a ordem mg do processo AR(mg) tal que seja obtido o menor valor
do erro quadratico médio dado por:

S(0,,, ,,)
T—m-—1"

em que T'— m — 1 é o nimero de termos do somatoério na equacao 5.79.

5.4.3 Teste das Metodologias de Estimacgao do Processo
de OUG Exponencial Flutuante via Simulacao

A simulacao por soma de Riemann-Stieltjes foi usada para realizar a prova
de conceito das alternativas para estimacao de processos de OUG do tipo
Exponencial Flutuante que foram propostas nas secoes 5.4.1 e 5.4.2, usando
o Conjunto 2 de parametros das tabelas 5.1 e 5.2. Os codigos usados para
realizar os testes estao no apéndice B, secao B.4.

Os resultados obtidos para a estimacao por méxima verossimilhanca,
como descrito na secao 5.4.1, foram:

Estimacao por Maxima Verossimilhancga

v 0 a b «Q
Parametro 0,1374 0,1048 0,3000 0,2740  1,8500
Média 0,1010 0,7696 0,3222 -12,5690 1,8598
Mediana 0,0492 0,0655 0,3135 0,1494 1,8654

Desvio padrao  0,1767 7,6972 0,0514 470,5512 0,0720
Quantil 5%  0,0000 0,0403 0,2965 0,0898  1,7957
Quantil 95%  0,5879 0,1199 0,3475 0,2744  1,9258

Tabela 5.3: Valores paramétricos e respectivas estatisticas descritivas das esti-
mativas, como descrito na secao 5.4.1, obtidas em 1000 simulagoes de estimacoes
por méaxima verossimilhanca, usando amostras com 1000 pontos amostrais, passo
de discretizacao h =1 e 6t = h/100.

Conquanto este seja apenas um exemplo e nao uma avaliacao rigorosa, o
exercicio permite notar que, embora todos os verdadeiros parametros estejam
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entre os percentis 5% e 95% do conjunto de valores estimados, houve uma
dispersao consideravelmente alta na estimacao de 6 e b, indicando que os
estimadores destes parametros nao sao eficientes. Esta dispersao, contudo,
estd associada & ocorréncia de valores extremos e assimétricos, o que pode ser
notado pelo fato de que, no caso destes parametros, a mediana das estimativas
simuladas estd muito mais proxima do valor paramétrico que a média.

Alternativas ingénuas para tentar reduzir esta dificuldade incluem reali-
zar a otimizacao por maxima verossimilhanca com conjuntos diferentes de
valores iniciais, buscando identificar estimativas com valores extremos a se-
rem descartadas, ou usar limites maximos e minimos mais rigidos para as
estimativas.

Adicionalmente, usamos o algoritmo de otimizacao nao linear disponivel
no software MATLAB® através da funcdo fmincon. Outros algoritmos de
otimizacao podem ter melhor desempenho para este problema particular.

Também foi simulada a estimacao do processo ARMA através de uma
versao adaptada do método de Hannan-Rissanen, como descrito na secao
5.4.2. Como sabemos nao se tratar de um processo AR(1), caso em que
simplesmente escolheriamos m = 1 e v = 0, a ordem do processo autor-
regressivo usado para estimar o ruido branco foi escolhida entre os valores
m € {5,10, 15,20, 25,30} pelo critério de informagao de Akaike e os coefici-
entes foram estimados por um método de momentos baseado nas equacoes de
Yule-Walker. Em geral, contudo, ¢ importante avaliar a ordem do processo,
como foi feito no capitulo 4 para o cupom cambial. Os resultados obtidos
estao na tabela 5.4.

Alguns testes mostraram ser necessario limitar o valor méximo de A em
5, para evitar valores extremos.!® A utilizacdo do critério de informacao de
Schwarz (Bayesian Information Criterion, BIC) em vez do critério de infor-
macao de Akaike (Akaike Information Crietrion, AIC) nao levou a resultados
notavelmente discrepantes. Também nao houve diferencas evidentes com a
troca do método de estimagao do processo autorregressivo AR(m).

140s limites maximos e minimos usados nesta simulacdo, conforme o c6digo apresentado
na primeira listagem da se¢do B.3, linhas 62 e 63, foram: 0 < v < 1, 0,001 < 0 < oo,
1,01 <a<2, —00 < e <00 e (0,001 <o, < o0.

150s resultados exibidos j4 refletem esta limitacdo.
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Estimacao do Processo ARMA

v 0 a b A UAL OAL
Parametro 0,1374 0,1048 0,3000 0,2740 0,1000 -0,0100 0,4000
Média 0,5757 0,0750 0,2674 0,1939 0,3874 -0,0226 0,3259
Mediana 0,6012 0,0716 0,2823 0,1888 0,1354 -0,0068 0,3005

Desvio padrdo 0,2128 0,0143 0,0471 0,0427 0,5887 0,2607 0,1570
Quantil 5%  0,1625 0,0581 0,1823 0,1316 0,0100 -0,5434 0,1000
Quantil 95%  0,8572 0,1034 0,3056 0,2707 1,4746 0,4005 0,6099

Tabela 5.4: Valores paramétricos e respectivas estatisticas descritivas das esti-
mativas, como descrito na secao 5.4.2, obtidas em 1000 simulacoes de estimagoes
pela adaptagao do método de Hannan-Rissanen e méxima verossimilhanga, usando
amostras com 1000 pontos amostrais, passo de discretizagao h =1 e 6t = h/100.

Testamos, ainda, a modificacdo na estratégia de estimacao discutida na
segdo 5.4.2, em que a escolha da ordem do processo AR(m) é feita pela
minimizagao do erro quadratico médio, obtendo os resultados consolidados
na tabela 5.5:

Estimacao do Processo ARMA

v 0 a b A HAL OAL
Parametro 0,1374 0,1048 0,3000 0,2740 0,1000 -0,0100 0,4000
Média 0.5262 0.0679 0.2805 0.1734 0.3637 -0.0079 0.3177
Mediana 0.5439 0.0644 0.2926 0.1671 0.1174 -0.0088 0.2919
Desvio padrao 0.2604 0.0179 0.0431 0.0522 0.5765 0.4288  0.1657
Quantil 0.0632 0.0447 0.2097 0.1077 0.0033 -0.7877 0.1000
Quantil 0.8792 0.1024 0.3199 0.2583 1.3808 0.8641 0.6253

Tabela 5.5: Valores paramétricos e respectivas estatisticas descritivas das estima-
tivas, como descrito na secao 5.4.2, obtidas em 1000 simulac¢oes de estimacdes pela
adaptacdo do método de Hannan-Rissanen com a minimizacao do erro quadratico
médio e por maxima verossimilhanca, usando amostras com 1000 pontos amostrais,
passo de discretizagdo h = 1 e §t = h/100.

Os resultados mostram a média ou a mediana dos valores estimados proxi-
mas do parametro real, exceto no caso do parametro v. A estimacao, contudo,
parece ser consistente, uma vez que a média das estimativas aproxima-se do
parametro real quando aumentamos a frequéncia de amostragem, mantendo
o intervalo de tempo constante, o que equivale a usar um passo de discreti-
zaGao menor e uma amostra maior. A descricao das estimativas obtidas com
h = 0.5,0t = h/50 e T'= 2000 pode ser vista na tabela 5.6, e com h = 0.1,
dt = h/10 e T'= 10000, na tabela 5.7.
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Estimacao do Processo ARMA

v 6 a b A UAL OAL
Parametro 0,1374 0,1048 0,3000 0,2740 0,1000 -0,0100 0,4000
Média 0,4854 0,0678 0,2927 0,1590 0,1692 -0,0161 0,3735
Mediana 0,5546 0,0637 02944 0,1504 0,1038 -0,0093 0,3767

Desvio padrao  0,2784 0,0185 0,0123 0,0409 0,3080 0,1248  0,0973
Quantil 5% -0,0491 0,0448 0,2740 0,1066 0,0314 -0,1384 0,2076
Quantil 95% 0,8431 0,1035 0,3068 0,2382 0,4609 0,1049 0,5239

Tabela 5.6: Valores paramétricos e respectivas estatisticas descritivas das esti-
mativas, como descrito na secdo 5.4.2, obtidas em 1000 simulacoes de estimagoes
pela adaptacao do método de Hannan-Rissanen e maxima verossimilhancga, usando
amostras com 2000 pontos amostrais, passo de discretizacdo h = 0.5 e 6t = h/50.

Estimacao do Processo ARMA

v 0 a b A UAL OAL
Parametro 0,1374 0,1048 0,3000 0,2740 0,1000 -0,0100 0,4000
Média 0,1919 0,0618 0,2996 0,1393 0,1030 -0,0137 0,3922
Mediana 0,1984 0,0604 0,2996 0,1350 0,1013 -0,0117 0,3911

Desvio padrao  0,3690 0,0236 0,0025 0,0528 0,0207 0,0464  0,0404
Quantil 5%  -0,4200 0,0275 0,2955 0,0621 0,0718 -0,0936 0,3244
Quantil 95%  0,7657 0,1033 0,3044 02325 0,1400 0,0617 0,4616

Tabela 5.7: Valores paramétricos e respectivas estatisticas descritivas das esti-
mativas, como descrito na secao 5.4.2, obtidas em 1000 simulagoes de estimacoes
pela adaptagao do método de Hannan-Rissanen e méxima verossimilhanga, usando
amostras com 10000 pontos amostrais, passo de discretizagao h = 0.1 e ¢t = h/10.
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Capitulo 6

Estimacao do Processo de OUG
Exponencial Flutuante para o
Cupom Cambial

Os métodos de estimacgao descritos na secao 5.4 foram aplicados as séries de
cupom cambial para 30, 60, 90, 180, 360 e 720 dias corridos, nos periodos
correspondentes as amostras 1 e 3, como descrito no capitulo 4.

As estimativas obtidas usando maxima verossimilhanca, supondo o ruido
de Lévy a-estavel, estao nas tabelas 6.1, correspondente a Amostra 1, e 6.3,
correspondente & Amostra 3. As estimativas considerando que o ruido de
Lévy é dado por um processo com saltos de tamanhos normalmente distri-
buidas, obtidas pela estimacao do processo ARMA pelo método de Hannan-
Rissanen adaptado, estao nas tabelas 6.2 e 6.4, correspondendo as amostras
1 e 3, respectivamente:

Estimacao por Maxima Verossimilhanga
Prazo v 0 a b o

30 dias  0,1055 0,0301 0,1608 0,0918 1,5836
60 dias  0,2041 0,0513 0,0972 0,1354 1,5677
90 dias  0,2143 0,0503 0,0827 0,1277 1,5705
180 dias  0,1742 0,0423 0,0757 0,1040 1,7607
360 dias  0,2607 0,0314 0,0726 0,0834 2,0000
720 dias  0,2596 0,0345 0,0704 0,1040 2,0000

Tabela 6.1: Valores estimados dos parametros do modelo para o cupom cambial
como um processo de OUG do Exponencial Flutuante, conforme a metodologia
descrita na se¢do 5.4.1, correspondentes aos dados da Amostra 1.
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Estimacao do Processo ARMA
Prazo v 0 a b A HAL OAL

30 dias  0,3088 0,0865 0,2019 0,2260 0,2736 -0,0378 0,4439
60 dias  0,2659 0,0570 0,1093 0,1477 0,3477 -0,0170 0,2682
90 dias  0,1049 10,0490 0,0931 0,1251 0,3732 -0,0127 0,2171
180 dias  0,1679 0,0298 0,0734 0,0800 0,5371 -0,0074 0,1339
360 dias  0,3802 0,0222 0,0663 0,0570 0,7130 0,0096 0,1000
720 dias  0,3739 0,0239 0,0909 0,0661 0,1715 0,0587 0,1000

Tabela 6.2: Valores estimados dos parametros do modelo para o cupom cambial
como um processo de OUG do Exponencial Flutuante, conforme a metodologia
descrita na se¢do 5.4.2, correspondentes aos dados da Amostra 1.

Estimac¢ao por Maxima Verossimilhanca
Prazo v 0 a b a

30 dias  0,3469 0,2168 0,1184 0,5614 2,0000
60 dias  0,3837 0,1604 0,0615 0,3928 2,0000
90 dias  0,3571 0,1785 10,0506 0,4331 2,0000
180 dias 0,4141 0,2007 0,0306 0,5111 1,8399
360 dias  0,2415 0,1387 0,0296 0,3483 2,0000
720 dias  0,2570 0,1883 0,0286 0,5557  2,0000

Tabela 6.3: Valores estimados dos parametros do modelo para o cupom cambial
como um processo de OUG do Exponencial Flutuante, conforme a metodologia
descrita na secdo 5.4.1, correspondentes aos dados da Amostra 3.

Estimacao do Processo ARMA
Prazo v 0 a b A LA OAL

30 dias  0,5757 0,1464 0,1621 0,4026 0,0408 0,0890 0,1000
60 dias  0,5676 0,1009 0,0844 0,2492 0,0449 0,0823 0,1000
90 dias  0,5588 0,1123 0,0706 0,2811 0,0100 0,0446 0,1000
180 dias  0,4232 0,0003 0,0447 0,2137 0,0516 -0,0267 0,1000
360 dias  0,2835 0,0915 0,0408 0,2275 0,0100 -0,0088 0,1000
720 dias  0,4069 0,1265 0,0388 0,3801 0,0100 0,0158  0,1000

Tabela 6.4: Valores estimados dos parametros do modelo para o cupom cambial
como um processo de OUG do Exponencial Flutuante, conforme a metodologia
descrita na seg¢do 5.4.2, correspondentes aos dados da Amostra 3.
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No caso especifico das estimativas realizadas a partir do processo ARMA,
¢é possivel verificar se as condicoes de estabilidade sao satisfeitas, lembrando
que sao condicoes suficientes, conforme a proposicao 3.3. Como em todos os
casos 1 >0 > 0e 6 > 0, o corolario 5.4 nos garante que as versoes ARMA
estimadas sao estacionarias.

Também é possivel obter o mesmo resultado observando que os valores
absolutos das raizes do polinémio caracteristico sao menores que 1, conforme
a definicao 3.10, ou que as estimativas dos coeficientes ¢, e ¢, como definidos
nas equacoes 5.37 e 5.38, satisfazem as desigualdades 3.9 e 3.10, o que é
mostrado nas tabelas 6.5 e 6.6.

Os valores dos coeficientes e das raizes também sao importantes na dis-
cussao sobre a persisténcia do processo do cupom cambial, o que sera tratado
na se¢ao 6.3.

Coeficientes Condigoes (< 1) Raizes

Prazo P1 ¢ il + o2 o] |21 |22

30 dias  1,2492 -0,3088  0,9404  0,3088 0,9098 0,3394
60 dias  1,2244 -0,2659  0,9585  0,2659 0,9421 0,2822
90 dias  1,0618 -0,1049 0,9569  0,1049 0,9516 0,1102
180 dias  1,1433 -0,1679  0,9754  0,1679 0,9703 0,1730
360 dias  1,3664 -0,3802  0,9862  0,3802 0,9774 0,3890
720 dias  1,3589 -0,3739  0,9850  0,3739 0,9757 0,3832

Tabela 6.5: Condicoes de estabilidade para os coeficientes e para as raizes do
polinémio caracteristico da versao ARMA do processo de OUG Exponencial Flu-
tuante estimado a partir dos dados de cupom cambial da Amostra 1.

Coeficientes Condigoes (< 1) Raizes

Prazo ¢1 P2 |91l +¢2 o] |21] |22/

30 dias  1,5056 -0,5757  0,9299  0,5757 0,7587 0,7587
60 dias  1,5203 -0,5676  0,9527  0,5676 0,8614 0,6589
90 dias  1,5049 -0,5588 0,9461  0,5588 0,8383 0,6666
180 dias  1,3699 -0,4232  0,9467 0,4232 0,8994 10,4705
360 dias 1,2185 -0,2835  0,9350  0,2835 0,9053 0,3131
720 dias  1,3299 -0,4069  0,9230  0,4069 0,8528 10,4771

Tabela 6.6: Condigoes de estabilidade para os coeficientes e para as raizes do
polinémio caracteristico da versao ARMA do processo de OUG Exponencial Flu-
tuante estimado a partir dos dados de cupom cambial da Amostra 3.
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Nas secoes a seguir, analisaremos a qualidade do ajuste. Os graficos de
diagnostico referenciados estao no apéndice C.

6.1 Visualizacao do Ajuste

Uma primeira anélise do ajuste pode ser feita pela visualizacao dos dados
empiricos e do processo ajustado a estes dados. No caso em que a estimacao
é feita pela metodologia descrita na secao 5.4.1, temos que, pela equacao
5.71:

Vi = levk + <£2ka1 + &g

Como temos a estimativa da média de e, conforme o corolario 5.2, no
qual é definido £} = e, — E[ex], podemos reescrever a equac¢ao acima como:

Virr =01 Vi + 02Vi1 + E[éx] + &

U R
=01 Vi + 02Vi1 + ( )(A )

+ €5,
=Vir1 + &, (6.1)

em que Vi1 € 0 processo ajustado.

Os gréficos com o ajuste do processo de OUG Exponencial Flutuante aos
dados utilizando a relacao de recorréncia estimada por maxima verossimi-
lhanca estao nos graficos C.1 a C.6 para a Amostras 1 e C.7 a C.12 para a
Amostra 3.

Para o caso da estimacao feita como descrito na secao 5.4.2, a estimativa
do ruido branco (uj;k € Z*) é obtida na primeira etapa da metodologia,
pelos residuos da estimacao do processo autorregressivo de ordem elevada,
de acordo com a equacgao 5.78. Temos, portanto, conforme a equacao 5.77:

Vi = ¢o + 1 Vi1 + $2Via + Botly, + Bty
= Vi + Boti}, (6.2)
em que Vi € 0 processo ajustado. Os graficos com o ajuste do processo

ARMA estimado pelo método de Hannan-Rissanen estao nas figuras C.13 a
C.18 para a Amostra 1 e C.19 a C.24 para a Amostra 3.
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6.2 Analise pela Funcao de Autocorrelacao

Uma das motivagoes para utilizarmos um processo de OUG com uma funcao
resolvente mais geral é a possibilidade de replicar a estrutura de autocorre-
lacao dos dados, dada por uma oscilacao amortecida. Fizemos, portanto, a
comparagao da autocorrelagao dos dados com a autocorrelagao de trajetorias
simuladas com os parametros estimados usando os algoritmos descritos nas
secoes 5.3.1, por soma de Riemann-Stieltjes, e 5.3.3, por recursao.

As comparacoes da autocorrelacao das séries empiricas de cupom cambial
com a autocorrelacao de exemplos de trajetérias simuladas usando ruido de
Lévy a-estavel estao nas tabelas C.1, para a Amostra 1, e C.2, para a Amostra
3.

As comparacoes correspondentes quando os exemplos de trajetérias sao
simuladas considerando um ruido de Lévy dado por uma difusao com saltos
de tamanhos normalmente distribuidos estao nas tabelas C.3, para a Amostra
1, e C.4, para a Amostra 3.

Também realizamos a simulacao de 1000 trajetorias por soma de Riemann-
Stieltjes e 1000 trajetorias por recursao, e exibimos a comparagao da funcao
de autocorrelagao empirica de cada série de cupom cambial, para cada uma
das duas amostras analisadas, com a curva das medianas das autocorrelagoes
simuladas para cada defasagem e com as curvas dos valores correspondentes
aos quantis de 5% e 95% das autocorrelacoes simuladas para cada defasa-
gem, formando um intervalo de confianca ao nivel de significancia de 10%.
Os resultados obtidos estao organizados como segue:

e Tabela C.5: intervalos de confianca simulados por soma de Riemann-
Stieltjes com ruido de Lévy a-estavel e comparados com as séries de
cupom cambial na Amostra 1;

e Tabela C.6: intervalos de confianca simulados por recursao com ruido
de Lévy a-estavel e comparados com as séries de cupom cambial na
Amostra 1;

e Tabela C.7: intervalos de confianca simulados por soma de Riemann-
Stieltjes com ruido de Lévy a-estavel e comparados com as séries de
cupom cambial na Amostra 3;

e Tabela C.8: intervalos de confianca simulados por recursao com ruido
de Lévy a-estavel e comparados com as séries de cupom cambial na
Amostra 3;

e Tabela C.9: intervalos de confianca simulados por soma de Riemann-
Stieltjes com ruido de Lévy dado por difusao com salto e comparados
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com as séries de cupom cambial na Amostra 1;

e Tabela C.10: intervalos de confianca simulados por recursao com ruido
de Lévy dado por difusdo com salto e comparados com as séries de
cupom cambial na Amostra 1;

e Tabela C.11: intervalos de confianca simulados por soma de Riemann-
Stieltjes com ruido de Lévy dado por difusdao com salto e comparados
com as séries de cupom cambial na Amostra 3;

e Tabela C.12: intervalos de confianca simulados por recursao com ruido
de Lévy dado por difusdo com salto e comparados com as séries de
cupom cambial na Amostra 3;

6.3 Testes Nao-Paramétricos

Também é possivel testar a qualidade do ajuste através da comparagao entre
as distribuicoes empiricas do cupom cambial e as distribuicoes obtidas pela
simulacao de uma quantidade elevada de pontos, como aproximacoes das dis-
tribuicoes assintoticas. Fizemos estas comparacoes através de histogramas,’
graficos quantil por quantil (Q-Q) e de frequéncia relativa acumulada e pelo
teste de Kolmogorov-Smirnov.?

E importante ressaltar que os choques aleatorios infinitesimais represen-
tados pelo ruido de Lévy, ou discretos, representados pelos erros €, ou pelo
ruido branco uj, conforme seja considerada a equagao de recorréncia 5.6 ou a
equacao 5.35 da representacao ARMA, possuem persisténcia. Isto significa
que, mesmo existindo reversao a média, i.e., mesmo que E[V, | F] — E[V]
em média quadrética quando s — oo, com (Vi;t > 0) € L*(Q, F,{Fi}i0, P),
esta reversao pode ser lenta e, portanto, um choque no tempo t afeta o nivel
do processo em (f + s) com 0o > s e s muito maior que 0.

Quando esta definida, a propria funcao de autocorrelacao é indicativa de
persisténcia no processo aleatorio. No caso de processos lineares discretos,
se a parte autorregressiva tem polindémio de defasagem dado por ¢(L) =
1—¢1L—¢ol?—---—¢,LP, conforme a equagio 3.4, a persisténcia pode ser
medida por quao proximo de 1 & |zmax| = max{|z1], |22, -+, |2p|}, em que z;,
p > 1> 1, sao as raizes do polinomio carateristico 22¢(1/2) = 2P — ¢ 2P~ —
$2P 72— - - — ¢, supondo que sao obedecidas as condigoes de estabilidade da
definicao 3.10. Processos com raizes unitarias sao chamados de altamente

! Apresentaremos histogramas normalizados para ter &rea unitdria, de maneira que
servem como aproximacoes discretas da funcao densidade de probabilidade.
2Vide, por exemplo, Spanos (1999, cap. 15).
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persistentes, como é tipicamente o caso do passeio aleatério, dado pelo
processo AR(1) com ¢(L) =1— L.

Outra possivel medida de persisténcia é a resposta ao impulso acumulada
(Cumulative Impulse Responde,CIR)), proposta em Andrews & Chen (1994),
que, no caso de processos discretos com parte autorregressiva de ordem p, é

dada por:
1

L= Zlgigp Pi

Em amostras menores, a persisténcia pode afetar a distribuicao empirica
do processo em nivel, pois os parametros da distribuicao obtida com menos
pontos amostrais tém maior dependéncia do sinal, da intensidade e da ordem
em que ocorrem os choques, prejudicando a comparacao com a distribuicao
assintotica. Para contornar este e também outros problemas, relacionados a
estimacao por OLS de processos persistentes, as alternativas usuais incluem
usar a primeira diferenca do processo, a primeira diferenca em logaritmo ou
a variacao percentual.

Como pode ser visto pelas tabelas 6.5 e 6.6, ha indicios de elevada persis-
téncia em todas as séries de cupom cambial e nas duas amostras analisadas,
com q@l + (132 > 0,9 em todos os casos. Assim, os testes nao paramétricos
de qualidade do ajuste nao serao aplicados a distribuicao cumulativa empi-
rica do processo em nivel, mas em primeira diferenca, i.e., analisaremos a
distribui¢ao nao de (Vi; 7> k> 1), masde (Vp — Vipo; T > k > 2).

Uma discussao mais detalhada da persisténcia em séries temporais pode
ser encontrada em Hamilton (1994, cap. 1), no contexto de resposta ao
impulso de equagoes diferenca, e em Kapetanios (2002), Dias & Marques
(2005), Fuhrer (2009) e Hansen & Lunde (2010), no contexto da andlise de
dados econdémicos.

Nas secoes a seguir, faremos a comparacao da distribui¢do cumulativa em-
pirica da primeira diferenca das séries de cupom cambial com a distribuigao
cumulativa da primeira diferenca das séries obtidas pela simulagao de 10000
pontos do processo de OUG Exponencial Flutuante usando as estratégias de
simulacao discutidas nas secoes 5.3.1, via soma de Riemann-Stieltjes, e 5.3.3,
usando a equacao de recorréncia dada pelo teorema 5.2.

CIRARrp) = (6.3)

6.3.1 Qualidade do Ajuste da Estimacao por Maxima
Verossimilhanca

A simulacao com ruido a-estavel eventualmente gera saltos extremos que
atrapalham a visualizacao dos histogramas e dos gréaficos de distribuicao
acumulada. Para melhorar a exibicao dos resultados, truncamos os dados
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simulados entre os quantis 0,1% e 99,9% nestes graficos. Os graficos Q-Q e
os testes de Kolmogorov-Smirnov, contudo, foram feitos para todos os valores
simulados.

As tabelas 6.7 e 6.8 consolidam os resultados dos testes de Kolmogorov-
Smirnov para as amostras 1 e 3, respectivamente. Os graficos Q-Q, as dis-
tribuigoes acumuladas e os histogramas de 4rea unitaria para a comparacao
entre o cupom cambial e os dados simulados, tanto por soma de Riemann
como pela equacao de recursao, estao nas tabelas C.13 a C.18 para a Amostra
1 e nas tabelas C.19 a C.24 para a Amostra 3.

Soma de Riemann Recursao
Prazo Estatistica KS p-valor Estatistica KS p-valor
30 dias 0,0634 0,3466 0,0648 0,3211
60 dias 0,1344 0,0008 0,0738 0,1881
90 dias 0,1659 0,0000 0,0515 0,6127
180 dias 0,0442 0,7908 0,0400 0,8787
360 dias 0,0613 0,3889 0,0512 0,6205
720 dias 0,0676 0,2747 0,0450 0,7723

Tabela 6.7: Testes de Kolmogorov-Smirnov da hipétese nula de que as primei-
ras diferencas das séries do cupom cambial e as primeiras diferencas das séries
simuladas vém da mesma distribui¢do na Amostra 1.

Soma de Riemann Recursao
Prazo Estatistica KS p-valor Estatistica KS p-valor
30 dias 0,3543 0,0000 0,0744 0,6844
60 dias 0,3472 0,0000 0,0932 0,3962
90 dias 0,4081 0,0000 0,1000 0,3116
180 dias 0,4433 0,0000 0,0995 0,3174
360 dias 0,2663 0,0000 0,0845 0,5222
720 dias 0,2519 0,0000 0,0828 0,5493

Tabela 6.8: Testes de Kolmogorov-Smirnov da hipétese nula de que as primei-
ras diferencas das séries do cupom cambial e as primeiras diferencas das séries
simuladas vém da mesma distribuicdo na Amostra 3.

6.3.2 Qualidade do Ajuste da Estimacao do Processo
ARMA

As tabelas C.25 a C.30 mostram os graficos Q-Q, as distribui¢coes acumuladas
e os histogramas com &rea unitaria quando a simulacao é feita por somas de
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Riemann-Stieltejes ou pela relacao de recursao do teorema 5.2 para a Amostra
1. As tabelas C.31 a C.36 mostram as mesmas informacgoes para a Amostra
3.

Os testes de Kolmogorov-Smirnov estao consolidados nas tabelas 6.9 e
6.10.

Soma de Riemann Recursao
Prazo Estatistica KS p-valor Estatistica KS p-valor
30 dias 0,1806 0,0000 0,0566 0,4892
60 dias 0,0640 0,3366 0,0792 0,1315
90 dias 0,0438 0,8008 0,0539 0,5540
180 dias 0,0429 0,8192 0,0466 0,7334
360 dias 0,0447 0,7792 0,0494 0,6638
720 dias 0,0497 0,6578 0,0398 0.8825

Tabela 6.9: Testes de Kolmogorov-Smirnov da hipétese nula de que as primei-
ras diferencas das séries do cupom cambial e as primeiras diferencas das séries
simuladas vém da mesma distribuicao na Amostra 1.

Soma de Riemann Recursao
Prazo Estatistica KS p-valor Estatistica KS p-valor
30 dias 0,2461 0,0000 0,0769 0,6439
60 dias 0,2479 0,0000 0,0933 0,3949
90 dias 0,3400 0,0000 0,0962 0,3571
180 dias 0,3297 0,0000 0,0930 0,3987
360 dias 0,3107 0,0000 0,0844 0,5237
720 dias 0,4146 0,0000 0,0899 0,4425

Tabela 6.10: Testes de Kolmogorov-Smirnov da hipétese nula de que as primei-
ras diferencas das séries do cupom cambial e as primeiras diferencas das séries
simuladas vém da mesma distribui¢do na Amostra 3.

6.4 Analise dos Resultados

Os resultados obtidos sao consistentes com a hipotese de que a simulacao por
soma de Riemann apresenta um detalhamento maior do processo continuo
subjacente que a simulacao por equacao de recorréncia. Esta, por outro lado,
assemelha-se a uma amostra discreta do processo continuo em que ha erros
de medicao, como pode ser visto nos exemplos de trajetoérias simuladas com
cada algoritmo, exibidos na secao 5.3.5. De fato, a existéncia de erros na
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medicao é o caso usual para séries de dados econdémicos e financeiros, até
mesmo quando medidos em alta frequéncia, conforme discutido em Hansen
& Lunde (2010).

Como resultado, as simulacoes por soma de Riemann exibem oscilacao
amortecida na mediana e nos intervalos de confianca, indicando maior con-
sisténcia da estrutura de autocorrelagao em simulacoes sucessivas. Por outro
lado, isso torna os erros de ajuste mais evidentes, seja por viés na estimacao,
seja pela escolha incorreta do modelo. Isto fica claro, por exemplo, nas figu-
ras da tabela C.5, em que o viés na estimacao dos parametros resultou em
periodos de oscilacao da autocorrelacao muito diversos daqueles observados
nos dados.

No caso da tabela C.9, que difere da tabela C.5 unicamente por utilizar um
ruido de Lévy dado por uma difusao com salto, em vez de um ruido a-estavel,
o erro na estimacao do periodo de oscilacao da autocorrelacao ¢ bastante claro
apenas para os prazos de 60 e 90 dias. O ajuste para 30 dias, em especial,
praticamente nao viola os intervalos de confianca e a funcao de autocorrelacao
empirica segue de muito perto a mediana dos valores simulados. Por um lado,
isso ¢ uma confirmacao de que o processo de OUG Exponencial Flutante é
capaz de modelar com grande sucesso a estrutura de autocorrelacao do cupom
cambial. Por outro, apesar de nao ser possivel afirmar conclusivamente, é
uma indicacao de que o ruido por difusao com salto é mais adequado para
modelar o comportamento do cupom cambial que o ruido a-estavel.

Ja a simulacao por recursao apresenta maior variabilidade na estrutura
de autocorrelacao e também menor amplitude, como visto na secao 5.3.5,
de modo que, embora cada trajetéria em particular apresente autocorrelacao
amortecida, o periodo muda a cada simulacao. Consequentemente, nem a
mediana e nem os quantis refletem essa estrutura. Isto resulta em menos
violagoes dos intervalos de confianca, que acabam abarcando diversas confi-
guracoes de autocorrelacao dos dados, como pode ser visto nas tabelas C.6
e C.10.

Mais fundamentalmente que o tipo de simulacdao usado para avaliar a
qualidade do ajuste, a quantidade de pontos amostrais disponiveis para a
estimacao tem papel essencial, uma vez que, com menos pontos amostrais,
h& mais chance de estimar parametros enviesados. Assim, quando considera-
mos a Amostra 3, com apenas 92 pontos amostrais, a simulacao por soma de
Riemann mostra que é possivel estimar processos subjacentes com caracte-
risticas muito diferentes do processo observado empiricamente, tanto quando
avaliamos a qualidade do ajuste pela funcao de autocorrelagao como quando
esta avaliacao é feita pela distribuicao da primeira diferenca. Este fato é
mostrado nas tabelas C.7 e C.11 para o caso da autocorrelacao, e nas tabelas
6.10, C.31, C.33 e C.31, no caso da distribui¢cao da primeira diferenca.
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Observe que em pequenas amostras, mesmo com a possibilidade de algum
viés nas estimativas dos parametros, a falta de detalhamento da simulacao
por recursao torna-se uma vantagem. Em aplicacoes onde a precisao dos
parametros do processo continuo nao é essencial, a simulacao pela equacao
de recorréncia do teorema 5.2 ainda é capaz de reproduzir o comportamento
dos dados quando ha algum viés na estimativa dos parametros, o que nao
ocorre com a simulacao por soma de Riemann. Isto pode ser visto nas tabelas
C.2, C4, C.8 e C.12, no caso da auto correlacao, e nas tabelas 6.10, C.32,
C.34 e C.32, no caso da distribuigao da primeira diferenca.

Quando assumimos que o ruido de Lévy é dado por uma difusao com salto,
é possivel falar o mesmo da simulacao através do processo ARMA definido
no teorema 5.3, conforme o algoritmo detalhado na secao 5.3.4, uma vez
que tanto a simulagdo por recursao quanto a simulacao a partir do processo
ARMA resultam em trajetorias e fungoes de autocorrelacao muito proximas,
como exemplificado nas figuras de 5.9 a 5.16.

Em resumo, podemos identificar as seguintes conclusoes:

e O processo de OUG Exponencial Flutuante é capaz de modelar de modo
muito preciso o comportamento da funcao de autocorrelacao observada
no cupom cambial, que oscila de forma amortecida;

e As estratégias de estimacao propostas, apesar de apresentarem algum
viés, foram capazes de gerar um ajuste de boa qualidade aos dados,
seja por um critério baseado na autocorrelagao, seja por critérios nao
paramétricos, baseados na distribuicao da primeira diferenca das séries
de cupom cambial, e este ajuste, como nao poderia deixar de ser, ¢
tanto melhor quanto maior a amostra;

e A simulacdao por soma de Riemann parece mais capaz de representar
os detalhes do processo de OUG Exponencial Flutuante continuo, mas
nao é adequada para simular e fazer projecoes quando os parametros
sao estimados a partir de amostras de menor tamanho;

e Mesmo quando a estimacao é feita com base em uma amostra de apenas
aproximadamente 100 pontos, a equacao de recorréncia do 5.2 e, no caso
do ruido de Lévy dado por difusao com salto, a representacio ARMA
dada pelo teorema 5.3 podem ser usadas para simular e fazer projecoes
sobre o comportamento do cupom cambial;

e H4 indicios de que a utilizacdo de um ruido de Lévy dado por difu-
sao com salto é mais adequado para modelar o cupom cambial que a
utilizagao de um ruido de Lévy a-estavel.
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Capitulo 7

Conclusao

Nesta tese, nos estendemos os trabalhos de Medino (2005), dos Santos (2011),
Medino et al. (2012) e Stein et al. (2016), apresentando uma nova classe de
solugbes para a ELG (equacao 3.52): o processo de OUG do Tipo Expo-
nencial Flutuante, da qual o processo de Ornstein-Uhlenbeck nao gaussiano
discutido em Barndorff-Nielsen & Shephard (2001) e o processo de OUG Cos-
seno analisado em Stein et al. (2016) sdo casos especiais. Considerando que
o processo de Ornstein-Ulenbeck classico possui uma representacao discreta
dada por um processo AR(1), a motivagdo da nossa analise foi buscar solu-
coes da ELG capazes de reproduzir o comportamento de oscilacao amortecida
da autocorrelagao observada nas séries de cupom cambial, consistentes com
um processo AR(2), além da possibilidade de saltos, conforme discutido nos
capitulos 2 e 4.

As alternativas existentes ou possuem autocorrelacao exponencialmente
decrescente, como ¢ o caso do processo de Ornstein-Ulenbeck com ruido de
Lévy, analisado por Barndorff-Nielsen & Shephard, ou nao possuem versao
discreta estacionaria, caso do processo de OUG do Tipo Cosseno, analisado
por Stein et al..

Propusemos, entao, a funcao resolvente dada pela equacao 5.1 e prova-
mos que é solugdo para a equagao integro-diferencial de Voltera (equagao
3.61) quando é utilizada a fungado memoria dada pelo teorema 5.1. Assim, o
processo de OUG resultante da utilizagao dessa funcao resolvente, que cha-
mamos de Exponencial Flutuante e é dado pela equacao 5.5, é solucao para
a ELG quando o ruido de Lévy possui o segundo momento finito (Kannan,
1977), é a-estavel com parametro de estabilidade 1 < o < 2 (dos Santos,
2011) ou, em geral, é um processo de Lévy qualquer quando a integracgao
estocastica é definida em termos de convergéncia em probabilidade (Medino
et al., 2012).

No6s também provamos uma equacao de recorréncia (teorema 5.2) que
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permite alternativas de estimacao e simulacao do processo de OUG Expo-
nencial Flutuante através dos corolarios 5.2, para o caso a-estavel, 5.3, para
o caso de difusao com salto com segundo momento finito, e da proposicao
5.1, para o caso particular em que o ruido de Lévy ¢ uma difusao com saltos
de tamanho normalmente distribuidos. Particularmente, provamos ainda, no
teorema 5.3, que quando o ruido de Lévy tem segundo momento finito, dado
por uma difusdo com salto, e O(h?) — 0, em que h é o passo de discretizagao
da relacao de recorréncia, o processo de OUG Exponencial Flutuante possui
uma versao discreta dada por um processo ARMA(2,1) que é estacionario
quando seus parametros v e # sdo tais que § > 0 e 1 > v > 0 (corolario
5.4). Esta versdo discreta linear pode ser usada para modelar, simular e es-
timar processos estacionarios para os quais a funcao de autocorrelacao em
amostras finitas apresenta oscilagao amortecida, o que nao é possivel no caso
dos processos de OUG do Tipo Exponencial e do Tipo Cosseno, analisados
em Barndorff-Nielsen & Shephard (2001) e Stein et al. (2016), os quais ou
apresentam autocorrelacao exponencialmente decrescente, ou nao sao estaci-
onarios em suas versoes discretas, embora estas duas alternativas sejam casos
especiais da nova classe de solucoes da ELG que propusemos.

Lancando mao dos resultados demonstrados neste trabalho, detalhamos
e testamos quatro metodologias de simulagao, na secao 5.3, disponibilizando
o codigo MATLAB® para todas elas no apéndice B. Na secdo 5.4, ainda
propusemos diversas possibilidades para a estimacao do processo de OUG
Exponencial Flutuante, também pela utilizacao dos resultados demonstrados
anteriormente, conforme o tipo do ruido de Lévy: a-estavel, como aplicacao
do corolario 5.2; difusao com salto e segundo momento finito, seja utilizando a
distribuicao do erro, pela aplicacao do corolério 5.3, seja utilizando a versao
ARMA dada pelo teorema 5.3; e difusao com saltos de tamanhos normal-
mente distribuidos, que além de permitir a estimacao como caso particular
da aplicacao do corolario 5.3 ou do teorema 5.3, também permite a estimacao
pela utilizacao da proposicao 5.1. Aplicamos e testamos duas destas alterna-
tivas de estimacao, uma quando o ruido de Lévy é a-estével e outra quando
o ruido de Lévy é dado por uma difusao com salto de tamanhos normalmente
distribuidos. Os correspondentes codigos também foram disponibilizados, in-
cluindo duas variantes da metodologia de estimacao para o processo de OUG
Exponencial Flutuante quando o ruido de Lévy é dado por uma difusao com
saltos de tamanho normalmente distribuidos.

Dada a discussao sobre as caracteristicas de processos discretos lineares
que apresentam reversao a média e sua relagdo com processos continuos de
Ornstein-Uhlenbeck, realizada no capitulo 3, e dada a argumentacao econo-
mica realizada no capitulo 2, que caracteriza o cupom cambial como um
rendimento de conveniéncia e motiva a utilizacao de um processo com re-
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versao a média para modelar seu comportamento, o ferramental teérico de-
senvolvido neste trabalho foi aplicado na modelagem das séries de cupom
cambial, buscando reproduzir o comportamento empirico da sua autocorre-
lacao, que apresenta uma oscilacao amortecida, consistente com um processo
autorregressivo de ordem 2, o que foi analisado econometricamente em grande
detalhe no capitulo 4.

Como resultado, conforme detalhamento feito no capitulo 6, o processo
de OUG Exponencial Flutuante mostrou-se capaz de reproduzir a estrutura
de autocorrelacao do cupom cambial com bastante sucesso. Além disso, foi
possivel obter uma boa qualidade do ajuste aos dados empiricos nas duas
amostras testadas, seja utilizando intervalos de confianca para a funcao de
autocorrelagao, gerados a partir de simulagoes com os parametros estimados,
seja através do teste de Kolmogorov-Smirnov e outras técnicas nao paramé-
tricas usadas para comparar a distribuicao da primeira diferenca dos dados
empiricos com uma estimativa da distribui¢ao assintotica da primeira dife-
renca obtida a partir da simulacao de uma série de 10 mil pontos, usando os
parametros estimados.

Além das justificativas apresentadas no capitulo 1, relacionadas & aplica-
¢ao deste trabalho na melhor compreensao da dinamica do cupom cambial
e na precificacao de instrumentos financeiros que dele dependem, o processo
aqui proposto é, bona fide, uma contribuicao relevante a literatura sobre a
Equacgao de Langevin Generalizada e suas solugoes.

Como sugestoes de pesquisas posteriores para expandir os resultados aqui
descritos, é possivel citar:

e [istudo rigoroso das propriedades dos estimadores aqui propostos;
e Pesquisa de novas formas de estimacao e simulagao;

e Aplicacao do processo de OUG Exponencial Flutuante a outras séries
de dados, de qualquer natureza;

e Pesquisa de classes mais amplas de solucoes da ELG, possivelmente,
possuindo representacoes ARMA de maior ordem ou outras represen-
tacoes discretas mais adequadas a problemas especificos;

e Desenvolvimento de um modelo economico estrutural, possivelmente de
equilibrio geral dinamico estocéstico, que justifique o comportamento
do cupom cambial conforme o modelo de forma reduzida aqui proposto;

e Aplicacdo do processo de OUG Exponencial Flutuante a precificacao
de instrumentos derivativos de cupom cambial, desenvolvimento de es-
tratégias de negociagao e formulagao de politica econdmica.
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Apéndice A

Resultados para a AnAlise
Econométrica do Cupom Cambial

A.1 Amostra 1

As tabelas e graficos abaixo referem-se as mesmas ferramentas de identifica-
cao do processo AR aplicadas a série ¢030d na secao 4.3.1.

A.1.1 Série c060d

Amostra 1 - Série c060d

Coeficientes Estatistica F
Constante AR(1) AR(2) AR(3) (p-valor)
Coeficientes ~ 2,4280*** (0, 9477*** 1884,132
(0,0000)
Estatistica t 9,6020 33,7843
(p-valor) (0,0000) (0,0000)
Coeficientes 2,4313%*F* 1, 1471%**  —(Q, 2108*** 986, 2835
(0,0000)
Estatistica t 11,9030 15,1366 —2,6753
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0080)
Coeficientes  2,430719*** 1, 1589***  —0,2752** (,0563 656, 7852
(0,0000)
Estatistica t 11,2263 14,9675 —2,4724 0,7469
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0142) (0,4559)

Tabela A.1: Estimativas por minimos quadrados dos coeficientes das especifi-
cacoes testadas para a série c060d na Amostra 1. Erros-padrdo estimados com a
correcao de White para heterocedasticidade.
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Amostra 1 - Série c060d
Especificacao R? Ajustado  AIC SBIC HQIC

AR(1) 89,62%  —0,3950 —0,3641 —0,3825
AR(2) 90,04%  —0,4313 —0,3849 —0,4125
AR(3) 90,02%  —0,4253 —0,3634 —0,4003

Tabela A.2: R? ajustado e critérios de informacdo das especificacdes testadas
para a série c060d na Amostra 1.

Amostra 1 - Série c060d - Residuos da Especificacao AR(1)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,204 0,204 9,2847

2 —0,034 —0,080  9,5496 0,002
3 —0,031 —0,008  9,7687 0,008
4 —0,017 —0,012  9,8373 0,020
5 0,034 0,039 10, 094 0,039
6 0,044 0,028 10, 535 0,061

IC @5%: +0,1324 - IC @10%: +0,1112

Tabela A.3: Autocorrelacao (AC), autocorrelagao parcial (PAC), correspondentes
intervalos de confianca (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor de zero,
estatistica Q) e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocorrelagio para
as primeiras 6 defasagens nos residuos da especificacdo AR(1) para a série c060d
da Amostra 1.

Amostra 1 - Série c060d - Residuos da Especificacdo AR(2)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,019 0,019 0,0791
2 ~0,055 —0,055  0,7501
3 —0.001 0,001 0, 7506 0,386
4 0,000 —0,003  0,7506 0,687
5 0,049 0,049 1,2936 0,731
6 0.059 0,057 2,0728 0,722

IC @5%: +0,1324 - IC @10%: 40,1112

Tabela A.4: Autocorrelacao (AC), autocorrelagao parcial (PAC), correspondentes
intervalos de confianga (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor de
zero, estatistica Q e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocorrelagao
das primeiras 6 defasagens nos residuos da especificagdo AR(2) da série c060d na
Amostra 1.
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Amostra 1 - Série c060d - Teste de Breusch-Godfrey

Especificacao p-valor
2 desfasagens 4 defasagens
AR(1) 0,0041 0,0267
AR(2) 0,2252 0,3537

Hy: Nao ha correlagao serial nos residuos.

Tabela A.5: Teste de Breusch-Godfrey para correlacao serial nos residuos das
especificacoes testadas para a série c060d na Amostra 1.

Amostra 1 - ACF e PACF da Série c060d
Defasagem  AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,945 0,945 108, 27 0,000
2 0,873 —0,180 368,17 0,000
3 0,806 0,034 513,59 0,000
4 0,742 —0,025 637,39 0,000
5 0,682 0,002 742,55 0,000
6 0,624 —0,028 831,04 0,000

IC @5%: +0,1324 - IC @10%: 40,1112

Tabela A.6: Valores da ACF e da PACF para as primeiras seis defasagens da
série c060d na Amostra 1, correspondentes intervalos de confianca (IC) aos niveis
de significancia de 5% e 10% ao redor de zero, estatistica Q e correspondente p-valor
do teste de Ljung-Box.
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Figura A.1: Grafico da fungdo de autocorrelagio da série c060d na Amostra 1.

A.1.2 Série c090d

Amostra 1 - Série ¢090d

Coeficientes Estatistica F
Constante  AR(1) AR(2) AR(3) (p-valor)
Coeficientes 2, 4280%** (), 9527*** 2101.284
(0,0000)
Estatistica t 10,3322 37,6120
(p-valor) (0,0000) (0,0000)
Coeficientes  2,4333*** 1, 1374***  —0, 1941** 1090, 947
(0,0000)
Estatistica t 12,5662 13,6908 —2,3220
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0212)
Coeficientes  2,4317%%* 1, 1487*** —0,2607** 0, 0587 726, 6728
(0,0000)
Estatistica t 11,8441 13,4953 —2,2609  0,7949
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0248) (0,4275)

Tabela A.7: Estimativas por minimos quadrados dos coeficientes das especifi-
cacghes testadas para a série c090d na Amostra 1. Erros-padrdo estimados com a
correcao de White para heterocedasticidade.

153



Amostra 1 - Série c090d
Especificacao R? Ajustado  AIC SBIC HQIC

AR(1) 90,60%  —0,7317 —0,7008 —0,7192
AR(2) 90,91%  —0,7610 —0,7146 —0,7422
AR(3) 90,90%  —0,7553 —0,6934 —0,7303

Tabela A.8: R? ajustado e critérios de informacdo das especificacdes testadas
para a série c090d na Amostra 1.

Amostra 1 - Série c090d - Residuos da Especificacao AR(1)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,191 0,191 8,0949

2 —0,042 —0,081 8,4891 0, 004
3 —0,008 0,017 8,5019 0,014
4 ~0,071 —0,080  9,6510 0,022
5 0,007 0,040 9,6614 0,047
6 0,070 0,054 10,775 0,056

IC @5%: +0,1324 - IC @10%: +0,1112

Tabela A.9: Autocorrelacao (AC), autocorrelagao parcial (PAC), correspondentes
intervalos de confianca (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor de zero,
estatistica Q) e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocorrelagio para
as primeiras 6 defasagens nos residuos da especificacdo AR(1) para a série c090d
da Amostra 1.

Amostra 1 - Série c090d - Residuos da Especificacdo AR(2)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,020 0,020 0,0861
2 —0,065 —0,065 1,0284
3 0,032 0,035 1, 2649 0,261
4 —0,059 —0,065 2,0470 0,359
5 0,024 0,032 2,1811 0,536
6 0,086 0,076 3, 8809 0,422

IC @5%: +0,1324 - IC @10%: 40,1112

Tabela A.10: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianca (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor de
zero, estatistica Q e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocorrela-
¢ao das primeiras 6 defasagens nos residuos da especificacdo AR(2) da série c090d
na Amostra 1.

154



Amostra 1 - Série c090d - Teste de Breusch-Godfrey

Especificacao p-valor
2 desfasagens 4 defasagens
AR(1) 0,0077 0,0271
AR(2) 0,1694 0,1138

Hy: Nao ha correlagao serial nos residuos.

Tabela A.11: Teste de Breusch-Godfrey para correlacao serial nos residuos das
especificacoes testadas para a série c090d na Amostra 1.

Amostra 1 - ACF e PACF da Série c090d
Defasagem  AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,952 0,952 201,13 0,000
2 0,888 —0,190 377,04 0,000
3 0,830 0,049 531,21 0,000
4 0,772 —0,039 665,50 0,000
5 0,724 0,067 784,00 0,000
6 0,678 —0,030 888,49 0,000

IC @5%: +0,1324 - IC @10%: 40,1112

Tabela A.12: Valores da ACF e da PACF para as primeiras seis defasagens da
série c090d na Amostra 1, correspondentes intervalos de confianga (IC) aos niveis de
significancia de 5% e 10% ao redor de zero, estatistica Q e correspondente p-valor
do teste de Ljung-Box.
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Figura A.2: Grafico da fungdo de autocorrelagio da série c090d na Amostra 1.

A.1.3 Série c180d

Amostra 1 - Série ¢180d

Coeficientes Estatistica F
Constante ~ AR(1) AR(2) AR(3) (p-valor)
Coeficientes — 2,4232%** (), 9731*** 4008, 255
(0,0000)
Estatistica t 8,1277 64,4618
(p-valor) (0,0000) (0,0000)
Coeficientes  2,4640*** 1,1638%**  —0, 1954** 2079, 127
(0,0000)
Estatistica t 9,7592 14,9593 —2,5101
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0128)
Coeficientes  2,4389*** 1 ,1864*** —0,3300%** 0,1155 1399, 297
(0,0000)
Estatistica t 8, 8943 14,8223 —2,8765 1,5690
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0044) (0,1181)

Tabela A.13: Estimativas por minimos quadrados dos coeficientes das especifi-
cacOes testadas para a série c180d na Amostra 1. Erros-padrdo estimados com a
correcao de White para heterocedasticidade.
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Amostra 1 - Série ¢180d
Especificacao R? Ajustado  AIC SBIC HQIC

AR(1) 94,84%  —1,2751 —1,2442 —1,2626
AR(2) 95,02%  —1,3053 —1,2588 —1,2865
AR(3) 95,06%  —1.3096 —1,2477 —1,2846

Tabela A.14: R? ajustado e critérios de informacio das especificacoes testadas
para a série ¢180d na Amostra 1.

Amostra 1 - Série ¢180d - Residuos da Especificacao AR(1)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,201 0,201 9,0138

2 —0,079 —0,125 10,417 0,001
3 —0,066 —0,024 11,402 0,003
4 ~0,161 —0,160 17,251 0,001
5 0,037 0,105 17, 562 0,002
6 0,097 0,035 19,713 0,001

IC @5%: +0,1324 - IC @10%: +0,1112

Tabela A.15: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianga (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor
de zero, estatistica ) e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocor-
relacdo para as primeiras 6 defasagens nos residuos da especificagdo AR(1) para a
série c180d da Amostra 1.

Amostra 1 - Série ¢180d - Residuos da Especificacdo AR(2)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,034 0,034 0,2625
2 —-0,103 —0,105 2,6508
3 —0,013 —0,005 2,6879 0,101
4 —0,156 —0,169 8, 1891 0,017
3 0,064 0,077 9,1213 0,028
6 0,115 0,076 12,125 0,016

IC @5%: +0,1324 - IC @10%: 40,1112

Tabela A.16: Autocorrelagdo (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianca (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor de
zero, estatistica Q e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocorrela-
¢ao das primeiras 6 defasagens nos residuos da especificacdo AR(2) da série ¢180d
na Amostra 1.
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Amostra 1 - Série ¢180d - Teste de Breusch-Godfrey

Especificacao p-valor
2 desfasagens 4 defasagens
AR(1) 0,0021 0,0013
AR(2) 0,0134 0,0036

Hy: Nao ha correlagao serial nos residuos.

Tabela A.17: Teste de Breusch-Godfrey para correlacao serial nos residuos das
especificacoes testadas para a série c180d na Amostra 1.

Amostra 1 - ACF e PACF da Série ¢180d
Defasagem  AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,971 0,971 209, 15 0,000
2 0,930 —0,204 402,15 0,000
3 0,894 0,086 581,19 0,000
4 0,862 0,035 748, 64 0,000
5 0,840 0,122 908, 16 0,000
6 0,814 —0,111 1058, 9 0,000

IC @5%: +0,1324 - IC @10%: 40,1112

Tabela A.18: Valores da ACF e da PACF para as primeiras seis defasagens da
série c180d na Amostra 1, correspondentes intervalos de confianga (IC) aos niveis de
significancia de 5% e 10% ao redor de zero, estatistica Q e correspondente p-valor
do teste de Ljung-Box.
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Figura A.3: Grafico da fungdo de autocorrelagio da série ¢180d na Amostra 1.

A.1.4 Série c360d

Amostra 1 - Série ¢360d

Coeficientes Estatistica F
Constante  AR(1) AR(2) AR(3) (p-valor)
Coeficientes 2, 5389*** (), 98(2*** 7888.173
(0,0000)
Estatistica t 7,4842 87,86176
(p-valor) (0,0000) (0,0000)
Coeficientes  2,6377*** 1,2308*** —(, 2520%** 4205, 320
(0,0000)
Estatistica t 8,5951 15,8418 —3,2239
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0015)
Coeficientes  2,5781**%F 1,2690*** —0,4389*%** 0, 1504** 2857, 987
(0,0000)
Estatistica t 7,9626 16, 3850 —3,8988 1,9869
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0001) (0,0482)

Tabela A.19: Estimativas por minimos quadrados dos coeficientes das especifi-
caghes testadas para a série ¢360d na Amostra 1. Erros-padrdo estimados com a
correcao de White para heterocedasticidade.
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Amostra 1 - Série ¢360d
Especificacao R? Ajustado  AIC SBIC HQIC

AR(1) 97,31%  —1,5757 —1,5447 —1,5632
AR(2) 97,47%  —1,6335 —1,5871 —1,6148
AR(3) 97,52%  —1,6477 —1,5858 —1,6227

Tabela A.20: R? ajustado e critérios de informacio das especificacoes testadas
para a série ¢360d na Amostra 1.

Amostra 1 - Série ¢360d - Residuos da Especificacao AR(1)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,259 0,259 14,863

2 —0,086 —0, 164 16, 529 0,000
3 —0,006 —0,030 18,578 0,000
4 ~0,221 —0,219 29,622 0,000
5 —0,029 0,089 29,808 0,000
6 0,080 0,008 31,255 0,000

IC @5%: +0,1324 - IC @10%: +0,1112

Tabela A.21: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianga (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor
de zero, estatistica ) e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocor-
relacdo para as primeiras 6 defasagens nos residuos da especificagdo AR(1) para a
série ¢360d da Amostra 1.

Amostra 1 - Série ¢360d - Residuos da Especificacdo AR(2)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,048 0,048 0,5168
p ~0,136 —0,139  4,6350
3 ~0,020 —0,006  4,7209 0,030
4 —0,209 —0,232 14, 598 0,001
5 0,015 0,037 14, 647 0,002
6 0,127 0,062 18,333 0,001

IC @5%: +0,1324 - IC @10%: 40,1112

Tabela A.22: Autocorrelagdo (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianca (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor de
zero, estatistica Q e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocorrela-
¢ao das primeiras 6 defasagens nos residuos da especificacdo AR(2) da série ¢360d
na Amostra 1.
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Amostra 1 - Série ¢360d - Teste de Breusch-Godfrey

Especificacao p-valor
2 desfasagens 4 defasagens
AR(1) 0, 0000 0, 0000
AR(2) 0,0118 0,0003

Hy: Nao ha correlagao serial nos residuos.

Tabela A.23: Teste de Breusch-Godfrey para correlacdo serial nos residuos das
especificacoes testadas para a série ¢360d na Amostra 1.

Amostra 1 - ACF e PACF da Série ¢360d
Defasagem  AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,978 0,978 212,32 0,000
2 0,048 —0,182 412,92 0,000
3 0,921 0,055 602, 80 0,000
4 0,897 0,069 783,93 0,000
5 0,830 0,102 958,91 0,000
6 0,861 —0,072 1127,4 0,000

IC @5%: +0,1324 - IC @10%: 40,1112

Tabela A.24: Valores da ACF e da PACF para as primeiras seis defasagens da
série ¢360d na Amostra 1, correspondentes intervalos de confianga (IC) aos niveis de
significancia de 5% e 10% ao redor de zero, estatistica Q e correspondente p-valor
do teste de Ljung-Box.
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Figura A.4: Grafico da fungdo de autocorrelagio da série ¢360d na Amostra 1.

A.1.5 Série c720d

Amostra 1 - Série ¢720d

Coeficientes Estatistica F
Constante  AR(1) AR(2) AR(3) (p-valor)
Coeficientes  2,9179*%%* (0, 9782%** 6926, 722
(0,0000)
Estatistica t 9,5113 85,2636
(p-valor) (0,0000) (0,0000)
Coeficientes ~ 2,9932%%* 1 /22094%** (), 2530*** 3695, 896
(0,0000)
Estatistica t 10,7670 16,7767 —3,4359
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0007)
Coeficientes  2,9527*%% 1,2634*** —0,4164*** 0,1312* 2497, 128
(0,0000)
Estatistica t 10,0712 16,6818 —3,4981 1,6653
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0006) (0,0973)

Tabela A.25: Estimativas por minimos quadrados dos coeficientes das especifi-
caghes testadas para a série ¢720d na Amostra 1. Erros-padrdo estimados com a
correcao de White para heterocedasticidade.
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Amostra 1 - Série ¢720d
Especificacao R? Ajustado  AIC SBIC HQIC

AR(1) 96,95%  —1,6444 —1,6134 —1,6319
AR(2) 97,13%  —1,7028 —1,6564 —1,6840
AR(3) 97,17%  —1,7112 —1,6493 —1,6862

Tabela A.26: R? ajustado e critérios de informacio das especificacdes testadas
para a série ¢720d na Amostra 1.

Amostra 1 - Série ¢720d - Residuos da Especificacao AR(1)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,258 0,258 14,804

2 —0,064 —0,140 15,711 0,000
3 ~0,125 —0,077 19,230 0,000
4 ~0,199 —0,166 28,148 0,000
5 —0,035 0,048 28,424 0,000
6 0,078 0,038 29,797 0,000

IC @5%: +0,1324 - IC @10%: +0,1112

Tabela A.27: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianga (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor
de zero, estatistica ) e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocor-
relacdo para as primeiras 6 defasagens nos residuos da especificagdo AR(1) para a
série c720d da Amostra 1.

Amostra 1 - Série ¢720d - Residuos da Especificacdo AR(2)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,042 0,042 0,3857
p ~0,102 —0,104  2,6946
3 ~0,065 —0,057  3,6410 0,056
4 —0,174 —0,183 10, 489 0,005
5 0,002 0,003 10, 490 0,015
6 0,117 0,078 13,605 0,009

IC @5%: +0,1324 - IC @10%: 40,1112

Tabela A.28: Autocorrelagdo (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianca (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor de
zero, estatistica Q e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocorrela-
¢do das primeiras 6 defasagens nos residuos da especificacdo AR(2) da série ¢720d
na Amostra 1.
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Amostra 1 - Série ¢720d - Teste de Breusch-Godfrey

Especificacao p-valor
2 desfasagens 4 defasagens
AR(1) 0,0001 0, 0000
AR(2) 0,0162 0,0053

Hy: Nao ha correlagao serial nos residuos.

Tabela A.29: Teste de Breusch-Godfrey para correlacao serial nos residuos das
especificacoes testadas para a série ¢720d na Amostra 1.

Amostra 1 - ACF e PACF da Série ¢720d
Defasagem  AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,976 0,976 211, 67 0,000
2 0,944 —0,199 410,48 0,000
3 0,913 0,048 597,35 0,000
4 0,888 0,083 774,67 0,000
5 0,868 0,097 945, 26 0,000
6 0,850 —0,050 1109, 3 0,000

IC @5%: +0,1324 - IC @10%: 40,1112

Tabela A.30: Valores da ACF e da PACF para as primeiras seis defasagens da
série ¢720d na Amostra 1, correspondentes intervalos de confianga (IC) aos niveis de
significancia de 5% e 10% ao redor de zero, estatistica Q e correspondente p-valor
do teste de Ljung-Box.
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ACF da Série ¢720d - Amostra 1
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Figura A.5: Grafico da fungdo de autocorrelagio da série ¢720d na Amostra 1.

A.2 Amostra 2

As tabelas e graficos abaixo referem-se as andlises da secao 4.3.2.
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A.2.1 Série c030d

Amostra 2 - Série ¢030d

Coeficientes Estatistica F
Constante  AR(1) AR(2) AR(3) (p-valor)
Coeficientes ~ 2,6972%%* (,9091*** 664, 0208
(0,0000)
Estatistica t 7,8909 21,1073
(p-valor) (0,0000) (0,0000)
Coeficientes  2,6806™** 1,1033*** —0,2109** 347,9899
(0,0000)
Estatistica t 9, 5285 12,0094 —2,3021
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0229)
Coeficientes  2,6887*** 1, 1173*** —0,2873** 0,0687 231,4997
(0,0000)
Estatistica t 8,9173 12,2381 —2,3088  0,7554
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0226) (0,4514)

Tabela A.31: Estimativas por minimos quadrados dos coeficientes das especifi-
cacOes testadas para a série c030d na Amostra 2. Erros-padrdo estimados com a
correcao de White para heterocedasticidade.

Amostra 2 - Série c030d
Especificacado  R? Ajustado  AIC  SBIC HQIC

AR(1) 83,61%  0,7221 0.7660 0,7399
AR(2) 84,22%  0,6913 0,7571 0,7180
AR(3) 84,18%  0,7017 0,7895 0,7374

Tabela A.32: R? ajustado e critérios de informacdo das especificaces testadas
para a série c030d na Amostra 2.
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Amostra 2 - Série c030d - Residuos da Especificacdo AR(1)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,206 0,206 5,6971

2 ~0,063 —0,110  6,2260 0,013
3 —0,091 —0,057  7,3416 0,025
4 0,056 0,087 7,7772 0,051
5 0,078 0,037 8,6212 0,071
6 —0,020 —0,045  8,6753 0,123

IC @5%: +0,1712 - IC @10%: 40,1437

Tabela A.33: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianga (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor
de zero, estatistica Q e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocor-
relacdo para as primeiras 6 defasagens nos residuos da especificagdo AR(1) para a
série c030d da Amostra 2.

Amostra 2 - Série c030d - Residuos da Especificacao AR(2)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,031 0,031 0,1318
2 —0,058 —0,059  0,5799

3 —0,065 —0,062 1,1581 0,282
4 0,088 0,089 2,2197 0,330
5 0,098 0,086 3, 5454 0,315
6 —0,027 —0,028  3,6499 0,455

IC @5%: +0,1712 - IC @10%: 40,1437

Tabela A.34: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianga (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor de
zero, estatistica Q e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocorrela-
¢ao das primeiras 6 defasagens nos residuos da especificagdo AR(2) da série c030d
na Amostra 2.
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Amostra 2 - Série c030d - Teste de Breusch-Godfrey

Especificacao p-valor
2 desfasagens 4 defasagens
AR(1) 0,0244 0,0592
AR(2) 0,0613 0,1757

Hy: Nao ha correlagao serial nos residuos.

Tabela A.35: Teste de Breusch-Godfrey para correlacao serial nos residuos das
especificacoes testadas para a série c030d na Amostra 2.

Amostra 2 - ACF e PACF da Série c030d
Defasagem  AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,914 0,914 111,98 0,0004
2 0,803 —0,197 199,10 0,000
3 0,710 0,069 267,62 0,000
4 0,628 —0,014 321,69 0,000
Y 0,539 —0,100 361,90 0,000
6 0,449 —0,042 390, 00 0,000

IC @5%: +0,1712 - IC @10%: 40,1437

Tabela A.36: Valores da ACF e da PACF para as primeiras seis defasagens da
série c030d na Amostra 2, correspondentes intervalos de confianga (IC) aos niveis de
significancia de 5% e 10% ao redor de zero, estatistica Q e correspondente p-valor
do teste de Ljung-Box.
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Figura A.6: Grafico da fungdo de autocorrelagio da série c030d na Amostra 2.

A.2.2 Série c060d

Amostra 2 - Série c060d

Coeficientes Estatistica F
Constante ~ AR(1) AR(2) AR(3) (p-valor)
Coeficientes 2, 7509*** (), 9263*** 826, 0308
(0,0000)
Estatistica t 9, 9566 25,1788
(p-valor) (0,0000) (0,0000)
Coeficientes 2, 7390*** 1,1933*** (0, 2860*** 452,3904
(0,0000)
Estatistica t 13,0622 13,3397 —3,1174
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0023)
Coeficientes 2, 7438*** 1,2132%** (0, 3715%** 0,0714 301, 0069
(0,0000)
Estatistica t 12,1147 13,0828 —2,8153 0, 7907
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0057) (0,4306)

Tabela A.37: Estimativas por minimos quadrados dos coeficientes das especifi-
cacOes testadas para a série c060d na Amostra 2. Erros-padrdo estimados com a
correcao de White para heterocedasticidade.
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Amostra 2 - Série c060d
Especificacao R? Ajustado  AIC SBIC HQIC

AR(1) 86,39%  —0,1060 —0,0622 —0,0882
AR(2) 87,41%  —0,1768 —0,1110 —0,1501
AR(3) 87,38%  —0,1667 —0,0789 —0,1311

Tabela A.38: R? ajustado e critérios de informacio das especificacoes testadas
para a série c060d na Amostra 2.

Amostra 2 - Série c060d - Residuos da Especificacdo AR(1)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,274 0,274 10,079

2 ~0,029 —0,113 10,192 0,001
3 —0,029 0,012 10, 308 0,006
4 —0,012 —0,010 10, 327 0,016
5 0,073 0,084 11,065 0,026
6 0,029 —0,020 11,180 0,048

IC @5%: +0,1712 - IC @10%: 40,1437

Tabela A.39: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianga (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor
de zero, estatistica ) e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocor-
relacdo para as primeiras 6 defasagens nos residuos da especificagdo AR(1) para a
série c060d da Amostra 2.

Amostra 2 - Série c060d - Residuos da Especificacdo AR(2)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,032 0,032 0,1343
2 ~0,073 —0,074  0,8602
3 0,014 0,019 0,8855 0,347
4 0,002 —0,005  0,8860 0,642
5 0,106 0,109 2,4430 0,486
6 0,044 0,036 2,7071 0,608

IC @5%: +0,1712 - IC @10%: 40,1437

Tabela A.40: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianca (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor de
zero, estatistica Q e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocorrela-
¢do das primeiras 6 defasagens nos residuos da especificacdo AR(2) da série c060d
na Amostra 2.
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Amostra 2 - Série c060d - Teste de Breusch-Godfrey

Especificacao p-valor
2 desfasagens 4 defasagens
AR(1) 0,0024 0,0150
AR(2) 0,4163 0,6181

Hy: Nao ha correlagao serial nos residuos.

Tabela A.41: Teste de Breusch-Godfrey para correlacdo serial nos residuos das
especificacoes testadas para a série c060d na Amostra 2.

Amostra 2 - ACF e PACF da Série c060d
Defasagem  AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,926 0,926 114,84 0,000
2 0,821 —0,249 205,91 0,000
3 0,726 0,056 277,73 0,000
4 0,632 —0,091 332, 50 0,000
5 0,541 —0,016 372,96 0,000
6 0,449 —0,083 401,05 0,000

IC @5%: +0,1712 - IC @10%: 40,1437

Tabela A.42: Valores da ACF e da PACF para as primeiras seis defasagens da
série c060d na Amostra 2, correspondentes intervalos de confianga (IC) aos niveis de
significancia de 5% e 10% ao redor de zero, estatistica Q e correspondente p-valor
do teste de Ljung-Box.
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Figura A.7: Grafico da fungdo de autocorrelagio da série c060d na Amostra 2.

A.2.3 Série c090d

Amostra 2 - Série c090d

Coeficientes Estatistica F
Constante ~ AR(1) AR(2) AR(3) (p-valor)
Coeficientes 2, 7277**% (), 9293%** 821, 8441
(0,0000)
Estatistica t 11,4013 26,6579
(p-valor) (0,0000) (0,0000)
Coeficientes 2, 7279*** 1 1817*** (0, 2716%*** 445, 3748
(0,0000)
Estatistica t 15,0092 11,6806 —2,7198
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0074)
Coeficientes 2, 7295***% 1,1984***  —(0,3458** 0,0629 295, 9467
(0,0000)
Estatistica t 14,01723 11,2785 —2,4317 0, 7030
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0164) (0,4833)

Tabela A.43: Estimativas por minimos quadrados dos coeficientes das especifi-
cacOes testadas para a série c090d na Amostra 2. Erros-padrdo estimados com a
correcao de White para heterocedasticidade.
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Amostra 2 - Série c090d
Especificacao R? Ajustado  AIC SBIC HQIC

AR(1) 86,33%  —0,4367 —0,3928 —0,4189
AR(2) 87,24%  —0,4982 —0,4324 —0,4714
AR(3) 87,19%  —0,4869 —0,3991 —0,4513

Tabela A.44: R? ajustado e critérios de informacio das especificacoes testadas
para a série c090d na Amostra 2.

Amostra 2 - Série c090d - Residuos da Especificacao AR(1)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,262 0,262 9,1658

2 ~0,031 —0,107  9,2970 0,002
3 0,007 0,047 9,3030 0,010
4 —0,076 —0,103 10,105 0,018
5 0,038 0,100 10,303 0,036
6 0,056 0,002 10, 734 0,057

IC @5%: +0,1712 - IC @10%: 40,1437

Tabela A.45: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianga (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor
de zero, estatistica ) e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocor-
relacdo para as primeiras 6 defasagens nos residuos da especificagdo AR(1) para a
série c090d da Amostra 2.

Amostra 2 - Série c090d - Residuos da Especificacdo AR(2)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,030 0,030 0, 1240
2 —0,080 —0,081 0, 9869
3 0,073 0,079 1,7161 0,190
4 —0,070 —0,083 2, 3846 0,304
5 0,078 0,099 3,2232 0,358
6 0,081 0,054 4,1285 0,389

IC @5%: +0,1712 - IC @10%: 40,1437

Tabela A.46: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianca (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor de
zero, estatistica Q e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocorrela-
¢ao das primeiras 6 defasagens nos residuos da especificacdo AR(2) da série c090d
na Amostra 2.
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Amostra 2 - Série c090d - Teste de Breusch-Godfrey

Especificacao p-valor
2 desfasagens 4 defasagens
AR(1) 0,0041 0,0148
AR(2) 0,4305 0,2363

Hy: Nao ha correlagao serial nos residuos.

Tabela A.47: Teste de Breusch-Godfrey para correlacao serial nos residuos das
especificacoes testadas para a série c090d na Amostra 2.

Amostra 2 - ACF e PACF da Série c090d
Defasagem  AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,928 0,928 115,34 0,000
2 0,825 —0,255 207,27 0,000
3 0,733 0,067 280, 34 0,000
4 0,638 —0,119 336, 12 0,000
Y 0,554 0,064 378,62 0,000
6 0,474 —0,093 409, 91 0,000

IC @5%: +0,1712 - IC @10%: 40,1437

Tabela A.48: Valores da ACF e da PACF para as primeiras seis defasagens da
série c090d na Amostra 2, correspondentes intervalos de confianga (IC) aos niveis de
significancia de 5% e 10% ao redor de zero, estatistica Q e correspondente p-valor
do teste de Ljung-Box.
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Figura A.8: Grafico da fungdo de autocorrelagio da série c090d na Amostra 2.

A.2.4 Série c180d

Amostra 2 - Série ¢180d

Coeficientes Estatistica F
Constante ~ AR(1) AR(2) AR(3) (p-valor)
Coeficientes 2, 7034*** (0, 9621*** 1308, 984
(0,0000)
Estatistica t 7,9214 44,0376
(p-valor) (0,0000) (0,0000)
Coeficientes 2, 7802*** 1,2052*** —0, 2564*** 699, 0817
(0,0000)
Estatistica t 11,7198 12,9364 —2,8239
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0055)
Coeficientes  2,7533*** 1,2355%** —0,4010%** 0,1218 469, 9418
(0,0000)
Estatistica t 10,2577 12,5664 —2,8316 1,3618
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0054) (0,1757)

Tabela A.49: Estimativas por minimos quadrados dos coeficientes das especifi-
cacOes testadas para a série c180d na Amostra 2. Erros-padrdo estimados com a
correcao de White para heterocedasticidade.
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Amostra 2 - Série ¢180d
Especificacao R? Ajustado  AIC SBIC HQIC

AR(1) 90, 96% —0,9550 —0,9112 —0,9372
AR(2) 91, 48% —1,0071 —0,9412 —0,9803
AR(3) 91, 54% —1.0066 —0,9188 —0,9709

Tabela A.50: R? ajustado e critérios de informacio das especificacoes testadas
para a série ¢180d na Amostra 2.

Amostra 2 - Série ¢180d - Residuos da Especificacao AR(1)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,256 0,256 8, 7885

2 —0,069 —0,144  9,4334 0,002
3 —0,053 0,005 9,8106 0,007
4 ~0,162 —0,173 13,424 0,004
5 0,056 0,162 13,865 0,008
6 0,085 —0,017 14,878 0,011

IC @5%: +0,1712 - IC @10%: 40,1437

Tabela A.51: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianga (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor
de zero, estatistica ) e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocor-
relacdo para as primeiras 6 defasagens nos residuos da especificagdo AR(1) para a
série c180d da Amostra 2.

Amostra 2 - Série ¢180d - Residuos da Especificacdo AR(2)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,047 0,047 0, 2920
y —0,111 —0,114 1, 9659
3 0,025 0,036 2, 0490 0,152
4 ~0,162 —0,181 5, 6455 0,059
5 0,107 0,141 7,2280 0,065
6 0,123 0,065 9,3255 0,053

IC @5%: +0,1712 - IC @10%: 40,1437

Tabela A.52: Autocorrelagdo (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianca (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor de
zero, estatistica Q e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocorrela-
¢ao das primeiras 6 defasagens nos residuos da especificacdo AR(2) da série ¢180d
na Amostra 2.
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Amostra 2 - Série ¢180d - Teste de Breusch-Godfrey

Especificacao p-valor
2 desfasagens 4 defasagens
AR(1) 0,0034 0,0051
AR(2) 0,0762 0,0212

Hy: Nao ha correlagao serial nos residuos.

Tabela A.53: Teste de Breusch-Godfrey para correlacdo serial nos residuos das
especificacoes testadas para a série c180d na Amostra 2.

Amostra 2 - ACF e PACF da Série ¢180d
Defasagem  AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,945 0,945 119,70 0,000
2 0,870 —0,215 221,96 0,000
3 0,806 0,098 310, 35 0,000
4 0,747 —0,033 386,81 0,000
5 0,701 0,102 454,70 0,000
6 0,649 —0,129 513,49 0,000

IC @5%: +0,1712 - IC @10%: 40,1437

Tabela A.54: Valores da ACF e da PACF para as primeiras seis defasagens da
série c180d na Amostra 2, correspondentes intervalos de confianga (IC) aos niveis de
significancia de 5% e 10% ao redor de zero, estatistica Q e correspondente p-valor
do teste de Ljung-Box.
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Figura A.9: Grafico da fungdo de autocorrelagio da série ¢180d na Amostra 2.

A.2.5 Série c360d

Amostra 2 - Série ¢360d

Coeficientes Estatistica F
Constante ~ AR(1) AR(2) AR(3) (p-valor)
Coeficientes 2, 7724*** (0, 9761*** 2648, 998
(0,0000)
Estatistica t 5, 3918 60,0771
(p-valor) (0,0000) (0,0000)
Coeficientes 2, 9757**% 1,2641%** —(, 2938*** 1445, 553
(0,0000)
Estatistica t 8,5694 13,6670 —3,2204
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0016)
Coeficientes  2,8893*** 1,3079*** —0,4837*** 0,1503 979, 4809
(0,0000)
Estatistica t 7,2368 14,0131 —3,5057 1,6405
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0006) (0,1034)

Tabela A.55: Estimativas por minimos quadrados dos coeficientes das especifi-
cacOes testadas para a série ¢360d na Amostra 2. Erros-padrdo estimados com a
correcao de White para heterocedasticidade.
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Amostra 2 - Série ¢360d
Especificacao R? Ajustado  AIC SBIC HQIC

AR(1) 95,32%  —1,2592 —1,2153 —1,2413
AR(2) 95,60%  —1,3349 —1,2691 —1,3082
AR(3) 95,76%  —1,3427 —1,2549 —1,3070

Tabela A.56: R? ajustado e critérios de informacio das especificacoes testadas
para a série ¢360d na Amostra 2.

Amostra 2 - Série ¢360d - Residuos da Especificacao AR(1)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,297 0,297 11,843
2 ~0,069 —0,173 12,485 0,000
3 —0,103 —0,031 13,925 0,001
4 ~0,238 —0,231 21,666 0,000
5 —0,056 0,091 22,093 0,000
6 0,049 —0,021 22,430 0,000

IC @5%: +0,1712 - IC @10%: 40,1437

Tabela A.57: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianga (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor
de zero, estatistica ) e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocor-
relacdo para as primeiras 6 defasagens nos residuos da especificagdo AR(1) para a
série ¢360d da Amostra 2.

Amostra 2 - Série ¢360d - Residuos da Especificacdo AR(2)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,057 0,057 0, 4390
p ~0,131 —0,134 2, 7480

3 ~0,012 0,004 2, 7689 0,096
4 —0,215 —0,237  9,1242 0,010
5 0,010 0,042 9,1384 0,028
6 0,124 0,058 11,279 0,024

IC @5%: +0,1712 - IC @10%: 40,1437

Tabela A.58: Autocorrelagdo (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianca (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor de
zero, estatistica Q e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocorrela-
¢ao das primeiras 6 defasagens nos residuos da especificacdo AR(2) da série ¢360d
na Amostra 2.
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Amostra 2 - Série ¢360d - Teste de Breusch-Godfrey

Especificacao p-valor
2 desfasagens 4 defasagens
AR(1) 0,0005 0,0002
AR(2) 0,0604 0, 0088

Hy: Nao ha correlagao serial nos residuos.

Tabela A.59: Teste de Breusch-Godfrey para correlacao serial nos residuos das
especificacoes testadas para a série ¢360d na Amostra 2.

Amostra 2 - ACF e PACF da Série ¢360d
Defasagem  AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,962 0,962 124,11 0,000
2 0,912 —0,196 236, 34 0,000
3 0,865 0,059 338,13 0,000
4 0,825 0,044 431,41 0,000
3 0,795 0,098 518,75 0,000
6 0,764 —0,066 600, 14 0,000

IC @5%: +0,1712 - IC @10%: 40,1437

Tabela A.60: Valores da ACF e da PACF para as primeiras seis defasagens da
série ¢360d na Amostra 2, correspondentes intervalos de confianga (IC) aos niveis de
significancia de 5% e 10% ao redor de zero, estatistica Q e correspondente p-valor
do teste de Ljung-Box.
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Figura A.10: Grafico da fungdo de autocorrelagido da série ¢360d na Amostra 2.

A.2.6 Série c720d

Amostra 2 - Série ¢720d

Coeficientes Estatistica F
Constante ~ AR(1) AR(2) AR(3) (p-valor)
Coeficientes ~ 3,1023*** (0, 9747*** 2684, 775
(0,0000)
Estatistica t 6,9519 62,2613
(p-valor) (0,0000) (0,0000)
Coeficientes  3,2712%** 1, 2773%F* (), 3081 *** 1480, 344
(0,0000)
Estatistica t 10,0968 14, 3756 —3,4784
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0007)
Coeficientes  3,1953*** 1,3276*** —0,5172%** 0,1632 1007, 533
(0,0000)
Estatistica t 8,6418 14,1556 —3, 3896 1,6528
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0009) (0,1008)

Tabela A.61: Estimativas por minimos quadrados dos coeficientes das especifi-
cacOes testadas para a série ¢720d na Amostra 2. Erros-padrdo estimados com a
correcao de White para heterocedasticidade.
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Amostra 2 - Série ¢720d
Especificacao R? Ajustado  AIC SBIC HQIC

AR(1) 95,38%  —1,3770 —1,3331 —1,3592
AR(2) 95,79%  —1,4628 —1,3969 —1,4360
AR(3) 95,87%  —1,4749 —1,3871 —1,4392

Tabela A.62: R? ajustado e critérios de informacio das especificacdes testadas
para a série ¢720d na Amostra 2.

Amostra 2 - Série ¢720d - Residuos da Especificacao AR(1)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,311 0,311 12,985

2 —0,067 —0,181 13,590 0,000
3 ~0,125 —0,050 15,702 0,000
4 ~0,224 —0,201 22,608 0,000
5 ~0,070 0,058 23,279 0,000
6 0,059 0,014 23,771 0,000

IC @5%: +0,1712 - IC @10%: 40,1437

Tabela A.63: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianga (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor
de zero, estatistica ) e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocor-
relacdo para as primeiras 6 defasagens nos residuos da especificagdo AR(1) para a
série c720d da Amostra 2.

Amostra 2 - Série ¢720d - Residuos da Especificacdo AR(2)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,063 0,063 0,5237
2 —0,130 —0,135 2,8228
3 —0,039 —0,021 3,0252 0,082
4 —0,189 0,207 7,9337 0,019
3 —0,013 0,005 7,9561 0,047
6 0,134 0,082 10, 456 0,033

IC @5%: +0,1712 - IC @10%: 40,1437

Tabela A.64: Autocorrelagdo (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianca (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor de
zero, estatistica Q e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocorrela-
¢do das primeiras 6 defasagens nos residuos da especificacdo AR(2) da série ¢720d
na Amostra 2.
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Amostra 2 - Série ¢720d - Teste de Breusch-Godfrey

Especificacao p-valor
2 desfasagens 4 defasagens
AR(1) 0,0002 0,0002
AR(2) 0,0459 0,0189

Hy: Nao ha correlagao serial nos residuos.

Tabela A.65: Teste de Breusch-Godfrey para correlacao serial nos residuos das
especificacoes testadas para a série ¢720d na Amostra 2.

Amostra 2 - ACF e PACF da Série ¢720d
Defasagem  AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,965 0,965 124,77 0,000
2 0,915 —0,225 237,95 0,000
3 0,869 0,066 340,78 0,000
4 0,829 0,046 435,18 0,000
3 0,800 0,101 523,65 0,000
6 0,772 —0,045 600, 65 0,000

IC @5%: +0,1712 - IC @10%: 40,1437

Tabela A.66: Valores da ACF e da PACF para as primeiras seis defasagens da
série ¢720d na Amostra 2, correspondentes intervalos de confianga (IC) aos niveis de
significancia de 5% e 10% ao redor de zero, estatistica Q e correspondente p-valor
do teste de Ljung-Box.
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Figura A.11: Grafico da funcdo de autocorrelagido da série ¢720d na Amostra 2.

A.3 Amostra 3

As tabelas e graficos abaixo referem-se as andlises da secao 4.3.3.
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A.3.1 Série c030d

Amostra 3 - Série c030d

Coeficientes Estatistica F
Constante  AR(1) AR(2) AR(3) (p-valor)
Coeficientes 2, 3081*%** (0, 8900*** 363, 1398
(0,0000)
Estatistica t  13.2577 17,9979
(p-valor) (0,0000) (0,0000)
Coeficientes  2,2965%**  1,2072*** —(, 3517*** 211, 6256
(0,0000)
Estatistica t 18,7157 11,4609 —3,1705
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0021)
Coeficientes  2,2947*%** 1, 1624*** —0,1982 —0,1262 142, 2554
(0,0000)
Estatistica t 21,0202 10, 6404 —1,1693 —1,1044
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,2454) (0,2724)

Tabela A.67: Estimativas por minimos quadrados dos coeficientes das especifi-
cacoes testadas para a série c030d na Amostra 3. Erros-padrdo estimados com a
correcao de White para heterocedasticidade.

Amostra 3 - Série c030d

Especificacio  R? Ajustado  AIC SBIC HQIC

AR(1) 79, 92% —0,5865 —0,5316 —0,5643
AR(2) 82, 24% —0,6985 —0,6163 —0,6653
AR(3) 82, 32% —0,6930 —0,5833 —0,6487

Tabela A.68: R? ajustado e critérios de informacdo das especificacdes testadas
para a série c030d na Amostra 3.
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Amostra 3 - Série c030d - Residuos da Especificacdo AR(1)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,318 0,318 9,5802

2 0,133 0,035 11,273 0,001
3 —0,172  —0,249 14,135 0,001
4 —0,144 —0,031 16,174 0,001
3 —0,088 0,021 16,939 0,002
6 -0,166 —0,196 19,701 0,001

IC @5%: +0,2043 - IC @10%: 40,1715

Tabela A.69: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianga (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor
de zero, estatistica Q e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocor-
relacdo para as primeiras 6 defasagens nos residuos da especificagdo AR(1) para a
série c030d da Amostra 3.

Amostra 3 - Série c030d - Residuos da Especificacao AR(2)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 —0,044 —0,044  0,1874
2 0,168 0,166 2,8912
3 ~0,141 —0,131 4,8265 0,028
4 —0,011 —0,048  4,8385 0,089
5 0,072 0,122 5, 3552 0,148
6 —0,027 —0,034  5,4259 0,246

IC @5%: +0,2043 - IC @10%: 40,1715

Tabela A.70: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianga (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor de
zero, estatistica Q e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocorrela-
¢ao das primeiras 6 defasagens nos residuos da especificagdo AR(2) da série c030d
na Amostra 3.
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Amostra 3 - Série c030d - Teste de Breusch-Godfrey

Especificacao p-valor
2 desfasagens 4 defasagens
AR(1) 0,0016 0,0039
AR(2) 0,0951 0,3138

Hy: Nao ha correlagao serial nos residuos.

Tabela A.71: Teste de Breusch-Godfrey para correlacao serial nos residuos das
especificacoes testadas para a série c030d na Amostra 3.

Amostra 3 - ACF e PACF da Série c030d
Defasagem  AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,839 0,889 75,115 0,000
2 0,724 —0,317 125, 47 0,000
3 0,543 —0,119 154, 16 0,000
4 0,411 0,160 170,76 0,000
5 0,324 0,034 181,17 0,000
6 0,254 —0,097 187,65 0,000

IC @5%: +0,2043 - IC @10%: 40,1715

Tabela A.72: Valores da ACF e da PACF para as primeiras seis defasagens da
série c030d na Amostra 3, correspondentes intervalos de confianga (IC) aos niveis de
significancia de 5% e 10% ao redor de zero, estatistica Q e correspondente p-valor
do teste de Ljung-Box.
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ACF da Série c030d - Amostra 3
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Figura A.12: Grafico da fungdo de autocorrelagido da série c030d na Amostra 3.

A.3.2 Série c060d

Amostra 3 - Série c060d

Coeficientes Estatistica F
Constante  AR(1) AR(2) AR(3) (p-valor)
Coeficientes ~ 2,2299%** (), 9196*** 559, 9695
(0,0000)
Estatistica t 16, 7409 21,7920
(p-valor) (0,0000) (0,0000)
Coeficientes 2, 2116%**  1,2943*** (), 3987*** 339, 2048
(0,0000)
Estatistica t 24,1630 14,2530 —3, 9406
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0002)
Coeficientes ~ 2,2104*** 1,2726***  —0,3289* -0, 0531 224, 3275
(0,0000)
Estatistica t 25,0929 12,4082 —1,8025 —0,4870
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0749) (0,6275)

Tabela A.73: Estimativas por minimos quadrados dos coeficientes das especifi-
cacOes testadas para a série c060d na Amostra 3. Erros-padrdo estimados com a
correcao de White para heterocedasticidade.
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Amostra 3 - Série c060d
Especificacao R? Ajustado  AIC SBIC HQIC

AR(1) 86,00%  —1,7937 —1,7380 —1,7716
AR(2) 88,14%  —1,9493 —1,8670 —1,9161
AR(3) 88,04%  —1,9304 —1,8208 —1,8862

Tabela A.74: R? ajustado e critérios de informacio das especificacdes testadas
para a série c060d na Amostra 3.

Amostra 3 - Série c060d - Residuos da Especificacao AR(1)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,375 0,375 13,337
2 0,134  —0,007 15, 062 0,000
3 ~0,115 —0,190 16, 355 0,000
4 ~0,144 —0,046 18,395 0,000
5 —0,057 0,053 18,717 0,001
6 —0,127 —0,154 20,349 0,001

IC @5%: +0,2043 - IC @10%: 40,1715

Tabela A.75: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianga (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor
de zero, estatistica ) e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocor-
relacdo para as primeiras 6 defasagens nos residuos da especificagdo AR(1) para a
série c060d da Amostra 3.

Amostra 3 - Série c060d - Residuos da Especificacdo AR(2)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 —0,023 —0,023 0, 0485
p 0,108 0,107 1,1683

3 —0,088 —0,085 1,9247 0,165
4 —0,052 —0,067  2,1881 0,335
5 0,111 0,131 3, 4146 0,332
6 0,019 0,029 3, 4506 0,485

IC @5%: +0,2043 - IC @10%: 40,1715

Tabela A.76: Autocorrelagdo (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianca (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor de
zero, estatistica Q e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocorrela-
¢do das primeiras 6 defasagens nos residuos da especificacdo AR(2) da série c060d
na Amostra 3.
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Amostra 3 - Série c060d - Teste de Breusch-Godfrey

Especificacao p-valor
2 desfasagens 4 defasagens
AR(1) 0,0005 0,0023
AR(2) 0,2762 0,5731

Hy: Nao ha correlagao serial nos residuos.

Tabela A.77: Teste de Breusch-Godfrey para correlacdo serial nos residuos das
especificacoes testadas para a série c060d na Amostra 3.

Amostra 3 - ACF e PACF da Série c060d
Defasagem  AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,923 0,923 80,895 0,000
2 0,803 —0,324 142,87 0,000
3 0,676 —0,044 187,32 0,000
4 0,574 0,113 219,70 0,000
3 0,504 0,081 244,92 0,000
6 0,438 —0,126 264,24 0,000

IC @5%: +0,2043 - IC @10%: 40,1715

Tabela A.78: Valores da ACF e da PACF para as primeiras seis defasagens da
série c060d na Amostra 3, correspondentes intervalos de confianga (IC) aos niveis de
significancia de 5% e 10% ao redor de zero, estatistica Q e correspondente p-valor
do teste de Ljung-Box.

190



ACF da Série c060d - Amostra 3
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Figura A.13: Grafico da fungdo de autocorrelagdo da série c060d na Amostra 3.

A.3.3 Série c090d

Amostra 3 - Série c090d

Coeficientes Estatistica F
Constante  AR(1) AR(2) AR(3) (p-valor)
Coeficientes  2,2083*** 0, 9071*** 466, 5036
(0,0000)
Estatistica t 23,4052 19,3196
(p-valor) (0,0000) (0,0000)
Coeficientes 2, 1916%**  1,2543*** (), 3745%** 276, 6637
(0,0000)
Estatistica t 33,6707 13,0015 —3,3700
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0011)
Coeficientes  2,1904*** 1,2366***  —0,3156* —0, 0462 182,8318
(0,0000)
Estatistica t 34,6968 11,5795 —1,7261 —0,4401
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0878) (0,6609)

Tabela A.79: Estimativas por minimos quadrados dos coeficientes das especifi-
cacoes testadas para a série c090d na Amostra 3. Erros-padrdo estimados com a
correcao de White para heterocedasticidade.
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Amostra 3 - Série c090d
Especificacao R? Ajustado  AIC SBIC HQIC

AR(1) 83,65%  —2,2383 —2,1835 —2,2162
AR(2) 85,83%  —2,3712 —2,2889 —2,3380
AR(3) 85,70%  —2,3516 —2,2420 —2 3074

Tabela A.80: R? ajustado e critérios de informacio das especificacdes testadas
para a série c090d na Amostra 3.

Amostra 3 - Série c090d - Residuos da Especificacao AR(1)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,348 0,348 11,487

2 0,102 —0,021 12,497 0,000
3 -0,152 —0,206 14,738 0,001
4 —0,139 —0,024 16, 647 0,001
d —0,064 0,025 17,054 0,002
6 -0,101 —0,127 18,085 0,003

IC @5%: +0,2043 - IC @10%: 40,1715

Tabela A.81: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianga (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor
de zero, estatistica ) e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocor-
relacdo para as primeiras 6 defasagens nos residuos da especificagdo AR(1) para a
série c090d da Amostra 3.

Amostra 3 - Série c090d - Residuos da Especificacdo AR(2)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 —0,017 —0,017  0,0270
p 0,105 0,105 1,0863
3 —0,113 —0,111 2,3303 0,127
4 —0,021 —0,035 2,3753 0,305
5 0,080 0,106 3,0157 0,389
6 0,056 0,052 3,3305 0, 504

IC @5%: +0,2043 - IC @10%: 40,1715

Tabela A.82: Autocorrelagdo (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianca (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor de
zero, estatistica Q e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocorrela-
¢ao das primeiras 6 defasagens nos residuos da especificacdo AR(2) da série c090d
na Amostra 3.
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Amostra 3 - Série c090d - Teste de Breusch-Godfrey

Especificacao p-valor
2 desfasagens 4 defasagens
AR(1) 0,0012 0,0041
AR(2) 0, 1988 0,4689

Hy: Nao ha correlagao serial nos residuos.

Tabela A.83: Teste de Breusch-Godfrey para correlacao serial nos residuos das
especificacoes testadas para a série c090d na Amostra 3.

Amostra 3 - ACF e PACF da Série c090d
Defasagem  AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,912 0,912 79,074 0,000
2 0,780 —0,309 137,55 0,000
3 0,643 —0,043 177,74 0,000
4 0,539 0,128 206, 24 0,000
3 0,469 0,061 228,08 0,000
6 0,407 —0,094 244,72 0,000

IC @5%: +0,2043 - IC @10%: 40,1715

Tabela A.84: Valores da ACF e da PACF para as primeiras seis defasagens da
série c090d na Amostra 3, correspondentes intervalos de confianga (IC) aos niveis de
significancia de 5% e 10% ao redor de zero, estatistica Q e correspondente p-valor
do teste de Ljung-Box.
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Figura A.14: Grafico da fungdo de autocorrelagdo da série c090d na Amostra 3.

A.3.4 Série c180d

Amostra 3 - Série ¢180d

Coeficientes Estatistica F
Constante ~ AR(1) AR(2) AR(3) (p-valor)
Coeficientes  2,2156*** (0, 9195%** 506, 6290
(0,0000)
Estatistica t 30,7913 22,1264
(p-valor) (0,0000) (0,0000)
Coeficientes  2,2068*** 1,2249*%** (), 3305%*** 286, 8454
(0,0000)
Estatistica t 43, 7800 10, 8689 —2,6370
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0099)
Coeficientes  2,2072*** 1,2335%**  —0,3625** 0,0261 189, 2310
(0,0000)
Estatistica t 42,2090 10, 4843 —2,0341 0, 2505
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0449) (0,8028)

Tabela A.85: Estimativas por minimos quadrados dos coeficientes das especifi-
cacOes testadas para a série ¢180d na Amostra 3. Erros-padrdo estimados com a
correcao de White para heterocedasticidade.
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Amostra 3 - Série ¢180d
Especificacao R? Ajustado  AIC SBIC HQIC

AR(1) 84,75%  —3,0249 —2,9701 —3,0028
AR(2) 86,27%  —3,1194 —3,0371 —3,0862
AR(3) 86,12%  —3,0083 —2,9887 —3,0541

Tabela A.86: R? ajustado e critérios de informacio das especificacdes testadas
para a série ¢180d na Amostra 3.

Amostra 3 - Série ¢180d - Residuos da Especificacdo AR(1)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,307 0,307 8, 9626

2 0,033 —0,068  9,0648 0,003
3 ~0,166 —0,173 11,758 0,003
4 ~0,118 —0,014 13,130 0,004
5 ~0,030 0,018 13,217 0,010
6 —0,059 —0,095 13,563 0,019

IC @5%: +0,2043 - IC @10%: 40,1715

Tabela A.87: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianga (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor
de zero, estatistica ) e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocor-
relacdo para as primeiras 6 defasagens nos residuos da especificagdo AR(1) para a
série c180d da Amostra 3.

Amostra 3 - Série ¢180d - Residuos da Especificacdo AR(2)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,009 0,009 0,0073
2 0,038 0,038 0, 1459
3 0,114 —0,115 1, 4090 0,235
4 ~0,018 —0,017 1, 4405 0,487
5 0,074 0,085 1,9918 0,574
6 0,058 0,046 2,3323 0,675

IC @5%: +0,2043 - IC @10%: 40,1715

Tabela A.88: Autocorrelagdo (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianca (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor de
zero, estatistica Q e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocorrela-
¢ao das primeiras 6 defasagens nos residuos da especificacdo AR(2) da série ¢180d
na Amostra 3.
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Amostra 3 - Série ¢180d - Teste de Breusch-Godfrey

Especificacao p-valor
2 desfasagens 4 defasagens
AR(1) 0, 0060 0,0188
AR(2) 0, 2308 0,4013

Hy: Nao ha correlagao serial nos residuos.

Tabela A.89: Teste de Breusch-Godfrey para correlacao serial nos residuos das
especificacoes testadas para a série c180d na Amostra 3.

Amostra 3 - ACF e PACF da Série ¢180d
Defasagem  AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,922 0,922 80, 826 0,000
2 0,805 —0,302 143,16 0,000
3 0,693 0,030 189,79 0,000
4 0,612 0,132 226, 55 0,000
5 0,555 0,026 257,16 0,000
6 0,503 —0,055 282, 62 0,000

IC @5%: +0,2043 - IC @10%: 40,1715

Tabela A.90: Valores da ACF e da PACF para as primeiras seis defasagens da
série c180d na Amostra 3, correspondentes intervalos de confianga (IC) aos niveis de
significancia de 5% e 10% ao redor de zero, estatistica Q e correspondente p-valor
do teste de Ljung-Box.
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Figura A.15: Grafico da fungdo de autocorrelagdo da série ¢180d na Amostra 3.

A.3.5 Série c360d

Amostra 3 - Série ¢360d

Coeficientes Estatistica F
Constante  AR(1) AR(2)  AR(3) (p-valor)
Coeficientes  2,4067*** 0,9163*** 456, 3348
(0,0000)
Estatistica t 43,1855 23,1273
(p-valor) (0,0000) (0,0000)
Coeficientes  2,4026*** 1, 1388*** —(, 2442* 242,7419
(0,0000)
Estatistica t 56, 7649 9,8377 —1,9161
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0586)
Coeficientes  2,4030%** 1,1543*** —0,3169* 0,0639 160, 7759
(0,0000)
Estatistica t 52,6467 9, 3859 —1,6631 0, 5460
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0998) (0,5865)

Tabela A.91: Estimativas por minimos quadrados dos coeficientes das especifi-
cacOes testadas para a série ¢360d na Amostra 3. Erros-padrdo estimados com a
correcao de White para heterocedasticidade.
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Amostra 3 - Série ¢360d
Especificacao R? Ajustado  AIC SBIC HQIC

AR(1) 83,34%  —3,4284 —3,3736 —3,4063
AR(2) 84,16%  —3,4681 —3,3859 —3,4349
AR(3) 84,04%  —3,4504 —3,3408 —3,4062

Tabela A.92: R? ajustado e critérios de informacio das especificacoes testadas
para a série ¢360d na Amostra 3.

Amostra 3 - Série ¢360d - Residuos da Especificacao AR(1)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,234 0,234 5,1921

2 ~0,031 —0,090 5,2830 0,022
3 —0,091 —0,066  6,0798 0,048
4 ~0,099 —0,068 7,0406 0,071
5 0,097 0,138 7,0811 0,092
6 —0,075 —0,159  8,5412 0,129

IC @5%: +0,2043 - IC @10%: 40,1715

Tabela A.93: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianga (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor
de zero, estatistica ) e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocor-
relacdo para as primeiras 6 defasagens nos residuos da especificagdo AR(1) para a
série ¢360d da Amostra 3.

Amostra 3 - Série ¢360d - Residuos da Especificacdo AR(2)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,025 0,025 0, 0608
2 —0,031 —0,031 0, 1502
3 —0,026 —0,024  0,2137 0, 644
4 —0,077 —0,077  0,7984 0,671
5 0,181 0,184 4,0372 0,257
6 —0,025 —0,044  4,1019 0,392

IC @5%: +0,2043 - IC @10%: 40,1715

Tabela A.94: Autocorrelagdo (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianca (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor de
zero, estatistica Q e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocorrela-
¢ao das primeiras 6 defasagens nos residuos da especificacdo AR(2) da série ¢360d
na Amostra 3.
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Amostra 3 - Série ¢360d - Teste de Breusch-Godfrey

Especificacao p-valor
2 desfasagens 4 defasagens
AR(1) 0,0441 0, 1586
AR(2) 0,2013 0,3121

Hy: Nao ha correlagao serial nos residuos.

Tabela A.95: Teste de Breusch-Godfrey para correlacao serial nos residuos das
especificacoes testadas para a série ¢360d na Amostra 3.

Amostra 3 - ACF e PACF da Série ¢360d
0,913 0,913 79,152 0, 000
0,792 —0,243 139,46 0, 000
0,689 0,075 185,53 0,000
0,607 0,034 221,78 0, 000
0,549 0,061 251,75 0, 000
0,479 —0,145 274,80 0, 000

IC @5%: +0,2043 - IC @10%: 40,1715

S O W N~

Tabela A.96: Valores da ACF e da PACF para as primeiras seis defasagens da
série ¢360d na Amostra 3, correspondentes intervalos de confianga (IC) aos niveis de
significancia de 5% e 10% ao redor de zero, estatistica Q e correspondente p-valor
do teste de Ljung-Box.
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ACF da Série ¢360d - Amostra 3
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Figura A.16: Grafico da fungdo de autocorrelagido da série ¢360d na Amostra 3.

A.3.6 Série c720d

Amostra 3 - Série ¢720d

Coeficientes Estatistica F
Constante  AR(1) AR(2) AR(3) (p-valor)
Coeficientes 2, 7644*** (), 8878*** 324, 6494
(0,0000)
Estatistica t 68,2915 17,4071
(p-valor) (0,0000) (0,0000)
Coeficientes 2, 7596™**  1,1165*** —0, 2599** 175, 3449
(0,0000)
Estatistica t 90, 9341 9,7423 —2,1389
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0352)
Coeficientes 2, 7598%** 1, 1210*** —0,2795* 0,0177 115,6283
(0,0000)
Estatistica t 87,8251 9,8744 —1,7539  0,1499
(p-valor) (0,0000) (0,0000) (0,0829) (0,8812)

Tabela A.97: Estimativas por minimos quadrados dos coeficientes das especifi-
cacoes testadas para a série ¢720d na Amostra 3. Erros-padrao estimados com a
correcao de White para heterocedasticidade.
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Amostra 3 - Série ¢720d
Especificacao R? Ajustado  AIC SBIC HQIC

AR(1) 78,05%  —3,5147 —3,4509 —3,4926
AR(2) 79,30%  —3,5628 —3,4806 —3,5296
AR(3) 89,07%  —3,5414 —3,4317 —3,4971

Tabela A.98: R? ajustado e critérios de informacio das especificacoes testadas
para a série ¢720d na Amostra 3.

Amostra 3 - Série ¢720d - Residuos da Especificacao AR(1)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,247 0,247 5, 7843

2 —0,003 —0,068 5, 7854 0,016
3 —0,075 0,062 6, 3368 0,042
4 —0,061 —0,028 6,7029 0,082
d 0,038 0,061 6, 8502 0,144
6 —0,201 —0,251 10,899 0,053

IC @5%: +0,2043 - IC @10%: 40,1715

Tabela A.99: Autocorrelagao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), corresponden-
tes intervalos de confianga (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor
de zero, estatistica ) e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocor-
relacdo para as primeiras 6 defasagens nos residuos da especificagdo AR(1) para a
série c720d da Amostra 3.

Amostra 3 - Série ¢720d - Residuos da Especificacdo AR(2)
Defasagem AC PAC  Estatistica Q p-valor

1 0,024 0,024 0,0533
2 0,006 0,006 0, 0569

3 —0,012 —0,013  0,0714 0,789
4 —0,015 —0,014  0,0934 0,954
5 0,152 0,153 2,3989 0,494
6 ~0,192 —0,205  6,1249 0,190

IC @5%: +0,2043 - IC @10%: 40,1715

Tabela A.100: Autocorrelacao (AC), autocorrelacao parcial (PAC), correspon-
dentes intervalos de confianga (IC) aos niveis de significancia de 5% e 10% ao redor
de zero, estatistica Q e correspondente p-valor do teste de Ljung-Box de autocor-
relacdo das primeiras 6 defasagens nos residuos da especificagdo AR(2) da série
c720d na Amostra 3.
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Amostra 3 - Série ¢720d - Teste de Breusch-Godfrey

Especificacao p-valor
2 desfasagens 4 defasagens
AR(1) 0,0281 0,1267
AR(2) 0, 1685 0, 3206

Hy: Nao ha correlagao serial nos residuos.

Tabela A.101: Teste de Breusch-Godfrey para correlagdo serial nos residuos das
especificacoes testadas para a série ¢720d na Amostra 3.

Amostra 3 - ACF e PACF da Série ¢720d
0,884 0,884 74,188 0, 000
0,726 —0,248 124,86 0, 000
0,590 0,040 158,65 0,000
0,485 0,026 181,73 0, 000
0,403 0,007 197,90 0, 000
0,318 —0,096 208,05 0, 000

IC @5%: +0,2043 - IC @10%: +0,1715
Tabela A.102: Valores da ACF e da PACF para as primeiras seis defasagens da
série ¢720d na Amostra 3, correspondentes intervalos de confianga (IC) aos niveis de

significancia de 5% e 10% ao redor de zero, estatistica Q e correspondente p-valor
do teste de Ljung-Box.

S O W N~
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Figura A.17: Grafico da fungdo de autocorrelagido da série ¢720d na Amostra 3.
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Apéndice B
Codigos MATLAB®

B.1 Simulacoes do Processo de OUG Exponen-
cial Flutuante com Ruido a-Estavel

O codigo abaixo gera simulacoes do processo de OUG Exponencial Flutu-
ante em que o ruido de Lévy é a-estéavel. Os trés tipos de simulagao sao
armazenados nas variaveis V1 (simula¢ao por soma de Riemann-Stieltejes),
V2 (simulagao por Euler-Maruyama) e V3 (simulagao pela equagao de recor-
réncia do teorema 5.2):

%Simulacdo do Processo de OUG Exponencial Flutuante com
Y%ruido de Lévy alfa—estavel

%Parametros

T = 500; %Quantidade de pontos da discretizacao

M = 100; %Quantidade de subdivisdes do passo discretizacao

h = 1; %Passo de integracao

dt = h/M; %Subdivisao do passo de discretizagao

nu = 0.1374; %Parametro nu

theta = 0.1048; %Parametro teta

a = 0.3; %Coeficiente do processo alfa—estavel simétrico padrao

b = 0.2740; %Coeficiente da tendéncia

alpha = 1.85; %Parametro de estabilidade

X0 = 0; %Parametro X0

sigma = ax*((dt) "~ (1/alpha)); %Parametro de escala da distribuicao
alfa—estavel

mu = bxdt; %Parametro de localizacdo da distribuicdo alfa—estavel

%Coeficientes para simulacdo por recorréncia
phi 1 = ((1—nu)s*exp(—thetaxh)+2xnuxcos(thetaxh));
phi 2 = —nu;

%Gera ruido de Lévy
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%Documentag¢do da funcéo:
%http://math.bu.edu/people/mveillet /html/alphastablepub .html
dL = stblrnd (alpha ,0,sigma ,mu,1 ,T«M) ;

%Simulacao por Soma de Riemann

i = 1:T;

V1 = zeros(T,1);

X1 = X0*((1—nu)*exp(—thetaxixh) + nuxcos(thetaxixh));

%Simulacao pela Discretizacao de Euler—Maruyama
%Define fung¢iao memoria

nu0 = 1 — nu — ((nu~2)/4);

nul = sqrt(abs(nul));

kappa2 = (thetaxnu) ~2;

switch sign (nu0)

case 1

kappa3 = (theta~2)/nul — ((thetaxnu)"2)/(2xnul)

— thetax(l—nu)*(theta*nul—(thetax(nu~2))/(4+nul));

FuncaoMemoria nu = @Q(t) (exp(—(thetaxnu/2)xt).x(kappa2+cos(thetax
nulxt)+kappa3*sin (theta*nul*t)));

case —1

kappa3 = (theta~2)/nul — ((theta*nu)"~2)/(2xnul)

+ thetax(l—nu)*(theta*nul+(thetax(nu~2))/(4+*nul));

FuncaoMemoria nu = @Q(t) (exp(—(thetaxnu/2)*t).x(kappa2*cosh(thetax
nulxt)+kappa3*sinh (theta*nulx*t)));

case 0

kappa3 = theta"3 — (theta"3)*(nu~2)/2

+ thetax(1—nu)*((thetaxnu)"~2)/4;

FuncaoMemoria nu = @Q(t) (exp(—(thetaxnu/2)xt).x(kappa2+kappaldxt));

end

%Simula por Euler Maruyama

X2 = zeros (T«M,1) ;

X2(1) = X0 — thetax(l—nu)*X0xdt—FuncaoMemoria nu(0)«X0x((dt) ~2)
+ dL(1);

for k = 2:T«M;

= (1:(k=1)) "

aux = FuncaoMemoria_nu((k—1)xdt—j*dt).*X2(j);

aux = sum(aux) + FuncaoMemoria nu((k—1)xdt—0)*X

X2(k) = X2(k—1)—thetax(l—nu)*X2(k—1)*dt—aux*(

end

(d )A2) + dL(k) ;
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V2 = X2(M:M:T+M) ;

%Simulagao pela Equacdo de Recorréncia

%Gera erros autocorrelacionados

e = zeros(T—1,1);

for k = 1:(T-1)

J o= ((k—1)) £ ( (o) —1)

i = (kM) :(((k+1)xM)—-1);

e(k) = —sum((nuxcos(thetax((k—1)xh—j*dt))).«dL(j+1)) ...

+sum (((1 —nu)*exp(—theta*x((k+1)xh—ixdt))+nuxcos(theta*((k+1)+*h—ix
dt))).*xdL(i+1));

end

%Gera valores iniciais

V3 = zeros(T,1);

i= 0:(M=1);

aux = ((1—nu)*exp(—thetax(h—jxdt))+nuxcos(thetax(h—j*dt))).xdL(]
+1);

V0 = XO0;

V3(1) = VO*((1—nu)*exp(—thetaxh)+nuxcos(thetaxh))+sum(aux);

%Aplica recorréncia

V3(2) = phi_ 1%V3(1)+phi 2%V0 + e(1);

for k = 2:(T-1)

V3(k+1) = phi_ 1%«V3(k)+phi 2+V3(k—1) + e(k);
end

AutoCorrV1 = autocorr (V1,T-1);

?

AutoCorrV2 = autocorr (V2,T-1);

)

AutoCorrV3 = autocorr (V3,T-1);

)

~—

figure

plot (V1, 'k’);

xlabel (’Numero de passos h’, ’FontSize’ , 24);
ylabel (’Valor do processo’, 'FontSize’, 24);

set (gca, 'Fontsize’ ,24);

hold

plot (V2, :ko’);

plot (V3, —.k’7);

legend (’Soma Riemann’,’Euler—Maruyama’,’Recursao’)

figure

plot (AutoCorrV1, 'k’);

xlabel ("Numero de defasagens’, ’FontSize’, 24);
ylabel (’Autocorrelagao’, ’'FontSize’, 24);

set (gca, Fontsize’ ,24);

hold

plot (AutoCorrV2, ' :ko’);

plot (AutoCorrV3, —.k’);

legend (’Soma Riemann’,’Euler—Maruyama’,’ Recursio’)
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B.2 Simulacoes do Processo de OUG Exponen-
cial Flutuante com Ruido Dado por Difu-
sao com Salto

O codigo abaixo gera simulagoes do processo de OUG Exponencial Flutuante
em que o ruido de Lévy dado por uma difusao com saltos de tamanhos
normalmente distribuidos. Os quatro tipos de simulacao sao armazenados
nas variaveis V1 (simulagdo por soma de Riemann-Stieltejes), V2 (simulagio
por Euler-Maruyama), V3 (simulacdo pela equacio de recorréncia do teorema
5.2) e V4 (simulagao por um processo ARMA, nas condicoes do teorema 5.3):

%Simulagdo do Processo de OUG Exponencial Flutuante com ruido de
Lévy
%dado por difusao com saltos de tamanho normalmente distribuidos

%Parametros

T = 500; %Quantidade de pontos da discretizacao

M = 100; %Quantidade de subdivisdes do passo discretizacao
h = 1; %Passo de integracao

dt = h/M; %Subdivisdo do passo de discretizacao

nu = 0.1374; %Parametro nu

theta = 0.1048; %Parametro teta

a = 0.3000; %Coeficiente do processo de Wiener

b = 0.2740; %Coeficiente da tendéncia

lambda = 0.1; %Intensidade do processo de Poisson composto
mu_deltal, = —0.01; %Média do tamanho dos saltos;
sigma_deltal = 0.4; %Desvio padrao do tamanho dos saltos;
X0 = 0; %Parametro X0

%Coeficientes para simulacdes por recorréncia

phi 0 = (1—nu)x(l—exp(—thetaxh))«(b+mu_deltaLxlambda) /theta;
phi 1 = ((1—nu)s*exp(—thetaxh)+2xnuxcos(thetaxh));

phi 2 = —nu;

beta 0 = ((1—nu)*(l—exp(—thetaxh))+nuxsin (thetaxh))/(thetaxh);
beta 1 = —nuxsin (thetaxh) /(thetaxh);

%Gera ruido de Lévy

%Gera variacao do processo de Poisson composto

dP = zeros (1,T+M);

%Gera numero aleatério de saltos em cada intervalo dt
n = poissrnd (lambdaxdt,1,T«M) ;

for k = 1:T«xM

%Gera tamanho normal dos saltos se n > 0

if n(k) > 0

saltos = normrnd (mu_deltal,sigma_deltaL ,1,n(k));
saltos = sum(saltos);

else
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saltos = 0;

end

dP(k) = saltos;

end

%Gera variacao do processo de difusao
dW = normrnd (bxdt ,a*sqrt (dt) ,1,T«M) ;

%Variacao do processo de Lévy dado por difusdo com saltos
%de tamanho normalmente distribuidos

dL = dW + dP;

%Simulacido por Soma de Riemann

i = 1:T;

V1 = zeros(T,1);

X1 = X0*((1—nu)*exp(—thetaxixh) + nuxcos(thetaxixh));

for k = 1:T;

j = 0:(ksM-1);

aux = ((1—nu)*exp(—thetax(kxh—j*dt))+ nuxcos(thetas*(kxh—j*dt)))
dL(j+1);

V1i(k) = X1(k) + sum(aux);

end

%Simulag¢ao pela Discretizagao de Euler—Maruyama
%Define funcao memoria

nu0 = 1 — nu — ((nu~2)/4);

nul = sqrt(abs(nul));

kappa2 = (thetax*nu) ~2;

switch sign (nu0)

case 1

kappa3 = (theta~2)/nul — ((thetaxnu)~2)/(2xnul)

— thetax(1—nu)=*(theta*nul—(thetax(nu~2))/(4*nul));

FuncaoMemoria_nu = @(t) (exp(—(theta*nu/2)*t).x(kappa2xcos(thetax
nulxt)+kappa3*sin (theta*nul*t)));

case —1

kappa3 = (theta~2)/nul — ((thetaxnu)~2)/(2xnul)

+ thetax(l—nu)*(theta*nul+(thetax(nu~2))/(4*nul));

FuncaoMemoria_nu = @(t) (exp(—(thetasxnu/2)xt).*(kappa2xcosh(thetax
nulxt)+kappa3*sinh (theta*nul*t)));

case 0

kappa3 = theta~3 — (theta"3)x(nu~2)/2

+ thetax(l—nu)*((thetaxnu)~2)/4;

FuncaoMemoria_nu = @(t) (exp(—(thetaxnu/2)xt).*(kappa2+kappa3d*t));

end

%Simula por Euler Maruyama
X2 = zeros (T*M,1);
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X2(1) = X0 — theta*(1—nu)*X0xdt—FuncaoMemoria nu(0)«X0x((dt) ~2)

+ dL(1);
for k = 2:T«M;
= (1:(k-1))
aux = FuncaoMemoria nu((k—1)«dt—j*dt).«X2(j);
aux = sum(aux) + FuncaoMemoria_ nu((k—1)xdt—0)
X2(k) = X2(k—1)—theta*(1—nu)*X2(k—1)+dt—aux*(
end
V2 = X2(M:M:T+M) ;

*X0;
(dt)~2) + dL(k);

%Simulacao pela Equacdao de Recorréncia

%Gera erros autocorrelacionados

e = zeros(T—-1,1);

for k = 1:(T-1)

io= ((k=1)=M) : ((k«M) —1);

i = (kM) :(((k+1)«M)—1);

e(k) = —sum((nu*cos (thetax((k—1)xh—jxdt))).xdL(j+1)) ...

+sum (((1 —nu) xexp(—theta*((k+1)*xh—i*dt))+nuxcos (theta((k+1)xh—ix

dt))) .«dL(i+1));
end
%Gera valores iniciais

V3 = zeros(T,1);

= 0:(M-1);

aux = ((1—nu)*exp(—thetax(h—j*dt))+nuxcos(theta*x(h—jxdt))).xdL(]
+1);

V0 = XO0;

V3(1) = VO*((1—nu)s*exp(—thetaxh)+nuxcos(thetaxh))+sum(aux);

%Aplica recorréncia

V3(2) — phi_1+V3(1)+phi_2+V0 + e(1);

for k = 2:(T-1)

V3(k+1) = phi_1+V3(k)+phi_2+V3(k—1) + e(k);
end

%Simulagdao via aproximagado por processo ARMA(2,1)
%Usa processo de Lévy a cada M intervalos dt (i.e., passo h)
L = cumsum(dL) ;

u = zeros (T,1);

u(1) = LOV);

for k = 2:T

u(k) = L(k«M)-L((k—1)*M) ;

end

%Define o ruio branco

u_media_zero = u — (bxh—mu_deltaL*xlambdaxh) ;

%Usa primeiro valor da simulagdo por soma de Riemann
V4 = zeros(T,1);

V4(1) = V1(1);

%Aplica recursao
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V4(2) = phi_0 + phi_1%V4(1) + phi_2xV0 + beta_ 0xu_media_zero(2)+
beta 1xu_media_ zero(1);

for k = 2:T-1

V4(k+1) = phi_0 + phi_1%V4(k) + phi_2%V4(k—1) + beta_O0x
u_media_zero(k+1)+beta 1xu_ media_ zero(k);

end

figure

plot (V1, 'k’);

xlabel ("Numero de passos h’, ’FontSize’, 24);
ylabel (’Valor do processo’, 'FontSize’, 24);
set (gca, Fontsize’ ,24);

hold

plot (V2, :ko")
plot (V3, —k’);
plot (V4, :kx’);
legend (’Soma Riemann’,’Euler—Maruyama’, Recursao’, ’ARMA’)

3

AutoCorrV1 = autocorr (V1,T-1);
AutoCorrV2 = autocorr (V2,T-1);
AutoCorrV3 = autocorr (V3,T-1);
AutoCorrV4 = autocorr (V3,T-1);
figure

plot (AutoCorrV1, 'k’);
xlabel ("Numero de defasagens’, ’FontSize’, 24);
ylabel(’Autocorrelagao’, ’'FontSize’, 24);

set (gca, Fontsize’ ,24);

hold

plot (AutoCorrV2, ' :ko’
plot (AutoCorrV3,  —.k’
plot (AutoCorrV4, " :ksx’
legend ('Soma Riemann’

)
Y

Y
)

o S

Euler—Maruyama’ , ’Recursao’ , ’"ARMA’)

B.3 Simulacoes da Estimacao por Maxima Ve-
rossimilhanca do Processo de OUG Expo-
nencial Flutuante com Ruido a-Estavel

Seguem os codigos com a simulagao e estimagao por maxima verossimilhanca
e com a funcao que calcula a log-verossimilhanca:

%Simula estimacdo por méxima verossimilhanca com ruido alfa
estavel

%Definigdoes iniciais
global v
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global h

global VO
num _simulacoes = 1000;
tamanho amostra = 1000;

%Conjunto 2 de parametros

h = 1;

T = tamanho amostra;
M= 100;

dt = h/M;

nu = 0.1374;

theta = 0.1048;

a = 0.3000;

b = 0.2740;

alpha = 1.85;

X0 = 0;

sigma = ax((dt)"~(1/alpha));
mu = bxdt;

%Coeficientes da equacdo de recorréncia
phi 1 = ((1—nu)s*exp(—thetaxh)+2«nuxcos(thetaxh));
phi 2 = —nu;

%Simulagao por soma de Riemann—Stieltjes
matriz estimacoes — zeros(11,num_simulacoes) ;
=1

while j <= num _simulacoes

%Gera ruido de Lévy

dL = stblrnd (alpha ,0,sigma ,mu,1 ,T«M) ;

%Simula por Soma de Riemann—Stieltjes
i = 1:T,;

V1 = zeros(T,1);

VO = XO0;

X1 = X0*((1—nu)*exp(—thetaxixh) + nuxcos(thetaxixh));

for k = 1:T;

i = 0:(kxM-1);

aux = ((1—nu)*exp(—thetax(kxh—ixdt))+ nuxcos(thetax(kxh—ixdt))).x
dL(i+1);

Vi(k) = X1(k) + sum(aux);

end

%Gera vetor de erros pela relagado de recorréncia
erro_simulado = zeros(T-1,1);

erro_simulado (1) = V1(2)—phi_ 1%V1(1)—phi 2x%VO0;
for k = 2:(T-1)

erro_simulado (k) = V1(k+1)—phi_1«VI1(k)—phi_2xV1(k—1);

end
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vV —

Vi;

%Estimacdo por méaxima verossimilhanca

%Indexagao dos parametros na func¢ido LogLF AlfaEstavel ExpFlut:
nu, theta, alpha
estimativa0 = [0.13,

, mu, sigma]

0.08, 1.9, 0.0019, 0.0200];

Af = [];

bf = [];

Aeq = [];

beq = [];

lb = [0 0.001 1.01 —inf 0.001];

up = [1 inf 2 inf inf];

[estimativa , fval, exitflag , output] = fmincon(

@QLogLF AlfaEstavel ExpFlut,estimativa0 ,Af bf, Aeq,beq,lb ,up);

if (exitflag >0)
estima_nu = estimativa(1);
estima_theta = estimativa (2);
estima _alpha = estimativa(3);
estima_ mu = estimativa(4);

estima_ b = estima_ muxestima theta/((1—estima nu)*(l—exp(—

fun = @(x) (abs(—estima_ nuxcos(estima thetaxx)).  estima alpha +
abs((1—estima_ nu)s*exp(—estima_thetax(h—x)) + estima_ nuxcos(

estima_a = estima_sigma/(integral (fun,0,h) ~(1/estima_alpha));

estima_thetaxh)));
estima_sigma = estimativa(5);

estima_thetax(h—x))).  estima alpha);

estima media_expflut = mean(v);
estima _desvio expflut = std(v);
estima media_ erro =
estima_desvio_erro = std (erro_simulado);

matriz estimacoes (:,j)=[estima_ nu; estima theta; estima alpha;

=i+

end
end

mean (erro_simulado) ;

estima_b; estima_ a; estima_ sigma; estima mu;
estima media_ expflut; estima desvio expflut;
estima_media_ erro; estima desvio_ erro];

A funcgao que calcula a log-verossimilhanca, com sinal negativo, para ser
usada em conjunto com a funcao fmincon, é definida como:

[

%Funcao que calcula a log—verossimilhanca otimizada na estimagao

function f = LogLF AlfaEstavel ExpFlut(parametros)

global v
global h
global VO

tamanho amostra=size (v,1);

nu

parametros (1) ;
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theta = parametros(2);
alpha = parametros(3);
mu = parametros (4);

sigma = parametros(5);

%Encontra erro como func¢do de nu e theta

erro = zeros (tamanho amostra — 1,1);

erro (1) = v(2)—((1—nu)*exp(—thetaxh)+2«nuxcos (thetaxh))*v(1)+nux
Vo;

for k = 2:(tamanho amostra—1)

erro (k) = v(k+1)—((1—nu)*exp(—thetaxh)+2xnu*cos (thetaxh))=*v(k)4nu
xv(k—1);

end

%Calula log—verossimilhanca

%Funcao desenhada por Mark Veillette

%Documentacao: http://math.bu.edu/people/mveillet /html
alphastablepub . html

%ou https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange /37514—
stbl—alpha—stable—distributions —for—matlab

aux = stblpdf(erro, alpha, 0, sigma, mu);

f = —sum(log (aux));
end

B.4 Simulacoes da Estimacao por Método de
Hannan-Rissanen do Processo de OUG Ex-
ponencial Flutuante com Ruido Dado por
Difusao com Saltos de Tamanhos Normal-
mente Distribuidos

Seguem os codigos com a simulacao e estimacao a partir da discretizacao
ARMA usando um método de Hannan-Rissanen e maxima verossimilhanga,
bem como as func¢oes usadas para calcular a log-verossimilhanca da variagao
da difusao com salto e o erro quadratico a ser minimizado para a obtencao
dos coeficientes do processo ARMA:

%Simula estimacdo por método de Hannan—Rissanen e Maxima
Verossimilhanca

Y%com ruido de Lévy dado por difusao com saltos de tamanhos

Y%normalmente distribuidos

%Defini¢oes iniciais

global u
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global y

global h
global m0
global T
num_simulacoes = 1000;
tamanho amostra = 1000;

%Conjunto 2 de parametros

h = 1;

T = tamanho amostra;
M = 100;

dt = h/M;

nu = 0.1374;

theta = 0.1048;

a = 0.3000;

b = 0.2740;

lambda = 0.1;
mu_deltal, = —0.01;

sigma deltal, = 0.4;

%Coeficientes do processo ARMA(2,1)

phi_ 0 = (1-nu)*(l—exp(—thetaxh))x(b+mu_deltaLxlambda) /theta;
phi 1 = ((1—nu)*exp(—thetaxh)-+2«nuxcos (thetaxh));

phi_ 2 = —nu;

beta_ 0 = ((1—nu)*(1—exp(—thetasxh))+nuxsin (thetaxh))/(thetaxh);
beta_1 = —nuxsin (thetaxh) /(thetaxh);

X0 = 0;

%Simulagao por soma de Riemann—Stieltjes
matriz_estimacoes = zeros(15,num_simulacoes) ;
I =1

while j <= num_simulacoes

%Gera ruido de Lévy

%Gera variagao do processo de Poisson composto

dP = zeros (1,T+M);

%Gera numero aleatorio de saltos em cada intervalo dt
n = poissrnd (lambdaxdt,1,T+M);

for k = 1:T«M

%Gera tamanho normal dos saltos se n > 0

if n(k) >0

saltos = normrnd(mu_deltal ,sigma deltal ,1,n(k));
saltos = sum(saltos);

else

saltos = 0;

end

dP(k) = saltos;

end

%Gera variacao do processo de difusao
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dW = normrnd (bxdt ,axsqrt (dt) ,1,T«M);
%Variacao do processo de Lévy dado por difusdo com saltos
%de tamanho normalmente distribuidos

dL = dW + dP;

%Simulacido por Soma de Riemann

i = 1:T,

V1 = zeros(T,1);

V0 = XO0;

X1 = X0*((1—nu)*exp(—thetaxixh) + nuxcos(thetaxixh));

for k = 1:T;

i = 0:(k«M-1);

aux = ((1—nu)*exp(—theta*(kxh—i*dt))+ nuxcos(thetax(kxh—ixdt))).x
dL(i+1);

Vi(k) = X1(k) + sum(aux);

end

%Gera vetor de erros pela relacao de recorréncia
erro_simulado = zeros(T—1,1);

erro_simulado (1) = V1(2)—phi_1%V1(1)—phi_2%V0;

for k = 2:(T-1)

erro_simulado (k) = V1(k+1)—phi 1%VI1(k)—phi 2xV1(k—1);
end

v = VI1;

y = v — mean(v);

%0btém estimativas dos coeficientes do processo AR(m) e do ruido

de Lévy
valores. m = [5 10 15 20 25 30];
num_valores m = size (valores_ m,2);
valores LogLF = zeros(1,num_valores m);
valores ResultadoOtim = zeros (1,num_valores m);
matriz_estimativas Levy = zeros(4,num_valores m);
matriz_residuos = zeros(num_valores m,T);
indice_ m = 1;

while indice m <= num_ valores m

%Estimacdo do processo AR(m) por Yule—Walker

ARinf = ar(y,valores_m(indice_m), 'yw’);

%Algoritmos alternativos que também podem ser usados:

%ar (y,valores _m (indice_m) ,’1s ")

%ar (y,valores m (indice_m) , ’burg’)

%ar (y,valores_m (indice_m) ,’fb ")

%estimate (arima (valores m (indice_m) ,0,0) ,y)

%Estima ruido branco pelo residuo do processo AR(m)
k = (valores _m(indice_m)+1):T;
aux = zeros (valores m (indice_m)+1,T-valores m(indice _m));
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for i = 1:(valores_m(indice_m)-+1)
aux(i,:) = y(k—i+1);

end

matriz_residuos (indice_m k) = ((aux’)*(ARinf.a’)) ’;

%Estima parametros do ruido de Lévy por maxima verossimilhanca
%Indexagao dos parametros na fun¢ido LogLF JumpDiffusion: [lambda
a mu_deltal. sigma _deltaL ]

u — matriz_residuos (indice_m k) ;
Af = [];
bf = [];
Aeq = [];
beq = [];

estimativa0 = [0.07,0.25,0,0.3];
b = [0.01,0.01,—inf,0.1];
ub = [5,inf ,inf ,inf];

[estimativa, fval, exitflag , output] = fmincon(
@LogLF JumpDiffusion , estimativa0 ,Af, bf Aeq,beq,lb ,ub);
valores ResultadoOtim (indice_m) = exitflag;
if exitflag > 0
matriz_estimativas Levy (:,indice_m) = estimativa ’;
valores LogLF (indice_m) = —fval;
end
indice. m = indice _m + 1;
end

%Escolhe o indice de valores _m com menor critério de informacéao
AIC ou BIC

%0 numero de parametros corresponde & ordem m do processo
autorregressivo

%Mais os 4 parametros (a, lambda, mu_ deltal. e sigma deltal) que

definem
%a distribuicao do ruido branco
[aic ,bic] = aicbic(valores_ LogLF ,valores m+4,Txones (1,
num_valores m) ) ;
[minimo_aic,indice_mO0_aic] = min(aic);
[minimo_bic,indice_mO0_bic] = min(bic);
%Seleciona critério de informacao a ser utilizado
indice_m0 = indice _mO0_aic;
estimativa — matriz_estimativas Levy (:,indice_m0);
estima lambda = estimativa(1l);
estima_a = estimativa(2);
estima_mu = estimativa(3);
estima_sigma = estimativa(4);

%Estima nu e theta por minimos quadrados
m0 = valores_m (indice_m0);
u = (matriz_residuos (indice_m0,:)) ’;
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Y%%Estimacao alternativa dos coeficientes phi 1 e phi 2 por OLS
%Z = [y(m0+1:T—1) y(m0:T—2) u(mO+1:T-1)];

%coeficientes = ((Z’%Z) " (—1))*(Z’xy (m0+2:T) ) ;

%estima _phi 1 = coeficientes (1);
%estima_phi_ 2 = coeficientes (2);
%estima _nu = —estima phi_2;

%fun _theta = @Q(x)((l1—estima_nu)sxexp(—xx*h)-+2xestima nuxcos (xxh)—
estima_phi_ 1);
%estima _theta = fsolve (fun_theta ,0.5) ;

%Indexacdo dos parametros na funcdo ErroQuadratico: [nu theta]

Af = [];

bf = [1;
Aeq = [];
beq = [];

estimativa0 = [0.1,0.1];
b = [—1,0.01];
ub = [1,inf];

[estimativa , fval, exitflag , output] = fmincon(@ErroQuadratico,
estimativa0 ,Af,bf Aeq,beq,lb ,ub);

estima nu = estimativa(1l);

estima_theta = estimativa (2);

estima media_expflut = mean(v);

estima_ phi 1 = ((1—estima nu)s*exp(—estima thetaxh)+42*xestima nux
cos(estima_thetaxh));

estima_phi 2 = —estima nu;

estima_phi_ 0 = estima_media_expflut«(l—estima_phi 1l—estima_phi_2)
)

estima_ b = ((estima_thetaxestima phi 0)/((l1—estima_ nu)x(l—exp(—
estima_thetaxh))))—estima muxestima lambda;

estima _desvio expflut = std(v);
estima_ media_ erro = mean(erro_simulado);
estima_desvio_erro = std(erro_simulado);

matriz estimacoes (:,j)=[estima nu; estima theta; estima lambda;
estima_b; estima a; estima_ sigma; estima mu;
estima media_expflut; estima desvio_ expflut;
estima media erro; estima desvio erro; minimo aic; minimo bic
; indice_ mO_aic; indice_mO_bic];
=i+l
end
As funcoes que calculam a log-verossimilhanca da estimacao do ruido de
Lévy, com sinal negativo para ser usada em conjunto com a funcao fmincon, e
o erro quadratico usado na estimacao dos coeficientes da discretizagao ARMA
seguem abaixo:
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function f = LogLF JumpDiffusion (parametros)
global u
global h

lambda = parametros (1) ;
a = parametros(2);

mu = parametros(3);
sigma = parametros(4);
b = —muxlambda;

%Numero de normais na mistura de normais
n_mistura = 3;

%Propabilidades ajustadas

n = 0:(n_mistura—1);

p = (exp(—lambdaxh)*(lambdaxh). n)./factorial (n);
p(n_mistura) = 1 — sum(p(1:(n_mistura—1)));

vetor = zeros(size(u));

for i = 1:n_mistura

vetor = vetor + p(i)xnormpdf(u,bxh + (i—1)*mu,sqrt ((a~2)+xh+(i—1)x
sigma"~2));

end

f = —sum(log(vetor));

function f = ErroQuadratico(parametros)
global u
global h
global y
global m0
global T

nu = parametros(1);
theta = parametros(2);

phi_ 1 = ((1—nu)*exp(—thetaxh)-+2xnuxcos (thetaxh));

phi 2 = —nu;

beta 0 = ((1—nu)*(1—exp(—thetaxh))+nuxsin (thetaxh))/(thetaxh);
beta_1 = —nuxsin (thetaxh) /(thetaxh);

k mO0+2:T;
f = sum((y(k)—phi_1xy(k—1)—phi_ 2xy(k—2)—beta Oxu(k)—beta 1xu(k-—1)
)-"2);
Por fim, segue o codigo que usa a modificacao na estratégia de estimacao
com a escolha da ordem do processo AR(m) que minimiza o erro quadratico
médio, como discutido na se¢ao 5.4.2:

%Simula estimag¢do por método de Hannan—Rissanen com
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escolha da ordem do

%processo AR(m) por erro quadratico médio e dos

parametros do ruido

de Lévy

%por Maxima Verossimilhancga.

%Defini¢gdes iniciais
global u
global y
global h
global m
global T

num _simulacoes = 1000;
tamanho amostra = 1000;

%Conjunto 2 de parametros

h = 1;

T = tamanho amostra;
M= 100;

dt = h/M;

nu = 0.1374;

theta = 0.1048;

a = 0.3000;

b = 0.2740;
lambda = 0.1;
mu_deltal, = —0.01;

sigma deltalL = 0.4;

%Coeficientes do proces

phi 0 = (1—nu)*(1—exp(—

so ARMA(2,1)
)

thetaxh)

,1
*(b+mu_deltaLxlambda) /

theta;

phi 1 = ((1—nu)s*exp(—thetaxh)+2xnuxcos(thetaxh));

phi 2 = —nu;

beta 0 = ((1—nu)*(l—exp(—thetaxh))+nuxsin (thetaxh)) /(
thetaxh);

beta_1 = —nuxsin (thetaxh) /(thetaxh);

X0 = 0;

%Simulagdo por soma de Riemann—Stieltjes

matriz _estimacoes = zeros (13 ,num_simulacoes);

=1

while j <= num _ simulacoes

%Gera ruido de Lévy

%Gera variacao do processo de Poisson composto

dP = zeros (1,T+M);
%Gera numero aleatorio
n = poissrnd (lambdaxdt,
for k = 1:T+M

de saltos em cada
1,T+M) ;

%Gera tamanho normal dos saltos se n 0
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if n(k) >0

saltos = normrnd(mu_deltaL,sigma _deltaL ,1,n(k));

saltos = sum(saltos);
else

saltos = 0;

end

dP(k) = saltos;

end

%Gera variacao do processo de difuséao
dW = normrnd (bxdt ,axsqrt (dt) ,1,T«M);

%Variacao do processo de Lévy dado por
%de tamanho normalmente distribuidos
dL = dW + dP;

%Simulacao por Soma de Riemann
i = 1:T;

V1 = zeros(T,1);

VO = XO0;

X1 = X0*((1—nu)*exp(—theta*xixh) + nusxcos(thetaxixh));

for kzl:T;
i = 0: (kM1

aux = ((1 )*exp( thetax(kxh—ixdt))+ nuxcos (thetax(kxh—i

*dt))) *dL( 1);
Vl(g ) = X1(k) + sum(aux);

%Gera vetor de erros pela relagdo de recorréncia

erro_simulado = zeros(T-1,1);

erro_simulado (1) = V1(2)—phi_1«V1(1)—phi_2%V0;

for k = 2:(T-1)

erro_simulado (k) = V1(k+1)—phi_ 1xV1(k)—phi_ 2xV1(k—1);

end
v = V1;
y = v — mean(v);

%0btém estimativas dos coeficientes do processo AR(m) por

Yule—Walker ,

%do ruido de Lévy por maxima verossimilhanca e dos

coeficientes ARMA
%por minimos quadrados
valores m = [5 10 15 20 25 30];

num_valores m = size(valores _m,2);

valores LogLF = zeros(1,num_valores m);

valores S = zeros(1,num_valores m)+(max(v)—min(v)) "~2;
valores ResultadoOtim = zeros(1l,num_valores m);
matriz_estimativas Levy = zeros(4,num_valores m);
matriz_estimativas MinimosQuadrados = zeros (2,
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num_valores m) ;

matriz_residuos = zeros(num_valores m,T);

indice. m — 1;

while indice  m <= num_ valores m
%Estimac¢ao do processo AR(m) por Yule—Walker
ARinf = ar(y,valores _m(indice_m), 'yw’);

%Algoritmos alternativos que também podem ser usados:

%ar (y,valores m(indice_m) ,’ls )
%ar (y,valores_m (indice_m) ,’burg’)

%ar (y,valores _m
Y%estimate (arima

indice_m) ,
valores m(

(
(

%Estima ruido branco pelo residuo do processo AR(m)
k = (valores_m (indice_m)+1):T;

indice_m) ,0,0) ,y)

aux = zeros(valores_m(indice_m)+1,T-valores m(indice_m));

for 1 = 1:(valores m(indice_m)-+1)

aux(i,:) = y(k—i+1);
end

matriz_residuos(indice_m ,k) = ((aux’)*(ARinf.a’))

%Estima parametros do ruido de Lévy por méxima

verossimilhanga

%Indexacao dos parametros na fun¢ido LogLF JumpDiffusion:

[lambda a mu_deltal. sigma_deltaL]

u — matriz_residuos (indice_m k) ;
Af = [];

bf = [];

Aeq = [];

beq = [];

estimativa0 = [0.07,0.25,0,0.3];
b = [0.001,0.001,—inf ,0.1];

ub = [5,inf ,inf , inf];

[estimativa, fval, exitflag , output] = fmincon(
@QLogLF _JumpDiffusion , estimativa0O ,Af bf Aeq,beq,lb ,ub)

)

123
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valores ResultadoOtim (indice_m) = exitflag;

if exitflag > 0

matriz_estimativas Levy (:,indice_m) = estimativa
valores LogLF (indice_m) = —fval;

%Estima nu e theta por minimos quadrados

m = valores m(indice_m);

u = (matriz_residuos(indice_m,:)) ’;

%Indexacdo dos parametros na fun¢do ErroQuadratico: [nu
theta]

Af = [];

bf = |[]

Aeq = |

beq = |

I
]

)
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136
137

139

140
141
142

143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155

157

158
159

161

162
163

164

165
166
167
168
169

170
171

estimativa0 = [0.1,0.1];

b = [—1,0.01];

ub = [1,inf];

[estimativa, fval, exitflag , output] = fmincon (
@ErroQuadratico ,estimativa0 , Af, bf ,Aeq, beq,1b ,ub);

valores S(indice_m) = fval;

matriz_estimativas MinimosQuadrados (:,indice_m) =
estimativa ’;

end

indice_ m = indice_m + 1;

end

%Escolhe o indice de valores m com menor erro quadrético

EQ_ medio = valores S./(T—valores m—1);

[minimo EQ_ medio, indice. m minEQ medio] = min(EQ_ medio) ;

indice. m0 = indice. m minEQ medio;

estimativa = matriz_estimativas Levy (:,indice_m0);

estima_lambda = estimativa(1);

estima_a — estimativa(2);

estima_mu = estimativa(3);

estima_sigma = estimativa(4);

estimativa = matriz_estimativas MinimosQuadrados (: ,
indice_m0);

estima nu = estimativa(1l);

estima theta = estimativa(2);

estima_media_expflut = mean(v);

estima_phi 1 = ((1—estima nu)xexp(—estima thetaxh)+42x
estima nuxcos(estima thetaxh));

estima_phi 2 = —estima_nu;

estima phi 0 = estima media_expflut*(l—estima_ phi 1-—
estima_phi_2);

estima_b = ((estima_ thetaxestima phi 0)/((1—estima_nu)

x(1—exp(—estima_thetaxh))))—estima muxestima lambda;

estima desvio expflut = std(v);
estima_media_erro = mean(erro_simulado);
estima_desvio _erro = std(erro_simulado);

matriz_estimacoes (:,j)=[estima_nu; estima theta;
estima_lambda; estima b; estima a; estima_ sigma;
estima _mu; estima_ media_expflut;
estima _desvio_expflut; estima media_ erro;
estima_desvio_erro; indice_mO; minimo EQ_ medio];

j=i+1

end
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Apéndice C

Graficos de Diagnéstico da

Qualidade do Ajuste ao Cupom
Cambial

C.1 Graficos de Visualizacao do Ajuste
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Figura C.1: Dados empiricos do cupom cambial de 30 dias (série c030d) e ajuste
do processo de OUG Exponencial Flutuante utilizando a relagdo de recorréncia
estimada por maxima verossimilhanca na Amostra 1.
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Figura C.2: Dados empiricos do cupom cambial de 60 dias (série c060d) e ajuste
do processo de OUG Exponencial Fluutante utilizando a relacdo de recorréncia
estimada por maxima verossimilhanca na Amostra 1.
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Figura C.3: Dados empiricos do cupom cambial de 90 dias (série c090d) e ajuste
do processo de OUG Exponencial Fluutante utilizando a relagdo de recorréncia
estimada por maxima verossimilhanca na Amostra 1.
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Figura C.4: Dados empiricos do cupom cambial de 1800 dias (série ¢180d) e ajuste
do processo de OUG Exponencial Flutuante utilizando a relacdo de recorréncia
estimada por maxima verossimilhanca na Amostra 1.
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Figura C.5: Dados empiricos do cupom cambial de 30 dias (série ¢360d) e ajuste
do processo de OUG Exponencial Flutuante utilizando a relagdo de recorréncia
estimada por maxima verossimilhanca na Amostra 1.
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Figura C.6: Dados empiricos do cupom cambial de 720 dias (série ¢720d) e ajuste
do processo de OUG Exponencial Flutante utilizando a relacdo de recorréncia es-
timada por maxima verossimilhanca na Amostra 1.
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Figura C.7: Dados empiricos do cupom cambial de 30 dias (série c030d) e ajuste
do processo de OUG Exponencial Flutuante utilizando a relagdo de recorréncia
estimada por maxima verossimilhanca na Amostra 3.
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Figura C.8: Dados empiricos do cupom cambial de 60 dias (série c060d) e ajuste
do processo de OUG Exponencial Fluutante utilizando a relacdo de recorréncia
estimada por méxima verossimilhanga na Amostra 3.
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Figura C.9: Dados empiricos do cupom cambial de 90 dias (série c090d) e ajuste
do processo de OUG Exponencial Fluutante utilizando a relagdo de recorréncia
estimada por maxima verossimilhanca na Amostra 3.
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Figura C.10: Dados empiricos do cupom cambial de 1800 dias (série ¢180d) e
ajuste do processo de OUG Exponencial Flutuante utilizando a relacao de recor-
réncia estimada por maxima verossimilhanca na Amostra 3.
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Figura C.11: Dados empiricos do cupom cambial de 30 dias (série ¢360d) e ajuste
do processo de OUG Exponencial Flutuante utilizando a relagdo de recorréncia
estimada por maxima verossimilhanca na Amostra 3.
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Figura C.12: Dados empiricos do cupom cambial de 720 dias (série ¢720d) e
ajuste do processo de OUG Exponencial Flutante utilizando a relagao de recorrén-
cia estimada por maxima verossimilhanca na Amostra 3.
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Figura C.13: Dados empiricos do cupom cambial de 30 dias (série c030d) e ajuste
do processo de OUG Exponencial Flutuante utilizando a representacdio ARMA
estimada por Hannan-Rissanen na Amostra 1.
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Figura C.14: Dados empiricos do cupom cambial de 60 dias (série c060d) e ajuste
do processo de OUG Exponencial Fluutante utilizando a representacao ARMA
estimada por Hannan-Rissanen na Amostra 1.
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Figura C.15: Dados empiricos do cupom cambial de 90 dias (série c090d) e ajuste
do processo de OUG Exponencial Fluutante utilizando a representacdio ARMA
estimada por Hannan-Rissanen na Amostra 1.
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Figura C.16: Dados empiricos do cupom cambial de 1800 dias (série ¢180d)
e ajuste do processo de OUG Exponencial Flutuante utilizando a representacao
ARMA estimada por Hannan-Rissanen na Amostra 1.
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Figura C.17: Dados empiricos do cupom cambial de 30 dias (série ¢360d) e ajuste
do processo de OUG Exponencial Flutuante utilizando a representacdio ARMA
estimada por Hannan-Rissanen na Amostra 1.
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Figura C.18: Dados empiricos do cupom cambial de 720 dias (série ¢720d) e ajuste
do processo de OUG Exponencial Flutante utilizando a representacao ARMA es-
timada por Hannan-Rissanen na Amostra 1.
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Figura C.19: Dados empiricos do cupom cambial de 30 dias (série c030d) e ajuste
do processo de OUG Exponencial Flutuante utilizando a representacdio ARMA
estimada por Hannan-Rissanen na Amostra 3.

232



—— Processo ajusfado (H R)'#
+ c060d #

Cupom cambial

1.5 ' ' ' '
0 20 40 60 80 100

Numero de passos h
Figura C.20: Dados empiricos do cupom cambial de 60 dias (série c060d) e ajuste
do processo de OUG Exponencial Fluutante utilizando a representacao ARMA
estimada por Hannan-Rissanen na Amostra 3.
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Figura C.21: Dados empiricos do cupom cambial de 90 dias (série c090d) e ajuste
do processo de OUG Exponencial Fluutante utilizando a representacdio ARMA
estimada por Hannan-Rissanen na Amostra 3.
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Figura C.22: Dados empiricos do cupom cambial de 1800 dias (série ¢180d)
e ajuste do processo de OUG Exponencial Flutuante utilizando a representacao
ARMA estimada por Hannan-Rissanen na Amostra 3.
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Figura C.23: Dados empiricos do cupom cambial de 30 dias (série ¢360d) e ajuste
do processo de OUG Exponencial Flutuante utilizando a representacdio ARMA
estimada por Hannan-Rissanen na Amostra 3.
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Figura C.24: Dados empiricos do cupom cambial de 720 dias (série ¢720d) e ajuste
do processo de OUG Exponencial Flutante utilizando a representacao ARMA es-
timada por Hannan-Rissanen na Amostra 3.
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C.2 Graficos da Analise de Autocorrelacao
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Tabela C.1: Funcdes de autocorrelacdo das séries do cupom cambial e de exemplos
de trajetorias simuladas com ruido de Lévy a-estavel para a Amostra 1.
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Tabela C.2: Funcoes de autocorrelacao das séries do cupom cambial e de exemplos
de trajetorias simuladas com ruido de Lévy a-estavel para a Amostra 3.
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Tabela C.3: Funcoes de autocorrelacao das séries do cupom cambial e de exemplos

de trajetérias simuladas com ruido de Lévy dado por difusdo com salto para a
Amostra 1.
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Tabela C.4: Funcoes de autocorrelacao das séries do cupom cambial e de exemplos
de trajetérias simuladas com ruido de Lévy dado por difusdo com salto para a

Amostra 3.
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Tabela C.5: Intervalos de confianca para a funcdo de autocorrelagao empirica
das séries do cupom cambial na Amostra 1 dados pelos quantis de 5% e 95% da
autocorrelagdo de 1000 trajetérias simuladas por soma de Riemann-Stieltjes com
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Tabela C.6: Intervalos de confianca para a funcdo de autocorrelagao empirica
das séries do cupom cambial na Amostra 1 dados pelos quantis 5% e 95% da

autocorrelagdo de 1000 trajetorias simuladas por recursao com ruido de Lévy a-
estavel.

241



—+-c030d
*'j-'ﬁg»oma de Riemann: IC 5%-95%
o 05¢ —~®oma de Riemann: Mediana
xg‘ =
9]
IZ
5 9
Q
Q
=
< o5l
-1
0 20 40 60 80 100
Numero de defasagens
(a) Prazo de 30 dias.
1
—+-c090d
I Sqma de Riemann: IC 5%-95%
o 05 Bor
Iy}
Qn
@
o
& O
Q
Q
El
< .05
-1
0 20 40 60 80 100
Numero de defasagens
(c) Prazo de 90 dias.
1 L
+-¢360d
A Soma de Riemann: IC 5%-95%
) ——Soma de Riemann: Mediana
o 05¢ 7
o]
[&3
@
IZ
g Of
Q
Q
=
< .05
-1 : : : : ]
0 20 40 60 80 100

Numero de defasagens

(e) Prazo de 360 dias.

Autocorrelagdo

Autocorrelacdo

Autocorrelagdo

—+—-c060d
B S Soma de Riemann: IC 5%-95%
Y - \Soma de Riemann: Mediana
0.5 =
0
-0.5
-1
0 20 40 60 80 100
Numero de defasagens
(b) Prazo de 60 dias.
1
-+-¢180d
——>foma de Riemann: IC 5%-95%
0.5 - St
0
-0.5
-1
0 20 40 60 80 100
Numero de defasagens
(d) Prazo de 180 dias.
1
—+-¢720d
***** $qma de Riemann: IC 5%-95%
0.5 'Solpa de Riemann: Mediana
0
-0.5
-1 : . : . :
0 20 40 60 80 100

Numero de defasagens

(f) Prazo de 720 dias.

Tabela C.7: Intervalos de confianca para a funcdo de autocorrelagao empirica

das séries do cupom cambial na Amostra 3 dados pelos quantis de 5% e 95% da

autocorrelagdo de 1000 trajetérias simuladas por soma de Riemann-Stieltjes com
rufdo de Lévy a-estével.
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Tabela C.8: Intervalos de confianca para a funcdo de autocorrelagao empirica
das séries do cupom cambial na Amostra 3 dados pelos quantis de 5% e 95% da

autocorrelagdo de 1000 trajetorias simuladas por recursao com ruido de Lévy a-
estavel.
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Tabela C.9: Intervalos de confianca para a funcdo de autocorrelagao empirica
das séries do cupom cambial na Amostra 1 dados pelos quantis de 5% e 95% da
autocorrelagdo de 1000 trajetérias simuladas por soma de Riemann-Stieltjes com
ruido de Lévy dado por difusao com salto.
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Tabela C.10: Intervalos de confianca para a funcdo de autocorrelacdo empirica

das séries do cupom cambial na Amostra 1 dados pelos quantis de 5% e 95% da

autocorrelagdo de 1000 trajetoérias simuladas por recursao com ruido de Lévy dado
por difusdo com salto.
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Tabela C.11: Intervalos de confianca para a funcdo de autocorrelacdo empirica
das séries do cupom cambial na Amostra 3 dados pelos quantis de 5% e 95% da
autocorrelagdo de 1000 trajetérias simuladas por soma de Riemann-Stieltjes com

ruido de Lévy dado por difusao com salto.
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Tabela C.12: Intervalos de confianca para a funcdo de autocorrelacdo empirica
das séries do cupom cambial na Amostra 3 dados pelos quantis de 5% e 95% da

autocorrelagdo de 1000 trajetoérias simuladas por recursao com ruido de Lévy dado
por difusdo com salto.
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Tabela C.13: Graficos quantil a quantil das distribuicoes em primeira diferenca
do cupom cambial e da série simulada por soma de Riemann para a Amostra 1.
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Tabela C.14: Graficos quantil a quantil das distribui¢oes em primeira diferenca
do cupom cambial e da série simulada pela equacao de recursdo para a Amostra 1.
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Tabela C.15: Gréaficos das distribuicbes acumuladas da primeira diferenca das
séries de cupom cambial e da primeira diferenca das séries simuladas por soma de
Riemann para a Amostra 1.
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Tabela C.16: Gréaficos das distribuicbes acumuladas da primeira diferenca das
séries de cupom cambial e da primeira diferenca das séries simuladas pela equacao

de recorréncia para a Amostra 1.
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Tabela C.17: Comparac¢ao dos histogramas de area unitaria da primeira diferenca
das séries de cupom cambial e da primeira diferenca das séries simuladas por soma
de Riemann para a Amostra 1.
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Tabela C.18: Comparagao dos histogramas de area unitaria da primeira diferenca
das séries de cupom cambial e da primeira diferenca das séries simuladas pela
equacao de recorréncia para a Amostra 1.

253



@©
E o
X i
Q@
n% O
@©
o +
(2] '1 £t
E=] &
c { ,fr
g 27 7 +
_-0.6 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6
Quantis dos dados de cupom
(a) Prazo de 30 dias.
1 -
@
5
L o5
£
%3]
o Or
B
W
305
® .
g -1
S P
O ,/
-1.5
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2
Quantis dos dados de cupom
(c) Prazo de 90 dias.
03¢
=
392 e
£ 2
» 017
@ +
\% O -
L: #
0 0.1 o
= Sl
c $§’
S 0207
]
0.3 ‘ ‘ ‘ ‘ '
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15

Quantis dos dados de cupom

(e) Prazo de 360 dias.

Quantis da série simulada Quantis da série simulada

Quantis da série simulada

s
0.5 e
0
#.
#
-0.5 st
1 -
-0.3 -0.2 -01 0 0.1 0.2
Quantis dos dados de cupom
(b) Prazo de 60 dias.
1 -
e ¥
,#*++
0.5 *
L4
£
0 £
4
0.5 e /f
-1 ,—’/
45—
-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1
Quantis dos dados de cupom
(d) Prazo de 180 dias.
0.3
0.2 L
g L
0.1 o
0 4
-0.1 L
02 v
+
0.3 : : ‘ : ‘
-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 01

Quantis dos dados de cupom

(f) Prazo de 720 dias.

Tabela C.19: Graficos quantil a quantil das distribui¢bes em primeira diferenga
do cupom cambial e da série simulada por soma de Riemann para a Amostra 3.
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Tabela C.20: Graficos quantil a quantil das distribui¢bes em primeira diferenga
do cupom cambial e da série simulada pela equacdo de recursdo para a Amostra 3.
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Tabela C.21: Gréaficos das distribuicbes acumuladas da primeira diferenca das
séries de cupom cambial e da primeira diferenca das séries simuladas por soma de

Riemann para a Amostra 3.
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Tabela C.22: Gréaficos das distribuicbes acumuladas da primeira diferenca das
séries de cupom cambial e da primeira diferenca das séries simuladas pela equacao

de recorréncia para a Amostra 3.
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Tabela C.23: Comparac¢ao dos histogramas de area unitaria da primeira diferenca
das séries de cupom cambial e da primeira diferenca das séries simuladas por soma
de Riemann para a Amostra 3.
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Tabela C.24: Comparacgao dos histogramas de area unitaria da primeira diferenca
das séries de cupom cambial e da primeira diferenca das séries simuladas pela
equacao de recorréncia para a Amostra 3.
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C.3.2 Estimagao do Processo ARMA por Hannan-Rissanen

Quantis da série simulada
o

-4
-2 -1 0 1 2
Quantis dos dados de cupom
(a) Prazo de 30 dias.
1
@
el -
© T
3 05 +
I - +.
& g,
.2
\% O
3 2
@ o
Z-05 £
c:U +
a
-1
-1 -0.5 0 0.5 1
Quantis dos dados de cupom
(c) Prazo de 90 dias.
0.4
@ +
B gf’
2 0.2
£ i
T f—f
@
\% 0
@
©
p -
€ -0.2 gﬁg
@ i
=) I
O ¥
-0.4
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

Tabela C.25: Graficos quantil a quantil das distribui¢bes em primeira diferenca
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do cupom cambial e da série simulada por soma de Riemann para a Amostra 1.
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Tabela C.26: Graficos quantil a quantil das distribui¢bes em primeira diferenga
do cupom cambial e da série simulada pela equacao de recursdo para a Amostra 1.
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Tabela C.27: Gréaficos das distribuicbes acumuladas da primeira diferenca das
séries de cupom cambial e da primeira diferenca das séries simuladas por soma de
Riemann para a Amostra 1.
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Tabela C.28: Gréaficos das distribuicbes acumuladas da primeira diferenca das
séries de cupom cambial e da primeira diferenca das séries simuladas pela equacao
de recorréncia para a Amostra 1.
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Tabela C.29: Comparac¢ao dos histogramas de area unitaria da primeira diferenca
das séries de cupom cambial e da primeira diferenca das séries simuladas por soma
de Riemann para a Amostra 1.
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Tabela C.30: Comparac¢ao dos histogramas de area unitaria da primeira diferenca
das séries de cupom cambial e da primeira diferenca das séries simuladas pela
equacao de recorréncia para a Amostra 1.
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Tabela C.31: Graficos quantil a quantil das distribui¢bes em primeira diferenga
do cupom cambial e da série simulada por soma de Riemann para a Amostra 3.
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Tabela C.32: Graficos quantil a quantil das distribui¢bes em primeira diferenga
do cupom cambial e da série simulada pela equacdo de recursdo para a Amostra 3.
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Tabela C.33: Gréaficos das distribuicbes acumuladas da primeira diferenca das
séries de cupom cambial e da primeira diferenca das séries simuladas por soma de
Riemann para a Amostra 3.
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Tabela C.34: Gréaficos das distribuicbes acumuladas da primeira diferenca das
séries de cupom cambial e da primeira diferenca das séries simuladas pela equacao
de recorréncia para a Amostra 3.
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Tabela C.35: Comparagao dos histogramas de area unitaria da primeira diferenca
das séries de cupom cambial e da primeira diferenca das séries simuladas por soma
de Riemann para a Amostra 3.
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