UNIVERSIDADE DE BRASILIA
INSTITUTO DE EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

EDWIN OSWALDO SALINAS REYES

Hipersuperficies Weingarten de tipo
esférico em formas espaciais

Brasilia
2019



Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matemitica

Hipersuperficies Weingarten de tipo esférico em formas

espaciais

por

Edwin Oswaldo Salinas Reyes

Tese apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pos-Graduagdo em Matemdtica-UnB,

como requisito parcial para obtengdo do grau de

DOUTOR EM MATEMATICA

Brasﬂia, 04 de dezembro de 2019.

Comissdo Examinadora:
f’A 4 >
\““‘1/4“ »4/( ¢ /

Prof. Dr. Carlo’g Maber Carrion Riveros— Orientador (MAT-UnB)

— A~

Prof Dr. J S€ Lms Teruel Carretero (MAT-UnB)

Prof. Dr. Levi Lopes de Lima (UFC)

Prof. I{ Armando Maur()(/asquez Corro (UFG)



Ficha catalogréfica elaborada automaticamente,
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

SED26h

Salinas Reyes, Edwin Oswaldo

Hipersuperficies Weingarten de tipo esférico em formas
espaciais / Edwin Oswaldo Salinas Reyes; orientador Carlos
Maber Carridén Riveros . -- Brasilia, 2019.

65 p.

Tese (Doutorado - Doutorado em Matemdtica) --
Universidade de Brasilia, 2019.

1. Transformagdes de Ribaucour. 2. Formas espaciais. 3.
Hipersuperficies de Dupin. 4. Rotacdo de tipo esferico. 5.
Hipersuperficies Weingarten de tipo esférico. I. Carridn
Riveros , Carlos Maber, orient. II. Titulo.




UNIVERSIDADE DE BRASILIA
INSTITUTO DE EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

AUTORIZACAO PARA PUBLICACAO DE TESE EM
FORMATO ELETRONICO

Na qualidade de titular dos direitos de autor, AUTORIZO o Instituto de Exatas
da Universidade de Brasilia — UnB a reproduzir, inclusive em outro formato ou midia
e através de armazenamento permanente ou temporario, bem como a publicar na rede
mundial de computadores (Internet) e na biblioteca virtual da UnB, entendendo-se os
termos “reproduzir” e “publicar” conforme defini¢des dos incisos VI e I, respectivamente,
do artigo 5° da Lei n® 9610/98 de 10/02/1998, a obra abaixo especificada, sem que me seja
devido pagamento a titulo de direitos autorais, desde que a reproducdo e/ou publicacdo
tenham a finalidade exclusiva de uso por quem a consulta, e a titulo de divulgacdo da
producdo académica gerada pela Universidade, a partir desta data.

Titulo: Hipersuperficies Weingarten de tipo esférico em formas espaciais

Autor(a): Edwin Oswaldo Salinas Reyes

Brasilia, 04 de Dezembro de 2019.

Edwin Oswaldo Salinas Reyes — Autor

Dr. Carlos M. Carrion Riveros — Orientador



EDWIN OSWALDO SALINAS REYES

Hipersuperficies Weingarten de tipo
esférico em formas espaciais

Tese apresentada ao Programa de P6s—Graduagdo do Insti-
tuto de Exatas da Universidade de Brasilia, como requisito
parcial para obtencdo do titulo de Doutor em Programa de
P6s-Graduagdo em Matematica.

Area de concentracdo: Geometria.

Orientador: Prof. Dr. Carlos M. Carrién Riveros

Brasilia
2019



EDWIN OSWALDO SALINAS REYES

Hipersuperficies Weingarten de tipo
esférico em formas espaciais

Tese defendida no Programa de P6s—Graduagdo do Instituto de Exatas
da Universidade de Brasilia como requisito parcial para obtenc¢do do
titulo de Doutor em Programa de P6s-Graduacao em Matemadtica, apro-
vada em 04 de Dezembro de 2019, pela Banca Examinadora constituida
pelos professores:

Prof. Dr. Carlos M. Carrion Riveros
Departamento de Matematica — UnB
Presidente da Banca

Prof. Dr. Armando M. Vasquez Corro
Instituto de Matematica e Estatistica — UFG

Prof. Dr. Levi Lopes de Lima
Departamento de Matemética — UFC

Prof. Dr. José L. Teruel Carretero
Departamento de Matematica — UnB



Todos os direitos reservados. E proibida a reprodugio total ou parcial do
trabalho sem autorizag@o da universidade, do autor e do orientador(a).

Edwin Oswaldo Salinas Reyes

Graduou-se em Matematica na UDFJC - Universidad Distrital Francisco José
de Caldas. Durante sua graduacao, foi monitor académico no departamento de
Matematica da UDFJC. Durante o Mestrado, na UFG- Universidade Federal
de Goids, foi bolsista do CNPq.



Aos meus pais Rafael Salinas e Martha Reyes.



Agradecimentos

A meu orientador, professor Dr. Carlos Maber Carrion Riveros, pelo seu apoio
incentivo e pelas horas dedicadas para a realiza¢do deste trabalho e também ao professor

Dr. Armando Corro da UFG por sua colaboracao prestada.

Ao Departamento de Matematica da Universidade de Brasilia por permitir-me
estudar no programa da Pés Graduacdo (Doutorado) e ao Conselho Nacional de De-
senvolvimento Cientifico e Tecnoldgico-(CNPq) pelo apoio financeiro durante os dois

primeiros anos de meu doutorado.

A todos os colegas e professores da pos-graduagdo em matemdtica pelo convivio

e aprendizado.

A minha familia, a qual amo muito, pelo carinho, paciéncia e incentivo; em
especial a minha mae Martha Cecilia Reyes Rodriguez, quem, apesar das dificultades

sempre me acompanha no caminho.

Aos amigos que fizeram parte desses momentos sempre me ajudando e incenti-

vando.



A geometria existe por toda a parte. E preciso, porém, olhos para vé-la,
inteligéncia para compreendé-la e alma para admiré-la.

Johannes Kepler,
Astronomo alemdo.



Resumo

Salinas, Edwin . Hipersuperficies Weingarten de tipo esférico em formas
espaciais. Brasilia, 2019. 65p. Tese de Doutorado Relatério de Graduacao.
Departamento de Matemitica, Instituto de Exatas, Universidade de Brasilia.

Neste trabalho, usando congruéncias de esféras geodésicas, estendemos os resultados
obtidos em [28] para hipersuperficies em formas espaciais, isto é, generalizamos a
parametriza¢do obtida por Machado em [28] no espago Euclidiano (n+ 1)-dimensional,
para hipersuperficies X nas formas espaciais M"H(c), ¢ = 0,%1. Caracterizamos as
hipersuperficies de m! (¢) que sdo envelopes de uma congruéncia de esferas geodésicas

—n+1 . : —n+1
em M (¢) na qual o outro envelope estd contido em M"(c) C M (¢). Mostramos

. . . _ ——n+1
que esta caracterizacdo nos permite obter hipersuperficies ¥ C MnJr

(¢) localmente
associadas a M"(c) por uma transformacdo de Ribaucour e construimos superficies
de Dupin parametrizadas por linhas de curvatura associadas a 1\_43(c), c=—1,1 por
uma transformacdo de Ribaucour. Apresentamos duas generalizacdes das superficies
de tipo esférico estudadas por [32], a saber as hipersuperficies Weingarten de tipo
esférico e as hipersuperficies de tipo esférico em formas espaciais MHH(C). Obtemos
uma caracterizacdo dessas hipersuperficies que nos permite mostrar que a classe de
hipersuperficies Weingarten de tipo esférico e de tipo esférico coincidem no caso bi-
dimensional. Caracterizamos as hipersuperficies de rotagcdo de tipo esférico em M (c)
usando fun¢des radiais. Também, classificamos as hipersuperficies Weingarten de tipo
esférico e de rotacdo de tipo esférico a traves de funcdes radiais dadas explicitamente.

. . - . , . . L. —n+1
Finalmente, damos uma caracterizagio das hipersuperficies de tipo esféricoem M " (c).

Palavras—chave
Transformagdes de Ribaucour, formas espaciais, hipersuperficies de Dupin, ro-

tacdo de tipo esférico, hipersuperficies Weingarten de tipo esférico, linhas de curvatura.



Abstract

Salinas, Edwin . Weingarten hypersurfaces of the spherical type in space
forms. Brasilia, 2019. 65p. PhD. Thesis Relatério de Graduagdo. Departamento
de Matematica, Instituto de Exatas, Universidade de Brasilia.

In this thesis, using congruence of geodesic spheres, we extend the results obtained in
[28] to hypersurfaces in space forms, that is, we generalize the parameterization obtained
by Machado [28] in Euclidean (n + 1)-dimensional space, to hypersurfaces ¥ in the
space forms ! (¢), c=0,+£1. We characterize the hypersurfaces of ! (¢) which are
envelopes of a congruence of geodesic spheres in ]\_/I"H(c) in which the other envelope
is contained in M"(c) C ! (c). We show that this characterization allows us to obtain
hypersurfaces X C ! (¢) locally associated to M"(c) by a Ribaucour transformation
and we construct Dupin surfaces parameterized by lines of curvature associated to
M3(c), ¢ = —1,1 by a Ribaucour transformation. We present two generalizations of the
surfaces of the spherical type studied in [32], namely the Weingarten hypersurfaces of
the spherical type and the hypersurfaces of spherical type in 7 (c) space forms. We
obtain a characterization of these hypersurfaces that allows us to show that the class
of Weingarten hypersurfaces of the spherical type and the class of hypersurfaces of
spherical type coincide in the two-dimensional case. We characterize the hypersurfaces
of the spherical type of rotation in M'H_l(c) using radial functions. Also, we classify
the Weingarten hypersurfaces of the spherical type of rotation by radial functions given
explicitly. Finally, we give a characterization of the hypersurfaces of spherical type in

M o).

Keywords
Ribaucour transformations, space forms, Dupin hypersurfaces, rotation spheri-

cal, Weingarten hypersurfaces of the spherical type, lines of curvature.
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Introducao

As transformacdes de Ribaucour em formas espaciais foram estudadas por Bian-
chi em 1918-1919 [3]. A teoria cldssica mostra que as transformagdes de Ribaucour po-
dem ser usadas para construir superficies de curvatura Gaussiana constante e superficies
de curvatura média constante (cmc) dada uma tal superficie. Porém, a primeira aplicacdo
deste método para superficies minimas e curvatura média constante em R? foi obtida por
Corro, Ferreira, e Tenenblat em [14], [15]. Eles forneceram novas familias de superficies
minimas completas associadas as superficies de Ennenper e ao catendide. Além disso,
familias de superficies cmc completas foram obtidas aplicando a teoria ao cilindro e as
superficies de Delaunay.

Em [15], a teoria cldssica das transformacgdes de Ribaucour foi estendida as su-
perficies Weingarten lineares em R>, fornecendo uma versio unificada de resultados clds-
sicos. Como aplicagao, demonstrou-se a existéncia de superficies Weingarten hiperbdlicas
completas imersas em R3, em contraste com o teorema de Hilbert que afirma a inexistén-
cia de superficies completas de curvatura negativa constante imersas em R3. A teoria
classica das transformagdes de Ribaucour considera hipersuperficies parametrizadas por
linhas de curvatura, cujas curvaturas principais tém multiplicidade um, embora isso ndo
seja declarado explicitamente. Em [13], a definicdo de uma transformagdo de Ribaucour
no espaco Euclidiano foi modificada, ampliando o conceito para subvariedades com cam-
pos normais nulos, cujas curvaturas principais t€m multiplicidade maior que um.

Uma hipersuperficie M" imersa no espaco Euclidiano R"*!, na esfera S"*! ou
no espaco hiperbélico H"*! é chamada isoparamétrica se ela possui curvaturas principais
constantes. Uma hipersuperficie isoparamétrica em R"T! pode ter no maximo duas
curvaturas principais distintas, e ela deve ser um subconjunto aberto de um hiperplano,
hiper-esfera ou um cilindro esférico S* x R”7%. Um resultado similar vale em H"t!,
Entretanto, Cartan [10], [11], [8], [9] mostrou em uma série de quatro artigos publicados
no periodo 1938-1940 que a teoria de hipersuperficies isoparamétricas na esfera S"*!
€ muito mais interessante e complicada. Cartan produziu exemplos de hipersuperficies
isoparamétricas na esfera com g = 1, 2, 3 ou 4 curvaturas principais distintas e classificou
todas com g < 3. Aproximadamente quarenta anos depois, Miinzner [29], [30], escreveu

dois artigos que estendem o trabalho de Cartan, provando que todas hipersuperficies
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isoparamétricas sdo algébricas e que o nimero g de curvaturas principais distintas pode
serg=1, 2,3, 4 o0u6. O problema de classificacdo nos casos g = 4 e 6 permanece aberto
até o momento, porém muitos progressos tém sido feitos.

Uma hipersuperficie M" numa forma espacial R**!, S"*! ou H"+! ¢ de Dupin
se cada curvatura principal é constante ao longo das correspondentes linhas de curvatura.
Isto é, uma generalizagdo da condi¢do isoparamétrica. Uma hipersuperficie de Dupin M
¢ dita ser propria se o nimero g de curvaturas principais € constante em M. Além das
hipersuperficies isoparamétricas em R>, os primeiros exemplos de superficies de Dupin
sdo as ciclides de Dupin em R3, obtidas por Dupin em 1822.

Por outra parte, as superficies de rotagdo sao casos particulares de superficies
invariantes por um subgrupo a um pardmetro de isometrias do R? . A grande vantagem
de uma superficie ser invariante por um subgrupo a um parametro de isometrias provém
do fato de que suas propriedades podem ser obtidas a partir do estudo de sua curva gera-
dora, como acontece com as superficies de rotacdo. Essa ideia de considerar superficies
invariantes por subgrupos de isometrias é chamada de Geometria equivariante. Esta drea
de pesquisa da geometria, iniciou-se com a classificacdo das superficies rotacionais com
curvatura média constante em R>, obtidas por Delaunay em 1841, [17]. Recentemente,
outros matematicos como Back, do Carmo e Hsiang, dedicaram-se ao estudo deste tema,
adaptando as técnicas do R3 para dimensdes maiores e considerando hipersuperficies em
outros espagos. Outro fator importante em nosso estudo é a curvatura escalar de uma va-
riedade Riemanniana, que constitui um tema muito pesquisado em geometria diferencial,
pois a curvatura escalar € um importante invariante geométrico, e, portanto, o interesse
nas variedades com curvatura escalar constante, e em particular estudar hipersuperficies
em R” e H", com esta propriedade.

Do Carmo e Dajczer [19] definiram as hipersuperficies de rotacdo em formas
espaciais e estudaram as hipersuperficies de rotacdo com curvatura média constante em
formas espaciais. Alguns anos depois, Leite [26] clasificou as hipersuperficies de rotacdo
completas com curvatura escalar constante em formas espaciais. Em [31], Palmas estudo
as hipersuperficies de rotagdo com curvaturas H, constantes em formas espaciais, onde

H, é a r-ésima curvatura média.

Uma superficie orientada £ C R? é dita uma superficie Weingarten se existe
uma relacdo diferencidvel W entre as curvaturas média H e Gaussiana K de X tal que
W(H,K) = 0. A classificagdo geral das superficies Weingarten é ainda uma questio
aberta. No caso em que o funcional W € linear, isto €, a +bH + cK = 0 para a,b e ¢
constantes, as superficies sdo chamadas de superficies Weingarten linear. Exemplos sim-
ples de superficies Weingarten linear sdo as superficies de curvatura Gaussiana constante

(c #0 e b=0) e as superficies de curvatura média constante (b # 0 e ¢ = 0). Schief
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[36] estudou duas classes de superficies £ C R? que satisfazem uma relacio de Weingar-
ten da forma (u+p)?K 4+ 2uH + 1 = 0, onde u,p : £ — R sdo fun¢des harménicas (em
certo sentido) definidas sobre a superficie. Essas classes incluem as superficies cldssicas
de Bianchi, as superficies de Bianchi de curvatura positiva e as superficies com curvatura
média inversa harmodnica [2].

Em [12], Corro apresentou uma maneira de parametrizar superficies como
envelopes de congruéncia de esferas na qual o outro envelope estd contido em um plano
e com fungdo raio associada a um sistema de tipo hidrodindmico. Como aplicagdo, Corro
estuda superficies X : M — H3 no espaco hiperbélico H?, no modelo do semi-espaco
positivo, tal que a aplicacao hiperbdlica de Gauss G define uma congruéncia de esferas
para a qual X(M) e G(X(M)) sdo envelopes e o raio de cada esfera define a fungdo raio
h. Entdo, X € dita uma superficie Weingarten generalizada do tipo Bryant (superficies
BGW) se a curvatura média H, a curvatura Gaussiana K;j e a fungdo raio & satisfazem a
relacdo

2(c=1) 2(c—1)

2ach- < (H—1)+(a+b—ach < )K;=0,

para a,b,c € R, a+b # 0, ¢ # 0. Esta classe de superficies incluem as superficies de
Bryant e as superficies flat do H3 [71,[21]1.[25], [24], [34].
Em [22], Fernandes estuda superficies M no espacgo hiperbdlico cuja curvatura média H

e a curvatura intrinseca Kj satisfazem a relagao

2(H —1)e® 4+ K;(1e*) =0,

onde y é uma fun¢do harménica com respeito a forma quadrética oo = K;I+2(H — 1)1, e,
I1 representam a primeira e segunda forma quadratica de M, respectivamente. Estas super-
ficies sao chamadas de superficies Weingarten generalizada de tipo harmonico (superfi-
cies WGH). A autora obtém uma representacao tipo Weierstrass para estas superficies que
depende de trés funcdes holomorfas. Além disso, ela obtém uma representagdo tipo Wei-
erstrass para superficies de Bryant e classifica as superficies WGH de rotacdo. Em [18],
Dias estudou uma classe de superficies orientadas M? C R3 que cumprem uma relacdo
da forma 2¥,H + A,K =0, onde ¥,, A, : M> — R3 sdo dadas por ¥, (p) = (p —v,N(p)),
Ay(p) = {p—v,p—v) ev e R3éum vetor fixo.

Uma superficie orientada ¥ : M?> — R> com curvatura Gaussiana ndo nula K e

curvatura média H é chamada uma superficie minima de Laguerre se

H
Arr (E) =0,

onde Ajy7 € o laplaciano com respeito a terceira forma fundamental /77 de . O estudo
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dessas superficies foi feita por W. Blaschke [5], [4], [6], onde tais superficies aparecem
como pontos criticos do funcional
Loy = [ =Ky
K
onde dM € o elemento de area da superficie. Em [32], os autores estudam superficies
minimas de Laguerre como gréficos de fun¢des biharmonicas no modelo isotropico da
Geometria de Laguerre. Em particular estudam as superficies minimas de Laguerre de
tipo esférico, a saber as superficies M> C R> tal que o conjunto de esferas de centro
p+ %N (p), p € M , tangenciam a um plano fixo orientado. Em [23], os autores estudam
uma classe de hipersuperficies orientadas M" no espago hiperbdlico n-dimensional que
satisfazem uma relacdo Weingarten na forma
n
Y (c—n+2r)C'H, =0,
r=0
onde ¢ é uma constante real, H, é a r-ésima curvatura média da hipersuperficie M" e C)! é a
combinatoria de n em r . Eles mostram como esta classe de hipersuperficie é caracterizada
por uma aplicacao harmonica derivada das duas aplicacdes de Gauss hiperbdlica. Olhando
estas hipersuperficies como ortogonais para uma congruéncia de geodésicas, eles também
mostram a relag@o de tais hipersuperficies com as solu¢des da equagdo A(u) + ku% =0,
onde k € {0,£1}.

Neste trabalho, motivados pelo trabalho de [28], estenderemos os resultados obti-
dos pelo autor para formas espaciais m! (¢) usando congruéncias de esferas geodésicas.
Apresentamos duas generalizagdes das superficies de tipo esférico estudadas por [32], a
saber as hipersuperficies Weingarten de tipo esférico e as hipersuperficies de tipo esfé-
rico generalizada nas formas espaciais ! (c). As hipersuperficies nas formas espaciais
e (¢) que satisfazem uma relagdo de Weingarten da forma

n

Y (-0 HCl =0,

r=1
onde H, sdo as r-ésimas curvaturas médias de X, serdo chamadas de hipersuperficies Wein-
garten de tipo esférico. Daremos uma caracterizacao destas hipersuperficies por meio de
equagoes diferenciais parciais lineares, além disso, mostraremos alguns exemplos de tais
hipersuperficies. Definindo as hipersuperficies de tipo esférico como as hipersuperficies
>cm'™! (¢) tais que existem uma hipersuperficie M"(c) C 7 (c) tal que para todo
ponto p € X o conjunto de esferas de centro p + IZZ—ZS)N (p), com raio h = H,’;—;‘ tan-
genciam M"(c), obteremos uma caracterizagdo dessas hipersuperficies que nos permite

mostrar que as classes de hipersuperficie Weingarten de tipo esférico e de tipo esférico
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coincidem no caso bi-dimensional.

No capitulo 1, apresentaremos algumas defini¢cdes e resultados que serdo tteis
para o entendimento dos capitulos 2 e 3, fixaremos a notagdo para as hipersuperficies
nas formas espaciais M (¢), assim, como a generalizacdo da congruéncia de esferas
geodésicas nas formas espaciais. Além disso, daremos duas parametrizagdes para a esfera
e o espaco hiperbdlico n-dimensional, estas serdo utilizadas ao longo deste trabalho. Por
ultimo, definiremos as hipersuperficies de rotacdo em formas espaciais as quais foram
dadas por do Carmo em [19].

No capitulo 2, motivados pelo trabalho de Machado [28], caracterizaremos as
hipersuperficies de ! (¢) que sdo envelopes de uma congruéncia de esferas geodésicas
em M"! (c) na qual o outro envelope estd contido em M"(c) C ! (¢). Mostraremos
ainda que esta caracterizacdo permite obter localmente uma parametrizagdo por uma
transformacdo de Ribaucour das hipersuperficies contidas em ]\_4n+1(c) e construiremos
superficies de Dupin parametrizadas por linhas de curvatura associadas a M" (¢) por uma
transformacao de Ribaucour. Demonstraremos o Teorema 2, o qual € o resultado principal
deste trabalho e caracterizaremos todas as superficies de Dupin parametrizadas por linhas
de curvatura, tais que satisfazem a equacgdo (2-13).

No capitulo 3, generalizaremos os resultados encontrados por Machado em [28].
Definiremos as hipersuperficies Weingarten de tipo esférico e de rotacdo de tipo esférico,
assim, como as hipersuperficies de tipo esférico. No Teorema 3, mostraremos que a
hipersuperficie X : U C R" — ¥ C MnH(c) dada pela parametrizagdo (2-14), é uma
hipersuperficie de rotacdo de tipo esférico em ! (c) se, e somente se, & é uma fungdo
radial [19]. Também, classificamos as hipersuperficies Weingarten de tipo esférico e de
rotacdo de tipo esférico por meio de uma funcédo radial 4 (Ver Teorema 4). Finalmente,

. - . L . . L. —n+1
damos uma caracterizagio das hipersuperficies de tipo esféricoem M~ (c).



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢des e resultados que serdo tteis
para o entendimento dos capitulos 2 e 3 deste trabalho. O leitor pode encontrar mais
detalhes das temdticas abordadas neste capitulo nas obras [1],[33], [28], [14], [16], [19],
[20], [27],[35] e [37].

1.1 Hipersuperficies em formas espaciais

Denotaremos por ! (¢) a uma variedade Riemanniana simplesmente conexa
de dimensdo (n+ 1) com curvatura seccional constante ¢ = 0, +1, isto &, ! (¢) denota
ao espaco hiperbélico H'*!, se ¢ = —1 ao espaco Euclidiano R"*! quando ¢ = 0 ou
a esfera "1, se ¢ = 1. Essas variedades Riemannianas sdo conhecidas como formas
espaciais. Denotaremos por U C R" a um aberto de R”, tal que u = (uy,u,...,u,) sio as
coordenadas de u € U. Além disso, dada uma func¢do diferencidvel f: U C R" — R" a
derivada parcial de f relativa a u;, 1 <i <n, serd denotada por f .

Seja "2 o conjunto de u = (uy,uz,...,u,12) € R""? munido com a pseudo-métrica
(u,v) = ’fuivi — Up42Vp+2. Um modelo para o espago hiperbdlico € a subvariedade
H ! = {lule L2 (u,u) = —1,up12 > 0} . Ver figura 1.1.

Um modelo para a esfera S"*! é o conjunto {u € R""2; ||| = 1} munido com a métrica

Euclidiana. Ver figura 1.2.

~ . . —nt1
Observacao 1 De agora em diante, consideraremos M (c) = S"! ¢ R"? quando
——n+1 n+1

c=1,M" (¢)=H""' cL""? quandoc=—1eM" " (c)=R"! sec=0.
No caso da definicio de uma hipersuperficie M" em R"*!, definimos de forma analoga

uma hipersuperficie M"(c) de M"*!(c) quando ¢ = +1.

Definicdo 1 Seja M um subconjunto nio vazio de ]\_/["+1(c), n > 2, ¢ = +1. Dizemos

( . . . —nt1 . .
que M é uma hipersuperficie de M (¢), se para cada p € M, existem uma vizinhanga

ver'! (c) de p, um aberto U C R" e um homeomorfismo diferencidvel X : U — VM,
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Figura 1.1: Hiperboldide de duas folhas, u, > > O.

H L2

Figura 1.2: Esfera Euclidiana.

tal que a diferencial dX, : R" — R™+2 ¢ injetora para todo g € U. A aplicacdo X é chamada
de uma parametrizacdo de p € M. Em termos de suas componentes, a parametriza¢ao
X pode ser escrita por X (u) = (x1(u),x2(ut),. .., Xn12(t)), u = (uy,...,uy) € U. Dessa
forma, X é diferencidvel se, e somente se, x; for diferencidvel para todoi=1,...,n+2.
Além disso, a diferencial dX, € injetora se, e somente se, 0s vetores X7,~(q), 1<i<n,sao

linearmente independentes.

Definicao 2 Um vetor tangente a M em um ponto p € M é um vetor tangente a uma curva
parametrizada diferencidvel o : (—¢,€) C R — M com o(0) = p. O conjunto de todos os
vetores tangentes a M em p, denotado por T,M, € chamado de hiperplano tangente a
M em p. Se X € uma parametrizagdo de M em p, entdo T,M coincide com o subespago

vetorial gerado por {X;(¢)}"_,, onde p = X(q).
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Definicao 3 Dizemos que M € orientdvel, se for possivel determinar um campo vetorial
diferenciavel unitdrio N normal a T,M, para cada p € M. Neste caso, dizemos que N € a
aplicacdo normal de Gauss de M e que tal campo determina uma orientacdo em M. Em
coordenadas locais .
Ni=Y WX 1<i<n,
j=1
onde X € uma parametrizacdo de M. A matriz W = (W;;) é chamada de matriz de

Weingarten de M.

Definicido 4 A primeira forma fundamental I de M é a restri¢io da métrica (-,-) de

! (c) aos hiperplanos tangentes 7,M. Logo, para cada p € M
I,(wi,w2) = (Wi, w2); wi,wp € T,M.

A segunda forma fundamental 11 e a terceira forma fundamental 111 de M sdo definidas
por
II,(wi,wp) = — <de(W1),W2> s wi,wp € T,M,

1I,(wi,w2) = (dNp(w1),dNy(w2) ) swi, w2 € TyM,

respectivamente, onde p € M e dN,, € a diferencial da normal de Gauss em p.

Observacao 2 Para cada p € M, dN, ¢ auto-adjunto com respeito a primeira forma
fundamental /. Consequentemente, a segunda /1 e a terceira /1] formas fundamentais sdo

formas bilineares simétricas sobre T,M, para todo p € M.

Definicao S As curvaturas principais ki, . .. ,k, de M num ponto p sdo os autovalores de
—dN,, . Dessa forma, definimos a curvatura média H e a curvatura de Gauss-Kronecker
K por
H=Y k= Liran,),
n n

onde tr e det denotam, respectivamente, o traco e o determinante.

Além disso, a r-ésima curvatura média H, de M, 1 < r < n é definida por

L kjikj, ... kj,

_ i<p<..<jJr

cr ’

r

H,

onde C}' € a combinatéria de n em r.
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Definicao 6 Dizemos que M é uma hipersuperficie de Dupin se cada curvatura principal
¢ constante ao longo da correspondente linha de curvatura i.e., se M é parametrizada por

linhas de curvatura, entdo k;; = 0, 1 <i < n, onde k; sdo as curvaturas principais de M.

Seja Y : U — M"(c) uma parametrizacdo local ortogonal de M"(c), isto &, L;; =
<K,-,Kj> 1 <i,j<nétalque L; #0e L;; =0 para i # j. Entdo, os simbolos de Ch-

ristoffel de L;; sdo dados por

1“;’;. =0, parai, j,mdistintos,
H Li:: L.
Fl]j: f];, paral‘OdO L7, (1_1)

J ii,j VAN
I = —ar barai * j.

De fato, pela expressao cldssica dos simbolos de Christoffel da conexao Riemanniana em

termos dos L;;, temos:

n
Y (Ljki+Liij—Lijx) L 1<, jm <n, (1-2)
k=1

onde (Lk'”) ¢ a matriz inversa de (L, ). Como Ly, = 0, se k # m, entdo L"™" = Lﬁ, dai,

1

Mm—=_
Y 2Lmm

(Ljm,i+ Lmi,j — Lijm) -

1.2 Congruéncia de esferas geodésicas em formas espaci-
ais

Definicido 7 [37] Uma congruéncia de esferas geodésicas em ! (¢) é uma familia a
n-parametros de esferas geodésicas em m! (¢), tal que o conjunto dos centros das es-
feras geodésicas € uma hipersuperficie M" de m! (¢) e o raio das esferas geodésicas é
dado por uma funcdo diferencidvel sobre M.

Um envelope de uma congruéncia de esferas geodésicas em 1\7"“(6) ¢ uma hipersu-
perficie M| de ! (¢), tal que cada ponto de M; é tangente a uma esfera geodésica da

congruéncia de esferas geodésicas.

Definicdo 8 Sejam M| e M; hipersuperficies de ! (c). Dizemos que M| e M, estdo
associadas por uma congruéncia de esferas geodésicas em 1\_4n+1(c), se existe um
difeomorfismo W : M| — M5, tal que os pontos correspondentes p e W(p) de M| e M>,
respectivamente, sdo tangentes a mesma esfera geodésica de uma congruéncia de esferas

geodésicas.
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Um caso especial da definic@o anterior acontece quando W leva linhas de curvatura de M,

em linhas de curvatura em M>.

.~ . . .. . —n+1 . .
Definicdo 9 Seja M; uma hipersuperficie orientdvel de M (¢). Uma hipersuperficie
—n+1 , . - . .
M, de M (c) é associada a M| por uma transformagdo de Ribaucour, se existem uma

funcao diferencidavel 4 : M| — R e um difeomorfismo W : M| — M», tais que

1. exp,(h(p)N1(p)) = expw(p) (h(p)N2(¥(p)), para todo p € My, onde exp € a aplica-
¢do exponencial de ! (c) e N1 e N, s@o os campos de vetores normais unitérios
de M| e M», respectivamente.

2. O subconjunto S = {exp,(h(p)Ni(p)); p € M1} é uma subvariedade de dimensdo

——n+1
ndeM " (c).

3. W leva linhas de curvatura de M; em linhas de curvatura de M>.

Dizemos ainda que M; e M, estdo localmente associados por uma transformacgao
de Ribaucour, se Yp € M, existe uma vizinhanca de p em M, associada por uma

transformacdo de Ribaucour a um aberto de M>.

Observacao 3 Seja M uma hipersuperficie de ! (c) e N seu campo normal unitario
ao longo de 1\_/In+1(c). Se ¢ = +1, entdo (N(p),p) =0, Vp € M.

De fato, seja X : U C R — M"H(c) uma parametrizacdo local ortogonal de p €
M"+l(c). Logo, (X(u),X(u)) = £1, Yu € U, portanto, (X;(u),X(u)) =0,Vue U, 1 <
i<n+1.Se p € M, entio, existe u € U, tal que N(p) = X;(u) e X(u) = p para algum
1<i<n+l1.

Considerando M" "' (¢) como R, §™+1 ¢ R™*2 ou H"! "2, a condigdo (1) da

Definicdo 9 pode ser escrita como

p+h(p)Ni(p) ="¥(p) +h(p)N2(¥(p)), V p € My, (1-3)

onde

h(p) = { tan(9(p)), o : My — (0,%), sec=1, (1-4)

tanh(0(p)), 0 : M) - R, sec=—1.

De fato, um ponto de S"! o qual pertence i geodésica que passa pelo p € S"*! na direcdo

Ni(p), pode ser parametrizado como

cos(9(p))p +sen(9(p))N1(p), ¢ : 8" — (0,m).

Dado que p € M e ¥(p) € M, sdo tangentes & mesma esfera geodésica em S"*1 entdo
o(p) € (0,3).
Analogamente, um ponto de H"*! o qual pertence 2 geodésica que passa pelo ponto

p € H"! na direcdio N, (p), pode ser parametrizado como



1.2 Congruéncia de esferas geodésicas em formas espaciais 20

cosh(0(p))p +senh(9(p))Ni(p), ¢ : H'' — R.

Portanto,

-1 . [ee] =
ol :{ tan (h(p)), h: My — (0,00), se c =1, 05

tanh= ' (h(p)), h: My — (—1,1), sec = —1.

Definimos agora (localmente) o sistema de coordenadas (n+1)-dimensional de
Sl ¢ R"2 ¢ H™! C L"*? de forma aniloga ao sistema de coordenadas esférico
no espac¢o Euclidiano e ao espaco hiperbdlico no espago de Minkowski, respectivamente.
Ver [1].

No caso de S"!, as coordenadas consistem de (n + 1) angulos coordenados

¢17¢27~-'7¢n+1’ onde (1)],(])2,...,(1),1 < (O,TC) e (I)n-H < (—n,n).
Se u;, 1 <i<n+2sio as coordenadas cartesianas de S™t! em R"*2, entdo

([ uy = cos(dy),
up = sen(dy)cos(¢z),
s = sen(§1)sen(92)cos(93), (1-6)
U1 = sen(0y)sen(02)...sen(d,)cos(dpi1),

| Uni2 = sen(01)sen(02)...sen(0,)sen(dny1).

Se Opp1 =0, entdo S* C ™!, As coordenadas cartesianas de S” em R"*? vem dadas por

up = cos(9y),
up = sen(d1)cos(z),
uz = sen(91)sen(¢2)cos(93),

: (1-7)
up = sen(p)sen(9y) . ..cos(dp),
tnt1 = sen(91)sen(92) ... sen(n),
L Up+2 = 0.
Para H"*!, as coordenadas consistem de (n+ 1) angulos coordenados ¢1,02,...,0n¢ 1,

onde ¢1,d2,...,0,,0,+1 € R.
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Se u;, 1 <i<n+2sio as coordenadas cartesianas de H"*t! em IL"*2, entdo

.

up = senh(9y),

up = cosh(y)senh(0,),

5 = cosh{0)cosh(d)sen(8), .
Ups1 = cosh(dy)cosh(02) . ..cosh(y,)senh(dyy1),

[ Uni2 = cosh(d1)cosh(02) ...cosh(Qn)cosh(Qny1)-

Se ¢,+1 =0, entdo H" C H". As coordenadas cartesianas de H" em L"2 vem dadas
por
( u; = senh(9y),
up = cosh(y)senh(0,),
uz = cosh(01)cosh(¢2)senh(93),
: (1-9)
uy, = cosh(¢y)cosh(dz) . ..senh(d,),
upy1 =0,

Upt2 = cosh(dy)cosh(92) . ..cosh(dy).

\

De agora em diante, consideraremos M"(c¢) como a hipersuperficie de ! (¢), tal que
M"(c) = H" quando ¢ = —1, M"(c) = R" quando ¢ = 0 ou M"(c) =S", se ¢ = 1, com
campo normal unitdrio dado por N(p) = e, V p € M"(c), onde e, é definido por

(0,0,...,0,1,0) € L"*2 sec = —1,
ec=14 (0,0,...,0,1) € R"™! sec=0, (1-10)
(0,0,...,0,1) e R"?2, sec=1.

1.3 Projecoes estereograficas

Denotaremos por C o corpo dos nimeros complexos. Além disso, identificamos

C com R? pelo isomorfismo
Gpa(2) = (x,y) ER? z=x+iyeC. (1-11)

Consideremos uma fun¢do f: U C C — C, onde U é um subconjunto aberto do plano
complexo C. Denotaremos por Re(f) e Im(f), a parte real e imaginaria de f, respecti-
vamente. Dizemos que f é R-diferencidvel em zo = xo + iyo € U, se Re(f) e Im(f) sdo

diferencidveis em (xp, yo).
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Figura 1.3: Hipersuperficie H" C H"!.

H" c IH]JH 1
co= (0,0, .,0.1.0) c R

Figura 1.4: Hipersuperficie R" C R"+!,

co= (0,0, ., Neor!

R" ¢ R

!

Figura 1.5: Hipersuperficie S" C S"1,

co= (0.0, 1) C R

s gt
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Por outro lado, f € dita holomorfa em zo € U se existe o limite

O nimero complexo f’(zo) é chamado de derivada de f em zg. Se f for holomorfa em

todos os pontos de U, dizemos que f € uma funcdo holomorfa.

Teorema 1 [27] Dada a funcdo f: U — C, onde U é um subconjunto aberto de C, as

seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

1. fé holomorfa em zy € U.
2. f é R-diferencidvel em zo € U e Re(f) e Im(f) satisfazem as equagdes de Cauchy-
Riemann

Re(f)1=1Im(f)2 e Re(f)2=—Im(f), (1-12)

em Z.

Observacao 4 Segue do teorema acima que a derivada de uma fun¢ao holomorfa f : U —
Cédadapor f' = f1 =—if.

A identificagio de C com R? induz de maneira natural a nogdo de produto interno de
funcdes holomorfas. Com efeito, dadas as fun¢des holomorfas f,g: U C C — C o produto

interno (f,g) é uma funcéo real definida em U e dada por

(f8) = Re(f)Re(g) +Im(f)Im(g).
Observemos que Re(f) = (1, f) e Im(f) = (i, f).

Definicao 10 Uma superficie de Riemann M é uma variedade analitica unidimensional,
isto €, uma variedade diferencidvel conexa M, de dimensdo 2, juntamente com uma
familia de parametrizag¢des X, : Uy, — M, onde U, € um aberto de C, tais que as aplicagdes
XyloXpe XB_] o Xq sdo holomorfas, desde que Xo(Ua) N Xp(Up) # 0. {(Ua,Xa)} €

chamada de estrutura analitica em M.

Consideremos a esfera S"*! ¢ R"2, dizemos que e,i2 = (0,0,...,0,1) ¢ —e,12 =
(0,0,...,0,—1) sdo o polo norte ¢ o polo sul de S"*!, respectivamente.

As projecdes estereogrdficas esféricas P_ : S"' — {—e, 0} — R*1 e P, : S —
{ens2} — R sdo difeomorfismos definidos por

q— <q7 en+2> €n+2 q— <617 en+2> €ni2 n+1
P (q) = P.(q) = gest! (1-13)
@ = e " T e ¢
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Figura 1.6: Pojecdo estereogrdfica esférica.

o Cpopp)—-1)
1(’,)7 DAY .I
1+ (p.p)

2p. 1= (p.p))
I —
P_'(p) R"

1+ {(p.p

Além disso, as respectivas aplicagdes inversas Ple P;l sdo dadas por

- _ (2]7,1_<P,P>) — _ (2p,(p,p>—1) n
P=lp) = L+ (p,p) PP = 1+ (p,p) pERT (-9

A esfera S* munida da estrutura dada pelas inversas das projecdes estereograficas
(1-14) é uma superficie analitica. De fato, P~'(C) N P! (C) = S? — {—e3,e3} e as
aplicacdes P* o P leP o P;l dadas por

Z

72 z€ C—{0},

PToP l(z) =P oP ' (z) =
sdo holomorfas.
Um modelo conforme para a esfera S? é dada pelo conjunto C., = C U {co}, onde o ¢ C,

munida da estrutura analitica dada pelas parametrizacdes

oo, sez =0,
X1(z)=2,z€C e X3(z) = 1-15
12) 2(2) { %,sezEC—{O}. ( )
De fato, a aplicagdo Gg : Coo — S2, dada por
p! o
ng(z):{ + (@), sez oo, (1-16)
e3, se 7= oo,

define um difeomorfismo conforme entre S? e C... Com a estrutura dada por (1-15), C é
chamada de esfera de Riemann.

O modelo que apresentaremos a seguir € conhecido, na geometria hiperbdlica, como o
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modelo de Klein. Ver [16]. Consideremos H"t! < L"*2 ¢ definimos

P : H'T! 5 R (1-17)

x — P(x),
onde P(x) é a interse¢d@o do hiperplano
R’H’l = {(u] y U2y ooy Un+1 7ui’t+2) C Rn+2;un+2 = 0}

com a reta que passa pelos pontos x e (0,0,...,0,—1) € R"2. P ¢ chamada de projecédo

estereogrdfica hiperbolica.

Proposicio 1 Seja P: H'"! — R**! definida por

X X2 Xn41 nt1
P(x) = , yeens , X = (X1,X2,...,X e H". 1-18

( ) <1 +xn+2 1+xn+2 1+xn+2) ( b2 l’l+2) ( )
P é um difeomorfismo de H"™™! sobre B (1) = {u € R"™; |u| < 1} . Consequentemente,
P~ B (1) — H""! definida por

P u) (2u, 14 (u,u)), u € B (1), (1-19)

11— (u,u)
é uma parametrizacdo para H™' c "2,

Como P é um difeomorfismo, a métrica em H" ! induz uma métrica em B"*!(1) de modo
que P : H**! — B"1(1) seja uma isometria. Um modelo conhecido acontece quando
n = 1, neste caso, B>(1) com a métrica induzida por P é chamada de disco de Poincare.

Dessa forma, uma parametrizacio para H? é a aplicacio P~! : B*(1) — H? dada por

1

P_l(ul,uz) =
1— (u%+u%)

(2u1,2uz,1 +u%+u%) , (u1,up) € BX(1). (1-20)

Identificaremos B%(1) com o conjunto {z € C;

z| < 1}. Assim, definimos

G (z) =P (2) (22,14 (z,2)), z€ B¥(1). (1-21)

N 1— <Z7Z>

As projecdes estereograficas (esférica e hiperbdlica) é, portanto, uma maneira de se definir

para o plano complexo C uma métrica ndo Euclidiana.
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Figura 1.7: Projecdo estereogrdfica hiperbdlica.

Ep. 1+ (pip))
P I
2 ) - p)

Disco de Poineare

R

1.4 Hipersuperficies de rotacao em formas espaciais

Definamos as hipersuperficies de rotagdo de ! (¢). Comegaremos com o caso
c=—1. Ver [19].
Uma transformacio ortogonal de L2 é uma aplicacdo linear que preserva a pseudo-
métrica em "2, As transformacdes ortogonais induz, por restri¢io, todas as isometrias
de H"*!. Denotamos por P¥ ao subespaco k-dimensional de "2 que passa pela origem e
por O(P?) ao conjunto de transformacdes ortogonais de "2 com determinante positivo
que deixa P? fixo. Denotaremos o subespaco gerado pelos vetores vi,va,...,Vx por
[Vi,v2,...,v|. Dizemos que Pk é Lorentziano se a restri¢cdo da pseudo-métrica de L+2
a P é uma métrica Lorentziana, P é Riemanniano se a restricdo da pseudo-métrica de
L"*2 a P¥ ¢ uma métrica Riemanniana e P¥ é degenerado se a restri¢iio da pseudo-métrica

de "2 a PK é uma forma quadratica degenerada.

Definicdo 11 Escolha P? e P? O P2, tal que P> NH"*! # 0. Seja C uma curva regular em
P> NH" = H? que nio intercepta P>. A 6rbita de C sob a aciio de O(P?) é chamada
hipersuperficie de rotacdo M"(—1) C H""! gerada por C em torno de P2. Se o € O(P?),
a curva o(C) é um meridiano de M"(—1) e a 6rbita de um ponto de C sob O(P?) é um
paralelo de M"(—1). Além disso, se P> é Lorentziano entio a rotacéo de tipo esférico,
se P? é Riemanniano entio a rotacdo de tipo hiperbélica e se P> é degenerado entdo a

rotagdo de tipo parabélico.

Trocando H" por S" e L"+2 por R"*? na definicdo acima obtém-se a definicio

para hipersuperficies de rotagio em S"+1.

Observaciio 5 Uma hipersuperficie de rotagio M" C R"*! gerada por uma curva C em

torno de um eixo / que ndo intercepta C, é obtida tomando-se a oOrbita de C sob as
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isometrias de R"*! que deixam [ fixado. Nos espacos S"*! e H"*!, o equivalente a
eixo de rotacdo, sdo os grandes circulos e as hipérboles, respectivamente, que sdo obtidos
através da intersecdo de planos que passam pela origem. As isometrias de §**! C R**2 ¢
H"*! ¢ ."*2, sdo as isometrias do respectivo espaco ambiente que deixam S"*! e H"*!
invariantes, entdo, para que tais isometrias deixem fixados grandes circulos e hipérboles,

assim, devemos considerar isometrias do espago ambiente que mantenha um plano fixado.



CAPITULO 2

Desenvolvimento

Neste capitulo, caracterizaremos as hipersuperficies de ! (¢) que sdo envelo-
pes de uma congruéncia de esferas em M (¢) na qual o outro envelope estd contido em
M"(c) C ! (¢). Mostraremos ainda que esta caracterizacdo permite obter localmente
uma parametrizacao por uma transformacgao de Ribaucour das hipersuperficies contidas
em M (¢) e construiremos hipersuperficies de Dupin parametrizadas por linhas de cur-

. —n+1 ~ .
vatura associadas a M ' (c) por uma transformacdo de Ribaucour.

2.1 Hipersuperficies de A_lnH(c) associadas a M"(c) por

uma congruéncia de esferas geodésicas

A proposicdo seguinte estabelece condi¢cdes suficientes para que uma hipersu-
perficie ¥ de ! (c) esteja localmente associada a M"(c) C ! (¢) por meio de uma
congruéncia de esferas geodésicas em Mnﬂ(c). Este resultado generaliza o Lema 2.1,
obtido em [28].

Proposicao 2 Sejam ¥ uma hipersuperficie orientdvel de m! (¢) e N o campo normal
unitdrio de = em M (¢), tal que N(p) # ec, ¥ p € ¥, onde e, é a aplicacdo definida por
(1-10). Entdo,

v+h(p)dN,(v) #0,VpeXeveTEcomv#0, (2-1)

se, e somente se, ¥ e M"(c) estdo localmente associadas por uma congruéncia de esferas
;. Sh+1 . ~ . .. .
geodésicas em M (c), onde h : £ — R é a funcdo diferencidvel definida por

1— <N(p)7eC>
Demonstracdo: Sejam £ a funcao diferencidvel definida por (2-2) e W a aplicacdo diferen-

cidvel definida por
¥(p) =p+h(p)IN(p)—ec, peX. (2-3)
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Entdo, ¥ é um difeomorfismo local, tal que p + h(p)N(p) = ¥(p) + h(p)ec, p € L e
Y(X) C M"(c). De fato, pela defini¢ao de ¥, temos que

d¥p(v) =v+dhy(v) [N(p) —ec] +h(p)dNy(v), p €E, v € T,X. (2-4)

Dai,
(d,(v).N(p)) = dhy()[1 — (N(p).ec)] p €E. v ET,E.

logo

) LB N D)
1—(N(p),ec)

Se existem p € L e v e T,X, v # 0, tais que d¥,(v) = 0, segue de (2-4) e (2-5) que

v+h(p)dN,(v) =0, o qual é uma contradi¢do com (2-1).

Por outro lado, de (2-2) e (2-3) obtemos

 pEL, vET,L. (2-5)

(P(p).ec) = (p+h(p)[N(p)—ec.ec) (2-6)
= (p.ec) —h(p)[1—(N(p),ec)]
= (p,ec)—(p,ec)
= 0,Vpel.

Se ¢ =0, entdo W(X) C R". Se ¢ = %1, pela Observagio 3, temos que (N(p),p) =0, Vp €

Y., entdo

(¥(p),¥(p)) = (p+h(p)[N(p)—ec],p+h(p)N(p)—ec)
= (p.p)+2h(p){p,N(p)—ec) +h(p)* (N(p) —ec,N(p) —ec)
= +1-2h(p) (p,ec) +2h(p)* (1 — (N(p),ec))
= +1-2h(p)(p,ec) +2h(p) (p,ec)
= £1,VpeX

_|_
+

Seja XO {p+h(p)N(p);p X} C 1\7"“(0), mostraremos que X é uma subvariedade
de M ( ). Para isso, sejam p € L e v € T,X, v # 0, entdo, por hipétese, temos que
v+h(p)dN,(v) # 0, dai,

(dX)(v),dX)(v)) = (v+h(p)dNy(v)+dhy(v)N(p),v+h(p)dNy(v) +dh,(v)N(p))
= [v+h(p)dN,(V)|* +|dh,(v)| >0, Vp € X, vE TR e v #0,

logo X° é uma subvariedade de ! (¢). Concluimos que X e M"(c) estdo localmente

. N , - —n+1
associadas por uma congruéncia de esferas geodésicasem M~ (c).
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Consequentemente, de (2-4) e (2-6) obtemos

0 = <d‘I’p(v),ec> (2-7)
= <v—|—dh V) [N(p) - ec] +h(p)dNP(V)7eC>
= (v+h(p)dNy(v),ec) +dhp(v)({N(p),ec) = 1), p €L, v € THX.

Consideremos a subvariedade X° = {p+h(p)N(p); p € L} de ! (¢), daf
Xm(,)(v) =v+h(p)dN,(v)+dh,(v)N(p), p€X, v € THX.

Assumamos que v+ h(p)dN,(v) = 0 num ponto p € E e v € T,X, v # 0. Segue de (2-
7) que dh,(v)({N(p),e.) — 1) =0, dai, dh,(v) =0, de outra forma (N(p),e.) = 1, logo
N(p) = e. 0 qual é uma contradi¢o. Portanto, temos que dh,(v) =0e a’XI(,) (v) =0, 0qual
é uma contradi¢io com o fato de que X° é uma subvariedade n-dimensional de ! ().
Assim, v+ h(p)dN,(v) #0,Vp e L, ve T,X, v#0.

Observacao 6 Pela defini¢do de 4 em (2-2), segue-se

(v £ BNy ) )
1— <N(p)7ec>

De fato, dados p € X e v € T,X, obtemos

dh,(v) =  pEL, vETL. (2-8)

(vec) [1 = (N(p),ec)] +(dNp(v),ec) (p,ec)
[1—(N(p),e >]

(vec) h(p) (dNp(v),ec)
1_<N(p)7ec> 1_<N(p)7ec>
<v+h(p)de(v),eC>

1—(N(p),ec)

dhp(v) =
p
{

,peEX, veT,X.

Sejam X uma hipersuperficie orientdvel de M (¢) e N o campo normal unitario de £ em
MFH—I
por uma congruéncia de esferas geodésica sempre que v+ h(p)dN,(v) #0, VpeXe
veT,X, v#0,onde h: X — R € afuncgdo diferencidvel definida por (2-2).

(¢), tal que N(p) # e, ¥V p € E. Observe que X estd localmente associada a M"(c)

O seguinte coroldrio garante que £ e M"(c) estdo localmente associadas por uma

transformacao de Ribaucour.

Corolario 1 Sejam ¥ uma hipersuperficie orientdvel de ]\_/I"+l(c), N o campo normal
unitario de ¥ em ]\_4n+1(c), tal que N(p) # ec, ¥ p € X, onde e, é a aplicacdo definida

por (1-10) e {e;}!_, campos de vetores locais ortonormais de dire¢des principais de
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Y em p. Além disso, sejam h e Y definidas por (2-2) e (2-3), respectivamente. Entdo,
1+h(p)A#£0,Vp € X, 1 <i<n, onde\ sdo as curvaturas principais de ¥ em ! (c)
se, e somente se, ¥ e M"(c) estdo localmente associadas por uma transformacdo de

Ribaucour em M""" (¢).

Demonstragdo: Mostremos que v+ h(p)dN,(v) #0,Vpe X, ve T,Z com v #0 e
(d¥y(ei),d¥Yple;)) =0,VpeX, 1<i#j<n.

Sejav € T,X ,v # 0, entdo, existem v; € R, 1 <i<n, taisquev =Y, vie;, onde v; #0
paraalgum 1 <i<n.

Suponha que v+ h(p)dN,(v) =0, assim,

I
1=
=
2
_l.
=
=
U
=Z
1=
=
D
~_—

~
—_
~.
—

I
1=
=

3
_I_
N
=
1=
3

QL
=z
5

N
Il

—

~

=1
n .
viei+h(p) Z vike;

I
1=

N
I
—_
I
—_

(1+h(p)X)vie;,

I

~
—_

n

dai, como {¢;};_; ¢ um conjunto linearmente independente, obtemos

(14+h(p)A)v;=0,1<i<n.

Porém, por hipétese, existe pelo menos um v; # 0, entdo 1+ h(p)A' = 0 para algum
1 <i < n,isto é uma contradi¢do. Dai, concluimos que v+ i(p)dN,(v) #0, Vp e X, v €
T,X, v # 0. Pela Proposicdo 2, temos que X e M"(c) estdo associadas por uma congruéncia
de esferas geodésicas.

Por outro lado, observe que por (2-4) e (2-8), temos que
d¥p(ei) = (1+h(p)\)ei+dhy(ei) [N(p)—e], pe X, 1 <i<n, (2-9)

(1+h(p)A) (ei, ec)

() = N ee)

,peX, 1<i<n. (2-10)

Dai,

(e d¥yle))) = (L+h(pIM)(1+h(pYV)S; — (1+h(p)Ai)dhy(e;) (erec) —
(1+h(p)M)dhy(ei) (e, ec) + 2dhy(en)dhy(e)) (1 — (N (p), ec)).
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Substituindo (2-10) na equagdo anterior, obtemos que (d¥p(e;),d¥,(e;)) = 0 para

1 <i# j<n.Logo, {d¥(e;)};_, é uma base ortogonal de dire¢des principais de M"(c)

em M (¢). Portanto, ¥ e M"(c) estdo localmente associadas por uma transformagao de
. 71+1

Ribaucourem M~ " (c¢).

Exemplo1 SejaX : (—%,%) x (—§,%) cR* > S' xS! ¢ S?, dada por

X(up,up) = L (cos(uy),sen(uy),cos(uz),sen(uz)). (2-11)

V2

O vetor normal unitario de X (u1,u2) em S3, é dado por

N(uj,up) = L (—cos(uy),—sen(uy),cos(uz),sen(uy)) . (2-12)

V2

Uma base ortonormal local de dire¢Ges principais para o espago tangente de X (u,us) em

S3, é dada pelo conjunto
{X1(u1,u2) = (—sen(uy),cos(u1),0,0),X2(ur,uz) = (0,0, —sen(uz),cos(uz))} .
SejaY : (—5,%) x (-%,%) CR* = S* C'S?, a parametrizago local da esfera dada por

1 cos(uy) (\/E— 2sen(u2)> ,sen(uy) <\/§— 2sen(u2)> ,

Y(ui,up) = m V2cos(uz),0

O vetor normal unitario de Y (uj,u3) em S°, ¢é dado por e; = (0,0,0,1). Uma
base ortogonal para o espaco tangente de Y(uj,u;) em S3, é dada pelo conjunto
{Y1(ur,u2),Y2(ur,u2)}, onde

V2 —2sen(uy)

Yi(up,up) = m (—sen(uy),cos(uy),0,0),
B 2 —cos(up)cos(uy), —cos(up)sen(uy ),
Yo (up,uz) = (2~ /2sen(u) 2 < 1 — V2sen(u).0 )

Dai, substituindo (2-11) e (2-12) em (2-2), obtemos

sen(uy)

h(ui,uy) = m.

Observe que X (uy,uz) + h(uy,uz)N(uy,uz) = Y (uy,up) + h(uy,uz)eq, portanto, S' x S!
esta associado localmente por uma transformacio de Ribaucour a S?, sempre que 14/ #
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0, se, e somente se, uy # %.

O seguinte teorema estende o teorema 2.3 obtido em [28] para formas espaciais.

Teorema 2 Sejam X uma hipersuperficie orientdvel de M’H—l(c), N o campo normal
unitdrio de ¥ em ]\7"“(0), tal que N(p) # ec, ¥V p € X, onde e, é a aplicacdo definida
por (1-10) e X : U — X uma parametrizagdo local de ¥ em p. Suponha que vale (2-1).

Entdo, existe uma parametrizagdo local Y : U — M"(c), tal que
X(u)=Y(u)+h(u)lec—N(u)],ucU. (2-13)

Além disso, se Y é uma parametrizacdo local ortogonal de M"(c), entdo

2h (& b
X:Y—?<Z? ,,-—ec+chy>7 (2-14)

i=1"u
N=2 fh”'y‘ +chY | + (2-15)

-3 izlLii i —€cTC €c,
onde
n hz‘

S:ZL—{f+ch2+17A0. (2-16)

=1

A L Il e Il forma fundamental de ¥. em ! (¢), sdo dadas por

2h 4h* &
1:(X;,X;) = Lij— ?(VjiLii‘i‘Viijj) + Y VaViLk, (2-17)
k=1
4h & 2
1I:(—N;X;) = ﬁl;lv,-kvjkka— SViiLii (2-18)
4 N
111 . <N7,‘,N7j> = @ Z VikVikLik, (2-19)
k=1
respectivamente, onde
1 o -
Vij=7— | hij— L Tijha | +chdij, 1<ij<n, (2-20)
JJ =1

sendo Ffj os simbolos de Christoffel da métrica L;; = <Y,,Y]> 1<, j<n
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A matriz de Weingarten W = (W;;), € dada por
W =2V(SI, —2hV) "L, (2-21)

onde I, é a matriz identidade e V = (V;).

A condi¢do de regularidade é dada por

det(SI, —2hV) # 0. (2-22)

Reciprocamente, dada uma parametrizagdo local ortogonal Y : U — M"(c) C ]\_/In+1(c),

onde U é um aberto conexo de R" e uma fungdo diferencidvel h: U — R, entdo (2-14)
define uma hipersuperficie em M (¢) com aplicagdo normal de Gauss dada por (2-15).
Além disso, (2-16)-(2-21) sdo satisfeitas.

Demonstragio: Sejam Y : U — M"(c) uma parametrizagdo local ortogonal de M"(c), tal

uc vale - € 0 campo normal unitario de cm M" C), dado por
que vale (2-13) e N p I unitério de £ em M""' (¢), dado p

n
N =Y bY;i+buirec+bpiaY, sec==+l1 (2-23)
i=1
€
n
N =Y bY;i+butiec, sec=0, (2-24)
i=1
tal que
n
(N,N) =Y biLi+0by,  +cbp,,=1. (2-25)
i=1
De (2-13), obtemos
XJ' ZY:i+h7i(€C—N)—hN7i, 1<i<n. (2-26)

Usando (2-23), (2-24) e (2-26), temos que
0 = (N,X;)=biLi+hi(byr1—1),1<i<n,
que implica

b=t <<, (2-27)
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Por outro lado, se ¢ = £1, usando (2-13), (2-23) e o fato que (X,N) = 0, obtemos
0 = (X,Ny=(+h(e.—N),N)=(Y,N)+h({e.,N)—1),
logo,
bpya = ch(1—bpsp). (2-28)

Substituindo (2-27), (2-28) em (2-25), obtemos

] (E)Z(l —bu1) Li
= Li n+ i

+ D2 ek (1 —bpy1)? = 1.

Dai,
2
h%

Y St —1) =2 Y Z+ch? | by + | Y E k1) by, =0,
=L =1 Lii i= Lii

Substituindo (2-16) na equagao anterior, obtemos
(S—2) —2(S—1)byi1 +Sb2,, =0. (2-29)

As solugdes da equacao (2-29) com respeito a b, 1, sdo dadas por

2
bn+1 =1 OI/tbn+1 =1 —g

Se b,4+1 =1, entdo, N = e, 0 qual € uma contradicao, logo

2
bpr1=1-— 3 (2-30)

Assim, substituindo (2-27), (2-28) e (2-30) em (2-23) e (2-24), obtemos

2 (& hy
N = S (;L—;Ki—ec+chY> +e,.

Substituindo N, dado pela equagdo acima em (2-13), obtemos

2h (& by
X=Y—-— —Y,—e.+chY |.
S (i:ZiLii e )
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Por outro lado, de (2-16), obtemos

2h jh jiLjj — Ljjih’

_ J .
S; = X ) +2chh,
= — h--—M>h-+2chh-+ b —Y L hn |
j—Zlej< S ) ! E{Liiij o Ef LaLj; "
J#i J#i
- 2 Ljjih,j - Liij
= Zf(hdj_ el R M i
j=1"=JJ JJ] j=1 ~iil-jj
J# J#i
n
Lijj 2 Lij ih,
S opih i+ — ( hy— =) b4 2chhy;
;Liil‘jj ! 7J+Lii 2Ly Bl
JFI
2 Li; ih, Lij;
— . i i i h .
Lu ( " 2Lu 1221 2Lll ’ ! *
I#i
. h . ]J7l 7] _ ”7.] 5L h . 2 hh .

BN

/’l’i,‘ — F;ih,i — Z nghJ hj,‘ + Z L_ (h,ji — Z Ffth ) hJ‘ + 2Chh7i,
=1 Jj=1"-JJ =1

I
SN
Y

I# J#
n 1 n
= 2 Z L. h.ji— erth +ch5ij hj,1<i<n.
J=1 L7 I=1
Logo, substituindo (2-20) na equagdo anterior, obtemos
n
Si=2) Vijhj 1<i<n. (2-31)
j=1
Observemos que
n —
Yij= Y T Y+ burrec+buaY, sec==+1, 1<ij<n (2-32)
k=1
e
n —
Yij= Y TiYi+Dbuiec, sec=0, 1<ij<n. (2-33)

k=1
Se ¢ =+1, entdo (¥,Y;) =0, 1 < j <n, dai, (Y;,Y;)+(Y,Y;i) =0, portanto, b, =
—cL;;. Por outra parte, como <Kj,ec> =0, 1 <j<n,entdo, <Kj,-,ec> =0, dai, b1 =0.
Substituindo by, 1 =0 € b, 2 = —cL;j em (2-32) e (2-33), obtemos
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n
Yij=Y TiYy—cLjY, 1<ij<n. (2-34)
k=1
Assim,
- N -y
YooYi= Lo [Z ne CLJIY] ’
j=1%i j=1%JJ k=1
_ J J k JH
= YT+ Y Y DiYe—c ), ==Y,
k]
- Iy J
:Z’FJJFZ Y+Z’Z
=1 o g fii i%}
n
/=1 J#l /#l
Usando as relagdes em (1-1) na equagdo anterior, obtemos
Z": ﬁyﬁ _ Z": h,Ljji - Z”: hiLij ., i+ Z h.jLii, hibijy _epy,
j:lldj ’ j=1 213] CoE 2Lyl = 12L”LL/’
A J#i
logo,
< hJ < h le n,]
LY=)o+ Z T (hYimhiY ) —chiY. (2-35)
j=1"5J j=1 213 ij # it
JFi
Definimos
"’ h S
C=Y+he e D:ZL—Ki+chY+ 5—1 ec. (2-36)
=1
Dai,

C,i = Y,i—i—h,ie(); 1 S l S n;

(2-37)
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n [ (h L —Liih; h S
D; = Y || v+ 2Ly +chY 4 chY i+ e
=1 Ljj Lji 2
= Y| LR v 2Ly | chY A chY
j=1L Lj; L3 Ljj

agE

2h ih ;L —L;i; ih*
T ”2 il ’])ec-l-chh,iec;

=1 2Lj;
n [ (h. L. h hoh L--7-h2.

— Z It JJvzl »J Y7]—|— Y]l + JTHJL JJ lz »J ec +
= \Li Ly Ljj Ljj 2L5;
chC;+ch;Y.

Usando (2-35) na equacdo anterior, obtemos
4 Lijih hiLjj, h ih_ i ijihz'
D; = Z[( Ji 11,2 J)K/’WL ]é] Kj+(7] Ji . e | +
=t [\l L 2L3; Ljj 2L3;

n
chCi+chi¥ + ) —=— (h,Yi—hi¥;) —chyY,

= 2L;Ljj
J#i
2
i Ljj,ih,, h.jh.ji ij,ihj )
ZZ ' =Y i+ ———ec— e | +chC;+
7] 2 5J L. c 2 c )l
= ( 213, Lj 213,
n
—h;Y;),
Y i )
J#i
= Z Liithi) ¢ encit Y 0 (v —nyy )
- 7.] >l 71 7.]7
= 2L2 &~ 2L;Lj;

J#

J=1 i 2LJJ ! = 2LiLjj S !
J#i

i Lii jh jhi , = Lii jh jh .
A7 1  Cc A+ +  €Ec
= 2LiLj; = 2LiLjj
J#i J#i
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D, = y h.,._M>C.+ Zijh ooy S e e
A ij( MLy ) jzf 2LiLj; ,leLiiij ! '
J# J#i
h ji Lij ih ol ( ijihj)
= Ci— O Y — (hi— =) o+
Li " 2LgLy " ;’ij oL )
J#
ii, ] ,J. C,i— Z MCJ +chC;,

=1 2LiiLjj
J#i

j=1
J#i

= zn: L (h o ij,ih,j . Lii,jh,i) o
S \"aL; o 2Ly )Y
j#i

Lijihi | <~ Liijhj

hii— B2 €4 chC
Li \ " 2ny ;’ 2L ) e
J#i
no . ) 1 ) noo
= ) I (h,ji —T}hj— Fiﬂhi) Cj+ o | hir—Tidhi— Y Tlhj | Ci+chCy,
j=1"=JJ u J;l
J7L JFI

~.
~.

I

1=
[“| —
R

\‘k

1
1=

N
I
—_

1 n
Tfﬂkl) Cj+ (h,ﬁ -) Ff#hl) Ci+chCi,
u =1

\,T‘-
LS

| =

I
M=
(agE

Il
agE
—
P‘|,_

, (h,,—,- -

n
. (hJi— ZFZ[’LJ) +Ch8ij
=1

J

Ffjhvl> Cj+chC;,

.
I
_
<.
<
-
I
—_

C,.

.
|
R
<.

Logo, substituindo (2-20) na equagdo anterior, obtemos
n
D;=) VjCj 1<i<n.
j=1

Observemos que

(2-38)

(2-39)
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De (2-39), (2-31), (2-37) e (2-38), obtemos

hiS—hS,

)o-

n

CihN+ 2

2SD;—2S.:D

Como X ;+h;N+hN; =C;paral <i<n,entdo

CJ' — h’,‘N = X’,‘ + hN;,

2h

_Di7
S ’

2h iD
Ci———+ (22\/,,}1,,)
2hN 2k
Ci—h. N+< ) Z Cj,
i—1 j=1

2hD  2h &

- Z Vl]Ca]7

Z Vij(hjN—C;), 1 <i<n,

1 <i<n.

(2-40)

(2-41)

(2-42)

n
Substituindo (2-42) em (2 —41) e utilizando o fato que N; = Z WXk, 1 <i<n,

obtemos

k=1

n n n n
SY WaXyp—2h) Vi)Y WiXp=2) VyXg.

k=1 =1 k=1

Logo

n n
Y [SWik —2h Y VijWi
k=1

k=1

n
Xp=2) VX
k=1

n 2z ~ .
Como {XJ{} g € uma base, na equacdo anterior, obtemos

n
SWi—2h' Y VijWix = 2Vi.

J=1

Em notagio matricial, a equagdo anterior é escrita como (SI,, — 2hV )W = 2V, portanto,

W =2V (SI, —2hV) ™!

Por outro lado,
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(Cr,Cr)=Ly+high; e (Cx,Ny=hy, 1<kl<n,

assim,

ZhZV,k (heN —Cy),C, hN+2hZVﬂ (hiN— cl)>

(X, X)) = <C —h;N+
k=1 =1

2h ¢ 4h?

= Z ViiLit — Z VieLje+ —o3 Z VicViiLia,
k=1
 2h 2h 4h? &
= L S ijth - S Vl]Lj] 52 Z Vlkvjkkaa
2h 4h* & .
= Lij—~ (VjiLi +VijLjj) + @ Y VaVili, 1<i,j<n.
k=1

2h & 2 &
(X;,—N;) = <c,,- —h,;N + ? Z Vie (hyN — Cy) . Z Vi(C,y —hJN)> ,
= =1

4h
= __ZVJIL11+ @ Z VieViiLii,
k=1
2 4h

= Vbt ] Zv,kv]kka, I<ij<n

4 n
(Ni,Nj) = S—<Z (Cr—hyN) Zvﬂ c,—th)>
= I=1

oYV

= = VicViili,
$? = /
4 2

= S—Z lkV]kka, 1<i,j<n.

2.2 Hipersuperficies de Dupin parametrizadas por li-

nhas de Curvatura

Nesta secao obtemos alguns resultados como uma consequéncia imediata do
teorema 2. O resultado principal desta se¢ao, é caracterizar todas as superficies de Dupin

parametrizadas por linhas de curvatura, tais que satisfazem a equacgao (2-13).

Corolario2 SejaX :U CR"'" - XL C m! (¢) uma parametrizagdo de uma hipersuper-
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ficie dada por (2-14). Entdo, a sua curvatura de Gauss-Kronecker K, é dada por
n
K = —det(V), (2-43)
onde P = det(SI, —2hV).

Demonstra¢do: Como a matriz de Weingarten W associada a ¥, € dada por (2-21), entdo

K =det(W) = det(2V [SI, —2hV]| ') = 2"det(V )det ([SI, — 2hV] ).

Corolario 3 SejaX :U CR" - X C ! (¢) uma parametrizagdo de uma hipersuper-

ficie dada por (2-14). Entdo, as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

1. X estd parametrizada por linhas de curvatura,
2. Vij=0paral <i# j<n,
3. N;,= —k,iX,i, 1<i<n,
onde v
k=" 1< :
C2nV—ST T T

sdo as curvaturas principais de X.

(2-44)

Demonstracdo: Pela equacdo (2-21), se a matriz de Weingarten W € diagonal, entdo a ma-
triz V, também € diagonal. Portanto, V € diagonal se, e somente se, X estd parametrizada
por linhas de curvatura.

Se V;j =0 para 1 <i# j < n, entdo, pelas equagdes (2-41) e (2-42), obtemos
2
N;= S,Vii(X,i +hN,;),

isolando N; da equag@o anterior, obtemos que

N (Vi g
TS —2hY) "

Como V € uma matriz diagonal, V;; sdo os autovalores da matriz V. Pela equagdo (2-21)
temos

2V
! 1<i<n.

k= 1< <
S —2hV;;

Observacao 7 Pela equagdo (2-44) obtemos os autovalores 6; da matriz V, os quais sao

dados por
Ski

O ki — 1)’

1<i<n, (2-45)
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onde k; s@o os autovalores da matriz de Weingarten W.

Proposicao 3 Se h é uma solugcdo ndo nula do sistema de EDP’s linear, dado por
h,ij—cot((pi)hJ =0,1<i#j<n.

Entdo, a hipersuperficie ¥ de S"T! dada pela parametrizacdo (2-14), é parametrizada

por linhas de curvatura.

Demonstracdo: Seja Y : U C R" — §" a parametrizacio local ortogonal de S”, dada por
(1-7), entdo

y, = ( —sen(91),cos(91)cos(92),cos(0r)sen(d2)cos(03),..., )
’ cos(Q1)sen(02) - - - sen(Qp—1)cos(dy,),cos(d1)sen(¢z) - - - sen(d,—1)sen(dy,),0

Y,— ( 0, —sen(dy)sen(02), —sen(d1)cos(da2)cos(93),. .., )
’ sen(Q1)cos(02) - - - sen(Qp—1)cos(dy,),sen(d1)cos(¢z) - - - sen(d,—1)sen(dy),0

ys— (0, 0, —sen(¢y)sen(02)sen(93),...,sen(dy)sen(d2)cos(93)- - - sen(d,—1 )cos((j)n),)
sen(Q1)sen(02)cos(93) - - - sen(d,—1)sen(d,),0

I

v <0, 0,...,0,sen(d;)sen(dz) - - - sen(d,—2)cos(0,—1 )cos(¢n),>
n—1 sen(0p)sen(dz) - - - sen(0,—2)cos(0,—1)sen(0,),0

v _ (O, 0,...,0,—sen(d;)sen(dy) - -sen(({)n_z)sen((bn_l)sen((])n),)
" sen(Qy)sen(0z) - - - sen(¢,—2)sen(d,—1)cos(0,),0

E fécil verificar que a métrica L;; = (Y;;,Y,;), 1 <1, j < n, vem dada por
Lij=0,i#j,
Ly =1,

Ly, = sen2(¢1),

L33 = sen*(01)sen’(92),

Lii = sen*(¢1)sen* (o) - --sen®(¢;_1), 1 <i<n.
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Portanto, se 1 <i < j < n, os simbolos de Christoffel sdo dados por

: ;L j _ i _ Liji

Substituindo as equagdes anteriores em (2-20), obtemos

1
Vij = — (h7ij—COZ(¢i)h7j) ,1 < i?’é ] <n.
Ljj

Exemplo 2 SejaY : (0,7) x (0,21) C R?> — S? C S? uma parametrizacio local ortogonal
de S?, dada por

Y (uy,up) = (cos(uy),sen(uy)cos(uz),sen(uy)sen(uy),0). (2-46)

A base local ortogonal para o espago tangente associada a Y (u1,u»), é dada por

{Y,l (u1,u2) = (—sen(uy),cos(uy)cos(uz),cos(uy)sen(uz),0) ,}
Yo(ur,uz) = (0, —sen(uy)sen(uz),sen(uy)cos(uz),0) '

Observe que a métrica L;; = <Ki7Kj>7 1 <i,j <n,édada por

Lia(ut,uz) = Ly1 (u1,u2) =0,
Lyt(ur,u2) =1, (2-47)
Lo (up,up) = senz(ul).

Dati, os simbolos de Christoffel associados L;;, sio dados por

T} (ur,u) = T7 (u1,u2) =Ty (ur,u2) = T3, (ur,uz) =0,
I3, (ur,uz) = cot(uy), (2-48)
I, (ur,up) = —sen(uy)cos(uy).

Substituindo (2-47) e (2-48) em (2-20), obtemos

= hui+h, (2-49)

(u1,u2)

V]z(ul,uz) = CSCZ(Ml) [h712 — COl‘(M])]’lyz] s
( ) = h721—C0t(u1)h72,
(1, u2)

= csc®(uy) [hoa + sen(uy)cos(ur )h 1] + h.

Observacio 8 Em geral, as solugoes da EDP linear 4 15 — cot(u1)h 2 = 0, garantem em
S3, superficies parametrizadas por linhas de curvatura. Daf, i (uy,uz) = sen(uy) f(ua) +

g(uy1), onde f,g sdo funcdes reais.
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Proposicao 4 Se h é uma solugdo ndo nula do sistema de EDP’s linear dado por

Entdo, a hipersuperficie ¥ de H'"! dada pela parametrizacdo (2-14), é parametrizada

por linhas de curvatura.

Demonstracdo: Seja Y : U C R" — H" a parametrizacdo local ortogonal de H", dada por
(1-9), entao

y _( cosh(01),senh(01)senh(02),senh(dy)cosh(dy)senh(d3),. . ., )
e senh(¢y)cosh(d2) - - - cosh(d,—1)senh(dy),0, senh(0)cosh(¢z) - - - cosh(dp—1)cosh(dy)

yo— 0, cosh(dy)cosh(z),cosh(dy)senh(dy)senh(93),.. .,
2T (cosh(¢1)senh(¢2) -~ cosh(0p—1)senh(dy),0,cosh(0y)senh(dy) - - cosh((])n_l)cosh((bn))

Ve 0,0, cosh(01)cosh(¢2)cosh(03), ..., cosh(d1)cosh(dr)senh(d3) - - - cosh(d,—1)senh(d,),
o ( ,0,cosh(01)cosh(¢y)senh(3) - - - cosh(d,—1)cosh(dy) )

v 0,0,...,0,cosh(d1)cosh(§z) - - - cosh(Gn—2)senh(d,—_1)senh(dy),
n_l_( ,0,cosh(01)cosh(92) - - - cosh(Qn—2)senh(On—1)cosh(n) )

v — 0,0,...,0,cosh(d1)cosh(¢z) - - - cosh(0n—2)cosh(dp—1)cosh(dn),
e ( ,0,cosh(1)cosh(92) - - - cosh(Qn—2)cosh(0,—1)senh(y) )

A métrica Ljj = (Y;,Y;), 1 <i,j < n, é dada por
Lij=0,i# ],
Ly =1,

L22 = COS]’Z2 ((Dl ) N

L33 = cosh2(¢1)c0sh2(¢2),

Li; = cosh®(01)cosh*(¢2) - --cosh?*(¢;_1), 1 <i<n.
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Portanto, se 1 <i < j < n, os simbolos de Christoffel, sao dados por

h

) — 0 e FZJ] - sz = ﬂ - tanh(q)i).

. =1t =
T L, 2Ljj

Subistituindo as equagdes anteriores em (2-20), obtemos

1
Vij=1— (hij—tanh(9;)h ;) , 1 <i+# j<n.
jJ

Exemplo 3 SejaY : U C R?> — H? C H? uma parametrizacio local ortogonal de H?, dada
por
Y (ur,up) = (senh(uy),cosh(uy)senh(uz),0,cosh(ur)cosh(uz)) . (2-50)

A base local ortogonal para o espaco tangente associada a Y (ug,u; ), é dada por

{Kl(ul,ug) = (cosh(uy),senh(uy)senh(uz),0,senh(u;)cosh(uy)) ,}
Yo(ur,u2) = (0,cosh(uy)cosh(uz),0,cosh(uy )senh(uz)) '

Observemos que
Lia(ur,uz) = Lpi (uy,uz) =0,
Lll(ul,MZ) = 17 (2_51)
Lo (u1,up) = cosh®(uy).

Portanto, os simbolos de Christoffel associados a metrica L;;(u1,u2) = <Y i,Y j> (uy,uz),

sao dados por

Ty (ur,u2) = T, (w1, u2) = T (ur,u2) = Ty (w1, u2) =0,
F%z(ul,uz) = tanh(uy), (2-52)
T), (ur,u2) = —cosh(uy)senh(uy).

Substituindo (2-51) e (2-52) em (2-20), obtemos

Vit(ui,u2) = hii—h, (2-53)
Via(ur,ua) = sech®(uy)[h12 —tanh(uy)hy],

( ) = ho1—tanh(uy)hy,

(1, u2)

= sechz(m) [h22 + cosh(uy)senh(uy )h 1] — h.

Uy, uz

Voo (ur,uz

Observacio 9 As solugdes da EDP linear h 1o — tanh(u;)h > =,0 garantem superficies
de H?, parametrizadas por linhas de curvatura. Dai, h(u1,uz) = cosh(uy) f(u) + g(uy),

onde f, g sdo fungdes reais.

.~ . —n+1 . L . .
Proposicao 5 Seja X C M (¢) uma hipersuperficie como no teorema 2, parametrizada

. ~ ) . L . . ——n+1
por linhas de curvatura. Entdo, ¥ é uma hipersuperficie de Dupin em M (c) se, e
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somente se,
Vii=0,1<i<n.

Demonstra¢do: Suponha que ¥ é parametrizada por linhas de curvatura, entdo, pelo

coroldrio 3 obtemos que V;; =0, 1 <i# j<ne

2Vii 1<i<n

ki=—"—
C2nv-ST T T

. - o —n+1 .
onde k;, 1 <i < nsido as curvaturas principais de X em M (¢). Dati,

2Vii,i(2hVii — S) — (2h Vi + 2hVii i — S 1) (2Vii)

kii =

: (2hV;; —S)?
_ AWViViii = 28Viii — 4h Vi — AhViiViii+ 2ViS i
= (2hVi; — S)?
_ —28Vii— 4h,Vii + 2ViiS»"7 1<i<n.
(2hVi — S)?

Por (2-31)eofatoque V;; =0, 1 <i# j<n,entdo S; =2V;h;, 1 <i<n.
Substituindo na equagao anterior, obtemos

—285Vii <
QhVyi—S)2° =

kiﬂ': ZSI’L

Dai, k; ; = 0 se, e somente se, V;;; =0, 1 <i<n.

Corolario 4 Seja ¥. C S? uma superficie como no teorema 2, tal que Y : U — S* C S?
é a parametrizagcdo dada por (2-46). Se h(uy,uz) = sen(uy) f(uz) + g(u1), onde f,g sdo

fungoes reais definidas por
g(u1) = aysen(uy) +bycos(uy) +cy,

fup) = azsen(uz) + bacos(up) + c2,

ai,by,cy1,a2,by,cr sdo niimeros reais constantes. Entdo, ¥ é uma superficie de Dupin

parametrizada por linhas de curvatura em S>.

Demonstragdo: Pela observagdo 8, se h(uy,uz) = sen(uy) f(uz) + g(u1), entdo, ¥ é uma
superficie parametrizada por linhas de curvatura. Pela proposicao 5, X é uma superficies
de Dupin se, e somente se, Vi11 = V2 =0.

Pela equacdo (2-49), temos

Vit(ui,u2) = hii+h,
Voo (uy,up) = cscz(ul)[h,zz—f—sen(ul)cos(ul)h,l]+h.
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Portanto,

Vity = hin+hg,

= —cos(u1)f(u2) +g111(ur) +cos(ur) f(u2) + g1 (1),

= gu(ur)+g1(m),
Vaao = cscz(ul)[h7222+sen(u1)c0s(u1)h,12]—}—h,z,

= cscz( )[sen(ul)ﬁzzz(uz)+sen(u1)cos2(u1)ﬁ2(u2)]+sen(u1)ﬁ2(u2),
fo22(u2) + esc(ur)cos® (ur) f2(uz) + sen(ur) f2(u2),

[f222(u2) + f2(u2)].

ui
= csc(uy)
)

= csc(u

De forma andloga, obtemos um resultado semelhante em H.

Corolario 5 Seja ¥ C H3 uma superficie como no teorema 2, tal que Y : U — H? C H?
é a parametrizagdo dada por (2-50). Se h(uy,uz) = cosh(uy) f(u2) + g(u1), onde f,g sao

fungées reais definidas por
g(uy) = aysenh(uy) + bycosh(uy) + ¢y,

fuz) = azsenh(uz) + bycosh(uy) + 2,

ai,by,cy1,az2,by,cr sdo niimeros reais constantes. Entdo, ¥ é uma superficie de Dupin

parametrizada por linhas de curvatura em H?.

Demonstragdo: Pela observagdo 9, se h(uj,uz) = cosh(uy)f(uz) + g(u1), obtemos que
Y € uma superficie parametrizada por linhas de curvatura. Pela proposi¢ao 5, ¥ € uma

superficie de Dupin se, e somente se, V11,1 = V222 = 0. Pela equagdo (2-53), temos que

Vit(ui,u2) = hji—h,
Voo (uy,up) = sechz(ul)[hgz—l—cosh(m)senh(ul)hJ]—h.

Dai,

Vitg = hin—hy,
= senh(uy)f(uz2) + g 111(u1) — senh(uy) f(u2) — g1 (u1),
= gui(ur) —gi(m),
Vaoo = sech®(uy) [l + cosh(uy )senh(uy)h 12] — b2,
= sech®(u;) [cosh(ur) f220 (u2) + cosh(ul)senhz(ul)ﬁz(uz)] —cosh(uy) f2(u2),
= sech(uy)fa(uz)+ sech(ul)senhz(ul)ﬁz(uz) —cosh(uy) f2(u2),
= sech(ui) [f222(u2) — f2(u2)].



CAPITULO 3

Aplicacoes

Neste capitulo, generalizaremos os resultados encontrados em [28]. No teorema
3, mostraremos que 4 € uma funcdo radial se, e somente se, a hipersuperficie X : U C
R %M (c) dada pela parametrizagdo (2-14), é uma hipersuperficie de rotagdo de
tipo esférico em M (¢). Ver [19].

3.1 Hipersuperficies Weingarten de tipo esférico em for-

mas espaciais

.~ . . . —n+1 . .
Definicdo 12 Seja X uma hipersuperficie de M (¢), n > 2. Dizemos que ¥ é uma
. , . . . . . —nt1 ‘o
hipersuperficie Weingarten de tipo esférico em M (c), se as r-ésimas curvaturas

médias de X em M (¢) satisfazem a relacdo
n
Y (=) G =0,
r=1
onde C; € a combinatdria de n em r e h € uma funcdo diferencidvel definida em X.
Lemal Sejam

——
Po=(1—hk))(1—hky)...(1 = hk;) ... (1 —hky_) (1 —hky), 1 <i<n,n>2,

——
h,ki : U C R" — R definidas sobre um aberto U de R". Aqui, (1 — hK;) significa que o

fator estd ausente na expressdo. Entdo,

P = 1-h(Si—k)+I* [ Sa— Y kiki | =1 [S3— Y kjkpki |+

1<ji1<n 1<j1<jp<n
1#i J1:da#i
—1z.n—1
..—l—(—l)n h" Sn_1— E kjlka"'kjnfzki ,

1<j1<<jpg_n<n
J1seesn—2#i
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onde
Ss= Y, kjkj...kj, 1<r<n.

I<ji<..<jr<n

Demonstracdo: para n=2, obtemos

P = 1—/’1(51—k1)+h2(52—k2k1)
= 1 —h(k; +ko — ki) + h?(kiky — koky)
= 1—hky.

De forma anédloga, obtemos P, = 1 — hk;.

Suponha que a igualdade vale para n, isto €,

——
Po= (1—hky)(1—hky)...(1—hkp)...(1 = hky_1) (1 — hky)

= 1=h(Si—k)+i* | = Y kik|-n|S- )

1<ji<n 1<j1<jp<n
J17i J1oda#i

“_|_(_1)n71hn71 Sn—1— Z kj ka---kj,,_zki ,

1<j1<.<jp—n<n
Jlseesin_ni
onde
Sr: Z kjkj2...kjr,1§r§n.

1<ji<...<jr<n

kj 1 ka ki

+
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Provaremos para n+ 1.
——
P, = (1—hky)(1—hkp)...(1 =hk;)...(1 —hk,—1) (1 — hk,) (1 — hk,41)

= 1-h(Si—k)+1* | o= Y kpki | =03 S3— Y kjkpki | +

1<ji<n 1<ji<jp<n
J1# J1sJo#i
n—1yn—1
..—|—(—1) h Sn—1— Z kjlka---kj,,,zki
1<j| <o fy_n<n
J1serdp—2#i

kgt + Wkngt (St — ki) = Phkpsr | S2— Y kjki | +
1<ji<n
1#i

Whoot | S3— Y, kjkpki | +...+

1<j1<jp<n
J1oi#i
npn
(=1)"Hkngr | Suc1— Y, kjkjy .k, ki
1<j1<...<jp_o<n

J1seeesdn—2 7l

= 1—h(S; +knp1 —ki)+ 1> | So+kny1S1 — ks 1hi — Z kj ki
1<j1<n

1#i

W S3tkne1So—knet Y, kiki— Y kjkpki |+
1<ji<n 1<ji1<jp<n
J1#1 J1sin#i

(1)"B" | kns1Su-1—kns1 Y, kjkjy . kj, ki |,
1<j1<..<jp—2<n
J1seosdn—2 7l

supondo

gr: Z kjka...kjr,lgrgn—l—l,
1<ji1 <. jr<ntl
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da igualdade anterior, obtemos

o= 1-hSi—k)+K S~ Y kik
1<j; <n+1
J1#i

PRS- Y kkiki— Y kikpki | +...+

1<ji<n I<j1<jp<n
J1#1 J1.Jp#i
npn | ¢
(“0)"H" | Sa— Y. karikjkjy .k, ki
1<j1 <o jy_n<n
J1seein—2#l

= 1= —k)+I* [S2— Y kjki
1</ <n+1
J17i

P1S5— Y kjkpki | +...+
1<j1<jp<n+1
Jrdo#i

niyn ra
(=D)"n" | S, — Z kikj, ...k, ok ki
1<j1<-<jp_1<n+l
J1seerdn—2#i

Proposicao 6 Seja X uma hipersuperficie orientdvel de ! (¢), n > 2 dada pelo Te-
orema 2. Entdo ¥ é uma hipersuperficie Weingarten de tipo esférico em M"H(c) se, e

n
Vi =0.

somente se,
i=1

Demonstracdo: Pela observacao 7, obtemos

|9%)

Vi = {k1+k2++k"]
" 2 | (hky—1)  (hkp—1) " (hk,—1)

B _§ kiPi +koP+...+k,P,
2| (1 —hk) (1 —hky)...(1 —hk,) |’

~




3.1 Hipersuperficies Weingarten de tipo esférico em formas espaciais 53

n
logo, Z Vii = 0 se, e somente, se ki P + ko P+ ...+ kP, = 0.
i=1
Pelo Lema 1, obtemos

0 = ki—kihSi+khky+kii*S;—kih® Y kjki+...+
1<ji<n
J1#i

(_1)n_]k1hn_15n—l_(—l)n_]klhn_l Z kjl...kj’172k1+...-l-

1<j1<.jp—2<n

kn — knhS1 + knhky + knh®Sy —kah® Y Kjikn 4.+ (1) ki 1S,y —
1<ji<n
J1#i

-1 -1
(=1)" k" Y, kjkj k.
1<j1<-jp_p<n
J1eesdn—2#i

Dai,

0 = (kithkat...+tky)—h(kiS1 =k} +kaS1 — K +...+knS1 —kZ) +

klsz—klzlgjlgn kj1k1 +k252—k221§j1§n kjlkz—l—...—f—

W ji#i ji#i +o
an2 - Zlﬁjlﬁn kjlkn
J1#i
N B =LA
knSn—1— knzléj1<~~jn72§" kjl e 'kjn—zkn
Jlserinn

= S1—2hSy +3n*S3+ ...+ (=1)"" s,

Observacao 10 Seja Y uma parametrizacao de M"(c) C ! (¢) definida por

P:I,PJ:1 R*" = §", sec=1,
Y=< [:R" > R" sec=0, (3-D
P1:B" (1) - H" sec=—1,

onde P! v I sdo as projecdes estereograficas inversas da esfera S" dadas por (1-14), I é

a funcdo identidade de R” e P~! é a projecdo estereografica inversa hiperbélica dada por

(1-19). Seja J.. a funcdo definida por
m, uceR" sec=1,

Je(u)=< 1, ucR* sec=0, (3-2)

m;u € B"(1), sec=—1.
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Por (1-1), os simbolos de Christoffel associados a Y, sao dados por

I‘ ~I
(¢]
)
|
‘ ~I
1Ks
<.
|
=
~

i =2 1<i#j<n. (3-3)

N

~

o .
N

[\

o

s . . . o . . —n+1

Corolario 6 Seja X uma hipersuperficie orientdvel de M (¢), n > 2 dada pelo teorema
~ . . .. : . L. —n+1

2. Entdo ¥ é uma hipersuperficie Weingarten de tipo esférico em M (c) se, e somente

se, h é solugdo da equagdo diferencial linear dada por

Ah (n—2)
A

(VIe,Vh)+nch =0, (3-4)

onde J . é definida por (3-2).

Demonstracdo: Pela proposi¢do 6, devemos mostrar que

= L (-2
i:ZI ii 7. 2_] < c > nc

Pela observacgdo 10 e a equagao (2-20), obtemos

1 Jeq J J J J
Vii:j_(hz‘i‘ _h IS h 1_th+ C’+1h,~+1+...+$h7n>+ch,
C

2J. 2JC 2J. 2J. 2J.
logo
“ 1 n—2) - -
Zvii = —_(h11+ +hnn) %(Jc,lh,1+---+Jc7nh7n)+n0h
i=1 ‘] ZJC
Ah (n—=2) , -~
T eV

Cc

3.2 Superficies de tipo esférico em formas espaciais

o o . - 73 £ , . . , .
Definicdo 13 Dizemos que uma superficie ¥ de M~ (c) é uma superficie de tipo esférico
—3 . A . <
em M (c), se existe uma congruéncia de esferas geodésicas entre £ e M?(c) com funcio

raio h, dada por
h= K+#0
K’ ’

onde H e K sdo a curvatura média e Gaussiana, respectivamente, da superficie X em

M (c).
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Pela observacdo 7, se n = 2, entdo

Vii+Van = o1+0; (3-5)
_ Sk, Sk
~ 2(hky—1)  2(hkpy—1)

28k (hky — 1)+ 2Sky (hk; — 1)
4(hky —1)(hky — 1)
4Shkiky —2S(ky +k2)
4(hky —1)(hky — 1)
S(hK —H)
(hky —1)(hky — 1)’

. L. . . —3 , .
onde H é a curvatura média, K é a curvatura Gaussiana de X em M (c), h é a fung¢do raio

e S € dado por (2-16). Assim, V|| + V22 =0, se, e somente se, h = %, sempre que K # 0.

Seja Y (z) = g(z) a parametrizagio de M(c) C 7R (¢), definida por (1-11), (1-16)
e (1-21), isto é,
Gg :Co — S, sec=1,
g(z) =< Gpe:C—=R? sec=0, (3-6)
Gy : BX(1) = H?, sec = —1.

Se ¢ = 0, utilizando as equagdes de Cauchy-Riemann dadas em (1-12), temos que Y| = g’

e Y= ig’. Dai, obtemos Li; = Ly = 1 e Lj; = 0, logo, Y é uma parametrizacio
ortogonal de R2 com seus simbolos de Christoffel identicamente nulos, isto &, F?} =0,
paratodo 1 <i, j,m < 2. Dai, por (2-20), obtemos Vi1 = h 11, Vi =Vo1 =h 12, Voo = h 2.

Consequentemente,

tr(V)=h1+hxn =Ah.

Sec==1,entdo L;p =0e L) = Ly; = J., onde J. € a fun¢do definida por

5, sec=1,

4
Jo(z) = { (1+{z.2)) (3-7)

4 _
W, sec—=—1.

Logo, Y é uma parametrizacio ortogonal de S? e H?, respectivamente.

Por (1-1), os simbolos de Christoffel sao dados por

A A A _

1<i#j<2. 3-8
2JC 2JC 1’ —l#‘]— ( )
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Dai, por (2-20), os coeficientes da matriz V, sdo dados por

1 Je,1 Jep
Vii = —|\hun—h1+=%h h 3-9
1 Jc( =y ’1+2Jc ,2>+C ) (3-9)
1 JcZ Jcl
Vo = Voi=—|h1o—=h1—=+h
12 21 Jc( 12 2. 1 2. ,2),
1 Jcl JC2
Voo, = — | h —h1——=h h.
22 Jc( 22+ 20, 1 20, ,2) +c
Consequentemente,
h h Ah
(V)= B2 g 2 o,
JC Jc

Proposicao 7 Seja X uma superficie de m (¢) dada pela parametriza¢do (2-14). Entdo,
Y é uma superficie de tipo esférico em M : (c) se, e somente se, tr(V)=0. Equivalentemente,
Y. é uma superficie de tipo esférico em M (c) se, e somente se, h e solucdo da equagdo de
Helmholtz (ver [33]), dada por

Ah+2J.ch =0, (3-10)

onde J. é definida por (3-7).

. —3, .\, o . ..
Quando ¢ = 0, verificamos que £ C M (c) é uma superficie de tipo esférico se, e somente
se, h é uma funcdo harmonica. Ver [28].
Nos casos ¢ = +, 1, mostraremos algumas solucdes de (3-10), encontradas em [33].

Em [33], foi considerada a equagdo bidimensional de Helmholtz por 4(z) definida por
A(h(z)) +c(K(2)*)h(z) =0, (3-11)

onde K(z) indica o nimero de onda e ¢ é um ndmero real constante diferente de zero.

Proposicao 8 [33] Seja g uma funcdo holomorfa, ¢ um niimero constante real ndo nulo

2v/2l¢| (1A)+(g.B)
+el* c+lef®
(3-11), onde A é uma fung¢do holomorfa e B é uma fung¢do holomorfa, tal que B =

. Entdo, a fungcdo h = sdo solugoes da equagdo de Helmholtz

1 [[A'g—Ag' +icig'|dz, onde ¢\ é um niimero real constante.

Observacao 11 Se K = \/2J. e ¢ = =1 em (3-11), entdo h dada na proposi¢do 8, é
solucdo da equacdo de Helmholtz dada por (3-10). Além disso, se A e B sdo funcdes

radiais, entdo, 4 € uma solugdo radial de (3-10).
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3.3 Hipersuperficies de rotacao de tipo esférico e de tipo

esférico

Observacio 12 A funcio J. definida por (3-2), é uma fung¢io radial, isto é, constante ao
longo de circunferéncias centradas na origem e raio r,onde 0 <r < 1l,sec=—1,er >0,
se ¢ = 1. Por outra parte, se n = 2 observamos que J. = J.. Para ¢ = 0, obtemos que a
equacgdo (3-4) é satisfeita se, e somente se, & € uma fun¢do harmonica e coincide com 0s
resultados obtidos em [28].

Suponha entdo que 4 é uma fungio radial, isto &, h(u1,uy,...,uy) = f(r), r = u? +us +

R u%, dai, usando (3-2), a equacgdo (3-4) se reduz a

(n+cr(4—n))f 2cnf

2rf" 3-12
rfi 1+cr (14+cr)? (3-12)
De fato, como
7. —16cu; 5 f! . (P =4 f! 2, 54
i) = ey Ji) =20 () € filr) = 47" (1 +27'(7),
para todo 1 <i < n, obtemos
Af (n—2) g (nter(d—n))f 2enf
vJ.V 2 .
J(; 2JC (VIe, V)l =27+ l+cr * (1+cr)?
Portanto, se ¢ = 0, as solugdes explicitas de (3-12) sdo dadas por
Clln( r)+Cy, sen=2,
(r)= C,—f (3-13)
= +C, sen>3.
Se ¢ = 1 e n =2, as solugdes explicitas de (3-12) s@o dadas por
GG nr-D=d) oo,
f(r)= Ci (r+1)+C2r(in1(r)(r+l)+4)’ ec——1. (3-14)

Por dltimo, se ¢ = =1 e n > 3, as solugdes explicitas de (3-12) sdo dadas por

cr—1 cr—1

Ci(er—1)  Gr2(Lten ' (55)* (557) "AppellF1 35", —n. 5. 5", 20

fir)= c(1+4cr) n—2

onde Cj e C; sdo constantes e AppellF1 € a funcdo hipergeométrica de Appell.

A continuagdo, caracterizaremos as hipersuperficies de rotagdo de tipo esférico em
—n+1 -
M""(c). Ver definicdo 11.
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Lema 2 Sejam fi,f> : R — R funcées diferencidveis tais que fif> = ¢, onde ¢ é um

niimero real constante. Entdo, f| é constante se, e somente se, f| # ]%2, f2#0.

. . , . . . —n+1
Teorema 3 Seja ¥ uma hipersuperficie orientdvel de M (¢) dada pelo teorema 2.
~ . . L . ~ . L, . —n+1
Entdo, ¥ é uma hipersuperficie de rotacdo de tipo esférico em M (c) se, e somente

se, h é uma funcdo radial.

Demonstracdo: Para ¢ = 0, ver [28]. Para ¢ = %1, sem perda de generalidade, podemos
supor que o plano de rotagéo é dado por [e,, Y]. Suponha entdo que X é uma hipersuperficie
de rotacdo de tipo esférico. Dessa forma, as secdes ortogonais de ¥ com hiperplanos
paralelos ao hiperplano [Y1,Y>,...,Y ], determinam em X, esferas (n — 1) dimensionais
centradas no plano [e.,Y]. Seja entdo X, a intersecdo de ¥ com um hiperplano paralelo a

[Y1,Y2,...,Y,], dai, pela equagdo (2-14), ¥ pode ser parametrizada por

Logo,
N AN Y AN PRy
X| —<X,X>—<§) (;L— —h EEL_ —A,

onde A > 0, é um ndmero real constante. Se A = 0 e h # 0, entdo thi =0, isto é

h; =0, para todo 1 <i < n, consequentemente, 4 € uma fung¢do constante. Se A > 0,

entio h’ ( o f) ¢ constante ao longo de esferas (n — 1) dimensionais, portanto,
pelo lema 2, h? é constante ao longo dessas esferas (n — 1) dimensionais.
Portanto, concluimos que /4 é uma fungdo radial.

Reciprocamente, seja ¥ uma parametrizacdo de M"(c) C A_dnﬂ(c) dada pela
observacdo 10, entdo L;; = J, para todo 1 < i < n, onde J. é a funcdo radial dada por
(3-2). Suponha também que /2 é uma fungdo radial, isto é, h = f(r), r=u} +u5+... +u2,
entao

§ 0L oy P

i=1 C C

=Y S 4cfit1= —= rtcf?41,
i—1 Lii

portanto, S € uma func¢do radial. Consequentemente,
n f2 no4 f/ 2 2 16f2(f/)2
N e BT S R B
ii i=1 c

Logo, <)_( X > ¢ constante ao longo de esferas (n — 1) dimensionais. Portanto, £ é uma

hipersuperficie de rota¢do de tipo esférico centrada no plano [e,, Y].
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. . L . . . —n+1
Teorema 4 Seja ¥ uma hipersuperficie orientdvel de M (¢) dada pelo teorema 2 e
Y uma parametrizagdo de ¥ dada pela observagdo 10. Entdo, ¥. é uma hipersuperficie
. . L. ~ . L . ——n+1
Weingarten de tipo esférico e de rotagdo de tipo esférico em M (c) se, e somente se, h

é fungdo radial dada por (3-13), (3-14) e (3-15), respectivamente.

Demonstracio: Segue-se do teorema 3 e da observacao 12.
Com as hipéteses do teorema 4, sen=2ec=1,entdio X : U CR> - X C 1\_/[3(c) =S3,
é uma superficie Weingarten de tipo esférico e de rotagio de tipo esférico em S? tal que
sua parametrizacdo é dada por X (uy,up) = (x (uy,uz),x2(u1,uz),x3(uy,u2),xa(uy,u2)),
onde

xi (1) = ((2C3ud +2C3)n(3 + 1) + (2C3uru + (4} + (83 +
4C1Cr)ur )3 + 2C3u3 + (8C3 4 4C1Cr)u3 — 2C3uy )in(ub + u?) + (2C3 + 2C1Co)uguf +
((4C3 +4C1Co)u3 + (4C5 4 8C1Ca +2CT +2)uy Ju3 + (2C5 +2C1Co)u3 + (4C3 +8C1Co +
2C2 +2)u3 + (—6C3 —2C1Co)uy )/ ((Cous + (2C3u2 +C3)us + Cout + Cud)in(u3 +u?)? +
((4C3 4 2C1Co)ul + ((8C5 + 4C1Ca)ut + 4C3 + 2C1Ca)u3 + (4C3 + 2C1C)ut + (4C3 +
2C1Co)ud)In(u3 + u3) + Coul + (3C3u +7C3 +4C1Co + C3 + 1)uj + (3C3uf + (14C3 +
8C1Cy +2CF 4 2)u? + 7C3 +4C1Cy + C2 + 1)u3 + C3ub + (7C3 +4C1Co + C + Vut +
(7C3 +4C,C2+ C? + 1)u? + C3),

x2(ur,u) = ((2C5183 + 2C3uun)In(u3 + ut)? + (2C3u3 + (4C3u7 + 8C3 +
4C1Cr)u3 + (2C3uf + (8C3 + 4C1Cr)u? — 2CHua)In(u3 + u3) + (2C5 + 2C1C)uj +
((4C3 4 4C1Co)u? + 4C5 + 8C1Ca + 2C2 + 2)u3 + ((2C3 4 2C1Ca)ut + (4C3 + 8C1Co +
2C? +2)u? — 6C3 —2C1Cy)ua) [ ((Coui + (2C3u2 + C2)u3 + Caut + C3ud)In(u3 + u?)* +
((4C3 +2C1Co)us + ((8C3 4 4C1Cr)ut + 4C3 +2C1C)u3 + (4C3 + 2C1C)ut + (4C5 +
2C1Co)ud)In(u3 + u?) + C3u$ + (3C3u3 +7C3 + 4C1Co + C? + 1)t + (3C3ut + (14C3 +
8C1Cy +2C? +2)u? +7C3 + 4C1Ca + C3 + 1)u3 + Coub + (7C3 + 4C1Cy + C + 1)uf +
(7C5 +4C1C, + C3 + 1)ui +C3,)

x(u,ur) = —((Chuz + 2Cut — CHuz + Couf — Gup)in(u3 + ui)* +
(2C,Coul + (4C,Cou? — 8C32 — 2C1Ca)u3 + 2C1 Cout} + (—8C2 — 2C1Cr)ud)n(u3 + u?) —
CuS+ (—3C3ut —5C3 +C} — D)uj + (—3C3ut + (—10C3 +2C7 —2)ut — 11C5 —8C1C, —
G+ 13 — C3u + (=5C3 +CF — 1)uif + (~11C3 —8C1Cy — €+ 1)ud +C3) /(G +
(2C3u3 + C2)ui3 + C2ut + Coud)in(u3 + u3)? + ((4C3 4 2C1Co)ud + ((8C2 + 4C1Cr)u? +
4C3 +2C1Co)u5 + (4C3 + 2C1Co)uf + (4C3 +2C1Co)ud) In(u3 + u?) + CuS + (3C3u3 +
7C3 4+4C1Cy +C3 + 1)ui + (3C5ut + (14C3 + 8C1Co +2C3 +2)ul +7C3 +4C1C, +C3 +
D3 4+ C2ul + (7C2 +4C1Co + C3 + Dut + (7C3 +4C,C + CF + 1) u? +C3),

xa(u1,u2) = ((2Cou3 + (4Cou? — 2C)u5 + 2Cout — 2Coud)in(u3 + u?) +2C1us +
(4Cyu3 — 8Cy — 2C1 )us + 2C1uf + (—8C2 — 2C1)u?) / ((Coui + (2C3u? + C3)u + CIuf +
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Coud)In(u3 +ut)? + ((4C3 +2C1C2)us + ((8C3 + 4C1Cr)ut + 4C5 +2C1Cr)u3 + (4C5 +
2C1Co)uf + (4C3 +2C1Co)u?)In(u3 + u?) + Coul + (3C3u3 +7C3 +4C1Co + C2 + 1)u +
(3C3ut + (14C3 + 8C1Ca + 2C2 + 2)u? + 7C3 + 4C1Ca + C3 + 1)u3 + Coul + (7C5 +
4C1Cy+C? 4+ 1)uf + (71C3 +4C1Co + C? +1)u? +C3).
De forma aniloga, se n=2ec=—1,entio X : U CR?> - X C A_/I3(c) = H3, é uma
superficie Weingarten de tipo esférico e de rotacio de tipo esférico em H? tal que sua
parametriza¢do é dada por X (u,uz) = (x1 (uy,u2),x2(u1,uz),x3(uy,u2),x4(uy,u2)),
onde

xi(ur, ) = —((2Cuu3 + 2C3u3)In(u3 + ud)? + (—2C3uu3 + ((8C3 +
4C1Cr)uy — 4C3u3)u3 — 2C3u3 + (8C3 + 4C1Cr)ui + 2C3uy)In(u3 + u?) + (—2C3 —
201C)uuy + ((—4C3 — 4C1C)u + (4C3 + 8C1Ca + 2CF — 2)uy)u3 + (—2C5 —
2C1C2)u3 + (4C3 +8C1Ca +2CF — 2)u3 + (6C3 +2C1Ca)uy ) / ((C3ud + (2C3u3 — C3)u3 +
Cout — Coud)in(us + u?)? + ((4C3 +2C1C)uj + ((8C3 +4C1Co)u? — 4C3 — 2C1Cr)u3 +
(4C3 4 2C1Co)ut + (—4C3 — 2C1Co)ud) In(u3 + u?) — Coul + (—3C5uf +7C3 +4C1Cr +
C? — 1)ui + (=3C3ut+ (14C3 +8C1C2 +2C? — 2)u? —7C3 — 4C Co — C3 + 1)u3 — C3ub +
(7C3 +4C1Cy +C? — D)ut + (=7C3 — 4C,C, — C? 4+ 1)ud +C3),

x2(ur,u2) = —((2C3u3 + 2C5utuz)In(u3 + u3)* + (—2C5u3 + (—4C5u? + 8C5 +
4C1Co)u3 + (—2C3uf + (8C3 + 4C1Co)u? + 2C3)un)In(u3 + u?) + (—2C5 — 2C1Co)u3 +
((—4C3 —4C1Cr)u? +4C3 +8C1Cr +2C2 — 2)u3 + ((—2C3 —2C1Ca)ut + (4C3 +8C1 G2 +
2C% —2)u} + 6C5 +2C1Co)uz) [ ((Couy + (2C3us — C3)u3 + Cout — Caut)in(u3 + u3)* +
((4C3 +2C1C)ut + ((8C3 +4C1Cr)u? — 4C3 — 2C1C)u3 + (4C3 +2C,Cr )ut + (—4C3 —
2C1C2)ud)In(u3 + u?) — C3ul + (—=3C3u? + 7C3 + 4C1Cy + C? — D)uj + (=3C3ut +
(14C3 +8C1C2 +2C2 —2)u? —7C3 — 4C1Cy — C2 + 1)ub — Coub + (7C3 + 4C1Co + C3 —
Duf +(=7C3 —4C1C, — C? + 1)u? +C3),

x3(ur,up) = —((2Cous + (4Cou3 + 2C)u3 + 2Cout + 2Cu)In(u3 + u?) +
2C1u5 + (4C1ut + 8C> 4 2C1 )ud + 2C uf + (8C2 + 2C1)u?) / ((C3ui + (2C5ut — C3)u3 +
Cut — C2ul)In(u3 + u?)? + ((4C3 +2C1C2)ul + ((8C3 +4C1Cr)u? — 4C2 — 2C1Co)u3 +
(4C5 +2C1Cy)ut + (—4C5 — 2C1Co)ud)In(u3 + u?) — Coul + (—3C3ut +7C3 +4C1Co +
C?— 1)l + (—3C3ut + (14C3 +8C1C2 +2C? —2)u? —TC3 — 4C1Co — C2 + 1)ud — Cou +
(7C3 +4C1Cy +C? — D)t + (=7C3 — 4C,C, — C2 4+ 1)ud +C3),

xa(ur,u2) = ((C3uj + (2C3ut + C3)u3 + C3ut + C3ud)In(u3 +u3)? + (2C1 Couz +
(4C1Cou? +8C3 +2C1 C2)u3 +2C1 Cout + (8C3 +-2C1 Co)ud ) in(u3 +u?) + Cou + (3C3u? —
5C3 +C3 + 1)uj + (3C3ut 4 (—10C5 +2C7 +2)ut 4+ 11C5 +8C1Cr + C3 + 1uj + Cub +
(=5C3 + C7 + Duf + (11C3 4 8C1Cy + CF + Dut + C3)/((C3u3 + (2C3ut — C3)uj +
Cout — Cout)in(u3 + u3)? + ((4C3 +2C1C)uj + ((8C5 +4C1Cr)ui — 4C3 — 2C1Cr)u3 +
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(4C3 4 2C1Co)ut + (—4C3 — 2C\Co)ud) In(u3 + u?) — Coul + (—3C5uf +7C3 +4C1Cr +
C? — 1)ul + (=3C3u}+ (14C3 +8C1C2 +2C? — 2)ud —7C3 — 4C Co — C3 + 1)u3 — Cub +
(7C3 +4C1Cy +C? — uf + (=7C3 —4C1Cy — C? + 1)u3 +C3).

Defini¢ao 14 Uma hipersuperficie ¥ C m! (¢), n > 2, é uma hipersuperficie de tipo
esférico em 1\_4"+1(c), se para todo ponto p € ¥, o conjunto de esferas de centro p +

] . n —n+1
H;'I;EI(JI)))N(I)) e raio h = ’ﬁ};—ésﬁ tangenciam M"(c) C M"" (c).

—n+1

Proposicao 9 SejaXL C M " (c), n > 2, uma hipersuperficie como no teorema 2. Entdo,

2 H,_
tr(V_l):?n<h— - ‘).
n

. . . . L, . . L. —n+1
Além disso, X é uma hipersuperficie de tipo esférico em M (c) se, e somente se,
tr(V-1) =0.

Demonstracdo: Pela observagao 7, temos que os autovalores de V sdo dados por

—n+1

onde k;, 1 <i < n, sdo as curvaturas principais de X em M ' (c¢). Entdo, os autovalores

de V~! sdo dados por

lzw,lglgn'
O; Ski
Assim,
1 1 1
(V) = —+—+.+— (3-16)
G O» o
2(hk; —1 2(hky, — 1 2(hk, — 1
2= 2ke—1) 2k, =)
Skq Sko Skn
B 2(hk1—1)k2k3---kn+...+2(hkn—1)k1k2---kn_1
B S(kiky - ky)

2nhH, —2(koks - -ky+kikz - -kn+ ...+ kika- - ky—1)

SH,
_ 2y Bt
S H,

Por outro lado, da equacio anterior obtemos que o t7(V 1) = 0 se, e somente se,

Hy

h = .
Hy,
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. . . =53 , . ~ .

Corolario 7 Seja ¥ C M (c), uma superficie como no teorema 2. Entdo ¥ é uma super-
. . . , . =73 . . . . .
ficie de tipo esférico em M (c) se, e somente se, ¥ é uma superficie Weingarten de tipo
L. =3
esférico em M (c).

Demonstra¢do: Como V € uma matriz quadrada de ordem 2, entdo

1 1 c1+o0 tra(V
ZF(V_I) = — 4+ —= 1+ 2: I"Cl( ),
01 O2 0102 0102

onde G}, G, sdo os autovalores da matriz V, daf, (V) = 0 se, e somente se, tr(V‘l) =0.

Logo, pelas proposi¢cdes 6 € 9, obtemos o resultado desejado.
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