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Resumo

Dado um grupo G e um elemento = € G, escrevemos z° para a classe de con-
jugacao contendo z. Um grupo é dito ser um BFC-grupo se suas classes de conjugacao
sao finitas de tamanho limitado. Em 1954, B. H. Neumann demonstrou que G é um
BFC-grupo se, e somente se, seu grupo derivado G’ ¢ finito. Em 1957, J. Wiegold
encontrou o primeiro limitante para a ordem de G'.

Neste trabalho estamos interessados em grupos nos quais as classes de con-
jugagao contendo comutadores sao finitas de tamanho limitado e também em grupos
nos quais as classes de conjugacao contendo elementos-quadrados sao finitas de tama-
nho limitado. Obtivemos os seguintes resultados:

Sejam GG um grupo e n um inteiro positivo. Se \:CG\ < n para qualquer comutador
z € G, entdo o segundo grupo derivado G” tem ordem finita n-limitada. Se [#%| < n
para qualquer comutador z € G, entdao v3(G’) tem ordem finita n-limitada. Além
disso, se H é o subgrupo gerado por todos os elementos-quadrados de G e \xH | <n
para qualquer quadrado x € G, entao v3(H) tem ordem finita n-limitada.

Além da demonstracao dos resultados, apresentamos um limitante explicito para

a ordem de cada um dos subgrupos citados.

Palavras-chave: Classes de Conjugacao, Grupo Derivado, BFC-grupos, Comutado-

res.
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Abstract

Given a group G and an element z € G, we write ¢ for the conjugacy class
containg x. A group is said to be a BFC-group if its conjugacy classes are finite of
bounded size. In 1954, B. H. Neumann discovered that G is a BFC-group if, and only
if, the derived group G’ is finite. In 1957, J. Wiegold found the first explicit bound
for the order of G'.

In this work we deal with groups in which the conjugacy classes containing
commutators are finite with bounded size and also with groups in which the conjugacy
classes containing squares are finite with bounded size. We obtain the following
results:

Let G be a group and n a positive integer. If |z%| < n for any commutator
z € G, then the second derived group G” is finite with n-bounded order. If [z%| < n
for any commutator z € G, then 43(G’) is finite with n-bounded order. Furthermore,
if H is the subgroup generated by all squares in G and || < n for any square 2 € G,
then ~3(H) is finite with n-bounded order.

In addition to the proof of the results, we compute an explicit bound for the

order of the subgroups.

Keywords: Conjugacy Classes, Derived Group, BFC-groups, Commutators.
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Lista de Simbolos

z¢ classe de conjugacao do elemento x € GG

[z, Y] 'y '2y, comutador dos elementos z,y € G
x? g lrg, se x,g€ G

(g%) fecho normal de {g} em G

Ca(x) centralizador do elemento z em G

Z(G) centro do grupo G

(S) subgrupo gerado pelos elementos de S
|S] cardinalidade do conjunto S

H<G H é um subgrupo de G

HAQG H é um subgrupo normal de G

G : H]  indice do subgrupo H em G

[H, K] comutador dos subconjuntos H e K

G’ |G, G], grupo derivado de G

G*) k-ésimo grupo derivado de GG

Y:(G) k-ésimo termo da série central inferior de G

e (G) k-ésimo termo da série central superior de G

A(m) numero de divisores primos de m contando suas multiplicidades
T(G) conjunto dos elementos de tor¢ao do grupo G

Ker(¢)  nicleo do homomorfismo de grupos ¢
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Introducao

Sejam G um grupo e x um elemento de G. Escrevemos % para a classe de
conjugacao de G contendo x. Um grupo é dito ser um FC-grupo se suas classes de
conjugacao sao finitas. Quando suas classes de conjugacao sao finitas de tamanho
limitado, o grupo ¢é dito um BFC-grupo.

Existem muitos resultados interessantes sobre BFC-grupos. B. H. Neumann [11]
comecou a estudar as propriedades dos FC-grupos em 1951 e, em 1954, demonstrou
em [12] que G é um BFC-grupo se, e somente se, seu grupo derivado G’ é finito. Em
1957, J. Wiegold em [19] encontrou o primeiro limitante para a ordem de G': se G é

3 ’ .
logam)” ~ Além disso,

um grupo tal que |z%| < n para cada x € G, entdo |G'| < n1/2m4
conjecturou que o melhor limitante possivel seria |G| < n1/2(Flos2n),

No ano de 1961, I. D. Macdonald em [10] melhorou a estimativa encontrada por
Wiegold, mostrando que |G| < n®*(°22™)°  Em 1974, Vaughan-Lee em [18] provou a
conjectura de Wiegold para grupos nilpotentes. Outros matematicos que melhoraram
o limitante para a ordem de G’ foram Cartwright em [3] e Segal e Shalev em [17]. O
melhor limitante conhecido até hoje para a ordem de G’ foi obtido em 2011 por R.
M. Guralnick e A. Maroti: |G| < n(/2(THog2m) (yer [8]).

Neste trabalho, nosso principal interesse ¢ em grupos nos quais as classes de
conjugagao contendo comutadores sao finitas de tamanho limitado.

Sejam G um grupo e z1,x2 € G. O elemento [z, z5] = xl_lxglxle chama-
se o comutador de x; e x5. Em geral, um elemento x € G é um comutador se
existem T e Ty tais que x = [z1,79]. O grupo derivado G' é gerado por todos

comutadores x = [11, 5], para x1, 22 € G. Observa-se que nem todo elemento de G’ é

12



SUMARIO 13

um comutador. Por exemplo, o inverso de um comutador é novamente um comutador,
ja o produto de comutadores pode nao ser um comutador. De fato, no grupo simétrico
S16 existe um subgrupo G, gerado por oito permutagoes, tal que |G| = 256, |G| = 16
e G’ possui um elemento que nao é um comutador (para mais informagoes veja [2, p.
39]).

Nosso primeiro resultado pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 0.1. Sejam n um inteiro positivo e G um grupo no qual ]xG] < n, para

qualquer comutador x. Entio G" tem ordem finita n-limitada.

No teorema, G” denota o segundo grupo derivado de G. Para simplificar a
notagao, ao longo de todo trabalho usaremos o termo “{a,b, ... }-limitado” para ex-
pressar que uma quantidade é finita e limitada superiormente por uma funcao depen-
dendo somente dos paramentros a,b, ... .

Depois, considerando grupos G nos quais |xG/\ < n, sempre que x é um comu-

tador, obtemos o teorema:

Teorema 0.2. Sejam n um inteiro positivo e G um grupo no qual |xG/| < n, para

qualquer comutador x. Entdo v3(G') tem ordem finita n-limitada.

O simbolo v3(G") denota o terceiro termo da série central inferior de G'. Utili-
zando o limitante inicialmente encontrado por Wiegold para a ordem do grupo deri-
vado G’, no caso em que G possui centro de indice finito, obtemos limitantes explicitos
para as ordens de G no Teorema 0.1 e 73(G’) no Teorema 0.2. As demonstragoes

. . 11 3 8 2
dos teoremas nos fornecem limitantes na ordem de n°" (108277 o p12n°(ogzn)

, respec-
tivamente. E bem provavel que estes limitantes possam ser melhorados. Entretanto,
acreditamos que a melhora nao serda muito significativa, ficando distante do limitante
conjecturado para a ordem de G’, por exemplo.

Sob as hipdteses do Teorema 0.2, nao sabemos quando o segundo grupo derivado

G" é finito. Sob as hipdteses do Teorema 0.1, a ordem de 73(G) pode ser infinita.

Isso pode ser mostrado usando um exemplo de um grupo infinito metabeliano livre
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de torgao, cujo quociente pelo subgrupo derivado ¢é finito (exemplos de tais grupos
podem ser encontrados, por exemplo, em [9]). Veremos a explicacao detalhada desse
fato na segao 2.1.

Observando os Teoremas 0.1 e 0.2, é natural questionar se esses resultados
sao parte de resultados mais gerais. Seja F' = F(X) um grupo livre, onde X =
{1, x9,. ..} é um conjunto de geradores livres de F'. Um elemento nao trivial do grupo
livre F' é chamado de palavra. Sejam w = w(xy, xa, ..., Zs) uma palavra e G um grupo.
Dados g1, 92, - .., gs € G, 0 elemento w(gy, g2, - . . , gs) é chamado de w-valor em G. Ob-
serve que um comutador em elementos de G, isto é, w(g1, g2) = [91, 92] = 9195 * G192,
¢ um w-valor de G, para ¢, 9> € G. Dessa forma, é possivel questionar se os resul-
tados obtidos nos Teoremas 0.1 e 0.2 podem ser generalizados para outros w-valores
além de comutadores. A resposta é afirmativa para certos casos.

Adequando alguns argumentos utilizados nas demonstracoes dos resultados an-
teriores, provamos um resultado semelhante ao Teorema 0.2 para o caso de grupos nos
quais as classes de conjugacao contendo elementos-quadrados sao finitas de tamanho
limitado. Aqui, um elemento x € G ¢é dito ser um quadrado se existe y € G tal que

y* = 2. Obtemos o seguinte resultado:

Teorema 0.3. Sejam n um inteiro positivo, G um grupo e H o subgrupo gerado por
todos os elementos-quadrados em G. Se |xH| < n para qualquer quadrado © € G,

entao y3(H) tem ordem finita n-limitada.

Nesse caso, utilizando limitantes semelhantes aos usados nos Teoremas 0.1 e 0.2,
obtemos |y3(H)| < n'®"°(°22™)° " Cabe ressaltar que nio sabemos se é possivel provar
um resultado analogo ao Teorema 0.1 para o caso de elementos-quadrados, isto é, nao
sabemos quando é correto afirmar que se |z¢| < n para qualquer quadrado z € G,
entao a ordem de H' é finita e n-limitada.

Em [4], Eloisa Detomi, Marta Morigi e Pavel Shumyatsky, utilizando alguns
argumentos que serao desenvolvidos neste trabalho, demonstraram a generalizagao

dos Teoremas 0.1 e 0.2 para o caso de comutadores multilineares. Os resultados por
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eles obtidos podem ser enunciados como:

Teorema 0.4. Sejam w = w(xy,...,x,) um comutador multilinear e G um grupo.
Se |2%| < m para cada w-valor x em G, entdo o subgrupo derivado de w(G) tem
ordem finita {m,n}-limitada. Se |z*9| < m para cada w-valor x em G, entdo

[w(w(@)),w(Q)] tem ordem finita {m,n}-limitada.

Descreveremos agora a estrutura deste trabalho. No primeiro capitulo, apresen-
tamos alguns resultados e definicoes da Teoria de Grupos, os quais serao utilizados ao
longo de todo texto e nas demonstracoes dos principais resultados. Abordamos, por
exemplo, classes de conjugagao, propriedades dos comutadores, grupo derivado, séries
e geradores de um grupo. Apresentamos também uma breve discussao sobre gru-
pos com classes de conjugacao limitadas, com o intuito de introduzir nosso principal
objeto de estudo.

A apresentacao dos resultados principais foi dividida em dois capitulos. Na pri-
meira parte, trabalhamos com os grupos nos quais as classes de conjugacao contendo
comutadores sao limitadas, onde sao apresentadas as demonstragoes dos Teoremas
0.1 e 0.2 e encontrados os respectivos limitantes. No capitulo seguinte, trabalhamos
com grupos nos quais as classes de conjugacao contendo elementos-quadrados sao li-
mitadas, apresentamos a demonstracao do Teorema 0.3 e encontramos o limitante do
subgrupo em questao.

Cabe ressaltar que os resultados apresentados neste trabalho foram publicados

em [5] e [6].



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas notagoes, defini¢oes e resultados da Teoria

de Grupos que serao utilizados ao longo do texto.

1.1 Conceitos Basicos da Teoria de Grupos

Dado um subconjunto S de um grupo G, definimos o subgrupo gerado por S,
denotado por (S), como sendo o menor subgrupo de G contendo S. Formalmente,
(S) é a intersecao de todos os subgrupos de G' que contém S. O subgrupo gerado por

S é o conjunto de todos os produtos finitos de elementos de S ou seus inversos:
(S) ={s155---5, : n€N, s5;€ SUS'}.
No caso em que S = {g} é um conjunto unitario, temos
(9) ={g" : nelZ}.

A seguir, introduzimos o conceito de elementos conjugados de um grupo, para

depois definir classe de conjugacao.

Definigao 1.1. Sejam G um grupo e x,y € G. Dizemos que y é um conjugado de x

em G sey =g ‘ag, para algum g € G.

16



CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES 17

A relagao definida acima é uma relacao de equivaléncia. A classe de equivaléncia
de um elemento x € G, sob essa relacao, é chamada de classe de conjugacdo de x e
é denotada por z¢. E claro que a classe de conjugacao = é o conjunto de todos os
conjugados de x em G.

Para contar o niimero de elementos de uma classe de conjugagao, vamos definir

o subgrupo centralizador de um elemento = € G.

Definigcao 1.2. Dado G um grupo e x € G, o centralizador de x em G € o subgrupo

Cq(x) que consiste de todos os elementos de G que comutam com x, isto €,
Co(z) ={9 € G :zg = gz}

Com essa definicao, temos o seguinte resultado, cuja demonstracao pode ser

encontrada em [15, Theorem 3.2].

Teorema 1.3. Se x € G, 0o numero de conjugados de x em G € igual ao indice do

seu centralizador em G:

129 =[G : Ca(2)].

Definigao 1.4. O centro Z(G) de um grupo G € definido como a interse¢ao de todos
os centralizadores dos elementos de G:
Z(G) =) Calw).
zeG

Passamos agora a definicao de comutadores, com o objetivo de introduzir algu-

mas classes de grupos e de apresentar algumas propriedades importantes dos mesmos.

Defini¢ao 1.5. Se z,y € G, o comutador de x ey, denotado por [x,y], é definido

como
[,y = 27y ey,

As propriedades elementares dos comutadores podem ser observadas no proximo

lema.
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Lema 1.6. Sejam x,y, z elementos de um grupo G, entao:
i) [x,y] =1 se, e somente se, ry = yx;
i) [,y ™ = [y, al;
i) [r,y]" = 2%, y7];
w) [wy, 2] = [z, 2" [y, 2];
v) [x,y2] = [z, 2] [z, y".

Uma demonstragao desse resultado pode ser encontrada em [14] e decorre da
definicao de comutador. A partir da definicao de comutador e de suas propriedades,
podemos definir alguns subgrupos muito conhecidos na Teoria dos Grupos.

O grupo derivado de G, denotado por G’, é o subgrupo de G que é gerado por
todos os comutadores [z,y], para z,y € G. De maneira geral, podemos definir o

k-ésimo grupo derivado de G, denotado por G® . da seguinte maneira:

GO = G
GV = @ =[G,q]
G(Q) _ G”:[G/,G/];

G® = [G¢* D G*Y] para k> 1.
Tal construgao gera uma cadeia de subgrupos
G>G>G">--- .

Esta série é chamada de série derivada de G e tem a propriedade de que cada subgrupo
pertencente a ela é normal em G. Existem outras séries com essa propriedade.

De maneira geral, uma série de subgrupos

1:G0§G1§§Gn71§Gn:Gu
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com a condicao de que G; seja normal em G, para i = 0,...,n — 1, é dita ser uma
série normal de G e os grupos quocientes G;/G;_1 sao chamados de fatores da série.

Observe que pelo item (i) do Lema 1.6 e pela defini¢ao do grupo derivado G',
o grupo G ¢ abeliano se, e somente se, G' = 1. Além disso, se ¢ : G — H é um
homomorfismo sobrejetivo de grupos, entao ¢ leva o conjunto de comutadores de GG
sobrejetivamente no conjunto de comutadores de H, logo ¢(G") = H'. Portanto, segue
que H é abeliano se, e somente se, G' C Ker(y).

Em particular, se N é um subgrupo normal de G, entdo G/N é abeliano se, e
somente se, G’ C N. Dessa forma, o grupo quociente G/G" é chamado de abelianizagdo
de G e é o maior quociente de G que ¢é abeliano.

Agora, se H e K sao subconjuntos do grupo G, definimos o subgrupo comutador
entre H e K por

[H, K| ={([h,k] : h € H,k € K).

Note que quando H = K = G, temos o grupo derivado G' = [G, G] de G. Além disso,
o subgrupo [H, K] é normal em (H, K), como veremos no lema abaixo.

Lema 1.7. Sejam H e K subconjuntos de um grupo G. Entao [H, K] < (H, K).

Demonstracao. Pela afirmagao (ii) do Lema 1.6, os comutadores que geram [K, H|
sdo os inversos dos comutadores que geram [H, K|, portanto [H, K| = [K, H]. Dessa
forma, por simetria, é suficiente provar que H C Ng([H, K]).
Sejam h,x € H e k € K. Temos |hx, k] = [h, k]*[z, k], pela propriedade (iv) do
Lema 1.6, logo
[h, k)" = [ha, k][x, k] " € [H, K].

Portanto, [H, K|* C [H, K| e o lema estd demonstrado. O

Se x € GG, podemos definir também o subgrupo

G, 2] = (lg,2] : g € G).
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Note que esse subgrupo é sempre normal em G. De fato, se g1, 92 € G entao temos

(9192, ] = [g1, ©]"*]g2, z], pelo item (iv) do Lema 1.6. Logo, segue que

91,21 = 9192, 2llg2, 2] " € [G, 2.

Vamos agora definir outras duas séries para o grupo G. Seja k um inteiro

positivo. Para todo grupo G, definimos o subgrupo v(G) da seguinte forma:

nG) = G;
7(G) = [G,G];
1(G) = [[G,G],G];

w(G) = [w-1(G),G], para k > 2.
Tais subgrupos formam uma série
G =m(G) 2 7%(G) Z21(G) =,
de tal forma que seus fatores v;(G)/7i+1(G) s@o centrais, isto é,

(@) /7141(G) < Z(G /744 (G)),

para cada i > 1. Tal série é chamada de série central inferior de G. A partir desta
série e de uma condicao de finitude sobre ela, definimos uma classe muito importante

de grupos: os grupos nilpotentes.

Definicao 1.8. Dizemos que um grupo G € nilpotente de classe ¢, quando ¢ € o menor

nimero natural tal que Ye41(G) = 1.

Podemos definir também uma série para o grupo G a partir do conceito de
centro do grupo. Considere (((G) = 1, (1(G) = Z(G), e defina indutivamente (;(G)
como sendo o dnico subgrupo de G tal que (;(G)/(i-1(G) = Z(G/G-1(G)). Assim,

definimos a série central superior de G"

1=G0(G) < G(G)=Z(G) < G(G) < < G(G) < -+,
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onde o subgrupo (;(G) chama-se o i-ésimo termo da série central superior de G.
A série central superior e a série central inferior de G apresentam uma relacao
muito interessante que pode ser observada no préximo teorema, cuja demonstragao

pode ser encontrada em [15, Theorem 5.31.].

Teorema 1.9. Se G € um grupo, entio existe um inteiro ¢ com ((G) = G se, e

somente se, Ve41(G) = 1. Além disso, neste caso, vi11(G) < (.—i(G), para todo i.

Este teorema nos mostra que se G for um grupo nilpotente, entao suas séries
centrais superior e inferior sao séries normais de mesmo comprimento. Tal ntmero é
exatamente a classe de nilpoténcia de G.

Observa-se que um grupo ¢ nilpotente de classe 1 se, e somente se, ele for abe-
liano. Ainda, pelo Teorema 1.9, podemos descrever um grupo nilpotente de classe 2

pela seguinte inclusao: 12(G) = G' < Z(G) = (1(G).

Para finalizar esta se¢ao, vamos destacar um resultado sobre um automorfismo
do grupo G, o qual sera utilizado na demonstragao do resultado 3.7. Lembrando que

se GG é um grupo, um automorfismo de G é um isomorfismo de G em G.

Lema 1.10. Se um grupo G admite um automorfismo ¢ tal que ¥ =z, para todo

elemento x € G, entao G € abeliano.
Demonstracdo. Sejam x,y € G, entao r =z % e y =y *. Assim,
zy =17y = (2y) T = (y TP =y = ya
Logo, G é abeliano. n

Cabe ressaltar que aqui usamos a notacio ™% = (z71)%.

1.2 (eradores de um Grupo

Seja G um grupo. Se G é gerado por uma quantidade finita de elementos,

dizemos que o grupo G é finitamente gerado. Seja m um numero natural. Dizemos
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que um grupo G é m-gerado se G possui um subconjunto X com m elementos tal que
G = (X). Vamos denotar por d(G) o nimero minimal de elementos de G que sao
necessarios para gerar o grupo G.

Dado H um subgrupo de indice finito em G, é possivel calcular o nimero minimal
de elementos necessarios para gerar o grupo G em adicao aos elementos de H. Para
isso, considere m € N. Denotamos por A(m) o nimero de divisores primos de m,
contando suas multiplicidades.

Entao, se

m = pi'py® - pyt
onde p1, pa, ..., pr SA0 NUMeEros primos e ay, s, ..., qr > 1, temos
A(m)=a3 +as+ -+ .
Agora, note que

A(m) = g +a+-+ag
< waglogypr + aglogy pa + -+ - + ay log, pi
= log, pi" +logy p5* + -+ + logy p*
= logy(pi"p5” - pi")
= log, m,

sendo que a desigualdade é vélida pois p1, pa, ..., pr Sa0 primos maiores ou iguais a 2.

Logo,

A(m) < log, m. (1.1)

Com essa observacao, obtemos o seguinte resultado:

Lema 1.11. Sejam H um subgrupo de indice m em G e d o numero minimal de

elementos necessarios em adi¢ao aos elementos de H para gerar G. Entao, d < log, m.
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Demonstracdo. Sejam 1, Zo, ..., Ty 0s elementos de algum conjunto minimal de ge-
radores de G médulo H. Assim, G = (x1, 29, ..., x4, H).

Considere
G0:<H>:H, G1:<ZE1,H>, G2:<ZL’1,I'2,H>7 ceey Gd:<ZL‘17ZE2,...,ZL‘d,H>:G.
Entao,
H:G()CGlC"'CGd,lCGd:G,

onde as inclusoes sao estritas. Assim, temos:
m=|[G:H|=[Gq: H =[Gq:Gq_1]--- |Gy : H].
Logo, concluimos que
d < MN[G = H]) = A(m) < logy m,
onde a ultima desigualdade segue de (1.1). O

A limitacao fornecida por esse lema, para o nimero minimal de elementos ne-
cessarios para gerar um grupo em adicao aos elementos de um subgrupo de indice
finito, serd bastante util posteriormente para encontrar os limitantes para as ordens

dos subgrupos nos teoremas principais.

1.3 Grupos com classes de conjugacao limitadas

Sejam G um grupo e x um elemento qualquer de G. Como definimos anteri-

¢ é o conjunto de todos os conjugados de z em G

ormente, a classe de conjugagao x
e podemos contar o nimero de elementos nessa classe de conjugacao. Se o nimero
de elementos em cada classe de conjugacao do grupo G for finito, o grupo recebe um

nome especial.
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Definicao 1.12. Um grupo G € dito um FC-grupo se para todo x € G temos que a
classe de conjugacio x€ € finita. Se as classes de conjugacdo do grupo sdo finitas de

tamanho limitado, G ¢ dito um BFC-grupo.

O termo FC da definicao de FC-grupo se origina das palavras em inglés Finite
Conjugacy Classes. Ja o termo BFC significa Boundedly Finite Conjugacy Classes.

Como vimos no Teorema 1.3, se o niimero de elementos em ¢ for finito, temos
12| = [G : Cg(x)]. Como o centro de um grupo é a intersecao de todos os centraliza-
dores dos elementos do grupo, o indice do centro Z(G) em G é um limitante superior
para a cardinalidade das classes de conjugacao dos elementos do grupo. Logo, se
|G : Z(G)] é finito, G é um BFC-grupo.

Agora, se G é um grupo finitamente gerado e um elemento y € G' comuta com

cada elemento de um conjunto gerador de G, entdao y € Z(G). Em particular, se

G =(91,92,---,0k), entdo
k
Z(G) = ﬂCG(gi)
=1

G Z(@)] < T]IG : Calgi)].

=1

Note que o produtorio na desigualdade acima é finito se G for um FC-grupo. Portanto,
um FC-grupo finitamente gerado é um BFC-grupo.

O conceito de FC-grupo foi introduzido em 1948 por R. Baer (veja [1]) e, pos-
teriormente, outros matematicos comegaram a estudar esses grupos. Os FC-grupos
podem ser pensados como um generalizacao dos grupos abelianos, uma vez que todo
elemento de um FC-grupo tem “poucos” conjugados. Os grupos abelianos e os grupos
finitos sao exemplos de FC-grupos.

Neste trabalho estamos interessados no trabalho desenvolvido por B. H. Neu-
mann, que comegou a estudar as propriedades dos FC-grupos em 1951 (veja [11]) e, em
1954, demonstrou que os BFC-grupos possuem uma caracterizagao muito interessante,

que ¢é a de ter grupo derivado finito.
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Vamos apresentar aqui a demonstracao do resultado principal de B.H. Neumann.
Para isso, precisamos primeiro de algumas defini¢oes e propriedades dos FC-grupos
que foram demonstradas pelo préprio autor e que podem ser encontradas em [11]

e [12].

Definicao 1.13. Dizemos que um grupo G € localmente normal-finito se todo subcon-

jJunto finito de G estiver contido em um subgrupo normal finito de G.

Note que todo grupo localmente normal-finito é também localmente finito. Antes
de passar aos resultados, vamos denotar por T'(G) o conjunto dos elementos de torgao
de um grupo G, isto é, T(G) é o conjunto de todos os elementos de ordem finita do

grupo G.

Teorema 1.14 (B. H. Neumann). Se G é um FC-grupo, entao T(G) é um subgrupo

caracteristico de G e contém G'. Particularmente, T(G) € localmente normal-finito.

Teorema 1.15 (B. H. Neumann). Se G' € um FC-grupo finitamente gerado e H é um
subgrupo de G, entdo H ¢é finitamente gerado. Particularmente, T(G) € finito.

Com esses resultados, podemos demonstrar a principal caracterizacao dos BFC-

grupos.

Teorema 1.16 (B. H. Neumann). Um grupo G é um BFC-grupo se, e somente se,

G’ € finito.

Demonstragao. Suponha inicialmente que G’ é finito, digamos |G'| = n. Seja x € G
arbitrario, entao o nimero de comutadores [z, g], com g € G, é no maximo n. Como
a aplicacao ¢ : 2% — G’ , onde p(z9) = [z, g], é injetiva, temos |z%| < n. Logo G é
um BFC-grupo.

Reciprocamente, suponha que G é um BFC-grupo tal que |z¢| < n, para cada
r € G. Escolha a € G tal que [a®| = n. Seja {ti,ts,...,t,} um transversal a direita

para Cg(a) em G. Dessa forma, a',a', ..., a'™ sdo os n distintos conjugados de a em

G.
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n
Defina C' = m Cq(t;). Dessa forma, o indice de C' em G ¢ finito e existe um
i=1
transversal a direita {si, s2,...,s;} para C em G. Agora, considere

N = <{a, 51,82, ... ,Sk}G>.

Observe que N é um FC-grupo finitamente gerado e, ainda, G = NC.
Seja x € C, entdo temos (za)" = xa", o que mostra que os n conjugados (za)"
sao todos distintos e, portanto, esgotam os conjugados de xa. Entao, se y € C' temos

(ra)? = za®, para algum i. Consequentemente,
(2] = 272 = ()" € N,

e, entao, C' < N.

Desde que G = NC, temos
G' = (NC) < NC'"=N.

Pelo Teorema 1.14, G’ é de torcao. Por outro lado, N é um FC-grupo finitamente
gerado, logo, pelo Teorema 1.15, T'(N) é finitamente gerado. Portanto, pelo Teorema
1.14, T(N) é finito. Como G' < T(N), segue que G’ é finito e o resultado estd

demonstrado. O

Alguns anos depois, em 1957, J. Wiegold [19] encontrou o primeiro limitante
para a ordem de G': se G é um grupo tal que |:1:G| < n para cada r € G, entao
G| < n/Pn0e82m® - Fle também conjecturou que o melhor limitante possivel seria
|G| < n/PUHoe2m) Ty] conjectura ainda nao foi demonstrada.

Em 1961, I. D. Macdonald em [10] melhorou a estimativa encontrada por Wi-
egold, mostrando que |G| < n®0°22"°  Em 1974, Vaughan-Lee em [18] provou a
conjectura de Wiegold para grupos nilpotentes. Outros matematicos que melhoraram
o limitante para a ordem de G’ foram Cartwright em [3] e Segal e Shalev em [17]. O
melhor limitante conhecido até hoje para a ordem de G’ foi obtido em 2011 por R.

M. Guralnick e A. Mar6ti em [8]: |G| < n(M/2(THlos2n),
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O nosso principal interesse é estudar grupos nos quais as classes de conjugacao
contendo comutadores sao finitas de tamanho limitado. Para isso, iremos utilizar um
resultado anterior aos fatos descritos acima. Issai Schur, em 1904, demonstrou em [16]

0 seguinte teorema:

Teorema 1.17 (Schur). Se G € um grupo cujo centro tem indice finito n, entao G' é

finito e tem ordem n-limitada.

Uma demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [14, Theorem 10.1.4].

Além de encontrar um limitante para a ordem de G’ dependendo apenas do valor
que limita a cardinalidade das classes de conjugacao do grupo G, Wiegold, em [19],
encontrou um limitante para a ordem de G’ no caso do Teorema de Schur, isto é,
quando GG é um grupo cujo centro tem indice finito. Para encontrar esse limitante, ele
utilizou alguns resultados do trabalho de I. Schur [16] sobre o Multiplicador de Schur
de um grupo finito, e um resultado de Green (veja [7]).

O resultado obtido por Wiegold pode ser assim enunciado:

Teorema 1.18 (Wiegold). Se G é um grupo cujo centro Z(G) tem indice finito n,

entao

‘G/‘ S n%(log2n+1)' (12)

O limitante descrito no teorema acima serd fundamental para limitar a ordem

de certos subgrupos ao longo do texto.



Capitulo 2

Comutadores

Neste capitulo apresentamos os resultados obtidos envolvendo comutadores.
Como comentado na introdugao, nosso principal interesse ¢ em grupos nos quais as
classes de conjugacao contendo comutadores sao limitadas.

Dado um grupo G, ao limitar o tamanho das classes de conjugacao do grupo
contendo comutadores, obtemos uma limitacao para a ordem do subgrupo G”, o se-
gundo grupo derivado de G. Ao limitar o tamanho das classes de conjugacao no grupo
derivado G’ contendo comutadores, obtemos um limitante para a ordem de v3(G’), o
terceiro termo da série central inferior de G'.

Na primeira secao deste capitulo, apresentamos os resultados obtidos sem se
preocupar em encontrar limitantes explicitos para a ordem dos subgrupos. Na segunda

secao do capitulo, apresentamos os passos seguidos para encontrar tais limitantes.

2.1 Grupos nos quais as classes de conjugacao con-

tendo comutadores sao limitadas

Seja H um grupo gerado por um conjunto X tal que X = X~ '. Dado h € H,
escrevemos [x(h) para o menor nimero [ com a propriedade que h pode ser escrito

como um produto de [ elementos de X. Diremos que lx(h) é o comprimento de h com

28
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respeito a X. Observe que Ix(h) = 0 se, e somente se, h = 1.
A partir dessa defini¢ao, temos um primeiro resultado que sera bastante utilizado

na construcao das préximas demonstragoes.

Lema 2.1. Sejam H wm grupo gerado por um conjunto X = X' e M um subgrupo
de indice finito m em H. Entdo, cada classe lateral Mb contém um elemento g tal

que lx(g) <m —1.

Demonstragao. Primeiro, note que se b € M o resultado é direto, pois podemos tomar
g = 1. Entdo, vamos assumir que b ¢ M. Escolha g € Mb de tal modo que s = lx(g)

é o menor possivel e suponha que s > m.

Escreva ¢ = 129+ 25, com x; € X parat = 1,...,s. Para j = 1,...,s,
considere y; = x1---x;. Como s ¢ o menor dos comprimentos dos elementos em
Mb, segue que nenhum dos elemetos yq,...,ys estd em M. Entao, esses s elementos

pertencem a uniao de no maximo m — 1 classes laterais de M em H. Assim, para

algum 1 <7 < j < s, devemos ter y; e y; pertencentes a mesma classe lateral, ou seja,

Note que My;zy1-- x5 = My;xji1---x,, assim o elemento h = y;xj1; - -
pertence a Mb. Além disso, Ix(h) < lx(g), o que é uma contradigdo com a escolha

de g. Portanto, Ix(g) < m — 1. O

Usaremos o lema acima na situagao em que H é o grupo derivado de um grupo

G e X é o conjunto dos comutadores em (G, ou seja, a partir de agora consideraremos

H=¢

X ={[a,b] : a,b € G}.

Dessa forma, como H = (X), seus elementos sdo produtos de comutadores.
Vamos escrever [(h) para denotar o menor nimero [ tal que um elemento h € H pode

ser escrito como um produto de [ comutadores.
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Seja K um subgrupo de GG contendo H e suponha que, para cada comutador
z € X, o centralizador Ck () tem indice no méximo n em K. Seja m o méximo dos
indices de Cy(z) em H, onde x € X.

Observe que m < n. De fato, como H < K segue que
[H:Cyx(z)]=[H: HNCk(x)] < [K : Ckg(x)] < n,

para € X. Logo, [H : Cy(z)] <m <n.

Escolha um comutador a € X tal que Cy(a) tem indice precisamente m em H.

Pelo Lema 2.1, podemos escolher elementos by,...,b, € H tais que I(b;)) < m — 1,
comi=1,...,m, e, assim, a classe de conjugacao de H contendo a sera dada por
' ={da":i=1,...,m}.

Defina agora o subgrupo U = Ck({by,...,b,)). Note que U tem indice finito

n-limitado em K. De fato, temos
(K :U]=[K:Cxg({by,....,bp))] <[K:Ckg(b)]-[K : Ck(by)].

Além disso, cada b; pode ser escrito como um produto de no méaximo m—1 comutadores
e [K : Ck(z)] < n, para cada comutador z € X. Entdo, usando o fato que m < n,

segue que

K : U]

A
B
5
5
B
5
=
g

IN

3
3
L

3
i

IN

S
2
3
L

(2.1)

As hipdteses descritas acima serao assumidas ao longo de todo o capitulo e

podem ser resumidas da seguinte maneira:

Hipéteses 2.2. Sejam G um grupo, K um subgrupo de G contendo H = G' ¢ X o

conjunto de comutadores em G. Suponha que, para cada comutador x € X, tenhamos
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i) [K: Ck(z)] <n;
i) [H: Cg(x)] <m.

Suponha também que a € X € tal que Cy(a) tem indice precisamente m em H. Dessa
forma, podemos escolher by, ..., b, € H tais que l(b;)) <m —1, comi=1,...,m, e

' ={a" :i=1,...,m}. Além disso, defina U = Cx({by,...,bp)).

Vamos considerar agora o subgrupo [H, x| = ([h,z| : h € H), para um comutador
x € X. Esse subgrupo ¢ sempre normal em H e assumindo as Hip6teses 2.2, podemos

provar que ele tem ordem finita m-limitada.
Lema 2.3. Para cada x € X, o subgrupo [H, x| tem ordem finita m-limitada.

Demonstragao. Escolha x € X. Como Cy(x) tem indice no maximo m em H, pelo
Lema 2.1 podemos escolher 41, ...,y € H tais que l(y;) <m —1, parai=1,...,m.
Assim, [H,z| é gerado pelos comutadores [y;, z]. Agora, para cada i = 1,...,m,

podemos escrever y; = Y1 * * * Yi(m—1), onde y;; € X:

Y1 = Y11 Yiem-1)

Y2 = Y21 Y2(m-1)

Ym = Ymi " Ym(m-1)-

Note que, nos produtos acima, temos um nimero m-limitado de comutadores.
Além disso, usando a identidade de comutadores [zy, z| = [z, z]?[y, 2], podemos escre-

ver cada [y;, ] como um produto de conjugados em H dos comutadores [y;;, z|:

[yi’ x} — [yll e yi(m_1)7 I] — [yi17 x]yiz---yi(m—l) [%27 x]yig--'yi(m—l) e [yi(m—1)7 fL‘]

Dessa forma, [H,xz] é gerado por conjugados em H dos comutadores [y;;,z], onde
1<i<mel<j<m-—1.

Sejam hq, ..., hs os conjugados em H dos elementos do conjunto

2,y 1 <1 <m,1 <3< m—1}.
Yij J
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Note que esse conjunto possui um ntmero m-limitado de comutadores e, como para
cada b € X temos [H : Cy(b)] < m, segue que cada um desses comutadores possui no
maximo m conjugados. Portanto, s é m-limitado.
Seja T' = (hq,...,hs). Note que [H,z] < T'. Entao, é suficiente mostrar que
T tem ordem m-limitada. Para isso, observe que cada h; é também um comutador,
entao Cy(h;) tem indice no maximo m em H, para ¢ = 1,...,s. Assim, considerando
s
o centro de T', que por definigao é dado por Z(T') = ﬂ Cr(h;), e usando o fato que
i=1

T < H, temos

[T: 2(T)] < H[T : Cr(hy)]

< H[H : Cr(hy)]

<

Logo, como Z(T') tem indice finito m-limitado em 7', pelo Teorema 1.17 de Schur,
segue que 1" tem ordem finita m-limitada, como queriamos. Portanto, a ordem do

subgrupo [H, x| é limitada por |T"|. O]

Como observado anteriormente, temos m < n, entao segue que o subgrupo [H, ]
tem também ordem n-limitada, para cada z € X.
O proéximo lema pode ser considerado uma generalizagao do Lema 4.5 demons-

trado por Wiegold em [19].

Lema 2.4. Assuma as Hipdteses 2.2. Sejam u € U, a € X e suponha que ua € X.
Entao [H,u] < [H,al.

Demonstracio. Como u € U = Cx((by,...,bn)), segue que (ua)’ = ua’, para cada

i=1,...,m. Assim, os elementos ua” formam a classe de conjugacao (ua)”.
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Para um elemento arbitrario g € H, existe h € {by,...,b,} tal que (ua)? = ua”

e entdo ufa? = ua™. Portanto,
[u,g] = u'w? = v ud"a™ = d"a9 = [gh™",d]* " € [H,q).
Logo, [H,u] < [H, a]. O

Observe que uma das hipdteses do lema acima é que o elemento ua seja um
comutador, onde u € U e a € X, porém nem sempre isso acontece. Para garantir
que ua € X, precisamos considerar um determinado subgrupo de U, como veremos

na proposicao abaixo.

Proposicao 2.5. Assuma as Hipdteses 2.2 e escreva a = [d, €], onde d,e € G. Euxiste

um subgrupo Uy < U com as sequintes propriedades:
1) [K : Uy <nPr=b
2) [H,U}] < [H,a]*";
3) [H,[Ur,d]] < [H,a].
Demonstragao. Considere o subgrupo
Uy=Unud nut’e.

Como visto em (2.1), o indice de U em K é n-limitado. Entao o indice de U; em K

também é finito n-limitado:

[K:U) = [K:UnUY nUe e
< [K:UIK:U"| KU
< nn(n—l) . nn(n—l) . nn(n—l)
. ) (2.2)

Portanto, esta demonstrada a propriedade 1.



CAPITULO 2. COMUTADORES 34

Agora, escolha elementos arbitrarios hi, hy € U;. Usando as propriedades dos

comutadores vistas no Lema 1.6, podemos escrever
[hid, ehs] = [ha, ho)?[d, ho][hy, €]™2[d, €]

e, assim,

-1

[hid, eho]™ = [hy, ho]™ ' [d, ho]™  [ha, €]V[d, €].

Denote por u o produto [hy, hg]dhgl[d, hg]hgl[hl, e]?. Desse modo, o lado direito da
igualdade acima ¢ ua, enquanto o lado esquerdo é um comutador.

Vamos verificar que u € U. Note que [hl,hg]dh2_1 € U{ih"’_l < U, pois U < U.
Da mesma forma, [d, hg]h51 = (h;dhg)h51 € U, pois U? < U. Finalmente, observe que
[h, e = (hy'h$)? € UfU? < U. Entdo, u € U.

Assim, como u € U, a € X e ua € X, pelo Lema 2.4 segue que [H,u] < [H, a],

e isso vale para qualquer escolha de hy, hy € U;. Em particular, observe que:
i) se hy = 1, temos [H, [d, ho]" | < [H, a;
ii) se hy = 1, temos [H, [hy,e]?] < [H,al.

Entao, segue que [H, [hl,hg]dhgl] < [H,a]. Como [H,a] é normal em H, obtemos
[H, [h1, ho]] < [H,a]*". Assim, como hy e hy sdo elementos arbitrérios de Uy, segue
que [H,U}] < [H,a]* ', o que prova o item 2.

Examinando novamente a inclusio [H, [d, ho)"2 l] < [H,a], como [H,a] é normal

em H, segue que [H, [Uy,d]] < [H,a). Portanto, vale a propriedade 3. ]

Com esta proposicao, estamos prontos para passar aos resultados principais. A
proposicao sera utilizada como ferramenta principal nas demonstracoes, onde consi-

deraremos K = G ou K = H.

Teorema 2.6. Sejam n um inteiro positivo e G um grupo no qual ]xG| < n, para

qualquer comutador x. Entdo G" tem ordem finita n-limitada.
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Demonstracao. Como anteriormente, vamos denotar por X o conjunto de comutado-
res em G e H = G'. Suponha que [H : Cyx(z)] < m, para cada x € X. Como j4
observado, temos m < n, pois [H : H N Cg(z)] < [G : Cg(x)] < n.

Escolha a € X tal que [H : Cgx(a)] = m. Entdo, pelo Lema 2.1, podemos
escolher elementos by,...,b,, € H tais que cada b; pode ser escrito como produto de
comutadores de comprimento (b;) < m — 1. Dessa forma, a classe de conjugacao de
H contendo a serd a” = {a® :i=1,...,m}.

Seja U = Cg({(b1,...,bm)). Note que o indice de U em G é n-limitado, pois

temos [G : Cg(x)] < n, para qualquer € X, entao
[G : U] S [G : Cg(bl)] s [G : Cg(bm)] S nm(m—l) S nn(n—l).

Vamos usar a Proposicao 2.5 com K = G. Dessa forma, encontramos um sub-
grupo U; < U de indice n-limitado em G. Além disso, pelo item (2) da proposicao,
temos [H,U]] < ([H,a]®).

Como o indice de U; em G é n-limitado, é possivel encontrar cq,...,cs € X
tais que H = (cy,...,¢cs, H N U;y). Agora, note que o indice de H N U; em H é no
méximo o indice |G : U;]. De fato, podemos escrever |G : Uy| = [G : HU,|[HU, : U]
e [HU, : Uy] = [H : HNU;]. Logo, pelo Lema 1.11, o nimero de comutadores s é
n-limitado.

Seja T} o fecho normal em G do produto dos subgrupos [H,a] e [H,¢;], com
1=1,...,8:

Ty = (([H a][H,c] - [H,c))").

Note que T} é o produto de um nimero n-limitado de subgrupos, normalizando uns
aos outros e, pelo Lema 2.3, cada subgrupo tem ordem n-limitada. Além disso, por
hipétese, cada um possui no maximo n conjugados em G. Dessa forma, 77 é o produto
de um nimero n-limitado de subgrupos da forma [H, x|, com x € X e podemos limitar
sua ordem.

Como Tj tem ordem n-limitada, podemos passar ao quociente G/T; e basta

mostrar que o segundo grupo derivado desse quociente tem ordem finita n-limitada.
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Assim, a partir de agora vamos trabalhar com o quociente G/T e denotaremos as
imagens de G, H e X pelos mesmos simbolos. Em outras palavras, assumiremos
T =1

Considere o subgrupo HU; = {(cy,...,cs,Up). Note que o grupo derivado de
HU, esta contido no centro Z(H). De fato, como T} = 1, temos [H,a]® trivial, assim
como cada um dos [H,¢], i = 1,...,s. Entdo, como [H,U]] < ([H,a]%), segue que
U <ZH)ecy,...,cs € Z(H).

Vamos considerar agora uma familia de subgrupos que satisfaz as mesmas pro-
priedades do subgrupo HU;. Seja X a familia de todos os subgrupos S < G com as

propriedades:
1) H<S;
2) §'< Z(H);
3) S tem indice finito em G.

Note que HU; esté contido na familia X', pois H < HUy, (HU;) < Z(H) e
|G : HU,| < [G : Uy}, que é n-limitado. Agora, escolha J € X de indice minimal j em
G. Como o indice de U; em G é n-limitado, o indice j é n-limitado também. Vamos
provar por inducao em j que a ordem de G” ¢ finita e n-limitada.

Se j =1, temos J = G e assim H < Z(H), logo G" = 1. Entao, assumiremos
j > 2. Escolha um comutador ay € X tal que [H : Cg(ap)] é maximal e escreva
ap = [d, €], para d, e € G. Note que, se ambos d e e pertencerem a J, teremos ag € J'
e, como J' < Z(H), seguiria que H < Z(H) e G" = 1. Entao, vamos assumir sem
perda de generalidade que pelo menos um deles, digamos d, nao pertenca a J.

Usaremos novamente a Proposi¢ao 2.5 com K = G. Pelo item (3) da proposigao,
existe um subgrupo V' de indice n-limitado em G tal que [H,[V,d]] < [H,ao). Tro-
cando, se necessario, V por V N J, podemos assumir, sem perda de generalidade, que

V < J. Considere L = J(d). Usando as propriedades dos comutadores vistas no
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Lema 1.6 e o fato de que J é subgrupo normal de G, pois H < J, obtemos:

L' = [J{d), J{d)] = [J{d), ()][J{d), J]') = [J, ()] “V[(d), (d)]J" = J'[J,d].

Ou seja, temos L' = J'[J,d]. Note também que L satisfaz as propriedades 1 e 3 da
familia X.

Agora observe que o indice de V' em J é no maximo o indice de V' em G, logo
é n-limitado. Seja 1 = g¢1,...,g; um sistema completo de representantes das classes
laterais a direita de V' em J e observe que t serd um nuimero n-limitado. Entao,
o subgrupo [J,d] é gerado por [V,d|%,... [V,d] e [¢1,d],...,[g: d], 0o que segue do
fato de [vg,d] = [v,d]]g,d], para quaisquer v,g € G. Para cada i = 1,...,t, denote
x; = [gi, d].

Seja Ty o fecho normal em G do produto dos subgrupos [H, ao]% e [H, z;], para
1=1,...,t

Ty = (([H.aol -+ [H, ao]"[H, x1] --- [H,2,))%).

Dessa forma, T5 é o produto de um niimero n-limitado de subgrupos de ordem
finita n-limitada, pelo Lema 2.3. Além disso, os subgrupos normalizam uns aos outros
e, por hipodtese, cada subgrupo possui no maximo n conjugados. Entao, T5 é o produto
de no méaximo 2tn subgrupos da forma [H,z|, com x € X, e concluimos que T3 tem
ordem finita n-limitada.

Passando ao quociente G/Ty, vamos provar que [H,L'] = [H,J'[J,d]] < Tb.
De fato, observe que pela escolha de J € X, temos J' < Z(H). Resta ver que
[H,[J,d]] < T5. Observe que o subgrupo [J,d] é gerado por [V,d|", ..., [V,d]" e
Ty, .., 2. Além disso, [H,x;] < Ty, para cada i = 1,...,t¢, e valem as seguintes
inclusoes:

[H, [V, d["'] <[H,ao]™, ..., [H,[V,d["] < [H, ao]™,
pois [H,[V,d]] < [H,a]. Logo, [H,[J,d]] < T,. Portanto, no quociente G/T, temos
[H,L'] =1, ouseja, L' < Z(H) e L também satisfaz a propriedade 2 da familia X
Agora, como d ¢ J, o indice de L em G é estritamente menor do que j, digamos

G : L] =1 < j. Logo, por hipétese de indugao em j, o segundo grupo derivado de
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G/T; tem ordem n-limitada. Como Ty é finito de ordem n-limitada, segue que G”

tem ordem n-limitada. A demonstragao agora estd completa. O

Um limitante para a ordem de G” dependendo apenas de n serd explicitado na
préxima secao.

No proximo resultado, vamos considerar grupos G' nos quais as classes de con-
jugacao no grupo derivado G’ contendo comutadores sao limitadas, isto é, considera-
remos \:UG/] < n, sempre que r é um comutador. Assumindo tal limitacao, obtemos
um limitante para a ordem de um dos subgrupos pertencentes a série central inferior

de G'.

Teorema 2.7. Sejam n um inteiro positivo e G um grupo no qual |a:Gl| < n, para

qualquer comutador x. Entdo v3(G') tem ordem finita n-limitada.

Demonstracao. Denote por X o conjunto de comutadores em G ¢ H = G’. Escolha
um comutador a € X tal que o indice de Cy(a) em H é o maior possivel. Vamos usar
a Proposicao 2.5 com K = H.

Pelo item (2) da proposigao, H possui um subgrupo U; de indice n-limitado tal
que [H,U}] < [H,a)* ", para algum d € G. Escreva a® ' = by, entao [H, U] < [H, bp].
Como o indice de U; em H é n-limitado, pelo Lema 1.11 podemos encontrar um
nimero n-limitado de comutadores by, ..., bs € X, tais que H = (by,...,bs, Uy).

Considere

T= [HvbOHHvbl] [H7bs]

Pelo Lema 2.3, cada um desses subgrupos possui ordem n-limitada. Além disso, cada
um dos subgrupos é normal em H, logo T' ¢ normal em H e tem ordem n-limitada.
Vamos passar ao quociente H/T.

Note que nesse quociente temos [H,b;] = 1 parai =0,1,...,s, e, pelo observado
anteriormente, [H,Uj] < [H,by]. Assim, o centro de H/T contém as imagens de Uj
e by,...,bs. Logo, fazendo o quociente de H/T pelo seu centro, o unico subgrupo

que restard serd Uy /U;, que é abeliano. Dessa forma, H/T é nilpotente de classe 2
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e v3(H/T) = 1. Portanto, v3(H) < T e como T tem ordem n-limitada, segue que
v3(H) tem ordem n-limitada. O

Encontraremos um limitante dependendo apenas de n para a ordem de 3(G")
na préxima segao.

Cabe ressaltar que nao sabemos sob as hipdéteses do Teorema 2.7 quando o
segundo grupo derivado G” é finito. Sob as hipdteses do Teorema 2.6, a ordem de v3(G)
pode ser infinita. Como comentado na introducao do trabalho, isso pode ser mostrado
usando um exemplo de um grupo infinito metabeliano livre de torcao, cujo quociente
pelo subgrupo derivado ¢ finito (exemplos de tais grupos podem ser encontrados em
9)).

De fato, seja G um grupo infinito metabeliano livre de torgao tal que o indice
|G : G'] é finito e suponha que a ordem de 73(G) seja finita. Passando ao quociente
G/v3(G), nota-se que esse quociente é nilpotente de classe de nilpoténcia 2. Além
disso, por propriedades de grupos nilpotentes (veja [14, 5.2.]), existe um epimorfismo
do produto tensorial

GIG'®- - -®G/G

Yi(G) /Y41 (G).

Logo, como G/G" é finito, segue que G/v3(G) é finito, o que é uma contradigao.

2.2 Limitantes para as ordens de G" e 13(G’)

Como comentado na introducao deste trabalho, desde 1954, quando B. H. Neu-
mann demonstrou que se G é um BFC-grupo entao seu grupo derivado G’ é finito,
hé grande interesse em cotas explicitas para a ordem de G’. No nosso caso, estamos
trabalhando com grupos nos quais as classes de conjugacao contendo comutadores
sao limitadas, mas é natural questionar-se sobre cotas explicitas para as ordens dos

subgrupos que ja demonstramos ter ordem finita.
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Sendo assim, encontraremos limitantes explicitos para as ordens de G e v3(G")
nos Teoremas 2.6 e 2.7, respectivamente. Para isso, o principal resultado que utiliza-
remos ¢ o limitante (1.2) obtido por Wiegold em [19] e que foi descrito no Teorema
1.18. O resultado nos apresenta um limitante para a ordem de G’ quando G é um

grupo cujo centro tem indice finito n:

‘G/| < n%(logQ n+1) )

Além disso, usaremos também a limitacao descrita no Lema 1.11 para o nimero
minimal de elementos necessarios para gerar um grupo em adicao aos elementos de
um subgrupo de indice finito.

Considere novamente G um grupo, H = G’ o grupo derivado de G e X o conjunto

de comutadores em G. Assuma as Hipoteses 2.2.

2.2.1 Limitante para a ordem do subgrupo [H,z], com z € X

No Lema 2.3, provamos que o subgrupo [H, z| tem ordem finita m-limitada, para
cada x € X. Vamos encontrar um limitante explicito para a ordem deste subgrupo.

Vimos que [H, x] é gerado pelos comutadores [y;, z], para cada = € X, onde y; €
Hel(y;) <m—1,parai=1,...,m. Entdo, paracadai = 1,...,m, podemos escrever
Yi = Yi1 " Yitm—1), onde y;; € X, ou seja, cada y; é escrito como produto de no maximo
m — 1 comutadores. Como sao m elementos escritos dessa forma, contabilizando
todos os comutadores que aparecem nesses produtos, obtemos no maximo m(m — 1)
comutadores.

Agora, usando propriedades dos comutadores, cada [y;, x] ¢ um produto de con-
jugados em H dos comutadores [y;;, x]. Assim, [H, z] é gerado por conjugados em H
dos comutadores [y;;, ], onde 1 <i <mel <j<m—1. Considerando hy, ..., hs os
conjugados em H dos elementos do conjunto {z,y;;;1 <i<m,1 <j <m— 1}, ob-

servamos que esse conjunto possui m(m — 1)+ 1 comutadores e como cada comutador
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tem no maximo m conjugados, segue que
s <m?*(m—1)+m.

Considerando T = (hy, ..., hs), temos [H,z] < T' e vimos que [T : Z(T)] < m”.
Usando a estimativa (1.2) encontrada por Wiegold, podemos explicitar um limitante

para a ordem de 7" em termos de [T : Z(T)]:
'] < (m?) (o8 (704D,

E, como s < m?(m — 1) + m, segue que

2
ol DA (1og, (mm? (m=D+m) 1)

T <m™~ = :
Dessa forma, como a ordem do subgrupo [H,z| é limitada pela ordem de T”,
segue que

[H,z]| < mW(logg (mm2“"‘1’+m)+1).

Porém, como observado na secao anterior, temos m < n, logo obtemos a seguinte

limitacao para a ordem do subgrupo [H, z] dependendo apenas de n:

2(

n n— n 2
%H( (

logy (n™

[Ha) <n ), (2.3)

O limitante da ordem desse subgrupo é fundamental para limitarmos a ordem

dos outros subgrupos que queremos.

2.2.2 Limitante para a ordem de G”

No Teorema 2.6 provamos que se n é um inteiro positivo e G é um grupo no
qual |2¢| < n, para qualquer comutador z, entdo a ordem de G” ¢ finita e n-limitada.
Vamos reescrever a demonstracao do teorema, explicitando em cada passo os limitan-
tes encontrados para, por fim, encontrar um limitante para ordem de G” dependendo

apenas de n.
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Suponha que para qualquer comutador z € X tenhamos [H : Cy(z)] < m e
|G : Cs(z)] < n. Escolhendo a € X tal que [H : Cy(a)] = m, obtemos a classe de
conjugacao de H contendo a, que serd a” = {a’;i =1,...,m}, onde by, ... b, € H
el(b;) <m—1.

Na sequéncia, considerando U = Cg({b1,...,bn)) € tomando K = G em (2.1),

observamos que U tem indice n-limitado em G-
G : U] < n™m=h),

Usando a Proposicao 2.5 com K = G, encontramos um subgrupo U; < U de

indice n-limitado em G. Por (2.2), tal indice terd a seguinte limitacao:
(G Uy < nPn=D),

Dessa forma, podemos encontrar ci,...,cs € X tais que H = {(c1,...,cs, H N Uy).

Como o indice de H NU; em H é no maximo o indice [G : U;], temos

[H: HN U] < prn=),

n(n—1)

Logo, pelo Lema 1.11, precisamos de no maximo log, n® comutadores em adigao

aos elementos de H N U; para gerar H, ou seja,

s < log, prn=1)

Considerando Ty = (([H, a][H, c1] - - - [H, ¢,])¢), nota-se que T} é o produto de um
niumero n-limitado de subgrupos de ordem n-limitada, normalizando uns aos outros e
cada um possui no maximo n conjugados em G. Entao, T} é o produto de no maximo
(s + 1) - n subgrupos da forma [H, x|, com z € X, ou seja, é o produto de no maximo
(logy n*"™~Y 1) - n subgrupos.

Podemos limitar a ordem de T utilizando a limitacao encontrada em (2.3) para

a ordem de cada subgrupo da forma [H, x|, com x € X. Assim, obtemos

|T1| S nala
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onde

2(n —1
ay = (TL 10g2 n3n(n—1) + n) (w (10g2 (nn2(n—1)+n) + 1)) ) (24)

Passando ao quociente GG/Tj, mostramos que o segundo grupo derivado desse
quociente tem ordem finita n-limitada. Para isso, foi suficiente assumir 77 = 1.

Considerando o subgrupo HU; = (¢y,...,¢5,Up), o grupo derivado de HU,;
estd contido no centro Z(H). Entao, define-se X como sendo a familia de todos

os subgrupos S < G com as propriedades:
1) H<S;
2) §' < Z(H);
3) S tem indice finito em G.

Dessa forma, o subgrupo HU; esta contido em X. Seja J € X tal que seu indice j em
G ¢é o menor possivel. O indice 5 é limitado pelo indice de U; em G, logo ¢ limitado
por n®Hn=b),

Em seguida, prova-se por inducao em j que a ordem de G” é finita e n-limitada.
Como vimos, podemos assumir j > 2 e escolhe-se um comutador ay € X tal que
[H : Cg(ap)] é maximal e ag = [d, ¢], para d,e € G, com d ¢ J. Usando o item (3)
da Proposicao 2.5 com K = G, existe um subgrupo V' de indice n-limitado em G tal
que [H,[V,d]] < [H,ag) e assume-se que V < J. Além disso, considera-se L = J{d) e,
entao, L' = J'[J, d].

O indice de V em J é no maximo o indice de V' em G, logo por (2.2), temos
[J: V] < nPnn=h),

Considerando 1 = gy, .. ., g; um sistema completo de representantes das classes laterais

a direita de V em J, como o indice de V em J é n-limitado, pelo Lema 1.11 temos

t < log, n®"("=1).
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Dessa forma, o subgrupo [J,d] é gerado por [V,d]?*,... [V,d]? e [g1,d],...,[g:,d] e
para cada i = 1,...,t, denota-se x; = [g;, d].

Seja Ty = (([H, ao)" --- [H, )" [H,x1] - - [H,2,])¢). Assim, Ty é o produto de
um numero n-limitado de subgrupos de ordem finita n-limitada. Como cada subgrupo
nesse produto possui no maximo n conjugados, segue que 75 ¢ o produto de no maximo
2tn subgrupos da forma [H, x|, com z € X. Utilizando a limitagao para ¢ e o limitante
encontrado em (2.3) para a ordem de cada subgrupo da forma [H,z], com = € X,

obtemos um limitante para a ordem de 75:
|T2| S na2a

onde

az = (2nlog, n3"(”’1)) <n2(n—# <log2 (n (=D 4 1>> . (2.5)

O passo seguinte é passar ao quociente G/T5, onde observa-se que [H,L'] =
[H, J'[J,d]] < Ty e, portanto, L' < Z(H). Como L satisfaz as propriedades da familia
X e o indice de L em G é estritamente menor do que j, digamos [G : L] = [ < j,
conclui-se que o segundo grupo derivado de G/T; tem ordem n-limitada e, portanto,
G" tem ordem n-limitada.

Note que ao fazer o quociente de G por 15, encontramos um subgrupo L € X de
indice [ < 7 em GG. Podemos repetir o processo descrito acima, agora para o subgrupo
L. De maneira anadloga, podemos construir um subgrupo de ordem n-limitada T5.
Passando ao quociente de G/Ty por T3, encontraremos um outro subgrupo M € X
tal que [G : M| < [. Usando novamente a hip6tese de inducao, teremos que o segundo
grupo derivado desse quociente tem ordem n-limitada.

Podemos repetir esse processo um numero finito de vezes, digamos k vezes, até
encontrar um subgrupo A € X tal que [G : A] = 1 e, nesse caso, G" = 1. Dessa

forma, encontramos um limitante para a ordem de G":

|G"| < ||| T - - [Tl
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L . - ) . 3n(n—1)
Como o indice j considerado inicialmente é tal que j < 2'°&2" , segue que

precisamos repetir esse processo k < log, n3 1 vezes. Além disso, encontramos
71| < n® (veja (2.4)) e |Ta| < n*? (veja (2.5)), de onde observamos que a3 < o,
para n > 1. Logo, n®* < n®?, para n > 1.

n(n—1)

Observa-se que para os demais subgrupos Ty, com k = 3, ..., log, n® , tere-

mos |T}| < n®?. Portanto, podemos considerar a seguinte limitagao para a ordem de

G”'
3n(n—1)

|G//| S nag . nag — (nag)loan ’

10g2 n3n(n—1)

ou seja,

G| <n™,

onde
N = n (log, n3”("71))2 <(n2(n —1)+n) (10g2 (n*(n=DFny 4 1)) .

Com o objetivo de apresentar um limitante mais simples para a ordem de G”,

podemos limitar o valor de N encontrado acima da seguinte maneira:

N = n(log, n3"("_1))2 <(n2(n —1)+n) <log2 (n”2(”_1)+"> + 1))
= n(3n(n —1))*(logyn)* ((n*(n — 1) + n)*log, n + n*(n — 1) +n)
< n(3n-n)*(log,n)* ((n*-n+n)’log,n +n”-n+n)
= n(3n”)*(logyn)* ((n® 4 n)*logyn +n’ + n)
= n-9n*(logyn)* ((n® + n)*log,n + n® +n)
< 9n’(logyn)? ((2n*)*logy n + 2n?)
= 9n°(logyn)* (4n°log, n + 2n?)
= 36n'"(logyn)® + 18n°(logy n)?
< 36n'(logyn)* + 18n* (log, n)?

= 54n''(log,n)®.
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Observe que na primeira desigualdade usamos o fato que n —1 < n. Na segunda
desigualdade usamos o fato que n®4+n < 2n®. Por fim, na dltima desigualdade usamos
o fato que n® < n'' e (log,n)? < (log, n)?, para todo n > 1.

Logo, obtemos que

|G//| < n54n11(log2 n)3

2.2.3 Limitante para a ordem de 3(G’)

No Teorema 2.7 provamos que se n é um inteiro positivo e G é um grupo no qual
|xG/| < n, para qualquer comutador z, entao a ordem de 43(G’) é finita e n-limitada.
Reescrevendo a demonstracao do teorema, vamos obter um limitante dependendo
apenas de n para a ordem de v3(G").

Vamos denotar H = G’. Primeiramente, escolhe-se um comutador a € X tal
que o indice de Cy(a) em H é o maior possivel. Usando a Proposicao 2.5 com K = H,
notamos que H possui um subgrupo U; de indice n-limitado tal que [H, U;] < [H, a] at
para algum d € G. Escrevendo a’ ' = by, temos [H, U!] < [H, b).

Como o indice de U; em H é n-limitado, podemos encontrar um nimero n-
limitado de comutadores by, . ..,bs € X tais que H = (by, ..., bs, U;). Como observado
em (2.2), temos [H : Up] < n3" =1 1ogo usando o Lema 1.11, obtemos a seguinte

limitagao para o nimero de comutadores s:

s < log, n®n=1).

Seja T' = [H, bo|[H, b1] - - - [H, bs]. Pelo Lema 2.3, cada um desses subgrupos pos-

sui ordem n-limitada, mais especificamente, por (2.3), temos para cadai =0,1,...,s:

H b < 0™ (o (w2070 00) 1),

Além disso, cada um dos subgrupos no produto é normal em H, logo T' é normal em

H e tem ordem n-limitada.
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Passando ao quociente H/T, temos [H,b;] = 1 parai=0,1,...,s, e pelo obser-
vado anteriormente, [H, U] < [H,bg]. Assim, o centro de H/T contém as imagens de
Ui e by,...,bs. Portanto, o quociente de H/T pelo seu centro é abeliano, logo H/T
é nilpotente de classe 2 e, entdo, v3(H) < T. Como T tem ordem n-limitada, segue
que v3(H) tem ordem n-limitada.

Note que a ordem de T serd menor que o produto das ordens dos subgrupos

[H,b;], parai=0,1,...,s:

T] < [[H, bol| - [[H, ba][ - -~ - [[H,bs]].

Nesse produto temos s + 1 subgrupos e como conhecemos um limitante para a

ordem de cada um deles, segue que:

Ivs(H)| < |T] <n,

onde

2(n—1
M = (log, n®n=h) 4 1) (W <log2 (p* = D4my 4 1))

Para apresentar um limitante mais simples para a ordem de 73(H), podemos

limitar M da seguinte forma:
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2(n—1 2
M = (log, nin=l) 4 1) (w (log2 (n" (n=DHn) 4 1>>

n*(n—1)+n
— 10g2 n3n(n—1) ( ( 2 ) <10g2 (an(n—l)-Fn) + 1)>

N <n2(n —21) +n <10g2 (=Dt 4 1))

_ wbgzn ((n2(n —1) +n)2 log, 1 + n2(n —1) ‘f‘n)

1
+§ ((n*(n — 1) +n)*logyn + n*(n — 1) + n)
3n -

n nlogzn((nQ-n+n)210g2n+n2-n+n)

IN

1
—|—§ ((n*-n+n)*logyn+n* -n+n)
2

1
= %loan ((n® 4+ n)*logyn +n’ +n) + 3 ((n® 4+ n)*logyn +n’ + n)
2

1
< % log, n((2n*)?logy n + 2n*) + 5((2713)2 log, n + 2n?)

3 2
= % log, n(4n°logy n + 2n*) + 2nSlog, n + n?
= 6n%(log,n)* + 3n°log, n + 2n®log, n + n?
< 6n°(logyn)* + 3n%(logy, n)? + 2n®(logy n)? + n®(log, n)?

= 12n®*(log, n)*.

Observe que na primeira desigualdade usamos o fato que n—1 < n. Na segunda
desigualdade usa-se o fato que n® +n < 2n3. Na dltima desigualdade usamos os
fatos que 3n°logyn < 3n®(logyn)? e 2n°logyn < 2n%(log, n)?, para todo n > 1 e
n® < n®(logy,n)? paran > 1.

Dessa forma, obtemos que
|’)/3(G/)| < n12n8(log2 n)2.

Cabe ressaltar que, provavelmente, os limitantes encontrados para a ordem de
G" e de 13(G") possam ser melhorados. Entretanto, acreditamos que a melhora nao
serd muito significativa, ficando distante do limitante conjecturado para a ordem de

G’, por exemplo.



Capitulo 3

Quadrados

Neste capitulo, considere F' = F(X) um grupo livre, onde X = {z1,z9,...} é
um conjunto de geradores livres de F. Um elemento nao trivial do grupo livre F' é

chamado de palavra de grupo ou, simplesmente, palavra.

Considere w = w(xy, xg, . .., zs) uma palavra. Podemos escrever
— ni ,.n2 Nk
w = il i2 . J/’Zk 9
onde n; é um inteiro, i; € {1,...,s}ej=1,... k.

Se G é um grupo e ¢1,92...,9s € G, o elemento w(gy, 9. ..,gs) ¢ chamado de
w-valor em G. O conjunto de todos os w-valores em G é denotado por G, e o subgrupo
verbal w(G) é definido como sendo o subgrupo gerado pelo conjunto G,,.

Observe que um comutador em elementos de G, isto é,

w(g, g2) = (g1, 92) = 91 ' 95 ' 919,

é um w-valor de GG, para g1, g2 € GG. Dessa forma, analisando os resultados obtidos nos
Teoremas 2.6 e 2.7 do capitulo anterior, é possivel generaliza-los para outros w-valores
além de comutadores?

Neste capitulo, veremos que a resposta é afirmativa para um caso em especial:
os elementos-quadrados do grupo. Tais elementos podem ser definidos da seguinte

forma:

49
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Definicao 3.1. Sejam G um grupo e x um elemento de G. O elemento x € dito ser

um quadrado se existe y € G tal que v = y*.

O nosso objetivo é estudar grupos nos quais as classes de conjugacao contendo
elementos-quadrados sao limitadas. Usaremos as ideias desenvolvidas no capitulo
anterior para estabelecer alguns resultados similares para tais elementos. Veremos
que é possivel mostrar um analogo ao Teorema 2.7 para os elementos-quadrados do
grupo. Mas, nao sabemos se ¢ possivel provar um resultado analogo ao Teorema 2.6
para o caso desses elementos.

Citaremos aqui uma generalizacao dos Teoremas 2.6 e 2.7 estabelecida por Eloisa
Detomi, Marta Morigi e Pavel Shumyatsky em [4]. Utilizando alguns dos argumen-
tos desenvolvidos na secao anterior, os autores demonstraram uma generalizacao dos
Teoremas 2.6 e 2.7 para o caso de comutadores multilineares, que sao as palavras
construidas por agrupar os comutadores sempre usando variaveis diferentes.

Formalmente, a palavra w(z) = = é um comutador multilinear. Se u ¢ v sao
comutadores multilineares envolvendo diferentes varidveis, entao a palavra w = [u, v|
¢ um comutador multilinear. Todos os comutadores multilineares sao obtidos nesse

caminho. Os resultados obtidos por eles podem ser enunciados como:

Teorema 3.2. Sejam w = w(xy,...,x,) um comutador multilinear e G um grupo.
Se |2%| < m para cada w-valor x em G, entdo o subgrupo derivado de w(G) tem
ordem finita {m,n}-limitada. Se |z*9| < m para cada w-valor x em G, entdo

[w(w(Q)),w(Q)] tem ordem finita {m,n}-limitada.

Passamos agora ao estudo dos grupos nos quais as classes de conjugacao contendo

elementos-quadrados sao limitadas.
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3.1 Grupos nos quais as classes de conjugacao con-
tendo quadrados sao limitadas

Considere X = {z € G : 2 = 3*, y € G} o conjunto de todos os elementos-
quadrados em um grupo G' e H o subgrupo de G gerado por X. Seja n um inteiro
positivo e suponha que

[H : Cu(z)] <n,

para qualquer quadrado x € X.

Como H = (X), seus elementos sao produtos de elementos-quadrados. Assim,
dado um elemento h € H, vamos escrever [(h) para o nimero minimal | com a
propriedade de que h pode ser escrito como um produto de [ quadrados. Entao,
I(h) = 0 se, e somente se, h = 1.

O proximo lema é imediato do Lema 2.1 do capitulo anterior e sera fundamental

para as nossas demonstragcoes.

Lema 3.3. Seja K um subgrupo de indice finito n em H. Entao cada classe lateral

Kb contém um elemento h tal que [(h) < n — 1.

Estamos considerando H = (X) = (x € G : 2 = 4%, y € G) e, de maneira
analoga ao visto na secao anterior para o caso de comutadores, podemos mostrar
que o subgrupo [H,z] tem ordem finita n-limitada, sempre que x é um quadrado.
O préximo lema tem demonstracao semelhante ao Lema 2.3, mas vamos reescreve-lo

considerando a situagao de que agora x é um quadrado.
Lema 3.4. Para cada x € X, o subgrupo [H,z| tem ordem finita n-limitada.

Demonstracao. Escolha um quadrado z € X. Como Cg(x) tem indice no maximo
n em H, pelo Lema 3.3 podemos escolher yq,...,y, € H tais que [(y;) < n — 1,
parai=1,...,n. Assim, [H,x] é gerado pelos comutadores [y;, x]. Agora, para cada

i=1,...,n, podemos escrever y; = ¥;1 - * * Yi(n—1), onde y;; € X:
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N = Y Yin-1)

Y2 = Y21 Y2>n-1)

Yn = Yni- " Yn(n-1)-

Note que nos produtos acima temos um numero n-limitado de quadrados. Além
disso, usando a identidade de comutadores [zy, z] = [z, z][y, z], podemos escrever

cada [y;, z] como um produto de conjugados em H dos comutadores [y;;, x]:

[yl7 a’/'] — [yll “ .. yl(nfl)j ./L'] — [y7,17 :L-]yzQyz(nfl) I:yl2’ x]yz{;yz(nfl) e [yl(n71)7 x].

Dessa forma, [H,z] é gerado por conjugados em H dos comutadores [y;;,z], onde
1<i<nel<j<n—-1

Sejam hq,...,hs os conjugados em H dos elementos do conjunto
{z,9;;:1<i<n,1<j<n-—1}.

Note que esse conjunto possui um niimero n-limitado de quadrados e, como para cada
h € X temos [H : Cy(h)] < n, segue que cada um desses quadrados possui no maximo
n conjugados. Portanto, s é n-limitado.

Seja T = (hq,...,hs). Note que [H,z] < T'. Logo, é suficiente mostrar que
T" tem ordem n-limitada. Para isso, observe que cada h; é também um quadrado,

entdao Cy(h;) tem indice no maximo n em H, parai=1,...,s. Assim, considerando
S

o centro de T, que por definicao é dado por Z(T') = ﬂ Cr(h;), e usando o fato que
i=1

T < H, temos
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T 2] < [T Cr(n)]

< H[H : Cr(hy)]

< n’.

Assim, como Z(T') tem indice finito n-limitado em 7', pelo Teorema 1.17 de
Schur, segue que T" tem ordem finita n-limitada, como querfamos. Logo, a ordem do

subgrupo [H, x| é limitada por |T"|. O

Vamos assumir que o inteiro positivo n considerado acima ¢ o menor para o qual
[H : Cy(x)] < n, para cada quadrado x € X.

Escolha um elemento b = a* € X, tal que [H : Cy(b)] = n. Pelo Lema 3.3,
podemos escolher elementos ¢1, ..., ¢, € H tais que I(¢;) <n—1,comi=1,...,n,e,

assim, a classe de conjugacao de H contendo b sera dada por
b = {bi=1,...,n}.

Considere agora o subgrupo U = Cy({c1,...,¢,)). Note que U tem indice finito

n-limitado em H. De fato, temos
[H:Ul=[H:Cgx({c1,...,ca))] < [H : Cy(cr)] -+ [H : Crlen)).

Além disso, cada ¢; pode ser escrito como um produto de no méaximo n — 1 quadrados

e [H : Cy(x)] < n, para cada quadrado = € X. Entao, segue que

[H:U] < [H:Cu(ey)]---[H:Chl(cy)]
< pteoopgntt

I
S
2
i
=
—~
R
—
~—
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A partir de agora assumiremos as hipdteses acima para provar os demais resul-
tados. O proximo lema é, de certa maneira, andlogo ao Lema 2.4 visto no capitulo

anterior.

Lema 3.5. Sejam u € U, b= a®> € X e suponha que ub € X. Entdo [H,u] < [H,b].

Demonstragao. Como u € U = Cg({cy,...,¢cn)), segue que (ub)® = ub, para cada
i=1,...,n. Assim, os elementos ub“ formam a classe de conjugacao (ub)H .
Para um elemento arbitrario g € H, existe h € {ci,...,c,} tal que (ub)? = ubd"

e entdao ufb? = ub". Portanto,
[u,g] = u'uf = u ub"b9 = b9 = [gh', 0" " € [H,b).
Logo, [H,u| < [H,b] como querfamos. ]

Note que uma das hipdéteses do lema acima é que o elemento ub seja um quadrado,
onde u € U e b € X, porém isso nao acontece para qualquer elemento u € U. Para
garantir que ub € X, precisamos considerar um determinado subgrupo de U. Vamos

definir entao um subgrupo U; < U da seguinte forma:
Uy =U0nU"

Observe que, como U tem indice n-limitado em H, o subgrupo U; também tem

indice n-limitado em H. Usando (3.1) temos:

(H:Uy] = [H:UnU
< [H:U]H:U"
< nn(nfl) . nn(nfl)

p2rn=1), (3.2)

No proximo lema veremos que estabelecendo uma condicao para o elemento

u € U, garantimos o Lema 3.5.
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Lema 3.6. Sejam h € Uy, b=a’ € X e u = h*[h,a”']. Entdo, [H,u] < [H,b].
Demonstracao. Escreva
(ha)? = haha = h*h"*aha™'a® = h?[h,a *]a*.

Observe que o lado mais a direita da igualdade é ub, enquanto o lado mais a esquerda
é um quadrado. Assim, ub € X. Resta verificar que u € U.
Observe que h2 € Uy < U e [h,a Y] = h 'A% e UyUS ' < U. Assim, u e U e

pelo Lema 3.5, temos [H, u| < [H, b], como querfamos. ]

Assumindo as hipdteses e os resultados anteriores, podemos passar ao resultado

principal desta secao.

Teorema 3.7. Sejam n um inteiro positivo, G um grupo e H o subgrupo gerado por
todos 0s quadrados em G. Se |v™| < n para qualquer quadrado x € G, entio v3(H)

tem ordem finita n-limitada.

Demonstracao. Primeiramente, como o indice de U; em H ¢é n-limitado, pelo Lema

1.11 podemos encontrar um nimero n-limitado de quadrados z1,...,z, € X, tais que
H = (z1,...,2,,Uy).
Considere o subgrupo
T =[HbH z] - [H ],

onde b = a® € X, como definido anteriormente. Pelo Lema 3.4, cada um dos subgrupos
na definicao de T possui ordem n-limitada. Além disso, cada um desses subgrupos é
normal em H. Portanto, T' é normal em H e tem ordem n-limitada.

Considere agora L = H{a) e T} = TT"*. Como o subgrupo H tem indice
no maximo 2 em L e o subgrupo 7' é normal em H, segue que 77 é um subgrupo
normal de L e tem ordem n-limitada. Entdo, vamos passar ao quociente L = L/T} e

denotaremos H = H/T;. Note que o centro de H contém as imagens de z1,. .., .
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Além disso, pelo Lema 3.6, o centro de H contém as imagens de u = h? [h, a_l], sempre
que h € U;.

Passe agora ao grupo quociente L/Z(H). Nesse quociente temos h?[h,a™ ] = 1,
sempre que h € Uy. Assim, haha™' = 1, o que implica que aha ' = h™'. Logo, em
L/Z(H), o elemento a normaliza U; e age via automorfismo levando cada elemento de
U; em seu inverso. Pelo Lema 1.10, segue que a imagem de U; no quociente L/Z(H)
¢ abeliana.

Como H = (xy,...,2,,U;), a imagem de H em L/Z(H) é também abeliana,
ou seja, H/Z(H) é abeliano, o que implica que H = H/T} é nilpotente de classe 2.
Portanto, v3(H) < T;. Como T} tem ordem n-limitada, segue que v3(H) tem ordem

n-limitada. OJ

Podemos encontrar um limitante para a ordem de ~3(H) dependendo somente
de n, o que descreveremos na proxima secao.

Como citado na introducao do capitulo, nao sabemos se é possivel provar um
resultado analogo ao Teorema 2.6 para o caso de elementos-quadrados, isto é, nao
sabemos quando é correto afirmar que se |z¢| < n para qualquer quadrado z € G,

entao a ordem de H’ é finita e n-limitada.

3.2 Limitante para a ordem de v3(H)

Vamos encontrar um limitante explicito para a ordem de v3(H) no Teorema
3.7. Para isso, como feito na secao anterior, o principal resultado que utilizaremos é
o limitante para a ordem de G’, descrito no Teorema 1.18, no caso em que G é um
grupo cujo centro tem indice finito n: |G'| < nalosantl) - Algm disso, utilizaremos a
limitagao descrita no Lema 1.11.

Considere novamente X = {r € G : v = 3*,y € G} o conjunto de todos os

elementos-quadrados em G e H = (X). Seja n um inteiro positivo e suponha que
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[H : Cy(x)] < n, para qualquer quadrado =z € X.

No Lema 3.4 provamos que para cada quadrado z € X, o subgrupo [H,z]
tem ordem finita n-limitada. Como esse lema é analogo ao Lema 2.3 no caso de
comutadores, limitando cada passo da demonstragao, como feito na Subsecao 2.2.1,
encontraremos o mesmo limitante para a ordem do subgrupo [H,z|, que serd dado

por

H:H’ x:l ’ S an(ngl)Jﬁn (10g2 (an(n71>+n)+1). (33)

Passando ao Teorema 3.7, provamos que se |z7| < n para qualquer quadrado
x € G, entdo v3(H) tem ordem finita n-limitada. Vamos reescrever os passos da
demonstragao para encontrar um limitante para ordem de v3(H) dependendo apenas
de n.

Primeiro, como o indice de U; em H ¢é n-limitado, encontra-se um ntmero n-
limitado de quadrados x1,. ..,z tais que H = (x1, ...,z Uy). Mais especificamente,

por (3.2), temos [H : Uy] < n®"=Y . Logo, pelo Lema 1.11 segue que

s < log, ("1,

Depois, considera-se o subgrupo T' = [H,b|[H, 1] ---[H, x,], onde b = a® € X,
que é normal em H e tem ordem n-limitada. Além disso, consideram-se os subgrupos
L=H{a)eT), =TT" sendo que T; é normal em L e tem ordem n-limitada também.
Passando primeiro ao quociente L = L/T} e depois ao quociente L/Z(H), obtem-se
que v3(H) < Tj. Logo, basta encontrar um limitante para a ordem de 7;. Para isso,
observa-se que a ordem de 7T} é limitada pelo produto das ordens de T" e T.

Note que a ordem de T' serd menor que o produto das ordens dos subgrupos

[H,b], [H,x1],...[H, x4
7] < [[H 0]} - |[H, 2] - -+ - [[H ][

O mesmo ocorre para a ordem do subgrupo 7. Dessa forma, a ordem de T; sera

limitada pelo produto das ordens de 2(s + 1) subgrupos da forma [H, z|, com z € X.
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Usando a limitagao encontrada para s e para |[H,z]| em (3.3), obtemos
‘Tl‘ g n/Ba

onde

5= (log, n” ) 41) ((n"(n — 1) + n) (o (0“0 ~7) 4 1))

Para apresentar um limitante mais simples para a ordem de 73(H), podemos

limitar  da seguinte forma:

B = (2n(n—1)logyn +1) ((nz(n — 1) +n)(log, (n“2(”7l)+”) + 1))

B = (2n(n —1)logyn)((n*(n — 1) +n)*logyn) + (2n(n — 1) log, n)(n*(n — 1) + n)

+(n?(n — 1) +n)*logyn +n*(n —1) +n
< (2n%logyn)(n® +n)?logyn + (2n*logy n)(n® + n) + (n® +n)?logyn +n® +n
< (2n?log,n)(2n*)?log, n + (2n?log, n)(2n°) + (2n*)?logy, n + 2n°
= (2n%log, n)(4nlog, n) + (2n*log, n)(2n?) + 4n°log, n + 2n®
= 8n®(log,n)* + 4n°log, n + 4n°log, n + 2n?
< 8n®(logyn)? + 4n®(logy n)* + 4n®(logy n)? + 2n®(log, n)?

= 18n%(logy n)*.

Observe que na primeira desigualdade usamos o fato que n —1 < n. Na segunda
desigualdade usa-se o fato que n® +n < 2n®. Na tltima desigualdade usamos os
fatos que 4n’log,n < 4n®(log,n)? e 4nflog,n < 4n®(log,n)?, para todo n > 1 e
2n® < 2n%(log, n)? paran > 1.

Dessa forma, obtemos que

|73(H)| < n18n8(log2 n)z'
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Semelhante ao caso dos comutadores, é possivel que o limitante para a ordem
de 7v3(H) possa ser melhorado. Mas, acreditamos que a melhora nao serd muito
significativa e estamos interessados somente em uma estimativa para a ordem do
subgrupo.

Com isso, concluimos os resultados deste trabalho.
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