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Resumo

Neste trabalho, estamos interessados na existéncia de solugoes para uma classe de

problemas quasilineares nao locais do tipo

{ (e VuP) V) = (o0 B) e )

u=20 sobre 052,

onde Q ¢ um dominio limitado suave de RN, ¢ : Ry - R, , f: QxR xR = Re
B : L*(Q2) — R sao fungoes cujas hipoteses serao dadas depois. Nos usamos o método
de sub e supersolugao, a fim de encontrar solugbes para o problema (P). Além disso,

aplicar os resultados a alguns problemas de curvatura média prescritas nao locais.

Palavras-chave: Método de sub e supersolugao, problema nao local, operador

quasilinear, equagao da curvatura média prescrita.



Abstract

In this work we are concerned with the existence of solution to the class of nonlocal

quasilinear problems of the type

{ (ol Ve V) = flr.u B) i )

u =10 on 0f),

where € is a smooth bounded domain in RV, a : Ry - R, , f: QxR xR — R and
B : L*(2) — R are functions whose hypotheses will be defined later. We use sub and
supersolution method in order to find solutions to problem (P). Further, we apply our

result to some nonlocal prescribed mean curvature problems.

Keywords: Sub and supersolution method, nonlocal problem, quasilinear opera-

tor, prescribed mean curvature equation.
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Notacoes

No corpo deste trabalho usaremos as seguintes notacoes:

Q :Dominio limitado de RY com fronteira regular.
| e :Norma do espago LP(Q2), p > 1.

|- lla) :Norma do espago Hj(9Q).

|- ltag@ :Norma do espago CH*(Q).

— :Imersao continua.

e :Imersao compacta.

— :convergéncia forte.
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Introducao

Esta dissertagao é baseada no artigo [7] onde os autores estudaram a existéncia de

solugoes para uma classe de problemas elipticos quasilineares nao locais de tipo

{ (e VuP) V) = (o0 B) e )

u=20 sobre 052,

onde € ¢ um dominio limitado suave de R, as funcdes f : O x Rx R — R, B :
L>(Q) — R sao fungoes continuas e a : R, — R, fungao de classe C*', com as seguintes

propriedades: existem constantes v,I" > 0, tais que

(a1) 0 <7 <a(s?) <T para todo s > 0;

(az) (v —1)a(s) < a'(s)s < Ta(s) para todo s > 0.

A principal novidade de (P) é o termo nao local B(u). Um exemplo desse tipo de fungao

é dado por

Entretanto, o principal resultado é valido para uma classe mais geral de fungoes B.
comecamos comentando o caso local, considerando as hipoteses dadas acima sobre a
funcao a, temos

(1)

—div(a(|Vul*)Vu) = f(z,u) em €,
u=20 sobre 0f).

Os autores em [12| provaram a validade de um método de sub e supersolu¢ao para
(1). Para isso, eles usaram a validade de um método de sub e supersolu¢ao. Contudo,
esta técnica nao pode ser usada em (P) pois o problema néo possui estrutura variacional.
Por isso, foi introduzido uma definicao adequada de sub e supersolucao e foi usado um

argumento de Ponto Fixo de Schauder para provar o resultado principal.
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Definicao 1 Dizemos que u,u € C'(Q) sdo sub e supersolucdo de (P) respetivamente,
se satisfazem:

(i) u<uemQeu<0<uem IS,

(i) —div (a(|Vul*)Vu) < f(z,u, B(w)) em Q, para todo u < w < T,
(it7) —div(a(|Vu|*)Vu) > f(z,u, B(w)) em Q, para todo u < w < .

As desigualdades acima devem ser entendidas no sentido fraco. Ao longo do trabalho

apresentamos resultados sobre o teorema principal, que enunciamos abaixo:

Teorema 2 Suponhamos que (a1) — (as) sio satisfeitas, entio existe u € C*(Q) solugdo

do problema (P) tal que u < u <.

Em seguida, aplicaremos esse resultado aos problemas de curvatura média prescrita,

div (%%W) Ao B)  em O,

u=20 sobre 0f2,

(2)

para i = 1,2 e as seguintes fungoes

fi(z,u, B(u)) = (Au? 4+ b(z)uP) /h(x)ur(:r)d:r,

Q

fa(z,u, B(u)) = ()\uq + b(x)uP + c(x)u™ /Qh(x)u’"(x)dzv) :

onde as fungoes h,b,c € C(2), A € Re 0 < p, q,r,m. Suponhamos que h é ndo negativa e
nao trivial, usaremos um problema quasilinear auxiliar para uma funcao especifica usada
em [9] e [6]. De fato, sdo exemplos que pretendem mostrar a aplicabilidade do resultado.

No caso local, foi estudado o seguinte problema :

v V) Au? + b(x)uP em (),
V14| Vul?

u=20 sobre 02,

onde 0 <p<1<yq.
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Na literatura temos os seguintes resultados:

(1) Para b = 0, existe Ay > 0 de tal forma que (3) possui pelo menos uma solugao
positiva para todos os A € (0,\g). Além disso, no caso em que Q = B(0; R),
existe A > 0 de modo que (3) ndo possua nenhuma solucdo positiva para A > X
(consulte [9] e [13]).

(2) Para b # 0, existe A\g > 0 de tal forma que (3) possui pelo menos uma solugao

positiva para todos os A € (0, \g) (consulte [9]).

O segundo objetivo desta dissertacao é estudar algumas perturbagoes nao locais de (3).

Especificamente, analisar (2) e exibir os seguintes resultados:

(1) No caso f = f1. Parag+r <1< p+r. Entao, existe Ay > 0 tal que (2) possui

pelo menos uma solugao positiva uy para todos os A € (0, Ag).

(2) No caso f = f5. Para 0 < ¢ <1 < min{p,m + r}. Entéo, existe \g > 0 tal que o

problema (2) possui pelo menos uma solugao positiva uy para todos os A € (0, \g).

Existem alguns artigos interessantes (consulte [6], [9], [14] e [13]) estudando o prob-
lema da curvatura média prescrita fazendo uso de métodos variacionais. Em particular
o método de sub e supersolucao.

Em [12] os autores mostraram resultados de multiplicidade para (3) quando o termo
da reagao exibe uma oscilagao de comportamento proximo do infinito. E em [6] quando
f é uma funcao continua e ilimitada com comportamento oscilatério préoximo a origem.

Nos referimos a [12] para um estudo detalhado dos métodos de sub e supersolugao
para (1) e suas aplicagoes.

Os estudos realizados em [6] e [12] em certo sentido sdo complementados no ar-
tigo |7], pois no artigo mencionado estuda uma classe geral de nao linearidade, incluindo
um termo nao local.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos.

No primeiro capitulo, vamos lembrar no¢oes de Anélise Funcional e apresentar algu-
mas propriedades do Teorema de Ponto Fixo de Schauder, espacos de Holder, Teorema
de Minty-Browder e imersoes no espago de Sobolev.

O ponto de partida para o segundo capitulo é mostrar os Lemas auxiliares e depois

mostrar a existéncia de uma solucao entre a sub e supersolugao para A € (0, Ag).



Introducao. 4

No terceiro capitulo, mostraremos duas aplicagoes do Teorema 22 para a curvatura
média prescrita.
Finalmente, no quarto capitulo, deixaremos o apéndice na qual estao alguns teoremas

usados no presente trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, faremos uma abordagem sobre algumas defini¢des e teoremas que

ajudaram a dar um melhor entendimento desta dissertacao.

1.1 Operadores compactos e espacos de Holder

Definicao 3 Um operador linear T : E — F', entre espagos normados, € dito compacto

se T(A) C F for compacto em F, onde A é um conjunto limitado em E.

Proposicao 1 Sejam E, F espagos normados el : E — F operador linear, as sequintes

afirmacgoes sao equivalentes:

(a) T é compacto.

(b) T(A) € compacto em F para todo limitado A em E.
(¢) Para toda sequéncia limitada (x,)nen em E, a sequéncia (T(xy,))nen tem sub-

sequéncia convergente em F'.

Demonstragao. Ver a prova em |[3].
Proposicao 2 Sejam FEy, E, Fy, F' espagcos normados e S : By — F, T : E — F e
U : F — Fy operadores lineares com S e U continuos e T' compacto. Entao U oT oS :

Ey — Fy € um operador compacto.

Demonstragao. Ver a prova em [3].



Capitulo 1. Preliminares. 6

Definigao 4 Seja Q C RY um aberto, entao C*(QQ) denota o espago vetorial de fungoes

cujas derivadas até ordem k(inclusive) sao todas continuas:

CH(Q) = {u:Q— R onde D'u € continua em Q para todo || < k}.

Observagao: Sejay € NU{0} e |y| =71 +72+ ... +7n. Frequentemente, sera denotado
o espago das fungoes continuas C°(€2) por C(Q), e

C=(Q) = [ CH9).

keN

Definigao 5 Seja Q2 C RN um aberto. Os espacos de Hilder C**(Q2) sdo definidos como
subespacos vetoriais de C*(Q) consistindo de fungoes cujas derivadas parciais até ordem

k(inclusive) sao todas continuas Hélder com expoente av em S):

Ch(Q) = {u e C*Q): D"u € C*() para todo |v| < k} .

Como © C R¥Y ¢ aberto, funcoes em C*(Q)(e suas derivadas) ndo precisam ser
limitadas em . Portanto ndao podemos adotar a norma sup para transformar C*({2) em
um espago normado. Ao invés, lembrando que uma func¢ao limitada e uniformemente

continua em ) tem uma tnica extensao continua limitada para €, consideremos o espaco
C*(Q) = {u:Q — R: D7y é limitada e uniformemente continua em € para todo |y| < k}.
Transformando este espaco vetorial em um espago normado definindo a norma

o) = D7 .
||U”Ck(g) \IE\ESDISH [ oo

Definicao 6 Dado 0 < a <1 e uma funcio u € C*(Q), dizemos que é Hélder continua

com expoente o, se existe uma constante C > 0 tal que
u(z) —u(y)| < Clz —y|* Va,y € Q.

Tambéem

Do sup {um) - D7u<y>|} o

x,ye |x - y|a

Desta forma definimos o conjunto

Ch(Q) = {u € C*Q) : DYu € C*(Q) para todo |y| < k:} )
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que € um espaco vetorial normado, quando € munido com a norma,

Py - D7, o
[l ooy ||U||ck(n)+m2>]§[ Ua,0

Proposicao 3 O espago C*(Q) = (C*(Q), ]| - l|orim)) onde @ CRY aberto e limitado, e
Ul ok @y = maxsup | D7 u(x
| ||ck(sz) ISk xeg| ()]

€ espaco de Banach.

Demonstracao. Ver a prova em [4].
Exemplo 7 O espago C(Q) = (C(Q), ]| - ||ls) onde Q C RN ¢ aberto e limitado, e
[ufloc = max fu(z)]
x€)
€ espaco de Banach.

De fato, seja (tun)nen C RY uma sequéncia de Cauchy. Entdo para todo & > 0 existe

no € N tal que
m,n > ng = ||u, — Uy = max |u,(z) — u,(z)| <e.
€}
Dai, (u,(x)) C R é de Cauchy, para todo = € R, e como R & completo, existe

u(z) = lim u,(z) € R, Vo € Q.

n—oo

Agora, usando o critério de Cauchy para sequéncias reais e o teorema da continuidade

do limite uniforme, segue que u, — u uniformemente em €. Logo, u, — u € C(Q), e

portanto, C'(€2) é espaco de Banach.
Exemplo 8 O espago C*(Q) = (C'(Q), || - llor ) onde @ C RN ¢é aberto e limitado, e
lull ey = max [u(@)] + max [u'(2)]
€N z€Q

€ espaco de Banach.

De fato, sabemos que C1(Q) = (C1(Q), || - ||c1) é espago normado. Provemos entdo que

toda sequéncia de Cauchy em C*(Q) é convergente. Seja (u,)neny uma sequéncia de
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Cauchy em C'(Q). Dado € > 0, existe ng € N tal que para todo

m,n > ng = ||u, — uy|| = max|u,(z) — u,(x)| + max |u;n(x) — u;l(x| <e
e e

= um(z) —un(z)] < e e |u, (z) —u,(z| <e, Yoe.

Portanto, como R é completo, existe u(x) = lim w,(z). Além disso, como u,, é continua
n—oo

para todo n e (u,),en converge uniformemente para wu, entdo u é continua em 2. Da

mesma forma existe g continua em €2 tal que

g(z) = lim u,(z).

n—00

~ ) . ,
Afirmacao: u é derivavel e g = u .

De fato, como u,, converge uniformemente para u temos

lim w(x + h) — u(z) — lim [Iim (x+h) — un(x)]
h—0 h h—0 [n—o0 h
= lim {lim tn(@ +h) = un(x)}
n—oo | h—0 h
= lim u,(z)
n—oo
= g(x)
dai, como g é continua, segue que u € C'(Q). Portanto, (C*(Q),] - ||c1) é espaco de

Banach.

Proposigao 4 O espago (C**(Q), ||
espago de Banach.

: Hcm@) onde Q@ C RN € aberto e limitado, é um

Demonstragao. Seja (u, ),y uma sequéncia de Cauchy em C*(Q). Dado ¢ > 0 existe

ng € N, m,n > ng tal que

[t — Ul or@y < Mt — tmlloro@) = lun — umllcr@) +‘I§l‘g>,§[m(un —tp)]agn <. (11)

Assim temos que (U )nen € sequéncia de Cauchy em C*(Q). E como C*(Q) é completo,
existe u € C*(Q) tal que ||u, — ull ok < € o que implica ||[D7u, — DVul| o) < €, isto

¢ dado € > 0 existe ng € N, n > ng,

[Dun(2) = D'u(z)] < [|D7tn = Dulleagmy < sle =yl Yz € 2, |yl <k
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De (1.1) temos,

{ D7 (un = tim) () = DY (tn — ) (y)| } 2

sup < max[D7(u, — tUm)]an < =

R |z —y|* <k 3
temos que
| D7 (un — ) () = D7 (un — um) ()| _ D7 (un)(@ —y) = D7(um)(@ —y)| _ ¢
|z —y|® |z —y|* 3

Fazendo uso da desigualdade triangular, temos

D7 (un = tm) () = D7 (tn, — ) (y)| [ DYun () = DYu(x) — D7un(y) + D7u(y)

|
D (un — D7) (y)]

< | DY (up — DVuy,) ()
+|DVup(z) — Du(z))|
+|Dun(y) — D7uly))l-
Dai,
| D7 (= ) (x) = DY (un = um)(y)]  _ [D7(un = DV (2) = D7 (un — DY) (y))|
|z — y|® - |z —yl|*
|DVup(z) — DVu(z))|
|z —yl*
+|D”un(y) — Du(y))|
|z —y|
< = + = + f= €
3 3 3 '
Logo
D7 n — Wm - D’Y n — WUm
p {270 = t)) =Dl —tll),
z7y lz -yl
entao
[DY(u, — u)]a.o — 0 quando n — oo, |y| < m.
Dai,

it = tll sy < vy = 1 = tll sy + max(D” (1 = wlas
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portanto u, — u em C**(Q). Para finalizar observemos que

(D = = D7ul,
[l oro ) Jull or@) + ‘Iﬂ?]j[ a9
= lullor@) + max[D"u — Duy, + DVuyla0
Iv|<k ’

= - DY — D)o Duy]a
||U||ck(sz) +g1|2>§[ u Un]ca() +]|%1|2}l§[ Una,0

< 0o0.

Assim temos que u € C**(Q).

Definicao 9 Dizemos que um espago normado E estd imerso continuamente em um

espaco normado F', e escrevemos N — F' para designar essa imersao se:

(1) E € um subespago de F.

(i1) O operador identidade I definido de E em F por I(x) = x € continuo. Como I €

operador linear, isto quer dizer que existe M > 0 tal que

2]l < Mjz]|-

Definicao 10 Dizemos que um espag¢o normado E estd imerso compactamente em um

espaco normado F', e escrevemos N —— F' para designar essa tmersao se:

(1) E € um subespago de F.

(i1) O operador identidade I definido de E em F por I(x) = x € compacto. Como I €

operador linear, isto quer dizer que existe L > 0 tal que

lz]lm < Lzl

Lema 11 (Arzela-Ascoli) Seja Q C RY dominio limitado e K C C(Q) tal que

(i) Ewiste M tal que |u(z)| < M para todo Q e para todo u € K, (equilimitada);
(i4) Dado € > 0, existe § > 0 tal que u € K C C(Q) ex,y € Q e |xr —y| < 6, entdo

lu(z) —u(y)| < e, (equicontinua)

Entio, K ¢ pré-compacto em C(R), isto é K é subconjunto compacto de C(2) com a

norma do supremo, || - |loo = || - |l co@)-
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Demonstragao. Ver a prova em [4].

Proposigao 5 Seja Q C RY um aberto. Entdo, para todo k e NU{0} e 0 <v <~ <1,
valem as sequintes imersoes

(a) C"1(Q) = CH(Q);

(b) C*1(Q) = CH(Q);

(c) CF1(Q) — CF*(Q).
Se Q € limitada, entao as imersoes (b) e (c) sao compactas e se Q0 € convezo e
limitado, todas as trés imersoes sao compactas.

Se Q) € convexo, valem duas tmersoes adicionais,
(d) C*H(Q) = CHY(Q);
(€) CMH(Q) — CP¥(Q);

sendo que a ultima é compacta se ) for também limitado.

Iremos mostrar apenas o item (b) a prova dos demais itens pode ser encontrada na
referéncia [11].

Demonstragao. Para mostrar a imersao compacta (b) mostremos inicialmente que
CP(Q) —— C(Q).
Considerando entao (uy,)nen sequéncia limitada C%%(Q), entdo existe M > 0 tal que
[unllco.a@ < M, VneN

ou seja
||un||6‘07a(ﬁ) = [|tn|loo + [tn]ao < M, Vn €N.
Precisamos verificar que existe uma subsequéncia convergente em C/().
Seja K = {u, : n € N} C C(Q).
(1) Como |uy ()| < [Junlloo + [Un]ao < M, Vz € QeVneN.

O que implica que a sequéncia (u,),eny € uniformemente limitado.

(2) Como [uplan < M, Vn €N, segue que

lun () — up(y)| < Mlx —y|*, Ve QeVneN.
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1
Logo, para todo ¢ > 0 dado, a condigao (i7) do Teorema 11 se verifica para § = (%) °.

Segue do Teorema de Arzela-Ascoli que (u,)nen possui subsequéncia convergente em

C'(€2). Isso estabelece (b) quando k = 0.

Para o caso geral, se (u,)neny C C*7(Q) é uma sequéncia limitada, entdo existe uma

subsequéncia de (u,),en que ainda denotaremos por (uy,)nen, tal que u, — u em C(2)

para todo multi indice 7 tal que |y| < &,

I - D)oo < M.
[Jull e, @) ||U||Ck(9) +|rf/1|5%>]§[ a0 <

Logo
1 D7ul|co.@) = 1Dl co@) + [Dufa,0 < M.

Usando a primeira parte da demonstracao e passando para subsequéncias se necessario,

temos que Du,, — ¢, em C'(£2). Como a convergéncia é uniforme devemos ter DVu = @,,.
Desse modo, u € C*(Q2) e

un — uller @y = Z |D7up, — D7ulfo — 0,

[vI<k

o que estabelece (b). O

Definicao 12 Seja Q um aberto do RY, 1 < p < oo e m € N, definimos
WmP(Q) = {u € LP(Q) : D € LP(Q) no sentido das distribui¢ao para todo |a| < m}.

Em W™P(Q) fizxamos a seguinte norma

[lymagey = D /Q|Da“‘pd=”: > D%l

laf<m laf<m

Notagao: para p = 2
W™(Q) = H™(Q).

Proposigao 6 Seja Q um aberto do RN, 1 < p < oo e m € N, entdgo W™P(Q2) com a

norma || - ||wmwr) € um espago de Banach.
Demonstragao. Ver a prova em |[1].

Teorema 13 Se 1 < p < oo entao W™P(Q2) € um espago Banach reflezivo.
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Demonstragao. Ver a prova em [11].

Definigao 14 Seja Q um aberto do RYN. Definiremos o espago Wy"P(Q) = C’(‘]’O(Q)mm’p.

Notagao: para p = 2
Wg*(Q) = Hg'(%)

1 1

Definicao 15 Suponhando 1 <p < oo el < q tal que — + — = 1. Representaremos por
p q

W=m4(Q) o dual topoldgico de Wy""(Q).

Notacgao: para p = 2
(H§"(Q)) = H™(Q)

Lema 16 (Frechet-Kolgomorov) Seja Q um aberto do RN e considere S um subconjunto

limitado de LP(Q), 1 < p < oo suponha que :

(s1) Ve >0, existe w CC §Q tal que ||f||rw) <€, Vf €S.

(s2) Ve >0 eVw CC Q existe § >0, 6 < dist(w, RN —Q) tal que || T f — fl|1ro—w) <€
Vh € RN com |h| < S Vf €S,

Entao, € relativamente compacto em LP(S).
Demonstracao. Ver a prova em [4].

Proposicao 7 Se Q C RY aberto limitado, bem reqular do RY. Entdo, sdo verdadeiras

as sequintes imersoes:

(a) Semp < N,
WmP(Q) —— LI1(Q), 1 <qg<q" onde 1. 1.m
P p N
(b) Se mp= N,
WmP(Q) —— L1(Q), 1 <q < +o0
(¢) Se N < mp,

_ N
W™P(Q) < C*(Q) 0ndek<m—?§k+1,k€N.

Demonstragao. Ver a prova em [11].
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1.2 Ponto Fixo de Schauder

Nesta sessao, vamos enunciar e mostrar o Teorema de Ponto Fixo de Schauder que

sera usado nesta dissertacao.

Teorema 17 Seja E um espago de Banach e sejam K C E um conjunto compacto e

convero e T : K — K uma aplica¢ao continuo. Entao, T tem um ponto fixo.

Demonstracao. Como K é compacto, podemos cobrir com uma quantidade finita de

abertos, assim dado e > 0, existem {y1,v2,...,y,} € K tais que

p
K C UBg(yi) cobertura aberta finita.
j=1

Seja K. a envoltura convexa de {y1,¥a, ..., Yp}, isto &,

j=1 j=1

Notemos que K, é o menor fechado e convexo contendo {y1,ya, ..., yp}. Assim, K, C K
¢ compacto. Consideremos agora F, = [y, s, ..., Y| 0 subespago gerado pelos pontos

Y1,Y2, ..., Yp € definamos a funcdo b; : K — R por b;(z) = ¢ — ||z — b;||, para todo
p
x € B.(y;) e b; =0, para todo = € B.(y;)°. Notemos que b; € C(K,R) e > bj(x) > 0.
j=1
Agora definamos g. : K — K. como
p
2 bi(z)y;
ge(z) = —H—.
>, by (@)

1

<

Segue que g, estd bem definida, g. € C(K, K.) e da desigualdade triangular, temos

> bi()y;
|z = g-(2)|| = ||z = S——| < llz —y;]l <. (1.2)

> bi()

s=1

p

. T c .
Primeiramente mostraremos que K, — K 25 K, tem ponto fixo. De fato, consider-

emos a seguinte funcgao:

Jg 1 F. - Ry, Jg(z)=inf {A>0:2€ \K}.
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Por translagdao, podemos supor que 0 € K. Assim, Jx estd bem definida pela con-

vexidade de K. Seja agora h : K — By(0) C F. dado por h(z) = 0sex = 0 e

hw) = Jic(x)

r) = Jg\X)7—

[l

continuas. Notemos também que h é sobrejetora pois para cada y € Bi(0), temos
h

Y Y , . e . . .
que € Ke h( > = y. Além disso, h é injetiva pois h(x) = h(y) im-
plica JK(x)W = JK(y)ﬁ Portanto, |Jk(z)] = |Jk(y)| de onde concluimos que
T Y
Ji(z) = Jk(y). Assim temos que Tzl = Tl implica # = y. Logo, existe h™! ela ¢
z Y
continua. Consideremos agora a fungao

se © # 0. Notemos que h é continua pois é composicao de fungoes

H=hogoToh™':B(0)— Bi(0).

Ou seja, B1(0) LA K. LK% KL B;(0) e do Teorema de ponto fixo de Brouwer,

existe z € B1(0) tal que H(zy) = x9. Dai, hog.oT o h™(xy) = zy. Portanto g. o
T(h™Y(x)) = h=(x0). Logo h™'(z) é ponto fixo de g. o T'.

Da compacidade de K, dado y = h™'(zg) € K, existe uma sequéncia (y,) C K tal
que vy, — y. Mostraremos que y é ponto fixo de T'.

De fato, note que
0<Ily=Tyll < lly = yall + 1y — Tynll + Ty — Tyl

Fazendo n — oo, temos ||y — y,|| — 0. Desde que y é um ponto fixo de g. o T, entao

pela desigualdade (1.2), obtemos

[Yn = Tynl| = [[(gn 0 T) = Tyn|| — 0.
Da continuidade de 7', encontramos |1y, — Ty|| — 0, donde concluimos Ty = y. O

Teorema 18 (Teorema de Ponto Fizo de Schauder) Seja E um espago de Banach e seja
@ C E um conjunto convezo fechado e limitado. Se T : Q) — @) € um operador compacto

e continuo. Entao, T tem um ponto fizo.

Demonstragao. Vamos mostrar primeiro o caso em que Q = Bg(0). Considere o
operador ¢ : m — F,onde ¢ =1 — T, ou seja ¢ ¢ a perturbacao da identidade por
um compacto. Se existir zy € 0Bg(0) tal que p(z) = 0, nada por demostrar, pois neste
caso xy seria ponto fixo de T'.

Suponha que ¢ # 0, para todo © € 0Bg(0). Agora defina a seguinte homotopia:

H : Br(0) x [0,1] — E tal que H(y,t) =y —tT(y).
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Notemos que H é continuo. Vamos mostrar que
0 ¢ H(9Br(0) x [0,1]),

isto ¢ H(y,t), Yy € 0Br(0) e Vt € [0, 1].
Se, t = 1 temos
H(y,1) =y —T(y) = »(y) # 0, Vy € 0Bg(0),

mostrando que

0 # H(0Br(0) x {1}).

Agora vamos analisar o caso em que t € [0.1) e y € 0Br(0). Observemos que,
[tT ()]l = tIT (W)l <tR < R = |y

e com isso,
LT ()]l < lyl-

Consequentemente

tT'(y) #y

de onde segue que
H(y,t) # 0 Yy € 0Bg(0) e ¥t € [0,1).

Portanto,

0 ¢ H(0Bg(0) x [0,1]).
Desde que o grau ¢ invariante por homotopia, entao

deg(H(-,t), Br(0),0) = constante V¢ € [0, 1]

e portanto,
deg(H(" O)’ BR(O)7 0) = deg(H(') 1)7 BR(0)7 0)

Assim, segue que
deg(T('a 0)7 BR(0)> 0) = deg(l<'> 1)7 BR(())v O) =1,

entao

deg(p, Br(0),0) =1 #0.



Capitulo 1. Preliminares. 17

Agora, como consequéncia das propriedades de Grau do Leray-Schauder, existe y, €

Bgr(0) tal que ¢(yo) = 0, implicando que

Yo — T(yo) = 0,

e com isso yg = T'(yo). Portanto, o operador 7" tem um ponto fixo yo € Br(0). 0]

1.3 Teorema de Minty-Browder

Definicao 19 Seja E um espaco de Banach reflexivo e A: E — E' wm operador (pos-

sivelmente nao linear). Dizemos que A € estritamente mondtono se:

(A(u) — A(v),u — V) o p > 0 para todo u,v € E.

Definigao 20 Seja E um espaco de Banach reflexivo e A : E — E' um operador (pos-

siwelmente nao linear). Dizemos que A é coercivo se:

<A(u>7 u)E' xXE

— 00 quando ||ul|p — oc.
lulle

Teorema 21 (Teorema de Minty-Browder) Seja E espag¢o Banach reflexivo e o operador
A: E — E' estritamente mondtono, coercivo e continuo , entdo para cada f € E' existe

uma unica solugao u € E da equacao Au = f.

Demonstracao. Ver a prova em [4].



Capitulo 2
Sub e supersolucoes

Neste capitulo mostraremos os Lemas e resultados que serao usados para mostrar o
teorema principal.

Consideremos o seguinte problema

{ (o VUV = fen B@)  em Q )

u =20 sobre 0f),

onde © ¢ um dominio limitado suave de RY, as funcdes f : O x Rx R — R, B :
L>(Q) — R sdo fungoes continuas e a : Ry — R, uma funcao de classe C, com as

seguintes propriedades: existem constantes v,I" > 0, tais que

(a1) 0 <7 <a(s?) <T para todo s > 0;

(as) (v — %)a(s) < d'(s)s < Ta(s) para todo s > 0.

Também temos o termo nao local B(u), do tipo:

Com as hipoteses anteriores mostraremos o seguinte teorema.

Teorema 22 Suponhamos que (ay)—(as) sio satisfeitas, entio eviste u € C1(Q) solugdo

do problema (P) tal que u < u <.

Para a demonstracao do Teorema 22 serd necessario o uso dos seguintes Lemas:
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Lema 23 Se (a1) — (a2) sao vdlidas, entdo:

(i) A fungdo s — a(s?)s € crescente.

(ii) BEwiste v > 0 tal que, para todo x,y € RY,

(a(z]?)z —a(lyl*) y,x —y) > v|z —yl" (2.1)
Demonstragao.

(1) Fazendo uso de (ay) e (az), temos
(@()s) = (als))'s +a(s)s
= 252 (s?) + a(s?)
> 2 (fy — %) a(s®) + a(s?)
= 2v+a(s?) —a(s?)

> 0.

Desta forma concluimos que s — a(s?)s ¢ crescente.

(ii) Tomemos z,& € RN onde £ = (£1,&,...,6n) e 2 = (21, 22,..., 2n), € a delta de

. 1, se =7,
52]:
0, se 1# 7.

Kronecker :

(73.1) Analisemos a seguinte derivada

0 0
o (a(|z|2>zj> = o= (a(zf + 254+ 212\,)2]) ,
= 0 a(zi+2+.4+2y) )z +a(f+25+.. +2%) i(z),
821- J 8zi J
= 2zzd (|2]*) +a (|2%) ;5 , parai,j=1,2,..,N.
Portanto

0
32’1»

(alz[*)z) = a (|2%) 6 + 2ziz;a (|2[*). (2.2)
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Agora, para §;, §; € Ronde 4,5 =1,2,...,N, temos

0 0
o (al=1)5) 6 = 0 (1) 8566 + 255 (all=P) 66 (23)

(4i.2) Logo como & = (&1,&, .., & oy &Gy oy En) € RN para i,j = 1,2,...,N, multipli-
camos o obtido no (4i.1) por §;,&; € R, aplicando a soma dupla, fazendo uso de

(ay) e para algum valor de 6 € [0, 27).

N 2
Y Gmz = (Z&m) £,2))" = [€]°|z[*cos’ (6).

ij=1
Obtemos a seguinte desigualdade

N

N N
Z (al21’2)&& = all21”) D &&6, + 20 (|2) Y &&ziz

=1 ijl 3,j=1

= a(lZI)Z& +2a'(|2]) ij

i,7=1

= a(]zP)I¢]* +2d(2%) Z@%)

a(|2)I€]* +2a'(|2) ({€, 2))°
al|=?)I€| + 2a(|?) (€| [*cos(8))
)

> 1€ (a(|2) + (27 = Da(|2])cos*())
= [€a(]z[*)[1 + (27 — 1)cos®(0)]. (2.4)

Assim, segue que
Z aaz ( 2)&& > |€Pa(|z?) [1 + (27 — 1)cos?(9))] - (2.5)

Vamos analisar por casos esta desigualdade

Caso I: Para 2y —1 > 0. Fazendo uso de (az), obtemos

N

Z

(al2[*2)€:&; > [g]%a(|=*) [1+ (27 — L)eos®(0)] = [¢]%a(|2[*) = ~*|¢]*




Capitulo 2. Sub e supersolugoes. 21

Logo

a(|z]*)z;)€; = 7 I€[*. (2.6)

Caso II: Para 2y —1 <0, e ja que 0 < cos?() < 1 para todo 0 € R,
temos (27 — 1)cos?(f) > 0, e substituindo em (2.5) se obtém

N

Z

2)&i&; > 1€ a(l2]*) [1 + (27 — Deos*(0)] > 2I¢a(|]*) = 297I¢f?

logo

2)&&; = 2v°J¢l”. (2.7)

Deste modo, dos casos I e IT mostramos a existéncia de v = min {72, 2v%} > 0, tal que

N

Z (al222)&&; > v|€]® Va6 € RY.

Agora para z =y +t(x —y), t € [0,1] e £ = x — y, temos que as j-ésimas coordenadas
desses vetores sao da forma: z; = y; +t(z; —y;), t € [0,1], e {; = ; — y;. Além disso,

tem-se,

(a(|z))z—a(yf)y.z—y) = Z (l21*) =5 — a (ly*) ;) (x; — y;) -

Pelo Teorema de Valor Médio e Teorema Fundamental do Calculo temos,

Y5 N N
2 . 2N |
/[0 »111; 5z (@llz1")z)68dt = ]Z /0 ., (2 57 (a2 )zj)gldt) 3

= Y [a(zP)(y; + Ly — ) — ally) (w3)] (25 — v5)
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Desta forma, tem-se a desigualdade procurada,
N
(a(|e)z—a(lyP) gz —y) = D (a(lzf)z;—a(lyf)y) (z; - v)

Y9
_ .
- /[Ol}z 32-(a(|2| )25)&:&;dt

= / vz — y|*dt
[0,1]

= vmed ([0,1])|z — y|?

= vz -yt

Portanto, mostramos a existéncia de v > 0, satisfazendo a desigualdade (2.1) para

qualquer z,y € RY. O

Lema 24 Seja A(n) um campo de vetores C* em RN e f(x,s) uma funcao Carathéodory

limitada em Q X R. Seja uw € HJ(Q) a solugao fraca de

—div(A(Vu)) = f(x,u) em €, 28)
u=20 sobre 051, .
15t0 €,
/A(Vu)Vgodx = /f(x,u)cpdx Vi € Hy(Q).
Q Q
Suponha ainda que existe 0 < v < K < oo tal que
0A;
s Y 2w o [Pl < (29)
J

2]1

para todo i,j = 1,2,...N e £ € RY. Entdo u € W*P(Q) (N CY*(Q) para todo o € (0,1)
e para todo p € (1,00). Além disso,

||u||01’a(§) < O(V’ K, Q, ||f(7u)||00> (2'10)

Demonstragao. Ver a prova em [10].

No resultado a seguir, mostramos que o operador diferencial envolvido em (P) verifica
(2.9).
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Lema 25 Se (a1) — (ag) sdo vdlidas, entio para todo u € H}()), temos que o operador
diferencial de sequnda ordem A(Vu) = a(|Vul?)Vu satisfaz (2.9) do Lema 24.

Demonstragao. Mostremos que as desigualdades de (2.9) do Lema 24 sao satisfeitas.

1

- 0
Afirmacao I: ’8 (Vu)‘ < K, para algum 0 < K < oo.

De fato, dado que (a1) — (a2) sao validas e da equacao (2.2) temos que:

OAi v O N e o
o, (n) = o, (a(|n*)n;) = a(n|*)ds; + 2a (|n]")nm;

e fazendo n = Vu, temos

v = Javuis, + 2 (Tu St
< la(u) + 2o (V)| | S22
< la(I9uP)| +2[o (V)] 1Val
< T+ 2la(|Vul?)
< I'+2IT
= K

Para alguma constante positiva K, obtemos a desigualdade procurada,

‘ DA;

Vu)l < K.
aﬁj( >‘_

Afirmacao II: A seguinte desigualdade é valida

N
0A
V<D 5

77; (Vu) &&;.

ij=1
De fato, dado que a fungao a : R, — Ry é de classe C' e além disso (a;) — (az) sao

validas e fazendo n = Vu no Lema 24, ou seja

ou Ou ou ou

(M1, M2 s Wiy - MN) = (8—%, 8_91:2’ i

ey —) €RY
T axN)

e como A é um campo de vetores, temos

A(Vu) = (A1(Vu), Ay(Vu), ..., Ai(Vau), ... Axy(Vu)) € RY.
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Por (2.2), temos

0A; (n) = 0
(9% 37]]

= (allnl*)ny) = alnl*)8i; + 24 (Inf*)min;.

Consequentemente, para n = Vu, temos

0A; ou Ou
an, “(Vu) = a(|Vul? )6i; + 24’ (|Vul? )6%8—%,

aplicando a soma dupla, fazendo uso de (a;) — (ag) e para algum valor de 6 € [0, 27)

temos a seguinte desigualdade

OA; al , al au au
Z 5 -(Vu)&i§; = a(|vu|2>z5z‘j+2a(|vu|2) &fy
ij=1 nj i,j=1 i,j=1

N u Ou
= alvaef +24(Vuf) 32 5t e
7

— (IVuP)IEP + 2 (Vul?) i( )

= o)
= al|VuP)lel* + 20 ([VuP) 25— )

a(|Vul*)|§]* + 2a'(|Vul]?) (Vu, €))?
a(|Vul®)[€* + 2a'(|Vul?) (€*|Vul*cos®(6))
(€17 (a(|Vul®) + (27 = Da(|Vul*)cos™(6))
= [ga(IVul*)[1 + (2 — Leos*(0)].

v

Vamos analisar esta desigualdade por casos.

Caso I: Para 2y — 1 > 0, e fazendo uso de (az), obtemos

A
> SOV 2 €Pal ) [1+ (27— Deos’(0)] 2 [€Pa(|Tul) = +7l¢f

1,j=1

consequentemente, obtemos o procurado para o primeiro caso

N

Z

)&i&; = Il (2.11)

Caso II: Para 2y —1 <0, e ja que 0 < cos?() < 1 para todo 0 € R,
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temos (27 — 1)cos?(6) > 0 e substituindo em (2.5) obtemos

N 94,
> o, (Vu)&i&; > [€a(|Vul?) [1+ (2y — 1)cos®(0)] > 2[¢]2a(|Vul?) > 2+2(¢]%.

ij=1 "

Deste modo, dos casos I e II mostramos a existéncia de v = min {72, 2v%} > 0, tal que

N

0A;
Y- 5, (Vules 2 viel”

2.1 Demonstracao do Teorema 22.

Suponhamos que existem @, u e o operador de truncamento R : L>(Q2) — L*°(£2) dado

por:
.

R(w)(z) = ¢ w(z) se u(r) <w(r) <u(r), (2.12)

e o problema auxiliar,

{ —div(a(|Vu[?)Vu) = f(z, R(w), B(R(w))) := Fu(z)  em Q, 0

u=20 sobre 02,

para qualquer w € L*™({2). Para mostrar a existéncia de solu¢do do problema (L),

fazemos uso do seguinte Lema.

Lema 26 Se (a;)—(az) sdo vdlidas, entio o problema (L) tem solugao tinicau € H}(Q).
Além disso u € CY*(Q) para todo o € (0,1) e existe uma constante positiva C > 0
(independente de w) tal que:

el gro < C. (213)

Demonstragao. Faremos uso do Teorema de Minty-Browder.

Definamos o operador nao linear,

A Hy () = (Hy() = HH(9),
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como segue

(A(u), @) = /Qa(|Vu|2)Vquodx , Yo € HY(Q).

Mostremos que o operador A satisfaz as hipoteses do Teorema de Minty-Browder, isto é:

1. A é coercivo: Fazendo uso de (aq), temos
(A(u),u)y = /a(|Vu|2)VuVudx
Q
_ /a(\vu\2)yvu|2dx
Q

> 7/|Vu|2dx
Q
= ’Y\VU|%2(Q)
= ’7”“”%{3(9)7 (2.14)

dividindo por |[u[|g1(q) e fazendo esse valor tender a +oo, obtemos

Alu),u )
AW Syl = oo,

lull gz oy =oo 1ull g — ol oy —toc

desta forma concluimos que A é um operador coercivo.

2. A é monoétono: fazendo uso do item (i7) do Lema 23 temos,

(Au—An,u—mn) = (Au,u—n) — (An,u—n)
— [ aVuP)VuTu ~ nds ~ [ Vo)V (- s
Q Q

— /Q(a(\vuﬁ)w —a(|Vn|*)Vn) V(u —n)dz
- / (a(|Vul*)Vu — a(|Vn[*)Vn) (Vu — Vi)dz

Q
v / |V (u— 17)|2d:v
Q

= Vfu-— 77”1%13(9)

> 0. (2.15)

Vv

Assim temos que (Au — An,u —n) > 0, Yu,n € H}(Q), u # n. Portanto concluimos
que o operador A é um operador estritamente mondtono.

3. A é continuo:

Seja uma sequéncia (u,)neny C HYH(Q) e u € HY(Q) tal que u, — u em H}(Q). Temos

que |Vu,| — |Vu| em L*(Q), pelo Teorema 31, existe uma subsequéncia ainda denotada
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por (u,)nen tal que

{ (i) |Vun(2)] = |Vu(@)] q-t.p. em €, (2.16)

(it) Jg € L*(Q) : |[Vu,(x)| < g(z) q.t.p. em Q.

Agora, por definigdo da norma do operador, e fazendo uso do Teorema 32, temos

|Au, — Aul|g-10) = sup | (Au, — Au, ) |

lloll<1

= sup |(Aun, @) — (Au, p) |
lloll<1

= sup /a(|Vun|2)Vungadx—/a(|Vu|2)Vquodx
lell<11J/Q Q

= sup / (a(|Vua*)Vu, Vi — a(|Vul’) VuVe) dz| .
lell<11J/Q

Vamos fazer uso do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue no lado direito.

(a) Mostremos a convergéncia pontual.
Por (i) de (2.16), temos

\Vu,(z)] = |Vu(z)| qt.p. em
e como a fungao potencial é continua, segue que
|Vu, (z)]* = |Vu(z)]* q.t.p. em €,
e pela continuidade da funcao a, temos
a(|[Vu,(2)*) = a(|Vu(z)]?) q.t.p. em Q,
logo obtemos

a(|Vu, (2)[*) Vu, (2)Vo(r) = a(|Vu(z)]*) Vu(r)Ve(r) qt.p. em Q.

(b) Mostremos a limitagao por uma fungao em L'().
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Por (i7) de (2.16), (az), e a Desigualdade de Young, temos

(| V(@) ) Vun (2) V()| = a(|Vua (@) )| Vi ()| V(2)]
[Vun(@)]* | [Ve(2)]?
L (T el
g*(x) V()P
(g g
Seja h(x) = o) + |V(,02({B)|2 desta forma temos que h € L'(f2).

Os itens (a) e (b) mostram as hipoteses do Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue, assim temos
/a(|Vun|2)VunV<pdx—>/ a(|Vul?) VuVpdr
Q Q

Portanto

|| Aw, — Aul|g-1(Q) — 0, quando n — oo,

logo A é um operador continuo.

Desta forma mostramos que o operador nao linear A é estritamente mondtono,
coercivo e continuo. Entao, pelo Teorema 21, temos que para cada w existe uma
tinica u solugdo do problema (L). Além disso pelos Lemas 24 e 25 temos que u €
W2r(Q) (N CH*(Q), para todo a € (0,1) ,p>1, e

||uHC’1¢°‘(§) < O(Vv K797 ||Fw||oo) < C;

com C' independente de w. Isso completa a prova. 0]

Agora, definimos o operador
T:L>*(Q) — L>®(Q) com T(w) =u,
onde u ¢ a unica solugdo do problema auxiliar (L). Além disso pelo Lema 26 temos

u € CY*(Q) e da imerdo de C*(Q) em L>®(Q), temos que u € L>(1).

No proximo resultado, provaremos algumas propriedades do operador T.
Lema 27 O operador T : L>(Q2) — L*™(R2) satisfaz:

(i) T € continuo e compacto.

(12) T(B(0,M)) C B(0, M), onde B(0, M) € a bola de L>*(f2).
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Demonstragao.
(1) T é compacto: Seja, (w,),eny uma sequéncia limitada em L>(2) tal que T'(w,,) = u,,
e pelo Lema 26 temos que [|uy,[|cra@ < €, ou seja, temos que (uy)nen ¢ uma sequéncia

limitada no espaco C**(€). Por outro lado, pela imersdo compacta
CH(Q) s CH(Q) — L™(),

existe uma subsequéncia (un, Jken de (Up)nen em CH¥(), que converge para algum
ponto u* de L>(Q) isto é u,, — u* em L>(£2), pela defini¢do do operador 1" segue que

T(wy,) = up, — B, desta forma mostramos que o operador 7" é compacto.

T é continuo: Seja (wy,),eny uma sequéncia em L>°(2) tal que, w, — w em L®(Q)
e também T'(w,) = u,, pelo Lema 26 temos que (u,)n,en € uma sequencia limitada no

espaco C1%(Q), pela imersdo compacta
CH(Q) —— C1(Q),
temos que a menos de subsequéncia,
u, — u em C*H(Q).

Temos por definigao do operador solugao: T'(w,) = wu,, como u, é uma solugdo da

equagao linear (L), logo T'(w,,) = u, satisfaz o seguinte

/a(|Vun]2)Vuan0da: = /Fwngodx , Yo € Hy(Q). (2.17)
Q Q

Fazendo passagem ao limite em (2.17). Segue como foi feito na demonstracao do

Lema 26, que no lado esquerdo

lim a
n—-+o0o Q

(|Vun|*) Vu, Vedr = /a(|Vu|2)Vqu0dx.
Q

Para a parte direita faremos uso do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.

/Fwngpdx — /ngodx.
Q Q

(z1) Mostremos a convergéncia pontual.

Afirmacgao.

Como w,, — w em L*(2) temos que

|wn () — w(@)] < fwn —wlre@) <€
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logo
wp(r) = w(x) q.t.p. em Q,

sendo R e B continuos temos

R(w,(z)) —» R(w(x)) q.t.p. em Q

B(R(w,(z))) = B(R(w(z))) q.t.p. em €.

Logo da continuidade de f temos

F(, R(wa(2)), B(R(w,(x)))) = f(z, Rw(x)), B(R(w(x)))) q.t.p. em Q

o qual implica

Fy,, () = Fy(x) q.t.p. em

consequentemente
Fy, (x)p(x) = Fu(x)p(z) q.t.p. em Q.

(29) Mostremos a limitagao por uma fungao de L'(£2).

Sendo © um conjunto compacto e f uma funcdo continua, existe K > 0 tal que
o (2) ()] < Klp(e)] = g()
desta forma existe g € L'(Q) tal que |F,,»| <g Vn €N qt.p. em Q.
Entao por (z1) e (z2) obtemos
/QFwngodx — /QFwwda:, Y € Hy ().
Finalmente passando o limite no lado esquerdo e direito de (2.17) obtemos
/Qa(|Vu|2)|Vu|2Vg0dx = /Qngodx , Vo € Hy(9).
(71) A bola B(0, M) em L*>(£2) é definida como segue,
BO.M) = {ue L¥() : |[ullmoy < M}

Seja u € T(B(0,M)), entao existe w € B(0, M) tal que T'(w) = wu,
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(k1) Como u é solugao do problema (L), entao pelo Lema 26 temos ||u|]01,a(§) <C.

(ko) Da imersao compacta
CH(Q) —— L™(Q),

existe A > 0, tal que |u[z= @) < Al|ullcre@)-
Logo, de (k1) e (k2) tem-se que |u|z=@) < M, onde M = AC ¢ o raio da bola, o qual
implica que u € B(0, M).

Finalmente de (7) e (47), temos ao menos um Ponto Fixo de Schauder sobre a bola
B(0, M) € L*>*(Q). Isso completa a demonstragao. O

Pelo Lema 27 podemos aplicar o Teorema 18 e concluimos que existe u € Hj(£2)

tal que T'(u) = u. Entao

/Qa(|Vu\2)VuV<pda: = /Qf(x,R(u),B(R(u)))wdx, Yo € Hy (). (2.18)

Deste modo temos o procurado para o operador de truncamento.
Agora mostremos a ordenacao de sub e supersolugao.
Afirmacao 1: u < u.

De fato, fazendo uso da Definicao 1 de subsolucao u, temos
—div(a(|Vul*)Vu < f(x,u, B(w)) em Q, para todo u < w < 7.

Em particular, tomando w = R(u), onde R é o operador de truncamento definido por
(2.12), obtemos
—div(a(|Vul*)Vu < f(z,u, B(R(u))) em €

esta desigualdade no sentido fraco sera
/a(!V?_AIQ)Vstodx < /f(x,u,B(w))s@dw, Vi € Hy(Q), ¢ > 0. (2.19)
Q Q
Por outro lado, do Teorema 18, temos

/Qa(\Vu\2)VuV<pdx = /Qf(x,R(u),B(R(u)))wdx, Yo € Hy (). (2.20)
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Subtraindo da desigualdade (2.19) o resultado obtido em (2.20), obtemos
/(a(|V@|2)Vg — a(|Vul) V) Vpdz <
Q
| BURG) = Fla B, BR@) s, 2.21)

para todo ¢ € Hy(Q), ¢ > 0.
Como u,u € Hj(2), e ¢ € H}(Q) onde p > 0, em particular, podemos considerar

o= (u—u)" = max {u—u,0} € H(®)
logo
a1V Vi = (V) Ve 9 o = ) <
[ e BOR@) = £ R B (0= ),
e obtemos
J o (V) a0 V= ) <

J o BRG) — S RO, BRG) = s (222)
Usando o operador de truncamento R, definido por (2.12), temos
/ [f(z,u, B(R(u))) — f(z, R(uv), B(R(u)))] (v — u)dz = 0,
{zeQu(z)>u(z)}
e por (2.22) temos que
/ (a(|Vu?)Vu — a|Vu) V)V (u — u)dz < 0
{zeQu(z)>u(z)}

pelo item (i) do Lema 23 temos que existe v > 0 tal que

v [ 1V~ w)fdr <
{z€Q:u(z)>u(x)}

/ (| VuP) Ve — a| V) V)V (u — u)dz < 0,
(zeQ:u(z)>u(x)}
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consequentemente

0< / IV (u —u)|?dr <0,
{zeQ:u(x)>u(x)}

portanto med {z € Q : u(z) > u(z)} = 0. Logo u(z) < u(z) q.t.p. em .
Afirmacao 2: u < .
De fato, fazendo uso da Definicao 1 de supersolucao u, temos
—div(a(|Va*)Vu > f(z,u, B(w)) em Q, para todo u < w < 7.
Em particular, tomando w = R(u), temos
—div(a(|VT|*)VTu > f(z,u, B(R(u))) em Q
esta desigualdade no sentido fraco é
/Qa(|VU|2)VﬂVgpdx > /Qf(a:,ﬂ,B(R(w)))gpdx, Vi € Hy(Q), ¢ > 0. (2.23)
Por outro lado do Teorema 18, temos
/Qa(|Vu|2)Vqupdx = /Qf(:B,R(u),B(R(u)))godm, Y € Hy(Q). (2.24)
Subtraindo da desigualdade (2.24) o resultado obtido em (2.23), obtemos
/Q(a(|Vu|2)Vu — o(IVEP)Va) Veds <
/Q[f(% R(u), B(R(u))) — f(x, 5, B(R(u)))] ¢d, (2.25)

para todo ¢ € H}(Q), ¢ > 0.
Como u,u € H}(Q), e p € H}(Q) onde ¢ > 0, em particular podemos considerar

¢ = (u—1u)" = max {u—7,0} € Hy(Q),
logo
a9 = a( Vi) 90V (a — ) <

/Q[f(% R(u), B(R(u))) — f(x,%, B(R(u)))] (u —u)"dx,
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e obtemos
[ (V) Ve eV V)V~ e <
{zeQu(x)<u(z)}
/ ) [f (z, R(u), B(R(u))) = f (2,7, B(R(u)))] (v — W)d. (2.26)
{zeQu(z)<u(z)}

Usando o operador de truncamento R, definido por (2.12), temos
/ (e, Rlu). B(R())) — (.7, BR())] (u — W)z =0,
{zeQu(z)<u(x)}
e por (2.26) temos que
/ (a(|Vu|*)Vu — a(|Val*) Va)V(u — a)dzr < 0
{zeQu(z)<u(x)}
pelo item (i) do Lema 23 temos que existe v > 0 tal que
y/ V(- )t <
{zeQu(x)<u(x)}
/ (a(|Vu|*)Vu — a(|Vul*) Va)V(u — u)dr < 0,
{zeQu(z)<u(z)}

consequentemente

0< / IV (u—)|*dr <0,
{zeQu(x)<u(z)}

portanto med {z € Q : u(z) < u(x)} = 0. Logo u(x) <u(z) q.t.p. em .

Das afirmacoes I e II, temos que
u < u <, implicando que R(u)= u.

E assim, olhando para a equacao (2.18), u é solugao do problema (P).

Dessa forma demonstramos o Teorema 22. [ |



Capitulo 3

Aplicacoes a curvatura média prescrita

Nesta sessao apresentamos duas aplicagoes do Teorema 22 & curvatura média pre-
scrita nao local (veja [9], [13], [14]).

3.1 Primeira aplicacao

Consideremos o problema

V14 |Vul? (P1)
u=>0 sobre 0f2,
onde a funcao f é dada por
f(z,u, B(u)) = (Au? 4 b(z)uP) /h(x)ur(x)d:v, (3.1)
Q

e supondo h,b € C(Q), A € R e 0 < p, q,r. Consideremos ainda que h é ndo negativa e

nao trivial. Dada uma fungao g € C(€2), denotemos:

gm =ming(z) e gy =maxg(z).
€N z€Q
Proposicao 8 Suponhamos que ¢ +r < 1 < p+r. Entdo, existe \g > 0 tal que (P1)
possui pelo menos uma solug¢ao positiva uy para todos os A € (0, \g). Além disso, temos
que,

;12% Hu/\HCL&(ﬁ) = 0.
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Demonstracao. Seréd dividida em trés etapas.
Inicialmente, consideremos o problema auxiliar,
—div(a(|Vul?)|Vu|) = f(x,u, B(u em €,
{ (a(|VuP)|Vul) = f(.u, B(u)) (PAL)

u=2>0 sobre 012,

onde, a é dada da seguinte forma:

1

VIts
a(s) = (s —2)2+c se[L2),

com

Observacao 28 Notemos os sequintes fatos.

(7) A funcao a satisfaz as hipoteses (a1) - (az). Vamos denotar por @ a primeira regra

de correspondéncia da funcao a, ou seja,

1
a(s) = , para s¢€ (0,1
(5) = = para s€[0.1)

(m1) A fungao a satisfaz a hipotese (ay).

De fato, observevamos que para 0 < s < 1, temos

1< +V/s2 <\/_

1 = 52+l

1> a(s?

VAR

V
S v
e

Assim, existem as constantes positivas v no intervalo (0, \/i?

[1,4+00), que satisfazem a desigualdade acima, logo a fungao a
(a1) para s € [0,1).

(m2) A fungao a satisfaz a hipotese (as).
1

, S
vV1+s

De fato, como a(s) =

) e T' no intervalo

satisfaz a hipotese

€ (0, 1) derivando neste conjunto convexo, temos
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Logo
, 1
a =———a(s). 3.2
#(5) = 550 (32)
. . 1 : :
Consideremos a fungao g(s) = RETREY) que ¢é continua no intervalo [0, 1], assim
s

temos @ (s) = g(s)a(s), logo a funcdo a é de classe C".

Além disso, multiplicando por s a equagao (3.2) em ambos os lados, segue que

i(s)s = _%(Hsj T+s
B _$<s-i1>
- @(27_27_5—5;1)

s
Por outro lado, como a fungao h(s) =
s

menor do que 3. Para s € [0,1) temos

29 + himaz(8) = 27y + max (

consequentemente,

2y +

portanto, v < 3. De (m1) e (my) concluimos que existem ~,I" > 0 onde v € (0

1 ¢é crescente onde seu valor maximo é

) <1

s
s+1

1<1
2 Y

1
)4

)

eI € [1,4+00), que satisfazem as hipoteses (a;) — (az2) da fungao a.

(77) Denotemos por ¢; a autofuncao do operador Laplaciano em €2 correspondente ao

primeiro autovalor \;, onde ¢; € H} (),

em € e satisfaz

entao pelo Teorema 39, segue que ¢; > 0

—Ap1 = A1 em €,

(3.3)
p1 =0 sobre 0.
(7i1) Considere o problema linear eliptico
—Ae=1 em ¥,
(3.4)
e=0  sobre Jf.

Mostraremos que este problema admite uma tnica solugao e, esta solucao é neces-

sariamente positiva.
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De fato, pelo Teorema 36, existe uma tinica e € C>%(Q) que é solucio do problema (3.3),
logo
/Verd:c = /vd:r;, Vv € Hy(S2).
)

Q

Tomando, v = ¢~ = max{—e,0} € H} (), temos

/e‘dm = /VeVe‘da:
Q

0
= /V(e+ — e )Ve dx
Q

= /V6+V6_da: — /Ve_Ve_dx
Q Q

= — [ |Ve |Pdz
Q
= _|V€7’L2(Q)

= —lle" @

com isso temos,

0<|le [lm = —/Qeda: <0, e € HyN).

Dessa forma, obtemos e~ = 0. Como e¢ = e —e™, onde e*,e” € H}(Q), temos que
e=et > 0.
Suponhamos agora, que existe zy € €2 tal que

e(xg) = Ixne%l e(x).

Pelo Teorema 38, e = constante. Como e = 0 sobre a 0f) segue que e = 0, que é um
absurdo, pois teriamos 0 = —Ae = 1. Entao nao existe z €  tal que e(x) = 0, portanto
e >0 em (). ]

Temos como candidatos a sub e supersolucao, as seguintes funcgoes,
u=-cp; e u=Ne,

com &, s, A > 0 que serao escolhidos de maneira mais apropriada, para que os candidatos

mencionados sejam realmente sub e supersolucao da equagao (PA1).

Primeira Etapa: Vamos verificar que u satisfaz o item (i77) da Defini¢ao 1.

1 1
Comegamos com a fungao f dada em (3.1) e escolhamos s em , ) .
p—q 1—(q+r)
Ao longo da nossa prova consideraremos A suficientemente pequeno tal que satisfaz o
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seguinte,
M| Vel* < 1. (3.5)
Pela Definicao 1, dada para supersolugao, temos
-div(a(|Vau|?)Va) > f(z,u, B(w)) em Q, para todo u < w <.

Para o caso onde (3.5) é valida, temos que (PA1) é

V14 |Val?

A desigualdade acima no sentido fraco seréa

v (v—> > (w7, B(w)) em Q, para todou < w <.

V@)V

ay/1+4 |Vul?

onde sabemos que o candidato a supersolugao é w := A’e. Substituindo na desigualdade

iz > /Q - ((mq + b(2)7?) /Q h(:z;)wT(x)dx) d. Vo€ HYQ), ¢ >0,

acima temos o seguinte,

V()\SG)V(,D S$.,\4 €T Se)P
Trrte® fig (o esamn |

h(x)wr(x)dg;) dz,

ou seja,

e / VVY  gp > [ prtien ((1+b(x)>\s(”_‘1)_1e”_q) /
a1+ A%|Vel|? Q Q

h(x)wr(x)dx> dz.

Portanto, u satisfaz o item (i7i) da Defini¢ao 1, se para todo ¢ > 0 e w € [u, ], tivermos

VeV do > /\S(q_1)+1/goeq (/h(x)wT(l‘)dx) dr +
1+ A\25|Vel|? Q Q

As(a=D+1 /Q el <b(x)As<p—q>—lep—q /Q h(x)wf(x)dx) (3.6)

1 1

p—q 1—(q+7)
podemos tomar A suficientemente pequeno tal que

Pela escolha de s em ( ), temos que s(p — ¢q) > 1. Observe que

1+ b(z)\P"%e(z)P"? >0, para todo x € €. (3.7)

De fato, como 2 é um dominio limitado, temos que €2 é um conjunto compacto.

Além disso, valem:
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(z1) Dado que b € C(2) entdo b atinge minimo e maximo que denotaremos por

by, = minb(x) < b(x) < maxb(x) = byy.
e e

(22) Como e é solucao positiva do problema linear (3.4), temos que e é continua pelo

Teorema 36, temos

0<en=mine(r) <e(r) <maxe(r) = ey.
TS €

Com isso, analisemos a desigualdade (3.7) nos seguintes casos:

Caso I. Se b(x) > 0, para A pequeno e positivo, vale a desigualdade.

_ 1 S(P*lq)fl
Caso II. Se b(z) < 0, entao, para A(,b,s,p,q) < <——> temos a desigual-
dade. -
Portanto, em geral, vale a desigualdade (3.7).

1 1
p—q 1—(qg+7)

Assim, pela escolha de s em ( ) e a validez de (3.7) para w € [u, T,

temos

et (b ewpn) [ o)) e <
AT /Q et ((1+b(m))\5(p_‘”_1e(x)p_q) /Q h(z)ef(x)) da. (3.8)

Portanto, @ satisfaz o iten (iii) da Defini¢ao 1, se para todo ¢ > 0 vale

VeV _
Y gy > sl 1)“/ e? (/h z)e (x dm) dr +
AV R ; (z)e" ()

As(atr—1)41 /Q et (b(x)v@—q)—le(x)p—q /Q h(x)ef(x)dx) (3.9)

Provaremos que existe A\g > 0 tal que para A < \¢ a desigualdade (3.9) é verdadeira.

Suponhamos por contradigao que exista oo € Hy (), po > 0 e ¢y # 0 tal que para

a sequéncia (A, )ney C R, onde A, < —, temos
n

Vevy < Aslatr—h+1 /gpeq (/ h(x)w%x)dx) dz +
Q Q

Tz
ay/1+ A2%|Ve|?
As(atr=1)+1 / el (b(g;)A;(MHeM / h(x)wT(g;)da:> (3.10)
Q Q

Vejamos a convergéncia na parte esquerda da desigualdade (3.10), quando A,, — 0.

VeVg

———dr —> /Vchpod:p = /gpodx > 0, quando n — +o00.
ay/ 14+ X|Vel? Q Q
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Por outro lado a convergéncia na parte direita da desigualdade (3.10), quando A, — 0,

sera

Aslatr=1)+1 /gpoe(:v)q(l + b(z) AP 1epma) /h(x)er(a:)dx)d$ — 0, quando n — +o0,
Q Q

isso contradiz (3.10) e prova que © = M e satisfaz o item (iii) da Definigdo 1 para A < Ag

para algum Ay > 0. Dessa forma, temos que @ = A°e é uma candidata a supersolucao.

Segunda Etapa: Vamos verificar que u satisfaz o item (ii) da Defini¢ao 1.
Primeiro, escolhamos um \ fixo menor que )¢ e tomemos ¢ suficientemente pequeno

tal que satisfaz
Ve | < 1. (3.11)
Pela Definicao 1, dada para a subsolucao, temos
—div(a(|Vu*)Va) < f(z,u, B(w)) em §, para todou < w < .

Para o caso onde (3.11) ¢ valida, temos que (PA1) sera

_div ( VQ_) < f(z,u, B(w)) em Q, para todou < w <.

V14 |Vul?

A desigualdade no sentido fraco sera

VWV )Vso

a1+ |Vu|2

Sabemos que o candidato a subsolugao é u = ;. Substituindo na desigualdade acima,

v < / ((qu + b)) /Q h(x)wT(x)da:> dr Y € H\(Q), > 0.

temos o seguinte

V(ep1)Vep q T p
[ e / w((A(Ewl) Fo) ) |

h(x)wr(x)dx> dz,

ou seja,

% o [ ((A ) [

assim, u satisfaz o item (ii) da Defini¢ao 1, sempre que

gl j Voive . < /Q il ((A+b<x)(w1)p—Q) /Q h(x)w”(a:)da:) dz,

1+ 2|V )?

h(x)wr(x)dm) dz,
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para todo ¢ >0 e para todo w € [u, .

Para A € (0, \) fixado e € suficientemente pequeno, é valida a desigualdade

A+ b(z)(ep1)P™? >0, parax € (. (3.12)
De fato,
(r1) Dado que b € C(Q) entdo b atinge minimo e maximo que denotaremos por

by, = minb(z) < b(z) < maxb(z) = by.
z€eQ z€eQ
(r9) Como ¢y é autofunc¢do do operador Laplaciano em €) correspondente ao primeiro

autovalor \;, onde ¢ € H} (), segue pelo Teorema 39, que ¢; > 0 em €.

Com a validade de (r1) e (r3), analisemos a desigualdade (3.12) nos seguintes casos:

Caso I. Se b(x) > 0, para A € (0, \g) fixado e € pequeno e positivo, temos o procurado.

_ 1 A S(Plfq)
Caso II. Se b(z) < 0, para A € (0, \g) fixado e (2, A\, p1,p,q) > — (_b_) temos
¥1 m
que (3.12) ¢é satisfeita.
Logo, ¢ valida a desigualdade (3.12).

Assim, pela escolha de s e a validade de (3.12), temos que para w € [u, U],

< [t ((A Fo)ee ™ | h(m)so;(x)dx) i <
oot (0 +beer ) [ @)te) dr

Consequentemente, u satisfaz o item (ii) da Defini¢ao 1, se para todo ¢ > 0 vale

gl=(atr) VeV dr < /4,090‘{ (A/h(m)ap{(z)dz) dr +
Q Q

o/ 142V, |?

et (Moo [hwpgiwan) des.13)

Como g+ r < 1 < p+ r por hipotese, segue que 1 — (¢ + r) > 0. Fixando agora g tal
que X € (0,g), vamos supor por contradi¢ao que existe ¢y € H}(Q), po > 0 e pg # 0

tal que para a sequéncia (€,),eny C R, onde g, < —, satisfaz a desigualdade
n

- ViV
gl=(atn) dr > /gpg&q (/\/h x)](x dx) dx +
o VIT 2N PP (z)¢i ()

ot (Moewpr [ nasitoae) .
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A convergéncia na parte esquerda da desigualdade (3.14), quando &,, — 0, sera

1—(q—|—7") V@lvwo

En
1+ 2|V |2

dr — 0, quando n — +o00.

Por outro lado, a convergéncia na parte direita da desigualdade (3.14), quando ¢, — 0,

sera
/990090? (()\ + b(x)(enp1)P™9) /Qh(:c)cpg(x)d:v> dx — )\/9900@? (Ah(x)@{(m)dm) dx > 0.

Isso contradiz (3.14) e prova que u = ep; satisfaz o item (i7) da Defini¢ao 1 para
A € (0, o) fixado. Dessa forma, temos que u = €p; é uma candidata a subsolugao.
Da primeira e segunda etapa acima se obtém u < %, um par de candidatos a sub e
supersolucao.

Veremos essa ordenacao com mais detalhes na terceira etapa.

Terceira Etapa: Ordenacao de u <w .

Dada A € (0, \g), diminuindo £ = (), se necessario, de modo que Aie||p1 |0 < A%,
temos —A(epr) < —A(Me) em 2, por (3.3), temos que ep; = 0 sobre ) e por (3.4),
temos que A’e = 0 sobre 0f2, logo

—Afepr) < —A(Ne)  em Q,
ep1 < Ne sobre 01,

(3.15)

do Teorema 40, temos
u=-cp; < Ne=7u ¢t.p. em L (3.16)

Em vista dos argumentos apresentados nas trés etapas acima, temos que u = £y €
subsolugao e w = A\’e é supersolugao.

Pelo Teorema 22, existe uma solu¢do positiva uy para (P1) tal que,
0<u<uy<u para A€ (0, ). (3.17)

Pelo Lema 24,
[uxllcre@ < OULf (2, ux, Bua))lloo)- (3.18)

Da desigualdade (3.17), obtemos

0 < Jlegr]loo < Jlualloo < 1[A%€]loc = A7[[€]|oo-
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Tomando limite quando A — 0 segue que
li =0.
)E)% [[ur]]oo =0
Por (3.1), temos

. Blus)) = O + i) [ hos ),

assim fazendo uso da desigualdade triangular, temos

F (s un Blun))| = \(Au§+b<x>u§> [y

Q

= I + o)) | [ Hoyasa)ae

< (Al + o) ux]) ’Ah(x)ui(r)dw

) (3.19)
Tomando supremo sobre €2 na desigualdade acima, obtemos

1f (2, ux; B(ux)) oo < (AIIU‘iIH||b||oo||u7§||oo)/Q||h||ooIIUKlloodfv
(Ml + 110l X0 ) 1Al oo 1A ]l med(€2). (3.20)

N

Como o dominio 2 ¢ limitado, temos que med(f2) ¢é finita e tomando limite em (3.20),
quando A — 0
lim || f(z, ux, B(uy))||eo = 0. (3.21)
A—=0

Logo tomando o limite em (3.18), quando A — 0 e fazendo uso de (3.21) obtemos
tim s s < T £ w2, B(ua)) o = 0.

desta forma, concluimos

lim [[us]lgra @) = 0-
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3.2 Segunda aplicacao

Consideremos o problema

, Vu B -
—div (W) = f(il:', u, B(U)) e Q,

u=20 sobre 052,

(P2)

onde a funcao f é dada da seguinte forma:

f(z,u, B(u)) = ()\uq + b(z)u? + c(x)u™ /Qh(x)ur(x)dx> : (3.22)

Supondo ainda que as funcdes h,b,c € C(Q), A € Re 0 < m,p, q,r. Consideremos ainda

que h é ndo negativa e nao trivial. Dada uma fungao g € C(£2), denotemos

gm =ming(z) e gy =maxg(x).
e z€Q
Proposicao 9 Suponhamos que 0 < ¢ < 1 < min{p,m +r}. Entdo, existe A\og > 0 tal
que o problema (P2) possui pelo menos uma solugao positiva uy para todos os X € (0; \g).

Além disso, temos que

l{% [urllgra@) = 0.

Demonstracao. Serd dividida em trés etapas.

Inicialmente consideremos o problema auxiliar

{ div(a([Vu) V) = £, B om (PA2)

u=20 sobre 012,

onde, a é dada da seguinte forma:

1

vV1+s
a(s) = (s —2)2+c se[L2),

s €1[0,1),

c s € [2,+00),

com

Observacao 29 Notemos os sequintes fatos.
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(7) A funcdo a satisfaz as hipoteses (a1) - (a2). Vamos denotar a a primeira regra de

correspondéncia da funcao a por,

1
a(s) = , para s¢€|0,1
(5) = = para s€[0.1)

A funcao a satisfaz as hipoteses (a;) — (a2), a prova esta na Observagao 28.

(77) Denotemos @1 a autofun¢ao do operador Laplaciano em ) correspondente ao
primeiro autovalor A;, onde ¢; € HJ(f2), entao, pelo Teorema 39, segue que ¢ > 0

em () e satisfaz

—Ap; = A1 em
1 141 (3.23)
w1 =0 sobre 0f.

(731) Além disso, também denotamos por e a tnica solugao positiva do problema linear
eliptico

—Ae=1 em ),
(3.24)
e=0 sobre 0.

A prova dessa afirmagao esta na Observagao 28.

Temos como candidatos a sub e supersolugao, respectivamente, as seguintes funcoes,
u=-cp; e u=>Ne,

com €, s, A > 0 que serao escolhidos de maneira mais apropriada, para que os candidatos

mencionados sejam realmente sub e supersolu¢ao da equagao (PA2).

Primeira Etapa: Vamos verificar que u satisfaz o item (7i7) da Definigao 1.

1 1
Comegamos com a fungao f dada em (3.22) e escolhamos s em ( , > :
m+r—qp—gq
ao longo de nossa prova consideraremos A suficientemente pequeno tal que satisfaz a

seguinte desigualdade
M| Vel < 1. (3.25)
Pela Definicao 1, dada para supersolugao, temos

-div(a(|Vul|*)Va) > f(z,u, B(w)) em Q, para todo u < w < 7.
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Para o caso onde (3.25) ¢ valida, temos que (PA2) ¢

v (L> > f(2,7, B(w)) em Q, para todou <w <.

V14 |Val?

A desigualdade acima no sentido fraco seréa

/ \/%dx da / ()\uq + b(x)a + c(z)u™ /Q h(x)w’“(x)> dx Yo € HY(Q), ¢>0.

Onde sabemos que o candidato a supersolugao é w = A\’e. Substituindo na desigualdade

acima, temos o seguinte

V(Xe)Vy

/Q ’ <c(x)()\se)m /Q h(x)wT(x)dx> v, (3.26)

ou seja,

VeV N
14+ A%|Ve|?

s

PN /gpeq (1+ b(ac))\s(p_q)_lep_q) dx +
Q

As+] /ﬂ el (c(m)/\s(m_Q)_lem_q /ﬂ h(x)w’"(x)dx) (3.27)

Portanto, @ satisfaz o item (i74) da Defini¢ao 1, se para todo p € H}(Q), p > 0ew €

[u, 1], tivermos

VeV N
1+ \2%5|Vel|?

> )\S(q_l)ﬂ/gpeq (1 +b(x))\8(p—q)—1€p—q) dx +
Q
As(a=1)+1 /gpeq (c)\s(m_q)_lem_q/h(x)w’"(:v)d:v)(?).%)
Q Q

1 1
Pela escolha de s em < ,
m-+r—q p—q

Observe que podemos tomar A\ é suficientemente pequeno, tal que

),temosque,1<(m+r—q)ses(p—q)<1.

14 b(z) NP0 1eP=a p o(g) \(m@)s—Lgm—a /h(x)wT(x)dx >0, para todo x € Q. (3.29)
Q

De fato, como 2 é um dominio limitado, temos que €2 é um conjunto compacto.

Observe que valem:
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(y1) Dado que b,c € C(f), entdo b, c atingem minimo e maximo que denotaremos por

by, = minb(x) < b(x) < maxb(x) = byy.

e e

¢m = minc(z) < ¢(r) < maxc(r) = ¢y
€2 z€Q
(y2) Como e é solugao positiva do problema linear (3.4), temos que e é continua pelo

Teorema, 36, assim temos

0 <e,=mine(z) <e(r) <maxe(x) = ey.
TEQ r€Q
Com isso, analisemos a desigualdade (3.29) por casos:.
Caso 1. Se b(z),c(x) > 0 ou b(z) < 0 e ¢(x) < 0, para A pequeno e positivo, temos o
procurado.
Caso II. Se b(z) < 0 e c(z) > 0oub(x) > 0e c(x) < 0, para A dependendo de Q, b, 5,p, ¢
e m obtemos a desigualdade.

Entao, em geral, temos a desigualdade (3.29).

1 1
Assim, da escolha de s em ( ,
m+r—q' p—gq
temos

) e da vaalidade de (3.29) e Vw € [u, ],

/gpeq (1 + by N PDTL P o \S(mm) L ema /h(x)w’"(:v)) dzx <
Q Q

/gpeq (1 + by PO LePma o AS(mtTma) =l pmg /h(m)e%x)dx) d.
Q Q

Portanto, @ satisfaz o iten (iii) da Defini¢do 1, se para todo ¢ > 0 vale

_ VeVp

a+/1+ )\QS\V6|2

)\S(q1)+1/¢€q (1 + by AP ep— q) dz +

Q

)\s(ql)+1/goeq <CM)\S(m+r‘I)1emq/h(x)e’"(x)dx> (3.30)
Q Q

Provaremos que existe \g > 0 tal que para A\ < )¢ a desigualdade (3.30) é verdadeira.
Suponhamos, por contradigao, que exista oy € Hg(2), po > 0 e ¢o # 0 tal que para

a sequéncia (A, )ney C R, onde A, < —, temos
n

VeVpq
1+ A\?5|Vel?

< aslant /%eq (14 by AP0 1P d +
Q

s+ /9006(1 ( 2\® m+rq)1emq/h<x>er(x)dx) dz,
Q Q
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assim

VeV
/ €Y ¥o dr < )\fl(q_l)Jrl /(poeq (1 + bMAZ(p_Q)_lep_q) dr +
Q Q

V14 A25|Ve|?
)\fl(q—l)+1/¢06q (CM)\Z(T””_‘J)_lem_q/h(a:)er(x))(?)ﬁl)
Q 0

Vejamos a convergéncia na parte esquerda da desigualdade (3.31), quando A,, — 0,

VeVyg
1+ A25|Vel?

dr — /gpodx, n — +0o0.
Q

Por outro lado, a convergéncia na parte direita da desigualdade (3.31), quando A,, — 0,
Asla—b+1 /gpoeq <1 + by APt epma 4 CM)\fL(m'”_q)_lem_q/h(z)e%x)daz) — 0, n = 4o0.
Q Q

Isso contradiz (3.31), e prova que © = M e satisfaz o item (iii) da Defini¢do 1 para algum

Ao > 0. Dessa forma, temos que u = A°e é uma candidata a supersolucao.

Segunda Etapa: Vamos verificar que u satisfaz o item (i7) da Defini¢ao 1.
Agora, escolhendo um A\ fixo, tal queA < Ay e tomando ¢ suficientemente pequeno,

tal que satisfaz o seguinte,
Ve | < 1. (3.32)
Pela Defini¢ao 1, dada para a subsolucao, temos
—div(a(|Vul*)Vu) < f(z,u, B(w)) em Q, para todou < w <.

Para o caso onde (3.32) é valida, temos que (PA2) sera

—div <L> < f(z,u, B(w)) em €2, para todou < w < u.

V1+ |Vul?

A desigualdade no sentido fraco sera

/Q\/%d“’ = /Q 2 (Auq +b(z)uf + c(z)u™ /Q h(x)wT(x)da:> dx, Y >0 (3.33)
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Sabemos que o candidato a subsolucao é u = p;e. Substituindo na desigualdade acima

temos o seguinte

V(p1e)Vep

———— dr <
21+ |Viel?

/Q o (A1) + b(z) (pr2)?) da +
/Q o <c(x)(g015)m /Q h(x)w’"(x)dx) dr, (3.34)

ou seja,

Vi1V

€ der <
ay/1+ 2|V |?

g /Q pet (A +b(x)(ep1)P ™) da +
gl /nggo‘f <c(x)(<,01€)mq /Qh(x)w’”(x)dx) dz. (3.35)

Assim, u satisfaz o item (i7) da Defini¢ao 1, sempre que

Vi Ve "
1+ &2V |?

gl=a

/Qgpgo‘f (A +b(z)(e1)P?) da +

[t (corerer [ naporyic) ds

para todo ¢ >0 e para todo w € [u, .
Para A € (0, \g) fixado, ¢ suficientemente pequeno e para todo w € [u, @], é valida a

desigualdade

A+ b(z)(epr1)P T+ c(z)(epy)" 1 /Qh(a:)wr(x)dx >0, parax € €.

Entao, obtemos isso para todos os w € [u, U]

/‘PSO? (/\ + b (ep1)P ™7 + Cm(6901)m_q/h(:1:)wr(m)dw> dx <
Q Q
/ vp <A+ b (e01)P ™1 + e (e1)™ N / h(x)er(g:)dx> dz.
Q Q
Consequentemente, u satisfaz o item (i7) da Defini¢ao 1, se para todo ¢ > 0 vale

Vi1V

de <
ay/1+ 2|V |?

1—q

/99090(f (A + b (e1)P™7) dx +
/{;p(p‘f (cm(ggpl)mqyr /Qh(x)er(x)dx) dzr. (3.36)

Vamos analisar os seguintes casos, para que a desigualdade (3.36) seja valida.
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Caso I: Para m > ¢ e tomando ¢ suficientemente pequeno, u satisfaz o item (ii) da
Definigao 1.
De fato, Suponhamos, por contradigdo, que exista ¢y € HL(Q), wo > 0 e ¢y # 0 tal que

para a sequéncia (&, ),eny C R, onde g, < —, temos
n

1 V1V

" Q\/1+€%|Vg01|2

dr > /ngogo‘{ ()\ + bm(éncpl)p_q) dr +
/Q o (Cm(sngol)m_q)\ST /Q h(x)e”(x)dx) (3.37)

Vejamos a convergéncia na parte esquerda da desigualdade (3.37), quando €, — 0.

V1.V

av/ 142V |?

Por outro lado, a convergéncia na parte direita da desigualdade (3.37), quando &, — 0.

1—q
gn

dr — 0, quando n — 4o00.

/googo(f <)\ + by (en01)P 7T + em(Enr) "IN /h(x)eT(x)) dr — /\/gp‘fcpodx > 0.
Q Q Q

O qual é uma contradi¢do com a desigualdade (3.37) para o Caso .

Dessa forma u = €p; é uma candidata a subsolugao para o problema (PA2).

Casso II: Para m = ¢, tomamos
1
s> —.
r
Por (3.36), para todo p € Hj(Q2) e ¢ > 0 vale

V1V

e | ———=
Q 1—|—€2’V<,01’2

/Q o <)\ T b (£01)P + e AT /Q h(x)er(x)dx> (3.38)
Entao, para A suficientemente pequeno e s.r > 1, temos
A+ e AT /Qh(x)er(q:)dx >0, em ,
logo, tomando ¢ pequeno, ficamos com
/ngcp‘f ()\ +br(ep1)P 4 LA /Qh(x)e’"(:v)d:v) dxr > 0.

Provaremos que existe \g > 0 tal que para A < Ay a desigualdade (3.40) é verdadeira.

Suponhamos, por contradigao, que exista oy € Ha (), po > 0 e @y # 0 tal que para
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. 1
a sequéncia (\,)n,eny C R, onde €, < —, temos
n

1 VoV

" Q\/1—|—5%|Vg01|2

dr > /gogo‘{ (/\ + bm(angpl)p_q) dz
Q

/Q o] (cmw /Q h(x)ef(x)dx) dr (3.39)

Vejamos a convergéncia na parte esquerda da desigualdade (3.39), quando ¢, — 0.

S V1.V

" Q\/1+€%|th1|2

Por outro lado, a convergéncia na parte direita da desigualdade (3.39), quando &, — 0.

dr — 0, quando n — 4o00.

/Q P <A+bm(enso1)p“’ + e\ /Q h(m)e’“(z)) - /Q Pt <A+CLAS’“ /Q h(m)er(x)dfg> > 0.

Isso contradiz (3.39) e se prova que u = e satisfaz o item (ii) da Definigdo 1 para
A € (0, )g) fixado. Logo u = ¢y é candidata a subsolugao.
Dos casos I e II da segunda etapa, temos que u = ¢; é uma candidata a subsolucgao
para o problema (PA2).

Da primeira e segunda etapa acima se obtém u < u, um par de candidatos a sub e

supersolucao. Veremos essa ordenagao com mais detalhes na terceira etapa.

Terceira Etapa: Ordenacao de u < w.
Dada A € (0, \g), diminuindo € = €(\), se necessario, de modo que Ajel|¢1]/eo < A%,
temos —A(ep;) < —A(Ne) em €, por (3.23), temos que ep; = 0 sobre 0N e por (3.24),

temos que A\’e = 0 sobre 0f2, logo

—Afepr) < —A(Ne)  em O, (3.40)
ep1 < Ne sobre 0f),

do Teorema 40, temos
u=cp; < Ne=1u q¢.t.p. em (. (3.41)

Em vista dos argumentos apresentados nas trés etapas acima, temos que u = gy ¢é
subsolucao e w = \e é supersolucao.

Pelo Teorema 22, existe uma solucdo positiva uy para (P2) tal que,

0<u<wuy<u para A€ (0, ). (3.42)
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Pelo Lema 24,
[urllera@) < O f (2, ux, B(ua))l|)-

Da desigualdade (3.42) obtemos
0 < [legrlloe < [[urlloo < [IN€lloc = A°|le]]oo-

Tomando o limite quando A — 0 segue que

lim ||ux|]oo = 0.

A—0
Pela equagao (3.22), temos

f(z,uy, B(uy)) = ()\ui + b(x)uf + c(z)uy /h(x)ug(x)dx) ,
Q

logo,

[f(z,ux, B(uy))| =

M + b(z)uf + c(z)uy’ /Qh(a:)ug\(x)da:

< M+ b(@)uf| +

c(x)uy’ /Qh(m)ug(m)dx

< A ud] + [p@)] ] ] + le(@)|[u]

Tomando o supremo sobre €2 na desigualdade acima, obtemos

I1f (@, ux, B(ur))lloo

IN

IN

/Qh(:v)ug(x)dx

(3.43)

. (3.44)

M+ [[ollsolluf || o + llell HUTHOO/QIIMIOOIIUKHOde

M [] + [[Bllse 1] o, + ello X llog l1Blloo| 3]l med(€2)(3.45)

Como o dominio €2 é limitado, temos que med(§2) é finita e tomando o limite em (3.45),

quando A — 0
lim || f(z, ux, B(uy))|loo = 0.
A—0

(3.46)

Logo, passando o limite em (3.45), quando A — 0 e fazendo uso de (3.43) obtemos

tm oy < lim 2., Bun) oo =0

desta forma, concluimos

lim lullcro@) = 0
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Apéndice

4.1 Resultados Importantes

Teorema 30 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (fn)nen uma se-

quéncia de fungoes em L*(2). Suponhamos que:

(@) fo— f qtp. em )

(b) Existe g € L'(Q), tal que |f,] < g Yn € N q.t.p. em Q.

lim /fnda::/fdx.
n—+oo [o Q

Demonstragao. Ver a prova em [15].

Entao f € L'(Q) e

Teorema 31 (Teorema de Vainberg) Sejam (fn)nen uma sequéncia em LP() e f €
LP(Q), tais que
fo— f em LP(Q).

Entao existe uma subsequéncia (fn, )ken C (fn)nen tal que

(a) fo,(x) = f(x) ¢.t.p. em §2;

(D) |foo()] < g(x) qt.p. em Q Vk e N, onde g € LP(QQ).

Demonstracao. Ver a prova em [15].
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Teorema 32 (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q) e g € LY(R2), onde 1 < p < oo

1,1 _ ~
61—)4—5—1. Entao

fg€ LYQ) e |fglra < |flr@lgliae)

Demonstragao. Ver a prova em [15].

Teorema 33 (Desigualdade de Young) Se p e q sao nimeros reais positivos tais que

1/p+1/q =1, entao, para todo par de nimeros reais a e b nao negativos vale a desigual-
dade:
ab? b
ab < — + —.
p q
Demonstragao. Ver a prova em |[1].

Lema 34 Sel<pea,b>0, entao

(a+b)P < 277 (a? + 7).

Demonstragao. Ver a prova em |[1].

Teorema 35 (de Agmon-Douglis-Nirenberg) Sejam Q C RY wum dominio limitado e

feL™(Q) comr>0. Seue H}(Q)E solugio fraca do problema linear

—Au = f(x) em Q,
u=0 sobre Of),

entao u € W>(Q) e existe C > 0, independente de u tal que

ullwzr) < ClflLr @)
Além disso, se f € WET(Q) entdo u € W (Q).
Demonstracao. Ver a prova em |[2].

Teorema 36 (Schauder) Sejam Q@ C RN um dominio limitado e f € C**(Q). Entdo

eziste u € C**(Q) solugio do problema linear

—Au = f(x) em §,
u=0 sobre 01,
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e existe C' > 0, independente de u tal que

|ullcz.e@) < Clflcoem-

Além disso, se f € C*"(Q) entio u € C*F(Q).

Teorema 37 Se ¢ € H}(Q) € uma autofuncao associada a um autovalor X do operador

(—Au, HL()), entio ¢ € C=(Q).

Demonstragao. Notemos que

—Ap = Ap em ),
¢ =0 sobre 0S.

Assim ¢ € C*(Q) C L*(2). Usando o Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg k-vezes,

obtemos:
e e W?(Q) = p e WH2(Q) = p e WO(Q) = - .- = p € W™(Q).

Para k suficientemente grande, temos que W™%(Q) — C1%(Q). Portanto, p € C1(Q).

Usando o Teorema de Schauder k-vezes, obtemos:
e CH™(Q) = pecC** Q)= e CQ) = = pc CHQ).

Como k ¢ arbitrario, concluimos que ¢ € C*®(Q).
Teorema 38 (Principio do Mdzimo Forte) Seja Q um dominio do RY e
u € C?*(Q) ﬂC(ﬁ) com — Au>0(—Au <0) em Q.
Suponha que exista xo € €2 tal que
w(wo) = inf u(@) (u(zo) = supu(z)).

Entao v € constante.

Demonstragao. Ver a prova em [8].
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Lema 39 O nimero real \y € o unico autovalor cujas autofuncoes tem sinal definido.
Isto €, apenas as autofuncgoes associadas a A1 sao estritamente positivas ou estritamente

negativas.
Demonstragao. Ver a prova em [16].

Teorema 40 Seja Q um dominio limitado do RY e seja u,v € HY(Q) satisfazendo

Au < Au em (Q,

u<v sobre 0f),

no sentido fraco. Entao u < v q.t.p. em Q.
Demonstragao. Ver a prova em |§].

Definicao 41 Sejam X,Y espacos topoldgicos e considere duas fung¢oes continuas f, g :
X — Y. Essas fungoes sao ditas homotopicas se existir uma fungao continua H :

X x[0,1] = Y tal que para cada x € X temos

quando isso acontece dizemos que H € uma homotopia entre f e g e denotaremos H :

f>~yg

4.2 Grau Topolégico

Nesta secao faremos uma breve revisao da Teoria do Grau, pois foi usada na demostragao
do Teorema 36.

Sejam © um dominio limitado do RY, ¢ € C*(Q,RY) e S = {z € Q; J,(x) = 0},
onde J, representa a matriz jacobiana de ¢. Seja y € RY com y & ¢(9Q) U ¢(S).
Se x € ¢ '({y}) temos que J,(x) = det[¢ ()] # 0, entdo pelo Teorema da Fungio
Inversa ¢ ¢ um difeomorfismo de uma vizinhanga U de = sobre uma vizinhanca V' de v,

isto &, ¢ : U — p(U) =V & um difeomorfismo. O conjunto ¢ *({y}) ¢ finito.
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Definigao 42 Sejam o € CH(Q,RY) ey & 0(0Q) U ¢(S) . Definimos o grau topoldgico

de Brouwer da aplicagao ¢ em relagao a €2 no ponto y, como sendo o niumero inteiro

> sgn detly(z)] se g7 (a) £ 0
deg(p,Q,y) = ¢ z€v ' ({})

0 caso contrdrio,
onde sgn € a func¢ao sinal que € definida por

1 ,se t>0
it = 1 t<0
-1 ,s5e t<0.

Exemplo 43 Consideremos a aplicagao ¢ : Q — R, definido por p(z) = sen(z) com

2
Q no ponto y, ou seja deg(p, 2, y).

5
Q= (0, T ¢ Yy = % Nosso objetivo € calcular o grau topologico de ¢ com relagao a

5)
Resolugao, devemos primeiramente verificar se y € ¢(9€2) para que o deg (go, <0, g) , %)

esteja bem definido. Notemos que:

90 — {057”} o(S) = {:c e (o%”) cos(x) = 0} _ {g%ﬁ} £(09) = {0,1},
o(A) = {—1,1}, logo p(3Q) | ¢(S) = {—1,0, 1} com isso concluimos que% ¢ {—1,0,1}.

Assim, ¢! {%} = {&1, &, &3} e por definigao

deg (cp, (07 577) %) — gieg(:{m sgn det[i0' (&)

Logo, deg (90, (o, 5—”) ﬁ) = sgn( (60)) + sgn(¢ (€)) +sgn(@ (6)) = 1+ (~1) 41 = 1.

2 4
5% T
d 00— ). — | =1
(o))

Da definicao do Grau Topoldgico, temos as seguintes propriedades:

Portanto,

1) Normalizacao. Seja Id a aplicacao identidade Id : Q — R, entdo
(1) G ] plicag , :

1 ,se y e,
0 ,se y # (.

deg(1d,Q,y) =

(2) Excisao. Se deg(p,2,y) # 0, entdo existe pelo menos um z € €2 tal que p(z) = y.
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(3) Aditividade. Se €;,9Q, C Q sdo tais que Q1 =0 ey & p(Q — (U UD)),
entao

deg(p, Q,y) = deg(p, U, y) + deg(p, Qa,y).

(4) Continuidade.
deg(p,Q,y) = deg(p, Q,y) sempre que || — ¢||c1 é suficiente pequeno.

(5) Invaridncia por Homotopia.
Se H:Q x [0,1] = RY & continua e y ¢ H(9 x [0,1]) , entdo,

deg(H(-,t),9,y) = constante, para todo t € [0, 1].

Observacgao A Defini¢ao 4.2 do Grau de Brouwer pode ser extendido para funcgoes ¢

definidas em espagos de dimensao infinita que sao da forma
Y = I— K7

onde K é um operador compacto, tal extensao é chamada Grau de Leray-Schauder e
preserva as cinco propriedades acima.

O estudo mais detalhado sobre Grau de Leray-Schauder pode ser encontrado em [5].
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