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Resumo

Comecamos com uma breve introducgao a teoria de Lie. Em seguida, definimos cam-
pos de vetores afins e lineares em grupos de Lie, e provamos a equivaléncia entre
trés caracterizagoes dos campos de vetores lineares. Entao definimos os campos de
vetores lineares internos, e estabelecemos propriedades deles com relagao a campos
invariantes a direita. Feito isso, definimos os sistemas de controle lineares, afins,
e invariantes a direita, a condicao do posto, e a condicao ad-rank. Entao focamos
nos sistemas lineares para definir e estudar seus varios tipos de conjuntos de atin-
gibilidade, e sua algebra de Lie. Em seguida, tratamos o caso dos sistemas lineares
internos. Mostramos que existe um sistema invariante associado, cuja controlabili-
dade em tempo finito, e com tempo étimo, estao relacionadas aquelas do sistema
linear interno. Depois disso, aplicamos esses resultados ao estudo da controlabilidade
dos sistemas lineares em grupos de Lie semi-simples e em grupos de Lie nilpotentes,
e dos sistemas de controle afins em grupos de Lie compactos. Terminamos com

alguns exemplos.

Palavras-chave: Teoria de Lie, Campos de vetores afins, lineares, e invariantes,
Sistemas de controle afins, lineares, e invariantes, Conjuntos de atingibilidade, Con-
trolabilidade.



Abstract

We begin with a brief introduction to Lie theory. Then we define affine and linear
vector fields on Lie groups, and we prove the equivalence between three characteri-
zations of linear vector fields. After this, we define the inner linear vector fields, and
establish some of their properties with regard to right invariant vector fields. Then
we define the affine, linear and right invariant control systems, the rank condition
and the ad-rank condition. Then we focus on linear systems to define and study
their various types of reachable sets, and their Lie algebras. After this, we study
the case of inner linear systems. We show that there exists a related invariant sys-
tem, whose controllability in finite time, and in optimal time, are related to those
of the inner linear system. Then we apply these results to the study of the con-
trollability of linear control systems on semisimple Lie groups and on nilpotent Lie

groups, and of affine systems on compact Lie groups. We finish with some examples.

Keywords: Lie theory, Affine, linear, and invariant vector fields, Affine, linear, and

invariant control systems, Reachable sets, Controllability.



Sumario

Introducao

Fundamentos de teoria de Lie

2.1 Gruposde Lie . . . . . . . ...

2.2 Algebra de Lie de um grupode Lie . . . . .. ... ... ...

2.3 Aplicagdo exponencial . . . ... ..o

2.4 Homomorfimos . . . . . . . ...
2.4.1 Representacoes . . . . . . . ..o

2.4.2 Representacoes adjuntas . . . . . .. ...

Campos de vetores lineares e afins em grupos de Lie
3.1 Definicoes e propriedades fundamentais . . . . . . . ... ... ...
3.2 Caracterizacao dos campos lineares . . . . . . . . ... ... .. ...

3.3 Campos lineares internos . . . . . . . . . . ... ... ...

Controlabilidade de sistemas lineares e afins em grupos de Lie
4.1 Sistemas de controle lineares e afins . . . . . .. ... ...
4.2  Controlabilidade e condicao do posto . . . . . . ... ... ... ...
4.3 Sistemas de controle lineares . . . . . . . . ... ... ...
4.3.1 Conjuntos de atingibilidade . . . .. ... ... ... .....
4.3.2 Algebra de Lie do sistema e condi¢ao do posto . . . . . . . ..
4.4 Sistemas lineares internos . . . . . ... ..o
4.4.1 Sistema invariante associado . . . . . . .. .. ...
4.4.2 Controlabilidade em tempo finito . . . . . .. ... ... ...
4.4.3 Controle com tempo 6timo do sistema invariante . . . . . . . .
4.5 Aplicacao a algumas classes de Grupos de Lie . . . . .. . ... ...
4.5.1 Grupos de Lie semi-simples . . . . . . ... ... ... ...
4.5.2 Grupos de Lie nilpotentes . . . . . . .. .. ...
4.6 Sistemas de controle afins . . . . . ... ... L.

4.6.1 Grupos de Lie Compactos . . . . ... .. ... ... .....

11
12
13

16
16
20
24



5 Exemplos 61
5.1 Exemplos no grupo de Heisenberg . . . . . . . . . . .. ... ... .. 61

A Campos de vetores e colchetes de Lie em variedades diferenciaveis 69
A.1 Campos de vetores . . . . . . . . ... 69
A2 Colchetede Lie . . . . . . . .. ... . 71



Capitulo 1
Introducao

A teoria do controle estuda a possibilidade de agir sobre um sistema dinamico de-
pendendo da variavel temporal, de modo a levar o estado dele até um dado estado
em um dado instante. Essa descricao se aplica tanto a um sistema concreto, por
exemplo a posicao de um barco ou qualquer outro veiculo, quanto a um sistema de
equagoes diferenciais. Ao longo da histéria, os avancos em dois campos, o técnoldgico
e o matematico se estimularam mutualmente, dando lugar a teorias cada vez mais

aprofundadas, e a aplicacoes mais variadas.

Hoje em dia, um ramo importante da teoria do controle é aquele no qual um

sistema de controle é um sistema diferencial da forma
o(t) = f(o(t),u(t)), =z(t)eM, wu()el

onde os estados z(t) pertencem a uma variedade diferenciavel M, e os controles
u(+) pertencem a um conjunto de controles admissiveis U, que é um conjunto de
aplicacoes localmente integréveis definidas em [0, +00), com valores em R™. Neste
trabalho, nos encaixamos no caso em que a variedade diferenciavel M é um grupo

de Lie conexo, que denotaremos por G, e o sistema de controle é dado por

m
g:fg+§ :qugJ (Xa)
i=1
onde u = (uy, ... ,u,,) pertence a um conjunto de controles admissiveis U, os Y7 sao
campos de vetores em G invariantes a direita, e F é um campo de vetores afim em

G, como sera definido mais adiante.

No capitulo 2, sao reunidos os fundamentos de teoria de Lie que foram necessarios

ao autor para entender os artigos que serviram de suporte a essa dissertagao, abrir



as demonstracoes tanto com respeito as contas, quanto com respeito as articulagoes
entre seus argumentos, ou até fazer aquelas que estavam omitidas ou somente su-
geridas. Essa base tedrica vem do livro Grupos de Lie de L. San Martin ([13]),
trabalho notavel pela riqueza e clareza do texto. Ela é apresentada no presente
trabalho segundo o principio seguinte com respeito as propriedades e teoremas: em
geral somente as propriedades e teoremas sao escritos, com referéncia a sua demons-
trac@o em [13]. E nos poucos casos onde nao ha demonstracao no livro, e onde o
autor escreveu uma demonstracao propria como exercicio para seu entendimento e
sua aprendizagem, essa demonstragao foi incluida nesta dissertagao, indicada por
“Demonstracao”, ou as vezes na forma de um paragrafo comecando por “De fato”.

Esse principio vale também para o Apéndice A, que trata de campos de vetores
e colchetes de Lie no contexto mais geral de variedades diferenciaveis, e que servem
no Capitulo 2.

Um conhecimento de variedades diferenciaveis necessario para abordar esses ele-
mentos de teoria de Lie pode ser adquirido em [12].

Uma introdugao mais concreta e geométrica a teoria de Lie, através dos grupos
de Lie de matrizes (mas que nao cobre todos os fundamentos usados neste trabalho),

se encontra em [17].

No capitulo 3, estudaremos os campos de vetores afins e lineares em um grupo de
Lie conexo. A estrutura desse capitulo segue essencialmente aquela da se¢ao 3 de [6].
Depois de definir um campo de vetores afim como pertencendo a normyw (g, e um
campo linear como um afim que além disso satisfaz X; = 0, provamos propriedades
importantes para demonstracoes posteriores : Primeiro, que o ntcleo da aplicagao
F — ad(F) é o conjunto inv! dos campos de vetores invariantes & esquerda, e
segundo, que todo campo de vetores afim F' por ser escrito de modo tnico como
soma F' = X + Z, onde X é linear, e Z € inv'. O ponto essencial desse capitulo é a
demonstracao da equivaléncia entre as trés caracterizagoes seguintes de campos de

vetores lineares:
(1) X e normy« @) g € Xl =0
(2) O fluxo de X é um grupo a 1-parametro de automorfismos de G;

(3) X satisfaz
VeyeG, Xy =d(L,), X, +d(Ry)s. Xy (1.1)

Campos lineares foram considerados num contexto de teoria do controle primeiro

por Markus, em grupos de Lie de matrizes (ver [11] ), e entdo no caso geral por Ayala



e Tirao (ver [1]). Na literatura sobre grupos de Lie, os campos de vetores lineares
em grupos de Lie sdo chamados de automorfismos infinitesimais (ver [3]).

A equivaléncia entre as caracterizagoes (1) e (2) ja foi estabelecida por Ayala e
Tirao em [1], fazendo amplo uso de homomorfismos de recobrimento universal, e das
propriedades da algebra de Lie de um grupo de Lie simplesmente conexo. Em [6],
Jouan simplifica essa demonstracao, e acrescenta a equivaléncia da caracterizacao
(3). Uma vantagem da definigdo (1) com relagdo a (2) é que ela nao necessita o

conhecimento do fluxo de X.

No capitulo 4, estudaremos as propriedades de controlabilidade dos sistemas

lineares em grupos de Lie. Um sistema linear é definido como um sistema de controle

m
g=X+> wY) (%)
j=1
em um grupo de Lie conexo G, onde X é um campo linear de vetores, e os Y7 sao
invariantes a direita.

A motivacao para tratar de tais sistemas é dupla. Uma é que sdo extensoes
naturais dos sistemas invariantes em grupos de Lie. A outra (que foge do ambito
desta dissertagao) é que podem ser generalizados a espagos homogéneos e servir de
modelo para uma ampla classe de sistemas, gracas ao teorema de equivaléncia.

Em grupos de Lie, algumas propriedades de controlabilidade de sistemas linea-

resja foram provadas (ver [1, 4, 15]):

1. Em um grupo de Lie compacto e conexo, um sistema linear é controlavel se, e

somente se, satisfaz a rank-condition; isso foi provado em [15];

2. um critério de controlabilidade local (chamado condigao ad-rank) foi estabelecido
em [1, 4];

3. se um sistema linear em um grupo de Lie semisimples com centro finito é con-
trolavel a partir da identidade, entao um certo sistema invariante, estritamente

relacionado ao sistema linear, é controlavel também (ver [15]).

Um campo de vetores linear age sobre a algebra de Lie de GG, pela representacao
adjunta, como uma derivacao. Boa parte desta dissertacao trata do caso no qual essa
derivacao ¢é interna. Entao um sistema invariante a direita é associado ao sistema
linear de um modo natural (ver subsecao 4.4.1). As propriedades de controlabilidade
desses dois sistemas sao comparadas e, em particular, a controlabilidade do sistema

linear é relacionada a um problema de tempo étimo para o sistema invariante (ver
subsecao 4.4.3).



Essa analise é aplicada a grupos de Lie semi-simples na subsecao 4.5.1. Primeiro,
¢ estabelecido no Teorema 4.5.4 que o sistema tnvariante é controldvel desde que o
linear seja controldvel a partir da identidade, ou para a identidade. O Teorema 4.5.6
estabelece a equivaléncia entre a controlabilidade do sistema linear e a controlabi-
lidade do sistema invariante a direita no caso em que a condi¢do ad-rank (que sera
definida mais adiante) é satisfeita.

A subsecao 4.5.2 trata de grupos de Lie nilpotentes. O teorema 4.5.12 afirma
que em um grupo de Lie conexo e nilpotente, e desde que a derivacao seja interna,
() € controldvel se, e somente se, a dlgebra gerada por Y, ... Y™ éigual a g.

Finalmentente, consideramos sistemas afins na se¢ao 4.6. Um campo de vetores
afim é a soma de um campo de vetores linear com um campo de vetores invariante a
esquerda, e um sistema afim é obtido substituindo o drift de um sistema linear por
um campo de vetores afim. Suas propriedades sao estudadas nessa segao, e entao
aplicadas a grupos de Lie compactos.

Isso permite estabelecer o Teorema 4.6.3, que generaliza os resulatdos conhecidos
sobre sistemas invariantes e lineares: Um sistema de controle afim em um grupo de

Lie conexo e compacto € controldvel se, e somente se, ele satisfaz a condi¢cao do posto.
No capitulo 5 serao apresentados alguns exemplos no grupo de Lie de Heisenberg.
Observacao: No presente trabalho, o valor de um campo de vetores X em um

dado ponto p de uma variedade diferenciavel M serd denotado por X (p) ou por X,,.

Essas notacgoes sao equivalentes.



Capitulo 2

Fundamentos de teoria de Lie

2.1 Grupos de Lie

Nesta dissertacao, os sistema de controle que vamos estudar sao definidos em estru-

turas particulares, chamadas grupos de Lie.

Definicao 2.1.1. Um grupo de Lie € um grupo cujo conjunto subjacente tem uma
estrutura de variedade diferenciavel, de tal forma que a aplicagao produto
p:GXxGE—G

¢ diferenciavel.

Observamos que a definicao de grupo de Lie nao exige a priori que a inversa

ug) =g~
plica a de ¢ através do teorema da func¢ao implicita (Ver Proposi¢ao 5.1 em [13]).

seja diferenciavel ou sequer continua, pois a diferenciabilidade de p im-

Dado g € G, as translacoes a esquerda e a direita L, : G = G e R, : G — G,
sdo definidas respectivamente por L,(h) = gh e Ry(h) = hg. Essas aplicacoes sao
diferencidveis, e na verdade ambas sao difeomorfismos, ja que L, o L1 = Ry 0
Rg

difeomorfismos.

-1 = Id. Da mesma forma, os automorfismos internos Cy = L,0 R;-1,g € G, sao

2.2 Algebra de Lie de um grupo de Lie

Além dos grupos de Lie, outras estruturas muito importantes sao as algebras de Lie.
As relacoes entre grupos e algebras, e entre as propriedades deles serao fundamentais

no nosso estudo.

Definicao 2.2.1. Uma dlgebra de Lie consiste de um espaco vetorial g munido de

um produto (colchete) [-,-] : G x G — G que satisfaz as propriedades:

>



1) O colchete [-,-] € bilinear, isto é, linear em cada uma das varidveis.
2) Antissimetria, isto é, [X,Y] = -]V, X],V X, Y € g.

3) Identidade de Jacobi : ¥ X,Y,Z € g, [X,[Y, Z]| + [V, [Z, X]| + [Z,[X,Y]] =0

Alguns tipos de subespacos de uma dlgebra de Lie terao um papel fundamental

neste trabalho.

Definicao 2.2.2. Um subespaco ) C g de uma dlgebra de Lie g é uma subdlgebra

se for fechado pelo colchete. Nesse caso by € também uma dlgebra de Lie.

Definicao 2.2.3. Seja g uma dlgebra de Lie e v um subespago vetorial de g. Dizemos
que v € um ideal de g se VX € g,[X, 0] Cv.

Observacao 2.2.4. Todo ideal de uma dlgebra de Lie g € uma subdlgebra de Lie de
g.

Proposicao 2.2.5. Seja g uma dlgebra de Lie. A soma de uma subdlgebra de Lie

de g, e de um ideal de g, ¢ uma subdlgebra de Lie de g.

Demonstragao: Seja h uma subélgebra de g, e v um ideal de g. Entao temos:
VH.,Hy € h,VY1, Y5 € v,

[Hl +3/17H2+}/2] = [H17H2]+[H17Y'2]+D/1’H2]+[E7Yé] € h + 0.
—_—— e e — N —

€h €v €v €v

As defini¢oes dos sistemas de controle que vamos estudar sao baseadas em tipos
particulares de campos vetoriais, que definimos a seguir. Para uma nogao mais geral

de campo vetorial, veja o Apéndice A

Definicao 2.2.6. Seja G um grupo de Lie. Um campo de vetores X em G € deno-

minado :
1) Invariante a direita se, ¥V g,h € G,d(R,), (X (h)) = X (hg).

2) Invariante a esquerda se, ¥ g,h € G,d (Lg), (X (h)) = X (gh).

A condigao de invariancia implica que um campo de vetores invariante a direita

satisfaz
X (g9) =d(Ry), (X (1)), (2.1)



e que um campo invariante a esquerda satisfaz

X(g) =d(Lg), (X (1)) (2.2)

Portanto cada elemento do espaco tangente 771G determina um tnico campo invari-

ante a direita, e um Unico campo invariante a esquerda.

Dado X € TG, anotacao X" indica o campo invariante a direita tal que X" (1) = X,

e X! o campo invariante & esquerda tal que X' (1) = X.
Explicitamente, Vg € G, X" (g) = d (Ry), (X), e X' (g) = d (L,), (X).

Denote por Inv” (resp. Inv') o conjuto dos campos invariantes & direita (resp. a
esquerda). Esses conjuntos sao subespagos vetoriais (sobre R), em geral diferentes,

do espaco de todos os campos de vetores em G.

As aplicacoes X € T\G — X" € imv”, e X € T1G — X! € inv! sdo ismorfismos en-

tre os espacos vetoriais corespondentes, cujas inversas sio dadas por X" € inv™! —
X'r,l (1) € TlG

Lema 2.2.7. Sejam X eY campos invariantes a direita num grupo de Lie G. Entao
o colchete de Lie [X,Y] € invariante a direita. A mesma afirmag¢ao vale para campos

mvariantes a esquerda.

Demonstracao: Ver Lema 5.3 em [13]. |

O espaco tangente TiG é isomorfo tanto a inv” quanto a inv'. Através dos

isomorfismos, o colchete de Lie restrito aos espagos de campos invariantes induz

colchetes [-, -], e [+, -], em T1G. esses colchetes sao daos por : VA, B € T\G,
[A, B], = [A", B"] (1) (2.3)
[Aa B]l = [Al7 Bl] (1) (24)

O seguinte lema permite relaciona-los.

Lema 2.2.8. Sejam A € T'G eI (g) = g~' a inversa em G. Entao,
(2), (A7) = (=A) e (), (A) = (=A)

Mazis precisamente :

dD),+ (A" (¢g7") ==A(9) e (D), (A'(97")) =—A"(9).

7



Demonstracao: Ver Lema 5.4 em [13]. |

Proposicao 2.2.9. Sejam A, B € T'G. Entao [A, B], = —[A, B],.

Demonstracao: Ver Proposi¢ao 5.5 em [13]. |

As relagoes acima nos permitem agora definir a dlgebra de Lie do grupo G.

Definicao 2.2.10. A dlgebra de Lie de G, denotada por g, é qualquer uma das

dlgebras de Lie isomorfas inv', inv', (T1G, [-,-].), ou ainda (T1G,[-,"],).

2.3 Aplicacao exponencial

Para informacao sobre a nocao de fluxo de um campo de vetores, usada nesta

subsecao, veja o Apéndice A.

Seja G um grupo de Lie com algebra de Lie g, e X € inv". Entao, mostrando que
as duas trajetorias sao solucao da mesma equacao diferencial com a mesma condigao

inicial, estabelecemos

Vg, h € G, X (hg) =X (h) g (2.5)

onde X; denota o fluxo associado ao campo X.

Tomando em particular h = 1, fica
Xi(g) =X (1)yg (2.6)
De maneira andloga, se Y € Inv!, mostra-se que
Vg,h € G,Y;(gh) = gY (h) (2.7)

Yi(g) = gYi (1) (2.8)

Como as trajetorias sao obtidas umas das outras por translacao, elas se prolon-
gam ao mesmo intervalo de R, isto é, as solu¢oes maximais dos campos invariantes
tém todas o mesmo intervalo de definicao. Isso permite mostrar que os campos

invariantes sao completos, isto é, suas trajetdrias se prolongam a (—oo, +00).
Proposicao 2.3.1. Um campo invariante (a esquerda ou a direita) é completo.

Demonstragao: Ver Proposi¢ao 5.7 em [13]. |

Uma outra consequéncia das propriedades de invariancia (2.6) e (2.8) sao as

igualdades:



e Se X € Inv" entdo Xyp5 (1) = Xy (X5 (1)) = X3 (1) X5 (1) = X, (1) X, ().
e SeY € Inv' entdo Yy (1) =Y, (Y, (1)) =Y, (1) Y, (1) = Y, (1) Y; (1).

Essas igualdades implicam que X_, (1) = (X, (1)) e Y_, (1) = (Y;(1))"". Dai

que, se X € Inv" e Y € Inv', entdo suas trajetérias que passam pela origem
{X;(1):teR} e {Y;(1):teR}
sao subgrupos de G. Na verdade, esses subgrupos coincidem caso X (1) =Y (1).

Proposicao 2.3.2. Sejam X e Y campos de vetores invariantes a direita e a es-
querda, respectivamente, que coincidem no elemento neutro, isto €, X (1) =Y (1).
Entao suas trajetorias Xy (1) e Y; (1), que passam pelo elemento neutro, coincidem
para todo t € R.

Demonstragao: Ver Proposicao 5.8 em [13]. |
Uma vez feita essa discussao sobre campos invariantes, pode se definir a aplicacao
exponencial num grupo de Lie.

Definigao 2.3.3. Seja X € T'G. Entao, exp X = (X7),_, (1) = (Xl)t:1 (1). Como
¢ usual, exp X também se escreve como eX. Isso define uma aplicacdo exp : g — G,
onde g = T1G € a dlgebra de Lie de G.

Se Z ¢ um campo de vetores e a € R entao as trajetorias de Z e aZ coincidem
e seus fluxos satisfazem (aZ), = Z,. Aplicando essa observacao aos campos X' e

X!, vé-se que suas trajetérias pelo elemento neutro sao dadas por :
(X7), (1) = (X'), (1) = exptX. (2.9)

Pelas propriedades dessas trajetorias enunciadas acima, segue que a aplicagao

exponencial ¢ — exp (tX), X € g, ¢ um homomorfismo, isto é,
exp(t + s)X = exp(tX) exp(sX) = exp(sX) exp(tX) (2.10)

e sua imagem {exp (tX) : t € R} é um subgrupo de GG, denominado de subrupo a

1-parametro gerado por X € g.

A seguinte proposicao reune propriedades da aplicacao exponencial e dos fluxos

dos campos invariantes, que foram discutidas acima:



Proposicao 2.3.4. Valem as sequintes afirmacoes:

1) Se X é campo invariante d direita entao X; = Lexpex), isto é, X (g) = e'*g.

2) Se X € campo invariante a esquerda entio Xy = Rexpix), isto €, X, (g) = ge'™.
3) e’ =1.

4) Sen € Z entao (eX)n = "X, Em particular, (eX)_l =e X,

Demonstragao: Ver Proposigao 5.10 em [13]. [ |

Essas propriedades generalizam propriedades conhecidas de exponenciais em si-

tuacoes concretas.

Além disso, a aplicagao exponencial exp : g — G ¢ diferenciavel. Em particular

sua diferencial na origem 0 € g é dada por:
Proposicao 2.3.5. d(exp), = id.

Demonstragao: Ver Proposi¢ao 5.11 em [13]. [ |

Como d (exp), = id é inversivel, aplicando o teorema da funcao inversa obtemos

o seguinte corolario.

Corolario 2.3.6. Ezistem uma vizinhanca U de 0 € g e uma vizinhanca V de

1 € G, tal que expyy : U = V' € um difeomorfismo.

Demonstracao: Ver Coroldrio 5.12 em [13]. |

E dele obtemos a propriedade seguinte, que sera util no estudo da controlabili-

dade de sistemas de controle.

Corolario 2.3.7. Seja G um grupo de Lie conexo e tome g € G. FEntao existem
X, ., Xy € g tal que

g =exp(Xy)....exp (Xj).

Demonstragao: Ver Coroldrio 5.13 em [13]. |
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2.4 Homomorfimos

Sejam G e H grupos de Lie. Um homomorfismo ¢ : G — H diferenciavel entre G
e H é chamado de homomorfismo de grupos de Lie. A mesma terminologia se

aplica a isomorfismos e automorfismos de grupos de Lie.

A condigao de ser diferenciavel faz parte da definicao de homomorfismo de grupos
de Lie. Para verificar se um homomorfismo ¢ : G — H entre grupos de Lie é
diferenciavel, basta verificar a diferenciabilidade em em tinico ponto. De fato, para

todo g € GG, valem as igualdades

poRy=Rygpo¢ e ¢oLy=Lygoo

Da primeira delas, obtem se ¢ = Ry o ¢ o R,-1. Aplicando a regra da cadeia,
obtem se d¢g, = d (R¢(g))1 odpiod (Rgfl)g. Como as translagoes a direita R, sao di-
ferenciaveis em todo ponto de GG, para todos os = € (G, vé-se que, se ¢ é diferencidvel

no elemento neutro 1, entao ¢ também é diferenciavel em g € G.

Os homomorfismos entre grupos de Lie dao origem a homomorfismos entre suas

algebras de Lie.

Um homomorfismo entre as algebras de Lie g e fh é uma aplicacao linear 6 : g — b
que satisfaz 0 [X, Y] = [0X,0Y],VX,Y € g. A relacao entre os homomorfismos de
grupos e de algebras de Lie é fornecida pela diferencial no elemento neutro. A prova

dessa relagao usa férmulas envolvendo homomorfismos de grupos e exponenciais.

Lema 2.4.1. Sejam G e H grupos de Lie com dlgebras de Lie g e by, respectivamente.
Seja ¢ : G — H um homomorfismo diferencidvel (ou seja, um homomorfismo de

grupos de Lie), e X € g. Entao, para todo g € G vale
dog (X" (9)) =Y"(6(9)) e dog(X'(9)) =Y (4(9))
onde Y = dp; (X).
Demonstracao: Ver Lema 5.14 em [13]. [
Dois campos de vetores X e Y sao ditos ¢-relacionados se para todo z €
G,dp. (X (x)) =Y (¢(x)). Nesse caso, as trajetérias de Y sdo imagens por ¢ das tra-

jetorias de X (veja Apéndice A). O lema anterior garante que os campos invariantes

a direita (ou a esquerda) definidos por X € T1G e Y = d¢(X) sdo ¢-relacionados.
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Como as trajetorias dos campos invariantes sao dadas pelas respectivas exponenciais,

segue do Lema acima a seguinte formula fundamental para homomorfismos.

Proposicao 2.4.2. Sejam G e H grupos de Lie com dlgebras de Lie g e by, respecti-
vamente. Seja ¢ : G — H um homomorfismo diferencidvel (ou seja, um homomor-

fismo de grupos de Lie), e X € g. Entao,
¢ (exp (X)) = exp (d¢ (X)).

Demonstracao: Ver Proposigao 5.15 em [13]. |

Uma outra propriedade dos campos ¢-relacionados é que seus colchetes de Lie
também sao ¢-relacionados (Veja Proposigao A.2.2 em Apéndice A). Segue entao do

Lema 2.4.1 a propriedade de homomorfismos da diferencial d¢;.

Proposicao 2.4.3. Sejam G e H grupos de Lie com dlgebras de Lie g e b, respec-

tivamente. Seja ¢ : G — H um homomorfismo diferencidvel. Entao d¢; : g — b é

homomorfismo, isto ¢,
do1 [X,Y] = [dp1 X, dp1 Y],
com o colchete invariante a direita ou a esquerda.

Demonstracao: Ver Proposigao 5.16 em [13]. |

2.4.1 Representacoes

Um caso particular de homomorfismo entre grupos de Lie é quando o contradominio
¢ um grupo linear G1 (V). Nesse caso o0 homomorfismo é chamado representagao
de G no espago vetorial V. O espago V' é chamado de espago da representagao e
dimV sua dimensao. A seguir, V' é um espago vetorial real. (Veja [13], Cap 4, para

mais informagoes sobre representagoes de grupos.)

Seja p uma representagdo de dimensdo finita (diferencidvel) de G em V. A
Algebra de Lie do grupo G1(V) é denotada por gl (V), ela coincide com o espaco
vetorial das transformacoes lineares V' — V com o colchete dado pelo comutador.
A diferencial de p na identidade dp; : g — gl (V) é um homomorfismo de dlgebras
de Lie e como tal uma representacao em V' da algebra de Lie g. Essa representacao
¢ denominada representacao infinitesimal associada a p. E comum denotar a
representacao infinitesimal com a mesma notagao (isto é, p = dp;). A formula que

relaciona as duas representacoes ¢ dada pela Proposicao 2.4.2 :
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p (exp X) = exp (dp1 (X)).

A exponencial no segundo membro é a do grupo linear e, portanto, pode ser

escrita como uma série de poténcias.

2.4.2 Representacgoes adjuntas

Existe uma representacao natural de um grupo de Lie G na sua algebra de Lie g. Ela
é construida da seguinte forma: um elemento g € GG define o automorfismo interno
C, (z) = gzg~'. E claro que C, (1) = 1, portanto d(Cy), é uma aplicagao linear
g — g. Dados g,h € G,

Cyo Ch(x) =g (hah™) g~ = Cyn (x),

o que implica que d(Cy), o d(Cp); = d(Cg4s),. Dai que a aplicacao g — d(Cy), é

uma representacao de G em g, isto é, um homomorfismo de G em Gl (g).

Definigao 2.4.4. A representacdo adjunta Ad : G — Gl(g), de G em sua
dlgebra de Lie g € definida por

Ad(g) = d(Cy); = d(Lgo Ry-1), = d(Rg-1 0 Ly),
= (dLg)g,l (¢] (ng—l)l = (ng_l)g (0] (dLg)l .

A representacao Ad é diferenciavel.

De acordo com a Proposi¢ao 2.4.3, para qualquer g € G,Ad(g) = d(Cy), é
um homomorfismo de g. Na verdade, um automorfismo, uma vez que Ad (g)_1 =
Ad (g™1). Isso significa que a imagem de Ad estd contida no grupo dos automorfis-

mos Aut (g) de g. (Qué um grupo de Lie como é verificado em [13], Cap 6.)

Uma férmula bastante utilizada em relagoes envolvendo a representacao adjunta
¢ obtida aplicando a Proposicao 2.4.2 a ¢ = C,. Dessa proposi¢ao, obtém-se que
Cy (expX) = exp ((dC,), (X)), isto &,

gexp(X) g~ =exp(Ad(g) X).

Como Ad é uma representacao diferencidvel, pode-se considerar sua representacao
infinitesimal, que é uma representacao da algebra de Lie g em si mesma, isto é, um
homomorfismo de élgebras de Lie g — gl (g).

Abaixo serd estabelcido que essa representacao infinitesimal é a representacao ad-

junta de g, que é definida a seguir.
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Definicao 2.4.5. Seja g uma dlgebra de Lie. Sua representacao adjunta ¢ a

aplicacao ad : g — gl(g) definida por
ad(X) (V) =[X,Y].

A identidade de Jacobi garante que a aplicacao ad é de fato um homomorfismo

de algebras de Lie, onde o colchete em gl(g) é dado pelo comutador.

Definicao 2.4.6. Uma aplicacao linear D : g — g € denominada derivag¢ao se
D[X,Y]=[DX,Y]|+ [X,DY] (2.11)

A propriedade de Jacobi para colchetes em algebras de Lie garante que as
aplicagoes ad (X)), X € g s@o derivacoes de g. Elas sao denominadas de derivagoes
internas de g.

As representacoes adjuntas Ad e ad sao relacionadas através da exponencial,

€cOmo vemos na seguinte proposicao.

Proposicao 2.4.7. Seja G um grupo de Lie, com dlgebra de Lie g, com o colchete
dado pelos campos invariantes a esquerda. Entdo, d (Ad), (X) = ad; (X) para todo X €

g e vale a igualdade
Ad (exp X) = exp (ad; (X)).

(O subindice ”1” foi colocado para enfatizar que o colchete é dado pelos campos

invariantes a esquerda).
Demonstragao: Ver Proposicao 5.19 em [13]. [ |
A igualdade [X,Y];, = —[X,Y], implica que ad;(X) = —ad,.(X),X € g, o que

acrescenta um sinal na férmula da proposicao anterior, para o caso dos campos

invariantes a direita.

Proposicao 2.4.8. Se na proposicao anterior forem tomados campos invariantes a
direita entao d (Ad), (X) = —ad, (X) para todo X € g e

Ad (exp X) = exp (—ad, (X)).
Demonstragao: Ver Proposigao 5.20 em [13]. |

Outra nogao 1til no nosso estudo , é o centro de um grupo.
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Definigao 2.4.9. Seja G um grupo. O centro de G, denotado por Z(G), € o conjunto
dos elementos de G que comutam com todos os elementos de G pelo produto em G.

Isto é,
Z(Q) :={g € G;Vh € G, gh = hg}.

Definicao 2.4.10. Um conjunto H munido de uma operacao bindria x € denomi-

nado semigrupo se
1) H é fechado pela operacao .

2) A operacao % € associativa.
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Capitulo 3

Campos de vetores lineares e afins

em grupos de Lie

3.1 Definicoes e propriedades fundamentais

Seja G um grupo de Lie conexo, e g sua dlgebra de Lie, isto é o conjunto dos campos
de vetores invariantes a direita. O conjunto dos campos de vetores analiticos em G

¢ denotado por V¥(G), e o normalizador de g em V*(G) é por definigao
N =normywgg ={F € V¥(G);YY €g [F,Y] € g}.

Definicao 3.1.1. Um campo de vetores F' em G € denominado afim se pertencer
a N. Um tal campo de vetores F é denominado linear se, além disso, satisfaz
F(1) =0, onde 1 designa a identidade do grupo G.

Primeiro vamos verificar que N é uma algebra de Lie. De fato,

VUV eN VY e€gV\eR, temos
AU+ VY] =AU Y]+ [VY] =AU Y]+ [V.Y]

onde por defini¢ao de N, [U,Y] e [V, Y] pertencem a g. Portanto, N é um subespago
vetorial de V¥(G).

Agora vamos mostrar que N é fechado pelo colchete de Lie. Sejam U,V € N,
Y € g. A identidade de Jacobi nos dé: [Y,[U,V]] + [U,[V.Y]] + [V,[Y,U]] = 0.
Portanto
U, VY] =[U[V.Y]]+ [V [V, U]].
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onde por definigio de N : Y € g = [V,Y] € g = [U,[V,Y]] € g. E identica-
mente [V, [Y,U]] € g. Assim N é fechado pelo colchete de Lie. Portanto N é uma
subdlgebra de Lie de V¥(G).

Seja F' € N. Definimos a aplicacao
ad(F):g— g
Y — [F|Y]
ad(F') é claramente linear, pela bilinearidade do colchete. Além disso, para todos
Y, Z € g, temos, pela identidade de Jacobi
ad(F)([Y, Z]) = [F,[Y, Z]] = [[F\ Y], Z] + [V, [F, Z]]
= [ad(F)(Y), Z] + [V, ad(F)(2)]
isto é, ad(F’) satisfaz a igualdade (2.11), chamada identidade de Leibniz. Assim,

pela Defini¢ao 2.4.6, ad(F’) é uma derivagao de g.

Para terminar essa apresentacao do contexto no qual esse trabalho vai ser desen-
volvido, vamos mostrar que a aplicagao F' — ad(F’) é um homomorfismo de algebras

de Lie de N em D(g), o conjunto das derivagoes de g.

Pela bilinearidade do colchete de Lie, a aplicacao ad é claramente linear. Além
disso, vamos mostrar que ela preserva os colchetes de Lie, sendo aquele em D(g) o

comutador. De fato, para todos U,V € N e todo Y € g, temos
ad([U7 V])(Y) = [[U7 V]? Y] = _[Y7 [Uv V“ = [U7 [‘/7 Y]] - [Vv [Uv Y]]
ad(U)(ad(V)(Y)) — ad(V)(ad(U)(Y'))
(ad(U) ocad(V) —ad(V) cad(U))(Y)
[ad(U), ad(V)](Y')

Assim, ad([U,V]) = [ad(U),ad(V)]. Portanto a aplicagdo ad é um homomorfismo
de 4lgebras de Lie de ' em D(g).

Proposicao 3.1.2. Seja G um grupo de Lie conexo. Entdo

1) O nicleo da aplicagio ad : N — D(g) € o conjunto dos campos de vetores

invariantes a esquerda, isto €, ker(ad) = inv'.
2) Um campo de vetores afim F' pode ser expresso de maneira inica como uma soma
F=X+Z

onde X € linear, e Z invariante a esquerda.
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Essa proposicao nao vale mais caso o grupo G nao seja conexo.

Demonstragao: 1) Seja Z € ker(ad), isto é Z € N tal que, VY € g,[Z,Y] = 0.

Entao, pela Proposicao A.2.3, os fluxos z; de Z e ys de Y comutam. Isso se escreve

VaeeG, z(ysx)) =ys(z(x))

para todos t, s para os quais isso faz sentido.
Como Y € inv", pela Proposicao 2.3.4 e a igualdade (2.9), temos que ys(z) =
ys(1)z = exp(sY)z.

Além disso, como G é conexo, pelo Corolério 2.3.7, existem k € N, e Y, ..., Y* ¢
g tais que
z=exp(Y?) ..exp(Y").

Portanto,

2(2) = zu(exp(Y") ... exp(¥))

Usando o fato que todos os Y7,j = 1,...,k, sdo invariantes & direita, temos pela
Definicao 2.3.3 que V j = 1,..k, exp(Y”?) = (3’)1(1), onde (y); designa o fluxo do

campo Y7. Portanto

z(@) = 2 ((y")1(1). ()1 (D). . (y)a(1))
=2 ()1 ()1 (D). - .(¥):(D)))

J4 que os fluxos de Z e dos Y7 comutam para todo j = 1, ..., k, obtemos

z(x) = (¥ (2 ((B°)1 (D). . (¥"1(1)))

Continuando comutando (z;) com os (y7); até j = k, obtemos

z(@) = W ()1 (621 (o (D1 (1(z(1)) )

Agora, aplicando de novo a iguladade (2.6), vamos poder escrever de novo essa
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expressao como um produto. De fato

Assim, para todo z € g, temos z/(z) = w.z/(1), para todo t suficientemente

pequeno. Além disso,

_ %|t_ozt<x> _ %”_Ox.zt(l)
%“ (L 0 (1))

=d (L)) (%t:oz S )

= d (L), Z(2(1))

=d(L,), Zy

O que mostra, pela igualdade (2.2), que Z é invariante a esquerda. E assim conclui-

mos que ker(ad) C inv'.
Reciprocamente, sejam Z € inv!, Y € g. Vamos mostar que [Z,Y] = 0.

Pela Proposicao A.2.3, sabemos que dois campos de vetores comutam se e so-

mente seus fluxos comutam.

Aqui, para todo g € G, e todos t,s onde fizer sentido, aplicando a igualdade
(2.6) aY € g = inv", e a igualdade (2.8) a Z € inv', obtemos

Ys © 2t(9) = ys(9-2(1)) = ys(1).9.2(1)
= ys(9)-2(1) = z(ys(9))
=z 0ys(9)

Assim os fluxos de Z et de Y comutam, portanto os campos comutam, isto é
[Z,Y]=0.
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Ou seja : V Z € inv', ad(Z) = 0, isto é: inv! C ker(ad).

2) Seja F' € N. Considere Z € inv! tal que Z; = Fy, e X := F — Z. Entao
1) X1:F1—21:O

VY eq X, Y] =[F-ZY]|=[FY]-[ZY]cg= XN
€y =0

Portanto, X é linear, e temos F' = X + Z. Assim, temos
N C {vetores lineares} + inv'.

Reciprocamente, é claro que {vetores lineares} C A, e que inv! C /. Portanto,

N = {vetores lineares} + inv'.

Por outro lado, seja V' € {vetores lineares} N inv!. Entdo V; = 0, e V o €
G,Vy = d(L;), Vi = 0. Portanto V = 0. Assim, {vetores lineares} N inv' =0, e
portanto

N = {vetores lineares} @ inv'.

Ou seja, todo vetor afim F' pode ser escrito de maneira tinica como uma soma
F =X+ Z, onde X élinear, e Z € inv'. |

3.2 Caracterizacao dos campos lineares

Teorema 3.2.1. Seja X um campo de vetores em um grupo de Lie G conexo. As

condicoes sequintes sao equivalentes :
1) X € linear;
2) O fluxo de X € um grupo a 1-parametro de automorfismos de G;

3) X satisfaz
Va,ye G, Xey=d(L), X, + dR,)s.Xe (3.1)

Demonstragao:
1) = 3):
O campo X é linear = VY € g, [X,Y]| € g = inv". Portanto,

Vo € G, [X,Y] = Ru[X,Y] = [RuX, RpY] = [RpX, Y]

=Y
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Isso mostra que, primeiramente, V' Y € g, [R..X,Y] € g, ou seja, R X € N,

e segundo que ad(R,.X) = ad(X), ou seja Rp.X — X € ker(ad) = inv'. Portanto
existe Z € inv' tal que

R X=X+Z (3.2)

onde Zl = (RI*X) = (Rx*X)l

1— A
0

onde, aplicando a igualdade (A.4), temos

(RexX)1 = d(Ra) R, (1) (X (Re-1(1)))
— d(Ry), 1 X (27

Assim, como Z € inv!, temos para todo y € G

Zy = d(Ly)1 Z1 = d(Ly)1d(R,) 1 X (z7")
d(Ly o Ryp)omr X (z71) = d(Ry 0 L) X (27)
d

(Ra)ya-rd(Ly)sr X (277)

A igualdade (3.2) avaliada no ponto y se torna
(BexX)y = Xy + 2,
e, considerando que pela igualdade (A.4), (R X), = d(Ry)yp—1Xy,—1, temos :
d(Ra)ya—1 Xyo-1 = Xy + d(Re)yo—1d(Ly) g1 X
Agora basta aplicar (d(R,),e—1) " que vale d(R,-1), aos dois membros para obter
X1 = d(Ry—1)y Xy + d(Ly) -1 Xy
e trocar ! por x para obter
Xy = d(Ry)y X, + d(Ly) s X,

e, trocando x e y :

3) = 2):

Denote por ¢; o fluxo de X, definido em um dominio de R x . Entao, para
todos x,y € G

e a curva t — () é definida em um intervalo aberto (a,b) > 0.
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e a curva t — ¢ (y) é definida em um intervalo aberto (¢,d) 3 0.

portanto a curva t — ¢;(x)p(y) é definida no intervalo aberto (a,b) N (¢,d) que
contém 0, e toma o valor zy em t = 0.

Além disso, para todo t suficientemente pequeno,

d d d
%(%ﬁ(x)@t(y)) = d(Lgot(x))sot(y)@sOt(y) + d(Rsat(y))npt(x)E(Pt<x)

= d(Lsot(x))sot(y)Xsot(y) + d(th(y))Wt(x)X%(w)

e aplicando a igualdade (3.1) ao membro de direita, obtemos

d
@(sot(:v)sot(y)) = Xoy ()1 (v)

Assim vemos que ¢ (2)p(y) e @i(xy) satisfazem a mesma equagao diferencial.

Além disso, temos
wo(x)po(y) = zy = wolay).
Portanto, pela unicidade da solucao da equagao diferencial para uma dada condigao

inicial, temos que ¢y(x)pi(y) = pi(zy), desde que o lado esquerdo existe (isto é, no
intervalo (a,b) N (¢, d) definido acima).

Resta provar que o campo X é completo.

Avaliando a igualdade (3.1) em z = y = 1, temos

d(Ll)l Xl + d(Rl)l XI = Xla
%%_/ Hﬁ,—/‘d

o que implica X} = 0.
Sejam x € G et € R.

X =0=VteR, ¢((l)=1 Assim ¢; é definido em 1 para todo t € R,

portanto em uma vizinhanca V; de 1.

Por outro lado, como G é conexo, entdo pela Proposigao 2.16 em [13], ele é
gerado por Vi, isto é G = U, V. Portanto, exitem n € N e zy, ...,z, € V; tais
que * = 1Ty ... Ty, €

o) = @i(x129 .. T00)
= (1) - e(n)
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onde Vi =1, ...,n, ¢i(x;) é bem definido. Portanto ¢;(z) é bem definido para todos
x € G,t € R. Isso prova que X é completo, e que ¢; é um automorfismo de G para
todo t € R.

2) = 1):

Seja {¢y;t € R} um grupo a 1-parametro de automorfismos de G, X’ seu gerador

infinitesimal (Ver Apéndice A), e Y um campo de vetores invariante & direita.

Pela expressao do colchete de Lie dada pela igualdade (A.5), temos:
d
¥ = 2 (de-dae Vo) ),
onde para todo t € R: ¢; automorphismo de G = ¢4(1) = (1 - 1) = pi(1)pe(1) =

(1) = 1. Assim
2] = 4 (a0 () (3.3)

|t=0
Considerando, para todo y € G
P10 Roy)(y) = —i(ypi(2)) = o(y)p—i(pe(2))
=¢4(y)r = Ry o p_4(y)

obtemos

Assim, para todo x € G:

[va]x =

Onde pela linearidade da diferencial d (R,),, podemos escrever ela fora da derivada

com relacao a t. Assim :

d

A, = d(R.), (5 (dlp-nY) )

|t=0
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e pela igualdade (3.3),
[X’Y]ﬂc = d(Rx)l [X7Y]1

o que prova que VY € g,[X,Y] € inv" = g, isto é, que X é afim (ou seja X € N).

Além disso, como para todo t € R, temos ¢;(1) = 1, entao

X = %((Pt(l))to = %(Uuo =0.

Assim, temos X € N e X; = 0, portanto X ¢ linear.

3.3 Campos lineares internos

Relembramos aqui o Teorema 3.2.1 que estabelece uma equivaléncia entre critérios

para definir um campo de vetores linear:
Seja X um campo de vetores em um grupo de Lie G conexo. As condi¢ies
sequintes sao equivalentes :
1) X € linear;
2) O fluzo de X é um grupo a I1-parametro de automorfismos de G;

3) X satisfaz
Vae,ye G, Xy =d(Ly),. X, +d(Ry),. Xy

Pelo primeiro item, a derivacao D = ad(X') da dlgebra de Lie g de G é associada

ao campo de vetores linear X.

Definicao 3.3.1. Uma derivagcao D é denominada interna se existir um X € g tal
que D = ad(X).

Vamos agora ver uma propriedade dos campos cuja derivacao associada é interna,
que serd util no proximo capitulo, que trata da controlabilidade de sistemas lineares

e afins.

Proposicao 3.3.2. Seja X um campo de vetores linear. Suponha que a derivacao
D = ad(X) € interna, isto é, D = ad(X) para algum campo de vetores X invariante

a direita. Entao
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1)
X=X+TX. (3.4)

1

onde I designa o difeomorfismo g € G +— Z(g) = g~'. Portanto, X € a soma do

campo de vetores X invariante a direita e do campo L, X invariante a esquerda.

2) Denotando por (p;)ier 0 fluzo do campo linear X, temos, para todo g € G
pi(g) = exp(tX) g exp(—tX) (3.5)

Demonstragao:

1) Primeiro vamos provar que Z,X é invariante a esquerda. Observamos que o
difeomorfismo Z é sua propria aplicacdo inversa. A igualdade A.4 na Proposicao
A.1.3 da, para todo v € G

(LX) (@) = dTz10y (X (T (1)) = dTos X (57) (3.6)
Assim, para todo y € G temos
d(Ly):(Z.X)(2)) = d(Ly) o (dL,-1 X (7)) = d(Ly) z(a-1) © dT,—1 (X (z71))

=d(LyoI),1 Xz ") =d(ToRy1),1 X(xz")

=dZ,-1y10d(Ry—1),1 X(z71)
Onde d(R,-1),1 X (z7') = X(z7'y™') = X((yz)™!), j& que X é invariante &

direita. Assim
d(Ly)o((Z.X)(2)) = dZye) X ((yz) )
= (Z.X)(yx),Vx,y € G.

Portanto, Z, X ¢é invariante a esquerda.

Por outro lado temos
(LX) = A0y (X (T (1)) = dT X ()
onde dZ; = —id. Assim temos
(Z,X ), = = X;.
Agora vamos provar a igualdade X = X + Z, X:

ad(X) =ad(X) <= VY € g,ad(X)Y =ad(X)Y
VY egl[XY]=[XY]
=S VY eg[¥—X,Y] =0
< X — X € ker(ad)
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Pela Proposicao 3.1.2, temos que ker(ad) = inv!, portanto 3 Z € inv' tal que
X —X =27 Assim, ¥ =X+ Z onde X € inv" e Z € inv'. Como X; = 0, temos
Z1 == _Xl-

Portanto, ambos Z e Z,X sao campos invariantes a esquerda, que sao iguais
na unidade 1 de G. E sabemos que a igualdade (2.2) tem como consequéncia que
todo elemento de TG determina um tnico campo invariante a esquerda. Portanto,
Z =1,X, e finalmente X = X +Z, X

2) Para simplificar as notagoes, denotemos Z := Z, X . Sabemos pelo item ante-
rior que Z é invariante a esquerda, e que Z; = —X;. Além disso, (—X) é um campo
invariante a direita como X. Portanto, aplicando a Proposicao 2.3.2 juntamente

com a Definicao 2.3.3, temos para todo t € R
exp(—tX) = (—=X)(1) = Zi(1) = exp(t2)
Entao temos :

d d
T (exp(tX)g exp(—tX)) = d(Lexp(tx)g)exp(~tx) %(exp(—tX))

d
+ d(Roxp(—tX) )oxp(tX)g a (eXp(tX)g)

d
= d(Lexp(tX)g>exp(—tX) E(Zt(lw

d
+ d(Rexp(—tX)>exp(tX)g% (Xt (1)9)

= d(LeXp(tX)g)eXP(—tX) Z(Zt(1>>

d
+ d(Rexp(—tX))exp(tX)g% (Xt (g))

= d(Lexp(tx)g)exp(—tx) Z(Z¢(1))
+ d(Rexp(—tx))exp(tx)g X (Xi(9))
= d(Lexp(tx)g)exp(—tx) Z(exp(—tX))
+ d(Rexp(—tx))exp(tx)g X (exp(tX)g)

Como X ¢é invariante a direita e Z é invariante a esquerda, aplicando a igualdade

do item 2) da Definigao (2.2.6) (resp. o item 1)) ao primeiro (resp. segundo ) termo
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dessa soma, obtemos

%(exp(tX)g exp(—tX)) = Z(exp(tX) g exp(—tX))

+ X (exp(tX) g exp(—tX))
= (X + Z)(exp(tX) g exp(—tX))
= X(exp(tX) g exp(—tX)).

Portanto, t — exp(tX) g exp(—tX) é uma trajetéria de X.

Além disso, (exp(£X) g exp(—tX))rmo = g = 90g).
Portanto, ¢;(g) = exp(tX) g exp(—tX)), Vt € R,Vg € G.
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Capitulo 4

Controlabilidade de sistemas

lineares e afins em grupos de Lie

4.1 Sistemas de controle lineares e afins

Definicao 4.1.1. Um sistema afim em um grupo de Lie conexo € um sistema de

controle

g=F,+> wY),  (Sa)
j=1

onde F € um campo de vetores afim chamado de drift, e 0s Y7 sdo campos de vetores
invariantes a direita. O controle u = (uy, ..., Uy,) toma seus valores em R™.
No caso particular em que o campo F € linear, ele é denotado por X, e temos o

sistema, denominado sistema linear
m
9= Xg+zuj3/g]a (L)
j=1

E no caso particular em que o campo F € invariante a direita, ele é denotado por

X, e temos o sistema, denominado sistema invariante (4 direita)
g :Xg—i_zujy;;j? (X1)
j=1

O conjunto U dos controles admissiveis é um subconjunto de L2.([0, +o00[, R™),
que contém as fungoes constantes por parte e é estavel por concatenacao, isto é, se

w e v pertencem a U, entao a funcao w definida por

wlt) = {w(t), te0,7)
v(t—=T), telT, +o0)



pertence também a U.
As definigoes até o final desta subse¢ao sao dadas para um sistema de controle
afim (X4).

Defini¢ao 4.1.2. Dado um tal controle, g,(t) (ou mais simplesmente g(t)) designa

a trajetoria de (X 4) que satisfaz g,(0) = g.

Seja h a subdlgebra de g gerada por {Y!, ....Y™}. Em tudo o que segue, deno-
taremos por h” o menor subespaco D-invariante de g que contém b, onde D é a

derivacao associada a F. Temos
h? = ger{D*Y;Y € b, k € N}.

onde a notagao ger designa o espaco vetorial gerado pelo conjunto definido entre

chaves. E denotaremos por LA(hP) a subdlgebra de g gerada por h2.

Definicao 4.1.3. Seja
g:]—"g—{—Zqu'gj’ (EA)
j=1

um sistema de controle afim de classe C* em um grupo de Lie conexo. Seja L a
dlgebra de Lie de campos de vetores C*> gerada por F,Y1, ..., Y.
O ideal de tempo zero Ly do sistema € o menor ideal de L que contém Yy, ..., Y.
Ele satisfaz a igualdade

L=RF+ Ly

Agora vamos definir duas condi¢oes de posto, fundamentais para o estudo da

controlabilidade de sistemas de controle.
Definigao 4.1.4. Dizemos que o sistema (X 4) satisfaz a condi¢ao do posto se L = g.

Definigao 4.1.5. Dizemos que o sistema (X4) satisfaz a condi¢io ad-rank se h? =

g.

Vamos considerar varios tipos de conjuntos de atingibilidade de um sistema afim,

que definiremos aqui.
Definicao 4.1.6. Sejam g € G,t > 0.
1) O conjunto A(g,t) := {gu(t);u € L*®[0,t]} é chamado de conjunto de atingibili-

dade a partir de g no tempo t do sistema de controle afim (X4).
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2) O conjunto A(g,<t) = {gu(s);u € L>[0,s],0 < s <t} é chamado de conjunto

de atingibilidade a partir de g em tempo menor ou igual a t de (X 4).

8) O conjunto A(g) = ;5o Alg,t) € chamado de conjunto de atingibilidade a partir
de g em tempo qualquer de (X4).

Em particular, os conjuntos de atingibilidade a partir da identidade 1 sao denotados
por

A= ALY, Aq=AL<t), A=AQ).

Finalmente, relembramos aqui defini¢oes com respeito a varios tipos de contro-

labilidade, que podem ser encontradas em [5], e que vamos usar no que segue.

Definicao 4.1.7. Um sistema de controle afim (X4) em um grupo de Lie G €

denominado

1) controldvel se, V g € G, A(g) := ;5 Alg,t) = G.

2) controldvel em tempo finito se 3T >0 tal que ¥V g € G, A(g9, < T) = G.
3) controldvel em tempo exato se 3T > 0 tal que ¥ g € G, A(g,T) = G.

No caso 2) de um sistema controldvel em tempo finito, dizemos também, conside-
rando o tempo 7T da defini¢do acima, que (X4) € controldvel em tempo menor ou
wgual a T

E no caso 3) de um sistema controlavel em tempo exato, dizemos também, conside-

rando o tempo 7' da defini¢ao acima, que (X) € controldvel em tempo T.

4.2 Controlabilidade e condicao do posto

A proposicao seguinte estabelece o fato que a controlabilidade a partir de um dado
ponto, de um sistema de controle afim, em um grupo de Lie conexo, implica na

condicao do posto em todo ponto.

Proposigao 4.2.1. Sejam G um grupo de Lie conezo, (X 4) um sistema de controle
afim em G, e g € G um ponto dado. Se o sistema (X4) € controldvel a partir de g,

entdo ele satisfaz a condicdo do posto em todo ponto de G.

A demonstragao dessa proposigao, que estd baseada em resultados de [18], foge

do escopo desta dissertacao, mas vamos mencionar seu argumento abaixo:
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Em [18], no contexto de variedades diferenciaveis de classe C* e paracompactas,
o teorema principal diz que a 6rbita de um dado ponto por uma dada familia de
campos de vetores diferenciaveis é uma subvariedade diferenciavel imersa, que é a
subvariedade integral da dlgebra de Lie gerada pela dada familia. Mas a orbita de
um dado ponto pela familia dos campos de vetores de um dado sistema de controle
¢ exatamente o conjunto de acessibilidade a partir desse dado ponto. Portanto, o
conjunto de acessibilidade a partir desse dado ponto é a subvariedade integral da
algebra de Lie gerada pela familia dos campos de vetores do sistema de controle. Se
nao vale a condicao do posto num dado ponto, entao a subvariedade integral nao
¢ a variedade toda, de modo que o conjunto de acessibilidade a partir desse dado
ponto nao é a variedade toda, e portanto o sistema nao é controlavel a partir desse
dado ponto. Entao controlabilidade a partir de um dado ponto implica na condicao

do posto para todos os pontos.

A reciproca nao é verdade : no Cap 5, o sistema (L;) satisfaz a condi¢ao do

posto em todos os pontos, mas nao é controlavel.

4.3 Sistemas de controle lineares

Nesta secao, vamos usar as propriedades de um campo linear vistas acima, para
estabelecer propriedades especificas dos conjuntos de atingibilidade, e da algebra de

Lie, do sistema linear associado.

4.3.1 Conjuntos de atingibilidade

Primeiro vamos estabelecer um resultado que sera 1til para provar relacoes entre

conjuntos de atingibilidade, como serd feito na Proposicao 4.3.3.

Proposicao 4.3.1. Para um controle u dado, denote e(t) a trajetoria de (X1) par-

tindo da unidade 1. Para a condi¢ao inicial g, a trajetoria é

9u(t) = e(t)pi(g)

onde ; € o fluro de X.

Demonstragao:
d d d
S (eeulg)) = d (Le) i) o (eulg)) +d (Reorta)) o mC )
onde
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d d . .
21 (#1(9)) = Xpug), € —(e(t)) = Koy + Do Yoy

Portanto, substituindo e aplicando a linearidade de d(R,(g))e(), obtemos
d - j
dt( e(t)e(g)) =d (Le(t))%(g) Xoi(g) +d (R ))e(t) Xe(r) + Z u; d (Rsot(g))e(t) }/;(t)
j=1

Pelo item 3) da caracterizagd dos campos lineares, temos que
d (Le(t))¢t(g) Xoi(g) +d (th(g))e(t) Xe(t) = Xe()oi(o)

e como os campos Y7 sao invariantes a direita, temos que

Zu] Ryyg)) e(t) Zu] e(t)pe(9)

Assim, obtemos

d LI
T (e21(9) = Xewerto) T D 1Yt (4.1)
j=1

ou seja : e(t)pi(g) e gu(t) satisfazem a mesma equagao diferencial.

Além disso, €(0)¢o(g9) = g = g.(0), portanto

Vt € R, e(t)ei(g) = gul(t)

Observagao 4.3.2. Caso os campos de vetores Y7 fossem invariantes a esquerda,

d
teriamos g,(t) = @i(g)e(t). A demonstra¢ao € andloga, calculando E(got(g)e(t)), e
aplicando a invaridncia o esquerda dos campos de vetores Y7 ao lugar da invaridncia

a direita.

Os conjuntos de atingibilidade de um sistema de controle linear (31) sao relaci-

onados pelas seguintes igualdades e relagoes.
Proposicao 4.3.3. 1) Para todot >0, A(1,<t)=A(1,t) = A;;
2) Para todo 0 < s <t, As C Ay;

3) Para todo g € G, A(g,t) = Awpi(9);
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4) Para todos s, t >0, Airs = Aypr(As) = Asps(Ay).

Demonstracgao:
2) Sejam s,t € R tais que 0 < s < t. Entao [0,t] = [0, s] U [s, t].
Seja x € A(s), entao existe u = (uy, ... ,un) € L>[0,s] tal que = = e,(s). Seja

p € L*[0,t] o controle definido por

(o) = {0, vel0t—s)

u((v—(t—2s9)), velt—s,t
entao
eu(t) = euls + (t = s))

onde, para todo v € [0,t— s], e,(v) pertence a trajetéria de () partindo de 1 para
o controle p. Denote g := e, (t — s), o final dessa porg¢ao da trajetéria.

Para todo v € [t — s,t], denote 7 := v — (t — s). Essa segunda porcao da trajetéria
de (X1) parte de e, (t —s) = g para r = 0, agora com controle u(v — (t — s)) = u(r)
para r € [0,s], pela definicdo do controle p. Portanto, Vv € [t — s,t],e,(v) =

e (r+ (t —s) = gu(r),r € [0,s]. Assim, para v = t, ou seja r = s, temos que
eu(t) = gu(s), onde g =e,(t — s).

Além disso, V v € [0, — s|, temos

€u(v) = Xeyy + D1 (0)Y
j=1

=0
=X

eu(v)

Por outro lado, &} = 0 = Vv € [0, — s],e,(v) = 1. Assim g =e,(t —s) =1, e
portanto e, (t) = e,(s), ou seja e, (t) = x. Assim x € A;. O que prova A, C A;.

1) Sejat > 0. Peloitem 2),Vse€R /0<s <t A, C Ay, isto é,
VseR/0<s<t A(l,s) C ALt = |J A(ls) C AL 1)
0<s<t

= A(1,<t) C A.

E como 0 <t <t, a reciproca é imediata.
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3) Para todo g € G e todo t > 0 temos

A(g,t) = {gu(t); v € L7[0,t]}
= {eu(t)pe(g); u e L>[0,t]}

onde ¢:(g) nao depende do controle u € L>[0,t]. Portanto,

Alg: 1) = {ea(t); u e L7[0,4]} wi(g)

g

=A(1,t)=A;

= Aipi(9)

4) Para todos s,t > 0, como o conjunto dos controles admissiveis é estavel por

concatenagao, temos
Apis = A(L,t + 5)
= {eu(t+5); ue L®0,t+ s}
Defina
e w(a):=u(a),Va € [0, s];
o v(B) = u(s+ §),¥8 € [0,1].

Assim, Vr € [0, 5], e,(r) = eu(r) pertence a trajetéria de (Xr), partindo de 1,
para o controle u. Denote g, := €,(s) = e,(s) o final dessa por¢ao, parar = s. Para
todo q € [s,t+s], denote r :== ¢g—s. Essa segunda porgao da trajetéria de (X)) parte
de e,(s) = g, para r = 0, agora com controle v(r) = u(s + r), para r € [0,t], pela
definigao do controle v. Portanto, Vr € [0,t],e,(r + s) = (gw).(r). Em particular,
para r = t, temos e,(t + s) = (gu),(t). Além disso L*>°[0,t + s]| é obtido exatamente

pelas concatenagoes dos elementos de L>°[0, s] com os de L*[0,t], portanto
Arrs = {(gu)o(t); v € LZ[0,t], w e L=[0, 5], gu = €w(s)}
onde, pela Proposicao 4.3.1, (gu)o(t) = €y(t)0i(gw). Assim,
Avrs = {(es(V)pr(ew(s)); v € LT[0, t], w e L0, s]}

= {(ea(t); v € L=[0,0)} - o {eu(s); w e L0, 5]})
= Aspr(As)

Além disso, t + s = s+t = Ayrs = Asie, € pela mesma demonstracao obtemos

Agir = Asps(Ay). Portanto Ay = Ajpi(As) = Asps(Ay). u

34



4.3.2 Algebra de Lie do sistema e condicao do posto

Com as notacgoes definidas acima, temos as seguintes propriedades.

Proposigao 4.3.4. 1) A subdlgebra LA(HP) é D-invariante;
2) Portanto, é igual ao ideal de tempo zero Ly;

3) A dlgebra de Lie L do sistema € igual a
RX @ LA(HP) = RX @ L.

4) A condigao do posto € satisfeita por (X) se, e somente se, Ly = g.

Demonstragao:

1) Vamos provar que LA(h”) é D-invariante. De fato:

Todo elemento de h” é combinacio linear de elementos de {D*Y; Y € b,k €
N}, portanto, pela bilinearidade do colchete de Lie, todo elemento de LA(HP) é
combinacao linear de colchetes da forma [D*Y, D'Z] para Y, Z € b, e k,1 € N.

E ja que o colchete de Lie satisfaz a identidade de Leibniz, temos que
D[D*Y,D'Z] = [D(D*Y), D'Z] + [D*Y, D(D'Z)]
— [D**'Y, D' Z] + [D*Y, D" Z] € LA(HP)

. g 4

g

eLA(HD) Eﬁ«zl?hD)

Portanto, LA(hP) é D-invariante.
2) Agora vamos provar a igualdade £y = LA(HP).

Incluséo (D): Relembramos que o ideal de tempo zero £y é definido como o me-
nor ideal de £ que contém {Y1, ... 'Y™} e que b é definida como a subalgebra de
g gerada por {Y', ... Y™} isto é, a menor subélgebra que contém {Y! ... Y™}
Assim, como Ly é uma 4lgebra que contém {Y?, ... Y™} temos que h C L.

Por outro lado, como X € L, Lj ideal de L, e h C Ly, temos, para todo Y €
h,[X,Y] € Ly, isto é DY € Ly, portanto [X,[X,Y]] € Ly, isto é D*Y € Ly. Por
indugao obtemos que Vk € N, DFY € Ly, ou seja, {D*Y; Y € b,k € N} C L.
Assim, h? = Sp{D*Y; Y € b,k € N} C Ly, e a menor algebra de Lie contendo h?

é contida em Ly que é uma algebra de Lie, ou seja LA(hP) C L.

Inclusdao C: Como {Y!, ... Y™} C LA(HP), basta provar que LA(H”) é um
ideal de £. £ ¢é gerada por {X, Y, ... Y™} portanto basta mostrar que o colchete
de um desses campos com um elemento qualquer de LA(HP) pertence a LA(HP).
De fato,
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e Como LA(HP) é D-invariante, entao, VZ € Db, [X, Z] = DZ € LA(HP).
o VZ € LAWP),Vj=1, ... ,m,[Z,Y7] € LAHP).
Assim, LA(HP) é um ideal de £, que, além disso, contém {Y*, ... Y™} portanto

Ly C ,C.A(hD)

3) Sabemos que £ = RX + L, e que Ly = LA(hP), portanto £ = RX + LA(hP).
Entao, para mostrar que essa soma é direta, basta mostrar que RXY NLA(h”) = {0}.
De fato, seja Y € RX N LA(hP). Entao, Y € LA(HP) C g = inv", portanto,

Ve e G,Y, =d(R, )1Y1

onde, como Y € RX, temos Y] = 0. Assim, Vo € G,Y, = 0, ou seja, ¥ = 0.
Portanto, RX N LA(h”) = {0}, e temos

L=RX & LABP).
4) (=): Suponha a rank-condition satisfeita em todo z € G. Em particular, em 1,

ja que X; = 0, o posto de £ = RX+LA(HP) é méximo se, e somente se, LA(HP) = g.

(<=): Suponha que LA(h”) = g, e tome = € G.
Denote n := dim(G) = dim(g). No ponto 1, temos dim(LA(H”);) = dim(g;) =

n, portanto existem V1, ... V" € LA(hP), tais que V}', ... , V" sdo linearmente
independentes.

Por outro lado, LA(HP) C g = inv", assim os campos V!, ..., V" sdo invariantes &
direita. Dessa maneira, para todos (as, ... ,a,) € R™, temos

> aiVi=>ad(R)\V} = d(R,) (Z aiV'f)
=1 =1 =1

e como d(R,); é uma aplica¢ao linear inversivel,

iai\/z:0<:>iaﬂ/f:0<:>a1:...:an:0

i=1 i=1
Portanto V!, ..., V™ sdo vetores linearmente independentes do espago TG tangente

a G em z, e assim, no ponto x, dim(LA(H”),) =n = dim(G), e portanto
dim(RX, + LA(HP),) = dim(G)

isto é, a rank-condition é satisfeita em .
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4.4 Sistemas lineares internos

Nesta secdo, a derivacao ad(X) é suposta interna.

4.4.1 Sistema invariante associado

Como a derivagdo D = ad(X) é interna, ela é igual a ad(X) para algum campo X

invariante a direita, e como vimos na Proposicao 3.3.2, X pode ser expresso como
X=X+IX

portanto, é natural definir em G o seguinte sistema invariante a direita

m
b — Vi
g=Xg+ E :u]Y:q (1),
j=1
ja que os sistemas invariantes foram estudados ha mais tempo do que os lineares e
que existem mais resultados a eles referentes, que podem ser aproveitados no estudo

desses ultimos.

Proposicao 4.4.1. Seja t — u(t) um controle admissivel. A curva absolutamente
continua t — gr,(t) € solu¢ao do sistema linear (X1) para esse controle se, se somente

se, a curva t — gr(t) exp(tX) € solugcdo do sistema invariante o direita (Xp).

Demonstragao:
(=):

Se t — gr(t) é solucdo do sistema linear, entdo para quase todo ¢ temos

d G :
EQL(t) =Xy )+ Z w;Yy 4

j=1
Além disso, como X é invariante a direita, ¢ — exp(tX) é trajetéria de X (passando

d
pela unidade 1), e assim temos pr exp(tX) = Xegpiex), Vt € R.

Portanto, para quase todo ¢

d

d
Despiix) g7 EPEX) +d (Respe) ,, oy 7-92(1)

d
(9r(t) exp(tX)) o

i@ (L

=d ar(t
= d (LgL(t))exp(tX) Xexp(tX)

+d (Respux)) , (th) 2 “J‘ngLm)
j=1
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onde, pela igualdade (3.4), X = X + Z, X, com X invariante a direita, e todos os
campos Y7, j = 1,...,m invariantes & direita. Assim, aplicando a igualdade (2.1) e

a linearidade de d (Rexp(t X))gL ) obtemos

d
—(90() exp(tX) = d (Lyy ) iy Xewn(t)
+d (Rexp(tX))gL(t) (XgL(t) + (I*X)QL(t))

+d (Resp(ex)) ,, (Z “J’%(t))
j=1

= d (Lg, () sp(e) @ (Rexpex) ), X
+d (Rexp tX)) Xgo + d (Rexp tX)) gr(t) (Z. X)S]L(t)

gr(t)
3 R
J Rexp(tx ) gr(t) " 9r(®)

=d (LgL(t))exp(tX) d (ReXp(tX))l X1+ Xgp (1) exp(tx)

+ d (Rexp(t3)) gy () TeX)0n® + D 45Y5 () expiex)

j=1

Mas nessa soma, os termos (d (LgL(t))exp(tX) d (Rexp(tx))l X1>, e <d <ReXp(tX))gL(t) (I*X)QL(t)>
se anulam. De fato, como (Z,X) é invariante a esquerda, e como as translagoes a

direita R, e a esquerda L,, comutam para todos x,y € G, temos

d (Rexp(ex)) ,, () (LX) g0y = A (Rexp) ) o, 1y @ (Lw )y (ZeX
=d (Rexp(tX)>gL(t) d (LgL(t))1 (—X1)

d (Rexp(ix) © Ly (1)), X1

= —d (Lg, (5 © Rexp(ex)) ; X1
d (LgL (t))exp(tX) d (Rexp(tX)) 1 X

Portanto, temos

d i
7910 exp(EX) = Koy expien) + D 05Y5, ) expiarn
j=1

E, portanto, g1 (t) exp(tX) é solugao de (X;).

(=):
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Primeiro vamos estabelecer uma igualdade que sera necessaria a seguir: Para
todos a,b € GG, temos

ToRy(a) =Z(ab) = (ab) ' =bta™ ' = Ly-1 0 Z(a)

portanto,
Zo Ry(a) = Ly-1 0Z(a), Ya,b e G (4.2)

Se t — gr(t) exp(tX) é solugao de (X;), entao para quase todo ¢ temos

d - :
7 (92.(t) exp(tX)) = Xg; (1) exp(ex) + Z WY, ) exp(tx)-
j=1

Assim

d d

—01(t) = - (9r(t) exp(tX) exp(~tX))

d
=d (ReXP(_tX))gL(t) exp(tX) %@L(t) exp(tX))

d
+ d (LgL(t) exp(tX))exp(—tX) E eXp(—tX)

Por outro lado,

< Tlexp(tx)))

@ esxp(~1) = 4 ((exp(tX)) ™) =

dt
d
= dZexpex) = exXP(EX) = dLexpx) Xexp(ex)

E, portanto,
d i j
EQL( )=d (Rexp(—tX))gL(t) exp(tX) Xop(t) exp(tx) T ZUJ'YgL(t) exp(tX)
j=1

+ d (LgL eXp(tX))eXp( tX) dIexp(tX)Xexp(tX)

Como X e todos os campos Y7, j = 1,...,m, sao invariantes a direita, e pela line-

aridade de d (Rexp tX))gL(t) exp(tX)
invariantes a direita obtemos

com relagao a soma, por definicao dos campos

d
EgL QL + Z uJY] exp(tX))eXp( —tX) dIeXp(tX) d (Rexp(tX))l X

=X — (LX) g + Z u; Yy

j=1

+ d (LgL )exp(tX))eXp( —tX) dIexp(tX) d (Rexp(tX)) 1 Xl

=Xy + Z w5 Yoo
j=1

+d (Lgy (0 exp(t)) axp( 1) PLesxp(tx) d (Rexp(ex)); X1 — (LX) gy 0
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onde, aplicando a regra da cadeia e a igualdade (4.2), temos

d (LgL(t) eXp(tX))exp(—tX) dIexp(tX) d (Rexp(tX)) 1 Xl

= d (Lg, (1) exp(ex) © L © Rexpex)) ; X
= d (Z 0 Rexp(-tx) (g1 (1)1 © Resptx)); X1
= d(Zo Rigpap-1), X
=d(LgyyoT), X1
=d (LgL(t)>Z(1) °odl X,
=d (L), (—X1)
= (I*X)QL(t)
Isto é,
d (Lgp.(6)exp(tX)) axp( 1) WLexp(ex) @ (Rexp(ex) )y X1 = (LX) g (09 = 0
E, portanto,
d - ;
EQL(t) = Xg ) + Z wiY,
j=1
isto é, t — g (t) é solucao de (3p). |

Vamos usar o simbolo § ao lugar de A para denotar os conjuntos de atingibi-
lidade do sistema invariante. Uma consequéncia da Proposicao 4.4.1 é a seguinte

proposicao.

Proposicao 4.4.2. 1) Para todot > 0, o conjunto S; dos pontos atingiveis a partir

da identidade 1 em tempo t satisfaz

St = At exp(tX) (43)
2) E para todo T > 0,
Ser= | Arexp(tX) (4.4)
0<t<T

3) Vg € G,¥t >0,5(g,t) = Si9.
4) S é um semi-grupo.

Demonstragao:

1) Denotando, para um controle u dado, por s — (e),(s) (respectivamente s +—
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(er)u(s)) a trajetéria de (X;) (respectivamente (X)) partindo da identidade 1 de
G, pela Proposigao 4.4.1, temos para todo t > 0:
Si=8(1,1) = {(er)u(t); ue LZ([0,1])}
= {(e0)u(t) exp(tX); u € L=([0,2])}

onde exp(tX) ¢ independente de u. Portanto

St ={(ew)u(t); we L=([0,1]) } exp(tX)
= A exp(tX).
2) Pelo item 1), temos
SST = U St = U Atexp(tX).
0<t<T 0<t<T

3) Dado um controle u, denote f3,(t) a trajetéria de (X;) partindo de 1 para o

controle u. Seja g € G. Entao temos

(ﬁu())— ( o(Bu(2)))

d
dt

(Xﬁu +Zujw )

= d(Ry)g,(

onde d (Ry),, ;) ¢ linear, assim

d
= (Bu(1)9) = d(Ry), ) Xsutt) +Zuj 20 Yoo

e como o campo vetorial X e todos os campos vetoriais Y7,j = 1, ... ,m, sao

invariantes a direita, aplicando a igualdade (2.1) obtemos

d
%(ﬁu(t) 9) = XRry(8.)) +Z“a o (Bu(®)

7j=1
= Xp.(0g + Zujw

portanto (3,(t)g é uma trajetéria de (X;), e além disso, para t = 0, temos (3,(0)g =
1-g=g. Logo, B,(t)g é a trajetéria de (X;) partindo de g para o controle w.

Finalmente, temos

S(g,t) = {BU(t)gﬂL € LOO[O’t]}
= {BU(t)vu € L“[O,t]}g
= 89.
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4) Sejam g, h € S. Entao exitem s,t > 0 tais que g € S; e h € S;. Assim, hg €
S:g onde, pelo item 3), S;g = S(g,t). Logo, hg € S(g,t) C S(1,s+1t) = Ss4t C S.
Portanto S é fechado pelo produto. Além disso, é claro que o produto é associativo

em S. Portanto § é um semi-grupo.
[

Com respeito aos ideais de tempo zero de (Xp) e de (¥;), temos a seguinte

propriedade:

Proposicao 4.4.3. Os dois sistemas (X1) e (X) tém o mesmo ideal de tempo zero
Ly.

Demonstragao: Denotemos a derivacao associada a X (respectivamente a X) por
Dy = ad(X) (respectivamente por Dx := ad(X)), e por (Ly); (respectivamente
(Lo)1) o ideal de tempo zero do sistema (31) (respectivamente, (X;)). Assim temos
Dy = Dx. Pela Proposigao 4.3.4, sabemos que (L), = LA(HP¥), e que (Ly); =
LA(H7X).

Por outro lado, temos por definicao

hP* = Sp{(Dx)*Y; Y € b,k € N}, e
hPx = Sp{(Dx)"Y; Y € b,k € N}.

onde:
Dy = Dy = hP% = 7% = LA(H%) = LABPY), ou sefa,

(Lo)r = (Lo)1 = Lo.

Consequentemente, as algebras de Lie dos sistemas sao
,CL:RX@E(), ,C]:RX—I—,CO

Se o sistema linear satisfaz a rank-condition, entao Ly = g e, como X € g = Ly, o

sistema invariante satisfaz £; = Ly = g.

4.4.2 Controlabilidade em tempo finito

As observagoes feitas na se¢@o anterior sobre as dlgebras de Lie de (1) e de (X;)

tém consequéncias sobre a controlabilidade em tempo finito.

Proposicao 4.4.4. Seja T' > 0. As condi¢oes sequintes sao equivalentes :
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1) (X1) € controlavel em tempo menor ou igual a T';

2) (X1) € controldvel em tempo T';

3) (X1) € controlavel a partir da identidade em tempo T';
4) (X1) € controlavel a partir da identidade em tempo T';
5) (X1) € controldvel em tempo T.

Além disso, essas condigdes sao equivalentes a sequinte : (Xj) é controldvel em

tempo finito e (X)) satisfaz a condigdo do posto.

Demonstragao:
2) = 3)
Vg € G, A(g,T) = G. Em particular, para ¢ = 1, A(1,7) = Ay = G. Portanto

(X1) é controlavel a partir de 1 em tempo 7.

3) = 4)
Temos que Ar = G, e sabemos pela igualdade (4.3) que Sy = Arexp(TX). Assim,
temos Sy = Gexp(TX) = G, ou seja , (X;) é controlavel a partir da identidade em

tempo T

4) = 5)
Por hipétese, St = G, e sabemos que V g € G,Vt > 0,5(g,t) = S;g. Assim temos
que para todo g € G, S(g9,T) = Srg = Gg = G, portanto, (X;) é controldvel em
tempo T

5) = 2)

Por hipétese, Vg € G, S(g,T) = G. Em particular, Sy = S(1,7) = G. Por outro
lado, pela igualdade (4.3), temos Sy = Arexp(TX), assim, Arexp(TX) = G, e
portanto Ay = Gexp(—-TX) =G.

Além disso, pela Proposigao 4.3.3, item 3), temos que, A(g,T) = Arpr(g). Assim,
para todo g € G, A(g,T) = Ger(g) = G. Isto é, (X1) é controldvel em tempo 7.

Resta provar que 1) <= 2). Para isso, vamos mostrar a equivaléncia desses dois

itens com o fato que Ar = G. De fato :

Suponha que o item 1) esteja satisfeito, isto é, (X1) é controldvel em tempo me-

nor ou igual a 7', ou seja, Vg € G, A(g, < T) = G. Em particular, se g = 1, temos
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que A(1,< T) = G, e sabemos pela Proposicao 4.3.3, item 1), que Ar = A(1,< T)).
Portanto, Ar = G. O que mostra: 1) = Ar = G.

Agora, suponha Ar = G. Sabemos pela Proposigao 4.3.3, item 3), que Vg €
G,A(9,T) = Arer(g). Assim, A(g,T) = Ger(g) = G. Portanto, (X1) é con-
trolavel em tempo 7. O que mostra: Ar = G = 2).

Assim, temos provado : 1) = Ar=_G = 2).

Finalmente, suponha o item 2) satisfeito, isto é : V g € G, A(g,T) = G. Entao,

G=AlgT)c |J Alg.t) cG.

0<t<T

=A(g,<T)

Portanto, Vg € G, A(g, < T) = G, ou seja, (X) é controlavel em tempo menor ou
igual a 7. O que termina de provar: 1) < Ar=_G < 2).

Finalmente, vamos provar a iltima afirmacao:

(=>): Suponha que valem as cinco condigoes equivalentes. Pela afirmacao 5), ()
é controlavel em tempo exato, portanto em tempo finito. Além disso, pela afirmacao
2), (X1) é controldvel em tempo exato, portanto controlavel. Logo, pela Proposicao

4.2.1, ele satisfaz a rank-condition.

(«<=): Suponha que (X;) é controlavel em tempo finito, e que (X)) satisfaz a rank-
condition. Aqui vamos aplicar o Teorema 6 em [8] que afirma o seguinte:

Seja (X) um sistema controldvel em tempo finito, em uma variedade diferencidvel
N. Entao ele é controlavel em tempo exato desde que existe um ponto x € N, onde
rank(Ly)(z) = dim(N).

Aqui, (X)) satisfaz a rank-condition, logo em particular em x = 1 temos
dim(G) = rank(Lp)(1)
= rank(RX + (Lo).)(1)
= rank(Ly) (1)
além disso, (X1) e (X7) tém o mesmo ideal de tempo zero, que denotamos L.

Assim, (X;) é controldvel em tempo finito, e rank(L)(1) = dim(G). Portanto, pelo

Teorem acima, (X;) é controlavel em tempo exato, o que ¢ a condigao 5). [
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4.4.3 Controle com tempo 6timo do sistema invariante

Nesta subsecao, consideramos novamente um campo linear X tal que a derivagao
ad(X) é interna, com campo invariante a direita associado X. O sistema invariante
é suposto controlavel. Com essa suposicao, mostra-se que a controlabilidade do
sistema linear é equivalente a um problema de tempo 6timo. Dizemos que o tempo
t > 0 nao € dtimo para exp(tX) se a trajetéria 7 — exp(7.X) nao minimiza o tempo
necessario ao sistema invariante para levar o ponto 1 ao ponto exp(tX), ou seja,
existem um controle u, e um tempo s tal que 0 < s < ¢, tais que, denotando por
v = (17).(v) a trajetéria de (3;) com condicao inicial 1 para o controle u, temos
(17)u(s) = exp(tX) (Ver Figura 4.1).

exp(tX) = (1,) (5)

curva v — (1I)u(v) curva T — exp(tX)

Figura 4.1: Com 0 < s < t, o tempo ¢ nao é étimo para exp(tX).

Teorema 4.4.5. Suponha que a condicao do posto Ly = g € satisfeita e que o

sistema invariante a direita € controldvel. As afirmacgoes sequintes sao equivalentes:
1) existe um tempo t > 0 que ndo € étimo para exp(tX);

2) exp(RX) C A;

3) o sistema linear € controldvel.

Essas condigoes sao satisfeitas, e o sistema linear € controlavel, desde que o conjunto
A; seja uma vizinhanca de 1 para algum t > 0, em particular, cada vez que a

condi¢cao ad-rank € satisfeita.
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Demonstragao:

1. Primeiramente, note que o conjunto
B:={reR: exp(tX) € A}

¢ um semigrupo. De fato, sejam 7,75 € B, isto é, Jt1,t, > 0 tais que exp(m X) €
Ay, exp(12X) € Ap,. Vamos mostrar que exp((1; + 72)X) € A. Como ad(X) é uma

derivagao interna, temos, pela igualdade (3.5),

Vg € G, vi(g) = exp(tX)gexp(—tX)

Portanto,
@4, (exp(12 X)) = exp(t1 X)) exp(12 X ) exp(—t; X)
=exp((t; + 7 —t1)X)
= exp(72X)
Assim,

exp((m + 72)X) = exp(11.X) exp(m2X)

= exp(TlX) Pty (eXp(TQX)) € At1 Pt1 (Atz)
—_——— —_—————
GAtl 6«4{2

e pela Proposicao 4.3.3, item 4), temos que Ay, ¢4, (Ay,) = A 14, Assim,
exp((m1 + 1) X) € Ay 4y, CA

Portanto, 7 + 7 € B, e assim B é um semigrupo.

Por outro lado, (X;) é controlével, e £y = g, portanto, pelo Lema 2) em [5],
existe t > 0 tal que S; é uma vizinhanca da unidade 1. Além disso, pela Proposicao
4.4.2, temos S; = A;exp(tX), e portanto A; = S;exp(—tX) é uma vizinhanca de
exp(—tX). Assim,

Srexp(—tX) Nexp(RX),

que é contido em A;, contém uma vizinhanga, no conjunto exp(RX), de exp(—tX).

Junto com a propriedade de semigrupo de B, isso implica
exp(RX)C A <= d7r >0 tal que exp(7X) € A. (4.5)

De fato:
O sentido direto dessa equivaléncia é ébvio.

Reciprocamente, suponha que existe 7 > 0, tal que exp(7X) € A, e tome = € R.
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Como A; contém uma vizinhanca, em exp(RX), de exp(—tX), entao pela continui-
dade da exponencial, existe uma vizinhanga V' de —t em R, tal que exp(VX) C A;.
Portanto, existe € > 0 tal que exp((—t — ¢, —t +€)X) C A, C A. Além disso, como

o conjunto {a € R;exp(aX) € A} é um semi-grupo, entao temos que
Vk > 1,exp((—kt — ke, —kt + ke) X) C A,

onde (—kt — ke, —kt 4 ke) é um intervalo de comprimento 2ke.
Por outro lado, como ¢t > 0, entao para todo z € R, existe k, € N tal que —k,t < x.
Além disso, como € > 0, existe ky € N tal que 2kge > 7.
Denote k; := max{k,, ko}. Entao temos que —kit < x, e que 2kie > 7.
Assim, por translacoes sucessivas por (+7) do intervalo (—kit — kie, —kit + kie),
cada translatado do intervalo tem recobrimento com o anterior. Portanto, temos
que

v € (—kat, +00) C | ((—kat — ke, =kt + kae) + I7).

1>0
Assim, existe M, € N tal que = € ((—klt — ki€, —kit + ki€) + MIT), onde, pela

propriedade do semi-grupo provada acima, temos
z € ((—kit — kie, —kit + kie) + M,7) C {a € R;exp(aX) € A}.

Portanto, exp(zX) € A,Vz € R, isto é, exp(RX) C A, o que termina a prova da

equivaléncia.

2. 1) = 2):

Hipdtese : Existe t > 0 que nao é 6timo para exp(tX). Portanto, existe 7, tal que

O<t<teexp(tX)eS, =A exp(7X). Assim, exp((t —7) X) € A, C A, e pela
~——

>0
equivaléncia (4.5), temos que exp(RX) C A.

2) = 1)

Hipétese : exp(RX) C A. Seja 7 > 0 arbitrdrio. Entao, exp(r7X) € A, portanto,
existe t > 0 tal que exp(7X) € A; = Spexp(—tX), e assim, exp((t + 7)X) € S,
onde t +7 >t > 0. Portanto ¢ + 7 nao é étimo para exp((t + 7)X).

3. 2) = 3):

Hipdtese : exp(RX) C A. Primeiramente, vamos mostrar que o sistema linear (X))
¢ controlavel a partir da unidade 1. Seja g € G.

(31) é controldavel = S = G = 3t > 0 tal que g € & = Arexp(tX) =
gexp(—tX) € A,
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Pela hipétese, exp(RX) C A, portanto, existe s > 0 tal que exp(tX) € A;. Além
disso, pela igualdade (3.5), temos que

pi(exp(tX)) = exp(tX) exp(t.X) exp(—tX)
= exp(tX)

e assim,

g = gexp(—tX) exp(tX)
= gexp(—tX) p(exp(tX)) € Aipi(As) = Aprs C A.
€A €A

Assim, Vg € G, g € A, portanto A = G, ou seja, (X) ¢é controlavel a partir da

unidade.

Agora, vamos provar que (X) é controldvel para a identidade 1, isto é, que
VgeG,1e A(g).
Como (Xf) é controldvel, existe t > 0 tal que g7 € S, onde S; = A;exp(tX).
Assim, g exp(—tX) € A;.
Além disso, temos
exp(—tX) = gil exp(—tX)E:Xp(tX)g exp(—tXZ

€A: =¢i(9)

€ Awpi(g) = Alg, 1)

Como vimos acima, (X1) é controldvel a partir de 1, portanto, existe s > 0 tal que

exp(tX) € A,. Além disso, usando de novo a igualdade (3.5), obtemos

s(exp(—tX)) = exp(sX) exp(—tX) exp(—sX)
=exp((s —t —s)X)
= exp(—tX)

Portanto, aplicando dos dois lados da igualdade a multiplicacao a esquerda por

exp(tX) obtemos

1= exp(tX) cps(exp(—tX)) S As@s(exp(_tX))
€A,

onde, pela Proposi¢do 4.3.3, item 3), temos Ap,(exp(—tX)) = A(exp(—tX),s).
Assim, temos: 1 € A(exp(—tX),s).
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Juntando os resultados obtidos, temos que
exp(—tX) € A(g,t), e 1€ Alexp(—tX),s).

Portanto, por concatenagdo da trajetéria de g a exp(—tX), e da trajetéria de
exp(—tX) a 1, temos que 1 € A(g), isto é, que o sistema (3) é controlavel para
a identidade 1. Assim, para quaisquer dois pontos g, h € G, o sistema (X1) pode
levar g para 1, e levar 1 para h, ou seja, pode levar g para h (Ver Figura 4.2). O

que termina de provar que (3r) é controldvel.

exp(-£X)

Figura 4.2: Por concatenacao de trajetorias, quaisquer dois pontos podem ser ligados

por trajetorias do sistema linear.

4. 3) = 2):
Como o sistema linear é controlavel, ele é controlavel a partir da identidade, isto é
A = G, portanto, exp(RX) C A.

Agora vamos provar a tultima afirmacao deste teorema. De fato, se A; é uma
vizinhanga de 1 para algum ¢t > 0, entao pela continuidade de 7 +— exp(7X) existe
um s > 0 tal que exp(sX) € A;. Entao exp(sX) € A, portanto, pela equivaléncia
(4.5), obtemos que exp(RX) C A, isto é, o item 2) do teorema.

Além disso, suponha a condicao ad-rank satisfeita. Para um sistema linear a
Proposicao 6 em [7] diz:
Se a condi¢do ad-rank € satisfeita, entao para todo t > 0, A; € uma vizinhanc¢a da
unidade 1.

Assim, com mais razao, existe um t > 0 tal que A; é uma vizinhanca de 1, e pelo
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argumento acima, obtemos o item 2) do teorema. |

4.5 Aplicacao a algumas classes de Grupos de Lie

4.5.1 Grupos de Lie semi-simples

Nesta se¢ao, depois de definir grupos semi-simples, vamos estabelecer relagoes entre
tipos diferentes de controlabilidade do sistema linear e do sistema invariante em tais

grupos.

Definicao 4.5.1. Uma dlgebra de Lie g € denominada simples quando seus unicos

ideais sao os triviais, e dimg # 1.

Definicao 4.5.2. Um grupo de Lie é denominado semi-simples quando sua dlgebra

de Lie pode ser escrita como soma direta de ideais simples.

Definicao 4.5.3. Um conjunto gerador de um grupo G € um subconjunto de G que

nao estda contido em menhum subgrupo proprio de G.
Dadas essas defini¢oes, podemos enunciar e provar o teorema seguinte.

Teorema 4.5.4. Seja G um grupo de Lie semi-simples, conexo, com centro finito.
Entao o sistema invariante é controlavel desde que o sistema linear seja controldavel

a partir da identidade, ou para a identidade.

Demonstragao: Seja S um subsemigrupo gerador de um grupo G. Ele é dito
reversivel & esquerda (respectivamente, reversivel a direita) se SS™' = G (respec-

tivamente, S~'S = @). O resultado seguinte se encontra em [16], Teorema 6.7, p. 84:

Seja G um grupo de Lie conexo e semi-simples com centro finito. O unico sub-
semigrupo de G com interior ndo vazio que € reversivel a esquerda ou a direita €
G.

E simples verificar que G ¢é de fato um subsemigrupo de G, com interior nao
vazio, e que ¢ reversivel a esquerda e a direita.

O conjunto S dos pontos atingiveis a partir da unidade de (X;) é um semigrupo
pela Proposicao 4.4.2 item 4), e como a rank-condition é satisfeita, seu interior é
nao vazio. Portanto, se conseguirmos provar que S é reversivel a esqueda ou a di-
reita teremos que § é um semigrupo de G, com interior nao vazio, e reversivel a

esquerda ou a direita. E pelo teorema acima, teremos que S = G, isto é que (X;) é
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controlavel a partir de 1.

Vamos provar que a afirmacao (X,) € controlavel a partir da identidade 1 implica
a afirmacao S € reversivel a esquerda. De fato: Seja g € G.
(X1) controlavel a partir de 1 = existe t > 0 tal que g € A; = S;exp(—tX).
Assim, Vg € G, 3t > 0 tal que g € S;exp(—tX). Portanto

G C USt exp(—tX) (U St> {exp(—tX); t > 0}

t>0 t>0

C Sexp(—R, X) C @

E obtemos

G = Sexp(—R; X) (4.6)

Além disso, X € g = inv’, portanto a equacao © = X, corresponde ao sistema
(37) para o controle u = 0, e ela tem como solucao partindo de 1 a trajetéria
z(t) = Xy(1) = exp(tX). Portanto, V&t > 0,exp(tX) € S, ou seja exp(R, X) C S.

Por outro lado, exp(—R,;X) = (exp(R; X)), e (exp(RyX))" € S, assim,
exp(—R, X) C §7!. Isso, juntamente com a igualdade (4.6), implica G C SS™' C

G. Portanto G = SS7!, isto é, S é reversivel & esquerda.

Vamos provar que a afirmagao (X1) € controldvel para a identidade 1 implica a
afirmacao S € reversivel a direita. De fato: Seja g € G.
Entao g7 € G, e como () é controldvel para a identidade, entao 3t > 0 tal que
1 € A(g7%,t). Além disso, pela Proposigao 4.3.3, temos A(g~1,t) = Aipi(g7),
onde (¢;)er continua designando o fluxo de X. Dessa forma, existe x € A; tal que
1= azpi(g7").
Por outro lado, aplicando a igualdade (3.5), temos que ¢, (g7!) = exp(tX)g ' exp(—tX),
portanto, 1 = zexp(tX)g~! exp(—tX), isto é,

g = exp(—tX) zexp(tX)

€(S)~1  eArexp(tX)

onde A;exp(tX) =S C S. Portanto g € S7!S. Dessa forma, temos G C S7'S§ C

G. Portanto G = 8718, isto é, S é reversivel a direita.

Entao, pelo teorema acima, temos que S = G, e portanto, (X;) é controlavel

partir de 1.

51



Agora vamos mostrar que (X;) é controlavel. De fato, seja g € G.

Temos S(g,t) = Sig, portanto

S(g) =8t =Sy

>0 >0
= (U St> g=3>5y
>0
=G
Portanto, (X;) é controlavel. |

O corolario seguinte é uma consequéncia direta dos Teoremas 4.4.5 e 4.5.4.

Corolario 4.5.5. Suponha que o grupo G é semi-simples, conexo, com centro fi-
nito. Se o sistema linear (X1) € controldvel a partir da identidade 1, entao ele é

controldavel.

Demonstragao: Suponha (X.) controldvel a partir da unidade 1. Entao, pelo
Teorema 4.5.4, temos que (X;) é controlavel. Além disso, como o sistema (3r) é
controlavel a partir de 1, pela Proposicao 4.2.1 ele satisfaz a condi¢ao do posto em
G todo. Assim Ly = g. Como temos Ly = g e (X;) controlavel, podemos aplicar o
Teorema 4.4.5. Como (X) é controlavel a partir da unidade 1, temos que A = G,

portanto exp(RX) C A, portanto pelo teorema, (X;) é controldvel. [ |

Teorema 4.5.6. Seja G um grupo de Lie semi-simples, conexo, com centro finito.
Suponha a condicdo ad-rank satisfeita. Entdo o sistema linear (X1) € controldvel

se, e somente se, o sistema invariante (X7) € controldvel.

Demonstragao:
(=>): Suponha (X) controldvel. Entao é controldvel a partir da identidade, por-

tanto, pelo Teorema 4.5.4, o sistema (X;) é controlavel.

(<=): Suponha () controlavel. Como a condi¢do ad-rank é satisfeita, isto é

hP =g, e como h? C LA(HP) C g, temos que LA(HP) = g. Pela Proposicao 4.3.4,

item 2), temos que LA(hP) = Ly, portanto Ly = g.

Resumindo, temos que a condicao do posto Ly = g ¢ satisfeita, e que o sistema in-

variante a direita é controlavel. Portanto podemos aplicar o Teorema 4.4.5. Como a

condicao ad-rank é satisfeita, esse teorema implica que o sistema linear é controlavel.
[ |
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4.5.2 Grupos de Lie nilpotentes

Primeiro vamos definir um grupo nilpotente, uma algebra de Lie nilpotente, e men-
cionar uma propriedade que relaciona grupos de Lie nilpotentes com algebras de Lie

nilpotentes. Essas defini¢oes e a proposi¢ao se encontram em [13], se¢ao 10.2.

Para um grupo G, sua série central descendente
G=G'>G*> .. DG"> ...

é definida indutivamente por G* = G, G? = [G, G], e o termo geral G**! =[G, G*] é
o subgrupo gerado pelos comutadores [z,y] = zyz~ly~', 2 € G,y € G*. Para todo
k>0, G* ¢ um subgrupo de G.

De maneira analoga, a série central descendente

k

g=g¢g'D2¢g*D> .. Dg"D ..

da algebra de Lie g é definida por g' = g,9°> = [g,9], e g""! = [g,0"], que é o
subespaco gerado pelos colchetes [X,Y], X € g,Y € g~.

Definicao 4.5.7. Um grupo G € denominado nilpotente se sua série central descen-

dente termina no grupo trivial, isto €, se G* = {1} para algum k > 0.
Observagao 4.5.8. Nesse caso, G' = {1} para todo i > k.

Definigao 4.5.9. Uma dlgebra de Lie g é denominada nilpotente se g& = {0} para
algum k > 0.

Observagao 4.5.10. Nesse caso, g' = {0} para todo i > k.

Proposicao 4.5.11. Um grupo de Lie conexo G € nilpotente se, e so se, sua dlgebra

de Lie g € nilpotente.

Demonstragao: Ver Proposigao 10.7 em [13]. |

Consideramos agora um grupo de Lie GG, com &algebra de Lie g, e um sistema de
controle linear (X7) em G. A subélgebra de g gerada pelos campos Y7, 5 =1, ... ,m,

¢, novamente, denotada por §.

Teorema 4.5.12. Suponha que o grupo G € nilpotente, e que a derivacdo associada
a X € interna. Entao o sistema (X1) € controlavel se, e somente se, h = g. Nesse

caso ele € controldvel em tempo exato T, para todo T > 0.

23



Observamos que é mais simples examinar se ) = g do que examinar se o sistema

linear satisfaz a condicao do posto Ly = g, onde Ly = LA(HP*).

Demonstragao:

(=)

A demonstracao da suficiéncia e da controlabilidade em tempo exato que segue, que
¢ considerada 6bvia em [7] (com base em nogoes de teoria de Lie mais avangadas),

foge do escopo deste trabalho.

(=):
Hipétese: (X1) é controldvel. Denote (g'),~, a série central descendente de g, isto é

g =gegt =g 9] (Veja [2]).

Observamos que g? = [g,9] C g = g'. Sejai € N,i > 2 e suponha que g' C g*~*.

Entdo, g't! = [g,¢/] C [g,¢" ]

= g’. Assim provamos por inducio que
Vi > 1,g""" C g', e portanto, g' é um ideal de g.

Seja X um campo de vetores invariante a direita, tal que ad(X) = ad(X), e seja

k o maior indice tal que X € g*. Entao X € g* = [X,g| € [¢*, 9] = [g,0"] = g"™".
Portanto vale a inclusao

ad(X)g C g"™. (4.7)

Por outro lado, como (X,) é controlavel, entao pela Proposigao 4.2.1 a condigao
do posto é satisfeita. Portanto a menor subdlgebra de Lie de g que contém b e
¢ ad(X)-invariante é igual a g. De fato (ver definigoes e propriedades na subsegao
4.3.2): Uma subélgebra de Lie de g que contém b e é ad(X )-invariante contém neces-
sariamente o subespaco h”, portanto ela contém LA(hP) = Ly. Além disso, LA(HP)
é uma subalgebra de Lie de g que contém b, e é ad(X)-invariante pela Proposicao
4.3.4, item 1), portanto é a menor delas. E como a rank-condition é satisfeita, pela
mesma proposicdo, item 4), temos LA(hP) = g.

k+1 4

Agora, como h+g" " é a soma de uma subalgebra de Lie de g et de um ideal de g,

pela Proposicao 2.2.5 é uma subdlgebra de g. E essa subdlgebra é ad(.X)-invariante.
De fato,
ad(X)(h + ¢**") = ad(X)h + ad(X)(g""")

onde

e ad(X)h C ad(X)g C g**!, j4 que X € g~
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° ad(X)(ng) C gk+2 C gk—l-l.

assim, ad(X)(h + g"™) C gF*! C h+ gFt, ou seja, h + g"t! é ad(X)-invariante.

Finalemente, juntando os resulatdos provados acima,temos que h + gF*! é uma

subdlgebra de Lie de g, que contém b, e que é ad(X)-invariante. Portanto, pelo que
vimos acima, temos
h+g"" =g (4.8)

k+r

Agora, suponha que existe um inteiro r > 0 tal que h+ g""" = g. Entao o campo X

pode ser escrito como soma X = X, + X,, onde X}, € b, e X, € g"*". Assim, pela
bilinearidade do colchete de Lie temos
ad(X)h = ad(X,)h + ad(X,)bh

onde

e ad(X,)h = [ Xy, b] C b, ja que h é uma subdlgebra de Lie.

o ad(X,)h = [X,,b] C [¢"*", o] C g""" .
Portanto

ad(X)h C b+ g+ (4.9)

Por outro lado, ad(X)(ngrrJrl) — [X, gk+r+1] C [97 gk+r+1] — gk+r+2’ e como gk+r+2 C
gFt 1 temos que
ad(X)(gk+r+1> C gk+r+1 (4'10)

As duas inclusoes (4.9) e(4.10) implicam que

ad(X)(f) +gk+r+1> C b+gk+7“+1

Assim, b + gF*" 1 é uma subalgebra de Lie, ad(X)-invariante, e que contém b.

Portanto, temos que h + g"*t"+! = g. E por inducao, obtemos
Vr >0, h+g"" =g.

Como G é nilpotente, entao pela Proposicao 4.5.11 sua algebra de Lie g é nilpotente,
o que implica que 3¢ > 1 tal que g? = {0}. Portanto, para r suficientemente grande,

g"t" = 0. O que implica h = g. [

Contra-exemplo: O Teorema 4.5.12 nao vale mais, caso a derivacao nao seja in-
terna, como no exemplo (Ls) no grupo de Heisenberg (ver Cap 5). Esse sistema é

controlavel, apesar de que h # g.
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4.6 Sistemas de controle afins

Nesta secao, o drift do sistema é um campo de vetores afim F, que é a soma de
um campo de vetores linear X com um campo invariante a esquerda Z. O sistema

considerado é

g=TFg+ > uwY). (S

j=1
Devido a decomposicao F = X + Z, as trajetérias de (X 4) podem ser comparadas

com as trajetorias de

ngg—i-Zu]ng (EL)

=1

Proposicao 4.6.1. Seja um controle u dado. A solugdo de (3 4) para a condi¢do

inicial g € G € igual a g(t)z(t), onde
1) t— g(t) € a solugao de (X1) satisfazendo g(0) = g;
2) t— z(t) € a solugao de g = X, + Z, satisfazendo z(0) = 1.

Demonstracao: seja y(t) = g(t)z(t). Entdo, para quase todo t > 0

S = S (o(0)=(0)

d d
=d (Lg(t))z(t) @Z(t) +d (RZ(t))g(t) @g(t)
=d (Lyw) ) (Xey + Ze) +d (Rav) o (Xg(w +> qugj(t)>
j=1
= d (Lg)) .y Xty + A (Rat)) o) Xot)

+d (L) L Zeto + D s (Bew) ) Vit
j=1

onde

[ ] pela igualdade (3.1) do Cap. 3, d (Lg(t)) Xz(t) + d (Rz(t)) Xg(t) = Xg(t)z(t)

z(t) 9(t)

e como Z é invariante a esquerda, d (Lg(t))z(t) Zot) = Zg(t)=(t)

e como os Y7, j =1, ..., m sao invariantes a direita,
> ud (Bo0) g Yot = > Y5020
j=1 Jj=1
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Assim

d - :
270 = Xow=0 + Zyw= + > w0
j=1

= Fy + ) uYy
j=1

Portanto, t — ~(t) ¢ solucao de (X4). Além disso, v(0) = ¢(0)z2(0) =¢g-1=g¢. O

que termina a prova. [ |

Agora suponha que a rank-condition é satisfeita. Temos que distinguir trés casos
e a Proposicao 4.6.1 vai ter um interesse somente no terceiro caso. Esse estudo é

feito em [7], e aqui vamos notar somente suas conclusoes.

Caso 1. Ewiste gy tal que F(go) = 0. Entao a rank-condition exige Ly = g, € o

sistema é equivalente ao sistema linear

g: XQ—FZUJX/;

J=1

onde X = (Rg(Tl) F.

*

Caso 2. Vg € G, F(g) # 0, mas Ly # g. Entao o sistema é equivalente a um sis-

tema invariante a direita. Ele nao pode ser controlavel se G ¢ simplesmente conexo.

Caso 3. Vg € G,F(g9) # 0, e Ly = g. Aplicando a Proposicao 4.6.1, o sistema

(XF) é controlavel desde que (X)) é controlavel em tempo finito.

Agora vamos ver uma proposicao que sera util no caso dos grupos de Lie compac-
tos que vamos ver na subse¢ao seguinte, e em cuja demonstragao, que se encontra

na Proposi¢ao 11 em [7], é usada a Proposigao 4.6.1.

Proposigao 4.6.2. Com as notacoes acima, suponha que o campo F' ndo se anula,
e que o ideal de tempo zero Ly € iqual a g. Entdo (X4) € controldvel em tempo finito

se, e somente se, (X1) € controldvel em tempo finito.

4.6.1 Grupos de Lie Compactos

Gragas aos resultados das se¢oes anteriores, um resultado geral de controlabilidade

pode ser estabelecido.
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Teorema 4.6.3. Suponha que o grupo de Lie G € compacto. Entdo, o sistema (3 4)
¢ controlavel, portanto controldvel em tempo finito, se e somente se ele satisfaz a
rank-condition. Além disso, € controldvel em tempo exato se e somente se Lo = g.

Essa condicao é sempre satisfeita no caso onde o campo de vetores F ¢é linear.

Demonstragao:

1. Primeiro, vamos provar a controlabilidade no caso em que F' é igual a um
campo linear X.
As afirmagoes seguintes vém de [7] e serdo admitidas sem mais discussao: Se o grupo
G é compacto, entao sua algebra de Lie se separa na soma g = 3+ s, onde 3 é o
centro de G e s é um ideal compacto semisimples. A derivagao associada a X é igual
a ad(X), onde X pode ser escolhido em s (ver [8, 15]).
Agora, se a rank-condition é satisfeita pelo sistema linear, entao ela é também satis-
feita pelo sistema invariante associado, como vimos na Se¢ao 4.4. Nessas condigoes,

vamos poder aplicar os Teoremas 7.1 e 7.2 de [10], que citamos aqui.

Com as nossas notacoes, o Teorema 7.1 diz: Seja um sistema invariante a direita
em G. Uma condi¢cao necessdria para o sistema ser controldvel € que G seja conexo

e que L =g. Se G é compacto, essa condi¢ao € também suficiente.

E o Teorema 7.2 diz: Suponha que G € compacto, e que o sistema invariante @
direita (Xg) é controldvel. Entdo, existe T > 0 tal que, para todos g,q" € G, existe
um controle que leva g para g em menos que T unidades de tempo. Se G € semi-
simples, entao existe T > 0 tal que, para todos g,g9 € G, existe um controle que leva

g para g em exatamente T unidades de tempo.

Voltamos a nossa demonstracao no caso F = X linear, e denotamos por L; a
algebra de Lie do sistema invariante (3;) associado a (X1) = (X4). Temos que G é
compacto, conexo, e que L; = g. Portanto, pelo Teorema 7.1 em [10], (X;) é con-
trolavel. Agora, aplicando o Teorema 7.2, obtemos que () é controlavel em tempo
finito. Além disso, como (X;) = (X4) satisfaz a rank-condition, pela Proposigao

4.4.4, (¥1) é controlavel em tempo exato (portanto, também em tempo finito).
2. Agora vamos considerar drifts gerais e distinguir os trés casos.

Caso 1: (XFp) é equivalente a um sistema linear que, pelo item 1) desta prova, é

controlavel em tempo finito.
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Caso 2: Esse caso, que foge do escopo deste trabalho, é tratado em [7], com base

nos resulados de [10].

Caso 3: Como Ly, = g, aplicando ao sistema linear (X;) a Proposigao 4.3.4,
item 4), temos que (X)) satisfaz a rank-condition. Portanto, pelo item 1) desta
prova, (¥) é controlavel em tempo finito, e, aplicando a Proposi¢ao 4.6.2, (34) é

controlavel em tempo finito.

3. Para provar a ultima afirmacao “Além disso, o sistema (X 4) é controlavel em
tempo exato se, e somente se, Lo = g, vamos aplicar o Teorema 6 em [5], que vale
no contexto mais geral de variedades diferenciaveis, nao necessariamente compactas,

e nao somente em grupos de Lie.

Antes de enunciar o teorema, enunciamos a defini¢ao de um sistema Lie-determinado,
que se encontra em [9]: Uma familia de campos de vetores suaves H € Lie-determinada
se o espaco tangente em cada ponto x em uma orbita de H coincide com a avaliagao

em x da dlgebra de Lie gerada por H.
Esse teorema diz:

Seja (%) um sistema controldvel em tempo finito, em uma variedade diferencidvel
N. FEle € controlavel em tempo exato desde que existe um ponto v € N onde
rank(Ly)(x) = dim N.

Se o sistema € Lie-determinado, entao essa condi¢ao € também necessdria.

Denote por (L£4) (respectivamente (L)) a algebra de Lie do sistema (X,), (res-
pectivamente (X1)). Denote por (L) (respectivamente (Lr)) o ideal de tempo
zero de (X4) (respectivamente (X.)). Antes de provar a equivaléncia, observa-
mos que por uma demonstracdo semelhante aquela da igualdade LA(HP) = Ly no
caso do sistema linear na Proposi¢ao 4.3.4, temos que, no caso do sistema (X4),
LABHP4) = (Ly)a, onde Dy = Dy, portanto (Lo)a = (Lo)r, e denotamos os dois
ideais de tempo zero por

(Lo)a = (Lo)r = Lo.

Agora vamos provar a equivaléncia.
(=): Suponha que o sistema é controldavel em tempo exato. Entao ele é controldvel
em tempo finito, de modo que podemos aplicar o Teorema 6 de [5]. Aqui ndo vamos

provar, e vamos admitir, que o sistema (X4) é Lie-determinado. Como o sistema
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¢ Lie-determinado e controlavel em tempo exato, entao, pelo teorema, existe um
ponto z € G onde rank(Ly)(z) = dimG. Por outro lado, como Ly C g = inv",
a existéncia desse ponto x implica que Ly = g. De fato, denote n = dimG, e
tome V1, ... V" € Ly tais que V!, ... | V" € Ly(x) sao vetores linearmente in-
dependentes. Tome y € G, e suponha que existem (ai, ... ,a,) € R" tais que
S al-Vyi = 0. Entao, aplicando a diferencial d(R,-1,),, que é linear, a essa
igualdade, obtemos Y " | a;d(R,-1,),V; = 0, ou seja .  a;V; = 0. Portanto,
a= .. =a,=0,¢€ Vyl, ..., V' s80 n vetores linearmente independentes em Lo(y),

e assim dim £y = dim G, ou seja, Ly = g.

(<): Se Ly = g, entao o sistema (X 4) satisfaz a rank-condition, portanto pela
primeira afirmagao do Teorema 4.6.3, ele é controlavel em tempo finito. Além disso,
Ly = g implica rank(Ly)(1) = dim G, e portanto pelo Teorema 6 em [5], obtemos

que (X4) é controldvel em tempo exato. |
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Capitulo 5

Exemplos

5.1 Exemplos no grupo de Heisenberg

O grupo de Heisenberg é o grupo de matrizes

G:

S O =
o =

zZ
z|;(2,y,2) € R?
1

W

munido do produto de matrizes usual, denotado “.”. E um grupo de Lie conexo e

nilpotente.

Primeiramente, observe que existe entre G' e R?® a bijecao

1 y =z
01 =z = ($7y7 2)7
0 0 1
e que para quaisquer matrizes
1y z 1 b ¢
01 z|, e 01 a eG
0 01 0 0 1
temos
1y 2z 1 b ¢ 1 b+y cH+ay+z
01 =z 01 al=10 1 a—+x
0 01 0 0 1 0 0 1

Portanto considerando em R3 o produto
(x,y,2) % (a,b,¢c) = (a+x,b+y,c+ay+z)
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podemos identificar o grupo (G, ) com o grupo (R3, x).
Fxemplo 1 : Determinacao da dgebra de Lie de G, e calculos dos colchetes.

Vamos considerar a algebra de Lie g desse grupo de Lie como sendo o conjunto

inv" dos campos de vetores invariantes a direita, e determinar essa algebra de Lie.

Seja V um campo de vetores no grupo . Para todo h € G podemos escrever

V) = )y + )5+ hi

onde Vi =1,2,3, f; : R® = R.

Pela definicao de campo de vetores invariante a direita, temos

Veinv" <= d(Ry), (Vi) =V (Ry(h)) = V(hg),Yg,h € G.
Sejam g = (a,b,c), e h = (z,y,2) € G. Entao

Ry(h)=h-g=(x,y,2) % (a,b,c) = (a+z,b+y,c+ay + z)

Expessando a diferencial d (R,), pela matriz jacobiana de Ry no ponto h, obtemos

d(a+ ) d(a+ ) Jd(a+ x)
Gty obLy  obiv Lo
d(R,), = 8xy ayy —azy =lo 1 0
dc+ay+z) O(c+ay+z) O(c+ay+z) 0 a1
ox oy 0z
Assim,
100 fi(h) fi(h) fi(hg)
d(Ry), (Va)=10 1 0 fo(h) | = f2(h) = V(hg) = | fa(hg)
0 a1 f3(h) afz(h) + f3(h) f3(hg)
Portanto,

fi(hg) = fi(h)
Vg,h € G, 4 fo(hg) = fo(h)
f3(hg) = afs(h) + fs(h)
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Logo, fixando h =1,

filg) = fi(1) == a € R;
Vg€ G, falg) = fo(1) == B ER;
f3(9) = afo(1) + f3(1) :==af + ;7 € R.

Assim, o campo V' é da forma

0

0 0
Vig)=ag- +ﬁa—y +(aB+7)5-

— £+B 24_ g + 2
~ Yoz ay " "92) " oz

e, portanto, substituindo a notacao (a, b, c) por (z,y, 2):

ox 0z

Ou seja, fazendo a seguinte identificacao entre coordenadas naturais e matrizes:

g=inv = {Ve VG) : Vix,y, 2) :ag—l—ﬂ (%joﬁ) +7%;0¢,B,76R}.

) 000\ 01w\ 00 1

==X = Zbr— =Y = = = 7=

o 00 1], 5 +75; 00 0. 000,
000 000 000

g ¢ gerada pelos campos de vetores invariantes a direita X,Y, Z.

Além disso, para toda funcao f : R® — R, temos
(X, Y](f) = (XY =Y X)(f)
B o (0 0 0 d\ 0
|G Gyeae)) - (g oa2) ) 0

(L 2,0 90 & (f)
- \Ozdy 0z 0xdz  Oyox 020x ’

e aplicando o Teorema de Schwarz a derivadas de ordem 2, que entao se anulam dois

por dois, obtemos
_9f _

VER S R XYNS) = 5= Z()

isto é
(X,Y] =2

Da mesma maneira,

(X, Z]=XZ-2X

_ 990 90790
 0x 0z  0z0x
=0
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Z,Y]|=2Y -YZ
Lo 0y (0, 0\
0z \ 0y 0z oy 0z ) 02’
0? 0? 0? 0?
~ 920y * Rl (6yaz —i—x@)

=0.

FEzxemplo 2: Associamos com a derivacao D de g definida por
DX =Y DY =X,DZ =0,

ou seja,

-
~—

= 2+x3
Oy 0z’
0

T
—
Yo &le Pl
_l’_
5
¥l
~—
I
o))
H\-

S
~

o campo de vetores X definido por

o 1 0
+r—+ (2 + %)=

X:y% oy 2 0z

Vamos mostrar que —ad(X’) = D. Para isso, vamos verificar a igualdade para os

trés campos geradores de g:

—ad(X)X = —[X, X] = XX — XX

—3 £+x2+1(1’2+ 2)2
o \Yar oy T2 r
o 9 1,, ,9\0
(v oy 3 g s

_ 8_2+£+I 82 +1 Qr— +l(£€2—i— 2)
o2 Ty Tozay T 2\"8 P Y oraz

0

z
02 02 1,5 o 02
_(y@+xﬁx8y+§($ ) )

e aplicando o teorema de Schwarz as derivadas de ordem 2, que entao se anulam,

obtemos 5 9
—ad(X)X = oy —i—x& =Y.
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Da mesma maneira,

—ad(X)Z = —[X,Z] = Z2X — XZ

0 0 o 1 0
= — (y— +r— + = (2? +y2)—>

0z 7 Ox dy 2 0z
0 o 1,5, L, 0\ 0
—(y%—f‘l’a—yﬁ-é(l’ +y)%)a
_ 62 + 82 +1( 2+ 2)0_2
~Yoraz T Taya: T2\ TV g2

- i +x > +1(:1:2+ %) >
Y 910z oyodz 2 Y52
e aplicando o teorema de Schwarz as derivadas de ordem 2, que entao se anulam,

obtemos

—ad(X)Z = 0.

Da mesma maneira, mostramos que —ad(Y) = X.

Resumindo, temos
—ad(X)X =Y = DX,
—ad(X)Y = X = DY,
—ad(X)Z =0= DZ.

portanto —ad(X) = D.
Por outro lado, ad(X)({X,Y, Z}) C g, portanto X € normy.(g).

Além disso, a matriz unidade 1 € G corresponde a (z,y,z) = (0,0,0), assim

0 o 1 0
X1)=0-—+0-—+=(0>+0*)=— =0
(1) 8a:+ 8y+2( + )82
Portanto, X ¢ linear.
O sistema g = X(g) + uX(g) em R?, isto é
] = 3—i—xﬁ—l—l(:f—l— 2)2+u2
g_y(‘?x oy 2 4 0z ox
pode ser esrcrito da forma
r=Yy+u
y=ux (L1)
¢=35(2*+9%)
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Vamos examinar se esse sistema satisfaz a condicao ad-rank. Com as mesmas

notagoes que no capitulo 4, temos que
b= LA{X}),
e que
h? = ger{ D*X; k € N}

onde DX =Y, e D?2X = DY = X. Assim, h? = ger{X,Y} # g, portanto o sistema

(L1) nao satisfaz a condigao ad-rank.

Com respeito & condi¢do do posto, como hP = ger{X,Y}, temos que LA(HP) =
LA{X,Y}), que contém X, Y, e [X,Y] = Z, ou seja LA(h”) contém os campos de
vetores que geram g, portanto LA(h”) = g, o que implica, pela Proposicio 4.3.4,

que (L1) satisfaz a condi¢do do posto.

Porém, no sistema (L;), temos que 2 = $(2? + y?) > 0,Vz,y,z € R%  Assim,
Vt > 0,z(t) > 2(0), portanto (L) nao é controlavel.

FExemplo 3: Com o mesmo campo vetorial linear X que no exemplo anterior, consi-

dere o sistema seguinte:
9=X(g)+uX(g)+vZ(g) (L2

isto é
] = 2—%:524—1(3324—
9= Yoz dy 2 Y

ou seja, em coordenadas naturais,

T=y+u
y=u (L2)
Z=1(2?+y?) +o.

Vamos mostrar que esse sistema ¢é controlavel. De fato :

Podemos considerar separadamente a equagao
N 2
i3 (z° +y*) +v.

Ela contém um controle v independente, portanto a coordenada z é controlavel.

66



Agora consideramos o sistema linear (L) em R?

T=y+u
y=uw

Em termos matriciais ele se escreve
] 01 1
o) = ) (Lb)
Y 10 Y 0
u(t) = Ap(t) + Bu(t)

onde pu(t) = (;g;),A: (? (1)) , B = (é),eu:R—)R.

Vamos aplicar o Teorema de Kalman. Ele diz:

ou seja,

Seja o sistema de controle linear no grupo de Lie R™
= Ax + Bu

onde v € R", u : R — R™, continua por partes, A € R"™" B € R"™™. FEle € con-
troldvel se, e somente se, rank[B AB--- A" 'B] =n. (A matriz [B AB--- A" B

¢ denominada matriz de controlabilidade de Kalman, e tem dimensao n x nm.)

Aqui n = 2, logo por esse teorema, o sistema é controlavel se, e somente se,
rank[B AB] = 2. Vamos calcular rank[B AB]. Temos

1 1 1
AB = (0 ) ( ) = <O> , portanto [B AB] = ( O), e rank|B AB] = 2.
10 0 1 01

Portanto o sistema (Lj) é controldvel, e consequentemente o sistema (Ls) é con-

trolével.

Além disso, o sistema (L9) satisfaz a condigao ad-rank. De fato: Denotando, como
acima, por h a algebra de Lie gerada pelos campos invariantes do sistema de con-
trole, temos que h? contém X e Z, e também Y = DX.

Por outro lado, como g é gerada por X, Y, e Z, e além disso, [X,Y] = Z,[X,Z] =0,
e [Y,Z] =0, entdo temos que g = ger{X,Y, Z} = h”, ou seja, a condi¢io ad-rank é

satisfeita.

Porém, a algebra de Lie h de (Ly) é
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h= ger{X> Z, [X> Z]} = ger{X, Z} 7é g.

Assim, esse exemplo mostra que o Teorema 4.5.12 nao vale mais, caso a derivagao

nao seja interna.

68



Apeéendice A

Campos de vetores e colchetes de

Lie em variedades diferenciaveis

A.1 Campos de vetores

Um campo de vetores em uma variedade diferencial M é uma aplicacao X : M —
TM que satisfaz X (z) € T,M,VYx € M.

O campo X induz a equacao diferencial ordinaria en M definida por
dx
— = X(x). Al
= X() (A1)
Se X ¢é de classe C! entao, para todo zy € M, existe uma tinica solu¢ao maximal

com condi¢ao inicial z(0) = . Essa solugao é denotada por ¢t — X;(zg). O seu

intervalo de definigao é um intervalo (o, w) € R que contém 0.

Fixandot € R, aaplicacdo X; : © — X;(x) é um difeomorfismo local de M no sen-
tido em que o dominio domX; de X; é um aberto de M, e X; : domX; — X;(domX;)
¢ um difeomorfismo. O campo X é denominado completo se domX; = M para

todo t € R (isto €, se todas as solu¢oes maximais estao definidas em (—oo, 4+00)).

O conjunto de difeomorfismos locais {X;;t € R}, é denominado de fluxo do
campo de vetores. A menos de restricao de dominios, o fluxo satisfaz a propriedade
de homomorfismo: X, = X;0X,, isto é, se X (x) e X;(X(x)) estao definidos entao
Xiis(x) estd definido e vale a igualdade Xy, 4(X) = X;(Xs(x)). Em particular, os

elementos do fluxo comutam entre si: X; 0 X, = X,0 X;, e X ; = (X;)7h

Em suma, X, satisfaz as seguintes propriedades que o caracterizam:
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1) Xy =id;
) LX) = X (X))

3) Xt+5 :XtOXS :XSOXt.

O campo X ¢é obtido de seu fluxo pela segunda das igualdades acima. X ¢é

denominado de gerador infinitesimal de seu fluxo.

Definicao A.1.1. Sejam M e N duas variedades diferencidaveis, e ¢ : M — N
uma aplicagao diferencidvel. Dois campos de vetores X em M eY em N sdo
denominados ¢-relacionados se d¢ aplica X em 'Y, isto € se dp,(X(x)) =Y (¢p(x)),
para todo x € G.

Proposicao A.1.2. Sejam M e N duas variedades diferencidveis, ¢ : M — N uma
aplicagao diferencidvel, e dois campos de vetores X em M eY em N ¢-relacionados.
Entdo a tmagem por ¢ de uma trajetoria de X € uma trajetoria de'Y. Mais especi-

ficamente, se X eY sao campos ¢-relacionados, entao

Vg e M, (Xi(g)) =Y (0(g))

para todo t € R onde fizer sentido.

Ou seja, em termos de fluxos
poXi=Y,009.
para todo t € R onde fizer sentido.

Demonstracao: Seja g € M, e seja X;(g) a trajetéria de X com condicao inicial

Xo(g) = g. Como X e Y sao ¢-relacionados, temos para todo t onde fizer sentido,

dpx, o) (X (Xi(9))) = Y (o(Xi(9))) (A.2)
oo (X0 = Y(6(Xi(9)) (A3)
onde, pela regra da cadeia, dox, () <%(Xt(g))) = %(qb(Xt(g))). Assim obtemos

d

- (0(Xe(9))) = Y (6(Xu(9)))

ou seja, ¢(X;(g)) é uma trajetéria do campo de vetores Y.
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Portanto, 3 h € M tal que ¢(X;(g)) = Yi(h). Tomando t = 0, temos ¢(g) =
¢(Xo(g)) = Yo(h) = h, isto & h = ¢(g). Portanto ¢(X(g)) = Yi(é(g)). u

Dado um campo X em M, nem sempre existe um campo em N que é ¢-
relacionado com X. Por exemplo, se ¢ nao é injetora e ¢(x) = ¢(y) com do, (X (x)) #
d¢,(X(y)) entdo nao pode existir um campo ¢-relacionado com X.

De fato, suponha que existe um tal campo Y em N, ¢-relacionado com X. Entao te-
riamos do, (X (z)) =Y (¢ (x)) pela definicao de campos ¢-relacionados, Y (¢(x)) =
Y (¢(y)) por hipétese, e Y (¢(y)) = do, (Y (y)) pela defini¢do de campos ¢-relacionados.
Portanto d¢, (X (z)) = d¢,(X(y)). Um absurdo.

No entanto, se ¢ : M — N é um difeomorfismo de classe C*>°, entao existe um

tal campo em N.

Proposicao A.1.3. Se ¢ : M — N € um difeomorfismo de classe C*°, e X ¢€
um campo em M entao existe um unico campo em N, denotado por ¢.X, que €

o-relacionado com X. Esse campo é definido por

Yy € N, (6.X)(y) = ddy-11,)(X (67 (1)) (A.4)

Demonstragao: Suponha que existe um tal campo Y. Seja y € N. Como ¢ é um
difeomorfismo, 3! x € M tal que y = ¢(z), o que equivale a x = ¢~!(y). Entao
pela hipdtese temos do,(X(z)) = Y(o(z)). Assim Y satisfaz: Vy € M,Y (y) =
dps-13,)(X (¢ (y))). Esse campo tem a mesma classe de diferenciabilidade que X
ja que ¢ é difeomorfismo de classe C™. E o tnico candidato a campo ¢-relacionado
com X, e substituindo na sua expressao y por ¢(z), e ¢ *(y) por z, obtemos:
Ve e MY (p(x)) = dp.(X(x)), o que mostra que Y é ¢-relacionado com X.

[

A.2 Colchete de Lie

A nocao de colchete de Lie, muito importante no contexto de grupos de Lie, é
definida no contexto mais amplo de variedades diferenciaveis. Seguem sua definicao

e propriedades uteis no nosso estudo de teoria do controle em grupos de Lie.

Definicao A.2.1. Sejam X e Y dois campos de vetores. O colchete de Lie entre

eles € definido por

X, V]() = 2 (X ), (Y (X)) (A5)

|t=0
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Proposicao A.2.2. Sejam ¢ : M — N uma aplicacao diferencidvel e X1, Xy cam-
pos em M. Suponha que os campos Y; e Yy sejam ¢-relacionados com X; e X,

respectivamente. Entao, os campos [ X1, Xs| e [Y1, Ys] também sdo ¢-relacionados.

Demonstracao: E a Proposi¢ao A.2 em [13]. Abrindo a demonstracao sugerida
no livro, ou seja, partindo da definicao do colchete de Lie, e aplicando a regra da

cadeia juntamente com a igualdade ¢ o X; = Y; o ¢, temos para todo z € M:

6 (X2, Xal) = do 5 (4000000 (2 (X0 )

|t=0

(A2 (A((X1)-) o) (X2 (X0)e(@))) g
(46 0 (X1)-0) ey (K2 (X))
(4((¥2)-1 0 @)y (X2 ((X1):(2))))

|t=0

Sl Fx Fag

|t=0

Assim, temos o, ([X1, Xa)(z) = [Vi, Yal(6(2), ou seja, [X;, X3] e [V, 3] sio ¢
relacionados.

Em particular, se ¢ é um difeomorfismo entao
0. X, Y] = [0 X, 9. Y. (A.6)

De fato, como ¢, X é ¢-relacionado com X, e ¢,Y é ¢-relacionado com Y, entao
pela Proposigao A.2.2, temos que [X,Y] é ¢-relacionado com [¢. X, ¢.Y]. Mas pela
Proposi¢ao A.1.3, existe um tnico campo ¢-relacionado com [X,Y], e é igual a
¢.[X,Y]. Portanto, ¢,[X,Y] = [¢. X, $.Y].

Finalmente vamos ver uma proposi¢ao que combina colchete de Lie, fluxos de

campos vetoriais e campos relacionados por um difeomorfismo.

Proposicao A.2.3. Sejam X e Y campos de vetores em M. FEntao as sequintes

afirmagoes sao equivalentes.
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1) X eY comutam, isto é, [X,Y]|=0;
2) (Xy),Y =Y para todo t;

3) (Y), X = X para todo t;

4) Xy oY, =Y, 0X, para todo s,t.

Demonstracao: Ver Proposi¢ao A.7 em [13].

73



Referéncias Bibliograficas

[1]

V. Ayala and J. Tirao: Linear Control Systems on Lie Groups and Control-
lability. Proceedings of Symposia in Pure Mathematics Vol. 64, AMS (1999)
47-64.

N. Bourbaki: Groupes et algebres de Lie. Chap. 1. CCLS, 1972.
N. Bourbaki: Groupes et algebres de Lie. Chaps. 2, 3. CCLS, 1972.

F. Cardetti and D. Mittenhuber: Local controllability for linear control systems
on Lie groups. J. Dynam. Control Systems 11 (2005), No. 3, 353-373.

P. Jouan: Finite Time and Exact time Controllability on Compact Manifolds.
arXiv:1004.5224 [math.OC] (2010)

P. Jouan: Equivalence of Control Systems with Linear Systems On Lie Groups
and Homogeneous Spaces. ESAIM: Control Optim. Calc. Var. 16 (2010),
956-973.

P. Jouan: Controllability of Linear Systems on Lie Groups. J. Dynam. Control
Systems, Vol. 17, No. 4, (2011), 591-616.

P. Jouan: Invariant measures and controllability of finite systems on compact
manifolds. ESAIM: COCV Volume 18, Number 3, July-September 2012, 643-
655.

V. Jurdjevic: Geometric Control Theory. Cambridge University Press, 1997.

V. Jurdjevic and H. J. Sussmann: Control systems on Lie groups. J. Differ. Eq.
12 (1972), 313-329.

L. Markus: Controllability of multitrajectories on Lie groups. Dynamical sys-
tems and turbulence, Warwick (1980), Lect. Notes Math. 898, Springer, Berlin-
New York (1981) 250-265.

74



[12]

[16]

[17]

[18]

B. O’Neil: Semi-Riemannian Geometry With Applications to Relativity. Aca-
demic Press, 1983.

L. San Martin: Grupos de Lie. Editora Unicamp, 2017.
L. San Martin: Algebras de Lie. Editora Unicamp, 2010.

L. San Martin and V. Ayala: Controllability properties of a class of control
systems on Lie groups. Nonlinear control in 2000, 1 (Paris), pp.83-92; Lect.
Notes Control Inform. Sci. 258, Springer-Verlag, London (2001).

L. San Martin and P. Tonelli: Semigroup actions on homogeneous spaces. Semi-
group Forum 50 (1995), 59-88. 19. E. D. Sontag. Mathematical control theory.
Springer-Verlag, New-York

J. Stillwell: Naive Lie Theory. Springer, 2008.

H. J. Sussman: Orbits of families of vector fields and integrability of distributi-
ons. Trans. Amer. Math. Soc. 180 (1973), 171-188.

75



