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Orientador:
Prof. Dr. Martino Garonzi

Braśılia
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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo de fatores principais e coroas de grupos finitos.
Para fatores principais abelianos apresentamos a definição de coroa de um fator principal
de um grupo solúvel dada por Gaschütz no artigo Praefrattinigruppen [7] e estudamos
o número de complementos de um fator principal de uma série principal de um grupo
solúvel. Para fatores principais não abelianos apresentamos os conceitos de G-grupos G-
equivalentes, fatores principais G-relacionados e apresentamos a definição de coroa dada
por Lafuente no artigo Nonabelian crowns and schunck classes of finite groups [11]. Tam-
bém apresentamos a generalização do conceito de coroa dada por Jiménez-Seral e por
Lafuente no artigo On Complemented Nonabelian Chief Factors of a Finite Group [10],
e mostramos que essa definição é equivalente as duas definições anteriores, englobando
assim os casos abeliano e não abeliano. Além disso estudamos grupos primitivos que são
úteis para definir fatores principais G-relacionados e por consequência para entender a
noção de G-equivalência.

Palavras-chave: Fatores principais, Coroa, Grupos primitivos.



Abstract

This work presents a study of chief factors and crowns of finite groups. For abelian
chief factors we present the definition of crown of a chief factor of a soluble group given by
Gaschütz in the article Praefrattinigruppen [7] and we study the number of complemented
chief factors in a chief series of a finite soluble group. For non-abelian chief factors we
present the concepts of G-equivalent G-groups, G-related chief factors and we present the
definition of crown given by Lafuente in the article Nonabelian crowns and schunck classes
of finite groups [11]. We also present the generalization of the concept of crown given by
Jiménez-Seral and Lafuente in the article On Complemented Nonabelian Chief Factors of
a Finite Group [10], and we show that this definition is equivalent to the previous two
definitions, thus encompassing the abelian and non-abelian cases. In addition we study
primitive groups which are useful for defining G-related chief factors and therefore for
understanding the notion of G-equivalence.

Keywords: Chief factors, Crown, Primitive groups.
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Introdução

Seja {1} 6= N um subgrupo normal de um grupo G. Dizemos que N é um subgrupo
normal minimal de G se dado L ≤ N com LEG então L = {1} ou L = N . Sejam agora
H,K E G com K ≤ H. Dizemos que H/K é um fator principal de G se H/K é um
subgrupo normal minimal de G/K. Um fator principal H/K é complementado se existe
um subgrupo M de G tal que HM = G e H ∩M = K. Observe que se trata de uma
propriedade reticular, ou seja, podemos ver se um fator é complementado apenas olhando
o reticulado dos subgrupos de G.

Uma série
{1} = U0 < U1 < . . . < Ur = G

de subgrupos Ui EG é dita uma série principal se Ui/Ui−1 é um fator principal de G para
i = 1, 2, . . . , r. Este trabalho tem como motivação as perguntas

Pergunta 1: O número de fatores principais complementados de duas séries princi-
pais de um grupo finito G é o mesmo?

Pergunta 2: Qual o número de complementos de um fator principal de um grupo
finito G e esse número (a menos de permutação dos fatores) se altera ao passar de uma
série para outra?

Como veremos, a resposta para a pergunta 1 é sim no caso solúvel mas é não em geral.
Também encontraremos uma resposta para a pergunta 2 no caso em que G é um grupo
solúvel.

O subgrupo de Frattini Φ(G) de G é definido como {1} quando G = {1} e como

Φ(G) =
∩

{M :M é maximal em G},

quando G 6= {1}. O Frattini de um grupo finito é sempre um grupo nilpotente. Um
fator principal H/K de G é dito Frattini se H/K ≤ Φ(G/K). Veremos que se um fator
principal H/K de G for abeliano então ou H/K é complementado ou H/K é Frattini, e
no caso em que H/K é complementado, H/K é complementado por um subgrupo ma-
ximal de G. Por outro lado veremos que um fator principal não abeliano é sempre não
Frattini. No apêndice deste trabalho daremos um exemplo de fator principal não abeliano
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não complementado.

Dados dois grupos A e G, o grupo A é dito um G-grupo se é dado um homomorfismo

γ : G −→Aut(A)

g 7−→θ(g) : A −→ A

a 7−→ ag.

que determina uma ação de G sobre A. O centralizador de A em G é dado por

CG(A) = {g ∈ G : ag = a, ∀a ∈ A} = Ker(θ).

Dois G-grupos A e B são ditos G-isomorfos se existe um isomorfismo ϕ : A → B tal
que (ag)φ = (aφ)g, para quaisquer a ∈ A, g ∈ G. Neste caso dizemos que ϕ é um G-
isomorfismo e denotamos A ∼=G B. Veremos que se dois G-grupos A e B são G-isomorfos
então CG(A) = CG(B).

Se H/K é um fator principal de G, o grupo G age por conjugação em H/K da seguinte
forma: dado h ∈ H e g ∈ G, temos (hK)g = hgK. Essa ação de G em H/K define um
homomorfismo de grupos

θ : G→ Aut(H/K)

de forma que H/K é um G-grupo. Neste sentido temos uma primeira resposta para a
pergunta 1:

Teorema 3.7: ([4], Caṕıtulo A, Teorema 9.13) Sejam H1 e H2 duas séries princi-
pais de um grupo finito G. Então existe uma bijeção entre os fatores principais de H1 e
os fatores principais de H2 tal que fatores correspondentes são G-isomorfos e os fatores
principais Frattini de H1 correspondem aos fatores principais Frattini de H2.

Apesar do Teorema acima, veremos que G-isomorfismo não preserva o fato do fator
principal ser complementado.

O conceito de coroa de um grupo solúvel foi introduzido por W. Gaschütz em [7].
Considerando um fator principal H/K complementado de um grupo solúvel finito como
um G-módulo irredut́ıvel A, Gaschütz definiu a A-coroa de G por C/R, onde C = CG(A)
o centralizador de A em G e

R = R(A) =
∩

{T EG : T < C,C/T ∼=G A,C/T é complementado}.

ConsiderandoA como umG-módulo irredut́ıvel e F = EndG(A) o anel deG-endomorfismos
de A, pelo Lema de Schur, se 0 6= f ∈ F então f é isomorfismo. Desta forma F é um anel
de divisão e pelo Teorema de Wedderburn segue que F é um corpo. Assim A é um espaço
vetorial sobre F com respeito a fa = f(a), para quaisquer f ∈ F e a ∈ A. Com isso
Gaschütz obteve a seguinte fórmula que responde à primeira parte da pergunta 2 para um
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grupo finito solúvel G:

Proposição 3.15: ([6], Proposição 3) Sejam G um grupo solúvel finito, H/K um
fator principal de G complementado e G-isomorfo a A e C/R a coroa definida por A. O
número de complementos de H/K em G/K é

|A|t |EndG(A)|m−1 ,

onde t = 0 se H/K é central, t = 1 se H/K não é central e m é o número de fatores
G-isomorfos a A entre C e KR de uma série principal de G que passa por C e KR.

Neste caminho Barnes obteve uma resposta para a segunda parte da pergunta 2

Teorema 3.16: ([2], Teorema 1) Considere duas séries principais de um grupo solú-
vel finito G. Então existe uma correspondência biuńıvoca entre os fatores das duas séries,
tais que os fatores correspondentes são G-isomorfos e possuem o mesmo número de com-
plementos.

Agora introduziremos grupos primitivos que aparecerão no estudo de fatores principais
não abelianos. Definimos o core normal de um subgrupo H de G por

HG =
∩
g∈G

Hg =
∩
g∈G

g−1Hg.

Um grupo G é dito primitivo se existe um subgrupo maximal M de G com MG = {1}.
Sejam L,N ≤ G. Se G = LN dizemos que L é um suplemento para N em G. Se
G = LN e L ∩N = {1} dizemos que L é um complemento para N em G. O socle de um
grupo G, denotado por Soc(G), é o subgrupo gerado pelos subgrupos normais minimais
de G. R. Baer classificou os grupos primitivos em termo de seu socle da seguinte maneira:

Teorema 2.11: (Baer) Sejam G um grupo primitivo e M é um subgrupo maximal de
G com MG = {1}. Então vale exatamente uma das condições abaixo

(a) Soc(G) = S onde S é um subgrupo normal minimal abeliano auto-centralizado de G
que é complementado por M;

(b) Soc(G) = S onde S é um subgrupo normal minimal não abeliano de G que é suple-
mentado por M;

(c) Soc(G) = A×B onde A e B são os dois únicos subgrupos normais minimais de G. A
e B são não abelianos e ambos são complementados por M. Além disso A = CG(B),
B = CG(A) e A, B e AB∩M são isomorfos como grupos, mas não são G-isomorfos.

Veremos exemplos de cada tipo de grupo primitivo. Para grupos primitivos do tipo 1
veremos como exemplo o grupo afim de um grupo abeliano elementar, este caso abrange
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os grupos simétricos S3 e S4, os grupos da forma CpoCp−1 e consequentemente os diedrais
D2n com n primo. Para os grupos primitivos do tipo 2 veremos como exemplo os grupos
simples não abelianos S, Aut(L) onde L é uma potência de um grupo simples não abeliano
S, qualquer grupo G tal que L ≤ G ≤ Aut(L) com L normal minimal em G e o produto
entrelaçado de grupos simétricos Sn o Sm para n ≥ 5. Para grupos primitivos do tipo 3
veremos o grupo S×S, onde S é um grupo simples não abeliano e mais em geral o grupo

δ2(X) = {(x1, x2) : x1L = x2L},

onde X é um grupo primitivo do tipo 2 com socle L. Observe que δ2(S) = S × S.
Generalizando temos os grupos

δn(X) = {(x1, x2, . . . , xn) : x1L = x2L = . . . = xnL},

onde X é um grupo primitivo do tipo 2 com socle L. Note que δn(X) não é um grupo
primitivo para n ≥ 3 por possuir n subgrupos normais minimais da forma

Ni = {1} × . . .× {1} × L× {1} × . . .× {1},

onde L aparece na i-ésima coordenada, i = 1, . . . , n.

Dois fatores principais são ditos G-relacionados se eles são G-isomorfos ou se existe um
quociente primitivo do tipo 3 de G onde cada subgrupo normal minimal do quociente é
G-isomorfo, respectivamente, a um dos fatores principais. Note que os subgrupos normais
minimais de G = δn(X) são G-relacionados. De fato,

δn(X)/{1} × {1} × L× . . .× L ∼= δ2(X),

os subgrupos normais minimais de δ2(X), L × {1} e {1} × L, são G-isomorfos, respecti-
vamente a N1 e a N2 e desta forma N1 e N2 são G-relacionados. Repetindo o processo
obtemos que Ni e Nj são G-relacionados para todo 1 ≤ i, j ≤ n. Por outro lado os fatores
Ni não são G-isomorfos porque os seus centralizadores são dois a dois distintos.

Em [11] Lafuente definiu a coroa de um fator principal não abeliano H/K de um grupo
finito G. Sejam C = CG(H/K), R = HC e

E = {C} ∪ {MG |M <max G,MH1 = G,K1 ≤ H1 ∩M,H/K ∼=G H1/K1}.

Provaremos que

E = {C} ∪ {E EG | G/E é primitivo do tipo 3, C/E Emin G/E},

e definimos a H/K-coroa de G como sendo R/S onde S = ∩E. Neste sentido provaremos
os seguintes resultados para fatores principais não abelianos de um grupo finito:
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Proposição 4.17: ([11], Proposição 2.5) Sejam G um grupo finito, H/K um fator
principal não abeliano de G e R/S a H/K-coroa de G. Então R/S = Soc(G/S).

Corolário 4.21: ([11], Corolário 2.8) Dois fatores principais de G definem a mesma
coroa se, e somente se, são G-relacionados.

Em [10], P. Jiménez-Seral e J. Lafuente introduzem o conceito deG-gruposG-equivalentes.
Dois G-grupos A e B são G-equivalentes se existem um isomorfismo ϕ : A → B e um
isomorfismo φ : GA→ GB tal que o diagrama abaixo comuta

1 // A //

φ

��

GA //

ϕ
��

G

1G
��

// 1

1 // B // GB // G // 1

Onde GA e GB indicam os produtos semidiretos com a ação dada de G sobre, respec-
tivamente, A e B. Denotaremos por A ∼G B quando A e B forem G-equivalentes. É
fácil mostrar que ∼G é uma relação de equivalência. Veremos que se dois G-grupos são
G-isomorfos então eles são G-equivalentes. Por outro lado veremos um exemplo de dois
G-grupos G-equivalentes que não são G-isomorfos. Se A é um G grupo definimos

IG(A) = {g ∈ G : g induz um automorfismo interno em A}.

Iremos mostrar que se A ∼G B então IG(A) = IG(B). Neste sentido provaremos o se-
guinte resultado, onde CF(G) é o conjunto dos fatores principais de G

Proposição 4.10: ([10], Proposição 1.4) Sejam F1, F2 dois fatores principais de um
grupo finito G. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

1. F1 ∼G F2.

2. F1 e F2 são G-relacionados.

3. Ou F1
∼=G F2 ou existe Ei ∈ CF(G) tal que Fi

∼=G Ei, i = 1, 2, e E1 e E2 possuem
um complemento em comum em G que é um subgrupo maximal em G.

4. Ou F1
∼=G F2 ou existe Ei ∈ CF(G) tal que Fi

∼=G Ei, i = 1, 2, e E1 e E2 possuem
um complemento em comum em G.

Com isso dois fatores principais sãoG-equivalentes se, e somente se, sãoG-relacionados.

Seja H/K um fator principal de um grupo finito G. Provaremos que I = IG(H/K) =
HCG(H/K). Com isso em [10], P. Jiménez-Seral e J. Lafuente generalizam o conceito de
coroa definindo

D = DG(H/K) =
∩

{T EG : T ≤ I, I/T ∼G H/K, I/T * Φ(G/T )},
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e a H/K-coroa de G como sendo o quociente I/D. Esta generalização do conceito de
coroa abrange os casos de fatores principais de um grupo solúvel e de fatores principais
não abelianos.

Se A = H/K é um fator principal não abeliano de G e I/D = Soc(G/D) é a coroa
de A veremos que cada fator da coroa é G-equivalente a A. Com isso a ideia da coroa
de um fator principal A é juntar todos os fatores G-equivalentes a A no socle de um
oportuno quociente de G, e isso permite ter um controle sobre a classe de equivalência de
A. Denotamos por δG(A) o número de fatores da coroa. Desta forma I/D é um produto
direto de δG(A) subgrupos normais minimais G-equivalentes a A. Se δG(A) = 1 veremos
que o fator principal A pode ser ou não complementado.

Um fator principal de G é dito m-complementado se é complementado por um sub-
grupo maximal de G. Neste sentido finalizaremos nosso trabalho mostrando que fixado
A um fator principal não abeliano de um grupo finito G, se δG(A) > 1 então todos os
subgrupo normais minimais de G/S são m-complementados, onde S = DG(A).

Pensando na pergunta 1, o próximo passo de nossos estudos seria mostrar que da-
das duas séries principais de um grupo finito G, o número de fatores principais m-
complementados é o mesmo para as duas séries. Esse resultado, provado por J. Lafuente,
é o item (iii) do Teorema 2.1 de Maximal subgroups and the Jordan-Hölder Theorem [12].



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Ação de grupos

Antes de definirmos grupos primitivos vamos apresentar alguns conceitos básicos de
ações de grupos. Seja G um grupo. Dizemos que G age a direita no conjunto X se é dada
uma função X ×G→ X, (x, g) 7→ xg com as seguintes propriedades:

(i) x1 = x, para todo x ∈ X;

(ii) (xg)h = x(gh), para todos x ∈ X e para todo g, h ∈ G.

Da mesma forma pode-se definir G agindo no conjunto X à esquerda. Aqui iremos con-
siderar todas as ações à direita. Dado x ∈ X defina por

Gx = Stab(x) = {g ∈ G : xg = x} ≤ G

o estabilizador de x e
OG(x) = {xg : g ∈ G} ⊆ X

a G-órbita de x. A ação é dita ser transitiva se existe x ∈ X tal que OG(x) = X, isto é,
se existe apenas uma G-órbita.

Proposição 1.1 (Prinćıpio da contagem) Se G age sobre X e x ∈ X então

[G : Gx] = |OG(x)| .

Em particular, se a ação for transitiva então OG(x) = X e então |X| = [G : Gx].

Demonstração: Queremos construir uma bijeção entre o conjunto

(G : Gx) = {Gxg : g ∈ G}

das classes laterais à direita de Gx em G e o conjunto OG(x). Defina

f : (G : Gx) → OG(x),



1.1 Ação de grupos 8

dada por Gxg 7→ xg. Vamos mostrar que f é bem definida. Se Gxg = Gxh então
gh−1 ∈ Gx, assim xgh−1 = x. Então xg = xh, desta forma f(Gxg) = f(Gxh) e f é bem
definida. Além disso f é injetiva, pois se xg = xh, então gh−1 ∈ Gx, logo Gxg = Gxh,
e f é sobrejetiva, pois se xg ∈ OG(x), então xg = f(Oxg). Desta forma f é uma bijeção.

Se a ação for transitiva, temos OG(x) = X e a bijeção constrúıda na proposição acima
determina uma equivalência entre a ação de G sobreX e a sua ação no conjunto das classes
laterais à direita de Gx por multiplicação à direita. De fato, vimos que f : (G : Gx) → X
dada por f(Gxg) = xg é bem definida e bijetiva. Assim f−1 : X → (G : Gx) dada por
f−1(xg) = Gxg é tal que

f−1((xg)h) = f−1(x(gh)) = Gx(gh) = (Gxg)h = (f−1(xg))h,

para todo h ∈ G.

Uma ação de G sobre X pode ser vista como um homomorfismo

γ : G −→Sym(X)

g 7−→ γg : X −→ X

x 7−→ xg−1.

De fato, se G age sobre X a função γg : X → X é bijetiva, sendo γg−1 sua inversa,
já que γgγg−1x = γg(xg) = xgg−1 = x e γg−1γg(x) = γg−1(xg−1) = xg−1g = x. Logo
γg ∈ Sym(X). Além disso γ é um homomorfismo de grupos, pois se x ∈ X e g, h ∈ G,

γgh(x) = x(gh)−1 = x(h−1g−1) = (xh−1)g−1 = γg(xh
−1) = γg(γh(x)),

isto é, γgh = γgγh. Por outro lado, se é dado um homomorfismo

γ : G −→ Sym(X)

g 7−→ γg,

podemos definir uma ação de G em X com a função

X ×G −→ X

(x, g) 7−→ xγg.

Esta função define uma ação pois x(γgγh) = xγgh, já que γ é um homomorfismo.

O núcleo de uma ação de G sobre X é por definição igual ao núcleo do homomorfismo
G→ Sym(X) correspondente. Uma ação é dita fiel se seu núcleo é trivial. Seja γ : G→
Sym(X) o homomorfismo correspondente a uma ação de G sobre X. O núcleo da ação
será então

Ker(γ) = {g ∈ G : γg = idX} = {g ∈ G : γg(x) = x,∀x ∈ X} =

{g ∈ G : xg = x,∀x ∈ X} =
∩
x∈X

Gx.

Logo o núcleo de uma ação é igual à interseção dos estabilizadores.
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Definição 1.2 Seja G um grupo agindo sobre um conjunto X. Um subconjunto B ⊆ X é
dito um bloco de imprimitividade se ∀ g ∈ G temos Bg = B ou Bg ∩B = ∅.

A partir de agora nos referiremos aos blocos de imprimitividade apenas como blocos.
Dado um grupo G agindo sobre um conjunto X, os exemplos triviais de blocos são ∅, X e
qualquer subconjunto com um único elemento {x}, para qualquer x ∈ X. Em particular,
qualquer órbita de G é um bloco. Se B é um bloco, então Bg também é um bloco para
todo g ∈ G, esses blocos são chamados de translados de B e eles formam uma partição
em X, mais ainda |B| = |Bg| para todo g ∈ G e assim |B| divide |X| se |X| é finito.

Exemplo 1.1 Considere σ = (123456), G = 〈σ〉 < S6, X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} e ação de G
sobre X sendo a ação natural.

Temos σ2 = (135)(246), σ3 = (14)(25)(36), σ4 = (153)(264), σ5 = (165432) e σ6 = 1.

Seja B1 = {1, 3, 5}. Vamos calcular B1g, para todo g ∈ G.

B1σ = {2, 4, 6} = B1σ
3 = B1σ

5 e B1σ
2 = {1, 3, 5} = B1σ

4 = B1.

Assim para todo g ∈ G, B1g = B1 ou B1g ∩ B1 = ∅. Logo B1 é um bloco de X. Observe
que B1 e B1σ formam uma partição em X.

Seja agora B2 = {1, 4}. Vamos calcular B2g, para todo g ∈ G.

B2σ = {2, 5} = B2σ
3, B2σ

2 = {3, 6} = B2σ
5 e B2σ

3 = {1, 4} = B2.

Assim para todo g ∈ G, B2g = B2 ou B2g ∩ B2 = ∅. Logo B2 é um bloco de G. Observe
que B2, B2σ e B2σ

2 formam uma partição em X.

Como |X| = 6 e |B| divide |X|, os blocos obtidos acima junto com os blocos triviais
são os únicos blocos de imprimitividade da ação dada.

Proposição 1.3 Sejam G um grupo agindo sobre um conjunto X e x ∈ X. Se a ação é
transitiva, então existe uma bijeção

{ bloco B de X : x ∈ B } → { H ≤ G : Gx ≤ H }

que preserva relação de inclusão.

Demonstração: Dado um bloco B em X tal que x ∈ B, então GB = {g ∈ G : Bg = B}
é um subgrupo de G. De fato, se g, h ∈ GB obtemos B(gh) = (Bg)h = Bh = B e
B = B(gg−1) = (Bg)g−1 = Bg−1, ou seja, gh, g−1 ∈ GB. Seja agora g ∈ Gx, vamos
mostrar que g ∈ GB. Como g ∈ Gx temos xg = x, assim x ∈ B ∩ Bg o que implica
que B ∩ BG 6= ∅. Como B é um bloco temos então que B = Bg e assim g ∈ GB. Logo
Gx ≤ GB.
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Reciprocamente, se H é um subgrupo de G contendo Gx, então o conjunto B = {xh :
h ∈ H} é um bloco de X. De fato, suponha que dado g ∈ G temos Bg ∩ B 6= ∅. Então
existe y ∈ Bg ∩ B de forma que y = xh1 e y = xh2g, com h1, h2 ∈ H. Assim xh1 = xh2g
e então x = xh2gh

−1
1 . Portanto h2gh

−1
1 ∈ Gx ≤ H, ou seja h2gh

−1
1 = h3 ∈ H. Portanto

g ∈ H o que implica que Bg = {(xh)g : h ∈ H} = {x(hg) : h ∈ H} = B, pois hg ∈ H.
Logo Bg = B ou Bg ∩B = ∅. Além disso, como 1 ∈ H temos que x = x1 ∈ B.

Definição 1.4 Seja H um subgrupo de um grupo G. Definimos o core de H em G como

HG =
∩
g∈G

Hg =
∩
g∈G

g−1Hg.

Temos que HG é o maior subgrupo normal de G contido em H.

Definição 1.5 Seja G um grupo agindo transitivamente sobre um conjunto X. Se a ação
não possui blocos além dos triviais, então esta ação é dita primitiva.

Teorema 1.6 Sejam G um grupo, X um conjunto com G agindo transitivamente sobre
X e H = Gx ≤ G o estabilizador de x ∈ X. São equivalentes:

1. A ação de G sobre X é primitiva e fiel;

2. H é um subgrupo maximal de G e o core de H em G é trivial.

Demonstração: 1 ⇒ 2. Suponha que a ação de G sobre X é primitiva e fiel. Como
a ação de G em X é transitiva, essa ação é equivalente a ação de G no conjunto das
classes laterais a direita de Gx em G. Seja agora g ∈ Gx, isto é xg = x. Dado qualquer
l ∈ G, (xl)gl = (xl)l−1gl = (xg)l = xl ∈ X. Desta forma gl ∈ Gxl, isto é, Gl

x ⊆ Gxl.
Por outro lado se g ∈ Gxl então xlg = xl e assim xlgl−1 = x. Então lgl−1 ∈ Gx e logo
g ∈ l−1Gxl = Gl

x. Portanto Gxl ⊆ Gl
x e então Gl

x = Gxl. Assim o core de Gx é tal que

(Gx)G =
∩
l∈G

Gl
x =

∩
x∈X

Gx = 1,

onde na última igualdade usamos que o núcleo da ação é igual a interseção dos estabili-
zadores e que a ação é fiel. Pela Proposição 1.3, se K é um subgrupo de G contendo Gx,
existe um bloco B = {xk : k ∈ K} de X tal que x ∈ B e K = GB = {g ∈ G : Bg = B}.
Como G não possui blocos não triviais, ou B = {x} ou B = X. Se B = {x}, então
Gx = K e se B = X então K = G. Logo o estabilizador Gx é um subgrupo maximal com
core trivial em G.

2 ⇒ 1. Se H é um subgrupo maximal com core trivial em G, então a ação de G no
conjunto das classes laterais à direita de H é fiel e transitiva. Pela maximalidade de H,
essa ação não possui blocos não triviais pela Proposição 1.3.
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1.2 Subgrupos Normais minimais

O objetivo desta seção é mostrar que um subgrupo normal minimal de um grupo finito
é um produto direto de um número finito de cópias de um grupo simples. Esta seção foi
baseada no livro A Course in the Theory of Groups [16].

Definição 1.7 Sejam G um grupo e {1} 6= N ≤ G. N é dito ser um subgrupo normal
minimal de G se N é normal em G e se para qualquer subgrupo normal K de G com
K ≤ N temos K = N ou K = {1}.

Se N é um subgrupo normal minimal de G e α ∈ Aut(G) então Nα é um subgrupo
normal minimal de G. De fato, Nα E G e se K ≤ Nα com K E G, então Kα−1 ≤ N e
Kα−1 E G. Como N é um subgrupo normal minimal, temos Kα−1

= 1 ou Kα−1
= N .

Desta forma K = (Kα−1
)α = 1 ou K = (Kα−1

)α = Nα o que implica que Nα é um
subgrupo normal minimal de G. Além disso, N ∼= Nα, já que α restrita a N possui núcleo
trivial e imagem Nα.

Definição 1.8 Um grupo não trivial G é dito caracteristicamente simples se os únicos
subgrupos caracteŕısticos de G são G e {1}.

Vamos denotar por K Ec G quando K for um subgrupo caracteŕıstico de G. Observe
que K Ec N EG implica K EG.

Proposição 1.9 Sejam G um grupo e N um subgrupo normal minimal de G. Então N é
um grupo caracteristicamente simples.

Demonstração: Seja L um subgrupo caracteŕıstico de N . Então L Ec N E G o que
implica que L E G. Portanto, como L ≤ N e N é um subgrupo normal minimal de G,
obtemos que L = N ou L = {1}. Logo N é um grupo caracteristicamente simples.

Definição 1.10 Seja G um grupo abeliano. Dizemos que G é um (p-)grupo abeliano
elementar se gp = 1, ∀g ∈ G, para algum primo p.

Seja (A,+) um grupo abeliano. Na notação aditiva, A é um grupo abeliano elementar
se pa = 0, ∀a ∈ A.

Proposição 1.11 Seja (A,+) um grupo abeliano. São equivalentes:

1. A é abeliano elementar;

2. Existe um primo p e um espaço vetorial V sobre Z/pZ tal que A ∼= V +, onde
V + = (V,+) é o grupo aditivo de V.
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Demonstração: Seja A um grupo abeliano elementar. Então existe um primo p tal que
pa = 0, ∀a ∈ A. Definimos um espaço vetorial V sobre Z/pZ como se segue. Os elementos
de V são os elementos de A. A soma de dois vetores de V é definida como a soma de dois
elementos de A. Sejam n̄ ∈ Z/pZ e n um inteiro na classe residual n̄. Então ∀a ∈ V o
produto por escalar n̄a é definido como o elemento na ∈ A. Este produto não depende
da escolha de n na classe residual n̄. De fato, se m ≡ n mod p, existe um inteiro s tal que
m = n+ ps. Assim

ma = (n+ ps)a = na+ psa = na,

já que sa ∈ A e pa = 0, ∀a ∈ A. Agora é fácil checar que V é um espaço vetorial sobre
Z/pZ. Desta forma, como grupos,

A ∼= V +.

Reciprocamente, seja V um espaço vetorial sobre Z/pZ. Então V + é um grupo abe-
liano. Mais ainda, como pv = 0 para todo v ∈ V , V + é um grupo abeliano elementar.
Portanto, como A ∼= V +, obtemos que A é abeliano elementar.

Proposição 1.12 Seja (A,+) um grupo abeliano finito, A 6= {0}. Então A é caracteris-
ticamente simples se, e somente se, A é abeliano elementar.

Demonstração: Suponha que A é caracteristicamente simples. Seja p um primo divisor
de |A| e seja

B = {a ∈ A : pa = 0}.

Como A é abeliano, temos B ≤ A. Sejam b ∈ B e α ∈ Aut(A). Então

p(α(b)) = α(b) + . . .+ α(b) = α(pb) = α(0) = 0.

Logo α(b) ∈ B. Desta forma B é um subgrupo caracteŕıstico de A. Pelo Teorema de
Cauchy, existe um elemento a 6= 0 em A com ordem p. Então 0 6= a ∈ B. Desta forma
B 6= {0}. Como A é caracteristicamente simples segue que B = A. Logo A é abeliano
elementar.

Reciprocamente, suponha que A é abeliano elementar. Pela Proposição 1.11, podemos
supor que A = V + = (V,+), onde V é um espaço vetorial sobre Z/pZ para algum primo
p. Como A é finito, V possui dimensão finita. Suponha que W é um subgrupo não-trivial
caracteŕıstico de V + e seja 0 6= w ∈ W . Seja 0 6= v ∈ V +. Então v e w são elementos de
bases de V . Desta forma existe uma transformação linear inverśıvel T : V → V tal que
v = T (w). Então como T ∈ Aut(V +) e W é caracteŕıstico em V +, obtemos que v ∈ W .
Logo W = V +. Portanto V + é caracteristicamente simples.

Proposição 1.13 Sejam G um grupo, N1, . . . , Nn subgrupos normais minimais de G e
N = N1N2 . . . Nn. Então existe um subconjunto {i1, . . . , im} de {1, . . . , n} tal que N =
m∏
j=1

Nij , isto é, é o produto direto de Ni1 , . . . , Nim.
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Demonstração: Seja I o conjunto de todos os subconjuntos não-vazios {i1, . . . , im} de

{1, . . . , n} tal que i1, . . . , im são distintos e Ni1Ni2 . . . Nim =
m∏
j=1

Nij . Trivialmente, {j} ∈ I

para cada j = 1, . . . , n.

Agora escolha {i1, . . . , im} ∈ I com m maior posśıvel e seja L = Ni1 . . . Nim =
m∏
j=1

Nij .

Temos que N e L são subgrupos normais de G e L ≤ N . Se N 6= L, então existe um
inteiro l ∈ {1, . . . , n} tal que Nl � L. Como Nl é normal minimal e L E G segue que
Nl ∩ L = {1}. Desta forma NlLEG e NlL = Nl × L.

Seja im+1 = l. Como Nij ≤ L, para j = 1, . . . ,m, obtemos que im+1 é distinto de
i1, . . . , im e

Ni1 . . . NimNim+1 = LNl = L×Nl =
m+1∏
j=1

Nij .

Então {i1, . . . , im, im+1} ∈ I. Mas isso contradiz a escolha de m. Logo N = L e isso
completa a prova da proposição.

Definição 1.14 Um grupo G é dito ser completamente redut́ıvel se ou G = {1} ou G é
um produto direto de um número finito de grupos simples.

Em particular, todo grupo simples é completamente redut́ıvel.

Lema 1.15 Seja G um grupo finito não trivial. Suponha que G é um grupo completa-

mente redut́ıvel, G =
n∏

j=1

Nj, onde, para cada j = 1, . . . , n, Nj é um subgrupo simples

normal de G. Se Nj é não abeliano, para todo j = 1, . . . , n, então N1, . . . , Nn são os
únicos subgrupos normais minimais de G.

Demonstração: Para cada j = 1, . . . , n, Nj é um subgrupo normal simples de G, logo
Nj é normal minimal em G.

Suponha por contradição que existe um subgrupo L normal minimal de G distinto dos
N1, . . . , Nn. Então, para cada j = 1, . . . , n,

Nj ∩ L = 1,

e, como Nj e L são normais em G, obtemos que [Nj, L] ≤ Nj ∩ L = 1. Portanto, para
cada j = 1, . . . , n, Nj ≤ CG(L). Então

CG(L) ≥ N1N2 . . . Nn = G,

isto é
L ≤ Z(G) = Z(N1)× . . .× Z(Nn) = 1,

uma contradição. Então N1, . . . , Nn são os únicos subgrupos normais minimais de G.
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Teorema 1.16 Seja G um grupo finito não trivial. Então G é caracteristicamente simples
se, e somente se, G é um produto direto de um número finito de cópias de um grupo
simples.

Demonstração: Suponha que G é caracteristicamente simples. Seja N1 um subgrupo
normal minimal de G. Para cada α ∈ Aut(G), Nα

1 é um subgrupo normal minimal de G
e Nα

1
∼= N1. Como G é finito, existe um número finito de subgrupos distintos de G da

forma Nα
1 com α ∈ Aut(G), digamos n deles: N1, . . . , Nn. Seja

N = N1N2 . . . Nn.

Agora seja γ ∈ Aut(G). Para cada j ∈ {1, . . . , n}, Nj = Nα
1 para algum α ∈ Aut(G).

Como αγ ∈ Aut(G), Nγ
j = Nαγ

1 = Nl para algum l ∈ {1, . . . , n}. Mais ainda, se i, j ∈
{1, . . . , n}, com i 6= j, então Nγ

i 6= Nγ
j . Desta forma {Nγ

1 , . . . , N
γ
n} = {N1, . . . , Nn}, e

portanto
Nγ = Nγ

1N
γ
2 . . . N

γ
n = N1N2 . . . Nn = N.

Como Nγ = N para qualquer γ ∈ Aut(G), obtemos que N Ec G. Como 1 < N1 ≤ N e G
é caracteristicamente simples segue que N = G.

Pela Proposição 1.13, segue que G é um produto direto de alguns dos subgrupos
N1, . . . , Nn. Vamos fixar a notação

G =
m∏
j=1

Nj,

onde m ≤ n.

Agora qualquer subgrupo normal de N1 é normal em G. Logo, como N1 é normal mi-
nimal, segue que N1 é simples. Sendo Nj

∼= N1 para cada j = 1, . . . ,m, G é um produto
direto de m cópias isomorfas ao grupo simples N1.

Reciprocamente, suponha que G é um produto direto de m cópias de grupos isomorfos
a N1, onde m é um inteiro positivo e N1 é um grupo simples. Desta forma

G =
m∏
j=1

Nj,

onde para cada j = 1, . . . ,m, Nj
∼= N1.

Se N1 é abeliano, então |N1| = p, para algum primo p. Assim |Nj| = p, para cada
j = 1, . . . ,m, e G é um grupo abeliano elementar de ordem pm. Como visto na Proposição
1.12, G é caracteristicamente simples.
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Se N1 não é abeliano então G é um produto direto de grupos simples não abelianos e
Z(G) = 1. Seja N um subgrupo caracteŕıstico não trivial de G. Então N contém um sub-
grupo normal minimal de G e então, pelo Lema 1.15, N ≥ Ni, para algum i ∈ {1, . . . ,m}.
Sem perda de generalidade, podemos supor que N ≥ N1.

Se m ≥ 2, seja j ∈ {2, . . . ,m}. Existe um isomorfismo

ϕ : N1 → Nj.

Cada elemento de G possui uma expressão única da forma n1n2 . . . nm, com ni ∈ Ni

para cada i = 1, . . . ,m. Então podemos definir uma aplicação α : G→ G dada por

α : n1n2 . . . nj−1njnj+1 . . . nm 7→ nφ−1

j n2 . . . nj−1n
φ
1nj+1 . . . nm

para todo n1 ∈ N1, . . ., nm ∈ Nm. Desta forma, α é um automorfismo de G com

Nα
1 = Nj.

Como N é caracteŕıstico em G, N = Nα ≥ Nα
1 = Nj. Então N ≥ Nj, para todo

j = 1, . . . ,m, e N ≥ N1 . . . Nm = G. Logo N = G, assim os únicos subgrupos caracteŕıs-
ticos de G são G e {1}, ou seja, G é caracteristicamente simples.

Segue do teorema acima que todo grupo finito caracteristicamente simples é completa-
mente redut́ıvel. Por outro lado, sem a hipótese do grupo G ser finito o teorema pode não
ser verdadeiro. Por exemplo, seja F um corpo e considere F+ = (F,+) o grupo aditivo
de F . O grupo abeliano F+ é caracteristicamente simples. De fato, seja

λa : F
+ → F+

dada por λa(x) = ax, com 0 6= a ∈ F e x ∈ F+. Como F é um corpo temos que
λa(x+y) = a(x+y) = ax+ay = λa(x)+λa(y), com x, y ∈ F+ e (λa)

−1 = λa−1 . Portanto
λa ∈ Aut(F+). Além disso λa(x) = ax = xa. Seja então K ≤ F+ com K Ec F . Temos
K = Kλa e portanto λa(k) = ak ∈ K, ∀a ∈ F e ∀k ∈ K. Então λk−1(k) = k−1k = 1 ∈ K.
Portanto λa(1) = a1 = a ∈ K, ∀a ∈ F . Assim F+ ≤ K ≤ F+, ou seja, K = F+. Logo
F+ é caracteristicamente simples.

Considerando F = Q, temos então que (Q,+) é caracteristicamente simples. Por outro
lado (Q,+) não é um produto direto de cópias de um grupo simples. De fato, suponha que
Q é um produto direto de grupos simples isomorfos a um dado grupo simple S. Então S é

um grupo simples abeliano e logo é finito de ordem prima, isto é, (Q,+) ∼=
∏

Z/pZ, onde p
é um número primo. Considere uma projeção f : (Q,+) → Z/pZ =

⟨
1
⟩
. Como f é sobre-

jetiva, existe a ∈ Q tal que f(a) = 1. Temos então que 1 = f(a) = f(ap/p) = pf(a/p) = 0,
absurdo. Desta forma existem grupos infinitos abelianos caracteristicamente simples que
não são produto direto de cópias de um grupo simples.
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Seja então N um subgrupo normal minimal de um grupo finito G. Na Proposição 1.9,
vimos que N é caracteristicamente simples. O Teorema 1.16 mostra que N é um produto
direto de um número finito de cópias de um grupo simples, isto é, N ∼= Sn, com S um
grupo simples. Mais ainda, pela Proposição 1.12, se N é abeliano então N é um grupo
abeliano elementar, isto é, N ∼= Cn

p , com p primo e n um inteiro positivo. No caso em
que G é um grupo solúvel temos S isomorfo a um subgrupo de G implicando então que
S é solúvel. Então o subgrupo derivado S ′ 6= S e como S é simples, S ′ = {1}. Portanto
S é abeliano e então S ∼= Cp com p primo. Logo um subgrupo normal minimal N de um
grupo solúvel finito G é um grupo abeliano elementar.

1.3 Automorfismos internos e Ω-grupos

Seja G um grupo. Dado g ∈ G, a aplicação

ρg : G −→ G

h 7−→ hg = g−1hg,

para todo h ∈ G é um automorfismo de G. A aplicação ρg é dita um automorfismo interno
induzido por g. Um automorfismo α de G é dito interno se α = ρg para algum g ∈ G. O
conjunto de todos os automorfismos internos de G é denotado por Inn(G).

Dados α ∈ Aut(G) e ρg ∈ Inn(G) temos que

hα
−1ρgα = (g−1hα

−1

g)α = (g−1)αhgα = (gα)−1g(gα) = hρgα ,

para todo h ∈ G. Desta forma α−1ρgα = ρgα ∈ Inn(G), ou seja, Inn(G) E Aut(G). O
quociente Aut(G)/Inn(G) é indicado como Out(G) e chamado de grupo dos automorfis-
mos externos de G.

Considere a aplicação

ρ : G −→ Aut(G)

g 7−→ ρg,

para todo g ∈ G. ρ é um homomorfismo de grupos, pois dados g1, g2 ∈ G, hρg1ρg2 =
(g−11 hg1)

ρg2 = g−12 g−11 hg1g2 = hρg1g2 , para todo h ∈ G, ou seja, ρg1ρg2 = ρg1g2 .

Além disso

Ker(ρ) = {g ∈ G : ρg = 1G} = {g ∈ G : hρg = h,∀h ∈ G} =

{g ∈ G : ghg−1 = h,∀h ∈ G} = {g ∈ G : gh = hg, ∀h ∈ G} = Z(G)

e Im(ρ) = Inn(G). Pelo Teorema do Isomorfismo, G/Z(G) ∼= Inn(G).
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Seja Ω um conjunto. Um grupo G é dito um Ω-grupo se existe, associado para cada
elemento ω ∈ Ω, um endomorfismo de G denotado por

g 7→ gω,

para todo g ∈ G. Um subgrupo H de G é dito Ω-admisśıvel se hω ∈ H para quaisquer
h ∈ H e ω ∈ Ω. Se N é um subgrupo normal Ω-admisśıvel de G, então o grupo quociente
G/N pode ser visto como um Ω-grupo se definirmos

(Ng)ω = Ngω,

para todos g ∈ G e ω ∈ Ω. Se G e H são Ω-grupos, um homomorfismo α : G→ H é dito
um Ω-homomorfismo se

(gω)α = (gα)ω,

para todos g ∈ G e ω ∈ Ω. Além disso, se α é bijetiva então dizemos que α é um Ω-
isomorfismo.

Se Ω = ∅, então todo grupo é um Ω-grupo e todo homomorfismo é um Ω-homomorfismo.
Se Ω = End(G), então G é um Ω-grupo onde os endomorfismos de G operam em G de
maneira natural. Da mesma forma, se Ω = Aut(G), G é um Ω-grupo e os subgrupos
Ω-admisśıveis são os subgrupos caracteŕısticos de G e se Ω = Inn(G), G é um Ω-grupo e
os subgrupos Ω-admisśıveis são os subgrupos normais de G.

1.4 Séries e o Teorema de Jordan-Hölder

Seja G um Ω-grupo. Uma Ω-série em G é uma sequência finita de subgrupos Gi

Ω-admisśıveis, 0 ≤ i ≤ n, tais que

{1} = G0 EG1 E . . .EGn = G.

Os subgrupos G0, G1, . . . , Gn são chamados de termos da série e os grupos quocientes
Gi/Gi−1, i = 1, . . . , n, são os fatores da série.

Considere o conjunto de todos as Ω-séries de um Ω-grupo G. Esse conjunto é não vazio
por conter a série {1}EG. Se S e T são Ω-séries de G, dizemos que S é um refinamento
de T se todo termo de S é também um termo de T . Se existe pelo menos um termo de
S que não é um termo de T , então S é um refinamento próprio de T . Uma Ω-série que
não possui refinamento próprio é dita uma Ω-série de composição.

Um Ω-grupo G é dito Ω-simples se {1} e G são os únicos Ω-subgrupos normais de G.
Pode-se provar que uma Ω-série é uma Ω-série de composição se, e somente se, todos os
seus fatores são Ω-simples.

Duas Ω-séries S e T de um Ω-grupo G são ditas Ω-isomorfas se existe uma bijeção entre
o conjunto dos fatores de S e o conjunto dos fatores de T tal que os fatores correspondentes
são Ω-isomorfos.
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Lema 1.17 (Lei Modular de Dedekind) Seja G um grupo e sejam A, B e C subgru-
pos de G tais que B ≤ A. Então

A ∩BC = B(A ∩ C)

(Aqui não estamos assumindo que BC e B(A ∩ C) são subgrupos de G).

Demonstração: Como B ≤ A e A∩C ≤ A,C temos que B(A∩C) ⊆ A e B(A∩C) ⊆ BC,
desta forma B(A ∩ C) ⊆ A ∩ BC. Seja agora a ∈ A ∩ BC. Então a ∈ A e a = bc para
algum b ∈ B e c ∈ C. Assim c = b−1a ∈ A ∩ C pois B ≤ A. Então a = bc ∈ B(A ∩ C).
Logo A ∩BC ⊆ B(A ∩ C). Portanto A ∩BC = B(A ∩ C).

Teorema 1.18 (Teorema de Jordan-Hölder, [14], 3.1.4) Seja G um Ω-grupo e se-
jam

1 = U0 E U1 E . . .E Ur = G

1 = V0 E V1 E . . .E Vs = G

duas Ω-séries de composição de G. Então r = s, e existe uma permutação π ∈ Sym(r)
tal que para cada i = 1, . . . , r, o fator Ui/Ui−1 é Ω-isomorfo a Vπ(i)/Vπ(i)−1.

Tomando Ω = Inn(G), os subgrupos Ω-admisśıveis de G são os subgrupo normais
de G e os subgrupos Ω-simples de G são os subgrupos normais minimais de G. Então a
Ω-série de composição

1 = U0 E U1 E . . .E Ur = G

de G é tal que Ui/Ui−1 é um subgrupo normal minimal de G/Ui−1, para cada i = 1, . . . , r.
A Ω-série de composição acima é dita uma série principal de G.

1.5 Subgrupos de Fitting e Frattini

Definição 1.19 Sejam G um grupo finito e p um primo dividindo |G|. Defina

Op(G) =
∩

{P : P ∈ Sylp(G)},

onde Sylp(G) é o conjunto dos p-subgrupos de Sylow de G.

Pode-se mostrar que Op(G) é um subgrupo caracteŕıstico de G e que Op(G) é o maior
p-subgrupo normal de G. Se p é um número primo, denotamos por p′ o conjunto dos
números primos diferentes de p.

Definição 1.20 Sejam σ, π dois conjuntos de primos e G um grupo finito. O subgrupo
caracteŕıstico Oπ(G) de G é definido como

Oπ(G) = 〈N : N EG e N é um π-grupo〉 .

O subgrupo Oπ,σ(G) é definido como

Oπ,σ(G)/Oπ(G) = Oσ(G/Oπ(G)).
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Definição 1.21 Seja G um grupo. O subgrupo gerado por todos os subgrupos normais
nilpotentes de G é chamado de subgrupo de Fitting de G e será denotado por F (G).

Teorema 1.22 (Fitting, [16], Teorema 7.63) Sejam G um grupo e H,K dois subgru-
pos normais nilpotentes de G. Então HK é um subgrupo normal nilpotente de G.

Pelo Teorema de Fitting, se G é um grupo finito, então F (G) é o maior subgrupo
normal nilpotente de G.

Lema 1.23 Seja G um grupo finito. Se N é um subgrupo normal minimal de G então
F (G) ≤ CG(N). Mais ainda, se N é abeliano então N ≤ Z(F (G)).

Demonstração: Temos que o subgrupo derivado N ′ ≤ N e N ′ E G. Como N é normal
minimal em G obtemos que N ′ = {1} ou N ′ = N .

Caso 1: N ′ = {1}. Neste caso, N é abeliano e assim N ≤ F (G). Desta forma
[F (G), N ] ≤ F (G) ∩ N = N . Temos que [F (G), N ] E G. Como N é normal minimal
em G, temos que [F (G), N ] = {1} ou [F (G), N ] = N . Considere a série central inferior
γi(F (G)), i ≥ 1, e suponha que [F (G), N ] = N ≤ [F (G), F (G)] = γ2(F (G)). Temos que
[F (G), [F (G), N ]] = [F (G), N ] = N ≤ [F (G), [F (G), F (G)]] = γ3(F (G)). Como F (G) é
nilpotente, existe c ∈ N tal que γc+1(F (G)) = {1}. Prosseguindo obtemos que

[F (G), [F (G), . . . , [F (G), N ] . . .]] = N ≤ γc+1(F (G)) = {1},

contradição. Assim [F (G), N ] = {1}, o que implica que F (G) ≤ CG(N) e como N ≤
F (G), temos que N ≤ Z(F (G)).

Caso 2: N ′ = N . Neste caso N não pode ser nilpotente, pois não existe c ∈ N tal
que γc+1(N) = 1. Desta forma, N * F (G). Como N ∩ F (G) E G e N ∩ F (G) ≤ N ,
obtemos que N ∩F (G) = {1} ou N ∩F (G) = N . Se N ∩F (G) = N , obtemos N ⊆ F (G),
contradição. Logo N ∩ F (G) = {1}. Assim [N,F (G)] ≤ N ∩ F (G) = {1}, o que implica
que F (G) ≤ CG(N).

Definição 1.24 Seja G um grupo finito. O subgrupo de Frattini Φ(G) de G é definido
como {1} quando G = {1} e como

Φ(G) =
∩

{M :M é maximal em G},

quando G 6= {1}.

Temos que Φ(G) é um subgrupo caracteŕıstico de G.

Definição 1.25 Sejam G um grupo e M,N ≤ G. Se G = MN , dizemos que M é um
suplemento para N em G. Se G =MN eM∩N = {1}, dizemos queM é um complemento
para N em G.
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Teorema 1.26 Seja G um grupo finito.

(a) ([14], 5.2.12) Seja S ⊆ G. Então G = 〈S〉 se, e somente se, G = 〈S,Φ(G)〉;

(b) ([16], 11.4) Seja N E G. Então N possui um suplemento distinto de G em G se, e
somente se, N não é subgrupo de Φ(G);

(c) ([14], 5.2.13 (ii) e (iii)) Se N E G, então Φ(N) ≤ Φ(G) e Φ(G)N/N ≤ Φ(G/N).
Mais ainda, se N ≤ Φ(G) então Φ(G/N) = Φ(G)/N .

Teorema 1.27 Seja G um grupo finito.

(a) ([8], III, 3.6) Φ(G) é nilpotente, em particular Φ(G) ≤ F (G);

(b) ([8], III, 4.2) Se N EG e N ≤ Φ(G) então F (G/N) = F (G)/N .

Proposição 1.28 Seja G um grupo finito. Se G é solúvel, então Φ(G) 6= F (G).

Demonstração: G possui um subgrupo normal minimal. Como G é solúvel, esse sub-
grupo normal minimal é abeliano elementar, e desta forma ele está contido no subgrupo de
Fitting de G, ou seja, F (G) 6= {1}. Agora, como Φ(G)EG e G é solúvel, temos G/Φ(G)
solúvel. Assim F (G/Φ(G)) 6= Φ(G)/Φ(G). Por outro lado, pelo Item (b) do Teorema
1.27, temos F (G/Φ(G)) = F (G)/Φ(G). Logo F (G) 6= Φ(G).

1.6 Anéis e módulos

Incluiremos nesta seção alguns fatos básicos sobre anéis e módulos que usaremos no
Caṕıtulo 3.

Definição 1.29 Seja R um anel com unidade. Um R-módulo M é dito simples, ou irre-
dut́ıvel, se os únicos submódulos de M são {0} e M.

Definição 1.30 Seja R um anel com unidade. Um R-módulo M é dito semissimples, ou
completamente redut́ıvel, se é uma soma direta de módulos simples.

Definição 1.31 Sejam R um anel com unidade, M um R-módulo e N ⊆ M um sub-
módulo de M . Dizemos que L é um complemento para N em M se M = N + L e
N ∩ L = {0}.

O próximo lema é um resultado conhecido da Teoria de Módulos.

Lema 1.32 Seja M um R-módulo. Então M é semissimples se, e somente se, todo sub-
módulo de M possui complemento em M.

Proposição 1.33 Seja M um R-módulo. Se M é semissimples, então todo submódulo de
M é semissimples e todo quociente de M é semissimples.
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Demonstração: Seja L ⊆ M um submódulo de M . Vamos mostrar que todo sub-
módulo de L admite complemento em L. Se K ⊆ L ⊆ M então K tem comple-
mento C em M , isto é M = C + K e C ∩ K = {0}. Assim pela lei de Dedekind
(L ∩ C) +K = L ∩ (C +K) = L ∩M = L e K ∩ (L ∩ C) = K ∩ C = {0}, isto é L ∩ C é
um complemento de K em L. Logo L é semissimples.

Seja agora N ≤ M . Como N é submódulo de M , N possui um complemento H em
M . Desta forma M/N ∼= H. Como H é semissimples, M/N é semissimples.

Lema 1.34 (Schur) Se f : A→ B é um morfismo de módulos simples e f 6= 0, então f
é isomorfismo.

Demonstração: Como Ker(f) ⊆ A e A é simples então Ker(f) = A ou Ker(f) = {0}.
Como f 6= 0, temos Ker(f) 6= A. Assim Ker(f) = {0}. Como Im(f) ⊆ B e B é simples,
então Im(f) = B ou Im(f) = {0}. Como f 6= 0, temos Im(f) = B. Logo f é isomorfismo.

Seja (A,+, ·) um anel com unidade 1. Dizemos que A é um anel de divisão quando
para todo a ∈ A\{0} existe a−1 ∈ A\{0} tal que a · a−1 = a−1 · a = 1.

Teorema 1.35 (Wedderburn, [9] página 453) Um anel de divisão finito é um corpo.

Definição 1.36 Seja K um corpo e A um anel unitário. A é uma K-álgebra se existe um
homomorfismo de anéis

ϕ : K → A

tal que ϕ(K) ⊆ Z(A). Com isso A tem uma estrutura de espaço vetorial sobre K onde a
multiplicação por escalar é dada por

λv = ϕ(λ)v,

para λ ∈ K e v ∈ A.

Definição 1.37 (Álgebra de grupo) Seja G um grupo finito (com notação multiplica-
tiva) e K um corpo. A álgebra de grupo KG consiste do conjunto de todas as combinações

lineares formais
∑
g∈G

mgg, com escalares mg ∈ K. O conjunto KG é então visto como um

espaço vetorial sobre K com base {g : g ∈ G}, e multiplicação definida estendendo a
multiplicação em G da forma(∑

g∈G

mgg

)(∑
h∈G

nhh

)
=
∑
g,h∈G

mgnhgh,

com mg, nh ∈ K e g, h ∈ G.

Temos que KG é um anel com unidade que contém K no seu centro. Mais ainda, KG
é uma K-álgebra.



Caṕıtulo 2

G-grupos e Grupos primitivos

2.1 G-grupos e G-isomorfismos

Dados dois grupos A e G, o grupo A é dito um G-grupo se é dado um homomorfismo

γ : G −→Aut(A)

g 7−→θ(g) : A −→ A

a 7−→ ag.

para quaisquer g ∈ G e a ∈ A.

O centralizador de A em G é dado por

CG(A) = {g ∈ G : ag = a, ∀a ∈ A} = Ker(θ).

Observe que se N E G então N é um G-grupo com θ sendo a ação de conjugação de G
em N .

Dois G-grupos A e B são ditos G-isomorfos, denotado por A ∼=G B, se existe um
isomorfismo ϕ : A → B tal que (ag)φ = (aφ)g, para quaisquer a ∈ A, g ∈ G. Neste caso
dizemos que ϕ é um G-isomorfismo.

Note que se ϕ : A → B é um G-isomorfismo, então ϕ−1 : B → A também é um
G-isomorfismo. De fato, sejam a ∈ A, b ∈ B tais que aφ = b. Então

(bg)φ
−1

= ((aφ)g)φ
−1

= ((ag)φ)φ
−1

= ag = (bφ
−1

)g.

Lema 2.1 Sejam A e B dois G-grupos. Se A ∼=G B então CG(A) = CG(B).

Demonstração: Suponha que A ∼=G B, onde ϕ : A→ B é o G-isomorfismo.
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Seja g ∈ CG(A), isto é, ag = a, para todo a ∈ A. Temos então que (aφ)g = (ag)φ = aφ,
para todo a ∈ A. Como ϕ é um isomorfismo, obtemos que g ∈ CG(B), isto é, CG(A) ⊆
CG(B).

Seja agora g ∈ CG(B), isto é, bg = b, para todo b ∈ B. Temos então que (bφ
−1
)g =

(bg)φ
−1

= bφ
−1
, para todo b ∈ B. Como ϕ−1 é um isomorfismo, obtemos que g ∈ CG(A),

isto é, CG(B) ⊆ CG(A).

Pelo lema acima, obtemos que se A e B são dois G-grupos com CG(A) 6= CG(B), então
A e B não são G-isomorfos.

Sejam A um G-grupo e H ≤ A. Dizemos que H é um G-subgrupo se hg ∈ H para
todos h ∈ H e g ∈ G. A é dito um G-grupo simples se os únicos G-subgrupos de A são
{1} e A.

Proposição 2.2 Sejam A e B dois G-grupos. Se A é um G-grupo simples e A ∼=G B,
então B também é um G-grupo simples.

Demonstração: Seja ϕ : B → A um G-isomorfismo. Seja N um G-subgrupo de B e
ϕ(N) = L ≤ A. Dados g ∈ G e l ∈ L, existe n ∈ N com l = nφ e além disso, como N é
um G-subgrupo, ng ∈ N . Então

lg = (nφ)g = (ng)φ ∈ L,

assim L é um G-subgrupo. Como A é um G-grupo simples, temos que L = {1} ou L = A.
Se L = {1}, então ϕ(N) = {1} o que implica N = {1}. Se L = A, então ϕ(N) = A o que
implica N = B. Logo B é um G-grupo simples.

Pela proposição acima obtemos que se dois subgrupos normais A,B de um grupo G
são tais que A é um subgrupo normal minimal de G e A ∼=G B então B também é um
subgrupo normal minimal de G.

Lema 2.3 Sejam G um grupo e A,N EG. Então AN/N ∼=G A/A ∩N .

Demonstração: Considere ϕ a composição A � AN � AN/N . Sejam a ∈ A e g ∈ G.
Como AEG por um lado (ag)φ = (ag)N , e por outro lado (aφ)g = (aN)g = agN . Desta
forma (ag)φ = (aφ)g. Como Ker(ϕ) = A ∩N , obtemos então que A/A ∩N ∼=G AN/N .

Lema 2.4 Seja G um grupo, A ≤ G e N E G. Se N ≤ A então CG/N(A/N) =
CG(A/N)/N .

Demonstração: A demonstração é imediata.
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2.2 Grupos primitivos

Definimos grupos primitivos da seguinte maneira:

Definição 2.5 Um grupo G é dito primitivo se possui um subgrupo maximal M tal que
MG = {1}, onde MG é o core normal de M em G.

Com isso, o Teorema 1.6 nos diz que um grupo G é primitivo se, e somente se, G
admite uma ação primitiva e fiel.

Lema 2.6 Sejam G um grupo e N EG. Se N ≤ H ≤ G, então (H/N)G/N = HG/N .

Demonstração: Temos que

(H/N)G/N =
∩

gN∈G/N

(H/N)gN =
∩
g∈G

Hg/N = (
∩
g∈G

Hg)/N = HG/N,

provando o lema.

Teorema 2.7 Seja G um grupo finito não trivial.

(a) Se M é um subgrupo maximal de G, então G/MG é primitivo;

(b) Se K E G e G/K é primitivo, então G possui um subgrupo maximal M tal que
K =MG.

Demonstração:

(a) Temos que M/MG é maximal em G/MG pois M é maximal em G. Além disso, o
core de M/MG é trivial, pois pelo Lema 2.6, (M/MG)G/MG

=MG/MG;

(b) Seja M/K maximal em G/K com core trivial. Pelo Lema 2.6, temos (M/K)G/K =
MG/K. Logo M é maximal em G e MG = K.

Definição 2.8 Seja G um grupo primitivo. Um grau de primitividade de G é dado pelo
ı́ndice [G :M ], onde M é um subgrupo maximal de G com MG = {1}.

Um grupo primitivo pode possuir mais de um grau de primitividade porque pode con-
ter mais de um subgrupo maximal com core trivial.

O primeiro exemplo de grupo primitivo que iremos ver será o grupo simétrico Sn para
n ≥ 3. Para isto precisamos do seguinte lema:

Lema 2.9 Se n ≥ 3, H < Sn e H 6= An então [Sn : H] ≥ n, com exceção de n = 4 e H
o diedral com 8 elementos.
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Demonstração: Seja m = [Sn : H]. A ação de Sn, por multiplicação à direita, no
conjunto X = {Hx : x ∈ Sn} é uma ação transitiva e como |X| = m, essa ação gera
um homomorfismo ϕ : Sn → Sm. Temos que Ker(ϕ) = HG ≤ H, Ker(ϕ) E Sn. Como
H 6= An temos que m ≥ 3 e assim [G : Ker(ϕ)] ≥ 3. Se n 6= 4, o único subgrupo normal
próprio de Sn é An, logo Ker(ϕ) = {1}. Pelo Teorema de Lagrange, temos que |Sn| = n!
divide |Sm| = m!, isto é, n ≤ m e, portanto, [Sn : H] = m ≥ n. Se n = 4 podemos
ter Ker(ϕ) = {1} ou Ker(ϕ) = V4, onde V4 é o subgrupo de Klein. Se Ker(ϕ) = {1},
então pelo mesmo argumento n ≤ m. Se Ker(ϕ) = V4, então H = V4 ou H = D, onde
D é o diedral com 8 elementos. Se H = V4 então [Sn : H] = 6 > 4 e se H = D então
[Sn : H] = 3 < 4.

Exemplo 2.1 Seja G = Sn, n ≥ 3. Considere a ação natural de G sobre o conjunto
X = {1, 2, . . . , n}. Seja M = Stab(i) = {g ∈ G : ig = i} o estabilizador de i ∈ X. Temos
que M ∼= Sn−1 e assim [G : M ] = n!/(n − 1)! = n. Vejamos que M é maximal em Sn.
De fato, suponha que existe K < G com M < K < G. Temos que [G : K] < [G :M ] = n
e então pelo Lema 2.9, K = An (note que no caso n = 4 K não pode ser o diedral com
8 elementos, pois o diedral não contém subgrupos L tais que [S4 : L] = 4). Logo K = An

para todo n ≥ 3. Então M < An, mas qualquer 2-ciclo que fixa i está contido em M
mas não está contido em An, contradição. Logo M é maximal em G. Por outro lado,
g−1Mg = Stab(ig) é o estabilizador do elemento ig. Agora, para quaisquer i, j ∈ X,

existe g ∈ G tal que ig = j. Desta forma MG =
∩
g∈G

g−1Mg = {1}. Logo G é um grupo

primitivo de grau n.

Definição 2.10 O socle de um grupo G, denotado por Soc(G), é o subgrupo gerado pelos
subgrupos normais minimais de G.

Note que se G é um grupo finito e A e B são subgrupos normais de G, então
〈A,B〉 = AB. Desta forma, se G é um grupo finito, o socle de G é igual ao produto
de seus subgrupos normais minimais. Como a interseção de dois subgrupos normais mi-
nimais é trivial, o socle de um grupo finito G é o produto direto alguns dos subgrupos
normais minimais de G.

O teorema seguinte, devido a R. Baer, classifica os grupos primitivos em termo do seu
socle.

Teorema 2.11 (Baer) 1. Um grupo G é primitivo se, e somente se, existe um sub-
grupo U de G tal que G = UN para todo subgrupo normal minimal N de G.

2. Sejam G um grupo primitivo, M um subgrupo maximal de G, com MG = {1}, e
N um subgrupo não trivial normal de G. Então CG(N) ∩M = {1}. Mais ainda,
CG(N) = {1} ou CG(N) é um subgrupo normal minimal de G.

3. Se G é um grupo primitivo e M é um subgrupo maximal de G com MG = {1}, então
vale exatamente uma das condições abaixo
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(a) Soc(G) = S, onde S é um subgrupo normal minimal abeliano auto-centralizado
de G que é complementado por M;

(b) Soc(G) = S, onde S é um subgrupo normal minimal não abeliano de G que é
suplementado por M;

(c) Soc(G) = A×B, onde A e B são os dois únicos subgrupos normais minimais
de G. A e B são não abelianos e ambos são complementados por M. Além disso,
A = CG(B), B = CG(A) e A, B e AB ∩M são isomorfos como grupos, mas
não são G-isomorfos.

Demonstração:

1. Sejam G um grupo primitivo e M é um subgrupo maximal de G com MG = {1}.
Temos G =MN para todo subgrupo normal minimal N de G. De fato, como M é
maximal em G, segue que MN = M ou MN = G. Se MN = M , então N ⊆ M
e assim N ⊆ MG = {1}, contradição. Logo MN = G. Reciprocamente, se existe
um subgrupo U de G tal que G = NU para todo normal minimal N de G e M é
um subgrupo maximal de G tal que U ≤M , segue que M não pode conter nenhum
subgrupo normal minimal de G, pois se M contivesse algum subgrupo N normal
minimal de G teŕıamos UN = G ⊆ M , o que dá M = G. Desta forma M não
contém nenhum subgrupo normal não trivial. Logo M é um subgrupo maximal de
G com MG = {1}.

2. ComoMG = {1}, temos queMN = G. Como N é normal em G, temos CG(N)EG.
Dessa forma CG(N) ∩ M E M . Como CG(N) ∩ M centraliza N , CG(N) ∩ M é
normalizado por M e N e segue que CG(N) ∩M EG =MN . Logo CG(N) ∩M ⊆
MG = {1}. Assim CG(N) ∩ M = {1}. Se CG(N) 6= {1}, considere X normal
minimal em G tal que X ≤ CG(N). Como X * M temos G = XM . Então pela
Lei de Dedekind

CG(N) = CG(N) ∩XM = X(CG(N) ∩M) = X.

Logo CG(N) é um subgrupo normal minimal de G.

3. SejamN1, N2 eN3 três subgrupos normais minimais de G distintos. ComoN1∩N2 =
N1 ∩ N3 = {1} temos que N2, N3 ≤ CG(N1). Assim N2N3 ≤ CG(N1), mas CG(N1)
é um subgrupo normal minimal de G, contradição.

Suponha que N não trivial é um subgrupo abeliano normal de G. Então N ≤
CG(N). Vimos em 2 que CG(N) é um subgrupo normal minimal de G, segue en-
tão N = CG(N), isto é, N é auto-centralizado. N é único pois se existisse outro
subgrupo abeliano T normal em G, novamente teŕıamos CG(T ) = T e T normal
minimal. Assim N ∩T = {1} o que implica [N, T ] = {1}, já que ambos são normais
em G. Assim T ≤ CG(N) = N e N ≤ CG(T ) = T , logo T = N . Vamos agora
mostrar que M complementa N em G. Como {1} 6= N E G e MG = {1}, obtemos
que N * M . Assim M < MN ≤ G e pela maximalidade de M em G temos que
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MN = G. Como N E G, temos M ∩ N EM . Como N é abeliano, M ∩ N E N .
Desta forma M ∩N EMN = G e então M ∩N ≤MG = {1}, isto é, M ∩N = {1}
e logo M é um complemento para N em G.

Se existe um único subgrupo N normal minimal de G, com N não abeliano, então
CG(N) = {1}. Além disso como {1} 6= N E G e MG = {1} obtemos que N * M .
Assim M < MN ≤ G e, pela maximalidade de M em G, temos que MN = G, isto
é, M suplementa N em G.

Se existem dois subgrupos A e B normais minimais de G, então A ∩ B = {1},
e, portanto, A ≤ CG(B) e B ≤ CG(A). Como CG(A) e CG(B) são subgrupos
normais minimais de G temos que A = CG(B) e B = CG(A). Agora A ∩ M =
CG(B) ∩M = {1} e B ∩M = CG(A) ∩M = {1}. Portanto M complementa A
e B. Como A = CG(B), segue que B é não abeliano. Analogamente segue que
A é não abeliano. Agora temos que A(AB ∩M) = AB ∩ AM = AB ∩ G = AB,
analogamente B(AB ∩M) = AB. Assim

A ∼=G A/A ∩B ∼=G AB/B = B(AB ∩M)/B ∼= AB ∩M.

Observe que o último isomorfismo não é um G-isomorfismo pois AB ∩ M não é
um G-grupo por conjugação, já que M não é normal em G. Analogamente B ∼=
AB ∩M . Assim A ∼= B ∼= AB ∩M . Por outro lado, A e B não são G-isomorfos
pois B = CG(A) 6= CG(B) = A.

Definição 2.12 Um grupo primitivo G é dito ser:

1. um grupo primitivo do tipo 1 se G possui um único subgrupo normal minimal e tal
subgrupo é abeliano;

2. um grupo primitivo do tipo 2 se G possui um único subgrupo normal minimal e tal
subgrupo é não abeliano;

3. um grupo primitivo do tipo 3 se G possui exatamente dois subgrupos normais mini-
mais e tais subgrupos são não abelianos.

Podemos também denotar por G ∈ Pi se G é um grupo primitivo do tipo i, com
i ∈ {1, 2, 3}. O Teorema de Baer implica que todo grupo primitivo é de tipo 1, 2 ou 3.

Já visto que Sn é um grupo primitivo para n ≥ 3, como os grupos S3 e S4 são solúveis
temos que esses são primitivos do tipo 1. Já para n ≥ 5, o único subgrupo normal minimal
de Sn é An e este é não abeliano, ou seja, Sn é primitivo do tipo 2.

Nos grupos primitivos do tipo 1 ou 3, o subgrupo maximal de core trivial complementa
cada subgrupo normal minimal. Desta forma, se N é um subgrupo normal minimal de
G primitivo do tipo 1 ou 3, [G : M ] = |N |, e desta forma G possui apenas um grau de
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primitividade. Por outro lado isso não acontece nos grupos primitivos do tipo 2. De fato,
seja S um grupo simples não abeliano. Em particular S não pode ser um p-grupo, pois
todo p-grupo finito é nilpotente, assim existem dois divisores primos p e q da ordem de
S. Seja M um subgrupo maximal de S contendo um p-subgrupo de Sylow de S e seja H
um subgrupo maximal de S contendo um q-subgrupo de Sylow de S. Os ı́ndices de M e
H em S são distintos, pois q divide |S : M | mas não divide |S : H|, e M e H possuem
core idêntico, sendo S um grupo simples. Desta forma S é um grupo primitivo. Segue
que S é primitivo do tipo 2, pois S possui um único subgrupo normal minimal não abeli-
ano, o próprio S. Desta forma esses dois ı́ndices são graus de primitividade distintos de S.

Vamos agora ver uma caracterização dos grupos primitivos do tipo 1 ou 3 dada por
Lafuente em [11].

Proposição 2.13 Seja G um grupo. São equivalentes:

(a) G é um grupo primitivo do tipo 1 ou 3;

(b) existe um subgrupo normal minimal N de G complementado por um subgrupo M que
também complementa CG(N);

(c) existe um subgrupo normal minimal N de G tal que G é isomorfo ao produto semi-
direto N oG/CG(N).

Demonstração: (a) ⇒ (b). Vimos no Teorema 2.11.

(b) ⇒ (a). Note que como N ∩ M = {1}, obtemos que N ∩ MG = {1}. Como
N,MGEG, temos que MG ≤ CG(N). Mas CG(N)∩M = {1}, então CG(N)∩MG = {1}.
Desta forma MG = {1}. Suponha agora que S é um subgrupo próprio de G tal que
M ≤ S. Então o subgrupo S ∩ N é normal em S. Além disso S ∩ N é normalizado por
CG(N). Desta forma S ∩N é normal em SCG(N) = G. Pela minimalidade de N , temos
que S∩N = {1}. Assim S também complementa N em G. Temos que |S| = |G/N | = |M |
e então S = M . Então M é um subgrupo maximal de G com core trivial. Portanto, G
é um grupo primitivo. Note que o subgrupo normal minimal de um grupo primitivo do
tipo 2 possui centralizador trivial. Logo G é um grupo primitivo do tipo 1 ou 3.

(b) ⇒ (c). Note que G = NM , com N ∩M = {1}. Além disso M ∼= G/CG(N). A
aplicação α : G→ N oG/CG(N) dada por (nm)α = (n,mCG(N)) é um isomorfismo. De
fato, dados g1 = n1m1, g2 = n2m2 em G temos que

g1g2 = n1m1n2m2 = n1m1n2m
−1
1 m1m2 = n1n

m−1
1

2 m1m2 ∈ NM.

Por outro lado, (n1,m1CG(N))(n2,m2CG(N)) = (n1n
m−1

1
2 ,m1m2CG(N)). Então

(g1g2)
α = (n1n

m−1
1

2 ,m1m2CG(N)) = (n1,m1CG(N))(n2,m2CG(N)) = (m1n1)
α(m2n2)

α.
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Assim α é um homomorfismo. Temos que Kerα = {nm ∈ G : (n,mCG(N)) = (1, CG(N))}.
Assim se nm ∈ Kerα então n = 1 e m ∈ M ∩ CG(N) = {1}, ou seja, nm = 1 e logo
Kerα = {1}, isto é, α é injetiva. Agora dado (n̄, m̄CG(N)) ∈ N oG/CG(N), como cada
g ∈ G = NM pode ser escrito unicamente como um produto de um n ∈ N e m ∈ M
temos que existe ḡ = n̄m̄ ∈ NM com ḡα = (n̄, m̄CG(N)), isto é, α é sobrejetiva. Logo α
é um isomorfismo.

(c) ⇒ (b). Escrevemos C = CG(N). Assuma que existe um isomorfismo

α : N oG/C → G

e considere os seguintes subgrupos,

N∗ = {(n,C) : n ∈ N},

M∗ = {(1, gC) : g ∈ G} e

C∗ = {(n, gC) : ng ∈ C}.

Para cada n ∈ N , o elemento (n−1, nC) é um elemento não trivial de C∗. Então C∗ 6= 1.

Vamos mostrar que N∗ é um subgrupo normal minimal de N oG/C. Primeiro, dados
(n1, C) ∈ N∗ e (n, gC) ∈ N oG/C temos que

(n, gC)−1(n1, C)(n, gC) = ((n−1)g, g−1C)(n1n, gC) =

((n−1)g(n1n)
g, g−1gC) = ((n−1n1n)

g, C) ∈ N∗,

isto é N∗ E N o G/C. Além disso, se existe K∗ ≤ N∗ com K∗ E N o G/C então
K = {k : (k, C) ∈ K∗} ≤ N . Além disso, como K∗ E N o G/C, para quaisquer g ∈ G
e (k, C) ∈ K∗, (1, gC)−1(k, C)(1, gC) = (kg, C) ∈ K∗, ou seja, kg ∈ K para quaisquer
g ∈ G e k ∈ K. Desta forma K E G. Como N é normal minimal em G obtemos que
K = {1} ou K = N . Logo K∗ = {(1, C)} ou K∗ = N∗, isto é, N∗ é normal minimal em
N oG/C.

Temos que C∗ = CNoG/C(N
∗). De fato, dados (n, gC) ∈ C∗ e (n1, C) ∈ N∗,

como feito acima temos (n, gC)−1(n1, C)(n, gC) = ((n−1n1n)
g, C) = ((ng)−1n1(ng), C).

Como pela definição de C∗ o elemento ng ∈ C, obtemos que (n, gC)−1(n1, C)(n, gC) =
(n1, C). Assim C∗ ⊆ CNoG/C(N

∗). Por outro lado, se (n, gC) ∈ CNoG/C(N
∗), para

provar que (n, gC) ∈ C∗ basta mostar que ng ∈ C. Para todo (n1, C) ∈ N∗ temos
(n, gC)−1(n1, C)(n, gC) = (n1, C). Como (n, gC)−1(n1, C)(n, gC) = ((ng)−1n1(ng), C)
obtemos que (ng)−1n1(ng) = n1, para todo n1 ∈ N . Assim ng ∈ C = CG(N). Desta
forma CNoG/C(N

∗) ⊆ C∗.

Agora M∗ complementa N∗. De fato, dado (n, gC) ∈ N oG/C, existem (n,C) ∈ N∗

e (1, gC) ∈ M∗ tais que (n, gC) = (n,C)(1, gC) e se (x, yC) ∈ N∗ ∩M∗, então x = 1
e yC = C. Além disso M∗ complementa C∗. De fato, dados (n, gC) ∈ N o G/C
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existem (n, n−1C) ∈ C∗ e (1, ngC) ∈ M∗ tais que (n, gC) = (n, n−1C)(1, ngC) e se
(x, yC) ∈ C∗ ∩M∗ então x = 1, xy = y ∈ C, ou seja, (x, yC) = (1, yC) = (1, C).

Logo como α é um isomorfismo, (N∗)α é um subgrupo normal minimal de G, (C∗)α =
(CNoG/C(N

∗))α = CG((N
∗)α), e (M∗)α complementa (N∗)α e (C∗)α em G.

Agora vejamos uma caracterização dos grupos primitivos do tipo 2 dada por Lafuente
em [11].

Proposição 2.14 Para um grupo G são equivalentes:

(a) G é um grupo primitivo do tipo 2;

(b) G possui um subgrupo normal minimal N tal que CG(N) = {1};

(c) Existe um grupo X primitivo do tipo 3 tal que G ∼= X/A para um subgrupo normal
minimal A de X.

Demonstração: (a) ⇒ (b). Imediato pelo Teorema 2.11.

(b) ⇒ (a). Suponha que G possui um outro subgrupo normal minimal K 6= N . Então
[K,N ] ≤ K ∩ N = {1}. Assim K ≤ CG(N) = {1}, contradição. Logo o único subgrupo
normal minimal de G é N . Como CG(N) = {1}, N é não abeliano. Se N ≤ Φ(G), onde
Φ(G) é o subgrupo de Frattini de G, então N é nilpotente. Desta forma N ′ 6= N , onde N ′

é o subgrupo derivado de N . Agora, como N ′ é caracteŕıstico em N , temos que N ′ E G
e como N é normal minimal, obtemos que N ′ = {1} o que implica que N é abeliano,
contradição. Então N � Φ(G) e existe um subgrupo maximal M de G não contendo N .
Se MG 6= {1}, como MG EG, existe um subgrupo normal minimal de G contido em MG.
Como N é o único subgrupo normal minimal de G temos que N ≤MG ≤M , contradição.
Logo MG = {1} e G é um grupo primitivo do tipo 2.

(a) ⇒ (c). Seja G um grupo primitivo do tipo 2 com subgrupo normal minimal N e
CG(N) = {1}. Considere X = N o G. Seja L = {(a, 1) : a ∈ N} ∼= N . Temos que L
é um subgrupo normal minimal de X. Agora CX(L) = {(n, g) : (n, g)−1(a, 1)(n, g) =
(a, 1),∀a ∈ N}. Assim se (n, g) ∈ CX(L), então g−1n−1ang = a, para todo a ∈
N . Assim se (n, g) ∈ CX(L), então ng ∈ CG(N) = {1}. Logo g = n−1 e então
CX(L) ⊆ {(n, n−1) : n ∈ N}. Por outro lado, {(n, n−1) : n ∈ N} ⊆ CX(L). Então
CX(L) = {(n, n−1) : n ∈ N} ∼= N ∼= L. Portanto X = N o G ∼= L o X/L e então pela
Proposição 2.13, X é um grupo primitivo do tipo 3.

(c) ⇒ (a). Seja X um grupo primitivo do tipo 3 com subgrupos normais minimais A
e B tais que CX(A) = B e CX(B) = A. Temos AB/A ∼=X B/A∩B = B/{1} ∼=X B é um
subgrupo normal minimal de X/A. Seja agora xA ∈ CX/A(AB/A). Temos x−1bxA = bA,
para todo b ∈ B. Assim [b, x] ∈ A para todo b ∈ B. Então [b, x] ∈ A ∩ B = {1}, e
assim x ∈ CX(B) = A. Então CG/A(AB/A) = A/A. Pelo que foi provado na implicação
(b) ⇒ (a), X/A ∼= G é um grupo primitivo do tipo 2.
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Corolário 2.15 Seja G um grupo. As seguintes condições são equivalentes:

(a) G é um grupo primitivo do tipo 3;

(b) O grupo G possui dois subgrupos normais minimais distintos N1, N2, tais que

(i) N1 e N2 possuem complemento comum em G;

(ii) O quociente G/Ni, para i = 1, 2, é um grupo primitivo do tipo 2.

Demonstração: (a) ⇒ (b). Se G é um grupo primitivo do tipo 3, então G possui dois
subgrupos normais minimais distintos N1 e N2 tais que CG(N1) = N2, CG(N2) = N1, além
disso N1 e N2 possuem complemento comum M em G, com M maximal em G de core
trivial. Como visto na Proposição 2.14, N2N1/N1

∼= N2 é um subgrupo normal minimal
de G/N1 com CG/N1(N1N2/N1) = N1/N1, ou seja, G/N1 é um grupo primitivo do tipo 2.
Note que G/N1

∼= M .

(b) ⇒ (a). Seja M um complemento comum de N1 e N2. Então G/N1
∼= M é um

grupo primitivo do tipo 2 tal que Soc(G/N1) = N1N2/N1 e CG/N1(N1N2/N1) = N1/N1.
Então CG(N1N2/N1) = N1. Desta forma para n1 ∈ N1 e n2 ∈ N2, n

−1n2n1N1 = n2N1,
isto é, [n2, n1] ∈ N1. Como N2 EG, [n2, n1] ∈ N1 ∩N2 = {1}. Assim N1 ≤ CG(N2). Por
outro lado, dado x ∈ CG(N2), x

−1n2x = n2, para todo n2 ∈ N2. Assim x−1n2xN1 = n2N1,
ou seja, x ∈ CG(N1N2/N1) = N1. Então CG(N2) = N1. Analogamente, G/N2 é um grupo
primitivo do tipo 2 com CG(N1) = N2. Logo pelo item (b) da Proposição 2.13, G é um
grupo primitivo do tipo 3.

Consequentemente, se M é um subgrupo maximal de core trivial de um grupo G
primitivo do tipo 3, então M é um grupo primitivo do tipo 2 e Soc(M) é isomorfo a um
subgrupo normal minimal de G.

2.3 Grupos primitivos do tipo 1

Pelo que foi visto no Caṕıtulo 1, sabemos que se N é um subgrupo normal minimal
abeliano de um grupo finito G, então N é um grupo abeliano elementar. Desta forma,
se G é um grupo primitivo do tipo 1 e N é o subgrupo normal minimal de G, então
N = Soc(G) ∼= Cn

p
∼= Fn

p . O grupo G age sobre N por conjugação, assim se n1, n2 ∈ N
e g ∈ G temos que (n1n2)

g = g−1n1n2g = g−1n1gg
−1n2g = (n1)

g(n2)
g ∈ N . Na notação

aditiva temos que
(n1 + n2)

g = (n1)
g + (n2)

g.

Essa ação é Fp-linear. De fato, sejam λ ∈ Fp, n ∈ N e g ∈ G. Podemos escrever
λ = 1 + 1 + . . .+ 1. Desta forma

(λn)g = (n+ n+ . . .+ n)g = ng + ng + . . .+ ng = (1 + 1 + . . .+ 1)ng = λng.
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Com isto, dado g ∈ G, podemos definir um isomorfismo Fp-linear γg : N → N dado por
γg(n) = ng, para todo n ∈ N . Vimos, no Teorema de Baer, que G = N o H, onde H é
um subgrupo maximal de G com HG = {1}. Considere então

ϕ : H → GL(N)

dada por h 7→ γh, onde GL(N) é o grupo dos isomorfismos Fp-lineares de N em N . Temos
que

Ker(ϕ) = {h ∈ H : γh = 1N} = {h ∈ H : h−1nh = h, ∀ n ∈ N} = CH(N) = {1},

onde CH(N) = CG(N) ∩ H = N ∩ H = {1}, pois CG(N) = N e H complementa N em
G. Desta forma H é isomorfo a um um subgrupo de GL(N) e podemos olhar G = N oH
como um subgrupo de N oGL(N) a partir do monomorfismo

N oH � N oGL(N)

dado pela inclusão (n, h) 7→ (n, h), onde N o GL(N)
def
= AGL(N) é o grupo afim de N .

Desta forma temos que N ≤ G ≤ AGL(N).

Proposição 2.16 Se G = AGL(Fn
p ) = Fn

p o GL(Fn
p ), então G é um grupo primitivo do

tipo 1.

Demonstração: Primeiro vamos mostrar que Fn
p é um subgrupo normal minimal de G.

Temos que (Fn
p ,+) é um grupo finito abeliano elementar. Então pela Proposição 1.12,

(Fn
p ,+) é caracteristicamente simples. Seja K um subgrupo próprio de Fn

p com K E G.
Como Fn

p é abeliano temos que kλ = k para quaisquer k ∈ K e λ ∈ Fn
p . Dado g ∈ G

podemos escrever g = λγ, com λ ∈ Fn
p e γ ∈ GL(Fn

p ). Desta forma dado k ∈ K,
kg = kλγ = kγ ∈ K, pois K E G. Como λ ∈ GL(Fn

p ) é um isomorfismo Fp-linear de
Fn
p para Fn

p temos que λ ∈ Aut(Fn
p ). Como g ∈ G é arbitrário, obtemos que K Ec Fn

p ,
contradição. Logo Fn

p é um subgrupo normal minimal de G.

Agora vamos mostrar que CG(Fn
p ) = Fn

p . Como Fn
p é um grupo abeliano temos que

Fn
p ≤ CG(Fn

p ). Seja agora g ∈ CG(Fn
p ). Temos que para todo η ∈ Fn

p , η
g = η. Como

G = Fn
p oGL(Fn

p ), podemos escrever g = λγ, com λ ∈ Fn
p e γ ∈ GL(Fn

p ). Dessa forma

ηg = ηλγ = ηγ = η,

ou seja ηγ = η, e assim γ ∈ GL(Fn
p ) é a aplicação identidade. Logo g = λ ∈ Fn

p e assim
CG(Fn

p ) ≤ Fn
p . Portanto CG(Fn

p ) = Fn
p .

Desta forma obtemos que Fn
p = CG(Fn

p ) é um subgrupo normal minimal de G comple-
mentado porGL(Fn

p ). Segue pela Proposição 2.13 queG é um grupo primitivo do tipo 1.

Vamos agora dar alguns exemplos para a proposição acima.
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Exemplo 2.2 Seja n = 1, então G = Fp o GL(Fp) é um grupo primitivo do tipo 1.
Temos que Fp

∼= Cp e qualquer elemento 0 6= a ∈ Cp é inverśıvel, ou seja, GL(Fp) ∼= Cp−1.
Desta forma G ∼= Cp o Cp−1 é um grupo primitivo do tipo 1 de ordem p(p − 1). Além
disso, se q é um primo que divide p − 1 então Cp o Cq também é um grupo primitivo
do tipo 1. Com isso, como para p > 2, p − 1 é um número par, 2 divide p − 1 e assim
o grupo diedral Cp o C2 é um grupo primitivo do tipo 1. Por outro lado, se n não é
primo ou potência de primo, o diedral com 2n elementos, D2n = Cn o C2, não é um
grupo primitivo, pois para cada primo r dividindo n, Cr é um subgrupo normal minimal
de D2n, e como existem pelo menos dois primos dividindo n, D2n possui pelo menos dois
subgrupos normais minimais distintos. Como D2n é um grupo solúvel, se D2n fosse um
grupo primitivo, D2n admitiria no máximo um subgrupo normal minimal. Logo n é um
primo p ou uma potência desse primo p. Agora, se n é uma potência de p, chamando de
N = Cp o subgrupo normal minimal de D2n temos que N é o único subgrupo de Cn de
ordem p. Além disso Cn ≤ CG(N) = N ≤ Cn, isto é, Cn = Cp e então n = p. Portanto
D2n é um grupo primitivo se, e somente se, n é primo.

Exemplo 2.3 Já vimos que os grupos simétricos S3 e S4 são grupos primitivos do tipo 1
e que grupos primitivos do tipo 1 com socle N mergulham em AGL(N). Vamos mostrar
que S3 e S4 são da forma AGL(Fn

p ). Temos que S3 = C3 o C2
∼= AGL(F1

3). Agora
S4 = V4 o S3, onde V4 é o subgrupo de Klein. Temos que V4 ∼= F2

2. Por outro lado
|GL(F2

2)| = (22 − 1)(22 − 2) = 6. Desta forma GL(F2
2)

∼= S3 e então S4
∼= AGL(F2

2).

Note que se G é um grupo solúvel e primitivo, então G é primitivo do tipo 1, já que se
N é um subgrupo normal minimal de G, então N é um grupo abeliano elementar. Para
grupos primitivos solúveis temos o seguinte teorema.

Teorema 2.17 Seja G um grupo finito. Suponha que G é solúvel e primitivo com M
maximal em G e MG = {1}. Então:

(a) G possui um único subgrupo normal minimal N, M complementa N em G, e N =
CG(N) = F (G);

(b) Se p é o primo dividindo |N |, então Op(M) = {1};

(c) Todos os complementos de N em G são conjugados a M.

Demonstração:

(a) Como G é um grupo primitivo do tipo 1, pelo Teorema 2.11, G possui um único
subgrupo normal minimal N , M complementa N e N é tal que N = CG(N). Pelo
Lema 1.23, temos que F (G) ≤ CG(N) = N . Como N é abeliano e N EG, obtemos
que N ≤ F (G). Assim N = F (G).

(b) Seja P = Op(M) EM . Tanto P quanto N = Cn
p são p-grupos, e como |PN | =

|P | |N | / |P ∩N |, temos que PN é um p-grupo o que implica que PN é nilpotente.
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Vamos mostrar que PN EG. Sejam g ∈ G e xn ∈ PN , com x ∈ P e n ∈ N . Como
G =MN , podemos escrever g = m1n1 com m1 ∈M e n1 ∈ N . Assim

gxng−1 = m1n1xnn
−1
1 m−11 = m1[xx

−1n1xnn
−1
1 ]m−11 =

m1xn2m
−1
1 = m1xm

−1
1 m1n2m

−1
1 ∈ PN,

onde n2 = x−1n1xnn
−1
1 ∈ N . Assim PN é um subgrupo normal nilpotente de G,

logo PN ⊆ F (G) = N , o que implica que P ⊆ N . Assim P ⊆M ∩N = {1}. Logo
P = {1}.

(c) Seja L um complemento de N em G, isto é, LN = G e L ∩N = {1}. Se L = {1},
então G = N e assim M = {1} = L. Podemos então supor que L 6= {1} e assim
N < G. Vamos inicialmente mostrar que L é um subgrupo maximal de G. Seja K
um subgrupo maximal de G tal que L ≤ K < G. Se N ≤ K então NL = K < G,
contradizendo que L complementa N em G. Então N * K. Desta forma NK = G.
Agora, N ∩K ≤ N , N ∩K EK pois N EG e N ∩K EN pois N é abeliano. Assim
N ∩ K E KN = G. Como N é normal minimal, N ∩ K = {1} ou N ∩ K = N .
Se N ∩K = N então N ⊆ K, contradição. Assim N ∩K = {1}. Desta forma, K
complementa N em G. Assim L ∼= G/N ∼= K, o que implica que |L| = |K|. Como
L ≤ K obtemos que L = K e assim L é um subgrupo maximal de G.

Vamos agora mostrar que N = Op(G). Temos que N = Cn
p . Pelo Teorema de Sylow,

existe P um p-subgrupo de Sylow de G tal que N ⊆ P . Assim

Op(G) =
∩
g∈G

gPg−1 ⊇
∩
g∈G

gNg−1 = ∩N = N,

ou seja, N ≤ Op(G) e além disso N E Op(G), já que N E G. Por outro lado,
Op(G)/N EG/N ∼= M . Temos que Op(G)/N é um p-subgrupo e pelo item anterior,
o único p-subgrupo normal de M é o trivial. Assim Op(G)/N = N/N o que implica
que Op(G) ≤ N . Desta forma, Op(G) = N . Seja agora R = Op,p′(G), isto é,

R/N = Op′(G/N)EG/N.

Desta forma N ⊆ R. Vamos mostrar que N < R. Tome S/N normal minimal em
G/N . Se S/N é um p-subgrupo de G/N , então S é um p-subgrupo normal de G de
modo que N = Op(G) ⊆ S. Mas Op(G) é o maior p-subgrupo normal de G, assim
S = N , contradizendo que S/N é um subgrupo normal minimal de G/N . Desta
forma S/N não pode ser um p-subgrupo de G/N , logo S/N ⊆ Op′(G/N) porque
S/N é um q-subgrupo, para algum primo q 6= p. Assim N/N 6= Op′(G/N) = R/N ,
isto é, N < R. Desta forma obtemos que 1 6= [R : N ] = |R/N | é um p′-número.
Além disso, Op′(G) = {1}. De fato, se Op′(G) 6= {1}, como Op′(G)EG e G é finito,
Op′(G) contém um subgrupo normal minimal de G. Como N é o único normal
minimal de G obtemos que N ⊆ Op′(G), absurdo. Logo Op′(G) = {1}.
Agora, N(L∩R) = NL∩R = G∩R = R eN∩(L∩R) = (N∩L)∩R = {1}∩R = {1},
isto é, L ∩ R é um complemento para N em R. Temos então que L ∩ R ∼= R/N é
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um p′-subgrupo de G. Como R EG temos L ∩ R E L, assim L ≤ NG(L ∩ R) ≤ G.
Suponha que NG(L ∩ R) = G, isto é, L ∩ R E G. Assim L ∩ R é um p′-subgrupo
normal de G, isto é, L ∩ R ≤ Op′(G) = {1}. Desta forma N = R, contradição.
Então L ≤ NG(L ∩ R) < G. Vimos que L é um subgrupo maximal de G, desta
forma L = NG(L ∩ R). Analogamente obtemos que M ∩ R é um complemento de
N em R e que M = NG(M ∩R).
Note que mdc(|N | , |R/N |) = 1, já que N = Cn

p e |R/N | é um p′-número. Como
N é solúvel, M ∩ R e L ∩ R são complementos para N em R, pelo Teorema de
Shur-Zassenhaus existe r ∈ R tal que r(L ∩R)r−1 = (M ∩R). Então

rLr−1 = rNG(L ∩R)r−1 = NG(r(L ∩R)r−1) = NG(M ∩R) =M,

isto é, L e M são conjugados em G.

2.4 Grupos primitivos do tipo 2

Pelo Teorema 2.11, o socle de um grupo primitivo do tipo 2 é um subgrupo normal
minimal não abeliano e, como visto no Caṕıtulo 1, é um produto direto de cópias de um
grupo simples não abeliano.

Proposição 2.18 Seja S um grupo simples não abeliano e L = S × S × . . . × S. Se
L ≤ G ≤ Aut(L) e L é um subgrupo normal minimal de G, então G é um grupo primitivo
do tipo 2. Em particular, L é um subgrupo normal minimal de Aut(L) e Aut(L) é um grupo
primitivo do tipo 2. Reciprocamente, se G é um grupo primitivo do tipo 2 com Soc(G) = L,
então, identificando G como um subgrupo de Aut(L) por meio do homomorfismo que
associa a cada g ∈ G a conjugação por g, temos L ≤ G ≤ Aut(L).

Demonstração: Como L é o produto direto de um número finito de cópias de um grupo
simples S, temos que L é caracteristicamente simples. Considerando o homomorfismo

γ : L −→Aut(L)

l 7−→ γl : L −→ L

x 7−→ lxl−1.

Temos que Ker γ = Z(L) = Z(S) × . . . × Z(S) = {1} × . . . × {1}. Assim L ∼= γ(L) =
Inn(L)E Aut(L). Suponha que existe R ≤ L com RE Aut(L). Seja ϕ ∈ Aut(L), vamos
mostrar que ϕ(R) = R. Se r ∈ R, como R E Aut(L), existe t ∈ R com ϕγrϕ

−1 = γt.
Temos que ϕγrϕ

−1(l) = ϕ(rϕ−1(l)r−1) = ϕ(r)lϕ(r)−1 = γφ(r)(l), para todo l ∈ L. Assim
ϕγrϕ

−1 = γφ(r). Desta forma, γφ(r) = γt, isto é, γ(ϕ(r)) = γ(t), como o homomorfismo γ
é injetivo, ϕ(r) = t ∈ R, logo ϕ(R) ⊆ R. Aplicando as mesmas contas para ϕ−1 ∈ Aut(L)
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obtemos que ϕ−1(R) ⊆ R, ou seja, R ⊆ ϕ(R). Desta forma R = ϕ(R) e obtemos que
REcL, contradizendo que L é caracteristicamente simples. Desta forma L é um subgrupo
normal minimal de Aut(L). Seja agora ϕ ∈ CAut(L)(L). Assim ϕγl = γlϕ, para todo l ∈ L.
Então ϕγl(x) = γlϕ(x), para quaisquer l, x ∈ L. Portanto ϕ(lxl−1) = lϕ(x)l−1, ou seja,
ϕ(x) = ϕ(l)−1lϕ(x)l−1ϕ(l). Assim ϕ(l)−1l ∈ Z(L) = {1}. Portanto, ϕ(l) = l, para todo
l ∈ L, ou seja, ϕ = 1L. Então CAut(L)(L) = {1}. Portanto CG(L) ⊆ CAut(L)(L) = {1}.
Logo pelo Item (b) da Proposição 2.14, G e Aut(L) são grupos primitivos do tipo 2.

Reciprocamente, se G é um grupo primitivo do tipo 2 com Soc(G) = L, G pode ser
visto como subgrupo de Aut(L) já que o homomorfismo canônico G→ Aut(L) dado pela
conjugação, possui núcleo igual a CG(L) = {1}.

Em particular se L = S, onde S é um grupo simples não abeliano, então Aut(S) e
qualquer grupo G tal que S ≤ G ≤ Aut(S) são grupos primitivos do tipo 2 (com sub-
grupo normal minimal igual a S). Além disso, se G é um grupo primitivo do tipo 2 com
Soc(G) = S, então identificando G com um subgrupo de Aut(S) por meio do homomor-
fismo que associa a cada g ∈ G a conjugação por g, temos S ≤ G ≤ Aut(S). Um grupo
almost-simple G é um subgrupo de Aut(S) para algum grupo simples S, tal que S ≤ G.

Seja S um grupo simples não abeliano. Veremos que os grupos da forma Aut(Sn) são
isomorfos ao produto entrelaçado entre Aut(S) e Sn.

Definição 2.19 Sejam H e K dois grupos e suponha que K ≤ Sn. O produto entrelaçado
H oK, é o produto semidireto Hn oK, onde Hn é o produto direto de n cópias de H, e
K age em Hn permutando as coordenadas. Mais especificamente, π ∈ K age em Hn por

(h1, . . . , hn)
π = (h1π−1 , . . . , hnπ−1)

para quaisquer hi ∈ H, i = 1, . . . , n.

Vamos mostrar que essa ação se trata de uma ação de grupo. Se π, τ ∈ K, definindo
ti = hiπ−1 temos que tiτ−1 = hiτ−1π−1 = hi(πτ)−1 , então

((h1, . . . , hn)
π)τ = (h1π−1 , . . . , hnπ−1)τ = (h1(πτ)−1 , . . . , hn(πτ)−1) = (h1, . . . , hn)

πτ .

Lembrando que o expoente por π significa a conjugação por π. O subgrupo Hn é dito
a base do grupo H oK.

Proposição 2.20 Seja S um grupo simples não abeliano e escreva Sn = S × . . . × S,
o produto direto de n cópias de S, para algum inteiro positivo n. Então os subgrupos
normais minimais de Sn são Ni = {1} × . . . × {1} × S × {1} × . . . {1}, onde apenas a
i-ésima coordenada é igual a S, para qualquer i = 1, . . . , n.

Demonstração: Para cada i = 1, . . . , n, os subgrupos Ni são normais em Sn. De fato,
dados s = (s1, . . . , sn) ∈ Sn e x = (1, . . . , xi, . . . , 1) ∈ Ni, temos que

s−1xs = (s−11 s1, . . . , s
−1
i xisi, . . . , s

−1
n sn) = (1, . . . , s−1i xisi, . . . , 1) ∈ Ni.
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Além disso os subgrupos Ni são normais minimais em Sn pois se existe Ki ≤ Ni com
Ki E Sn, o subgrupo K ≤ S formado pelos elementos da i-ésima coordenada de Ki é
tal que K é normal no grupo simples S. Desta forma K = {1} ou K = S e então
Ki = {1} × . . .× {1} ou Ki = Ni.

Seja agoraN um subgrupo normal minimal de Sn diferente dosNi. EntãoN∩Ni = {1}
para todo i = 1, . . . , n. Como N e Ni são normais em Sn, temos que [N,Ni] ≤ N ∩Ni =
{1}, desta forma N centraliza todos os Ni e assim N ≤ Z(Sn) = {1} × . . . × {1},
contradição. Logo os únicos subgrupos normais minimais de Sn são os Ni, i = 1, . . . , n.

Lema 2.21 (Lema de Imersão, [15], Resultado (4.1)) Sejam H um subgrupo de um
grupo finito G, x1, . . . , xn um transversal à direita para H em G, e ξ qualquer homomor-
fismo com domı́nio H. Então a aplicação f : G→ ξ(H) o Sn dada por

x 7→ (ξ(x1xx
−1
1π ), . . . , ξ(xnxx

−1
nπ))π,

onde π ∈ Sn é a única permutação que satisfaz xix ∈ Hxiπ para todo i = 1, . . . , n, é um
homomorfismo bem definido com núcleo igual ao core (Ker ξ)G.

Demonstração: A permutação correspondente a x = 1 é a permutação identidade (1) já
que xi = xi1 ∈ Hxi, e dessa forma f(1) = (ξ(x11x

−1
1 ), . . . , ξ(xn1x

−1
n ))(1) = (1, . . . , 1)(1).

Sejam agora x, y ∈ G e assuma que xixx
−1
iπ ∈ H e xiyx

−1
iτ ∈ H, para todo i = 1, . . . , n. En-

tão aplicando iπ na segunda expressão obtemos que xiπyx
−1
iπτ ∈ H, para todo i = 1, . . . , n.

Então xixyx
−1
iπτ = (xixx

−1
iπ )(xiπyx

−1
iπτ ) ∈ H. Segue que a permutação correspondente a xy

é πτ e

f(xy) = (ξ(x1xyx
−1
1πτ ), . . . , ξ(xnxyx

−1
nπτ ))πτ

= (ξ(x1xx
−1
1π x1πyx

−1
1πτ ), . . . , ξ(xnxx

−1
nπxnπyx

−1
nπτ ))πτ

= (ξ(x1xx
−1
1π )ξ(x1πyx

−1
1πτ ), . . . , ξ(xnxx

−1
nπ)ξ(xnπyx

−1
nπτ ))πτ

= ((ξ(x1xx
−1
1π ), . . . , ξ(xnxx

−1
nπ))(ξ(x1πyx

−1
1πτ ), . . . , ξ(xnπyx

−1
nπτ )))πτ

= (ξ(x1xx
−1
1π ), . . . , ξ(xnxx

−1
nπ))ππ

−1(ξ(x1πyx
−1
1πτ , . . . , ξ(xnπyx

−1
nπτ ))πτ

= f(x) · π−1(ξ(x1πyx−11πτ ), . . . , ξ(xnπyx
−1
nπτ ))πτ

= f(x)(ξ(x1πyx
−1
1πτ ), . . . , ξ(xnπyx

−1
nπτ ))

πτ

= f(x)(ξ(x1π−1πyx
−1
1π−1πτ ), . . . , ξ(xnπ−1πyx

−1
nπ−1πτ ))τ

= f(x)(ξ(x1yx
−1
1τ ), . . . , ξ(xnyx

−1
nτ ))τ

= f(x)f(y).

Além disso f(x) = (1, . . . , 1)(1) se, e somente se, a permutação π correspondente a x
é a permutação identidade e xixx

−1
i ∈ Ker(ξ) para todo i = 1, . . . , n. Então x ∈ Ker(f)

se, e somente se, x ∈ x−1i Ker(ξ)xi, para todo i = 1, . . . , n. Desta forma x ∈ Ker(f) se, e

somente se, x ∈
n∩

i=1

x−1i Ker(ξ)xi. Como x1, . . . , xn formam um transversal à direita para
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H em G, temos que para cada g ∈ G existe h ∈ H tal que g = hxi. Além disso como
Ker(ξ)EH obtemos que x ∈ Ker(f) se, e somente se,

x ∈
∩

i=1,...,n
h∈H

x−1i h−1Ker(ξ)hxi =
∩
g∈G

g−1Ker(ξ)g = (Ker(ξ))G.

Logo Ker(f) = (Ker ξ)G.

Proposição 2.22 Seja S um grupo simples não abeliano e escreva Sn para o produto
direto de n cópias de S, para algum inteiro positivo n. Então Aut(Sn) ∼= Aut(S) o Sn,
onde Sn é o grupo simétrico de grau n.

Demonstração: Considere a aplicação

ψ : Aut(S) o Sn → Aut(Sn)

dada por
ψ : (ϕ1, . . . , ϕn)σ 7→ α

onde ϕ1, . . . , ϕn ∈ Aut(S) e σ ∈ Sn. A aplicação α ∈ Aut(Sn) é dada por

(s1, . . . , sn)
α = (s1ϕ1, . . . , snϕn)

σ = (s1σ−1ϕ1σ−1 , . . . , snσ−1ϕnσ−1),

onde (s1, . . . , sn) ∈ Sn.

Vamos mostrar que ψ é um homomorfismo. Sejam (ϕ1, . . . , ϕn), (γ1, . . . , γn) ∈ Aut(S)n,
σ, τ ∈ Sn e (s1, . . . , sn) ∈ Sn. Temos que

(ϕ1, . . . , ϕn)σ(γ1, . . . , γn)τ

= (ϕ1, . . . , ϕn)σ(γ1, . . . , γn)σ
−1 · στ

= (ϕ1, . . . , ϕn)(γ1, . . . , γn)
σ−1 · στ

= (ϕ1, . . . , ϕn)(γ1σ, . . . , γnσ) · στ
= (ϕ1γ1σ, . . . , ϕnγnσ) · στ.

Então

(s1, . . . , sn)((ϕ1, . . . , ϕn)σ(γ1, . . . , γn)τ)

= (s1, . . . , sn)((ϕ1γ1σ, . . . , ϕnγnσ) · στ)
= (s1ϕ1γ1σ, . . . , snϕnγnσ)

στ

= (s1τ−1σ−1ϕ1τ−1σ−1γ1τ−1σ−1σ, . . . , snτ−1σ−1ϕnτ−1σ−1γnτ−1σ−1σ)

= (s1τ−1σ−1ϕ1τ−1σ−1γ1τ−1 , . . . , snτ−1σ−1ϕnτ−1σ−1γnτ−1).
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Por outro lado,

((s1, . . . , sn)(ϕ1, . . . , ϕn)σ)(γ1, . . . , γn)τ

= ((s1ϕ1, . . . , snϕn)
σ)(γ1, . . . , γn)τ

= (s1σ−1ϕ1σ−1 , . . . , snσ−1ϕnσ−1)(γ1, . . . , γn)τ

= (s1σ−1ϕ1σ−1γ1, . . . , snσ−1ϕnσ−1γn)
τ

= (s1τ−1σ−1ϕ1τ−1σ−1γ1τ−1 , . . . , snτ−1σ−1ϕnτ−1σ−1γnτ−1).

Com isso mostramos que

(s1, . . . , sn)((ϕ1, . . . , ϕn)σ(γ1, . . . , γn)τ) = ((s1, . . . , sn)(ϕ1, . . . , ϕn)σ)(γ1, . . . , γn)τ,

isto é, ψ((ϕ1, . . . , ϕn)σ(γ1, . . . , γn)τ) = ψ((ϕ1, . . . , ϕn)σ) ◦ ψ((γ1, . . . , γn)τ), ou seja, ψ é
homomorfismo de grupos.

Seja agora (ϕ1, . . . , ϕn)σ ∈ Kerψ. Desta forma

(s1, . . . , sn)((ϕ1, . . . , ϕn))σ = (s1σ−1ϕ1σ−1 , . . . , snσ−1ϕnσ−1) = (s1, . . . , sn),

isto é siσ−1ϕiσ−1 = si, para todo i = 1, . . . , n e para todo si. Escolha sj = 1, para todo
j 6= i e si = s ∈ S com s 6= 1. Se iσ 6= i então siσ = 1 e assim s(iσ)σ−1ϕ(iσ)σ−1 = siσ = 1,
então siϕi = 1, e como ϕi é um automorfismo obtemos que si = 1, contradição. Logo
iσ = i, para todo i = 1, . . . , n, ou seja, σ é a permutação identidade (1). Desta forma
siϕi = si, para todo i = 1, . . . , n e para todo si. Como ϕi é um automorfismo te-
mos então que ϕi é a aplicação identidade 1S para todo i = 1, . . . , n. Desta forma
(ϕ1, . . . , ϕn)σ = (1S, . . . , 1S)(1), ou seja, Kerψ é trivial.

Com isso obtemos que Aut(S) o Sn é isomorfo a um subgrupo de Aut(Sn). Para con-
cluirmos a proposição vamos recorrer ao Lema de Imersão 2.21. Vimos na Proposição 2.18
que Sn é um subgrupo normal minimal de Aut(Sn) e vimos na Proposição 2.20 que os
subgrupos normais minimais de Sn são da forma Ni = {1}× . . .×{1}×S×{1}× . . .×{1},
onde a i-ésima coordenada de Ni é igual a S. Seja β ∈ Aut(Sn). Então β leva um sub-
grupo normal minimal de Sn em outro subgrupo normal minimal de Sn, isto é, Nβ

i = Nj,
para algum j. Temos que Ni ≤ Sn ≤ Aut(Sn). Agora considere a ação por conjugação de
Aut(Sn) em {N1, . . . , Nn}. Essa ação é transitiva. De fato, se {Ni1, . . . , Nik} é uma órbita
então Ni1 × . . .×Nik EAut(Sn). Mas Ni1 × . . .×Nik ≤ Sn ≤ Aut(Sn) e Sn é normal mi-
nimal em Aut(Sn). Logo existe apenas uma órbita. Agora, como a ação é de conjugação,
o estabilizador de N1 corresponde ao normalizador NAut(Sn)(N1). Seja H = NAut(Sn)(N1).
Temos então que o ı́ndice de H em Aut(Sn) é o número de conjugados de N1 em Aut(Sn),
isto é, [Aut(Sn) : H] = n.

Agora, como H normaliza N1 e N1
∼= S, considere ξ : H → Aut(S) o homomorfismo
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canônico. Temos que Ker(ξ) = CAut(Sn)(N1). Vamos calcular o core de Ker(ξ) emAut(Sn).

(Ker(ξ))Aut(Sn) = (CAut(Sn)(N1))Aut(Sn) =
∩

β∈Aut(Sn)

(CAut(Sn)(N1))
β =

∩
β∈Aut(Sn)

CAut(Sn)(N
β
1 ) = (CAut(Sn)(N1)) ∩ . . . ∩ (CAut(Sn)(Nn)) = CAut(Sn)(S

n) = {1}.

Então pelo Lema de Imersão 2.21 o homomorfismo

f : Aut(Sn) → Aut(S) o Sn

tem núcleo Ker(f) = (Ker(ξ))Aut(Sn) = {1}. Portanto Aut(Sn) é isomorfo a um subgrupo
de Aut(S) o Sn. Logo Aut(S

n) ∼= Aut(S) o Sn.

Agora que já definimos o produto entrelaçado vamos mostrar que G = Sn o Sm é um
grupo primitivo do tipo 2, para n ≥ 5 e m ≥ 1.

Proposição 2.23 Sejam n ≥ 5 e m um inteiro positivo. Então G = Sn o Sm é um grupo
primitivo do tipo 2 de grau nm.

Demonstração: Lembre que G = Sn o Sm = (Sn)
m o Sm, um elemento de G é da forma

(σ1, . . . , σm)τ , com σi ∈ Sn, i = 1, . . . ,m e τ ∈ Sm, e o produto de (σ1, . . . , σm)τ por
(γ1, . . . , γm)ρ em G é dado por

(σ1, . . . , σm)τ(γ1, . . . , γm)ρ =

(σ1, . . . , σm)τ(γ1, . . . , γm)τ
−1τρ =

(σ1, . . . , σm)(γ1, . . . , γm)
τ−1

τρ =

(σ1, . . . , σm)(γ1τ , . . . , γmτ )τρ =

(σ1γ1τ , . . . , σmγmτ )τρ.

Como n ≥ 5 temos que An é o único subgrupo normal próprio de Sn, então N = (An)
m

é um subgrupo normal não abeliano de G. Vamos agora mostrar que N é um subgrupo
normal minimal de G. SejamNi, Nj subgrupos normais minimais deN com i 6= j. Então a

permutação (ij) ∈ Sm é tal queN
(ij)
i = Nj. Seja agora {1} 6= K ≤ N comKEG. ComoK

é normal emN existe i tal queNi ≤ K. Agora, comoKEG, temos queKg = K, para todo
g ∈ G. Tome g = 1(ij). Obtemos então que Nj ≤ K, para todo j. Desta forma K = N
e logo N é um subgrupo normal minimal de G. Vamos agora mostrar que CG(N) = {1}.
Sejam g = (σ1, . . . , σm)τ ∈ G, n = (1, . . . , 1, a, 1, . . . , 1) ∈ N , temos que ng 6= n se
τ 6= (1). Desta forma CG(N) ≤ Sm

n . Assim CG(N) ≤ CSm
n
(Am

n ) = (CSn(An))
m = ({1})m.

Logo Am
n é um subgrupo normal minimal de G com centralizador trivial. Pelo Item (b)

da Proposição 2.14, G é um grupo primitivo do tipo 2.

Seja X = {1, . . . , n} e considere a ação de G no conjunto Xm = {(i1, . . . , im) : ik ∈
{1, . . . , n}, 1 ≤ k ≤ m} dada por (i1, . . . , im)(σ1, . . . , σm)τ = (i1τσ1τ , . . . , imτσmτ ). Essa
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ação é transitiva pois dado (i1, . . . , im) ∈ Xm, como (σ1, . . . , σm) ∈ (Sn)
m temos que

(i1, . . . , im)(σ1, . . . , σm)(1) = (i1σ1, . . . , imσm) e então

Xn ⊆ {(i1σ1, . . . , imσm) : σi ∈ Sn, } ⊆ OG((i1, . . . , im)) = {(i1, . . . , im)g : g ∈ G} ⊆ Xn.

Agora vamos construir um subgrupo maximal M com core trivial e ı́ndice nm. Consi-
dere Stab((i, . . . , i)) ≤ G, onde i ∈ {1, . . . , n}. Temos que Stab((i, . . . , i)) = Stab(i) o Sm,
onde Stab(i) ≤ Sn e Stab(i) ∼= Sn−1. De fato, se (σ1, . . . , σm)τ ∈ Stab((i, . . . , i)) en-
tão (iτσ1τ , . . . , iτσmτ ) = (i, . . . , i), ou seja iτσkτ = i, para todo k = 1, . . . ,m. Como
τ apenas permuta as coordenadas temos que iσk = i, para todo k = 1 . . . ,m, isto é,
σk ∈ Stab(i). Então (σ1, . . . , σm)τ ∈ Stab(i) o Sm. Com as mesmas contas prova-se que
Stab(i) o Sm ⊆ Stab(i, . . . , i). Defina então M = Stab(i, . . . , i) ∼= Sn−1 o Sm. Como Sn−1
não contém An temos queMG = {1}. Além disso [G :M ] = (n!)mm!/((n−1)!)mm! = nm.
Nos resta mostrar que M é um subgrupo maximal de G.

Sejam agora K = (Sn−1)
m e B = (Sn)

m. Temos que G = B o Sm, M = K o Sm e
K ≤ B. Vamos mostrar que M = NG(K). Como K EM temos que M ≤ NG(K). Note
que

NG(K) ∩B = NB(K) = NSm
n
(Sm

n−1) = (NSn(Sn−1))
m = Sm

n−1 = K,

onde NSn(Sn−1) = Sn−1, já que Sn−1 é um subgrupo não normal maximal de Sn. Além
disso dado (σ1, . . . , σm) ∈ K, com σi ∈ Sn−1, i = 1, . . . ,m, e τ ∈ Sm temos que

τ−1(σ1, . . . , σm)τ = (σ1, . . . , σm)
τ = (σ1τ−1 , . . . , σmτ−1) ∈ K,

ou seja, Sm ⊆ NG(K). Assim BNG(K) ⊇ BSm = G e então G = BNG(K). Portanto

[G : NG(K)] = |G| / |NG(K)| = |BNG(K)| / |NG(K)| =
|B| |NG(K)| / |NG(K)| |NG(K) ∩B| = |B| / |K| = (n!)m/((n− 1)!)m = nm.

Com isso M ≤ NG(K) e [G :M ] = [G : NG(K)], ou seja, M = NG(K).

Seja agora H um subgrupo maximal de G contendo M . Note que como B E G,
H ∩ B EH e se H ∩ B = K então K EH e H ⊆ NG(K) = M , ou seja, H = M e M é
um subgrupo maximal de G. Nos resta então mostrar que H ∩B = K. Observe que K ⊆
M ⊆ H e K ⊆ B, ou seja, K ⊆ H∩B. Por outro lado, escrevendo B = B1×B2×· · ·×Bm

e Ri = {1} × · · · × {1} × Bi × {1} × · · · × {1}, i = 1, . . . ,m, a ação de conjugação de G
sobre o conjunto Ω = {R1, . . . , Rm} é tal que

R
(σ1,...,σm)τ
i = Rτ

i = Rj,

com i, j = 1, . . . ,m. Desta forma a ação é transitiva e o núcleo dessa ação é formado pelos
elementos (σ1, . . . , σm) ∈ B. Agora, como G = BM temos também que G = BH. Assim
dado g ∈ G, podemos escrever g = hb, com h ∈ H e b ∈ B. Então dados Ri, Rj ∈ Ω,
existe g ∈ G tal que Rg

i = Rj. Como g = hb, com h ∈ H e b ∈ B, e o núcleo da ação é
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B obtemos que Rh
i = Rj. Então podemos considerar a ação de conjugação de H sobre Ω,

onde essa ação é transitiva.

Fixando Ri e Rj, existe h ∈ H com (Ri)
h = Rj. Considere então as projeções

πi : B → Ri,

dadas por
(b1, . . . , bm) 7→ (1, . . . , bi, . . . , 1),

para todo i = 1, . . . ,m. Restringindo cada πi para H ∩B temos que

πi|H∩B : H ∩B � πi(H ∩B),

é um homomorfismo sobrejetor com núcleo (
∏
t̸=i

Rt)∩H. Assim pelo Teorema do Isomor-

fismo,

πi(H ∩B) ∼= H ∩B/(
∏
t̸=i

Rt) ∩H.

Vamos mostrar que πi(H∩B) é isomorfo a πj(H∩B) para todos i, j = 1, . . . ,m. Considere
a aplicação

ϕ : H ∩B λ→ H ∩B � H ∩B/(
∏
t̸=j

Rt) ∩H,

dada pela composição de λ e πj|H∩B, onde λ é a conjugação por h ∈ H fixado tal que
(Ri)

h = Rj e λ é um isomorfismo pois H ∩ B E H. Note que x ∈ Kerϕ se, e somente

se, (xh)j = 1, ou seja, a i-ésima coordenada de x é trivial. Assim Kerϕ = (
∏
t̸=i

Rt) ∩H e

dessa forma pelo Teorema do Isomorfismo

πi(H ∩B) ∼= H ∩B/(
∏
t̸=i

Rt) ∩H
φ∼= H ∩B/(

∏
t̸=j

Rt) ∩H ∼= πj(H ∩B).

Desta forma πi(H ∩B) ∼= πj(H ∩B) para todos i, j = 1, . . . ,m.

Agora, como K ⊆ H ∩ B temos que Sn−1 ∼= πi(K) ⊆ πi(H ∩ B) ⊆ Sn e como Sn−1 é
um subgrupo maximal de Sn temos que πi(H ∩ B) ∼= Sn−1 ou πi(H ∩ B) = Sn. Vamos
analisar os dois casos. Suponha que πi(H ∩ B) ∼= Sn−1 para todo i = 1, . . . ,m. Temos
que

|H ∩B| ≤
m∏
i=1

|πi(H ∩B)| = (n− 1)!m = |K| .

Mas como K ⊆ H ∩B temos que K = H ∩B.

Suponha agora que πi(H∩B) = Sn. Vamos mostrar que H∩RiERi. Tome y ∈ H∩Ri,
temos que πj(y) = 1 para todo j 6= i. Seja r ∈ Ri, como πi|H∩B : H ∩ B → Sn

∼= Ri
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é sobrejetiva, existe x ∈ H ∩ B tal que πi(x) = r. Como r = (1, . . . , 1, ri, 1, . . . , 1),
y = (1, . . . , 1, yi, 1, . . . , 1), x = (x1, x2, . . . , xn) e πi(x) = r temos que r−1yr = x−1yx,
desta forma r−1yr ∈ H pois x, y ∈ H. Por outro lado, r−1yr = x−1yx ∈ Ri, pois
r, y ∈ Ri. Segue então que r−1yr = x−1yx ∈ H ∩ Ri e então H ∩ Ri E Ri

∼= Sn. Agora,
como H ∩ Ri contém Ki

∼= Sn−1, H ∩ Ri E Ri
∼= Sn e Sn−1 é um subgrupo maximal não

normal de Sn, obtemos que H ∩ Ri
∼= Sn. Assim H ∩ Ri = Ri e então Ri ≤ H para

todo i = 1, . . . ,m. Como B =
∏m

i=1Ri temos que B ⊆ H. Desta forma BH = H < G,
contradição. Logo não podemos ter πi(H ∩ B) = Sn. Então πi(H ∩ B) = Sn−1 o que
implica que H ∩B = K, provando a proposição.

2.5 Grupos primitivos do tipo 3

Agora iremos tratar dos grupos primitivos do tipo 3. O primeiro exemplo dado será
G = S × S, onde S é um grupo simples não abeliano.

Exemplo 2.4 Seja G = S × S, onde S é um grupo simples não abeliano. Vimos na
Proposição 2.20 que os subgrupos normais minimais de G são N1 = S×{1} e N2 = {1}×
S. Temos que G/N1

∼= S e que S é um grupo primitivo do tipo 2, ou seja, G/N1 é um grupo
primitivo do tipo 2. TomandoM = {(s, s) : s ∈ S} ≤ G temos que g = (x, y) ∈ G pode ser
escrito como (xy−1, 1)(y, y) ∈ N1M , ou seja, G = N1M . Além disso, se (x, y) ∈ N1 ∩M
temos que y = 1 e x = y, ou seja, (x, y) = (1, 1) e assim N1 ∩M = {1} × {1}. Desta
forma M complementa N1 em G. Da mesma maneira G/N2 é um grupo primitivo do
tipo 2 e M complementa N2 em G. Logo pelo Corolário 2.15 temos que G é um grupo
primitivo do tipo 3.

Agora, se X é um grupo primitivo do tipo 2, podemos nos perguntar se G = X ×X é
um grupo primitivo do tipo 3. Como X é um grupo primitivo do tipo 2, existe um único
subgrupo L normal minimal em X. Desta forma os subgrupos L × {1} e {1} × L são
subgrupos normais minimais de G. Se L = X estamos no caso em que X é um grupo
simples não abeliano pois L é não abeliano e X não possui subgrupos normais próprios, e
como vimos no exemplo acima, G é um grupo primitivo do tipo 3. Agora se L 6= X temos
que CX×X(L × {1}) = CX(L) × CX({1}) = {1} ×X 6= {1} × L. Com isso se X 6= L, G
não é um grupo primitivo do tipo 3. Por outro lado, veremos na seguinte proposição que
G = {(x, y) ∈ X ×X : xL = yL} é um grupo primitivo do tipo 3.

Proposição 2.24 Seja X um grupo primitivo do tipo 2 com subgrupo normal minimal
L. Então G = {(x, y) ∈ X ×X : xL = yL} é um grupo primitivo do tipo 3.

Demonstração: Os subgrupos normais minimais de G são N1 = L×{1} e N2 = {1}×L.
Note que

CG(N1) = {(x, y) ∈ X ×X : x ∈ CX(L), xL = yL} = {(1, y) ∈ X ×X : L = yL} =

{(1, y) ∈ X ×X : y ∈ L} = {1} × L = N2,
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já que CX(L) = {1}. Analogamente, CG(N2) = N1. Tome H = {(x, x) ∈ G}. Dado
g = (x, y) ∈ G, temos que xL = yL, assim xy−1 ∈ L e então g = (xy−1, 1)(y, y) ∈ N1H,
mostrando que G = N1H. Por outro lado, se (x, y) ∈ N1 ∩ H então y = 1 e x = y, ou
seja, (x, y) = (1, 1) e assim N1 ∩ H = {1} × {1}. Desta forma H complementa N1 em
G. Da mesma forma H complementa N2 = CG(N1) em G. Pela Proposição 2.13, G é um
grupo primitivo do tipo 1 ou 3. Como CG(N1) = N2 6= N1 obtemos que G é um grupo
primitivo do tipo 3.

Agora, se
G = {(x1, . . . , xn) ∈ Xn : x1L = . . . = xnL},

com n ≥ 3, onde X é um grupo primitivo do tipo 2, então G não é um grupo primitivo
pois G possui mais que dois subgrupos normais minimais. O grupo G é denotado por
δn(X). Como vimos na proposição acima, δ2(X) é um grupo primitivo do tipo 3, desta
forma o quociente

δn(X)/({1} × {1} × L× . . .× L) ∼= δ2(X)

é um grupo primitivo do tipo 3, e o quociente

δn(X)/({1} × L× . . . L ∼= δ1(X)) ∼= X

é um grupo primitivo do tipo 2.



Caṕıtulo 3

Complementos de fatores principais de um grupo
solúvel

3.1 Fatores principais

Definição 3.1 Sejam G um grupo e H,KEG tais que K ≤ H. Dizemos que H/K é um
fator principal de G se H/K é um subgrupo normal minimal de G/K.

Seja G um grupo finito. Como H/K é um subgrupo normal minimal de G/K, H/K é
um produto direto de cópias de grupos simples. Temos duas possibilidades: no primeiro
caso H/K é abeliano, assim existe um primo p tal que H/K é um p-grupo abeliano ele-
mentar; no segundo caso H/K é não abeliano, desta forma existe um grupo simples não
abeliano S tal que H/K ∼= S × · · · × S.

Um fator principal H/K de G é dito central se H/K ≤ Z(G/K).

Dado um grupo G e um fator principal H/K de G, o grupo G age por conjugação em
H/K: para h ∈ H e g ∈ G, temos (hK)g = hgK. Essa ação de G em H/K define um
homomorfismo de grupos

θ : G→ Aut(H/K)

tal que
Ker(θ) = {g ∈ G : hgK = hK, ∀ h ∈ H} = CG(H/K).

Desta forma H/K é um G-grupo. Então se H1/K1, H2/K2 são dois fatores principais de
G, uma aplicação ϕ : H1/K1 → H2/K2 será um G-isomorfismo se ϕ for um isomorfismo
de grupos e ((h1K1)

g)φ = ((h1K1)
φ)g para quaisquer h1K1 ∈ H1/K1 e g ∈ G.

Note que se A/B é normal em G/B e é G-isomorfo a um fator principal de G, então
pela Proposição 2.2, A/B é também um fator principal de G.
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Definição 3.2 Seja H/K um fator principal de um grupo finito G. Dizemos que H/K é
complementado se existe um subgrupo L de G tal que HL = G e H ∩ L = K. Neste caso
L é dito um complemento de H/K em G .

Exemplo 3.1 1. Seja G = Cp × Cp onde p é um número primo, H = Cp × {1},
K = {1} × {1}. Tomando L = {1} × Cp, temos que HL = G e H ∩ L = K. Assim
L é um complemento de H/K em G.

2. Seja G um p-grupo ćıclico finito de ordem pn e sejam H,K dois subgrupos de G
com K ≤ H e |H : K| = p. Então G/K é um p-grupo ćıclico, logo H/K é comple-
mentado em G/K se, e somente se, H = G, em tal caso, o único complemento é
K/K.

Definição 3.3 Seja H/K um fator principal de um grupo finito G. Dizemos que H/K é
Frattini se H/K ≤ Φ(G/K).

Note que o fator principal H/K não pode ser simultaneamente complementado e Frat-
tini, pois pelo Teorema 1.26 - (b), se H/K ≤ Φ(G/K), então o único suplemento de H/K
em G/K é G/K, isto é, não existe um subgrupo próprio L de G tal que HL = G.

Por outro lado, seH/K é um fator principal não abeliano deG, entãoH/K � Φ(G/K).
De fato, suponha que H/K ≤ Φ(G/K). Como Φ(G/K) é um grupo nilpotente e sub-
grupo de grupo nilpotente é nilpotente obtemos que H/K é nilpotente. Então o subgrupo
derivado [H/K,H/K] é diferente de H/K. Como H/K é um subgrupo normal minimal
de G/K, [H/K,H/K]EG e [H/K,H/K] < H/K obtemos que [H/K,H/K] = K/K, ou
seja, H/K é um fator principal abeliano de G, contradição.

Agora veremos que se H/K é um fator principal abeliano de G, então ou ele é com-
plementado ou ele é Frattini.

Proposição 3.4 Seja H/K um fator principal abeliano de um grupo finito G. Então

(a) H/K ou é complementado ou é Frattini, e

(b) se H/K é complementado, então cada complemento é um subgrupo maximal de G.

Demonstração:

(a) Suponha que H/K � Φ(G/K). Vamos mostrar que o subgrupo normal minimal
H/K de G/K é complementado em G/K. Sem perda de generalidade podemos
supor que K = {1}. Como H � Φ(G), existe um subgrupo maximal M de G tal
que H � M . Desta forma temos que M ≤ MH e M ∩ H < H. Como M é um
subgrupo maximal de G, obtemos que G = MH. Além disso, M ∩ H EM , pois
H EG e H é abeliano. Logo M ∩H EG. Como H é um subgrupo normal minimal
de G, obtemos que M ∩H = {1}.
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(b) Novamente vamos supor que K = {1}. Seja M um complemento de H em G e seja
L um subgrupo maximal de G tal queM ≤ L < G. Se H ≤ L, então HM = L < G,
contradizendo que M complementa H em G. Então H � L. Desta forma HL = G.
Agora, H ∩L ≤ H, H ∩LEL pois H EG e H é abeliano. Assim H ∩LEHL = G.
Como H é normal minimal em G, H ∩L = {1} ou H ∩L = H. Se H ∩L = H então
H ≤ L, contradição. Assim H ∩ L = {1}. Desta forma, L complementa H em G.
Assim L ∼= G/H ∼= M , o que implica que |M | = |L|. Como M ≤ L, obtemos que
M = L e M é um subgrupo maximal de G.

Um exemplo de um fator principal não abeliano não complementado será dado no
apêndice desse trabalho.

Lembre que uma série
1 = U0 E U1 E . . .E Ur = G

é dita uma série principal se Ui E G e os fatores Ui/Ui−1 são fatores principais de G,
para todo i = 1, 2, . . . , r. Para finalizar esta seção, vamos mostrar que dadas duas séries
principais de um grupo finito G, existe uma bijeção entre os fatores principais dessas duas
séries de tal forma que os fatores correspondentes são G-isomorfos e os fatores principais
Frattini da primeira série correspondem aos fatores principais Frattini da segunda série.

Lema 3.5 ([4], Caṕıtulo A, Lema 9.11) Sejam K e N subgrupos normais de um grupo
finito G com N ≤ K e K nilpotente. Se K/N ≤ Φ(G/N), então K ≤ Φ(G)N .

Lema 3.6 Sejam N1 e N2 subgrupos normais minimais distintos de um grupo finito G.
Então existe uma bijeção

τ : {N1, N1N2/N1} → {N2, N1N2/N2}

tal que os fatores principais correspondentes são G-isomorfos e os fatores principais Frat-
tini correspondem aos fatores principais Frattini.

Demonstração: Seja N = N1N2 e suponha que N1 ≤ Φ(G). Temos que N/N2 =
N1N2/N2 ≤ Φ(G)N2/N2 ≤ Φ(G/N2), ou seja, N/N2 é Frattini. Se N/N1 também é Frat-
tini, isto é, N/N1 ≤ Φ(G/N1) = Φ(G)/N1, então N ≤ Φ(G) e logo N2 ≤ N1N2 ≤ Φ(G).
Desta forma os quatro fatores principais são Frattini e a aplicação τ com τN1 = N/N2

e τ(N1N2/N1) = N2 satisfaz o lema. Por outro lado, se N/N1 não é Frattini, então
N/N1 � Φ(G/N1) = Φ(G)/N1, logo N2 ≤ N � Φ(G), isto é, N2 não é Frattini e a mesma
escolha de τ é suficiente. Se todos os fatores principais não são Frattini tomamos o mesmo
τ .

Resta agora considerar o caso onde N1 ∩ Φ(G) = N2 ∩ Φ(G) = {1} e, sem perda de
generalidade, N/N2 ≤ Φ(G/N2). Como N/N2 é um subgrupo normal minimal de G/N2,
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N/N2 ≤ Φ(G/N2) que é um grupo nilpotente, segue que N/N2 é abeliano (elementar).
Como N1, N2 são ambos normais minimais em G temos que N1 ∩ N2 = {1} e assim
N/N2

∼=G N1, ou seja, N1 é abeliano. ComoN1 é abeliano e não é Frattini, pela Proposição
3.4, existe um complemento M para N1 em G, onde M é um subgrupo maximal de
G. Seja N3 = M ∩ N , vamos mostrar que N3 E G. Temos que N = N1 × N2 e N1

é abeliano, assim N1 ≤ Z(N). Como N3 = M ∩ N ≤ N temos que N1 normaliza
N3. Assim N3 = M ∩ N E M e N1 ≤ NG(N3) e logo N3 E MN1 = G. Além disso
N3N1 = (M ∩N)N1 =MN1∩N = G∩N = N , N1∩N3 = N1∩(M ∩N) = {1}∩N = {1}
e então

N3
∼=G N3/N1 ∩N3

∼=G N3N1/N1 = N/N1
∼=G N2.

Segue que N3 é um subgrupo normal minimal de G, assim N2 ∩ N3 = {1}. Se
N3 = N2, então M/N2 é um complemento em G/N2 para N/N2, pois M ∩ N = N2 e
MN = MN1N2 = GN2 = G, o que contradiz que N/N2 é Frattini. Portanto N3 6= N2.
Segue então que M não contém N2, pois N3 = M ∩N e N contem N2, logo MN2 = G e
isso implica que N3N2 = (M ∩N)N2 = N . Assim N3

∼=G N/N2
∼=G N1.

Logo N2, N3 e consequentemente N são abelianos. Pelo Lema 3.5, como N/N2 ≤
Φ(G/N2) temos que N ≤ Φ(G)N2. Dessa forma

N2(N ∩ Φ(G)) = N2Φ(G) ∩N = N = N2N3. (*)

Seja agora A = N ∩ Φ(G). Como M é um subgrupo maximal de G, Φ(G) ≤ M e assim
A ≤ N ∩M = N3. Intersectando os dois lados da equação (*) por N3 obtemos que

N3 = N2A ∩N3 = (N2 ∩N3)A = A.

Então N ∩ Φ(G) = N3 e portanto que

N/N1 = N3N1/N1 = (N ∩ Φ(G))N1/N1 = N1Φ(G) ∩N/N1 ≤ N1Φ(G)/N1 ≤ Φ(G/N1)

é Frattini e os quatro fatores principais são G-isomorfos. Tomando τN1 = N2 e τ(N/N1) =
N/N2 o lema segue.

Teorema 3.7 Sejam H1 e H2 duas séries principais de um grupo finito G. Então existe
uma bijeção entre os fatores principais de H1 e os fatores principais de H2 tal que fatores
correspondentes são G-isomorfos e os fatores principais Frattini de H1 correspondem aos
fatores principais Frattini de H2.

Demonstração: Pelo Teorema de Jordan-Hölder temos que H1 e H2 possuem o mesmo
comprimento e então podemos denotar

H1 : G = U0 > U1 > · · · > Ur = 1

H2 : G = V0 > V1 > · · · > Vr = 1
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Vamos provar o teorema por indução sobre r. Para r = 1 o resultado segue trivialmente.

Seja r > 1 e suponha que o teorema vale para todos os grupos com séries principais
de comprimento ≤ r − 1.

Se Ur−1 = Vr−1, a hipótese de indução aplicada a G/Ur−1 produz uma correspondência
adequada entre os fatores das duas séries situados acima de Ur−1 e fazendo Ur−1 corres-
ponder a Vr−1 temos a conclusão desejada.

Suponha agora que os subgrupos normais minimais Ur−1 e Vr−1 são distintos e seja
N = Ur−1Vr−1. Como Ur−1∩Vr−1 = {1} pois Ur−1 e Vr−1 são subgrupos normais minimais
de G segue que N/Ur−1 ∼=G Vr−1 e N/Vr−1 ∼=G Ur−1 são fatores principais de G. Desta
forma existem duas séries principais H3 e H4 da seguinte maneira

H3 : G = W0 > · · · > Wr−3 > N > Ur−1 > 1

H4 : G = W0 > · · · > Wr−3 > N > Vr−1 > 1

Vamos dizer que duas séries principais são equivalentes se existe uma bijeção satisfazendo
o teorema. Isto define uma relação de equivalência nas séries principais de G. Como H1

e H3 possuem o subgrupo normal minimal Ur−1 em comum, como foi feito anteriormente,
essas duas séries são equivalentes. Analogamente as séries H2 e H4 são equivalentes. Mais
ainda, como as séries H3 e H4 coincidem até N , segue do Lema 3.6 que H3 e H4 são
também equivalentes. Logo H1 e H2 são equivalentes.

Por outro lado, G-isomorfismo não preserva o fato do fator principal ser complemen-
tado. Como exemplo considere o grupo abeliano G = Cp2 = 〈x〉, onde p é um número
primo. Note que, por G ser um grupo abeliano dois fatores principais são G-isomorfos
se, e somente se, são isomorfos. Seja K = 〈xp〉. Temos K ∼= Cp e G/K ∼= Cp. Assim
G/K ∼= K e então G/K ∼=G K. Por um lado temos que K não é complementado em
G, pois todos os subgrupos de G são G, K e {1}. Por outro lado temos que G/K é
complementado em G por K pois GK = G e G ∩K = K.

3.2 Complementos de fatores principais de um grupo solúvel

Esta seção se baseia no artigo On complemented chief factors of finite soluble groups
[2] de D. W. Barnes.

Um G-módulo A é por definição um G-grupo abeliano. Seja H/K um fator principal
abeliano de um grupo finito G. Vimos no Caṕıtulo 1, que H/K é um grupo abeliano
elementar, isto é, H/K ∼= Cn

p , onde p é um número primo. Como H/K é um G-grupo
abeliano temos que H/K é um G-módulo e então H/K pode ser visto como um FpG-
módulo no significado usual de módulo sobre um anel unitário, assim a teoria usual dos
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módulos se aplica ao nosso caso. Observe também que um subgrupo normal minimal
abeliano de um grupo finito G é um G-módulo irredut́ıvel.

Definição 3.8 Sejam G um grupo solúvel finito, A um G-módulo irredut́ıvel que aparece
como um fator principal abeliano complementado de G e C = CG(A) o centralizador de
A em G. Defina

R = R(A) =
∩

{T EG : T < C, C/T ∼=G A, C/T é complementado}.

Dizemos que C/R é a A-coroa de G ou a coroa definida por A.

Considerando o monomorfismo

ϕ : C/R ↪→
∏

C/T∼=GA, C/T é complementado

C/T,

temos que C/R é isomorfo a um subgrupo de
∏

C/T∼=GA, C/T é complementado

C/T , isto é, existe

d ∈ Z+ tal que C/R ∼=G Ad. Definimos δG(A) = d. Desta forma a coroa definida por A,
vista como um G-módulo, é semissimples.

Lema 3.9 Sejam A,B ≤ G. Se [A,B] ≤ A então B ≤ NG(A).

Demonstração: Temos que a−1b−1ab ∈ A, para quaisquer a ∈ A e b ∈ B. Assim
b−1abA = aA = A, isto é, b−1ab ∈ A,para quaisquer a ∈ A e b ∈ B, ou seja, b ∈ NG(A).
Logo B ≤ NG(A).

Lema 3.10 Sejam G um grupo finito, H/K um fator principal abeliano de G e M um
complemento de H/K. Seja C = CG(H/K) e considere S = CM(H/K). Então S = MG,
G/S é um grupo primitivo do tipo 1 e C/S é o único subgrupo normal minimal de G/S.
Mais ainda C = HS, H ∩ S = K e C/S é G-isomorfo a H/K.

Demonstração: Pelo Item (b) da Proposição 3.4 temos que M é um subgrupo maximal
de G. Como [H,MG] ≤ H ∩M = K segue que MG ≤ CM(H/K).

Por outro lado, [H,CM(H/K)] ≤ K e K ≤ CM(H/K), assim [H,CM(H/K)] ≤
CM(H/K). Pelo Lema 3.9, H ≤ NG(CM(H/K)). Como CM(H/K) = C ∩M EM obte-
mos que CM(H/K) EHM = G e então CM(H/K) ≤ MG. Logo S = CM(H/K) = MG.
Pelo Item (a) da Proposição 2.7 temos que G/S é um grupo primitivo.

Agora, sendo H/K abeliano, H ≤ C = CG(H/K). Temos C ∩M = CM(H/K), assim
C = C∩G = C∩HM = H(C∩M) = HCM(H/K) = HS. Além dissoH∩CM(H/K) ≥ K
e H ∩ CM(H/K) ≤ H ∩M = K. Logo H ∩ CM(H/K) = H ∩ S = K.

Com isso obtemos que C/S = HS/S ∼=G H/H ∩ S = H/K. Em particular C/S é
um subgrupo normal minimal abeliano de G/S. Assim G/S é primitivo do tipo 1 e pelo
Teorema de Baer C/S é o único subgrupo normal minimal de G/S.
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Lema 3.11 Seja G um grupo finito. Se N é um subgrupo normal minimal abeliano de G
e M é um subgrupo próprio de G com MN = G, então M ∩N = {1}.

Demonstração: Temos que M ∩ N EM . Como N é abeliano temos que M ∩ N E N .
Logo M ∩N EMN = G, M ∩N < N , pois se M ∩N = N teŕıamos N ⊆M e G 6=MN .
Como N é um subgrupo normal minimal de G obtemos então que M ∩N = {1}.

Lema 3.12 Sejam G um grupo finito solúvel, H/K um fator principal de G, A um G-
módulo irredut́ıvel e C/R a coroa definida por A. Então H/K é complementado e G-
isomorfo a A se, e somente se, C ≥ HR > KR e nesse caso HR/KR ∼=G H/K e
H/K tem uma classe de conjugação de complementos para cada escolha de um submódulo
maximal D/KR de C/KR não contendo HR/KR.

Demonstração: Suponha que H/K ∼=G A e seja M um complemento de H/K em G.
Pelo Lema 3.10, H ∩MG = K, HMG = CG(H/K) = CG(A) = C e MG = CM(H/K).
Além disso H/K = H/H ∩MG

∼=G HMG/MG = C/MG e M/MG é um complemento de
C/MG em G/MG. Como A ∼=G C/MG, pela definição de R temos que R ≤ MG ≤ C.
Assim KR ≤ HR ≤ HMG = C. Se KR = HR então

MG ∩HR = (MG ∩H)R = KR = HR.

Desta forma KR = HR ⊆ MG. Assim, MG = (KR)MG = (HR)MG = HMG = C e
portanto K = H ∩MG = H ∩ C = H, contradição. Logo KR < HR. Portanto obtemos
C ≥ HR > KR.

Reciprocamente, suponha que C ≥ HR > KR. Vamos mostrar que HR/KR ∼=G

H/K. Temos HR/KR 6= 1 e HR/KR = H(KR)/KR ∼=G H/H ∩KR = H/K(H ∩ R),
isto é, HR/KR ∼=G H/K(H ∩R). Temos K ≤ K(H ∩R) = H ∩KR ≤ H. Como H/K é
um fator principal de G segue que K(H ∩R) = H ou K(H ∩R) = K, pois caso contrário
H/K não seria normal minimal em G/K. SeK(H∩R) = H então 1 6= HR/KR ∼=G H/H,
contradição. Logo K(H ∩R) = K e então HR/KR ∼=G H/K.

Agora, como C/R ∼=G A
d e H/K ∼=G HR/KR é um fator principal de G entre C e R

temos que HR/KR ∼=G A. Desta forma H/K ∼=G A.

Vamos mostrar agora que H/K é complementado. Como C/KR é G-isomorfo a uma
soma direta de cópias de A obtemos que C/KR é semissimples, pelo Lema 1.32, existe
um complemento D/KR de HR/KR em C/KR, isto é, C/KR = (HR/KR) · (D/KR)
e (HR/KR) ∩ (D/KR) = KR/KR. Além disso D/KR é um G-submódulo maximal

de C/KR pois D/KR < (HR/KR) · (D/KR) = C/KR e (HR/KR)·(D/KR)
1·(D/KR)

∼=G
HR
KR

que é
simples.

Dessa forma A ∼=G HR/KR ∼=G (C/KR)/(D/KR) ∼=G C/D, ou seja, C/D ∼=G A.
Temos então que CG(C/D) = CG(A) = C e assim CG/D(C/D) = C/D.
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Como C/D ∼=G A é normal minimal em G/D temos pelo Lema 1.23 que F (G/D) ≤
CG/D(C/D) = C/D e como C/D é abeliano, logo nilpotente, pela definição do subgrupo
de fitting C/D ≤ F (G/D). Assim F (G/D) = C/D. Pelo item (a) do Teorema 1.27 temos
Φ(G/D) ≤ F (G/D) = C/D. Agora não podemos ter C/D ≤ Φ(G/D), pois neste caso,
Φ(G/D) = F (G/D), contradizendo a Proposição 1.28.

Assim C/D � Φ(G/D), isto é, C/D é um fator principal não Frattini de G. Desta
forma, pelo Teorema 3.4, existe um complemento M/D para C/D em G/D e M/D é um
subgrupo maximal de G/D. Além disso, como M/D complementa o subgrupo normal
minimal C/D = CG/D(C/D) de G/D segue do item (b) da Proposição 2.13 que G/D é
um grupo primitivo do tipo 1 ou 3. Como C/D é abeliano, não podemos ter G/D um
grupo primitivo do tipo 3. Assim G/D é um grupo primitivo do tipo 1 e segue do Teorema
2.17 que todos os complementos de C/D em G/D são conjugados.

Vamos agora mostrar queM complementaH/K. ComoM/D é um subgrupo maximal
de G/D temos que M é um subgrupo maximal de G, assim MH = G ou M ⊇ H. Se
M ⊇ H temos que M ⊇ HR pois M ⊇ D ⊇ R e D = C ∩M ⊇ HR, assim KR = D ∩
HR = HR, contradição. Além disso, comoMH = G obtemos que (M/K)(H/K) = G/K.
Assim pelo Lema 3.11, (M/K)∩(H/K) = K/K e entãoM∩H = K. Com isso mostramos
que H/K é um fator principal de G complementado e G-isomorfo a A.

G

FF
FF

FF
FF

F

M

C

FF
FF

FF
FF

F

D

HR

FF
FF

FF
FF

KR

Vamos agora mostrar que todos os complementos de H/K são obtidos por meio do
procedimento acima, completando assim a demonstração do lema. Seja M um comple-
mento de H/K em G com H/K ∼=G A. Tomando D =MG temos C/D ∼=G A como visto
na primeira parte da demonstração. Vamos mostrar que D/KR complementa HR/KR
para isso vamos mostrar que D não contém HR. Se D ⊇ HR então M ⊇ D ⊇ HR ⊇ H
e então MH = M 6= G, contradição. Sendo C/D ∼=G A um G-grupo simples, segue que
D/KR é maximal (como G-submódulo) em C/KR.
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Sejam G é um grupo finito, A é um G-módulo irredut́ıvel finito e F = EndG(A) o
anel dos G-endomorfismos de A com as operações de soma e composição. Como A é um
G-módulo irredut́ıvel segue do Lema de Schur que se 0 6= f ∈ F então f é isomorfismo.
Desta forma F é um anel de divisão e pelo Teorema de Wedderburn segue que F é um
corpo. Mais ainda, A é um espaço vetorial sobre F com respeito a fa = f(a), para
quaisquer f ∈ F e a ∈ A. Note que para uma soma direta de cópias de A (que pode
ser visto como um F -espaço vetorial), G-submódulo e F -subespaço vetorial são noções
distintas. Isso acontece porque dado g ∈ G a função

A −→ A

a 7−→ ag = g−1ag.

não é G-homomorfismo em geral. Para a função acima ser um G-homomorfismo precisa-
mos que (ag)h = (ah)g para quaisquer g, h ∈ G e para todo a ∈ A. Note que se o grupo
G é um grupo abeliano então a função acima é um G-homomorfismo.

Lema 3.13 Sejam G um grupo finito, A um G-módulo irredut́ıvel e F = EndG(A). Seja
V uma soma direta de d cópias de A e seja H um submódulo minimal de V. Então o
número de submódulos maximais de V não contendo H é qd−1, onde q = |F |.

Demonstração: Temos V = {(a1, . . . , ad) | ai ∈ A} e aplicações

εi : A→ V,

definidas por εi(a) = (0, 0, . . . , 0, a, 0, . . . , 0) onde a entrada não nula está na i-ésima co-
ordenada.

Seja M um submódulo maximal de V sobre F . Então existe um G-homomorfismo
sobrejetivo

α : V → A

com M = Kerα.

Para cada i, temos λi ∈ F definidos por

λi = αεi : A→ A.

Assim

α(a1, . . . , ad) = α(a1, 0, . . . , 0) + . . .+ α(0, . . . , 0, ad) =

αε1(a1) + . . .+ αεd(ad) =
d∑

i=1

αεi(ai) =
d∑

i=1

λi(ai).

Em particular os λi não podem ser todos nulos pois α não é nulo. Pela expressão

acima, (a1, . . . , ad) ∈ Kerα =M se, e somente se,
d∑

i=1

λi(ai) = 0.
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Vamos também mostrar que α é F -linear. Seja λ ∈ F . Obtemos, pelo Teorema de
Wedderburn, que F é um corpo, assim a operação de composição em F é comutativa,
então para qualquer λi ∈ F temos que λλi = λiλ. Desta forma

α(λa1, . . . , λad) =
d∑

i=1

λi(λ(ai)) =

d∑
i=1

(λiλ)(ai) =
d∑

i=1

(λλi)(ai) =

λ(
d∑

i=1

(λi(ai))) = λα(a1, . . . , ad).

Por outro lado, para quaisquer λ1, . . . , λd ∈ F , não todos nulos, definimos

α : V −→ A

(a1, . . . , ad) 7−→
d∑

i=1

λi(ai).

Vamos mostrar que α é um G-homomorfismo sobrejetor. Dado g ∈ G temos que

α(ag1, . . . , a
g
d) =

d∑
i=1

λi(a
g
i ) =

d∑
i=1

λi(ai)
g = α(a1, . . . , ad)

g,

onde λi(a
g
i ) = λi(ai)

g pois para todo i = 1, . . . , d, λi é um G-endomorfismo. Assim α é
um G-homomorfismo. Agora tomando um λi não nulo, a restrição de α para o i-ésimo
fator de V coincide com λi, que é isomorfismo (como visto pelo lema de Schur) logo α
é sobrejetiva (porque admite uma restrição sobrejetiva). Seja M = Ker(α). Note que
V/M ∼=G A. Como A é um G-módulo irredut́ıvel segue que M é um submódulo maximal
de V .

Desta forma vimos que os submódulos maximais de V são do tipo Kerα, com α(a1, . . . , ad) =
d∑

i=1

λi(ai), onde os λi ∈ F não são todos nulos.

Para cada 0 6= λ ∈ F , (λλ1, . . . , λλd) define o mesmo submódulo maximal que

(λ1, . . . , λd). De fato, se β : V → A é definida por β(a1, . . . , ad) =
d∑

i=1

λλi(ai) então

d∑
i=1

λλi(ai) = 0 ⇔ λλ1(a1) + . . .+ λλd(ad) = 0 ⇔ λ(
d∑

i=1

λi(ai)) = 0 ⇔
d∑

i=1

λi(ai) = 0,
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isto é, Ker β = Kerα.

Logo o número de submódulos maximais de V é

qd − 1

q − 1
.

Pelo Teorema da correspondência existe uma correspondência biuńıvoca entre os sub-
módulos de V/H e os submódulos de V contendo H. Como H é minimal temos que
V/H ∼=G A

d−1 e assim repetindo o que foi feito acima o número de submódulos maximais
de V contendo H é

qd−1 − 1

q − 1
.

Portanto o número de submódulos maximais de V não contendo H é

qd − 1

q − 1
− qd−1 − 1

q − 1
= qd−1.

Isso termina a demonstração.

Lema 3.14 Sejam G um grupo solúvel finito e N um subgrupo normal minimal de G
complementado. Se M é um complemento de N em G então número de conjugados de M
é |N | se N � Z(G) e 1 se N ≤ Z(G).

Demonstração: Se N ≤ Z(G) então M EG e então o número de conjugados de M em
G é 1. Agora suponha N � Z(G). Como N é um subgrupo normal minimal de um grupo
solúvel temos que N é abeliano. Pelo item (b) da Proposição 3.4, tomando H = N e
K = {1}, temos que M é um subgrupo maximal de G. Como M ≤ NG(M) ≤ G e M
é um subgrupo maximal de G segue que M = NG(M) ou G = NG(M). Suponha que
G = NG(M). Temos então M EG e assim [M,N ] ≤ M ∩N = {1}, isto é, M ≤ CG(N).
Então para todo g = mn ∈ G =MN e n1 ∈ N temos que

gn1 = mnn1 = mn1n = n1mn = n1g,

isto é, N ≤ Z(G), contradição.

Logo M = NG(M) e temos portanto

#conjugados deM = |G : NG(M)| = |G :M | = |N | .
Isso termina a demonstração.

Proposição 3.15 (Gaschütz [6], Proposição 3) Sejam G um grupo solúvel finito, H/K
um fator principal de G complementado e G-isomorfo a A e C/R a coroa definida por
H/K. O número de complementos de H/K em G/K é

|A|t |EndG(A)|m−1 ,

onde t = 0 se H/K é central, t = 1 se H/K não é central e m é o número de fatores
G-isomorfos a A entre C e KR de uma série principal de G que passa por C e KR.
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Demonstração: Seja M um complemento de H/K em G. Se H/K ≤ Z(G/K) te-
mos que G/K = H/K × M/K. Por outro lado se H/K não é central temos que
G/K = H/K o M/Ke M/K não é normal em G/K. Pelo Lema 3.14 o tamanho da
classe de conjugação de M é |H/K|t onde t = 0 se H/K é central e t = 1 se H/K não é
central.

Agora, no Lema 3.12 vimos que H/K tem uma classe de complementos para todo
D/KR submódulo maximal de C/KR que complementa HR/KR. Este submódulo maxi-
mal D/KR de C/KR não contém HR/KR. Mais ainda, um submódulo maximal D/KR
de C/KR complementa HR/KR se, e somente se, não contém HR/KR. No Lema 3.13
vimos que o número de submódulos maximais D/KR que não contêm HR/KR é |F |m−1
onde F = EndG(A) e C/KR ∼= Am. Desta forma o número de classes de complementos
é |F |m−1 e o resultado segue.

Sejam agora H1 e H2 duas séries principais de um grupo finito solúvel G. Queremos
construir uma bijeção entre os fatores principais dessas duas séries de tal forma que fa-
tores complementados G-isomorfos a A em H1 sejam levados em fatores complementados
G-isomorfos a A em H2.

Sejam G um grupo solúvel finito, A um G-módulo irredut́ıvel e C/R a coroa definida
por A. Fixe H/K um fator principal G-isomorfo a A de H1. Vamos escrever a série H1

como
H1 : 1 = U0 < U1 < . . . < Ur = G.

Como H/K é um fator principal de G da série H1, existe um j com Uj = H e Uj−1 = K.
Além disso H/K = Uj/Uj−1 ∼=G A e como H/K é abeliano Uj ≤ C = CG(A). Vamos
agora multiplicar a série H1 por R, obtendo assim

R ≤ U1R ≤ U2R ≤ . . . ≤ GR = G.

Como Uj = H e Uj−1 = K temos que UjR = HR e Uj−1R = KR. Seja m o maior ı́ndice
tal que Um/Um−1 ∼=G A. Escrevemos então

R ≤ U1R ≤ . . . ≤ UmR ≤ . . . ≤ G.

Novamente temos que Um ≤ C, e como R ≤ C, UmR ≤ C. Escrevemos então

R ≤ U1R ≤ . . . ≤ UmR ≤ C.

Agora completamos a sequência obtida acima à esquerda (de {1} até R), completamos a
sequência obtida acima à direita (de C até G) e depois refinamos para uma série principal.
Chamaremos a série principal obtida de S1. Note que pelo Lema 3.12, SR/TR é um fator
principal de S1 para todo fator principal S/T complementado deH1 que éG-isomorfo a A.

Sejam agora

X = {fatores principais de H1 complementados e G-isomorfos a A},
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Y = {fatores principais de S1 complementados e G-isomorfos a A},
δ : X → Y,

onde δ é dada por S/T 7→ SR/TR.

Vamos mostrar que δ é injetiva. Seja S∗/T ∗ ∈ X tal que δ(S/T ) = δ(S∗/T ∗), isto é,
SR/TR = S∗R/T ∗R, ou seja, SR = S∗R e TR = T ∗R. Vamos mostrar que S = S∗ e
T = T ∗. Pelo Lema 3.12, temos que C ≥ SR = S∗R > TR = T ∗R. Se S∗ ≤ T temos
SR = S∗R ≤ TR ≤ SR, isto é SR = TR, contradizendo o Lema 3.12. Então S∗ > T . Se
S ≤ T ∗ temos S∗R = SR ≤ T ∗R ≤ S∗R, isto é S∗R = T ∗R, contradizendo novamente o
Lema 3.12. Então S > T ∗. Como S/T e S∗/T ∗ estão na mesma série temos que S ≤ S∗

ou S∗ ≤ S. Agora se S > S∗ > T então S∗/T < S/T e como H1 é uma série principal,
S∗/T é normal minimal em G/T , contradizendo que S/T é normal minimal em G/T . Se
S∗ > S > T ∗ então S/T ∗ < S∗/T ∗ e como H1 é uma série principal, S/T ∗ é normal
minimal em G/T ∗, contradizendo que S∗/T ∗ é normal minimal em G/T ∗. Logo S = S∗.
Analogamente obtemos que T = T ∗. Portanto a aplicação δ é injetiva.

Como G é um grupo solúvel, um fator principal é não Frattini se, e somente se, é com-
plementado. Segue então do Teorema 3.7 que |X| = |Y |. Desta forma δ é uma bijeção.

Analogamente, fixado um fator principal complementado G-isomorfo a A de H2, cons-
truimos uma série S2 e se

Z = {fatores principais de H2 complementados e G-isomorfos a A},

W = {fatores principais de S2 complementados e G-isomorfos a A},
podemos construir uma bijeção

λ : Z → W.

Agora, sejam Fi, i = 1, 2, . . . , s, os fatores principais complementados e G-isomorfos
a A de S1 e Li, i = 1, 2, . . . , s, os fatores principais complementados G-isomorfos a A de
S2. Pela construção das séries S1 e S2 temos R ≤ Fi, Li ≤ C para todo i = 1, 2 . . . , s.

F1 F2 . . . Fs

@@
@@

@@
@

R

~~~~~~~~

@@
@@

@@
@@

C

L1 L2 . . . Ls

~~~~~~~~

Pela fórmula de Gaschütz, o número de complementos de Fi é |A|t |EndG(A)|s−i e
o número de complementos de Li é |A|t |EndG(A)|s−i para todo i = 1, 2, . . . , s. Então
contruimos uma bijeção θ entre os fatores principais complementados e G-isomorfos a A
de S1 e os fatores principais complementados e G-isomorfos a A de S2 da seguinte maneira

θ : Fi 7→ Li,
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para todo i = 1, 2, . . . , s. Portanto, compondo as aplicações δ, θ e λ obtemos uma bijeção
entre X e Z de tal forma que fatores principais G-isomorfos a A e complementados de
H1 são levados em fatores principais G-isomorfos a A e complementados de H2. Com isso
provamos o seguinte teorema:

Teorema 3.16 Sejam G = U0 > U1 > . . . > Ur = 1 e G = V0 > V1 > . . . > Vr = 1
duas séries principais de um grupo solúvel finito G. Então existe uma correspondência
biuńıvoca entre os fatores das duas séries, tais que os fatores correspondentes são G-
isomorfos e possuem o mesmo número de complementos.



Caṕıtulo 4

Complementos de fatores principais não abeli-
anos de um grupo finito

4.1 G-grupos G-equivalentes

Esta e a próxima seção são baseadas no artigo On Complemented Nonabelian Chief
Factors of a Finite Group [10] de P. Jiménez-Seral and J. Lafuente.

Dado um G-grupo A temos o produto semidireto GA = Gn A, onde a multiplicação
é dada por

g1a1 · g2a2 = g1g2a
g2
1 a2,

com g1, g2 ∈ G, a1, a2 ∈ A.

A noção de G-isomorfismo não é boa para fatores principais não abelianos. Por exem-
plo, considere G um grupo primitivo do tipo 3 com subgrupos normais minimais A e B.
Vimos que A e B são não abelianos e que A e B não saõ G-isomorfos.

Definição 4.1 Sejam A e B dois G-grupos. Dizemos que A e B são G-equivalentes e
denotamos por A ∼G B se existem um isomorfismo ϕ : A → B e um isomorfismo
φ : GA→ GB tal que o diagrama abaixo comuta:

1 // A
i //

φ

��

GA
π //

ϕ

��

G

1G
��

// 1

1 // B
j // GB

ρ // G // 1

(1)

No diagrama acima, i : A → GA é dado por ai = 1a = a, j : B → GB é dado por
bj = 1b = b, π : GA→ G é dado por (ga)π = g e ρ : GB → G é dado por (gb)ρ = g, para
quaisquer a ∈ A, b ∈ B e g ∈ G.
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Vamos mostrar que ∼G é uma relação de equivalência. Temos que A ∼G A tomando
ϕ = 1A : A → A e φ = 1GA : GA → GA. Se A ∼G B por ϕ : A → B e φ : GA → GB,
então B ∼G A por ϕ−1 : B → A e φ−1 : GB → GA. Se A ∼G B por ϕ1 : A → B
e φ1 : GA → GB e se B ∼G por ϕ2 : B → C e φ2 : GB → GC então A ∼G C por
ϕ1ϕ2 : A→ C e φ1φ2 : GA→ GC.

Se ϕ : A → B é um G-isomorfismo então (ga)ϕ = gaφ, g ∈ G, a ∈ A, define um
isomorfismo φ : GA → GB que faz o diagrama (1) comutar. De fato, φ é homomorfismo
porque

φ(g1a1g2a2) = φ(g1g2a
g2
1 a2) = g1g2(a

g2
1 a2)

φ = g1g2(a
g2
1 )φaφ2 = g1g2(a

φ
1 )

g2aφ2 ,

φ(g1a1)φ(g2a2) = g1a
φ
1 g2a

φ
2 = g1g2(a

φ
1 )

g2aφ2 ,

e o diagrama (1) comuta pois

aiϕ = (1a)ϕ = 1aφ = aφ,

aφj = (aφ)j = 1aφ = aφ.

(ga)π1G = g1G = g,

(ga)ϕρ = (gaφ)ρ = g.

Desta forma se A e B são G-grupos G-isomorfos temos que A e B são G-equivalentes.
A rećıproca não é verdadeira. Sejam S um grupo simples não abeliano, G = S × S e
A = S × {1} e B = {1} × S os subgrupos normais minimais de G. Veremos na próxima
seção que A e B são G-equivalentes. Por outro lado, vimos que G é um grupo primitivo
do tipo 3 com CG(A) = B e CG(B) = A. Assim CG(A) 6= CG(B) e portanto A e B não
são G-isomorfos.

Definição 4.2 Seja B um G-grupo, um 1-cociclo de G em B é uma aplicação β : G→ B
tal que (g1g2)

β = (gβ1 )
g2gβ2 . Denotamos por Z1(G,B) o conjunto dos 1-cociclos de G em

B.

O núcleo de β é definido por Ker β = {g ∈ G : gβ = 1}. Temos que Ker β ≤ G. De
fato, dados g, h ∈ Ker β, temos que (gh)β = (gβ)hhβ = 1h1 = 1 e 1 = 1β = (gg−1)β =
(gβ)g

−1
(g−1)β = (g−1)β. Por outro lado, Ker β não é necessariamente um subgrupo normal

de G.

Dado um G-grupo B e um 1-cociclo β ∈ Z1(G,B), então bη(g) = bgg
β
= (gβ)−1bggβ

define um homomorfismo η : G → AutB. De fato, sejam g1, g2 ∈ G e b ∈ B, temos por
uma lado

bη(g1g2) = (bg1g2)(g1g2)
β

= (bg1g2)(g
β
1 )

g2gβ2 = (gβ2 )
−1((gβ1 )

g2)−1bg1g2(gβ1 )
g2gβ2 ,

e por outro lado

bη(g1)η(g2) = (bg1g
β
1 )g2g

β
2 = (gβ2 )

−1((gβ1 )
−1bg1gβ1 )

g2gβ2 = (gβ2 )
−1((gβ1 )

−1)g2bg1g2(gβ1 )
g2gβ2 ,

isto é, η é um homomorfismo. O G-grupo correspondente é denotado Bβ e chamado o
G-grupo obtido de B por torção via β.
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Proposição 4.3 Sejam A e B dois G-grupos. A e B são G-equivalentes se, e somente
se, existe um 1-cociclo β ∈ Z1(G,B) tal que A ∼=G Bβ, isto é, existe um isomorfismo

ϕ : A→ B tal que agφ = aφgg
β
, a ∈ A, g ∈ G.

Demonstração: Suponha que A e B são G-equivalentes. Então o diagrama (1) co-
muta. Dessa forma dado a ∈ A, por um lado aiϕ = (1a)ϕ = aϕ, por outro lado,
aφj = (aφ)j = 1aφ = aφ. Logo, como aiϕ = aφj, temos que aϕ = aφ, para todo a ∈ A.

Defina β : G → B por gβ = g−1gϕ. Vamos mostrar que gβ ∈ B. Seja gϕ = xb com
x ∈ G e b ∈ B. Temos (g1)π1G = g e (g1)ϕρ = (xb)ρ = x. Como o diagrama (1) comuta
obtemos que x = g e assim gβ = g−1gϕ = g−1gb = b ∈ B. Agora vamos mostrar que β é
um 1-cociclo. Temos que

(g1g2)
β = (g1g2)

−1(g1g2)
ϕ = g−12 g−11 gϕ1 g

ϕ
2 = g−12 g−11 gϕ1 g2g

−1
2 gϕ2 = g−12 gβ1 g2g

β
2 = (gβ1 )

g2gβ2 ,

isto é, β é um 1-cociclo.

Temos então que aφgg
β
= aϕgg

−1gϕ = aφg
ϕ
. Como a ação de um elemento de G no

produto semi-direto é a ação de conjugação obtemos que

aφgg
β

= aφg
ϕ

= (gϕ)−1aφgϕ = (gϕ)−1aϕgϕ = (ag)ϕ = (ag)φ.

Reciprocamente, suponha que existe um 1-cociclo β ∈ Z1(G,B) tal que A ∼=G Bβ,

isto é, agφ = aφgg
β
, onde ϕ : A → B é um isomorfismo. Defina φ : GA → GB por

(ga)ϕ = ggβaφ, com a ∈ A e g ∈ G.

Dados a ∈ A, b ∈ B e g ∈ G, temos que

aiϕ = (1a)ϕ = 11βaφ = aφ,

aφj = (aφ)j = 1aφ = aφ,

(ga)π1G = g1G = g,

(ga)ϕρ = (ggβaφ)ρ = g,

onde na última igualdade usamos que gβaφ ∈ B. Desta forma o diagrama (1) comuta e φ
é homomorfismo porque

(g1a1g2a2)
ϕ = (g1g2a

g2
1 a2)

ϕ = g1g2(g1g2)
β(ag21 a2)

φ = g1g2(g
β
1 )

g2gβ2 (a
g2
1 )φaφ2 =

g1g2g
−1
2 gβ1 g2g

β
2 a

φg2g
β
2

1 aφ2 = g1g2g
−1
2 gβ1 g2g

β
2 (g

β
2 )
−1g−12 aφ1 g2g

β
2 a

φ
2 =

= g1g
β
1 a

φ
1 g2g

β
2 a

φ
2 = (g1a1)

ϕ(g2a2)
ϕ.

Isso termina a demonstração.

Corolário 4.4 Sejam A e B dois G-grupos abelianos. Então A ∼=G B se, e somente se,
A é G-equivalente a B.
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Demonstração: Como B é abeliano temos que bgg
β
= bg pois gβ ∈ B. Assim, para todo

1-cociclo β, B ∼=G Bβ e temos então pela proposição anterior que A ∼=G Bβ
∼=G B se, e

somente se, A e B são G-equivalentes.

Lembre que um fator principal H/K de G é dito Frattini se H/K ≤ Φ(G/K) e é
complementado se existe um subgrupo M de G tal que MH = G e M ∩H = K (assim
M é um complemento de H/K em G). Vimos na Proposição 3.4 que um fator principal
abeliano ou é complementado ou é Frattini. Por outro lado, vimos que os fatores principais
não abelianos são sempre não Frattini. Além disso veremos no apêndice deste trabalho
um exemplo de um fator principal não abeliano não complementado.

Proposição 4.5 Seja H/K um fator principal não abeliano de G. Então H/K é comple-
mentado em G se, e somente se, existe um G-grupo B, B ∼G H/K, tal que H ≤ CG(B).

Demonstração: Suponha que M é um complemento de H/K em G, onde H/K é um
G-grupo com a ação de G sendo a ação de conjugação por g ∈ G. Considere o G-grupo
B = H/K com a ação de G definida por

θ : G→ AutB

dada por bθ(g) = bm, com bm sendo uma conjugação, e o 1-cociclo

β : G→ B

dado por gβ = hK, se g ∈ G, g = mh, m ∈ M , h ∈ H. Note que θ e β são bem
definidas (pela unicidade módulo K de g ∈ G = MH), vamos então mostrar que θ é
um homomorfismo e β é um 1-cociclo. Sejam g1 = m1h1, g2 = m2h2 ∈ G. Temos que
g1g2 = m1h1m2h2 = m1m2m

−1
2 h1m2h2. Note que m1m2 ∈ M e como H é normal em G,

m−12 h1m2h2 ∈ H. Desta forma bθ(g1g2) = bm1m2 e bθ(g1)θ(g2) = (bm1)θ(g2) = (bm1)m2 , isto é,
θ é um homomorfismo. Por outro lado, (g1g2)

β = m−12 h1m2h2K e

(gβ1 )
θ(g2)gβ2 = (h1K)θ(g2)(h2K) = (h1K)m2(h2K) = m−12 (h1K)m2(h2K) = m−12 h1m2h2K,

isto é, (g1g2)
β = ((g1)

β)θ(g2)gβ2 .

Seja agora ϕ : H/K → B dada por (xK)φ = xK, se x ∈ H. Com isto temos

(xK)gφ = (xgK)φ = xgK,

onde xg é conjugação por g, e

[(xK)φθ(g)]g
β

= [(xK)θ(g)]g
β

= [(xK)m]g
β

=

(xmK)hK = xmhK = xgK = (xgK)φ = (xK)gφ.

Logo pela Proposição 4.3 temos que H/K ∼=G Bβ e H/K ∼G B. Por outro lado,
CG(B) = {mh,m ∈M,h ∈ H : (xK)m = xK, ∀x ∈ H} = CM(H/K)H.
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Reciprocamente, se existe um G-grupo B tal que B ∼G H/K e H ≤ CG(B) temos por
4.3 um G-isomorfismo ϕ : B → (H/K)α onde α ∈ Z1(G,H/K). Se b ∈ B, h ∈ H temos
bφ = (bh)φ = bφhh

α
e h ∈ H ≤ CG(B). Portanto hKhα ∈ CH/K(H/K) = 1, pois H/K é

um fator principal não abeliano de G. Logo hα = h−1K. Tome M = Kerα. Seja g ∈ G
e gα = hK, h ∈ H. Temos que (gh)α = (gα)hhα = (hK)h(h−1K) = (hK)(h−1K) = 1K.
Com isto gh ∈ Kerα, segue que G = HM . Se m ∈M ∩H então mα = K e mα = m−1K,
assim m−1K = K, isto é, m ∈ K e portanto M ∩ H ≤ K. Agora se x ∈ K temos
xα = x−1K = K, isto é, x ∈ M . Como K ≤ H temos então K ≤ M ∩ H. Logo
K =M ∩H.

Observe que o resultado é falso para fatores principais abelianos. Se H/K um fa-
tor principal abeliano Frattini de G, tomando B ∼=G H/K temos B ∼G H/K, H ≤
CG(H/K) = CG(B) mas H/K não é complementado.

4.2 Fatores principais G-relacionados

Definição 4.6 Dois fatores principais de um grupo G são ditos G-relacionados se eles
são G-isomorfos ou se existe um quociente primitivo do tipo 3 de G onde cada subgrupo
normal minimal do quociente é G-isomorfo, respectivamente, a um dos fatores principais.

Desta forma dados dois fatores principais H1/K1 e H2/K2 de G, H1/K1 e H2/K2 são
G-relacionados se H1/K1

∼=G H2/K2 ou se existe NEG tal que G/N é um grupo primitivo
do tipo 3, Soc(G/N) = A×B, H1/K1

∼=G A e H2/K2
∼=G B. Se dois fatores principais de

G são G-relacionados e não são G-isomorfos então os fatores principais são não abelianos,
já que os subgrupos normais minimais de um grupo primitivo do tipo 3 são não abelianos.
Nesta seção iremos mostrar que dois fatores principais são G-relacionados se, e somente
se, são G-equivalentes. Desta forma seguirá que a relação de ser G-relacionado é uma
relação de equivalência.

Considere

CF(G) = {H/K : H,K EG,H/K é fator principal de G}

e defina para um G-grupo A

IG(A) = {g ∈ G : g induz um automorfismo interno em A}.

Proposição 4.7 Sejam A e B dois G-grupos. Se A ∼G B então IG(A) = IG(B).

Demonstração: Suponha A ∼G B. Pela Proposição 4.3 existe ϕ : A → B tal que
agφ = aφgg

β
, onde a ∈ A, g ∈ G e gβ ∈ B.

Seja g ∈ IG(A), existe x ∈ A tal que ag = ax, para todo a ∈ A. Temos

(ax)φ = (x−1ax)φ = (x−1)φaφxφ = (xφ)−1aφxφ = (aφ)x
φ

(*)
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Então
aφgg

β

= agφ = axφ,

assim

aφg = axφ(g
β)−1 (*)

= (aφ)x
φ(gβ)−1

,

onde aφ, xφ(gβ)−1 ∈ B. Desta forma g ∈ IG(B), sendo xφ(gβ)−1 um elemento de B.
Portanto IG(A) ⊆ IG(B). Sendo ∼G uma relação de equivalência, a inclusão IG(B) ⊆
IG(A) segue de B ∼G A.

Lema 4.8 Sejam G um grupo finito e H/K é um fator principal de G, então IG(H/K) =
HCG(H/K). Em particular, IG(H/K) = CG(H/K) se H/K é um fator principal abeli-
ano.

Demonstração: Seja g ∈ IG(H/K), existe aK ∈ H/K tal que g−1nKg = a−1naK,
∀ nK ∈ H/K. Assim ag−1nK = nag−1K, ∀ nK ∈ H/K, isto é ag−1 ∈ CG(H/K) e logo
g−1 ∈ a−1CG(H/K) ⊆ HCG(H/K). Com isso IG(H/K) ⊆ HCG(H/K).

Seja agora hg ∈ HCG(H/K), com h ∈ H e g ∈ CG(H/K). Desta forma ∀ nK ∈ H/K
temos (hg)−1nK(hg) = (hg)−1n(hg)K = g−1(h−1nh)gK = g−1g(h−1nh)K = h−1nhK,
isto é, hg ∈ IG(H/K). Com isso HCG(H/K) ⊆ IG(H/K).

Em particular, no caso em que H/K é um fator principal abeliano temos H ≤
CG(H/K) e assim IG(H/K) = CG(H/K).

Lema 4.9 Sejam G um grupo e H1/K1 e H2/K2 dois fatores principais não abelianos de
G. Então H1/K1 e H2/K2 são G-isomorfos se, e somente se, CG(H1/K1) = CG(H2/K2).

Demonstração: Suponha queH1/K1
∼=G H2/K2. Pelo Lema 2.1 temos que CG(H1/K1) =

CG(H2/K2).

Reciprocamente suponha que H1/K1 e H2/K2 são fatores principais não abelianos de
G tais que C = CG(H1/K1) = CG(H2/K2). Temos que Ki ≤ C∩Hi ≤ Hi, i = 1, 2. Como
Hi/Ki é um fator principal de G, C ∩Hi = Ki ou C ∩Hi = Hi, i = 1, 2. Se C ∩Hi = Hi

temos que Hi ≤ C, o que implica que Hi/Ki é abeliano, i = 1, 2, contradição. Logo
Ki = C ∩ Hi, i = 1, 2. Assim Hi/Ki = Hi/C ∩ Hi

∼=G HiC/C, i = 1, 2. Pelo Lema
2.1, como H1/K1

∼=G H1C/C, temos que CG(H1/K1) = CG(H1C/C) = C. Desta forma
CG/C(H1C/C) = C/C, isto é, H1C/C é um subgrupo normal minimal de G/C com
centralizador trivial. Pelo item (b) da Proposição 2.14, G/C é um grupo primitivo do tipo
2. ComoH2C/C também é um subgrupo normal minimal de G/C temos queH1C = H2C.
Portanto H1/K1 e H2/K2 são G-isomorfos.

Proposição 4.10 Sejam F1, F2 ∈ CF(G). Então as seguintes afirmações são equivalen-
tes:

1. F1 ∼G F2.
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2. F1 e F2 são G-relacionados.

3. Ou F1
∼=G F2 ou existe Ei ∈ CF(G) tal que Fi

∼=G Ei, i = 1, 2, e E1 e E2 possuem
um complemento em comum em G que é um subgrupo maximal em G.

4. Ou F1
∼=G F2 ou existe Ei ∈ CF(G) tal que Fi

∼=G Ei, i = 1, 2, e E1 e E2 possuem
um complemento em comum em G.

Demonstração: Iremos dividir nosso problema em três casos, o caso em que F1 e F2

são fatores principais abelianos, o caso em que assumimos que F1 é um fator principal
abeliano e o caso em que F1 e F2 são fatores principais não abelianos.

Note que se F1
∼=G F2 então seguem todas as afirmações, isto é F1 ∼G F2, F1 e F2 são

G-relacionados e valem 3 e 4.

Caso 1: F1 e F2 são fatores principais abelianos.

Para este caso temos as equivalências F1 e F2 são G-isomorfos se, e somente se, F1

e F2 são G-equivalentes, se, e somente se, F1 e F2 são G-relacionados, isto é, todas as
afirmações são válidas.

Caso 2: F1 é um fator principal abeliano.

1 ⇒ todos. Suponha que F1 ∼G F2 então por definição temos F1
∼= F2 e segue que F2

é abeliano, reduzindo o problema ao caso anterior.

2 ⇒ todos. Suponha que F1 e F2 são G-relacionados, então F1
∼=G F2 ou existe um

quociente primitivo do tipo 3 de G com F1 isomorfo a um dos subgrupos normais minimais
desse quociente. Como os subgrupos normais minimais de um grupo primitivo do tipo 3
são não abelianos e F1 é abeliano, não pode existir tal quociente. Logo F1

∼=G F2.

3 ⇒ todos. Vamos mostrar que F2 é abeliano. Suponha que existam Ei = Hi/Ki ∈
CF(G) tal que Fi

∼=G Ei, i = 1, 2, e E1 e E2 possuem um complemento em comum em G
que é um subgrupo maximal M de G. Desta forma MHi = G e M ∩Hi = Ki, i = 1, 2.
Considere N = MG. Note que N ⊆ KiN ⊆ M , como Ki, N E G temos que KiN E G.
Como N é o coração normal de M , isto é, N é o maior subgrupo normal de G contido em
M , temos que N = KiN , i = 1, 2. Então M ∩HiN = N(M ∩Hi) = NKi = N , i = 1, 2.
Por outro lado, N ∩Hi ⊆M ∩Hi = Ki e Ki ⊆ Ki(N ∩Hi) = KiN ∩Hi = N ∩Hi, para
i = 1, 2. Desta forma

HiN/N ∼=G Hi/N ∩Hi = Hi/Ki.

Temos então HiN/N é um subgrupo normal minimal de G/N , i = 1, 2. Pelo Te-
orema 2.7, G/N é um grupo primitivo. Como estamos supondo H1/K1 abeliano e
H1N/N ∼=G H1/K1, temos então que G/N é um grupo primitivo do tipo 1. Como G/N
possui apenas um subgrupo normal minimal, segue então que H1N/N = H2N/N . Desta
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forma H1/K1
∼=G H1N/N = H2N/N ∼=G H2/K2. Portanto F1

∼=G E1
∼=G E2

∼=G F2.

4 ⇒ 3. Suponha que existam Ei = Hi/Ki ∈ CF(G) tal que Fi
∼=G Ei, i = 1, 2, e E1 e

E2 possuem um complemento M em comum em G. Para concluir basta mostrar que M
é um subgrupo maximal de G.

Seja L um subgrupo maximal de G tal que M ⊆ L. Temos que MH1 = LH1 =
G e M ∩ H1 = K1. Agora, como H1 E G, L ∩ H1 E L e como H1/K1 é abeliano,
L ∩H1/K1 EH1/K1, assim L ∩H1 EH1 e portanto L ∩H1 E LH1 = G. Temos então

G ≥ H1 ≥ H1 ∩ L ≥ K1.

Como H1/K1 é um fator principal de G temos que H1 ∩ L = H1 ou H1 ∩ L = K1. Se
H1 ∩ L = H1 então H1 ≤ L e H1L = L 6= G. Então H1 ∩ L = K1. Desta forma

M/K1
∼= M/M ∩H1

∼= MH1/H1 = G/H1 = LH1/H1
∼= L/L ∩H1

∼= L/K1,

logo |M | = |L| o que nos dá M = L e assim provando que M é um subgrupo maximal de
G.

Caso 3: F1 e F2 são fatores principais não abelianos.

Iremos assumir neste caso que os fatores principais não são G-isomorfos, pois, como
vimos anteriormente, todas as afirmações seguem no caso em que eles são G-isomorfos.

1 ⇒ 2. Sejam F1 = H1/K1 e F2 = H2/K2 e suponha que F1 ∼G F2. Sejam
A = CG(H1/K1) e B = CG(H2/K2). Como H1/K1 e H2/K2 não são G-isomorfos se-
gue do Lema 4.9 que A 6= B. Agora como H1/K1 ∼G H2/K2, pela Proposição 4.7, temos
que IG(H1/K1) = IG(H2/K2) = I.

Vamos mostrar que AB = I. Pelo Lema 4.8 temos que IG(H1/K1) = H1CG(H1/K1) =
H1A e IG(H2/K2) = H2CG(H2/K2) = H2B. Desta forma A ⊆ IG(H1/K1) = I e
B ⊆ IG(H2/K2) = I, logo AB ⊆ I. Por outro lado, H1/K1 e H2/K2 são fatores
principais de G, assim pelo teorema de Jordan-Hölder H1/K1

∼=G S/T com S/T fa-
tor principal na série de composição de G em que H2/K2 aparece. Note que, como
H1/K1

∼=G S/T temos A = CG(H1/K1) = CG(S/T ) e, em particular, H1/K1 ∼G S/T ,
ou seja, I = IG(H1/K1) = IG(S/T ) = SA. Como S/T e H2/K2 são fatores principais
distintos de uma mesma série temos então H2 ⊆ T ou S ⊆ K2. No primeiro caso temos
que H2 ⊆ T ⊆ CG(S/T ) = CG(H1/K1) = A o que nos dá I = H2B ⊆ AB. No segundo
caso temos que S ⊆ K2 ⊆ CG(H2/K2) = B o que nos dá I = SA ⊆ BA = AB. Em
ambos os casos, I ⊆ AB. Segue então que AB = I.

Vamos agora mostrar que K2 = H2 ∩ B. Temos que K2 ⊆ B = CG(H2/K2) e assim
K2 ≤ H2 ∩ B ≤ H2. Como H2/K2 é um fator principal, temos que H2 ∩ B = H2 ou
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H2 ∩ B = K2. Se H2 ∩ B = H2 temos H2 ⊆ B = CG(H2/K2) o que implica H2/K2

abeliano, contradição. Assim B ∩H2 = K2. Analogamente, A ∩H1 = K1. Desta forma

A/A ∩B ∼=G AB/B = I/B = H2B/B ∼=G H2/H2 ∩B = H2/K2.

Analogamente,

B/A ∩B ∼=G AB/A = I/A = H1A/A ∼=G H1/H1 ∩ A = H1/K1.

Mostraremos que G/A∩B é um grupo primitivo do tipo 3 terminando assim a demons-
tração. Podemos, sem perda de generalidade, assumir que A∩B = {1}. Segue das igual-
dades acima que A ∼=G H2/K2, B ∼=G H1/K1. Pelo Lema 2.1, CG(A) = CG(H2/K2) = B
e CG(B) = CG(H1/K1) = A. Por hipótese H1/K1 ∼G H2/K2, como ∼G é uma relação
de equivalência, B ∼G A. Logo existem α ∈ Z1(G,A) e um G-isomorfismo ϕ : B → Aα.
Seja

M = Kerα = {g ∈ G : gα = 1},

vamos mostrar que M complementa A em G. Temos B ∼G A e A = CG(B), assim
∀ a ∈ A e ∀ b ∈ B, bφ = (ba)φ = bφaa

α
, isto é, aaα ∈ CA(A). Agora, CA(A) =

A ∩ CG(A) = A ∩ B = {1}. Assim aaα = 1, isto é, aα = a−1, ∀ a ∈ A. Seja g ∈ G
e gα = a. Temos (ga)α = (gα)aaα = aaaα = a−1aaaα = 1, isto é, ga ∈ Kerα e logo
G = AM . Se m ∈M ∩A então mα = 1 e mα = m−1, assim m = 1 e então M ∩A = {1}.
Logo M é um complemento para A em G.

Vamos agora mostrar que M também complementa B em G. Sejam b ∈ B e m ∈
B ∩M , desta forma m ∈ CG(A) e m

α = 1. Temos então que

bφ = bφm = bφmmα

= bmφ.

Logo b = bm, ∀ b ∈ B e então m ∈ CG(B) = A. Assim m ∈ M ∩ A = {1}, obtemos
m = 1 e então B ∩M = {1}. Além disso A ∼G B implica que A ∼= B como grupos e
assim |G| = |AM | = |A| |M | = |B| |M | = |BM | e portanto G = BM , isto é, M é um
complemento para B em G.

Como M complementa os subgrupos normais minimais A = CG(B) e B = CG(A) de
G, segue do item (b) da Proposição 2.13 que G é um grupo primitivo do tipo 1 ou 3.
Como A e B são não abelianos temos que G é um grupo primitivo do tipo 3.

2 ⇒ 3. Se F1 e F2 são G-relacionados então ou F1
∼=G F2 ou existe N E G tal que

A/N e B/N são subgrupos normais minimais de G/N , G/N é um grupo primitivo do
tipo 3 e A/N ∼=G F1 e B/N ∼=G F2. Como G/N é um grupo primitivo do tipo 3, existe
M/N ∈ G/N que complementa A/N e B/N e M/N é maximal em G/N . Tome então
E1 = A/N e E2 = B/N . Temos que M é um subgrupo maximal de G, MA = MB = G
e M ∩ A =M ∩B = N .
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3 ⇒ 4. Imediato.

4 ⇒ 1. Observe que para mostrar que 4 implica 1 podemos substituir os fatores
principais F1 = H1/K1, F2 = H2/K2 por fatores principais G-isomorfos a eles. Suponha
que um subgrupo M de G complementa H1/K1 e H2/K2, ou seja, MHi = G, M ∩Hi =
Ki, i = 1, 2. Seja N = MG. Note que M complementa NH1/N e NH2/N . De fato,
MNHi = MHi = G e M ∩ NHi = N(M ∩ Hi) = NKi = N , i = 1, 2. Temos que
N ∩ Hi = Ki. De fato, Hi ≥ N ∩ Hi ≥ Ki, N ∩ Hi E G e Hi/Ki é um fator principal,
então N ∩ Hi = Hi ou N ∩ Hi = Ki. Se N ∩ Hi = Hi teŕıamos Hi ≤ N ≤ M o que
daria MHi = M 6= G para i = 1, 2. Então N ∩Hi = Ki, i = 1, 2. Desta forma temos os
G-isomorfismos

H1N/N ∼=G H1/N ∩H1 = H1/K1,

H2N/N ∼=G H2/N ∩H2 = H2/K2.

Logo podemos substituir H1/K1 por H1N/N e H2/K2 por H2N/N .

Em outras palavras podemos supor que N ≤ Hi para i = 1, 2. Mas como N con-
tem Ki e Hi/Ki é um fator principal de G, segue que K1 = N = K2, logo H1/N e
H2/N são dois subgrupos normais minimais distintos de G/N (distintos porque se fossem
iguais então H1/K1 e H2/K2 seriam G-isomorfos), logo (H1/N)∩ (H2/N) = N/N , ou seja
H1 ∩H2 = N .

Vamos mostrar que H1/N ∼G H2/N . Para isto vamos construir um 1-cociclo β ∈
Z1(G,H1/N) e um isomorfismo ϕ : H2/N → H1/N tal que (xN)gφ = (xN)φgg

β
, para

quaisquer x ∈ H1 e g ∈ G. Assim teremos H2/N ∼=G (H1/N)β e pela Proposição 4.3,
H1/N ∼G H2/N . Para isto podemos supor, sem perda de generalidade, que N = MG =
{1}. Assim K1 = K2 = {1} e H1, H2 são normais minimais em G. Mostraremos que H1

e H2 são G-equivalentes.

Considere
β : G→ H1

dada por gβ = y, para g ∈ G, y ∈ H1 e gy ∈M , pois G = H1M .

ComoG = H1oM , pela unicidade da escrita do produto semi-direto temos que β é bem
definida. Agora vamos mostrar que β é um 1-cociclo. Sejam m1 = g1y1 e m2 = g2y2 com
m1,m2 ∈ M , g1, g2 ∈ G e y1, y2 ∈ H1. Temos g1 = m1y

−1
1 e g2 = m2y

−1
2 , assim g1g2 =

m1y
−1
1 m2y

−1
2 = m1m2m

−1
2 y−11 m2y

−1
2 = m1m2(y2m

−1
2 y1m2)

−1, onde m−12 y−11 m2y
−1
2 ∈ H1

pois H1 E G. Assim m1m2 = g1g2(y2m
−1
2 y1m2) e então (g1g2)

β = y2m
−1
2 y1m2. Por outro

lado
(gβ1 )

g2gβ2 = yg21 y2 = g−12 y1g2y2 = y2m
−1
2 y1m2y

−1
2 y2 = y2m

−1
2 y1m2.

Então (g1g2)
β = (gβ1 )

g2gβ2 , isto é β é um 1-cociclo.
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Considere agora
ϕ : H2 → H1

dada por xφ = y, se x ∈ H2, y ∈ H1 e xy ∈M .

Vamos mostrar que ϕ é bem definida. Sejam x ∈ H2, y, y
′ ∈ H1 com xy ∈ M e

xy′ ∈ M . Temos que xy = m ∈ M e xy′ = m′ ∈ M o que nos dá x = my−1 = m′y′−1.
Desta forma

(my−1m−1)m = (m′y′−1m′−1)m′,

como G = H1 o M , pela unicidade da escrita do produto semi-direto, obtemos que
my−1m−1 = m′y′−1m′−1 e m = m′. Desta forma y−1 = y′−1 e portanto y = y′.

Vamos mostrar que ϕ é injetiva. Sejam y = y′ com xy = m e x′y′ = m′ para x, x′ ∈ H2,
y, y′ ∈ H1 e m,m′ ∈M . Temos que y−1 = y′−1 e então m−1x = m′−1x′. Assim

(m−1xm)m−1 = (m′−1x′m′)m′−1,

como G = H2 o M , pela unicidade da escrita do produto semi-direto, obtemos que
m−1xm = m′−1x′m′ e m−1 = m′−1. Desta forma m = m′ e portanto x = x′.

Vamos mostrar que ϕ é sobrejetiva. Dado y ∈ H1, y ∈ G = H2 oM , assim y = h2m,
com h2 ∈ H2 e m ∈M . Desta forma h−12 y = m e portanto (h−12 )φ = y.

Com isso ϕ : H2 → H1 é um isomorfismo. Vamos mostrar agora que xgφ = xφgg
β
, para

todos x ∈ H2 e g ∈ G, pois desta forma H2
∼=G (H1)β. Sejam xgφ = (xg)φ = y, xφ = y1 e

gβ = z, com x ∈ H2, y, y1, z ∈ H1 e g ∈ G. Pelas definições de ϕ e β temos xgy = m ∈M ,
xy1 = m1 ∈M e gz = m2 ∈M . Queremos mostrar que y = ygz1 . Por um lado temos,

y−1ygz1 = m−1xgz−1g−1x−1m1gz = m−1g−1xgz−1g−1x−1m1gz =

(m−1g−1xgm)(m−1z−1g−1x−1gzm)(m−1z−1g−1m1gz) = xgm(x−1)m2m(m−1m−12 m1m2),

isto é,
y−1ygz1 (m−1m−12 m1m2)

−1 = xgm(x−1)m2m ∈ H2

Por outro lado temos,

y−1ygz1 = m−1xgz−1g−1x−1m1gz = m−1g−1xgz−1g−1x−1m1gz =

m−1g−1m1y
−1
1 gm−12 y1m2 = m−1zm−12 m1y

−1
1 m2z

−1m−12 y1m2 =

(m−1zm)(m−1m−12 m1y
−1
1 m−11 m2m)

(m−1m−12 m1m2z
−1m−12 m−11 m2m)(m−1m−12 m1y1m

−1
1 m2m)(m−1m−12 m1m2) =

(zm)[(y−11 )m
−1
1 m2m]((z−1)m

−1
2 m−1

1 m2m)(y
m−1

1 m2m
1 )(m−1m−12 m1m2),

isto é,

y−1ygz1 (m−1m−12 m1m2)
−1 = (zm)[(y−11 )m

−1
1 m2m]((z−1)m

−1
2 m−1

1 m2m)(y
m−1

1 m2m
1 ) ∈ H1.
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Assim y−1ygz1 (m−1m−12 m1m2)
−1 ∈ H1 ∩ H2. Como H1 ∩ H2 = MG = {1} temos que

y−1ygz1 (m−1m−12 m1m2)
−1 = 1. Pela unicidade da escrita na produto semidireto H1M

seque que y−1ygz1 = 1. Portanto y = ygz1 . Com isso temos que H2 ∼G H1.

Corolário 4.11 Sejam G um grupo, H/K é um fator principal de G, A,B E G com
B ≤ A. Se A/B ∼G H/K então A/B é um fator principal de G.

Demonstração: Suponha que H/K é um fator principal abeliano. Temos A/B ∼=G H/K
e então A/B é um fator principal de G. Suponha agora que H/K é um fator principal
não abeliano. Se A/B ∼=G H/K então A/B é um fator principal de G. Se eles não
são G-isomorfos, existe um quociente primitivo do tipo 3 de G tal que A/B e H/K são
G-isomorfos, respectivamente, a um dos 2 subgrupos normais minimais desse quociente.
Desta forma H/K e A/B são G-isomorfos a fatores principais de G e assim A/B é um
fator principal de G.

4.3 A coroa de um grupo finito associada a um fator principal

Esta seção é majoritariamente baseada no artigo Nonabelian crowns and schunck clas-
ses of finite groups [11] de J. Lafuente. Nesta seção usaremos as notações M <max G
para indicar que M é um subgrupo maximal de G, N Emin G para indicar que N é um
subgrupo normal minimal de G e G ∈ P3 para indicar que G é um grupo primitivo do
tipo 3.

Proposição 4.12 Sejam H/K um fator principal não abeliano de G e C = CG(H/K).
Então G/C é um grupo primitivo do tipo 2 com subgrupo normal minimal R/C tal que
R/C ∼=G H/K.

Demonstração: Seja R = HC EG. Temos que H ∩ C = K. De fato, H ≥ H ∩ C ≥ K,
e como H/K é um fator principal de G temos H ∩C = H ou H ∩C = K. Se H = H ∩C
temos H ⊆ C = CG(H/K) o que implica H/K abeliano, contradição. Logo H ∩ C = K.
Temos que R/C = HC/C ∼=G H/H ∩ C = H/K e portanto CG(R/C) = CG(H/K) = C.
Então CG/C(R/C) = C/C, isto é, R/C é um subgrupo normal minimal de G/C com
centralizador trivial. Pelo Item (b) da Proposição 2.14, G é um grupo primitivo do tipo
2.

Note que R = HCG(H/K), então pelo Lema 4.8 temos que R = IG(H/K).

Proposição 4.13 Sejam G um grupo finito, H/K um fator principal não abeliano de G
e C = CG(H/K). Seja

E = {C} ∪ {MG |M <max G,MH1 = G,K1 ≤ H1 ∩M,H/K ∼=G H1/K1}.

Então se
F = {C} ∪ {E EG | G/E ∈ P3, C/E Emin G/E},

temos que E = F.



4.3 A coroa de um grupo finito associada a um fator principal 71

Demonstração: Vamos primeiro mostrar que E ⊆ F. Seja M um subgrupo maximal de
G, E = MG ∈ E, E 6= C. Temos MH1 = G e K1 ≤ M ∩ H1, onde H/K ∼=G H1/K1.
Seja D = EH1. Temos que H1 ∩ E = K1. De fato, K1 ≤ M e K1 E G o que nos dá
K1 ≤MG = E, assim K1 ≤ H1 ∩E ≤ H1. Como H1/K1 é um fator principal de G temos
H1∩E = K1 ou H1∩E = H1. Se H1∩E = H1 obtemos que H1 ⊆ E =MG ⊆M e assim
H1M = M 6= G, contradição. Desta forma D/E = EH1/H1

∼=G H1/H1 ∩ E = H1/K1.
Então E ≤ CG(D/E) = CG(H1/K1) = CG(H/K) = C, isto é, E < C. Assim D/E é um
subgrupo normal minimal de G/E e temos que CG/E(D/E) = C/E 6= E/E. Sabemos que
G/E = G/MG é um grupo primitivo, então só podemos terG/E primitivo do tipo 3, já que
CG/E(D/E) 6= E/E (o que exclui o caso primitivo do tipo 2) e D/E ∼=G H1/K1

∼=G H/K
que é não abeliano (o que exclui o caso primitivo do tipo 1). Desta forma E ⊆ F.

Vamos agora mostrar que F ⊆ E. Seja C 6= E ∈ F, assim G/E é um grupo primitivo do
tipo 3 com subgrupos normais minimais C/E e D/E. Temos que (D/E)∩ (C/E) = E/E,
desta forma DC/C ∼=G D/C ∩D = D/E, isto é, DC/C é um subgrupo normal minimal
de G/C. Além disso, G/C ∼= (G/E)/(C/E) e então pelo ı́tem (c) da Proposição 2.14,
G/C é um grupo primitivo do tipo 2. Pela Proposição 4.12 temos DC/C ∼=G H/K, assim
D/E ∼=G H/K. Como G/E é um grupo primitivo do tipo 3, existe um subgrupo M/E
maximal em G/E tal que MD = G e (M/E)G/E = E/E. Como (M/E)G/E = MG/E
temos que MG = E ∈ E e então F ⊆ E.

Definição 4.14 Sejam G um grupo finito e H/K um fator principal não abeliano de G.
Considere S = ∩E. Dizemos que R/S é a H/K-coroa de G, onde R = IG(H/K).

Também nos referimos a R/S como a coroa definida por H/K.

Proposição 4.15 Sejam G um grupo finito, H/K um fator principal não abeliano de G
e S = ∩E. Se |E| = 1, seja

D = E = {C}.

Se |E| > 1, seja
D = {C} ∪ {D | D/E Emin G/E,C 6= E ∈ E}.

Então S = ∩D.

Demonstração: Se |E| = 1 temos D = E = {C} e assim S = ∩D.

Se |E| > 1, temos D = {D | D/E Emin G/E,C 6= E ∈ E}. Assim se C 6= D ∈ D
obtemos que C/E e D/E são os dois subgrupos normais minimais de G/E, onde G/E é
um grupo primitivo do tipo 3, sendo E = F. Temos então que E = C ∩D. Desta forma
C/E = C/C ∩D e D/E = D/C ∩D. Então

∩D = ∩{C ∩D = E | D ∈ D} = ∩E = S.

Isso termina a demonstração.
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Lema 4.16 Sejam G um grupo e N EG. Se CG(N) = 1 então Soc(G) ⊆ N .

Demonstração: Suponha que A é um subgrupo normal minimal não trivial de G e A não
está contido emN . Temos então A∩N = {1}. Como A,NEG temos [A,N ] ≤ A∩N = {1}
o que implica que A ⊆ CG(N) = {1}, contradição. Logo A está contido em N . Como
Soc(G) é o produto dos subgrupos normais minimais de G obtemos que Soc(G) ⊆ N .

Proposição 4.17 Sejam G um grupo finito, H/K um fator principal não abeliano de G
e R/S a H/K-coroa de G. Então R/S = Soc(G/S).

Demonstração: Vamos primeiro mostrar que Soc(G/S) ⊆ R/S. Lembre que R =
IG(H/K) = HC, com C = CG(H/K) e R/C ∼=G H/K. Seja D ∈ D com D 6= C,
vamos mostrar que R ⊇ D, onde D/E, C/E são os subgrupos normais minimais de G/E
e G/E é um grupo primitivo do tipo 3. Note que como CG/E(D/E) = C/E, temos que
CG(D/E) = C logo E ≤ C ≤ R, e então E ≤ R. Note que CD/C ∼=G D/C ∩D = C/E.
Desta forma CD/C é um subgrupo normal minimal de G/C. Como G/C é um grupo
primitivo do tipo 2 e R/C é um subgrupo normal minimal de G/C obtemos que R = CD.
Assim D ⊆ R.

Agora como D/E é um subgrupo normal minimal de G/E e G/E é um grupo primi-
tivo do tipo 3, pela Proposição 2.14, G/D ∼= (G/E)/(D/E) é um grupo primitivo do tipo
2. Agora, R/D = CD/D ∼=G C/C ∩ D = C/E, e desta forma R/D é o subgrupo nor-
mal minimal de G/D. Com isso CG/D(R/D) = D/D o que implica que CG(R/D) = D.
Da mesma forma, CG(R/C) = C. Assim CG(R/S) = CG(R/ ∩ D) = ∩D = S, e então
CG/S(R/S) = S/S. Logo pelo Lema 4.16 temos que Soc(G/S) ⊆ R/S.

Vamos agora mostrar que R/S ⊆ Soc(G/S). Seja S =
r∩

i=1

Di, com Di ∈ D e r o menor

posśıvel. Considere a aplicação injetiva

ϕ : R/S ↪→
r∏

i=1

R/Di.

Desta formaR/S é isomorfo a um subgrupo de
r∏

i=1

R/Di. Sejam entãoD1/S,D2/S, . . . , Dr/S

distintos (pela minimalidade de r) em R/S. Considere Lj =
r∩

i ̸=j

Di. Como r foi escolhido

para ser o menor posśıvel temos que Lj contém S propriamente, isto é Lj não é igual a S.
Seja xS ∈ Lj/S, temos que

ϕ(xS) = (xD1, . . . , xDj−1, xDj, xDj+1, . . . , xDr) = (D1, . . . , Dj−1, xDj, Dj+1, . . . , Dr),

desta forma

ϕ(Lj/S) ⊆ D1/D1 × . . . Dj−1/Dj−1 ×R/Dj ×Dj+1/Dj+1 × . . .×Dr/Dr
∼= R/Dj.
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Como ϕ é injetiva temos que 1 6= ϕ(Lj/S). Por outro lado, como ϕ é G-homomorfismo,
ϕ(Lj/S)EG/Dj. Assim 1 6= ϕ(Lj/S)EG/Dj. Como R/Dj é normal minimal em G/Dj

temos então que ϕ(Lj/S) = R/Dj. Desta forma Lj/S ∼=G R/Dj logo Lj/S é subgrupo
normal minimal de G/S e ϕ é um G-isomorfismo tal que

R/S ∼=G

r∏
i=1

R/Di.

Seja agora X = 〈Lj | j = 1, . . . , r〉 = L1 . . . Lr. Para todo j temos

R/Dj = ϕ(Lj/S) ⊆ ϕ(X/S) =
r∏

i=1

R/Di.

Desta forma

R/S = ϕ←

(
r∏

i=1

R/Di

)
= ϕ←(ϕ(X/S)) = X/S.

Assim R = X. Então R/S = X/S = L1/S . . . Lr/S ⊆ Soc(G/S).

Corolário 4.18 Sejam G um grupo finito, H/K um fator principal não abeliano de G,
C = CG(H/K) e R = IG(H/K). Se C 6= D ∈ D então R/D ∼G H/K e R/C ∼=G H/K.

Demonstração: Vimos na Proposição 4.17 que R = CD,

R/C = CD/C ∼=G D/C ∩D = D/E,

R/D = CD/D ∼=G C/C ∩D = C/E.

ComoG/E é um grupo primitivo do tipo 3 com Soc(G/E) = (C/E)(D/E) temos queR/C
e R/D são G-relacionados. Então pela Proposição 4.10, R/C ∼G R/D. Como R/C ∼=G

H/K temos, em particular, R/C ∼G H/K. Como ∼G é uma relação de equivalência
obtemos que R/D ∼G H/K.

Lema 4.19 Sejam G um grupo finito, H/K um fator principal não abeliano de G e R/S
a H/K-coroa de G. Então cada fator que aparece na H/K-coroa de G é G-equivalente a
H/K. Mais ainda, seja F/T um fator principal de uma série principal de G que passa
por R e S tal que H/K ∼G F/T , então S ≤ T ≤ F ≤ R.

Demonstração: Pela Proposição 4.17 temos que R/S ∼=G

∏r
i=1R/Di, onde D1, . . . , Dr ∈

D. Temos que CG(H/K) = C ∈ D e R/C ∼=G H/K, então R/C ∼G H/K. Agora se
C 6= D ∈ D, pelo Corolário 4.18 temos R/D ∼G H/K. Desta forma para cada Di ∈ D,
i = 1, . . . , r, temos R/Di ∼G H/K. Então cada fator que aparece na H/K-coroa de G é
G-equivalente a H/K.

Vamos agora mostrar que cada fator principal F/T de uma série de G que passa por
R e S com F/T ∼G H/K, é tal que S ≤ T ≤ F ≤ R. Como F/T ∼G H/K temos que
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IG(F/T ) = IG(H/K). Desta forma F ≤ IG(F/T ) = IG(H/K) = R. Como F/T ∼G

H/K, pela Proposição 4.10, F/T e H/K são G-relacionados. Assim existe N EG tal que
G/N é um grupo primitivo do tipo 3 e A/N ∼=G F/T e B/N ∼=G H/K são os subgrupos
normais minimais deG/N . Então existeM um subgrupo maximal deG tal queM comple-
menta A/N e B/N , isto é,MA =MB = G eM∩A =M∩B = N . Como B/N ∼=G H/K,
pela definição de E obtemos que MG ∈ E. Desta forma S = ∩E ≤ MG ≤ M . Agora
F � N , pois se F ≤ N teŕıamos F ≤ N ≤ B = CG(A/N) = CG(F/T ), ou seja F/T é
abeliano e então H/K ∼= F/T é abeliano, contradição. Assim N/N 6= FN/N EG/N , isto
é, FN/N contém um subgrupo normal minimal de G/N . Então FN ⊇ A ou FN ⊇ B,
em quaisquer dos casos, comoMA =MB = G, temosMF =MNF ⊇ G, logoMF = G.
Desta forma, se S ≥ F obtemos que M ≥ S ≥ F , e assim MF = M 6= G Como S
e F estão na mesma série, S � F implica que S < F . Agora S ≤ T pois se T < S
então S/T seria normal em F/T e logo F/T não seria um fator principal. Desta forma
S ≤ T ≤ F ≤ R. Logo todos os fatores principais G-equivalentes a H/K estão entre R e
S.

Como cada fator que aparece na coroa definida por H/K é G-equivalente a H/K e
H/K é um fator principal de G temos então que cada fator que aparece na coroa definida
por H/K é um fator principal de G.

A seguir daremos a generalização do conceito de coroa apresentada em [10]. Veremos
que esta generalização engoba as Definições 3.8 e 4.14 de coroa para um fator principal.

Definição 4.20 Sejam H/K um fator principal de G e I = IG(H/K). Definimos

DG(H/K) =
∩

{T EG : T ≤ I, I/T ∼G H/K, I/T * Φ(G/T )}.

O quociente I/DG(H/K) é dito a H/K-coroa de G.

Note que se o grupoG é solúvel eH/K é um fator principal deG entãoH/K é abeliano,
I = CG(H/K) = C e DG(H/K) =

∩
{T E G : T < C,C/T ∼=G H/K,C/T * Φ(G/T )}.

Logo a definição acima coincide com a Definição 3.8.

Vamos agora mostrar que as Definições 4.14 e 4.20 de H/K-coroa de G são equi-
valentes quando H/K é um fator principal não abeliano. Já vimos que IG(H/K) =
HCG(H/K) = R. Desta forma I = R. Para concluirmos a equivalência vamos mostrar
que DG(H/K) = S.

DG(H/K) ⊆ S. Sabemos que se H/K é um fator principal não abeliano então
H/K � Φ(G/K), porque o subgrupo de Frattini é nilpotente. Desta forma DG(H/K) =∩
{T E G : T ≤ R,R/T ∼G H/K}. Seja R/S a coroa de H/K. Vimos na Pro-

posição 4.17 que R/S = Soc(G/S) = N1/S × . . . × Nt/S, ou seja, R = N1 . . . Nt e
S = Ni ∩ (N1N2 . . . Ni−1Ni+1 . . . Nt), para todo i = 1, . . . , t. Pelo Lema 4.19 temos que
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Ni/S ∼G H/K, para todo i = 1, . . . , t. Defina Ti = N1N2 . . . Ni−1Ni+1 . . . Nt. Temos que∩
i Ti = S, Ni ∩ Ti = S e TiNi = R. Por outro lado,

R/Ti = TiNi/Ti ∼=G Ni/Ni ∩ Ti = Ni/S.

Então R/Ti ∼G H/K. Desta forma DG(H/K) ⊆
∩

i Ti = S.

S ⊆ DG(H/K). Queremos mostrar que R/T ∼G H/K implica que T ⊇ S. Suponha
que S * T . Então S∩T 6= S e assim S/S∩T 6= 1. Desta forma S/S∩T ∼=G ST/T ≤ R/T .
Como R/T é um fator principal de G e S, T E G, temos que ST/T = R/T e assim
S/S∩T ∼=G R/T . Como R/T ∼G H/K obtemos então que S/S∩T ∼G H/K. Temos en-
tão que S/S∩T é um fator principal de G que é G-equivalente a H/K mas S∩T < S ≤ R,
contradizendo o Lema 4.19. Logo T ⊇ S e assim S ⊆ DG(H/K).

Agora podemos provar o seguinte Teorema:

Teorema 4.21 Sejam H/K e H0/K0 dois fatores principais não abelianos de G. En-
tão H/K e H0/K0 definem a mesma coroa se, e somente se, H/K e H0/K0 são G-
relacionados, se e somente se, são G-equivalentes.

Demonstração: Suponha que H/K e H0/K0 definem a mesma coroa. Pelo Lema 4.19,
cada fator direto A da coroa é tal que H/K ∼G A ∼G H0/K0. Como ∼G é uma relação
de equivalência obtemos que H/K ∼G H0/K0.

Reciprocamente, suponha que H/K ∼G H0/K0 e sejam R/S a coroa definida por
H/K e R0/S0 a coroa definida por H0/K0. Vamos mostrar que R = R0 e S = S0. Como
H/K ∼G H0/K0 temos que R = IG(H/K) = IG(H0/K0) = R0. Por outro lado, como ∼G

é uma relação de equivalência, usando a equivalência das definições de coroa apresentadas
acima obtemos que

S = DG(H/K) =
∩

{T EG : T ≤ R,R/T ∼G H/K} =∩
{T EG : T ≤ R,R/T ∼G H0/K0} = DG(H0/K0) = S0.

Logo H/K e H0/K0 definem a mesma coroa.

4.4 Exemplos e aplicação de Coroa

Se A = H/K é um fator principal não abeliano de G e I/D = Soc(G/D) é a coroa de A
temos que I/D é um produto direto de δG(A) subgrupos normais minimais G-equivalentes
a A. Se δG(H/K) = 1 então H/K pode ser complementado ou não. Como exemplo temos
os casos An < Sn, n ≥ 3, que é complementado, por exemplo pelo subgrupo 〈(12)〉 e
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A6 < Aut(A6) que como veremos no apêndice desse trabalho não é complementado.

Lembre que se X é um grupo primitivo do tipo 2 e Soc(X) = L definimos

δn(X) = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Xn : x1L = x2L = . . . = xnL}.

Vimos que δ2(X) é um grupo primitivo do tipo 3 com subgrupos normais minimais L×{1}
e {1} × L. Neste caso, os subgrupos normais minimais de δ2(X) são δ2(X)-equivalentes.
De maneira geral, se G = δn(X) então o quociente G/{1} × {1} × L × . . . × L é um
grupo primitivo do tipo 3 e os subgrupos normais minimais L1 = L × {1} × . . . × {1} e
L2 = {1}×L×{1}× . . .×{1} de G são G-equivalentes. Procedendo desta forma obtemos
que os n subgrupos normais minimais Li, i = 1, 2, . . . , n, de G são G-equivalentes.

Exemplo 4.1 (a) Sejam G = δn(X) = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Xn : x1L = x2L = . . . =
xnL}, X um grupo primitivo do tipo 2 e Soc(X) = L. Se H/K = L1 = L×1×. . .×1
então

CG(H/K) = 1× L2 × . . .× Ln,

IG(H/K) = HCG(H/K) = L1 × L2 × . . .× Ln = Soc(G).

Tomando T = L1 × . . . × L̂i × . . . × Ln, isto é, o produto de L1, . . . , Ln menos Li

temos I/T ∼G H/K. Logo

DG(H/K) ⊆
n∩

i=1

L1 × . . .× L̂i × . . .× Ln = 1.

Portanto a coroa de H/K é Soc(G) e δG(H/K) = n. Para qualquer outro subgrupo
Li, i = 1, 2, . . . , n, normal minimal de G, a coroa de Li é Soc(G).

(b) Sejam G = δn(X) = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Xn : x1L = x2L = . . . = xnL}, X um grupo
primitivo do tipo 1 e Soc(X) = L. Se H/K = L1 = L× 1× . . .× 1 então, como L1

é abeliano,

IG(H/K) = CG(H/K) = L1 × L2 × . . .× Ln = Soc(G).

Agora, L1
∼=G Li para todo i = 1, 2, . . . , n. De fato, tome o isomorfismo canônico

ϕ : L1 −→ Li

(a, 1, . . . , 1) 7−→ (1, . . . , 1, a, 1, . . . , 1).

Dado g = (x1, x2, . . . , xn) ∈ G temos que

((a, 1, . . . , 1)g)φ = (ax1 , 1, . . . , 1)φ = (1, . . . , 1, ax1 , 1, . . . , 1)

((a, 1, . . . , 1)φ)g = (1, . . . , 1, a, 1, . . . , 1)g = (1, . . . , 1, axi , 1, . . . , 1).

Como x1x
−1
i ∈ L e L é abeliano temos x1x

−1
i a = ax1x

−1
i , isto é, axi = ax1 e

logo ((a, 1, . . . , 1)g)φ = ((a, 1, . . . , 1)φ)g. Assim todos os Li’s são G-isomorfos e



4.4 Exemplos e aplicação de Coroa 77

consequentemente G-equivalentes. Portanto tomando T = L1 × . . .× L̂i × . . .× Ln,
isto é, o produto de L1, . . . , Ln menos Li temos I/T ∼G H/K. Logo

DG(H/K) ⊆
n∩

i=1

L1 × . . .× L̂i × . . .× Ln = 1.

Portanto a coroa de H/K é Soc(G) e δG(H/K) = n. Para qualquer outro subgrupo
Li, i = 1, 2, . . . , n, normal minimal de G, a coroa de Li é Soc(G).

Considere agora G = X ×X ×X = X3, onde X é um grupo primitivo do tipo 2 com
Soc(X) = L e X 6= L. Vamos mostrar que os subgrupos normais minimais de G não são
G-relacionados. Lembre que os subgrupos normais minimais de G são L1 = L×{1}×{1},
L2 = {1} × L × {1} e L3 = {1} × {1} × L. Note que L1, L2 e L3 são dois a dois não
G-isomorfos pois CG(L1) = 1 × X × X, CG(L2) = X × 1 × X e CG(L3) = X × X × 1.
Suponha que existe N EG com G/N um grupo primitivo do tipo 3, Soc(G/N) = A×B,
onde A ∼=G L1 e B ∼=G L2. Temos que N não contém L1. De fato, se L1 ⊆ N então
L1 ⊆ N ⊆ CG(A) = CG(L1), contradição pois L1 é um fator principal não abeliano.
Analogamente, N não contém L2. Além disso temos que N não pode conter L×L×{1},
L× {1} × L e 1× L× L pois estes contém L1 ou L2. Por outro lado, N contém L3. De
fato, se N + L3 então NLi/N ∼=G Li/Li ∩ N ∼=G Li, para i = 1, 2, 3. Desta forma G/N
contém 3 subgrupos normais minimais distintos (porque não são G-isomorfos), mas G/N
é um grupo primitivo do tipo 3, contradição. Logo N ⊇ L3. Então G/N é um quociente
de X × X × X/L. Vamos agora mostrar que N = X3 = {1} × {1} × X, isso termina a
demonstração porque segue que G/N é isomorfo a X ×X que não é um grupo primitivo
do tipo 3. Primeiro vejamos que N ⊇ X3. Se N + X3 então existe (1, 1, x) = y ∈ X3−N .
Assim se l = (α, 1, 1) ∈ L1, temos ly = yl. Então lNyN = yNlN , ou seja, N 6= yN ∈
CG(L1N/N), contradição porque CG(L1N/N) é trivial. Agora vejamos que X3 ⊇ N .
Temos que N ⊆ CG(A) = CG(L1) = {1}×X×X e N ⊆ CG(B) = CG(L2) = X×{1}×X.
Logo N ⊆ ({1} × X × X) ∩ (X × {1} × X) = {1} × {1} × X = X3. Portanto L1 e L2

não são G-equivalentes. Podemos generalizar esse caso, definindo G = Xn, os subgrupos
Li, Lj normais minimais de G não são G-equivalentes se i 6= j.

Exemplo 4.2 Sejam G = Xn, X um grupo primitivo do tipo 2 e Soc(X) = L. Se
H/K = L1 = L× 1× . . .× 1, então

CG(H/K) = 1×X × . . .×X,

IG(H/K) = HCG(H/K) = L1 ×X × . . .×X.

Se I/T ∼G H/K, então T = 1×X . . .×X e logo

DG(H/K) = 1×X . . .×X.

Portanto a coroa de H/K é L1 e δG(H/K) = 1. Para qualquer outro subgrupo Li, i =
1, 2, . . . , n, normal minimal de G, a coroa de Li é Li.
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Lembre que se A = H/K é um fator principal não abeliano de G então X = G/CG(A)
é um grupo primitivo do tipo 2 com Soc(X) = HC/C ∼=G H/K, onde C = CG(A).

Proposição 4.22 ([3], Proposição 9) Sejam G um grupo finito, A um fator principal
de G não Frattini e I/D a coroa de A. Então G/D ∼= δd(X), onde d = δG(A), e
X = G/CG(A).

O grupo δd(X), com d = δG(A) e X = G/CG(A), é chamado de crown-based power de
comprimento d.

Um fator principal de G é dito m-complementado se é complementado por um sub-
grupo maximal de G.

Proposição 4.23 Seja G um grupo finito. Fixado A um fator principal não abeliano de
G, se δG(A) > 1 então todos os subgrupo normais minimais de G/S sãom-complementados,
onde S = DG(A).

Demonstração: Indicando com H/S um fator da coroa, como δG(A) > 1 temos que H/S
é G-equivalente a um outro fator da coroa e não é G-isomorfo a ele pois seus centraliza-
dores são diferentes. Desta forma existe um quociente G/N que é um grupo primitivo
do tipo 3 e os dois subgrupos normais minimais são C/N e D/N onde C = CG(H/S)
e D/N ∼=G H/S. Assim pelas propriedades de um grupo primitivo do tipo 3, existe
um subgrupo M maximal de G tal que M complementa C/N e D/N em G, isto é,
MC =MD = G e M ∩ C =M ∩D = N .

Vamos mostrar que S ⊆ N . Suponha que S * N . Então N/N 6= SN/N E G/N .
Como SN/N é normal em G/N , SN/N contém um subgrupo normal minimal de G/N .
Então SN ⊇ C ou SN ⊇ D. Agora, se D ⊆ SN , como S,N ⊆ C teŕıamos D ⊆ SN ⊆ C,
absurdo. Então C ⊆ SN e desta forma SN = C. Agora H/S ∼G C/N = SN/N ∼=G

S/S ∩N , isto é, obtemos um fator principal G-equivalente a H/S com S ∩N < S, con-
tradizendo o Lema 4.19. Logo S ⊆ N .

Vamos agora mostrar que M complementa H/S. Temos que N ⊆ C, assim se H ⊆ N
teŕıamos H ⊆ C = CG(H/S) e assim H/S é um fator principal abeliano, contradição.
Então H * N e assim N/N 6= HN/N EG/N . Novamente, como HN/N é um subgrupo
normal de G/N , HN/N contém um subgrupo normal minimal de G/N . Então HN ⊇ C
ou HN ⊇ D. Em ambos os casos, como MC = MD = G temos HM = HNM = G.
Agora, como S ≤ H,N , temos que S ≤ H ∩N ≤ H. Como H/S é um fator principal de
G temos que H ∩N = H ou H ∩N = S. Se H ∩N = H então H ⊆ N , contradição. Logo
H ∩N = S. Assim H/S = H/H ∩N ∼=G HN/N , ou seja, HN/N é um subgrupo normal
minimal de G/N . Então HN = C ou HN = D, mas como H * C, não podemos ter
HN = C. Assim HN = D, e logo H ≤ D. Então S = H ∩N = H ∩ (M ∩D) = H ∩M .
Desta forma M complementa H/S.
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Neste apêndice mostraremos que A6 é o único subgrupo normal minimal de Aut(A6),
A6 não é complementado em Aut(A6) e A6 � Φ(Aut(A6)).

Seja F um corpo finito. Consideremos

GL(n, F ) =

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

 : aij ∈ F, 1 ≤ i, j ≤ n, det(A) 6= 0

 ,

o grupo das matrizes de tamanho n× n com entradas em um corpo F e

SL(n, F ) = {A ∈ GL(n, F ) : det(A) = 1} ,

o subgrupo das matrizes n × n com entradas em F e determinante igual a 1. É posśıvel
mostrar que o centro de GL(n, F ) é da forma

Z(GL(n, F )) =




a 0 . . . 0
0 a . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . a

 : 0 6= a ∈ F

 ,

onde as matrizes de Z(GL(n, F )) são chamadas de matrizes escalares. Assim o centro de
SL(n, F ) é da forma

Z(SL(n, F )) =




a 0 . . . 0
0 a . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . a

 : 0 6= a ∈ F, an = 1

 .

Considere também
PGL(n, F ) := GL(n, F )/Z(GL(n, F ))

PSL(n, F ) := SL(n, F )/Z(GL(n, F )).
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Note que Z(GL(n, F )) ∼= F ∗. É posśıvel mostrar que F ∗ = F − {0} é um grupo ćıclico
de ordem |F |− 1 ([9], Teorema 2.18). Contando as possibilidades para cada coluna é fácil
ver que a ordem do grupo GL(n, F ) é dada por

|GL(n, F )| = (|F |n − 1)(|F |n − |F |) . . . (|F |n − |F |n−1).

É conhecido que os grupos PSL(n, F ) são em geral grupos simples não abelianos com as
exceções n = 1, (n, q) = (2, 2) e (n, q) = (2, 3) ([17]).

Considere agora o corpo finito

F = F3[X]/(x2 + 1),

onde denotaremos F3 por F3 = {−1, 0, 1}. Temos que

F = {P (x) + (x2 + 1) : P (x) ∈ F3[X]} = {ax+ b+ (x2 + 1) : a, b ∈ F3} =

{−1, 0, 1,−i, i,−i− 1,−i+ 1, i− 1, i+ 1},

onde −1, 0, 1 ∈ F3 e i = x = x + (x2 + 1). Temos que i2 = x2 + (x2 + 1) = −1 + x2 +
1 + (x2 + 1) = −1 + (x2 + 1) = −1. É posśıvel mostrar que dois corpos finitos de mesmo
tamanho são isomorfos e um corpo finito de tamanho q é geralmente indicado por Fq.
Desta forma, como |F | = 9 temos que F ∼= F9. Note que F9 ⊇ F3 e assim, na nossa
notação, 3 = 0.

Vamos estudar o grupo PSL(2, 9), onde F = F9. Primeiro vamos calcular |PSL(2, 9)|.
Temos que |GL(2, 9)| = (92 − 1)(92 − 9) = 80 · 72. Agora considerando o epimorfismo

det : GL(2, 9) → (F9)
∗,

temos que Ker(det) = SL(2, 9) e assim |SL(2, 9)| = |GL(2, 9)| / |(F9)
∗| = 80 · 72/8 =

80 · 9. Seja agora a ∈ F9. Temos que se a2 = 1 então a = 1 ou a = −1. Desta forma
|Z(SL(2, 9))| = 2. Com isso

|PSL(2, 9)| = |SL(2, 9)| / |Z(SL(2, 9))| = 80 · 9/2 = 360 = |A6| .

Vamos agora mostrar que PSL(2, 9) ∼= A6. Note que se G é um grupo simples tal
que |G| = 360 e G possui um subgrupo H com [G : H] = 6 então G ∼= A6. De fato,
considere a ação de G no conjunto Ω = {xH : x ∈ G} dada por (g, xH) 7→ gxH. Essa
ação é transitiva e define um homomorfismo γ : G→ Sym(Ω) ∼= S6. Como G é um grupo
simples temos que Ker(γ) = {1} ou Ker(γ) = G. Mas Ker(γ) 6= G porque a ação é não
trivial, sendo transitiva. Logo Ker(γ) = {1} . Desta forma G é isomorfo a um subgrupo
de S6. Temos que [S6 : G] = 2 o que implica que G ∼= A6. Para mostrarmos então que
PSL(2, 9) ∼= A6 vamos procurar um subgrupo H de PSL(2, 9) de tal forma que H ∼= A5

e [PSL(2, 9) : H] = 6.
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Podemos considerar (a menos de isomorfismo) F9 = {−1, 0, 1,−i, i,−i− 1,−i+ 1, i−
1, i + 1} e que (F9)

∗ é um grupo ćıclico de ordem 8. Note que λ = i − 1 é tal que
λ2 = −2i = i, λ4 = i2 = −1 e λ8 = 1, então o(λ) = 8 e podemos escrever (F9)

∗ = 〈λ〉.

Sejam agora

α =

(
1 λ
λ2 λ6

)
=

(
1 i− 1
i −i

)
,

β =

(
−1 λ3

0 −1

)
=

(
−1 −i− 1
0 −1

)
.

Observe que det(α) = −i − (i2 − i) = −i + 1 + i = 1 e det(β) = 1 − 0 = 1, ou seja,
α, β ∈ SL(2, 9). Denotamos, respectivamente, por α e β, os elementos αZ(SL(2, 9)) e
βZ(SL(2, 9)) de PSL(2, 9). Vamos mostrar que

⟨
α, β

⟩ ∼= A5. Para isso vamos calcular

as ordens de α, β e αβ. Temos que

α2 =

(
−i −i
i+ 1 1− i

)
, α3 =

(
1− i i
−i− 1 −i

)
, α5 =

(
1 0
0 1

)
,

β2 =

(
1 −i− 1
0 1

)
, β3 =

(
−1 0
0 −1

)
, β6 =

(
1 0
0 1

)
,

αβ =

(
−1 i
−i 1

)
, (αβ)2 =

(
2 0
0 2

)
, (αβ)4 =

(
1 0
0 1

)
.

Desta forma o(α) = 5, o(β) = 6 e o(αβ) = 4. Por outro lado β3, (αβ)2 ∈ Z(SL(2, 9)).
Desta forma o(α) = 5, o(β) = 3 e o(αβ) = 2. Seja entãoH = 〈x, y|x5 = y3 = (xy)2 = 1〉 ≤
PSL(2, 9), onde x = α e y = β. É conhecido que a apresentação de H se trata de uma
apresentação de A5 ([5]). Logo H ∼= A5. Com isso PSL(2, 9) ∼= A6.

Observe que |PGL(2, 9)| = |S6| = 720, mas PGL(2, 9) � S6. De fato, dado

ρ =

(
1 0
0 λ

)
∈ GL(2, 9),

temos que

ρn =

(
1 0
0 λn

)
,

assim ρ̄ ∈ PGL(2, 9), dado por ρ̄ = ρZ(GL(2, 9)), é tal que o(ρ̄) = o(ρ) = o(λ) = 8.
Ou seja, PGL(2, 9) possui um elemento de ordem 8, enquanto S6 não possui nenhum
elemento de ordem 8.

Seja φ o automorfismo Frobenius de F9 = F32 definido por aϕ = a3 para a ∈ F9. Então
φ induz um automorfismo em GL(2, 9), que também será denotado por φ, dado por(

a b
c d

)ϕ

=

(
a3 b3

c3 d3

)
,
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para quaisquer a, b, c, d ∈ F9. Observe que φ se trata de um automorfismo pois se a, b ∈ F9

temos que (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 = a3 + b3, onde em F9 temos que 3 = 0.

Seja então PΓL(2, 9) = 〈PGL(2, 9), φ〉. É conhecido que PΓL(2, 9) ∼= Aut(A6) ([17],
Teorema 3.2). PSL(2, 9) não possui complemento em PΓL(2, 9). Para isso considere o
seguinte lema.

Lema 4.24 ([13], Lema 1.2) Se PSL(n, q) tem complemento em PΓL(n, q) então

mdc(m, d, (q − 1)/d) = 1,

onde q = pm, p primo e d = mdc(n, q − 1).

Então para PSL(2, 9) temos que q = 9 = 32, m = 2, d = mdc(2, 8) = 2, (q − 1)/d =
(9−1)/2 = 4. Então mdc(m, d, (q−1)/d) = mdc(2, 2, 4) = 2 6= 1. Desta forma PSL(2, 9)
não possui complemento em PΓL(2, 9).

Além disso, PSL(2, 9) � Φ(PΓL(2, 9)) pois se PSL(2, 9) ≤ Φ(PΓL(2, 9)), como o
subgrupo de Frattini é nilpotente, teŕıamos A6

∼= PSL(2, 9) nilpotente, absurdo.

Lembre que se S é um grupo simples não abeliano então Aut(S) um grupo primi-
tivo do tipo 2 com Soc(Aut(S)) = S. Desta forma temos que A6 é o único subgrupo
normal minimal de Aut(A6), A6 não é complementado e A6 � Φ(Aut(A6)). Além disso,
Out(A6) = Aut(A6)/A6

∼= C2 × C2.
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