Universidade de Brasilia
Instituto de Ciencias Exatas
Departamento de Matematica

Fatores Principais e Coroas de Grupos
Finitos

Julia Arédes de Almeida

Orientador: Prof. Dr. Martino Garonzi

Brasilia

2020



Julia Arédes de Almeida

Fatores Principais e Coroas de
Grupos Finitos

Dissertacao apresentada ao Departamento
de Matematica da Universidade de Brasiia,

como parte dos requisitos para obtencao do
grau de MESTRE em Matematica.

Orientador:
Prof. Dr. Martino Garonzi

Brasilia

2020



Ficha catalografica elaborada automaticamente,
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

AJ94f

Arédes de Al neida, Jalia

Fatores Principais e Coroas de Gupos Finitos / Julia
Arédes de Al neida; orientador Martino Garonzi. -- Brasilia,
2020.

91 p.

Di ssertacdo (Mestrado - Mestrado em Matematica) --
Uni ver si dade de Brasilia, 2020.

1. Fatores Principais. 2. Coroas de Gupos Finitos. 3.
Grupos Primtivos. |. Garonzi, Martino, orient. Il. Titulo.




Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas

Departamento de Matematica

Fatores Principais e Coroas de Grupos Finitos

por

Julia Aredes de Almeida*

Dissertagdo apresentada ao Departamento de Matemdtica da Universidade

de Brasilia, como parte dos requisitos para obten¢éo do grau de

MESTRE EM MATEMATICA
Brasilia, 10 de fevereiro de 2020.

Comissdo Examinadora:

Motz i

Prof. Dr. Martino Garon4i - MAT/UnB (Orientador)

o

Fouy [

Prof. Dr. Alex Carrazedo Dantas — MAT/UnB (Membro)

e 0

Prolla. Dra. Ana Cristina Vieira — UFMG (Membro)

* O autor foi bolsista do CNPq durante a elaboragio desta dissertagao.




Agradecimentos

Primeiramente gostaria de agradecer a Deus.

Agradeco especialmente a minha mae Jakeline, aos meus irmaos Lukas e Luisa e ao
meu namorado Pedro por todo o apoio dado durante todos esses anos. A minha avé
Eva, aos meus tios Maicon, Junior e Renata e ao restante dos meus familiares por todo o
suporte dado nos momentos mais dificeis.

Ao meu orientador Martino por toda dedicacao, compromisso e paciéncia durante a
elaboracao desse trabalho.

Aos professores que contribuiram para a minha formacao como mestre, em especial a
professora Aline Pinto e ao professor Célius Magalhaes.

Aos meus colegas de curso, em especial a minha amiga Francisca.

Aos professores da banca Alex Carrazedo e Ana Cristina Vieira pelas sugestoes para
a melhoria deste trabalho.

Ao CNPq pelo apoio financeiro ao longo de todo o mestrado.

Meus sinceros agradecimentos a todos.



Resumo

Este trabalho apresenta um estudo de fatores principais e coroas de grupos finitos.
Para fatores principais abelianos apresentamos a definicao de coroa de um fator principal
de um grupo soluvel dada por Gaschiitz no artigo Praefrattinigruppen [7] e estudamos
o numero de complementos de um fator principal de uma série principal de um grupo
soluvel. Para fatores principais nao abelianos apresentamos os conceitos de G-grupos G-
equivalentes, fatores principais G-relacionados e apresentamos a definicao de coroa dada
por Lafuente no artigo Nonabelian crowns and schunck classes of finite groups [11]. Tam-
bém apresentamos a generalizacao do conceito de coroa dada por Jiménez-Seral e por
Lafuente no artigo On Complemented Nonabelian Chief Factors of a Finite Group [10],
e mostramos que essa definicao é equivalente as duas defini¢oes anteriores, englobando
assim os casos abeliano e nao abeliano. Além disso estudamos grupos primitivos que sao
uteis para definir fatores principais G-relacionados e por consequéncia para entender a
nocao de G-equivaléncia.

Palavras-chave: Fatores principais, Coroa, Grupos primitivos.



Abstract

This work presents a study of chief factors and crowns of finite groups. For abelian
chief factors we present the definition of crown of a chief factor of a soluble group given by
Gaschiitz in the article Praefrattinigruppen [7] and we study the number of complemented
chief factors in a chief series of a finite soluble group. For non-abelian chief factors we
present the concepts of G-equivalent G-groups, G-related chief factors and we present the
definition of crown given by Lafuente in the article Nonabelian crowns and schunck classes
of finite groups [11]. We also present the generalization of the concept of crown given by
Jiménez-Seral and Lafuente in the article On Complemented Nonabelian Chief Factors of
a Finite Group [10], and we show that this definition is equivalent to the previous two
definitions, thus encompassing the abelian and non-abelian cases. In addition we study
primitive groups which are useful for defining G-related chief factors and therefore for
understanding the notion of G-equivalence.

Keywords: Chief factors, Crown, Primitive groups.
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Introducao

Seja {1} # N um subgrupo normal de um grupo G. Dizemos que N é um subgrupo
normal minimal de G se dado L < N com L <G entao L = {1} ou L = N. Sejam agora
H,K 4G com K < H. Dizemos que H/K é um fator principal de G se H/K é um
subgrupo normal minimal de G/K. Um fator principal H/K é complementado se existe
um subgrupo M de G tal que HM = G e HN M = K. Observe que se trata de uma
propriedade reticular, ou seja, podemos ver se um fator é complementado apenas olhando
o reticulado dos subgrupos de G.

Uma série

{1}=Uy<U<...<U, =G

de subgrupos U; <G é dita uma série principal se U;/U;_; é um fator principal de G para
1=1,2,...,r. Este trabalho tem como motivagao as perguntas

Pergunta 1: O numero de fatores principais complementados de duas séries princi-
pais de um grupo finito G € o mesmo?

Pergunta 2: Qual o niumero de complementos de um fator principal de um grupo
finito G e esse nimero (a menos de permutacao dos fatores) se altera ao passar de uma
série para outra?

Como veremos, a resposta para a pergunta 1 é sim no caso soltivel mas é nao em geral.
Também encontraremos uma resposta para a pergunta 2 no caso em que G é um grupo
soluvel.

O subgrupo de Frattini ®(G) de G é definido como {1} quando G = {1} e como
O(G) = ﬂ{M : M é maximal em G},

quando G # {1}. O Frattini de um grupo finito é sempre um grupo nilpotente. Um
fator principal H/K de G é dito Frattini se H/K < ®(G/K). Veremos que se um fator
principal H/K de G for abeliano entao ou H/K é complementado ou H/K é Frattini, e
no caso em que H/K é complementado, H/K é complementado por um subgrupo ma-
ximal de GG. Por outro lado veremos que um fator principal nao abeliano é sempre nao
Frattini. No apéndice deste trabalho daremos um exemplo de fator principal nao abeliano



Introducao 2

nao complementado.

Dados dois grupos A e G, o grupo A é dito um G-grupo se é dado um homomorfismo

v: G — Aut(A)
g—0(g): A— A
a+— a’.

que determina uma acao de G sobre A. O centralizador de A em G é dado por
Ca(A)={g€G:a’=a, Vaec A} = Ker(0).

Dois G-grupos A e B sao ditos G-isomorfos se existe um isomorfismo ¢ : A — B tal
que (a9)? = (a®)?, para quaisquer a € A, g € G. Neste caso dizemos que ¢ é um G-
isomorfismo e denotamos A =5 B. Veremos que se dois G-grupos A e B sao G-isomorfos
entdo Cg(A) = Ce(B).

Se H/K é um fator principal de G, o grupo G age por conjugagao em H/K da seguinte
forma: dado h € H e g € G, temos (hK)Y = h9K. Essa agdo de G em H/K define um
homomorfismo de grupos

0:G— Aut(H/K)

de forma que H/K é um G-grupo. Neste sentido temos uma primeira resposta para a
pergunta 1:

Teorema 3.7: ([4], Capitulo A, Teorema 9.13) Sejam H, e Ho duas séries princi-
pais de um grupo finito G. Entdo existe uma bijecao entre os fatores principais de Hq e
os fatores principais de Ho tal que fatores correspondentes sao G-isomorfos e os fatores
principais Frattini de Hq correspondem aos fatores principais Frattini de Ho.

Apesar do Teorema acima, veremos que G-isomorfismo nao preserva o fato do fator
principal ser complementado.

O conceito de coroa de um grupo soluvel foi introduzido por W. Gaschiitz em [7].
Considerando um fator principal H/K complementado de um grupo solivel finito como
um G-médulo irredutivel A, Gaschiitz definiu a A-coroa de G por C/R, onde C' = Cg(A)

o centralizador de A em G e
R=R(A) = ﬂ{T 4G: T <C,C/T =g A,C/T é complementado}.

Considerando A como um G-médulo irredutivel e F' = Endg(A) o anel de G-endomorfismos
de A, pelo Lema de Schur, se 0 # f € F entao f é isomorfismo. Desta forma F' é um anel
de divisao e pelo Teorema de Wedderburn segue que F' é um corpo. Assim A é um espago
vetorial sobre F' com respeito a fa = f(a), para quaisquer f € F e a € A. Com isso
Gaschiitz obteve a seguinte formula que responde a primeira parte da pergunta 2 para um
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grupo finito soluvel G:

Proposigao 3.15: ([6], Proposicao 3) Sejam G um grupo solivel finito, H/K um
fator principal de G complementado e G-isomorfo a A e C/R a coroa definida por A. O
nimero de complementos de H/K em G/K ¢é

Al [End(A)" ",

ondet =0 se H/K € central, t = 1 se H/K ndao € central e m € o nimero de fatores
G-isomorfos a A entre C e KR de uma série principal de G que passa por C e KR.

Neste caminho Barnes obteve uma resposta para a segunda parte da pergunta 2

Teorema 3.16: ([2], Teorema 1) Considere duas séries principais de um grupo soli-
vel finito G. Entao existe uma correspondéncia biunivoca entre os fatores das duas séries,
tais que os fatores correspondentes sao G-isomorfos e possuem o mesmo numero de com-
plementos.

Agora introduziremos grupos primitivos que aparecerao no estudo de fatores principais
nao abelianos. Definimos o core normal de um subgrupo H de G por

Hg = ﬂ HY = ﬂ g 'Hyg.

geG geG

Um grupo G é dito primitivo se existe um subgrupo maximal M de G com Mg = {1}.
Sejam L, N < G. Se G = LN dizemos que L é um suplemento para N em G. Se
G =LN e LNN = {1} dizemos que L é um complemento para N em G. O socle de um
grupo G, denotado por Soc(G), é o subgrupo gerado pelos subgrupos normais minimais
de G. R. Baer classificou os grupos primitivos em termo de seu socle da seguinte maneira:

Teorema 2.11: (Baer) Sejam G um grupo primitivo e M é um subgrupo mazximal de
G com Mg = {1}. Entao vale ezatamente uma das condigoes abaizo

(a) Soc(G) =S onde S € um subgrupo normal minimal abeliano auto-centralizado de G
que € complementado por M;

(b) Soc(G) =S onde S é um subgrupo normal minimal ndo abeliano de G que € suple-
mentado por M;

(¢) Soc(G) = Ax B onde A e B sdo os dois inicos subgrupos normais minimais de G. A
e B sdo nao abelianos e ambos sao complementados por M. Além disso A = Cg(B),
B =Cg(A) e A, Be ABNM sao isomorfos como grupos, mas ndao sio G-isomorfos.

Veremos exemplos de cada tipo de grupo primitivo. Para grupos primitivos do tipo 1
veremos como exemplo o grupo afim de um grupo abeliano elementar, este caso abrange
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os grupos simétricos Ss e Sy, os grupos da forma C), x C,_; e consequentemente os diedrais
Dy, com n primo. Para os grupos primitivos do tipo 2 veremos como exemplo os grupos
simples nao abelianos S, Aut(L) onde L é uma poténcia de um grupo simples nao abeliano
S, qualquer grupo G tal que L < G < Aut(L) com L normal minimal em G e o produto
entrelagado de grupos simétricos S, 1 .S,, para n > 5. Para grupos primitivos do tipo 3
veremos o grupo S x S, onde S é um grupo simples nao abeliano e mais em geral o grupo

90o(X) = {(x1,22) : &1L = xo L},

onde X é um grupo primitivo do tipo 2 com socle L. Observe que d9(S) = S x S.
Generalizando temos os grupos

0n(X) ={(z1,29,...,2,) 1L =29L = ... = 2, L},

onde X é um grupo primitivo do tipo 2 com socle L. Note que 6,(X) ndo é um grupo
primitivo para n > 3 por possuir n subgrupos normais minimais da forma

N, ={1} x...x {1} x L x {1} x ... x {1},
onde L aparece na i-ésima coordenada, ¢t = 1,...,n.

Dois fatores principais sao ditos G-relacionados se eles sao G-isomorfos ou se existe um
quociente primitivo do tipo 3 de GG onde cada subgrupo normal minimal do quociente é
G-isomorfo, respectivamente, a um dos fatores principais. Note que os subgrupos normais
minimais de G = §,(X) sdo G-relacionados. De fato,

In(X)/{1} x {1} x L x ... x L = §(X),

os subgrupos normais minimais de d9(X), L x {1} e {1} x L, sdo G-isomorfos, respecti-
vamente a N1 e a Ny e desta forma N; e Ny sao G-relacionados. Repetindo o processo
obtemos que N; e N; sao G-relacionados para todo 1 <4, j < n. Por outro lado os fatores
N; nao sao G-isomorfos porque os seus centralizadores sao dois a dois distintos.

Em [11] Lafuente definiu a coroa de um fator principal ndo abeliano H/K de um grupo
finito G. Sejam C' = Cy(H/K), R=HC e

E= {O} U{MG | M <o G,MH1 = G,Kl < H; OM,H/K = Hl/Kl}
Provaremos que
E={C}U{F <G| G/FE é primitivo do tipo 3,C/E <,.;,, G/E},

e definimos a H/K-coroa de G como sendo R/S onde S = NE. Neste sentido provaremos
os seguintes resultados para fatores principais nao abelianos de um grupo finito:
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Proposicao 4.17: ([11], Proposicao 2.5) Sejam G um grupo finito, H/K um fator
principal nao abeliano de G e R/S a H/K -coroa de G. Entio R/S = Soc(G/S).

Corolario 4.21: ([11], Coroldrio 2.8) Dois fatores principais de G definem a mesma
coroa se, e somente se, sao G-relacionados.

Em [10], P. Jiménez-Seral e J. Lafuente introduzem o conceito de G-grupos G-equivalentes.
Dois G-grupos A e B sao G-equivalentes se existem um isomorfismo ¢ : A — B e um
isomorfismo ¢ : GA — GB tal que o diagrama abaixo comuta

1 A GA G 1

T

1 B GB G 1

Onde GA e GB indicam os produtos semidiretos com a agao dada de G sobre, respec-
tivamente, A e B. Denotaremos por A ~5 B quando A e B forem (G-equivalentes. E
facil mostrar que ~¢g é uma relacao de equivaléncia. Veremos que se dois G-grupos sao
G-isomorfos entao eles sao G-equivalentes. Por outro lado veremos um exemplo de dois
G-grupos G-equivalentes que nao sao G-isomorfos. Se A é um G grupo definimos

I6(A) ={g € G : g induz um automorfismo interno em A}.

Iremos mostrar que se A ~g B entdo Ig(A) = Ig(B). Neste sentido provaremos o se-
guinte resultado, onde CF(G) é o conjunto dos fatores principais de G

Proposicao 4.10: ([10], Proposicao 1.4) Sejam Fy, Fy dois fatores principais de um
grupo finito G. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. F1 ~a FQ.

2. I\ e Fy sao G-relacionados.

3. Ou Fy =¢ Fs ou existe E; € CF(G) tal que F; 2 E;, 1 = 1,2, e Ey e FEy possuem
um complemento em comum em G que € um subgrupo mazimal em G.

4. Ou Fy Z¢ Fy ou existe E; € CF(G) tal que F; =g E;, i = 1,2, e Ey e Ey possuem
um complemento em comum em G.

Com isso dois fatores principais sao G-equivalentes se, e somente se, sao G-relacionados.

Seja H/K um fator principal de um grupo finito G. Provaremos que I = Io(H/K) =
HCg(H/K). Com isso em [10], P. Jiménez-Seral e J. Lafuente generalizam o conceito de
coroa definindo

D=DgH/K)=(({TQG: T <I,1/T ~¢ H/K,1/T £ ®(G/T)},
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e a H/K-coroa de G como sendo o quociente I/D. Esta generalizacdo do conceito de
coroa abrange os casos de fatores principais de um grupo soltivel e de fatores principais
nao abelianos.

Se A = H/K ¢ um fator principal nao abeliano de G ¢ I/D = Soc(G/D) é a coroa
de A veremos que cada fator da coroa é G-equivalente a A. Com isso a ideia da coroa
de um fator principal A é juntar todos os fatores G-equivalentes a A no socle de um
oportuno quociente de (7, e isso permite ter um controle sobre a classe de equivaléncia de
A. Denotamos por dg(A) o nimero de fatores da coroa. Desta forma I /D é um produto
direto de d(A) subgrupos normais minimais G-equivalentes a A. Se dg(A) = 1 veremos
que o fator principal A pode ser ou nao complementado.

Um fator principal de G é dito m-complementado se é complementado por um sub-
grupo maximal de G. Neste sentido finalizaremos nosso trabalho mostrando que fixado
A um fator principal ndo abeliano de um grupo finito G, se dg(A) > 1 entao todos os
subgrupo normais minimais de GG/S sao m-complementados, onde S = Dg(A).

Pensando na pergunta 1, o proximo passo de nossos estudos seria mostrar que da-
das duas séries principais de um grupo finito G, o numero de fatores principais m-
complementados é o mesmo para as duas séries. Esse resultado, provado por J. Lafuente,
é o item (#4i) do Teorema 2.1 de Mazimal subgroups and the Jordan-Hdlder Theorem [12].



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Acao de grupos

Antes de definirmos grupos primitivos vamos apresentar alguns conceitos basicos de
acoes de grupos. Seja G um grupo. Dizemos que G age a direita no conjunto X se é dada
uma funcao X x G — X, (z,g) — xg com as seguintes propriedades:

(i) 1 = x, para todo = € X;
(i) (xg)h = x(gh), para todos x € X e para todo g,h € G.

Da mesma forma pode-se definir G agindo no conjunto X a esquerda. Aqui iremos con-
siderar todas as acoes a direita. Dado z € X defina por

G, = Stab(z) ={ge G:zg=2} <G

o estabilizador de z e
Oclx) = {zg: g€ G} C X

a G-6rbita de x. A acdo é dita ser transitiva se existe x € X tal que Og(z) = X, isto é,
se existe apenas uma G-oOrbita.

Proposicao 1.1 (Principio da contagem) Se G age sobre X e x € X entao
G2 Ga] = [Oc(2)]
Em particular, se a agao for transitiva entio Og(z) = X e entao | X| =[G : G,].
Demonstracgao: Queremos construir uma bijecao entre o conjunto
(G:G,) ={G,g9:9€ G}
das classes laterais a direita de G, em G e o conjunto Og(z). Defina

f:(G:G.) = Oglx),
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dada por G,g — xg. Vamos mostrar que f é bem definida. Se G,g = G,.h entao
gh™' € G,, assim xgh™' = z. Entao xg = zh, desta forma f(G,g) = f(G.h) e f é bem
definida. Além disso f é injetiva, pois se xg = xh, entdao gh™t € G, logo G,g = G,h,
e f é sobrejetiva, pois se g € Og(x), entdo xg = f(O,g). Desta forma f é uma bijecao. m

Se a agao for transitiva, temos Og(z) = X e a bije¢@o construida na proposigao acima
determina uma equivaléncia entre a acao de GG sobre X e a sua a¢ao no conjunto das classes
laterais a direita de G, por multiplicagao a direita. De fato, vimos que f: (G : G,) — X
dada por f(G.g) = xg é bem definida e bijetiva. Assim f~!': X — (G : G,) dada por
[ Hxg) = G,g é tal que

FH(zg)h) = f~H(x(gh)) = Ga(gh) = (Gug)h = (f ' (zg))h,

para todo h € G.

Uma acao de G sobre X pode ser vista como um homomorfismo
v: G —Sym(X)
gr— Yg: X — X
Tr— acgfl.
De fato, se G' age sobre X a funcao 7, : X — X ¢ bijetiva, sendo 7,1 sua inversa,

ja que Y1z = v(zg) = 29970 = @ e yy(x) = Y (zgTt) = zg7'g = 2. Logo
vy € Sym(X). Além disso v é um homomorfismo de grupos, poisse v € X e g, h € G,

Yon(x) = x(gh) ™ = x(h'g™h) = (ah™H)g™" = y(zh ™) = 7, (m()),
isto ¢, vgn = 7Y4Yn. Por outro lado, se é dado um homomorfismo
v: G — Sym(X)
gr—"g;
podemos definir uma acao de G em X com a funcao
XxG—X
(x,9) — 27

Esta funcao define uma ac@o pois z(v,7,) = Y, j& que v é um homomorfismo.

O nrcleo de uma agao de G sobre X é por definigao igual ao nicleo do homomorfismo
G — Sym(X) correspondente. Uma agao é dita fiel se seu ntcleo é trivial. Seja v : G —
Sym(X) o homomorfismo correspondente a uma agao de G sobre X. O nicleo da agao
serd entao

Ker(7) ={9€G:v,=idx} ={g€ G : () =a,Vz € X} =
{9geG:xg=12Vre X} = ﬂGJC.

zeX

Logo o ntcleo de uma acao ¢ igual a intersecao dos estabilizadores.
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Definicao 1.2 Seja G um grupo agindo sobre um conjunto X. Um subconjunto B C X é
dito um bloco de imprimitividade se V g € G temos Bg = B ou BgN B = ().

A partir de agora nos referiremos aos blocos de imprimitividade apenas como blocos.
Dado um grupo G agindo sobre um conjunto X, os exemplos triviais de blocos sao @), X e
qualquer subconjunto com um tnico elemento {z}, para qualquer z € X. Em particular,
qualquer érbita de G é um bloco. Se B é um bloco, entao Bg também é um bloco para
todo g € G, esses blocos sao chamados de translados de B e eles formam uma particao
em X, mais ainda |B| = |Bg| para todo g € G e assim |B| divide |X| se |X| é finito.

Exemplo 1.1 Considere o = (123456), G = (o) < S, X ={1,2,3,4,5,6} e acao de G

sobre X sendo a acao natural.
Temos 0% = (135)(246), 0 = (14)(25)(36), o* = (153)(264), 0° = (165432) e 0% = 1.

Seja By = {1,3,5}. Vamos calcular Byg, para todo g € G.
Bla = {27476} = B10'3 = B10'5 e _810'2 = {17375} — 310'4 _ Bl-

Assim para todo g € G, Big = By ou BigN By = 0. Logo By é um bloco de X. Observe
que By e Bio formam uma particio em X.

Seja agora By = {1,4}. Vamos calcular Bsg, para todo g € G.
B2U = {27 5} - B2037 B202 - {3, 6} - B20'5 e BQO'?) = {1’4} = B2.

Assim para todo g € G, Bag = By ou Bog N By = (. Logo By € um bloco de G. Observe
que By, Byo e Byo? formam uma particio em X .

Como | X| = 6 e |B]| divide | X|, os blocos obtidos acima junto com os blocos triviais
sao os unicos blocos de imprimitividade da acdao dada.

Proposicao 1.3 Sejam G um grupo agindo sobre um conjunto X e x € X. Se a agdo é
transitiva, entao existe uma bijecao

{blocoBde X :2€B}—{H<G:G,<H}
que preserva relagao de inclusao.

Demonstracao: Dado um bloco B em X tal que x € B, entdao Gg = {g € G : Bg = B}
¢ um subgrupo de G. De fato, se g,h € Gp obtemos B(gh) = (Bg)h = Bh = B e
B = B(gg™') = (Bg)g~' = Bg™!, ou seja, gh,g~' € Gp. Seja agora g € G,, vamos
mostrar que g € Gp. Como g € G, temos g = z, assim « € B N B, o que implica
que BN Bg # 0. Como B é um bloco temos entao que B = By ¢ assim g € Gp. Logo
G, < Gp.
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Reciprocamente, se H é um subgrupo de G contendo G, entao o conjunto B = {zh :
h € H} é um bloco de X. De fato, suponha que dado g € G temos Bg N B # (). Entao
existe y € BgN B de forma que y = xhy e y = xheg, com hy, hy € H. Assim xhy; = xhyg
e entdo x = zhyghy'. Portanto hogh;* € G, < H, ou seja hogh;' = hs € H. Portanto
g € H o que implica que Bg = {(zh)g : h € H} = {x(hg) : h € H} = B, pois hg € H.
Logo Bg = B ou BgN B = (). Além disso, como 1 € H temos que z = z1 € B. [

Definicao 1.4 Seja H um subgrupo de um grupo G. Definimos o core de H em G como

Ho=()H= ()9 'Hy.

geG geG

Temos que Hg é o maior subgrupo normal de G contido em H.

Definicao 1.5 Seja G um grupo agindo transitivamente sobre um conjunto X. Se a a¢ao
nao possui blocos além dos triviais, entao esta agao € dita primitiva.

Teorema 1.6 Sejam G um grupo, X um conjunto com G agindo transitivamente sobre
X e H=G_G, <G o estabilizador de x € X. Sdo equivalentes:

1. A acao de G sobre X € primitiva e fiel;

2. H é um subgrupo maximal de G e o core de H em G € trivial.

Demonstracao: 1 = 2. Suponha que a agao de G sobre X ¢ primitiva e fiel. Como
a acao de G em X ¢ transitiva, essa acao ¢é equivalente a acao de GG no conjunto das
classes laterais a direita de G, em G. Seja agora g € G, isto é rg = x. Dado qualquer
I € G, (zl)g" = (xl)l71gl = (zg)l = xl € X. Desta forma g' € G, isto é, G\, C Gyuy.
Por outro lado se g € G,; entdo xlg = zl e assim xlgl~! = x. Entao lgl™' € G, e logo
g € 171Gl = G.. Portanto G, C G, e entao Gt = G,;. Assim o core de G, é tal que

leG zeX

onde na ultima igualdade usamos que o nicleo da acao é igual a intersecao dos estabili-
zadores e que a acao é fiel. Pela Proposicao 1.3, se K é um subgrupo de G contendo G,,
existe um bloco B = {zk : k€ K} de X talquex € Be K =Gg ={9 € G: Bg = B}.
Como G nao possui blocos nao triviais, ou B = {z} ou B = X. Se B = {z}, entao
G, = K ese B= X entao K = (G. Logo o estabilizador G, é um subgrupo maximal com
core trivial em G.

2 = 1. Se H é um subgrupo maximal com core trivial em G, entao a acao de G no
conjunto das classes laterais a direita de H ¢ fiel e transitiva. Pela maximalidade de H,
essa acao nao possui blocos nao triviais pela Proposigao 1.3. |
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1.2 Subgrupos Normais minimais

O objetivo desta se¢ao € mostrar que um subgrupo normal minimal de um grupo finito
é um produto direto de um nimero finito de cépias de um grupo simples. Esta secao foi
baseada no livto A Course in the Theory of Groups [16].

Definicao 1.7 Sejam G um grupo e {1} # N < G. N € dito ser um subgrupo normal
minimal de G se N € normal em G e se para qualquer subgrupo normal K de G com
K < N temos K = N ou K = {1}.

Se N é um subgrupo normal minimal de G ¢ o € Aut(G) entao N é um subgrupo
normal minimal de GG. De fato, N* <G e se K < N® com K <G, entao Ko < N e
K* ' <9G. Como N é um subgrupo normal minimal, temos K =1 ou K* ' = N.
Desta forma K = (K* ')* = 1 ou K = (K* ')®* = N® o que implica que N* é um
subgrupo normal minimal de G. Além disso, N = N“, ja que « restrita a N possui niicleo
trivial e imagem N“.

Definicao 1.8 Um grupo nao trivial G € dito caracteristicamente simples se 0s unicos
subgrupos caracteristicos de G sao G e {1}.

Vamos denotar por K <. G quando K for um subgrupo caracteristico de GG. Observe
que K <. N <G implica K < G.

Proposicao 1.9 Sejam G um grupo e N um subgrupo normal minimal de G. Entdo N é
um grupo caracteristicamente simples.

Demonstracao: Seja L um subgrupo caracteristico de N. Entao L JI. N I G o que
implica que L < G. Portanto, como L < N e N é um subgrupo normal minimal de G,
obtemos que L = N ou L = {1}. Logo N é um grupo caracteristicamente simples. [

Definigao 1.10 Seja G um grupo abeliano. Dizemos que G é um (p-)grupo abeliano
elementar se g = 1, Vg € G, para algum primo p.

Seja (A, +) um grupo abeliano. Na notagao aditiva, A é um grupo abeliano elementar
se pa =0, Va € A.

Proposicao 1.11 Seja (A, +) um grupo abeliano. Sao equivalentes:
1. A € abeliano elementar;

2. Existe um primo p e um espago vetorial V sobre Z/pZ tal que A = V7T, onde
V*t = (V,4) € o grupo aditivo de V.
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Demonstracao: Seja A um grupo abeliano elementar. Entao existe um primo p tal que
pa =0, Va € A. Definimos um espago vetorial V' sobre Z/pZ como se segue. Os elementos
de V sao os elementos de A. A soma de dois vetores de V' é definida como a soma de dois
elementos de A. Sejam n € Z/pZ e n um inteiro na classe residual n. Entdo Ya € V' o
produto por escalar nna é definido como o elemento na € A. Este produto nao depende
da escolha de n na classe residual n. De fato, se m = n mod p, existe um inteiro s tal que
m = n+ ps. Assim
ma = (n + ps)a = na + psa = na,

ja que sa € Aepa=0,Va e A. Agora é facil checar que V' é um espaco vetorial sobre
Z/pZ. Desta forma, como grupos,

A=V,

Reciprocamente, seja V' um espago vetorial sobre Z/pZ. Entao V7 é um grupo abe-
liano. Mais ainda, como pv = 0 para todo v € V, VT é um grupo abeliano elementar.
Portanto, como A = V', obtemos que A é abeliano elementar. n

Proposigao 1.12 Seja (A, +) um grupo abeliano finito, A # {0}. Entao A € caracteris-
ticamente simples se, e somente se, A ¢ abeliano elementar.

Demonstracao: Suponha que A é caracteristicamente simples. Seja p um primo divisor
de |A] e seja
B={a€ A:pa=0}.

Como A ¢é abeliano, temos B < A. Sejam b € B e a € Aut(A). Entao
p(a(b)) = a(b) + ...+ a(b) = a(pb) = a(0) = 0.

Logo a(b) € B. Desta forma B é um subgrupo caracteristico de A. Pelo Teorema de
Cauchy, existe um elemento a # 0 em A com ordem p. Entao 0 # a € B. Desta forma
B # {0}. Como A é caracteristicamente simples segue que B = A. Logo A ¢é abeliano
elementar.

Reciprocamente, suponha que A é abeliano elementar. Pela Proposi¢ao 1.11, podemos
supor que A = V* = (V,+), onde V é um espaco vetorial sobre Z/pZ para algum primo
p. Como A é finito, V possui dimensao finita. Suponha que W é um subgrupo nao-trivial
caracterfstico de V't e seja 0 #w € W. Seja 0 # v € V. Entao v e w sao elementos de
bases de V. Desta forma existe uma transformacao linear inversivel T : V' — V tal que
v =T(w). Entdo como T' € Aut(V*) e W é caracteristico em V', obtemos que v € W.
Logo W = V. Portanto VT é caracteristicamente simples. |

Proposicao 1.13 Sejam G um grupo, Ni,..., N, subgrupos normais minimais de G e
N = NiNs...N,. Entio ezxiste um subconjunto {i1,...,im} de {1,...,n} tal que N =
HNZ'J" isto €, € o produto direto de N;,,..., N; .

j=1
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Demonstracao: Seja I o conjunto de todos os subconjuntos nao-vazios {iy,...,u,} de

{1,...,n} tal que iy,..., i, sdo distintos e N, N;, ... N; = H Nj,. Trivialmente, {j} € I
j=1
para cada j=1,...,n.

m
Agora escolha {iy,...,i,} € I com m maior possivel e seja L = N;, ... N; = H N, .
j=1

Temos que N e L sao subgrupos normais de G e L < N. Se N # L, entao existe um
inteiro [ € {1,...,n} tal que N; £ L. Como N, é normal minimal e L < G segue que
NN L ={1}. Desta forma N;L <G e N;L = N, x L.

Seja iyq1 = [. Como N;; < L, para j = 1,...,m, obtemos que 4,1 ¢ distinto de
ila c ,im e
m+1
Niy . Niy Ny, = LNy =Lx Ny = [[ Ny,
j=1
Entao {i1,...,%m,ims1} € I. Mas isso contradiz a escolha de m. Logo N = L e isso
completa a prova da proposicao. [

Definigao 1.14 Um grupo G € dito ser completamente redutivel se ou G = {1} ou G é
um produto direto de um numero finito de grupos simples.

Em particular, todo grupo simples é completamente redutivel.
Lema 1.15 Seja G um grupo finito nao trivial. Suponha que G é um grupo completa-
mente redutivel, G = HNj, onde, para cada j = 1,...,n, N; € um subgrupo simples
normal de G. Se N; ezzrido abeliano, para todo 57 = 1,...,n, entao Ny,..., N, sao o0s
unicos subgrupos normais minimais de G.

Demonstracao: Para cada j = 1,...,n, N; é um subgrupo normal simples de G, logo
N; ¢ normal minimal em G.
Suponha por contradicao que existe um subgrupo L normal minimal de GG distinto dos
Ny, ..., N,. Entao, para cada j =1,...,n,
N;,NL =1,

e, como N, e L sdo normais em G, obtemos que [N;, L] < N; N L = 1. Portanto, para
cada j=1,...,n, N; < Cq(L). Entao

Ce(L) > NNy ... N, =G,

isto é
L<Z(G)=Z(Ny) x...x Z(N,) =1,

uma contradicao. Entao Ny, ..., NV, s@o os unicos subgrupos normais minimais de G. =
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Teorema 1.16 Seja G um grupo finito nao trivial. Entdo G € caracteristicamente simples
se, e somente se, G € um produto direto de um numero finito de copias de um grupo
simples.

Demonstracao: Suponha que G é caracteristicamente simples. Seja N7 um subgrupo
normal minimal de G. Para cada o € Aut(G), N{* é um subgrupo normal minimal de G
e NY¥ =2 N;. Como G ¢ finito, existe um numero finito de subgrupos distintos de G' da
forma N com o € Aut(G), digamos n deles: Ny, ..., N,. Seja

N:NlNQNn

Agora seja v € Aut(G). Para cada j € {1,...,n}, N; = N{* para algum a € Aut(G).
Como ay € Aut(G), N] = N7 = N, para algum [ € {1,...,n}. Mais ainda, se i,j €
{1,...,n}, com i # j, entdo N # N. Desta forma {N],...,NJ} = {Ny,...,N,}, e
portanto

N" = NJNJ...N! = NiN,...N, = N.

Como N7 = N para qualquer v € Aut(G), obtemos que N J.G. Como 1 < N; < NeG
¢ caracteristicamente simples segue que N = G.

Pela Proposicao 1.13, segue que GG é um produto direto de alguns dos subgrupos
Ni, ..., N,. Vamos fixar a notagao

G - H Nj,
j=1
onde m < n.
Agora qualquer subgrupo normal de N; é normal em G. Logo, como N; é normal mi-

nimal, segue que N; é simples. Sendo N; = N; para cada j = 1,...,m, G é um produto
direto de m cépias isomorfas ao grupo simples Nj.

Reciprocamente, suponha que G é um produto direto de m cépias de grupos isomorfos
a N1, onde m é um inteiro positivo e N; é um grupo simples. Desta forma

G =1~

j=1
onde para cada j =1,...,m, N; = N;.

Se N; é abeliano, entao |N;| = p, para algum primo p. Assim |N;| = p, para cada
7=1,...,m,eG éum grupo abeliano elementar de ordem p". Como visto na Proposicao

1.12, G é caracteristicamente simples.
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Se N7 nao é abeliano entao G é um produto direto de grupos simples nao abelianos e
Z(G) = 1. Seja N um subgrupo caracteristico nao trivial de G. Entao N contém um sub-
grupo normal minimal de G e entao, pelo Lema 1.15, N > N;, para algum i € {1,...,m}.
Sem perda de generalidade, podemos supor que N > Nj.

Se m > 2, seja j € {2,...,m}. Existe um isomorfismo
Q. Ny — Nj.

Cada elemento de GG possui uma expressao unica da forma nins...n,,, com n; € N;
para cada ¢ = 1,...,m. Entao podemos definir uma aplicacao a : G — G dada por

-1
. ® ®
QINNg .. N 1MNj41 - - Ty — nj Ng ..M 1M1 Njy1...MNyy

para todo ny € Ny, ..., n,, € N,,. Desta forma, o é um automorfismo de GG com

N = N;.

Como N é caracteristico em G, N = N® > N{¥ = N;. Entao N > N;, para todo
j=1,....m,e N> N;...N,, =G. Logo N = G, assim os Unicos subgrupos caracteris-
ticos de G sao G e {1}, ou seja, G é caracteristicamente simples. n

Segue do teorema acima que todo grupo finito caracteristicamente simples é completa-
mente redutivel. Por outro lado, sem a hipdtese do grupo G ser finito o teorema pode nao
ser verdadeiro. Por exemplo, seja F um corpo e considere F™ = (F,+) o grupo aditivo
de F. O grupo abeliano F'* é caracteristicamente simples. De fato, seja

Ao : Ft = FT

dada por A\, (z) = ax, com 0 # a € F ex € F'. Como F é um corpo temos que
N(z4y) =alx+y) =ar+ay = \o(x) + N\o(y), com z,y € FT e (A\,)"' = A\,-1. Portanto
Ao € Aut(F). Além disso \,(z) = ax = xa. Seja entdo K < F't com K <. F. Temos
K = K? e portanto A\, (k) = ak € K,Va € F eVk € K. Entdo \-1(k) =k 'k =1€ K.
Portanto \,(1) = al =a € K,Va € F. Assim F* < K < F* ouseja, K = F. Logo
F* é caracteristicamente simples.

Considerando F' = Q, temos entao que (Q, 4) é caracteristicamente simples. Por outro
lado (@, 4) ndo é um produto direto de cépias de um grupo simples. De fato, suponha que
@ é um produto direto de grupos simples isomorfos a um dado grupo simple S. Entao S é
um grupo simples abeliano e logo é finito de ordem prima, isto é, (Q, +) = H Z./pZ, onde p
¢ um nimero primo. Considere uma projegao f : (Q,+) — Z/pZ = <T> Como f é sobre-
jetiva, existe a € Q tal que f(a) = 1. Temos entdo que 1 = f(a) = f(ap/p) = pf(a/p) =0,
absurdo. Desta forma existem grupos infinitos abelianos caracteristicamente simples que
nao sao produto direto de copias de um grupo simples.
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Seja entao N um subgrupo normal minimal de um grupo finito G. Na Proposicao 1.9,
vimos que N é caracteristicamente simples. O Teorema 1.16 mostra que N é um produto
direto de um numero finito de copias de um grupo simples, isto é, N = S™ com S um
grupo simples. Mais ainda, pela Proposicao 1.12, se N é abeliano entao N é um grupo

abeliano elementar, isto ¢, N = (', com p primo e n um inteiro positivo. No caso em

que G é um grupo soluvel temos S isomorfo a um subgrupo de G implicando entao que
S é soluvel. Entao o subgrupo derivado S’ # S e como S é simples, S’ = {1}. Portanto
S é abeliano e entao S = C), com p primo. Logo um subgrupo normal minimal N de um
grupo soluvel finito G' é um grupo abeliano elementar.

1.3 Automorfismos internos e {2-grupos
Seja G um grupo. Dado g € GG, a aplicacao

pg: G — G
h+— h? = g 'hy,

para todo h € G' ¢ um automorfismo de G. A aplicagao p, ¢é dita um automorfismo interno
induzido por g. Um automorfismo o de G' ¢ dito interno se a = p, para algum g € G. O
conjunto de todos os automorfismos internos de G é denotado por Inn(G).

Dados a € Aut(G) e p, € Inn(G) temos que

e = (g7 R g)* = (g7 hg® = (9%) ' g(g") = b,

para todo h € G. Desta forma a 'p,a = pge € Inn(G), ou seja, Inn(G) < Aut(G). O
quociente Aut(G)/Inn(G) é indicado como Out(G) e chamado de grupo dos automorfis-
mos externos de G.

Considere a aplicacao

p: G — Aut(G)

g = Pg;

para todo g € G. p é um homomorfismo de grupos, pois dados g1,g9, € G, hPanre =
(97 hg1)P2 = g5 gy ' hgige = hPno2 | para todo h € G, ou seja, Py, Pgs = Pargs-

Além disso

Ker(p) ={g€G:py=1¢} ={g € G: " =hVh e G} =
{9€G:ghg ' =h,VYheG}={g€G:gh=hg,VhecG}=2G)

e Im(p) = Inn(G). Pelo Teorema do Isomorfismo, G/Z(G) = Inn(G).



1.4 Séries e o Teorema de Jordan-Holder 17

Seja 2 um conjunto. Um grupo G é dito um €2-grupo se existe, associado para cada
elemento w € ), um endomorfismo de G denotado por

g9
para todo g € G. Um subgrupo H de G ¢é dito Q2-admissivel se h* € H para quaisquer

h e Hew e Se N éum subgrupo normal (2-admissivel de G, entao o grupo quociente
G /N pode ser visto como um 2-grupo se definirmos

(Ng)* = Ng*,

para todos g € G e w € ). Se G e H sao {2-grupos, um homomorfismo o : G — H é dito
um {2-homomorfismo se

() = (9"),
para todos ¢ € G e w € . Além disso, se a é bijetiva entao dizemos que o é um §2-
isomorfismo.

Se Q = (), entao todo grupo é um Q-grupo e todo homomorfismo é um Q-homomorfismo.
Se 2 = End(G), entdo G é um Q-grupo onde os endomorfismos de G operam em G de
maneira natural. Da mesma forma, se Q0 = Aut(G), G é um Q-grupo e os subgrupos
Q-admissiveis sdo os subgrupos caracteristicos de G e se 2 = Inn(G), G é um Q-grupo e
os subgrupos {2-admissiveis sao os subgrupos normais de G.

1.4 Séries e o Teorema de Jordan-Holder

Seja G um €2-grupo. Uma ()-série em G é uma sequencia finita de subgrupos G,
Q-admissiveis, 0 < i < n, tais que

(1}=Gy<9G1<...4G, =G.

Os subgrupos Gy, Gy, ...,G, sao chamados de termos da série e os grupos quocientes
G;/Gi_1,i=1,...,n, sdo os fatores da série.

Considere o conjunto de todos as 2-séries de um -grupo G. Esse conjunto é nao vazio
por conter a série {1} <G. Se S e T sao Q-séries de G, dizemos que S é um refinamento
de T se todo termo de S é também um termo de 7. Se existe pelo menos um termo de
S que nao é um termo de T, entdao S é um refinamento proprio de 7. Uma (2-série que
nao possui refinamento proéprio é dita uma (2-série de composicao.

Um Q-grupo G é dito Q-simples se {1} e G s@o os tinicos {2-subgrupos normais de G.
Pode-se provar que uma €2-série é uma (2-série de composicao se, e somente se, todos os
seus fatores sao (2-simples.

Duas ()-séries S e T de um Q-grupo G sao ditas {2-isomorfas se existe uma bijecao entre
o conjunto dos fatores de S e o conjunto dos fatores de T tal que os fatores correspondentes
sao ()-isomorfos.
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Lema 1.17 (Lei Modular de Dedekind) Seja G um grupo e sejam A, B e C subgru-
pos de G tais que B < A. Entao

ANBC = B(ANC)
(Aqui nao estamos assumindo que BC e B(ANC) sao subgrupos de G).

Demonstracao: Como B < Ae ANC < A, C temos que B(ANC') C Ae B(ANC) C BC,
desta forma B(ANC) C AN BC. Seja agora a € AN BC. Entdo a € A e a = bc para
algum b € Bece C. Assimc=0b"'a€ ANC pois B < A. Entdo a =bc € B(ANCO).

Logo AN BC C B(ANC). Portanto AN BC = B(ANC(C). ]
Teorema 1.18 (Teorema de Jordan-Hélder, [14], 3.1.4) Seja G um Q-grupo e se-
jam

1:U0§]U1§]§]UTZG

1=VdNg...dV,=G

duas Q-séries de composicao de G. Entio r = s, e eziste uma permutag¢io m € Sym(r)
tal que para cadai=1,...,r, o fator U;/U;_y € Q-isomorfo a Vi) /Vaiy-1.

Tomando © = Inn(G), os subgrupos Q-admissiveis de G sdo os subgrupo normais
de G e os subgrupos ()-simples de GG sao os subgrupos normais minimais de G. Entao a
()-série de composicao
1=0,]0U,;<...9U, =G

de G é tal que U;/U;_; é um subgrupo normal minimal de G/U;_y, para cadai=1,...,r.
A Q-série de composicao acima é dita uma série principal de G.

1.5 Subgrupos de Fitting e Frattini

Defini¢ao 1.19 Sejam G um grupo finito e p um primo dividindo |G|. Defina
Op(G) = m{P : P e Syl (G},

onde Syl,(G) € o conjunto dos p-subgrupos de Sylow de G.

Pode-se mostrar que O,(G) é um subgrupo caracteristico de G e que O,(G) é o maior
p-subgrupo normal de GG. Se p é um numero primo, denotamos por p’ o conjunto dos
numeros primos diferentes de p.

Definicao 1.20 Sejam o, ® dois conjuntos de primos e G um grupo finito. O subgrupo
caracteristico O, (G) de G é definido como

O.(G)=(N:N<GeN éum m-grupo) .
O subgrupo O, ,(G) € definido como
Or0(G)/0x(G) = O5(G/O0(G)).
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Definicao 1.21 Seja G um grupo. O subgrupo gerado por todos os subgrupos normais
nilpotentes de G é chamado de subgrupo de Fitting de G e serd denotado por F(QG).

Teorema 1.22 (Fitting, [16], Teorema 7.63) Sejam G um grupo e H, K dois subgru-
pos normais nilpotentes de G. Entao HK é um subgrupo normal nilpotente de G.

Pelo Teorema de Fitting, se G é um grupo finito, entdo F(G) é o maior subgrupo
normal nilpotente de G.

Lema 1.23 Seja G um grupo finito. Se N € um subgrupo normal minimal de G entdo
F(G) < Cg(N). Mais ainda, se N € abeliano entao N < Z(F(G)).

Demonstragao: Temos que o subgrupo derivado N’ < N e N' < G. Como N é normal
minimal em G obtemos que N’ = {1} ou N’ = N.

Caso 1: N’ = {1}. Neste caso, N ¢é abeliano e assim N < F(G). Desta forma
[F(G),N] < F(G)NN = N. Temos que [F(G),N] <G. Como N ¢ normal minimal
em G, temos que [F(G), N] = {1} ou [F(G),N] = N. Considere a série central inferior
7% (F(G)), i > 1, e suponha que [F(G),N] = N < [F(G), F(G)] = % (F(G)). Temos que
[F(G), [F(G), N]| = [F(G), N] = N < [F(G),[F(G), F(G)]] = %(F(G)). Como F(G) &
nilpotente, existe ¢ € N tal que .41(F(G)) = {1}. Prosseguindo obtemos que

[F(G)v[F(G)77[F(G>7N]H =N< ’Vc-&-l(F(G)) - {1}7

contradi¢do. Assim [F(G),N] = {1}, o que implica que F(G) < Cg(N) e como N <
F(G), temos que N < Z(F(Q)).

Caso 2: N’ = N. Neste caso N nao pode ser nilpotente, pois nao existe ¢ € N tal
que Ye41(N) = 1. Desta forma, N ¢ F(G). Como NN F(G) <G e NNF(G) <N,
obtemos que NNF(G) = {1} ou NNF(G) = N. Se NNF(G) = N, obtemos N C F(G),
contradigao. Logo N N F(G) = {1}. Assim [N, F(G)] < NN F(G) = {1}, o que implica
que F(G) < Cg(N). =

Defini¢ao 1.24 Seja G um grupo finito. O subgrupo de Frattini ®(G) de G € definido
como {1} quando G = {1} e como

O(G) = m{M : M € mazimal em G},
quando G # {1}.
Temos que ®(G) é um subgrupo caracteristico de G.

Definicao 1.25 Sejam G um grupo e M, N < G. Se G = MN, dizemos que M €é um
suplemento para N em G. Se G = MN e MNN = {1}, dizemos que M é um complemento
para N em G.
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Teorema 1.26 Seja G um grupo finito.
(a) ([14], 5.2.12) Seja S C G. Entao G = (S) se, e somente se, G = (S, ®(G));

(b) ([16], 11.4) Seja N < G. Entdo N possui um suplemento distinto de G em G se, e
somente se, N nao € subgrupo de ®(G);

(c¢) ([14], 5.2.13 (ii) e (iii)) Se N 4G, entao ®(N) < &(G) e ®(G)N/N < &(G/N).
Mais ainda, se N < ®(G) entao ®(G/N) = ®(G)/N.

Teorema 1.27 Seja G um grupo finito.

(a) ([8], 111, 3.6) ®(G) € nilpotente, em particular (G) < F(G);

(b) ([8], 111, 4.2) Se N <G e N < ®(G) entao F(G/N) = F(G)/N.
Proposicao 1.28 Seja G um grupo finito. Se G € solivel, entao ®(G) # F(G).

Demonstracao: G possui um subgrupo normal minimal. Como G é soluvel, esse sub-
grupo normal minimal é abeliano elementar, e desta forma ele esta contido no subgrupo de
Fitting de G, ou seja, F'(G) # {1}. Agora, como ®(G) <G e G é solivel, temos G/P(G)
soluvel. Assim F(G/®(G)) # ®(G)/P(G). Por outro lado, pelo Item (b) do Teorema
1.27, temos F(G/®(G)) = F(G)/®(G). Logo F(G) # ®(G). [

1.6 Anéis e modulos

Incluiremos nesta secao alguns fatos basicos sobre anéis e modulos que usaremos no
Capitulo 3.

Definicao 1.29 Seja R um anel com unidade. Um R-mddulo M € dito simples, ou irre-
dutivel, se os unicos submddulos de M sao {0} e M.

Definicao 1.30 Seja R um anel com unidade. Um R-modulo M é dito semissimples, ou
completamente redutivel, se é uma soma direta de modulos simples.

Definicao 1.31 Sejam R um anel com unidade, M um R-modulo e N C M um sub-
modulo de M. Dizemos que L é um complemento para N em M se M = N + L e
NN L={0}.

O préximo lema é um resultado conhecido da Teoria de Médulos.

Lema 1.32 Seja M um R-mddulo. Entao M é semissimples se, e somente se, todo sub-
modulo de M possui complemento em M.

Proposicao 1.33 Seja M um R-mddulo. Se M é semissimples, entao todo submddulo de
M € semissimples e todo quociente de M € semissimples.
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Demonstracao: Seja L. € M um submoédulo de M. Vamos mostrar que todo sub-
modulo de L admite complemento em L. Se K C L C M entao K tem comple-
mento C' em M, isto ¢ M = C + K e C N K = {0}. Assim pela lei de Dedekind
(LNC)+ K=LN(C+K)=LNM=LeKN(LNC)=KNC={0},istoé LNC é
um complemento de K em L. Logo L ¢é semissimples.

Seja agora N < M. Como N é submddulo de M, N possui um complemento H em
M. Desta forma M/N = H. Como H é semissimples, M /N é semissimples. m

Lema 1.34 (Schur) Se f: A — B é um morfismo de modulos simples e f # 0, entdo f
¢ isomorfismo.

Demonstracao: Como Ker(f) C A e A é simples entao Ker(f) = A ou Ker(f) = {0}.
Como f # 0, temos Ker(f) # A. Assim Ker(f) = {0}. Como Im(f) C B e B é simples,
entdo Im(f) = B ouIm(f) = {0}. Como f # 0, temos Im(f) = B. Logo f ¢é isomorfismo.

Seja (A,+,) um anel com unidade 1. Dizemos que A é um anel de divisdao quando
para todo a € A\{0} existe a* € A\{0} talque a-a™ ! =a'-a=1.

Teorema 1.35 (Wedderburn, [9] pagina 453) Um anel de divisao finito é um corpo.

Definigao 1.36 Seja K um corpo e A um anel unitdrio. A é uma K-dlgebra se existe um
homomorfismo de anéis
p: K— A

tal que o(K) C Z(A). Com isso A tem uma estrutura de espago vetorial sobre K onde a
multiplicacao por escalar € dada por

v = (Ao,
para A\ € K ev € A.

Definicao 1.37 (Algebra de grupo) Seja G um grupo finito (com notagdo multiplica-

twa) e K um corpo. A dlgebra de grupo KG consiste do conjunto de todas as combinagoes

lineares formais ngg, com escalares my € K. O conjunto KG ¢é entao visto como um
geG

espaco vetorial sobre K com base {g : g € G}, e multiplicagao definida estendendo a

multiplicagao em G da forma

(5 (g Zoe

geG heqG g9,heG

com mg,np, € K eg,h € G.

Temos que KG é um anel com unidade que contém K no seu centro. Mais ainda, KG
¢ uma K-algebra.



Capitulo 2

G-grupos e Grupos primitivos

2.1 G-grupos e G-isomorfismos

Dados dois grupos A e GG, o grupo A é dito um G-grupo se é dado um homomorfismo

v G — Aut(A)
g—0(g): A— A
a+— al.

para quaisquer g € G e a € A.
O centralizador de A em G é dado por
Co(A)={ge€G:a’ =a, Vae A} = Ker(0).

Observe que se N <G entao N é um G-grupo com € sendo a acao de conjugacao de G
em N.

Dois G-grupos A e B sao ditos G-isomorfos, denotado por A = B, se existe um
isomorfismo ¢ : A — B tal que (a9)? = (a®)9, para quaisquer a € A, g € G. Neste caso
dizemos que ¢ é um G-isomorfismo.

Note que se ¢ : A — B ¢é um G-isomorfismo, entdao ¢! : B — A também é um
G-isomorfismo. De fato, sejam a € A, b € B tais que a¥ = b. Entao

= ((a*)")*

Lema 2.1 Sejam A e B dois G-grupos. Se A =g B entao Cg(A) = Ca(B).

1 —1

)7 = (@)

o9 = (b“fl)g.

Demonstragao: Suponha que A =g B, onde ¢ : A — B é o G-isomorfismo.
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Seja g € Ci(A), isto é, a9 = a, para todo a € A. Temos entao que (a¥)? = (a9)? = a?,
para todo a € A. Como ¢ é um isomorfismo, obtemos que g € Cg(B), isto é, C(A) C
Co(B).

Seja agora g € Cg(B), isto é, b9 = b, para todo b € B. Temos entao que (b“"_l)g
(b9)?"" =¥ ", para todo b € B. Como ¢! é um isomorfismo, obtemos que g € Cg(A
isto é, Ce(B) C Cq(A).

~—

Y

Pelo lema acima, obtemos que se A e B sao dois G-grupos com Cg(A) # Ce(B), entao
A e B nao sao G-isomorfos.

Sejam A um G-grupo e H < A. Dizemos que H é um G-subgrupo se hy € H para

todos h € H e g € G. A é dito um G-grupo simples se os unicos G-subgrupos de A sao
{1} e A.

Proposigao 2.2 Sejam A e B dois G-grupos. Se A € um G-grupo simples e A =g B,
entdo B também € um G-grupo simples.

Demonstracao: Seja ¢ : B — A um G-isomorfismo. Seja N um G-subgrupo de B e
@(N)=L <A Dadosge GeleL,existe n € N com | =n? e além disso, como N ¢é
um G-subgrupo, nY € N. Entao

19 = (n®)? = (n9)¢ € L,

assim L é um G-subgrupo. Como A é um G-grupo simples, temos que L = {1} ou L = A.
Se L = {1}, entao ¢(N) = {1} o que implica N = {1}. Se L = A, entao ¢(N) = A o que
implica N = B. Logo B é um G-grupo simples. [

Pela proposi¢ao acima obtemos que se dois subgrupos normais A, B de um grupo G
sao tais que A é um subgrupo normal minimal de G e A =5 B entao B também é um
subgrupo normal minimal de G.

Lema 2.3 Sejam G um grupo e A, N < G. Entio AN/N =g A/JANN.

Demonstragao: Considere ¢ a composicao A — AN — AN/N. Sejama € Ae g € G.
Como A < G por um lado (af)? = (a?)N, e por outro lado (a¥)? = (aN)?9 = a N. Desta
forma (a%)¥ = (a¥)?. Como Ker(p) = AN N, obtemos entao que A/ANN =5z AN/N. =

Lema 2.4 Seja G um grupo, A < G e N JIG. Se N < A entio Cqn(A/N) =
Ca(A/N)/N.

Demonstracao: A demonstracao é imediata. [
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2.2 Grupos primitivos
Definimos grupos primitivos da seguinte maneira:

Definicao 2.5 Um grupo G € dito primitivo se possui um subgrupo maximal M tal que
Mg = {1}, onde Mg ¢é o core normal de M em G.

Com isso, o Teorema 1.6 nos diz que um grupo G é primitivo se, e somente se, GG
admite uma acao primitiva e fiel.

Lema 2.6 Sejam G um grupo e N 1G. Se N < H < G, entio (H/N)g/n = He/N.

Demonstracgao: Temos que

(H/N)ow = (] (H/NyN=()H°/N=([)H)/N=Hg/N,

gNeG/N geG geG
provando o lema. m
Teorema 2.7 Seja G um grupo finito nao trivial.
(a) Se M é um subgrupo maximal de G, entao G /Mg € primitivo;

(b) Se K <G e G/K € primitivo, entao G possui um subgrupo mazimal M tal que
K = Mg.

Demonstracgao:

(a) Temos que M/Mg é maximal em G /Mg pois M é maximal em G. Além disso, o
core de M /Mg é trivial, pois pelo Lema 2.6, (M/Mg)a/m, = Ma/Mg;

(b) Seja M/K maximal em G/K com core trivial. Pelo Lema 2.6, temos (M/K)q/x =
Mg/K. Logo M é maximal em G e Mg = K.

Definicao 2.8 Seja G um grupo primitivo. Um grau de primitividade de G é dado pelo
indice [G : M], onde M ¢é um subgrupo mazimal de G com Mg = {1}.

Um grupo primitivo pode possuir mais de um grau de primitividade porque pode con-
ter mais de um subgrupo maximal com core trivial.

O primeiro exemplo de grupo primitivo que iremos ver sera o grupo simétrico S,, para
n > 3. Para isto precisamos do seguinte lema:

Lema 2.9 Sen >3, H<S, e H# A, entdio [S, : H| > n, com exce¢cao den =4 ¢ H
o diedral com 8 elementos.
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Demonstracao: Seja m = [S, : H|. A agao de S,, por multiplicacdo a direita, no
conjunto X = {Hz : z € S,} é uma agao transitiva e como |X| = m, essa acdo gera
um homomorfismo ¢ : S,, = S,,. Temos que Ker(¢) = He < H, Ker(p) < .5,. Como
H # A, temos que m > 3 e assim [G : Ker(p)] > 3. Se n # 4, o tnico subgrupo normal
préprio de S,, é A, logo Ker(¢) = {1}. Pelo Teorema de Lagrange, temos que |S,,| = n!
divide |S,,| = m!, isto é, n < m e, portanto, [S, : H| = m > n. Se n = 4 podemos
ter Ker(¢) = {1} ou Ker(yp) = V4, onde Vj é o subgrupo de Klein. Se Ker(y) = {1},
entao pelo mesmo argumento n < m. Se Ker(p) = Vj, entdao H = V; ou H = D, onde
D é o diedral com 8 elementos. Se H = Vj entdo [S,, : H| =6 > 4 e se H = D entao
[Sn : H] =3 <4 [

Exemplo 2.1 Seja G = S,,, n > 3. Considere a acao natural de G sobre o conjunto
X ={1,2,...,n}. Seja M = Stab(i) = {g € G :ig =i} o estabilizador de i € X. Temos
que M = S, 1 e assim [G : M] = n!/(n — 1) = n. Vejamos que M é mazimal em S,,.
De fato, suponha que existe K < G com M < K < G. Temos que [G: K] < [G: M]=n
e entdo pelo Lema 2.9, K = A,, (note que no caso n =4 K ndo pode ser o diedral com
8 elementos, pois o diedral nao contém subgrupos L tais que [Sy: L] =4). Logo K = A,
para todo n > 3. Entao M < A,, mas qualquer 2-ciclo que fixa i estd contido em M
mas nao estd contido em A,, contradi¢cao. Logo M ¢é maximal em G. Por outro lado,
g 'Mg = Stab(ig) é o estabilizador do elemento ig. Agora, para quaisquer i,j € X,
existe g € G tal que ig = j. Desta forma Mg = ﬂ g 'Mg = {1}. Logo G ¢ um grupo
gelG
primitivo de grau n.

Definicao 2.10 O socle de um grupo G, denotado por Soc(G), € o subgrupo gerado pelos
subgrupos normais minimais de G.

Note que se G é um grupo finito e A e B sao subgrupos normais de G, entao
(A, B) = AB. Desta forma, se G é um grupo finito, o socle de G é igual ao produto
de seus subgrupos normais minimais. Como a intersecao de dois subgrupos normais mi-
nimais € trivial, o socle de um grupo finito G é o produto direto alguns dos subgrupos
normais minimais de G.

O teorema seguinte, devido a R. Baer, classifica os grupos primitivos em termo do seu
socle.

Teorema 2.11 (Baer) 1. Um grupo G é primitivo se, e somente se, existe um sub-
grupo U de G tal que G = UN para todo subgrupo normal minimal N de G.

2. Sejam G um grupo primitivo, M um subgrupo mazimal de G, com Mg = {1}, e
N um subgrupo nao trivial normal de G. Entio Co(N)N M = {1}. Mais ainda,
Ca(N) ={1} ou Cg(N) € um subgrupo normal minimal de G.

3. Se G é um grupo primitivo e M € um subgrupo mazximal de G com Mg = {1}, entdo
vale exatamente uma das condicoes abaixo
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(a) Soc(G) =S, onde S é um subgrupo normal minimal abeliano auto-centralizado
de G que é complementado por M;

(b) Soc(G) =S, onde S € um subgrupo normal minimal nao abeliano de G que é
suplementado por M;

(c) Soc(G) = A x B, onde A e B sdo os dois inicos subgrupos normais minimais
de G. A e B sao nao abelianos e ambos sao complementados por M. Além disso,
A=Cg(B), B=Cg(A) e A, Be ABNM sao isomorfos como grupos, mas
nao sao G-isomorfos.

Demonstracgao:

1. Sejam G um grupo primitivo e M é um subgrupo maximal de G com Mg = {1}.
Temos G = M N para todo subgrupo normal minimal N de G. De fato, como M é
maximal em G, segue que MN = M ou MN = G. Se MN = M, entao N C M
e assim N C Mg = {1}, contradi¢do. Logo M N = G. Reciprocamente, se existe
um subgrupo U de G tal que G = NU para todo normal minimal N de G e M é
um subgrupo maximal de G tal que U < M, segue que M nao pode conter nenhum
subgrupo normal minimal de G, pois se M contivesse algum subgrupo N normal
minimal de G terfamos UN = G C M, o que d& M = G. Desta forma M nao
contém nenhum subgrupo normal nao trivial. Logo M é um subgrupo maximal de
G com Mg = {1}.

2. Como Mg = {1}, temos que M N = G. Como N ¢é normal em G, temos Cs(N)<G.
Dessa forma Co(N) N M < M. Como Cg(N) N M centraliza N, Cq(N)N M é
normalizado por M e N e segue que Co(N)NM I G = MN. Logo Ce(N)NM C
Mg = {1}. Assim Co(N)NM = {1}. Se Cg(N) # {1}, considere X normal
minimal em G tal que X < Cg(N). Como X ¢ M temos G = XM. Entdo pela
Lei de Dedekind

Ce(N) = Ca(N) N XM = X(Ca(N) N M) = X.
Logo Cg(N) é um subgrupo normal minimal de G.

3. Sejam Np, Ny e N3 trés subgrupos normais minimais de G distintos. Como N1NNy =
Ni; N N3 = {1} temos que N, N3 < Cg(Ny). Assim NoN3 < Cg(Ny), mas Cg(Ny)
¢ um subgrupo normal minimal de GG, contradicao.

Suponha que N nao trivial é um subgrupo abeliano normal de G. Entao N <
Cg(N). Vimos em 2 que Cg(N) é um subgrupo normal minimal de G, segue en-
tao N = Cg(N), isto é, N é auto-centralizado. N é tinico pois se existisse outro
subgrupo abeliano 7" normal em G, novamente teriamos Cg(7) = T e T normal
minimal. Assim N N7 = {1} o que implica [N,T] = {1}, j& que ambos sdo normais
em G. Assim 7' < Cg(N) = N e N < Cq(T) =T, logo T = N. Vamos agora
mostrar que M complementa N em G. Como {1} # N <G e Mg = {1}, obtemos
que N ¢ M. Assim M < MN < G e pela maximalidade de M em G temos que
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MN = G. Como N <G, temos M NN M. Como N é abeliano, M NN < N.
Desta forma M NN ISMN =G eentdao M NN < Mg = {1}, isto é, M NN = {1}
e logo M é um complemento para N em G.

Se existe um unico subgrupo N normal minimal de GG, com N nao abeliano, entao
Cg(N) = {1}. Além disso como {1} # N 4G e Mg = {1} obtemos que N ¢ M.
Assim M < MN < G e, pela maximalidade de M em G, temos que M N = G, isto
é, M suplementa N em G.

Se existem dois subgrupos A e B normais minimais de G, entdo AN B = {1},
e, portanto, A < Cg(B) e B < Cg(A). Como Cg(A) e Cg(B) sao subgrupos
normais minimais de G temos que A = Cg(B) e B = Cg(A). Agora ANM =
Coe(ByNM = {1} e BNM = Cg(A) N M = {1}. Portanto M complementa A
e B. Como A = Cg(B), segue que B é nao abeliano. Analogamente segue que
A ¢é nado abeliano. Agora temos que A(ABN M) = ABNAM = ABNG = AB,
analogamente B(ABN M) = AB. Assim

A~ AJANB~; AB/B = B(ABNM)/B~ ABN M.

Observe que o ultimo isomorfismo nao é um G-isomorfismo pois AB N M nao é
um G-grupo por conjugacao, ja que M nao é normal em . Analogamente B =
ABN M. Assim A= B = AB N M. Por outro lado, A e B nao sao G-isomorfos
pOiS B = Cg(A> 7& Cg(B) = A.

Definicao 2.12 Um grupo primitivo G € dito ser:

1. um grupo primitivo do tipo 1 se G possui um unico subgrupo normal minimal e tal
subgrupo € abeliano;

2. um grupo primitivo do tipo 2 se G possui um unico subgrupo normal minimal e tal
subgrupo é nao abeliano;

3. um grupo primitivo do tipo 3 se G possui exatamente dois subgrupos normais mini-
mais e tais subgrupos sao nao abelianos.

Podemos também denotar por G € P, se G é um grupo primitivo do tipo ¢, com
i € {1,2,3}. O Teorema de Baer implica que todo grupo primitivo é de tipo 1, 2 ou 3.

Jé& visto que S,, é um grupo primitivo para n > 3, como os grupos S3 e Sy sao soluveis
temos que esses sao primitivos do tipo 1. Ja paran > 5, o tinico subgrupo normal minimal
de S, é A, e este é nao abeliano, ou seja, S, é primitivo do tipo 2.

Nos grupos primitivos do tipo 1 ou 3, o subgrupo maximal de core trivial complementa
cada subgrupo normal minimal. Desta forma, se N é um subgrupo normal minimal de
G primitivo do tipo 1 ou 3, [G : M| = |N]|, e desta forma G possui apenas um grau de
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primitividade. Por outro lado isso nao acontece nos grupos primitivos do tipo 2. De fato,
seja S um grupo simples nao abeliano. Em particular S nao pode ser um p-grupo, pois
todo p-grupo finito é nilpotente, assim existem dois divisores primos p e ¢ da ordem de
S. Seja M um subgrupo maximal de S contendo um p-subgrupo de Sylow de S e seja H
um subgrupo maximal de S contendo um g¢-subgrupo de Sylow de S. Os indices de M e
H em S sao distintos, pois ¢ divide |S : M| mas nao divide |S : H|, e M e H possuem
core idéntico, sendo S um grupo simples. Desta forma S é um grupo primitivo. Segue
que S é primitivo do tipo 2, pois S possui um tnico subgrupo normal minimal nao abeli-
ano, o préprio S. Desta forma esses dois indices sao graus de primitividade distintos de S.

Vamos agora ver uma caracterizacao dos grupos primitivos do tipo 1 ou 3 dada por
Lafuente em [11].

Proposicao 2.13 Seja G um grupo. Sdao equivalentes:
(a) G € um grupo primitivo do tipo 1 ou 3;

(b) existe um subgrupo normal minimal N de G complementado por um subgrupo M que
também complementa Cq(N);

(c) existe um subgrupo normal minimal N de G tal que G € isomorfo ao produto semi-

direto N x G/Cg(N).
Demonstracao: (a) = (b). Vimos no Teorema 2.11.

(b)) = (a). Note que como N N M = {1}, obtemos que N N Mgz = {1}. Como
N, Mg QG, temos que Mg < Cg(N). Mas Cq(N)NM = {1}, entdo Cq(N)N Mg = {1}.
Desta forma Mg = {1}. Suponha agora que S é um subgrupo préprio de G tal que
M < S. Entao o subgrupo S NN é normal em S. Além disso S N N é normalizado por
Ci(N). Desta forma S NN é normal em SC;(N) = G. Pela minimalidade de N, temos
que SNN = {1}. Assim S também complementa N em G. Temos que |S| = |G/N| = | M|
e entao S = M. Entao M é um subgrupo maximal de G com core trivial. Portanto, G
¢ um grupo primitivo. Note que o subgrupo normal minimal de um grupo primitivo do
tipo 2 possui centralizador trivial. Logo G' é um grupo primitivo do tipo 1 ou 3.

(b) = (¢). Note que G = NM, com NN M = {1}. Além disso M = G/Cs(N). A
aplicagdo a : G — N x G/Cq(N) dada por (nm)® = (n,mCg(N)) é um isomorfismo. De
fato, dados g1 = nimq, go = nomso em G temos que

-1
— m
g192 = N1M1NaMo = N1M1N2 M, Ymyms = nine - myme € NM.

—1

Por outro lado, (ny,mCq(N))(ng, meCq(N)) = (niny* ,mimyCq(N)). Entao

-1

(9192)% = (mny ' ,mimaCa(N)) = (n1, myCg(N))(ng, meCa(N)) = (miny)®(mang)®.
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Assim a é um homomorfismo. Temos que Keraw = {nm € G : (n,mCqs(N)) = (1,Cs(N))}.
Assim se nm € Keraentaon = 1em € M NCq(N) = {1}, ou seja, nm = 1 e logo
Ker o = {1}, isto é, a é injetiva. Agora dado (7, mCq(N)) € N x G/Cg(N), como cada
g € G = NM pode ser escrito unicamente como um produto de um n € N e m € M
temos que existe g = nm € NM com g* = (n,mCqg(N)), isto é, a é sobrejetiva. Logo «
¢ um isomorfismo.

(¢) = (b). Escrevemos C' = Cg(N). Assuma que existe um isomorfismo
a:NxG/C—G
e considere os seguintes subgrupos,
N*={(n,C):n e N},

M*={(1,¢9C): g€ G} e
C* ={(n,gC) :ng € C}.

Para cada n € N, o elemento (n™!, nC) é um elemento nao trivial de C*. Entao C* # 1.

Vamos mostrar que N* é um subgrupo normal minimal de N x G//C. Primeiro, dados
(n1,C) € N* e (n,gC) € N x G/C temos que

(n,9C) " (n1, C)(n, 90) ((n)?, 97" C)(nin, gC) =
(0 (mn)?, g~ gC) = ((n"'mun)?, C) € N,

isto 6 N* < N x G/C. Além disso, se existe K* < N* com K* I N x G/C entao
K ={k: (kC) e K*} < N. Além disso, como K* I N x G/C, para quaisquer g € G
e (k,C) € K*, (1,gC)"Y(k,C)(1,9C) = (k9,C) € K*, ou seja, k9 € K para quaisquer
g € Gek e K. Desta forma K <G. Como N ¢é normal minimal em G obtemos que
K ={1} ou K = N. Logo K* = {(1,C)} ou K* = N*, isto é, N* ¢ normal minimal em
N xG/C.

Temos que C* = Cnug/c(N*). De fato, dados (n,gC) € C* e (n,C) € N¥,
como feito acima temos (n, gC')~(ny,C)(n,gC) = ((n"'n1n)?,C) = ((ng) 'ni(ng),C).
Como pela definicao de C* o elemento ng € C, obtemos que (n, gC) ' (ny,C)(n,gC) =
(n1,C). Assim C* C Cnyug/c(N*). Por outro lado, se (n,9C) € Cnug/c(N*), para
provar que (n,gC) € C* basta mostar que ng € C. Para todo (n;,C) € N* temos
(n,9C) ' (n1,C)(n, gC) = (n1,C). Como (n, gC)~*(n1,C)(n, gC) = ((ng) 'ni(ng),C)
obtemos que (ng) 'ni(ng) = ni, para todo n; € N. Assim ng € C = Cg(N). Desta
forma Cyug/c(N*) C C*.

Agora M* complementa N*. De fato, dado (n,gC) € N x G/C, existem (n,C) € N*
e (1,9C) € M* tais que (n,gC) = (n,C)(1,9C) e se (z,yC) € N* N M*, entdo z = 1
e yC = C. Além disso M* complementa C*. De fato, dados (n,gC) € N x G/C
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existem (n,n"'C) € C* e (1,ngC) € M* tais que (n,gC) = (n,n*C)(1,ngC) e se
(x,yC) € C* N M* entao x = 1, zy = y € C, ou seja, (z,yC) = (1,yC) = (1,C).

Logo como « é um isomorfismo, (N*)® é um subgrupo normal minimal de G, (C*)* =
(Cnxao(N*)* = Ca((N*)*), e (M*)* complementa (N*)* e (C*)* em G. n

Agora vejamos uma caracterizacao dos grupos primitivos do tipo 2 dada por Lafuente
em [11].

Proposicao 2.14 Para um grupo G sdo equivalentes:
(a) G € um grupo primitivo do tipo 2;
(b) G possui um subgrupo normal minimal N tal que Cq(N) = {1};

(¢) Eziste um grupo X primitivo do tipo 3 tal que G = X /A para um subgrupo normal
minimal A de X.

Demonstracao: (a) = (b). Imediato pelo Teorema 2.11.

(b) = (a). Suponha que G possui um outro subgrupo normal minimal K # N. Entao
[K,N] < KNN = {1}. Assim K < Cg(N) = {1}, contradi¢dao. Logo o tinico subgrupo
normal minimal de G é N. Como Cg(N) = {1}, N é ndo abeliano. Se N < ®(G), onde
®(G) é o subgrupo de Frattini de G, entao N é nilpotente. Desta forma N’ # N, onde N’
é o subgrupo derivado de N. Agora, como N’ é caracteristico em N, temos que N' I G
e como N é normal minimal, obtemos que N’ = {1} o que implica que N é abeliano,
contradi¢ao. Entdao N ¢« ®(G) e existe um subgrupo maximal M de G néao contendo N.
Se Mg # {1}, como Mg < G, existe um subgrupo normal minimal de G contido em M.
Como N ¢é o unico subgrupo normal minimal de G temos que N < Mg < M, contradigao.
Logo Mg = {1} e G é um grupo primitivo do tipo 2.

(a) = (¢). Seja G um grupo primitivo do tipo 2 com subgrupo normal minimal N e
Ca(N) = {1}. Considere X = N x G. Seja L = {(a,1) : a € N} = N. Temos que L
é um subgrupo normal minimal de X. Agora Cx(L) = {(n,g) : (n,9) Y(a,1)(n,g) =
(a,1),Ya € N}. Assim se (n,g) € Cx(L), entdo g 'n"tang = a, para todo a €
N. Assim se (n,g9) € Cx(L), entao ng € Cg(N) = {1}. Logo g = n™' e entdo
Cx(L) C {(n,n') : n € N}. Por outro lado, {(n,n"!) : n € N} C Cx(L). Entao
Cx(L)={(n,n'):ne N} 2 N=L. Portanto X = N x G = L x X/L e entao pela
Proposicao 2.13, X é um grupo primitivo do tipo 3.

(¢) = (a). Seja X um grupo primitivo do tipo 3 com subgrupos normais minimais A
e B tais que Cx(A) = B e Cx(B) = A. Temos AB/A=x B/ANB = B/{1l} ¥x B é um
subgrupo normal minimal de X/A. Seja agora A € Cx/a(AB/A). Temos 2~ 'bxA = bA,
para todo b € B. Assim [b,z] € A para todo b € B. Entado [b,x] € ANB = {1}, e
assim z € Cx(B) = A. Entao Cg/a(AB/A) = A/A. Pelo que foi provado na implicacao
(b) = (a), X/A = G é um grupo primitivo do tipo 2. ]
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Corolario 2.15 Seja G um grupo. As sequintes condicoes sao equivalentes:
(a) G é um grupo primitivo do tipo 3;
(b) O grupo G possui dois subgrupos normais minimais distintos Ny, Ny, tais que

(i) Ny e Ny possuem complemento comum em G;

(ii) O quociente G /Ny, para i = 1,2, é um grupo primitivo do tipo 2.

Demonstragao: (a) = (b). Se G é um grupo primitivo do tipo 3, entdo G possui dois
subgrupos normais minimais distintos N; e Ny tais que Cg(N1) = Na, Cq(Ns) = Ny, além
disso N1 e Ny possuem complemento comum M em G, com M maximal em G de core
trivial. Como visto na Proposi¢ao 2.14, NyN;/N; = Ny é um subgrupo normal minimal
de G/N; com Cgn, (N1 N2/N1) = N1/Ny, ou seja, G/N; é um grupo primitivo do tipo 2.
Note que G/N; = M.

(b) = (a). Seja M um complemento comum de N; e No. Entdao G/N; = M é um
grupo primitivo do tipo 2 tal que Soc(G/N1) = N1No/Ni e Cayn, (N1 N2/N1) = Ny/Ny.
Entao Cg(N;Ny/Ny) = N;. Desta forma para ny € Ny e ny € Ny, n tnon Ny = naNy,
isto é, [ng,n1] € Ny. Como Ny <G, [ng,ny] € Ny N Ny = {1}. Assim N; < Cg(Ns). Por
outro lado, dado # € Cq(Ny), x ™ nyx = ny, para todo ny € Ny. Assim 27 'ngx Ny = ny Ny,
ou seja, x € Cg(N1No/Ny) = Ni. Entao Ci(N2) = Ny. Analogamente, G/Ns é um grupo
primitivo do tipo 2 com Cg(N;) = Ny. Logo pelo item (b) da Proposigao 2.13, G é um
grupo primitivo do tipo 3. [

Consequentemente, se M é um subgrupo maximal de core trivial de um grupo G
primitivo do tipo 3, entdao M é um grupo primitivo do tipo 2 e Soc(M) é isomorfo a um
subgrupo normal minimal de G.

2.3 Grupos primitivos do tipo 1

Pelo que foi visto no Capitulo 1, sabemos que se N é um subgrupo normal minimal
abeliano de um grupo finito GG, entao N é um grupo abeliano elementar. Desta forma,
se G é um grupo primitivo do tipo 1 e N é o subgrupo normal minimal de G, entao
N = Soc(G) = Cp = Fp. O grupo G age sobre N por conjugacio, assim se ny,ny € N
e g € G temos que (n1n2)? = g 'ninag = g 'n1gg ' nag = (n1)?(n2)? € N. Na notacio
aditiva temos que

(1 +n2)? = (m)? + (n2)?.

Essa agao é Fp-linear. De fato, sejam A € F,, n € N e g € G. Podemos escrever
A=14+1+...4 1. Desta forma

M)ff=m+n+...4n)=n+n/+.. .+ =1+1+...+1)n? = .
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Com isto, dado g € GG, podemos definir um isomorfismo IF,-linear v, : N — N dado por
vy(n) = n9, para todo n € N. Vimos, no Teorema de Baer, que G = N x H, onde H é
um subgrupo maximal de G com Hg = {1}. Considere entao

¢: H — GL(N)

dada por h — 7, onde GL(N) é o grupo dos isomorfismos [F,-lineares de N em N. Temos
que

Ker(p)={he H:qy, =1y} ={h€ H:h 'nh=h, ¥Yne N} =Cyx(N) = {1},

onde Cy(N) = Ce(N)NH = NN H = {1}, pois Cz(N) = N e H complementa N em
G. Desta forma H é isomorfo a um um subgrupo de GL(N) e podemos olhar G = N x H
como um subgrupo de N x GL(N) a partir do monomorfismo

N x H = N x GL(N)

dado pela inclusao (n,h) — (n,h), onde N x GL(N) «f AGL(N) é o grupo afim de N.
Desta forma temos que N < G < AGL(N).

Proposigao 2.16 Se G = AGL(F}) = F; x GL(F}), entdo G € um grupo primitivo do
tipo 1.

Demonstragao: Primeiro vamos mostrar que F) ¢ um subgrupo normal minimal de G.
Temos que (IF;‘, +) é um grupo finito abeliano elementar. Entao pela Proposigao 1.12,
(F},+) é caracteristicamente simples. Seja K um subgrupo préprio de Fy com K JG.
Como F} é abeliano temos que E* = k para quaisquer k € K e )\ € Fy. Dado g € G
podemos escrever g = Ay, com A € F} e v € GL(Fy). Desta forma dado k € K,
k9 = k" =k € K, pois K <G. Como A € GL(F}) ¢ um isomorfismo F-linear de
[, para F} temos que A € Aut(]F;). Como g € G ¢ arbitrério, obtemos que K <. [,
contradigao. Logo ) é um subgrupo normal minimal de G.

Agora vamos mostrar que Og(FZ) = F,. Como F ¢ um grupo abeliano temos que
2 < Ca(Fy). Seja agora g € Cg(Fy). Temos que para todo n € Fy, n? = 5. Como
G =Ty x GL(F}), podemos escrever g = Ay, com A € F} e v € GL(F}). Dessa forma

=0 =n =,

ou seja 77 = 1, e assim v € GL(F}) é a aplicagao identidade. Logo g = A € F}; e assim
Co(Fy) <. Portanto Cg(Fy) = F}.

Desta forma obtemos que F; = Cg(F}) é um subgrupo normal minimal de G comple-
mentado por GL(F}). Segue pela Proposicao 2.13 que G é um grupo primitivo do tipo 1. m

Vamos agora dar alguns exemplos para a proposi¢ao acima.
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Exemplo 2.2 Seja n = 1, entdio G = F, x GL(F,) é um grupo primitivo do tipo 1.
Temos que IF,, = C,, e qualquer elemento 0 # a € C, € inversivel, ou seja, GL(F,) = C,_;.
Desta forma G = C, x C,_1 € um grupo primitivo do tipo 1 de ordem p(p — 1). Além
disso, se q ¢ um primo que divide p — 1 entao C, x C, também € um grupo primitivo
do tipo 1. Com 1isso, como para p > 2, p— 1 é um numero par, 2 divide p — 1 e assim
o grupo diedral C, x Cy € um grupo primitivo do tipo 1. Por outro lado, se n nao é
primo ou poténcia de primo, o diedral com 2n elementos, Dy, = C, x Cy, nao é um
grupo primitivo, pois para cada primo r dividindo n, C,. € um subgrupo normal minimal
de Ds,,, e como existem pelo menos dois primos dividindo n, Do, possui pelo menos dois
subgrupos normais minimais distintos. Como Ds, € um grupo solivel, se Dy, fosse um
grupo primitivo, Do, admitiria no mdximo um subgrupo normal minimal. Logo n € um
primo p ou uma poténcia desse primo p. Agora, se n € uma poténcia de p, chamando de
N = C, o subgrupo normal minimal de Dy, temos que N € o unico subgrupo de C,, de
ordem p. Além disso C,, < Cq(N) = N < C,, isto €, C, = C, e entdo n = p. Portanto
Dy, € um grupo primitivo se, e somente se, n € primo.

Exemplo 2.3 Jd vimos que 0s grupos simétricos Sz e Sy sao grupos primitivos do tipo 1
e que grupos primitivos do tipo 1 com socle N mergulham em AGL(N). Vamos mostrar
que S3 e Sy sio da forma AGL(F}). Temos que S3 = Cs x Cy = AGL(F}). Agora
Sy = Vy x Ss, onde Vy € o subgrupo de Klein. Temos que Vy = F% Por outro lado
|GL(F3)| = (22 — 1)(2* — 2) = 6. Desta forma GL(F3) = S3 e entio S; = AGL(F3).

Note que se G é um grupo solivel e primitivo, entao G é primitivo do tipo 1, ja que se
N é um subgrupo normal minimal de GG, entao N é um grupo abeliano elementar. Para
grupos primitivos soliveis temos o seguinte teorema.

Teorema 2.17 Seja G um grupo finito. Suponha que G € soluvel e primitivo com M
mazimal em G e Mg = {1}. Entao:

(a) G possui um tnico subgrupo normal minimal N, M complementa N em G, e N =

Ca(N) = F(G);
(b) Se p € o primo dividindo |N|, entdo O,(M) = {1};
(c) Todos os complementos de N em G sdo conjugados a M.
Demonstracao:

(a) Como G é um grupo primitivo do tipo 1, pelo Teorema 2.11, G possui um tunico
subgrupo normal minimal N, M complementa N e N é tal que N = Cg(N). Pelo
Lema 1.23, temos que F(G) < Cg(N) = N. Como N ¢é abeliano e N 4G, obtemos
que N < F(G). Assim N = F(G).

(b) Seja P = Op,(M) < M. Tanto P quanto N = CJ sao p-grupos, e como |PN| =
|P||N|/|P N N|, temos que PN é um p-grupo o que implica que PN é nilpotente.
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Vamos mostrar que PN JG. Sejam g € Geaxn € PN,comx € Pen € N. Como
G = M N, podemos escrever g = min; com m; € M e ny € N. Assim

-1 -1, -1 _ -1 -1 -1 _
grng = miniznny mi = milxr  niznni m; =

mlxngmfl = mlxmflmlngmfl € PN,

onde ny = x 'nyznn;t € N. Assim PN é um subgrupo normal nilpotente de G,
logo PN C F(G) = N, o que implica que P C N. Assim P C M NN = {1}. Logo
P={1}.

Seja L um complemento de N em G, isto é, LN =G e LN N = {1}. Se L = {1},
entdo G = N e assim M = {1} = L. Podemos entdo supor que L # {1} e assim
N < G. Vamos inicialmente mostrar que L é um subgrupo maximal de G. Seja K
um subgrupo maximal de G tal que L < K < G. Se N < K entao NL = K < G,
contradizendo que L complementa N em G. Entdo N ¢ K. Desta forma NK = G.
Agora, NNK < N, NNK <K pois NG e NN K <N pois N é abeliano. Assim
NNK<JKN =(G. Como N é normal minimal, NN K = {1} ou NN K = N.
Se NN K = N entao N C K, contradigao. Assim N N K = {1}. Desta forma, K
complementa N em G. Assim L = G/N = K, o que implica que |L| = |K|. Como
L < K obtemos que L = K e assim L é um subgrupo maximal de G.

Vamos agora mostrar que N = O,(G). Temos que N = C7'. Pelo Teorema de Sylow,
existe P um p-subgrupo de Sylow de G tal que N C P. Assim

0,(G)= (N gPg ' 2 () 9Ng ' =nN =N,

geG geG

ou seja, N < O,(G) e além disso N < O,(G), ja que N < G. Por outro lado,
0,(G)/N <G /N = M. Temos que O,(G)/N é um p-subgrupo e pelo item anterior,
o0 unico p-subgrupo normal de M ¢ o trivial. Assim O,(G)/N = N/N o que implica
que O,(G) < N. Desta forma, O,(G) = N. Seja agora R = O, (G), isto é,

R/N = 0,(G/N) < G/N.

Desta forma N C R. Vamos mostrar que N < R. Tome S/N normal minimal em
G/N. Se S/N é um p-subgrupo de G/N, entao S é um p-subgrupo normal de G de
modo que N = O,(G) € S. Mas O,(G) é o maior p-subgrupo normal de G, assim
S = N, contradizendo que S/N é um subgrupo normal minimal de G/N. Desta
forma S/N nao pode ser um p-subgrupo de G/N, logo S/N C O, (G/N) porque
S/N é um g¢-subgrupo, para algum primo ¢ # p. Assim N/N # O,(G/N) = R/N,
isto é, N < R. Desta forma obtemos que 1 # [R : N|] = |R/N| é um p/-ntmero.
Além disso, Oy (G) = {1}. De fato, se Oy (G) # {1}, como O, (G) G e G ¢ finito,
O, (G) contém um subgrupo normal minimal de G. Como N ¢é o tnico normal
minimal de G obtemos que N C O, (G), absurdo. Logo O, (G) = {1}.

Agora, N(LNR) = NLNR=GNR = Re NN(LNR) = (NNL)NR = {1}NR = {1},
isto é, L N R é um complemento para N em R. Temos entao que L N R = R/N é
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um p’-subgrupo de G. Como R I G temos LN R L, assim L < Ng(LNR) <G.
Suponha que Ng(LNR) = G, isto é, LN R I G. Assim LN R é um p/-subgrupo
normal de G, isto é, LN R < Oy(G) = {1}. Desta forma N = R, contradigio.
Entao L < Ng(L N R) < G. Vimos que L é um subgrupo maximal de G, desta
forma L = Ng(L N R). Analogamente obtemos que M N R é um complemento de
Nem Reque M = Ng(MNR).

Note que mdc(|N|,|R/N|) = 1, j4 que N = C} e |[R/N| é um p'-nimero. Como
N é soluvel, M N R e L N R sao complementos para N em R, pelo Teorema de
Shur-Zassenhaus existe r € R tal que r(L N R)r~' = (M N R). Entao

rLr' =rNg(LNR)r™' = No(r(LNR)r ') = Ng(MNR) = M,

isto é, L e M sao conjugados em G.

2.4 Grupos primitivos do tipo 2

Pelo Teorema 2.11, o socle de um grupo primitivo do tipo 2 é um subgrupo normal
minimal nao abeliano e, como visto no Capitulo 1, é um produto direto de copias de um
grupo simples nao abeliano.

Proposicao 2.18 Seja S um grupo simples nao abeliano e L = S x S x ... x S. Se
L <G < Aut(L) e L € um subgrupo normal minimal de G, entdo G € um grupo primitivo
do tipo 2. Em particular, L € um subgrupo normal minimal de Aut(L) e Aut(L) é um grupo
primitivo do tipo 2. Reciprocamente, se G é um grupo primitivo do tipo 2 com Soc(G) = L,
entdo, identificando G como um subgrupo de Aut(L) por meio do homomorfismo que
associa a cada g € G a conjugagao por g, temos L < G < Aut(L).

Demonstracao: Como L é o produto direto de um nimero finito de cépias de um grupo
simples S, temos que L ¢é caracteristicamente simples. Considerando o homomorfismo

v L —Aut(L)
l— vy:L—1L
x — Lzl

Temos que Kery = Z(L) = Z(S) x ... x Z(S) = {1} x ... x {1}. Assim L = ~(L) =
Inn(L) < Aut(L). Suponha que existe R < L com R < Aut(L). Seja ¢ € Aut(L), vamos
mostrar que @(R) = R. Ser € R, como R < Aut(L), existe t € R com v, = ;.
Temos que ¢y, (1) = o(ro ' (D)r™) = p(r)le(r)™ = v,4 (1), para todo | € L. Assim
0V~ =Y. Desta forma, v,y = Y, isto é, v(¢(r)) = (t), como o homomorfismo ~
é injetivo, ¢(r) =t € R, logo ¢(R) C R. Aplicando as mesmas contas para ¢! € Aut(L)
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obtemos que ¢ '(R) C R, ou seja, R C ¢(R). Desta forma R = ¢(R) e obtemos que
R <. L, contradizendo que L é caracteristicamente simples. Desta forma L é um subgrupo
normal minimal de Aut(L). Seja agora ¢ € Cawyr)(L). Assim ¢y, = v, para todo | € L.
Entao pv,(z) = ye(x), para quaisquer [,z € L. Portanto ¢(lzl™!) = lo(z)l™!, ou seja,
o(z) = (1) Hp(x)l (). Assim p(I)~' € Z(L) = {1}. Portanto, ¢(l) = I, para todo
l € L, ou seja, ¢ = 1z. Entao Cawr)(L) = {1}. Portanto Cq(L) C Cawr)(L) = {1}
Logo pelo Item (b) da Proposigao 2.14, G e Aut(L) sao grupos primitivos do tipo 2.

Reciprocamente, se G é um grupo primitivo do tipo 2 com Soc(G) = L, G pode ser
visto como subgrupo de Aut(L) ja que o homomorfismo canénico G — Aut(L) dado pela
conjugacao, possui nicleo igual a Co(L) = {1}. n

Em particular se L = S, onde S é um grupo simples nao abeliano, entao Aut(S) e
qualquer grupo G tal que S < G < Aut(S) sao grupos primitivos do tipo 2 (com sub-
grupo normal minimal igual a S). Além disso, se G é um grupo primitivo do tipo 2 com
Soc(G) = S, entao identificando G' com um subgrupo de Aut(S) por meio do homomor-
fismo que associa a cada g € G a conjugacao por g, temos S < G < Aut(S). Um grupo
almost-simple G é um subgrupo de Aut(S) para algum grupo simples S, tal que S < G.

Seja S um grupo simples nao abeliano. Veremos que os grupos da forma Aut(S™) sao
isomorfos ao produto entrelagado entre Aut(S) e S,,.

Definicao 2.19 Sejam H e K dois grupos e suponha que K < S,,. O produto entrelacado
H K, ¢ o produto semidireto H" x K, onde H™ € o produto direto de n copias de H, e
K age em H"™ permutando as coordenadas. Mais especificamente, m € K age em H™ por

(h17 . .,hn)ﬂ— - (hlﬂfl, . .,hrmr71>
para quaisquer h; € H, i =1,...,n.

Vamos mostrar que essa agao se trata de uma acao de grupo. Se w,7 € K, definindo
ti = hiz—1 temos que t;r—1 = hjr—1,-1 = Nj(zr)-1, entao

((hh ey hn)ﬂ-)T = (hlﬂ.—l, ey hnﬂ.—l)T == (hl(ﬂ'T)_17 ey hTL(ﬂT)_l) - (hl, ey hn>7rT.

Lembrando que o expoente por 7 significa a conjugagao por w. O subgrupo H" é dito
a base do grupo H ! K.

Proposicao 2.20 Seja S um grupo simples ndao abeliano e escreva S™ = S X ... x S,
o produto direto de n copias de S, para algum inteiro positivo n. Entdo os subgrupos
normais minimais de S™ sao N; = {1} x ... x {1} x S x {1} x ... {1}, onde apenas a
1-ésima coordenada € 1qual a S, para qualquert=1,...,n.

Demonstracao: Para cada i = 1,...,n, os subgrupos N; sao normais em S™. De fato,
dados s = (s1,...,8,) € S"ex = (1,...,2;,...,1) € N;, temos que

-1 -1 -1 -1 -1
ST xS = (8] S1y.-sS; TiSiy...y Sy Sn) = (1,...,8 iSiy...,1) € N,
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Além disso os subgrupos N; sao normais minimais em S™ pois se existe K; < N; com
K; < 58" o subgrupo K < S formado pelos elementos da i-ésima coordenada de K; é
tal que K é normal no grupo simples S. Desta forma K = {1} ou K = S e entao
K;={1} x...x {1} ou K; = N;.

Seja agora N um subgrupo normal minimal de S™ diferente dos IV;. Entao NNN; = {1}
para todo ¢ =1,...,n. Como N e N; sdao normais em S™, temos que [N, N;] < NN N; =
{1}, desta forma N centraliza todos os N; e assim N < Z(S") = {1} x ... x {1},
contradigao. Logo os tnicos subgrupos normais minimais de S™ saoos N;, i =1,...,n. m

Lema 2.21 (Lema de Imersao, [15], Resultado (4.1)) Sejam H um subgrupo de um
grupo finito G, x1,...,x, um transversal a direita para H em G, e & qualquer homomor-
fismo com dominio H. Entao a aplicagao f : G — £(H) S, dada por

v (E(zar)), .. E(enra, ),

onde m € S,, € a unica permutacao que satisfaz x;x € Hx; para todoi=1,...,n, € um
homomorfismo bem definido com nicleo igual ao core (Ker§)g.

Demonstracao: A permutacao correspondente a z = 1 é a permutacao identidade (1) ja
que z; = x;1 € Hx;, e dessa forma f(1 ) (é(zp 1zt ), ol ) (1) = (1., 1)(1).
Sejam agora 7,y € G e assuma que z;7x; € H e v;yz; € H paratodoi =1,...,n. En-
tao aplicando m na segunda expressdo obtemos que z;,yz; . € H, para todo i = 1

Entdo zzyz; ! = (w00 ) (viryr;,t) € H. Segue que a permutacio correspondente a xy
énT e

1T

flay) = (E(mayriy,), . E(Taryan,,))nT
= ((mratryrt), .. E(aprx, e yx, L)) TT
(f(xlxxln) (xlfryxlm)a e >£(xnxxm)5($mryx;;r))7”—
= ((E(zzay), - E(@nra ) (@Y, ), - o E(Tnaype,)))TT
= ((mzary), - E(@nra )T (E(@1my s - o E(Tnayrn, ) )T
= f(2) - 7 (E(@1nyaTsr)s - o E(Tnny g, )T
= f(@)(E(@1nyring); - s E(Tunyg,))™T
= f(:C)(f(:L‘lﬂ—1,ryaj';T1_1m_), s 7§<xn7r—17ryx;71—17r7-)>7—
= f(2)(E(rryar,), - - E(wnyan )T
= f(@)f(y).
Além disso f(z) = (1,...,1)(1) se, e somente se, a permutagao 7 correspondente a
é a permutacdo identidade e z;zx;t € Ker(€) para todo i = 1,...,n. Entdo 2 € Ker(f)
se, e somente se, ¥ € x; ' Ker(£)r;, para todo i = 1,...,n. Desta forma x € Ker(f) se, e

somente se, r € ﬂ a:l-_l Ker(§)z;. Como x,...,x, formam um transversal a direita para
i=1
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H em G, temos que para cada g € GG existe h € H tal que g = hx;. Além disso como
Ker(¢) < H obtemos que z € Ker(f) se, e somente se,

x € ﬂ r; h T Ker(é)ha; = ﬂ g ' Ker(¢)g = (Ker(¢))g.

i=1,...,n geG

Logo Ker(f) = (Keré)g. ]

Proposicao 2.22 Seja S um grupo simples nao abeliano e escreva S™ para o produto
direto de n cdpias de S, para algum inteiro positivo n. Entio Aut(S™) = Aut(S) Sy,
onde S, € o grupo simétrico de grau n.

Demonstracao: Considere a aplicagao
¥ Aut(S) 1S, — Aut(S™)

dada por
bi(pr,. . on)o = a

onde p1,..., ¢, € Aut(S) e 0 € S,,. A aplicagdo a € Aut(S™) é dada por

(817 SR Sn)a = (Sl(Pla cee 75n§0n)0 = (510—13010'_17 SR Sna—lgpna_l)?
onde (s1,...,8,) € S™
Vamos mostrar que 1 é um homomorfismo. Sejam (1, ..., ©n), (71, .-, 7m) € Aut(S)",

0,7 € Sy e (s1,...,8,) € S™ Temos que

(9017 . '79071)0-(717 cee :’771)7_
Oy Pn)o(71, - - ’%1)04 -oT

1

801,---790“)(’}/17...”7”)0’_ - OT
@17"'79071)(710;“-,’)/710—)'0"7'
P1V10s -+ PnYno) * OT-

=
=
=
=

Entao

(81,5 80) (015 s 0n)0(V1, -+ s Yn)T)
= (S1,-+, ) ((L1Y10s - - s PnYno) - OT)
= (5191V105 - -+ > $nPnVno) "
= (S1r-16-1P1r-16-1V17-Lo-1os - - - » Snr—1o—1Pnr—1o-1Ynr—1o-10)
= (

S1r-16-1P1r-1g-1Y17-1, - - - 75n‘r—10_1()0n7—1o'_1’yn7'—1)-
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Por outro lado,

(1, -y 80) (@1, o, 0n)T) (V1y - - s Vo) T

= ((5101, -5 8000)7) (V15 -, )T

= (S10-1P10-1, -+ -+ Sno=1Pno=1) (Y1, -+ V)T
= (81619161715 - - » Sno=1Pno—1Vn)"
= (

817*10*19017*10'*1’717'717 DR Sn7*10*1@n7*10*17n7*1>-
COIﬂ 1SS0 mostramos que
(51, sa) (1, en)o (s 7)) = ((S15- - Su) (@150 - 0n) o) (15 -5 V)T,

isto &, Y((p1,-- . on)o(n, ., W)T) = (@1, on)o) o (11, .-+, 7)), ou seja, ¢ &
homomorfismo de grupos.

Seja agora (@1, ..., ¢n)0 € Kerty. Desta forma

(1,3 80) (D15, 00))T = (S16-1P10-15 + - + s Sng—1Png—1) = (81, -+, 8n),

isto € s;;-19;;—1 = 8;, para todo 7 = 1,...,n e para todo s;. Escolha s; = 1, para todo
JjFies;=s€S coms# 1 Seioc#ientao si; = 1 e assim S(io)o-1P(i0)o-1 = Sic = 1,
entao s;ip; = 1, e como ; é um automorfismo obtemos que s; = 1, contradi¢do. Logo

ic = i, para todo i = 1,...,n, ou seja, o é a permutagao identidade (1). Desta forma
sip; = s;, para todo ¢ = 1,...,n e para todo s;. Como ; é um automorfismo te-
mos entao que @; é a aplicacao identidade 1g para todo ¢ = 1,...,n. Desta forma

(01, on)o = (lg,...,1g)(1), ou seja, Kere é trivial.

Com isso obtemos que Aut(S) S, é isomorfo a um subgrupo de Aut(S™). Para con-
cluirmos a proposicao vamos recorrer ao Lema de Imersao 2.21. Vimos na Proposicao 2.18
que S™ é um subgrupo normal minimal de Aut(S™) e vimos na Proposi¢ao 2.20 que os
subgrupos normais minimais de S™ sao da forma N; = {1} x...x {1} x Sx {1} x...x {1},
onde a i-ésima coordenada de N; é igual a S. Seja § € Aut(S™). Entao 8 leva um sub-
grupo normal minimal de S™ em outro subgrupo normal minimal de 5", isto é, Nf = N;
para algum j. Temos que N; < 8" < Aut(S™). Agora considere a agdo por conjugacao de
Aut(S™) em {Ny,..., N,}. Essa acdo é transitiva. De fato, se {N;1, ..., Nix} é uma 6rbita
entdo Ny X ... x Ny QAut(S™). Mas Njp X ... X Ny < 8™ < Aut(S™) e S™ é normal mi-
nimal em Aut(S™). Logo existe apenas uma 6rbita. Agora, como a a¢ao é de conjugagao,
o estabilizador de N; corresponde ao normalizador Ny gn)(N1). Seja H = N ays(sn) (V7).
Temos entao que o indice de H em Aut(S™) é o numero de conjugados de Ny em Aut(S™),
isto é, [Aut(S™) : H|] = n.

Agora, como H normaliza N; e N; = S, considere £ : H — Aut(S) o homomorfismo
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canonico. Temos que Ker(§) = Cayy(sn)(IN1). Vamos calcular o core de Ker (&) em Aut(S™).

(Ker(€)) au(smy = (Caw(smy (N1)) Aut(sm) = ﬂ (Caut(smy(N1))? =
Be Aut(S™)

ﬂ Caur(smy(NT) = (Caur(smy(N1) N+ 0 (Cargsmy (Ni)) = Coaursmy (S™) = {1}.
Be Aut(Sm)

Entao pelo Lema de Imersao 2.21 o homomorfismo
[ Aut(S™) — Aut(S)r .S,

tem nucleo Ker(f) = (Ker(§)) aut(sny = {1}. Portanto Aut(S™) é isomorfo a um subgrupo
de Aut(S) 1 S,. Logo Aut(S™) = Aut(S).S,. "

Agora que ja definimos o produto entrelacado vamos mostrar que G = S, 1 S, é um
grupo primitivo do tipo 2, paran >5em > 1.

Proposicao 2.23 Sejam n > 5 e m um inteiro positivo. Entao G = S, 0.S,, € um grupo
primitivo do tipo 2 de grau n'™.

Demonstracao: Lembre que G = S, 1 S, = (S,)™ % S, um elemento de G é da forma
(01,...,0m)T, com o; € S, i =1,....,merT €S, eo produto de (oy,...,0,)T por
(M- Ym)p em G é dado por

(01, s 0 )T(V1y e s V)P =

(o1, oy om)T(1y - - - ,fym)rflTp =

T 1
(01, s 0m) (s Ym)T TP =
(017 s 70m)('}/17a ce 7'7m7—)7—P =

(0-1'717'7 s 70-m7m7')7-p'

Como n > 5 temos que A,, é o tinico subgrupo normal préprio de S,,, entdo N = (A4,)"
é um subgrupo normal nao abeliano de G. Vamos agora mostrar que N é um subgrupo
normal minimal de G. Sejam NN;, N; subgrupos normais minimais de NV com ¢ # j. Entao a
permutagao (ij) € S, é tal que Ni(ij) = N;. Sejaagora {1} # K < N com K<G. Como K
é normal em N existe ¢ tal que N; < K. Agora, como K G, temos que K9 = K, para todo
g € G. Tome g = 1(ij). Obtemos entdo que N; < K, para todo j. Desta forma K = N
e logo N é um subgrupo normal minimal de G. Vamos agora mostrar que Cg(N) = {1}.
Sejam g = (01,...,0,m)7 € G, n = (1,...,1,a,1,...,1) € N, temos que ny # n se
7 # (1). Desta forma Cg(N) < S, Assim Cq(N) < Cam (A7) = (Cs,(An))" = ({1H)™.
Logo A} é um subgrupo normal minimal de G com centralizador trivial. Pelo Item (b)
da Proposicao 2.14, G' é um grupo primitivo do tipo 2.

Seja X = {1,...,n} e considere a agao de G no conjunto X™ = {(i1,...,0y) : ix €
{1,...,n},1 < k < m} dada por (i1,...,0m)(01, -, 0m)T = (117017, -« -, br Oy ). EiSSQ
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agao é transitiva pois dado (i1,...,%,) € X™, como (o1,...,0,) € (S,)™ temos que
(i1y -y im) (01, ooy om)(1) = (4101, - . ., imOm) € entao

X" CH{(i101, -+ yimOm) = 05 € Spy } € Oc((i1, -+ yim)) = {(i1, .- ,im)g: g € G} T X"

Agora vamos construir um subgrupo maximal M com core trivial e indice n™. Consi-
dere Stab((i,...,1)) < G,onde i € {1,...,n}. Temos que Stab((i,...,i)) = Stab(i) ! S,
onde Stab(i) < S, e Stab(i) = S,_;. De fato, se (o1,...,0,)7 € Stab((i,...,7)) en-

tao (i+01ry .-y i70my) = (1,...,1), ou seja i,0x, = 4, para todo k = 1,...,m. Como
T apenas permuta as coordenadas temos que io, = i, para todo k = 1...,m, isto é,
o € Stab(i). Entao (o1,...,0,)7 € Stab(i) 1 S,,. Com as mesmas contas prova-se que

Stab(i) ! S, C Stab(i,...,i). Defina entdao M = Stab(i,...,i) = S, 11S,. Como S, ;
nao contém A, temos que Mg = {1}. Além disso [G : M] = (n1)m!/((n—1)!)"m! = n™.
Nos resta mostrar que M é um subgrupo maximal de G.

Sejam agora K = (S,_1)"™ e B = (S,)™. Temos que G = B x S, M = K x S, e
K < B. Vamos mostrar que M = Ng(K). Como K < M temos que M < Ng(K). Note
que
Na(K) 1 B = Np(K) = Nag(S7) = (Ns, (So0))" = ST, = K,

onde Ng (S,-1) = S,_1, ja que S,,_1 é um subgrupo nao normal maximal de S,,. Além
disso dado (oy,...,0,) € K,com 0, € S,_1,i=1,...,m, e T €S, temos que
o1, o) T = (01, 0m) = (011, .., Omr1) € K,

ou seja, S, € Ng(K). Assim BNg(K) 2 BS,, = G e entdo G = BNg(K). Portanto

[G: No(K)] = |G|/ INa(K)| = [BNG(K)| / [Na(K)| =
|B||Na(K)|/ |[Na(K)| [No(K) N B| = [B|/|K| = (n))"/((n — 1)) = n™.

Com isso M < Ng(K) e [G: M] =[G : Ng(K)], ou seja, M = Ng(K).

Seja agora H um subgrupo maximal de G contendo M. Note que como B < G,
HNB<Hese HNB=Kentao K <He HC Ng(K) =M, ouseja, H=M e M é
um subgrupo maximal de G. Nos resta entao mostrar que H N B = K. Observe que K C
M C He K C B,ouseja, K C HNB. Por outro lado, escrevendo B = By X By X --- X B,,
e Ry ={1} x -+ x{1} x B; x {1} x --- x {1}, i =1,...,m, a acdo de conjugagao de G
sobre o conjunto Q = {Ry,..., R} é tal que

comi,j =1,...,m. Desta forma a acao ¢é transitiva e o nicleo dessa agao é formado pelos
elementos (01, ...,0,) € B. Agora, como G = BM temos também que G = BH. Assim
dado g € G, podemos escrever g = hb, com h € H e b € B. Entao dados R;, R; € (2,
existe g € G tal que R} = R;. Como g = hb, com h € H e b € B, ¢ o nucleo da acao ¢
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B obtemos que R = R;. Entao podemos considerar a acio de conjugagao de H sobre €,
onde essa acao é transitiva.

Fixando R; e R;, existe h € H com (R;)" = R;. Considere entdo as projegoes

m; B — R;,
dadas por
(bl,...,bm) — (1,...,bi7...,1>,
para todo @ = 1,...,m. Restringindo cada m; para H N B temos que

Tiluns : HN B — m;(H N B),

¢ um homomorfismo sobrejetor com ntcleo (H R;) N H. Assim pelo Teorema do Isomor-

t#i
fismo,
m(HNB)=HnB/([[ k) NH.
t#i
Vamos mostrar que m;(HNB) é isomorfo a 7;(HNB) paratodos i, j = 1,...,m. Considere

a aplicacao
p:HNBS>HNB— HnB/([[R)NH,
t£d
dada pela composigao de A e 7;|gnp, onde A é a conjugacao por h € H fixado tal que
(R)" = Rj e A é um isomorfismo pois H N B < H. Note que = € Kery se, e somente
se, (z"); = 1, ou seja, a i-ésima coordenada de z é trivial. Assim Kerp = (H R)NHe

t#i
dessa forma pelo Teorema do Isomorfismo

r(HNB) = HNB/[[R)nHEHAB/[R)NH = m(HNB).
t£i t£]

Desta forma m;(H N B) = m;(H N B) para todos 4,j = 1,...,m.

Agora, como K C H N B temos que S, = m(K) Cm(HNB)CS, ecomo S, é
um subgrupo maximal de S,, temos que m;(H N B) = S, 1 ou m;(H N B) = S,,. Vamos
analisar os dois casos. Suponha que m;(H N B) = S,_; para todo i = 1,...,m. Temos
que

IHNB| < [[Im(HNB)| = (n— 1" = |K|.
i=1
Mas como K C H N B temos que K = H N B.

Suponha agora que m;(HNB) = S,,. Vamos mostrar que HNR; JR;. Tomey € HNR;,
temos que 7;(y) = 1 para todo j # i. Seja r € R;, como m;|yng : HN B — S, = R,
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é sobrejetiva, existe z € H N B tal que m(z) = r. Como r = (1,...,1,r;,1,...,1),
y=(1,....5Ly,1,...,1), * = (x1,%9,...,7,) e m(x) = r temos que r‘yr = x lyz,
desta forma r~'yr € H pois xz,y € H. Por outro lado, r~yr = x~lyxz € R;, pois
r,y € R;. Segue entdao que ryr = z7lyr € HNR; eentao HN R; <A R; = S,,. Agora,
como HN R; contém K; =2 S, 1, HNR; JR; = S5, e 5,_1 ¢ um subgrupo maximal nao
normal de S, obtemos que H N R; = S,,. Assim H N R; = R; e entao R; < H para
todoi=1,...,m. Como B =[], R; temos que B C H. Desta forma BH = H < G,
contradigao. Logo nao podemos ter m;(H N B) = S,. Entao m;(H N B) = S,_1 o que
implica que H N B = K, provando a proposicao. m

2.5 Grupos primitivos do tipo 3

Agora iremos tratar dos grupos primitivos do tipo 3. O primeiro exemplo dado sera
G =5 xS, onde S é um grupo simples nao abeliano.

Exemplo 2.4 Seja G = S x S, onde S é um grupo simples nao abeliano. Vimos na
Proposicao 2.20 que o0s subgrupos normais minimais de G sio Ny = S x {1} e Ny = {1} x
S. Temos que G/Ny = S e que S € um grupo primitivo do tipo 2, ou seja, G /Ny é um grupo
primitivo do tipo 2. Tomando M = {(s,s) : s € S} < G temos que g = (x,y) € G pode ser
escrito como (xy~',1)(y,y) € Ni1M, ou seja, G = Ny M. Além disso, se (x,y) € Ny N M
temos que y = 1 e x =y, ou seja, (x,y) = (1,1) e assim Ny N M = {1} x {1}. Desta
forma M complementa Ny em G. Da mesma maneira G/Ny € um grupo primitivo do
tipo 2 e M complementa Ny em G. Logo pelo Coroldrio 2.15 temos que G € um grupo
primitivo do tipo 3.

Agora, se X é um grupo primitivo do tipo 2, podemos nos perguntar se G = X x X é
um grupo primitivo do tipo 3. Como X é um grupo primitivo do tipo 2, existe um unico
subgrupo L normal minimal em X. Desta forma os subgrupos L x {1} e {1} x L sao
subgrupos normais minimais de G. Se L = X estamos no caso em que X é um grupo
simples nao abeliano pois L é nao abeliano e X nao possui subgrupos normais proprios, e
como vimos no exemplo acima, G é um grupo primitivo do tipo 3. Agora se L # X temos
que Cxxx(L x {1}) =Cx(L) x Cx({1}) = {1} x X # {1} x L. Com isso se X # L, G
nao é um grupo primitivo do tipo 3. Por outro lado, veremos na seguinte proposicao que
G={(r,y) € X x X : 2L =yL} é um grupo primitivo do tipo 3.

Proposicao 2.24 Seja X wm grupo primitivo do tipo 2 com subgrupo normal minimal
L. Entio G = {(z,y) € X x X : 2L = yL} € um grupo primitivo do tipo 3.

Demonstracao: Os subgrupos normais minimais de G sdo Ny = L x {1} ¢ Ny = {1} x L.
Note que
Co(Ny) ={(z,y) e X x X:2xeCx(L),zL=yL} ={(l,y) e X x X : L=ylL} =
{Ly) e X xX:ye L} ={1} x L =Ny,
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ja que Cx(L) = {1}. Analogamente, Cg(Ny) = N;. Tome H = {(z,z) € G}. Dado
g = (z,y) € G, temos que zL = yL, assim 2y~ € L e entao g = (zy~,1)(y,y) € N1 H,
mostrando que G = N1H. Por outro lado, se (z,y) € Ny N H entdo y = 1 e x = y, ou
seja, (z,y) = (1,1) e assim Ny N H = {1} x {1}. Desta forma H complementa N; em
G. Da mesma forma H complementa Ny = Cg(N1) em G. Pela Proposicao 2.13, G é um
grupo primitivo do tipo 1 ou 3. Como Cg(N;) = Ny # N; obtemos que G é um grupo
primitivo do tipo 3. [

Agora, se
G={(x1,...,0,) € X" :yL=...=2x,L},

com n > 3, onde X é um grupo primitivo do tipo 2, entao G nao é um grupo primitivo
pois G possui mais que dois subgrupos normais minimais. O grupo G é denotado por
d,(X). Como vimos na proposi¢ao acima, d2(X) é um grupo primitivo do tipo 3, desta
forma o quociente

G0(X) /({1 x {1} X L x ... x L) 2 §y(X)

é um grupo primitivo do tipo 3, e o quociente
I X)/{1} xLx...L=§(X))=X

é um grupo primitivo do tipo 2.



Capitulo 3

Complementos de fatores principais de um grupo
soluvel

3.1 Fatores principais

Definigao 3.1 Sejam G um grupo e H, K 1 G tais que K < H. Dizemos que H/K é um
fator principal de G se H/ K ¢é um subgrupo normal minimal de G/ K.

Seja G um grupo finito. Como H/K é um subgrupo normal minimal de G/K, H/K é
um produto direto de cépias de grupos simples. Temos duas possibilidades: no primeiro
caso H/K é abeliano, assim existe um primo p tal que H/K é um p-grupo abeliano ele-
mentar; no segundo caso H/K é nao abeliano, desta forma existe um grupo simples nao
abeliano S tal que H/K =S x -+ x S.

Um fator principal H/K de G é dito central se H/K < Z(G/K).

Dado um grupo G e um fator principal H/K de G, o grupo G age por conjugagao em
H/K: parah € H e g € G, temos (hK)? = h9K. Essa acao de G em H/K define um
homomorfismo de grupos

0:G— Aut(H/K)
tal que
Ker(f) ={ge G: WK =hK,Vhe H} = Cq(H/K).

Desta forma H/K é um G-grupo. Entao se Hy/K;, Hs/K, sao dois fatores principais de
G, uma aplicagdo ¢ : H; /K, — Hs/K, serd um G-isomorfismo se ¢ for um isomorfismo
de grupos e ((h1K1)7)? = ((h1K1)¥)¢ para quaisquer K, € H;/K; e g € G.

Note que se A/B é normal em G/B e é G-isomorfo a um fator principal de G, entao
pela Proposigao 2.2, A/B é também um fator principal de G.
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Definigao 3.2 Seja H/K um fator principal de um grupo finito G. Dizemos que H/K é
complementado se existe um subgrupo L de G tal que HL = G ¢ H N L = K. Neste caso
L ¢ dito um complemento de H/K em G .

Exemplo 3.1 1. Seja G = C, x C, onde p é um numero primo, H = C, x {1},
K = {1} x {1}. Tomando L = {1} x C,, temos que HL =G e HNL = K. Assim
L é um complemento de H/K em G.

2. Seja G um p-grupo ciclico finito de ordem p" e sejam H, K dois subgrupos de G
com K < H e|H : K|=p. Entio G/K é um p-grupo ciclico, logo H/K ¢é comple-
mentado em G/K se, e somente se, H = G, em tal caso, o unico complemento é
K/K.

Definigao 3.3 Seja H/K um fator principal de um grupo finito G. Dizemos que H/K é
Frattini se H/K < ®(G/K).

Note que o fator principal H/K nao pode ser simultaneamente complementado e Frat-
tini, pois pelo Teorema 1.26 - (b), se H/K < ®(G/K), entao o tnico suplemento de H/K
em G/K é G/K, isto é, ndo existe um subgrupo préprio L de G tal que HL = G.

Por outro lado, se H/K é um fator principal ndo abeliano de G, entao H/K £ ®(G/K).
De fato, suponha que H/K < ®(G/K). Como ®(G/K) é um grupo nilpotente e sub-
grupo de grupo nilpotente é nilpotente obtemos que H/K ¢é nilpotente. Entao o subgrupo
derivado [H/K, H/K] é diferente de H/K. Como H/K é um subgrupo normal minimal
de G/K,[H/K,H/K]|<G e |[H/K,H/K] < H/K obtemos que [H/K,H/K] = K/K, ou
seja, H/K é um fator principal abeliano de G, contradigao.

Agora veremos que se H/K é um fator principal abeliano de G, entao ou ele é com-
plementado ou ele é Frattini.

Proposicao 3.4 Seja H/K um fator principal abeliano de um grupo finito G. Entdo
(a) H/K ou é complementado ou € Frattini, e

(b) se H/K é complementado, entdo cada complemento é um subgrupo mazimal de G.

Demonstracgao:

(a) Suponha que H/K &« ®(G/K). Vamos mostrar que o subgrupo normal minimal
H/K de G/K é complementado em G/K. Sem perda de generalidade podemos
supor que K = {1}. Como H £ ®(G), existe um subgrupo maximal M de G tal
que H £ M. Desta forma temos que M < MH e MNH < H. Como M é um
subgrupo maximal de GG, obtemos que G = M H. Além disso, M N H < M, pois
H <G e H é abeliano. Logo M N H < G. Como H é um subgrupo normal minimal
de G, obtemos que M N H = {1}.
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(b) Novamente vamos supor que K = {1}. Seja M um complemento de H em G e seja
L um subgrupo maximal de G talque M < L < G. Se H < L,entao HM = L < G,
contradizendo que M complementa H em G. Entao H £ L. Desta forma HL = G.
Agora, HNL < H, HNL <L pois H<G e H é abeliano. Assim HNL<HL = G.
Como H é normal minimal em G, HNL ={1l}ou HNL = H. Se HNL = H entédo
H < L, contradicdo. Assim H N L = {1}. Desta forma, L complementa H em G.
Assim L = G/H = M, o que implica que |M| = |L|. Como M < L, obtemos que
M = L e M é um subgrupo maximal de G.

Um exemplo de um fator principal nao abeliano nao complementado serd dado no
apendice desse trabalho.

Lembre que uma série

1:U0§U1§]§]UTZG

é dita uma série principal se U; < G e os fatores U;/U;_; sdo fatores principais de G,
para todo 7 = 1,2,...,r. Para finalizar esta se¢cao, vamos mostrar que dadas duas séries
principais de um grupo finito GG, existe uma bijecao entre os fatores principais dessas duas
séries de tal forma que os fatores correspondentes sao G-isomorfos e os fatores principais
Frattini da primeira série correspondem aos fatores principais Frattini da segunda série.

Lema 3.5 ([4], Capitulo A, Lema 9.11) Sejam K e N subgrupos normais de um grupo
finito G com N < K e K nilpotente. Se K/N < ®(G/N), entao K < ®(G)N.

Lema 3.6 Sejam Ny e Ny subgrupos normais minimais distintos de um grupo finito G.
Entao existe uma bijecao

T {Nl,NlNg/Nl} — {NQ,NlNQ/NQ}

tal que os fatores principais correspondentes sao G-isomorfos e os fatores principais Frat-
tini correspondem aos fatores principais Frattini.

Demonstragao: Seja N = N;N, e suponha que N; < ®(G). Temos que N/Ny =
NNy /Ny < &(G)Ny/Ny < &(G/Ns), ou seja, N/Ny é Frattini. Se N/N; também é Frat-
tini, isto é, N/N; < ®(G/N;) = ®(G)/Ny, entao N < O(G) e logo Ny < NiNy < O(G).
Desta forma os quatro fatores principais sao Frattini e a aplicacdo 7 com 7N; = N/N,
e T(N1No/N;) = N, satisfaz o lema. Por outro lado, se N/N; nao é Frattini, entao
N/Ny & ®(G/Ny) = ®(G) /Ny, logo Ny < N £ ®(G), isto é, Ny ndo é Frattini e a mesma
escolha de 7 é suficiente. Se todos os fatores principais nao sao Frattini tomamos o mesmo
T.

Resta agora considerar o caso onde N; N ®(G) = Ny N ®(G) = {1} e, sem perda de
generalidade, N/Ny < ®(G/N3). Como N/Ny é um subgrupo normal minimal de G/Ns,
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N/Ny < ®(G/N3) que é um grupo nilpotente, segue que N/N, é abeliano (elementar).
Como Np, Ny sdo ambos normais minimais em G temos que Ny N Ny = {1} e assim
N/Ny =g Ny, ouseja, Nj é abeliano. Como N; é abeliano e nao é Frattini, pela Proposigao
3.4, existe um complemento M para N; em G, onde M é um subgrupo maximal de
G. Seja N3 = M N N, vamos mostrar que N3 I G. Temos que N = Ny X Ny e Ny
é abeliano, assim N; < Z(N). Como N3 = M NN < N temos que N; normaliza
N3. Assim N3 = M NN <M e Ny < Ng(N3) elogo N3 IMN; = G. Além disso
e entao
N3 =g N3/Ny N N3 =g N3Ny /Ny = N/Ny =g Ns.

Segue que N3 é um subgrupo normal minimal de G, assim No N N3 = {1}. Se
N3 = N, entdo M /Ny é um complemento em G /Ny para N/Ny, pois M NN = N; e
MN = MN;Ny = GNy = G, o que contradiz que N/N, é Frattini. Portanto N3 # Ns.
Segue entao que M nao contém Ny, pois N3 = M NN e N contem N, logo MNy = G e
isso implica que N3Ny = (M N N)Ny = N. Assim N3 =5 N/Ny =g Nj.

Logo Ni, N3 e consequentemente N sao abelianos. Pelo Lema 3.5, como N/Ny <
®(G/N;) temos que N < ®(G)N,. Dessa forma

Ny(N N ®(G)) = Na®(G) NN = N = Ny Ns. (*)

Seja agora A = N N ®(G). Como M é um subgrupo maximal de G, ®(G) < M e assim
A < NN M = N3. Intersectando os dois lados da equacao (*) por N3 obtemos que

N3 = NoAN N3y = (NyN N3)A = A.
Entao N N ®(G) = Nj e portanto que
N/Ny = N3N; /Ny = (N N ®(G))N1 /Ny = N1®(G) N N/Ny < N1®(G) /Ny < (G /Ny)

é Frattini e os quatro fatores principais sao G-isomorfos. Tomando 7Ny = Ny e 7(N/Ny) =
N/N; o lema segue. ]

Teorema 3.7 Sejam H, e Hy duas séries principais de um grupo finito G. Entdo existe
uma bijecao entre os fatores principais de Hy e os fatores principais de Ho tal que fatores
correspondentes sao G-isomorfos e os fatores principais Frattini de Hy correspondem aos
fatores principais Frattini de Hs.

Demonstracgao: Pelo Teorema de Jordan-Hoélder temos que H; e Ho possuem o mesmo
comprimento e entao podemos denotar

Hi:G=Uy>U; >--->U, =1

Ho - G=Vog>Vi>--->V,. =1
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Vamos provar o teorema por indugao sobre r. Para r = 1 o resultado segue trivialmente.

Seja r > 1 e suponha que o teorema vale para todos os grupos com séries principais
de comprimento < r — 1.

Se U,y = V,_4, a hipétese de indugao aplicada a G/U,_; produz uma correspondéncia
adequada entre os fatores das duas séries situados acima de U,_; e fazendo U,_; corres-
ponder a V,_; temos a conclusao desejada.

Suponha agora que os subgrupos normais minimais U,_; e V,_; sao distintos e seja
N =U,_1V,_1. Como U,_1NV,_1 = {1} pois U,_; e V,_; sdo subgrupos normais minimais
de G segue que N/U,_1 =¢ V,_1 e N/V,_1 =g U,_; sao fatores principais de G. Desta
forma existem duas séries principais Hs e H4 da seguinte maneira

Ha:G=Wyg>--->W, 3>N>U,_1>1

Hy:G=Wy>--->W, 3>N>V,_;>1

Vamos dizer que duas séries principais sao equivalentes se existe uma bijecao satisfazendo
o teorema. Isto define uma relagao de equivaléncia nas séries principais de G. Como H;
e Hs possuem o subgrupo normal minimal U,_; em comum, como foi feito anteriormente,
essas duas séries sao equivalentes. Analogamente as séries Hs e H,4 sao equivalentes. Mais
ainda, como as séries Hz e Hy coincidem até N, segue do Lema 3.6 que Hz e Hy sao
também equivalentes. Logo H; e Hs sao equivalentes. [

Por outro lado, G-isomorfismo nao preserva o fato do fator principal ser complemen-
tado. Como exemplo considere o grupo abeliano G = Cj2 = (z), onde p é um ndmero
primo. Note que, por G ser um grupo abeliano dois fatores principais sao G-isomorfos
se, e somente se, sao isomorfos. Seja K = (2P). Temos K = C, e G/K = C,. Assim
G/K = K e entao G/K =g K. Por um lado temos que K nao é complementado em
G, pois todos os subgrupos de G sao G, K e {1}. Por outro lado temos que G/K ¢
complementado em GG por K pois GK =Ge GNK =K.

3.2  Complementos de fatores principais de um grupo solivel

Esta secao se baseia no artigo On complemented chief factors of finite soluble groups
2] de D. W. Barnes.

Um G-médulo A é por defini¢io um G-grupo abeliano. Seja H/K um fator principal
abeliano de um grupo finito G. Vimos no Capitulo 1, que H/K é um grupo abeliano
elementar, isto é, H/K = C7, onde p é um nimero primo. Como H/K é um G-grupo
abeliano temos que H/K é um G-mdédulo e entdo H/K pode ser visto como um F,G-
modulo no significado usual de mdédulo sobre um anel unitario, assim a teoria usual dos
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modulos se aplica ao nosso caso. Observe também que um subgrupo normal minimal
abeliano de um grupo finito G' é um G-médulo irredutivel.

Definicao 3.8 Sejam G um grupo soluvel finito, A um G-mddulo irredutivel que aparece
como um fator principal abeliano complementado de G e C = Cg(A) o centralizador de

A em G. Defina
R=R(A) = m{T 4G :T<C, C)T =g A, C/T é complementado}.
Dizemos que C/R € a A-coroa de G ou a coroa definida por A.

Considerando o monomorfismo

¢:C/R < 11 C/T,

C/T=gA, C/T é complementado

temos que C'/R é isomorfo a um subgrupo de H C/T, isto é, existe
C/T=gA, C/T é complementado

d € Z* tal que C/R =g A?. Definimos §g(A) = d. Desta forma a coroa definida por A,

vista como um G-modulo, é semissimples.

Lema 3.9 Sejam A, B < G. Se [A,B] < A entao B < Ng(A).

Demonstragao: Temos que a b tab € A, para quaisquer a € A e b € B. Assim
b~labA = aA = A, isto é, b~'ab € A,para quaisquer a € A e b € B, ou seja, b € Ng(A).
Logo B < Ng(A). ]

Lema 3.10 Sejam G um grupo finito, H/K um fator principal abeliano de G ¢ M um
complemento de H/K. Seja C = Cq(H/K) e considere S = Cy(H/K). Entio S = Mg,
G/S é um grupo primitivo do tipo 1 e C/S é o tnico subgrupo normal minimal de G/S.

Mais ainda C = HS, HNS =K e C/S € G-isomorfo a H/K.

Demonstragao: Pelo Item (b) da Proposicao 3.4 temos que M é um subgrupo maximal
de G. Como [H,Mg] < HNM = K segue que Mg < Cy(H/K).

Por outro lado, [H,Cy(H/K)] < K e K < Cy(H/K), assim [H,Cy(H/K)] <
Cy(H/K). Pelo Lema 3.9, H < Ng(Cy(H/K)). Como Cy(H/K) =CNM <M obte-
mos que Cy(H/K) < HM = G e entdao Cy(H/K) < Mg. Logo S = Cy(H/K) = M.
Pelo Item (a) da Proposi¢ao 2.7 temos que G/S é um grupo primitivo.

Agora, sendo H/K abeliano, H < C = Cg(H/K). Temos CNM = Cy(H/K), assim
O =CNG = CNHM = H(CNM) = HCy(H/K) = HS. Além disso HNCy(H/K) > K
e HNCy(H/K)< HAM = K. Logo HNCy(H/K) = HN S = K.

Com isso obtemos que C/S = HS/S =¢ H/HNS = H/K. Em particular C'//S é
um subgrupo normal minimal abeliano de G/S. Assim G/S é primitivo do tipo 1 e pelo
Teorema de Baer C'/S é o tinico subgrupo normal minimal de G/S. ]
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Lema 3.11 Seja G um grupo finito. Se N € um subgrupo normal minimal abeliano de G
e M é um subgrupo proprio de G com MN = G, entao M NN = {1}.

Demonstracao: Temos que M NN < M. Como N é abeliano temos que M NN < N.

Logo MNN<MN =G, MNN < N, poisse MNN = N terfamos N C M e G # MN.
Como N é um subgrupo normal minimal de G obtemos entdo que M NN = {1}. ]

Lema 3.12 Sejam G um grupo finito solivel, H/K um fator principal de G, A um G-
mdédulo irredutivel e C/R a coroa definida por A. Entio H/K é complementado e G-
isomorfo a A se, e somente se, C > HR > KR e nesse caso HR/KR = H/K e
H/K tem uma classe de conjugacao de complementos para cada escolha de um submddulo
mazimal D/KR de C/KR nao contendo HR/KR.

Demonstracao: Suponha que H/K =; A e seja M um complemento de H/K em G.
Pelo Lema 3.10, HN Mg = K, HMg = Cq(H/K) = Cg(A) = C e Mg = Cy(H/K).
Além disso H/K = H/H N Mg =¢ HMg/Mg = C/Mg e M /Mg é um complemento de
C/Mg em G/Mg. Como A =g C/Mg, pela definicao de R temos que R < Mg < C.
Assim KR< HR < HMg = C. Se KR = HR entao

MgNHR=(MgNH)R=KR=HR.

Desta forma KR = HR C Mg. Assim, Mg = (KR)Mg = (HR)Mg = HMg = C e
portanto K = H N Mg = HNC = H, contradi¢ao. Logo KR < HR. Portanto obtemos
C>HR> KR.

Reciprocamente, suponha que C' > HR > KR. Vamos mostrar que HR/KR =g
H/K. Temos HR/KR #1 e HR/KR = H(KR)/KR ~¢ H/HNKR = H/K(H N R),
istoé, HR/KR=¢ H/K(HNR). Temos K < K(HNR)=HNKR < H. Como H/K é
um fator principal de G segue que K(HNR) = H ou K(HNR) = K, pois caso contrario
H/K nao seria normal minimal em G/K. Se K(HNR) = H entao 1 # HR/KR = H/H,
contradi¢ao. Logo K(H N R) = K eentao HR/KR = H/K.

Agora, como C/R =g A% e H/K ~¢ HR/K R é um fator principal de G entre C' e R
temos que HR/KR = A. Desta forma H/K =g A.

Vamos mostrar agora que H/K é complementado. Como C/KR é G-isomorfo a uma
soma direta de cépias de A obtemos que C/K R é semissimples, pelo Lema 1.32, existe
um complemento D/KR de HR/KR em C/KR, isto é, C/KR = (HR/KR)-(D/KR)
e (HR/KR)N (D/KR) = KR/KR. Além disso D/KR é um G-submdédulo maximal
de Ol/KR pois D/KR < (HR/KR) - (D/KR) = C/KR ¢ WIDDII o A1 e ¢
simples.

Dessa forma A = HR/KR =g (C/KR)/(D/KR) =¢ C/D, ou seja, C/D =g A.
Temos entao que C(C/D) = Cg(A) = C e assim Cg/p(C/D) = C/D.
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Como C/D =g A é normal minimal em G/D temos pelo Lema 1.23 que F(G/D) <
Ca/p(C/D) = C/D e como C/D é abeliano, logo nilpotente, pela defini¢ao do subgrupo
de fitting C/D < F(G/D). Assim F(G/D) = C/D. Pelo item (a) do Teorema 1.27 temos
®(G/D) < F(G/D) = C/D. Agora nao podemos ter C/D < ®(G/D), pois neste caso,
®(G/D) = F(G/D), contradizendo a Proposigao 1.28.

Assim C/D £ ®(G/D), isto é, C/D é um fator principal nao Frattini de G. Desta
forma, pelo Teorema 3.4, existe um complemento M/D para C'/D em G/D e M/D é um
subgrupo maximal de G/D. Além disso, como M/D complementa o subgrupo normal
minimal C/D = Cg,p(C/D) de G/D segue do item (b) da Proposicao 2.13 que G//D ¢é
um grupo primitivo do tipo 1 ou 3. Como C/D é abeliano, ndo podemos ter G/D um
grupo primitivo do tipo 3. Assim G/D é um grupo primitivo do tipo 1 e segue do Teorema
2.17 que todos os complementos de C'/D em G/D sao conjugados.

Vamos agora mostrar que M complementa H/K. Como M /D é um subgrupo maximal
de G/D temos que M é um subgrupo maximal de G, assim MH = G ou M D H. Se
M DO H temos que M D HRpois M O DO ReD=CNM D HR, assim KR = DN
HR = HR, contradi¢ao. Além disso, como M H = G obtemos que (M/K)(H/K) = G/K.
Assim pelo Lema 3.11, (M/K)N(H/K) = K/K e entao MNH = K. Com isso mostramos
que H/K é um fator principal de G complementado e G-isomorfo a A.

G

AN

HR\
KR

Vamos agora mostrar que todos os complementos de H/K sao obtidos por meio do
procedimento acima, completando assim a demonstracao do lema. Seja M um comple-
mento de H/K em G com H/K =g A. Tomando D = Mg temos C/D = A como visto
na primeira parte da demonstragdo. Vamos mostrar que D/K R complementa HR/K R
para isso vamos mostrar que D nao contém HR. Se D D HRentao M D D D HR DO H
e entdo MH = M # G, contradigdo. Sendo C'/D =5 A um G-grupo simples, segue que
D/KR é maximal (como G-submédulo) em C/KR. "

D
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Sejam G é um grupo finito, A é um G-mddulo irredutivel finito e F' = Endg(A) o
anel dos G-endomorfismos de A com as operagoes de soma e composicao. Como A é um
G-modulo irredutivel segue do Lema de Schur que se 0 # f € F entao f ¢é isomorfismo.
Desta forma F' é um anel de divisao e pelo Teorema de Wedderburn segue que F' é um
corpo. Mais ainda, A é um espago vetorial sobre F' com respeito a fa = f(a), para
quaisquer f € F' e a € A. Note que para uma soma direta de cépias de A (que pode
ser visto como um F-espago vetorial), G-submédulo e F-subespago vetorial sdo nogoes
distintas. Isso acontece porque dado g € G a fungao

A— A
a+— al =g lag.

nao é G-homomorfismo em geral. Para a funcao acima ser um G-homomorfismo precisa-
mos que (a?)" = (a")9 para quaisquer g,h € G e para todo a € A. Note que se o grupo
G é um grupo abeliano entao a funcao acima é um G-homomorfismo.

Lema 3.13 Sejam G um grupo finito, A um G-mddulo irredutivel e F' = Endg(A). Seja
V uma soma direta de d copias de A e seja H um submddulo minimal de V. Entdo o
nimero de submddulos mazimais de V nao contendo H é ¢?~1, onde q = |F|.

Demonstracao: Temos V = {(a1,...,aq) | a; € A} e aplicagdes

Ei - A — V,
definidas por ;(a) = (0,0,...,0,a,0,...,0) onde a entrada nao nula esta na i-ésima co-
ordenada.

Seja M um submoédulo maximal de V' sobre F. Entao existe um G-homomorfismo
sobrejetivo

a:V—=A

com M = Ker .

Para cada 7, temos \; € I’ definidos por
)\i = Qg; . A— A
Assim

alay, ... aq) = ala,0,...,0)+ ...+ «a0,...,0,aq) =
d

d
agi(ar) + ...+ agqlag) = Z agi(a;) = Z Ai(a;).
i=1 i=1
Em particular os A\; nao podem ser todos nulos pois « nao é nulo. Pela expressao
d
acima, (ay,...,aq) € Kera = M se, e somente se, Z Ai(a;) = 0.
i=1
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Vamos também mostrar que « é F-linear. Seja A € F'. Obtemos, pelo Teorema de
Wedderburn, que F' é um corpo, assim a operagao de composicao em F' é comutativa,
entao para qualquer \; € F' temos que A\; = \;A. Desta forma

a(ray, ..., Aag) = Z Xi(May)) =

=1

d d
Ad) (@) =Y (AWN)(a;) =
i=1 i=1
d
A (Mi(@) = Aalar, ..., aq).
i=1
Por outro lado, para quaisquer Ay,...,A\q € F, nao todos nulos, definimos

a:V— A
d
(a1...,aq) — Z&'(%‘)
i=1

Vamos mostrar que a é um G-homomorfismo sobrejetor. Dado g € G temos que

d d

a(ad,...,af) =) N(a!) = N(a)! = alar, ..., aq)’,

=1 i=1

onde \;(af) = \;(a;)? pois para todo i = 1,...,d, \; é um G-endomorfismo. Assim « é
um G-homomorfismo. Agora tomando um \; nao nulo, a restricao de « para o i-ésimo
fator de V' coincide com )\;, que é isomorfismo (como visto pelo lema de Schur) logo «
é sobrejetiva (porque admite uma restrigdo sobrejetiva). Seja M = Ker(a). Note que
V/M =g A. Como A é um G-médulo irredutivel segue que M é um submédulo maximal
de V.

Desta forma vimos que os submédulos maximais de V' sao do tipo Ker a, com a(ay, . .., aq) =
d

Z Ai(a;), onde os \; € F nao sao todos nulos.
i=1
Para cada 0 # A € F, (A\q,...,A\g) define o mesmo submddulo maximal que
d
(A1, ..., Aq). De fato, se : V — A é definida por S(ay,...,aq) = Z A\ (a;) entao
i=1

d d

D M) =0 Ma(ar) + .. 4+ Malag) =06 A Ni(a) =06 > N(a;) =0,

=1 =1 i=1
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isto é, Ker f = Ker a.

Logo o ntimero de submédulos maximais de V' é
¢" -1
g—1
Pelo Teorema da correspondéncia existe uma correspondéncia biunivoca entre os sub-

médulos de V/H e os submédulos de V' contendo H. Como H é minimal temos que

V/H =g A% e assim repetindo o que foi feito acima o niimero de submédulos maximais
de V contendo H ¢

qd—l -1

qg—1
Portanto o nimero de submddulos maximais de V' nao contendo H é
¢' -1 _qd_l—l —
g—1 g—1 '
Isso termina a demonstracgao. [

Lema 3.14 Sejam G um grupo soluvel finito e N um subgrupo normal minimal de G
complementado. Se M é um complemento de N em G entao numero de conjugados de M

¢|N| se N L Z(G) e1se N<ZG).

Demonstracao: Se N < Z(G) entao M <G e entdao o numero de conjugados de M em
G é 1. Agora suponha N £ Z(G). Como N é um subgrupo normal minimal de um grupo
solivel temos que N é abeliano. Pelo item (b) da Proposi¢ao 3.4, tomando H = N e
K = {1}, temos que M é um subgrupo maximal de G. Como M < Ng(M) < G e M
é um subgrupo maximal de G segue que M = Ng(M) ou G = Ng(M). Suponha que
G = Ng(M). Temos entao M <G e assim [M,N] < M NN = {1}, isto é, M < Cg(N).
Entao para todo g =mn € G = MN e n; € N temos que
gni = mnny; = mnin = nymn = nig,

isto é, N < Z(@G), contradigao.
Logo M = Ng(M) e temos portanto

#conjugados de M = |G : No(M)| = |G : M| = |N]|.
Isso termina a demonstracao. |

Proposigao 3.15 (Gaschiitz [6], Proposicao 3) Sejam G um grupo solivel finito, H/K
um fator principal de G complementado e G-isomorfo a A e C/R a coroa definida por
H/K. O nimero de complementos de H/K em G/K ¢

Al [Bnda(A)™

ondet =0 se H/K € central, t = 1 se H/K nao é central e m é o nimero de fatores
G-isomorfos a A entre C' e KR de uma série principal de G que passa por C' e KR.
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Demonstracao: Seja M um complemento de H/K em G. Se H/K < Z(G/K) te-
mos que G/K = H/K x M/K. Por outro lado se H/K nao é central temos que
G/K = H/K x M/Ke M/K nao é normal em G/K. Pelo Lema 3.14 o tamanho da
classe de conjugacio de M é |[H/K|" onde t = 0 se H/K ¢ central e t = 1 se H/K nao é
central.

Agora, no Lema 3.12 vimos que H/K tem uma classe de complementos para todo
D/K R submédulo maximal de C'/ K R que complementa HR/K R. Este submédulo maxi-
mal D/K R de C/K R nao contém HR/K R. Mais ainda, um submédulo maximal D/KR
de C/KR complementa HR/KR se, e somente se, nao contém HR/KR. No Lema 3.13
vimos que o niimero de submédulos maximais D/K R que nio contém HR/KR é |F|™!
onde F' = Endg(A) e C/KR = A™. Desta forma o nimero de classes de complementos
é |[F|™ ' e o resultado segue. "

Sejam agora H; e Ho duas séries principais de um grupo finito solivel G. Queremos
construir uma bijecao entre os fatores principais dessas duas séries de tal forma que fa-
tores complementados G-isomorfos a A em H; sejam levados em fatores complementados
G-isomorfos a A em H,.

Sejam G um grupo soluvel finito, A um G-médulo irredutivel e C'/R a coroa definida
por A. Fixe H/K um fator principal G-isomorfo a A de H;. Vamos escrever a série H;
como

7‘[111:U0<U1<...<UTIG.

Como H/K é um fator principal de G da série H;, existe um j com U; = H e U;_; = K.
Além disso H/K = U;/U;—; =g A e como H/K é abeliano U; < C = Cg(A). Vamos
agora multiplicar a série H; por R, obtendo assim

R<UR<U;R<L...<GR=G.

Como U; = H e Uj_1 = K temos que U;R = HR e U;_1R = KR. Seja m o maior indice
tal que U,, /U1 =Z¢ A. Escrevemos entao

R<URL...<U,R<...<G.
Novamente temos que U,, < C, e como R < C, U,,R < C. Escrevemos entao
R<URL...<U,R<C.

Agora completamos a sequéncia obtida acima a esquerda (de {1} até R), completamos a
sequéncia obtida acima a direita (de C' até ) e depois refinamos para uma série principal.
Chamaremos a série principal obtida de &;. Note que pelo Lema 3.12, SR/T'R é um fator
principal de §; para todo fator principal S/T complementado de H; que é G-isomorfo a A.

Sejam agora

X = {fatores principais de H; complementados e G-isomorfos a A},
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Y = {fatores principais de S; complementados e G-isomorfos a A},
0: X =Y,
onde § é dada por S/T — SR/TR.

Vamos mostrar que § é injetiva. Seja S*/T* € X tal que 6(S/T) = §(S*/T*), isto é,
SR/TR = S*R/T*R, ou seja, SR = S*R e TR = T*R. Vamos mostrar que S = S* e
T = T*. Pelo Lema 3.12, temos que C' > SR = S*R > TR =T*R. Se S* < T temos
SR=5*R<TR <SR, isto ¢ SR = TR, contradizendo o Lema 3.12. Entao S* > T. Se
S <T* temos S*R = SR <T*R < S*R, isto é S*R = T* R, contradizendo novamente o
Lema 3.12. Entao S > T*. Como S/T e S*/T* estdo na mesma série temos que S < S*
ou S* < S. Agora se S > S* > T entao S*/T < S/T e como H; é uma série principal,
S*/T é normal minimal em G/T, contradizendo que S/T é normal minimal em G/T. Se
S* > S > T* entdo S/T* < S*/T* e como H; é uma série principal, S/T* é normal
minimal em G/T*, contradizendo que S*/T™ é normal minimal em G/T*. Logo S = S*.
Analogamente obtemos que T' = T*. Portanto a aplicagao ¢ é injetiva.

Como G é um grupo soluvel, um fator principal é nao Frattini se, e somente se, é com-
plementado. Segue entdo do Teorema 3.7 que | X| = |Y|. Desta forma ¢ é uma bijecao.

Analogamente, fixado um fator principal complementado G-isomorfo a A de Hs, cons-
truimos uma série S, e se
7 = {fatores principais de Hy complementados e G-isomorfos a A},

W = {fatores principais de Sy complementados e G-isomorfos a A},

podemos construir uma bijecao

A Z —W.
Agora, sejam F;, 1 = 1,2,...,s, os fatores principais complementados e G-isomorfos
aAdeSyelL;,i=1,2,...,s, os fatores principais complementados G-isomorfos a A de

Ss. Pela construcao das séries S e Sy temos R < F, L; < C' para todoi=1,2...,s.

F E E

R C

AN /

L, L, o Ly

Pela férmula de Gaschiitz, o nimero de complementos de F; é |A[’ |Endg(A)*™ e
o nimero de complementos de L; é |A|' |[Endg(A)|*™" para todo i = 1,2,...,s. Entao
contruimos uma bijecao € entre os fatores principais complementados e G-isomorfos a A
de &7 e os fatores principais complementados e G-isomorfos a A de Sy da seguinte maneira

QZFI‘HLZ',
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para todo 7 =1,2,...,s. Portanto, compondo as aplicacoes 9, # e A obtemos uma bijecao
entre X e Z de tal forma que fatores principais G-isomorfos a A e complementados de
H1 sao levados em fatores principais G-isomorfos a A e complementados de H,. Com isso
provamos o seguinte teorema:

Teorema 3.16 Sejam G =Uy > Uy > ...> U, =1eG=Vy >V > ... >V, =1
duas séries principais de um grupo soluvel finito G. Entao existe uma correspondéncia
biunivoca entre os fatores das duas séries, tais que os fatores correspondentes sao G-
isomorfos e possuem o mesmo numero de complementos.



Capitulo 4

Complementos de fatores principais nao abeli-
anos de um grupo finito

4.1 G-grupos G-equivalentes

Esta e a préxima secao sao baseadas no artigo On Complemented Nonabelian Chief
Factors of a Finite Group [10] de P. Jiménez-Seral and J. Lafuente.

Dado um G-grupo A temos o produto semidireto GA = G X A, onde a multiplicacao
é dada por
g1a1 - G20z = g1G20a7>as,

com g1, 92 € G, ay,ay € A.
A nocao de G-isomorfismo nao é boa para fatores principais nao abelianos. Por exem-

plo, considere G um grupo primitivo do tipo 3 com subgrupos normais minimais A e B.
Vimos que A e B sao nao abelianos e que A e B nao sao G-isomorfos.

Definigcao 4.1 Sejam A e B dois G-grupos. Dizemos que A e B sao G-equivalentes e
denotamos por A ~g B se existem um isomorfismo ¢ : A — B e um isomorfismo
¢ : GA — GB tal que o diagrama abaizo comuta:

1 A—>GA"=G 1 (1)

No diagrama acima, i : A — GA é dado por a* = la = a, j : B — GB ¢ dado por
V=1b=0b,7: GA— G é dado por (ga)" =g e p: GB — G é dado por (gb)? = g, para
quaisquer a € A, be Be g € G.
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Vamos mostrar que ~¢g é uma relagao de equivaléncia. Temos que A ~g A tomando
p=1p:A—>Aep=1ga: GA— GA. Se A~g Bporp:A— Be¢: GA— GB,
entdio B ~g Apor o' - B - Ae¢pt: GB - GA. Se A ~5 Bpor ¢, : A — B
e pp: GA - GBese B ~gpor s : B— Ce¢py: GB — GC entao A ~g C por
gDNDzZA—)CGQﬁﬁszGA—)GC.

Se v : A — B é um G-isomorfismo entdo (ga)® = ga¥, g € G, a € A, define um
isomorfismo ¢ : GA — GB que faz o diagrama (1) comutar. De fato, ¢ é homomorfismo
porque

P(g1019202) = P(g1920 az) = g1g2(af?az)? = gig2(af?)?ag = giga(af)*as3,

P(gra1)$(g2a2) = graf g2a5 = giga(al)”as,
e o diagrama (1) comuta pois
a’ = (1a)? = 1a¥ = a?,
a? = (a?)! = 1a® = a”.
(ga)™¢ = g'9 =g,
(9a)” = (ga*)" = g.
Desta forma se A e B sao G-grupos G-isomorfos temos que A e B sdo G-equivalentes.
A reciproca nao é verdadeira. Sejam S um grupo simples nao abeliano, G = S x S e
A =5 x{l} e B={1} x S os subgrupos normais minimais de G. Veremos na préxima
secao que A e B sao G-equivalentes. Por outro lado, vimos que G é um grupo primitivo
do tipo 3 com Cg(A) = B e Cg(B) = A. Assim Cg(A) # Cg(B) e portanto A e B nao

sao G-isomorfos.

Definicao 4.2 Seja B um G-grupo, um I1-cociclo de G em B € uma aplica¢do 5 : G — B
tal que (g192)° = (¢7)%g5. Denotamos por Z'(G,B) o conjunto dos 1-cociclos de G em

B.
O nticleo de 3 ¢é definido por Ker 8 = {g € G : ¢/ = 1}. Temos que Ker 3 < G. De
fato, dados g, h € Ker 3, temos que (gh)? = (¢°)'h’ =1"1 =1e1 = 1% = (g97')° =

(¢°)7 " (g71)P = (¢~1)P. Por outro lado, Ker 3 nao é necessariamente um subgrupo normal

de G.

Dado um G-grupo B e um 1-cociclo f € Z'(G, B), entdo b9 = p99° = (¢%)~1p9g"
define um homomorfismo n : G — AutB. De fato, sejam ¢1,92 € G e b € B, temos por
uma lado

) — (o)’ — () 0172 — (g2 (g7)) 0 g )0,
e por outro lado
N _ _ _ _
prlonn(e) — (p9r)oess = ()~ ((g1) 0" g7) g5 = (95) " ((9) ") 2b%% ()% 5,

isto é, 7 é um homomorfismo. O G-grupo correspondente é denotado Bsz e chamado o
G-grupo obtido de B por torcao via S.
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Proposicao 4.3 Sejam A e B dois G-grupos. A e B sao G-equivalentes se, e somente
se, existe um 1-cociclo B € Z*(G,B) tal que A =g Bg, isto €, existe um isomorfismo
p:A—>B tal que a%% = a#99”, a€ A ged.

Demonstragao: Suponha que A e B sao G-equivalentes. Entao o diagrama (1) co-
muta. Dessa forma dado a € A, por um lado a*® = (1a)® = a®, por outro lado,
a¥ = (a¥)’ = 1a¥ = a¥. Logo, como a'® = a¥’, temos que a® = a¥, para todo a € A.

Defina 8 : G — B por ¢° = ¢~'¢®. Vamos mostrar que ¢° € B. Seja g® = b com
r € Gebe B. Temos (g1)™¢ = g e (g1)?? = (zb)? = x. Como o diagrama (1) comuta
obtemos que = g e assim ¢° = ¢g7'¢® = g7'gb = b € B. Agora vamos mostrar que /3 é
um 1-cociclo. Temos que

B

) = (g192) (g192)° = 95 91 9795 = 9591 97920595 = 95 ' 91 9295 = (1) g5,

(9192

isto é, # é um 1-cociclo.

~ B —1,¢ o} ~
Temos entdo que a¥99 = a%99 9" = ¢¥9°. Como a acdo de um elemento de G no
produto semi-direto é a acao de conjugacao obtemos que

q?99” — ge9” _ (9°) a?g? = (¢°)'a®¢? = (a?)? = (a?)*.

Reciprocamente, suponha que existe um 1-cociclo 8 € Z'(G, B) tal que A =g Bg,
isto é, a%% = a“oggﬂ, onde p : A — B é um isomorfismo. Defina ¢ : GA — GB por
(ga)? = ggPa¥, coma € Ae g€ G.

Dadosa € A, b€ B e g € GG, temos que
a'? = (1a)? = 11°a% = a?,

afl = (aw)j = la? = a¥,

(9a)* = (99"a®)" = g,
onde na tltima igualdade usamos que g°a® € B. Desta forma o diagrama (1) comuta e ¢
é homomorfismo porque

(910192a2)° = (9192052 a2)* = 9192(g192)" (a2 a2)? = g192(97 )2 g (a?)?ay =

B8
919295 07 92050777 a5 = 919295 197 9295 (95) "L g5 af gaghaf =

= 919%1092925@5 = (91a1)¢(92a2)¢-

Isso termina a demonstracgao. [

Corolario 4.4 Sejam A e B dois G-grupos abelianos. Entio A =g B se, e somente se,
A € G-equivalente a B.
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Demonstracao: Como B é abeliano temos que 99" = p9 pois ¢° € B. Assim, para todo
1-cociclo 8, B = Bg e temos entao pela proposicao anterior que A =g Bg =¢ B se, e
somente se, A e B sao G-equivalentes. n

Lembre que um fator principal H/K de G ¢ dito Frattini se H/K < ®(G/K) e é
complementado se existe um subgrupo M de G tal que MH = G e M N H = K (assim
M é um complemento de H/K em G). Vimos na Proposi¢ao 3.4 que um fator principal
abeliano ou é complementado ou é Frattini. Por outro lado, vimos que os fatores principais
nao abelianos sao sempre nao Frattini. Além disso veremos no apéndice deste trabalho
um exemplo de um fator principal nao abeliano nao complementado.

Proposicao 4.5 Seja H/K um fator principal ndo abeliano de G. Entao H/K é comple-
mentado em G se, e somente se, existe um G-grupo B, B ~g H/ K, tal que H < Cg(B).

Demonstragao: Suponha que M é um complemento de H/K em G, onde H/K é um
G-grupo com a agao de GG sendo a agao de conjugacao por g € G. Considere o G-grupo
B = H/K com a acao de G definida por

0:G— AutB
dada por »@ = p™ com b sendo uma conjugacio, e o 1-cociclo
6:G— B

dado por ¢° = hK,se g € G, g = mh, m € M, h € H. Note que 6 e 3 sao bem
definidas (pela unicidade médulo K de ¢ € G = MH), vamos entao mostrar que 6 é
um homomorfismo e g é um 1-cociclo. Sejam ¢, = mihy, go = mohy € G. Temos que
9192 = mihimshy = mlmgmglhlmghg. Note que myms € M e como H é normal em G,
my "himahy € H. Desta forma b79192) = pmims ¢ p(91)0(92) — (pm1)0(92) — (pmi)mz jsto 6,
6 ¢ um homomorfismo. Por outro lado, (g192)% = my himaho K e

(90)"99 g5 = (M K)"9 (hy K) = (M K)"™ (ho ) = my " (h K)ma(hy K) = my hymahs K,
isto é, (g192)" = ((gl)ﬁ)a(%)géﬁ-
Seja agora ¢ : H/K — B dada por (xK)? = 2K, se x € H. Com isto temos
(zK)% = (29K)? = 27K,
onde z9 é conjugacao por g, e
()" = [(wK)" D = (oK) =
(em K" = g™ K = 29K = (29K)¥ = (zK)?%.

Logo pela Proposicao 4.3 temos que H/K =g Bz ¢ H/K ~g B. Por outro lado,
Ce(B)={mh,me M,he H: (2K)" =aK,Vxre H} = Cy(H/K)H.
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Reciprocamente, se existe um G-grupo B tal que B ~¢ H/K e H < C(B) temos por
4.3 um G-isomorfismo ¢ : B — (H/K), onde a € Z'(G,H/K). Se b € B, h € H temos
b2 = (b")? = b*"" e h € H < Cg(B). Portanto hKh* € Cyx(H/K) = 1, pois H/K ¢é
um fator principal nao abeliano de G. Logo h® = h™'K. Tome M = Kera. Seja g € G
e g = hK, h € H. Temos que (gh)® = (¢°)"h* = (hK)"(h"'K) = (hK)(h'K) = 1K.
Com isto gh € Ker a, segue que G = HM. Se m € M N H entao m® = K e m® = m 'K,
assim m™'K = K, isto é, m € K e portanto M N H < K. Agora se x € K temos
2* = 27K = K, isto é, v € M. Como K < H temos entao K < M N H. Logo
K=MnNH. n

Observe que o resultado é falso para fatores principais abelianos. Se H/K um fa-
tor principal abeliano Frattini de G, tomando B =g H/K temos B ~g H/K, H <
Co(H/K) = Cg(B) mas H/K nao é complementado.

4.2  Fatores principais G-relacionados

Definicao 4.6 Dois fatores principais de um grupo G sao ditos G-relacionados se eles
sao G-isomorfos ou se existe um quociente primitivo do tipo 3 de G onde cada subgrupo
normal minimal do quociente € G-isomorfo, respectivamente, a um dos fatores principais.

Desta forma dados dois fatores principais H,/K; e Hy/ K> de G, H1 /K, e Hy/ K5 sao
G-relacionados se Hy /K1 =¢ Hy/ K, ou se existe N <G tal que G/N é um grupo primitivo
do tipo 3, Soc(G/N) = Ax B, Hi/K; =g A e Hy/ Ky =g B. Se dois fatores principais de
GG sao G-relacionados e nao sao G-isomorfos entao os fatores principais sao nao abelianos,
ja que os subgrupos normais minimais de um grupo primitivo do tipo 3 sao nao abelianos.
Nesta secao iremos mostrar que dois fatores principais sao G-relacionados se, e somente
se, sao G-equivalentes. Desta forma seguira que a relacao de ser G-relacionado é uma
relagao de equivaléncia.

Considere
CF(G)={H/K : H K <G, H/K é fator principal de G}
e defina para um G-grupo A
I6(A) = {g € G : g induz um automorfismo interno em A}.
Proposigao 4.7 Sejam A e B dois G-grupos. Se A ~g B entao I5(A) = Iz(B).

Demonstracao: Suponha A ~; B. Pela Proposicao 4.3 existe ¢ : A — B tal que
a%? = a?99” ondeac A, ge Ge g € B.
Seja g € Ig(A), existe z € A tal que a? = a®, para todo a € A. Temos

(%) = (¢ ax)? = (571)#a%0? = (2%) LaPa? = (@) *)
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Entao
a@ggf = 9% = a96s07

assim i}
a9 — gmee”) ™ w) (aso)a:*’(yﬁ)’l

)

onde a?,2%(¢g?)~! € B. Desta forma g € I5(B), sendo 2%(g?)~! um elemento de B.
Portanto Ig(A) C Ig(B). Sendo ~¢g uma relacao de equivaléncia, a inclusao Ig(B) C
I¢(A) segue de B ~¢ A. =

Lema 4.8 Sejam G um grupo finito e H/K é um fator principal de G, entao Io(H/K) =
HC¢(H/K). Em particular, Io(H/K) = Co(H/K) se H/K é um fator principal abeli-
ano.

Demonstragao: Seja g € Ig(H/K), existe aK € H/K tal que g"'nKg = a 'nakK,
VnK € H/K. Assim ag~'nK = nag 'K,V nK € H/K, isto é ag~! € Co(H/K) e logo
gl €a'Cqe(H/K) C HCg(H/K). Com isso Ig(H/K) C HCq(H/K).

Seja agora hg € HC(H/K),com h € H e g € Co(H/K). Desta formaVnK € H/K
temos (hg)"'nK(hg) = (hg)'n(hg)K = g Y (h™'nh)gK = g tg(h 'nh)K = h™'nhK,
isto 6, hg € I¢(H/K). Com isso HCq(H/K) C Io(H/K).

Em particular, no caso em que H/K é um fator principal abeliano temos H <
Co(H/K) e assim Ig(H/K) = Cq(H/K). =

Lema 4.9 Sejam G um grupo e H/K, e Hy/ Ky dois fatores principais ndo abelianos de
G. Entao H1 /K, e Hy/ Ky sao G-isomorfos se, e somente se, Cq(H1/K1) = Ca(Ha/ Ks).

Demonstracao: Suponha que H, /K, =g Hy/K,. Pelo Lema 2.1 temos que Cg(H; /K1) =
Co(Hy/Ky).

Reciprocamente suponha que H;/K; e Hy/ K5 sao fatores principais nao abelianos de
G tais que C' = Cg(H,/K,) = Cg(Hy/K3). Temos que K; < CNH; < H;, i =1,2. Como
H;/K; é um fator principal de G, CNH; = K;onCNH; = H;, i =1,2. Se CNH; = H;
temos que H; < C, o que implica que H;/K; é abeliano, i = 1,2, contradigao. Logo
Kz’ =0CnN Hi7 1= ].,2 Assim Hz/Kz = Hl/Cﬂ HZ %’G HzC/C, 1= ].,2 Pelo Lema
2.1, como H,/K; =¢ H,C/C, temos que Cg(H, /K1) = Co(H,C/C) = C. Desta forma
Ca/c(H,C/C) = C/C, isto é, HC/C é um subgrupo normal minimal de G//C' com
centralizador trivial. Pelo item (b) da Proposigao 2.14, G/C é um grupo primitivo do tipo
2. Como H,yC'/C também é um subgrupo normal minimal de G /C temos que H;C = HyC'.
Portanto H;/K; e Hy/ K sdo G-isomorfos. n

Proposicao 4.10 Sejam Fi, Fy € CF(G). Entdo as sequintes afirmagoes sao equivalen-
tes:

1. F1 ~aG FQ.
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2. Fi e F5 sao G-relacionados.

3. Ou Fy| =g F; ou existe E; € CF(G) tal que F; =¢ E;, i = 1,2, e Ey e Ey possuem
um complemento em comum em G que € um subgrupo maximal em G.

4. Ou Fy =g Fy ou existe E; € CF(G) tal que F; =¢ E;, i = 1,2, e Ey e Ey possuem
um complemento em comum em G.

Demonstragao: Iremos dividir nosso problema em trés casos, o caso em que F| e F}
sao fatores principais abelianos, o caso em que assumimos que F; é um fator principal
abeliano e o caso em que F} e Fy sdo fatores principais nao abelianos.

Note que se F} =g F;, entao seguem todas as afirmacgoes, isto é Fy ~q Iy, Fy e F; sao
G-relacionados e valem 3 e 4.

Caso 1: F] e F), sao fatores principais abelianos.

Para este caso temos as equivaléncias F} e Fy sao G-isomorfos se, e somente se, F}
e Fy sao G-equivalentes, se, e somente se, F} e Fy sao G-relacionados, isto é, todas as
afirmagoes sao vélidas.

Caso 2: Fj é um fator principal abeliano.

1 = todos. Suponha que F} ~g F, entao por definicao temos I} = Fy e segue que Fy
¢ abeliano, reduzindo o problema ao caso anterior.

2 = todos. Suponha que Fj e I3 sao G-relacionados, entao F; =g F, ou existe um
quociente primitivo do tipo 3 de G com Fj isomorfo a um dos subgrupos normais minimais
desse quociente. Como os subgrupos normais minimais de um grupo primitivo do tipo 3
sao nao abelianos e F; é abeliano, nao pode existir tal quociente. Logo I} =g Fs.

3 = todos. Vamos mostrar que F» é abeliano. Suponha que existam E; = H;/K; €
CF(G) tal que F; =g E;, i = 1,2, e Ey e Fy possuem um complemento em comum em G
que é um subgrupo maximal M de G. Desta forma MH;=Ge MNH;, = K;, 1 =1,2.
Considere N = Mg. Note que N C K;N C M, como K;, N <G temos que K;N <@G.
Como N é o coracao normal de M, isto é, N é o maior subgrupo normal de G contido em
M, temos que N = K;N,i=1,2. Entao M N H;N = N(M N H;)=NK; =N,i=1,2.
Por outro lado, NN Hz Q MnN Hz = Kz (S Kz Q Kl(N N Hz) = KZN N Hz =NN Hi; para
1 =1, 2. Desta forma

Temos entdo H;N/N é um subgrupo normal minimal de G/N, i = 1,2. Pelo Te-
orema 2.7, G/N é um grupo primitivo. Como estamos supondo H;/K; abeliano e
H{N/N =¢ H,/K;, temos entao que G/N é um grupo primitivo do tipo 1. Como G/N
possui apenas um subgrupo normal minimal, segue entao que H{N/N = HyN/N. Desta
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forma Hl/Kl gG HlN/N = HQN/N gG HQ/KQ. Portanto F1 gG E1 %’G E2 %JG FQ.

4 = 3. Suponha que existam E; = H;/K; € CF(G) tal que F; =g E;, i =1,2,e Ej e
F5 possuem um complemento M em comum em G. Para concluir basta mostrar que M
¢ um subgrupo maximal de G.

Seja L um subgrupo maximal de G tal que M C L. Temos que MH, = LH, =
Ge MnNH = K;. Agora, como Hi <G, LN Hy < L e como H;/K; é abeliano,
LNH/K; <dH /K, assim LN H; < Hy e portanto L N Hy < LH; = G. Temos entao

G>H,>H NL > K.

Como H;/K; é um fator principal de G temos que Hy N L = Hy ou Hy N L = K;. Se
HiNL=H,entao Hy < Le Hi{L =L # G. Entao H; N L = K;. Desta forma

M/Ky=2M/MNH & MH,/H,=G/H,=LH,/Hi = L/LNH = L/Kj,

logo |M| = |L| o que nos dd& M = L e assim provando que M é um subgrupo maximal de

G.
Caso 3: F; e F), sao fatores principais nao abelianos.

Iremos assumir neste caso que os fatores principais nao sao G-isomorfos, pois, como
vimos anteriormente, todas as afirmagoes seguem no caso em que eles sao G-isomorfos.

1 = 2. Sejam F} = H/K; e F, = Hy/K, e suponha que F; ~g Fy. Sejam
A = Cg(H/Ky) e B = Cg(Hy/Ks). Como Hy/K, e Hy/ K, nao sao G-isomorfos se-
gue do Lema 4.9 que A # B. Agora como H,/K; ~g Hs/ K>, pela Proposigao 4.7, temos
que [G(Hl/Kl) = I(;(HQ/KQ) = 1.

Vamos mostrar que AB = [. Pelo Lema 4.8 temos que I(H,/K,) = HiCe(H,/K,) =
HlA (§] Ig<H2/K2> = HQCG(HQ/KQ) = HQB Desta forma A Q ]G(HI/K1> =1Te
B C Ig(Hy/Ky) = I, logo AB C I. Por outro lado, H;/K; e Hy/K, sao fatores
principais de G, assim pelo teorema de Jordan-Holder Hy/K; =g S/T com S/T fa-
tor principal na série de composi¢do de G em que H,/K, aparece. Note que, como
H,/K; =Z¢ S/T temos A = Cq(H,/K,) = C(S/T) e, em particular, H,/K; ~g S/T,
ou seja, I = Ig(H,/K,) = 1o(S/T) = SA. Como S/T e Hy/K, sao fatores principais
distintos de uma mesma série temos entao Hy C T ou S C K,. No primeiro caso temos
que Hy CT C Cg(S/T) = Cq(H /K1) = A o que nos dd I = HyB C AB. No segundo
caso temos que S C Ky C Cg(Hy/Ky) = B o quenos dd [ = SAC BA = AB. Em
ambos os casos, I C AB. Segue entao que AB = I.

Vamos agora mostrar que Ky = Hy N B. Temos que Ky C B = Cg(Hy/K3) e assim
Ky < HyNB < Hy. Como Hy/K, é um fator principal, temos que Hy N B = Hy ou
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HyN B = K,. Se HbN B = Hjy temos Hy C B = Cg(Hy/K3) o que implica Hy/ K,
abeliano, contradicao. Assim BN Hy = K5. Analogamente, A N H; = K;. Desta forma

A/JANB =5 AB/B=1/B = HyB/B =g Hy/H, N B = Hy/ K.
Analogamente,

Mostraremos que G/AN B é um grupo primitivo do tipo 3 terminando assim a demons-
tragao. Podemos, sem perda de generalidade, assumir que AN B = {1}. Segue das igual-
dades acima que A =g Hy/ Ky, B =g Hy/K;. Pelo Lema 2.1, Cq(A) = Cq(Hy/Ks) = B
e Cq(B) = Cg(Hy/K,) = A. Por hipétese H, /K, ~¢ Hy/Ks, como ~¢ é uma relagao
de equivaléncia, B ~g A. Logo existem a € Z'(G, A) e um G-isomorfismo ¢ : B — A,.
Seja

M=Kera={geG:g¢* =1},

vamos mostrar que M complementa A em G. Temos B ~g A e A = Cg(B), assim
VaecAeVbe B bW = (b))% = b isto é aa® € Cy(A). Agora, Cy(A) =
ANCg(A) = AN B = {1}. Assim aa® = 1, isto é, a® = a™',Va € A. Seja g € G
e g° = a. Temos (ga)® = (¢%)%* = aa® = a 'aaa® = 1, isto é, ga € Kera e logo
G=AM. Sem e MNAentaom®=1em*=m"", assimm =1 e entdo M N A = {1}.
Logo M é um complemento para A em G.

[0}

Vamos agora mostrar que M também complementa B em G. Sejam b € B em €
BN M, desta forma m € Cg(A) e m® = 1. Temos entao que

b = bFT = b =

Logo b =", Vb e Beentaom € Cg(B) = A. Assimm € M N A = {1}, obtemos
m = 1eentdo BN M = {1}. Além disso A ~g B implica que A = B como grupos e
assim |G| = |[AM| = |A||M| = |B||M| = |BM| e portanto G = BM, isto é, M é um
complemento para B em G.

Como M complementa os subgrupos normais minimais A = Cg(B) e B = Cg(A) de
G, segue do item (b) da Proposi¢ao 2.13 que G é um grupo primitivo do tipo 1 ou 3.
Como A e B sao nao abelianos temos que GG é um grupo primitivo do tipo 3.

2 = 3. Se F} e Fy sao G-relacionados entao ou F; =g F, ou existe N I G tal que
A/N e B/N sao subgrupos normais minimais de G/N, G/N é um grupo primitivo do
tipo 3 e A/N =g Fy e B/N =g F,. Como G/N é um grupo primitivo do tipo 3, existe
M/N € G/N que complementa A/N e B/N e M/N é maximal em G/N. Tome entao
Ey = A/N e E; = B/N. Temos que M é um subgrupo maximal de G, MA = MB =G
eMNA=MnNB=N.
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3 = 4. Imediato.

4 = 1. Observe que para mostrar que 4 implica 1 podemos substituir os fatores
principais Fy = Hy/K;, Fy, = Hy/ K5 por fatores principais G-isomorfos a eles. Suponha
que um subgrupo M de G complementa Hy/K; e Hy/ K5, ou seja, MH; = G, M N H; =
K;, i = 1,2. Seja N = Mg. Note que M complementa NH;/N e NHy/N. De fato,
MNH; = MH; = Ge MNNH; = NIMNH;) = NK; = N, i=1,2 Temos que
NN Hl = Kl De fato, Hl Z NN Hz Z Ki, NN Hl ﬁ Ge Hz/Kz ¢ um fator principal,
entao NN H; = Hyou NN H;, = K;. Se NN H; = H; terlamos H; < N < M o que
daria MH; = M # G para ¢ = 1,2. Entao NN H; = K;, i = 1,2. Desta forma temos os
G-isomorfismos

H\N/N = Hi/N N H, = H /K,

H2N/N %’G HQ/N N H2 = HQ/K2.
Logo podemos substituir H;/K; por HiN/N e Hy/K, por HyN/N.

Em outras palavras podemos supor que N < H; para i = 1,2. Mas como N con-
tem K; e H;/K; é um fator principal de G, segue que K; = N = Ky, logo H;/N e
H; /N sao dois subgrupos normais minimais distintos de G/N (distintos porque se fossem
iguais entao H /K, e Hy/ K5 seriam G-isomorfos), logo (H;/N)N(H2/N) = N/N, ou seja
HiNHy=N.

Vamos mostrar que Hy/N ~¢ Hy/N. Para isto vamos construir um 1-cociclo § €
ZY(G, H,/N) e um isomorfismo ¢ : Hy/N — Hj/N tal que (xN)9% = (zN)#%’ para
quaisquer x € Hy; e g € G. Assim teremos Ho/N = (Hy/N)s e pela Proposigao 4.3,
H,/N ~¢ Hy/N. Para isto podemos supor, sem perda de generalidade, que N = Mg =
{1}. Assim K; = Ky = {1} e H;, Hs sdo normais minimais em G. Mostraremos que H;
e Hy sao G-equivalentes.

Considere
6 G — Hy

dada por ¢° =y, para g € G,y € H, e gy € M, pois G = H M.

Como G = Hyx M, pela unicidade da escrita do produto semi-direto temos que 3 é bem
definida. Agora vamos mostrar que S é um 1-cociclo. Sejam m; = g1y; € mo = gayo com
my,mg € M, g1,90 € G e y1,y2 € Hy. Temos g; = mlyl_1 e gy = mgygl, assim ¢gi1go =
miyy 'mayy ' = mamamy tyy 'mayy b = mama(yamy 'yms) T, onde my 'y oy, T € Hy
pois H; S G. Assim mimg = g1g2(yamy 'y1ms) e entdo (9192)° = yams 'yims. Por outro
lado

(90)795 = yPy2 = g3 Y1029 = vomy yimays 'y = yomy yrima.

Entao (g192)? = (¢7)%¢5, isto é B é um 1-cociclo.
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Considere agora
@ . H2 — H1

dada por ¥ =y, se v € Hy, y € Hi exy € M.

Vamos mostrar que ¢ é bem definida. Sejam = € Hs,, y,y € Hy com zy € M e
2y € M. Temos que 2y = m € M e xy = m’' € M o que nos dd x = my~' = m/y'~L.
Desta forma

(my—lm—l)m — (m/y/—lm/—l)m/7
como G = Hi; x M, pela unicidade da escrita do produto semi-direto, obtemos que

my~tm~t = m'y'"Im'~! e m = m/. Desta forma y~! = ¢/~! e portanto y = y/.

Vamos mostrar que ¢ é injetiva. Sejam y = ¢ com xy = m e x'y’ = m/ para z, 2’ € Hs,
v,y € Hi e m,m’ € M. Temos que y~! =¢'~! e entdao m™lz = m'~!a’. Assim

(m~tam)m™ = (m/~ta'm/ym' !,
como G = Hy x M, pela unicidade da escrita do produto semi-direto, obtemos que
m~lam = m/~la'm’ e m™! = m’~!. Desta forma m = m’ e portanto z = x’.

Vamos mostrar que ¢ é sobrejetiva. Dado y € Hy, y € G = Hy x M, assim y = hom,
com hy € Hy e m € M. Desta forma h, 'y = m e portanto (hy)% = .

Com isso ¢ : Hy — H; é um isomorfismo. Vamos mostrar agora que z9% = x“"ggﬁ, para
todos © € Hy e g € G, pois desta forma Hy = (Hy)p. Sejam 9% = (29)? =y, 2¥ =y, e
¢® =z, comz € Hy, y,y1,2 € Hi e g € G. Pelas definicdes de ¢ e 3 temos 29y = m € M,
xyy =my € M e gz = my € M. Queremos mostrar que y = yJ*. Por um lado temos,

1 1 1 1

“ly?? rTmygz =

— 19,1 —
Yy 'y =m oz g
1 1

:rgz_lg_
-1 _—-1 _ .gm(, . —1\mam -1, -1
27g T mygz) = 29" (x ) (m™ my myms),

:B_lmlgz = m_lg_

(m~ g twgm)(m~tz g le L gam) (m !
isto é,
yflyi]z<m*1m2*1m1m2)fl _ xgm(xfl)QO c H2

Por outro lado temos,

1

y = m Tt g e mygr = mT g g g e iy g =

1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
miyy gy Yi1mo = 1M “ZMo MY M2 MMy Y11y =

m_lg_
(m~tzm)(m ™ my tmyyy tm  mam)
(m ™ my tmamez " imy P m T mem) (m” my fmyyomy  mam) (m T my fmymey) =
— _ _ —1
() ey ) g g,
isto é,

— z - — — m —1\m; tmaom —1\m5 tmT tmam my 'mam
Yy (mimy tmamag) = () [(y )™ (7)™ T ™ ) € H
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Assim y~ 'y (m ™ my mimy) ™t € Hy N Hy. Como H, N Hy = Mg = {1} temos que

y~ Yy (m ™ my 'mymy) ™! = 1. Pela unicidade da escrita na produto semidireto H; M
seque que y~'y7* = 1. Portanto y = y¥*. Com isso temos que Hy ~¢g H;. n

Coroléario 4.11 Sejam G um grupo, H/K ¢é um fator principal de G, A,B I G com
B<A. Se A/|B ~g H/K entio A/B é um fator principal de G.

Demonstracao: Suponha que H/K é um fator principal abeliano. Temos A/B =5 H/K
e entao A/B é um fator principal de G. Suponha agora que H/K é um fator principal
nao abeliano. Se A/B = H/K entao A/B é um fator principal de G. Se eles nao
sao G-isomorfos, existe um quociente primitivo do tipo 3 de G tal que A/B e H/K séao
G-isomorfos, respectivamente, a um dos 2 subgrupos normais minimais desse quociente.
Desta forma H/K e A/B sao G-isomorfos a fatores principais de G e assim A/B é um
fator principal de G. m

4.3 A coroa de um grupo finito associada a um fator principal

Esta secao é majoritariamente baseada no artigo Nonabelian crowns and schunck clas-
ses of finite groups [11] de J. Lafuente. Nesta se¢do usaremos as notagoes M <4 G
para indicar que M é um subgrupo maximal de G, N <,,;, G para indicar que N é um
subgrupo normal minimal de G e G € P3 para indicar que G é um grupo primitivo do
tipo 3.

Proposicao 4.12 Sejam H/K wm fator principal nao abeliano de G ¢ C = Cq(H/K).
Entao G/C € um grupo primitivo do tipo 2 com subgrupo normal minimal R/C' tal que
R/C=; H/K.

Demonstracao: Seja R = HC' 1 G. Temos que HNC = K. De fato, H > HNC > K,
e como H/K é um fator principal de G temos HNC' = H ou HNC =K. Se H=HNC
temos H C C = Cg(H/K) o que implica H/K abeliano, contradi¢ao. Logo H N C = K.
Temos que R/C = HC/C = H/HNC = H/K e portanto C(R/C) = Co(H/K) = C.
Entao Cq/o(R/C) = C/C, isto é, R/C é um subgrupo normal minimal de G/C com
centralizador trivial. Pelo Item (b) da Proposigao 2.14, G é um grupo primitivo do tipo
2. =

Note que R = HCg(H/K), entao pelo Lema 4.8 temos que R = Ig(H/K).

Proposicao 4.13 Sejam G um grupo finito, H/ K um fator principal nao abeliano de G
e C=Cg(H/K). Seja

E={CYU{Mg| M <paw G, MH, = G, K; < HyNM,H/K =g H,/K:}.

Entao se

F={C}U{E<G|G/E € Py,C/E Qi G/E},
temos que £ = .
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Demonstracao: Vamos primeiro mostrar que E C F. Seja M um subgrupo maximal de
G, E=MgeE E#C. Temos MH = G e K; < M N Hy, onde H' K =¢ H|/K;.
Seja D = EH,. Temos que Hi " E = K;. De fato, K1 < M e K; < G o que nos da
Ky < Mg = FE,assim K; < HHNE < Hy. Como H;/K; é um fator principal de G temos
HNE=K ou HHNE =H,. Se HHNE = H; obtemos que H; C E = Mg C M e assim
HM = M # G, contradigao. Desta forma D/E = FH,/H, =¢ Hi/H N FE = H,/K;.
Entdao £ < Cg(D/E) = Ce(H1/K,) = Co(H/K) = C, isto ¢, E < C. Assim D/E é um
subgrupo normal minimal de G/E e temos que Cg/p(D/E) = C/E # E/E. Sabemos que
G/E = G /Mg é um grupo primitivo, entao sé podemos ter G/ E primitivo do tipo 3, ja que
Ce/p(D/E) # E/E (o que exclui o caso primitivo do tipo 2) e D/E =¢ H, /K, =g H/K
que é nao abeliano (o que exclui o caso primitivo do tipo 1). Desta forma E C F.

Vamos agora mostrar que F C E. Seja C' # E € F, assim G/E é um grupo primitivo do
tipo 3 com subgrupos normais minimais C/E ¢ D/E. Temos que (D/E)N(C/E) = E/E,
desta forma DC/C = D/CND = D/E, isto é, DC/C' ¢é um subgrupo normal minimal
de G/C. Além disso, G/C = (G/FE)/(C/E) e entao pelo item (c¢) da Proposi¢ao 2.14,
G/C' é um grupo primitivo do tipo 2. Pela Proposi¢ao 4.12 temos DC/C =, H/ K, assim
D/E =g H/K. Como G/E é um grupo primitivo do tipo 3, existe um subgrupo M/E
maximal em G/FE tal que MD = G e (M/E)q/z = E/E. Como (M/E)q/p = Mg/E
temos que Mg = E € E e entao F C E. [

Definicao 4.14 Sejam G um grupo finito e H/K um fator principal nao abeliano de G.
Considere S = NE. Dizemos que R/S é a H/K-coroa de G, onde R = Io(H/K).

Também nos referimos a R/S como a coroa definida por H/K.

Proposicao 4.15 Sejam G um grupo finito, H/ K um fator principal nao abeliano de G
e S=nNE. Se |E| =1, seja
D=E={C}.

Se |[E| > 1, seja

Entao S = ND.
Demonstragao: Se |E| =1 temos D = E = {C} e assim S = ND.

Se |E| > 1, temos D = {D | D/E <,,,;, G/E,C # E € E}. Assimse C # D € D
obtemos que C/E e D/FE sao os dois subgrupos normais minimais de G/E, onde G/E é

um grupo primitivo do tipo 3, sendo E = [F. Temos entao que E = C' N D. Desta forma
C/E=C/CNnDeD/E=D/CND. Entao

M =n{CND=FE|DeD}=nNE=25.

Isso termina a demonstracao. [
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Lema 4.16 Sejam G um grupo e N I G. Se Ce(N) =1 entdo Soc(G) C N.

Demonstracao: Suponha que A é um subgrupo normal minimal nao trivial de G e A nao
esta contido em N. Temos entdo ANN = {1}. Como A, NG temos [A, N] < ANN = {1}
o que implica que A C Cg(N) = {1}, contradigao. Logo A estd contido em N. Como
Soc(@G) é o produto dos subgrupos normais minimais de G’ obtemos que Soc(G) C N. =

Proposicao 4.17 Sejam G um grupo finito, H/ K um fator principal nao abeliano de G
e R/S a H/K-coroa de G. Entao R/S = Soc(G/S).

Demonstragao: Vamos primeiro mostrar que Soc(G/S) C R/S. Lembre que R =
I¢(H/K) = HC, com C = Cg(H/K) e R/C =¢ H/K. Seja D € D com D # C,
vamos mostrar que R O D, onde D/E, C/E s&o os subgrupos normais minimais de G/E
e G/E é um grupo primitivo do tipo 3. Note que como Cg/p(D/E) = C/E, temos que
Ce(D/E)=Clogo E <C <R, eentao E < R. Note que CD/C = D/CND =C/E.
Desta forma C'D/C é um subgrupo normal minimal de G/C. Como G/C' é um grupo
primitivo do tipo 2 e R/C é um subgrupo normal minimal de G/C' obtemos que R = CD.
Assim D C R.

Agora como D/E é um subgrupo normal minimal de G/E e G/E é um grupo primi-
tivo do tipo 3, pela Proposicao 2.14, G/D = (G/E)/(D/FE) é um grupo primitivo do tipo
2. Agora, R/D = CD/D = C/C N D = C/E, e desta forma R/D é o subgrupo nor-
mal minimal de G/D. Com isso Cg/p(R/D) = D/D o que implica que C¢(R/D) = D.
Da mesma forma, Cg(R/C) = C. Assim Cg(R/S) = Cq(R/ND) = ND = S, e entédo
Ca/s(R/S) = S/S. Logo pelo Lema 4.16 temos que Soc(G/S) C R/S.

Vamos agora mostrar que R/S C Soc(G/S). Seja S = ﬂ D;, com D; € D e r o menor
i=1
possivel. Considere a aplicacao injetiva

p:R/S — ﬁR/Di.

i=1
Desta forma R/S é isomorfo a um subgrupo de H R/D;. Sejam entao Dy/S, Dy/S,...,D,/S
i=1
distintos (pela minimalidade de r) em R/S. Considere L; = m D;. Como r foi escolhido
i
para ser o menor possivel temos que L; contém S propriamente, isto é L; nao é igual a S.
Seja xS € L;/S, temos que
QO(JTS) = ([EDl, N ,I’Dj_l, £I§'Dj,$Dj+1, ce ,QTDT) = (Dl, ce >Dj—1a QZ’Dj, Dj+1, e ,Dr),

desta forma

QO(LJ/S) - Dl/Dl X -'-Dj—l/Dj—l X R/Dj X Dj+1/Dj+1 X ... X DT/DT = R/DJ
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Como ¢ ¢ injetiva temos que 1 # ¢(L;/S). Por outro lado, como ¢ é G-homomorfismo,
©(L;/S)<G/D;j. Assim 1 # ¢(L;/S) <G/D;. Como R/D; é normal minimal em G/D;
temos entao que p(L;/S) = R/D;. Desta forma L;/S = R/D; logo L;/S é subgrupo
normal minimal de G/S e ¢ é um G-isomorfismo tal que

R/S ~¢ H R/D;.
=1

Seja agora X = (L; | j=1,...,7) = Ly...L,. Para todo j temos

R/D; = ¢(L;/8) € o(X/S) = [[ R/ D:

Desta forma
R/S = ¢ (H R/D¢> = ¢ (p(X/S)) = X/S.
i=1
Assim R = X. Entao R/S = X/S =L,/S...L./S C Soc(G/S). =

Coroléario 4.18 Sejam G um grupo finito, H/K um fator principal nao abeliano de G,
C=Cg(H/K) e R=1I5(H/K). Se C # D €D entio R/D ~q H/K ¢ R/C =c H/K.

Demonstracao: Vimos na Proposicao 4.17 que R = CD,
R/C=CD/C=; D/CNnD=DJE,

R/D=CD/D~;C/CND=C/E.

Como G/ FE é um grupo primitivo do tipo 3 com Soc(G/E) = (C/E)(D/E) temos que R/C
e R/D sao G-relacionados. Entao pela Proposigao 4.10, R/C ~g R/D. Como R/C =
H/K temos, em particular, R/C ~g H/K. Como ~¢ é uma relagao de equivaléncia
obtemos que R/D ~qg H/K. m

Lema 4.19 Sejam G um grupo finito, H/ K um fator principal nao abeliano de G e R/S
a H/K-coroa de G. Entdo cada fator que aparece na H/K-coroa de G é G-equivalente a
H/K. Mais ainda, seja F/T um fator principal de uma série principal de G que passa
por R e S tal que H/K ~¢g F/T, entio S <T < F < R.

Demonstragao: Pela Proposigao 4.17 temos que R/S =¢ [[,_, R/D;, onde Dy, ..., D, €
D. Temos que Cq(H/K) = C € De R/C =¢ H/K, entdao R/C ~c H/K. Agora se
C # D € D, pelo Corolario 4.18 temos R/D ~g H/K. Desta forma para cada D; € D,
i=1,...,r, temos R/D; ~¢ H/K. Entao cada fator que aparece na H/K-coroa de G é
G-equivalente a H/K.

Vamos agora mostrar que cada fator principal F'//T de uma série de G’ que passa por
Re S com F/T ~g H/K, é tal que S <T < F < R. Como F/T ~g H/K temos que
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Io(F)T) = Ig(H/K). Desta forma F' < I5(F/T) = Io(H/K) = R. Como F/T ~¢
H/K, pela Proposicao 4.10, F'/T e H/K sao G-relacionados. Assim existe N <G tal que
G/N ¢ um grupo primitivo do tipo 3 ¢ A/N = F/T ¢ B/N = H/K sao os subgrupos
normais minimais de G/N. Entao existe M um subgrupo maximal de G tal que M comple-
menta A/N e B/N,istoé, MA=MB =Ge MNA=MNB = N. Como B/N = H/K,
pela definicao de E obtemos que Mg € E. Desta forma S = NE < Mg < M. Agora
F £ N, pois se F < N terfamos FF < N < B = Cg(A/N) = C(F/T), ou seja F/T é
abeliano e entao H/K = F/T é abeliano, contradi¢ao. Assim N/N # FN/N <G/N, isto
é, FN/N contém um subgrupo normal minimal de G/N. Entao FN 2 A ou FN D B,
em quaisquer dos casos, como MA = MB =G, temos MF = MNF O G, logo MF = G.
Desta forma, se S > F obtemos que M > S > F, e assim MF = M # G Como S
e F estao na mesma série, S 7 F implica que S < F. Agora S < T poisse T < S
entao S/T seria normal em F/T e logo F'/T nao seria um fator principal. Desta forma
S <T < F < R. Logo todos os fatores principais G-equivalentes a H/K estao entre R e
S. ]

Como cada fator que aparece na coroa definida por H/K é G-equivalente a H/K e
H/K é um fator principal de G temos entao que cada fator que aparece na coroa definida
por H/K é um fator principal de G.

A seguir daremos a generalizagao do conceito de coroa apresentada em [10]. Veremos
que esta generalizagao engoba as Definicoes 3.8 e 4.14 de coroa para um fator principal.

Definigao 4.20 Sejam H/K um fator principal de G e I = Ig(H/K). Definimos
Do(H/K)=({T <G :T < 11T ~¢ H/K,1/T ¢ &(G/T)}.
O quociente I/Dg(H/K) € dito a H/K -coroa de G.

Note que se o grupo G é solivel e H/ K é um fator principal de G entao H/K é abeliano,
I =Cq(H/K)=CeDgH/K)=({T<G:T < C,C/T = HK,C/T ¢ ®(G/T)}.
Logo a definicao acima coincide com a Defini¢ao 3.8.

Vamos agora mostrar que as Defini¢oes 4.14 e 4.20 de H/K-coroa de G sao equi-
valentes quando H/K é um fator principal nao abeliano. Ja vimos que Ig(H/K) =

HCg(H/K) = R. Desta forma I = R. Para concluirmos a equivaléncia vamos mostrar
que Dg(H/K) = 5.

Dg(H/K) € S. Sabemos que se H/K é um fator principal nao abeliano entao
H/K £ ®(G/K), porque o subgrupo de Frattini ¢ nilpotente. Desta forma Dg(H/K) =
({T <G : T < RR/T ~; H/K}. Seja R/S a coroa de H/K. Vimos na Pro-
posicao 4.17 que R/S = Soc(G/S) = N1/S x ... x N;/S, ou seja, R = Ny...N; e
S = N;N(NiNy...N;_1Niy1...Ny), para todo i = 1,...,t. Pelo Lema 4.19 temos que
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N;/S ~¢ H/K, para todo i = 1,...,t. Defina T; = NyNy...N;_1N;y1 ... N;. Temos que
N, T: =S5, N;NT, =S eT;N; = R. Por outro lado,

R/T; = T;N;/T; =g N;/N;NT; = N;/S.
Entao R/T; ~¢ H/K. Desta forma Dg(H/K) C (), T; = S.

S C Dg(H/K). Queremos mostrar que R/T ~¢ H/K implica que T' D S. Suponha
que S € T. Entao SNT # S e assim S/SNT # 1. Desta forma S/SNT =; ST/T < R/T.
Como R/T é um fator principal de G e S,T < G, temos que ST/T = R/T e assim
S/SNT =g R/T. Como R/T ~¢ H/K obtemos entao que S/SNT ~¢g H/K. Temos en-
tao que S/SNT é um fator principal de G que é G-equivalente a H/K mas SNT < S < R,
contradizendo o Lema 4.19. Logo T' D S e assim S C Dg(H/K).

Agora podemos provar o seguinte Teorema:

Teorema 4.21 Sejam H/K e Hy/K, dois fatores principais ndo abelianos de G. En-
taio H/K e Hy/K, definem a mesma coroa se, e somente se, H/K e Hy/K, sio G-

relacionados, se e somente se, sao G-equivalentes.

Demonstragao: Suponha que H/K e Hy/ K, definem a mesma coroa. Pelo Lema 4.19,
cada fator direto A da coroa é tal que H/K ~g A ~g Hy/Ky. Como ~¢ é uma relagao
de equivaléncia obtemos que H/K ~¢g Hy/ K.

Reciprocamente, suponha que H/K ~g Hy/Ky e sejam R/S a coroa definida por
H/K e Ry/Sy a coroa definida por Hy/Ky. Vamos mostrar que R = Ry e S = S5. Como
H/K ~g Hy/ Ky temos que R = I5(H/K) = I5(Hy/Ky) = Ry. Por outro lado, como ~¢
é uma relacao de equivaléncia, usando a equivaléncia das definigoes de coroa apresentadas
acima obtemos que

S=Dg(H/K)=({T4G:T <R R/T ~c H/K} =
(T <9G:T <R, R/T ~¢ Hy/EKo} = Do(Hy/EKy) = Sp.

Logo H/K e Hy/ Ky definem a mesma coroa. n

4.4 Exemplos e aplicacao de Coroa

Se A = H/K éum fator principal nao abeliano de G e I/D = Soc(G/D) é a coroa de A
temos que I/D é um produto direto de dg(A) subgrupos normais minimais G-equivalentes
a A. Se dq(H/K) = 1 entao H/K pode ser complementado ou nao. Como exemplo temos
os casos A, < S,, n > 3, que é complementado, por exemplo pelo subgrupo ((12)) e
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Ag < Aut(Ag) que como veremos no apéndice desse trabalho ndo é complementado.

Lembre que se X é um grupo primitivo do tipo 2 e Soc(X) = L definimos
0n(X) ={(x1,29,...,2,) € X" :yL=02L=... =2,L}.

Vimos que d2(X) é um grupo primitivo do tipo 3 com subgrupos normais minimais L x {1}
e {1} x L. Neste caso, os subgrupos normais minimais de d(X) sao d»(X)-equivalentes.
De maneira geral, se G = 0,(X) entao o quociente G/{1} x {1} x L x ... x L é um
grupo primitivo do tipo 3 e os subgrupos normais minimais L; = L x {1} x ... x {1} e
Ly ={1}x Lx{1} x...x {1} de G sdo G-equivalentes. Procedendo desta forma obtemos
que os n subgrupos normais minimais L;, 1 = 1,2,...,n, de G sao G-equivalentes.

Exemplo 4.1 (a) Sejam G = 6,(X) = {(x1,22,...,2,) € X" : ;3L = 2oL = ... =
xp L}, X um grupo primitivo do tipo 2 e Soc(X) = L. Se H/K = L1 = Lx1x...x1
entao

Co(H/K)=1x Ly X ... X Ly,

Ic(H/K) = HCo(H/K) = Ly x Ly % ... % Ly = Soc(G).

Tomando T = Ly X ... X L; X ... X L,, isto é, o produto de Ly,...,L, menos L;
temos I /T ~g H/K. Logo

Do(H/K) C(Li X ... x Lix ... x L = 1.
=1

Portanto a coroa de H/K é Soc(G) e 0q(H/K) = n. Para qualquer outro subgrupo
L;,i=1,2,...,n, normal minimal de G, a coroa de L; é Soc(G).

(b) Sejam G = 0,(X) = {(x1,22,...,2,) € X" : 21 L =x3L = ... =z,L}, X um grupo
primitivo do tipo 1 e Soc(X) = L. Se H/K = L; =L x1x...x1 entdo, como L,
¢ abeliano,

Ig(H/K) =Cg(H/K) =Ly X Ly X ... X L, = Soc(G).
Agora, L1 Zq L; para todo i = 1,2,...,n. De fato, tome o isomorfismo canonico

QDIL1—>L1'
(@,1,..., 1) — (1,...,La,1,...,1).

Dado g = (x1,x2,...,2,) € G temos que
((a,1,...,1)9)% = (a",1,..., 1) =(1,...,1,a",1,...,1)

((a,1,...,1)9)9=(1,...,1,a,1,...,1)! = (1,...,1,a",1,...,1).

Como zyz;t € L e L € abeliano temos xix:ta = axix; !, isto €, a* = a*' e
1 7 7 7 )

logo ((a,1,...,1)9)¢ = ((a,1,...,1)¥)9. Assim todos os L;’s sio G-isomorfos e
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consequentemente G-equivalentes. Portanto tomando T = L1 X ... X Lix...x L,,
isto €, o produto de Ly, ..., L, menos L; temos I/T ~g H/K. Logo

Do(H/K) C(Li X ... x Li X ... X Ly = 1.

i=1

Portanto a coroa de H/K € Soc(G) e 0¢(H/K) =n. Para qualquer outro subgrupo
L;,i=1,2,...,n, normal minimal de G, a coroa de L; é Soc(G).

Considere agora G = X x X x X = X3, onde X é um grupo primitivo do tipo 2 com
Soc(X) = L e X # L. Vamos mostrar que os subgrupos normais minimais de G' nao sao
G-relacionados. Lembre que os subgrupos normais minimais de G sdo L; = L x {1} x {1},
Ly = {1} x L x {1} e Ly = {1} x {1} x L. Note que Ly, Ly e L3 sao dois a dois nao
G-isomorfos pois Cg(Ly) = 1 x X x X, Cg(Le) = X x1x X e Cg(Ls) = X x X x L.
Suponha que existe N <G com G/N um grupo primitivo do tipo 3, Soc(G/N) = A x B,
onde A =g L1 e B Zg Ly. Temos que N nao contém L;. De fato, se Ly C N entao
Ly € N C Cg(A) = Cg(Ly), contradicao pois Ly é um fator principal nao abeliano.
Analogamente, N nao contém Ly. Além disso temos que N nao pode conter L x L x {1},
L x {1} x Lelx L x L pois estes contém L; ou Ly. Por outro lado, N contém Ls. De
fato, se N 2 Ly entdao NL;/N = L;/L; N N =¢ L;, para i = 1,2,3. Desta forma G/N
contém 3 subgrupos normais minimais distintos (porque nao sao G-isomorfos), mas G/N
é um grupo primitivo do tipo 3, contradigdo. Logo N D L3. Entdo G/N é um quociente
de X x X x X/L. Vamos agora mostrar que N = X3 = {1} x {1} x X isso termina a
demonstracao porque segue que G /N é isomorfo a X x X que nao é um grupo primitivo
do tipo 3. Primeiro vejamos que N D X5. Se N 2 X entao existe (1,1,2) =y € X3— N.
Assim se | = («, 1,1) € Ly, temos ly = yl. Entao INyN = yNIN, ou seja, N # yN €
Cg(L1N/N), contradicao porque Cg(L;N/N) é trivial. Agora vejamos que X3 O N.
Temos que N C Cg(A) = Ca(Ly) = {1} x X xX e N C Cg(B) =Cq(Ly) = X x{1} x X.
Logo N C ({1} x X x X)N(X x {1} x X) = {1} x {1} x X = X3. Portanto L, e Lo
nao sao G-equivalentes. Podemos generalizar esse caso, definindo G = X", os subgrupos
L;, L; normais minimais de G' nao sao G-equivalentes se i # j.

Exemplo 4.2 Sejam G = X", X um grupo primitivo do tipo 2 e Soc(X) = L. Se
H/K =L =Lx1x...x1, entdo

Co(H/K)=1x X x...x X,

I6(H/K) = HOo(H/K) = Ly x X x ... x X.
Se I/T ~¢ HIK, entio T =1x X ... x X e logo

Dg(H/K)=1x X...x X.

Portanto a coroa de H/K € Ly e 6q(H/K) = 1. Para qualquer outro subgrupo L;, i =
1,2,...,n, normal minimal de G, a coroa de L; é L;.
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Lembre que se A = H/K é um fator principal nao abeliano de G entdo X = G/Cq(A)
¢ um grupo primitivo do tipo 2 com Soc(X) = HC/C = H/K, onde C = C(A).

Proposicao 4.22 ([3], Proposig¢ao 9) Sejam G um grupo finito, A um fator principal
de G nao Frattini e I/D a coroa de A. Entio G/D = §4(X), onde d = dg(A), e
X =G/Cq(A).

O grupo 04(X), com d = §g(A) e X = G/Cs(A), é chamado de crown-based power de
comprimento d.

Um fator principal de G é dito m-complementado se é complementado por um sub-
grupo maximal de G.

Proposicao 4.23 Seja G um grupo finito. Fixado A um fator principal nao abeliano de
G, se dg(A) > 1 entao todos os subgrupo normais minimais de G /S siao m-complementados,
onde S = D¢g(A).

Demonstracao: Indicando com H/S um fator da coroa, como dg(A) > 1 temos que H/S
¢ G-equivalente a um outro fator da coroa e nao é G-isomorfo a ele pois seus centraliza-
dores sao diferentes. Desta forma existe um quociente G/N que é um grupo primitivo
do tipo 3 e os dois subgrupos normais minimais sdao C'/N ¢ D/N onde C' = Cg(H/S)
e D/N =¢ H/S. Assim pelas propriedades de um grupo primitivo do tipo 3, existe
um subgrupo M maximal de G tal que M complementa C/N e D/N em G, isto é,
MC=MD=GeMnNnC=MnND=N.

Vamos mostrar que S C N. Suponha que S ¢ N. Entao N/N # SN/N < G/N.
Como SN/N é normal em G/N, SN/N contém um subgrupo normal minimal de G/N.
Entao SN D C ou SN D D. Agora,se D C SN, como S, N C C teritamos D C SN C C,
absurdo. Entao C' C SN e desta forma SN = C. Agora H/S ~g C/N = SN/N =g
S/S N N, isto é, obtemos um fator principal G-equivalente a H/S com SN N < S, con-
tradizendo o Lema 4.19. Logo S C N.

Vamos agora mostrar que M complementa H/S. Temos que N C C, assim se H C N
terfamos H C C' = Cg(H/S) e assim H/S é um fator principal abeliano, contradigao.
Entao H ¢ N e assim N/N # HN/N < G/N. Novamente, como HN/N é um subgrupo
normal de G/N, HN/N contém um subgrupo normal minimal de G/N. Entdao HN D C
ou HN D D. Em ambos os casos, como MC = MD = G temos HM = HNM = G.
Agora, como S < H, N, temos que S < HNN < H. Como H/S é um fator principal de
G temos que HONN =Hou HNN =S5. Se HNN = H entao H C N, contradi¢ao. Logo
HNN=S5. Assim H/S=H/HNN =5 HN/N, ou seja, HN/N ¢é um subgrupo normal
minimal de G/N. Entdao HN = C ou HN = D, mas como H ¢ C, ndo podemos ter
HN =C. Assim HN = D, elogo H < D. Entaio S=HNN=HN(MnND)=HNM.
Desta forma M complementa H/S. ]



Apendice

Neste apéndice mostraremos que Ag é o tnico subgrupo normal minimal de Aut(Ag),
Ag ndo é complementado em Aut(4g) e Ag £ P(Aut(Ag)).

Seja ' um corpo finito. Consideremos

a;pr a2 ... QAip
21 Q22 ... Q9 o

GL(n,F)=< A= . ' o rai; € Fi1<4,5 <n,det(A) #0 »,
Gp1 Qp2 ... GOpp

o grupo das matrizes de tamanho n x n com entradas em um corpo F' e
SL(n,F)={A € GL(n,F):det(A) =1},

o subgrupo das matrizes n X n com entradas em F' e determinante igual a 1. E possivel
mostrar que o centro de GL(n, F') é da forma

a 0 ... 0
0 a ... 0

Z(GL(n,F)) = o ) :0#a€F ,,
00 ... a

onde as matrizes de Z(GL(n, F)) sdo chamadas de matrizes escalares. Assim o centro de
SL(n,F) é da forma

a 0 . 0
0O a ... 0

Z(SL(n,F)) = o 0#aeFad" =1
0 0 . a

Considere também
PGL(n,F):=GL(n,F)/Z(GL(n, F))

PSL(n,F):=SL(n,F)/Z(GL(n, F)).



Apéndice 80

Note que Z(GL(n, F)) = F*. E possivel mostrar que F* = F — {0} é um grupo ciclico
de ordem |F'|—1 ([9], Teorema 2.18). Contando as possibilidades para cada coluna é facil
ver que a ordem do grupo GL(n, F') é dada por

GL(n, F)| = (IF[" = (IFI" = |F])... (IF]" = |F["").

E conhecido que os grupos PSL(n, F') sao em geral grupos simples nao abelianos com as
excegoes n =1, (n,q) = (2,2) e (n,q) = (2,3) ([17]).

Considere agora o corpo finito
F =TF3X]/(2* + 1),
onde denotaremos F3 por F3 = {—1,0,1}. Temos que

F={P(x)+ (2> +1): P(z) € F3[X]} = {ax + b+ (2* +1) : a,b € F3} =
{-1,0,1,—i,i,—i —1,—i 4+ 1,i — 1,i 4 1},

onde —1,0,1 € F3ei =7 =z + (22 + 1). Temos que i* = 2* + (22 + 1) = -1 + 2* +
1+ (22 +1) = =14 (22 +1) = —1. E possivel mostrar que dois corpos finitos de mesmo
tamanho sao isomorfos e um corpo finito de tamanho ¢ ¢ geralmente indicado por F,.
Desta forma, como |F| = 9 temos que F' = Fy. Note que Fg DO F3 e assim, na nossa
notacao, 3 = 0.

Vamos estudar o grupo PSL(2,9), onde F' = Fy. Primeiro vamos calcular |PSL(2,9)].
Temos que |GL(2,9)| = (9% — 1)(9*> — 9) = 80 - 72. Agora considerando o epimorfismo

det : GL(2,9) — (Fg)*,

temos que Ker(det) = SL(2,9) e assim |SL(2,9)| = |GL(2,9)|/|(F9)*| = 80 -72/8 =
80 - 9. Seja agora a € Fy. Temos que se a> = 1 entdo a = 1 ou a = —1. Desta forma
|Z(SL(2,9))] = 2. Com isso

IPSL(2,9)| = |SL(2,9)| /| Z(SL(2,9))| = 80-9/2 = 360 = | Ag| .

Vamos agora mostrar que PSL(2,9) = Ag. Note que se G é um grupo simples tal
que |G| = 360 e G possui um subgrupo H com |G : H| = 6 entdo G = Ag. De fato,
considere a agao de G no conjunto Q2 = {zH : x € G} dada por (¢g,xH) — grH. Essa
agao é transitiva e define um homomorfismo v : G — Sym(§2) = Sg. Como G é um grupo
simples temos que Ker(vy) = {1} ou Ker(vy) = G. Mas Ker(y) # G porque a a¢ao é nao
trivial, sendo transitiva. Logo Ker(y) = {1} . Desta forma G é isomorfo a um subgrupo
de Sg. Temos que [Sg : G] = 2 o que implica que G = Ag. Para mostrarmos entao que
PSL(2,9) = Ag vamos procurar um subgrupo H de PSL(2,9) de tal forma que H = A;
e [PSL(2,9) : H] = 6.
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Podemos considerar (a menos de isomorfismo) Fo = {—1,0,1, —i,i,—i —1,—i+ 1,7 —
1,i+ 1} e que (Fg)* é um grupo ciclico de ordem 8. Note que A = i — 1 é tal que
N=-2i=4i MNM=4=-1e) =1, entao o(\) = 8 e podemos escrever (Fg)* = (\).

1A\ (1 -1
(A 2)-(1),

1 3 1 —i—1
52(0 —1)2(0 ~1 )

Observe que det(a) = —i — (i* —i) = —i+1+i = 1edet(f) =1 -0 = 1, ou seja,
a, B € SL(2,9). Denotamos, respectivamente, por @ e 3, os elementos aZ(SL(2,9)) e
BZ(SL(2,9)) de PSL(2,9). Vamos mostrar que <5,B> =~ As. Para isso vamos calcular

as ordens de @, § e af. Temos que

—i i 1—i i 10
0‘2:(7;+1 1—@)’0‘3:(—@—1 —z)’o‘5:(0 1)’
1 —i—1 ~1 0 10
52:(0 1 )’53:<0 —1)’56:(0 1)’
ap= (5 ) )vtenr=(5 9 )= (5 1)

Desta forma o(a) = 5, o(3) = 6 e o(af3) = 4. Por outro lado 2, (af)* € Z(SL(2,9)).
Desta forma o(@) = 5, o(3) = 3e 0@3) = 2. Sejaentao H = (x,y|z° = ¢y* = (zy)? = 1) <
PSL(2,9), onde x = @ e y = . E conhecido que a apresentacao de H se trata de uma
apresentacao de As ([5]). Logo H = As. Com isso PSL(2,9) = Ag.

Sejam agora

Observe que |PGL(2,9)| = |Ss| = 720, mas PGL(2,9) 2 Se. De fato, dado

10

n (10
p_o)\nv

assim p € PGL(2,9), dado por p = pZ(GL(2,9)), é tal que o(p) = o(p) = o(N\) = 8.
Ou seja, PGL(2,9) possui um elemento de ordem 8, enquanto Sg nao possui nenhum
elemento de ordem 8.

temos que

Seja ¢ o automorfismo Frobenius de Fy = F52 definido por a® = a® para a € Fy. Entao
¢ induz um automorfismo em GL(2,9), que também serd denotado por ¢, dado por

ab¢_ a® b
c d)] —\&S& &)



Apéndice 82

para quaisquer a, b, ¢, d € Fy. Observe que ¢ se trata de um automorfismo pois se a, b € Fy
temos que (a + b)? = a® + 3a?b + 3ab® + b* = a® + b3, onde em Fy temos que 3 = 0.

Seja entdao PTL(2,9) = (PGL(2,9),4). E conhecido que PT'L(2,9) = Aut(Ag) ([17],
Teorema 3.2). PSL(2,9) nao possui complemento em PI'L(2,9). Para isso considere o
seguinte lema.

Lema 4.24 ([13], Lema 1.2) Se PSL(n,q) tem complemento em PI'L(n,q) entao
mdc(m7 da (q - 1)/d) = 17
onde ¢ = p™, p primo e d = mde(n,q — 1).

Entao para PSL(2,9) temos que ¢ =9 = 3% m =2, d = mdc(2,8) =2, (¢—1)/d =
(9—1)/2 = 4. Entao mdc(m,d, (¢—1)/d) = mdc(2,2,4) = 2 # 1. Desta forma PSL(2,9)

nao possui complemento em PI'L(2,9).

Além disso, PSL(2,9) £ ®(PI'L(2,9)) pois se PSL(2,9) < ®(PT'L(2,9)), como o
subgrupo de Frattini é nilpotente, terfamos Ag = PSL(2,9) nilpotente, absurdo.

Lembre que se S é um grupo simples nao abeliano entdo Aut(S) um grupo primi-
tivo do tipo 2 com Soc(Aut(S)) = S. Desta forma temos que Ag é o tnico subgrupo
normal minimal de Aut(Ag), Ag nao é complementado e Ag ¢ ®(Aut(Ag)). Além disso,
Out(Ag) = Aut(Ag)/As = Cy x Ch.
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