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Resumo

No artigo [1], os autores estudam o problema de construir superficies no semiespago su-
perior do R? em que as curvaturas de Gauss induzidas pela métrica euclidiana e pela
métrica hiperbdlica coincidem. Neste trabalho mostraremos que, se S é uma superficie
no semiespaco e K e Kj, sao as curvaturas de Gauss induzidas pela métrica euclidiana
e hiperbdlica, respectivamente, entao a quantidade % ¢ invariante por transformagoes
paralelas com relagao a métrica hiperbdlica. Isso permite interpretar a construcio feita
em [1] como o estudo de superficies em que esse invariante é constante positivo. Em [1], os
autores também comentam que é possivel adaptar a construgao para obter superficies em
que esse invariante é constante negativo. Ao longo deste texto, iremos detalhar o processo
de construcao dessas superficies a partir de superficies maximas no espaco de Lorentz.
Mostraremos também como usar essa construgdo para caracterizar localmente todos os
solitons de translagao do fluxo da curvatura média harmonica, definido pela seguinte regra

o \" K

—F| =—=N,

ot H

F(-,0) = identidade,

em que a normal ao séliton nao é paralela a direcao de translacdo em nenhum ponto.
Por ultimo, iremos mostrar um resultado que permite construir exemplos explicitos des-

ses sOlitons através da representagdo Weierstrass para superficies maximas no espaco de

Lorentz e discutiremos a possibilidade de se obter uma caracterizacao local completa.
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Abstract

In the article [1], the authors study the problem of constructing surfaces in Euclidean
half space with the property that the Gaussian curvatures induced by the Euclidean and
hyperbolic metrics coincide. In this work, we will show that, if S is a surface in Euclidean
half space and K and K} denote the Gaussian curvatures induced by the Euclidean and
hyperbolic metrics, respectively, then the ratio % is invariant by parallel transforma-
tions with respect to the hyperbolic metric. This allows us to interpret the construction
made in [1] as surfaces on which this invariant is a positive constant. In [1], the authors
also point out that it is possible to adapt the construction to obtain surfaces where this
invariant is a negative constant. Throughout this text, we will detail the process of con-
structing these surfaces starting from maximal surfaces in Lorentz space. Furthermore, we
will show how to use that construction to locally characterize all the translating solitons
of the harmonic mean curvature flow, defined by the following rule
0 K

=
(8tF) HN

F(-,0) = identity

where the normal to the soliton is not parallel to the translation direction at any point.
Finally, we will demonstrate a result that allows the construction of explicit examples
of these solitons through the Weierstrass representation for maximal surfaces in Lorentz

space and we will discuss the possibility of obtaining a complete local characterization.
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Capitulo 1
Introducao

Ao longo dos tltimos anos, os fluxos geométricos tém se tornado cada vez mais impor-
tantes no contexto da geometria diferencial e, hoje, representam uma grande parte das
publica¢bes nessa area.

A popularidade desse objeto é resultado nao apenas da grande quantidade de pro-
blemas interessantes envolvendo suas propriedades, mas também da sua utilidade como
ferramenta de resolucao dos mais variados problemas nas areas de geometria diferencial,
analise e topologia. Nesse sentido, podemos destacar dois exemplos de aplicacao do es-
tudo de fluxos geométricos na resolucao de problemas: o teorema da esfera diferenciavel,
conforme feito em [2], e a prova da conjectura de Poincaré.

Nessa dissertagao, no entanto, estamos interessados nos fluxos como objetos em si.
Inicialmente, faremos uma breve apresentacao do fluxo da curvatura média harmonica,

definido pela seguinte regra,

B K
— Pt =2N

F(-,0) = identidade.

Em seguida, mostraremos um método para construcao de uma classe especial de su-
perficies em que a agdo do fluxo é a de realizar uma translacao. Essa classe recebe o nome
de sélitons de translagdo. Apresentaremos um exemplo que sugere uma possivel forma
de caracterizar completamente essa classe, ainda que existam sélitons que nao podem ser
obtidos pelas técnicas desenvolvidas nesse trabalho.

Além disso, o método que exibiremos evidencia algumas relagoes desses solitons com
dois objetos geométricos: as superficies maximas do espago de Lorentz e as superficies
definidas no semiespaco euclidiano em que as curvaturas induzidas pela métrica euclidiana
e hiperbdlica coincidem a menos de um sinal. Essas tltimas serao chamadas de superficies

anti-isocurvadas.



Enquanto o estudo das superficies maximas do espago de Lorentz é um tema classico
da geometria, as superficies anti-isocurvadas foram mencionadas pela primeira vez em [1].
Nesse artigo, os autores estudaram as superficies onde as duas curvaturas coincidem e
comentaram, sem muita profundidade, o caso em que elas diferem apenas por um sinal.
No presente trabalho, incluiremos os detalhes omitidos no artigo e apresentaremos um
invariante geométrico que permite interpretar essas superficies de uma forma interessante.

Em sintese, esse trabalho se propoe a explorar as propriedades dos solitons de transla-
¢ao do fluxo da curvatura média harmonica e desenvolver um método capaz de produzir

exemplos explicitos destes.



Capitulo 2
Preliminares

Neste capitulo iremos definir o fluxo da curvatura média harmonica e os chamados
sOlitons de translacido para este fluxo. Além disso, também apresentaremos os conceitos
basicos da geometria hiperbdlica que serao usados nos capitulos seguintes para construir

exemplos desses solitons.

2.1 Fluxo da curvatura média harmonica

Seja S C R? uma superficie orientada cuja curvatura média nao se anula, e considere
uma familia a 1-pardmetro de superficies F(+,t) definida em S x I, onde I é um intervalo
contendo 0. Dizemos que F' é uma evolugao de S pelo fluxo da curvatura média harmonica,
abreviado por HMCF se

0 K

Iy _ B
(5 ) = 7N,

F(-,0) = identidade,
onde K ¢ a curvatura de Gauss, H a curvatura média e N uma escolha de campo normal e
0 0
unitario a S e (= F)* denota a projecio de — F no vetor N. Alguns exemplos de trabalho
em que esse fluxo foi estudado séo [3] e [4]
S é dito um sdéliton de translagao se existe uma evolucao F(+,t) de S pelo fluxo de tal

forma que o fluxo seja uma translacdo, isto é, quando existe v € R? tal que

F(p,t) =p+tv.



Note que, a menos de realizar uma rotagao, podemos supor sem perda de generalidade

que v = (0,0, A). Substituindo na defini¢do do fluxo, vemos que isso equivale a

K K
< N,v>=—= 0=—.
v 7 |v|cos i
) . . 1
Observe agora que aplicando uma dilatacao de fator —, podemos supor sem perda de
generalidade que A = 1, ou seja, que v = (0,0, 1). Note que no caso em que v = (0,0, 1),

a equacao do fluxo equivale a

K
cost) = T

Esta observagao nos permite enunciar o seguinte resultado.

Proposicao 2.1. Uma superficie euclidiana S em que a curvatura média ndo se anula
¢ um soliton de translacao do fluxo da curvatura média harménica se, e somente se, a

menos de uma rotacao e uma dilatacdao, S satisfaz

onde 6 ¢ o angulo que a normal a S faz com a direcao vertical.

Por simplicidade, iremos enunciar o seguinte corolario, que nao desempenha nenhum
papel tedrico neste trabalho e servird apenas para simplificar as contas nos proximos

capitulos.

Corolario. Uma condigcdo necessaria e suficiente para que uma superficie S em que a
curvatura média ndao se anula seja um soliton de translacao para o fluro da curvatura

meédia harmonica é que, a menos de uma rotagdo e uma dilatacao, S satisfaca

K
4cos(0) = I

2.2 Geometria hiperbdlica

O espaco hiperbodlico n-dimensional pode ser caracterizado como a tinica forma espacial
simplesmente conexa de dimensao n e curvatura seccional k = -1, a menos de isometria.
Existem varias maneiras de se construir o espaco hiperbdlico, dentre elas o modelo do
semiespaco e o modelo do hiperboldide, que serdo usados neste texto. A primeira serd
particularmente importante, pois iremos comparar a geometria de superficies no semi-
espaco considerando duas métricas distintas: a hiperbdlica e a euclidiana. A segunda
maneira serd apresentada pela conveniéncia de se escrever as geodésicas do espaco nesse

modelo.



2.2.1 Modelo do semiespaco

O semiespaco euclidiano 3-dimensional é a subvariedade
Ri = {(z1,79,73) € R* | 23 > 0)}

do espaco euclidiano.
O modelo do semiespaco para o espaco hiperbélico 3-dimensional, denotado por H?,

consiste do semiespago euclidiano com a seguinte métrica

1
= = <.>,

Y(z1,22,23) = <+ Z(21,32,13) 2
L3

onde < . > denota o produto interno usual de R?. Com frequéncia deixaremos o subindice
(21, 22, x3) implicito.
Em geral, as propriedades geométricas de uma superficie podem ser descritas em ter-

mos dos coeficientes da primeira e segunda forma fundamental, definidas a seguir.

Definicao 2.1. Seja S C H? uma superficie, X : U C R*> — S uma parametrizacdo
local de classe C? e N, a normal hiperbolica da superficie S no sistema de coordenadas
X. Definimos os coeficientes Ey, Fy, e G, da primeira forma fundamental hiperbdlica e
0s coeficientes ey, fr, e gn da seqgunda forma fundamental hiperbolica de S no sistema de

coordenadas X por

Eh - g(X”LH Xu)7 €p = g(vXuXua Nh)?
Fh:g(XquXv)a fh:g(vXuvaNh>7
Gh:g(XvaXv)a 9h :g(vXuvaNh)v

onde YV € a conexdo de Levi-Civita de H3.

Conhecendo os coeficientes definidos acima, é possivel calcular as curvaturas hiperbo-
licas da superficie S. Dessa forma, como estamos interessados em relacionar a geometria
euclidiana e hiperbdlica, é 1til relacionar os coeficientes da primeira e segunda forma da
geometria hiperbdlica com os da geometria euclidiana. A proposicao a seguir cumpre esse

proposito.

Proposicao 2.2. Seja S uma superficie definida no semiespaco superior e X : U C R?> —

S uma parametrizacio local de classe C*. Usando a notacio da definicio 2.1, valem as



sequintes formulas

E e N3
E,=— =—4+ —=F 2.2
h xg? €h T3 + l‘% ) ( a)
;N3
F,=— =—4 —=F 2.2b
h xg? fh T3 + ZE% ) ( )
g N3
e 9 By 2.2
h xg? gh T3 + l‘% ( C)

Demonstragcao. As féormulas para Ej, F), e GG seguem diretamente da definicdo da
métrica hiperbdlica. Vamos entdo mostrar a férmula para e,. As demais seguem de
forma andloga.

Defina a fungao Y : U x R — H? por Y (u,v,t) = X(u,v) + tN(u,v), onde Ny,
é a normal hiperbélica da superficie, e fixe (ug,v9) € U arbitrariamente. Da definigao
de superficie, segue que Y, (ug, vo,0),Y,(ug, v9,0) e Yi(ug,vp,0) sdo vetores linearmente
independentes.
Como X ¢ de classe C?, entdo Y ¢ de classe C!, e pelo teorema da funcao inversa, existe
uma vizinhanga V' de (ug,vo,0) tal que Y|y é um difeomorfismo de V em Y (V). Em
particular, [Y,, Y,], [Ya, Yi] e [Ya, Y] s@0 campos que se anulam em Y (V') onde [ . | denota
o colchete de Lie. Além disso, observe que g(Y,,Y:) = g(Y,,Y:) =0, V(u,v,t) € U x R.

Observe agora que ej pode ser calculado usando Y da seguinte forma
en(uo, vo) = g(Vx, Xu, Np)(uo, v0) = g(Vy, Yy, Yi)(uo, vo,0).
Agora, omitindo os argumentos das fungoes, segue da férmula de Koszul que
en = 9T Yo V) = $Yag (YY) + Vag (i, o) = Yig (Vi Ya)

_g<[YU7Y2]7Yu) - g([YuaY;]»Yu) - g([Yuayu]aY;)} =

1 1 1
=YgV, Y,) = —Ny(— <VY,Y, >).
€n 2 tg( ) 2 h(ﬂfg )
Como a métrica hiperbdlica é conforme a métrica euclidiana, existe A € R tal que N;, =
)\2 2
AN. Além disso, temos que 1 = g(N,, Nj) = — < N, N >= —. Mantendo a orientagao,
3 3

chegamos a A = x3 e N, = x3N. Dessa forma, temos

N 1
en =< Vi, Xu, N > (ug, 1) =< Vy, Yo, — > (ug, v9,0) = — < Vy,Y,, ¥; > (ug, v0, 0).
T3 T3



Por outro lado, segue de uma conta rigorosamente analoga a de cima que

1 1
=——N,(<Y,Y, >)=—N<Y,Y, >.
€= 5 n( ) 5

0 0 0
Escrevendo N = Ny— + Ny—— + N3—— e substituindo N, por x3/N na expressao para
0y 0s 0x3

e, temos

1 1 1 1 Ns 1
=——Y,q9(Y,,Y,) = —x3sN(—= <Y, Y, >)=—<-2—<Y, Y, >+—N<Y, Y, >} =
en 5 19( ) 573 (a:% ) 2{ e +:1:3 }

N. 1 N.
ep = ——23 <Xy, Xy>—"N<Y,Y, >= —§’E+ 3,
x3 2.1'3 xr3 T3

que é a formula para ej,. As férmulas para fj, e g, seguem de forma rigorosamente analoga.

Isso conclui a demonstracao.
[

2.2.2 Modelo do hiperbolédide

O modelo do hiperboldide é uma outra maneira de se construir o espago hiperbdlico.
Informalmente, essa construgao surge de pensar o espago hiperbélico como uma esfera de
raio complexo.

Considere o espaco R* dotado do seguinte produto interno
< T,y >1= Ty + TaYz + T3Y3 — Tals

Esse produto interno é chamado de métrica de Lorentz em R*.
O conjunto {x € R*| < z,x >;= —1} é formado por um hiperboléide de duas folhas.

O espago hiperbdlico pode ser caracterizado por uma dessas folhas, por exemplo
H*={r € R < z,0 >=—1,24 >0}

com a métrica induzida por < . >; .

As geodésicas nesse modelo sao as curvas da forma

v(t) = cosh(t)u + senh(t)v (2.3)

dry
nd = = —(0).
onde u = v(0) e v it (0)

As provas formais de que esse espaco é de fato um modelo para o espago hiperbdlico

e de que valem as expressoes acima para as geodésicas podem ser encontradas em [5].



2.3 Imersoes isométricas e curvatura de superficies

em H3

Esta secao tem como objetivos apresentar férmulas para calcular as curvaturas de uma
superficie em H? e relacioné-las no modelo do semiespaco com as curvaturas da mesma
superficie em R?® usando a proposicao 2.2.

Ao longo de toda essa secio, consideraremos S C H?® uma superficie, x(U) o conjunto
de todos os campos locais de vetores tangentes definidos em um aberto U € H> ou U C S,
x(U)* o conjunto de todos os campos locais de vetores normais a S definidos em um aberto
U cC S, D(U) o conjunto das fungoes f : U — R de classe C? definidas em um aberto
Uc H*ouU C S, V a conexao de Levi-Civita de H? e V a conexao de Levi-Civita de
S.

Dado um ponto p € S, o espaco tangente a H® no ponto p pode ser escrito como
T,H3 =T,S @ (T,5)*, onde (T,S)* é o espago gerado pela normal de S no ponto p. Um
vetor v € T,H 3 pode ser escrito de uma tinica maneira como v = v; + vy, com v; € T,S e
Vg € (TpS)L. Escreveremos entdo vy = v! e vy = v,

Considere agora um campo X de vetores tangentes a S. Como a aplicagao identidade
id : S — H? é uma imersao, segue da forma local das imersdes que existe uma aplicacao
¢ : U — R3, de uma vizinhanca U de p em H3, que leva U N S difeomorficamente em um
aberto de R? ~ {(z,y,0) € R*|x,y € R}. Esse difeomorfismo permite olhar a restrigao do
campo X ao aberto VNS C S como um campo Y em um aberto V de R?. Usando essa
identificacdo, podemos resumir a questao de estender o campo X em uma vizinhanca de p
em H? a simples tarefa de estender o campo Y em uma vizinhanga de ¢(p) em R3, o que
é trivialmente possivel. Dessa forma, é sempre possivel estender localmente um campo
em S a um campo local X definido em uma vizinhanca U C H?.

Pelas consideragoes feitas acima, se X,Y € x(U) sao campos locais de vetores tan-
gentes a S em uma vizinhanca de p em S, é possivel mostrar por uma simples verificagao

que a conexao de Levi-Civita V de S induzida por H? é dada da seguinte forma
VyX(p) = (VX (p)"

onde X e Y sdo extensoes locais dos campos X e Y em uma vizinhanca de p em H?3.

Note que a expressao para V estd bem definida, isto ¢, ndo depende das extensoes esco-
lhidas para X e Y. De fato, VX s6 depende do valor de Y no ponto p e do valor de X
ao longo de uma curva ¢ : (¢,¢) — H? que passa pelo ponto p com velocidade Y (p). Como
Y(p) = Y(p) € T,,S, esta curva pode ser tomada em S, tendo assim X (c(t)) = X(c(t))

para t pequeno. Por esta razdo, escreveremos Vy X para campos locais definidos em S



sem mencionar extensoes para X e Y.
A fungao V traduz todas as propriedades geométricas intrinsecas a S. Para analisar
as propriedades do mergulho de S em H?3, é preciso olhar para a componente normal de

V. As duas definicoes a seguir sdo as que mais nos interessam nessa secao.

Defini¢ao 2.2. Seja U C S um aberto e X, Y € x(U). Definimos a fun¢io B : x(U) X
X(U) = x(U)* por
B(X,Y) = V&'X — VyX.

A funcdo B € chamada de sequnda forma fundamental de S em H?.

Verifica-se da defini¢ao que B é simétrica e bilinear sobre o anel D(U). Em particular,

se X : Q C R? - S é uma carta local definida em uma vizinhanca de um ponto p € S

0
e X; = — sao os campos coordenados, entao escrevendo X = Y x; eY =>y—,
temos que
0 0 g 0
B(X,Y)=8B i— ) = i B(=—, ——).

Em particular, B(X,Y)(p) depende apenas de X(p) e Y(p). Isso nos permite escrever
B(z,y) com z,y € T,5 sem ambiguidade. A partir dessa observagio, seguiremos com a

proxima definicao fundamental dessa secao.

Defini¢do 2.3. Dado p € S e fizando um vetor n € (T,S)*, com |n| = 1, definimos a
fungao Sy, - T,S — T,S por

A fungao S, é um andlogo para H? da derivada da aplicagdo de Gauss para superficies
em R?. Como B é simétrica, entdo S, possui uma base de autovalores ortonormais
{e1, €2}, com autovalores ki, ky. Define-se a curvatura extrinseca de S por K, = kiko

k1+ko
2

e a curvatura média de S por Hj, = . A curvatura extrinseca pode ser usada para

calcular a curvatura de S a partir da equacao de Gauss, enunciada a seguir.

Teorema 2.1. Sejam R e R os tensores curvatura de Ricci da superficie S e H?, respec-

tivamente. Entdo vale a sequinte equacao

Em particular, seja Kj, a curvatura hiperbdlica de S, K = —1 a curvatura de H? e

z,y € T,S ortonormais, entao:
K —K=K+1=g(B(x,z),B(y,y)) — | B(z,y)|*

9



Corolario. Escolhendo x = e1 e y = ey na expressao acima, onde e1 e ey sao autovalores
ortonormais de S,, entio B(x,x) = kin, B(y,y) = kon e B(xz,y) = 0. Em particular,
vale a sequinte formula

Ky =Ko — 1. (2.4)

Dessa forma, se escrevermos K.,; em termos dos coeficientes da primeira e da segunda
forma fundamental atingiremos o objetivo dessa se¢ao. A seguinte proposicao reduz esse

problema a uma simples questao de algebra linear.

Proposicao 2.3. Sejap € S, v € T,S en € (T,9)*, com |n| =1, e seja N a normal
de S definida em uma vizinhanga U C S de p com N(p) = n. Nessas condigoes, vale a
sequinte expressao para S,

S, =—(V.N)".

Demonstracao. Seja y € T),S e sejam X e Y campos locais de vetores tangentes a S
que estendem z e y. Como g(N,y) =0, temos g(VxY,N) = —g(Y,VxN). Dai,

9(Sy(x),y) = 9(B(X,Y),N) = g(VxY,N) = —g(Y,VxN) = g(=V.N,y).

Como y € T,,S é arbitrario, segue o resultado.

2.3.1 Curvaturas em H?*

Para calcularmos K.,; em termos dos coeficientes da primeira e da segunda forma
fundamental, considere uma carta local X : U C R?> — S em uma vizinhanca de p € S.

A matriz de S, pode ser escrita na base {X,, X,} como a matriz {a;;} onde

Lj=11
Sn(Xu) = allXu + a21Xv> Sn(Xv) - a12Xu + a22Xv~

Tomando o produto interno das expressoes acima com X, e com X,, temos o seguinte

sistema linear:

—ep = an by, + a1 Fp,
—fn = a1 Fy + an Gy,
—fn = a12Ep + ag Iy,

—gn = a12F}, + axG).

Resolvendo o sistema, podemos mostrar a seguinte proposicao.
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Proposicao 2.4. Valem as sequintes formulas para a curvatura extrinseca Ko, para a

curvatura hiperbolica Kj e para a curvatura média Hy, de S:

Kow = det({ai;}) = ongn = i (2.5)
ext 1) EhGh . F}%7 .
engh — fi
Ky = Koy —1= 290 " Jh 4 2.5h
" ! E,G), — F? (2.5b)

LenGh —2fnFh + gnbn
5 EnGh—FZ

Hy = ;tr({aij}) = (2.5¢)

Outra férmula que sera 1til mais adiante é a descrita na proposicao a seguir.

Proposicao 2.5. Seja S uma superficie definida no semiespago superior, K a curvatura
euclidiana de S, H curvatura média euclidiana de S, K, a curvatura hiperbolica de S e

Hj, a curvatura média hiperbolica de S. Entao valem as sequintes formulas

1
K = E(Kh —2n3Hy +m3 + 1), (2.6a)

3
_ Hp—mns3
T3 ’

H (2.6b)

onde n3 € a terceira componente da normal euclidiana e x3 € a terceira coordenada de S

na base canonica.

Demonstracgao. As proposigoes 2.2 e 2.4 permitem escrever a expressao acima em termos

de x3, n3 e dos coeficientes da primeira e segunda forma euclidianas. Basta fazer a
substituicao e ver que a igualdade se verifica.

O]

Outras férmulas 1teis sdo as férmulas para as curvaturas das superficies paralelas a .S

na geometria hiperbdlica, que chamaremos de superficies h — paralelas.

Proposicao 2.6. Sejam S C H? uma superficie, St uma superficie h-paralela a S obtida
andando uma distancia t ao longo das geodésicas que cortam S ortogonalmente. Sejam
também K, a curvatura hiperbdlica de S, Hy, a curvatura média de S, K} a curvatura

hiperbélica de S* e Hf a curvatura média de S*. Entdo

Ky
s2K;, — 2Hpsc + ¢ + 52’
(2 + s Hy, — sc(Kp, +2)
2K, — 2Hpsc+ c2 + 527

K! = (2.7a)

H. = (2.7b)

onde s = senh(t) e ¢ = cosh(t).

Demonstragao. Por 2.3, cada ponto p' € S* é obtido a partir de um ponto p € S
pela expressao P' = cosh(t)P + senh(t)N(p), onde N é a normal de S. Dada uma carta
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X :U C R? — S, considere a carta X' : U — S* induzida por X, isto é, X'(u,v) =
cosh(t) X (u,v) + senh(t)N(u,v). Usando a proposigdo 1.2 para calcular K} e H} pela
carta X', e K, e H,, pela carta X, as igualdades acima se verificam.

Em [6] ¢ possivel ver as contas feitas com detalhes.

Corolario. A proposicao acima, juntamente com a proposicao 2.5, fornece

1

1
———(c® 4+ 2nksc + (n})*s*) K+

q(z5)?
1
(L) (—2sc — 2n4(c* + 8%) — 2(nk)?sc) Hy+
3
1
) (4 %+ dnksc + (¢ + sH)(nh)?),
3

onde ¢ = s*K}, — 2Hpsc + ¢ + s2.

2.4 Representacao de Weierstrass para superficies ma-

ximas em L3

Nos proximos capitulos, iremos mostrar como construir solitons de translagao do fluxo
da curvatura média harmonica a partir de superficies médximas no espaco de Lorentz
L3. As superficies maxima de L? possuem uma caracterizacao semelhante as superficies
minimas de R®. Apresentaremos a seguir esta caracterizacdo, chamada representacio de
Weierstrass para superficies maximas, e introduziremos o conceito de superficie maxima
conjugada, que desempenharda um papel crucial na construgao dos soélitons de translacao

do fluxo da curvatura média harmonica.

Teorema 2.2. Toda superficie mdzima do tipo espago de L® é representada localmente

por

X(Q) = Re [(GF(1+ ), 5f(0~ ), ~fa)d¢,  CeD,

onde D é um dominio simplesmente conexo de C, [ uma fung¢ao holomorfa e g uma
fungdo meromorfa tal que fg* é holomorfa em D e |g(¢)| # 1,Y¢ € D. Além disso, a

parametrizacio X € conforme.

Demonstragao. Ver [7].
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Definicao 2.4. Nas condigoes do teorema acima, a superficie

XQ) = Im [(G(1 4+, 571~ 7). ~fo)dC, (€D,

E chamada de superficie maxima conjugada a X.

E possivel mostrar que X* é de fato uma superficie maxima, sendo consistente com o
nome dado. De fato, X* pode ser tomada a partir da representacdo de Weierstrass de X

trocando f por if.
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Capitulo 3

Um invariante associado a

superficies paralelas em H?

No artigo [1], os autores mostram que se Y é uma superficie que satisfaz K = Kj,

entao as superficies h-paralelas a Y também satisfazem K* = KJ.

Nessa secao, iremos mostrar um resultado mais geral, isto é, que 7 é constante ao
h
longo das superficies h-paralelas a Y.

Esse resultado sugere o estudo da quantidade ][(( em varios contextos relacionados a
congruéncias de geodésicas, uma vez que as superficigs ortogonais estao definidas a menos
de uma transformacao h-paralela e, nesse caso, essa é uma quantidade comum a todas as
superficies ortogonais.

Como — é um invariante por h-paralelas, o artigo em [1] pode ser interpretado como
uma analise hdo caso em que esse invariante é constante positivo.

Antes de seguirmos ao teorema principal, faremos uma breve observagao. Seja S uma
superficie no modelo do semiespaco. Para escrever K e H! em termos das curvaturas
hiperbélicas de S, conforme 2.6, precisamos também calcular x} e n}. Para isso, considere

a seguinte funcao

U9 us 1

(I)(Ul,UQ,Ug,U4) = ( ) )

U —Ug U —Ug U — Uy

que mapeia o hiperboléide no semiespago, e sejam P = (Py, P, P3, Py) e N = (nq,ng, n3, ny)
a posicao e o campo normal, respectivamente, da superficie S identificada por ® no mo-
delo do hiperboléide. De 2.3, P' = cosh(t)P + senh(t)N e N* = senh(t)P + cosh(t)N.

Dai, segue imediatamente que
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1 1
T3 = —, rh = (3.1a)
P cp + sn
n ‘ sp+cn
=2 = — 3.1b
3 pa 3 cp+ sn ( )

onde p=P — Pyen=mn; —ny.

Vamos ao resultado principal desta segao.

Teorema Seja S uma superficie no semiespaco superior de R? e seja S* a superficie h-
paralela a S de distancia t. Se S* é uma superficie regular, entao considerando as notacoes
do capitulo 1, temos que

K K'— KK} = 0.
Kt
Ky Ki
Demonstragao. Vamos escrever K, K' — KK} em termos de suas quantidades hiperbé-

Em particular, se K # 0 # K}, entdo

licas. Pelas proposigoes 2.5, 2.6 e pelo corolario 2.3.1, podemos escrever K', K} e K em
termos de K} e Hj, da seguinte forma
1 2
K= P(Kh — 2n3H), + 3 + 1),
3
Ky

K} =
2K, — 2H,sc + ¢ + 82

K'= (¢* + 2nksc + (n4)?s®) K+

q(75)?

1
(—2s¢ — 24(c? + %) — 21)%sc) Hy

q(x5)?
1

W(Cz + 5%+ Anisc + (& + 7)) (15)?).

Q

Queremos mostrar que (K, K'— K} K) = 0. Multiplicando essa expressdo por q(x%)?(z3)?,
por simplicidade, e usando as expressoes acima para K, K e K}, obtemos
q(x3)* (23)*(Kp K — K, K) =
[(c* + 2ngsc + (15)"s%) (w3)* — ((25)*)] K+
(=250 — 20(c2 + 5%) — 205250 (23)? + 200L)?) (@)1 K Hot

(¢ + s> +dnisc+ (& + 7)) (05)?) (w3) + (=) — 1) (25)*] K =
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AVK? 4 Ay Ky Hy, + AsKy,,

onde as defini¢oes de A;, Ay e Az ficam subentendidas pela expressao acima. Para provar
o teorema, basta entao verificar que A; = Ay = A3z = 0. Vamos verificar apenas que
A; = 0, pois as demais verifica¢oes sao rigorosamente analogas. Aplicando as expressoes

3.1 para x3, x4, 13 e Nk, temos que

Ar = [(® + 2nfysc + (n5)*s”) (z3)" — ((23)°)] =

Lo plrten | glpre 1
p? (cp + sn) (cp+sn)?  (cp+sn)?
1
W<CQ(CP + sn)® — 2s¢(sp + en)(cp + sn) + s2(sp + en)? — p?) =
1 4 9 22 9 4 92 9 1 ) ’eo
P+ P 7 —p) = ——— (=) —1).
Plp e O Ty sy —p) = s ((@ =) =)
Substituindo ¢ — s> = 1 na expressao, chegamos a
P (cp + sn)? -

Da mesma forma pode-se mostrar que As = A3 = 0, o que conclui a demonstracao do
teorema.

[]
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Capitulo 4

Supertficies isocurvadas e

anti-isocurvadas

No artigo [1], os autores estudaram o problema de encontrar superficies imersas em
R? satisfazendo K = Kj,. Nesse trabalho, mostraremos como encontrar superficies que
satisfazem K = —Kj, que é apenas citado em [1] sem muitos detalhes formais. Além
disso, mostraremos que é possivel adaptar essa construgdo para encontrar superficies
satisfazendo K = cKj}, com ¢ uma constante nao nula.

Além disso, apresentaremos uma relagdo entre os soélitons de translagao do fluxo da
curvatura média harmonica com as superficies que satisfazem K = —4K,. Por tultimo,
usaremos essa relagao para construir exemplos desses solitons. De agora em diante usa-
remos a defini¢ao a seguir.

Definicao. As superficies que satisfazem K = cKj, com ¢ > 0, sdo chamadas isocurvadas

e as superficies satisfazendo K = —cKj,, com ¢ > 0, sdo chamadas anti-isocurvadas.

4.1 Construcao das superficies isocurvadas

O processo introduzido no artigo [1] para produzir superficies com essa propriedade
¢ feito considerando-se uma superficie S C R minima com relacdo a métrica euclidiana
e orientada, e associando a essa superficie uma familia de geodésicas hiperbdlicas de tal
forma que as superficies ortogonais a essa familia tenham tal propriedade. As geodési-
cas hiperbélicas sao semi-circulos ortogonais ao plano 3 = 0 ou retas verticais. Esse
semi-circulo fica determinado se definirmos seu centro o, seu raio R e um vetor e; que,
juntamente com o vetor e3 = (0,0, 1), determinam um plano que o contém. Para isso,
seja Py 1 R — R? a projecao ortogonal no plano x5 = 0, J : B2 — R? a rotacao de
angulo g no sentido anti-horario no plano z3 = 0 e seja N : S — S? um campo normal

unitario a S. Suponha também que N é nao vertical em todo ponto. Para cada ponto
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p € S, definimos entdao o centro o, a direcdo e; e o raio R da seguinte maneira:

0(p) - th.(S<p)), (41&)
 J(Pan(N)))

@(p) P (V)1 (4.15)

)= 1B (VG (4.1

A questao entdo se concentra em achar uma funcao diferenciavel 6 : S — (0,7), de

forma que a fungdo Y : S — R? | definida por
Y =0+ R(cos(f)e; + sen(f)es), (4.2)

seja tal que, em cada ponto p onde Y é uma imersao, o plano tangente a Y em Y (p) é
normal a geodésica associada ao ponto p € S. Em outras palavras, dada uma parametri-
zacdo X : U C R* — S definida em um dominio U e escrevendo Y nesse mesmo sistema

de coordenadas, 6 deve ser tal que o sistema de equagoes diferenciais abaixo se verifique
<Y,,—sen(f)er + cos(f)es >= 0,

<Y,,—sen(f)e; + cos(f)es >= 0.

Por uma conta simples, é facil ver que esse sistema equivale ao seguinte sistema de

equagoes diferenciais:

senf

eu = R < Oy, €1 >,
sent
0, = 7 < 0w >

6., 0,

— e[, = —.
o . ' send send
Fazendo essa substitui¢ao no sistema acima, obtemos o problema de achar uma funcao

0
Aplicando a mudanga de varidveis 8 = log(tan—), temos 3, =

£ : U — R que satisfaca

Bu=— <oy €1 >, (4.3a)

< Oy, €1 > . (4.3Db)
Note que 6 = 2arctan(e®). Dai,
sen(6) = sen(2arctan(e”)) = 2sen(arctan(e’))cos(arctan(e?)) =
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, ¢ 2 1
VIiteV1+e e P+ef cosh(B)

E por uma conta analoga, temos

cos(0) = tanh(p).

Desse modo, temos o seguinte problema equivalente.

Problema. Definir a fungioY : U — R por

Y =0+ R( e1 + tanh(f)es).

L
cosh(f3)

onde [ satisfaz o sistema 4.3

A condicao de Frobenius para que o sistema 4.3 tenha solucao é

0,1 0,1
%(E < Oy, €1 >) = %(E < 0y, €1 >) (44)

Usando 4.1, é possivel verificar, conforme feito em [1], que vale o seguinte resultado.

Proposicao 4.1. O sistema 4.3 possui solugio se, e somente se, X(U) C S € uma
superficie minima ou um cilindro sobre uma curva plana em aRi. Além disso, nos pontos

onde Y € uma tmersao, vale K = Kj,.

O artigo [1] também mostra que, considerando S uma superficie do tipo tempo de
curvatura média zero na geometria de Lorentz, e considerando a construgao 4.1 feita com
a normal Lorentziana, entao o sistema 4.3 possui solu¢ao. Além disso, nos pontos onde

Y é uma imersao, também vale K = Kj,.

4.2 Construcao das superficies anti-isocurvadas

Vamos mostrar nesta secao que ¢é possivel fazer uma construgdo andloga a da segdo
anterior para construirmos superficies anti-isocurvadas.

Seja S C L? uma superficie orientada, onde L? é o espaco de Lorentz, e denote por N,
a normal de S. Suponha também que N, é nao vertical, isto é, N; ¢ {(0,0,1),(0,0,—1)}.
Definimos uma familia de geodésicas da mesma forma que em 4.1, porém considerando

N; ao invés de N, ou seja
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U(p) - Phor(S(p>>7 (45&)

I (Phor(Ni(p)))
alp) = PN (4.5b)
R(p) = Bor (N )| (4.5¢)

Considere o problema de achar uma superficie definida em U que seja ortogonal a
familia de geodésicas definidas por 4.5. Novamente, queremos resolver o problema de

achar uma fungao 6 : S — (0, 7) tal que a fungdo Y : S — R? dada por
Y =0 + R(cos(f)e; + sen(f)es), (4.6)

seja tal que, em cada ponto p onde Y é uma imersao, o plano tangente a Y em Y (p) é
normal a geodésica associada ao ponto p € S.
Da mesma forma que na secao anterior, em um sistema de coordenadas X : U C R? —

S, isso equivale a resolver o sistema

1

Bu= 5 <Oou 1>, (4.7a)
1

By = 7 < Ouner>. (4.7b)

Feita essa observacao, temos um resultado parecido com o da secao anterior.

Teorema 4.1. Seja S uma superficie simplesmente conexa do tipo espaco de L. Entdo
existe 0 : S — (0,m) satisfazendo a condicao de ortogonalidade para a fun¢ao Y definida

em 4.6 se, e somente se, S é uma superficie mdxima de L3.

Demonstracao. Como S é do tipo espaco, podemos supor que S é o grafico de uma
funcao ¢ : U C R? — R definida em um dominio U. Queremos verificar a condicao para
que o sistema 4.7 possua solugao. Isto €, pela condi¢ao de Frobenius, queremos verificar
que

e )= (< )
R “ou R T

Nesse caso, como S é do tipo espago, temos |Vi)| < 1, e também

1
Nz(% U) = 1—|W|2(_%’ — 1y, —1)'
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Dai, é possivel calcular o, e; e R conforme abaixo.

o(u,v) = (u,v,0), (4.8a)
1
e1(u,v) = =—(—1y, ¥y, 0), 4.8b
(1,0) = (0, 0) (4.5b)
V31—V
R(u,v) = Y————. 4.8¢
() = e (1.5¢)
Substituindo as expressoes acima, segue por uma conta direta que
8 ]. a 1 - wvv¢3 - Qwukul/}v + ¢uu1/)12; - 1/}1)1) - ¢uu
ook =7 ) (R < n) = (1= Vop)™ |

Isto é, a condigao de integrabilidade é satisfeita se, e somente se,

¢UU¢3 - 2wuku¢v + ¢uu¢3 - wvy - @ZJuu =0.

Que é exatamente a equacao das maximas para uma superficie tipo espaco. Isso conclui
a demonstracao do teorema.
m

Antes de irmos para o teorema principal desta secao, vamos fazer uma breve observa-

\H—WMJ

e1 e ez conforme a expressao

¢ao. O vetor normal N; = — 1)y, —1,, —1) pode ser escrito em termos de R,

1 R?+1
M:—th—R+e& (4.9)
1 . < . T . S :
onde Je; = W(@/}u, 1,,0) é uma rotacdo de angulo 5 1o sentido anti-horario, conside-

rando o plano z = 0 orientado pelo vetor e3. A justificativa desse fato se baseia em uma
mera substituicdo em 4.9 das expressoes 4.8.
Vamos mostrar agora que as superficies construidas a partir de 4.5 sdo de fato super-

ficies anti-isocurvadas, conforme o teorema a seguir:

Teorema 4.2. Seja S uma superficie mdzima do tipo espago com normal N; nao vertical
em todo ponto. Se ¥ € uma superficie ortogonal a congruéncia de geodésicas definida por

4.5, entdo X é uma superficie anti-isocurvada.

Demonstragao. Seja p € ¥.. Queremos mostrar que K (p) = —Kj(p). Pela proposicao 3,
basta provar que X! é anti-isocurvada para alguma superficie 3¢ h-paralela a X. Portanto,
trocando ¥ por X! para um pardmetro ¢ pequeno, caso necessario, podemos supor sem

perda de generalidade que a normal euclidiana N a ¥ é nao horizontal. Dessa forma, >
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pode ser parametrizado em uma vizinhanga de p como o grafico de uma func¢ao ¢ definida
em um dominio U, onde a normal euclidiana de > é nao horizontal nessa vizinhanca
coordenada.

Seja entdao Y : U C R? — ¥ uma parametrizacao local em torno de p, da forma

Y(u7 U) = (ua v, gb(u, U)),

definida em um dominio U em que a normal N de 3 é ndo vertical em Y (U). Como basta,
fazer os cédlculos localmente, vamos supor sem perda de generalidade que ¥ = X(U)
Vamos descrever 0, e; e R em termos de ¢. Temos que e; é o vetor unitario na direcao da

projecao de N no plano z = 0, isto ¢,

1

= W<_¢ua _¢’U7O)‘ (410)

€1

Observe também que o campo 7 definido por

(=¢u, =w, 1) = [Voler + €3

é normal a . Ao ponto Y (u,v), estd associada uma geodésica contida no plano F', onde
F ¢é a translacao por o do plano gerado por e; e e3. O vetor n é tangente a esta geodésica.
isso significa que o centro o de C esta na intersecao do plano z = 0 com a reta contida

em F' e ortogonal a 7. Dito isso, definindo a reta r por
T(t) = (U’v v, ¢(u7 U)) + t(_el + |V¢|€3)7

e calculando a intersecao de r com o plano z = 0, obtemos ¢ conforme a seguir

66 0,
Vo2 [Ve*

0). (4.11)

o= (u

Por ultimo, temos que R = |Y (u,v) — o(u, v)|. Fazendo os célculos, obtemos

Vol

Agora, note que, como N; é do tipo espaco, entao S é localmente descrito como grafico

de funcao, e dai podemos escrever S em coordenadas (u,v) por

X:U—ng.
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Pela observacao 4.9, temos que

1 R?+1
N, = _Ejel — R+63.
As condigoes de ortogonalidade sao
< X,,N >=0, < X,,N >=0,
o que nos fornece
(0 ! < oy, Je; > (4.13a)
= ——— < 0y, Je; >, 13a
R?2+1 '
1
y = ———— < 0y, Je; > . 4.13b
v R? 41 ! ( )
Usando que 9, = 1., temos que
0 1 0 1
——— < 0,,Je; >) — ——— < 0,,Je; >) =0. (4.14)

%( VRZ+ 1 %( VRZ+ 1
Utilizando as expressoes 4.10, 4.11 e 4.12, obtemos

_# <o Jes >— ¢¢v¢uu - ¢¢u¢uv - ¢12L¢U — ng
uy 1 - )
Vo12\/(|Vo2 +1) + Vo

VR +1

Oy, J€1 >= .
Vol2\/62(IVo]2 + 1) + Vo2

VR I

Substituindo em 4.14, obtemos a equacao ., = ¥, em termos de ¢. Por outro lado,
usando 2.4 e 2.2, vemos por uma conta direta que essa equagao ¢é equivalente a equacao
K =—-Kj,

O]

4.3 Adaptacao da construcao

Mais adiante mostraremos que os sélitons de translacao do fluxo da curvatura média
harmonica estao relacionados com superficies anti-isocurvadas. De modo preciso, tais
sOlitons estao relacionados com superficies que satisfazem K = —4K) e com a familia
de geodésicas ortogonais a estas superficies. Apresentaremos a seguir uma maneira de
construir superficies com essa propriedade a partir de superficies que satisfazem K = — K},

conforme construidas em [1] .
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Segue facilmente que, se uma superficie satisfaz K = — K}, entao dilatando tal su-
perficie por um fator A = 2 obtemos uma superficie que satisfaz K = —4Kj;. Vamos
mostrar agora como adaptar a construcao feita em 4.1 para que as superficies ortogonais
satisfacam K = —4Kj,.

Seja Y definida conforme 4.2, com as fungoes o,e; e R definidas conforme 4.1, e seja
também Y a superficie definida na secdo anterior como a dilatacdo de Y com fator de
dilatacio A > 0. Temos, em cada ponto p = Y (u,v) = AY (u,v), uma geodésica associada
a esse ponto com a propriedade de que essa geodésica passa pelo ponto p com velocidade
N(p), onde N é a normal a Y. A essa geodésica estdo associadas as funcdes 7, € e R,

conforme definidas em 4.1. Vamos verificar a seguinte proposigao

Proposicao 4.2. De acordo com a notag¢io do pardgrafo anterior, valem as sequintes
formulas
T = Ao, R =R, e =e;. (4.15)

Demonstracao. De fato, como Y, = \Y, e Y, = \Y,, temos que

AN Y, XY,
| 2 YuxY,|

_ Y Y
N szv
Y. xY,

Em particular, ey(u,v) = e1(u, v).

Além disso, se N(u,v) = N(u,v) # (0,0,1), entdo a geodésica associada ao ponto p
é um arco de circulo centrado em um ponto do plano z = 0. Se v = (v, v9,v3) é um
vetor normal a N(u,v), com v pertencente ao plano gerado por N(u,v) e (0,0, 1), entdo
o ponto &(u,v) é a intersecao da reta r(t) = Y (u,v) + tv com o plano z = 0. Da mesma
forma, como N = N, entdo o é a interse¢io da reta s(t) = Y (u,v)+tv com o plano z = 0.
Escrevendo Y (u,v) = (z1,79,73) e Y(u,v) = (Az1, Ao, Ax3), temos que a reta r(t) =

(Axy +tvy, Axg + tug, Ax3 + tus) intersecta o plano z = 0 quando ¢ é tal que Azg + tvg = 0,
—>\I3

x
2 ¢ portanto (u, v) = r(

isto é, quando t = — ) = Ax — Ly, T3 — 213, 0). De
maneira semelhante, é possivel mostrar que o(u,v) = (21 — oy, T3 — 2, 0), ou seja,
o(u,v) = Ao(u,v).

No caso em que N(u,v) = N(u,v) = (0,0,1), temos 7(u,v) = Phor(Y(u,v)) =
Pror(AY (1, 0)) = APpor (Y (u,v)) = Ao (u,v).

Por ultimo, R(u,v) = |o(u,v) — Y (u,v)

a verificacao de 4.15.

| = [Ao(u,v) — AY (u,v)| = AR, o que conclui

]
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Capitulo 5

Solitons de translacao do HMCEF e

superficies maximas

Nesse capitulo, iremos relacionar as superficies anti-isocurvadas com os soélitons de
translacao do fluxo da curvatura média harmonica. Mostraremos também como usar essa

relacao para produzir exemplos desses sélitons.

5.1 Caracterizacao dos sélitons do HMCF como gra-

fico de funcao

Nessa segao vamos escrever a equacao K = 4Hcos(f) para um grafico. Seja ¢ : U C

R? — R?® uma funcao diferencidvel e defina a superficie
X (u,v) = (u,v, ¢(u,v)).

Uma conta simples mostra que

_ ¢uu¢vv - 12“)
BETEr o

2(1+ ¢2 + ¢2)?
cos(0) = . (5.1c)

J1+62+¢2

Proposicao 5.1. Seja S o grifico de uma fungdo ¢. A superficie S satisfaz K = 4H cos(6)

H = , (5.1b)

se, e somente se, ¢ satisfaz

¢uu¢vv - ¢12w - 2¢uu - 2¢vv - 2¢Z¢vv - 2¢12;¢uu + 4¢uv¢u¢v = 0 (52)
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Demonstracao. Usando as expressoes 4.2, 4.3 e 4.4, temos:

¢uu¢vv - %w _ 4 (1 + ¢i)¢vv - 2¢u¢v¢uv + (1 + ¢12;)¢uu PN

R S (P iy e A1+ +oh)!

¢uu¢vv - iv - 2¢uu - 2¢U’U - 2¢i¢vv - 2¢3¢uu + 4¢uv¢u¢v - 0

[]

Corolario. Todo soliton de transla¢io do fluxo da curvatura média harmonica pode ser
obtido por uma rotagao e uma dilatagdo a partir do grdfico de uma funcdo ¢, definida em

um dominio U, em que ¢ satisfaz

¢uu¢vv - 12“; - 2¢uu - 2¢vv - 2¢Z¢vv - 2¢12;¢uu + 4¢uv¢u¢v = O

Demonstracao. Segue imediatamente do corolario 2.1

5.2 Relacao entre os sélitons do fluxo HMCF e su-

perficies anti-isocurvadas

Em 4.1, nés apresentamos uma forma de descrever localmente uma familia de geodési-
cas hiperbdlicas. Identificando a fronteira de H® com R?, uma segunda forma de se fazer
essa descricdo ¢ a partir de uma funcao diferencidvel f : U C R? — R?, definida em um
dominio simplesmente conexo U, sem pontos fixos. Para cada ponto z € U, f determina
uma tnica geodésica que passa pelos pontos x e f(x). Isto é, f determina uma geodésica

com centro o, ratio R e contida em um plano gerado por e; e e3 = (0,0,1) com

flz)+z

o(x) = )2, (5.3)

R(z) = W (5.4)
_ f@) -

“ ) el )

(5.6)
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A condicao para que exista uma superficie ortogonal a familia de geodésicas definidas
por f é, conforme feito em, [8], que exista uma fun¢ao ¢ definida no dominio U, de tal

forma que
LY
Vo[

O principal objetivo desse capitulo é mostrar que, uma vez que as superficies ortogonais

f(x)

a familia de geodésicas definida por f satisfacam K = —4K,, o grafico da fungao ¢ satisfaz
a relacdo K = 4Hcos(f). Antes de provar esse fato, vamos apresentar alguns resultados
que serao importantes.

O artigo [8] descreve os coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental
hiperbdlica das superficies integraveis em termos de ¢. O resultado que iremos utilizar
segue descrito abaixo.

Seja X : U C R? — H? uma parametrizacao local de uma superficie ortogonal a nossa

congruéncia de geodésicas dada conforme 5.2, onde

|f(z) — =] flx) -

o(x)=—5—, R(z)= B , 81:m7

€3 = (0, 0, 1)

Note que as defini¢oes de o, R e e; desempenham o mesmo papel que em 4.1.
Queremos descrever a equagdo K = cKj, com ¢ < 0, em termos da funcao ¢. O

artigo [8] enuncia o seguinte resultado.

Proposicao 5.2. Considerando as construcoes acima, a matriz da primeira e da sequnda

forma hiperbolica de X em termos da fungdo ¢ sao dados da sequinte forma

1

9= (9;) = 15 (0B + )%, (5.7a)
1

h=(hij) = E(A2I — §2B?). (5.7b)

E também se verificam as sequintes formulas para cosf e senf

C|Vp|Pe 1 — 1
0 = .
cos CNoPe 11 (5.8a)
2V C|Vgle2¢
0= .8b
sen CNoPe @11 (5.8b)

onde B = Hess(¢p) —2M + M, M = (¢5,05,), A = [Vo|*>, § = C|Vo[Pe™®, C >0 ¢

uma constante que depende de qual superficie paralela estamos fazendo os cdilculos e a
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orientagao considerada é N = (senfle; — cosbfes).

Dessa forma, podemos calcular

_ _©ngn — fi 1= det(g) 1= hithey — hi, 1
E,G, — F} det(h) G11922 — Gio ’

Ky

e também

_ L Engn = 2E0fn + Gren 1 hngan — 2hiag1a + haagn

H =
h—9 EnGy, — F? 2 G11922 — Gia

Para calcular a curvatura euclidiana K de X, vamos usar a relacao 2.5 que nos da K

em termos das quantidades hiperbélicas de X. Temos entao

1
K = —(Kp = 2(Hy = n3)ns = 7+ 1).
3
Precisamos também escrever x3 e 13 em termos da funcao ¢. Fazendo isso, obtemos

imediatamente

CIVePet® =1 C(¢3+¢2)e ' —1
ClVoPe @ +1  C(2+¢2)e 11

N3 = —cost =

[fle) == 1
2 2V’

Agora, para calcular x3, sabemos que 3 = Rsenfl. Como R =

temos

L O™ | VOe* O™
ST oVg|| ClVePRe e + 1 CIVee ™ +1  C(¢2 + ¢2)e 4@+ 1

Para calcular a matriz g = (g,;), fazemos

1 ) A
= —(6B )?=-B>+2B+ =1.
g M((S + AI) ;y + +5

1
Como A = |Vo|* e 6 = C|V|>e™*?, temos i =Ce e 2 = 6e4¢. Além disso,

¢uu ¢uv ¢3 ¢u¢v 2 2 L0 ¢uu - Qbi =+ ¢12; ¢uv - 2¢u¢v
B= —2 + u+ ) =

0 1

QSU’U ¢U’U QS'U/ ¢U ¢3
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1)
Calculando — B2, segue que

A
éBQ — C€—4¢ (_Q% + ¢12; + ¢uu)2 + <_2¢u¢v + ¢uv)2 _(2¢u¢v - ¢u,v)(¢uu _l' ¢vv)
_<2¢u¢v - qu,v)(gbuu + ¢vv) (_2¢u¢v - ¢uv)2 + (QS% - ¢12; + ¢vv)2
) AL . .
E portanto, as entradas de g = XB + 2B+ gl sdo conforme descritos abaixo

1
g1 = Ey = C€_4¢(_¢i + ¢12; + ¢uu)2 + 06_4¢(_2¢u¢v + ¢uv)2 + 2(¢uu - Qbi + ¢12;) + 6€4¢7

gi12 = Fh - _Cei4¢(2¢u¢v - (bu,v)((buu + ¢vv) + 2(¢uv - 2¢u¢v)7

g22 = Gh = C€_4¢(_2¢u¢v - ¢uv)2 + 06_4¢(¢i - ¢12; + ¢vv)2 + 2(¢vv + QSZ - ng) + é€4¢~

Analogamente, de 5.7b, a matriz da segunda forma é dada por

A b
h=>=I—-—B2
5 A

) A )
Usando a expressao calculada para XB2, segue que as entradas de h = 51 — XBQ sao da

seguinte forma
1
hll =€ép = 664¢ - 06_4¢(—¢i + ¢12; + ¢uu)2 - O€_4¢(_2¢u¢v + ¢uv)27

h12 == fh = Cei4¢(2¢u¢v - ¢u,v)(¢uu + (,bvv)?
h22 = gn = ée4¢ - C€_4¢(_2¢u¢v - ¢uv)2 - 06_4¢(¢i - ¢12; + ¢vv)2-

Com isso, estamos prontos para escrever a equacao K = —4K), em termos de ¢. Isto

fornece o resultado a seguir.

Teorema 5.1. Seja U C R? um dominio e S o grdfico de uma funcdo ¢ : U — R cujo

V¢ nao se anula. Entao S satisfaz

K
4cos(0) = T

se, e somente se, as superficies ortogonais a familia de geodésicas induzidas pela fung¢do

Vo

f(l’):l”rw

satisfaz K = —4K,
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Demonstracao. Usando a proposicao 2.5, a equacao K = —4 K} equivale

1
?(Kext - 2Hh773 + 77:?) = _4Kh
3

Usando agora a proposicao 2.4, obtemos

4 chgh — €p )t engh — €, +n€hGh_2€hFh+ghEh 2
l‘g EhGh—Fg 3 EhGh—F}% )

Que por sua vez, multiplicando ambos os lados por C(E,G), — F?), é equivalente a

—4C (engn — €5 — ExGy + Ff) =

C
P(ehgh — e + n3(enGh — 2enFy, + gnEp) + (EpnGh — F7)13).
3

E possivel ver, a partir de um extenso célculo, que a equacéo acima é equivalente a 5.2.
Porém, uma conta direta seria extremamente longa. Vamos apresentar uma andalise que
nos permite concluir que a equacao acima é de fato equivalente a 5.2 sem calculos muito
extensos. Fixe um ponto (u,v) arbitrario. Pela proposicao 3, a relagdo acima é satisfeita

para todo C variando em um intervalo I. Observe agora que a expressao
—4C(ehgh — 6% - EhGh + F}?)

¢ um polinomio P;(C) de grau 2 em C. Uma andlise simples nas férmulas encontradas

para Ey, Fj,, Gy, ep, fn € gn, nos mostra o termo independente deste polinomio é igual a

g = —p 4(—2(buu — 02 + 02) + —2(dvo + 02 — 62)) = 8€” (uu + Duo)-

Uma analise analoga no lado direito, nos fornece que

C
?(ehgh — e — 2n3(enFy, — 2f Fy + gnEn) + (EnFy — F)n3)
3

¢ um polinomio P,(C) de grau 2 em C' com termo indepentente

bo = —4ep” (202 buy — 40uPuBus + 202 Puu + B2y — Guubun)-

Como ambos os polinomios sdo iguais em um intervalo I, devemos ter ag = by, 0 que

equivale a equacao

¢uu¢vv - 12w - 2¢uu - 2(251)1) - 2¢Z¢vv - 2¢3¢uu + 4¢uv¢u¢v = 0
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Em particular, se as superficies ortogonais a familida de geodésicas satisfazem K = —4Kh,
entdo ¢ satisfaz a equacao 5.2. Para mostrar a reciproca, basta notar que a equagao
K = —4K), é equivalente a P;(C) = P»(C), para todo C variando em um intervalo I.
Escrevendo P;(C) = a3C? + a1C + ag e Py(C) = by,C? + b,C + by, uma andlise andloga a
anterior mostra que todas as igualdades a; = b;,7 = 0, 1, 2 sdo equivalentes a equagao 5.2.
Isso conclui a prova do teorema.

]

Corolario. Todos os sélitons de translacao S do fluro da curvatura média harmonica,

em que a normal a S nunca é paralela a direcao da translagdo do fluxo, pode ser obtido

localmente por uma rotagcdo e uma dilatacao a partir do grdfico de uma funcao ¢, definida

em um dominio U, em que as superficies ortogonais as geodésicas geradas pela funcdo
Vo

satisfazem K = —4Kj,

Demonstragao. Segue do teorema 5.1 e do corolario 2.1

5.2.1 Exemplo

A relacao obtida entre os sélitons de translagdo do fluxo da curvatura média harmo-
nica e a construcao de superficies anti-isocurvadas nos fornece um método para produzir
exemplos de tais superficies. Vamos apresentar nesta secao um exemplo e descrever o
problema de encontrar tais superficies em termos de uma equacgao diferencial.

Considere a superficie X : U C R? — R?, dada por
X (u,v) = (senh(v)cos(u), senh(v)sen(u), u),
definida no conjunto dos pontos (u,v) € R? tais que cosh(v)? > 2. Uma conta simples
mostra que X ¢é do tipo espacgo e que a normal Lorentziana N de X é

—sen(u) cos(u) senh(v)

\/cosh(v)2 —2 \/cosh(v)2 —2 \/cosh(v)2 - 2).

Sendo Ej, Fy, Gy, e, fi1, g1 os coeficientes da primeira e da segunda forma Lorentziana,
¢ facil verificar que F; = ¢ = g; = 0. Em particular, a curvatura média Lorentziana H,

satisfaz
_ leaG —21F + Eg

2 EZGZ — Fl2

Hl = 07
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isto é, X é uma superficie maxima.

Considere a congruéncia de geodésicas relacionadas a X conforme descrito em 4.15
com \ = % Vamos achar a fungido ¢ associada a essa congruéncia de geodésicas.

A estratégia aqui serda descrever a fun¢ao ¢(x) em coordenadas (u,v), e a superficie
procurada serd Y (u,v) = (z(u,v),y(u,v), d(z(u,v),y(u,v))). Ou seja, vamos fazer a

seguinte mudanca de coordenadas
(‘Ta y) = 0(“7 U) + R(ua v)el (U, U)?

onde o = ;(senh(v)cos(u), senh(v)sen(u)), e; = (—cos(u), —sen(u)), R = ;\/cosh(v)2 —2.
Dali,

—1
z(u,v) = 7cos(u)(—senh(v) +y/cosh(v)? — 2), (5.9a)
y(u,v) = ?sen(u)(—senh(v) + y/cosh(v)? — 2). (5.9b)
, 1 .
Agora, note que, como V¢ é paralelo a e; e |[Vo| = SR’ entao
-1
V¢ - ﬁela
e portanto,
Pz = os(w) , (5.10a)
\/cosh(v)? —
b, = ) (5.10D)
cosh(v)? — 2

Definindo ¥ (u,v) = ¢(z(u,v),y(u,v)), temos que 1 satistaz o seguinte sistema de

equagoes diferenciais

. Ox oy
% - qbz% + ¢y%a (5.11&)

 Ox y
Yy, = gbz% + (ﬁy%. (5.11b)
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Por outro lado, substituindo 5.9 e 5.10 em 5.11, obtemos que v satisfaz o seguinte

sistema de equacgoes diferenciais

- (5.12a)
e L (5.120)

Vamos integrar o sistema acima. Como 1, = 0 e U é conexo, entao podemos escrever
Y(u,v) = f(v). Dali, segue de 5.12b que

o) = 1 cosh(v)(senh(v) — y/cosh(v)? — 2)

= dv.
2 cosh(v)? — 2 !

Com ajuda de técnicas computacionais, temos o seguinte candidato para f(v):
—1 2 1 2
fv) = Tlog(cosh(v) —2)+ Zlog(2senh(v) cosh(v)? — 2 + 2cosh(v)” —3).  (5.13)

Para verificar formalmente que a funcao acima satisfaz a afirmacao, basta fazer uma

conta simples para mostrar que

df ) = lcosh(v)(senh(v) — \/m>

a2 cosh(v)? — 2 ’

e que Y(u,v) = f(v) satisfaz o sistema 5.12.
Assim, temos que a superficie Y : U C R? — R? dada por

Y(u,v) = (2(u, v),y(u,v), ¢ (u, ),

onde z(u,v) e y(u,v) sdo definidos conforme 5.9 e Y(u,v) = f(v), com f(v) definido
conforme 5.13, satisfaz a propriedade desejada nos pontos em que é uma imersao. Os dois
desenhos abaixo mostram a superficie que contruimos para v na regiao onde cosh(v) < v/2

e cosh(v) > /2, respectivamente.
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5.3 Caracterizacao como ponto critico de um funcio-

nal

Nesta secdo vamos caracterizar as superficies satisfazendo K = 4Hcos(f) em que a
normal é nao vertical em termos de um problema variacional, e apresentaremos uma
interpretacao geométrica dessa caracterizagao.

Defina o funcional € fazendo, para cada funcio ¢ : U C R? — R em que V¢ nio se

anula

2 2 2
Q(6) :/ <¢u¢uu+ PuPvPuv + PyPvo m) dudo. (5.14)
(Vi + o7 + 1)(¢F + &7)
Temos entao o seguinte resultado
Teorema 5.2. O grifico X (u,v) = (u,v, ¢(u,v)) de uma fungio em que V¢ nao se anula

satisfaz K = 4Hcos(0) se, e somente se, ¢ é ponto critico do funcional Q definido por
5.14.

P’ + 2pgs + ¢*t

P’ + ¢ +1(p* +¢)

Demonstragao. Defina F(p,q,r,s,t) =

—vp?+ ¢*> + 1 Entao

Qo) = /F(gbua¢v7¢uu7¢u7y,¢vy)dUdU.

Definindo A(u, v) = (¢u, Pvs Guus Puw, Puv), 08 pontos criticos de 2 sdo caracterizados pelas

solugoes da equacao de Euler-Lagrange, dada por

0 OF 0 0F 0*> OF 0?> OF 0?> OF
_%(8_;3(/\(“’ U)))—%(a—q(A(UaU)))‘f'w(a()\(uaU)))*‘%(@()\(u)U)))‘i'%(g(/\(uv v))) =
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_¢uu¢vv - 12“; - 2¢uu - 2¢’UU - 2¢12L¢Uv - 2¢12;¢uu + 4¢uv¢u¢v
(62 + 92 +1)2

Que equivale a equagao 5.2, que caracteriza um grafico com a propriedade de satisfazer

=0.

K = 4Hcos(#). Isto conclui a demonstragao do teorema.
O

5.3.1 Interpretacao geométrica do funcional (2

Apresentaremos aqui uma descrigdo mais geométrica para o funcional §2. Iremos supor
que S ¢ o grafico de uma funcao ¢, e que a normal a S é nao vertical. Note que podemos

escrever
[ Pedun + 20uPuPur + Poduy B
=/ ( o e ) dudv — [ (\/@3 b b+ 1) dudy =
/ (qbiasw + 20ufu b + ¢%¢w) v~ [ aa

(Y5 + &5 + 1)(e% + 67)

Vamos interpretar agora o termo que aparece na primeira integral. Verificaremos que

ele esta relacionado as curvaturas normais nas dire¢oes ortogonais as curvas de nivel
de S. Seja, para isso, a(t) = (u(t),v(t), d(u(t),v(t))) uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco em S. A condicao de « ser ortogonal as curvas de nivel de S
significa que a projegao de o no plano z = 0 é paralela a V¢. Seja entdo A uma funcao

diferenciavel que cumpre a condicao

(', 0) = (Adu, Ady). (5.15)

Substituindo as expressoes para v’ e v’ em o = (v, v, v ¢, + V'), obtemos
) ) )

o' = NGu, Gos 0 + 7). (5.16)

Como supomos « parametrizada pelo comprimento de arco, temos

1
O+ 02+ 02)(2 + ¢2)

/

a=1= A=

Calculando agora o, temos

O/l = )‘/(¢u7 ¢v> ¢Z+¢12;)+)‘(ul¢uu+vl¢uva u/¢uv+vl¢vva 2¢u(u,¢uu+vl¢uv)+2¢v(ul¢uv+vl¢vv))'
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e
Substituindo novamente as expressoes 5.15 para v/ e v’ e escrevendo (¢, ¢y, ¢2+¢2) = R
conforme 5.16, obtemos

N
O/l = XO/ + )‘2(¢u¢uu + ¢v¢uva ¢u¢uv + ¢v¢vva 2¢u(¢u¢uu + ¢v¢uv) + 2¢v(¢u¢uv + ¢v¢vv))-

A curvatura normal K, é calculada projetando o vetor o” no vetor normal

N = (00, —00, 1) a 5, isto &

qbzd)uu + 2¢U¢U¢UU + ¢%¢UU
(62 + 2+ 1)3 (2 + ¢2)

K,=<d" N >=

O teorema abaixo segue diretamente do teorema 5.2 e da expressao acima para K.

Teorema 5.3. Seja S C R? uma superficie descrita como o grdfico de uma fungdo
¢:U C R* — S, e suponha que a normal a S é ndo vertical em todo ponto. Entdo S

satisfaz K = 4Hcos(0) se, e somente se, ¢ é ponto critico do funcional

o) = / cof€e)dA a /dA

Onde K, (u,v) é a curvatura normal a S no ponto (u,v, p(u,v)) na dire¢io ortogonal as
curva de nivel z = ¢(u,v), O(u,v) é o angulo entre a normal a S no ponto (u,v, d(u,v))

e dA € o elemento de drea de S

5.4 Metodo geométrico de se construir exemplos

Nesta secao vamos apresentar um método de se produzir exemplos de superficies que
satisfazem K = 4Hcos(f). Na secao 4.2.1, nés construimos um exemplo integrando um
sistema de equacgOes diferenciais. Na pratica, dada uma superficie maxima, em geral é
complicado resolver o sistema para encontrar a funcao v, conforme descrito na secao
4.2.1. Vamos apresentar agora uma forma geral de se integrar o sistema de equacgoes
diferenciais correspondente ao nosso problema, e vamos verificar que a solucao possui
uma boa interpretacao geométrica.

Podemos repetir a construcao feita na secao 4.2.1 no caso genérico em que S C L3 é
uma superficie maxima do tipo espaco, e X : U C R? — S uma parametrizacio local por

grafico de funcao definida em um dominio U, digamos

X(u,v) = (u,v, p(u,v)).
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Neste caso, terlamos as seguintes expressoes para o sistema de equagoes diferenciais e

para a mudanca de coordenadas

S SR SS W Y 5.170)
T2 o2 20 R 16214 ‘
1 4 Gous + Guthun (5.17b)

1
Y e g 2B DB+
2 2 2 2
1¢u+¢u+\/ — o5 ¢¢v (5.17¢)

" 02+ 02
1 =620 — 620+ \/T— 6% — 620,
y=—3 o . (5.17d)

Mais adiante mostraremos um método para produzir exemplos de superficies satisfazendo
K = 4Hcos(f) a partir de uma anélise do sistema de equagoes diferenciais para v descrito
acima.

Primeiramente, se X (u,v) = (u,v,¢(u,v)) é uma parametrizagdo como grafico de
funcao de uma superficie maxima do tipo espago em que a normal é nao vertical em todo

ponto, entao, da expressao para a normal N; = ( Guy —Py, —1), temos que

1¢>2

A2 2
WA R —log(2) = 21og(42 + 62) + Hlog(1 — 62 — 2).

5 \/W = + 5[09(1
Dai
o Duus + oo
o =GN+ ey 15
8 ¢U¢UU + ¢u¢uv
A Al Py o) (5:18b)

Comparando com as expressoes de 5.17, temos que

14, 19
¢u - _7W + §%ZOQ(R)7
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Em particular, basta resolvermos o sistema

o=t O (5.192)

2 f1-g-a

Pu

1
21-0 -0

By = (5.19b)

1
e definir ¢ = + glog(R)
Mostraremos que a solucao do sistema acima possui uma caracterizacdo geométrica,

conforme descrito no seguinte teorema.

Teorema 5.4. Seja S uma superficie mdxima do tipo espaco simplesmente conexa com
altura ¢, e seja S* a superficie mazxima do tipo espago conjugada a S. Se ) € a altura de

S*, entdo —%1/1 ¢ solucao do sistema 5.19.

Demonstracao. Sendo V¢ o gradiente de ¢ e V¢* o gradiente de ¢* na superficie S,
queremos verificar que ¢* é o conjugado harmonico de ¢. Isto equivale a verificar que V¢*
¢ uma rotacio de angulo 7 de V¢. Para uma funcao f : S — R, ¢é facil verificar que vale
a seguinte expressao para o gradiente de f em um sistema de coordenadas X (u,v)

_ f uG - f vF

V=TT

fvE B qu

Xy
EG—F2 """

Usando a expressao acima, obtemos por uma conta simples que

bu o8 o5+ ¢

A e R AR

),

l—gs—9¢; = 1—9¢t—0¢7 ~1-¢i—¢3

Sendo JV¢ uma rotagao de 7 em relagao a orientagao dada pela normal

Vo' = ( )-

_¢u _va —1

e e ita-a ica-a

podemos calcular JV¢ fazendo o produto vetorial de V¢ por N. Obtemos dessa forma

- ¢v Cbu 0
A

IV = ( ).

Igualando as duas primeiras coordenadas de V¢* e JV¢, temos um sistema linear em ¢}
e ¢;. Fazendo o célculo verifica-se que ¢* é de fato solucao do sistema 5.19.
m
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Corolario. Dada uma superficie maxima simplesmente conexa escrita em um sistema de

coordenadas X (u,v) A solugao do sistema 5.17 é dada por

1 1
=X 4= .
Y= = X] + Slog(R)

Em particular, a superficie
1., 1
Y = (2,9, —§X3 + 5109(3)))-

Onde X3 € a altura da mdzxima conjugada a S, R é conforme definido em 4.5 e (x,y) é
dada por 5.17, satisfaz K = 4Hcos().

5.4.1 Exemplos explicitos de sélitons de translacaico do HMCF

O corolério acima nos fornece um método eficiente de se produzir exemplos de soli-
tons de translacao do fluxo da curvatura média harmoénica. Mostraremos agora alguns
exemplos de aplicacao do corolario acima.

O procedimento que iremos apresentar se baseia em usar a representacao de Weiers-
trass, conforme descrito em 2.4, para construir uma superficie maxima S, e calcularmos

R e X3, conforme a notacao usada no corolario anterior, para construir o exemplo.

Exemplol. Tomando f(z) = g(z) = z,|z| < 1, a superficie méxima correspondente
é

X(z) = Re/(;z(l ), Lo ), )

Escrevendo z = (u,v), e fazendo os célculos, temos

1, 3 1, 1, 1, 1, 1 , 1 -1

X(u,v) = (§u4 — ZU%Q + §v4 + Zuz — ZUQ’ QU = Ut = cu, ?u?’ + uv?).
Calculando R e X3, obtemos
Tu? +0v?—1 1,

R X§:—u20+§v .

T4 VuZ+o?
Por 1ltimo, calculando (z,y) chegamos a

1 (u® = 5ute? — buot + 08 + 2ut — 20! — 4uPv — 403 + 4v)
r=—
16 u? 4 v? ’

Lu(utv —v® —vw?v — v +u? + 02 — 1)

u? + v?
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Disso, temos nossa superficie

Liog(R))

1 *
Y(u,v) = (x,vy, —§X3 + 5

dada explicitamente.

Abaixo segue um desenho da superficie em coordenadas polares.

Exemplo2. Seguindo os mesmo processo do exemplo anterior com f(z) = e* e g(z) = z,

obtemos o séliton de translacdo em coordenadas Y (u,v) = (z, y, §X§‘ - §log(R)), onde

11 A

xr = Z__l m(e“ COS (v)u 3

—e"cos (v) v* — 2e"sin (v) vPv—
2e" sin (v) uv® — 2e" cos (v) u® — 2e" cos (v) uv? + 2e" sin (v) u?v+

2" sin (v) v* + 3e“ cos (v) u® + 3e” cos (v) v* — uPv — v* +0),
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1 1

y = (Z mQ e" cos (v) uPv 4 2e" cos (v) uv® + e sin (v) u* —
u? 4v

e“sin (v) v* — 2e" cos (v) u?v — 2e* cos (v) v¥ — 2e“sin (v) u*—

2

2" sin (v) wv? + " sin (v) u® + e sin (v) v* + u® + wv® — u),

e por ultimo

1 1 1 1
§X§‘ _ 5109(3) — §veu cos (v) + Qe“ sin (v)u —In (2) —

%e“sin(v)—k% ln(u2+v2—1) —iln(u2+02>.

Abaixo segue um desenho da superficie em coordenadas polares

TTprrrrprror

-30 0 50 100 150

5.5 Discussao sobre uma possivel caracterizacao dos

solitons do HMCF

Os resultados provados ao longo desse trabalho demonstram uma relagao entre alguns

solitons de translagao do fluxo da curvatura média harmoénica e superficies maximas do

tipo espaco de L?. Como as superficies méximas de L? possuem uma representacio em

termos de fungoes holomorfas, uma pergunta natural é se os sélitons de transacao do

fluxo da curvatura média harmoénica herdam uma representacao semelhante. O corolario

5.2 diz que todo séliton em que a normal é nao paralela a direcao da translagao do fluxo
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estd relacionado com uma superficie anti-isocurvada em que a normal é nao vertical.
Uma pergunta que surge é se existem exemplos em que a normal é paralela a diregdo
de translagdo em algum ponto. Por outro lado, o teorema 4.2 discute a relacao entre
superficies anti-isocurvadas em que a normal ¢ nao vertical e superficies maximas de L3.
Analisando a demonstragao do teorema 4.2, uma condicao que garante que a superficie
anti-isocurvada seja construida a partir de uma superficie maxima é que, mantendo a

notacao do teorema, as relacoes

L 9%
Vo

)
Vo

determinem uma mudanga de coordenadas.

Por essas razoes, alguns solitons de translacao escapam da nossa construgao. Nao ire-
mos resolver esse problema nesse trabalho, porém faremos uma observacao que pode ser
sugestiva. Na secao 5.2.1, construimos um exemplo de séliton de trans¢ao do fluxo da
curvatura média harmonica. Restringindo o pardmetro v na regiao em que cosh(v) > V2,

a superficie possui o desenho abaixo.

0.6

Apesar da figura acima sugerir que a superficie acima possui um ponto onde a normal
é vertical, esse ponto nao pertence a superficie que construimos. Por outro lado, acrescen-
tando um ponto a superficie, temos um exemplo de séliton de translagao em que a normal
é paralela a direcao da translacao, respondendo uma das perguntas feitas anteriormente.
O fendémeno que aqui se observa é que é possivel andar no helicdide em dire¢oes em que a
normal tende a se tornar vertical, e a construcao que apresentamos tende ao ponto onde
a normal ao séliton é vertical, sendo esse ponto uma espécie de passagem ao limite da

nossa construgao. Essa observacao motiva a questao a seguir.
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Questao. Todo séliton de translagao do fluxo da curvatura média harmonica pode ser

construido de forma semelhante ao exemplo acima ?
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