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“Dentre nos, ndo hd um ser que se mescle a outro;
Ndo hd dois de nés que tenham formas idénticas;

E, por ndo possuirmos o terceiro olho,
Ndo enxergamos a esperanca em nenhuma das quatro direcoes;

Mas o quinto caminho certamente existe, onde estd o coragdo.

(Bleach, Volume 27: Goodbye, Halcyon Days)
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Resumo

Estudaremos uma operacdo estabelecida por Brunner e Sidki, denominada tree-wreathing,
que ¢ definida sobre os subgrupos H (r) e K(r) do grupo de automorfismos da drvore bindria,
onde H (r) e K(r) sdo copias especificas construidas a partir do grupo H que age na drvore
bindria e do grupo abeliano livre K de posto r. O produto tree-wreath G dos grupos H (r)
e K(r) admite um subgrupo normal N tal que G/N é isomorfo a H! K, neste sentido, o
produto tree-wreath generaliza o produto entrelacado H ! K. Para o caso onde H ¢ abeliano,
a operacao produz uma representacao fiel de H! K no grupo de automorfismos da arvore
bindria. Além disso, a operacdo tree-wreathing preserva propriedades tais como solubilidade,
finitude do nimero de estados e ser livre de tor¢dao. Por fim, obtemos uma representacao fiel
do grupo metabeliano livre de posto arbitrario no grupo de automorfismos da drvore bindria
como um subgrupo de automorfismos de estado-finito.

Palavras-chave: Automorfismos de drvore, maquina de Mealy, tree-wreathing, representagao

de estado-finito, produto entrelagcado.






Abstract

An operation called tree-wreathing, due to Brunner and Sidki, is defined over subgroups
H(r) and K(r) from the automorphism group of the binary tree, where H(r) and K(r) are
specific copies constructed from a group H which acts on the binary tree and a free abelian
group K of rank r. The tree-wreath product G of the groups H(r) and K (r) admits a normal
subgroup N such that G/N are isomorphic to H! K, in this sense, the tree-wreath product
generalizes the wreath product H ! K. When H is abelian, the free-wreath operation produces
a faithful representation of H ! K in the automorphism group of the binary tree. Furthermore,
the properties of solvability, having finite-state and torsion-freeness are preserved by the
tree-wreathing construction. In the end, a faithful representation of a free metabelian group

of any rank is obtained as a group having finite-state.

Keywords: Tree automorphisms, Mealy machine, tree-wreathing, finite-state representation,

wreath product.






Notacao

H é subgrupo de G

H € subgrupo normal de G

G é isomorfoa H

grupo quociente de G pelo subgrupo normal N

v lxy

(¥ |xeX,yey)

xly Ty

([a,b]|acA,beB)

G, G]

n-ésima derivada de G

grupo gerado pelo conjunto X

n-ésimo termo da série central inferior de G
acdo a esquerda de g em x

produto direto dos grupos Gy, ...,Gy,

soma direta dos grupos abelianos Gy,...,G,
produto cartesiano dos grupos G;, A € A
produto direto dos grupos G;, A € A

produto semidireto dos grupos H e K

produto entrelacado DrycgHy } K

conjunto de todas as palavras finitas sobre o conjunto X
arvore uni-raiz m-regular

grupo de automorfismos de 7,

subgrupo de A4, gerado pelo autdmato A

anel dos interios p-adicos

grupo de todas as permutacdes entre n elementos
conjunto de todas as bijecdes de X em X

anel de grupo proveniente de um anel comutativo com unidade R e um
grupo G



xii

Notagao

F(¥)
Fa(Y)

]‘—om(Y)

I

comprimento do maior circuito simples de um grafo ou digrafo G
conjunto de estados de 8, onde 8 é um automorfismo da arvore 7, ou
um autdémato

estabilizador de um subgrupo G de A, no nivel n

truncamento das agdes de um grupo G no nivel n de 7y,

numero de caminhos direcionados distintos de comprimento k£ > 0 ini-
ciando em um vértice v e terminando em um vértice com a propriedade
W

subgrupo de todos os automorfismos de estado finito de \A,,, onde | Y |=m
subgrupo de F(Y) cujas fungdes de crescimento de seus automorfismos
sdo limitadas por f(k) = ck", onde ¢ > 0

subgrupo de Fy(Y) formado por elementos B tal que c(f8) =0 ou ¢(B)
divide m
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Introducao

Arvores uni-raizes m-regulares 7, sdo grafos cujos vértices sdo palavras finitas em um al-
fabeto Y de tamanho m, a palavra vazia () é designada como vértice raiz e as arestas conectam
dois vértices u e v se, e somente se, u = yv ou v = yu, onde y € Y. Sua estrutura € de tal forma
que cada vértice € raiz de uma sub-4rvore isomorfa a prépria drvore, consequentemente, 0s
grupos de automorfismos das drvores em questdo sdo isomorfos ao grupo de automorfismos
A, da prépria arvore. Deste tltimo fato, podemos inferir que um automorfismo de 7, é da
forma o = (0, ..., 0y—1)0q, onde Gy € S,, € a; sdo automorfismos de 7, agindo a partir
do vértice indexado por i, onde i =1,...,m.

Os automorfismos de 7, estdo intimamente relacionados com uma maquina de Mealy,
que consiste de uma 4-upla A = (Q.,Y, f,[), onde Y é um alfabeto finito, Q é um conjunto de
estados, f: QO XY — Q € uma funcdo de transi¢do de estados e [ : Q X Y — Y € uma fungdo
de saida. Este conceito advém da teoria da computacdo, mais especificamente, € um caso
particular de autdmato.

O automato supracitado sobre um alfabeto de tamanho m € dito invertivel se para
cada ¢ € Q fixado, a restricdo f(g,—) : Y — Y da funcdo de saida é invertivel, neste
caso, podemos interpreta-lo como um automorfismo de 7,,. Dado um autdmato inverti-
vel A = (Q,Y, f,l) satisfazendo f(q,i) = g; e I(q,i) = j, podemos associd-lo com o au-
tomorfismo o, = (Ocqo, .. .,Ocqul)Gaq, onde i°% = j. Por outro lado, um automorfismo
o € A, pode ser interpretado como uma maquina de Mealy, para isto, tomamos ¥ como
alfabeto de entrada e de saida, definimos recursivamente o conjunto de estados como o con-
junto Q(a) = {0, 0 ... Oy -1} UQ(00) U+~ UQ(hw—1), f(B,Y) = By e (B,y) =P, onde
B € O(a). Deste modo, podemos construir um grupo gerado por autdmatos dentro do grupo
de automorfismos A, do grafo 7,,. Além disso, se o conjunto Q(¢) de um automorfismo o
for finito, dizemos que o automorfismo « é de estado-finito.

O subconjunto de todos os automorfismos de estado-finito de .A,,, denotado por F(Y),
possui estrutura de grupo e recebe um destaque especial. Em [1, pagina 120, 2010], verifica-
se que grupos gerados por maquinas de Mealy com ndmero finito de estados possuem o
problema da palavra soldvel, consequentemente, obtemos através da correspondéncia entre
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automorfismos de A4, e maquinas de Mealy que o problema da palavra é solivel em F(Y).
Vale ressaltar que nem todo grupo finitamente gerado por automorfismos de estado-finito é
um grupo gerado por uma mdiquina de Mealy de estado-finito.

Como objetivo principal, construiremos em F ({0, 1}) grupos abelianos livres K de posto
r, posteriormente, buscamos subgrupos H de F ({0, 1}) para o qual H K possa ser imerso em
F({0,1}). Este objetivo motivou Brunner e Sidki em [3, 2002] a construirem uma operagéo
denominada tree-wreathing de H por K, denotada por H { K, que consiste em tomar o grupo
gerado por H(r) e K, onde H(r) é uma c6pia isomorfa de H.

A operacao tree-wreathing produz um grupo que preserva propriedades tais como solu-
bilidade, ser livre de torcao e ser gerado por automorfismos de estado-finito. Além destas
propriedades, mostraremos que existe um subgrupo normal N em H ! K de modo que
(H1K)/N é isomorfo ao produto entrelagado H K, neste sentido, pensamos no produto
tree-wreath H { K como uma generalizacdo do produto entrelacado H ! K. Uma consequéncia
imediata dos fatos acima ¢ que se H(r),K(r) € F({0,1}), entio H K possui uma represen-
tagdo como quociente de subgrupos de F({0,1}). Ademais, se H é abeliano, obtemos uma
imersdo de H!K em F ({0, 1}) e como consequéncia deste resultado, podemos mostrar que
todo grupo metabeliano livre de posto r possui uma representacéo fiel em F({0,1}).

No Capitulo 1, apresentaremos as preliminares referentes a teoria de grupos, a saber,
produto direto finito, agdes de grupos, produto semidireto, produto entrelagado, grupos
soliveis, grupos nilpotentes, grupos livres e grupos topoldgicos. A proposta do capitulo
consiste em mencionar apenas o que serd utilizado no tema principal, deste modo, um estudo
aprofundado sobre os temas pode ser realizado através das referéncias citadas em cada secao.

O Capitulo 2 tem como objetivo explorar dois resultados fundamentais para a conclusao
da questdo principal. O primeiro destes resultados fundamentais se trata do Teorema de
Gruenberg, demonstrado em [6, pagina 42, 1957], relaciona o produto entrelagcado a um tipo
especial de propriedade, denominada propriedade raiz, satisfazendo:

(1) se um grupo G possui a propriedade P entdo seus subgrupos também a possuem;
(2) se G e H tem a propriedade P entdo G x H possui a propriedade;

(3) se {e} < K <H < G é uma série de subgrupos, cada um normal no seu antecessor,
G/H e H /K possuem a propriedade P, entdo K contém um subgrupo L, normal em G,

tal que G/L tem a propriedade P.
O resultado em questdo consiste de

Teorema 0.0.1. Sejam P uma propriedade raiz e suponha que os grupos G e H sdo residual-
mente P. Se H é dado através de sua representacao regular entdo G H € residualmente P se,

e somente se H tem a propriedade P ou G € abeliano.
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Desenvolveremos toda a teoria necessdria para a compreensdo e demonstracao deste
resultado. Em seguida, iremos explorar uma imersdo em produtos entrelagados, denominada

imersdo de Magnus, apresentada em [10, pagina 3, 1970], o qual enunciaremos a seguir.

Teorema 0.0.2. Seja F um grupo livre gerado por {xi,...,x,} e R<F. Seja A um grupo
abeliano livre gerado por {ay,...,a,}. Entdo o grupo F /R’ é imerso no grupo A (F/R) e
essa imersdo é dada pelo homomorfismo induzido por x;R' — (ai,xiR), 1 <i<n.

Ja no Capitulo 3, iremos definir e explorar a estrutura da arvore uni-raiz m-regular.
Relacionaremos os automorfismo com autdomatos e o grupo de automorfismos com o produto
entrelacado dele mesmo com um grupo de permutacdes. Também iremos explorar as
funcdes de crescimento, tema este que emerge da interpretacdo dos automorfismos da arvore
T» como autdmatos invertiveis, que por sua vez sao representadas através de digrafos.
Além disso, veremos que a recursividade presente nesta drvore nos permite descrever o
grupo A,, como o produto entrelagado A,, }, S, Isto posto, € natural pensar em produtos
entrelacados ocorrendo como subgrupos de .4,,. Motivado por este fato, utilizamos o teorema
de Gruenberg para explorar as propriedades de tais produtos entrelagcados.

Por fim, utilizaremos o Capitulo 4 para definir uma operag¢ao do grupo de automorfismos
da arvore bindria, denominado tree-wreathing. Iniciamos definindo o automorfismo de
estado-finito o = (e, (@, ¢))o, denominado operador translacio, e criando uma cépia H de
um grupo H que age na drvore bindria. Em seguida, definimos G = (ﬁ , o) como sendo um
produto tree-wreath, denotado por H ¢ Z. O primeiro resultado fornece propriedades sobre
esta nova operagdo e relaciona o produto tree-wreath ao produto entrelacado. O resultado em

questdo nos afirma o seguinte:

Teorema 0.0.3. Seja G = (FI , @), denominado o produto tree-wreath de H por a e denotado

por H Z. Entdo G satisfaz as seguintes propriedades:

(I) o subgrupo .
N=(H* H¥]|0<i<j)

€ normal em G e pode ser expresso através de suas acdes sobre a drvore na forma
N=vVv(H)=(NxH')x (NxH')= (uxH |u € ({00,10}*){01,11});

(I) o grupo quociente G/N é isomorfo ao produto entrelagado restrito H ! Z;

(IIT) o subgrupo de G gerado por (02’”_1 1) *H' e o possui um subgrupo em seu centro cujo

quociente é isomorfo a H'1Z/2"7Z;

(IV) se J € um subgrupo de H, entdo <f, a), considerado como um subgrupo de G = H 1 Z,

é isomorfo a J ! Z, além disso, se J é abeliano, entio J ! Z ~ J1 Z;
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(V) o grupo G é de estado-finito (é soluvel, livre de torcao) se, e somente se, H € de

estado-finito (€ solivel, livre de tor¢do).

Consequéncia do resultado acima é que, caso H seja abeliano, o produto tree-wreath
G ¢ isomorfo ao produto entrelacado H!Z. Além disso, se tomarmos H = (), obtemos
uma representagdo fiel de Z7Z. Posteriormente, iremos definir os elementos, o(0) = a,
a(i) = ((a@),a(i—1)),(ai),a(i—1))), i(0) = h, k(i) = ((h(i),h(i—1)),e). Em seguida,

r—1

definiremos os grupos K(r) = @(a(i)) e H(r) = {h(r) | h € H}, os quais nos permitem
i=0

expandir a operagio tree-wreathing e definir o produto tree-wreath H ! K(r). O resultado

— —

Teorema 0.0.4. O grupo G = (H(r),K(r)) é um produto tree-wreath H  K(r).

utilizado em conjunto com a Imersdao de Magnus, ddo origem ao seguinte resultado, com o

qual finalizamos nosso estudo:

Corolario 0.0.5. O grupo metabeliano livre M de posto r tem uma representagdo fiel como

um grupo de automorfismos de estado-finito.



cAapriTuLO 1

Preliminares

Neste capitulo, desenvolveremos as no¢des de fatoracdo e extensao de grupos. Também
estudaremos algumas classes de grupos com objetivo de compreender o Teorema de Gru-
enberg e a Imersdao de Magnus, cujos resultados desempenham grande relevancia para o

desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Produto de grupos

E sempre possivel obter um polindmio através de produtos de polindmios, por outro lado,
existem polindmios que podem ser expressos através de produtos de outros polindmios. Esta
dualidade nos motiva a realizar um processo similar para os grupos, isto é, escrever grupos
através de produtos de grupos e decompor um grupo dado em produto de grupos, quando
possivel. As definicdes e resultados expostos ao decorrer da se¢ao podem ser encontrados
em [12] e [13].

1.1.1 Produto direto finito

Definicao 1.1.1. Se H e K sdo grupos, entdo seu produto direto externo, denotado por H X K,
¢ o grupo constituido de todos os pares ordenados (4,k), onde h € H e k € K, cuja operagdo
é definida por (h,k)(K' k") = (hH',kK').

Note que H e K ndo sdo subgrupos de H x K, porém, possuem cépias isomorfas como
subgrupos, a saber, H x {ex} = {(h,ex) |h€ H} e {en} x K = {(en k) | k € K}.

Defini¢cao 1.1.2. Um grupo G é um produto direto interno de H por K se, H e K sdo
subgrupos normais de G, HNK = {e} e G = HK.
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Mostraremos que se G € um produto direto interno de H por K, entdo para quaisquer
h € H e k € K, temos hk = kh, ou equivalentemente, h~ 'k 'hk = e. Para isso, note que
Wk h ek, pois K <1 G, logo (h_lk_lh)k € K. Analogamente, k'hk e H, pois H <1 G,
logo A~ (k" 'hk) € H. Portanto, h 'k 'hk € HNK = {e}, ou seja, b~ 'k~ 'hk = e.

Isto posto, se h1k| e hyk, sdo elementos de G, podemos expressar a operacdo destes
elementos na forma hk € HK. Com efeito, hiki1hyky = hihykiky = hk, onde h = hihy e
k =kik,.

A definicdo de produto direto interno reflete a noc@o de fatoracdo em um grupo. Nosso

préximo objetivo e buscar uma relagdo entre o produto direto externo e o interno.

Lema 1.1.3. Sejam K e Q subgrupos de um grupo G tais que K <G, KNQ = {e} e G=KQ.

Entdo todo elemento de g € G pode ser expresso unicamente por g = kq,onde k € K e g € Q.

Demonstracdo. Se g =kiqy e g = kaga, com k1,ky € K e q1,q2 € Q, entdo kjq) = kxqo €
kglkl = qzqfl € KNQ, mas KNQ = {e}, do qual decorre que kglkl = qzqfl = e implica
ki =kyeq=q. O

Teorema 1.1.4. Seja G um grupo com subgrupos normais H e¢ K. Se G é o produto direto
internode H e K, entdao G ~ H x K.

Demonstragcdo. Se g € G, entdo g = hk paraalgum h € He k € K, pois G = HK.
Defina ¢ : G — H x K por (g)¢ = (h,k), onde g = hk. Vimos no Lema 1.1.3 que se
g = hk, entdo h e k s@o unicamente determinados, assim, g; = hjk; = hoky = g, implica

hy = hy e ki = ko. Deste modo

gi=& = h=hek =k < (g1)Q=(h,ki) = (h2,k2) = (g2)@

e a aplicacdo ¢ estd bem definida e € injetiva.
Dado (h,k) € H X K, existe g € G tal que g = hk e (g)¢ = (h,k), logo, a aplicagdo é
sobrejetiva.

Finalmente,

(8182)® = (hik1haks) @ = (hihokika) @ = (hiho,kiky) = (b, k1) (ha, ko) = (g1)9(g2) @,

donde concluimos que ¢ € um homomorfismo. Portanto, ¢ € um isomorfismo de G = HK
em H x K. ]
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1.1.2 Acoes de grupos e produto semidireto

Neste momento, iremos estabelecer uma maneira de se obter interacdes de um grupo com

um conjunto.

Definicdo 1.1.5. Se X € um conjunto e G é um grupo, entdo G age a esquerda em X se existe
uma aplicacdo

a:GxX — X
(&%) — g%,
denominada agdo, tal que
(1) e-x=xparatodox € X,
(ii) g-(h-x) = (gh)-xparatodo g,h € Gex € X.

Quando nao ha risco de confusdo entre os elementos de um grupo G e do conjunto X,
representaremos a acdo g - x por (x)g ou x4, entretanto, para manter a compatibilidade entre
a acdo a esquerda e a notacdo de simbolo de aplicacdo a direita, convencionaremos que
gh-x = (x)hg = x".

Dizemos que a acdo de G em X € transitiva se para todo x € X temos G-x = X.

Uma a¢@o de um grupo G em um conjunto X pode ser interpretada como uma representa-
¢do dos elementos de G no grupo S(X) de todas as bijecdes de X em X. Note que se X é um

conjunto finito de n elementos, podemos identificar S(X) com S,,.

Exemplo 1.1.6. Sejam G um grupoe X ={1,2,3}. Sege Gétalqueg-1=2,g-2=1¢e

g-3 =3, entdo, g pode ser identificado como a permutagéo (1 2) € S3.

Grupos podem agir em si mesmos, dentre as acdes, existem duas de grande interesse, as

quais destacaremos a seguir.

Exemplo 1.1.7. Todo grupo age em si mesmo por multiplicacdo a esquerda, isto &,

g-Xx=gx.
Esta acdo € chamada de acdo regular.

Exemplo 1.1.8. Todo grupo age em si mesmo por conjugacao , isto &,
1 —1

g-x=gxg =x*
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Observe que a lei definida acima € uma ag¢ao, pois

e~c:exe_1 =X

g (h-x)=g-(hxh™") = ghxh™'g~" = (gh)x(gh) " = (gh)-x.

Note que se g-x =y, entdo g*1 -y = x. Com efeito,

gly=¢gl(gx)=(g"g) x=ex=x

Uma acdo em classes laterais de um grupo dé origem a um teorema de grande relevancia

na Teoria de Grupos. O enunciaremos abaixo.

Teorema 1.1.9 (Cayley). Seja H um subgrupo de um grupo G e M o conjunto de todas as

classes laterais a esquerda de H em G. Defina a aplicacao

A:G— S(M)
g—Ag: M —M
xHr—>g_1xH.

Entio A é um homomorfismo com nucleo KerA = ﬂ H”.
xeG

Demonstracdo. Note que (g1g2)” ' (xH) = g ! (gl’le ) para todo x € G, deste modo,
(xH)Ag g, = (¢182) 'xH = gil(gfle) = (8;1XH)7ng = ((xH) g, ) Ag, =,

ou seja, A € um homomorfismo. Além disso,

g € Kerd <= (g 'xH = xH VxH) <= (g 'H*  =H" ,\WxH) < (g ' € H* ', Wx).

]

No caso particular onde H = {e}, o homomorfismo A do Teorema de Cayley ¢ chamado
de representacdo regular a esquerda do grupo G. Segue diretamente do Teorema de Cayley
que a representacdo regular é uma imersdo de G em S(G).

Nosso objetivo agora € estender a nocdo de fatoracdo de um grupo em um produto de

dois subgrupos.

Definicao 1.1.10. Um grupo G € um produto semidireto interno de K por Q, se K <G,
KNQ ={e} e G=KQ. Neste caso, utilizamos a notagio G = K x Q.
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Observe no produto direto interno que comutar um elemento 42 € H com um elemento
k € K foi essencial para operar dois elementos da forma ik e obter um elemento em HK, isto
€, h1k1haky = hihokky. No caso do produto semidireto interno, um dos grupos pode nao ser
normal, deste modo, ndo temos a comutatividade. Entretanto, ainda € possivel estabelecer

uma a¢do que permita operar dois elementos da forma kg e obter um elemento em KQ.

Lema 1.1.11. Se G é o produto semidireto interno G = K x Q, entdo existe um homomor-

fismo

0: Q0 —Aut(K)
x— 0,:K—K
ks k= xkx !
Além disso, para todos x,y € Qe k € K, (k)6, = k e ((k)6y)0, = (k)BOxy.
Através do Lema 1.1.11, podemos estabelecer uma maneira de operar dois elementos da

forma kg e obter um elemento em KQ. Dados k1q1,k>g> € G, temos

kiqikoqe = kigikagy ' q192 = k1 (k2) 04,9192,

onde ki (k2)0,,,€ K e qiq2 € Q.
Sejam K, Q grupos e 0 : Q — Aut(K) um homomorfismo. Diremos que um produto
semidireto interno G de K por Q realiza 0 se, paratodox € Qe k € K, 0,(k) = xkx L

Lema 1.1.12. Dados grupos K e Q, e um homomorfismo 0 : Q — Aut(K), o produto

semidireto externo K x¢ Q € o grupo de todos os pares ordenados (k,x) € K x Q munido da

operago (ky,x)(ka,y) = (k16x(k2),xy).

Teorema 1.1.13. Dados dois grupos K e Q, e um homomorfismo 6 : Q — Aut(K), entdo

G = K %9 Q é um produto semidireto interno de K por Q que realiza 0.

Demonstragdo. Vimos no Lema 1.1.11 que G € um grupo. Veremos agora que G € um

produto semidireto interno de K por Q. Defina a aplicacao

. G — Q0
(k,x) — x.

A aplicacdo 7 € um homomorfismo, pois

((k1,x)(k2,y)) T = (ki (k2) Oy, xy) 7t = xy = ((k1,x))7w((k2,y)) .
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A aplicacdo é sobrejetiva, visto que para todo x € Q, existe (k,x) € G tal que m(k,x) = x,
e Kerm = {(k,e) | k€ K}.

Identificamos K com o subgrupo normal K* = Kern de G através do isomorfismo
k— (k,e), e o subgrupo Q" = {(e,x) | Q} com Q pelo isomorfismo x — (e, x). Note que
G=K'Q", K*<Geque K"NQ" = {(e,e)}, assim, G € o produto semidireto interno de K*

com Q. Neste sentido, dizemos que G € o produto semidireto interno de K por Q. [l

O resultado a seguir estabelece a equivaléncia entre os produtos semidireto interno e

externo.

Teorema 1.1.14. Se G € um produto semidireto interno de K por Q, entdo existe uma
aplicagdo 0 : Q — Aut(K) com G ~ K x4 Q.

Demonstracdo. Seja (k)6, = xkx!. Pelo Lema 1.1.3, cada g € G tem uma tinica expressdo
g =kxonde k € K e x € Q. Como a multiplicacdo em G satisfaz

kixkay = kyxkox 'xy =k (k) Oyxy,
a aplicagdo

QDZKNQQ — G
(k,x) —— kx

¢ um isomorfismo. Com efeito, a aplicacdo € um homomorfismo, pois

((k1,2) (k2,)) @ = (k1 (k2) 0, xy)) @ = ki (k2) Buxy = kixkay = ((k1,x)) @((k2,¥)) @-

E injetiva e estd bem definida, visto que ((ky,x))@ = k1x = kyy = ((k2,y)) @ se, e somente
se, k| = kp e x =y (Lema 1.1.3), portanto (kj,x) = (ka,y). Finalmente, a aplicagdo é
sobrejetiva, uma vez que dado g = kx € G, podemos tomar (k,x) € K xg Q para obter
((k,x))@ = kx. O

1.1.3 Produto entrelacado

Anteriormente, vimos a constru¢ao do produto direto externo através de dois grupos.

Neste momento, iremos ampliar esta no¢do para uma quantidade arbitraria de grupos.

Defini¢do 1.1.15. Sejam A um conjunto de indices e {G; | A € A} uma familia de grupos.

Definimos o produto cartesiano dos G ’s por

CryeaGr = {(82)ren | 82 € Ga},
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onde (g3 )2ea representa um vetor cujas entradas sdo indexadas por A € A.

Com a operacdo

(&2)aea(Pa)ren = (8aha)ren

o conjunto Cry coG, € um grupo.
Desenvolveremos a seguir algumas nog¢des que fornecam um subgrupo cujo nimero de

entradas ndo-triviais seja finito.

Defini¢do 1.1.16. Denominaremos por suporte de um elemento (g3 )pcp € CryeaGy 0
conjunto s((gx)rea) = {81 € Ga | g1 # €}, isto &, o conjunto contendo todas as entradas
ndo triviais.

Defini¢ao 1.1.17. Definimos por produto direto dos G)’s o conjunto

DrycpGy ={(8a)aen | 81 € Ga € (82) 1A tem suporte finito }.

Observe que Dry-pG, € subgrupo de CrycpG; € que se A € finito, entdo
CraeaGa = DryepGy.
Considere K um grupo, A um conjunto e Q um grupo que age em A.

Definicao 1.1.18. O produto entrelacado irrestrito de K por Q € definido por
KwraQ = CrjepKy X O
onde K; = K paratodo A € A e a agdo é definida por

¢ : Q —Aut(CrycpKy)
g @q:CriepKy — Crycpk;,

(k) aen = (kga)rea-

Definicao 1.1.19. O produto entrelacado restrito de K por Q € definido por

KN Q =Drjepk) X Q
com a mesma acao da defini¢do anterior.

Um caso especial na constru¢@o do produto entrelagado ocorre quando A = Q. Neste caso,
Q é um conjunto que age em si mesmo por multiplicacdo a esquerda, entdo a acio ¢ da Defi-
ni¢do 1.1.18 ¢ dada por multiplicagdo a direita dos indices, isto &, ((k3)aca)Pg = (kga)aea-
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Esta acdo produz uma representacao por permutagdes dos elementos de 0, denominada repre-
sentacdo regular. Nesse caso, escrevemos Kwr Q (K Q) e denominamos produto entrelagado
irrestrito regular (produto entrelagado restrito regular).

Dado um produto entrelacado G = K Q, diremos que K (A) = Drj caK) € o grupo base
de G e que K™ x {e} é o grupo diagonal de G .

Exemplo 1.1.20. Seja C; o grupo ciclico de ordem 2, iremos explorar a estrutura de C; 1 C,.

Sejam (x) e (y) dois grupos de ordem 2, defina B = (x) x (x) como sendo o grupo
base de C>1C,. A agdo de y em B € definida por ((x.,xy))@, = (xye,X,y) = (xy,x¢), onde
Xe, Xy € (x). Isto posto, note que C>1C> = B X (y) € um grupo com oito elementos e que
dados r = ((x,e),y) e s = ((e,e),y) em C21C; segue que:

@) = ((x,€),)((x,€),y) = ((x,€)((x,€))9y,5") = ((x,€)(e,x),€) = ((x,x),¢), do que
decorre que r* = (e, (e,¢));

(i) 5* = ((e,e),y)((e,€),y) = ((e;e)((e,€)) @y, e) = ((ese),e);
(i) 7* = ((e,e),y)((x,€),y)((e,e),y) = ((e,;x),e)((e,e),y) = ((e,x),y) = rl.

Sob as consideragdes acima, segue que C, ! C; é isomorfo ao grupo diedral Dg, gerado por r

e s, tais que P =e sf=cerf=r L

1.2 Grupos soliveis

Nesta secdo, iremos expor algumas defini¢des e resultados sobre séries soliveis, grupos
soliveis, série central inferior e grupos nilpotentes. Defini¢cdes e resultados mais gerais
podem ser consultados em [12] e [13]

Definicao 1.2.1. Uma série soliivel de um grupo G é uma sequéncia de subgrupos
{e}=G,<G,-1<--- <G <Gy=G,

onde G;;1 < G;e G;/G;y é abeliano, para todo i.

Os fatores da série solivel sdo os grupos G;/G;y1 onde i =0,1,...,n— 1. Alguns destes
fatores podem ser triviais, visto que na defini¢do acima podemos ter G; = G . Definiremos
o comprimento da série solivel como o nimero de inclusdes estritas, ou equivalentemente, o

nimero de grupos quocientes nao triviais.

Definicao 1.2.2. Dizemos que um grupo G € soliivel se admite uma série soltvel.
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Exemplo 1.2.3. O grupo simétrico S3 admite a série solivel {e} <<A3 <153, onde A3/{e} ~ A3
e S3/A3 ~ 7 /27 sdo ambos abelianos. Portanto, S3 é um grupo soldvel.

A solubilidade é uma propriedade hereditaria no seguinte sentido:
Teorema 1.2.4. Todo subgrupo H de um grupo solivel G € solivel.

Os homomorfismos sdo aplicacOes utilizadas para se obter informacdes de um grupo a
partir de um outro cujas propriedades sejam conhecidas. Neste contexto, solubilidade é uma
informacgdo que pode ser aferida a um grupo H caso haja um epimorfismo de um grupo G
solivel em H.

Teorema 1.2.5. Se G € um grupo solivel e f : G — H € um epimorfismo, entdo H é um
grupo soluvel.

Corolario 1.2.6. Todo quociente de um grupo soldvel € solivel.

Veremos a seguir que a solubilidade de um grupo G € uma propriedade que pode ser

recuperada de um subgrupo normal H e do grupo quociente G/H, caso ambos sejam soliveis.
Teorema 1.2.7. Se H <{G e ambos H e G/H sio soluiveis, entdo G € solivel.
Corolario 1.2.8. Se K e Q sao grupos soliveis, entdo G = K xg Q é um grupo soldvel.

O objetivo agora € construir um tipo especial de série, para isto, discorreremos sobre 0s

comutadores.

Definicao 1.2.9. Se H,K < G, entdo
[H,K| = ([h,k] |h€ Hek € K),

onde [h,k] = h~ 'k~ 'hk é denominado comutador de & e k.

Note que [H, K] é um subgrupo de G. No caso particular onde H = K = G, dizemos que

G' =[G, G] é o subgrupo derivado de G. Deste modo, podemos definir indutivamente

G = [G,G]
G// — [(;/7 G/]
G(3) _ [G”, G//]
Gl — [G(i—l) ’ G(i—l)]

onde GV representa o i-ésimo subgrupo derivado de G.
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Observacio 1.2.10. Se G é um grupo e N <G, entdo os elementos de (G/N)® sdo as
classes laterais xN, onde x € G%). Entretanto, o comutador em questdo nem sempre pode ser
eXpresso por Gl /N, visto que se G1) C N, entdo ndo podemos definir um grupo quociente
G') /N. Ainda assim, podemos corrigi-lo fazendo (G/N)\) = GUN/N.

Encontrar os subgrupos derivados de um subgrupo H normal em G é uma técnica para
se obter subgrupos normais em G, pois veremos abaixo que estes subgrupos preservam a

normalidade em G.
Proposicao 1.2.11. Se H <G, entdo H OYe; para todo i > 0.

Demonstragdo. Utilizaremos indugdo em i. O caso i = 0 € vélido por hipétese, suponha
agora que o resultado seja valido para i > 0 fixado, mostraremos que vale para i+ 1. Tome
g € G, entdo

(H)e = (O g8 = [(H)8 (HDYE] = [HO HO] = gU+D),

]

A seguir, tomaremos conhecimento de um método para constru¢@o de grupos quocientes
abelianos de um grupo dado. Este método é de grande utilidade em algumas demonstragcdes
onde se utiliza inducgdo, e de extrema importancia no contexto de grupos soltveis, uma vez

que as séries almejadas possuem grupos quocientes abelianos.

Teorema 1.2.12. O subgrupo derivado G’ é um subgrupo normal de G. Além disso, se
H <1G, entdo G/H é abeliano se, e somente se, G <H.

Decorre diretamente do teorema acima que G/G' é um grupo abeliano, basta tomar
H = G, além disso, G/G’ é o maior grupo quociente abeliano de G. Dizemos que G/G’ é a

abelianizagio do grupo G e denotamos G, = G/G'.

Definicao 1.2.13. A série

¢ denominada série derivada de G.

A série derivada é uma grande candidata a série solivel de um grupo G, pois como
observado anteriormente, seus quocientes sdo abelianos. Isto posto, dado um grupo solavel,

buscaremos uma relag@o entre a série derivada e uma série solivel arbitraria.
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Lema 1.2.14. Sejam G um grupo e {e} = G, < G, < --- < G < Gy = G uma série
soltivel de G. Entdo G < G;.

O resultado abaixo nos indica uma condic@o necessdria e suficiente para que um grupo

seja soluvel.
Teorema 1.2.15. Um grupo G € soluvel se, e somente se, G = {e} para algum n.

Observe que os resultados do Lema 1.2.14 e do Teorema 1.2.15 nos afirmam que a série
derivada é a menor série solivel de um grupo G. Além disso, basta conhecer o comportamento
da série derivada de um grupo para aferir se um grupo € soltivel ou ndo.

Produtos entrelagados serao recorrentes ao decorrer deste trabalho, isto posto, iremos

desenvolver a seguir dois resultados que relacionam produto entrelagado e solubilidade.

Proposicao 1.2.16. Se H é um grupo e A é um familia de indices. Entao
(CraeaH)™ = CrpeaH™.

Demonstragdo. Por indugdo em n.

Sejam n =1 e (g2)aen: (Ba)rea € CracaH, entdo [(g5)ren, (ha)real = ([81,P2])aen
e (CracaH)' =CrycpH'.

Suponha que o resultado seja valido paran — 1, com n > 1. Entdo

(CraeaH) "™ =[(CraeaH) "™V, (CrycaH) " V)]
:[Cr/leAH(nil)aC’"/leAH(nil)]
=Cryep[H" D HOD)
:CrleAH(n).

Proposicao 1.2.17. Se H e K sdo grupos soliveis, entdo H K é solavel.

Demonstracdo. Seja G = HUK = DriexH % K, entdo DricxkH <<G e G/DryegH ~ K é
solivel. Além disso, como H € soliivel segue que existe n € N tal que H () — {e}, entdo
(DryegH )(") = DryegH () — Driek{e} = {e} implica a solubilidade de DrycxH. Portanto,
G € soluvel. ]

Anteriormente, utilizamos os comutadores para a construgao da série derivada, faremos

uso desta ferramenta novamente, desta vez, para definir indutivamente os subgrupos

n(G) =G %+1(G) = [%(G),Gl.
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Veremos que esta familia de subgrupos possui propriedades que a caracterizam como um

novo tipo de série.

Proposicio 1.2.18. Sejam G um grupo e H < G. Entdo %(H) < G para todo i > 1. Além
disso, yi+1(H) < %(H) e Yi(H)/Yir1(H) < Z(H /Y11 (H)).

Demonstracdo. Faremos a demonstracao através de inducdo em i.

Para i = 1 temos que y;(H) = H. Suponha por hipétese de indugdo que o resultado é
vdlido para i = n, mostraremos que o resultado é verdadeiro para i = n+ 1. Tome [x,y] €
(m(H),H] = y.+1(H) e g € G, entdo [x,y]® = [x%,y°]. Por hipétese de indugio, y,(H) < G,
entdo x¥ € y,(H), como y® € G temos que [x,y|¢ € ¥, (H), do qual concluimos ¥%,+1(H) <G.

Para a segunda parte, tome x € %;(H) e y € H, ento [x,y] = x 'x* € ¥(H). Dai, temos
que ¥;+1(H) = [yi(H),H] < %:(H). Finalmente, como %11 (H) < G, temos %11 (H) < v(H),
assim, o grupo quociente Y;(H)/¥+1(H) estd bem definido. Sejam x € y;(H) e y € H
elementos arbitrdrios, entdo [x,y] € ;41 (H) por defini¢do, deste modo, temos a igualdade
[,y 1(H) = Y1 (H). Portanto, %(H)/Yip1(H) < Z(H /Y1 (H)). O

O resultado acima motiva a definicdo de uma nova série.

Definicao 1.2.19. Seja G um grupo, a série
- <n(G)<n(G)=G

¢ denominada série central inferior de G.

Defini¢do 1.2.20. Um grupo G é nilpotente se existe um inteiro c¢ tal que ¥.+1(G) = {e},

neste caso, ¢ é chamado de classe de nilpoténcia do grupo G.

Grupos nilpotentes possuem uma propriedade interessante a qual ndo iremos demonstrar,
a propriedade em questdo € que em grupos nilpotentes finitos existem subgrupos para todo
divisor de sua ordem, isto é, a reciproca do Teorema de Lagrange é vialida para grupos
nilpotentes finitos.

1.3 Grupos livres

A ideia intuitiva de um grupo F ser livre € a existéncia de um subconjunto X com
a propriedade de que todo elemento em F € expresso unicamente como um produto dos
elementos em X UX !, onde X ! = {x~! | x € X}. Caso isto ndo ocorra, encontraremos
uma relacdo entre os elementos de F. Por exemplo, no grupo ciclico C,, temos a relagio
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g" = e, onde g é um gerador de C,. Esta se¢fo foi estruturada com base em [7] e [12], nela,
definiremos o grupo livre segundo a ideia intuitiva, posteriormente, o definiremos segundo
uma propriedade universal e concluiremos que estas defini¢cdes sdo equivalentes. Além disso,
estudaremos grupos relativamente livres, isto €, sdo grupos livres com excecao de alguma

propriedade.

Definicao 1.3.1. Seja X um conjunto de simbolos, uma palavra em X é um elemento da
forma w = x1x2...x,, n > 0 um inteiro, com x; € X para i = 1,...n. Dizemos que n é o

comprimento da palavra, caso n = 0, teremos a palavra vazia, representada por e.

A definicdo acima deve ser encarada no sentido literal, isto é, X representa um alfabeto
cujos simbolos sdo letras, e uma concatenacao de letras € uma palavra. Construa o alfabeto
X '={x""|xeX}edefinaXT:=XUX"'. Perceba que xx_' é uma palavra sobre o

alfabeto X=, utilizando-se desta analogia, se escrevessemos em um papel a palavra xx !,

esta palavra ndo desaparece por si s, isto posto, xx |

ndo representa a palavra vazia e.

O fato de que xx ! # e causa certo incomodo, entretanto, na vida real, € sempre possivel
apagar uma palavra. Nosso proximo passo e realizar um procedimento que permita apagar
palavras da forma xx L Seja w uma palavra em X . Descarte de w todos os pares dos tipos

x)f1 eaf1

x, a palavra resultante desse processo de reducdo é chamada de forma reduzida de
w. Perceba que caso haja reducdo de uma palavra w para a forma reduzida w,, temos w # w,,

pois, assim como na vida real, palavras sdo diferentes se sdo escritas diferentes.

Exemplo 1.3.2. Seja X = {a,b,c} o alfabeto, entdo X= = {a,b,c,a ',b"' ¢!}, Seja

w=aa 'bc 'cb™'a uma palavra em Xi, a forma reduzida de w é w, = a.
Sob esta abordagem, podemos definir um grupo livre sobre a noc¢ao intuitiva.

Definicao 1.3.3. Um grupo F € dito livre se existe um subconjunto gerador X tal que toda

palavra reduzida ndo vazia em X~ define um elemento ndo trivial de F.
A seguir, desenvolveremos um método para construir um grupo livre.

Teorema 1.3.4. Seja X um alfabeto, o conjunto F(X) de palavras reduzidas em X* é um

grupo livre.

Demonstracdo. Iniciaremos mostrando que F(X) é um grupo. Para isto, defina a operacdo
bindria "concatena¢do com redugdo", isto é, dados wy,wy € F(X), onde w; = x1...x; €
W) =y1...ymcoml,m>0,facawiwy=x1...X1_,Vr11-..Ym,0onde r € tal que x;_, ndo possa
ser removido, em outras palavras, onde x;_,y,1| # xl_,xl_flr. O fechamento da operagdo

€ assegurado, pois a concatenagdo com redugdo de duas palavras reduzidas resulta uma
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palavra reduzida, assim wijw, € F(X). A palavra vazia e é a identidade e o inverso &

—1 1
(x1...Xn)
assim como definido acima e tome w3 = 77 ...2,, donde wows = y1...Vm—sZs+1---2n €M

=X, ...xl_l, onde (x_l)_1 = x. Para a associatividade, tome wy,wy, wiwy

F(X). Se uma das palavras wi,wp ou w3 for a palavra vazia, a associatividade é imediata,
entdo assumiremos /,m,n > 1. Temos trés casos para considerar.
Casol: r+s<m

(Wiw2)ws = (X1 ... X~ Yri1---Ym)Z1 - -Zn
= X1 X—rYr+1---Ym—sZs+1---Zn
=X1-. -xl(yl <o Ym—sZs+1 - - -Zn)

= wi(waw3)
Caso2:r+s=m

(Wiw2)ws = (X1 ... X1~ Yri1---Ym)Z1---Zn
=X1...X]_yZs+1---Zn
=X1.. .xl(yl e Ym—sls+1 - - -Zn)

= w1 (waws)

Caso3:r+s>m

FacaB=vyi...Ym—s» Y=Ym_si1---Yr €0 =Yri1...Ym, por hipétese, r+s > m, portanto,
¥ tem comprimento positivo. Assim, podemos escrever BY=yi...y, € Y8 = Yim—s+1---Yms
donde concluimos que (BY) ™' =x;_,+1...x e (y8) ! =z1 ...z, Isto posto, segue que

wy = P79, € definido sem ambiguidade, pois ndo ha cancelamentos
wi = oy 'B7!, onde a=x...x_, e
wy = 8 'yle, onde €=2zs1...2

Entdo

(wiw2)ws = (ay ' B~'By8) (67 'y le) = (ad)(6 7'y 'e) = a(y e)

wi(waws) = (ay ' B1)(By88 'y 'e) = (ay B 1) (Be) = (ay Ve

Como xx e }/_1 sdo consecutivos na palavra reduzida w; = o }/_1 B~ ! ndo hd cancelamentos

no produto oty '. Analogamente, nio hd cancelamentos no produto j/_le, pois é um fator da
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palavra reduzida w3 = & _ly_le. Isto posto, segue que

a(y 'e)=(ay Ne=ay s,
portanto,
wi(waws) = (wiwo)ws.

Resta mostrar que F'(X) é livre em X. Por hipdtese, X é um alfabeto gerador de F(X),
deste modo, toda palavra reduzida ndo-vazia em X~ define um elemento nio trivial. 0

Se por um lado, a defini¢do intuitiva de um grupo livre permite a compreensao da estrutura
de tal grupo, por outro lado, falha em exprimir a relevancia do grupo em questdo. A seguir,
daremos uma nova defini¢cdo para o grupo livre, fazendo uso de uma propriedade universal.

Ao final, mostraremos a equivaléncia das duas defini¢des.

Defini¢ao 1.3.5. Um grupo F é denominado /ivre em um subconjunto X C F se, dado qual-
quer grupo G e qualquer aplicacdo 6 : X — G, existe um tinico homomorfismo 8’ : F — G
estendendo 0, isto &, tendo a propriedade que (x)0’ = (x)0 para todo x € X, ou equivalente-
mente que o diagrama

F ~

] =1l 4
; -

X

<
N
N
<
<
s

_
5 G
comute, onde i : X — F € a aplica¢do inclusio definida por x — x.

Observacao 1.3.6. Seja F' um grupo arbitrdrio, X C F e G um grupo qualquer. Sejam
Hom (F,G) o conjunto de homomorfismos de F em G, Apl (X, G) o conjunto de aplicagdes
deXemGe

p:Hom(F,G) — Apl(X,G)
¢ — i0Q

onde i : X — F € a inclusdo. Deste modo, @ oinc = ?y Isto é, p pega um homomorfismo

@ : FF — G e aplica na restricdo a X. Entdo
(i) p é sobrejetivo se, e somente se, para todo 0, existe 6’ como na Defini¢ao 1.3.5,
(i) p € injetivo se, e somente se, 0’ existe e é dnico.

Assim, F é livre em X se, e somente se, a aplicacdo p € uma bije¢do para qualquer grupo G.
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O lema a seguir fornece uma condi¢@o necessdria para determinar se um grupo € livre

sobre um subconjunto.
Lema 1.3.7. Se F é livre em X, entdo X gera F.

Demonstracdo. Seja H = (X) := ﬂ{K <F|K2>X}e0:X — Hainclusdode X em H,
com 0’ : F — H denotando a extensio correspondente. Defina 1 : H — F a inclusio de H

em F, através do diagrama

note que 0't estende B1 = i. Mas a aplicagio identidade I também estende 61 = i. Além
disso, 1 é a inclusdo de H em F, entdo Im 0’1t = Im0’. Por unicidade, 8’1 = Ir, daf temos
que F =Imlp =Im0'1 =Im6’ C H. O

Proposicao 1.3.8. Se F; € livre em X;, com i = 1,2, e F| ~ F>, entdo existe uma bijecao de
X; em X5.

Demonstracdo. Aplicaremos a Observacao 1.3.6 no grupo G = Z /27 de ordem 2. Note que
Hom (F;,Z/27) é um espago vetorial com base X; sobre o corpo Z/27Z. Por hipétese, F| ~ F,
denote este isomorfismo por ¢. Entdo a aplicacdo de Hom (Fy,7Z/27) em Hom (F»,7./27)
definida por ¢ — @¢ € um isomorfismo. Como o0s espagos vetoriais sao isomorfos, entao

existe uma bijecdo entre as bases X e X. [

Proposicao 1.3.9. Se F; € livre em X;, com i = 1,2, e existe uma bijec@o entre X; e X», entdo
F1 ~ Fz.

Demonstragdo. Sejam Kk : X| — X> uma bijecdo, 0, ¢ as extensoes

F 123
X y Xp —— B X5 71>X1’./F1
J K 1

K

~1 = x|, entdo a aplicagdo

Agora, para todo x; € Xj, (x1)0¢ = ((x1)x)0 = ((x1)K)K
0¢ : Fi — F; estende i : X; — F1. Mas a aplicagdo identidade /r, também estende
i: Xy — Fj, assim 8¢ = I, por unicidade. Similarmente, @0 = Ir,, assim, 6 € um

1somorfismo. L]
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Vimos que se F € livre em X entdo X gera F. Além disso, se fizermos F' = F| = F>,
X = X; e X, =Y na Proposi¢do 1.3.8 temos uma bijecdo entre X e Y. Isto posto, diremos

que X éabasede F e |X

é o posto de F.

O Teorema abaixo relaciona nossa defini¢do de um grupo livre com a ideia intuitiva.

Teorema 1.3.10. Um grupo F € livre em um subconjunto X se, e somente se, X gera F e

nenhuma palavra reduzida em X* de comprimento positivo ¢ igual a e.

Demonstragdo. Seja F(X) o grupo livre construido com base X, 6 : X — F(X) a inclusao

de Xem Fe 0 : F(X) — F o homomorfismo estendendo 6, deste modo,
W)0' = (x1...x,)0" = (x1)0"...(x,)0 = (x1)0 ... (x)0 = x1...x, = W.

(=) Se F é livre em X, entdo o Lema 1.3.7 afirma que X gera F. Note que ' é injetiva, pois
é a inclusdo de F(X) em F, deste modo, (w)0’ = e se, e somente se w = e, assim nenhuma

palavra reduzida de comprimento positivo em X ¢ igual a e.

(<) Se X gera F entdo 0’ é sobrejetiva, pois (w)0' = w.

Se nenhuma palavra reduzida de comprimento positivo em X = é igual a e, entdo (w)8' =e
se, e somente se, w = e. Logo o' é injetiva.

Portanto, 8’ é um isomorfismo entre o grupo livre F(X) e F, o que garante que F ¢ livre
em X. [

Neste momento, iremos explorar as vantagens provenientes da definicao de grupo livre

através da propriedade universal.
Proposicao 1.3.11. Todo grupo € isomorfo a um grupo quociente de algum grupo livre.

Demonstragdo. Dado um grupo G, tome X como um conjunto de geradores para G. Seja
8': F(X) — G aextensdo da inclusdo 0 : X — G. Agora, Im0’ = G, pois G = (X), com

a notacdo K = Ker 0, o Primeiro Teorema do Isomorfismo afirma que
G=Im0 ~F(X)/K.

Dizemos que F(X)/K é uma apresentagdo para G. O

Iremos enunciar o conceito de apresentacdo de um grupo. Para tal, seja X um conjunto,
F =F(X) o grupo livieem X, R C F, Rf = (w™'Rw |w € F) o fecho normal de R em F
e G=F/RF. SejaX o representante da classe lateral R x. Note que X = {¥ | x € X} é um
gerador de G e que as palavras em R’ representam a identidade em G, isto &, sdo relacdes de
G.
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Defini¢do 1.3.12. Com a notagdo acima, G = (X | R) é chamado de apresentagdo de G. Os

elementos de X sdao chamados de geradores e os de R de relatores.

A priori, somos induzidos a pensar que a apresentagao de um grupo, tal como descrito
acima, é da forma G = (X | R"), pois X gera G e R¥ é o subgrupo normal de F. A apresen-
tagcdo descrita na Defini¢do 1.3.12 € fruto de um aperfeicoamento estético e matematico de
(X | RF). Para tal, podemos cometer o abuso de notagdo de utilizar X ao invés de X, desde
que interpretemos R como o conjunto que descreve as identidades em G. Isto posto, note
que se u € RY, entdo ww = w, para pode utilizar nossa convencio, uw e w devem representar
o mesmo elemento em G, como u € uma identidade em G, temos uw = ew = w. Para a
segunda parte, veja que os geradores de RY sdo da forma ", onde r € R e w € F como r j& é

1 1

a identidade em G, pois r € RF ,temos " =w™ 'rw=w"'w = e. Isto posto, concluimos que

R € suficente para descrever as relacdes que ocorrem em G.

Exemplo 1.3.13. Um grupo livre F em X tem apresentacdo F = (X | ), isto €, ndo possui

um conjunto R de relatores.

Tomando r € R, dizemos que r = e é uma relagdo em G. Convenientemente, podemos

utilizar o conjunto de equagdes R = e ao invés de R.

Exemplo 1.3.14. Seja F = (x) um grupo livre de posto 1. Seja {x"} C F e N = {x"}" o fecho
normal de {x"} em F. Tomando G = F /N, segue que G possui apresentagdo, G = (x | x"),
ou utilizando as relagdes ao invés dos relatores G = (x | x"" = e). Note que G assim definido
¢ uma apresentacdo livre para Z/nZ.

O préximo resultado nos permitird, sobre certas condigdes, obter homomorfismos entre

grupos com mesmo conjunto gerador.

Lema 1.3.15. Sejam F,G,H grupos e & : F — G, B : F — H homomorfismos tais que
Ima = G e Kera C Ker 3. Entao existe um homomorfismo y: G — H tais que ay = f3.

Demonstragdo. Queremos encontrar um homomorfismo y: G — H que faga o diagrama

G

.
.
.
~ Y
aT \\
g
.
.
3

FT>H

comute.
Dado g € G, tome f € F tal que (f)a = g e defina (g)y = (f)B. Um elemento f

satisfazendo essas condigdes existe, pois Imo = G e Y estda bem definida, uma vez que



1.3 Grupos livres 23

Kera C Ker B implica

(fo=(fH)a < fif2~ e Kera = fif27' € Kerp = (f1)B = (f»)B.

Agora, sejam g1,80 € G e fi,f> € F tais que (fi)a =gy e (f)oe = go. Como o é um
homomorfismo, (ff2)@ = g1g2, além disso,

(g182)Y = (f1.f2)B, por definicdo de 7,
= (f1)B(f2)B, pois @ é um homomorfismo,

= (g1)7(82)7,

donde concluimos que ¥ € um homomorfismo.

Finalmente, note que f € ((f )Oc)oc*l, para todo f € F, deste modo, temos a igualdade

(Na)y=(g)y=(f)B,isto é, ay = B. O

Apresentaremos a seguir um resultado ttil no contexto de grupos com apresentagdes

similares e apresentacdes de grupos quocientes.

Proposicdo 1.3.16 (von Dyck). Seja F(X) um grupo livre sobre X. Se G= (X |R) e
H=(X|S),onde R C S C F(X), entdo existe um epimorfismo ¢ : G — H fixando todo ele-
mento x € X e tal que Ker ¢ = (S/R)". Reciprocamente, todo grupo quociente de G = (X | R)
tem apresentacdo (X | §) com R C S.

Demonstracdo. Sejam a : F(X) — G e B : F(X) — H aplica¢des naturais. Como o
é uma sobrejecio e Kera = RF C S¥' = Ker 8, pelo Lema 1.3.15, existe um homomor-
fismo y: G — H. Faca ¢ =7, como (x)ao = x e (x)B = x para todo x € X, entdo
(x)¢ = (x)oed = (x)B = x, donde concluimos que 6 fixa todos os elementos em X. O homo-
morfismo ¢ é sobrejetivo, pois B = a.@ e as aplicagdes o e  também o sdo. Além disso,
(f)a¢ = (f)B = e implica f € (Ker B)a, portanto, Ker ¢ = (Ker B)a = (S¥)a = (S/R)F,
pois (R)a = {e} em G.

Reciprocamente, seja H um grupo quociente e G. Defina ¥ como a composicao o0,
entdo R C Kery e H= (X | Kery). O

Anteriormente, construimos uma familia de grupos cujos elementos ndo possuem relacdes,
o que exprimi a ideia de "liberdade" entre os elementos dos grupos livres. Estenderemos este

conceito para os grupos satisfazendo uma propriedade P.

Definicao 1.3.17. Seja F.. um grupo livre sobre um conjunto infinito enumeravel {x;,x,...}
e seja W um subconjunto ndo-vazio de F.. Se w = xfi .. xf’r cWegy,...,grclementos de um

grupo G, definimos o valor da palavra w em g1, ..., g, como sendo w(gi,...,g,) = glll . .glr’.
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O subgrupo de G gerado por todos os valores em G das palavras em W € denominada

subgrupo verbal de G determinado por W e denotado por
W(G) - <W(g1,g2,- . ) | gi € G,W S W>

Exemplo 1.3.18. Se W = {[x;,x2]} e G é um grupo, entdo W(G) = G'.

Com a finalidade de estender a nocao de grupos livres, precisamos de um método de
coletar grupos que compartilham de uma propriedade. A defini¢do abaixo ird suprir esta

necessidade inicial.

Defini¢ao 1.3.19. Uma classe de grupos C é uma cole¢@o de conjuntos, cujos membros sao

grupos, e detém as propriedades de que
(i) C contém um grupo de ordem 1,
(i) Se G € C, entdo H € C sempre que H ~ G.

Se, por exemplo, definirmos C como a colecdo de todos os grupos finitos, ou todos os
grupos abelianos, segue que C é uma classe de grupos finitos, ou uma classe de grupos

abelianos, respectivamente.

Definicao 1.3.20. Uma variedade é uma classe de grupos definida equacionalmente. Mais
precisamente, se W € um conjunto de palavras em x1,x3, ..., a classe de todos os grupos G
tais que W(G) = {e} é denominada variedade B(W) determinada por W. Dizemos que W é
um conjunto de leis para a variedade B(W).

Exemplo 1.3.21.
(i) Se W = {[x,y]}, entdo B(W) € a classe de grupos abelianos.
(ii) Se W = {[[x1,x2], [x3,x4]]}, entdo B(W) € a classe de grupos metabelianos.

(iii) Defina indutivamente 51 = [x1,x2], 52 = [[x1,x2], [x3,x4]] € 51 = [sy-1(x),5-1(¥)] 0
comutador envolvendo 2 variavéis. Se W = {s1,...,s;}, entdo B(W) é a classe de

grupos cujo comprimento da série derivada é no méaximo /.

(iv) Se W = {[x,x2,...,x;|}, entdo B(W) € a classe de todos os grupos cuja classe de

nilpoténcia € menor ou igual a c.

Agora, estamos aptos a estender o conceito de grupos livres para classes de grupos.
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Definicao 1.3.22. Sejam B uma variedade, F € 3 um grupo e X um conjunto ndo vazio de
F. Dizemos que F' é um grupo B livre se para qualquer aplicacdo 0 : X — G, onde G € B,
existe um tinico homomorfismo 8’ : F — G estendendo 8, isto &, tendo a propriedade que
0'(x) = O(x) para todo x € X, ou equivalentemente que o diagrama

comute, onde i : X — F € a aplica¢ao inclusdo definida por x — x.

Grupos que sdo livres em alguma variedade sao também chamados de relativamente
livres. Veremos que os grupos livres podem ser utilizados para descrever grupos livres sobre
uma variedade B.

Proposi¢ao 1.3.23. Seja X um conjunto nio-vazio, F* um grupo livre em X, e B uma
variedade com conjunto de leis W. Entdo, F = F* /W (F*) é um grupo B livre em X. Além

disso, todo grupo B livre em X € isomorfo a F.

Demonstragcdo. Seja ¢ : X — F* uma aplicacdo injetiva ¢ v : F* — F 0 homomor-
fismo natural. Tome ¢ = ¢*v. Suponha que G é um grupo da variedade Be ot : X — G
uma aplica¢do. Como F* é livre em X, existe um tinico homomorfismo 8 : F* — G tais
que 0*B* = a. Como G € B, temos W(G) = {e}, entdo W(F*)B = {e}. Consequente-
mente, a aplica¢do 3 : F — G definida por W (F*)x — (x)B* € um homomorfismo. Agora,
(x)vB = (W(F*)x)B = (x)B*, entdo vB = f* e 6 = o'V = 6" B* = . Dai, temos a
comutatividade da parte inferior do diagrama

F*

I
|
v

F\

-

X - $ G

o

Se B’ : F — G é um outro homomorfismo satisfazendo as condigdes acima, 6*(vf') =
oB' = a=o0"B*, dai vB’ = B* — v pela unicidade de B*. Decorre da sobrejetividade de
v que B = . Portanto, F é B livre em X.
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Para a segunda parte, basta revisitar a Proposi¢do 1.3.9 e trocar o substantivo grupo livre
por grupo B livre. U

Note que a Proposi¢ao 1.3.8 pode ser adaptada para as variedades no Exemplo 1.3.21,
visto que Z /27 pertence as variedades deste exemplo. Para a adaptacdo, basta trocar o
substantivo livre por B livre, onde B é uma variedade do exemplo em questao.

Utilizaremos a Proposi¢do 1.3.23 para obter grupos livres sobre uma variedade de uma
forma simples. Por exemplo, dado um grupo livre F em X, definiremos o grupo abeliano livre
F,;, em X quocientando F por F', sua apresentacio é dada por F,, = (X | F'). O grupo meta-
beliano livre Fy, é definido quocientando F por F”, e tem apresentagio Fyerq = (X | F”).
Ja o grupo soluvel livre é obtido ao tomar o quociente F /F 0, Quanto aos grupos nilpotentes
livres, podemos defini-los por F /¥, (F).

1.4 Grupos topologicos

O objetivo desta secdo € estudar grupos que admitem uma estrutura topoldgica. Isto
posto, enunciaremos alguns resultados primordias da Topologia para o estudo dessa classe
de grupos. Maiores detalhes sobre Topologia podem ser encontrados em [8], quanto a parte

de grupos topolégicos, consulte [11].

Definicdo 1.4.1. Uma fopologia em um conjunto X € uma colecdo 7 de subconjuntos de
X, chamados de subconjuntos abertos (segundo a topologia 7), satisfazendo as seguintes

propriedades:
(1) @ e X sao abertos;
(2) aunido de uma familia qualquer de subconjuntos abertos € um subconjunto aberto;
(3) ainterse¢do de uma familia finita de subconjuntos abertos € um subconjunto aberto.

Um espago topoldgico é um par ordenado (X, ) consistindo de um conjunto X e uma
topologia T em X que define os abertos em X. Neste sentido, interpretamos X como um
conjunto cujos elementos sdo irrelevantes, ja (X, T) consiste dos mesmos objetos em X, com

a diferenca de que 7 atribiu significincia para subconjuntos de X.

Exemplo 1.4.2. Seja X = {1,2,3,4,5} e 7= {0,{2,4,5},X}. Sob as nota¢des acima, 0,
{2,4,5} e X sdo abertos da colecdo 7. Note que quaisquer interse¢des ou unides entre os
abertos resultam um aberto de 7, além disso, @ e X sdo abertos de 7. Portanto, T € uma
topologia. O espaco topoldgico proveniente de X e 7 é o (X, 1) = {1,2,3,4,5} com a
propriedade de que os abertos séo 0, {2,4,5} e X.
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E sempre possivel definir uma topologia para um conjunto X. Para isto, defina a colegio
To em X tomando todos os subconjuntos de X como abertos. Nesse caso, Ty chama-se

topologia discreta.
Exemplo 1.4.3. Se X = {1,2,3}, entdo 79 = {0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},X} é a
topologia discreta de X.

Dado um subconjunto ¥ de um espago topoldgico (X, Ty ), podemos utilizar a topologia
de X para induzir uma topologiaem Y.
Proposicio 1.4.4. Se (X, Tx) é um espaco topoldgicoe ¥ C X, entdo 7y = {YNA | A € 11}
€ um topologia em Y, denominada fopologia induzida em Y por Ty.
Exemplo 1.4.5. Considere X o espago topoldgico do Exemplo 1.4.2e Y = {2,5}. Observe
que de 7 = {0,{2,4,5},X}, temos 7y = {Y N0, Y N{2,4,5}, Y NX} ={0,{2,5},Y} é a
topologia induzida de Y.

Observe que a unido de todos os subconjuntos da topologia Ty de um espaco topologico X
resulta em todo o conjunto X, este fato € trivial visto que X C Tx. Nao tdo trivial e encontrar

quais unides de subconjuntos de Tx resultam X. Formalizaremos esta nocao de "cobrir" o

conjunto X abaixo.

Definicio 1.4.6. Sejam (X, Tx) um espaco topoldgico e A C X. Dizemos que U C Tx é uma

A= JU.

vcu

cobertura aberta para A se

Quando V C U/ também for uma cobertura aberta de A, diremos que V € uma subcobertura
aberta de A.

Na definicao acima, se ndo exigirmos que U C Ty, diremos que U/ é apenas uma cobertura
de X.

Definicao 1.4.7. Seja X um espaco topolégico. Uma cisdo em X é um par A, B C X tais que
ANB=0eX =AUB.

Todo espaco topoldgico admite ao menos uma cisao, a saber, X = @ U X, denominada
cisdo trivial. Se o espago topoldgico X s6 admite a cisdo trivial, diremos que X é um espaco
topologico conexo, caso contrario, diremos que X € um espaco topolégico desconexo. Além
disso, se todo aberto conexo de X tiver apenas um elemento, diremos que X € um espago
topologico totalmente desconexo.

Convenientemente, distribuimos os espacos topoldgicos em classes com a finalidade de
explorar as propriedades dos espacos em determinada classe. A seguir, definiremos uma

classe a qual pertencem os objetos o qual estudaremos posteriormente.
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Definicdo 1.4.8. Sejam (X, Ty ) um espago topoldgico e K C X. Diremos que K é compacto
se toda cobertura aberta ¢/ de K admite subcobertura aberta V finita. Se X for compacto,

dizemos que X é um espago topolégico compacto..

Note que o espaco topologico no Exemplo 1.4.2 é compacto. Com efeito, suas coberturas
de abertos sdo U; = {0, X}, U, = {0,{2,3,5},X} e Us = {X}, note que V = {X } € subco-
bertura aberta de U,U, e U3, W = {0,X } é uma subcobertura aberta de U] e que estas sdo
todas as possiveis subcoberturas, além disso, |V| =1 e WV| = 2, donde concluimos que estas
subcoberturas abertas sdo finitas.

Em verdade, sempre que X for um espago topolédgico finito, X € compacto com a topologia
discreta, visto que a menor cobertura para X é

X= U {X},
xeX
e X ndo possui uma subcobertura aberta diferente do préprio X.
Espacos topoldgicos finitos munidos da topologia discreta possuem mais duas proprieda-

des interessantes, a qual enunciaremos a seguir.

Proposicao 1.4.9. Seja X um espago topoldgico finito. Se todo subconjunto conexo de X

possui apenas um elemento, entdo X € totalmente desconexo.

Para a segunda propriedade, diremos que um espago topolégico (X, T) é espaco topold-
gico de Hausdorff se dados x,y € X distintos, existem abertos Ay, A, C 7 tais que A,NA, = 0.

Proposicao 1.4.10. Seja X um espaco topolégico com a topologia discreta. Entdo X é
Hausdorff.

Observacao 1.4.11. Espacos topoldgicos finitos com a topologia discreta sdo compactos,
totalmente desconexos e de Hausdorff.

Obter informagdes de um espaco topoldgico através de um outro pode ser possivel ao se
definir uma aplicacio adequada. Definiremos abaixo um tipo de aplicacio que viabiliza fazer

inferéncias sobre espacos topoldgicos de Hausdorff, totalmente desconexos ou compactos.

Definicao 1.4.12. Uma aplicacdo f : X — Y, de um espaco topolégico X num espago
topoldgico Y, diz-se continua quando a pré-imagem (B) f ~! de todo aberto B C Y for um

aberto em X.

A defini¢@o de aplicagdes continuas entre espacos topoldgicos resulta um bom comporta-

mento quanto a composigao.
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Proposicao 1.4.13. Sejam X,Y,Z espacos topoldgicose f: X — Y g: Y — Z aplicagdes
continuas. Entdo fog: X — Z é uma aplicacdo continua.

A seguir, veremos que aplicagdes continuas preservam compacidade e conexidade de

espacos topoldgicos.

Proposicao 1.4.14. Sejam f : X — Y uma aplica¢do continua entre espacos topoldgicos e

K C X. Se K é compacto (conexo), entdo (K)f é compacto (conexo).

Para um conjunto X, estdo associados diversas topologias. Veremos que estas topologias

possuem um bom comportamento quanto a intersecao.

Proposicio 1.4.15. Seja X um conjunto e {7 | A € A} uma familia de topologias em X.
Entdo 7x = Aﬂ T, € uma topologia em X.
e

A Proposigdo 1.4.15 permite estabelecer um infimo sobre uma familia de topologias em X.
Isto é, dado uma familia {1) | A € A} de topologias em X, existe uma topologia 7, em X que
¢ a maior topologia contida em todas as topologias 7, e denotaremos 7, = inf{7), | A € A}
como sendo o infimo da familia em questao.

Outro tema de interesse consiste em buscar uma topologia que contenha um subconjunto
especifico. Abaixo, descreveremos de que modo podemos criar uma topologia contendo o

subconjunto desejado.

Definicdo 1.4.16. Sejam X um conjunto e S C 7y. Seja {7 | S C 7} a familia de todas
as topologias contendo S. Definimos a topologia gerada por S como sendo o infimo das
topologias em X contendo S, 7(S) =inf{7|S C 1}.

Vimos anteriormente que o produto cartesiano possibilita constru¢des de grupos "mai-
ores", utilizaremos desta mesma ferramenta para construir espagos topoldgicos a partir de
uma familia conhecida de espacos topologicos.

Considere uma familia de espagos topoldgicos X;, com A € A. Denotaremos as projecdes
de CrycaX), por

(R)ren — Xy

Definicao 1.4.17. Seja Sy a colegdo

Sy= {(Ay)ﬂfl | Ay é aberto em Xy},
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e denote por S a unido dessas colegdes,

s=Jsy
yeA

A topologia gerada por S, 7(S), é denominada topologia produto. Nesta topologia, Cry cpX),
€ chamado de espaco produto.

Com as notagdes acima, suponha que Cry cpX) = Cry, cp, Xy, X Xy X Cry,cp,X), - Entéo,
se Ay é um aberto de Xy, segue que (Al)ﬂy_] = Cry,en, X, X Ay X Cry,ep, Xy, € um aberto
de 7(S). Como 7(S) é uma topologia, a intersecdo de abertos é um aberto, entretanto, as
intersecoes de abertos sdo finitas. Logo, se A é um conjunto finito, entdo todos os abertos
de CrjycpX) sdo da forma CrycpA;, onde A, € um aberto qualquer de X, . Caso A seja um
conjunto infinito, observamos que podemos fazer finitas interse¢des, entdo todos os abertos

de CrycpX), sdo da forma CrycpA), onde Ay # X, apenas para um nimero finito de indices.

Observacao 1.4.18. Note que, assim definida, a topologia produto torna automaticamente

as projecoes em aplicacdes continuas.

Proposicao 1.4.19. Seja f : X — Crj coX, uma aplicacio entre espacos topoldgicos defi-
nida por f(x) = Cryeafa (x). Entdo f € continua se, e somente se, cada aplicagdo coordenada
fo 1 X — X é continua.

Um questionamento natural € investigar se, dada uma familia de espagos topoldgicos
satisfazendo uma propriedade P, o produto cartesiano destes espagos topoldgicos preserva a
propriedade P.

Proposicao 1.4.20. O produto cartesiano de uma familia arbritraria de espacos topol6égicos
de Hausdorff € um espaco topolégico de Hausdorff.

Proposicao 1.4.21. O produto cartesiano de uma familia arbritraria de espacos topoldgicos
totalmente desconexos € um espaco topoldgico totalmente desconexo.

Nao € dificil ver que o produto cartesiano de uma familia finita de espagos topolégicos
compactos é compacto. Quando a familia € arbitraria o resultado ndo € tdo trivial, entretanto,
a resposta € afirmativa. Este resultado decorre do famoso Teorema de Tychonoff, que

enunciaremos. A demonstra¢do pode ser encontrada em [8].

Teorema 1.4.22 (Teorema de Tychonoff). O produto cartesiano de uma familia arbritraria

de espacos topoldgicos compactos € um espaco topoldgico compacto.
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Em nosso contexto, aplicacdes continuas serdo utilizadas para a definir um espaco

topolégico com estrutura de grupo.

Definicao 1.4.23. Um grupo topologico G é um espago topoldgico, munido de uma estrutura

de grupo tal que as aplicacoes

u:G6xG — G 1:6 — G

sao continuas.

Exemplo 1.4.24. Seja Z/nZ = {0,...,n— 1} o grupo das classes de resto médulo n. Seja
U um subconjunto de Z/nZ, a topologia discreta 7y nada mais é que a cole¢io de todos os
possiveis subconjuntos U de Z/nZ. Com isto, Z/nZ é um espaco topoldgico com estrutura
de grupo, resta avaliar se as aplicacdes da Defini¢do 1.4.23 sdo continuas. Para isto, defina
Z./nZ x Z/nZ com a topologia produto, os abertos deste produto direto sdo da forma A x B,
onde A e B sdo abertos em Z/nZ segundo a topologia discreta, isto é, qualquer subconjunto
de Z/nZ x 7. /nZ é um aberto. A pré-imagem de qualquer subconjunto de Z/nZ x Z/nZ é
um aberto de Z/nZ, pois todo subconjunto de Z/nZ também é um aberto sob a topologia
discreta, portanto, i e t sdo aplica¢des continuas.

Nosso objetivo agora e construir grupos topoldgicos a partir de grupos conhecidos. Para
isto, definiremos uma relagao de ordem que contribuird com nosso objetivo.
Seja I um conjunto e < uma operacdo bindria. Diremos que I = (I, <) é um conjunto

dirigido se a relagdo < satisfazer as seguintes condi¢des:
(1) i Xi,parai€l,
(i) i=2je j=kimplicai < k,comi,j kel
(i) i X je j=Xiimplicai = jparai,j€l,
(iv) sei,jel, existe k € Italquei,j < k.

Um sistema inverso de grupos topoldgicos sobre 1, consiste de uma cole¢do {G; | i € I'}
de grupos topoldgicos indexada por /, e uma colecao de homomorfismos continuos de grupos
¢ij : Gi — G, definidos sempre que j = i, de modo que os diagramas da forma

G; Pik e

®ij Pk
G,
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comutem sempre que estiverem definidos, isto é, 7, j,k € I tal que k < j < i. Denotaremos
esse sistema por {G;, ¢;,1}, ou por {G;, ;; } quando nao houver dividas quanto ao conjunto
[ utilizado.

Seja G um grupo topolégico, {G;, ¢;;,1} um sistema inverso de grupos topolégicos sobre
um conjunto dirigido /, e ¢; : G — G; homomorfismos continuos de grupos para todo i € 1.

As aplicagdes @; sdo ditas compativeis se @;@;; = @; sempre que j < i.

Defini¢ao 1.4.25. Diremos que um grupo topolégico G munido de homomorfismos continuos
compativeis
¢ :G— G; (iGI)

¢ um limite inverso do sistema inverso {G;, ¢;;,I} se a seguinte propriedade universal for
satisfeita:

sempre que H for um grupo topolégico e y; : H — G; (i € I) é um conjunto de homomorfis-
mos continuos compativeis, entdo existe um tinico homomorfismo continuo y : H — G tal
que Y @; = y; para todo i € I. Dizemos que Y € induzido pelos homomorfismos compativeis
y; e denotamos o limite inverso por (G, ¢;).

Antes de prosseguir com o estudo dos grupos topolégicos, convém verificar que, dado
um sistema inverso, existe limite inverso e € unico a menos de isomorfismos.

Proposicao 1.4.26. Seja {G;, ¢;;,I} um sistema inverso de grupos topoldgicos sobre um

conjunto dirigido /. Entdao
(i) Existe um limite inverso do sistema inverso {X;, ¢;;,1};

(ii) O limite inverso é dnico no seguinte sentido: se (H, ;) e (K, fB;) sdo dois limites
inversos do sistema inverso {Gj, ¢;;, 1}, entdo existe um tnico isomorfismo topolégico

o : H — K de forma que af; = o; paracadai € I.

Demonstragdo. (i) Defina G = {(gi)icr € CriciGi | 9;;((8i)ic1) = gj, j i} e

0i:G — G
(gi)iel — &i.

Seja y; : H — G; uma familia de homomorfismos continuos definidos para todo i € 1.

Vamos mostrar que G juntamente com as aplicagdes ¢; satisfazem a propriedade universal,
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ou seja, que existe um tnico homomorfismo continuo ¥ que faca o diagrama

comutar. Para cada h € H, defina (h)y := ((h)yi)ic;. Note que ((h)y;)icr € G, pois
(h)y; = (h)y;@;; sempre que j < i. Além disso, a aplicacdo y, avaliada coordenada a
coordenada é um homomorfismo continuo, isto é, ¥ ¢; = ¥; € um homomorfismo continuo

para todo i € I, deste modo, a aplicacdo

yv:H — G
h — ((WWi)ier

€ um homomorfismo continuo. Para mostrar a unicidade, suponha que exista um homo-
morfismo ¢ : H — G satisfazendo ¢ ¢; = y; para todo i € I. Tome h € H e note que
(h)¢ = (M)9@)ier = (W Wi)ier = (M) y.

(ii) Decorre imediatamete da propriedade universal de (H, ¢;) aplicada a familia f3; de

aplicagdes compativeis que existe um homomorfismo continuo 8 de modo que o diagrama

comute. Analogamente, a propriedade universal de (K, f3;) aplicada a familia ¢; de aplicacoes

compativeis garante a existéncia de um homomorfismo continuo 3 que torna o diagrama
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comutar para todo i € I. Mas a aplicagdo identidade /dy também faz o diagrama comutar,
pela unicidade da aplicacdo segue que o3 = Idy. Similarmente para K, obtemos fa = Idk.
Deste modo, o € um isomorfismo topolégico. [

Se {Gi, ¢;j,1} é um sistema inverso, denotaremos o seu limite inverso por

G =1limG;,
=
onde G = {(gi)ier € CriciGi | ((gi)ict)Qij =g}, ] 2 i}.
Proposicao 1.4.27. O limite inverso G = lim G;, ¢ um grupo topoldgico.
=

Demonstragdo. Para verificar que G € um espago topoldgico, basta tomar a topologia produto.
Definindo a operagdo (g;)icr(hi)icr = (gihi)icr, vemos que G é um grupo. Para finalizar,
devemos verificar que as aplicagdes (L e 1 de G da Defini¢do 1.4.23 s@o continuas. Denotando
U; e 1; como as aplicag¢des da Definicao 1.4.23 para G;, segue que U; € 1; s2o continuas, pois
por hipdtese, G; € um grupo topolégico para todo i € I. Note que (g,)l_ell = (g l)iel, entao
podemos escrever 1 = Cricrl;, pela Proposi¢do 1.4.19 segue que 1 € continua. Finalmente,
como (g;)ier(hi)ier = (gihi)icr, podemos definir 4 = Cricit;, como ; é continua para todo
i € 1, segue que u é continua. [

Agora, construiremos um exemplo de grupo topoldgico dado através de um limite inverso.

Exemplo este que aparecerd mais adiante neste trabalho.

Exemplo 1.4.28. Sejam p um primo e Z/p"Z grupos topoldgicos munidos da topologia
discreta, onde n € N.
Observe que N € um conjunto dirigido com a ordenacao usual <. De fato,

(1) i<i,parai€e N,
(i) i<je j<kimplicai <k,comi,j k€N,
(i) i< je j<iimplicai= j, parai,j €N,
(iv) sei,j € N, existe k € N tal que i, j < K, basta tomar k > max{i, j}.
Além disso,

O 2/p"7 — Z/p"Z
x+p"Z — x+p"Z
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¢ um epimorfismo definido sempre que m < n. Portanto, {Z/p"Z, @um,N}, é um sistema

inverso, cujo limite inverso serd denotado por

Z,=1imZ/p'"Z.

neN

Vimos na Proposi¢do 1.4.26 que

ZP = {(xn)neN € CrnGNZ/an | ((xn)neN)(an = Xm, m < n}7

entao
((xn)neN)(an =Xy <= Xn+ P" L = Xp + p"L <= X, = x, mod p",

sempre que m < n. Deste modo, (x,),eN = (X1,%2,X3,...) € Zjp se, e somente se, X, = X,, mod p™.
Utilizaremos a forma de sequéncia acima para introduzir a forma polinomial. Tome

(X1,Xx2,%3,...) € Zp, representaremos sua forma polinomial por
Xi+xp+x3pi+...,

onde 0 <x, < p—1,paratodon € N.

O conjunto Z, é conhecimo como anel dos inteiros p-ddicos. Mostraremos que neste

conjunto, as unidades sdao da forma x; +x3p + x3 p2 +...,onde x; # 0.
Proposic¢io 1.4.29. Um inteiro p-ddico x € uma unidade em Z,, se, e somente se, x1 7# 0.

Demonstragdo. Se x = x| +xap + X3 p2 + ... € uma unidade, entdo existe y € Z, tal que
xy=1.Sejam, : Z, — 7/ p"Z o epimorfismo de projecdo definido por (x)7, = x, p"~ 1. Entdo
1= ()= (xy)m = (x)m (y)m = x1(y)7, isto é, x; é uma unidade em Z/pZ, portanto,
x1 #0.

Reciprocamente, suponha que x; # 0. Considere o caso onde x; = 1 e denote por
x2p+x3p2—|—--- =(xp+x3p+...)p=—zp, entdo 1 +x2p+x3p2+--- =1—zp. A série

= 1+x+x*+... nos fornece :1+zp+22p2+... que € um

elemento de Z,,.

geométrica I

Finalmente,

1

)= (I4zp+2p*+.. )(1—zp) = (I4+2p+2p°+...) = (zp+Zp°+... ) = L.
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Caso x; > 2, como xj # 0, existe ¢ € Z/pZ tal que x;c = 1. Entéo
(X1 +x2p+x3p° 4 ... )c=xic+xep+x3ep*+-- = 1+yp+y3p°+ ...,

onde y, = x,c para todo n € N. Provamos acima que elementos da forma 1 +y>p+y3 p2 +...
admitem inverso em Z,, logo, todo elemento da forma x; +x,p +x3 p2 +...comx; #0¢é
uma unidade. O

A seguir, desenvolveremos a nocao de fecho topoldgico para grupos que possuem quoci-
entes finitos. Denominamos este fecho por fecho topologico profinito

Sejam G um grupo arbitrario e N a colec¢do de subgrupos normais N de G tal que G/N é
um grupo finito. Observe que A é um conjunto ndo vazio, pois G € N. Podemos tornar N
em um conjunto dirigido definindo M < N sempre que M > N, com M,N € N. De fato,

(i) N < N paratodo N € N, pois N > N;

(i) N <M e M =< Lentdo N < L para quaisquer M,N,L € N, vistoque N>MeM > L
implica N > L;

(iii) N <M eM < N entdio N = M para M,NL € N, uma vez que N > M e¢ M > N implica
M =N,

(iv) se M,N € N, existe L € N tal que M,N < L, basta tomar L < M NN, entioM > Le
N > L implicam M,N < L.

Deste modo, G serd um grupo topolégico munido da topologia profinita, cuja base € definida
por
v ={gN|N e N,g € G}.

Se M,N € N' e M <X N, defina o epimorfismo natural @y, : G/N — G/M. Entdo, segue que
{G/N, @y} é um sistema inverso de grupos finitos G/N. Definiremos o fecho topolégico

profinito de G em relagao a topologia profinita por

G =1limG/N.
NeN

Se na constru¢ao acima substituirmos grupo finito por p-grupos finitos, onde p ¢ um primo

fixado, teremos o fecho topoldgico pro-p. Por exemplo, Z, € o fecho topoldgico pro-p de Z.



CAPITULO 2

Propriedades residuais e imersoes em produtos

entrelacados

Dados G, K grupos, um questionamento natural € estudar de que forma as propriedades
do produto entrelacado G K sao influenciadas pelas propriedades de G e K. Para este fim,
iremos explorar definicdes e resultados apresentados em [6]. Outro objetivo interessante é
estudar quais grupos podem sem imersos em G K, nos limitaremos a estudar uma imersao

denominada Imersdo de Magnus, apresentada em [10].

2.1 Propriedades residuais

A grosso modo, se P € uma propriedade de grupos, podemos pensar na propriedade
residual P como uma propriedade recuperada de grupos que satisfazem P. Esta secdo é
motivada por [6], nela, formalizaremos a nocdo de propriedade residual e estudaremos o
Teorema de Gruenberg, que relaciona o produto entrelagado a um tipo especial de propriedade

residual.

Defini¢ao 2.1.1. Seja P uma propriedade. Dizemos que um grupo G € residualmente P se
dado g € G ndo trivial, existe um subgrupo normal N, de G tal que g ¢ N, e G/N, tem a
propriedade P.

Exemplo 2.1.2. Sejam Z o grupo ciclico infinito e P a propriedade de ser um 2-grupo finito,
isto é, um grupo cuja ordem € uma poténcia de 2. Como Z € um grupo abeliano, todos os
seus subgrupos sao normais. Note que Z ndo possui a propriedade P, pois os elementos
em 7Z tem ordem infinita. Ainda assim, dado x € Z, existe n € N tal que x ndo é multiplo
de 2", deste modo, x ¢ 2"7Z = {2"y |y € Z} e Z/2"Z é um 2-grupo finito. Portanto, Z é

residualmente um 2-grupo finito.
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A Defini¢do 2.1.1 pode ser reformulada em termos de um epimorfismo em um grupo

com a propriedade P, como veremos na proposi¢do abaixo.

Proposicao 2.1.3. Sejam G um grupo e P uma propriedade. Entdo G € residualmente P se, e
somente se, para todo g € G, existe um epimorfismo de G em um grupo H com a propriedade
P satisfazendo (g) @ # e.

Demonstragdo. Seja G um grupo residualmente P. Tome g € G, entdo existe um subgrupo

normal N, tal que g ¢ N,. Defina a aplicacdo natural

9:G — G/N,

X — xNg.

A aplicagdo ¢ ¢ claramente um epimorfismo, além disso, (g)@ = gN, # Ng, pois g ¢ Nj.
Reciprocamente, suponha que para todo g € G, existe um epimorfismo ¢ de G em um

grupo H com a propriedade P satisfazendo (g)¢@ # e. Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo,

G/Ker ¢ ~ H, logo, G/Ker ¢ tem a propriedade P e g ¢ Ker ¢. O

Para uma dada propriedade P, veremos a seguir que a definicdo proveniente da Proposi-
¢ao 2.1.3 possibilita o uso de epimorfismos para determinar se um grupo € residualmente

P.

Proposicao 2.1.4. Sejam G e H grupos. Se H € um grupo residualmente P e para todo
elemento ndo trivial g € G existe um epimorfismo ¢, : G — H, onde (g) @, # e, entdo G é

residualmente P.

Demonstragdo. Seja h € H tal que h # e, como H é residualmente P, existe um epimorfismo
v, em um grupo K com a propriedade P satisfazendo (h)y, # e. Tome h = (g)@,, entdo
¢,y é um epimorfismo de G em K satisfazendo (g)@,y;, = (h)y), # e, portanto, G ¢é
residualmente P. ]

A seguir, definiremos um tipo de propriedade necessaria nas hip6teses do Teorema de

Gruenberg.
Definicao 2.1.5. Dizemos que P é uma propriedade raiz se satifazer:
(1) se um grupo G possui a propriedade P entdo seus subgrupos também a possuem;

(2) se G e H tem a propriedade P entdo G x H possui a propriedade;
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(3) se {¢} <K < H < G é uma série de subgrupos, cada um normal no seu antecessor,
G/H e H/K possuem a propriedade P, entdo K contém um subgrupo L, normal em G,

tal que G/L tem a propriedade P.

Exemplo 2.1.6. A propriedade P := “ordem poténcia de primo” € uma propriedade raiz.

Com efeito, seja p um primo e n,m > 1,

(i) se |G| = p", entdo, pelo Teorema de Lagrange, a ordem dos subgrupos de G dividem |G|.

Portanto, se H < G, entdo |H| = p™, onde m < n;

(ii) se |G| = p" e |H| = p™, entdo a ordem do produto direto G x H é uma poténcia de p,
pois |G x H| = |G||H| = p"p" = p"™;

(iii) se {e} < K < H < G é uma série de subgrupos, cada um normal no seu antecessor,
|G/H|=p" e |H/K|=p".

Note que para K < H < G, temos [G : K| =[G : H||H : K| sempre que [G: H| e [H : K]
sdo finitos. Se K <1 G, entdo tomamos L =K e [G : K| = p”+’". Se K nao € normal em G,

defina Kg = ﬂ K&. Sob as notagdes do Teorema 1.1.9, como [G : K] ¢ finito, segue que

geG
S(M) é finito, assim, [G : K] é finito.

Como H /K é um p-grupo, entdo H /K é nilpotente, consequentemente, existe ¢ € N de
forma que .+ (H/K) = K/K, donde concluimos que Y.+ (H) < K. De H < G, segue pela
Proposi¢do 1.2.18 que 7,41 (H) < G. Como K¢ é o maior subgrupo normal em G contido em
K, segue que ¥.11(H) < Kg, deste modo H /K¢ € nilpotente e finito.

Observe que [H : Kg| = [H : K][K : K|, entdo H /K¢ possui elementos de ordem poténcia
de primo. Além disso, K/Kg < H/Kg é nilpotente e finito, entdo K/Kg ~ P X P} X --- X P,
onde |P| = p" e Py ... P, sdo grupos cujas ordens sdo poténcias de primos. Agora, tome
L/Kg < H/Kg de modo que L/Kg ~ Py X --- x P, entdo [K : L] = [K : Kg]/[L : Kg| é
uma poténcia de primo. Como L/K é caracteristico em H/Kg ¢ H/Kg < G/Kg temos
L/Kg < G/Kg e, pelo Teorema da Correspondéncia, L <<G. Note que [G: L] =[G : H|[H : L]
e[H:L =[H:K]|[K:L],entdo [G: L] =[G : H][H : K]|[K : L] é uma poténcia de p.

Exemplo 2.1.7. A propriedade P := “solivel” é uma propriedade raiz. De fato,
(i) se G € um grupo soltvel, o Teorema 1.2.4 nos afirma que todo subgrupo de G € soluvel;

(i1) se H e K sdo grupos soluveis, segue do Corolério 1.2.8 que H x K € um grupo soluvel;
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(iii) se {e} < K < H < G é uma série de subgrupos, cada um normal no seu antecessor,
onde G/H e H/K sdo soliveis, entdo existem n,m € N satisfazendo G H/H = H/H ¢
H"K/K = K/K. Sejam {G" /H}" ;e {H(j)/K}’]”:O séries soluveis para G/H e H/K,
respectivamente.

Tome L = H™, vimos na Proposicdo 1.2.11 que L <1 G, logo, podemos formar a série
L/IL<H"VL/L<...<H/L<G"V/L<...<G/L. (%)

Paraic {0,...,m—1} e j€{0,...,n—1}, temos G'*Y 4G e HUTY) qHU) pelo Teorema
da Correspondéncia, G(i+1>/L <G /Le H(j+1)/L <HU) /L. Além disso, o Terceiro Teo-
rema do Isomorfismo nos assegura que os grupos quocientes da série em (x) sdo abelianos,
pois (GV/L) /(G /L) ~ GV /G ~ GW /G e (HY) /L) /(HYUHY /L) ~ HU) JHUHD)
sao abelianos, donde concluimos que a série em (x) é solivel. Portanto, existe L < K, onde
L<1G e G/L é solivel.

Lema 2.1.8. Sejam P uma propriedade e G um grupo que satisfaz a propriedade (3) da
Definigdo 2.1.5 com rela¢do a P. Se H <| G, H é residualmente P e G/H tem a propriedade

P, entdo G € residualmente P.

Demonstragdo. Devemos mostrar que para cada x # e em G, podemos encontrar um sub-
grupo normal N, tal que x ¢ N, e G/N, possui a propriedade P. Se x ¢ H, podemos tomar
N = H, pois por hipétese, G/H tem a propriedade P. Se x € H, como H ¢ residualmente
P, podemos encontrar K </ H, tal que x ¢ K e H/K tem a propriedade P. Por hipétese, K
contém um subgrupo L <1 G, tal que G/L possui a propriedade P, assim, escolhendo K, = L,

segue que x ¢ L e G/L tem a propriedade P. O

Defini¢do 2.1.9. Uma familia (K) ); A de subgrupos normais de um grupo G serd deno-
minada filtro de unidade de G se Aﬂ K, = {e} e paracada u,v € A, existe A € A tal que
N

K; < K, NKy. Se, em adigio, G /K, satisfaz a propriedade P para cada A € A, onde P é
uma propriedade qualquer, entdo (K );ca ¢ denominado P-filtro de G.

Lema 2.1.10. Se P é uma propriedade arbitraria e G, é residualmente P, para cada A € A,

entdo CrycpG), € Dry oG, sdo ambos residualmente P.

Demonstragdo. Se g ndo € o elemento neutro de Cry -5 G, , entdo ao menos uma de suas

coordenadas, digamos a a-coordenada € nao trivial. Entdo o epimorfismo

7T5ICTA€AG;L — Ga

(81)ren — &a
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satisfaz (g)my # e. Agora, de G residualmente P, dado g4 € Gy ndo trivial, existe um
epimorfismo Y, de G, em um grupo H com a propriedade P, onde (g4 ) Wy # e.

Como a composi¢do de epimorfismos € um epimorfismo, segue que T,y € um epi-
morfismo de Cry G, no grupo H que possui a propriedade P, além disso, segue que
(8)mywy = ((8)7y) Wy = (8y) Wy # e. Logo, CrjcAG),, é residualmente P. A demonstracdo
para Drj; -pG, € andloga. O

Lema 2.1.11. Se P € uma propriedade satisfazendo (1) e (2) da Definicao 2.1.5, entdo um

grupo € residualmente P se, e somente se, possui um P-filtro.

Demonstragdo. Um grupo que possui um P-filtro é obviamente residualmente P.

Reciprocamente, se G € residualmente P, entdo para todo g € G, existe um subgrupo K
normal em G tal que G/K possui a propriedade P. Considere (K) ), a familia de todos
0s subgrupos normais cujo quociente tem a propriedade P. Mostraremos a seguir que esta
familia € um P-filtro.

(1) De G residualmente P, segue que para todo elemento g € G, existe um K, na familia
acima tal que g ¢ K, deste modo, Ny A K; = {e}.

(ii) Sejam K, e Ky dois membros da familia (K} ), ca, entdo G/K, e G/Ky possuem a
propriedade P. Como P ¢ uma propriedade satisfazendo (2), entdo G/K, x G/Ky possui a
propriedade P. Agora note que G/(Ky NKy) pode ser mergulhado em G/K, x G/Ky. Com

efeito, defina

¢:G/(KyNKy) — G/KyxG/Ky
g(KuNKy) — (gKy,gKy).

A aplicacdo ¢ estd bem definida, pois dados g1 (Ky NKy),g2(Ky NKy) € G/(KyNKy),

(81(KuNKy))o = (81K, 81Kv) = (82K, 82Kv) = (82(Ku NKy)) 9.

Observe também que a aplicacdo ¢ é um monomorfismo, visto que para quaisquer que
sejam g1 (Ky NKy),82(KyNKy) € G/(Ky NKy),

(g1(KuNKy)g2(KuNKy))o = (g182(KuNKy)) @ = (g182Ky, 8182Kv)
= (glKuvglKv)(gZngZKv)
= <81<Ku ﬂKv))(P(82(Ku NKy))o,

e (g(KuNKy))e = (gKyu,gKv) = (Ku,Ky) se, e somente se, g € K, e g € Ky, ou seja,
g € Ky NKy, logo, Ker ¢ € trivial.



42 Propriedades residuais e imersdes em produtos entrelagados

A propriedade P satisfaz (1), como G/(K, NKy) pode ser identificado com um subgrupo
de G/K, x G/Ky, entdo G/(Ky NKy) possui a propriedade P. Isto posto, K, N Ky € uma
coordenada da familia (K} )3 cx. Mostramos que para quaisquer K, Ky € (K3 )jca, temos
Ky NKy € (Ky)pen- Tomando Ky € (K ), segue que Ky N (Ky NKy) € (Kj)zen, entdo
existe 1) € A tal que K¢ N (K NKy) = Ky e Ky = Ky N (K NKy) < K, N Ky, como desejado.

(iii) G/K), satisfaz a propriedade P para cada A € A, pois os elementos da familia
(K3 )2en sdo justamente os subgrupos normais G/K; que tem a propriedade P.

Logo, (K),)ea € um filtro de unidade. O

Lema 2.1.12. Se xyp = ¢, x1,...,X, sdo elementos distintos de G e (K} )jc € um filtro de
unidade de G, entdo existe A tal que xo, . ..,x, pertencem a classes laterais distintas de K} .

Demonstragdo. Pela primeira propriedade de filtro de unidade, podemos encontrar 4;;, onde
n>i>j>0,tal que xixjfl ¢ K 2> € entdo, pela segunda propriedade, podemos escolher 4
tal que K < NKj,.. [

Convencionaremos a notagdo de que g(3) € o elemento ((...,e,g;e,...),e) onde g aparece
na coordenada indexada por A € A.

Lema 2.1.13. Sejam W = G5 P, onde P € um grupo de permutacdo transitiva em um
conjunto A, P* = {((eq)qep,P) | P € P € ¢4 ¢ aidentidade Vg € P} e N um subgrupo normal
de W tal que NN P* > {e}. Entdo o subgrupo derivado do grupo base estd contido em N.

Demonstragéo. Observe que (G™) = Dry cAG, onde G, = G para todo A € A, e que
geradores de (G sdo [g, ] (1)» onde g,h € G. Entdo € suficente mostrar que [g, /](1) € N
para todo A € A. Além disso, como P ~ P*, podemos considerar P* como um grupo de
permutacgdo transitiva em A.

Sejam g,h € G e A € A, vamos mostrar que existe n € NN P* de modo que nA # A.
Suponha por contradi¢do que nA = A para todo n € NN P*. Deste modo, dado 8 € P*,
segue que B~ 'nf € NN P*, pois NN P* é normal em P*. Por hipétese de contardicio, temos
(B~'nB)A = A, entdo

nBA = B(B~'nB)A = BA.

Como P* é transitiva, P*A = A, e entdo nA’ = A/ para todo A’ € A e todo n € NN P*. Isto
contradiz NN P* > {e}, assim podemos encontrar n € N N P* tal que nA # A.
Mostraremos que

8,72y = [ga). b)) = [ngayn ™" )] (mod N).
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Com efeito,

[g,h](}g gy b)) = h(_;tl)((g(_,xl)((h(x)((8(1)”8(_,11))'1_1)h&l))n)g(x))n_l)h(x),

€ um elemento de N, basta olhar os parenteses do mais interior até o mais exterior, utilizando
hipéteses de normalidade e o fato de ser subgrupo. Como [ng(l)n_l,h(x)] = [8mr), h)] = e,
pois nA # A, obtemos [g, /] ;) = e(mod N). H

Lema 2.1.14. Sejam P uma propriedade raiz, G e P grupos, onde P € um grupo de permu-
tacdes de um conjunto X. Se G e P s@o ambos residualmente P e P tem a propriedade P,
entdo W = G P é residualmente P.

Demonstracdo. Pelo Lema 2.1.10 o grupo base de G P € residualmente P, consequente-
mente, se P tem a propriedade P, entdo G P € residualmente P, pelo item (ii) do Lema 2.1.8,

pois P € uma propriedade raiz. [

Lema 2.1.15. Sejam G e U grupos, com G abeliano. Entao todo epimorfismo de U em um

grupo V pode ser estendido de forma natural para um epimorfismo de G:U em GV

Demonstragcdo. Sejam Dy = Dry,cy Gy, onde G, = G e Dy = Dr,cyG,, onde G, = G. Se
u — v € um epimorfismo de U em V, mostraremos que a aplicagdo g(,) — g(,) estende de
forma natural o epimorfismo de Dy em Dy, pois G € abeliano.

Defina

Y :DrycyGy — DreyGy

Dsw — Dsw:

geG geG

ucl vev
Primeiro, vamos verificar que a aplicacao €, de fato, bem definida. Sejam u;,u> € U com
a mesma imagem v € V através do epimorfismo especificado, temos g, \A(u,) = 1(u,) & (uy)-
Entdo devemos ter (g(,,)(u,)) ¥ = (h(u)8(u;)) ¥> O que realmente ocorre, uma vez que a abe-
lianidade de G fornece (gu,)h(uy)) W = &) 1(v) = (81) (v) = (h8) (o) = () 8(v) = (M(uy) 8 (uy)) V-
Consequentemente, temos

(D gw Dhw)v= (D swhw)v= D swhw=DswDho

geG heG g,heG g.heG geG heG
uclU uel uclU vev veVv vev
= (P ) v (B ) v
geG heG

ucl uel
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Além disso, para todo (g,)vey € Dryey Gy, existe um elemento GB 8w) € Dr,cy G, satisfa-

zendo (@ 8u) Y = @g(v) = (gy)vev. Portanto, y é um epimorfismo.
Agora, obtemos uma aplicacdo sobrejetora ¢ de G!U em GV definindo

o:GlU — GV
((gx)er,M) — ((gy)y€V7V)7

onde x — y € um epimorfismode U em V.

Para cada uy,u; € U e cada (gy)rev, (hx)xev € Du,

O(((gx)xev,w1)((hx)xev,u2)) = O(((8x)xev (huyx)xev, u1u2))

consequentemente, ¢ é na verdade um epimorfismo. [

Lema 2.1.16. Se G e U sao grupos residualmente P, onde G € abeliano e P € uma proprie-
dade raiz, entao W = G U é residualmente P.

Demonstragdo. Pela Proposigdo 2.1.4, o lema serd estabelecido se dado w # e em W, puder-
mos encontrar um subgrupo normal N tal que w ¢ N e W /N é residualmente P.
Se w ndo estd contido no grupo diagonal D de W, podemos tomar N = D, pois W /D ~U.

Em contrapartida, se w € D, entdo

w :g](ul) "'gr(u,)’

onde cada g; # e e uy,...,u, sao elementos distintos de U. Como P é uma propriedade
raiz, U tem um P-filtro (Lema 2.1.11) e existe um subgrupo normal V de U tal que U /V
tem a propriedade P e u,V,...u,V sdo elementos distintos de U/V (Lema 2.1.12). Além
disso, como G é residualmente PP e U /V tem a propriedade P, pelo Lema 2.1.14 segue que
GU(U/V) é residualmente P. O epimorfismo de W em G (U /V), definido pelo Lema 2.1.15,

mapeia w em

8l V) - 8r(uv) 7 €

tomando N como o nicleo desse epimorfismo, concluimos que W /N ~ G (U /V) é residual-
mente P, pois G (U/V) é residualmente P. O
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Teorema 2.1.17. Seja P uma propriedade satisfazendo a condi¢do de que sempre que
um grupo tem a propriedade P entdo todos os seus subgrupos também a tem. Se G p P
€ residualmente P, onde P € um grupo de permutacdo transitiva em A, entdo P tem a

propriedade P ou G € abeliano.

Demonstragdo. Se G nio é abeliano, podemos tomar g # e no subgrupo derivado G’ e entdo
gx # eem D', o grupo derivado diagonal de G! P. Como G P é residualmente P, existe
um subgrupo normal N que ndo contém g, e é tal que (G!P)/N tem a propriedade P. Se
NNP, > {e}, entdo pelo Lema 2.1.13, N contém D', mas isso é impossivel, pois gy € D’
e gr ¢ N. Como NNP, = {e}, entdo P, ~ NP,/N. Agora NP,/N, como um subgrupo de
(GU1P)/N, tem a propriedade P por hipétese, entdo P ~ P, ~ NP,/N tem a propriedade
P. [

Teorema 2.1.18 (Gruenberg). Sejam P uma propriedade raiz e suponha que os grupos G
e H sao residualmente P. Se H € dado através de sua representacdo regular entdo G H é

residualmente P se e somente se H tem a propriedade P ou G € abeliano.

Demonstragcdo. A condi¢do necessdria é garantida pelos Lemas 2.1.14 e 2.1.16. A condicdo

suficente € assegurada pelo Teorema 2.1.17. 0
Corolario 2.1.19. O grupo Z(ZZ) é residualmente um 2-grupo finito.

Demonstragcdo. Vimos que a propriedade P := 2-grupo finito € uma propriedade raiz. Além
disso, Z é residualmente P, € abeliano e é dado através de sua representacao regular, isto
€, age em si mesmo por multiplicacdo a esquerda, pelo Teorema de Gruenberg, Z1Z é
residualmente um 2-grupo finito.

Observe que ZZ também € dado através de sua representacdo regular, pois age em si
mesmo por multiplica¢do a esquerda. Além disso, Z e ZZ sao residualmente 2-grupo finito
e Z é abeliano, portanto, segue do Teorema de Gruenberg que Z (ZZ) é residualmente um

2-grupo finito. 0

2.2 Imersao de Magnus

Sejam F um grupo livre de posto n, R<I{F e A um grupo abeliano livre com 0 mesmo
posto de F. Sob as conveng¢des anteriores, estudaremos o0 monomorfismo apresentado em
[10] que consiste na imersdo do quociente F /R’ em A} (F/R), denominada Imersdo de
Magnus. Para esta finalidade, desenvolveremos algumas nog¢des basicas da teoria de anéis

que podem ser encontradas em [5].
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Definicao 2.2.1. Um anel € um conjunto ndo vazio R, munido de duas operagdes bindrias +

e -, de modo que para todos a, b, c € R, valem
(1) (a+b)+c=a+(b+c)
(2) 0 e Rtalquea+0=0+a
(3) 3d cRtalquea+d =0
4) a+b=b+a
(5) (ab)c = a(bc)
(6) a(b+c)=ab+ace (a+b)c=ac+ ab.

Se em um anel R existe 1 € R de modo que la = al = a para todo a € R, diremos que
R é um anel com unidade. Se os elementos do anel R satisfazem ab = ba para quaisquer
a,b € R, diremos que R € um anel comutativo. A seguir, iremos definir uma interecdo de um

grupo qualquer com um anel com unidade arbitrdrio.

Definicao 2.2.2. Dados G um grupo e R um anel comutativo com unidade, definimos o anel

de grupo, R|G], de G com coeficientes em R como o conjunto de todas as somas formais
Z X

onde r, € R e r, # 0 para um nimero finito de indices x € G, munido com as regras de adi¢ao

e multiplicacdo definidas respectivamente por

(X )+ () rix) =} (et r)x

xeG xeG xeG

(L ) (Y rx) =) (Y} ryr)x

xeG xeG xeG Yi=x
Exemplo 2.2.3. Seja G um grupo ciclico de ordem 3 e R o anel dos ntimeros reais. Tomando
G = (g), o anel de grupo R[G] é composto por todos os elementos da forma

a2x2 +aix+ ape,

onde ap,a;,a; € R e e é aidentidade de G, isto é, R[G] é o conjunto de polindmios de grau
até 2. Além disso, dados a2g2 +a1g+apee b2g2 + b1g + bpe segue que

2 2
(Z aig') + (Z big") = (ay +b2)g2 + (a1 +b1)g+ (ap+bo)e
i=0 i=0
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€
2 . 2 .
(Z a,-g’)(z big') = (axbp+a1b; +a0b2)g2+ (a2by+aibo+aogby)g+ (axbi +aiba+apbo)e
i=0 i=0

sdo a soma e produto, respectivamente, de dois elementos em R[G].

A seguir, dado um grupo G, definiremos uma cole¢ao de grupos abelianos a qual a acao
de G é compativel com a estrutura abeliana. Esta familia de grupos sera fortemente utilizada

em nosso resultado principal.

Definicao 2.2.4. Seja G um grupo. Um G-modulo a esquerda € um grupo abeliano A munido

de uma acdo do grupo G a esquerda p : G x A — A tal que
g-(a+b)=g-a+g-b,

onde g -a denota a agdo a esquerda p(g,a).

Dado um grupo G, A e B dois G-m6dulos. Um G-mddulo homomorfismo se ¢ : A — B
¢ um homomorfismo que preserva a estrutura de médulo, isto é, (x+y)@ = (x)+ (y)p e
(gx)p =g(x)p,ondex,ycAegeG.

Sejam H um grupo e A um Z[H]-mddulo a esquerda. Defina G = A x H, onde a agdo é
de conjugagdo. Observe que A <G e A € abeliano, isto posto, veremos que A pode ser visto
como um Z[G]-mé6dulo com a mesma ag¢do de H em A. Com efeito, para ajh € G, a agdo é
dada por (ajh)a(aih) ™' = ay(hah™")a;' = hah™, pois hah™" € A e A é abeliano.

As definicdes representam toda a base tedrica para a demonstracio dos resultados a seguir,

provenientes do artigo [15], que representm nosso objetivo nesta se¢ao.

Teorema 2.2.5. Sejam R um subgrupo normal do grupo livre F, onde F é gerado por
{x1...,x,}, Aum Z[F /R]-médulo e ay,...,a, € A.

(a) A aplicacao

Xi —— (al-,xl-R)

¢ estendida para um homomorfismo

©:F— Ax(F/R),

(b) R <kerep <R.
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(c) Sejam @ : F — F /R’ o epimorfismo natural e j: F/R' — A x (F /R) a aplicagio tal
que @j = ¢. Se A é o Z[F /R]-médulo com base {ay,...,a,}, entdo j é injetiva.

Demonstragdo.

(a) Segue imediatamente do fato de que F' € um grupo livre.

Seja — A a aplicacao deﬁmda or , ,...dy), Mostraremos
que }(ergg <yR Com efeltop sejaa(l;w (x1,. )p I}Verx(}), enf )= wlar,..an)

(w(x1,...,x0)) @ = (w(ay,...an),w(xy,...,x,)R) = (0,R)

implicaw € R.
Agora tome u,v € R, note que

De (u)@(v)@ = (v)@(u)@ decorre que ¢([u,v]) = (0,R), logo R’ < ker ¢.
(c) Inicialmente, temos o diagrama a seguir

F ?

» F/R

Ax (F/R)

Queremos mostrar que a aplicac@o j € injetiva, para isto, utilizaremos um Z[F /R]|-médulo
N, o qual definiremos a seguir, em conjunto com uma imersdo 6 : F /R’ — N x (F/R). Na

sequéncia, teremos o diagrama

F———— 5 FJR 0 » N x (F/R)
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e iremos mostrar que ele pode ser completado com uma aplicacio 0 satisfazendo 6 = 6.

Uma vez que se j(x) = j(y), temos 8(j(x)) = 0(ji(y)), dai x =y, pois 6 = 0 & injetiva.
Logo j é injetiva e a demonstracdo estard finalizada.
Tome N como o grupo abeliano de todas as aplicagdes f : F/R — R/R’. Considere a

aplicacdo

F/RXN — N
OR,f) — f K

satisfazendo a relagdo f” 'R (xR) = f(y'xR) para todo xR € F /R. Mostraremos que esta

relagcdo € uma acdo a esquerda. De fato,

(i) fR(xR) = f(RxR) = f(xR) paratodo f € N e xR € F/R.
(i) fO2R) " (xR) = £(y7 'y xR) = 2 R (57 xR) = (2 ®P1 R (x) para todos yiR,
y2R e xRem F/R.

Além disso, N é um Z[F /R|-médulo a esquerda, pois dados yR € Z[F /R] e fi, f> € N,
segue que

(fi+5) ROR) = (fi+ ) 'xR)
= A0 'XR) + (v 'xR)
= lyilR(x) +f2yilR(x) Vx € H.

Isto posto, podemos considerar o produto semidireto N x (F/R). Além disso, a Proposi-
¢do 1.3.16 nos assegura a existéncia do epimorfismo

q:F/R — F/R

wR' +—— wR.
Utilizando a acdo de F /R em N, podemos induzir uma ago

F/R xN — N
(WR,f) — f* 'R

/

onde fwflR/ (xR) = f(w™'xR) para todo xR € F /R.

Agora, construiremos a imersdo 6 : F /R — N x (F/R).
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Seja T = {t,r | uR € F/R'} um transversal para R/R’ em F /R’, onde (t,g)q = uR. Ob-
serve que para todo xR’ € F /R’, temos tqutu_)dl,e € Kerg=R/R’', pois

(turxt LRV q = (t,rR)q(xR)q(t L) q = uRxR(ux) 'R = R.

uxR

Agora, para cada xR € F /R, podemos definir uma aplicacdo oy : F/R — F /R’ dada por
uR — tqutu_x}e. Observe que a composicdo de oyg com ¢ € a fungdo identidade em F /R,
somente este fato € necessdrio para o desenvolvimento da demonstragdo, isto posto, iremos

omitir o elemento xR fixado. Para cada wR' € F /R’ defina 8,z € N por
8,x (uR) = 6 (uR)WR'(6(w~'uR))™! paratodo uR € F/R.
Para & tal como definido acima, temos

(B,)"" & (uR) = 8,1 (W 'uR) = (w7 ' uR)woR (0(wy 'wi 'uR)) ™!

e
8,1 (uR) = o (uR)wiR' (o (w 'uR)) .
Logo
5W1R/(uR)'(BWQR/)WlR/(uR) = G(MR)WIWZR/(G(WZ_IWI_IM))_l = 6W1W2R/(MR)
para todo uR € F /R.

Mostraremos que se wR' € R/R’ é tal que 8, é o elemento identidade de N, isto &,
8,.r (uR) = R para todo uR € F /R, entdo wR’ é o elemento identidade de R/R’. Com efeito,
se 8,r (uR)S,r (uR) = 8,r (uR) para todo uR € F /R e wR' € R/R’, entdo por defini¢do de
O, r’ temos

S,r (uR) = o (uR)WR'(c(w'uR)) ™! = 6 (uR)WR'(c(uR)) 1,
mas O,z € a aplicagdo identidade, entdo
S,r (uR) =R/,

portanto, wR' = R'. Como w € R concluimos que wR’ é o elemento identidade de R/R’.
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Defina

0:F/R — Nx(F/R)
wR' +——  (8,r,WR),

entao

(w1R)O(w2R')6

w R WIR) (8,87, W2R)

(6
(64,1 (6 sz')Wl_lR wiw2R)
(
(

6W1 woR'» W1W2R)

wiwaR')0
para todo wi,w, € F, portanto, 8 ¢ homomorfismo. Além disso, se
O(wR') = (8,,,wR) = (0,R)

entdow € R e 8,,x = 0, logo w € R'. Portanto, & é um homomorfismo injetivo.

Para concluir a demonstragdo, precisamos mostrar que o diagrama

F——— 5 FJR 0 » Nx (F/R)

Ax (F/R)

pode ser completado com uma aplicacdo 0 satisfazendo 6 = 6.
Defina v; € N tal que
(xiR')G = (v,-,x,-R)

e K : A — N o Z[F /R]-mé6dulo homomorfismo definido por a; — v;. Entdo, a aplicacdo
(@,yR) — ((a)%;yR)

satisfaz a propriedade desejada para 6. De fato, dado x;R' € F /R’

(xiR")j = (ai,xiR),
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logo,
(x;R")jO = (a;,x;R)0 = (v;,yR) = (x;R")0.

]

Seja N o grupo abeliano de todas as aplica¢des definidas sobre um grupo H com valores
em um grupo K. Um elemento n € N pode ser identificado com um elemento de DrjcyK.
De fato, seja (ky)neny € DriepK, defina a aplicagdo ¢ de modo que ((kj)pepy)@ = n onde n
¢ a aplicacdo satisfazendo (h)n = kj,. Verificaremos que a aplicacdo ¢ é um isomorfismo.
Sejam (kp)new, (In)her € DraeuK tais que ((kp)ner)@ =n e ((In)nen)® = m, entdo

((kn)ner (In)ner))® = ((knln)nen)) @

(

(h)nm
(h)n(h)m
((kn)ner) @ ((In)ner)) @-

Além disso, n é a fungdo nula se, e somente se, (b)n = e4 para todo b € B, isto é, Ker ¢ = {e}.
A sobrejetividade € imediata da defini¢cdo de ¢. Observe que a agdo de H em N definida
por (x)nh_l — (h~'x)n é compativel com a acdo de H em DrjcK. Deste modo podemos
interpretar o grupo base de um produto entrelacado restrito como um grupo de funcoes.
Sob esta 6tica podemos ver o grupo N X (F /R) da proposi¢do anterior como um produto
entrelacado, com esta reformulacio, obtemos o seguinte coroldrio.

Corolario 2.2.6 (Imersao de Magnus). Seja F um grupo livre gerado por {xj,...,x,} e
R<F. Seja A um grupo abeliano livre gerado por {aj,...,a,}. Entdo F/R' — A (F/R),
cuja imersdo € dado pela aplicagdo x;R' — (a;,x;R), 1 <i < n.

Tomando R = F’ na proposi¢io acima obtemos
F/F" — A (F/F").

Note que F/F’ é um grupo abeliano livre e F/F" é um grupo metabeliano livre, ambos
com 0 mesmo posto de F. Assim, obtemos uma imersdo do grupo metabeliano livre de posto
n no produto entrelagado A} (F /F").



CAPITULO 3

Automorfismos da arvore uni-raiz m-regular 7,

Neste capitulo iremos definir a drvore uni-raiz m-regular bem como explorar determinados
temas que emergem através do estudo deste objeto, tais como sua estrutura, as propriedades
de seu grupo de automorfismos, a interpretacao de automorfismos como autdomato e fungoes

de crescimento.

3.1 Grafos e digrafos

O problema das sete pontes de Konigsberg consiste em perguntar se, partindo de um
determinado ponto, € possivel atravessar todas as sete pontes uma unica vez e chegar ao
ponto de origem. Este problema foi resolvido por Leonhard Euler em 1736, cuja resposta
negativa concebeu o estudo da Teoria de Grafos. Além da aplicacao logistica, grafos sdao
estruturas capazes de organizar e expor informacdes de maneira simplificada. As defini¢des
presentes nesta secao sdo provenientes de [2] e [9], as quais podem ser consultadas para

maiores informacoes.

Definicdo 3.1.1. Sejam V(G), R(G) e E(G) conjuntos disjuntos dois a dois, onde R(G) ndo
necessariamente € ndo-vazio. Defina o conjunto V>(G) = {{u,v} | u,v € V(G)} de pares
ndo-ordenados de V(G). Um grafo G é uma tripla ordenada (V(G),R(G),E(G)), onde
V(G) é o conjunto de vértices, R(G) é o conjunto de rétulos, E(G) o conjunto de arestas e
VG : E(G) — V2(G) x R(G) é uma aplicacao de incidéncia. Para cada aresta e € E(G) esta
associado um elemento ({u,v},x), com u,v € V(G) e x € R(G), isto &, (e)yg = ({u,v},x).
Dizemos que aresta e conecta u e v e é rotulada por x e a representaremos por ({u,v},x) ao

invés de e.

Para simplificar a notac¢do, quando lidamos com um unico grafo G, utilizaremos as

notagdes V, R e E para o conjunto de vértices, rotulos e arestas de G, respectivamente. Além
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disso, iremos cometer um abuso de notagdo ao representar o elemento ({u,v},x) por (u,v,x),

levando em consideracido que a ordem das duas primeiras entradas sdo irrelevantes.
Exemplo 3.1.2. Seja G o grafo constituido por V = {A,B,C,D,E}, R={1,2,3,4,5,6,7} ¢

E={(A,B,1),(A,C,2),(A,D,3),(B,D,4),(B,E,5),(C,D,6),(C,E,7)}. Representamos G
através do diagrama

Figura 3.1 Grafo G

Se em um grafo G existir uma aresta (v,v,1) € E(G), dizemos que (v,v,1), ou simples-
mente que / € um loop e o representamos por

)

Figura 3.2 Loop

Além dos loops, nossa definicdo permite a existéncia de mais de uma aresta conectando
um mesmo par de vértices. Se e] e e, sdo arestas de um grafo G tais que (e;) Y = (u,v,x) e
(e2)ws = (u,v,y), com x ndo necessariamente distinto de y, dizemos que (u,v,x) e (u,v,y)
sdo paralelas e as representamos por

y

Figura 3.3 Arestas paralelas

Outra consequéncia da nossa defini¢do € que os rétulos podem se repetir em arestas
distintas, isto permite utilizar o conjunto de rétulos para descrever uma relagdo sobre dois
vértices, como por exemplo, a distincia entre eles.
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Exemplo 3.1.3. Seja T o grafo constituido pelo conjunto de vértices V = {A, B,C}, conjunto
de rétulos R = {2cm,3cm} e conjunto de arestas E = {(A, B,3cm), (A,C,3cm),(B,C,2cm)}.
Entdo T representa um tridngulo is6sceles com base medindo 2¢m, lados medindo 3cm e é
expresso através do diagrama

2cm

Figura 3.4 Grafo T

A defini¢do utilizada para grafos, embora nao seja usual, foi utilizada justamente por
ter a vantagem de armazenar informagdes sobre a relacdo entre dois vértices, fato este que
serd explorado posteriormente. Ainda assim, quando nao houver a necessidade do uso de
rotulos, podemos considerar R como o conjunto vazio, neste caso, a notagdo para um grafo G
¢ reduzida para G = (V(G),E(G)).

Diremos que duas arestas e; e e; sdo adjacentes se elas possuem um vértice em comum,
isto é, se e; = ({u,v},x) e e = ({u,w},y), entdo e e e; sdo adjacentes.

Se G e H sio grafos tais que V(H) CV(G), R(H) CR(G) e E(H) C E(G), dizemos que
H é um subgrafo de G.

Definicdo 3.1.4. Seja G = (V(G),R(G),E(G)) um grafo. Um caminho em G é um subgrafo
P = (V(P),R(P),E(P)) onde o conjunto de arestas pode ser organizado na forma

E(P) ={(VkysViysX1)s (Vhys VizsX2) - s (Vi s Vit s Xr—1) }

com v, € V(P), v, e Vk,; Ndo necessariamente distintos, exceto quando j =i+ 1, nesse caso

Vi; 7 Vk;,,- Em outras palavras, um caminho € uma sequéncia de arestas adjacentes.

Se vy, sdo todos distintos dizemos que P € um caminho simples. Representamos tal

caminho por P = vy, X1 Vi, ...V, Xr—1Vk, -

Exemplo 3.1.5. Seja G o grafo do Exemplo 3.1.2 ¢ P = (V(P),R(P),E(P)) um subgrafo
de G, onde V(P) = {A,B,C,E} e E(P) = {(A,B,1),(B,E,S),(E,C,7),(C,A,2)}, entdo o
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subgrafo P € um caminho no grafo G representado por

Figura 3.5 Caminho no grafo G

Denominamos por circuito de um grafo G o subgrafo C = (V(C),R(C),E(C)), onde C é
um caminho tal como definido acima com a particularidade de que v, = vi,. Um circuito
simples € um circuito sem auto-interse¢oes, ou seja, v, sdo todos distintos exceto pelo
primeiro e ultimo.

O comprimento de um circuito simples é o nimero de vértices distintos que pertencem
ao circuito. Diremos que o grafo G € do tipo m-circuito se o maior circuito simples em G
tem comprimento m, neste caso, utilizaremos a notagdo ¢(G) =m. Casom =0oum =1,
isto €, G ndo tem circuito simples ou o unico circuito simples é um loop, respectivamente,
diremos que G ¢ aciclico.

Exemplo 3.1.6. Seja G o grafo do Exemplo 3.1.2e C = (V(C),R(C),E(C)) um subgrafo de
G,onde V(C) ={A,C,D},R(C) ={2,3,6} e E(C) ={(A,C,2),(A,D,3),(C,D,6)}, entdo
C é um circuito no grafo G representado por

A

D C
6

Figura 3.6 Circuito no grafo G

Note que C € um circuito simples e tem comprimento 3.
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Um interesse que surge naturalmente nos estudos de qualquer estrutura € a comparacgao,
utilizamos desta ferramenta para obter informacdes de um objeto e levar para outro. Em
teoria de grupos, utilizamos os homomorfismos para tal. Isto posto, definiremos o que vird a

ser o homomorfismo para um grafo.

Definicao 3.1.7. Um homomorfismo de um grafo G em outro grafo H é uma aplicacio
¢ : V(G) — V(H) que preserva arestas. Em outras palavras, se u,v € V(G) sdo vértices
conectados por uma aresta, entéo seus respectivos correspondentes @ (u), @(v) € V(H) devem

estar conectados por uma aresta. Um isomorfismo de grafos € um homomorfismo bijetor.

Em nossa defini¢do de grafos, utilizamos o conjunto V,(G) constituido de pares ndo-
ordenados para definir o conjunto de arestas E(G). Se na definicdo de grafo utilizarmos
V(G) x V(G) ao invés de V»(G), a defini¢do de grafo obtida deve preservar a ordem das
entradas dos vetores em (E(G))yg, esta defini¢do dd origem ao que chamamos de grafo
direcionado ou digrafo. Embora a definicao possa ser feita de modo andlogo a defini¢ao de

grafos, iremos optar por uma defini¢do equivalente mais limpa.

Definicao 3.1.8. Um grafo direcionado ou digrafo D é uma tripla ordenada (V (D),R(D),A(D)),
onde V(D) é um conjunto de vértices, R(D) é um conjunto de rétulos e A(D) C V(D) x
V(D) x R(D) € o conjunto de arcos. Para cada arco a € A(D) estd associado uma tripla
ordenada (u,v,x), com u,v € V(D) e x € R(D), neste caso, dizemos que u é o vértice inicial,

v € o vértice final e x é o rétulo do arco (u,v,x).

Um arco (u,v,x) em um digrafo é representado por

X

u o ® vV

enquanto que (v,u,y) é representado por

Vale ressaltar que, para critério de simplificacdo, adotamos as mesmas notagdes para repre-
sentar um arcos e arestas, portanto, sempre iremos explicitar se o objeto € um grafo ou um

digrafo.

Exemplo 3.1.9. Seja D o digrafo constituido por V = {a,b,c,d,e}, R={1,2,3,4,5,6} e
E ={(a,c,1),(c,e,2),(e,b,3),(b,d,4),(d,a,5),(b,a,6)}. Representamos D por
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Figura 3.7 Digrafo D

A seguir, iremos redefinir alguns conceitos de grafos de forma anédloga para digrafos.
Dizemos que e H é um subdigrafo de um digrafo D se V(H) C V(D), R(H) CR(D) e
A(H) CA(D).

Definicao 3.1.10. Seja D = (V(D),R(D),E(D)) um digrafo. Um caminho em D é um
subdigrafo P = (V(P),R(P),E(P)) onde o conjunto de arcos pode ser organizado na forma

E<P) = {(Vkl,sz,Xl),(sz,Vk3,X2) "'7<vkr,17vkr7-xr—l>}7

com vy, € V(P), Vi, © V; ndo necessariamente distintos, exceto quando j =i+ 1, nesse caso
Vi; 7 Vi, - Isto €, um caminho € uma sequéncias de arcos onde o vértice final de um arco €
o vértice inicial do arco seguinte. Se vy, sdo todos distintos dizemos que P € um caminho

simples em um digrafo.

Embora as defini¢Ges sejam extremamente similares, é necessario observar que os cami-
nhos em um digrafo sdo mais restritivos, pois os arcos sao triplas ordenadas. Isto posto, um

caminho em um digrafo deve sempre percorrer a direcdo da seta.

Exemplo 3.1.11. Seja D o digrafo do Exemplo 3.1.9. O subdigrafo P(D) = alc2e é um ca-
minho em D. Por outro lado, o subdigrafo H definido pelos arcos A(H) = {(a,b,6), (a,c,1)}
ndo é um caminho em um digrafo, entretanto, seria um caminho em um grafo nao-direcionado
de D também fosse um grafo ndo-direcionado.

Denominamos por circuito de um digrafo D o subgrafo C = (V(C),R(C),E(C)), onde C
€ um caminho em um digrafo com a particularidade de que v, = v¢,. Um circuito simples
em um digrafo € um circuito sem auto-interse¢oes, ou seja, v, sdo todos distintos exceto pelo
primeiro e Ultimo. As defini¢des de comprimento de um circuito simples de um digrafo e

digrafo do tipo m-circuito sdo andlogas as suas versdes para grafos.

Exemplo 3.1.12. O caminho P = a6b4d5a6b no digrafo do Exemplo 3.1.9 nao € simples,

pois o vértice a € revisitado uma segunda vez e nio € o vértice final no caminho.
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3.2 Arvore uni-raiz m-regular 7, e seu grupo de automor-

fismos

Sejam m um inteiro positivo e Y o alfabeto {0,...,m — 1}. Considere M = M(Y) o
conjunto de todas as palavras finitas formadas por elementos de Y. Com a operagdo de
concatenacao de palavras, M assume estrutura de monoide, isto €, um conjunto com uma
operacdo associativa e um elemento neutro segundo a operacdo. Neste caso, o elemento

neutro € a palavra vazia 0.

Definicdo 3.2.1. A drvore uni-raiz m-regular 7, é o grafo (V(7,,),E(Ty)), onde V(T,) = M
e um par ndo ordenado {u,v} pertence a E(7,) se e somente se v = uy ou u = vy, para algum
y€Y,comu,v e M.

Em resumo, a arvore uni-raiz m-regular € um grafo sobre um alfabeto Y, cujos vértices
sdo palavras finitas e as aretas conecatam duas palavras se, e somente se, uma delas € prefixo
da outra.

Definicao 3.2.2. Denominaremos por nivel n da arvore 7,, o conjunto de todas as palavras

de comprimento n, isto é, {u € M | |u| = n}.

Para o caso em que m = 2, T, serd denominada arvore bindria e pode ser representada

graficamente por:

/ 0 \ Nivel 0
0 1 Nivel 1
1 Nivel 2

JANWANVANYAY

Figura 3.8 Arvore bindria

Definicao 3.2.3. Um automorfismo ¥ de 7,, € um isomorfismo de grafos y: T, — Tp,.

A Definicao 3.1.7 nos diz que homomorfismos de grafos devem preservar as relagdes de
arestas, com isto em mente, note que os automorfismos da arvore 7, devem necessariamente

fixar a raiz e agem permutando os vértices em cada nivel. Se munirmos o conjunto de todos
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os automorfismos com a operacdo de composi¢ao de fungdes, este conjunto se torna um
grupo, denotado por A4,,. A seguir, iremos descrever uma expressao para os automorfismos
em A, .
As permutagdes do conjunto Y podem ser estendidas "rigidamente"para automorfismos
de A,, por
o:yu—yu, VyeY, VYueM,

0 que nos fornece uma imersao do grupo S,, em A,,.

Em contrapartida, um automorfismo y € \A,, induz uma permutag¢do ¢, no conjunto Y,
basta tomar a restri¢do oy =y : Y — Y, isto €, restringir o automorfismo ao primeiro nivel
da drvore 7,,. Caso a restri¢do 0 seja ndo-trivial, diremos que y € ativo. Em decorréncia
disso, vemos que y e Oy possuem a mesma agdo em Y, portanto, a composi¢do Yo, : possui
acdo trivial em Y, o que nos fornece a representacdo yo, = (Y,---,Ym—1), onde 7, € um
automorfismo da subdarvore y7,,.

Além disso, (10, ..., ¥m—1) induz para cada y € ¥ um automorfismo ¥, da subarvore y7,,
cujos vértices formam o conjunto yM. Usando o isomorfismo candnico yu — u entre a

subdrvore y7,, e a rvore 7,,, podemos identificar &, como um automorfismo de .4,,, assim

Y= (’}/07 .- 'a’}/mfl)a%

onde ¥, € A, para todo y € Y. Com a observagao anterior, podemos definir recursivamente
para todo u € M o automorfismo %, como a componente de ¥ que age na subarvore u7 m,
também nos referimos a 7y, como o vértice u de y. Com essas consideracdes, podemos
identificar o grupo A,, com o produto entrelacado dele mesmo com o grupo das permutagdes
Snde Y, ou seja,

A= Anly Su=AY) x4 S,

onde a ac¢do de S, é sobre os indices. Assim, dado 6 € S;, ¢ (W, ..., Ym—1) Segue que

G(’}/Ov"-a’}/m—l) = (')/06,-- '7’}/(111—1)6)6‘

Em vista disso, podemos determinar o produto e o inverso de elementos de 4,,. Dados

Y= (%> Ym-1)07B = (Bo;- -, Bu-1)0p € A,

’}/B = (’}/Oﬁoch ey melﬁ(m_l)ﬁy)cyoﬁ

—1 _ =11 —1 N _ (a1 1
Y =0, (% ,...,}/m,l)—(yocy,l,...,y(m_])cy,l).
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Para compreender a acdo de um automorfismo de 7,,, devemos entender sua a¢io nas
palavras que compdem os vértices da arvore em questdo. Sejayu € M,ondey €Y eu € M,

um automorfismo y = (0, ..., ¥m—1)0y de T, age em yu da forma
(yu)Y = (yu) W0 ¥n1)07 = yOry

Exemplo 3.2.4. Seja o = (®, 01 )0 um automorfismo da drvore bindria 77, onde g = (e, e)
¢ o automorfismo identidade, o} = (¢, e) e o € a transposi¢do (01). Primeiro, observe que
o pode ser reescrito na forma o = ((e,e), (¢,e¢))0 = (e, (@, e))o0. A agdo de a na palavra
101 € descrita por

(101)* = (101)(&(®€)o = 19(01)% = 0(01)(*€) = 0(0°1%) = 001* = 000.

Com isto, podemos aferir que o vértice 101 ocupard a posicao do vértice 000 da arvore
original.

Definicao 3.2.5. Seja y = (10, ..., %m—1)Oq um automorfismo de 7,,, o conjunto de estados
de 7y € definido por
O(y) ={Wu|ue M},

ou recursivamente por

Q(Y) = {’y’ ’}/07-'-a’}/m—l}UQ(YO)U" 'UQO/m—l)-

Um elemento ¥, € Q(7) é chamado de estado de 7.

A utilizacdo do termo estado é motivada pelo conceito computacional denominado

automato que sera desenvolvido adiante.

3.3 Automato

A Teoria de Autdmatos representa uma das dreas mais antigas na Ciéncia da Computagao
e dentre suas motivagdes iniciais estavam a constru¢ao de compiladores e design de circuitos
eletronicos. Para ampliar as aplicacdes dessa teoria, derivamos novos tipos de Autdmatos da
definicao tradicional. Descreveremos abaixo uma das deriva¢des de autdmato, denominado
Miquina de Mealy. Conceitos mais gerais sobre o tema podem ser consultados em [4].

A seguir definiremos a Maquina de Mealy, mas antes disso convencionaremos a nomen-
clatura de aplicacdo parcial como sendo uma aplicacdo que nao necessariamente esta definida
em todos os pontos do dominio.
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Defini¢do 3.3.1. Uma mdquina de Mealy é uma séxtupla A, = (Q,X,T’, f,1,q0) onde

e (¢ um conjunto de estados;

Y € o alfabeto de entrada;

I' é o alfabeto de saida;

f:OxX— Q¢aaplicagdo parcial de transicao de estados;

[: Q0 xX— 1T éaaplicacio parcial de saida;

qo € o estado denominado inicial.

Ao decorrer do texto, iremos nos referir a Maquina de Mealy apenas por autdmato, pois
utilizamos somente este tipo de autdmato. Dizemos que o autdmato € finito se o conjunto de
estados Q € finito.

Para um ¢ fixo, denotamos /(gq,a) = l,(a) e chamamos [, : £ — I" de fung¢do de estados.

Um automato pode ser expresso por meio de um digrafo, cujo o conjunto de vértices € o
conjunto de estados Q, o conjunto de rétulos é R = {a|b | a,b € Y}, onde Y é o alfabeto da
arvore uni-raiz m-regular, e uma tripla ordenada (g, p,al|b), com g,p € Q e a,b € Y, pertence
ao conjunto de arcos se, e somente se, f(g,a) = p e l[(q,a) = b. Um arco representa a

transic@o do estado g para o estado p, graficamente, temos

D

Figura 3.9 Transi¢ado de estados

A partir de agora, omitiremos o estado inicial e consideraremos um mesmo alfabeto para
o alfabeto de entrada e de saida.

Definicao 3.3.2. Dizemos que dois autdmatos A = (Q1,X1, f1,11) e Ay = (02, X2, f2,12) sdo
equivalentes se eles definem a mesma aplicacdo. Em outras palavras, se existem bijecoes

0:01 — 0re¢:X — X, tais que

0(f1(q1,a1)) = f2(0(q1),90(a1))

o(li(q1,a1)) = 1L(0(q1),¢(ar)).
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Definicao 3.3.3. Dizemos que um autdomato A € invertivel se cada fungao de estado € uma

bijecdo.

Se A € um autdmato invertivel, entdo seu inverso é o autdmato A_l, onde a correspondén-

ciaA™! —A¢ a bijecdo g '—qe

falg,a)=p la(g,a) =D

se, € somente se,

foi@hD)=p' (g b)=a

Se tivermos o digrafo de A podemos obter o digrafo de A~! trocando um estado g € A

por ¢! € A~! e invertendo a entrada e saida em cada aresta. Assim, na Figura 3.9, obtemos

(=)

Figura 3.10 Transi¢ao de estados do automato inverso

Um automorfismo 8 € A, possui uma interpretagdo como autémato, para tal, definimos
Y=I'=Y,0=0(B).90=PB, f(0,y) =6,¢el(6,y) = y?, onde Y é o alfabeto da drvore

uni-raiz m-regulare 6 € Q(B).

Exemplo 3.3.4. Seja B = (e,8)(01) um automorfismo da drvore bindria. Entdo Y = {0, 1},
O(B) ={B;e}

f(B,0)=e  1(B,0)=1
fB, )= 1B,1)=0
fle,0)=e l(e,0) =0
fle,1)=e lle,1)=1
e o digrafo correspondente é
0[0
1|0 0[1 11

Figura 3.11 Autdémato 8
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Por outro lado, cada estado de um autémato invertivel A = (Q,Y, f,[), onde |Y| = m,
pode ser visto como um elemento de .4,,. Para tal, faremos a correspondéncia de um estado

g com um automorfismo

Yo = (qu . '7YQm71)0-’yt]

onde f(q,i) = g e [(g,i) = j se, e somente se, i°% = j.

Deste modo, dado um automato invertivel A, podemos olhar seu conjunto de estados
Q como um subconjunto de A, e definir G(A) = (Y, | ¢ € Q) como o grupo gerado pelo
autOmato A.

3.4 Subgrupos de A,,

A defini¢do de produto entre automorfismos nos fornece propriedades importantes sobre
0, tais como

paratodo ¥, € Ay, onde Q(y) ™' = {3, " | n € Q(7)}.

Das observacdes acima, podemos concluir que o conjunto de automorfismos com nimero

finito de estados F(Y) é um subgrupo de A,,.

Definiciao 3.4.1. Dados G um subgrupo de A,, € n um inteiro ndo negativo, definimos o
estabilizador em G no nivel n como Stabg(n) = {y € G | u’ = u,Yu € M(Y), |u| <n}.

Proposicao 3.4.2. O conjunto Stabg(n) é um subgrupo normal de G, onde G é um grupo
que age na arvore 7.

Demonstragcdo. Sejam v, € Stabg(n) e g € G, entdo para todo u € M onde |u| = n segue

que
u ) = (P =P =y,

donde concluimos que Stabg(n) é um subgrupo de G e

w7 ) = (W)NE = (8t =ulee ) =y,

portanto, gog ! € Stabg(n). O

A nocao de estabilizador define um grupo de automorfismos cuja acdo se inicia a partir

de um nivel n. Descreveremos agora grupos que a acao apods o nivel n é trivial.
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Definicao 3.4.3. Sejam G um grupo que age na arvore 7,,, g € G e n um nivel dado. Defini-
remos o truncamento g<, de g no nivel n como o elemento satisfazendo (g<,), = g, para
todo u € M com |u| <k, e (g<n)u = e caso |u| > k. Em outras palavras g<, é o elemento

que possui a mesma agdo de g até o nivel n e depois deste nivel age trivialmente.
Proposicao 3.4.4. O conjunto Trung(n) = {g<, | ¢ € G} é um subgrupo de A,,.

Demonstragdo. A quaisquer elementos g<,,h<, € Trung(n), estdo associados g,h € G,
respectivamente. Como G é um grupo, entdo gh~ ! € G, portanto, (gh™ )<, € Trung(n).
Além disso, truncar a acdo de dois elementos g ¢ A~ ' em um nivel n e realizar a com-
posicdo ou truncar a acdo da composi¢ao gh*l no nivel n resulta o mesmo elemento,
portanto,(gh™ )<, = g<n(h™") <, € Trung(n). Logo, Trung(n) < Ap. O

A defini¢do de truncamento de uma agdo possibilita uma outra fatora¢do do grupo A,,, a
saber,
A = Stab 4, (k+1)Trun 4, (k).

Defini¢ao 3.4.5. Dizemos que um elemento néo trivial /4 de A, tem profundidade k se k+ 1
¢ o menor inteiro tal que i € Trun 4, (k).

Em termos de acdo, a profundidade de um elemento nos indica até que nivel a acdo de um

b — uy para todos u,v € M

elemento € ndo trivial. Entdo se i € Trun 4,,(k), segue que (uv)
tal que |u| =k.

Outro tipo interessante de automorfismo sao os que agem somente em uma subdrvore.
Descreveremos a seguir um procedimento para obter subgrupos de 4,, que fixam todos os
vértices fora de uma subarvore u7,,, onde u € M. Seja H um grupo que age em 7,,, como
T € isomorfa a sua subarvore u7,,, podemos identificar uma a¢do de h € H em 7, com
uma agdo u*h em u7,,, e definir o grupo uxH = {uxh | h € H}. Visualizando u7,, como
subarvore de 7, segue que u*x H € um grupo que fixa todos os vértices fora de u7,,. Em

outras palavras, ux H projeta as a¢oes de H na subarvore u7,,.

Exemplo 3.4.6. Seja (o) o grupo ciclico de ordem 2. O grupo 10 (o) = {10xe,10%x 0} é
o grupo que fixa todos os vértices fora da subarvore 107,. Representamos o elemento 10 e
por ((e,e),(e,e)) e 10x o por ((e,e),(0,e)). Deste modo, projetamos a acdo de (o) para o

vértice 10 d4 arvore 75.

Defini¢do 3.4.7. Definimos em A, o grupo V(H) = (uxH | u € ({00,10}*){01,11}), cujos
elementos sdo produtos finitos de automorfismos, € que pode ser representado pela notagdo

V(H) = (v(H) x H) x (v(H) x H).

O grupo em questdo compde uma das partes fundamentais para o desenvolvimento de
um dos resultados principais do capitulo seguinte.
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3.5 Funcoes de crescimento

A interpretagdo de um automorfismo com um autdmato, que por sua vez € representado
por meio de um digrafo, permite explorar no¢des de funcdes associadas ao digrafos. Motivado
pelo artigo [14], iremos estudar fun¢des de crescimento associado a um digrafo e, através

destes novos conceitos, definir novos subgrupos de A,,.

Definicao 3.5.1. Seja D um digrafo, W uma propriedade de vértices e v um vértice fi-
xado. Para um inteiro k > 0 fixado, o W-crescimento de D comecando em v, denotado por
0(W;k,v), é o nimero de caminhos direcionados distintos de comprimento k > 0 que come-
cam em v e terminam em um vértice com a propriedade W, relembrando que um caminho
pode se auto-intersectar.

Dado um automorfismo y € A,,, a questdo em determinar todos os caminhos distintos de
comprimento k > 0 se torna mais vidvel se interpretarmos o automorfismo através de uma
arvore direcionada ao invés de seu digrafo. Para o automorfismo y = (}, ¥1)0y da drvore

binéaria, definimos a sua arvore de estados como a arvore direcionada

N,
ANVAN

Y00 Y1 Yo M1 Nivel 2

NN NN

Nivel 0

Nivel 1

Figura 3.12 Arvore de estados

Esta representagao ¢ facilmente estendida para automorfismos em .4,,. Sob esta 6tica,
a questdo de avaliar o nimero de caminhos distintos de comprimento k iniciando em Y e
terminando em um vértice com a propriedade W € transladada em contar o niimero de vértices
no nivel k contendo a propriedade W.

Definicao 3.5.2. Seja D o digrafo do autdmato que representa um automorfismo y da arvore
Tm- Um vértice v deste digrafo € denominado ativo caso o estado ¥, associado ao vértice v
seja ativo, isto €, se a restri¢do oy, = 7%, : ¥ — Y age de forma ndo-trivial no primeiro nivel
da arvore.
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Para a propriedade W: v possui W se v € ativo, simplificamos a notacdo da fungdo de

crescimento para
0(k,y) =#{v| oy, #e,|v| =k} paratodo k>0.

A condigdo oy, # e é equivalente a %, ¢ Stab 4, (1). Mais geral, seja H um subgrupo de
A, e W a propriedade de que ¥, ¢ H. Em decorréncia disto, podemos definir a fungio de
crescimento

On(k,y) =#{v| v, ¢ H,|v|=k} paratodo k>0

que mede a H-inatividade de .

A fungdo 0y (k,—) : A,, — N satisfaz as seguintes propriedades: para todo 7,3 € A,,
(i) By (k,y"") = 6u(k,7).

De fato, para (i), observe que {v | (yB), ¢ H} C{v | (y)y ¢ Hou (B), ¢ H}. Quanto

a (ii), note que se % = v = (vo,..., )0y, entdo o seu inverso é o elemento descrito
por (p) '=v!= ((1)0671)_1,...,(1)( 1)071)_1)61)_1. Portanto, %, ¢ H sempre que
v m—1)%
(Y( .)Gy—‘l)il ¢ H, isto fornece uma bijecdo entre {v | % ¢ H} e {u| v, ' ¢ H}, portanto,
Vi 4

On(k.y™") = Oy (k.y).
Seja B um subconjunto do conjunto de todas as fungdes de N em N, onde B satisfaz as
seguintes propriedades:

(1) afuncdo nula 0 : N — N definida por n — 0 pertence a B
(i) para quaisquer f,g € B, existe h € B tal que f(n) + g(n) < h(n) para todo n € N.

Um exemplo dessa classe de fungdes,para um n > 0 fixado, € o conjunto de funcdes com

crescimento k", definida por
P, ={f| f(k) < ck" para algum ¢ > 0}.

De fato, observe que a fun¢io nula pertence a P, pois 0(k) < ¢ para todo ¢ > 0. Além disso,
se f e g sdo tais que f(k) < c1k" e g(k) < cpk", onde ¢y, cp > 0, entdo para todo ¢3 > ¢1 +¢2,
temos f (k) +g(k) < c3k" =h(k) € P,.

Esta classe de funcdes de crescimento B permite limitar as fungdes de crescimento
associadas a um automorfismo. Como consequéncia desta relagdo, temos a proposicao a

seguir.
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Proposicao 3.5.3. Sejam H um subgrupo de A,, ¢ B um conjunto de fun¢des com as
propriedades acima. Entdo B(#H) = {y € A, | existe b € B tal que 0y (k,y) < b(k) Vk > 0}

¢ um subgrupo de A,,.

Demonstragdo. Sejam ¥, € B(H) tais que 0y(k,y) < by(k) e 60y(k,B) < bg(k). Por
definigdo, existe b € B satisfazendo by(k) + bg (k) < b(k) para todo k > 0. Entdo

O (k, YB ") < 03(k, V) + 03 (k, B~1) = O3 (k, y) + O (k, B) < by (k) + b (k) < b(k),
portanto, yB~! € B(H). O

Definicao 3.5.4. Seja Y um conjunto finito, definimos por F,,(Y) o conjunto de automorfis-

mos de estado-finito & cuja fungdo de atividade 6 (k, @) pertence a P,,.
Corolario 3.5.5. O conjunto F,,(Y) é um subgrupo de F(Y) para todo n > 0.

As nog¢des de fungdo de crescimento associadas a um automorfismos nos permite definir

o conceito de automorfismos limitados.

Definicao 3.5.6. Um automorfismo 7y da arvore € dito limitado se sua fun¢do de crescimento
0 (k,7y) é limitada, isto é, se 0(k,y) € Py.

Iremos verificar que todos os elementos de Trun 4, (n) sdo automorfismos limitados.
Primeiro, observe que um automorfismo 7 € Trun 4, (n), visto por sua representagio através
de um digrafo, possui um nimero de vértices nao triviais finito. Além disso, partindo de 7,
temos |Y| possibilidades para iniciar o caminho, isto &, sair de 7 para 7,. Para um caminho
de comprimento k, temos |y|k possibilidades para tomar um caminho. Perceba ainda que
0(k,7) = 0 sempre que k > n, pois os vértices abaixo do nivel n sdo inativos. Finalmente, o
ndmero de caminhos saindo de um vértice v terminando em um vértice ativo € finito, entao
0(k,7) <|Y|" paratodo k > 0, isto é, O (k,T) € Py.

Definicao 3.5.7. Seja Y um automorfismo nao trivial de estado finito. Dizemos que ¥ é

circuitado se for limitado e y pertence a um circuito em seu proprio digrafo.

O exemplo a seguir se refere a um automorfismo circuitado da arvore bindria que,
posteriormente, serd revisitado no Capitulo 4 e desempenha papel importante na construcao
deste trabalho.

Exemplo 3.5.8. Seja oo = (e, (t,e¢))0 um automorfismo de A;, onde ¢ é a transposicio
(0 1). O digrafo de o é dado por
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00

1)1

Figura 3.13 Digrafo de .

Note que o pertence a um circuito em seu proprio digrafo. Além disso, os vértices de
o = (e, (a,e))o com atividade sdo os vértices onde a aparece. Observando o digrafo de o,
vemos que para ir para um vértice ativo é necessdrio ir de @ para (a,e) e depois retornar
para a, ou seja, 0(2n,a) =1e 8(2n+ 1,a) = 0 para todo n > 0. Portanto, 0 (k, ) € Py,
pois € limitada por 1.

Lema 3.5.9. Seja a o automorfismo do Exemplo 3.5.8. Entéo o, = o sempre que u € {10}".

Demonstragcdo. Observe que o pode ser desenvolvido da forma
o= (e (a,e))o = (e, ((e,(ax,e))0,e))0,

e assim sucessivamente. Note que ¢ aparece inicialmente na raiz (), depois aparece no vértice
10 em (e, (ct,e))0, e no vértice 1010 em (e, ((e, (a,e))0,e))o. Através do digrafo de o na
Figura 3.13, € possivel dizer em quais vértices o o aparece através dos circuitos iniciando
e terminando em «. Por exemplo, através de um circuito de comprimento 2 € possivel sair
e retornar ao mesmo estado o, se coletarmos o alfabeto de entrada dos arcos, obtemos 1
do arco saindo de a e chegando em (¢, e), e 0 do arco saindo de (o, ¢) e chegando em «,
donde obtemos o vértice 10. Através deste procedimento, percebe-se que ( ird aparecer nos
vértices gerados pela palavra 10, isto é, nos vértices u € {10}*. Deste modo, o, = @ sempre
que u € {10}* O

Para todo automorfismo circuitado Y estd associado uma cadeia completa de indices
C(y) ={v e M| v, écircuitado}. Mostraremos que existe um indice u de menor compri-
mento k tal que ¥, = 7, e este indice € Unico. De fato, suponha que existam dois indices u e v
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de menor comprimento k tais que y, = % = 7, entao

6(k,y) >6(0,%)+6(0,%) =26(0,7)

O(ka’}/) ZQ((X— l)kv’)/) +9((x_ l)ka’}/) = 2x9(07Y)

Assim, o tem crescimento exponencial, o que € uma contradicao, pois o € limitado.

Veremos abaixo que o m-circuito de um automorfismo circuitado o é preservado por
multiplicacdo de elemento g de Trun 4, (k). Antes disso, relembre que para um digrafo
D, o nimero ¢(D) é o comprimento do maior circuito simples em D, de forma andloga,
definiremos ¢(7y) como o comprimento do maior circuito simples no digrafo do automorfismo
Y. Outra observagdo é se H ¢ um subdigrafo de D, entdo todo circuito de H € também um
circuito de D, consequentemente, ¢(H) < ¢(D).

Iremos exemplificar o que acontece com um automorfismo circuitado quando multiplicado

com um elemento de Trun 4, (k). Em seguida, verificaremos a validade para o caso geral.

Exemplo 3.5.10. Sejam o = (e, (a,e))o e g = (e,(0,0)) € Trun 4, (2). Entdo temos que
og=(e,(ao,0))o = (e,((e,(a,e)),0))0 e seu digrafo é dado por

01
11

10

Figura 3.14 Digrafo de ag.
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O automorfismo o tem um 2-circuito, isto é, c¢(a) = 2. Através do digrafo de ag é
facil observar que c(otg) = 2. Isto se dd pois, a partir de um indice u € C(a) onde u > 2, é

possivel chegar no estado o de a.g, a saber, u = 1010, temos (0tg)1010 = Q.

Lema 3.5.11. Se y ¢ um automorfismo circuitado com c(y) > 0 e g € Trun 4, (k), entdo
c(y) = c(rg)
Demonstrag¢do. Sejam B = yg e v € C(y) um indice de comprimento maior que k tal que
7, = 7. Entdo B, = (yg)y = % = 7, assim, ¢(B) > ¢(1) = ¢(y), pois y é subdigrafo de f3.
Mostraremos agora que ¢(f8) > ¢(7) ndo pode ocorrer. Com efeito, suponha por con-
tradi¢do que c¢(fB) > ¢(7y), entdo existe um indice u € C(f) tal que B, = (Y2)u = Yugur é
circuitado e tem o maior comprimento dentre os circuitos simples de f3, isto é, ¢(B) = c(By)-
Observe que g,r € trivial, caso contrdrio, g,r € um vértice de g que aparece infinitas vezes
no produto g, consequentemente, aparece infinitas vezes como vértice de g, um absurdo
pois g € Trun 4, (k). Entdo, B, = ¥, € o circuito simples de maior comprimento de 3 e estd

inteiramente contido em y. Portanto, c¢(y) = ¢(B). O

O resultado a seguir relaciona um conjunto especial de automorfismos circuitados ao

grupo de automorfismos limitados de estado finito.

Teorema 3.5.12. O conjunto Fy,(Y) = {a € Fo(Y) | c(&€) = 0 ou c(x) divide m} é um
subgrupo de Fo(Y).

Demonstragdo. Inicialmente, perceba que os automorfismos de estado finito cujo digrafo
possui O-circuito estdo em Trun 4, (k) para todo k > 0. De fato, se ¥ € um automorfismo do
tipo O-circuito, entdo ndo existe nenhum circuito em Y, ou equivalentemente, ndo existem
u,v € Ty, tais que ¥, = %,. Além disso, note que os conjuntos de estados Q(7¥,,) e O(%)
irdo coincidir sempre que ¥,, = ¥,. Se ndo existe k > 0 tal que y € Trun 4, (k), entdo y tem
infinitos vértices ndo triviais, além disso, todo vértice ndo trivial satisfaz ¥,, # 7, para todos
u,v € T, consequentemente, temos infinitos estados.

Ja os automorfismso com m-circuito para m > 1 s@o automorfismos circuitados ou o
produto de um automorfismo circuitado com um elemento de g € Trun 4, (k) para algum
k> 0.

Se v,B € Truny, (k), entdo yB~' € Truny, (k), pois Trun 4, (k) é subgrupo, além disso,
c(yB~1) = 0, como observado acima.

Se y é um automorfismo circuitado com ¢(y) =m > 1 e B € Truny,(k), entdo o
Lema 3.5.11 afirma que ¢(y) = c(yB~!) =m

A seguir, iremos provar que para cada automorfismo circuitado y e 8 temos que

c(yB~") | m.m.c(e(¥),c(B7)).
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Seja & = yB~ 1. Entio, &, = 1,(B 1)/, onde vV = V/. Veremos que o tipo de circuito de
& éc(&) =0, c(y) ouc(By), amenos possivelmente quando v € C(y) e v € C(B).

SeveC(y)ev ¢ C(B~") entdo &, = %, onde g € Trun 4, (k). Neste caso, ¢(E) = c(%).

Seve C(y) eV € C(B™!) entio & = g(B™'),, onde g € Truny, (k). Neste caso,
c(&) =c((B~)v)-

Assuma que v € C(B~1) e v € C(y). Sejam c(y) =a, ¢(B~') = b, | = m.m.c(a,b),

[
ad=-eb = b Além disso, sejam u € C(y) de comprimento a, w € C(B!) de comprimento
a

bev=u.Entio, & = %, B, onde v/ = w?. Assim, &, = ¥ = &, do que decorre que c(&)
divide 1.

Considere m =gl +r,onde 0 < r <. Como a | me a |l segue que a | r, similarmente,
blmeb
concluimos que [ | m.

Logo, c(yB~") | m, portanto, Y8 ' € Fou(Y).

[,1ogo b | r. Assim r é multiplo comum de a e b, mas r < [, entdo r = 0, donde



CAPITULO 4

O produto tree-wreath

O grupo de automorfismos da drvore bindria é extremamente grande no sentido de abrigar
representacdes de uma infinidade de grupos. Nosso objetivo principal consiste em obter uma
representacao fiel do grupo metabeliano livre de posto » como um grupo de automorfismos
de estado-finito. Para este fim, iremos explorar os resultados em [3], que representam o
nucleo deste trabalho. No artigo supracitado, Brunner e Sidki definem uma operagdo sobre
os grupos de automorfismos que agem na drvore bindria, denominada tree-wreathing. Iremos
explorar as propriedades dessa operagao e, posteriormente, utiliza-14 como ferramenta para

atingir o objetivo citado.

4.1 O operador translacao

Definiremos o automorfismo ¢ da drvore bindria por @ = (e,(@,e))o, onde o € a
transposi¢@o (0 1). Este automorfismo foi utilizado anteriormente em alguns exemplos com
a finalidade de promover uma melhor familiarizagdo. O automorfismo o é um dos elementos
que compdem a operacao tree-wreath que definiremos posteriormente e o0 chamaremos de
operador translacao.

Neste momento, iremos explorar um pouco da estrutura de «. Inicialmente, observe que

o =ao
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o’ =a’o=((a,e),(ae))le (ae))o = ((a,e),(a?e))o.

Isto sugere a proposicao a seguir que caracteriza as poténcias de «.

Proposicao 4.1.1. O operador transla¢do definido anteriomente satisfaz as seguintes relacoes:
(i) o = ((o e), (o' e)):
(i) a2t = ((de), (it e))o,

paratodoi € Z.

Demonstragdo. De fato, por indugdo em i > 0:
O resultado segue trivialmente para i = 0. Por hipdtese de indugdo, suponha que a relagdo
¢ vélida para i > 0, mostraremos que € vélida para i+ 1.

o2 = ol = ((al ). (o) (et.e). (0t,e)) = (@ o). (], e)).

Para i < 0 segue que

o’ = (a_2i>_] = ((a_i’e>7 (a_i7e))_] = ((ai7e>7 (ai7e))'

Para o caso impar temos

¥t = ool = ((d',e), (' e))(e,(a,e))0 = ((a,e), (@' e))o.
0

Verificaremos que uma consequéncia imediata da proposicdo anterior é que o tem
ordem infinita. Com efeito, note que o é ndo trivial pois ¢ age no primeiro nivel da
arvore bindria. Assuma por hipétese de inducdo que a” € ndo trivial. Se n é par entdo

n+1 n n Q+] o~ . . . . o~ . .
" =a"a=((a2,e),(a2"", e))o é ndo trivial, pois possui & que € ndo trivial. Agora, se
n+l1 n+l

z 7 ~ n+1 7 o~ .. . ~ ntl , o~ .« .
n é impar, entdo """ = ((a Z ,e),(a 2 ,e)) é ndo trivial, pois a agdo de o 2 € ndo trivial

por hipétese de inducdo. Portanto, segue que (o) ~ Z.

~ . ~ ; N s—1 .
Observacao 4.1.2. Pela caracterizacio de a?, segue que a? produz entradas a®  no nivel

2.&' -

s—1 2 . . .
2, &> produz entradas o> ~ no nivel 4 e assim sucessivamente. Isto posto, concluimos

K] . ~ « e . ,
que o’ produz entradas o no nivel 2s e, portanto, sua ac¢do se inicia no nivel 2s+ 1.
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4.2 Copiando subgrupos

Seja H um subgrupo que age na arvore bindria. Queremos construir uma copia Hde H
que seja compativel com a translagdo o, no sentido que H deva comutar com todos (ou 0
mdaximo possivel) com seus conjugados por elementos de (o).

Para cada h € H defina o automorfismo / da 4rvore recursivamente como i = ((h,h), e),
entdo H = {h|hecH}e H ~ H. Observe que o elemento % projeta a acdo de & em infinitos
vértices da drvore bindria, neste sentido, quando 4 € ndo trivial, h age em infinitas sub-arvores.

Este dltimo fato motiva a definicdo a seguir.

Definicao 4.2.1. Dizemos que um automorfismo Yy de 7, tem suporte finito se age de forma
ndo trivial em um nidmero finito de sub-arvores de 7;, caso contrario, diremos que Y tem

suporte infinito.

O préximo passo € estudar a agdo dos elementos de (o) em H. Uma poténcia par de &

tem acao
ilaﬂ = ((a_i,€)7 (a_iae))((ilvh)7e)((ai7e)’ (ai’e))
= ((o""hat', ), e)
= ((h% 1), e),

J4 uma poténcia impar age da forma

Observe que o recebe o nome de operador translagdo justamente por sua agdo transladar a

acdo de & nas arvores. Outra fato interessante é que
R = (), (kD) ), e) (e, (R 1K) = ((e,0), (e,0)),

isto &, dois elementos de H conjugados por poténcias de & com paridades distintas comutam.
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4.3 O produto tree-wreath H ! Z

Nesta se¢do iremos enunciar a operagao tree-wreathing, definida em [3], para os grupos

H e (a), onde H é um grupo que age na arvore bindria e ¢ é o operador translag@o.

Definicao 4.3.1. Seja G o grupo gerado por H e a. Dizemos que G um produto tree-wreath

de H pelo grupo ciclico infinto gerado por o e usamos a notagio G = H Z.

O termo tree-wreath pode ser traduzido por entrelacado na drvore, a motivagcao para
utilizacdo desse termo provém de uma relacio entre os produtos tree-wreath € o produto
entrelacado, assim sendo, deste modo, podemos nos remeter ao produto tree-wreath como
uma operacao entrelacada na arvore bindria. Entretanto, iremos manter o termo original.
Como requisito para compreender a relagdo em questdo, definiremos um grupo no lema a

seguir.

Lema 4.3.2. Defina Ny = {e} e Ny = <[f~lo‘i,ﬁ°‘j] |0<i<j<2 e j—i<2% paratodo
inteiro s > 1. Entao

() Ny = (uxH'|ue ({00,10}*){01,11} e |u| < 2s) = (Ns_1 x H') x (Ns_1 x H'), isto
€, um elemento ny; € Ny € um automorfismo que age na arvore bindria descrito por
((n1,k),(na,k")), onde ny,ny € Ny_y e W' k' € H';

(i) [Ny, 0*] =e;
(1) N;<G.

Demonstracdo. Para simplificar a notagdo, escreveremos H; = H” e H;; = [H;,Hj]. A
demonstracao serd realizada via indu¢do em s > 1.

Para s = 1, os indices i e j de H;; satisfazem 0 <i < j <4 e j—i <2, portanto,
Ny = (Ho,Hoa,Hy 2, Hy 3, Hy 3). Como [ k%"
i e j tém paridades distintas, assim N| = <H072,H1’3>. Determinaremos agora Hy > e Hj 3.
Sejam h,k € H. Entao

| = e, segue que H; j = {e} sempre que



4.3 O produto tree-wreath H ¢ Z 77

Consequentemente, temos as expressdes Hoo = ({e} x H') x ({e} x {e}) = (01)xH' e
Hiz = ({e} x {e}) x ({e} x {H'}) = (11) * H', da qual extraimos a caracterizagdo

Ny = ({e} xH') x ({e} x {e}) = {((01)«H',(11)xH').

Na verdade, note que
A% E%) = [, k%)% = (01 % [, K])* = (01)( (%) s [ k] = 091 % [, K] = 11 % [h, k],

isto nos sugere avaliar a acio das poténcias de o para evitar contas desnecessdarias.
Agora, verificaremos que o centraliza Ni. Sejam /', k' € H' e n = ((e, 1), (e,k)). Entdo

[((e,7), (e,K)), ((ex,e), (e, e))]
(e, ()™ (e, () "N (e o), (@7 e)) (e ), (e,K)) ((arre), (et )
((e,e), (e,e)),

[n, 0]

o que resulta em [N, or?] = {e}.
Mostraremos que Ny <1 G. Para tal, basta avaliar as conjugacdes dos elementos de N;
pelos geradores de G, a saber, h € H e a. Sejan = ((e,[x,]), (e, [z,w])) € N;. Entio

h~'nh=((h~',h7"),e)((e, [x,3]), (e, [z,w])) (B, 1), €)
((e.h™ ' [x,y1h), (e, [z, w]))
((e,[n""xh, b~ 'yh]), (e,[z,w])) € Ny

o 'na=0(e, ( Le)((e,[x), (e [z, w]) (e, (e e))o
=((a™";e),e)((e; [z,w]), (e, [x,¥])) (@, €), )
=((e,[z:w]), (e, [x,)])) € M1
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assim, Ny < G.

Uma vez demonstrada a base de indug¢do, iremos assumir por hipétese de inducado
que Ny_1 = (Ns_1 x H') x (Ny_1 x H") = (uxH' | u € ({00,10}*){01,11} e |u| < 2(s— 1)),
[Ns_1, OCZH] — e e Ny,_1 <G para todo s > 2 fixado.

Veremos que para determinar Ny é necessdrio apenas calcular [Hy, Hys| e avaliar as
acoes das poténcias de & em [Hy, Hs|. Em primeiro lugar, observe que se H; ; € N, entdo
H; ;j=|H;,H;]= [Ho,Hj_i]ai. Além disso, se j— i for impar, entdo H; ; = H(‘,’f;fi = e, portanto,
consideraremos apenas os valores tais que j —i é par. Seja j—i=2"m,onde r > lemé
impar. Entdo para quaisquer h,k € H temos

~ ~a2rm ~ ~a2r_1m

]:[((h7h)ae>7<(k =k>7e)]

:<([h7ka ]7[h>k])7e)

((((([R K], [n,K]), €),.. ), [.K]), €)
(((((e; [, k]),e),-.), [, k) €)
(0%~ 11) x [h,k]) ... (1) % [, K] ((O1) % [, &),

ou seja, [Hy, Hyrpy| = [Ho, Hor], donde concluimos que é suficiente avaliar o caso j —i =27,
onde 1 <r <s. O préximo passo serd averiguar que H;»r,; € N, para todo i tal que
2" +i < 2Tl Com efeito, seja i = 8 4+ 28 +---+2'8;, onde & € {0,1} para todo
1<I<te2 +i< 2”1, como Oczl possui acao apenas no nivel 2/ + 1, obtemos a relagcdo
i 8428, +-+2""1s,_; - . .
[Ho, Hyr|* = [Hy, Hyr]* € N,. Com as observagdes anteriores, para determi-
nar Ny \N;_1, basta considerar o caso j —i = 2°, isto é, calcular [Hy, Hys] e avaliar as agdes de
o' em Hyps. Sejan= 061 +28+ - 425716, onde § € {0,1} paratodo 1 < <s—1, temos
2° possibilidades para tomar n e, para n; e n, distintos tomados entre as possibilidades, temos
[Hp, , Hy, 125 # [Hy,, Hpy425], Visto que o' e o> possuem agdes distintas em [Hy, Hos|.
Dado ¢ € [Hy, Ha] segue que ¢ = (01) « A/ (031) &' ... (0% 731) « 1 (0>~ '1) % A, mas
d=(01)xh'(031)xh ... (0% 31)xh € Ns;l C N, logo cd~' = (0%711) x i, Deste modo,

) - 2 N 2k .
produzimos 0%~ '1 % H' em Ny. Como ¢® € [Hyx,Hys 5], onde k < s, entdo ¢*  possui

(02” 1032 _21) x h' como um fator, deste modo, tomando do‘2k produzimos o elemento
o (dO‘Zk)*1 = (0%10%7%-21) % i/, donde concluimos que (0%*10*~%*~21)x H' C N,. As
poténcias de o agem transpondo os elementos de posi¢do impar em 02711, dessa forma,
conjugando ¢ sucessivas vezes por Oczi, com i distinto das conjugacOes anteriores, pro-
duzimos u € ({00,10}*){01,11} e |u| = 2s. Consequentemente, produzimos u * H onde
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u € ({00,10}*){01,11} e |u| =25 em Ny, ou seja,
Ny = (Ny_1 xH') x (Ns_1 x H) = (uxH' | u € ({00,10}*){01,11} e |u| < 2s).

Neste momento, nos atentaremos agora a questdo de mostrar que Ny <l G. Seja ng € N;.
Entdo ng = ((ns—1, [x,¥]), (ms—1,[z,w])), onde ny_1,ms_1 € Ny_1 e x,y,z,w € H, assim

_lvh_l)ve>( ng—1, [xvy])v (mS_l, [ZvW]))((ﬁvh)ve)
:((ﬁilns—lhhil [xvy]h)a (ms—l ) [Z>W]))

—((n"_, [ 5"), (my—1, [z, w])) € N

Ot_lnSOC :G(ev (a_lve))((ns—lv [x7y])7 (ms_lv [Z7W]))(€, (Ot,e))G

=((a™,e),e)((ms—1, [2,w]), (ne-1, [x,])) (e €) )

:((a_lmsflav [Z7W])v (nsflv [x,y])) € Ns

b % m® € Ny_y. Assim,N; < G.

Finalmente, [Ny, o> | = {e}, pois

pois de Ny_1 < G segue que n

[y, %] =[((ny1, %)), (ms—1, e w]), (@2 se), (a2 e))]
=((Ins—1,02" 1, [, )], €)), (-1, 02 1, [zl €]))

:<(eve)7 (676))

uma vez que, por hipétese de indugéo, [Ns_1, OzzH] = {e}. O

O teorema a seguir esta entre os resultados de maior importancia do capitulo. Iremos
abordar algumas propriedades do produto tree-wreath H 1 Z. e descrever a relagio entre o
produto entrelacado e o produto tree-wreath.

Teorema 4.3.3. Seja G o produto tree-wreath H ¢ Z definido acima. Entdo G satisfaz as
seguintes propriedades:

(I) o subgrupo A .
N=(H* H¥||0<i<j)

€ normal em G e pode ser expresso através de suas acdes sobre a drvore na forma
N=v(H)=(NxH')x (NxH')= (uxH |uec ({00,10}*){01,11});
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(1) o grupo quociente G/N é isomorfo ao produto entrelacado restrito HZ;

(I) o subgrupo de G gerado por (0"~ '1) x H' e o possui um subgrupo em seu centro cujo
quociente é isomorfo a H' 1 Z/2"Z,;

(IV) se J € um subgrupo de H, entdo <J~, a), considerado como um subgrupo de G = H ! Z,
é isomorfo a J ! Z, além disso, se J é abeliano, entdo J ! Z ~ J1Z;

(V) o grupo G ¢ de estado-finito (é solivel, livre de torcao) se, e somente se, H € de
estado-finito (€ soluvel, livre de tor¢do).

Demonstragdo. (1) Sejam H; = H” e Hi;j=[H o« 7 O‘j] = [H;,H;] paratodo 0 <i < j. Além
disso, defina N = (H; ; ). Observe que N = UNS € o grupo apresentado na
Definigdo 3.4.7, onde N; é o subgrupo definido no Lema 4.3.2, entdo N = (N x H') x (N x H').

Além disso, N € normal em G, caso contrdrio, existiria um s € N tal que Ny ndo € normal em

G, o que ndo ocorre. O]

Demonstracdo. (II) Mostraremos agora que G/N € isomorfo a H ! Z.

Os elementos do conjunto de representantes de das classes laterais de N em G podem ser

tomados como expressoes da forma

w= (R R ERT R o

com inteiros iy, ..., is distintos e inteiros ji,..., j; distintos e m = 2m’ 4+ € onde € € {0,1}.

Com efeito, suponha que i, = iy e se p < r # 5 < q tem-se i, # iy, entdo

F ol 7P aq Lz aq Folp ol 7ol aq Lizalrtl ol faiay m

h hp—H’ h h =hy h hp+1 h [hp—i—l "'hq—l ,hq [
_”aip”(xi‘I”aiPJrl (xl] 1 (x17+1 ”’aZiQ*l Fald om
=h’"h P h [p+1 "'hq—] ,hq [
_Faipaiagalrtl ocfi Lo ar+l ol Foiaqorm
=h7"h hp—i—l h [hp+1 ---hq—l ,hq]

mas [ﬁl‘fﬁl : ha o h‘qxiq]“m EN
Seja l(m) a 2 Valoragﬁo de m, ou seja, [(m) é o maior inteiro ndo negativo tal que 2/("
divide m. Chamamos de forma semi-normal a forma de w tendo (I(m),s+t) minimo sobre a

ordem lexicogréfica.
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O elemento w pode ser desenvolvido através de suas a¢des na drvore como

(R R (R R ot g
((RE" R hy .. hg),e) (e, (K7 k% ky o k) (o e), (o™ e)) o

(B R o™y k), (R R 08 Ky k)G

2ig 2j1+1 2js+1

w

e fazendo u = (B ... R ™ hy...hg) e v= (k&' ...k o€ k... k;)) obtemos que
w = (u,v)c®.

Suponha que w € N assim como definido acima estd na forma semi-normal e w # e.
Tome w com essas propriedades e sendo minimal com respeito ao par ordenado de inteiros
(I(m),s+1). Como N estabiliza o primeiro nivel da drvore segue que € = 0. Portanto, s+
ou m é diferente de zero. Denotemos P =N x H' e N = P x P, segue que u,v € P. Da mesma
forma, como P =N x H', temos h%" .. A% o k%" .. k¥ o« € Nehy...hg ki ...k € H'.

Pela condi¢do de minimalidade, [(m') = 0, assim m’ é impar ou € igual a zero, como
RET R o B R o™ € N e N estabiliza o primeiro nivel da drvore segue que
m’ = 0. Portanto, ﬁ‘f‘ll .. .iz;ﬂ , l%f‘“ .. .l}f‘jt € N. Novamente pela condi¢ao de minimalidade,
encontraremos um novo elemento de comprimento menor que s + ¢, por repeticdo deste
argumento teremos s =0efr=1ous=1e¢=0. No primeiro caso teremos w = 712‘2"7

—2i,

para algum p € {1,...s}. Se conjugarmos w por o iremos obter a forma semi-normal

w = h, = ((hp,h,),e), com h, € H'. No segundo caso teremos w = I};XW para algum

(24+1) temos a forma semi-normal w = kg = (kg kq),€).

g € {1,...t} e conjugando w por ot~
Em ambos os casos w tem suporte infinito, como os elementos de N tem suporte finito
chegamos a uma contradicdo.

Uma vez que determinamos a forma dos representantes, podemos estabelecer o isomor-
fismo de G/N em HZ.

Sejaw = (fz‘f‘zj1 . .ﬁgZi‘Y)(I}f‘jl+l .. .l%,o‘jl+1 )at? como definido acima e s +¢ = r. Para sim-
plificacdo, tomaremos

~ nl ~ ~N,
w=h¥" . h* "

com ny,...,n, inteiros distintos entre si.

Considere agora a aplicagdo

¢:G/N — HIZ
ny

ﬁ ilio‘ia”N — (H(...,e,hi,e,...)i,n).

i=ny i=ny

A aplicag@o ¢ é um homomorfismo pois
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r . qx . r . dx .
(ln_l A a'N ] k¥ aN)o :(ﬁ R o [Tk aN)o

i=n n=q i=n i=qi
i P ien
=([Tr" TTH o™ N)e
i=ny i=q1
ny . qx .
:(H(...,e,h,-,e,...)’,e)(H(...,e,ki,e,...)’_",n-i—q)
i=n i=q
ny . qx )
:(H(...,e,hi,e,...)’,n)(n(...,e,ki,e,...)’,q)
i=ny i=q
LN dx ;
([ o n)p( [T & ai)o.

i=ny i=q1

no
A aplicacdo € injetiva visto que (H hYa"N)p = ((...,e,ee,...),0) se, e somente se,
i:m
h% =eparatodoie {1,...,r}ea" =e.
ny .
Finalmente, ¢ é sobrejetiva visto que dado (H(...,e,hi,e,...)’,n) € HZ, existe

i=n1

ny ; ny ; ny )
[177 «'N € G/N tal que (J] A &"N)o = (][] (---. e, hise,...) ,n).
i=n i=nj i=ny

]

Demonstragdo. (I1I) As poténcias de o agem transpondo os elementos de posi¢ao impar
em 0*"'1, dessa forma, (0"~ '1xH’, &) produz u*H’, onde u € ({00,10})*{01,11} e
|u| = 2m. Deste modo, os elementos de (0"~ '1 % H’ o) podem ser expressos por

73] *hll...uzm *hlszCp

onde u; # uj para i # j.

Observe que o age permutando os indices u;, pois uf‘" =u;. Como 71 € Z/2" 7 também
age nos indices em H'{7Z/2"Z, tomaremos convenientemente u; € ({00,10})*{01,11} de
forma que uf‘n = uj se, € somente se, jﬁ =1

Queremos mostrar que () < Z((0*"'«H' a)) e (0" '« H' o) /(a®") ~ H\ 7./ 2" 7.

2

Com efeito, de [N, &>"] = e decorre que o> comuta com os elemetos de (0*"~'1xH', ar),

consequentemente, (o) < Z((0*"~'1xH’, o). Mostaremos agora que a aplicacio
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@: (0" "1«H o)/(a*) — HIZ/2"Z

ul*hl]...u2m *hlzman<a2m> [— (( /1,...7h/2m),ﬁ)

€ um isomorfismo.
A aplicacio ¢ é um homomorfismo, pois dados x,y € (0?"~ 1« H' &), cujas expressdes
S0 X = uy ¥ h| ... upm ¥ Wym 0", y = uy %K . .. upm x khm 009, segue que

xy(a®))e

(R K) .t (k] ) 0 (02"))
(K ks Bk gye) s T )

(s hin) ) (K- Kpn) )

x( >) ((a®))e

(e )y(e®)) e

(
(
(
(
(

A aplicag@o ¢ € sobrejetora visto que para todo ((h],...,hm),71) € H'1Z /2™ 7, podemos
tomar u; %k . .. ugm x Homa (*") € (0*" 11« H' o) /(a®") de forma que

(ul *hll ...Upm *hlszCn<(X2m>)(P = (( /17“'7 /2m)7ﬁ)'

A aplicacdo ¢ € injetiva, pois
(uy ) .. .ugm x By (0¥ ) ) = €

m
se, e somente se, h] = --- =hhn =ee a" € (a*").
[

Demonstragdo. (IV) Por construgdo, se H é um grupo que age na arvore bindria, entdao
denotamos (ﬁ , o) por H17Z. Se J é um subgrupo de H, entdo J age na drvore, dessa forma,
se dado um subgrupo (J, o) de H ! Z segue que (J, &) é isomorfo a J ? Z.

Considere agora K =J1Z e M = <[fai,f“j]]0 <i < j), que pode ser expresso por
M= (M xJ")x (MxJ). Se J é abeliano, entdo M = (M x {e}) x (M x {e}) = {e}, pelo
Item (IT) do Teorema 4.3.3, segue que K/M ~ J 1 Z ~ J1Z. [l

Demonstragdo. (V) Dividiremos a demonstragdo em trés partes.

(Estado-finito)
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Se G é de estado-finito, entdo H é de estado-finito, pois H < (ﬁ ,a). Dado heHo
conjunto Q(h) = {h, (h,h),e}UQ(h) tem nimero finito de estados, consequentemente Q(h)
tem ndmero finito de estados para todo 4 € H, portanto, H é de estado-finito.

Reciprocamente, se H é de estado-finito, entdo H é de estado-finito. De fato, o conjunto
{h,(h,h),e} éfinito e Q(h) tem niimero finito de estados, assim, Q(k) = {h, (h,h),e} U Q(h)
tem ndmero finito de estados.

Note que Q(Oci ) tem ndmero finito de estados. De fato, por indug@o em i:
Base de Inducdo: i =0

0(a®) = Q(e) = {e} tem niimero finito de estados.
Hipétese de Inducdo: Suponha o resultado valido parai=n—1,Vn > 1

o(a") = Q(a™ 'a) C (" HQ(at), como Q(a" ) e O() tem nidmero finito de
estados segue que Q(o"~1)Q( ) tem niimero finito de estados. Portanto, Q(c"") tem niimero
finito de estados.

De Q(a')=0(ax) ! segue que Q(ar™") tem niimero finito de estados, entdo Q(a') tem

ndmero finito de estados Vi € Z.

Todo elemento g € G pode ser expresso por:

~ i ~
g=h"" W al

ondemeN,iy,....in€Z, hy,...hy, cHeal c (a), segue que
0(g) =0(h¥" ... h%" aP)
=Q(o "ha't .. a0 o)

COo(a™MQ(h)Q(a)...0(a ™ Q(hu)Q(a'™)O(al)

Observe que cada fator em Q(a ") Q(h1)Q(o'") ... Q0 ™)Q(hy) Q0™ Q(aP) possui
nimero finito de estados, portanto, Q(g) tem nimero finito de estados Vg € G. Logo, G é de

estado-finito.

(Soluvel)
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Se G é soldvel, entdo H & soldvel, pois H<G.ComoH~H segue que H € soluvel.

Reciprocamente, suponha que H seja soltivel. Seja N = (N x H') x (N x H'), entdo
[N,N] = ([N,N] x H?) x ([N,N] x H?)), indutivamente, temos a seguinte férmula para o
(n— 1)-ésimo comutador de N:

N = (N1 5 H0Y s (N1 5 g0,

Pela Proposicdo 1.2.17, temos que HZ é soldvel. Além disso, In € N tal que H") = {e},

entao
N = (ND s g0 s (N0 s B0 = (N7 s {e}) x (N7Y x {e}) = {e}

logo, N € séluvel.
Temos que N <G e G/N ~ HZ sdo soliveis, portanto, G é soldvel.

(Livre de tor¢do)

Se G € livre de tor¢ao, entao H é livre de tor¢ao, pois H < G. Assim, dado h € H, onde
h # e, segue que
R = ((h",h"),e) # e
logo, h"* # e ¥n € Z\{0}, portanto, H ¢ livre de tor¢ao.
Se H é livre de torgio, entiio 1" # e Vn € Z\{0}, assim A" # e pois " = ((h",h"),e) e

h" # e. Concluimos que H ¢ livre de torcao.
Consideraremos dois casos:

(1° Caso) Seja g € G onde g = fz‘lxil . .fl,‘f;m e n# 0. Como 7% e k%" comutam Vh,k € H,
podemos reorganizar os fatores em g do seguinte modo:

aZn; ~ aqu +1 ank+l

~~2n ~ ~
g:(h%l : .h}{ )(he] hgk )
=((RS" .. B hyy . hy,), (R R hg, ...hg,))

Podemos repetir o procedimento de separar os elementos em blocos de forma a separar
os elemetos conjugados por poténcias pares de ¢ que estejam em um bloco e os de poténcias

impares que estejam em outro. As poténcias sdo finitas, entdo o ultimo procedimento resulta
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u = ((((ha)l ---wa7hw1 "'hwx)7(il51 "'ESd’hSI "'h5d)>"")’h/11 "'h),;)

V:((((hgl...i;lgy,hgl...hgy),(ilgl...ilge,hgl...hge)) ) hel hek)

Assim,

g =R R RE Ry

=R (o) (B RESY" (hey g )"™)

Suponha que g" = e, como H & livre de tor¢do, entdo todo fator da forma hy, ...hy,

1

coincide com a identidade, o que nos retorna a seguinte informacao de g:

a2nl ifla2nr)<}~la2ql+1 hazqk+1)

T 0,
:((/2;{1’” Ry hy) (R RG he, . hg,))

=((Rg" ...h3" e), (hG" ... hE" ,e))

/\
3‘

Concluimos que g" = e, para n # 0, se, e somente se, g = ﬁ?‘il . .ﬁ%im =e.
(2° Caso) Seja g € G onde g = fz‘f‘il .. .fz%im a? e n # 0. Entdo

n_~(Xi1 = oim ~ i1 —(n—1)gq ~ oim—(n—1)q ng
Py S L R o

~ il i ij—(n—1)q im—(n—1)q - L.
Se h¥" .. & RS L RE +£ e, entdo g" # e, caso contrdrio teremos que
g'=a". Se a”q = e, entdo g = 0, assim retornamos ao (1° Caso), pois deste modo
_qoit gaim
g=nhi ...h, .
Consequentemente, se g € G é um elemento ndo trivial de G, verificamos que g" # e para

todo n > 0, deste modo, concluimos que G € livre de tor¢ao. U

No sentido do Item (I) do Teorema acima, dizemos que um grupo G é um produto

tree-wreath H { 7 se existe um subgrupo normal N de G tal que G/N ~ H1Z.
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Observacao 4.3.4. (i) O grupo quociente G / N é metabeliano.

Seja N = {Stabg(i) | i > 0}. Note que N é um conjunto direcionado parcialmente
ordenado, onde Stabg(i+ 1) < Stabg(i).

Como Stabg(i) < G, os grupos quocientes G /Stabg (i) ficam definidos. Além disso, um
elemento gStabg(i) de G/Stabg (i) age na drvore com a mesma agdo de g até o nivel i e
depois age trivialmente, isto posto, concluimos que G/Stabg (i) ~ Trung(i).

Tomaremos o completamento profinito de G com relagéo a N, entdo

G = lim G /Stabg (i) ~ lim Trung (i),

i>1 i>1

onde

@Trung(i) ={(1,82,--,8n,...) | &i € Trung(i) e (&i+1)u = (81)uVu € M, |u| < i},

i>1

por exemplo, se g, = ((e,0)0,¢), entdo ¢; = (0, e).
Os elementos g em G podem ser interpretados como produtos infinitos de elementos de
G que ficam bem definidos. Com esta identifica¢io para ¢, podemos expressa-lo por

A ~02 2 —e2a1+1 ey 2ap 1
(TN /AN [ (A S 4

g = gll .g% gel gek

onde §;.,8e; € G e 1 € um inteiro diddico. Além disso, se h € H', entdo hh € N.
ny ~a2n[ )( ~a2q1+1 ~a2qk+l )

Sejam g,h € G dados por § = (gj{‘f 8y go, 8o, e

A~ ~ 2r ~ 217 ~2s1+1 ~ 25 +1
h= (g R (g Ry )
Entdo ¢ = (a,b) e h = (c¢,d) com

a=(((.. )7(861---860,---786]’---86{;---)»&’&1---824---)
b:(((...),(gel...gge...,gsi...ggé...),gel...ggr...)
C:(((.. ),(l’l51...hgd...,hgll...hg{;...),hll...]’lll...)
d=(((...),(hg .. hgg...,hei...hgé...),hgl...hgt...).

Para simplificagdo, tomaremos ky = ky, ...k, ...

Assim,

(((C---), ([gs: 5] (g5 hsr)))s [as 1al), () ([8es el [gers her]) (g0 o))
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e concluimos que [, 4] € N.
Agora considere g = go S e h=ha®, entdo

(g, 1] :a*‘;lgflafgziflgalelaCz
=(g™ )™ (YT @ )

_raa rgla Sq2biHl s g2t
_(kll ...klr ...)(kel ...ker

).

~

Logo, V&1, %, %3,%4 € G, segue que [[£], %], [£3,%4]] € N.

Consequentemente,

[£1, %] [£3, R4]N =[%3,%4][£1, 2] [[£1, 2], [£3, £4]IN

=[#3, £4][£1, 22]N
ou seja, [G/N,G/N] é abeliano.

(ii) Como Z (ZZ) é residualmente um 2-grupo finito, podemos nos perguntar se existe
uma cépia de tal grupo em H ! Z para algum grupo H, ou seja, se existem hy,hr € H de
forma que Z (Z2Z) ~ (hy) 2 ((hy) 1{(@)) =~ (h1, ko, &) < (H, o).

Assuma que Z (Z17Z) = (x) 1 ({y) 1 {(z)), pelo Item (IV) do Teorema 4.3.3, segue que
(y,2) ~ (y) 1{z), pois (y) é abeliano.

Tome (x;)e (y)(z)- Note que

(Xi);v€<y>g<z> + (xi)i€<y)2<z>’

para todo w € (y,z) ndo trivial.

Sejam hy,hy € H. Se hy é tal que (h;) é livre de torgdo, por argumento andlogo ao de
cima, segue que (A1, o) ~ (h) (), pois (hy) é abeliano. Deste modo, temos a relagio
(o) L ((hy) V(@) ~ (hy) 2 (R, @). Agora, note que

htl)C = (e, (il?c?hl))a (i‘Z)hix = ilZ

w
ic
triviais tais que (h1, ks, &) ~ ()2 (hy, @).

gera uma contradi¢do com (x;) BN() # (Xi)ic (yn()- Portanto, ndo existem iy, hy € H néo-

(iii) A transla¢do o = (e, (@, e))o tem crescimento limitado e possui um 2-circuito. Se

H for de crescimento limitado, entdo o produto tree-wreath H ! (o) também tem crescimento
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limitado. Com efeito, seja h = ﬁ‘f‘il ...izfl‘i" o". Entdo para todo k > 0, existe ¢ > 0
O(k+1,h) <O(k+1,007")+0(k+1,h)+0(k+1,0")+--+0(k+1,0") <c

Além disso, se H € gerado por automorfismos com estrutura de circuito limitado, entao
H ? {a) também possui estrutura de circuito limitado. Portanto, a construgio tree-wreath

preserva subgrupos de Fo»(Y).

Finalizaremos a se¢do com o resultado a seguir que, para um grupo soluvel (nilpotente)
H, relaciona o grau de solubilidade (classe de nilpoténcia) de H e seu fecho normal em H ! Z.

Proposicao 4.3.5. Seja L = H'* ¢ fecho normal de H em G. Se H ¢é soldvel (nilpotente),
entdo L e H tem o mesmo grau de solubilidade (classe de nilpoténcia).

Demonstragdo. Sejam R um subgrupo de A, V(R) = (V(R) xR) x (V(R) xR) e h € H.
Entao

[V(R),h] =[(v(R) x R) x (V(R) X R), ((h,h),e)]
=([(v(R) x R), (h, ), [(v(R) x R),e])

=([v(R),h] x [R,h],e)

Mais geral, ([V(R),H;] | i > 0) = [V(R), (H;| i > 0)] = V([R,H]). Tome 0% '1%re v(R)
e h*” ¢ H,,, entdo

0% 151, B =021 % [r, ] € V([R, H])

P

Como [V(R),H]* = [v(R)* ,H*"] = [V(R),Hi: ] C [V(R), (H; | i > 0)] e as poténcias
de o agem em 0> 11 transpondo as entradas de posi¢do impar, produzimos u * [r, h| para
todo u € ({00,10}*){01,11}, ou seja, [V(R),(H; | i > 0)] = v([R,H]). Como L é o fecho
normal de H em G segue que L = (H® | g € G). Assim, (H; | i > 0) C L. Além disso, um
elemento de G pode ser expresso por, g = fzf‘il . .fzf,‘,im a?, logo

_17 N i1 ~~ oyl ~ i
g thg=a PR "R AR . %" af
~ itp % ~i1—p ~ ~im—p
=h% " R o PRaPRY T RS

:]:lgfthrPh(lx’ler]jlap]jl?llip .. .I:l,(;ilmip S <Hl ‘ i > O>

—im+p
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ou seja, L C (H; | i > 0). Portanto,
L= (H;|i>0).

Daqui em diante, o objetivo € determinar formulas para a série derivada LY e para a

série central inferior y;(L).

L' =[L,L]
=[(H; | i>0),(H;|i>0)]
=([H;,H;],[H;,H;] | 0 <i < j)
=(H!,v(H') |i>0).

Suponha por indugdo em j > 2 que LU~ = (Hi(j_l), v(HYV) | i > 0), entdo

() —[L=1), LG=1)
—[(H~ <H<f Dy |i>0), (HY V), v(HUD) |i>0)]
==, 1Y), v@EVD), =2V [vEYD) v(#HUD)] > 0)

1

HY v(HU) | i>0).

<H<’ < >>,v<H<f>> [i>0)
(

Quanto a série central inferior de L, para j = 2 temos

YZ(L> :[L’L]
(Hj,v(H') |i>0),

por indugdo em j > 3, supondo que ¥;—1(L) = (v(yj—1(H)),Yj—1(H;) | i > 0), segue que

¥i(L) =[vi1(L),L]

i>0)], [<YJ ( )!l>0> (Hi |i>0)])
~1(H:),H; |1 2 0], [yj—1 (Hi), Hi | 0 < i < k)
i(H),v(y;(H)) i > 0])
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Mas ([yj—1(H;),H; | 0 <i < k]) = v(y;(H)), a demonstragdo deste fato ¢é feito de forma
andloga ao item (I) do Teorema 4.3.3, basta substituir H; por ¥;_1(H;) em vV(H') = ([H;, H; |
0 <i<k])=v(yj(H)). Entdo

Yi(L) =(v([yj-1(H), H]), [vj-1(Hi), Hi | i 2 O], [yj—1 (H;), H | 0 < i <k])
=(v(v;(H)),vj(H:),v(v;(H)) | i = 0])
=(v(v;(H)),v;(H;) | i = 0]).

4.4 O centralizador de o

Seja ¥ = (Y, 71) 6y um elemento do centralizador de @ em A;, denotado por C4, ().
Como y também comuta com Yo podemos considerar ¥ inativo, ou seja 6y = 0. Com efeito,

caso ¥ seja inativo teremos Y = (0, 71 ), deste modo

Yoo = ('}’0,’)’1)(& (OC,E))G = ('}/07/}/1(0576))6

ay= (6, (a7€))6<’}/07%) = (ylv ((X,e)j/o)(f

assim, % = 71, % comuta com (o, e) e fazendo ¥ = (%0, Jo1) segue que Yo comuta com
e 11 € um elemento arbitrario de A,.
Suponha agora que ¥ = (%, 7)o (Y) seja ativo, ou seja, 6(y') = o, entdo

’)/(X = (YOa’}/l)G(€7 (OC,@))G = (YO((X7€)’ '}’1)

OC’}/ = (67 (ave»G(YOv’YI)G = ('}’1, ((X,e)’}/())

deste modo, ¥1 = (@, e) e Y% comuta com (, e), retornando em ¥ obtemos a expressio

Y = (10, 10(a,€))0) = (1. %) (e, (. €))0 = (10, %0)

e neste sentido, um elemento ¥ ativo do centralizador de o pode ser escrito como } = ya
onde Y é um elemento inativo do centralizador de o tal como descrito acima.
Para B € A, definimos a notagdo f* = (B,B) que também é um elemento de A;.

Concluimos que C 4, () tem a seguinte decomposigdo por meio de suas agdes sobre a drvore
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bindria
C.Az(a) = CAz((aae>)x<a>7 CAz((aae)) = CA2<a) X As.

Dado & € Ay, definimos §' = (8',8)" = ((8',6),(8',8)) em A,. O seguinte calculo
mostra que 8’ € Cy,(a):

) lad
((8)71,871),((8) 767 ))(e. (a,e))a((8',8),(8",8))
((o ) §71).((8")7,87)(e, (ar,¢))((8,6),(8",6))0
e, (o’ ))

=.

(
(
(
(

Utilizando esta dltima defini¢do, produzimos indutivamente a seguinte sequéncia de

elementos em C 4, ():

paratodoi > 1.

Observacio 4.4.1. Em (i), a primeira incidéncia de a ocorre no nivel 2i.

Com efeito, a(0) = o ocorre na raiz, ou seja, no nivel 0. Suponha por hipdtese de
indugdo que o resultado é vélido para j =i— 1 com i > 1. Como a(i) = (a(i),a(i— 1)),
considerando o(i — 1) agindo a partir da raiz, temos por hipdtese de indugdo que @ ocorre
no nivel 2(i — 1), como o (i — 1) aparece agindo no nivel 2 em (i), segue que o aparece

pela primeira vez agindo no nivel 2s em o(i).
Defina K (r) como o grupo gerado por {a(i) |0 <i<r—1}.
Lema 4.4.2. O grupo K(r) como definido acima é abeliano livre de posto r.

Demonstragdo. Inicialmente, verificaremos que K(r) é de fato um grupo abeliano.
Por constru¢do, a(i)* = a(i) para todo i € {0,...r — 1}. Suponha por hipStese de
indugdo que o(i)*U~") = o(i) para todo i € {0,...,r—1} e j > 1, entlo

N e(i= 17 e, el = 1) (a()), a(i—1))"
i)*U) a(i—1)2U= Dy
)"V, a(i—1))

~~ o~
R
~—~ o~
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A seguir, iremos mostrar que os geradores de K(r) ndo admitem relagdes. Note que
o(0) = a gera um grupo ciclico infinito, portanto a" # e para todo n # 0. Suponha por
indugdo que a(i — 1)" # e para todo n # 0, entdo a(i)" = (a(i)", (i — 1)")* # e visto que
a(i—1)"#e.

Além disso, um elemento arbitrrio de K(r) tem a forma w = a(0)™ ... a(r—1)" onde
no,...n, € Z, visto que K(r) é abeliano. Observe em w que se ng for impar, entdo w sempre
serd nao trivial, pois os Unicos elementos que agem no nivel 1 sdo as poténcias impares de
a(0) = a, isto posto, nos resta somente analisar as palavras onde ng é par. Sejam i,n; € Z.

Entao

se, e somente se, i = n; = (0. Assuma por hipétese de inducao que, dados i,ny,...n,_, € Z,

w=o(0)%...a(r—2)"2 = e se, e somente se, i = n; = --- = n,_, = 0. Suponha que
20 ny—1
w=oa"...a(r—1)
=(a...o(r—1)"1 " . o(r—2)"1)E
=(e,e)"
seja trivial. Entao, por hipétese de inducao, segue que n; = --- = n,_» = 0, consequente-

mente,

w=(ae)* = (e,e)

se, e somente se, i = 0. Portanto, concluimos que ndo existem relacdes entre os geradores de

K(r). Logo, K(r) é um grupo abeliano livre. O

4.5 O fecho topolégico de K(r) e seu normalizador

O fecho topoldgico de (c(i)), com respeito ao 2-completamento, é isormofo ao conjunto

dos inteiros diddicos Z,, visto que (¢ (i)) ~ Z. Neste sentido, decorre o seguinte lema.

—_ e~

Lema 4.5.1. O fecho de K(r) é a soma direta K(r) = () (o(i)).
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Demonstragdo. O resultado segue direto do fato de K(r) ser um grupo abeliano gerado por
{o(i)|0<i<r—1}. O]

—_—

A seguir, produziremos elementos de .A; que normalizam K (r). Para cada unidade diddica
foo
E=1+ Za,-Z’, onde a; = 0 ou 1, defina em A; o elemento Ag = ((A¢, e), (lga(é_l)/z,e)),
i=1
e defina o conjunto A = {A¢ | & € uma unidade diddica. }. Entdo A¢ conjuga o para a®. Com

efeito,
:alé
:Aé_lakg
Z((/lgl,e),((%’@’”/27L e))(e.(0,e))0((Ae.e), (Ae e 7D/ e))
=((A: " e), (@ D221 ) (e, (e e)(Ae a2 0, (A )0
—((@s V2 &) (a " 1/20% ¢))o
:((a(é—l)ﬂ ), (e~ (&— 1/213 )

Por outro lado, note que se & =1+ Z a;2', entdo temos as relagdes (§ —1)/2 = Z a2 e
i=1 '

E+1)2=1+(&-1)/2= l—i—fa,z"_l, além disso, (§ —1)/2+ (& +1)/2 =¢&. Entdo
i=1

y=a
— gt a2

_ g2 a2

—((aEF12 o) (a5 o))o
(@812, 0), (612 )0
=((@ls V2 &), (a2 126112 o))
(@& V72 ¢), (@& V128 o))
=((@'s V2 ¢) (= 6"D/2y ¢))

portanto, como 3 e ¥ possuem a mesma acdo, concluimos que eles coincidem, isto &,
o’ = ab.

Observe que o € gerador de @ e que qualquer outro gerador de @ deve gerar «.
As poténcias dos elementos em @ sdo inteiros diadicos, além disso, um elemento ab é
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—

um gerador de (@) se, e somente se, existe N € Z; tal que {n = 1 e, consequentemente,
(aé)n = o.. Através da Proposi¢ao 1.4.29 podemos afirmar que ot gera O se, € somente
se, { é uma unidade diddica. Como todo automorfismo de um grupo G fica completamento
determinado pela imagem dos geradores, todos os automorfismos de </OC\> sdo definidos por
a — o, onde & é uma unidade diddica. Como o’ = af, existe uma bijecdo entre os

—_—

automorfismo o — a* e os elementos Ag, portanto, Aut({@)) ~ A. Agora, defina
A (0) = A = ((Ag,e), (Agals /2 e))

e indutivamente
Ae (i) = (Ae (i), A (i = 1))*
paratodoi > 1.
Sejam A; = {A¢(i) | & € uma unidade diddica} e A(r) = (A; | 0 <i <r—1). Entdo
Aut({o(i))) ~ A, pois

a(iy’e? = (i), ali—1)}eV) = a(i).

—_— —

Proposicao 4.5.2. O grupo A(r) = (A; |0 <i<r—1) normaliza K(r) e o grupo (K(r), A(r))
¢ a soma direta

Demonstragdo. Vimos anterirmente que (i) () = at(i)* € m. Observe agora que, para
i>1, lg (i) possui a caracteriza¢do do elemento 8’ exposto na Sec¢do 4.4, portanto, segue
que Ag (i) € Cy,() para todo i > 1, logo o) = g. Por fim, verificaremos os conjugados
de o(i) parai > 1. Inicialmente, temos

a(i)%© =((a(i)*, ali— 1)), (a(i)* " a(i—1)))
((ae(i), (i — 1)), (a(), (i~ 1))

=a(i),

e por inducdo em j, para j # i,



96 O produto tree-wreath

—

Concluimos que A(r) = (A; | 0 < i <r) normaliza K(r).

r—1
A seguir, iremos verificar que A(r) = @Ai, para isto, note que
i=0
A6 (0),A¢ (i)] =[((A¢, €), (e e D72 €)), (Ag (i), Ae (i — 1), (Ae (i), A (i = 1)))]
=(([Ag, Ac (D)), €), (A ale V2 2 (i)] )
=(([Ae, Ac ()] ), (a2 2 ()] [0l 2 (1)) €))
=(([Ae Ae (D],0), (e, e (D], )

para todo i > 1, e supondo por hipdtese de indugdo que [Ag(j — 1), A¢(i)] = e temos

[ (1): Ae ()] =([Ae (1), Ae (D], [Ag (= 1), A (i = D))
=([Ae (/) A ()], )"

:e7
r—1
para todo i, j > 1. Assim, A(r) = @Ai.
=0
l o e
Vimos que o(i) comuta com A (j) sempre que i # j, além disso, K(r) = () (a(i)) e
=0
r—1 l
A(r) = @ Ai, consequentemente, segue que
i=0
(K(r),A(r)) = @D (@(i)Ai
i=0
0

—_—

4.6 O grupo H ! K(r)

O processo de copiar H utilizado na Secdo 4.2 pode ser iterado para permanecer compati-

vel com o entrelacamento por K(r), para tal, defina para cada h € H,

h(o):hv h(l):h:((ﬁ(l)’h)ve)7
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e indutivamente para todo i > 1

h(i) = ((h(i),h(i—1)).e).

Note que H (i) = {h(i) | h € H} é um grupo isomorfo a H.
Além disso, podemos estender a defini¢do do produto tree-wreath apresentada anterior-

mente.

Definicao 4.6.1. Seja H um grupo que age na arvore bindria. Diremos que G € um produto
tree-wreath H Y K (r) se existir um subgrupo normal N de G tal que G/N ~ H(r)1K(r).

O teorema a seguir € uma versao do Item (II) do Teorema 4.3.3 para nosso novo produto
tree-wreath. Este resultado é peca fundamental para resolver a problematica proposta neste
texto.

— —_

Teorema 4.6.2. O grupo G = (H(r),K(r)) é um produto tree-wreath H ? K(r).

Demonstragdo. Seja N(r) o subgrupo de G gerado pelos grupos comutadores [H(r), H(r)?]
para todo y € Ig(?) Precisamos mostrar que o quociente comutador G/N(r) é isomorfo a
H(r) ZK/(?) e que N(r) é a soma direta de um nimero infinito de c6pias do grupo derivado
H'

Seja & um inteiro diddico e denote por /() sua 2-valoragdo. Considere & = € + 2&/,
onde € =0 ou 1. Entao,

(océ/,e)", see=0

aé = ’ /
(@ e),(a'% )0, see =1.

Defina
gi:'gi—f—zéi/a Sl':(),l,
y=a(0)%a(1)% ... a(r),
B=a(l). . ar.
Entao,

B=(B.B) B =al0)~a(l)2...a(r-1),

e ¥ € ativo se, e somente se, & ou 1.
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r) = ((b(r),b(r—1)),e) € H(r). Entdo,

2!
<&
5
=
—~
~
~—
|
—~
—~
Il
—~
~
~—
S
—~
~
|
[
~—
~—
Q
~—
[l
—~

(h(r)*O%B Ti(r— 1)), ), se g9 =0
(e, (il(r)a(o)éoﬁjl(r— l)ﬁ/) se gy =1

Note que

([0, B(r) OB [ — 1),B(r — 1)P]), ), se & =0

e, seg=1

(), b(r)"] =

Argumentaremos por inducio em r que [A(r),b(r)"], visto como um mapa parcial do
monéide M em H’, tem um nimero finito de entradas em lugares cujos indices estdo em
U" = ({00,10}*){u} onde u € ({01,11}"), |u| =2re U = ({00,10}*){01, 11}, além disso,
essas entradas sdo iguais a [h, b].

O caso r = 1 foi demonstrado no Teorema 4.3.3

Suponha por hipétese de indugdo que a afirmacdo seja valida para r — 1, com r > 1. Entdo
o termo [A(r—1),b(r—1)P /] de [A(r),b(r)"] estd em conformidade com a afirmagio. Agora,
se o conjugado 05(0)56[3 é ativo, isto é, &) é uma unidade diddica, entdo o primeiro termo é

(), B(N* O] = ¢ e

7(r),B()) = (e [i(r— 1),5(r— 1P, e).

Por outro lado, [fz(r),l?(r)“(o)%ﬁ] é ndo-trivial se e somente se [(&)) > 1, neste caso,
repetimos o procedimento acima realizado para [i(r),b(r)?]. Se &) # 0 entdo [(&)) = s para
algum s finito e entdo este procedimento termina apos no MAximo s passos.

Seja N(r) = ([H(r),H(r)") | 7.\ € Ig(\r)> Queremos mostrar que N(r) = P(r) x P(r),
onde P(r) =N(r) xN(r—1), N(0) =H' e N(r) <G.

O caso r = 1 foi demonstrado no Teorema 4.3.3.

Assuma que a afirmagdo seja verdadeira para r— 1, com r > 1 e que [h(r),b(r)"]* € N(r)

¢ um elemento ndo trivial. Além disso, defina

nl:61+2nzla 6i:()317
A=o(0)Po(1)M. . o(r)m,
C=a()M. . a(r)m.
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Entao,
=58 =a@Ma(l)™. . a(r—1)",

e A € ativo se e somente se ) = 1. Reutilizando a notagdo acima, temos

[R(r),b(r)"* =((

Assim, de ([R(r), B(r) “OFBIE [i(r— 1), B(r—1)F)7) € P(r) = N(r) x N(r— 1) segue
que [h(r),b(r)")* € P(r) x P(r).

O argumento para mostrar que G/N(r) é isomorfo a H E(?) ¢ andlogo ao utilizado no
Teorema 4.3.3. Os representantes das classes laterais de N(r) em G podem ser tomados como

expressoes da forma

w=(hi ()" . hs(r)P) (B ()™ By (r)H) (a(0)%0 ... a(r— 1)5),

onde 7 ... ¥ sdo elementos inativos de Ig(?) e up,..., U sdo elementos ativos de Ig(?)

Diremos que w estd na forma semi-normal quando w estiver em uma forma tendo
(Z{l(&,) | i > 0},s+1) minimal.

Suponha w € N(r) como acima, na forma semi-normal e w # e. Como N(r) estabiliza
o primeiro nivel da drvore entdo /(§) > 0. Assim, de N(r) = P(r) x P(r), segue que w =
(u,v) onde u,v € P(r). Da mesma forma, como P(r) = N(r) x N(r — 1), considerando a
minimalidade de w, obtemos a forma w = i(r) = ((A(r),h(r — 1)), e), que é uma contradicio,
pois os elementos de N(r) tem suporte finito enquanto os elementos de H(r) tem suporte

—_

infinito. Agora, estabeleceremos o isomorfismo entre G/N(r) e HK(r). Tome

w= (R (N (P ) (B (P)M . B (1)) (@(0)% ... a(r— 1))
assim como acima, e por simplificacdo, faca
w=(hi ()™ .. hs(r)*a,

—_

onde Ay,...,A, € K(r)es+t=n.
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Considere agora a aplicacdo

¢©:G/Nr) — H

hi(n%an(r) — (T1(.. e hie,...) ", Q).
i=1 i=1

A aplicag@o ¢ é um homomorfismo, pois

(Tt @l T BN )0 =T [TR0) @ @i

:(H( 7eahi7e7" )l, ( ,€ klve )nl(a)_laaﬁ)
i=1 i=1

=([1C-- e hive,.. ) ) - v ekive,... W@ @)
i=1 i=1

=([1C-.e.hie,.. ). O)I(.ekie....) ™, B)
i=1 i=1

=([Th( N e([Th(r)"BN(r)e
i=1 i=1

A aplicacdo € injetiva visto que H AN = ((....ee,e,...),e) se, e somente

se, hi(r)% = e para todo i € {1,...,n}e&:

S

—_—

Finalmente, ¢ € sobrejetiva visto que dado ( (... e,hne,... )™ Q) € HIK(r), existe
1

~.

iz?faN(r) € G/N(r) tal que (Hizﬁfauv(r)yp =(TT(...e.hie,.. )" Q).
i=1 i=1 i=1

—_

Corolario 4.6.3. O grupo A(r) normaliza o produto tree-wreath H ¢ K(r).

Demonstragdo. Primeiro, observe que para i = ((h,h),e) e Ae = ((Age), (Ae aE=1/2 eY),
temos ¢ = ((71’15 ,h),e) = h, assim, A¢ centraliza H. Suponha por hipétese de inducio que

A(r—1) centraliza H, entio
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logo, A(r) centraliza H.
Suponha agora que A(r) centraliza H(r — 1), entio

portanto, A(r) centraliza H(r). Vimos na Proposicio 4.5.2 que A(r) normaliza Ig(?), entdo
A(r) normaliza o grupo (H(r),K(r)). O

Finalizaremos com resultado a seguir que, através da Imersao de Magnus e do Teo-
rema 4.6.2, exibe uma representacdo fiel do grupo metabeliano livre de posto r como um
grupo de automorfismos de estado-finito.

Corolario 4.6.4. O grupo metabeliano livre M de posto r tem uma representagao fiel como
um grupo de automorfismos de estado-finito.

Demonstracdo. Sejam F = (xy,...,x,) um grupo livre de posto r, H = (hy,...,h,), K =
(0t(0),...,0(r— 1)) dois grupos abelianos livres de posto r com estado-finito, onde F /F’ ~
K e F/F" ~ M. Utilizando a Imersdo de Magnus (Teorema 2.2.6), vimos que a imersdo do

grupo metabeliano M é dada por x;F” +— (h;, (x;)F’). Utilizando a correspondéncia.
(hi,xiF") v (f (hi), ki)

onde f(x;) € H%), concluimos que M ¢ isomorfo ao subgrupo ((f(hy),k1), .., (f(he),k))
de H K.
Além disso, sob as notagdes do teorema anterior, de H(r) abeliano segue que N(r) é
trivial, assim,
(H(r),K(r)) ~ HUK(r),

Como (H(r),K(r)) tem estado-finito, segue que H ! K(r) possui uma representacio fiel

no grupo de automorfismos de estado-finito F(0, 1), assim, concluimos a prova visto que
(fG1),31)s- -5 (f(hr),yr)) S HUK. 0
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