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Resumo

Neste trabalho, no ambiente Banach faremos a mudanca de varidvel no problema de Cauchy
abstrato no sentido da derivada material, para reduzir ao caso estudado por Hiroki Tanabe
e Pavel E. Sobolevskii em [32], olhando ao novo operador como conjugacao do operador
original. Finalmente no ambiente Hilbert, concluimos estudando o nosso problema de reacao-
difusdo em dominios nao-cilindricos com condicdo de contorno tipo Neumann, o desafio é

provar as condi¢des dadas em [32] para um novo problema equivalente.

Palavras-chave: métodos de semigrupos; equacgdo de reacio-difusdo; mudanca de variavel;

conjugacao; derivada material; condi¢do de contorno tipo Neumann.






Abstract

In this paper, in the Banach environment, we will change the variable in the abstract Cauchy
problem in the sense of the material derivative, to reduce it to the case studied by Hiroki
Tanabe and Pavel E. Sobolevskii in [32], looking at the new operator as a conjugacy of
the operator original. Finally in the Hilbert environment, we conclude by studying our
reaction-diffusion problem in non-cylindrical domains with Neumann boundary condition,

the challenge is to prove the conditions given in [32] for a new equivalent problem.

Keywords: semigroup methods; reaction-diffusion equation; changing the variable; conju-

gacy; material derivative; boundary condition type Neumann.
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Introducao

Existem trés abordagens principais para equacdes de evolucido parabdlicas abstratas
lineares, ou seja, os métodos de semigrupo, os métodos variacionais, e os métodos de usar
equacdes operacionais. Os métodos de semigrupo se originaram no nascimento da no¢ao de
semigrupo analitico.

O semigrupo analitico foi usado pela primeira vez para estudar equacgdes de evolugdo
parabdlicas abstratas autdonomas por Mikhail Zakharovich Solomyak [37], e esses resultados
abstratos foram aplicados para resolver equagdes diferencias parabdlicas autdbnomas concre-
tas, ver Einar Hille, Ralph S. Phillips [19], Kosaku Yosida [46], Selim G. Krein [24].

Depois, Pavel E. Sobolevskii [35] e Hiroki Tanabe [40] independentemente comecaram a
estudar equagdes de evolugdo parabdlica ndo autobnoma. Com base em semigrupos analiticos,

eles poderiam construir um operador de evolucao para o problema de Cauchy da forma

(1

du(t)/di+AQ@)u(r) = f(1), 0<s<t<T,
u(0) = u, up € X

onde X é um espaco de Banach, 0 < T < oo é um tempo fixo. Aqui A(z) é um operador
setorial de X com angulo @y ;) < /2, isto €, —A(¢) gera um semigrupo analitico e |40«
sobre X. A fung¢do f é uma funcdo de for¢a externa em (0,7]. O valor inicial up é tomado
em X. Sobolevskii e Tanabe consideraram primeiro o caso em que os dominios dom(A(z))

dos coeficientes de operadores lineares sao independentes da varidvel ¢.

Pavel E. Sobolevskii [36] e Tosio Kato [20] consideraram o caso em que os dominios
dom(A(r)) sdo varidveis com ¢, mas, para algum expoente 0 < 6 < 1, os dominios dom(A()?)
de suas poténcias fraciondrias A(t)6 sdo independentes de ¢. Hiroki Tanabe [42] entdo
considerou o caso em que os dominios dom(A(¢)) variam completamente com ¢ no sentido
de que, para qualquer expoente, dom(A(t) 9) sdo possivelmente variantes (veja também Tosio
Kato - Hiroki Tanabe [21]).
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O método de semigrupos € mais construtivo e nos fornece a seguinte solucao
t
u(t) = e “uy+ / e DA r(n)dT, 0<t<T 2)
0
do problema de Cauchy para uma equacio de evolugdo linear

du(t)/dt +Au(t) = f(t), 0<s<t<T,
u(0) = up, up € X

onde X € um espaco de Banach, 0 < 7T < 40 é um tempo fixo. Aqui A € um operador setorial
de X com angulo 0 < @y < m/2. Ou seja, existem ® € (w4, ©/2) e My > 1 tais que

G(A) CTo={A€C : |agh| <o}, o1<o<r/2 3)

A =AY <Mgp/IA|l, A¢Zey, 04 <o<m/2. 4)

Além disso, fornecem muita informagao sobre as solu¢des das equacdes. Para os detalhes,
veja os livros de Friedman [14] e Tanabe [43], [44]. Em particular, pelo Teorema 3.5 e pelo
Teorema 3.10 em Atsushi Yagi [45] podemos obter a regularidade méxima com respeito aos

valores iniciais e as funcdes de for¢a externa.

Os métodos variacionais se originaram com Lions [27]. EquacOes abstratas sdo conside-
radas nos espagos de Hilbert. Considerando 3 e X espacos de Hilbert e sendo 3* o espago
de extrapolagdo de 3 C X, para fungdes de forga externa em L,([0,7];3") com valores em
um espaco de Hilbert, solucdes tinicas H ! sd0 imediatamente construidas juntamente com a
regularidade méaxima em L, ([0,7];3"), Teorema 3.12 em Atsushi Yagi [45]. Para detalhes,
consulte Lions-Magenes [28] e Dautray-Lions [11].

Da Prato-Grisvard [33] (ver também [34]) criou um método para resolver equacgdes
operacionais da forma AU + BU = F dada pela soma de dois operadores lineares A e B.
Acquistapace-Terreni [1] , [2] usou esse método para construir solugdes C : para equagdes de
evolucgdo parabdlicas abstratas em espacos de Banach. Alessandra Lunardi [29] estudou a

regularidade maxima de C' solugdes.

Neste trabalho, no ambiente Banach faremos a mudanca de varidvel no problema de
Cauchy abstrato no sentido da derivada material, para reduzir ao caso estudado por Hiroki
Tanabe e Pavel E. Sobolevskii em [32], olhando ao novo operador como conjugagdo do
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operador original. Finalmente no ambiente Hilbert, concluimos estudando o nosso problema
de reagdo-difusdo em dominios ndo-cilindricos com condi¢@o de contorno tipo Neumann, o

desafio € provar as condi¢des dadas em [32] para um novo problema equivalente.

No capitulo 1, apresentamos no¢des fundamentais de semigrupos seguindo [32], [43],
[45], [17], que servirdo como ferramenta ao longo do trabalho. Neste capitulo, acrescentei
a prova em que a conjugacao de um gerador infinitesimal de um CO—semigrupo ¢ gerador
infinitesimal do conjugado do mesmo Co—semigrupo. Também a unificagdo das nocdes de
operador setorial, na terminologia de Daniel Henry [17] e a no¢do de operador setorial na

terminologia de Atsushi Yagi [45].

No capitulo 2, estudamos o método de semigrupos, resultado dado por Hiroki Tanabe e
Pavel E. Sobolevskii em [32] que determina condi¢des na familia de geradores infinitesimais
que fazem parte de uns dos coeficientes do problema de valor inicial parabdlico, permitindo

assim garantir a existéncia, a unicidade e analisar o comportamento assintético da solugdo.

No capitulo 3, estabelecemos a mudanca de varidvel para o problema de Cauchy abstrato

no sentido da derivada material.

Atu(t) +A(u(t) = f(1), ted, t#0
u(0) = uy, up € Xop

onde A(t) : dom(A(t)) C X; — X; é um operador linear e f € C(J, Z",®), cuja defini¢do
da derivada material pode ser encontrada em Amal Alphonse, Charles M. Elliott & Bjorn
Stinner [3]. O que fazemos essencialmente € utilizar as no¢des de compatibilidade para que
o problema esteja bem colocado no sentido de Hadamard, e logo via mudanga de variavel,
levar a um problema padrao estudado no Capitulo 2 deste trabalho.

Finalmente nos dedicamos a provar a existéncia, unidade e comportamento assintético de
nosso problema de reacdo-difusdo em dominios ndo-cilindricos com condi¢@o de contorno

tipo Neumann

du/dt+Vu-V+udivV —Au+yu = f, em Urs0 €y X {t},
au/avt = 0, sobre Ut>() an X {t}7

onde V; denota o campo vetorial normal unitério para dQ; e ¥ > 0. O primeiro passo sera
fazer uma mudanca de varidvel adequada, e logo seguir a técnica de Hiroki Tanabe e Pavel
E. Sobolevskii em [32]. Sendo B(r) o novo operador, o desafio é provar que B(r) é setorial,
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para este caso seguiremos a técnica de Daniel Henry [17] e para provar a condi¢do de que
B(1)B(t) ! seja Holder-continua em 1, utilizaremos como ferramenta principal a técnica por
Atsushi Yagi [45] e por dltimo, provamos as condi¢des que vao garantir a convergéncia a um
estado estaciondrio da solugao.



Capitulo 1

Conceitos Fundamentais

Neste capitulo, apresentamos os principais conceitos e resultados que serao utilizados no

decorrer deste trabalho. As demostracdes serdo omitidas por se tratar de resultados conhe-

cidos, mas citamos referéncias onde tais resultados, junto com suas demostracdes, podem

ser encontrados (em Amnon Pazy [32] , Haim Brezis [5], manuscritos de Daniel Henry [18],
[17] e em Atsushi Yagi [45]).

1.1

Notacoes

Nesta secdo, apresentaremos algumas notagdes que serdo adotadas ao longo do texto.

1.

2.

3.

X significard um espago de Banach real ou complexo.
:= vai significar definido, por exemplo R :={/ € R : [ >0}

L(X) é o espago de operadores lineares continuos de X a X com a norma usual

IT] = sup{[|Tx[[/[lx]| : x#0 em X}.

{S(s)}s50:={S(r) € L(X) : 0 <5< +oo}
I € L£(X) denotard o operador identidade.
Re A, Im A, denotard a parte real e a parte imaginaria de A, respectivamente.

dom(L), ker(L), im(L), graf(T), p(L), (L), denotardo respectivamente, o dominio,

nucleo, imagem, grafico, conjunto resolvente e espectro de um operador linear L.
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1.2 Semigrupos lineares

As nogdes desta secao podem ser encontradas em Amnon Pazy [32] e nos manuscritos de
Daniel Henry [18].
Seja X um espaco de Banach real ou complexo e seja £(X) o espago de operadores

lineares continuos de X a X com a norma usual
T[] = sup{[|Tx|[/llx[]| : x#0 em X}.

Definicao 1.1. Um semigrupo de operadores lineares sobre X é uma familia
{S(s) : s>0} C L(X) tal que

s0)y=1 , S(s+1) =S(s)S(¢) paratodo s,z > 0.

Se os operadores estiverem definidos para —oo < 5,1 < +oo, entdo {S(s) : s€ R} é um
grupo.

Definicao 1.2. Um semigrupo é uniformemente continuo
se ||S(s) —I|| = 0 quando s — 0", ie. S(s)x — x quando s — 0" uniformemente para
x| < 1.

Definiciio 1.3. Um semigrupo é um C°—semigrupo ou fortemente continuo,
se S(s)x —x quando s — 0" paracada x € X, i.e. é continuo em s = 0 na topologia forte
de operadores.
= ATl
Exemplo 1.1 (Exemplo 1, pag. 2 [18]). Seja A € L(X) e defina e = Z e A série
n=0 """

converge absolutamente desde que ||A"|| < ||A|", entdo

Anl’l

i (Is |||A|| _ lsllall

Também,

4 (eAS> =AM = eMA.
ds

Pela multiplicacdo de séries, ou pela unicidade para o problema de valor inicial
X(s) =AX(s), X(0) =€ tem solucdo
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. Vemos que

AUH) = AAT paratodo s,1 > 0.

S MMH

Também |[|e** — || < Z < |s|||A]le* = 0 quando s — 0, entdo

S(s)=¢", s>0, éum semigrupo uniformemente continuo.

Analogamente para
Si(s)=e ™, s>0.

Alternativamente, s — ¢* é um grupo fortemente continuo de operadores lineares para s em

R (ou mesmo sobre C, se X € um espago de Banach complexo).
Definicio 1.4. Se {S(s) : s> 0} é um C”—semigrupo sobre X, seu gerador infinitesimal ¢

a aplicagdo A : dom(A) C X — X definido por

Av= lim SWX—x (1.1)

s—0Tt s

onde o dominio dom(A) consiste de todos os x € X para os quais esse limite existe (como

um limite na topologia da norma de X).

Teorema 1.1. Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniforme-

mente continuo se, € somente se, A € um operador linear limitado.

Demonstragdo. Ver [32], Teorema 1.2, pagina 2. [

Teorema 1.2. Seja {S(s)},>0 um C’—semigrupo e seja A seu gerador infinitesimal. Entdo
a) Paracadax € X,

}lli_rf(l)h/ o)x do = S(s)x. (1.2)

b) Paracada x € X, / o)x do € dom(A) e

A </SS(G)x d6> = S(s)x—x. (1.3)
0
c¢) Para cadax € dom(A), S(s)x € dom(A) e

%S(s)x = AS(s)x = S(s)Ax. (1.4)
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d) Para cada x € dom(A),

S(1)x — S(s)x = / 'S(0)Ax do = / "AS(0)x do. (1.5)

Demonstracdo. Ver [32], Teorema 2.4, pagina 4. [

Corolirio 1.1. Se A ¢ o gerador infinitesimal de um C°—semigrupo {S(s) },>0, entdo dom(A),
o dominio de A, € denso em X e A € um operador linear fechado.

Demonstragdo. Ver [32], Corolario 2.5, pagina 5. U

Um C%—semigrupo é dito ser semigrupo de contragdes se ||S(s)|| < 1.

Lembremos que se A € um operador linear ndo necessariamente limitado em X, entdo o

conjunto resolvente p(A) de A é definido por
p(A):={A €C : (M —A)"" é um operador linear limitado em X}. (1.6)
Denote por
R(A:A):=(AI—-A)"". (1.7)
A familia {R(A : A)})cp(a) de operadores lineares limitados € chamada resolvente de A.

Teorema 1.3 (Einar Hille & Ké6saku Yosida, 1948). Suponha que A : dom(A) C X — X é

um operador linear. Entdo as seguintes afirmacdes sdo equivalentes

(i) A é o gerador infinitesimal de um C?—semigrupo {S(s) : s> 0} tal que

1S(s)|| < e® paratodo s> 0. (1.8)

(i) A € um operador linear fechado, densamente definido

cujo conjunto resolvente inclui (@,0) e

(A —A)"Y<1/(A—w) para A > o. (1.9)

Demonstragdo. Ver [18], Teorema L.5, pagina 9. [l
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Teorema 1.4. Seja A um operador linear, densamente definido e fechado em X satisfazendo

as seguintes condi¢des
(i) Paraalgum 0 < d <7/2, p(A) DX5={A: |argh| < m/2+8}U{0}.
(i) Existe uma constante M > 0 tal que

M

IR(A - A < 7]

parad €X;, A#O. (1.10)

Entdo, A é o gerador infinitesimal de um C”—semigrupo {S(s)}>0 satisfazendo ||S(s)|| < ¢

para alguma constante c¢. Além disso,
1 A
S(s) = ‘R(A:A) dA 1.11
()= 27 /re (A:4) (1D

onde I' é uma curva suave por partes em X5 percorrendo de woe ¢ para «e'® para 7/2 <
por p 5P p p

0 < m/2+ 3. A integral (1.11) converge para s > 0 na topologia uniforme de operadores.
Demonstragdo. Ver [32], Teorema 7.7, pagina 30. 0

Definicio 1.5. Seja {S(s)}s>0 um C°—semigrupo sobre um espaco de Banach X. O semi-
grupo {S(s) }s>0 é chamado diferencidvel se, para cadax € X, s+— S(s)x é diferencidvel

para s > 0.

1.2.1 Semigrupo analitico

Definicdo 1.6. SejaA={z€ C : ¢ <argz< ¢, @; <0< ¢} eparaz €A, seja S(z) um
operador linear limitado.
A familia {S(z) : z € A} é um semigrupo analitico em A se

i) S(0)=1 , S(z1+22) =S(21)S(z2) para z1,220 €A

(ii)) lim S(z)x=x paratodo x € X
z—0
ZEA
(iii) z— S(z)x € analitico sobre A para cadax € X

Um semigrupo {S(s) }s>0 serd chamado analitico se é analitico em algum setor A contendo o

eixo real ndo negativo.

Teorema 1.5. Seja {S(s)},>0 um C°—semigrupo uniformemente limitado. Seja A o gerador

infinitesimal de {S(s)},>0 ¢ assuma 0 € p(A). As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
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(@) {S(s)}s>0 pode ser estendido a um semigrupo analitico em um setor
As ={zcC : |argz] <8} e |S(2)
fechado Ay, &' < &8, de As.

¢ uniformemente limitado em todo subsector

(b) Existe uma constante ¢ tal que para todo ¢ >0, T #0

c

|IR(c+it:A)| < e (1.12)
(c) Existe 6 € (0, m/2) e M > 0 tal que
p(A) DT :={1eC : \argl|<g+5}u{0} (1.13)
e

1RO - A)| §|M—|, Les, A0, (1.14)

(d) S(s) é diferencidvel para s > 0 e existe uma constante ¢ tal que
1AS(s)|| < g 5> 0. (1.15)
Demonstragdo. Ver [32], Teorema 5.2, pagina 61. [l

O seguinte teorema € uma versao do Teorema 1.2, para semigrupos analiticos.

Teorema 1.6 (Versao para Semigrupos Analiticos). Seja uma familia a um parametro
{S(s)}s=0 um C"—semigrupo uniformemente limitado. Seja A o gerador infinitesimal de
{S(s)}s>0 e assuma 0 € p(A). E ademais, S(s) pode ser estendido para um semigrupo anali-
tico em um setor As = {z € C : |argz| < 8} e ||S(z)|| é uniformemente limitado em todo

subsetor fechado Ag/, 8’ < 8, de Ag. Entfo,

(c') Paracada x€ X, S(s)x€dom(A) e

d
ES(s)x =AS(s)x. (1.16)
(d') Paracada x€ X,
S(1)x — S(s)x = / AS(0)x do. (1.17)

Demonstragdo. Ver [32], Teorema 2.4, p4gina 4, e o Teorema 5.2, pagina 61. OJ
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1.3 Operador mondétono maximal

As nogoOes desta se¢do podem ser encontradas em Haim Brezis [5], paginas 181 e 193. Ao

longo desta secdo §) denota um espacgo de Hilbert.

Defini¢do 1.7. Um operador linear ilimitado A : dom(A) C $) — $) é dito ser mondtono se

satisfaz
(Av,v)y >0, paratodo v € dom(A). (1.18)

E chamado mondtono maximal, se em adi¢do im(/+A) = 9, i.e.,
Vfe$, Juecdom(A) tal que u+Au=f. (1.19)

Proposicao 1.1. Seja A um operador monétono maximal. Entao
(a) dom(A) é denso em $),

(b) Paratodo A >0, (I—AA) é bijetora de dom(A) sobre §3, (I —AA)~! é um operador
limitado, e [|(1+AA) " || z(s) < 1.

Demonstragdo. Ver [5], Proposic¢do 7.1, pagina 181. [

Agora considera-se, A : dom(A) C $) — $ um operador linear ilimitado com domA = §).

Identificando $’ com §, poderiamos ver A* como um operador linear ilimitado em ).
Defini¢ao 1.8. Diz-se que

» A é simétrico se (Au, v)g = (u, Av)g VYu,v € dom(A).

* A é auto-adjuto se dom(A*) =dom(A) e A" =A.
Proposicao 1.2. Seja A um operador monétono maximal e simétrico. Entdo A é auto-adjunto.

Demonstragdo. Ver [5], Proposi¢do 7.6, pagina 193. [l
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1.4 Operador setorial, semigrupo analitico real

Denotemos por 2" = {(X,,|| - ||x,) }se; uma familia de espagos de Banach sobre o mesmo

corpo K (K =R ou K = C), onde J C R € um intervalo contendo Op.

Sejam X,2) € 27, denotemos por L(X,9)) o espago de todos os operadores lineares limitados

L: X — %) munido com a norma

1Ll cx) == sup |Lx[ly (1.20)
[ESS]
€
Lis(X,9):={Le€ L(X,2) : L ébijetivo} (1.21)

Também, denotemos £(X) := L(X,X), e X':=L(X,K) o espago topolégico dual de X.

O conjunto de todas as aplicacdes continuas ndo necessariamente lineares F : X — Q) é
denotado por C(%,9)).

Portanto, L;s(X,9)) C L(X,2) C C(X,).

Lema 1.1 (Silva, R.P. & Mamani, S.M.Q.). Seja {S(s) : s> 0} um C’—semigrupo sobre
), e seja L € L5(%,2). Entdo, {L'S(s)L : s> 0} é um C”—semigrupo sobre X.

Demonstracdo. Defina-se S*(s) = L™'S(s)L , para ajudar com a notagio

« SL(0) = Iy (Ix é operador identidade sobre X).
De fato,
SL0) =L 'S(0)L=L""IyL = Ix.

o SE(s+1) = SE(s)S"(¢) para todo s, > 0.
De fato,

SL(S—H) =

= SE(s)St(r). (1.22)
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. st (s)x — x quando s — 0T para cada x € X, i.e. é continua em s = 0 na topologia forte
do operador.
De fato, dado x € X

tig 150 =t |(1759) o
= g | st
= lim || [L7'8(s)] (2) = L7 (L) |
= i |2 s o]

IN

lim || S(s)(Lx) — (Lx
i (127120 1S() (L) — (L)
< L o Jim (1S(s) (L) — (L)

0 pois {S(s) : s>0} éum C°—semigrupo sobre ) e Lx € 9.

(1.23)
Como x € X foi tomado arbitrariamente, obtém-se
Tim |SE(s)x —x|| =0 paratodo x € X. (1.24)
[

Lema 1.2 (Silva, R.P. & Mamani, S.M.Q.). Seja A o gerador infinitesimal de um CO—semigrupo

{S(s) : s>0} sobre ), e seja L € L;s(X,2). Entdo, L ' ocAoL ¢ o gerador
L~1(dom(A))
infinitesimal do C°—semigrupo {L~'S(s)L : s> 0} sobre X

Demonstracdo. A aplicacio AL : dom(AF) c ¥ — X
definida por
SE(s)x —
Aly = fim S/8x=* (1.25)
s—0t )

onde A* = L' 0 Ao L cujo dominio é dado por L™' (dom(A)).
Basta provar que

L _

3 fim SO
s—0*t S

para todo x € dom(AL). (1.26)
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Tome x € dom(AL) = L™! (dom(A))

L _ -1 _
lim SE(s)x—x _ th S(s)Lx—x
s—0T K s—0t S
L71S(s)Lx —
— ! {L lim L}
s—0t S
S(s)(Lx)— (L
- L_l{lim () (L) (x)} (1.27)
s—0t S

Como x € dom(AL), entdo x € L™! (dom(A)). Daqui, Lx € dom(A). E como A é o gerador
infinitesimal do C°—semigrupo {S(s) : s >0} e Lx € dom(A), entdo

S(s)(Lx) — (Lx)

3 lim (1.28)
s—0t S
Portanto, da equacdo (1.28) em (1.27), obtém-se que
L _
3 fim x =X (1.29)
s—0t s
[

1.4.1 Operador setorial

A seguinte defini¢do de operador setorial pode ser encontrado em Daniel Henry [17], defini¢do

1.3.1, pagina 18.

Definicao 1.9. Chamamos um operador linear A em um espaco de Banach X um
operador setorial se € um operador fechado, densamente definido tal que, para algum @ em
(0,7/2) e algum M > 1 e real a, o setor

Too={AeC: o< |ag(d—a)|<7m , A#a} (1.30)

estd contido no conjunto resolvente de A e

[(A—4)"1| < para todo A € Eq . (1.31)

M
A —a|’

Seja o7 = {A(t) };c; uma familia de operadores lineares A(¢) : dom(A(t)) C X; — X,
A familia o7 é setorial em 2, se, A(t) é um operador setorial em X, para todo 7 € J.
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Observaciio 1.1. E importante observar na definicio acima que as constantes ®, M e a
independem de ¢.

Um operador setorial é também conhecido como operador de tipo (@, M), na terminolodia
de Hiroki Tanabe, Equations of Evolution [43], padgina 32.

Definicio 1.10. Seja $) um espago de Hilbert. Um operador linear A : dom(A) C $ — H é
chamado limitado inferiormente se, existe uma constante ¢ € R tal que

(Au, u)g > cHuH%, paratodo u € dom(A). (1.32)
Lema 1.3. Seja A : dom(A) C $ — $ um operador linear, auto-adjunto em um espaco de
Hilbert ). Se A € limitado inferiormente, entdo A é um operador setorial.
Demonstracdo. Ver Daniel Henry [17], Exemplo 2, pagina 19. [

A definicdo de semigrupo analitico segundo Daniel Henry [17], pode ser encontrada na
defini¢do 1.3.3, pagina 20.

Definicao 1.11. Um semigrupo analitico sobre um espaco de Banach X € uma familia de

operadores lineares continuos sobre X, {S(s) }s>0, satisfazendo
(i) S(0)=1, S(s)S(t)=S(s+¢t),paras>0, t >0
(ii) S(s)x — x quando s — O, para cada x € X.
(iii) s — S(s)x € analitico real sobre 0 < s < +oo para cada x € X.
O gerador infinitesimal A deste semigrupo € definido por

1
Ax= lim —(S(s)x—x 1.33
lim < (S(s)x—x), (133)
seu dominio dom(A) consistindo de todos os x € X para os quais este limite em X existe.
Usualmente escrevemos

S(s) = . (1.34)

E bom observar que a noc¢ao de semigrupo analitico aqui coincide com a Defini¢do 1.6 apenas

restringindo ao eixo real positivo.

Teorema 1.7. Se A € um operador setorial, entdio —A é o gerador infinitesimal de um
semigrupo analitico {e*AS} K onde
52

e A = L_/(z +A) 1t da, (1.35)
27wi Jr
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onde I" é um contorno em p(—A) com argA — +6 quando |A| — o para algum 6 em
(%/2, 7).

Além disso, e * pode continuar analiticamente em um setor {s #0 : |args| < €} contendo
o eixo real positivo, e se Re 6(A) > a, i.e. se Re A > a sempre que A € 6(A), entdo para
s>0

He_AS <ce ™ | HAe_AS < ge_‘” (1.36)
para alguma constante c.
Finalmente,
%e‘“ = —Ae™ para s> 0. (1.37)
Demonstracdo. Ver Daniel Henry [17], Teorema 1.3.4, pagina 20. OJ

1.5 Caracterizacio da Holder continuidade do operador
A(r)™

As nogdes nesta parte podem ser encontradas em Atsushi Yagi [45], na pagina 17.

1.5.1 Espacos adjuntos

Sejam X e Q) espacos de Banach com normas || - [|x € || - ||y, respetivamente. Uma fung@o
de valor complexo (- , -) definido sobre o espago produto X x ) é chamado uma forma
sesquilinear sobre X x 2) se satisfaz

(aF +BF , G) = a(F, G)+ B(F, G), a,BeC, FFeX, Ge9,
(F,aG+BG)=a(F, G)+B(F,G), «,BeC, FEX, G,GeY.

Além disso, a forma sesquilinear sobre X x ) é chamado um produto dual se satisfaz

[(F, G| <[Fllz-IGlly, FeX, Ge, (1.38)

IFllx= sup [{F,G), FeX, (1.39)
IGlip<1

IGlly = sup [{F, G), Ge. (1.40)

[Flle<1
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Quando existe um tal produto dual para dois espacos de Banach X e %), o espago 2)
¢ chamado um espago adjunto de X com produto dual (-, -). Obviamente, esta rela¢do é
simétrica. Isto €, se ) é adjunto para X com (-, -)xyg), entdo X € adjunto para ) com
produto dual (G, F)gxx = W}Ex@' Esse fato nos permite considerar adjungdo como
uma propriedade para pares de espacos de Banach e dizer que {X, 2)} forma um par adjunto
com produto dual (-, ).

Se X é um espaco de Hilbert, entdo X é claramente adjunta para se mesmo, como seu
produto interno. Neste sentido, {X, X} é um par adjunto.

Seja X um espaco de Banach, e X’ seu espaco dual. Introduzimos a fungdo sobre o espaco

produto X x X’ dado por

(F,®)=®(F), FeXx, &X' (1.41)

1.5.2 Extrapolacao de espacos de Hilbert

As noc¢des nesta parte podem ser encontradas em Atsushi Yagi [45], na pagina 22.
Considere dois espagos de Hilbert 3 e X com produtos internos ((-, -)) e (-, -) e com
normas || - || e | - |, respetivamente. Assumamos que 3 C X com imersdo densa e continua.

Suponha que existe um espago de Banach 3* satisfazendo as seguintes condigdes:

(1) 3 C X C 3" com imersdes densas e continuas.
(2) {3, 3"} forma um par adjunto com o produto dual (-, -).

(3) o produto dual (-, -) satisfaz

(U, Fy= (U, F) paratodo U€3, FecX. (1.42)

z

Entdo, o espago 3* é chamado um espago de extrapolagdo de 3 C X, e os trés espagos
3 C X C 3" sdo chamados uma terna de espagos. Pela defini¢éo de produto dual (- , -) deve
satisfazer

U, ®)| < ||U||-||®]l«, Ue3, &3, (1.43)

|U||= sup |[(U, ®)|, U €3, (1.44)
|@l.<1

|®@[l« = sup [(U, ®)|, ®c3, (1.45)

1Ul<1
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onde || - ||« denota a norma de 3*. Em adi¢do, vemos que, para U,V € 3,
(U, V)zexz =V, U)zxz = (V, U) = (U,V) = (U, V)3x3+, ist0 &,

(U,V)3x3+=(U,V)=(U, V)z:x3, U, V€3 (1.46)
Lema 1.4. O espaco de extrapolacido sempre pode ser construido numa forma utnica.
Demonstragcdo. Ver [45], pagina 23. [

Teorema 1.8. Seja a(U,V) uma forma sesquilinear continua e coerciva sobre 3, i.e.
la(U V)| <M[[U[VI], UVe3 (1.47)

Re a(U,U) > §||U|?, Ue€3 (1.48)

com alguma constate § > 0. Entlo, para quaisquer ¥ € 3/, existe um tinico elemento V € 3
tal que ¥(U) = a(U,V) paraU € 3

Demonstragdo. Ver [45], Teorema 1.23, pagina 26. O]
Usando este teorema, podemos mostrar que A é um isomorfismo de 3 sobre 3*

Teorema 1.9. Seja a(U,V) uma forma sesquilinear continua e coerciva sobre 3. Entdo, A
¢ um isomorfismo de Z sobre Z* com 6||U|| < ||AU||. < M||U|| e é um operador linear
fechado, densamente definido em 3*.

Demonstracdo. Ver [45], Teorema 1.24, pagina 26. [

As nocdes desta secdo podem ser encontradas em Atsushi Yagi, paginas 55, 134, 149.
Antes de iniciar esta se¢do, lembraremos a Defini¢do 1.9 de operador setorial na terminologia

de Daniel Henry, Geometric Theory of Semilinear Parabolic Equations [17]

Chamamos um operador linear A em um espago de Banach X um operador setorial se
¢ um operador fechado, densamente definido tal que, para algum ® em (0,7/2) e algum

M > 1 ereal a, o setor
Yoo={AeC:o<]ag(A—a)| <7 , A #a} (1.49)
estd contido no conjunto resolvente de A e

H(?L —A)_] || < ML paratodo A € X, . (1.50)

_a| ’
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OU EQUIVALENTEMENTE:

Na terminologia de Atsushi Yagi, Abstract Parabolic Evolution Equations and their Applica-
tions [45], pagina 55. Chamamos um operador linear A em um espaco de Banach X um
operador setorial se € um operador fechado, densamente definido tal que, para algum @ em
(0,m/2) C (0,7) e algum M > 1 e real a, o setor

Y={AeC: |arg(A —a)| < o} (1.51)
contém o espectrode A e

[(A—4)"1| < % paratodo A ¢ X. (1.52)

Y
al
Observacao 1.2. Na terminologia de Atsushi Yagi, pede-se a existéncia de um angulo
o € (0, ), entretanto ao pedir a existéncia em um intervalo mais pequeno ndo afeta. Também

observe que aqui estamos colocando a translacdo por um nimero real a. Tudo isto serve pra

unificar as duas definicoes.

Seja 3 C X C 3" uma terna de espagos. Considere um operador A associado com a forma
sesquilinear continua e coerciva a(-,-) definido sobre 3. SejaA = A 22 restri¢do de A em
X. A preocupacdo € com os dominios dom(A%) e dom(A%) da raiz quadrada. Em geral,

pode-se mostrar os seguintes resultados.

Teorema 1.10. Seja .4 um operador setorial associado com uma forma sesquilinear continua

. . . . 1
e coerciva sobre 3, e seja A a sua restri¢io em X. Para quaisquer 6 e 8’ tal que 0 < 8 < 3 <

6’ < 1, cumpre-se que dom(A%) C X C dom(A%) e dom(A?) C 3 C dom(A?) com as

estimativas

cg'IM® -l < |- | < corll A% -|ls, (1.53)
cg'14% -l < |- | <cala? -], (1.54)
onde as constantes cg > 0 e cg: > 0 sdo determinadas apenas por M, S e 6, 6'.

Demonstragdo. Ver [45], Teorema 2.32, pagina 110. [

1.5.3 A(r)"' é Holder continua em ¢

Consideremos o problema de Cauchy para uma equagao de evolucdo abstrata linear
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du(t)/dt+A(t)u(t) = f(t), 0<t<T,
u(0) = up.

em X, onde 0 < T < +o0 é o tempo fixado. Aqui, A(¢) é um operador setorial de X com
angulo Wy, <7 /2, isto é, —A(¢) gera um semigrupo analitico ¢ MO sobre X. A funcdo f
¢ uma funcdo de forga externa em (0, 7’]. O valor inicial ug é tomado em X.

Para lidar como o problema de Cauchy, fazemos as seguintes premissas para uma familia
de operadores A(t) como premissas estruturais.

Para 0 <r < T, o espectro de A(r) esta contido em um dominio setorial aberto

A1) CZo={AeC : |agh| <o}, 0<r<T, (1.55)

com alguma constante fixa 0 < @ < 7/2, e a resolvente satisfaz a estimativa

HR(?L:A(t))Hg%, A¢Te 0<i<T (1.56)

com alguma constante M > 1. O dominio dom(A(z)) é permitido variar com 7, mas existe

algum expoente fixo 0 < v < 1 tal que

dom(A(t)) C dom(A(¢)") paratodo 0<s,7<T. (1.57)

(Quando v = 1, esta condigdo significa que o dominio dom(A(z)) é independente de 7).

E finalmente apresentaremos a condicao que serd o foco desta se¢do, ou seja, A(t)_1 € Holder

continua em ¢ no sentido em que

4@ [AG) " —Als) ' <L -, 0<sr<T. (1.58)

com algum expoente fixo 0 < u < 1 e alguma constante L > 0. Os expoentes U € V satisfazem
arelacdo

1<u+v. (1.59)

1.5.4 Caracterizacao das condicoes (1.57) e (1.58)

O objetivo desta parte é ver como um pode verificar as condi¢des (1.57) e (1.58) em exemplos

concretos. O caso onde v = 1 € um dos mais favoraveis. Neste caso, como
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Alt) [A@) T —A(s) 7] = —[A(r) —A(s)]A(s) T, (1.60)

podemos calcular diretamente a diferenca A(r) — A(s) para verificar (1.58). Por outro lado,
quando v < 1, ndio h4 representagio conveniente para o termo A(z)” [A(t)_1 —A(s)_l] , pois
temos que considerar a poténcia fracionaria A(z)".

Seja 3 C X C 3" uma terna de espagos de Hilbert. Consideremos uma familia de
formas sesquilineares a(f;u,v), os quais estdo definidos sobre 3 e satisfaz continuidade
e coercividade como alguma constante M > 0 e 0 > 0, respectivamente. Em adi¢@o,

assumimos a condi¢do Hélder continua

a(tyu,v) —a(s;u,v)| <clt —s/*|ull[]v], 0<s,t<T; u,ve3i (1.61)

com algum expoente fixo 0 < p < 1 e alguma constante ¢ > 0. Entdo, A(¢) satisfaz (1.57) e
(1.58).

De fato, devido as no¢Oes de operadores setoriais asssociados com formas sesquilineares
em [45], pdg. 56, os operadores setoriais A(¢) 0 <t < T, de 3" e operadores igualmente
setoriais A(f), 0 <t < T de X estdo definidos. A principio consideremos a familia A(z).
Pelo Teorema 1.9 o dominio dom(.A(z)) coincide com 3, ou seja (1.57) é cumprido com
v=1.

Por outra parte, dado ® € 3" e dado U € 3. Entido, pela equagio (1.60), obtém-se

<A(t) (AN = A(s) @ | U> - <—[A(t)—A(s)]A(t)_1<I> : U>

_ _[<A(t)A(s>*1d> L U) = (AW AE) '@ Uﬂ'
(1.62)

Como .A(r) é o operador linear associado com a forma sesquilinear a(¢;U,V) i.e.
a(t;U,V)=(A(t)U,V) paratodo U €3, V€3, (1.63)
entao
a(t; A(s) ' @,U) = (A()A(s) '@, U) . als; As) ™' @,U) = (A(s)A(s) '@, U)
(1.64)

Substituindo (1.64) em (1.62) tém-se

(AD[AN =A@, U) = ~[altAB) "' @,U) —als; () 0,U)| (1.65)
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Agora, lembrando a defini¢do (1.45) da norma ||-||,

|l = sup [(U, @), Pe3, (1.66)
Jul<t

e pela equacdo (1.65), tem-se

HA(z) A0 - AW = s (U, A [0 - AG) ] @)
= sup ‘a(z;A(t)_'CID,U) - a(t;A(t)‘lCID,U)‘.
Jvl<t

(1.67)

Como a familia de formas sesquilineares a(¢;U,V) é Holder continua (1.61), entdo pela

equacgdo (1.67) obtém-se

HA(t) (A1) = A(s) "] @

= sup N|t—s*[|A(r)"'®||
* [U]]<1

= Njt—s|"|A@) . (1.68)

Imediatamente devido a associagc@o de operadores setorias com formas sesquilineares, em
[45], pag. 57, equacdo (2.8), i.e. paraReA <0

(A —=A@) || <872, (1.69)
Tome A = 0. Assim,
HA(t) [A() ! = A(s) ] ‘DH* — Njt—s["s~ || (1.70)
Como ® € Z* foi tomado arbitrariamente, obtemos
H.A(t) [A()~! —A(s)*l}CDH* — Njt—s/"6~"|®||, paratodo d €3  (1.71)
Portanto, sob a condi¢ao (1.61),

A(r) satisfaz (1.58) com v =1.



Capitulo 2
Uma Classe de Equacoes de Evolucao

O objetivo desse capitulo € determinar, como em [32], as hipdteses necessarias para provar a

existéncia, unicidade e comportamento assintético de uma classe de equacdes de evolucao.

2.1 Um sistema de evolucao para o problema de valor ini-

cial parabolico

Agora, estuda-se o Problema de Valor Inicial

du(t)/dt+A(t)u(t) = f(t), 0<s<t<T,
u(s) = x, xeX

em que —A(r) é o gerador infinitesimal de um C°—semigrupo uniformemente limitado
denotado por {S;(s)}s>0 sobre o espaco de Banach X, para todo r € [0,7] e a fungdo
f:[s,T] — X sendo Holder continua.

Para isso, precisamos das seguintes HIPOTESES:

(P1) O dominio dom(A(z)) =D de A(t), para todo 0 <7 < T é denso em X e independente
der.

(P;) Paracadar € [0,T], oresolvente R(A : A(r)) de A(r) existe para todo A com Re A <0

e existe uma constante M tal que

IR(A:A(r))]| < para Re A <0, t€[0,T]. (2.1)

IA]+1
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(P3) Existem constantes L e o € (0, 1] tais que

H [A(r) —A(s)}A(’c)_lH < L|t—s|* paratodo s,t,7 € [0,T]. (2.2)

Fixa-se ¢ € [0,T] e imediatamente prova-se as seguintes trés afirmacdes.
AFIRMACAO 1.- Existe uma constante ¢ tal que para todo ¢ > 0, T # 0

c

|IR(c+it:—A(t))] < E para todo ¢ € [0,7]. (2.3)
De fato,
Dado o > 0 e dado 7 # 0. Entéo,
IR(c+it: —A@)| = [[[(o+it)—(-A@)]""|
= (=D [(=o—in)—A@)] ||
= ||[R(—o—it: A1) (2.4)

JiqueRe (—0 —it

) = —0 < 0, entdo pela hipétese (P;), existe uma constante M tal que
. M
[R(—0 —it:A1))]| <

— 7 <1
| —o—it|+1 ™ |7]
Assim, existe uma constante M tal que

IR(c +it: —AQD))| < % 2.5)
AFIRMACAO 2.- Existem & € (0, 7/2) e M > 0 tais que
p(—A(t)) DX:={A €C : |argA| < w/2+ 6} U{0} (2.6)
© M
|IR(A:—A(1))] < T paratodo A € £, L #0. (2.7)
De fato,

Como {S;(s) }s>0 é um C°—semigrupo uniformemente limitado e —A(z) é o gerador infinite-
simal de {S;(s)}s>0 e, pela hipétese (P3), 0 € p(—A(t)) e ainda pela AFIRMACAO 1, existe
uma constante ¢ tal que para todo ¢ >0, T # 0

IR(c+it: —A())] < —

. 2.8
B (2.8)
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Entdo, pelo Teorema 1.5, itens (b) — (c), existem & € (0, 7 /2) e M > 0 tais que p(—A(t)) 2
Y:={Ae€C: |argA| <m/24+6}U{0} e
M
IR(A: —A(2))]| < T paratodo A € £, 4 #0.
AFIRMACAO 3.- Existem um angulo © € (0, 7/2) e M > 0 tal que

p(A(t)) DEZy:={A € C : |argA| > B} U{0} 2.9

M

IR(A - A@)]| < A

paratodo A € £y, A #0. (2.10)
T
De fato, escolha-se, ¥ = 5~ o

Im Im

o(—

9
> Re

Re

Figura 2.1 Simetria de espectros

Em todos os casos, observemos que —(7/2+0) < arg(—A) < m/2+4.

Daqui, A € C com |arg(—1)| < w/2+ 0.

Imediatamente, pela defini¢cdo de X, obtém-se que —A € X. Entdo pela AFIRMACAO 2,
—A € p(—A(t)). Assim, A € p(A(t)). Portanto, existe ¥ € (0,7/2) tal que

p(A(t)) DXy :={A €C : |argA| > B} U{0}. (2.11)
Além disso, dado A € X3 com A # 0, segue que,

IRA A = [[[A1-A@)]

I(=1). [=A1 = (=A@
= [IR(=24:=AQ@))]- (2.12)
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E agora, como —A € £, —A # 0, entdo pela AFIRMACAO 2, existe M > 0 tal que

M
IR(=A : =A())]| < A (2.13)

Portanto, existe uma constante M > 0 tal que

M

Observacao 2.1. Pela afirmacio 3 e pelo Teorema 1.5 concluimos que —A(#) € o gerador

[R(A A < 777 (2.14)

infinitesimal de um semigrupo analitico {S;(s) }s>0 satisfazendo
IS:(s)|| <c¢ para s>0 (2.15)

[A(£)S: (s) ]| <

“ | O

para s >0 (2.16)

Mais algumas consequéncias das HIPOTESES (P1), (P2), (P3) sdo coletadas nos seguin-
tes lemas.

Lema 2.1. Sejam (P}), (P), (P;) satisfeitas. Entdo, para cada s € (0,7T], e para cada
1,12, 7 € [0,T], existe uma constante ¢ > 0 tal que A(7)S¢(s) € L(X) e

[(A() ~A()Se(s)] < Sl =l @17

Demonstragdo. Dado T € [0,T].

Como a familia { S (s) }s>0 é um C°—semigrupo uniformemente limitado e —A(7) é o gerador
infinitesimal de {S;(s) }s>0 € pela hipétese (P,), 0 € p(—A(7)) e ainda pela AFIRMACAO 1,
existe uma constante ¢ tal que para todo & >0, { #0

C1

145

Entdo, pelo Teorema 1.5, itens (b) — (c), S¢(s) € diferencidvel para todo s > 0 e existe uma

IR(G +iC:A(7))] < (2.18)

constante ¢, tal que
| —A(7)S:(s)]| < % , paratodos > 0. (2.19)

Ou seja, a sequéncia de fungdes estd bem definida

Se(s)

X —— dom(—A(7)) C X A

— s x (2.20)
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x Se(s)

-

dom(~A(1)) Cx s .

—A(7)-S<(s)
o que significa que im(Sz(s)) C dom(—A(7)) e dom(—A(7)Sc(s)) =X.
E dado ¢ € [0,T], entdo, pela HIPOTESE (P;), im(Sz(s)) € dom(—A(7)) = dom(—A(r)),
para todo s > 0. Daqui, a composta —A(#).S¢(s) : X — X  estd bem definida.
Afirmacdo.- —A(t)Sz(s) é fechado.
De fato, dado (x,y) € graf(—A(¢)Sz(s)) € X x X, onde

graf(—A(1)S:(s)) := {(x, —A(7).S¢(s)x) : x€ X} (2.21)

Ento, existe x,, € dom(—A(t).S¢(s)) tal que
X, —> X

—A(t)Sc(s)x, —>y
Por outro lado, como —A(t) é o gerador infinitesimal de um C°—semigrupo {S;(s)};>0.
entdo pelo Corolério 1.1, dom(—A(7)), o dominio de —A(z), é denso em X e —A(¢) é um
operador linear fechado.
Ja que S;(s) € L(X) e x, — x, entdo S¢(s)x, — Sz(s)x.
E agora como existem Sz(s)x, € dom(—A(7)) tais que

Se(s)xy, —> Sz(s)x Sz(s)x € dom(—A(71)),

—A(r) € fechado
%

—A(T)S7(8)x, —> y y=—A(1)Sz(s)x

Entdo, (x,y) € graf(—A(r)Sz(s)).

Retomando a demonstracdo, pelo Teorema do Gréfico Fechado, pagina 37 em [5]
—A(t).S¢(s) : X — X é um operador linear continuo.
Agora, dado s € (0,T] e dado 1,12, 7 € [0,T],

(A(n) = A(t2)) [A(T)] " A(7)S<(s)]]
I(A(01) = A(e2)) [A(D)] " [l A(2)S<(s)l]

C3
L.|l1—l2|a.—
S

[(A(11) = A(22)Sz(5)) |

IA

IN

IN

4
?.|t1 —1|%. (2.22)

Na segunda desigualdade, utiliza-se a HIPOTESE (P3), pois 2, f1, T € [0,T], e também a
diferenciabilidade de S;(s), especificamente a equacéo (2.19), pois s > 0. [
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Lema 2.2. Sejam (Py), (P,), (P3) satisfeitas. Entdo, para cada s1,s, € (0,7}, e para cada
t,7 € [0,T], existe uma constante ¢ > 0 tal que

I(A(£)(S2(s2) = Sz(s1))| < ﬁ!&—ﬁl- (2.23)

Demonstragdo. Dado x € X, e dado 51,52 € (0,T] e t,7€]0,T].

Sem perda de generalidade, considere s; < s».

Como {Sz(s) }s>0 pode ser estendido para um semigrupo analitico em um setor Ag = {z €
C : |argz| < 6} e ||Sc(s)
de Ag, entdo pelo Teorema 1.6 itens (c') — (d’), S¢(s)x € dom(—A(7)) e

é uniformemente limitado em cada subsetor fechado Ay, &' < 8,

%Sf(s)x = —A(7)S:(s)x (2.24)
e .
Se(s2)x — Sa(s1)x = / (—A(7))Sz(0)xdo (2.25)

Afirmacdo.- |A(1).[A(7)] 7| <¢, paratodor,T € [0,T].
De fato, dado 7,7 € [0, T]

la@- 4@ = ||(A0) - @) +A). @)
< |(a0-a@).a@1 " +A). a@] |
< (a0 -a@). @ ||+ [a@.aen
< Llt—1|*+1
< a(T). (2.26)

Daqui pela afirmagdo precedente, tem-se

[a@) (se(s2) = se60)x| = a0 A A (Se(52) = S250) )5
JA@ @) 1I1A(7) (Sx(52) = Sxs1) )

< cl(T).HA(*L') (sf(sz) —sf<s1))xH. 2.27)

IN

Agora aplicando a ambos os lados o operador liner fechado A(7) na equagdo (2.25), tem-se

A7) (ST(SQ) —Sf(s1)>x — A7) /sz(—A(‘L'))ST(G)x do (2.28)

S1
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E como A(7) é um operador linear fechado, entéo pelo Teorema de Einar Hille A.1
52

A " A@)so) do = [

S1 S1

A7) [(—A(T))ST(G)X} do (2.29)
Substituindo a equacao (2.29) em (2.28), obtém-se,

A7) (sf(sz)—sf(sl))x - / P A() [(—A(’L’))Sf(c)x] do (2.30)

1
Retomando a estimativa (2.27). Substituindo a equacao (2.30) em (2.27), obtém-se

52

HA(t) (sf(sz) —sf(sl))xH — (T).

Az >[< ~A(%))Sz(0)] do

< o) / PS:(0/2+0/2)xdo]
< )| [ A@Se(o/2) xdo]
< T)-||/ IA(7)S:(0/2)|* x|l do
S1
2
52 3
< T).||x / —= | do
< amil " (25)
52 —
< ooT).[|x]- : (2.31)
§1.82
E agora, como x € X foi tomado arbitrariamente, entao
§2 — 81
|A(2)(Sc(s2) — Se(s1))x]| < ca. |- ol para todo x € X.
Portanto,
S22 — 81
|A(2)(Sz(s52) — Sz(s1))|| < 2 (2.32)
S1.52
]

Lema 2.3. Sejam (P;), (P»), (P;) satisfeitas. Entdo, para cada s € (0,7T], e para cada
t,71, Ty € [0, T], existe uma constante ¢ > 0 tal que

[(A@)(Sa(s) = Sa(s)]l < Tm — | (233)

Além disso, A(7)S:(s) é uniformemente continua na topologia uniforme de operadores para
s€le,T], t,7€]0,T],paratodo e > 0.
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Demonstragdo. Dado s € (0,T] e dados 7, 71,72 € [0,T].

Como —A(t) é um operador densamente definido em X, pela HIPOTESE (P ) e sabendo que
—A(t) é fechado e, além disso, pela AFIRMACAO 2,

existem 6 € (0,7/2) e M >0 tal que

p(—A()) D2EX:={AeC : |argA| < m/2+ 5} U{0} e

IR(A:—A®))| < — |M, para todo A € X, A # 0, entdo pelo Teorema 1.4, —A(¢) é o gera-

dor infinitesimal de um Cp—semigrupo {S;(s)}s>0 satisfazendo ||S;(s)|| < ¢ para alguma

constante c. Além disso,

S / MR - —A(1))dA

Si(s) = 27i Jr

, , T T
9 3 c0e'® para = < 6 < = +8.

onde I' é uma curva suave por partes em X percorrendo de coe ™ > 7

Fazendo mudanca de varidvel de A para —A, obtém-se

L [ e MR A@) ar (234)
r

S =54/

/ . . T
onde —I" é uma curva suave por partes em X percorrendo de ooe'? a ooe™'? para 7~ 0 <

T T T
o< > Q= 5 (9 — 5) = 7 — 0. A integral na equacgad (2.34) converge para s > 0 na
topologia uniforme de operadores.

E dado x € X, segue-se que

1

S5,(5) = Sa@lx =7 | e MR A(m) ~ R :A(w))xdA

Agora, ja que A(t)Sz(s) € L(X) para todo s € (0,T] e para todos 7,7 € [0,T], obtém-se

A(t) [S,(5) — Sz, (5)] x = ﬁ / Fﬂs.A(r). [R(A:A(t1)) —R(A 1 A(12))]xdA  (2.35)

Imediatamente fazemos a seguinte estimativa

[R(A:A(T1)) —R(A: A1) =R(A :A(1))R(A :A(1)) " 'R(A : A(1))
—R(A:A(T))R(A:A(T))'R(A : A(m))

RA:A(T)) [RA:A(R)) ' —R(A:A(11)) ' R(A : A(m))

R(A:A(T))[A(T)) —A(B)]R(A : A(T2)).
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Aplicando norma a ambos os lados, obtém-se

HA(I)[R(%:A(Tl))—R(liA( ))]H=II (OR(A - A(1)) [A(71) —A(R)]R(A : A(n))|
ANA(T)T'A(T)R(A :A(T)) [A(71) —A(R2)]A(72) T A(R)R(A : A(n)) |
ADA(T) A (z)R ( LA(m) ||l A(m) = A(22)] A7) 7| A(2)R(A - A(m))].

Isto €,

JA@) R : A1) ~RA:A@)]| = JAOA®) ™ JAR)RA : A@))] A7) - A(m)]A(m) |
JA()R(A : A(m))] (2.36)

Para continuar com a demonstragdo, precisamos da seguinte afirmacao.

Afirmacao.- |[A(f)R(A :A(2))|| <c, paratodor € [0,T].

De fato, dado 1 € [0,T], segue-se que, (Al —A(t))R(A : A(r)) = I. Imediatamente obtém-se
que, A(t)R(A : A(t)) = AL.R(A : A(t)) — I. Daqui,

[A(R(A - AQ@))| IA-R(A - A(r)) =]

< MHIR( A 41
< WWH
< M+1. (2.37)

Na primeira desigualdade, utilizamos R(A : A(¢)) € L(X), e na segunda desigualdade utiliza-
mos que A € X, A #0.

Retomando a demonstragao, utilizando a Afirmac¢do no Lema 2.2 e a afirmagdo acima e
também a HIPOTESE (P3) e, novamente, a afirmagdo acima, simultaneamente na equagao
(2.36), obtém-se

IA() [R(A - A(t1)) —R(A : A(2))] || < e1(T).c.L.| 7 — 12| %.c

E logo,
JA(t)[R(A : A(T1)) —R(A : A(D))] || < o(T). |71 — 1] *. (2.38)
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Agora, aplicando norma na equacdo (2.35), e em seguida utilizando a equacdo (2.38),

1
2mi

0 _ _ . |
< lgr [ eSO A1) [R(ri®  A(m) — RO £ A ()] x|

(o)

1A() [St, (3) = Se ()] 2] = [ 5 /_Fe_“A(t) [R(A:A(11)) = R(A - A(m2))] xdA||

Hzm /°° rlcoso=isen®s A(¢) [R(re ' : A(11)) = R(re ' : A(m))| x.e 0 dr|

1 0 .
Sﬁ' / e TSP ||A(r) [R(re™? : A(T1)) — R(re'? : A(w))] || ||| dr
1 *© )
+—. e ? NIA(t) [R(re™™® : A(11)) — R(re " : A(12)) x||dr
2w |Jo
< /O‘P (T).J0 = | x| dr| + —— /”esrcowczm 71 — | ||x]| dr
<571 .C2 . . 7 | o . . .
C2<T) o 0 —57rCcos @ = —Srcos @
< 25— | . /e .dr+/ e dr
T oo 0
c2(T) o 1 1
< Jt— o] % x| | |-
- 2m 7= %[« scos 6 + scos 6
c3(T
<O joy e .

E agora, dado € > 0, finalmente, para provar que a aplicacio

A(=)Sy (=) [0,T]x[0,T] x [e,T] — L(X
(t,7,5) — A(1)S:(s)

¢ uniformemente continua , basta provar que € continua, pois toda aplicacdo continua definida
num compacto é uniformemente continua. Ou seja, fixando (to, 79, s0) € [0,7] x [0,T] x
(e, T],

Vn>0,30>0talque (¢t,7,5) €[0,T] x[0,T] x [¢,T] e

max{|t —to|, |T— o[, |s—so|} < & impliquem ||A(2)Sz(s) — A(to)Sc,(s0) |l £(x) < M, onde
1Ty = sup [|Tx[|x

[Ixl=1
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De fato, dadon >0

|A(2)Sz(s) — A(t0) Sz, (s0) | o(x) = IA(£)Sz(s) —A(to)Sz(s) +A(t0)Sz(s)
—A(10)Sz(s0) +A(f0)Sc(s0) — A(70) Sz (50) [l £(x)
< [[A() = A(#0)] Sc(5) [l £(x) + [A(20) [S ()—Sr(So)]Hc(x)
+[|A(20) [Sz(s0) — Sty (50)] | £2)
) 50| + CS(0)|T—TO|a-

S ( Js—
)

Na desigualdade imediatamente acima utiliza-se a equacao (2.17) do Lema 2.1, a equacao
(2.23) do Lema 2.2 e por ultimo a equacgdo (2.33) deste Lema 2.3, simultaneamente.
Sendo 8 tal que |s —sp| < &1 € 59 > &

P LI
3 C1

N (so—61)so
e 54 < 3 .—C2<T)

e também sendo 03 = min{J;, &}, e 85 = min{J;, &}, tome-se
0 = min{ds, Os, & }.
Assim, existe 6 > 0 tal que [|A(#)Sc(s) —A(to)-Sz, (s0) |l () < 7N-
Portanto, A(—)S(_)(—) : [0,T] x [0,T] x [¢,T] — L(X) € continua no ponto (¢, To,s0) €
[0,T] x [0,T] x [e,T]. O

Defina-se, o seguinte operador
Ri(t,5) :=[A(s) —A()] Ss(t — ) (2.39)

Corolario 2.1. O operador R (z,s) = [A(s) —A(t)] Ss(t — s) é uniformemente continuo na
topologia uniforme de operadores em 0 < s <t —€ <t < T paratodo € >0¢e

IR (2,5)|| < c.|t—s|*! paratodo 0 <s<r<T. (2.40)

Demonstragdo. Dado € >0
EdadoO<s<r—e<t<T
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Comot—se g, T] e s,t €[0,T], entdo pelo Lema 2.3, A(s)Ss(t —s), A(t)Ss(t —s) sdo
uniformementes continua na topologia uniforme de operadores. Assim, A(s)S;(f —s) —
A(t)Ss(t — 5) é uniformemente continua na topologia uniforme de operadores.

Agoradado 0 <s <t <T.
Segue-se que,

[Ri(z,8)] = [[[A(s)— A(t)]Ss(t—S)H
= [[A(s) —AM)]A(s) " A(s)Ss(r —9)|
< [[[AGs) =AD]A(S) [ A()Ss (e =)
< L|s—t\oC l
< cz.(t—s)“*l. (2.41)

Na segunda desigualdade, utilizamos a HIPOTESE (P3) e a equagdo (2.16) respectivamente.

[
2.2 Existéncia
O sistema de evolugdo para o problema de valor inicial parabdlico homogéneo
du(t)/dt +A(t)u(t) = 0, 0<s<t<T
{ u(t)/di +A@u(r) = 0, 0<s<r<T, o)
u(s) = x

serd construido por um método chamado parametrix method devido a Eugenio Elia Levi em
[25]. HIPOTESES:

« Paracadar € [0,T], —A(r) é o gerador infinitesimal de um C°—semigrupo uniforme-

mente limitado {S;(s) }s>0 no espago de Banach X.

¢ (P1)7 (P2)7 (P3)'

A principio suponha-se que existe um dnico sistema de evoluggo U (¢,s) para o problema de

valor inicial parabdlico homogéneo. E suponha-se também que U (t, s) tenha a forma

Ult,s) = Syt — )+ / ' Su(t— TR(T,5)dT (2.43)

com o operador auxiliar R(¢,s) a construir.
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Agora com a ajuda do Teorema Fundamental do Célculo, para duas varidveis, obtém-se,

9 9 ‘9
SU(s) = S8\ —5)+Selt — T)R(%,5)|omi / 2 Se(t—D)R(T,s)d7

= —A(s)Ss(t—s)+R(t,s) + /t(—A("L')).ST(t —T)R(7,s)dT
—  _A(5)Ss(t — )+ R(t,5) — / "A(T)S:(t — D)R(%,5) dT (2.44)

E daqui, pelas equagdes (2.43), (2.44), obtém-se,

%U(r,s)+A(t)U(t,s) = —A(s)Ss(t — ) +R(t,s) /A )Sz(t — T)R(7,s)dt

FA(D). [ t—s—l—/STt— )d]
— R(t,5) — A(5)Ss(t — 5) + A(1)S5 (1 — ) /A )Se(t — T)R(1,5)d7

) / Se(t — T)R(7,5)dT

=R(t,5) = [A(s) —AQ@)] S5(r —5) — /[A(T)—A(t)]Sr(t—T)R(T,S)dT

— R(t,5) — Ri(t,5) /tRl s)dr.
Ou seja,
%U(t,s) FAMU(1,5) = R(1,) — Ry (1,5) — / Ri(TR(Ts)de.  (245)
onde
Ri(1,5) :==[A(s) = A(1)] Ss(t — 5) (2.46)

Uma vez que U (t,s) é um sistema de evolugdo para (2.42) resulta de (2.45) que a equag@o
integral

R(t,s) =R (1,5) + / "Ri(6,D)R(T,5) dT (2.47)

deve ser satisfeita. Dado R (t,s) podemos tentar reverter o argumento, isto &, resolver a
equagdo integral (2.47) para R(t,s) e entdo define-se U (z,s) por (2.43).

Este serd realmente o método de construgdo de U(z,s) abaixo . Para executar esta constru¢ao
rigorosamente, precisamos das HIPOTESES (P}), (P2), (P3).
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2.2.1 Construcao do sistema de evolucao

Comegamos resolvendo a equag@o integral (2.47) para R(z,s). Se R|(t,s) satisfaz (2.40)
entdo a equagdo integral (2.47) pode ser resolvido por aproximagdes sucessivas da seguinte
maneira: Para m > 1 define-se indutivamente

Ror(t,s) = / R4 TR(T,5) dT (2.48)

Afirmacio.- R, (t,s) é continua na topologia uniforme de operadores para0 <s <t <T e
que

1Rn(t,5)]) < LT

m.o—1
< F(m—.oc)'(t —5) (2.49)

onde I'(.) é a funcdo Gama cléssica.

De fato, para este objetivo, primeiro prova-se por indu¢do a equacdo (2.49).

m = 1 é verdade, pois pelo Coroldrio 2.1, ||R;(z,s)|| < c.|t —s|*~!. Daqui, ||Ri(z,s)| <
T(a)]!

%.(t — )1~ Agora para o caso, m — m+ 1, tem-se

t
R (1,5)] = /Rl(t,r)Rm(*c,s)dr

/ IRy (t,)|I.||Rm(7,5)[|dT

= /tc.(t — T)“*I.M.(T—s)m“”df

['(mo)
e e
_ C[C-F(a)]’"‘(t et [(a).T(ma)
I'(ma I'a+ma)
= %-(I—S)“”“)“l- (2.50)

A primeira igualdade € justificada, pela equacao (2.48). E na segunda desigualdade utiliza-
se a equacdo (2.40) do Corolério 2.1 e a hipétese de indugdo. E finalmente na quarta

desigualdade utiliza-se o Lema A.2. Imediatamente, da equacgdo (2.49), existe ¢z > 0 tais

[e.T(a)]"
I'(ma)

uniforme de operadores para0 < s <t <T e que

que ||Ry(t,s)|| < cr,onde cr = T Assim, Ry (1, s) é continua na topologia

R (,5)|| < %(t—s)’"‘"‘1 (2.51)
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onde I'(+) € a funcdo Gama cléssica
Notemos que a integral definida por R,,+(¢,s) é uma integral cuja existéncia é uma con-
sequéncia de (2.49). A continuidade de R, (z,s) também segue da continuidade de
Rn(t,s), Ri(t,s) e (2.49). Também, observa-se que a estimativa (2.49) implica que a
série N

R(t,s) =Y Rn(t,s) (2.52)

m=1

converge uniformemente na topologia uniforme de operadores paratodo 0 < s<t—e<Te

para todo € > 0.
Da equacdo (2.49), e da Observagdo A.1, segue-se que

[R(z,s)]| < ilﬂRm(t,s)H < i%(t—s)ma—l
1 & [el(a).(r—s)%™
= t_sm;l ['(ma)
< (t—s*l.c(a)cr(a)(t 5)® o2 [eT (o) (t—s)%]/®
< C1(O£,T)(t—s)0‘—1 eC2(@)(1=s)
< e T)(—s*" (2.53)

Como uma consequéncia R(z,s) é uniformemente continua em £(X), para todo 0 < s <
t —& <T etodo € > 0. Da equacido (2.48), segue-se que

R(t,s) = ilRm(t,s) - Rl(t,s)+iRm+1(t,s)

m=1

= Ri(t,s)+ i /tRl(t,T)Rm(T,s) dr. (2.54)
m=1"%

A continuidade de R,,(t,s), m > 1, (2.40) e (2.49) implicam que um pode trocar ordem da
somatoria e da integral em (2.54), i.e.

(o)

i Ry (t,s) = Rl(t,s)+/[R1(t,r) Y Ru(t,s) dr. (2.55)
m=1 s

m=1

Portanto, vemos que R(¢,s) é solugdo da equac@o integral (2.47). Finalmente, enunciamos o

Teorema principal desta secao
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Teorema 2.1. Seja —A(r) o gerador infinitesimal de um Cp—semigrupo uniformemente
limitado {S;(s) }s>0 sobre o espaco de Banach X, para todo ¢ € [0,T]. Sob as hipéteses (Py),

(P,) e (P3) existe um tnico sistema de evolugdo U(z,s) em 0 < s <t < T, satisfazendo:
(Ey) ||U(t,s)|| <Cpara0<s<t<T.

(Ey)T Para0<s<t<T,U(t,s): X — Det— Ult,s) é fortemente diferencidvel em X.
A derivada (d/dt)U(t,s) € B(X) e ele é fortemente continuoem 0 < s <t < T. Além

disso,
%U(r,s) +A)U(t,s) =0 para 0<s<r<T. (2.56)
Hiw I = IAOU@,s)] < — (2.57)
ar TN T =5
€
AU (2,5)A(s) || <c para 0<s<t<T. (2.58)

(E3)" ParacadaveDet € (0,T], U(t,s)v é diferencidvel com respeitoasem 0 <s <t <T
e

%U(t,s)v =U(t,s)A(s)v. (2.59)

Para reproduzir a demonstracido do Teorema, precisaremos estudar alguns lemas da diferenci-

abilidade do sistema de evolugdo U (t,s) que ajudara neste objetivo.
2.2.2 Diferenciabilidade de U (¢, s).
Lema 2.4. Para cada 3, 0 < 8 < a, existe uma constante Cp tal que
IR (2,5) = Ri(T,5)|| < Cplt — )P (t—5)* P! para 0<s<t<t<T.  (2.60)
Demonstragcdo. Temos, pela equacgao (2.39),

R (t,s) —R(7,s) =

(A(
= (A(7) —A(1) +A(s) —A(7))Ss(t —5) — (A(s) —A(1))Ss(7 = 5)
= (A(7) —A(1))Ss(t —5) + (A(s) = A(7))Ss(t — ) — (A(s) = A(7))Ss(7 — )
= (A(T) —A(t))Ss(t —5)+ (A(s) —A(D)) [Ss(t —5) = Sy(t—5)].  (2.61)
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Estimaremos, o primeiro somando da equacgdo anterior, utilizando a equagdo (2.17), do Lema
2.1,

[(A(7) —A@))Ss(1 =s)|| < tcflslf—t!“
< c1|t—‘L'|°‘(t—s)_1
< c(t—1)%t—s)"1. (2.62)

Agora utilizaremos a propriedade (P3), junto com a equagdo (2.23), do Lema 2.2, pois
s,t €[0,T],e0<t—s,0—5€(0,T], s € [0,T] respectivamente,

I

I(A(s) = A(D)) [Ss(t =) = Ss(t =) = [[(Als) = A(2)A(s) T As) [Ss(t —5) = S5(T—9)]
< [[(A(s) — A(RDAL) ™ A [S5(t —5) — (e —s)] |
o 2
< L|s—1 m|(t_s)_(7_s)|
= C3|T_S|a|t—s—f+s] !
(‘L'—S) (Z—S)
_ . (t—s5)%(t—1) 1
I CE RN Cr)

= c3(t—5)"2(r—1)

(2.63)

Novamente utilizaremos a propriedade (P3), junto com a equagdo (2.16), pois s,z € [0,T], e

t —s >0, T—s > 0respectivamente,

il

1(A(s) = A(2)) [Ss(t =) = Ss(z=9)] | = [|(A(s) —A(1))A(s)"'A(s) [S (t—S) T—s
< |[(A(s) = A(z)A(s) || 1A () (t—S) s( T—s)]|l
< LIS—TI (A (s)Ss(z = 5)[I 4 |A(s)Ss (T = 5))

co(t—5)" 1.

(2.64)
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Daqui, interpolando (2.63), (2.64) para 0 < o < 1, obtemos

I(A(s) —A(7)) [Ss(x

IR1(2,5) = Ri(7,9)

—S)

IAINA

—Ss(r=9)I

= [[(A(s) —A(7)) [Ss(t —5) = Ss(T— )] |

NI(A(s) = A7) [Ss(t —5) = Ss(T— )] |'*
< {es(r—9)* 2 (1= 1)} fes(r—5)* 1}
< or(T—9) @ (1 —1)% (1 —g) @ D=0
= oot — T)a.(r_s)a2—2a+oc—a2—l+a
= c(t—1)%(t—s)" L. (2.65)
)Ss(1—5) 4+ (A(s) = A(7)) [Ss(r —5) = Ss(T—s)] |
)Ss(1 =) || +[[(A(s) —A(7)) [S(t —5) = Ss(T— )] |
—5) T et —1)% (1)
—s)7 L. (2.66)

Por outro lado, pela equacao (2.40) do Corolario 2.1, pois 0 < s <t <T,0<s<7<T,

obtém-se

IR1(z,5)

—Ri(7,s)]|

IRy (2, 9)[[ + [[Ri (7, 5)]]

69|I—S’a71 +C9‘T—S|ail

Interpolando (2.66), (2.67) para 0 < g < 1, obtém-se,

1R (z,5)

onde Cl] = C]](T).

—Ri(7,9)]

IA

IN

= =" (2.67)
IR3(0.9) = Ri(z.s) |7 R 15) = Ra(m,5)]
{es(t—7)%(r—9)” 1} fero(t—5)*} e

cri(t— ’L‘)ﬁ(r ) ( s)(a 1)(1-8)
Cll(t T)B<T ) ﬁ+a B— H_B
en(t =) (r—s)* P (2.68)
O
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Corolario 2.2. Para cada 3, 0 < 8 < a, existe uma constante Cﬁ tal que
IR(t,5) —R(t,s)|| < cg(t — )P (r—5)* P71 para 0<s<t<r<T. (2.69)
Demonstracdo. Da equacgao (2.47), obtém-se,
IIR(t,s) — R(7,s)|| = Ri(t,s) +/stR1(t,G)R(0',s)d0'— (Rl(r,s) —{-/STRl(‘L',G)R(G,S)dG)
— Ry(t,5) — Ry (T,5) + / "Ri(1,6)R(0,5)do + /T "R1(1,6)R(G,5)do — / "Ri(1,0)R(G,5)do
— Ri(t,5) — Ry (1.5) +/:Rl(r,o)R(a,s)dH/:(Rl(r,a) ~Ri(1,6))R(0,5)do.

A seguir a primeira integral serd estimada, utilizando a equacdo (2.40) do Corolario 2.1, pois
0< o <t<T,etambém a equacdo (2.53),

[ moriosas| < [ IR0k do

t
< /cl\t—oyal.cz(c—swl do
T

t
< C3/ t—o|* ' (c—95)%"! do
T
t
< C3(r—s)“1/ (1—0)* do
T
1
< a—l._t_ o
< a(t=s)" o -7)
< et—9)* L (t—1)% (2.70)

Agora faremos a estimativa da outra integral, esta vez utilizaremos a equacgdo (2.60), do
Lema 2.4, pois 0 < 0 < 7 <t < T ede novo utilizaremos a equacgado (2.53). A quarta linha

abaixo € justificada pela Lema A.2

/ST(Rl(t,G)—Rl(I,G))R(G,s)dGH < /STHRl(t,G)—Rl(r,G)H.HR(G,s)H dc
< /Tcﬁ.(t—‘L')ﬁ.(f—G)a_B_l.c6.(6—s)a_l do

< cr.(t—1)P /T(r—c)“_ﬁ_l.(c—s)“_l do

(a—B)+(a)—1 L(a—p)I(a)
T((a—pB)+(a))
< cg.(t—1)P (T—s)22 B (2.71)

< c7.(t—1)P. (=)
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E por tltimo, da equacdo (2.60) do Lema 2.4, e da equagao (2.70), (2.71), obtemos,

IR(2,5) = R(,5)[| < [[Ri(2,5) = Ri(7,5)]] +‘

JR(0,s) dO'H

_|_

/ST(Rl(t,G) _Ri(7,6))R(5,5) da'

<cpt—0P(r—5) Pt es(t—)* Pt — )P +eo(t — )P (z—5) % P!
<cyo.(t—1)P (152 P

onde Cc10 = Clo(T) ]

Lema 2.5. Para cada x € X, temos

ling) Si(¢)x=x uniformementeem 0 <t <T. (2.72)
E—

Demonstragdo. Dadot € [0,T]
E dado x € dom(—A(z)) =©. Como —A(t) é o gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo
{S:(s)}s>0 e x € D(—A(t)), entdo pelo Teorema 1.2, item (d)

S,(€)x — S,(0)x = / Si(c ))xdo = /08(—A(t))S,(G)xdG 2.73)

Logo,
/S; t)xdo = — /A )S;(o)xdo (2.74)

Segue-se que,

Isex—xl = |- [ s(0)Awxdo]
/0 1S:(0).A(). [A(0)] " .A(0)x]| do

< /08||Sr(0)||-HA(f)-[A(O)]_I||-||A(0)x|!d0
< c.cr.]|A(0)x] €. (2.75)

IN

Daqui, lim ||S;(¢)x—x|| =0 paratodo x €D
e—0
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Agora, dado x € X. Entdo, existe x, € dom(—A(z)) =D tal que x, — x em X. Logo,

IS, (€)x —x|| = [IS/(€)x — St (€)1 + St ()3 — X+ — x|
8¢ (€)[]- 1 — x| + (|2 (€)X — x| + [0 — x|

A

(2.76)

Jaque, |S;(€)|| < ¢, onde ¢ ndo depende de ¢, obtém-se o objetivo, fazendo tender n — co. [
Apenas para seguir a sequéncia, enunciaremos novamente o Teorema 2.1

Teorema 2.2. Seja —A(¢) é o gerador infinitesimal de um Co—semigrupo uniformemente
limitado {S;(s) }s>0 sobre o espago de Banach X, para todo ¢ € [0,7]. Sob as hipéteses (P;),
(P») e (P3) existe um tnico sistema de evolugdo U(z,s) em 0 < s <t < T, satisfazendo:

(E1) |U(t,s)|| <Cpara0<s<t<T.

(Ey)T Para0<s<t<T,U(t,s): X — Det— Ult,s) é fortemente diferencidvel em X.
A derivada (d/0t)U (t,s) € B(X) e ele é fortemente continuaem 0 < s <t < T. Além

disso,
%U(r,s) +A(1)U(t,s) =0 para 0<s<t<T. 2.77)
Hiy(t | = 1A U@,s)] < —— (2.78)
ot B
€
AU (t,5)A(s) || <c para 0<s<t<T. (2.79)

(E3)" ParacadaveDet < (0,T], U(t,s)v é diferencidvel com respeitoasem 0 <s <t <T
e

%U(r,s)v =U(t,5)A(s)v (2.80)

Retornaremos agora a provar que U (¢, s), construido acima, tem a propriedade em (E,) ™.

Para isto necessitamos de alguns preliminares.

Lema 2.6. Seja @ > 0 continuaem 0 < s <t <T. Se existem constantes positivas A, B, o

tais que
t
o(t,s) §A+B/ (t—0)*1.o(c,s) do paratodos 0 <s<t<T. (2.81)
N

entdo existe uma constante ¢ tal que @(z,s) <c, paratodos 0 <s <7 <T.
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Demonstracdo. Afirmacdo.- Paracadan € N

o(t,s) <A. Z (BTa> (Br(a))nH./l(z—c)@“)“—l.(p(o,s) do.  (2.82)

I'(n+1)a)
De fato, n =2
t (o2
o5 < avn{[a-0 . avn [T osaz| do
S S
t t (o2
< A+BA./(t—G)“1 dG—i—Bz./(t—G)“l.l/ (o—g)“(p(g,s)dg] do
S S S
f— )% b=t y(o)=0
< A+BA. %4—32/ </ (t—G)“l.(G—é)“l(p(é,s)dé) do
( )=
d=t ¥(&)= | |
< A+l +B/ / (=) (6— &) g(E,5) do | dE
< A+BA. %JFBZ/ (/é (1 — o)a l(o—&)e! dc) 0(E,s) dE
S
(t—s)* 2 /t a+a—1 ['(a).I'(a)
< A+BA.——+B-. t— —_ d
< arpal Tl R [t T Do) a
B(t—5)%,  Blt—5)* ], [BI(a)] /’ 201
< A S @ =E)* d&.
< | A B [a-ee o a
(2.83)
n—n+1
o(r,s) < A+B.{/~l(t—c)a7|.(p(6“‘,) do‘}
t n Y j . n+l o
< A-‘rB.{/ (t_c)al'|:AZ<B(6a ) >J+(1—‘B((l;(f)l))a)/s (G_é)(rl+l)a—l(’)(€7s> d§:| dd}
a B(o—5)* J (B'F(O‘))HH ' a— o n+1)a—
< A+BA/Z()[z o) ‘( - ) dG+B.W./S(th) 'U (6 — &)l g o) dé} do
aj (t—9)¢ (B.L(a))™t! pd=t ( (W&~ o i lyo—
< A+BAZ - Tf o +B'F((n+l)a)'/c:s <./(~P(é):€(t—0') Lo —§&)mhol o(& ) d0'> dé&
a (B.L(a))™t! 1/t a— Lo ,
< A+BAZ T(J“)-i-BW./S </§(t—c) (o —&)mtn 1do‘>.q)(§,s) dé
B, BI(a))* ! at(nt a1 T(@).T((n+1
< A < > o o Teuy +BA+B%./S.07:§) Hoe) ‘%w(g,s) ag
n T n2 t
< A{ ( o )} ﬁ[ (1 =& (E ) déE
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Paran—1,

nol (BT“)j+ (BL(0))"

o(t,5) <A Y - o) ./(t—o)"“l.(p(d,s)dd. (2.84)
j=0 s

Como «, 1 € R, pela propriedade Arquimediana do corpo R, Lages, pag 59 , existe n € N

)n.afl Tn.otfl

tal que N.ot > 1. E estimando (t — o , por conseguimos

0(t,5) < c1(T) + (). / "o(c.5) do. (2.85)

Ja que, t — u(t) = c»(T), t — @(t,s) sdo fun¢des continuas, ndo-negativas sobre [0, 7],

c1 > 0 uma constante e

o(t,5) < c1(T) + / ' 0(0,5).02(T) do. (2.86)

entdo pela Desigualdade de Gronwall A.5,

o(ts) < ex(T).eliellio
< (1) D) <o (T).e2T)T < o5(T).
(2.87)
Como ¢ (T) e ¢2(T) ndo dependem de s, esta estimativa vale para 0 <s <t <T. O

2.3 Equacao nao homogénea

Seja {A(#)};[0,r) uma familia de operadores no espago de Banach X satisfazendo as HIPO-
TESES (P;), (P»), (P3) da sec¢@o 2.1 e considere o problema de valor inicial ndo homogéneo
du(t)

—2+Au(t) = f@), 0<s<t<T,

dt (2.88)

u(s) = x, xeX

no espacgo de Banach X.

Do Teorema 2.1 segue-se que existe um tnico sistema de evolugao U(z,s), 0 <s <t <T,
associado com a familia {A(#) },¢[o,7]-
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Nesta secdo estamos interessados em solugdo cldssica de (2.88), isto €, funcdes

u:[s,T] — X os quais s@o continuas para s < ¢t < T, continuamente diferencidveis para
s<t<T, u(t)eDparas<t<T, u(s)=x e u'(t)+A(t)u(t) = f(t) se cumpre para
todo s <t < T. Chamaremos uma funcdo u de solugdo de um problema de valor inicial
(2.88) se aquela € solucao classica deste problema. Para obter solucdes clédssicas de (2.88)
teremos de impor condicdes adicionais a funcgao f.

Teorema 2.3. [Hiroki Tanabe [39], 1960] Seja {A(?) },<[o,r] que satisfagam as hipéteses (P ),
(Py), (P3) dasegdo 2.1 e seja U (t,s) o sistema de evolugdo fornecido pelo Teorema 2.2 . Se f
¢ Holder continua sobre [s, T'] entdo o problema de valor inicial (2.88) tem, para cada x € X,

uma unica solu¢do dada por:

u(t) = Ut,5)x + / "U(t,6)f(c)do. (2.89)

Demonstragdo. Ver [32], Teorema 7.1, pag.168. [

2.4 Comportamento assintotico de solugoes

Seja {A(f) }s>0 uma familia de operadores no espago de Banach X satisfazendo para todo
T > 0 as HIPOTESES (Py), (P,), (P3) dase¢do 2.1. Se f: [0,00) — X é Holder continua sobre
[0,00) entdo o problema de valor inicial

du(t)

—2+Au(t) = f@), 0<s<t<T,

dt (2.90)

u(s) = x, xeX.
tem uma unica solug@o u sobre [0,0). O comportamento assintético desta solugdo, quando
t — oo, € 0 assunto desta presente se¢cdo. Com o objetivo de estudar este comportamento
assintético assumiremos que as HIPOTESES (Py), (P,), (P3) valem uniformemente sobre [0, o)
isto €, que se espera para todo 7' > 0 com constantes M, L e o os quais sdo independentes de
T .Vamos supor ainda:

(P4) Os operadores A(t)A(s) ! sdo uniformemente limitados para 0 < 5,7 < oo € existe

um operador fechado A(e) com dominio ® tal que

lim ||(A(t) —A(s0))A(0) " !|| = 0. (2.91)

t—too
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Teorema 2.4. Suponha que {A(t)};>¢ satisfaga as hipéteses (Py), (Ps), (P3) uniformemente
m [0,+o0). Se {A(7)},>0 satisfaz também (Py) e U(t,s) é um sistema de evolugdo para
{A(t) };>0(ver o Teorema 2.2), entdo existem constantes ¢ > 0 e ¥ > 0 tais que

|U(t,5)|| < ce PV, para 0<s<r1. (2.92)

Demonstracdo. Notemos primeiro que dos resultados da Secdo 1.2.1, também ver as equa-
coes (6.5), (6.6) da Secdo 2.6, pagina 70 em [32] a densidade de © e o fato que HIPOTESE
(P3) se cumpre para todo ¢ > 0, segue-se que —A(z) é o gerador infinitesimal de um se-
migrupo analitico {S;(s)}s>0, para todo r > 0 e que existem constantes ¢; >0 e 6 >0
(independente de t) tal que:

1S, (5)|| < cre®, para s> 0. (2.93)

IA()Si(s)]| < isle—&, para s > 0. (2.94)

Definamos

p(u) :=sup{|[(A(t) —A(s)A(r) 1| : 0< u <1, <400, 0<r< +oo} (2.95)

Das HIPOTESES (P3) e (P4) segue-se que p (i) € finito para £ > 0 e p(u) — 0 quando
U — oo,
Dados p < s,t < 40 e dado r € [0, +c0), entdo

(p(u ))I/Q(L\t | )2
c2.A\/ P |t—S‘ .

(2.96)

I(A@) —AE)AT (D] < 1AW = AE)AT () I(A@) —A)A™ ()2

IAIA

Na segunda desigualdade utiliza-se a equagdo (2.95) e a HIPOTESE (P3), pois U < 5,1 < oo,
0 < r < 4oo e pois (P3) satisfaz uniformemente em [0, +oo) respetivamente.
Como p < s,t < 4ooe r € [0,4o0) foram tomados arbitrarios, obtém-se

1(A(t) —A(s)A N (F)|| < ca/p ()|t —s|%, paratodo pt < s,t < +oo, r € [0,+o0)
(2.97)
Agora dados p < s <t < oo, tem-se

1R (2, 9)[| = [ (A(s) = A(2))Ss(z = s)|

1(A(s) = A(1))A(s) "' A(s)Ss(r —5) |
1(A(s) —A@)A(s) (|- |A()Ss (1 =)
e/p(p)lt—s|f. i ~8(1—s)

-1 . ‘
cs. [r(%)} p()(t—s5)F e 0= (2.98)

IN A
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Acima na primeira igualdade se utilizou a equagdo (2.39), e na pendtima linha € justificado
pela equacdo (2.97), pois U < s,t < +oo, s € [0,+0), e pela equagdo (2.94), pois t > s,

simutidneamente. Daqui,

-1 o
|1R1(z,s)\|=C3[r(%)] p()(t—$)% e 59 paratodo p <5<t < +oo.
(2.99)
Afirmacao.-
R L [cs p(um_s)%] d 1,2,3 2.100
H m(tvs)” = s F(m%) ,para to OmE{ i) 7} (2. )
De fato,

m =1 ja foi provado acima

m — m+ 1, Continuando como acima y < s <t < +oo, tem-se

Bnsa 9l = | [ Ra(t,9) Rz, )]

< [ IR @O IRn(E5) a7

' o . ¢ 3(1—9) [ca p(u)(f—s)%}
< 1, & _ )91 8-
< [arGveme—nie — S —

mtl =19 -1, & m+l ! CoNE -1 ymE—1 75t+5r 01+6s
< AG&Tr (2).F (mz).\/p(u) (t—1)2  (T—5)"27 ", dr
< ci3n+1 F—l(%) F_l(mTa) (u)m—l—l 6_5(1 s)/ (I—T)Z I(T S)m% ld‘C

m e, o D(2). r(m—

< ol 1 (& o me T _§(t—s) +m§—1 2\2 2

<

Acima a primeira linha € justificada pela equagdo (2.48). A terceira linha segue pela equacdo
(2.99), pois 4 < T <t < +oo, e a hipdtese de indug@o. A pentltima linha € justificado pelo
Lema A.2.
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Continuando com a demonstragdo do Teorema 2.4, sejam u < s < t, obtém-se

oo oo
IR(z,5)] = | Z_:lRm(t,S)\! < Z_:IHRm(t,S)H

IN

IN

IN

)

=

he) ©
S

< can/p(n) 1 o= [8-cs(pu)!/*(t=s) (2.102)

Na segunda desigualdade, utiliza-se a equacdo (2.100). E na terceira desigualdade, utiliza-se
a observacao A.1.

Cs [p(u)]é =0, entdo Ve > 0, Jue > 0 tal que se, U > Ue — |cs[p(1)]

RI—

E ja que, ﬂgrﬂm —
0 <e.

Dado ©¥' > 0, tome € = &%,

Entdo, Jup > 0 tal que se, 4 > to — ¢s [p([,L)]é < 1. Escolhamos § tais que
6> +cs [P(H)]%

= S-oslp()e>d" = —(8-cs[p(n)]
= ¢~ (8=eslp()]).(1=s) < p= (1)

I~

).(t—s5) < —0'(t—y5)

Como ¢ foi tomado arbitrario, obtém-se que:
1
Para todo & > 9 +c5[p(u)]@ > ¥ > 0, existe o > 0 tal que se, £ > s > U > Lo

R(t,5)|| < car/p(u)(t—s)2 Le P09, (2.103)
[R(2,9) |l p(u)(t—s)
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A seguir, estamos preocupados em estimar o sistema de evolugio U(¢,s), e como primeiro

passo, lembremos a sua defini¢do que pode ser encontrada na equagio (2.43)

So(t —s)+ / St — DR(z,5) dt

sl = |

< I8,6=9)l+ [ I5: - DLIR(z.5)] az

! [04 /

< cé.ea(t“)—k/c(,.e‘s(’f).@ p(‘u)(T_S)j—l.efﬁ (%) 4¢

t o , ,
< coe e /plu). [ (e 5)8 e P g

st ) / / | /
< e ) 4o /p(‘u)'/(T_S)z—l‘e—ﬁt—kﬁr—ﬂr—kﬁs Jt

! 1 o

< cpe ) rer /o e [(r-9f ar
< cpe ) qegy/p(p).e VI (1 5)5 (2.104)

Na terceira equacgdo utiliza-se a equagado (2.93) e a equacdo (2.103). Finalmente, fixamos ¥

tal que ¥ < ¥ < 8, encontramos

IR

U (1,s)|| < co.e 0 +cg/p(u).e P (1—5)7, sepo<u<s<t.  (2.105)

]

Nos voltamos agora para o problema de valor inicial ndo homogéneo (2.90), e fazemos a

seguinte suposicao adicional:

(F) A fungéo f:[0,4o) — X satisfaz uma condi¢éo Holder uniforme em [0, +o0), isto é,

existem constantes ¢ > 0e 0 < y < 1 tal que
@)= F()]| <clt—s|Y para 0<s,t< +oo (2.106)
e existe um elemento f(eo) € X para o qual

lim [[£(7) = f(e)|[ = 0. (2.107)

t—roo
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Finalmente, enunciamos o teorema principal desta se¢dao

Teorema 2.5. [Hiroki Tanabe [41], 1961] Suponha que {A(t)},-, satisfaca as hipSteses (Py),
(P2), (P5) uniformemente em [0, +0). Assuma ainda que {A(¢)},- satisfaz (Py) e que f
satisfaz (F). Se u € a solugdo do problema de valor inicial (2.90) entdo existe um elemento
u(+e0) € X, independente de x € X, tal que

lim u(t) = u(=). (2.108)
(o) €0, A(oo)u(e) = f() (2.109)

€
lim ||« (1) | = 0. (2.110)

Para reproduzir a demonstracdo do teorema, precisaremos de alguns lemas que ajudara

neste objetivo.

Lema 2.7. Suponha que {A(?)}, satisfaga as hipéteses (Pr), (P2), (P3) uniformemente em
[0, +-<0). Assuma ainda que {A(t)},- satisfaz (Py) e que f satisfaz (F).
Entdo, para cada u < s < 7 <t, obtém-se

IA1)S,(t — ) — A(s)Ss(t — )| < ey/p(w).(t —5) % ~L.e 00 (2.111)

o
onde 0 < ¥ < 6, O<ﬁ<5ecomoantes

p(w) = sup{]|(A(t) =A(S)) [A()] || + k< 5,8 <oo, 0<r < oo} (2.112)

Demonstracdo. Dado pu < s < 7 <t,como —A(t) é o gerador infinitesimal do semigrupo
analitico S;(f —s), tome & =t —s, ou seja —A(t) é o gerador infinitesimal do semigrupo
analitico S;(&). E dado x € X, daqui, pela regra da cadeia,

Ss(en = e

ds
= —A(1)S:(S)x.(—1)
= A(t)S;(t —s)x. (2.113)

A segunda igualdade acima justifica-se pelo Teorema 1.6 item (c’). E imediatamente, como
—A(s) é o gerador infinitesimal do semigrupo analitico Sy(t —s), tome { =1 — s, ou seja
—A(s) é o gerador infinitesimal do semigrupo analitico Sy({). E dado x € X, daqui pela regra
da cadeia,
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d d dg
ESs(C)X - ESS(C)XE
= —A(s)S5({)x.(1)
= —A(s)Sy(t — 9)x. (2.114)

A segunda igualdade acima justifica-se também pelo Teorema 1.6 item (c’).
Agora como —A(?) é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico S;(r —s), e —A(s) é

o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico Ss(t — ), entdo pelo Teorema 1.4,

Si(t—s) = L/ra eZ(’*S)R(z: —A(1))dz ;Ss(t—s) = L/rg eZ(tfs)R<Z: —A(s))dz

2mi 2mi
(2.115)
ondeI's :={z€C : z—-06€Tl}, I':'={z€C : |argz| = ¥} . Fazendo mudanga de

variavel de z, por —z, obtém-se

1
) — —z(t—s) .
Si(t—s) = o /_rse R(z:A(t))dz (2.116)
1
) — —z(t—s) .
Ss(t—s) = o /Fse R(z:A(s))dz (2.117)

Entao,

AWt — 5)x— A(s)Sy(t —s)x = %St(t )x— [—%Ss(t _ s)x}

- ﬁ/rs Ze—z(t—s)R(Z;A(t))de— (_ﬁ /FS(—Z)e_Z(Z_S)R(Z3A(S))Xdz)
= 2% / . Ze—Z<f—S>R(Z:A(t))xdz_2Lm / N e IR(z: A(s))xdz
- zim /_ L, e ) [R(z: A1) = R(z: Als))] xdz.

Resumindo a andlise acima, obtém-se

A(D)S, (1 — s)x — A(s)S(t —s)x = : /_ FszeZ(ts)[R(z:A(t))—R(z:A(s))]xdz.

2mi
(2.118)

- %{% /_ . ez(’S)R(z:A(t))xdz] - (—% [% /_ . e“”)R(z:A(s))xdzD
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Fazendo a traslagdo de —I'g para —I'. Tome A = z— 0, ou seja A = & = z e além disso
dA = dz. Continuando com a equagéo (2.118), obtém-se

AW (= 5)x— A(s)Ss(t —s)x = ﬁ / (4 8)e 190
TR((A+8): A1) — R((A+ 8) : A(s))] xdA
L 50— —A(t—s
= e )/_r(/l-i-ﬁ).e Mi-s)
TR((A+8) : A1) — R(A + 8) : A(s))] xdA.
(2.119)

Por outro lado,

RA+8:A(1)—RA+8:A(s)) =R(A+8:A(t))RA+8:A(s)) 'R(A+ 6 : A(s))
—R(A+8:A(1))RA+8:A()) 'RA+5:A(s))
— R(A+8:A®1)[RA+8:A(s))' —R(A+6:A(t)) | R(A+6: A(s))
= RA+68:A0)[(A+8—A(s)—(A+8—A(1))]
A(s)TA(SR(A + 8 : A(s))
= RA+8:A0)[A(t) —A(s)]A(s) "A(s)R(A + 8 : A(s)).

Resumindo a analise acima, obtém-se

RA+8:A(1))—R(A+8:A(s)) = RIA+8:A(r)).[A(r) —A(s)]A(s) LA(s)R(A+ 8 : A(s)).
(2.120)
Estimando a equagdo (2.120) obtém-se

IRA+8:A(1) —RA+6:A@s)| < [RA+6:A@)|I[I[AF) —A(s)]A(s) ™|
JAG)R(A +8 : A(s))]. (2.121)

Seguidamente estimaremos separadamente o terceiro termo do lado direito da equagdo
(2.121)

Como (A +38 —A(s)).R(A+0:A(s)) =1, entdo (L +3)R(A+ 0 : A(s)) —A(s)R(A+ 6 :
A(s)) =1.Ouseja, A(s)R(A+ 38 :A(s)) = (A+38).R(A+ 9 :A(s)) —I. Imediatamente pela
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HIPOTESE (P;), obtém-se

|A(S)R(A+06 : A(s))]| < |A+6|.[[R(A+0:A(s))]+1

A48
A +ol T
M1 (2.122)

+1

IN

IN

Continuando com a estimativa na equagdo (2.121), tem-se

IR(A+6:A(1)) —R(A+6:A(s))| < Mﬂf& I(A() —A(s))A(s) M| (M + 1)

< M A0 ~A)AG) IO - ADAG) I}
< m-[p(MP-[L-\t—S!“P
1

+ 9|

N\Q

< cr/p(u).(t—s)3. n (2.123)

Na primeira desigualdade, utiliza-se a HIPOTESE (P;) e a equagdo (2.122). Na terceira

desigualdade, utiliza-se a defini¢do de p(i) e a HIPOTESE (P3).
Finalmente, aplicando a norma na equacgao (2.119), e em seguida substituindo na equagao
(2.123), obtém-se

A0S, (1 — 5)x — A(5)Ss (1t — 5)x|| = H%m,e—‘s(’—s)/ (A+8)e =) [R(A+8: A1) —R(A+ 8 : A(s))] xdA||

1 (US . .
< ||ﬁ€75(77s)./ (ren?+6)efr(cosl9+tsenz9)(tfs)' {R(re”s—FS A( )) (reu?_|_5 A( ))} xeu?dr”
1 N[ . . , . . .
5 e, / (re1® 4 §)e X OIsen Ve [R(re ™% 4§ 1 A(r)) — R(re™"” + 8 : A(s))| ve ™ dr
0
1 0 . :
< |E.e*5<’ﬂ). / re'® + 8. "= IR(re!® + & : A(t)) — R(re'® + & : A(s))||.]|x|| dr|
5, *5<H>./ lre™™ 4+ 8|67 || R(re™ ™ 48 : A(t)) — R(re ™ + 8 : A(s))]|.||x|| dr]|
1 a 1
< | S(t—s) i r(t—s) cosﬁ 5
< 1o e [ 4 5.0 /P19 s
L —8(t—s) —id —r(t—s)cos ¥ Y 1
e .Hx||.l/0 Ire® 4 §l.e VP =) g
1 a 0
< E.efﬁ(th).cz p(‘u)(t_s)inH I:l/ e~ r(t— SCO%19dr|+‘/ r(t— s)cou‘}dr|:|
< /P e =) . || - [
- (t—s)cos ¥ (t—s)cos®
< ca/p(w).e 0 (1 —5)3 ||x|.
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A terceira desigualdade acima € justificada pela equacdo (2.123). E como x € X foi tomado
arbitrariamente conclui-se a prova do Lema 2.7. [

Lema 2.8. Suponha que {A(t)},~ satisfaga as hipéteses (Py), (P2), (P3) uniformemente em
[0,+c0). Assuma ainda que {A(t)},~ satisfaz (P4) e que f satisfaz (F).
Entdo, para cada u < s < 7 <t, obtém-se

o

IR (t,8) — R (7,)|| < cv/p(u).(t = T)B .(z—5)2 7B~ =0(7=) (2.124)
onde0< ¥ <6, 0<p <%ecomoantes
p () := sup{||(A(t) —A(s)). [A(D] T || + <1 <oo, 0 <7< oo}, (2.125)

Demonstragdo. Ver [32], equacao (8.22), pag.176 e o Lema 6.4, pag.155. [
Lema 2.9. Suponha que {A(?)}, satisfaca as hipéteses (P), (P2), (P3) uniformemente em
[0,+20). Assumir ainda que {A(?)}, satisfaz (P4) e que f satisfaz (F).
Entdo, para cada u < s < 7 <t, obtém-se
IR(t,5) —R(t,)|| < cn/p(u).(t — 7)B.(z—5)2 7B~ e 0(=) (2.126)
o
onde0< V<0, 0<B< 5 € como antes

p() == sup{[[(A(t) —A(s)). AN " - 1 <5, <oo, 0<r< oo} (2.127)

Demonstragdo. Sejam u <s <7<t

IR (,5)| < cr/p(u).(r—s)2 " e 09
< er/p(p).(t—s)2 e 20
< c1n/p(p).(t—s)P71e 209, (2.128)

IR(t,9)|| < ca. P(H)-(l—s)%_l,e_’y(f—s)
< ev/pl)(t-9i e, (2.129)

Na primeira desigualdade utiliza-se a equagdo (2.103), e na segunda desigualdade fixamos
¥, talque ¥ < ¥ < 6.
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Agora, olhando a demonstracdo do Corolério 2.2, precisamos estimar a seguinte integral

/;Rl(t, G)R(G,S)dGH

< [IR@o IR do

< /thl.\/p(u).(t— 0)P1.e =9 ¢y \/p(n).(0 —s)

< cr.en/p(u) (T—3)

IN

< ev/p(p)(t—9)

c3.\/p(1).(T—s)

N\Q

“1e %009 ys

2 o 4
21'/ (1 — )1 o~ D1+PO—DO+Ds 5
T

g-1 ,~B(-s)

N\Q

.e

./Tt(t—c)ﬁ_ldc

1 00 L
B
< cean/p().(t—1)f.(t—5)T e

(t—1)P
—B(1-s), (2.130)

Acima a segunda linha € justificada pela equagao (2.128) e pela equagado (2.129). Agora

seguindo o roteiro da demonstra¢do do Coroldrio 2.2, precisamos estimar também a seguinte

integral

<
<
<

<

<

/C5\/7t—

a_ — —
(=7 ;3/ T—6)i B (g_g) 1 e PTHIC VIS 4

C5.C6

o )2 ﬁ—le S(t—

/ST[Rl(t,G)—RI(T,G)]R(G,s) dGH < /THRl(t,G)—Rl(r,6)||.||R(c7,s)|] do

O')C

6/ P(1).(0—5)2 " e ?0) 4o

7/ p(R).(t — )P e P9) / (t—0) P (6—9%" do

c7.

cg.

Pt~ )PP (1) B

p(u).(t—)P (15

)a,B,I '6719(‘:73)‘

Acima na segunda desigualdade se utilizou o Lema 2.8 e a equacdo (2.129). E na penutima

linha € justificado pelo Lema A.2. Apenas reescrevendo, tem-se

/f [R1(t,6) —R,(1,0)|R(0,5) ch <cg/p().(t—1)P . (1—5)2 P 009

(2.131)
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Retomando
R(ts)— R(,5) = Rl(t,s)—k/stRl(t,G)R(G,s) do - (Rl(r,s)—l—/srRl(r,c)R(G,s) dc>
_ Rl(t,s)—Rl(f,s)—&-/STRl(t,G)R(G,s) dG—l—/:Rl(t,G)R(G,s) dc
- / "Ri(1,0)R(5,s) do
_ Rl(t,s)—Rl(r,s)—&—/:R](t,O')R(G,s) do

+/T R\(t,0) —Ri(1,0)|R(0,5) do.  (2.132)

IR(2,5) = R(T,5)|| < [[Ri(2,5) = Ri(7,5)]| +‘

/;Rl(t,G)R(G,s) dGH

+

/Sr [R|(t,0) —Ry(7,0)|R(0,s) dc”

Do Lema 2.8 e das estimativas (2.130), (2.131), obtém-se o resultado desejado. O

Apenas para seguir a sequéncia, enunciaremos novamente o Teorema 2.5 decomposto em

dois teoremas. Sendo o primeiro encarregado das provas dos items (2.108) e (2.109).

Teorema 2.6. Suponha que {A(?)},~ satisfaga as hipéteses (Py), (P»), (P3) uniformemente
em [0, +o0). Assuma ainda que {A(¢)},~ satisfaz (Py) e que f satisfaz (F). Se u € a solugdo
do problema de valor inicial (2.90) entdo existe um elemento u(e0) € X, independente de

x € X, tal que
,Erfw”<t) = u(eo). (2.133)
u(e0) €D,  A(e0)u(e0) = f(eoo). (2.134)

Demonstracdo. O roteiro para provar este Teorema serd seguido de afirmagdes.

Afirmacdo 1 Se f(0) =0, entdo u(r) — 0 quando t — oo

De fato,

Como {A(r)};>0 satisfaz as HIPOTESES (Py), (P2), (P3) uniformemente em [0, o0), entdo
pelo Teorema 2.1, existe um dnico sistema de evolugdo U (¢,s) em 0 < s <7 < T satisfazendo:
(E1)s (E2)", (E3)".
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E como f é Holder continua em [s, T, entdo pelo Teorema 2.3, o problema de valor inicial
(2.88) tem, para todo x € X, uma tnica solu¢cdo dado por:

u(t) :U(t,s)+/stU(t,0').f(G) do. (2.135)

Tome-se s =0 .
u(t) :U(t,0)+/o U(t,0).f(c) do. (2.136)

Agora pelo Teorema 2.4, existem constantes ¢ > 0 e 6 > 0 tais que
|U(t,5)|| < c.e @) para 0 <5<t (2.137)

Dados x € X e s =0, daqui, ||[U(#,0)x|| < ||U(z,0)]].]x||.
Entdo, [|U(#,0)x|| < ||U(z,0)]|.]|x||. Isto &, existem constantes ¢ > 0 e 6 > 0 tais que
-6.
U (#,0)x]| < c.e” ™" lx].
Agora definamos, || f/|. := sup || f(7)]].
>0

J4 que, f(oo) = 0, entdo pela hipétese (F) lir£ f(t) =0,isto é,Ve; >0, 3T, > 0tal que
O—r oo

€0

seoc>T,, — |f(o)—-0| < 3o

€0
Tome € = =.—,
c
4T > 0 tal que se o > T, entdo
0

E
—.—. 2.1
> (2.138)

1 (o)l <

0(t—T)

Ejaque, lim e~ =0, entdo, V2 >0, dT, >0,talquese o > T, — |e_9(’_T) -0 <

t—>+o0
&
€0 _1
T &H=—.—. wt+ 1),
ome £ = . —.(|lfll~+1) ,
€
T, >0talquese 6 > T, — e 9077 < —.;.(||f||°o+1)_'

Agora tomemos 71 = max{T,Tg, } + 1, daqui, se t > T} > T, obtém-se

0
e 0T = 2
¢

(Iflle+1)" (2.139)

(SN o)
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Dador >T; > T > 0, entdo

/(:U(I,G)f(c) dGH _

/OTU(t,G)f(G) dG—i—/TtU(t,G)f(o-) do—H

t

. U(t,o)f(o) dGH

/OTU(t,G)f(G) ch+

(2.140)

Imediatamente, estimaremos cada somando da equagdo (2.140)

H/OTU(t,G)f(G) ch

IN

[ 1v6.0)l(0)1do

IN

T
7l [ 1V @,0)1do
T
||f||°o/ c.e 9 4g
0
T
1f lo-c. / e 00T 4o
0

€6 [T
< e 52Ul + D7 [ do
0

< g.G.T. (2.141)

IN

IA

Acima na terceira desigualdade se utilizou a equagdo (2.92) do Teorema 2.4. E a quarta linha
€ justificada porque ¢ < T'. Imediatamente passamos a estimar o segundo termmo do lado
direito da equagdo (2.140)

t
[utorerao| < / v.0)1.15(0)] do
€ 9
< il
t
- 5.;/T||U o)l do
E.Q./tc.e_g(t_c)dc
- 2 c Jr
€0 1 o —eu-1)
< 2.C.c.9.<e e )
€ (1_ 601
< 2.<1 e ) (2.142)
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Acima na segunda desigualdade se utilizou o a equacgdo (2.138) , pois 0 > T. De (2.141) e
(2.141) em (2.140), temos

! £ £ —6(t—T)
H/O U(t,o)f(o) dGH<2.9.2+2.(1 e )
t

Imediatamente, / U(t,0)f(c)do — 0 quando r — +oo. Portanto, u(t) — 0 quando t — oo.
0

Em seguida mostra-se que as hipétese (Py), (P2), (P3), (P4) implicam que A(co) é inverti-
vel.
Dado 7 € [0, +o0)

17— Aeo) [A()] 7] 1A [A@)]) ™" —A(eo) [A@)] |
~1

1
< a0 A @) - A=) A0 A A |
= [aw )" - A=) 1a©) " || 1a© A
= || [a0) - a@)] 4@ | 1a©) @)
— 0, quando t — oo (2.143)

. . 1y ~
Ja que, tll)rfw"l A(0)[A(2)]” " || =0, entdo

Ve>0, 3T >0 tal que se 1 > Tp — ||[I—A(0) [A()] || < €

Tome € = 1
37} > 0 tal que se, 1 > Ty, entdo |1 —A(e0) [A(1)] || < 1

Entdo, I — (I —A(=) [A()] 1), tem inversa continua se, 7 > T}. Segue-se que A(c0) [A(r)] !

tem inversa continua se, ¢ > 7}. Definamos, C(t) := (A(oo) [A(t)]_l>
Entio, A(c0) [A(1)] "' C(r) = A(e0) [A(£)] ! (A(oo) [A(z)rl) e, TS

Seguidamente, A (o) [[A(t)]_1 C (t)] —1,se T > T aqui se utilizou que [A(r)] ' seja inverti-
vel,

A(so) = [[A(z)]lc@)}_l (2.144)
Aqui acima utilizei que se, [A(f)] ' ¢ invertivel e C(r) é invertivel, entdo [A(r)] ' C(r) é
invertivel.
Portanto, [A(f)] "' C(t) é a inversa de A(o), se 1 > Tj.
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Afirmacao 2 Ju(e) € X independente de x € X, tal que

Jim u(t) = u() (2.145)
u() €0, A(e0)u(oo) = f(o0). (2.146)

De fato, seja u(t) a solugdo do problema de valor inicial (2.90) e definamos

u(o0) := [A(o0)] 7" f(o0)

E definamos também

v(t) :=u(t) — u(e). (2.147)
Entao,
dv du
- O FA@(e) = — () +AMv(E) = f(r) —Al)ulr) +A()v(r)
= f(t) —A@)(v(t) +u(e)) +A(1)v(7)
= f(t) —A()v(t) —A(t)u(o) + A(1)v(1)
= ()~ AW)u() (2.148)
Utilizando a equagdo (2.147) e a condicdo inicial da equacdo (2.90) simultaneamente, obtém-
v(0) = u(0) —u(e0) = x — u(oo) (2.149)
E imediatamete definamos,
8(t) i= £(1) — A()u(e) (2.150)

Entdo, juntando as equacdes (2.148), (2.149) e (2.150) ,obtém-se,

d
VO +ADYE) = () (2.151)
v(0) = x—u(w)

Observa-se que g(r) € Holder continua em [0, +o0) e também,
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1g@)ll = lf () —A@)u(=)]
= [If(1) = F(eo) 4 f(e0) —At)u(=o)
= [|£(t) = f(o0) +A(e0).A(o0) "' f(o0) —A(r).A(e0) 1. f (o)
< () = (o)l + | TA(0) = A1) Aoo) ™" f(eo) |
< IF @) = f(eo)l| + | [A(e0) —A(r)].A(0) . A(0).A(e0) ™ f (o)
< @) = f(eo)l + [ TA(r) —A(e0)].A0) ~[.[JA(0)-A(e0) " f(e0)|
— 0 quando t — +oo (2.152)

Na dltima equag@o € justificada pela equagdo (2.107) na HIPOTESE (F), € a HIPOTESE (Py).
Portanto, pela primeira parte da prova ||v(¢)|| — 0 quando ¢t — oo, e daqui u(#) — u(ee) quando
t — oo eaprovade (2.133) e (2.134) esta completa.

O

Finalmente nos dedicaremos a provar (2.110) do Teorema 2.5.

Teorema 2.7. Suponha que {A(t)},- satisfaga as condigdes (P;), (P»), (P) uniformemente
em [0, +o0). Assuma ainda que {A(f)},~ satisfaz (Py) e que f satisfaz (F). Se u € a solugdo
do problema de valor inicial (2.90) entdo existe um elemento u(e) € X, independente de
x € X, tal que

lim ||/ (1)|| =0. (2.153)

t—>+oo
Demonstragdo. De fato, para cada t > s > 0 a solug@o u do problema de valor inicial (2.90)
pode ser escrito como

u(t) = U(t,s)u(s) + / "U(t.5)f(0) do. (2.154)

Pela equacdo (2.78), tem-se,

)| < IAOUE Lol < 2.155)

H oU(t,s)
Jt

E suficiente provar que a norma de

o o o
E/s U(t,0)f(c) dG:E/S So(t — ) (o) dc+5/s W(,0)f(0) do  (2.156)

pode ser feito tdo pequeno quanto desejamos, escolhendo s e r > s grandes o suficiente.

Para provar esta afirmacdo, iremos estimar cada termo no lado direito da equagdo (2.156)
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separadamente. A fim de estimar o primeiro termo, denotemos
8(w) == sup{|LF(1) = f(s)I| : p<s. 1 <o), (2.157)
Da HIPOTESE (F), segue-se que (i) — 0 quando u — o €

1£(6) = £(s)]| < /8(w).[r—s|* quando g < s,7 < oo (2.158)

Agora encontraremos uma expressao para o primeiro termo da equacdo (2.156)

%/stsc(t—c)f(c)dcz (t—1)f +/t85‘”_ (0)do

- £+ / 0))Ss(t — 0)f(0)do
— 1) - / A(6)Ss(t — o) f(c)do

= 10 =S =9)10)~ [ A@)Solt—0)1(0)d +5.(t —5) (0.
(2.159)

A primeira linha € justificada pelo Teorema Fundamental do Célculo para duas varidveis.
Por outro lado, fazendo mudancga de varidvel na integral do meio do lado direito da equagao
(2.159). Ou seja, £ =t — o, tem-se, dé = —do. E também, se 0 =s — & =1 —; se
c=t—&=0

[awsi-o)w ao = [ awsEpri(-ae)
= [ Cawsera

0

d
= [ 5Esen a

= SO0 =S,6=5)1(0)
= 4= Si(1=5)/0) (2.160)

A quarta linha é justificada pelo Teorema 1.2, item (d). Agora substituindo a equagdo (2.160)
em (2.159), obtém-se
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aat/tsc,(t—c flo)do = /tA 1)S; t—G)f(t)dc—/tA(G)SG(t—G)f(o)da+5[(;_s)f(t)
/ 0)So(t —0)f(0) +A(1)S(t — 0) f(t)] do+ S, (t — ) f(t)

= [ [A()S:(t — 6)f(0) — A(6)Ss(t — O) f(6) — A(t)S,(t — 6) F(G) +A(t)Si(t — 6)£(r)] do
+St(t—S)f(t)
= (1)Si(t—0)f(0) —A(0)Ss(t —0)f(0)] do

_ [ [A(1)S:(t — ) f(0) —A(1)S:(t — 0) f(t)] do + S, (t —5) £ (1)

(1)S:(t—0) —A(0)Ss(1 — 0)] f(0)do

\

- / AWt~ 0)[1(0) ~ £(1)] do+5,(t — 5)£ 1)
Reescrevendo a analise acima, obtém-se

jt[sc(t—o)f(c)dc — KI[A(I)SI(Z—G)—A(g)SG([_O-)]f(G)dG

- [[40)5t - 0) [5(0) ~ 5(0)] dor 5, 9)710).
(2.161)

Agora estimaremos cada um dos trés termos do lado direito da equacdo (2.161) sepa-
radamente, usando a equacao (2.111) do Lema 2.7, equagdo (2.158) e a equagdo (2.93),
conseguimos

IN

[ 1405, - 0) - A(6)5+(1~ )10 | do
171 [ 1A@)S:(t — &)~ A(0)Solt — o) do
17l [ @ V/p(w). 1= 0)% e 3 Vdo.

(2.162)

I [ 40)5,- )~ A(@)S5(t - 9] f(0)do|

IN

IN

Na terceira desigualdade, utiliza-se a equacao (2.111) do Lema 2.7. Antes de continuar,
utilizaremos duas vezes mudanca de varidvel para calcular a integral em (2.162) e utilizaremos

também a defini¢do da fun¢cdo Gamma.
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t a 1
Afirmacio 1.- / (t—0)2" e %9 4o = T <g>
N 67 2

De fato, fazendox =t — o tem-se —dx=do.Ese,c0 =5 — x=t—s;ese,c =t — x=0.

Ou seja,

4 [ 0 o
/ (t—0)271e 09 g = / x271em0% (—dx)
N t

—S

0
a _
= —/ x2 e 0% gy
t—s

t—s s
_ / x5 p0x gy (2.163)
0

1
E agora fazendo outra mudanga y = dx tem-se gdy =dx. Ese,x=0 — y=20; e se,

x=t—s — y=20(t—s). Ou seja,

s 8(-s) /1 \ 27! 1
2_1 —ox _ - -y -
/0 X2 e “dx /0 (éy) .e 7. <6dy>

1 1 S(t—s) o« |
= 5705, y2 e ™dy
1 T e L
< -z y2 e dy
2 JO
1
N (%) pois %>0 (2.164)
7

Imediatamente, substituindo (2.164) em (2.162) obtém-se

[ 408 0)~A(@)50(t ~ 0)] (o) do” <olflvem@. @165

Agora estima-se o segundo termo do lado direito da equacdo (2.161), isto €,

[ 4ws(t-0)ls(0) - ¢(0)] do

< [14ws -0l ls(e) gl do
/t _ 30-0) \/5(n).|o—1|F do

t—o

t
C3.\/5(‘LL)./ (t—0) e d0-0) y4go.

(2.166)

IA



Uma Classe de Equacdes de Evolucao

62
Na segunda linha, justifica-se pela equagdo (2.94), pois t — ¢ > 0, e também pela equacao
(2.158), pois U < 0,t < oo, 0 <t —
Da mesma forma como estimamos o valor da integral em (2.164), obtém-se
! 1.1 _8(i—o) Ly
/(r— Ple d g—y.r(—). (2.167)
s 67 2
Substituindo a equacdo (2.167) em (2.166), temos
(2.168)

/IA S,(t— ) [f(6) — £(1)] dang. 5(1)

N
E por tltimo, estima-se o tercer termo do lado direito da equacao (2.161). Ou seja

[Se(t=s)fEO < ISt —s)[[.[[£(2)]]
)| £l (2.169)

C5.€e

N

A segunda desigualdade acima € justificada pela equacgdo (2.93), pois, t —s > 0. Final-
mente, estima-se a equacao (2.161), com ajuda das estimativas (2.165), (2.168), (2.169)

=) (2.170)

respectivamente

) doH < ol fllor/PUR) + ca/3) + 5. fllmee

9 [t
= [ Se(t—o0
H 9 [[soi-0)s
Agora é o momento de estimar o segundo termo do lado direito da equacao (2.156). Note-se

que pela prova do Teorema 2.3 tem-se
rOW (t
/W 1,0)f / %f(c)dc 2.171)

e da equacdo (6.35), pagina 158, em [32]

W(ts) _ / AW (= ) — A(D)Se(t — D] R(7,5) de
[R(t,s) — R(7,s)| dt+S;(t —s)R(t — s5).
(2.172)

ot
+/ 1)S:(t— 1)




2.4 Comportamento assintotico de solugdes 63

Estima-se cada um dos termos do lado direito da equacao (2.172), isto &,

/st[A(t)S,(t—T)—A(T)Sf(t—r)]R(rs de| < /st||A(t)S,(t—*c)—A(T)ST(t—1:)H.||R(T,s)|| dt

t « o
< /06\/7- (t—1)2 e e\ /p(u)(t—s)2 Le 0 dr

< ce\/p(p)-c \/7/ 1—1)2  (1—5)2 e T o009 g
< aa/p(E). [ (1= (- e OO g
t o a
S cs p(“) 719([ S)/ ([—T)iil (T_s)ffl dT
oy 1 eren T(9)0(D)
< eg/p(p).e P (1 —s) 3TN F(2%+%3

< co/p(u)-(r—9)* "l

Na segunda linha acima, utiliza-se a equagdo (2.111) do Lema 2.7 e também a equacao
(2.103). E a pendltima linha € justificada pelo Lema A.2. Resumindo o andlise acima,

obtém-se

Agora procedemos a estimar o segundo termo do lado direito da equagdo (2.172), isto é

/t [A()S,(t —T) —A(T)S(t — T)|R(1,5) dT| < co/p(1).(t—5)* e 079) (2.173)

/stA(t)S,(t—’L') [R(t,s) —R(t,s)] dt|| < /stHA(t)St(t—'c)H.HR(t,s)—R(’c,s)H dt

t o
g/ €10~ —11y/p(u).(t—7)P.(1—35)2 Bl o 0(ts) g

s I —7T

t a
< ¢ /p(‘LL)./(l‘—‘L')ﬁ_l_(f—s)Z_ﬁ_l_e_ﬁ([_s)_‘—ﬁr_ﬂﬂ_ﬁs dt

< en p(u)-e_ﬁ(t_s)'/t(f—f)ﬁ‘l (t—s5)2 P ar
) v g et g TBIT(S - B)
S 12 p(nu) v '(t )+ F(B"’%Z ﬁ)

g1 —0(—s)

< c3vp(u).(t—s5)2" e

Na segunda linha acima, utiliza-se a equagdo (2.94) e também a equacgao (2.126). A pentltima

linha € justificada pelo Lema A.2, pois 0 < B < 7 Resumindo a andlise acima, obtém-se

/ZA(t)St(t—*c)[R(t,s)—R(*L',s)] dt|| < cis/p(p).(t—s)T Le P09 (2.174)
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Seguidamente, procedemos a estimar o terceiro termo do lado direito da equagdo (2.172),
isto é,

1:( — $)R(,5)

| < ||Sz(f—S)|| IR(2,5)]l

< c1ae 0 15 /p(u).(r — )2 e O
< co/p(u).(t—s) e P09, (2.175)

Na segunda linha acima, justifica-se com a equagdo (2.93), pois t — s > 0, e pela equagao
(2.103)

Faltando pouco para terminar a prova, estima-se a equacao (2.172), com ajuda das estimativas
(2.173), (2.174), (2.175), isto &,

HaW;tbS) ‘ < con/p(w)-(t—9)* e Pt eyz/p(u).(r— )T e 0
+c16 p(,u).(t—s)%*l.e*ﬂ(tﬂ)
< coy/p(u).(t—s5)*! 2700 ey p(u).(t —s)%_l.e_ﬂ(’_”

(2.176)

Portanto, estimamos a equagdo (2.171), isto &,

\/S’%g@ doH <[

' o
< ||g||<>o-/ (C9 p(n).(t—0)* e P09 4 ¢y p(u)_(t_6>7—1_e—19(z—o)> Jo
: o
< cs.llglle- v/ P (1) {/ (t—0)* e om0 d6+/ ciivp(u).(t—o)2~ 1.el9(t")d6]

< cisllglle-v/p(1). L;a T Hﬁ‘F(%)

aW(t,o
—H lg(o)]| do

< c19-[1gllee /P (10)-

Na segunda desigualdade acima justifica-se pela equagdo (2.176). E na pentiltima equacao
justifica-se utilizando a equacao (2.164) da afirmac¢do 1. Enfim resumindo a equacao acima,
tem-se

LOW(t,
/ (gtt G)g(") d"H < c19:[lgllee- v P (1) (2.177)
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Finalmente, combinando as equagdes (2.170) e (2.177) e notando que p(¢t) =+ 0e d(u) — 0
quando u — oo produz que para qualquer € > 0 existe um U tal que se t > s>

H%/:U(t,c)f(c) dGH < e+c||flloe ) (2.178)

o que conclui a prova do Teorema 2.7. 0






Capitulo 3

Equacao de Reacao-Difusao em
Dominios nao Cilindricos

O objetivo deste capitulo é determinar, como em [32] as condi¢des necessdrias para garantir
a existéncia, a unicidade e analisar o comportamento assint6tico da solu¢ao de uma classe
de equacoes lineares de reacdo-difusdo em dominios dependendo do tempo, que envolve
condi¢ao de contorno tipo Neumann. Mais precisamente, vamos a estudar o seguinte

problema

du/dt+Vu-V+udivV —Au+yu = f, em Urs0 & X {t},
au/a\/t = 0, sobre U[>O aQ[ X {t},

onde y > 0 e v, denota o campo vetorial normal unitério para d€2;.

Antes de iniciar o estudo de nosso problema, vamos extrapolar a técnica utilizada por Hiroki
Tanabe e Pavel E. Sobolevskii em [32].

3.1 Existéncia, unicidade e comportamento da solu¢ao quando

t — oo no sentido da derivada material

Esta secdo serd dedicada a estudar a existéncia, a unicidade e comportamento assintético de

problemas abstratos de Cauchy sobre espacos de evolucao da forma

Au(t)+A[u(t) = f(), t>0,
u(0) = ug € Xo.



68 Equacgdo de Reacao-Difusdao em Dominios ndo Cilindricos

onde d;° denota a derivada material de u.

Introducao

Assuma que o processo fisico ocorra em algum dominio espacial £; do espago fisico, o qual
se move com o tempo na velocidade v(x,t). Se, u(x,t) € uma quantidade escalar relevante
associado ao processo, € W; € um subdominio arbitrario de €;, entdo pelo Teorema de
Transporte de Reynolds, ver Alexandre J. Chorin and J.E. Marsden [9] e a leis fisicas do

balanco

% [ uer) dx = /W {%(x,z)mivx [u(x,t)v(x,t)]} dx

- /W s de= | ) dx G.1)

onde f representa a taxa de produgdo/consumo de u por unidade de volume em W;, e j é o
campo vetorial do fluido de u através da fronteira dW,. Assumindo o fluido de u um fluido

difusivo, isto é asumindo j(x,7) = —kVu(x,t), o Teorema da Divergéncia leva a

/Wt{%(x,t)jtdivx [u(x,t)v(x,t)] —kAxu(x,t)} dx:/w,f(x’t) dx. 3.2)

Desde que W; C Q; ¢ arbitrario, u satisfaz a equacado de balanco (3.1) em €, se, e somente

se a seguinte equacao € satisfeita:

%(x,t) +div, [u(x,t)v(x,t)] —kAu(x,t) = f(x,1), x€&, t>0. (3.3)

Assumindo alguma regularidade espacial sobre u, (3.3) é equivalente a
A u(x,t) +u(x,t)divyv(x,t) —kAwu(x,t) = f(x,1), x€Q;, >0, (3.4)

onde d u(x,t) := @(x,t) +div,u(x,7) - v(x,r) denota a derivada material de u, ver Paolo
Cermelli and Eliot Fried and Morton E. Gurtin [7]. Observe que esta derivada tempo toma
em conta o movimento de dominios espaciais e introduz o termo advecéo div, u(x,) - v(x,1)
correspondente a0 movimento elementar do volume com o fluido v(x,), o qual coincide
com a derivada do tempo regular no caso de domino fixado-tempo isto €, no caso v = 0.
Em adicdo para (3.4), o comportamento de u sobre a fronteira de €, tem sido especificado

bem como sua distribuigao inicial u(-,0) sobre Q.
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Isso nos leva naturalmente ao estudo de problemas abstratos de Cauchy sobre espacos de
evolucdo da forma
o'u(t) +A()u(t) = f(t), >0,

3.5
u(0) = up € Xo. (3.3)

Muitos fendmenos do mundo real t€ém seu dominio fisico mudando com o tempo [23].
Formacao de padrdes sobre superficies em evolucao, interfaces de transporte de fluidos
ou separacdo de fases sobre superficies de disolucdo (problemas de contorno livre) sao
exemplos muito representativos. Em algum desses problemas o movimento de particulas
ou subdominios ocorre de acordo com um campo de velocidade desconhecido, sendo na
verdade uma das principais incognitas do problema.

No entanto, neste trabalho, assumimos alguma situagdo intermedidria na qual o movi-
mento € prescrito por um determinado campo vetorial. Como a distribui¢do inicial uo mora
em um espago de estado inicial X e, posteriormente, os estados u(¢) moram em diferentes
espacos de estados X;, uma estrutura especial deve ser considerada para dar algum significado
a equacao (3.5).

Introduzimos um cendrio funcional abstrato derivado de [4],[3], baseado em uma for-
mulagdo Lagrangiana, onde os espacos em evolugdo X; sdo parametrizados sobre o espaco
inicial X (ver Defini¢do 3.1). Com essa ferramenta, consideramos a boa-colocacgdo global de
classes especificas de (3.5) de uma maneira muito intrinseca e unificada, incluindo equagdes
de evolucgdo padriao que pode ser vista (com espacos nao evolutivos) como um caso particular.
Para grandes escalas de tempo, assumindo que X; — X. quando ¢ — oo (em um sentido a ser
especificado), também consideramos a convergéncia de u() para a solugdo de um problema

estaciondrio adequado.

3.1.1 Cenario geral da derivada material

Denotemos por 2" = {(X,,|| - ||x,) }se; uma familia de espagos de Banach sobre o mesmo
corpo K (K =R ou K = C), onde J C R é um intervalo contendo Og. E lembrando nocdes
da subsecdo 1.4 do capitulo 1. Ou seja, para X, € 2~

Lis(X,9):={Le€ L(X,) : L ébijetivo}

Defini¢do 3.1. Dada uma familia ® = {¢;},.; C U Lis(Xo0,%X;), dizemos que o par (2", D)

seJ
é compativel se,

i) ¢ € Lis(X0,X;), paratodo € J;

ii) ¢o = Ix,, 0 operador identidade sobre Xo;
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iii) existe uma constante positiva ¢ satisfazendo

sup {1191 oo ) 194l o3 ) < (3.6)

te

onde ¢_; representa o inverso de ¢;.
Chamamos Xy como o espago referéncia.

Lema 3.1. Se o par (2, ®) é compativel, temos a equivaléncia de normas

1
E||u]|3go < ||psu||x, < c||ul|x,, paratodo re€J. (3.7)

Demonstracdo. De fato, dado u € Xy e dadot € J. Como (2", P) é compativel, entdo
* ¢[ € E(%OJ%Z)’

* @9 = I, operador identidade em X,

* existe ¢ > 0 tal que Su?{||¢z||z:(3eo,3e,)a 10—l oz, 20} < ¢
te

Daqui, [|ullx, = 1§ o $rullxy < 10—t 2z, 20) 1 Qrell %, < cll@rrellz, < N9ll 2o, el xo <
¢?lul| x,
Portanto, existe uma constante positiva c satisfazendo

1
lullzo < llgrullz, < cllullxy, paratodo, € J.

U
Exemplo 3.1. Seja (X, |- [|x) um espaco de Banach e {|| - ||; };e; uma familia de normas
em X satisfazendo ci| - ||x < || - || < 2| - ||z, para algumas constantes positivas ¢y, ¢3

independente de 7. Para t € J define X; := X munido com anorma || - ||; e ¢, := I o operador
identidade sobre X. E claro que o par(.2",®) é compativel.

Exemplo 3.2. Seja {Q,;};,c; € 2% uma familia de dominios limitados de R”. Suponha que
os dominios €; evoluam de Qg prescritos pelo movimento da sua fronteira sobre o intervalo
de tempo J, i.e. um ponto arbitrario x € Qg evolui ao longo da curva J >t — {(t;x) €

solug@o de um sistema autdonomo de EDO

d
o (t;x) = v(l(t;x)), te€d, t#0

£(0:x) = x,

(3.8)
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para algum campo de velocidade suave dado v : R” — R”". Além disso, para cada x € €
asuma a existéncia da tnica solugdo §(-;x) : J — R" para (3.8)

Para t € J, temos a aplicacio deformacao

v R RY y(x) = C(:x),

o qual é um C”—difeomorfismo que satisfaz a propriedade de grupo Yo =1¢ W15 = W; o Y
para todo ¢,s € J. Em particular y_; = l;/,_l, a inversa de y;. A referéncia dominio Qg é
deformado nos dominios

Q =y (Qo), te,

e as fronteiras também satisfaz em dQ; = y; ().
Se Dy, denota a matriz Jacobiana de v, seja J;(_) := |detDy;(_)|. Parap € [1,00), t €J

define X, := LP(Q,) o espago de Lebesgue classico munido com a norma equivalente

el = | f, (5O 7)) dy}’]’: (O ) dy}’l’,

1

e ¢ : Xo— X, por Qu:=uoy_,;.
Segue imediatamente do Teorema da Mudancga de Variavel que o par (2", ®) é compativel e

¢ € uma isometria linear de X para X;, paratodo ¢t € J.

Afirmacao 1.- ¢; ¢ uma isometria de X a X;, paratodot € J
De fato, dado u € X,

H‘Pt””% :/Q (Jt(_)'Wt”’p) (v) dy

/sz, (Jt(_)-WOl/ftI”) (v) dy
- [ |G o) ow

-/ 0 [ux) ~ |u<x>|f’] ()| detDy ()] dx

(x)-Jac (vi(x)) dx

_ /QO detDyr,(x)| - [u(x)|” - | det Dy (x)| dx

det[Dy; (x)] ‘ u(x)|P- ‘detDl//t(x)) dx

det [Dy; (x)] ! -detDl//,(x)‘ Ju(x)|P dx

0

u(x)[P dx = ||ul|%, - 3.9

0

I
s~ g5
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Na primeira igualdade, utiliza-se a definicdo da norma || - ||x,. Na segunda igualdade, usa-se
a definicdo de ¢;. E na terceira igualdade, utiliza-se o Teorema da Mudancga de Variavel. E
na sexta igualdade utiliza-se o Teorema da Funcdo Inversa. Portanto, ¢ é uma isometria de
XoaX;, paratodot € J.

Afirmacéo 2.- (27, ®) é compativel

o ¢ € Lis(Xo,X;), paratodo t € J
De fato, dado ¢ € J, pela afirmacao 1, ¢, € L(Xo,X;). E devido ao fato do o operador
¢_; ser o inverso do operador ¢, definido por ¢_,u := uo y;.entdo ¢, € L(Xp,X;) e
além disso, ¢ € bijetora.

* ¢o =1, o operador identidade sobre Xy.
De fato, dado u € X

Po(u) =uoy_g=uoWy=uol=u

* existe uma constante positiva ¢ satisfazendo

sup {19l cxo % 19120 } < (3.10)
te

De fato, pela afirmagdo 1, || ¢u|x, = [[ul|x,. Ou seja, |||z (x,x,) = 1, paratodot € J.
Portanto, (£, ®) é compativel.

Exemplo 3.3. Seja X um espaco de Banach. Parat € J seja X; := X e ¢ := I o operador
identidade sobre X. Ento, (.2, ®) é compativel. Neste caso dizemos que o par (2", D) é

trivialmente compativel.

Apesar de sua simplicidade, o Exemplo 3.3 nos permite incorporar um espaco fixo de
Banach nessa abordagem Lagrangiana e recuperar todas as estruturas bem estabelecidas para
um espacgo de Banach "estaciondrio"desse cendrio "evolutivo".

Nesse espirito, agora definimos espacos funcionais apropriados, adequados para lidar com
funcdes dependentes do tempo nos espacos em evolucao, bem como uma noc¢do adequada da
derivada.



3.1 Existéncia, unicidade e comportamento da solu¢do quando # — o no sentido da derivada
material 73

Definicdo 3.2. Seja (£, ®) um par compativel. Defina-se os espacds vetoriais
CI, 2, @) i={u:J = UseyXs @ u(t) €X, Vied e ¢_yu(-) €C(J;Xo)}

CY 2, @) i={u:J = UseyXy : u(t) €%, Vied e ¢)_(,)u(-)€C1(J;%o)}

onde
(P_(.)Lt(-)l J — Xy

to— [o_yu()] (t) == o_u(r).

Definicao 3.3 (A. Alphonse, C.M. Elliott & B. Stinner [4], 2015). Sejau € C ! (J; 2, ).
A derivada material de u € definido como
) . (3.11)
s=t

A°u(t) =0 < u(t) = ¢x paraalgumx € X.

Observacio 3.1. Parau c C'(J; 2", ®),

Observacio 3.2. Se (2, ®) ¢é trivialmente compativel, entdo

_du

C( 2, @) =C'(1X) e Oful) =

(1)-

Exemplo 3.4. Suponha que {¥; },c; e {@}:cs sdo as familias dadas no Exemplo 3.2, e
suponha que u : J x R" — R é uma fungio suave.

Dado (z,x) € J x Q; escrevemos [u(?)] (X) := u(t,X) e [¢u(t)] (x) := u(t, y_sx) .
Portanto,

[¢t (%¢t“(f))

- % (uow)o w_,] () = [% (k) ()ow)o w_t] () = [% (uteyowe) o w_z] ®

du i 0 d
= E”(EX%L;%(RX)'E%(X) = Eu(fax)Jer“(fax)'E‘I/t(x)

) d )
= Eu(t,x) + Vyu(t,x) - ECU;X) = Eu(r,x) + Viu(t,x) - v({(t;x)).

Na primeira linha, utilizamos a defini¢ao de ¢;. E na segunda linha utilizamos a defini¢ao de

¢, e, além disso, a notac¢do u(t)(x) := u(t,x). E na terceira linha utilizamos a regra da cadeia.
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E na dltima linha, utilizamos a defini¢do de y; e, além disso, a EDO (3.8) respectivamente, o

qual coincide com a derivada material usual de # da mecanica continua

Processo de evolucao sobre o espaco dependente do tempo

Defini¢do 3.4. Denote por A := {(t,5) € J xJ : t > s}. Um processo sobre 2" é uma
familia a dos pardametros {S(z,s) : (t,s) € A} C U C(Xs, X;) satisfazendo:

t,seJ

i) S(t,s) € C(X,X;), para todo (¢,s) € A
ii) S(¢,t) =1, o operador identidade sobre X, para todo t € J
iii) S(z,s) = S(¢,7)0S(7,s), paratodot >t >s€J

Além disso, dizemos que {S(¢,s) : (,5) € A} é continua, se a aplicagdo
Ax X 3 ((2,5),%) = 9_.S(t,5)9x € Xo (3.12)

¢ uma aplicacdo continua.

No caso particular, S(z,s) € L(X;, X;), para todo (¢,s) € A nos referimos a
{S(t,s) : (t,s) € A} como um processo linear sobre 2 .

Um tratamento geral para processos em espacos dependentes do tempo pode ser desen-
volvido, mesmo que os espagos em evolugdo ndo sejam relacionados [10]

Neste caso (2", ®) é trivialmente compativel, Defini¢do 3.4 é a nogdo padrdo de um

processo [6]

Exemplo 3.5. Sendo S(z,s) : Xy — X, por S(t,s) := ¢, o ¢_, para cada t,s € J pode-se ver
diretamente de

S(t,7)oS(T,s) =P 0d_rop0¢_s=S5(,5) (3.13)
que a familia {S(z,s) : (¢,s) € A} é um processo linear sobre 2 .

Exemplo 3.6. Assuma que 2 € uma familia ordenada (crescendo) no sentido: s <t =
Xy C X, [22] e [30]. Dizemos que um processo {S(t,s) : (z,s) € A} sobre 2" é um
processo auténomo se a restri¢ao S(t,s)|x, = S(t —s,0) paratodo (z,s) € A, isto &, a evolugdo
depende apenas do tempo decorrido. A familia de operadores {T'(r) : r € Ry} dado por
T(t):=S(t,0), t > 0, satisfaz:

i) T(r) € C(Xp,X;), paratodot € J

ii) 7(0) =1, é o operador identidade sobre X
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iii) T(t+s)=T(t)oT(s), paratodot,s € J

Além disso, asumimos que {S(z,s) : (¢,s) € A} é continua,
entdo a aplicagdo J x Xo > (¢,x) — ¢_;T (t)x € X é também continua.

Rigorosamente falando, o operador S(z,s) toma cada estado x; no espago de estado inicial
X e evolui ao estado S(¢,s)x, no espaco de estado final X,. Esta é a relac@o entre processos
e equagdes de evolugdo em 2.

3.1.2 Existéncia, unicidade e comportamento da soluciao

quando t — oo

Considere o problema de Cauchy abstrato sobre 2

{&,‘u(t)+A(t>u(t) = f(t), tel, t#0 (3.14)

u(0) = u, uy € Xo
onde A(7) : dom(A(r)) C X; — X; é um operador lineare f € C(J, 2", D).

Definicao 3.5 (Solucao Cléssica). Dado up € Xo9. Uma solugdo cldssica do problema de
Cauchy (3.14) é uma funcdo u € C(J, 2", ®)NC (J\ {0}; 2", ®), satisfazendo que u(0) = u,
u(t) € dom(A(r)), para todo r € J, t # 0, e a equagdo (3.14) se cumpre em X, para cada
teld, t#0.

Observacao 3.3. Se (2", ®) é um par trivialmente compativel, Defini¢do 3.5 € a defini¢do
padrao da solugdo cléssica por Jan W. Cholewa & Tomasz Dlotko, [8] para o problema de

Cauchy

du
— () FAu(t) = f(t), tel, t#0 (3.15)

dt
u(0) = uy, up € X

A seguinte proposi¢do da nossa correspondéncia entre equacao de evolugdo sobre espaco
dependente do tempo e equagdes de evolugao sobre um espago fixo.

Proposicao 3.1 (Silva, R.P. & Mamani, SM.Q.). Seu € C(J; Z",P) ﬂCl(J\ {0}, 27, D) é
uma solugdo cldssica de (3.14), entdo v(-) := ¢_.yu(-) € C(J;Xo) NCcH(J\ {0}; %) é uma
solucdo cléssica do problema de Cauchy padrao

dv(t)

—=+B(t)v(t) = g(1), teld, t#0

dt (3.16)

v(0) = up, uy € Xo
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onde B(t) := ¢_; 0A(t) o ¢y " ))) e g(t) = ¢_,(f(1)).

Reciprocamente, se v € C (J X0) NC(J\ {0};%0) é uma solucdo cldssica do problema
de Cauchy (3.16), entdo u(-) := ¢v(-) € C(J; 27, D) NC'(J\ {0}; 2", ®) é uma solucio
classica de (3.14) com A(¢) := q),oB(t) o e f(t):=d(g(1)).

dom(A(r))
Demonstragdo. (=) Como u € C(J;. 2, ®)NC (J\{0}; 2 ,®) entdo, pela definicio de
C(J; 2 ,®) e C(J\{0}; 2", ®), obtém-se imediatamente que
0_yu(-) € C(J;X0) NC' (7\ {0}: Xo).

v(t) € dom(B(7)).
De fato, pela defini¢do de v(-), tem-se v(r) := ¢_ (u(r)). Ou seja, ¢; (v(r)) = u(r). E
sabemos pela hipétese que u(t) € dom(A(r)). Entdo, ¢;(v()) € dom(A(r)). Assim,

v(t) € ¢ (dom(A(r))).

* v(0) = up.
De fato, pela definigdo de v(-), tem-se que v(z) := ¢, (u(r)).
Daqui, v(0) = ¢, ' (u(0)) =1""(u(0)) = u(0).

* v satisfaz a equacao (3.16).

De fato,
D Bwe) = (o lue) + (9-r040)09:) (6-1u(1)

= L (0-stu) + (0-10A0)) ()

= 0 (% (¢—s”(s)> ) + ¢ (A(l)“(t)>

) -I-A(t)u(t)]

= g(1). (3.17)

Na primeira igualdade acima, justifica-se pela defini¢do de v(-) e também da definigdo
do operador B(t). E a quinta igualdade apenas estamos utilizando a defini¢cdo da
derivada material. E na sexta igualdade € justificado, devido a que u satisfaz (3.14). E

a ultima igualdade justifica-se imediatamente pela defini¢do de g(¢).
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(«=) Como v € C(J: X9)NC' (J\ {0}; Xo). Ou seja, ¢_ )¢ v(-) € C(J; Xo) NC' (J\ {0}; X0),
entdo pela definicio de C(J; 2, ®) e C!(J\{0}; 2 ,®), obtém-se imediatamente que
ov(-) €CU: 2, @)NC I\ {0}; 2, ®).

u(r) € dom(A(r))
De fato, pela definicdo de u(-), tem-se u(t) := ¢, (v(t)). Ou seja, ¢, ' (u(t)) =
sabemos pela hipétese que v(¢) € dom(B(t)). Entao, ¢, ' (u(t)) € dom(B (t)) ssim,

u(t) € ¢ (dom(B(t))).

e u(0) =uy
De fato, pela defini¢do de u(-), tem-se que u(r) = ¢; (v(1)).
Dagqui, u(0) = ¢ (v(0)) =1(v(0)) = v(0) = up.

* u satisfaz a equacdo (3.14)

De fato,
Rut) +AMult) = ¢ %(«p su(s) ) >+(¢,o3<r> 0 )ult)
= ¢ %(‘P sOsv( ) )+(¢zOB(I)O¢—t) (¢1V(I))
= o[ 5 (w) )+¢,( (v(r))
= o[ 4 Biwo)
= ¢,[g(t)}
= f(). (3.18)

Na primeira igualdade acima, justifica-se pela definicdo da derivada material e também
devido a defini¢do do operador A(r). Na segunda igualdade apenas estamos utilizando
a defini¢d@o de u(t). E a quinta igualdade € justificada devido a que v satisfaz (3.16). A
tltima igualdade justifica-se imediatamente pela defini¢ao de g(z).
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Lema 3.2 (Silva, R.P. & Mamani, S.M.Q.). Seja (2", ®) compdtivel e &7 = {A(¢)},c; uma

familia setorial em 2", entdo ¢_, 0 A(t) o ¢y ‘ ) (d ) € um operador setorial em X para
—t

om(A(t))
todot € J.

Demonstra¢do. HIPOTESE: A familia &/ = {A(¢)},cs € setorial em 27, i.e. A(r) é um
operador setorial em X; paratodot € J.
Mais precisamente, para cadat € J, A(t) é um operador linear fechado, densamente definido

tal que, para algum w em (0,7 /2) e algum M > 1 e real a, o setor
Low={AeC: w<|ag(A—a)|<m A#a}
estd contido no conjunto resolvente de A(z) e

A —A() ]| < I/lea! . paratodo A € Ta .

TESE: ¢_,0A(t) o ¢y

¢ um operador setorial em X para todo t € J.
¢ (dom(A(r)))

Primeiro comecaremos provando a seguinte afirmacao:

Afirmacio.- O dominio do operador linear ¢_; 0 A(t) o ¢ é denso em X, i.e.

Xo

o, <dom(A(t))> — X,

De fato,
Como o dominio do operador linear A(r) é denso em X; e além disso, ¢_; € L(X;,Xp) entdo

o, (dom(A(t))x’) = 0 (%) (3.19)

E ja que, ¢_; € um homeomorfismo e dom(A(z)) C X;, entdo pelo Teorema 7.1, James R.
Munkres [31], pag. 103

o, <d0m(A(t))x’> — 9, [dom(A(1))" (3.20)

Portanto, da equacgdo (3.20) em (3.19) obtém-se

6= (dom(A(1))) " = X



3.1 Existéncia, unicidade e comportamento da solu¢do quando # — o no sentido da derivada
material 79

Agora provaremos que a conjuga¢ao de um operador setorial € um operador setorial.
De fato, dado ¢ € J.
Trabalhemos com o mesmo setor. Ou seja, bastaria provar que:

Yaw C p(0-0AW)09)

H (l —¢_,oA(t)o¢),>1H <M/|A —a| paratodo A €L, .

Tome A € X,

H (/1 — 9_,0A(t)o ¢t)1

: (3.21)

Como pela hipétese X, C p(A(t)) e o par (£, P) é compativel e além disso A € £, o,
entdo pela equacdo (3.21) (A —¢_,0A(z) o (1>t)_1 ¢ um operador linear limitado em X e

IN

H(x - ¢_,oA(t)o¢t>1

194l 2, x| A, = AE) | D0l

L(Xo) £
M

Portanto, ¢_, 0o A(t) o ¢ é um operador linear fechado, densamente definido tal que, para

algum w em (0, 7/2) e algum M| = M > 1 ereal a, o setor
Yio={AeC: o< |arg(A—a)|<m, AF#a}

estd no conjunto resolvente de ¢_,0A(t)o ¢y e

H()VL - ¢_,oA(t)O¢,)1H§ |AA/£1a| ;

paratodo A € X, .
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Existéncia, unicidade

Lembrando que 2" = {(X;, ||.||x,) }res € uma familia de espacos de Banach real ou complexo.

E lembrando também que a familia ® = {¢; };c; C U Lis(X0,%X5). Seja o par (2, D)

seJ
compativel.

Assumimos que J = [0,T] para algum 7T fixo. A seguir, estamos preocupados com a
existéncia e unicidade da solucdo do problema de Cauchy abstrato sobre 2.

(3.23)

A u(t) +A(Hu(t) = f(1), teld, t#0
u(0) = uo, up € Xo

onde A(z) : dom(A(r)) C X; — X; é um operador lineare f € C(J, 2", D).
Enunciaremos os seguintes condi¢des inspiradas na técnica utilizada por Hiroki Tanabe
[39], e as nog¢des de derivada material dadas por A. Alphonse, C.M. Elliott e B. Stinner [4].

Além disso, com a experiéncia que tivemos em demonstrar a Proposicao 3.1 e o Lema 3.2,

consideremos B(t) := ¢_, 0 A(t) o ¢ para ajudar na notagao.

HIPOTESE (P?) A familia o7 = {A(t) };c; € setorial em 2", i.e. A(t) € um operador setorial
em X; paratodot € J.
Mais precisamente, para cadat € J, A(t) é um operador linear fechado, densamente definido

tal que, para algum @ em (0,7/2) e algum M > 1 e real a, o setor
Yoo={AeC: w<|ag(A—a)|<m A#a} (3.24)
estd no conjunto resolvente de A(z) e
H(/l —A(r)™! || <M/|A—a|, paratodo A €X,. (3.25)

HIPOTESE (Pg’) O dominio ¢_; (dom (A(t))) =D de B(r) ¢ independente de 7, e, conse-
quentemente, B(t) o B(T)_l sendo um operador limitado, € uma fun¢do Holder continua de ¢

na norma de £(Xy). Em outras palavras, existem nimeros positivos &« < 1 e k tais que

|[B(t) = B(s)] o B(z < k|t —s|® (3.26)

)71H£(3€0)

¢ satisfeito parat,s, T € J.
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Teorema 3.1 (Silva, R.P. & Mamani, S.M.Q.). Sob as hipéteses (PI(P ) , <P2¢ ) seja up um
elemento arbitrario de Xy e uma fungdo arbitréria f : [0,00) — Uses X que satisfaz (1) € X,
para todo t € J, e além disso ¢_(.) f(-) € Holder continua em s, € J, i.e.

0—f(t) — o—sf(5)||x, < clt—sP, ¢>0, 0<p<1. (3.27)
Entdo a funcdo u definida por u(r) = ¢v(¢) é a solugdo unica de (3.23), onde v é solugdo

de (3.16).

Demonstragcdo. Como o par (£, ®) é compativel, entdo pelo problema de Cauchy abstrato

sobre 2", no sentido da derivada material obtém-se

01 [0 u(®)] + ¢ [A(1)u(t)] = ¢ [f(2)]. (3.28)

Daqui,
d
T (0-u(t)) + 9 A (D00 u(t) = 6, £(1) (3.29)

E imediatamente, tem-se

%(‘D’“(I )) + [‘P*fA(f )@} O—u(t) = o (1) (3.30)

Agora definamos, v() := ¢_,u(t), B(t) = ¢_A(t)d: e g(t) = ¢_f(t)
Assim, pela Proposi¢do 3.1, basta provar a existéncia e unicidade do problema de Cauchy

padrdo

{dv(t)/dtJrB(t)V(t) = &), 1€J,1#0 3.31)

v(0) = up, uy € Xo
Como ug é um elemento arbitrario de Xy e pela hipétese do Teorema g € uma fungdo

Holder continua em J, e além disso

m Pela hipitese <P1¢ ) ,  {A(t) }ses € setorial em 27, entdo pelo Lema 3.2, B(f) é um
operador setorial em X para todo ¢ € J.

m E pela hipétese (PZ‘P ), o dominio ¢_; (domA(t)) =9 de B(t) é independente de 7, e
o operador B(1)B(t) ! é Holder continua em 7 na topologia uniforme dos operadores
para cada fixo 7 i.e.,

1B(t)B(t) "' —B(s)B(t) || <klt—s|% k>0 0<a<l. (3.32)
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Entdo, pelo Teorema 2.3( Hiroki Tanabe [39], 1960) a funcdo v definido por

v(t) = Up(t,0)uo + /O Us(t,5)s(s) ds (3.33)

¢ a unica solugdo de (3.31), onde Up(t,s) € a solu¢do fundamental da equagdo homogénea
associada ao problema de Cauchy padrao (3.31).

Portanto, como v € C(J;X9) NC!(J\ {0}: %) é uma solucdo cldssica do problema de
Cauchy padrao (3.31), entdo pela Proposi¢ado 3.1

u(t) = ¢p(t) € C(J; 27, @) NC(JI\ {0}; 2, ®) (3.34)

¢ uma solucao cldssica do problema de Cauchy (3.23) (no sentido da derivada material).
O]

Comportamento da soluc¢ao quando t — o

Assumimos que J = [0,00). A seguir, estamos preocupados com o comportamento quando
t — oo de uma solugdo do problema de Cauchy abstrato (3.14) dadaem ¢t € J. As HIPOTESES
(P{P ) e <P2¢ ) devem ser satisfeitas uniformemente em J.

Complementamos isto pelas HIPOTESES abaixo:

HIPOTESE (Pf) Existe um espago de Banach X e um isomorfismo linear ¢ € L;5(X0, ¥)
tal que
X; — X~ no seguinte sentido (3.35)

Para cada x.. € X existe uma sequéncia (ou rede) {x; };c, tal que lim (1% — @1 0 P—coeo ||z, =

0 (& ,h_>rg [0—1X = @—coxeo|x, = 0).
HIPOTESE (Pff) B(1) o B(s)~! é uniformemente limitado, i.e.,

sup || B(t) o B(s) || < o0 (3.36)

t,seJ

e existe um operador fechado A(e0), tendo e = P (D) como seu dominio, tal que

lim H [B(t) = ¢ coA(=) 09| oA(O)IHC(xO) —0. (3.37)
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HIPOTESE (P?) A fungdo f : [0,400) — Uses X, satisfaz que f(t) € X;, paratodo t € J,
e além disso, ¢_,f(¢) é Holder continua uniformemente em ¢ € J, isto é, existem ¢ > 0 e
0 < p < 1tal que, para todo ¢,s € J, temos

10— (6) — 05 £(5) 1 < clt —s1P, (3:38)
e também existe um elemento f(c0) de X tal que
10_1f(1) — ¢—cof ()]l x, — O quando ¢ — oo, (3.39)

Teorema 3.2 (Silva, R.P. & Mamani, S.M.Q.). Seja a familia de operadores o7 = {A(t) };e;
satisfazendo <P1¢ ) , <P2¢ ) uniformemente em J = [0, ). Adicionalmente assuma (P3¢ ) , (Pf )

e (P5¢ > Se u(t) é a solugdo cldssica do problema de Cauchy (3.23) (no sentido da derivada

material), entdo existe um elemento u(e) € X, independente de x € X, tal que

|o—ru(t) — ¢—oott(o0)||x, — 0 quando t — oo, (3.40)
u(e0) € dom(A(r)), A(eo)u(eo) = f(c0), (3.41)
19 u(t)|lx, — 0 quando t — o (3.42)
e
[¢—:A(t)u(t) — g—wA(e0)u(e0)||x, —> 0 quando ¢ — oo. (3.43)

Demonstragdo. Como u(t) é a solugdo classica do problema de Cauchy (3.23) (no sentido

da derivada material), entdo pela Proposicao 3.1
v(-) 1= ¢_(yu(-) € C(J: Xo) NC' (I \ {0}: Xo) (3.44)

€ uma solucao cldssica do problema de Cauchy padrao

{dv(t>/dt+B(t>v(t) = g(t), 1€, 1#0 (3.45)

V(O) = ug, up € Xop

onde B(t) := ¢_A(t)¢;, g(t) := ¢_(f(¢)), e além disso

m Pela hipétese <P1¢ > ,  {A(t)}ses é setorial em 27, entdo pelo Lema 3.2, B(t) é um

operador setorial em X para todo ¢ € J.
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m Pela hipotese <P2¢ > , 0 dominio ¢_; (domA (t)) = ® de B(t) é independente de 7, e o
operador B(r) o B(t) ! é Holder continua em ¢ na topologia uniforme dos operadores
para cada fixo 7 i.e.,

HB(t)oB(c)*l—B(s)oB(r)*IHgkyt—srx, k>0, 0<a<l.  (3.46)

m Pelas hipoteses (P;P ) ) (Pf ) , B(1) oB(s)_1 ¢ uniformemente limitado e existe um

operador fechado

B(eo) := ¢ 0A(e0) 0 9o (3.47)
com dominio ® tal que
lim H [B(t) - B(oo)] oB(0)"! Hweo) —0 (3.48)

m Pelas hipéteses (Pf ) , (P5¢ ) a fungdo g : [0,00) — X é Holder continua uniforme-

mente em ¢ € J, isto é, existe ¢ > 0e 0 < p <1 tal que, para todo ¢,s € J, temos
lg(t) —g(s)llx, < clt —sI?, (3.49)
e também existe um elemento g(oo) := @_of(c0) de X tal que

le(®) —g()llzg — 0 1= oo (3.50)

Entdo, pelo Teorema 2.5( Hiroki Tanabe [41], 1961), existe um elemento v(eo) € X, inde-
pendente de x € X, tal que

lv(t) = v(e)|lx, — O quando 7 — oo, (3.51)
V(o) €D,  B(eo)v(o0) = g(e0), (3.52)
|dv(t)/dt|lx, — 0 quando t — oo (3.53)

|B(#)v(t) — B(o0)v(e0)||x;, —> 0 quando ¢ — oo. (3.54)
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Definamos u(oo) := ¢ov(e0), daqui v(e0) = @_u(e0). E da equagio (3.52), hiptese (Pf),
e da equacdo (3.47), obtemos

1(00) := Poo1(00) € Poo(D) = Do = domA(r) (3.55)
B(eo)v(e0) = g()
[9—coA (00) Poc] P-cott(0) = P_af (o)
P—coA (o0) (o) oo f ()
A()u(eo) = f(eo). (3.56)

Por outro lado, da equacdo (3.53)

. d d
aru(r) e ‘ o <$ (6-su(5)) ) <191l - 7 0-(0)|  —0  quando e

s=t X Xo
(3.57)

Portanto, existe um elemento u(e0) € X independente de x € Xy, tal que
|o—ru(t) — P—oott(o0)||x, — 0 quando t — oo, (3.58)
u(e0) € dom(A(r)), A(eo)u(eo) = f(o0), (3.59)
10 u(t)||x, — 0 quando f — oo (3.60)

e

[¢—:A(t)u(t) — p—wA(e0)u(e0)||x, —> 0 quando ¢ — oo. (3.61)
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3.2 Equacao linear de reacao-difusao em dominios

nao cilindricos

Vamos considerar o comportamento assintético da solugdo do sistema de reacdo-difusio
colocada no dominio dependente do tempo

du/dt+Vu-V+udivV —Au+yu = f, em Ur=0 & X {t},
du/dv; = 0, sobre  U;~odQ x {t},

Seja Qg um dominio suave em R™ ™. Assuma-se que Qy = Qx x Qy, onde Qx e Qy sio
dominios suaves em R e R" respectivamente. Assuma-se que Qy € simplesmente conexo.
Como sempre, denotemos por (x,y) € Qx X Qy um ponto arbitrrio de Q.

Defina

V: QxR — R"xR"

(x,y,t) — V(x,yt):= (ORW%)’)

onde a func¢do ¢ : R — (0,e) é uma funcdo nao-crescente de classe C* satisfazendo:

i. ¢(0) = gy onde gy ¢ uma constante ndo nula.
ii. G(t) = go quando t — oo
iii. ¢(r) =o0(g(t)) quando t — e, ie. ¢(1)/g(t) — 0 quando ¢ — oo.
(3.62)
Exemplos que podem dar uma ideia desta funcao sao:
2 1
1) = ; t) = B ; 1) =
st)=¢c 5 ¢l)=c+e s =+
Portanto, dado (x,y) € Q, o sistema
Sx() = VX))
dt B e (3.63)

X(0) = (%)
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t
tem solucdo dada por X () = (x , ﬁy) . De fato,

S0
d B (1) (1) sy
fr0- (o 2) - (o 252)
(s
= V(X, g() ;t>
= V(X(1),1). 564

Agora, defina-se Q; := Qx x (#)Qy, e vamos considerar o comportamento assintético

da solugdo do sistema de reacao-difusio colocada no dominio dependente do tempo.

{ [du/dt+vu.v+udivv ~Au+t yu] (®9),1) = FEF)1), em  UsoQ x {1},
du((%,5),t)/0vi = 0, sobre U;~0dQy x {t},
(3.65)

onde v; denota o campo vetorial normal unitério para d€; e y > 0.
Para capturar o comportamento limitante da solu¢do, enfatizamos o fato de que a familia
de dominio £; se desintegre em um subconjunto de dimensdes mais baixas quando ¢ — oo.

Para t > 0, seja U; a completacdo da medida produto u,, x n_ em R” x R", onde uy

(1)

denota a medida de Lebesgue em R", onde N = m, n.

Seja X; := L*(Qy: 14;), isto &, o espaco de Lebesgue L(€;) munido com a norma

1 %
e, = e [/Q |u|2dxdy] . (3.66)

A aplicagdo
v Qy —

(x,y) — (x,6(1)y)

€ claramente bijetora cuja inversa é

v & —
(£5) — yo(5,9) = (X¢(t) ).

Entdo, o operador linear

(p[: Lz(QO) — .’{[
u — Qu:i=uoy_,



88 Equacdo de Reagdo-Difusdao em Dominios nio Cilindricos

¢ um isomorfismo cujo operador inverso ¢_; : X; — LZ(QO) € dado por ¢_;u :=uo ;.
Portanto, denotando por Xy o espago de Lebesgue L? (Qo) segue diretamente do Teorema da
Mudanga de Variavel que ¢, : X9 — X; é uma isometria.

De fato,

ol = [ loal du = [ oy du

= / uow[* dy,
i (ap)

= / ]uow,,\zol//tJacl//t duy
Qq

1
2 .

= u? du, pois = ——p
/QOH ")

= H“Hi2(go)- (3.67)

Acima, na primeira igualdade, utiliza-se a defini¢do da norma || - ||,. Na segunda igualdade,
usa-se a defini¢do de ¢;. E na quarta igualdade, utiliza-se o Teorema da Mudancga de Varidvel.
Portanto, ¢, € uma isometria de X( a X;, para todo t € J.

Além disso, u € H'(Qp) se, e somente se, ¢,u € H' (€;) e os gradientes sio relacionados por

V(gu)(-) =Dy, ()*Vu(y_ (), ¢q.s. emQy, (3.68)

onde * denota a matriz adjunta, isto é,

V() (x,y) = (Vaulx, 6(1)7'y), 6(1)7'Vyulx, 6(1)71y)),  para g.s. (x,y) € Q.
(3.69)
Condicoes de Contorno: Para w € 9, seja z = y_,w € dQq. Entdo, Dy_;(w) é um
isomorfismo em R” x R" que transforma o plano tangente 7,,(d€;) no plano tangente

T;(09Qp). Além disso, se vV(w) é um vetor normal exterior a dQ; em w entdo

N(z) == Dyi(z)"v(w), (3.70)

¢ um vetor nomal exterior a dQ em z.
De fato,
Dy, :R" xR" — R™ x R"

Dado 6. € T;(9Qy), entdo Dy; (6.) € Ty (0Q,)
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QY c R» D"/)t

(,D(t) QY Cc R™
/_\

QX Cc R™ QX Cc R™
n(2) v(w)
—
00 " 0y
Figura 3.1 Relacdo entre vetores normais externos
<11(z) , 92>Rm+n —0 (3.71)

Também,

<v(a)) : DI[/;(QZ)> =0

Rm+n

E como (-, -)gm+» é 0 produto interno no espago Euclideano R *", e [Dy;]” representa a
transposta da matriz gradiente de y;, entdo

((Dw) - v(@) , 8) =0 (3.72)

Rm+n

Das equagdes (3.71), (3.72) obtém-se que 1)(z) é paralelo a (Dy;) V()
Tome

n(z) = (Dyi) v(w) (3.73)

Definindo a varidvel sendo v := ¢_;u, iniciamos a mudanca de varidvel da equacdo de reagdo-
difusdo (3.65) para uma equacgdo equivalente onde o dominio niao dependa do tempo. E
considerando, u(-,7)(%,¥) := u(%,9,¢t) e v(-,t)(x,y) :=v(x,y,t) obtém-se que

Devido a defini¢do da aplicag¢do ¢_;, tem-se v(+,#) = u(+,#) o y;. Daqui, aplicando a funcéo
inversa de y; a ambos lados, pelo lado direito, tem-se,

u(-,1) =v(-t) oy

Entdo, [u(-,1)](%,5) = [v(-,t) o w_](%,7). E agora utilizando a defini¢do da aplicagdo vy,
consegue-se

u(-,1)(%,5) = [v(,0)] (% [(1)] 7' 9).
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Portanto,

u(%,3,1) = v(x,y,1), onde x=xey=[g(t)] 'y (3.74)

5 ¢ 5.1) _s@)
Afirmacao 1.- u,(%,y,1) = v;(x,y,1) <0 <Vyv(x,y,t) , y>Rn.

De fato, sendo, u(%,7,1) = v(x,y,t),ondex=% e y=[c(t)] 5
ou,_ . v o9y 0xi  yn OV 9yj
at(xyt) - E()@yat)—i_;g(xvy?t)'g_*—j_;a_yj(x?yat)’y
dv " Jv ( (1) ) 1.
= —@@x,»t)+0+ ) —(xn1) | — y ois yi=1[c(t)] ¥
at( y ) jgayj( y ) g(t)2 J P J [G( )] J
dv 2(1) & dv ¥
= X0 t) — = SNt — =
a0 = ) L gy, 0
adv ¢(t) & dv 1
= —(x,nt)—=—%Y —(x,y,1)-y; pois = |g(t
5 (601) g(t)j;ayj( v.1)-y; pois y;=I[(t)]¥;
_ oy ¢()
- E(X’y’t)_g_t) Vyv(x7y,t)7y>Rn (375)
Afirmacao 2.- Vu = ( xv, )
De fato, sendo, u(%,y xy, ) ondex=% e y= [g(t)]_li
0 v ox;  dv
Entdo, 5= (£,5.1) = 3= (r31) - 5 = 5= (x 7).
Imediatamente vemos que
Viu(iuyvt) = va(x7yal)'
du dv d 1.\ odv 1
Por outo lado, 25 (5,5.6) = 2 (v)- 5 (Is(0]™' ) = S ewn)-foto)] ™
Segue que
Viu(,3.0) = [5(0)] 7 Vypl(e o).
Daqui,

Vu(i, 1) = (Vfu()f,i,t) , Vybt()?,f/,t)) - (va(x,y,t) e -Vyv(x,y,t)> . (3.76)

E, como consequéncia também temos que

1
Au(fuyat) :Axv(xuyvt)+—A v(x,y,t). (377)
s
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Agora, utilizando a defini¢do da aplicagdo de V, vamos examinar V (X, J,7).

V(X,5,t) = V(x, g(t y,t>

= (0w 50 -s0)

= (0mn, <)),

o que nos leva a expressar o segundo termo da equagdo (3.65) na nova variavel v(x,y,t)

Vil .0 VES) = (Vatonn) s 50 V) - (O, ¢0)
S

_ '_<vyv<x,y,t) ) (3.78)

Afirmacao 3.- u-divV =n- —=v.

De fato, é claro que pela definicdo de v := @_;u, obtém-se, u(%,y,t) = v(x,y,t). E lembrando

7)77
que V(%,¥,t) = (0,¢(¢)y). Também podemos expandir V (X, 7,7) da seguinte forma:

V(%3,1) = (Ogm,&(t)y)
(

= [ Ognm, 5
<R 0k
() . ¢t) c(t)~)
= O,"',O,— ) N2 ) N\
( OO M OM
Assim,divV()Z,y,t):O+---+0+@+ﬂ+...+ﬂ-
= s <) c(r)
n—Vvezes
Ou seja,
S ¢(7)
divV (X, y,t) =n-—=.
(%,5,2) )
Portanto, .
iy () - SO
Lt( ,y,t)~d1VV(x,y,t) =n- g(t>v(x7yat) (3.79)

Definindo, f(x,y,t) := f(%,¥,t), onde £ =x e = g(t)y e substituindo as equagdes (3.75),
(3.78), (3.79), (3.77) e (3.74) simultaneamente na equagao principal (3.65), obtém-se
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dv Q(l) ¢(r) ¢(r)
[E(Lyat) - E yv(x Vs ) ) y>]Rm:| + [%<Vy\}(x,y,t) ) y>Rm:| + |:n mv(xayat)]
7y7 (1)]2Ayv(xay>t) +W(x7y7f) = f(xvyvt) em Qg X (0700)'
Entao,
dv (1) 1 o
E—i—n. g—t)v—Axv— [g(t)]szv+W (x,y,t) = f(x,y,£) em g x (0,0). (3.80)

Por outro lado, nos dedicaremos fazer a mudanca de varidvel da condi¢ao de contorno tipo
Neumann da nossa equacao principal, (3.65), para alguma equacao equivalente no dominio

(%,¥,¢) = 0 sobre U dQ; x {t}, onde v; denota

t>0

d
fixo. Lembrando a equag¢ao em questao, %
t

o campo vetorial normal unitédrio para d<;
De fato, Como, w_,(x,y) = (x,¢(¢) " 'y), a matriz do gradiente de y_, é

Dwt
T 1/ Vt(wt)('ih@)

(z,y) (&, 9)

Q(] x {t} Q x {t}

?/)t

Figura 3.2 Mudanga de varidvel para condi¢cdo de Neumann

Im><m Oan
Dy_(x,y) = [ 1 ] (3.81)
Onscm [6(8)] Tnscn (mtn)  (m-+n)
e ja que y;(x,y) = (x,5(¢)y), a matriz do gradiente de y; é
Im m mxn
Dyi(x,y) = [0 O ] (3.82)
nxm g( ) nxn (m+4n)x (m+n)
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Daqui, [Dy;]" = [Dy;], onde * representa a transposta da matriz. E agora, pela relagio entre

campos vetoriais normais na equagio (3.73) obtém-se 1 (+,1)(x,y) = [Dy;(x,y)] v, (-, 1) (X, 7).

Ou seja, Vi(-,1)(%,5) = [Dw;(x,y)] ' n(-,1)(x,y). E pelo Teorema da Funcio Inversa A.2

Vt('7t)()z7)7> = [Dw—t(fay)] n('7t)(x7y)

Substituindo a equacao (3.81) na equacdo (3.83), tem-se

~ Im><m Oan

Onxm  [6(2)] 1In><n

vt(jévy:t):vt('al)(iyy) = _ ] . [
(m+n)x (m+n)

u
~
~
N—
—
<
—
~
N—
VoY
S~—

L - ' xY ] (m+n)x1
oY) 6 M) ()

1% (m+n) .

nx('7t)(xvy>
My (1) (x,y)

(3.83)

] (m+n)x1

(3.84)

Continuando com a mudanca de varidvel no contorno do dominio ndo cilindrico. Da equagao

(3.76), da afirmacdo 2 e da equacdo (3.84) resulta

du _ _ B s s
a_vt(xay7t) - <VM(X,y,t),Vt<X,y,I)>

Rm+n

- <(vxv<x,y,t>,g<r>-lvyv<x,y,r>) , (m(-,r)(x.y),g<r>-1ny<-,r><x,y>)>

1
- va(x7y7t) : nJC(xayvt) + W : VyV(X,y,t) : ny(xJ’at)

1
- [va'nx‘i‘w'vyv'rly] (X,y,t).

Portanto, a equacdo de reacao-difusdo (3.65) é equivalente a nova equagao

1 g"(t)) N
vi—AvVv——=AVv+ | y+n—=|v = f,
’ S (Y (1) /
Vo-ne+—==Vyv-n, = 0,

g(1)?

cm

sobre

QO X (07°°>7

Q0 x (0,00),

(3.86)

onde f((x,y), t) := f((x,5(t)y), 1) (x,y) € Qo, e N = (Nx,My) denota o campo vetorial

normal unitdrio para 9.

Rm+n

(3.85)
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Seja H!(Qg) o espaco de Sobolev H'(Q) munido com a norma equivalente

1
1 2
= Vo> + ——|Voul? + Z)d d] . 3.87
[utll 1 ) VQO (I ul g(t)2| yul= 4 |ul” | dxdy (3.87)

Segue diretamente do Teorema de Mudanga da Varidveis que ¢; : H! (Qo) — H' (Q:: 1)
¢ também uma isometria.
Seja by : H!(Qo) x H!' () — R forma bilinear definido como

1 ¢(r)
b (u,v ::/ [qu-vxv—i——v u-Vyv+ (}/—i—n—) uv] dxdy, (3.88)
= fo, SO =0
Pelo Teorema de Lax-Milgram b; gera o operador ilimitado B(z) : dom(B(r)) C X9 — X
pela identidade

(B(t)u,v) := bi(u,v), YveEL*(Qg), ucdom(B(t)), (3.89)

onde (-,-) denota o produto interno classico em L*(Qq). Pela regularidade de Q, temos

1
que domB(1) := {u € H*(Qq) : V-1, + vau -1y =0} onde 1 = (7, Ny) denota o
¢(1)

1
campo vetorial unitdrio para dQq e B(t)u = —Au — WAyu + (7 + n%) u, para todo
u € domB(r).

Em fim, para garantir a existéncia e a unicidade da solu¢do do problema,

{ dv(t)/dt+B()y = f. em  Qqx(0,%), (390

8v/8nx+(1/g(t)2)8v/8ny = 0, sobre dQyx(0,00),

onde f((x,y), t) := f((x,5(t)y), t) (x,y) € Qo, en = (Ny,My) denota o campo vetorial
normal unitdrio para d€).

Temos o desafio de provar que a familia de operadores lineares % = {B(t) },~¢ satisfaca
as seguintes HIPOTESES:

(P1) A familia 2 = {B(t)},~0 é setorial em Xy, i.e. B(¢) é um operador setorial em X para
todo ¢ € (0, o).
Mais precisamente, para cada ¢ € (0,o0), B(t) é um operador linear fechado, densamente
definido tal que para algum @ em (0,7/2) e algum M > 1 e real a, o setor

Loo={AeC: w<|ag(A—a)| <7 A#a} (3.91)
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estd no conjunto resolvente de B(t) e

HM —B(t))! H < M—Afa] , paratodo A € X, . (3.92)

(P,) B(r)~! é Holder continua em ¢ no sentido de que
IB(t)o [B(t)™" —B(s)"'] || <kt —s|* para s,r€(0,%0)  (3.93)
com algum expoente fixo 0 < ¢ < 1 e alguma constante k > 0.

Proposiciio 3.2 (HIPOTESE (P;)). O operador linear B(r) : dom(B(r)) C L*(Qq) — L*(Qy)
sobre o espago de Hilbert LZ(QO) ¢ um operador setorial.

Demonstracdo. Pelo Lema 1.3 no Capitulo 1, basta provar que B(z) é um operador auto-
adjunto densamente definido em um espaco de Hilbert e B(z) é limitado inferiormente.

Afirmacao 1 B(r) € limitado inferiormente.

De fato,

Sem perda de generalidade, tome u € C*(€y). Daqui pela defini¢do de produto interno em
L*(Qy), tem-se

B, w)ay = [ BOuly)ute.y)din  dit
QXxQY

onde W, € a medida de Lebesgue m—dimensional, e 1, ¢ a medida de Lebesgue n—dimensional.
Daqui, pela defini¢do do operador linear B(¢) e simplificando a notagdo de du,, x du, por
apenas d

(B, u) 20y = /Q 0 [—Axu— ﬁAyu—I— (y+n%> u} udy

- _ A d“_L Auedu+ [ y+ ﬂ) 2 du
(3.94)

Agora como no primeiro e no segundo termo no lado direito da equacdo (3.94) u € Cz(ﬁo),

entdo pela Férmula de Green, pagina 712 em [12]
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u 1 du
st i = [ [, 5ot [ |+ [ w5 [ P
(B()u s u)2(0y) [/QO S PP 1 %g(r)z{m M Jog, am, " ]
C(ﬂ)/ 2
_|_ +n— l/ld
(Y s()) Ja,"

| (1) du 1 Jdu
— Vol + ——|Vyul? < —)Z]d—/ { ds
I8 [' g VT ) M fogy e TR o)

du 1 Jdu
E como a funcado suave u também estd no dominio de B(¢), ou seja + =0,
- (1) owsela 5+ iz am,
entao
S\ -
B(t)u, u :/[ xu2+— ul> + (—f-n—)u]d
< ( ) >L2(Qo) Q | 2| y | Y g(t) u
¢ t
> zr 7
> (reng) 2
Assim, .
B, Wy = (14020 Jul? 395
y Lz(QQ) el y—i—ng(t) HMHLZ(QO) ( . )
Devido a condicao (3.62) item ii., existe fo > 0 tal que Y+ n% > 0 parat > fg. Escolhemos
Y > 0 tal que
}/+n@ >0, paratodo >0
s(1)
) ()
. Gt
nf (rensy) =0
Sendo,
s ()
c:= tlg(f) (}/—I—ng(t)) (3.96)
Substituindo a equacio (3.96) na equacdo (3.95), obtém-se
Gt
B sy = (14050 ) gy = lila,

Daqui, existe ¢ > 0 tal que

(B(t)u , u)p2(0y) = c||u|]i2(go), paratodo u € C*(Q). (3.97)
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Observando que C”(Qp) é denso no dom(B(t)) a desigualdade (3.97) é valida para todo
u € dom(B(r)).

Afirmacio 2 B(r) é monétono maximal, i.e. B(r) é monétono e im(I+B(t)) = L*(Qy).
De fato, como B(t) é limitado inferiormente, entéo pela Defini¢do 1.7 B(¢) é monétono.

A partir de agora provaremos a segunda parte desta afirmacao, ou seja
Yo € L*(€), Jup € dom(B(r)) tal que ug + B(t)up = ¢. (3.98)

Dado ¢ € L*(Q).
Basta provar que existe u € dom(B(t)) tal que u+ B(t)u = ¢. Assumindo no momento que
u é realmente uma func¢do suave, vamos multiplicar a EDP [I + B(t)] u = ¢ por uma funcio

suave v e integramos sobre

1 G(l))
vud —/ vAud ——/vA ud +< +n=—= / vud :/ vodu (3.99)
/Qo H Q H G(t)z Q yuer 4 g(t) Q H Q P

Agora como u,v € Cz(ﬁo) no segundo e terceiro termo no lado esquerdo, entdo pelas
Férmulas de Green, pagina 712 em [12]

du 1 u
d+/Vx-de— dS+—/V-Vd— —ds}
/Qovu H {Qo ! vaK aﬂoanxv } g(OZ[Qo s v alt 990‘9nyv

+(}/—|—n%) /Qovudu = /Qov(pdu.

Daqui,
. Lo 90)) } _ [9“ 13%} _
/Qo [qu Vov+ g(t)zvyu Vyv+uv+ (}’—i—ng(t) vu| du /890 an: + <2 o, vdS = /Qov(pd,u
(3.100)
— u 1 Jdu
E como u € C*(Qp) C dom(B(t)), ou seja, + =0, entao
(@) C dom(B(1)), 0w seja, 5+ oy
/ {qu-vxw%vyu-vywuw <y+n@) vu} du = / vodu  (3.101)
Q G(1) g(t) Q

Por aproximacao, encontramos que a mesma identidade (3.101) se mantém com a funcao su-
ave v substituida por qualquer v € dom(B(r)). Escolhemos o espaco H,' (o) para incorporar
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a sua norma. Definamos a forma bilinear

a; : H' (Qo)xH' Q) — R
1 g‘(t)) 1
u,v — Viu-Vov+ —=Vyu-V v+uv+(}/+n— vu| du
o) A s ()
E seja
g: H(Q) — R

v — / v du
Q

a;(u,v) € coerciva
Dado v € H'(Q)

a(vy) = /0{|va|2+%t)2|vyv|2+|v|2+(Y-l—n%) |v|2} du

e
g(t)?
> o (3.102)

+

v
58
<
=
X
[\

-+ | ap

Assim, existe uma constante o = 1 tal que

ar(v,v) > aHVHiI}(Qo)’ para todo v € H'(Qp).

a;(u,v) € continua
Dado u,v € H! (Qg) — L*(Qp), e lembrando que Xo = L*(Qy)

1 g‘(f)) }
a(u,v)| = Viu-Viv+ —=Vyu-Vyv+uv + (}/+n— vu| du
atwnt = || S )
< / ]qu-va]d,u—l-%/ ]Vyu-Vyv\du+{l+(}/+nit)>]/ luv| du
Qo s(t)* Jay g(t) Qo
(3.103)
E devido a desigualdade de Holder, e devido ao fato que <y+ n%) ¢ limitada, pela

constante M1, tem-se

1
jar (14, v) | <[Vt | 25 [ Vv 2 + WHVWH%HVWH% + (14 M) ullx, V]|,
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E sendo a constante ¢ igual a max{1, 1+ M, }, resulta

1 1
lar(,v)| < e [nvxunxouvxvuxo T (—nvyunxo) <—HVyVHaeo> ; ||u\|aeo||v||aeo}

s(r) s(t)
E como, (ab+cd+ef) < (a+c+e)(b+d+ f) paratodo a,b,c,d,e, f > 0, e além disso,
pela equivaléncia de normas no espaco Euclideano R?, i.e. |(a,b,c¢)|s < M»|(a,b,c)|g, para
todo a,b,c > 0, onde |- |s é anorma da soma e | - |z é a norma Euclideana, entdo
1 1/2 1 1/2
)| < v |19l + s 19l | (1901, + 1901, + D013,
(3.104)

Dagqui, pela definicio da norma em H,'(Qq), obtém-se

|at(l/t,V)| < CZH””H}(QQ) HvHHtl (Q0)

E como u,v H,1 (o) foram tomados arbitrarios, conclui-se que existe uma constante c; tal
que
1
|a; (u,v)| < cal[ull g1 oo VIl @)  Paratodo u,v € H; (Qo). (3.105)

g estd bem definida
De fato, dado v € H (Qq)

) =| [ voau| < [ pliolan (3.106)
Q Q0

Devido a desigualdade de Holder, tem-se
[ ligl d < vlliay 0l (3.107)
0

g€ [H Q)]

De fato, dado v € H/' (Qq)

Como Ht1 (Qp) — LZ(QO), entdo existe uma constante positiva c tal que

Vllz2(00) < clVllg ey (3.108)

Da equagdo (3.107) em (3.106), obtém-se

[8W) < [Vllz2(0q) | @ll22()- (3.109)

E imediatamente substituindo a equagdo (3.108) em (3.109), resulta
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8 < VIl ) 191l 22(00)

E como v € H,'(Q) foi tomado arbitrariamente e ¢ é uma fungdo fixada em L*(Qy), entdo

gl < ctlvliy) ) paratodo ve H!(Q) (3.110)

Devido a linearidade de g e a equagdo (3.110), obtém-se que g € [Htl (Q0)] '

Finalmente, como a, (u,v) é uma forma bilinear, continua, coerciva em H, (Q) e além disso
/! . L, . . L, .

¢ € [H'(Qp)] . entdo pelo Teorema de Lax-Milgram, pdgina 140 em [5] existe um tnico

elemento uy € H,' (Q) tal que

ar(ug,v) = (@,v) paratodo v € H'(Qp) (3.111)

O que conclui a prova de I + B(t) ser sobrejetora.

Observacio 3.4. E importante observar: Devido a que B(r) : dom(B(1)) C L*(Q9) — L*(Qo)

é um operador monGtono maximal, entdo pela Proposicdo 1.1 domB(z) é denso em L*(Qy).

Afirmacio 3 B(t) é simétrica.
De fato, sem perda de generalidade, tome u,v € C”(Qg). Devido a defini¢do do produto
interno (-, )72 (q,) sobre L3(Q)

(B(t)u, V>L2(QO) = /QB(Z‘)MV du

Daqui, pela defini¢do do operador B(t)

B, V)20, = /Q 0 {—Axu - ﬁAyLH— (y+n%> u} vdu

_ b ﬂ)
= /QovAxud/.L "OF /QOvAyu du+ (}/—an(t) /Qovud/.t.
(3.112)

Agora como u,v € Cz(ﬁo) no primeiro e segundo termo no lado direito da equagado (3.112),en-
tdo pelas Férmulas de Green, pagina 712 em [12]
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du
(B(t)u, v)2(q,) [/ Vau-Vyvdu — o, 3Tlxv dS]

’ s(1)
+ <}/+n28> /Qovudu

_ 1 o) -/ Ou 1 ou
= [ [P g (e )] = [ |5 s

1 u
V,au-Vyvd —vdS
2 [/Qo s Yyvatt = dQ any ' ]

E como as fung¢des suaves sdo densas no dominio do operador B(t), entdo a func¢do suave u

du 1 Jdu
também estd no dominio do operador B(¢), ou seja, + = 0, isto implica que
(0 ousei G+ Sy am,
(B(t)u, v)20) = / [qu Vv + %Vyu-vyv—k <’y+n@) vu] du. (3.113)
o s(t) s(t)

Observando que C*(€) é denso no dom(B(t)), a igualdade (3.113) é vélida para todo
u,v € dom(B(t)).

Por outro lado, também devido a defini¢do do produto interno (-, -) 12(Qp) © a defini¢éo de

B(t) obtém-se

(. By = |, uBlvdu
= /Qou {—Axu— ﬁAyu—l— (Y%—n%) u] du

_ __ ﬂ)
= /Qoquvd,u "OF /QOuAyvd,l,L+ (}H_ng(t) /Qouvd,u.
(3.114)

E ja que u,v € c? (Qo) no primeiro e segundo termos no lado direito da equagio (3.114),
entdo pelas Férmulas de Green, pdgina 712 em [12]

(u, Bt)V) 20y = [/ Vo Vadp — agﬂ;;}{ } [/Vv Vyudu — /890(971yuds]
+ <Y+n§8> /QOWd'u

1 g'(t)) ] / [8\/ 1 8v}
— Vo-Viu+ ——V,v-V 2 d ds.
/Q[ T A y”*(””g(r) WA fogy Lons Tz am,
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E como as fungdes suaves sdo densas no dominio do operador B(?), entdo a funcdo suave v

v 1 Jdv

também estd no dominio do operador B(t), ou seja, +

InNx  g(t)* Iy

=0, o que implica que

! G'(t)> ]
Vo -Viu+ ——=Vyw-V u—l—(y+n— uv| du (3.115)
{ T e 5(1)
Observando que C*(Q) é denso no dom(B(t)) a igualdade (3.115) é vdlida para todo
u,v € dom(B(t)).
Comparando as equagdes (3.113) e (3.115), obtém-se

(. By = [,

0

(B(t)u, v)2p) = (U, B(t)v)12), Pparatodo u,v € dom(B(7)). (3.116)

Como L*(Qg) é um espago de Hilbert e B(r) é um operador monétono maximal, simétrico

entdo pela Proposi¢do 1.2, B(t) é um operador auto-adjunto.

Finalmente, ja que B(¢) é um operador auto-adjunto e além disso, B(¢) é limitada inferior-
mente, entdo pelo Lema 1.3 no capitulo 1, B(¢) é um operador setorial.
0

Mais precisamente, lembrando a Defini¢do 1.9.

Como o operador linear B(r) € setorial significa que:

B(t) é um operador linear fechado, densamente definido tal que para algum @ em (0,7/2) e
algum M > 1 e real a, o setor

Foo={A : ©<|arg(A—a)| <7, A #a) G.117)
estd contido no conjunto resolvente de B(z) e

(A =B@) ! < % , paratodo A € Zq . (3.118)

Concluimos, ja que B(t) é um operador setorial entdo pelo Teorema 1.7 no capitulo 1

—B(t) é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico

{e—[B(”JS} . onde (3.119)
5s>0

B . !

- z—m/ra +B() .M da, (3.120)
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onde I' é um contorno em p(—B(t)) com argA — +6 quando |A| — o para algum 6 em
(m/2, 7).

Além disso, e Bl pode continuar analiticamente em um setor {r # 0 : |args| < €}
contendo o eixo real positivo, e se Re o(B(t)) > a, i.e., se Re A > a sempre que A € 6(B(r)),
entdo para s > 0

He*[BW <ce s HB(t)e*[BW < Ceas (3.121)
S
para alguma constante c.
Finalmente,
die—[B@]S = —B(t)e BUS para 5> 0. (3.122)
s

Por outra parte, escolhemos o espago Ht1 (Qo) para incorporar a sua norma. E definamos

a forma bilinear associada a nosso operador B(t)

b, © HYNQy) xH'(Q) — R
1 é’(f)) ]
u,v — Viu-Vov+ ——=V,u-V v—|—< +n—=|vu| du
) | cap T
b (u,v) € coerciva
Dado v € H!(Qo)

) = [ [P+ Wi+ (70 S0 ) 7 an

Entdo pela equacdo (3.96) da afirmacéo 1,

1
by (v, >/ Vol + — |V + z}d
) 2 [ (9P i 9+ bl an

1
Imediatamente vemos que, b;(v,v) > min{l,c} / {|va|2 +—=
Qo

g(t)2|vyv|2+|v|2] du

Dagqui pela definicio da norma em H,'(Qg) obtém-se
. 2
bi(v,v) > m1n{1,c}||v||Ht1(QO)
Assim, existe uma constante ¢ = min{1,c} tal que

bi(v,v) > al| para todo v € H!(Q).

2
Wl @)
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b (u,v) é continua
Dado u,v € H! (Qy) — L*(Qp). e lembrando que Xo = L*(Qy)

by (u, )| = ‘/QO {qu-vxv—i— ﬁvyu.vyw <}/+n%) vu} du‘

> (¢
E devido a desigualdade de Holder, e devido a que (y + n&) ¢ limitada tem-se

g(t)

1
11 (u, V)| < Vel |2 [ Vavl ey + =55 | Vel [[Vyvl| 20 + Ml 2 [V 2

6(1)?

E sendo a constante ¢ igual a max{1, M}, resulta

1 1
()| < 1 {Hvxwuouvxvuxo " (%HVWH%) (@Hvyvuxo) n Huuxouvuxo]

E como, (ab+cd+ef) < (a+c+e)(b+d+ f) paratodo a,b,c,d,e, f > 0, e além disso,
pela equivalencia de normas no espaco Euclideano R?, i.e. |(a,b,c)|s < Ma|(a,b,c)|g, para

todo a,b,c > 0, onde | - |s é a norma da soma e |- |g € a norma Euclideana, entdo

1
g(t)

1
g(t)

1/2
19, + ||VH§€0]

(3.123)

1/2
()] < ey [Hvxuuéﬁ Hvyur@o+uu|\§eo] [nwnéw

Dagqui, pela defini¢do da norma em H,' (Qp), obtém-se

|bt(1/t,V)| < C2||M||Htl (Q0) ||v||Htl ()

E como u,v € H,1 (Qo) foram tomados arbitrarios, conclui-se que existe uma constante c; tal
que
1
b (u,v)| < eallull g ) VIl 1y (o) Para todo u,v € H; (Qo). (3.124)

Proposicio 3.3 (HIPOTESE (P,)). B(r)~! é Holder continua em 7 no sentido de que
HB(t) o [B(t)_l —B(s)—‘] H <klr—s| para s, (0,0) (3.125)

com algum expoente fixo 0 < ¢ < 1 e alguma constante k > 0.

Demonstracdo. De fato, pela caracterizagdo na subsecdo 1.5.4, basta provar que, b;(u,v) é
Holder continua, isto é,

b (1,v) — by (u,v)| < clt —s|* - J|ul|-||v]], 0<s,t<T, u,veH(Q) (3.126)



3.2 Equacgdo linear de reacdo-difusdo em dominios
nao cilindricos 105

com algum expoente 0 < u < 1 e alguma constante ¢ > 0.

by (1, v) — by (,v) = /QO [vxu.vxwr g(lt)zvyu.vywr <y+n§8> uv} dxdy

1 ¢(s)
_/QO [qu.vxv—i— vau.vywr <y—|—ngs> uv} dxdy

Ou seja,

wen-aiwn) = f gtz (-] o} e

Primeiramente estimaremos de forma adequada o primeiro termo do integrando acima.
Sem perda de generalidade, tome-se s < ¢

2

< WK(S)—G(I)I

< alg(8)|-Is—1]

< ols—1]. (3.128)

Na primeira desigualdade, utiliza-se que ¢ € ndo-crescente. E na penultima desigualdade

1
justifica-se pelo Teorema de Valor Médio, e também porque a funcao = OE ¢ limitada devido
a condi¢do ii. Assim, existe uma constante ¢ > 0 tal que
‘ ! ! < cals—t| (3.129)
—— — | J s —t. .
s)*  ¢(s)?

E imediatamente passamos a estimar de forma adequada o segundo termo do integrando
acima.
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= n—==[6(s) —¢(0)] +n—=<[5(t) = S(s)]. (3.130)

€& ”L str) s) — nL (1) — ¢(s
n[g(t) Q(S)” = e <) [6(s) —g(t)|+ g(s>|g(t) &(s)]
SO st 1 (E N s
< e ikn 1S(&)[ls —t[+ g(s)|g(§2)||t |

< el (3.131)

Na primeira desigualdade justifica-se pelo Teorema de Valor Médio. E na ultima desigualdade

1 o{;
justifica-se pois m e % sdo limitadas devido as condi¢des ii, iii respectivamente.
s
Ou seja, existe uma constante c3 > 0 tal que
- (4 .
‘n {&—@” < c3lt—s|. (3.132)
(1) ()

Agora, retomando ao objetivo de provar a afirmagdo. Substituindo as equagdes (3.129),
(3.132) na equacao (3.127) e utilizando a desigualdade de Holder respectivamente. Além
disso, lembrando que Xy = LZ(QO), obtém-se

|bs (u,v) — bs(u,v)| < cz\t—s|/ |Vyu-Vyvldxdy + 03]1‘—5]/ luv|dxdy
Qp Q

< oot —s||Vyullx, [IVyvllx, + c3lt —sl|lullx,|Iv]z,
< v v sy v
< aalt = s[||Vaullx, [Vavllx, + calt = s[=5 1 Vyullx, Vvl 2,

g(1)?

+ cslr = sflullx ||Vl xo-
(3.133)

Daqui
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1
|2 (14, v) = bs(u,v)| - < caft —s] [HVXMHXOHVXVon + WHVWH%HVM!% + Hu|IxOIIVI|xo}

1
< ali—s [uv ullzy + — |V, +||ur|x}
X 0 g(l) y 0 0
1
- [uvxvnwmuvyvnw ||v||x0]
1 ;
< cult—sis [uvxuuéﬁwuvyuuéﬁ||ur|§eo}
1 ;
- [Hvxvuéﬁmuvyvuéﬁ anéo]
< eslt—sllullasiay IV (3.134)

Na primeira desigualdade justifica-se porque g(t)2 ¢ limitado pela condicdo ii, a dizer,
limitado por uma constante M;. E a pentltima desigualdade, justifica-se pela equivaléncia

da norma da soma e a euclideana em ]R3, isto €, existe uma constante M, > 0 tal que
1

a+b+c<M, [az-i—bz-l—cz} 2, para todo a,b,c > 0.

Portanto, existe uma constante ¢ > 0 tal que

1br (4, v) = bs(u,v)| < cft —s| - |Jull g1 ) - V] 11 @) - (3.135)

]

Apenas para harmonizar na terminologia segundo Hiroki Tanabe e Sobolevskii em [32],
observa-se que

B(t)o [B(t)"'—B(s)"'] = I—B(t)oB(s)™"

= —[B(t)—B(s)]oB(s) ™! (3.136)

1[B() = B(s)]oB(r)"'| = ||[B(r)~B(s)]oB(s)" o B(s) o B(r)"|
< |I[B(r) —B(s)] o B(s)~"||-[|B(s) o B(2) || (3.137)
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O primeiro produto acima € estimado pela proposi¢do que acabamos de provar e o

segundo produto € limitado devido a afirmacdo do Lema 2.2. O que conclui a prova.

3.2.1 Comportamento assintotico

Sendo Z = {B(t)};>0 a nossa familia de operadores no espaco de Banach X, = L?(Q),
com

domB(t) := {u € H*(Q) : Vyu-m.+ ﬁvyu -1y =0}

onde 1 = (N, Ny) denota o campo vetorial normal unitdrio para Qg e
¢()

1
B(t)u = —Ayu— —=Au—+ <y+ n—) u, paratodo u € domB(t
" S 20 "

satisfazendo para todo T > 0 as hipéteses (Py), (P»). E se, f : [0,00) — X¢ é Holder continuo
sobre [0,0) e fazendo a consideragio de que dom(B(7)) = D € constante, entdo pelo Teorema
2.3( Hiroki Tanabe [39], 1960), 0 nosso problema

{ dv(t)/dt+B(t)y = f, em  Qox(0,%), (3.138)

ov/ome+ (1/(t)?) dv/an, = 0, sobre Qg x (0,00),

onde f((x,y), 1) := f((x,5(t)y), 1) , (x,y) € Qo, e n = (1x,My) denota o campo vetorial
normal unitdrio para dQo, tem uma tnica solug@o u sobre [0, o).

O comportamento assintético desta solugdo, quando ¢ — oo, € 0 assunto da presente se¢ao.
Para este objetivo, assumiremos que as condig¢des (P} ), (P») se mantém uniformemente
no [0,0) i.e. que eles mantém para cada 7 > 0 com constantes M, L e ¢ 0s quais sdo
independentes de 7', e lembrando a consideragdo de que o dominio do operador B(z) é

constante e igual a ®. Para nosso objetivo, enunciaremos a seguinte proposi¢ao:

Proposicdo 3.4 (HIPOTESE (P4)). Os operadores B(t) o B(s) ! sdo uniformemente limitados

para 0 < 5,7 < oo e existe um operador fechado B(eo), tendo ® como seu dominio, tal que
H [B(t) —B(oo)} oB(O)_IH — 50 quando 7 — oo (3.139)

Demonstragdo. De fato, dado t,s € (0,0). Pela Proposicéo 3.2, B(t) é setorial em X, i.e.

B(t) é um operador linear fechado, densamente definido tal que, para algum @ em (0,7/2) e
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algum M > 1 ereal a, o setor
Yow={A:w<|ag(A—a)|<7m , A #a} (3.140)

estd contido no conjunto resolvente de B(z) e

||(/l —B(t))_lH < % , paratodo A € X, . (3.141)

O mesmo vale para B(s).

Figura 3.3 Setor contido no conjunto resolvente de B(t)

No caso em que a # 0, ver a figura 3.3. Tome-se A = 0. Daqui, pela equagao (3.141)
B(s)~! é limitado. E como o operador B() é um operador fechado e B(s) ™! é limitado, entdo
B(1) o B(s)~! é fechado. Entdo, pelo Teorema 2.9[Teorema do Grifico Fechado], pagina
37 em [5] B(r) o B(s)™' : Xy — X é um operador linear limitado, onde Xo = L*(Qy).
Imediatamente pelo Teorema 2.2 [Teorema de Banach - Steinhaus|, pagina 32 em [5],

B(t)oB(s)™! ¢ uniformemente limitado. Ou seja,

sup ||B(r)oB(s) || oy, < (3.142)
1,5€(0,00)

Em outras, palavras, existe uma constante c tal que

||B(t)OB(s)_1uH <c|lul|, paratodo u € Xy, paratodo t,s € (0,) (3.143)
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Por outro lado, defina-se, o operador linear B(e) com

1
dom(B(0)) = {v € H*(Qg) : Vo -n+ ?Vyv-ny}
0

onde N = (7, N,) denota o campo vetorial normal unitirio a dQq e

1
B(eo)v = —Aw— —Ayw+7yv paratodo v € domB(e). (3.144)
S0

Ao respeito de que B(e) é fechado, densamente definido, basta seguir o roteiro, quando
se provou que B(t) é setorial, ou seja, bastaria provar que B(0) seja um operador autoadjunto
e limitado inferiormente. Para logo concluir que B(0) seja setorial.

Agora, tome-se arbitrariamente u € X,

| [B6) B 0BO)"u|| = 1By~ Be=)yll  onde v=B(0) "

1 g’(t)) { 1
= ||-AV— —F—5AV+ (}H—n— V— | =Ayv— =Av+
‘ o0 s(0) -
1 1 ()
< l=——=Awv+ SAW|| + == |Vl
‘ st g 5(1)
L 10
< N—= = | |AwW||+ |n=—=]|]||v (3.145)
s | v
Daqui, pelas condigdes i, ii, iii da fung¢do ¢ em (3.62) ,
1 1 (1
obtém-se que | ——— ——| =0 e |n&| — 0 quando 1 — oo,
s)* & s(t)
Assim, [B(t) —B(oo)] oB(0)"!u|| = 0 quando t — 0. Como u € X foi tomado arbitra-
riamente, entio H [B(t) —B(oo)] oB(0)! H — 0 quando 1 — oo. O

E fazendo a seguinte condi¢do

(F) A fungio f : [0,00) — X satisfaz um condigdo de Hélder uniforme sobre [0,0), i.e.,

existem constantes c > 0e 0 < y < 1 tais que
17 ()= F(8)|| <clt—s|7 para 0<s,r<oo (3.146)
e existe um elemento f (o) € X para o qual

lim || £(r) — f(eo) ]| =0. (3.147)

t—07t



3.2 Equacgdo linear de reacdo-difusdo em dominios
nao cilindricos 111

Concluimos, pelo Teorema 2.5( Hiroki Tanabe [41], 1961), que existe um elemento

v(e0) € Xy, independente de x € X, tal que

lim v(r) = v(e), (3.148)
V(o) €D, B(c0)v(e0) = f(o0) (3.149)

c
lim dv(1)/dt = 0. (3.150)

f—o0
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Apéndice A
Resultados Basicos

Integracao Abstrata de Bochner

A seguinte defini¢do pode ser encontrada em Paul Richard Halmos, Measure Theory [15],

pag. 24
Definicao A.1. Um 6 —anel é uma classe ndo vazia S de conjuntos tal que

(a) SeEcSeFcS,entioE—F €S, e

(b) SeE;€8.i=1,2,...,entdo | JE € S

i=1
Esta parte pode ser encontrada em Einar Hille e Ralph S. Phillips, Functional Analysis
and Semi-Groups [19], pag 71-78

Func¢des mensuraveis

Seja G um conjunto abstrato, seja € um o —anel de subconjuntos de S, e seja m(E) definido
sobre € uma fun¢do de medida o —finita completa. Nesta subsecdo, pretendemos estudar
a no¢do de mensurabilidade para fun¢des com valor vetorial sobre G, relativo a funcdo
medida m(E). Existem vdrias nog¢des, assim como haviam vérias no¢des de continuidade

para fungdes com valor vetorial. Vérias definicdes sao necessarias desde o inicio.

Definicdo A.2. Seja x(o) e {x,(0)} funcdes sobre S a X. A sequéncia {x,(c)} converge
parax(c) em &

(1) quase uniformemente se para todo € > 0 existe um conjunto E € € comm(Eg) < € e

para todo 6 > 0 existe um inteiro n(J, €) tal que

|x(c) —xn(0)|| <O para o€ SSE; (A.1)
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e n>n(d,¢€);

(2) quase em toda parte se existe um conjunto de medida nula Ey € € tal que

li_r)n |x(0) —x,(0)|| =0 paracada o € &S Ey; (A.2)

(3) em medida se para todo € > 0 a medida externa do subconjunto de & onde ||x(o) —

x,(0)|| > € tende a zero quando n — co.

Definicdo A.3. (1) x(o) é dito ser de valor finito se é constante sobre cada um dos nimeros

finitos de conjuntos mensurdveis disjuntos E; e igual a 6 sobre & © UE}.

(2) E uma fungdo simples se é de valor finito e se o conjunto para o qual ||x(c)|| > 0 é de

medida finita.

(3) x(o) é de valor contdvel se assume no maximo um conjunto contdvel de valores em X,

assumindo que cada valor seja diferente de 8 sobre um subconjunto mensuravel.

Definicao e propriedades da integral de Bochner

Definicdo A.4. Uma funcdo com valor contdvel x(o) sobre S a X € integravel (Bochner) se
||x(o)|| € integravel (Lebesgue).
Por defini¢cdo

(B) /E (o) dm = ];ka(EkﬂE) (A3)

onde x(0) = x; sobre Ex € € (k=1,2,...).
A integral estd bem definida para todo E € € e para o préprio S.

Definicio A.5. Uma fungio x(o) sobre & a X é integravel (Bochner) se existe uma sequéncia
de fungdes integraveis com valor contdvel {x,(o)} convergindo quase em toda parte a x(o)

e tal que
lim / 1x(6) — xa()|| dm =0 (A4)
n—eo |
Por defini¢ao
(B) / (G) dm = lim (B) / xa(G) dm (A.5)
E n—e " JE

paracada E€ ¢ e E=G.

Denotemos a classe de func¢des sobre G a X, os quais sdo Bochner integravel relativo
am(E), por B(&;X;m). Como veremos, B(&;X;m) se tornard um espaco de Banach se a



119

norma do elemento x(.) é definido como sendo

<)l = [ (@) dm. (A6)
Teorema A.1 (EINAR HILLE, 1952). Seja T uma transformacao linear fechada sobre X

para Q). Se x(c) € B(&;X;m) e T [x(0)] € B(G;);m), entdo

T [ /E (o) dm} _ /E Tx(c)] dm (A7)

paratodo E€ ¢ e E=S.

Demonstragdo. Ver [19], Teorema 3.7.12, pagina 83. U

Medida e integracao e probabilidades
Robert B. Ash, pagina 202
Para cada o > 0, defina a funcdo gamma

I(a):= /0 ot e gy (A.8)

E para cada, o, 3 > 0 defina a fungio beta

1

B(a, ) :/ X (1= x5V dx (A.9)
0
E também podemos expressar

B(a,B) = % (A.10)

Proposicio A.1. Seja (X, M, ) espaco de medida, e seja f,g € L!
a. {x: f(x) # 0} é o-finito

b. /f:/g, para todo E € M, se e somente se,/ |f —g| =0, se, e somente se, f =g,
E E X
g.c

Demonstragdo. Ver [13], Proposicdo 2.23, pagina 54. U

O seguinte Lema se encontra enunciado e demonstrado em Atsushi Yagi [45], na p4gina

27, aqui apenas vou reproduzir a demonstracdo. Seja u > 0 e v > 0 dois parametros.
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Comecamos com introdug¢do a funcao definida por séries

oo
tl’lv

Eyv(t) ::n;)m 0 <1t < oo, (A.11)

onde I, (0 < & < o) é a fun¢do gamma. Podemos estimar E}; v (¢) como segue.

Lema A.l. 5
Epy(t) < ——.(1+0)7H e 0<t<oo (A.12)
Iyv

onde ') = min I'(&).
0<& <oo

Demonstragcdo. Primeiro, faremos a demonstracdo da seguinte afirmacado
&0 th
Afirmacdo.- E, (1) = Z Z v
1=0 \I<p+nv<i+1 I(u+nv)

De fato,

| = —— ..+ —+
=0 \i<psmv<i T +1V) o<uim<opt T +nV) o A T +nv) 1<prmy<ie1 L +nV)
gl I(u+nv) LT L(u+nv) Ip g (D) (u+nv)
Led th
N n;) L(u+nv)

Em adigéo, note que, ja que I'(£) é monotonicamente decrescente para 0 < & < 1 se espera
que (&) >T(1)=(1—-1)!=0'=1,para0 < & < 1.
Tome-se, I'g = lgléigzl“(ﬁ) >0, entdo ['(§) > 0,entdo ['(§) > T, para 1 <& < 2.
Finalmente, ja qae}(é) é crescente para § > 2, temos paral >2e & talquel <& <[+1,
[(€) > T(1) = (I- 1)

Ademais, notemos que o nimero inteiro n tal que [ < g +nv < [+ 1 ndo excede %
Primeiro, seja 1 <t < c. Entdo, podemos ver que

( ) tVlV Z th Z th
Euv(t) = oo T oo+ ey
o<uim<ort L+nv) o A8 Tu+nv) oo in o T 4nv)
lJ‘lV
+ Y —+.. (A.13)
I<pu+nv<i+1 r(” + ”V)

Analisando os pardmetros do terceiro somatorio, obtém-se 2 < u+nv <3 =1(2) <
['(u+nv)<I'(3)
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Daqui,
1 1 1

I(3) = Tu+av) ~T2)

Ede2 < u+nv <3implicaque nv <2+1—pu,logo ja que t > 0, tem-se 1"V < PHIH
Agora estimaremos o terceiro somatdrio acima

t}’lv t2+1—/.1.
2<u+nv<2+1 F(/.L +nv) 2<u4nv<2+1 F(Z)
t2+1_”
2<u+nv<2+1 (2 - 1)!
t2+1—u
Oy
= - ) A.14
v (2-1)! ( )
Paral>2,obtém-se,/ < u+nv<I+1=TI()<I'(u+nv) <T(I+1). Entdo,
1 1 1
< < A.15
TU+1) = Tu+nv) = TQ) A.15)

Ede! < u+nv <[+ 1 implica que nv < [+ 1 — p, logo ja que t > 0, tem-se ¥ < ¢/ F17H,
Daqui,

v f1-u
1<uimv<is1 L +nv) r<uimv<is1 L)
tl+17”

[<u+nv<i4i (—1)!

f1-u
(=)
1 frl-u
= - A.16
v (I-1)! (A.16)
Segue que,
Euy(t) < <+ ——+) —. . Agora nos dedica-

remos a estimar o primeiro somatdrio imediatamente acima. Ja que I' € monotonicamente
decrescente, tém-se
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0<u+nv<l1=TI(u+nv)>T(1).Logo,

1 1
T +nv) = T()

(A.17)

Ede 0 < u+nv < 1implicaque nv < 1 — u, logo ja que ¢ > 0, tem-se ¥ < 1K

IN

0<u+nv<1 F(“ + nV) 0<u+nv<l F(l)
tu
1
AR (A.18)

| Z v > 1 pltl-n
Daqui, obtém-se, E, v(1) < —.t' H+ - Ay -

v 1<pmva T+nv) =S v (I-1)!
Analisando os parametros do primeiro somatorio acima, obtém-se

l<u+nv<2=TI(u+nv)>TYy. Entio,

1 1
_ < — A.19
Tatmv) = T (A.19)

Lembrando que I'y = min I'(§) > 0. Ou seja, I'(§) > Ty, para 1 < & < 2. Segue de

1<€<2

1 < u+nv <2 implica que nv < 2 — u, logo jd que t > 0, tem-se 1"V < 2R

Y t27u
Y o S L T
1<p+nv<2 (u+nv) 1<p+nv<2 +0
= n. Ty
1 2H
= ——. A.20
v Tq ( )
Assim,
| TS B S SN W s
E v(t) < —t'H 4 — —— —_— A21
wv(®) < 3 YT, 4_,2:;5\/(1—1)! (A2
Como uma consequéncia,
1—u
t 1 2
Epy(t) < — 4+ ——17He < 2 H (A.22)

\% I'ogv - Ipv



123

Segundo, seja 0 <t < 1. Ja que, 0 <"V < 1, podemos argumentar um racfocinio similar

para concluir que

1 11 = 1 1 1 2e
E,vit) < —4+—.— — <-4 —e < — A.23
“’V()_v+v F0+I_Z§v(l—1)!—v+l“ov€_l“ov (A-23)
Combinando as equagdes (A.22) e (A.23), obtemos a estimativa (A.12). ]

Resumindo o Lema anterior:

Se 1 <t < oo, obtém-se, E,; v (1) < F—.tzf“.et.
oV

2e
Se0 <t <1,obtém-se, E; v(1) < —.
' Iyv
Observacao A.1. Frequentemente utilizaremos a seguinte estimativa que pode ser encontrada

em [32], na pdgina 174. Seja 0 < B < 1, existe uma constante cg tal que

o m b
—— < cgx.e™ , parax>0 (A.24)
mgl r(mB) P

Analise na reta, analise no R"

Teorema A.2 (Teorema da Funcdo Inversa). Suponha que y : RY — RY & continuamente
diferencidvel em um conjunto aberto contendo z e det [Dl// (z)] # 0. Entdo, existe um
conjunto aberto V contendo z e um conjunto aberto W contendo y(z) tal que y : V — W tem
uma inversa continua l//fl : W — V o qual € diferencidvel e para todo w € W satisfaz

~1
Dy~ '(w) = [Dw(w*(w))} (A.25)
Demonstragcdo. Ver Michael Spivak[38], Teorema 2-11, pag.35. [

Teorema A.3 (Teorema da mudancga de varidveis). Seja A C R" um conjunto aberto e ¢ uma
fungdo ¢! difeomorfismo, com B = @(A) tal que det ¢’ (x) # 0 para todo x € A e além disso,
f: B— R uma func¢do integravel. Entdo,

| £01dy= [ (£o9)(0)Jac(o()dx (426
Demonstragdo. Ver Michael Spivak[38], Teorema 3.13, pagina 67. OJ

Resumindo, se ¢ é um %' difeomorfismo, e f é integravel

A2 LR, (A.27)
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entao
| 10)dy= [ (Fo @) Jac(p(x))dx (A28)
B A
Lema A.2. Fixado, 7 >0, eseja 0<s<t<T
L el B gy ge+B—1 L(@)T(B)
[ = =P dy= (-9 B (A29)

o qual se cumpre para todo a;, 8 > 0.

Demonstracdo. Defina o difeomorfismo @ (x) = s+ (t —s)x

Figura A.1 Difeomorfismo para a mudanga de varidvel.

e seja f(y) = (1—y)* ' (y—s)P~1. Como (0,1) CR! é um conjunto aberto e ¢ é um
difeomorfismo, com (s,¢) = (p((O, 1)) tal que det@’(x) =t —s # 0 para todo x € (0,1) e
além disso, f : (s,¢) — R é uma funcdo integravel, entdo pelo Teorema da mudanga de
varidvel

/(s,t)f(y) dy:/(071)(f°¢)(x)-|det§0'(x)| dx

Daqui,
| fly) dy= / f(s+(t—s5)x).(t—s) dx (A.30)

)

(s,

Da defini¢ao de f, obtemos
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Jou Pt @ a9 ar = [l (s e-92)| (s -8) o] e-0) v
i a—1 B-1
= [ L9 -9 om0 @

a—1

= [ Je=90-x)]

(0,1) L
_ (t )a+B 1/ )(1_x)(x1xﬁl dx
0,1

E lembrando a caracterizagio da fun¢éo f3

ot g1 . D@ I(p)
/(071)(1 *TA dx = (a+pB)

Substituindo a equagio (A.32) na equacado (A.31), obtém-se

_ atrp-1L(2).T(B)
/(071)f(s—|—(t—s)x).(t—s) dx = (1 —s)%P IW

De (A.33) em (A.30), tem-se

o) dy— (¢ sy L@ T(B)

Portanto,

paratodo a, B >0

Teorema A.4 (Regra de Leibniz-Derivagao sob o sinal de integral). Dado U C R", aberto,

seja f : U x |a,b] — R uma fungdo com as seguintes propriedades:

1. Paratodo x € U, a fungdo ¢ — f(x,7) é integravel em a <t < b.

. [(t —s)x]ﬁ_1 (t—s) dx

(A.32)

(A.33)

(A.34)

]

)
2. A i-ésima derivada parcial —f(x,t) existe para cada (x,t) € U X [a,b] e a fungdo

8x,-

: U x [a,b] — R, assim definida, é continua.

of
&x,-

Entdo a fungdo ¢ : U — R, dada por ¢(x / f(x,t)dt, possui i-ésima derivada parcial

em cada ponto x € U, sendo

(A31)
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¢ baof

- = —(x,t)dt.

= S

Em suma: pode-se derivar sob o sinal de integral, desde que o integrando resultante seja

uma fun¢do continua.

Demonstracdo. Ver [26], Regra de Leibniz, pagina 144. [

Equacoées Diferenciais Ordinarias

Teorema A.5 (Desigualdade de Gronwall). Seja u(t), v(¢) fungdes continuas, ndo-negativos

sobre [a,b]; ¢ > 0 uma constante ; e

t
v(t) < c+/ v(s).u(s)ds paratodoa <t <b (A.35)
a

Entao,
t

v(t) < c.elatt(s)ds paratodoa <t <b (A.36)
em particular, se ¢ = 0, entdo v(z) = 0.

Demonstragdo. Ver [16], Teorema 1.1, pagina 24. 0
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