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Resumo

Esta dissertacao apresenta um estudo do procedimento de completagao, introduzido re-
centemente por Cyrille Chenavier, que consiste em completar um conjunto de identidades
que sejam suficientes para representar uma algebra, utilizando os chamados operadores de
redugao, que sao endomorfismos lineares idempotentes sobre um espacgo vetorial gerado por
um conjunto finito e ordenado. A abordagem de Chenavier consiste na definigao de uma
ordem parcial sobre os operadores de reducao que os enriquecem com a estrutura de reticu-
lado a qual permite definir um sistema abstrato e o conceito de completagao através destes
operadores. Apresentamos detalhes das demonstracoes de resultados inspirados no traba-
lho de Chenavier. Além disso, se apresentam os diferentes conceitos que se trabalham na
teoria de reescrita como confluéncia, terminacao, propriedade Church-Rosser entre outros,

para estes operadores de reducao.

Palavras-Chave: Sistemas de reescrita, Terminacao, Confluéncia e Procedimento de

Completacao.



Abstract

This dissertation presents a study about the completion procedure, introduced by Cyrille
Chenavier, which consists of completion of a set of identities that are sufficient to repre-
sent an algebra, using the called reduction operators, which are idempotent linear endo-
morphisms over a vector space generated by a finite and ordered basis. We will define a
partial order over the reduction operators that will enrich them with a lattice structure
which will allows us to define an abstract reduction system and also the completion through
these operators. We present the demonstrations of results inspired by the work of Chena-
vier where this approach and its properties are proposed. Moreover, the different concepts
that are worked on in the rewriting theory such as confluence, termination, Church-Rosser

property among others are presented from the reduction operators.

Keywords: Rewriting System, Termination, Confluence and Completion Procedure.
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Capitulo 1

Introducao

Em Matemaética, geralmente definimos classes de estruturas algébricas (grupos, anéis, cor-
pos, etc) a partir de identidades, e precisamos determinar quais identidades derivam de
outras, para que possamos tratar de um conjunto minimal de identidades que seja completo
o suficiente para modelar tal estrutura. Por exemplo, podemos definir a adi¢ao dos niime-
ros naturais + usando a constante 0 e a funcao sucessor s através do seguinte conjunto de
identidades:
r+ 0~z
z+s(y) = s(z+y).

Aplicando estas identidades é possivel calcular a soma de 1 (representado como s(0)) com

2 (representado como s(s(0))) como:
s(0) 4 s(s(0)) =~ s(s(0) + s(0)) =~ s(s(s(0) +0)) = s(s(s(0))).

Neste calculo, interpretamos as identidades como regras de reescrita.

x4+ 0 — x;

z+s(y) = sz +y).

Através da completacao das regras pode-se modelar a adi¢ao dos naturais.

De maneira mais geral, um Sistema Abstrato de Redugdo (SAR) é um par (A,—) onde

— é uma relacao binéria, chamada reduc¢do, sobre um conjunto A. Reducao pode ser



utilizada em véarios contextos, por exemplo, para modelar o caminho transversal por um

grafo dirigido, computagao passo a passo, raciocinio dentro de algebras, etc.

Algumas propriedades sao essenciais para sistemas abstratos de redugao:

e — & terminante, isto é, nao existem cadeias infinitas de reducao ag — a1 — as — .. .;

e — ¢ confluente, isto é, sempre que houver uma divergéncia do tipo ag — ... — a; e
ag — ... — a9, existe um elemento b, para o qual os elementos a; e as; convergem:
a1 — ...—>beay— ... > b

Outras propriedades, serao descritas nas Defini¢oes 2.5 e 2.6.

Consideraremos uma versao de SAR chamado Sistema (Abstrato) de Redu¢do da Palavra
denotado por (X*, —), em que — é uma relagao de redugao sobre o conjunto X* de palavras
sobre um alfabeto finito X (Defini¢ao 2.2). E investigaremos o respectivo conjunto de
regras, chamado de Sistema de Reescrita da Palavra (SRP) denotado por (X* | R), que

ird compor a relagao —.

Um dos objetivos quando se estuda os SRP é obter um sistema de reescrita convergente,
ou seja, um sistema terminante e confluente, que sao usados principalmente na teoria de
reescrita para resolver o problema de decisao, chamado problema da palavra, que consiste
em determinar se duas palavras sao iguais (dentro de determinada algebra) através de um

conjunto de identidades.

Com o intuito de obter a propriedade de convergéncia de algum sistema de reescrita,
primeiro equipamos tal sistema de reescrita com uma boa ordem para garantir a terminagao,
e depois verificamos se divergéncias podem ser fechadas com as identidades jé existentes no
sistema. No caso em que novas identidades precisam ser adicionadas, inicia-se o processo
de completagao, e a confluéncia é obtida se apenas um ntmero finito de novas identidades
precisam ser adicionadas para que todas as divergéncias se fechem. Mais detalhes sobre o

processo podem ser obtidos em [BN9S|.

A seguir daremos uma ideia geral da abordagem proposta para esta interpretacao aos
sistemas de reescrita da palavra para logo dar uma breve sintese do que sera apresentado

em cada capitulo.



Interpretacao dos sistemas de reescrita da palavra. O método consiste em considerar
uma aplicagao idempotente que modele as regras de reescrita, os chamados operadores de
reducao. Este método funciona para sistemas de reescrita da palavra semi-reduzidos, ou

seja, sistemas que tem a seguinte propriedade:

1. Os lados esquerdos das regras sao distintos dois a dois;

2. Nenhum lado direto de uma regra ¢é o lado esquerdo de outra regra.

Considere um sistema de reescrita da palavra (X* | R), com alfabeto X e conjunto de
regras de reescrita R, equipada com uma ordem de reducao <, no Teorema 3.2 garantimos
que, usando esta ordem, o sistema (X* | R) pode ser transformado em um tnico sistema
de reescrita da palavra semi-reduzido. A aplicacdo que modela as regras S : X* — X* é

definida por:

1. S(l(«)) = r(a), para cada a € R tal que r(«) ¢ o lado direito da regra e I(a) ¢ o
lado esquerdo;,

2. S(w) = w se nao ha elemento de R que tenha ocorréncias de [(a) em w.

A ordem < garante a terminagao. Entao, basta mostrar a confluéncia para determinar a
convergéncia. Esta aplicacdo permite caracterizar as formas normais para (X* | R) que

serao palavras que ficarao fixas por todas as extensoes de S. Mais especificamente,

e Dada uma palavra w, denotaremos por [w]| a classe de w com respeito a relagao de

equivaléncia induzida por R;
e Como a ordem < é bem fundada, [w] admite um elemento minimo;

e Definiremos uma aplicagao M : X* — X* que envia cada palavra a seu correspon-

dente minimo;

e Uma palavra w fixada por todas as extensoes de S que nao é fixada por M, que sera
chamada de obstrugdo de (X* | R), isto é, uma obstrugao é uma forma normal cujo

minimo nao esta na mesma classe de equivaléncia.



Assim, dado que um sistema de reescrita terminante é confluente se e, somente se, cada
elemento admite uma tnica forma normal (Lema 2.2), entao poderemos obter uma carac-

terizagao da confluéncia se e, somente se, o conjunto de obstrucoes é vazio.

Contribuigoes. Neste trabalho, apresentaremos uma interpetacao funcional para o pro-
cedimento de completagao, seguindo o desenvolvimento proposto por Chenavier em [Chel§]
o artigo base para este trabalho. Por conseguinte, apresentaremos de maneira ampla e
detalhada & abordagem dada em [Chel8|, exemplicando-a, desenvolvendo as respectivas
computacoes, com a finalidade de mostrar de maneira mais pratica e detalhada o inte-
ressante ponto de vista dos sistemas de reescrita via endomorfismos lineares, que além de
facilitar o jeito de trabalhar com estes sistemas também permite obter diferentes conceitos
como confluéncia, Propriedade de Church-Rosser, Lema de Newman (Lema 2.1) através

dos operadores de reducao.

Organizacao.

Capitulo 2. Estabelecemos as notagoes e conceitos basicos utilizados neste trabalho. Ini-
ciamoscom defini¢coes bésicas de sistemas de reescrita e algumas proprieda-
des. Em seguida estabelecemos algumas notacoes para as relagoes de ordem

utilizadas e também alguns conceitos de algebra linear.

Capitulo 3. Introduzimos os operadores de reducao e suas respectivas propriedades, bem
como a relagdo com matrizes, e mostramos que todo sistema de reescrita da

palavra pode ser transformado num tnico sistema semi-reduzido.

Capitulo 4. Abordamos a confluéncia através do conjunto de obstrugoes que é gerado a
partir de um reticulado induzido no conjunto de operadores de redugao com
uma ordem parcial. Introduzimos conceitos e propriedades tradicionais de
sistemas de reescrita: forma normal, Church-Rosser, confluéncia local, entre

outros, através dos operadores de reducao.

Capitulo 5. Introduzimos o sistema abstrato de reescrita gerado pelos operadores de redu-
¢ao e verificamos as propriedades de confluéncia e Church-Rosser do produto

entrelacado entre operadores de reducao para a completacao.



Capitulo 2

Preliminares

Comegaremos introduzindo os sistemas abstratos de redugao tomados de [BO93| e de
[BN98|. Como o objetivo deste trabalho consta em estudar sistemas de reescrita da palavra
convergentes, falaremos de propriedades como terminagao, confluéncia, Lema de Newman,
pares criticos e completacao. Seguiremos com algumas relagoes de ordem que serao utiliza-
das no decorrer dos préximos capitulos e finalmente, estabeleceremos notagoes e algumas
propriedades das transformacoes lineares, como idempoténcia, composicao de transforma-

¢oes e matriz associada, entre outros.

2.1 Sistema de rescrita da palavra

Um Sistema Abstrato de Redugdo (SAR) é um par (A, —) onde — ¢é uma rela¢do binaria,
chamada de reducdo, sobre o conjunto A, isto ¢, =C A x A. Denotaremos (a,b) €— por
a — b. Neste trabalho estamos interessados em uma relacao de redugao sobre um conjunto

de palavras.

Definigao 2.1 (Alfabeto e Conjunto de palavras). A um conjunto finito X de simbolos
chamamos de alfabeto. Uma cadeia finita de simbolos formada por concatenagao é chamada

palavra. Denotamos o conjunto das palavras formadas pelo alfabeto X por X*.



A seguir introduziremos nocoes bésicas sobre uma relagao binaria definida sobre X™* x X*,
a chamada regra de reescrita (ou relagao de reescrita), que seré utilizada no restante deste
trabalho.

Definigao 2.2 (Regra de Reescrita e Sistema de Reescrita da Palavra).

e Uma regra de reescrita é um par ordenado (I,7) € X*x X* com (I, r) €—, usualmente

é denotado por (I — 7);
e Um sistema de reescrita da palavra (X* | R) é um conjunto de regras de rescrita.

Definicao 2.3 (Relagdo de redugao em um passo). Seja (X* | R) um sistema de

rescrita. A relagao de redugdao em um passo —r€ X* x X* é definida como:

u —pr v se, e somente se, existem x,y € X", e uma regra de rescrita (I - r) € R
tais que u = xly e v = xrY.
Uma palavra u € X* é chamada redutivel se, e somente se, existe v € X* tal que u — g v;

caso contrario, sera chamada de irredutivel.

Mostraremos no seguinte exemplo como calcular a paridade de adi¢oes miiltiplas de inteiros
como em [AC14].

Exemplo 2.1.1. Seja X = {i,p}, em que as letras p e i representam par e impar respec-

tivamente. Considere as regras de reescrita em R dadas por:

R = {(pp, p), (ii,p), (ip, 1), (pi, i)},

o conjunto de regras onde (pp,p) indica a regra pp —gr p que representa par + par reduz a

par.

Definigao 2.4 (Composigao de relagoes). Dadas duas relagdbes R C AxBe S C BxC

a composicao esta definida

RoS :={(z,2) e AxC|3Jye B.(z,y) € R e (y,2z) €S}



A partir da composicao da relacao — definimos:

i Jo

oL T e dn b |
= =

=

R
R

R

(@0 € A}
—Z>RO —R

Ui>0 _Z>R

0

—r U —r
HrU SR

{(y, )|z —r y}
—r U R

(<Rr)"

Reflexividade

(7 + 1)-composigao

Fecho Transitivo

Fecho Reflexivo

Fecho Reflexivo, Transitivo
Inversa

Fecho Simétrico

Fecho Reflexivo, Simétrico, Transitivo

O fecho reflexivo e transitivo =5 de — é chamado de relacdo de reducio gerada por R.

A relacio < pode se chamar também de fecho de equivaléncia.

Definicao 2.5 (Propriedades de —p). Seja (A, —x) um sistema de reducdo e —p a

relacao de reducao em um passo. Para u,v € A, definimos:

* L. , ~ .
1. Se u = v e v é irredutivel, entao v é chamado de forma normal de w.

2. As palavras u e v sao juntdveis, denotadas como u | v se, e somente se, existe w € X*

tal que u S p w < g V.

Defini¢ao 2.6 (Propriedades dos Sistemas de Redugao). Um sistema de redugao

(A, —r) ¢ chamado de:

e Terminante, se nao existe uma cadeia infinita de reducao da forma u; —g us —p - - -.

Normalizante se, e somente se, cada elemento tem uma forma normal.
Localmente confluente se, e somente se, v < u —g w, implica que v | w.
Confluente se, e somente se v < © — g w, implica que v | w.
Convergente se, e somente se, —>r é terminante e confluente.

Church-Rosser se, e somente se, ¢ < y implica = | y

O seguinte lema é uma caracterizagao de confluéncia:



Lema 2.1 (Lema de Newman). Uma rela¢io terminante é confluente se esta € local-

mente confluente.

Demonstragao. A prova pode ser encontrada em [BN9S|. U

Lema 2.2 (cf. Lema 2.1.8 [BN98|). Se uma relagao é normalizante e confluente, entio

todo elemento tem uma unica forma normal.

Demonstragao. A prova pode ser encontrada em [BN98|. U]

Definigao 2.7 (Par Critico). Seja (X* | R) um sistema de reescrita da palavra. Se
temos duas regras (I3 — r1), (lo — r2) € R que tem sobreposigao, isto &, l; = wylaw) (ou
ly = wylyw)) para palavras wy, w] (resp. wq,w)), entdao dizemos que o par (rq, wirsw}) é

um par critico, isto é, é o par de palavras onde ambas as regras foram aplicadas:

* ;X /
T ll = U)ll2’LU1 — W1Tr2Wy

Além disso, (X* | R) sera localmente confluente se todos os pares criticos sdo juntaveis
(Teorema 6.2.4 [BN98|). Entao se (X* | R) é convergente podemos obter uma tnica forma
normal para cada palavra , s é possivel determinar se duas palavas sao congruentes moédulo

R ou nao. Nesse contexto, estamos falando do seguinte problema de decisao:

Definigao 2.8. O problema da palavra (para sistemas de reescrita da palavra) é um pro-
blema de decisao para um SAR o qual esta definido como: para duas palavras u,v € X*,

“ 7. * .
decidimos se u <> g v se satisfaz.

O problema da palavra para um SRP (X* | R) finito e convergente depende da relagao de
reducao — g, e este é decidivel, isto €, é possivel responder se existe ou nao um caminho

de redugoes entre as duas palavras.

Assim dado um SRP R podemos nos perguntar se este é convergente. No caso que este
nao seja convergente, podemos tentar converté-lo num sistema convergente, que é o que

procura o processo de completacao.
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2.2 Relacoes de Ordem

Nesta se¢ao, relembraremos alguns conceitos basicos de relagoes de ordem, que serao usados
neste trabalho. Nogoes e notagoes foram retiradas de [BN9§| e [BO93].

Considere uma relagao binaria R € A x A. Chamamos a R de

¢ Reflexiva se, e somente se, para cada = € A, tem-se zRx.
e Antissimétrica se, e somente se, para cada x,y € A, se vRy e yRx entao x = y.
e Transitiva se, e somente se, para cada x,y,z € A, se xRy e yRz entao xRz.

e Dicotoma se, e somente se, para cada x,y € A, xRy ou yRx.

Uma relagao bindria R sobre um conjunto X é bem fundada, se para cada subconjunto

nao-vazio S C X, S tem elemento minimo com relacao a R.

Definigao 2.9 (Ordem total e Conjunto bem ordenado). Seja R uma relagao binéria
sobre X. A relacao R é chamada ordem total se esta é reflexiva, antissimétrica, transitiva
e conexa. Além disso, se R é uma relagdo bem fundada, entao dizemos que R é uma boa

ordem e X é um conjunto bem ordenado ou com uma boa ordenacao.

Definigao 2.10 (Ordem lexicografica). Seja X um alfabeto totalmente ordenado e

sejam v, w € X* com v = vgvy - - - U, € W = WoWy - - - W,y entao:
v <jep W Se, e somente se, existe k tal que para ¢ < k tem-se v; = w; e v, < wy.

Exemplo 2.2.1. Seja X = {z < y < 2z} se v = zyrz e w = xyyz, notamos que as
duas primeiras letras de ambas palavras sao iguais, portanto nosso k = 3 e neste caso

T =03 <W3=1Y € assim TYrz <jey TYYZ.

Definigao 2.11 (Ordem lexicografica com grau). Sejam v, w € X* com v = vgvy - - - U,

€ W = WoWy -+ W,y,. Entao:
U <deg—lex W S€, € somente se, |v| < |w| ouse |v] =|w| e v <jep w.

Onde | v | denota o numero de simbolos de v.

11



2.3 Conceitos Basicos de Algebra Linear

Nesta secao, descreveremos alguns conceitos de algebra linear que serao utilizados nos
proximos capitulos. Conceitos béasicos de espago vetorial, subespacos, base, dimensao,
transformacoes lineares, entre outros, serao assumidos, e defini¢oes formais nao serao dadas.

Mais detalhes podem ser encontrados em [Apo85|.

Definigao 2.12 (Espago Vetorial Gerado e Suporte). Sejam X um conjunto ndo vazio

e K um corpo.

1. Denotaremos por KX o espaco vetorial com base X. Cada elemento v do espaco
vetorial KX, com excecao do elemento neutro, denotado por 0, pode ser escrito
como uma combinagao linear dos elementos de X com coeficientes em K. Elementos

de X sao chamados de geradores de KX.

2. Para cada v € KX\ {0}, existem um tinico subconjunto finito S,, chamado de suporte

de v, e uma unica familia de coeficientes (\;).es, tais que

v = Z)\xﬂ

Q?ES’U

Um subconjunto nao-vazio V' C KX, que é espaco vetorial, é chamado de subespaco de

KX.

Definigao 2.13 (Transformagao Linear). Sejam V' e W dois espagos vetoriais sobre um
corpo K. Uma funcao T : V — W é chamada de transformacao linear de V em W, se tem

as seguintes propriedades:

1. T(x+y) =T(z) + T(y), para todo z,y € V;
2. T(ax) = aT(x), para todo x € V e todo a € K.
Estas duas propriedades podem ser consideradas numa expressao

T(ax +y) = aT(x) + T'(y). Também, se o espago W = V, entao a transformagao li-

near T é chamada de endomorfismo linear (ou operador linear).

12



Definigao 2.14 (Nucleo e imagem). Seja 7' uma transformagao linear de V em W.
Entao definimos os conjuntos nicleo e imagem de T (denotados por Ker(T') e Im(T),
respec.) por:

In(T) :={yeW |y=T(x) para z € V}

Ker(T) := {z € V | T(z) = 0},

onde 0 é o elemento neutro de W.

Sabe-se que o nicleo e a imagem de uma transformacao linear 7' : V' — W sao subespagos

de V e W respectivamente. A seguir U,V e W sao espacos vetoriais sobre K.

Definicao 2.15 (Composicao). Sejam 7' : U — V e S : V — W duas transformagoes
lineares. A composicao de S com T', denotada por SoT : U — W, é definida por:

[SoT](x) =S(T(z)), para todo x € U

Definicao 2.16 (Projetor). Um endomorfismo linear 7': V' — V' & chamado idempotente
quando satisfaz [T" o T)|(z) = T'(z), para todo x € V. Nos proximos capitulos, estaremos

interessados em endomorfismos lineares idempotentes ou também chamados de projetores.

A proposicao a seguir, mostra que a composi¢ao de transformagoes lineares é associativa.

Proposicao 2.1. Sejam T : U - V.S :V - W e R: W — X transformacgoes lineares.

Para cada x € U, temos
Ro(SoT)=(RoS)oT

Demonstragao. As duas transformagoes Ro (SoT) e (RoS)oT tem como dominio U e

como imagem X. Para x € U, temos:
[Ro(SoT)|(x) = R([SoT](x)) = R(S(T(x)))

[(RoS5)oTl(z) = [ReS|(T(x)) = R(S(T(x)))
Portanto, Ro (SoT)=(RoS)oT. O

Teorema 2.1. A composicao finita de operadores lineares € um operador linear.
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Demonstracao. SO6 precisamos mostrar que a composicao de dois operadores também é
um operador, dado que a composicao de transformacoes lineares é associativa. Sejam
S:V—=>VeT:V —V dois operadores, entao para z,y € V e a € K temos:

[SoT)|(ax +y) = S(T(ax+y))
= S(aT(x) +T(y)), pois T & operador
=aS(T(x))+ S(T(y)), pois S é operador
— alSoT)(z) +[S o T(y)

Portanto S o T é um operador. O

Definig¢ao 2.17 (Coordenadas). Seja V um espago vetorial de dimensao n e consideremos
uma base cujos elementos & = {ey,- - ,e,} sdo tomados numa certa ordem. Ao elemento

x € V', escrito como
n
r = E C;€q,
i=1

associaremos a n-tupla ordenada (cy,--- ,c,) de coeficientes de x, também chamadas de
coordenadas de x respectivas a base A, e denotada por [z]y,. Este pode ser expresso como

uma matriz coluna de tamanho n x 1:

&1
=7
Cn
Sejam V' e W espagos vetoriais de bases By = {ey,...,e,} ¢ Bw = {uy,...,un}, respec-

tivamente.

Definicao 2.18 (Matriz associada). Sejam 7' : V — W um operador linear. A matriz
associada a T & a matriz My = (t;j)mxn, cuja j-ésima coluna consiste das coordenadas

(t1;,t2), - ., tm;) de T'(e;) respectivas & base By :

tll tlj tln
tgl tg‘ tg
My = ! "
tmi e tmi e tom
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Além disso, para x € V', temos a matriz 1 x n dada por
[T'(2)]w = Mz - []v,
onde - é o produto matricial.

Definigao 2.19 (Monéide Livre). Um monoide (M, ®) é uma estrutura algébrica, onde
M é um conjunto nao vazio, ® uma operacao binaria interna sobre M que cumpre as

propriedades:

1. Para z,y € M, temos que z ® y € M.
2. Para cada x,y,z € M, temos que: (z®y)®z=2® (y® 2).

3. Existe e € M tal que para cada x € M, temos: e®@xr =r X e = x.

E um mondide € livre se cada elemento é uma finita sequéncia de zero ou mais elementos

de algum conjunto X como a concatenacao.

15



Capitulo 3
Operadores de reducao e propriedades

Neste capitulo, vamos introduzir os operadores de reduc¢ao que sao o conceito mais impor-
tante para entender a interpretagao linear dos sistemas de reescrita que queremos mostrar.
Para isto, primeiro usaremos algumas relacoes matricias que podem ser feitas devido a que
estamos trabalhando com operadores lineares. Esta relacao facilitaré alguns calculos, como
o calculo do nucleo de cada operador. Também, definiremos o conceito de base reduzida,
que nos permitira relacionar uma unica base a cada subespago para depois associar um

unico operador e assim poder definir a confluéncia através dos operadores.

3.1 Operadores de reducao

As nogoes principais, notagoes e resultados foram retirados do artigo [Chel8].

Definicao 3.1 (Gerador e Coeficiente Principal). Sejam (G, <) um conjunto bem
ordenado e v € KG \ {0}. O subconjunto nao-vazio S, de G' admite um elemento maximo,
denotado por 1g(v), chamado gerador principal e o respectivo coeficiente Ay, sera cha-
mado de coeficiente principal, Lc(v). Assim, pelo dito na Definigao 2.12 todo v € KG \ {0}

v:Z)\gg

geG

tem a forma
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Com o proposito de estender a ordem de G no espago vetorial, podemos induzir uma ordem

parcial em KG da seguinte maneira:

u <gg v se, e somente se, (u =0 e v #0) ou 1g(u) < 1g(v).

Definicao 3.2 (Operadores de redugao). Um operador de redugao relativo a (G, <) é
um endomorfismo linear idempotente 7' : KG — KG tal que T(g) < g. Denotaremos o
conjunto de todos os operadores de redugao sobre (G, <) por RO(G, <).

Definigao 3.3 ( Elemento T-reduzido). Para 7' € RO(G, <), um elemento g € G é

chamado T-reduzido sempre que T'(g) = g, e definimos os seguintes conjuntos:
Red(T) ={g € G| T(9) = g}
NRed(T") = (Red(7))”

Proposicao 3.2. Seja T' € RO(G, <) um operador de reducao. A imagem de T é o espago

vetorial gerado pelos elementos T-reduzidos, isto ¢,
In(7T) = KRed(T)
Demonstracao. A partir da Definicao 3.3 de elementos T-reduzidos, sabemos que g €

KRed(7T') é um elemento gerado pela aplicagao de T', entdo KRed(7") C Im(T).

Reciprocamente, seja w € Im(7T). Entao existe um v € KG tal que w = T'(v), vamos
a assumir por contradi¢ao que T'(v) ¢ KRed(T) portanto, T(T(v)) # T(v) o que é uma

contradi¢ao pois T' é idempotente.

O

Dado que nossos operadores de reducao sao operadores lineares, entao é possivel falar da

matriz associada a cada operador.

3.1.1 Matrizes de reducao

Sejam G uma base ordenada e finita, que pode ser denotada por G = {g; < g2 < -+ < gn},

T um endomorfismo de KG e M a matriz associada a T relativa a (G, <).
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A matriz de T' com relagao a base GG, chamada de matriz associada de T relativa a (G, <), é
tal que a j—ésima coluna é a matriz coluna com os coeficientes de T'(g;) com relacdo a base

de G como na Defini¢cao 2.18, como T' é um endomorfismo entao esta matriz é quadrada.
Agora vamos introduzir a definicao de matriz de reducao:

Definigao 3.4 (Matriz de redugao). Uma matriz M quadrada é uma matriz de redugao

se cumpre as seguintes condigoes:

(i) M é triangular superior e a diagonal da matriz contem s6 1 ou 0.
(ii) Se o elemento da diagonal é 0, entao os elementos dessa linha sdo iguais a 0.

(iii) Se o elemento da diagonal é 1, entao os elementos dessa coluna sao iguais a 0.

Lema 3.3. (Lema 2.16 [Chel8]) Toda matriz de redugio € idempotente!.

Demonstragao. Seja M = (m;)nxn, uma matriz de reducdo, e considere a matriz A =
M - M. Temos A = (aij)nxn tal que:

n
Q5 = E MMy 5
k=1

Vamos mostrar que a matriz A = M, isto ¢, que a;; = m;; para todo ¢, = 1,...,n.

Observe que, para 1 < i < n, temos:

Como M é uma matriz de reducao, para 1 < k£ < n temos que m; = 0. Assim
mamy; = 0 e, portanto, a;; = 0 = m;;. Nesse caso, as linhas cuja diagonal em M ¢é

0, s@o iguais na matriz A.

(ii) Se my =1, como A = M - M, entao para 1 < j < n temos que:

ajj = E Mk Mg =+ T30
kti
= E Mk Mg + Mij
kti

aqui temos dois casos:

'Uma matriz M é idempotente sempre que M - M = M.
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(a) my = 0, caso em que k < i (condigao (i) da Definigdo 3.4) ou que k > i e

T(gx) = gk, entao a;; = m;; assim as linhas nesse casso sao iguais.

(b) mix # 0, entdo m;; = 1 e dessa forma pela condigao (éi7) da Definigdo 3.4
myr = 0 e pela condigao (i) my; = 0 para 1 < j < n, que é m;my; = 0 de onde

jj = Mij
Assim as linhas de M e A sdo iguais, com o que A = M portanto M é idempotente. [

Desta maneira podemos mostrar o resultado principal desta sec¢ao:

Proposigao 3.3. (Proposi¢ao 2.1.7 [Chel8]) Seja G um conjunto finito Um endomorfismo
linear T de KG é um operador de reducgao relativo a (G, <) se, e somente se, a matriz de

T associada a (G, <) € uma matriz de redugao.

Demonstragao. (=) Suponha que T é um operador de redugdo. Mostraremos que a matriz
associada ¢ uma matriz de redugao. Pela Definicao 2.18, a matriz M associada a T ¢ a

matriz cuja j-ésima coluna tem coeficientes 7'(g;) com relagio a base G.

Seja G ={g1 <--- < gj <--- < gn}. Pela definicdo de T, temos T'(g) < g. Dessa forma,
T(g;) < gj e na base temos T'(g;) = Mjor + -+ Xjj9; +0-gjp1 +---+0- gy, assim para
© < j temos que m;; = 0, isto é, a matriz coluna

Portanto cumpre a condi¢do (i) da Defini¢ao 3.4.

Além disso, se temos que g; € Red(T), entao T'(g;) = g;. Assim, temos que \j; = 1 e
escrito na base G seria T'(¢g;) =0-¢g1+---+g;+0-gj+1+---+0- g, desta maneira cumpre-
se a condicao (4i) da Definicao 3.4. Por tdltimo se g; € Nred(T'), neste caso a diagonal
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€0, e parai < j mj; = 0 jd que a matriz é triangular superior e pela Proposi¢ao 3.2 a
imagem ¢é gerada pelos T'-reduzidos entao para 7 > j temos que m;; = 0, assim toda a linha
compoe-se de 0, ou seja, cumpre a condi¢ao (7ii) da Defini¢do 3.4 e portanto M é uma

matriz reduzida.

<) Reciprocamente, vamos a supor que a matriz associada a 7' é uma matriz reduzida,
pelas condigoes (i — iii) da da Definigao 3.4, temos que T'(g) < g e pelo Lema 3.3 como M
¢ idempotente temos:

=M -M- [U]KG
= M- ['U]KG
=T(v)
Assim T é idempotente e portanto 7' é um operador de reducao. [l
Agora vamos mostrar alguns exemplos:
Exemplo 3.1.1. A matriz:
2
1 3 0 =
0000
0010
0000

€ uma matriz reduzida sobre K = R.

Exemplo 3.1.2. (Ezemplo 2.1.8(3) [Chel8]) Como uns dos focos € o sistema de rescrita
da palavra, consideramos o mondide livre X* gerado pelo alfabeto X = {x <y < z} com a

operagao de concatenacao e sujeito as duas sequintes relacoes yz = x e zx = xy.

O conjunto X* € totalmente ordenado pela ordem deg-lex da defini¢ao 2.11, de onde neste
caso temos:

X <deg—l6x yz ja’ que |IL’| < |yZ| €
Y <deg—iex 2T devido a que |vy| = |zz| e x < 2,

assim o endomorfismo de KX* definido na base por:

S(yz) =x e S(zx) =2y e S(w) =w para w e X*\ {yz, zx},
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¢ um operador de reducao dado que S € linear por estar definido na base. S € idempontente

e 5(S(y2)) = S(x) = v = S(yz)

e S(S(zz)) = S(zy) = 2y = S(zx)
Finalmente, S tem a propriedade S(w) <geg—iex W

o S(2x) = 2Y <deg—iex 2T

b S(yZ) =T <deg—lew Yyz

3.2 Bases de reducao

Defini¢ao 3.5 (Base de redugao). Seja V' um subespago de KG. Uma base & de V é

chamada base de redugao se satisfaz as seguintes condicoes:

1. Para cada e € A, 1c(e) = 1.
2. Dados dois elementos e e ¢’ distintos de %, 1g(e’) nao pertence ao suporte de e.

Exemplo 3.2.1. (Exemplo 2.1.12 [Chel8]) Sejam G = {g1 < g2 < 93 < g4} ¢ V C KG

um subespago tal que V' = (vy, va,v3), onde:

V1 =092 — 0
V2 = g4 — g3

V3 = g4 — 92

Temos os sequintes suportes S, parav € V: Sy, = {g1,92}, Svo = {93,914} € Suy = {92, 94}

Dado que 1g(vy) = 1g(v3) para elementos distintos, entao a base B = {vy,v9,v3} ndo €
reduzida. Mas, no Ezemplo 3.2.3, vamos mostrar que B = {g2 — ¢1,93 — 91,914 — g1} €
base reduzida para V. O processo para gerar uma base reduzida para V serd dado pelo

Teorema 3.2.
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Observacao 3.1. Dados dois elementos e e €' de uma base reduzida A, pela Condicao 2
da Defini¢ao 3.5, sabemos que 1g(e') € Se, assim 1g(e) # 1g(¢’).

Desta maneira o seguinte conjunto fica bem definido.

Definicao 3.6 (Conjunto de indices). Sejam V' C KG e Z uma base de V. O conjunto

G ={1gle) | e € %}

serd chamado de conjunto de indices da base A.

Pela Definigao 3.6, pode-se escrever a base 4 de V como # = (e,) Note que para

geG-
cada g € G, temos que 1g(e,) = g. Além disso, todo elemento v € V' pode ser escrito como
combinacgao linear dos elementos de %:

v = Z Ag€q
geq
Definicao 3.7 (Conjunto indicador). Sejam V' C KG e (ey) e uma base reduzida de
V. Para cada g € G, o conjunto

Vo={weV | 1lgw) =g}

serd chamado de conjunto indicador de g.

A seguir verificamos que os conjuntos indicadores V,, V,, e V,, do Exemplo 3.2.1 sao nao-
vazios.

Exemplo 3.2.2 (Cont. Exemplo 3.2.1). (Exemplo 2.1.12 [Chel8]) Considere o subspago
V = (v1,09,03) com vy = ga—g1,V2 = gs—gs € V3 = ga—¢ga. Note quev; € V e 1lg(vy) = go,
entdo vy € V,,. Similarmente, vo,vs € V' com 1g(vy) = 1g(vs) = g4, e entao vg,v3 € V,.
Observe também que se tomarmos vy, como
Vgy = U3 — Vg
= 91— 92— (91 — g3)
=03 92

Temos que 1g(vg,) = g3 e portanto, vy, € Vy,.
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Proposicio 3.4. 1. V, # 0 se, e somente se, g € G.

2. Se By = (eg)gei, € $2 = (€g),eq, duas bases reduzidas de V', entdo os dois conjuntos

G1 e G5 sao iguais.

Demonstragio. 1. Seja B = (e€}),cq uma base reduzida para V. Para g € G, V, # ()
se, e somente se, existe um w € V tal que 1g(w) = ¢ (i). Como # ¢é base para V,

temos que:

w= Z pgeg, (i)

g'eCG
De (i) e (i1), segue que e, € &, com 1g(e,) = g . Logo, g € G, e o resultado segue.
2. Vamos a supor que Gy # G, assim existe algum ¢* € G com lg(e*) = g* e e* na
base %, que nao esta em G w.lo.g., deste jeito pela parte 1, temos que Vgo £ 0D e

de novo pela parte 1 agora aplicado na base %, como V- # ) entao g* € G5, mas

isso é um absurdo. Portanto C~¥1 = é’g

O

O seguinte teorema garante que cada subespaco de V' de KG, tem uma tinica base reduzida.
A ideia da prova consiste em construir a base reduzida indutivamente tomando cada
elemento de g na ordem de GG, e analisando se ele gera ou nao os elementos de V', para logo

criar cada elemento da base de modo que cumpra as condigoes da Definicao 3.5.

Teorema 3.2. (Teorema 2.1.13 [Chel8]) Seja (G, <) um conjunto bem ordenado. Cada

subespaco de KG admite uma unica base reduzida.

Demonstracao. Seja V' C KG. Vamos construir uma base reduzida para V por inducao
sobre G.

Como G é bem ordenado, existe um elemento minimo gy de G.

Caso Base. Se V,, = 0, definimos %,, = ). Caso contrario, V,, = {w € V' | 1g(w) = go}

é nao-vazio, e o proprio gy estd em V. Neste caso, considere o conjunto %A,, = {go}-

Passo Indutivo. Seja g € G. Vamos assumir por hipotese de inducao que, para cada

g' < g, temos construido o conjunto %, cumprindo as seguintes condigoes:
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1. Para cada g’ < g, o conjunto %, contém no maximo um elemento.

2. Considere o conjunto I, dado por:
I,={deG | ¢d<g e B,+#0}
Para cada ¢’ € I,

(a) O tnico elemento e, de %, pertence a V.
(b) lgley) = ¢ e Le(ey) = 1.

(c) Para g € I, tal que § # ¢', entdo g ¢ Sey-
(d) O conjunto Vy CK{e; | g€ I,}.

A condic@o (a) é para garantir que estamos gerando uma base para V. Precisamos
da condigao (b) para garantir a parte 1 da definigao de base reduzida. A condi¢ao (c)
garante a parte 2 da definigdo de base reduzida e precisamos da condigao (d) para
garantir que em cada passo até o elemento g € G o conjunto B’ = Ugelg B; esta

gerando o subespaco correspondente de V.

Vamos construir %,:

e Suponha V, = ().
Pela definicao da base restrita para g, %, = 0.

e Suponha V, # 0.
Afirmacao: Existe v, € V, com 1lc(v,) = 1.

A existéncia de tal elemento pode ser garantida se tomamos v;, € V, tal que 1c(v)) =
a que é
vy =D Hyd +ag
gel
onde cada g" € J ¢ menor que g. Note que v, € V;, portanto pela defini¢ao 1g(v;) = g.
Como a € K, existe f = a~! € K e o elemento

By =Y Buyg + Bag

g'eJ

= Biyd +9,

g'ed

(3.1)
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observe 1g(Bv;) = g, Bv, estd em V,, além disso 1c(fv;) = 1. Tome v, = pv;, por
(3.1) e como 1g(vy) = g, v, admite a decomposicao:

vg=g+ Y pgd (3.2)

g'eJ
Definimos a %4, = {e,} com:
€g = Vg — Z Hg €g' (3.3)
g'€ly

56 temos que mostrar que para %, se cumprem todos as condigoes anteriores:

1. Esta construcao %, tem s6 um elemento.

2. (a) O tnico elemento e, de %, pertence a V.
Como v, € V, C V, pela condicio 2(a) da hipotese inducdo para ¢’ < g
ey € V. Portanto 3 ., pyey €V e pela equagao (3.3) e, € V.
(b) 1a(e,) = g ¢ Loley) = 1.
Dado que por inducao 1g(e,) = ¢’ para cada ¢’ < ¢g. Entdo, na soma em
(3.3) cada elemento gerador ¢ menor que g e pela equagao (3.2) 1g(v,) = g,

portanto 1g(e,) = g e pela construgao de e,, temos que lc(e,) = 1.

(c) Por 3.3, para cada ¢’ € I, entao ¢’ € S, :

€g = Vg — E , Hg €y’

g'€ly
=g+ Z ped — Z Lgeq, pela equacao 3.2
g'eJ g'€ly
=g+ > pgd =Y pgld —eg),
g'ei—I, g€l
E

_ . 1 :
Como ey = ¢ + delg, n3g € a representacao pela base G, continuamos a

computacao, chamando a ultima expressao da igualdade de Eg:
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Eg=g+ Y pngd =Y pg |9 = |9+ 057

geJ—I, g'e€ly gely
/ —
=g+ E Hg'g — E Mg’ E U
g'eJ—1I, g'€ly g€l y

De onde na primeira somatéria os ¢ € J —Jy,que éos g € J e g ¢ I e
na segunda soma g # ¢’ isto que ja que cada elemento de I, é menor que
g', portanto g’ € S, .
Vo, CK{es | g€ 1,} ®Ke,.
Seja v € V,, entdo v € V e 1g(v) = ¢g. Assim,

v=">Y ngg +1c(v)g,

g'eJ

onde segue

v—1lc(v)ey =Y g +1lc(v)g—1c(v) | > pgg’+g

g'eJ g'eJ—1I,
/ /"
= an,g +1c(v)g — Z lc(v)pgrg” —1c(v)g
g'ed g'eJ—1,
= g — Y Lc(v)pgg”
g'eJ g'eJ—1I,

Portanto, v — 1c(v)e, € V e 1g(v — lc(v)e,) < g, dado que nos dois so-
matorios todos os geradores ¢° € J sao tais que ¢’ < g. Pela hipotese de
indugao

v—1c(v)eg € K{eg | g€ Ly},

e assim v = (v — 1c(v)e,) + 1c(v)e, € K{e, | g € 1} @ K{e,}
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(Existéncia) Tome a base reduzida dada por £ = {J o %,-

Como Vi C K{eg, g € I,} entdo em cada passo (., B estd gerando Vy para ¢’ € I,

Além disso, temos que? V' = | | . V;, devido ao fato de que 1g(g) # 1g(g’) entao vyNvy = 0

dois a dois. Por tltimo como cada gerado principal é distinto dois a dois, entdo (e ) e

onde G = U gec 1y s20 linearmente independentes pois:

Z)\geg =0

e

Z)\g Zug/g'+g =0

gelG g'€ly

para isto acontecer ou A\, = 0 ou Zg,elg tyg + g = 0 mas como ¢ < g para todo ¢’

entao Y- cr fyg + g # 0, assim Ay = 0. Logo, o conjunto # = (ey) e forma uma base

reduzida.

(Unicidade) Sejam %, = (eg) e By = (ey) bases reduzidas de V.

geél g€G2

Pela Proposicio 3.4, temos que Gy = Gy, e assim %, = (€g)gei € Pa = (€g),eq- Vamos

/ o /
€, — €g = E A€y

g'el

p -
supor que e, # e,, entao

a decomposi¢ao na base %,. Temos pela definicao de gerador principal que

/ j—

16(¢) — ) = mar{I} = g

e, pela definicdo do conjunto G, segue que g € G. Agora, nenhum elemento de G esta

/
g

eg—9,€,—g € K(G)¢ e, portanto, ey—g—(eg—g) =€, —e,4 € K(G)¢ que é 1g(e,—ey) € Ge.

no suporte de e, e de e com execao do g pelacondi¢ao 2 de base reduzida, de onde

Mas é um absurdo pois 1g(e, —e,) € G. Assim, para cada g € G,vale eg = €,, 0 que implica

B = By, e o resultado segue. O

Vamos mostrar como construir uma base reduzida a partir de um subespaco.

2| | denota a unido disjunta
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Exemplo 3.2.3. [Continuacdo do Exemplo 3.2.2] Ainda considerando o conjunto gerador
G ={g1 < g2 < g3 < ga} e o subespaco V- = (v1,v9,v3) com v1 = go — g1,V2 = G4 — g3 €
v3 = g4 — go. Agora usando o Teorema 3.2 vamos a gerar uma base reduzida para V.

e Primeiro tomamos o menor elemento de G, no caso ¢g.

Como Vy, ={w € V | 1g(w) = g1} = 0, tomamos o conjunto B, = 0. Desta forma
temos que:
Iy ={9'€Glg <g e By #0} =0,
jd que nao existe g € G tal que g’ < g;.
e Agora, considere o conjunto I, ={g € G| ¢ < g e By #0} =0. Como g1 < go
e By, =10, temos que I, =.

No Ezemplo 3.2.2 verificamos que Vy, # 0, pois vy € V,,. Como 1c(vy) = 1, sequindo
a constru¢ao da prova do teorema, a identidade (3.3) nos dd

€gy = V1 — E Hg'€gr = U1,

g'€lg,

pois, pelo item anterior, verificamos que I, = 0. Logo, By, = {ez} = {v1}.

e O conjunto I, ={g € G| ¢ <gs e By #0} = {92}, pois g» < g3 ¢ By, # 0.
Verificamos no Exemplo 3.2.2 que Vg, # 0, e que vy, = g3 — g2, com lc(v,,) = 1.
Note que, da identidade (3.1)

Ugs = 93 — 92
=g3+(=1)g2
e pg, = —1. Além disso, da identidade (3.3), temos que

€gs = Ugs — E Hg €g

g'€lgq
=93 — G2 — Hgy€q,
=93 — g2 — Hg U1
=g3— 92— (=1)(92 — 1)
=93 — g1

Entao, tomamos ABy, = {e4,}.
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o O congunto Iy, ={¢d € G| ¢ <gs e By # 0} = {g2,93}. No exemplo anterior,

verificamos que V,, # (0, pois contém o elemento vs:

U3 = g4 — 92
=ga+ (—1)g2 + 0gs

Da identidade 3.1, temos pg, = —1 € pg, = 0. Para manter os indices, tomaremos

Vg, = v3. Como 1c(vy,) =1, podemos gerar ey,
€91 = Vgs — E Mg Eq'
g'€ly,
=94 7 92 7 Hg2€gp ™ Hygs€ys

=04 — G2 — (_1)692 — Oeg,

=g1s—ga — (—1)eg,
=0gs—g2— (=1)un

= 91— 92— (=1)(92 — 1)
=94 — g1

Entao tomamos By, = {e,,}

Finalmente como jd se usaram todos os elementos de G entao:

Z U%g:%mu%muﬂ%u%’ﬂ

geG
= {6927 €gs3; 694}

={92— 1,95 — 91,94 — 91}

Como para todo i = 1,...,4 valem: 1c(ey,) = 1 e 1g(e,,) # 1g(ey,) parai # j. Concluimos
que B = (eg) 4eq € uma base reduzida para V', onde G = {92, 93, 94}

Teorema 3.3. (Proposi¢ao 2.1.14 [Chel8]) Seja V- C KG. Entao existe um unico operador
de reducio T tal que Ker(T) =V e G = NRed(T'), onde (eg)ge € uma base reduzida de V.

Demonstragdo. Seja % = (e,) . uma base reduzida para V.
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(Existéncia) Considere o endomorfismo linear 7' : KG — KG sobre a base G definido

por:

T(g) ==

{g—eg . segeCG (3.4)

g , se g € (G)F
1. T é um operador de reducao:

(a) T é idempotente:

T(g—eg) ,segeé

(T°Tx”;:{T@> sege (@)

temos que T'(g — e,) = g — €4, pois

g—eg=9- [Zﬂg’g/"’—g] = ugd,

e para g* € G, por ser base reduzida ¢* ¢ Se, €9 & G, logo, pela definicdo de
T,T(¢') = ¢ para todo ¢’ na soma

T(g—e,) = T(g - [Z 1yd + g} ) pela representagao de e,
—T(g) — [Z g T(g) + T(g)], T ¢ linear
—=g+T(g) - [ZugIT(g/) +9+T(9)}
=g- [Zugfg’ +g]
—g—e,
Entao

g — €g ,segeé
ToT = -
(T>T)(9) {g e g (G

portanto T'(T'(g)) = T(g).
(b) Para g € G, temos que T'(g) < g:
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De fato, para g € (G)¢ temos que T(g) = g. Agora se g € G, obtemos
T(g) =9 —¢
T(g) =g — [Zugfg’ + g]
= g, ondeny = —puy

pela ordem induzida depois da Definicao 3.1 em KG, como ¢’ < g para todo
9" € [Se, \ {g}] entdo 1g(T'(g)) < g = 1g(g) e portanto, T(g) < g-

por conseguinte, por (a), (b) e (¢) temos que T' € RO(G, <).
2. Vamos mostrar que Ker(T) =V
o Sejav €Ker(T) ={veKG | T(v)=0}.Parav=>

T =T <Z )\gg)

geG

geG Agg temos:

= Z AT (g), Té linear

geG

=Y NT(9)+ Y AT(g), poisG =G (G)E

geG ge(G)e

= Z Ag(g —€9) + Z AT'(g)

geCG ge(G)e

= Z Agg — Z Ageg + Z AT ()

geG geG ge(G)e

= Z Agg — Z Ag€q + Z Agg, pela defini¢ao de v
ge@ gelG ge(@)c

:v—Z/\geg

gEG‘

como v € Ker(T'), v — > .z A6y = 0 implica que v = 3° 5 \se, € V. Assim
Ker(T) C V.
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e Paraz € V temos que z tem a forma ) s g€, para a respectiva base (eg),ca-

Aplicando o operador T"

Z Hg€q

geG

= Z 1T (eg)

geG

=D _uT (9 +) Agfg’>

geG

Assim V' C Ker(7'),e o resultado segue.

3. Agora vamos mostrar NRed(T) = G

g € NRed(T') se, e somente se, g # T(g), pela Definigao 3.3
se, e somente se, —(g="T(g)),

se, e somente se, ¢ € G pela definicao do operador T" neste teorema

(Unicidade) Sejam T} e Ty operadores tais que Ker(77) = V' e Ker(T) = V, sem perda

da generalidade, podemos definir:

Ti(g) = g—e,  segeqG
R ,se g € (G)F
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Ty(g) = g—e, ,seg€C
R , se g € (G)°

Devido a que sao dois operadores distintos, além disso:

e, =9—(9—¢)
=g —T1(g) sempre que Ti(g) # g.

eg=9—(9—¢)
= g — T5(g) sempre que Ty(g) # g.

Logo obtemos que:
%1 =1{9—"Ti(9) | T1(9) # 9}

%> ={9—T2(9) | T2(9) # 9},
seriam duas bases reduzidas para V', pelo Teorema 3.2, existe uma tunica base reduzida
para V', portanto {g — Ti(g) | Tu(9) # 9} = {9 — Ta(9) | Ta(g9) # g}, ou seja, Ta(g) # g
se, e somente se, To(g) # g, que é equivalentemente 16gico com T} (g) = g se, e somente se,
T>(g) = g. Assim Ti(g) = T»(g) e como o g é arbitrario, entao T} = Ts. O

Observagao 3.2. O Nicleo pode ser visto como a aplicagdo Ker : RO(G, <) — S(KG)3,
definida como Ker(T) = V.Pelo Teorema 3.3 para cada subespago V' existe um operador
T,ou seja, a aplicacao nicleo € sobrejetiva, e como € unico entao também seria injetiva,
isto € existe uma bije¢ao entre RO(G, <) e S(KG).Deste modo, existe uma fun¢ao inversa
Ker™', que chamaremos de 6. E onde 0 : S(KG) — RO(G, <) tal que para V com base de
redugdo (eg),car

g—eqg ,8€g¢€ G

T(g) =

g ,se g € (G)
Proposicao 3.5. Sejam G = {g1 < ... < gn} e T €RO(G,<). Entdo (9—T(g)),cq € uma
base para Ker(T).

3S(KG) denota o conjunto de subespagos de KG.
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Demonstracao. Pela Proposicao 3.3 existe M matriz n X n de reducao associada a T cujo

niicleo é gerado pelo espago nulo da matriz M = (a;;)nxn. Assim temos que resolver
M-X =0,

onde X é o vetor coluna com entradas x1, - - - ,x,. Desta forma quando na diagonal k-ésima
tem um 0, entao essa linha é uma linha de zeros e portanto zp é uma variavel livre, de

onde associamos o parametro s,. Agora existe algum [ tal que ay = 1 por ser M matriz

de reducao, e de igual forma a; = 1, de onde obtemos a equacao z; + x, = 0, isto é,
r; = —xp = —S;. Deste modo obtemos que

T T 0 I

Iy — Sk -1 0

T Sk 1 0

Tn Tn 0 T,

Pela base G obtemos que g — g; ¢ um gerador, com 7'(gx) = ¢;. Portanto gy — T'(gx) é um
gerador e, como T'(gi) # gk, entdo g, € G. Assim, (g — T(g)) jeq € uma base para o espago

nulo, isto é uma base para o nicleo de T O
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Capitulo 4
Obstrucoes e Confluéncia

O principal objetivo deste capitulo é definir a confluéncia através dos operadores de redu-
¢ao, para este fim, definimos uma ordem parcial em RO(G, <) e induzimos um retriculado
para que com o infimo de todos operadores e definir a confluéncia mediante o conjunto
de obstrucoes. Ja definida confluéncia, definiremos a propriedade de Church-Rosser e a
confluéncia local para obter uma versao do Lema de Newman (Secao 4.3) através dos ope-
radores de reducao. Estas definicoes sao feitas através das formas normais e da ordem

multiconjunto, uma boa ordem definida em KG.

4.1 Uma Relacao de Ordem Parcial

Considere a relagdo < sobre RO(G, <) definida por:

Ty < Ty se, e somente se, Ker(7T,) C Ker(77) (4.1)

A seguir Ty, Ts e T3 sdo operadores de redugao sobre (G, <) arbitrarios.

Proposicao 4.6. A relagao < € uma relagao de ordem parcial.

Demonstracao. Verificaremos que a relacao < é reflexiva, antissimétrica e transitiva.
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o < ¢ reflexiva:

Como Ker(T}) = Ker(1}), temos que 17 < T}

e < é transitiva:
Suponha que 77 < Ty e To = T3. Pela definigdo de < temos que Ker(73) C Ker(T})
e Ker(T3) C Ker(7) respectivamente. Pela transitividade da inclusdo obtemos
Ker(T3) C Ker(T}), que implica T} < T5.

e =< ¢ antissimetrica:

Suponha que T} = Ty e Ty, < T. Entao pela defini¢ao de < temos Ker(73) C Ker(T})
e Ker(T}) C Ker(T), respectivamente. Portanto, Ker(7}) = Ker(7,) que implica
Tl == TQ.

O

Lema 4.4. (Lema 2.1.18 [Chel8]) Sejam Ty e Ty dois operadores de redugao relativos a
(G, <) tais que Ty = T. Entao, Red(T1) C Red(T3).

Demonstragao. De Ty < Ty temos que Ker(Ty) C Ker(7;). Pelo Teorema 3.2, Ker(T5
Ker(T1) tém bases reduzidas %) = (¢g) e, € $a = (€y) jeq,, respectivamente, e Red(T7) =

(G1)° e Red(Th) = (Gy)°.

Observe que se (Ker(T})), # 0 entdo existe x € Ker(T}) tal que 1g(z) = g se, e somente

se, g € Gy, e desta forma:
{9 € G| Rex(Th), # 0} = G,

{g eG ’ Ker(Tg)g 7é @} = ég.

Por hipotese Ker(T,) C Ker(7}), portanto Gy, C Gy o que implica que (G1)¢ C (Gy)¢ e
entao Red(77) C Red(T3).

Uma caracterizagao a partir da defini¢ao anterior:

Proposicao 4.7. Sejam Ty e Ty dois operadores de redugao relativos a (G,<). Entao
T, =15 se, e somente se, T1 0Ty =1T7.
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Demonstracao. (<) Suponha T} o T, = T;. Entdo, para todo z € KG, vale
Ty o Ty(z) = Th(T3(x)) = Th(x)
Em particular, para 2’ € Ker(7») C KG, temos:

Ty o To(2') = Ty(Te(7')) = Ty («)

Ty o Ty(2') = Th(To(2)) = T1(0) = 0,

de onde se deduz Ti(2') = 0 e, portanto ' € Ker(77). Como z’ é arbitrario, temos que

Ker(Ty) C Ker(1}1), o que pela definigao de <, implica que T} < T5.
(=) Suponha que 77 < Ts.

Pela prova do Teorema 4.4, temos que Gy C Gy, e pela definicdo de T no Teorema 3.3 para

T1 o Ty temos os dois seguintes casos

1. Se g & G5 entéo

Ti(Tx(g)) = Ti(9)

Observemos que e, € Ker(77) ja que:

Ti(ey) =Ty (g + Z )\g/g’)
=Ti(9) + Y _ATil)
=g— eg—|—Z)\g/g’, pois ¢’ & Gy
=e;—¢€3=0
2. Se g € G entdo

Ti(Tx(g)) = Ti(g — ey)
=T1(g9) — Ti(ey)
=T (9)
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Estrutura de Reticulado para RO(G, <)

Um reticulado é um conjunto A dotado de uma relagao de ordem parcial na qual para todo

par de elementos do conjunto existe um tnico infimo e um unico supremo.
Se equipamos RO(G, <) com ordem parcial < definida na equagao (4.1) e definindo
Ty NTy = 0(Ker(11) + Ker(T3))
Ty V Ty, = 0(Ker(T)) NKer(Ty))
Mostraremos que o par (RO(G, <), <) é um reticulado com infimo 7} A T3 e com supremo
TV Ts.
Proposicao 4.8. Os operadores Ty ATy e T1 V T5 sao o unico infimo e o unico supremo

com a ordem =< de T e Ty respectivamente.

Demonstracao. Dado que Ker(T}) + Ker(T3) e Ker(7}) N Ker(T3) sdo dois subespagos ve-
toriais, entao 17 A Ty e 11 V Ty estao bem definidos e sao tnicos pelo Teorema 3.3 e pela

Observagao 3.2. Além disso, temos

o Ker(T} A Ty) = Ker(f(Ker(Ty) + Ker(T3))) = Ker(7)) + Ker(T) C Ker(7;), para
1 = 1,2 que pela definicao na Equagao 4.1, obtemos T) AT, X T; para ¢ = 1,2, ou
seja, é o infimo.

o Ker(T;) C Ker(T}) NKer(Ty) = Ker(f(Ker(T1) NKer(7y))) = Ker(Ty V T3), para
1 = 1,2 que pela definicao na Equacgao 4.1, obtemos T; < 17 V 15 para i = 1,2, ou

seja, € 0 supremo.

Portanto obtemos um reticulado sobre o conjunto RO(G, <).

Exemplo 4.1.1. (Ezemplo 2.2.21 [Chel8]) Seja G = {g1 < g2 < g5 < g4} ¢ P = (11, T3)

onde
1100 1 000
0000 0101
T1 - T2:
0011 0010
00 00 00 0O
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Ty NTs

infimo e supremo de T; e T»

Vamos calcular o infimo de Ty e Ty, para isto calcularemos primeiro Ker(T)) e Ker(T3) a

partir das respectivas matrizes de redugao, achando os geradores do espac¢o do nicleo:

o O O =

o O O =

o = O O

o = O O
> >
w ()

o O O O

pelo produto de matrices obtemos

A1+ Ao
0
A3+ Ay
0

o O O O

KG KG

Como as varidveis livres neste caso sao Ay € Ay, entao associamos um pardmetro para cada

uma como seque Ao = s e \y = t. Pela 1qualdade de vetores temos que Ay + Ay = 0 que €

AM=—-X=—s5sed3+ X =0 que é \3 =—Xy = —t. Portanto o vetor solu¢ao é
—s —1 0
i o []kc + t[y]
=5 = s|x
4 0 1 KG YIkG
L KG 0 KG 1 KG

Ou seja, o nicleo é gerado por (go — ¢1) e (g4 — g3), devido a x ey eram as coordenadas

na base {g1, go, 93, g4} isto é, Ker(T1) = K{g2 — 91} ® K{g4 — g3}. De manera andloga
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achamos que Ker(Ty) = K{gs — g2}, assim Ker(T}) @ Ker(13) estaria gerado pelos vetores

V1 =02 — 01
Vg = g4 — g3
Vg = g4 — 92

Cuja base reduzida foi achada no Exemplo 3.2.3. A base (eg),cc: = {92— 91,93 — 91, 94— g1 }
€ a base reduzida de Ker(T)) @ Ker(Ty). Por dltimo calculamos 0(Ker(T1) @ Ker(T3)):

sege G

_ ) 9—¢€
(Th NT)(g) == { g , se g€ (é)c

calculamos para cada elemento de G, pela defini¢ao no Teorema 3.3 temos que G = {g €

G | 1g(eg)} = {1e(g2 — 1), 18(9s — 91), 18(94 — 91)} = {92, g3, 9a}, assim
o (i AT3)(91) = o
o (AT)(g2)=92—€p, =92 — (92— 1) = ¢
o (TiNT2)(93) =93 — s = 93— (93— 1) = ¢
o (I'NT3)(9s) =9ga—€g, =91~ (92— 1) =

Cuja matriz de redugdo é

1111
0000
BAL=1000 0
0000

O infimo de Ty e Ts.

4.2 Obstrucoes

Nesta secao introduziremos o conceito de obstrugoes, que seré construido a partir do con-
junto Red(F'), para F' C RO(G, <), e Ker(T'), para cada T' € F. Esta nogao ¢ fundamental
para determinar a confluéncia, a propriedade Church-Rosser, confluéncia local a partir dos

operadores de reducao.
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Definigao 4.1. Seja F' um subconjunto de RO(G, <), definimos:

Red(F) = () Red(T)

NF =0 <Z Ker(T))

TeF
Para cada T € F, temos AF < T, devido a que pela defini¢ao

Ker(AF') = Ker (9 (Z Ker(T))) = Z Ker(T) (4.2)

TeFr

o que significa que para cada T € F, se T(x) = 0 entdo AF(xz) = 0 que é Ker(T) C
Ker(AF'), que pelo lema temos entdao Red(AF) C Red(7") entao para cada T' € F, que esta
incluindo em Red(F') assim definimos:

obs" = Red(F) \ Red(AF)

Definigao 4.2 (Cofluéncia). Um subconjunto F' de RO(G, <) se diz confluente se obs =
0, isto é, se Red(F') = Red(AF).
A seguir ilustramos os resultados com alguns exemplos.

Exemplo 4.2.1. (Exemplo 2.1.21 [Chel8])

Seja G ={q1 < g2 < g3 < ga} e F=(T,T5), onde :

1100 1 000

00 0O 0101
T1 — T2:

0011 0010

00 0O 00 0O

como a coluna j-ésima representa a coordenadas de T'(g;) temos que T1(g1) = g1, T1(g2) =

g1, T1(g3) = g3, T1(g94) = g3 ou seja Red(Ty) = {g1, 93}, argumentando da mesma forma
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pela matriz Ty obtemos Red(Ts) = {g1, 92,93}
Portanto:

Red(F) = () Red(T)

= Red(Tl) N Red(Tg)
= {91793} N {91792793}
= {91,93}

e pelo Exemplo 4.1.1 o inico elemento T-reduzido da matriz € g; portanto Red(Ty NTy) =
{91}

Logo,
obs" = Red(F) \ Red(AF)

= {91,935} \ {91}
= {93},

isto €, obst” # 0, e portanto F ndo € confluente.

Exemplo 4.2.2 (Continuagao Exemplo 3.1.1 ). Seja S definido no Exemplo 3.1.1, sobre
o alfabeto ordenado X = {x <y < z}.

Sejam Sy e Sy definidos sobre X =3 como':

Si(yzt) =xt, teX So(tyz) =tx, teX
Si(zxt) = xyt, te X So(tzx) =tzy, te X
Si(w) = w, caso contrdrio Sa(w) = w, caso contrdrio

Os wvalores de Si(w) e Sy(w), para as palavras w € X=3  sio dados na Tabela 4.1. Em
ambos 0s casos, as seis primeiras linhas das tabelas correspondentes determinam os valores
de w tais que Si(w) # w e Sa(w) # w (formando os conjuntos NRed(S;) e NRed(S>),
resp. ), a ultima linha expressa o complementar, isto €, os valores w' tais que Sy(w') = w'
e So(w') = w' (formando os conjuntos Red(S7) e Red(Ss), resp.).

1. Si(yzt) = xt;S1(zat) = xyt para cada t € X e S1(w) = w para w # yzt e w # zat

1 X<3 denota as palavras sobre X de comprimento menor ou igual a trés.
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w Si(w) w So(w)
Yz T Tyz T
Y=y ry Yy= yx
yzz xz 2yz zx
Zrx Ty TZT Ty
zry Yy yzx yry
2rz Tyz zzx 2y

w' #w | Si(w) = w* #w | Sy(w*) = w*

Tabela 4.1: Valores para Si(w) e So(w), para w € X=3
2. Sy(tyz) = ta;S(tzx) = tey para cada t € X e Sy(w) = w para w # tyz e w # tzx.

Entao,

NRed(S1) = {yzz,yzy,yzz, zxx, zxy, 202}
NRed(S:2) = {xyz, yyz, zyz, xzx, yzz, 222}
e como Red(S)) = (NRed(S))¢ e Red(S2) = (NRed(Ss))¢ entdo
Red(P) = Red(S;) NRed(S2)
= {axw, oy, vrz, Yo, yry, yrz, Yy, yyy, 2y, 2YY, 22y, 227, TYT, T2Y, T27}
Para calcular Red(AP) = Red(S; A Sy) = (G)° usaremos a base reduzida gerada pelos
respectivos nicleos de S1 e Sy usando a Proposi¢cao 3.5.

Considerando os conjuntos NRed(S1) e NRed(Sz), o nicleo de Sy € gerado pelos vetores:

ry = YT — T ry = ZXT — TYX
T2 =Yzy — 1Y I's = 20y — 1YYy
r3 =Yz — TZ e = ZXZ — TYZ

O niicleo de Sy € gerado pelos vetores:

I __ /
= TYZ — IT ry = TZT — TXY
!/ e
ro =YYz —yxr I's = Yzxr —yry
r_ I
Ty = 2Yyz — 2y Tg = 22T — 2TY
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Desta maneira,
6 6
Ker(S)) + Ker(S2) =K {@TZ} e K {@ r;}
i=1 i=1
que € subespaco de KX|§|, e pelo Teorema 3.2 existe uma unica base A, que serd achada

para calcular AP, usando a ordem em X[?s\

Abaizo I, = {w' € X5 | w' <w e B, # 0}

w dz e V,? L, Hg | € =T5 — Zg’efw_l HgCg
Tyz | v =xyz — X 0 xw Cryr =T = TYZ
TZxT | Ty = x20 — TTY Ly, U{zyz} | zxy Core = T = TZT
yay | r1 —r =yaxy —xx | L., U{zzz} | ax Cypy = T1 — T'5 = YTY
yyz | rh=yyz —yx Ly U{yzy} | yz Cyyz = T

yza | = yzx — yxy L. U{yyz} | yay €yse = T

yzy | ro = yzy — xY L., U{yzz} | zy Eyzy = T2

yzz | r3=yzz — 12 L., U{yzy} | xz €yzz = T3

2T | Ty = ZXXT — TYT I,..U{yzz} | xyx Crzx = T4

zxy | s = Zay — TYY Lyw U{zzz} | 2y €zay =T5

2TZ | Te = 2Tz — TYZ L.y U{zzy} | zyz Crrz = T6

zYyz | T3 = 2Yyz — 2y Lo U{za2} | 2y €ayz = T3

2L | g = 22T — 2wy Ly: U{zyz} | 2oy €0 = T

Tabela 4.2: Construgao de %

Portanto, a soma dos nicleos esta gerada pelos e,, achados na Tabela 5.1 de onde temos

entao o operador:

w TYZ | x2Y | YTY | YY2 | YRT | YRY | Y2z | 2xx | 2qY | 2x2 | 2YZ | 22T

SINSy(w) | zx |zey | zx | yxr |yxy | zy | zz | xyx | xyy | xyz | 2y | zxy

Tabela 4.3: Tabela de NRed

Apartir da informacao da Tabela 4.3 temos entao:

NRed(AP) = {zyz, xzx, yzy, yyz, Yz, Y2y, Y22, 2T, ZTY, 2T2, 2YZ, 22T }
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de onde
Red(AP) = NRed(P) = {zax, xxy, 202, TYT, T2Y, T22, YTT, YT2, YYT, YYY, 2YT, 2y, 22y, 222}

portanto:
Obs” = Red(P) \ Red(AP) = {yxy}

assim o par P nao é confluente.

4.3 Propriedade Church-Rosser e Lema de Newman

Na sequéncia (F') representa o submonoide de (End(KG), o), gerado por F' C RO(G, <)
conjunto finito, onde End(KG) s@o os endomorfismos de KG ¢ o operador identidade Idgg

é o elemento neutro. Além disso,
F ={T, | T, é um operador de reducao} = {1}, T5,...,T,}

Um elemento R € (F') é da forma R = T]---T onde cada T} € F. Dado que cada um

deles é um operador de redugao esta combinacao é finita.

Definicao 4.3. Sejam v e v’ dois elementos de KG. Dizemos que v reescreve para v', e

denotamos por v ~» v/, se existe R € (F) tal que v' = R(v).

Definicao 4.4 (Forma Normal). 1. Uma forma F-normal ¢ um elemento de KRed(F')

(nao existem possiveis redugoes)
2. Seja v € KG. Uma forma F-normal de v é uma forma F-normal v’ tal que v ~» v/
Lema 4.5. (Observagao 2.2.23 [Chel8]) Sejam v,v" € KG tais que v ~ v' entdo v —v' €

Ker(AF).

Demonstragao. A prova é por inducao sobre |R| = m, o comprimento de R, isto é, o
nimero de operadores que tem na composi¢ao, vamos a supor que R =T{oTyo---o T}

uma composicao de operadores de reducao.

(Caso Base) |R| = 1.
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Considere R = T7, para algum 7] € F' e assim v' = T](v). Pela equagao (4.2) da Defini-
¢ao 4.1 temos

n

Ker(AF) = Z Ker(T;),

i=1

Vamos mostrar que v — T7(v) € >_"_ Ker(T;), de fato

Ti(v = Ti(v)) = Ti(v) = T{(T{(v))

Logo, v — T|(v) € Ker(AF') e o resultado segue.
(Passo Indutivo.) Suponha que o resultado vale para |R| = k. Vamos mostrar que vale
para k + 1:
Suponha que R =T oTyo...0T} , e que R(v) =/, isto &,
R(w)=T/oTyo...0T} (v)
—_———
R/
= T{(R'(v)), pois o ¢ associativa
Entao, v ~ R'(v) via R’ de comprimento k. Por HI, segue que v — R'(v) € Ker(AF), isto
é, que (AF)(v— R'(v)) = 0. Note que
(AF)(v = R(v)) = (AF)(v = T{(R'(v)))

= (AF)(v) = (ANF)(TY(R (v))) (4.3)

= (AF)(v) = (AF) o T7) 0 R)(v)
Como AF <X T, para T € F, como estabelecido na Defini¢ao 4.1, temos que (AF) < T7.
Pela Proposic¢ao 4.7, (AF) o T{ = AF. Entao, continuando (4.3), temos

(AF)(v = R(v)) = (AF)(v) = (AF) o R)(v)
(AF)(0) = (AF) (R (v)
(AF)(v = R'(v))

0

o que implica que v — R(v) € Ker(AF'), como queriamos. O
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4.3.1 Propriedade de Church-Rosser

Introduzimos a boa ordem que seré utilizada nas seguintes provas.

Definigao 4.5 (Ordem Multiconjunto). A ordem multiconjunto sobre KG, denotada

por <,,u, € definida para v, v’ € KG, da seguinte forma:

v < ¥ se, € somente se, para cada g € S\, existe g’ € Sy,
tal que g < ¢'.
onde Sy, =Sy \ Sw. O elemento 0 ¢ o elemento minimo nessa ordem.

Exemplo 4.3.1. Considere o conjunto G = {g1 < g2 < g3 < g4}. Sejam v,v" € KG dados

porv = go+ g3 — g1 e v = gy + g1. Primeiro determinamos os elementos de cada suporte:

So =191, 92,93} € S = {g1,94}. Como g2, 93 € S, € g2, 93 & Sy € existem gu, gz € S,y tais
que go < g4 € go < g3, Tespectivamente, pela definicao 4.5 temos que v <, V.

A seguinte propriedade de <,,,,; é importante ja que se temos uma ordem bem fundada é

possivel usar indugao a partir da ordem, o qual sera util para as seguintes provas.
Observacao 4.3. A ordem <,,,; € uma boa ordem.

Proposigao 4.9. Seja T € RO(G, <). Se v ¢ KRed(T') entio T'(v) <y v-

Demonstragao. Seja v ¢ KRed(T'). Entao, pela Definigao 3.2, v € KNRed(T'), ou seja, para
cada g € S, e T'(v) € Sp(y) temos T'(g) < g, assim os elementos dos suportes sao distintos.
Como T'(1g(v)) < 1g(v), entao para ¢’ € Sr(,) temos que ¢’ < 1g(v), o que implica que
T(v) <t V- O

Definigao 4.6 (Church-Rosser). Seja F' C RO(G, <). Dizemos que F' tem a propriedade

Church-Rosser se para cada v € KG, tem-se que

v~ (AF)(v).

O seguinte teorema mostra a equivaléncia entre confluéncia e a propriedade Church-Rosser.
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Teorema 4.4. (Teorema 2.2.5 [Chel8]) Seja F' C RO(G, <). F € confluente se, e somente

se, I' tem a propriedade Church-Rosser.

Demonstragao. (<) Suponha que F' é Church-Rosser, isto é para todo v € KG, existe
R € (F) tal que R(v) = (AF)(v).

Temos que mostrar que Obs?” = Red(F) \ Red(AF) = 0.

Como Red(AF) C Red(F'), s6 resta mostrar que Red(F) C Red(AF). Tome g € Red(F),
entdo, para todo T € F, temos que T(g) = g.Por hipotese F' é Church-Rosser portanto para
g, g~ (AF)(g). Entao, existe R € (F'), com R = TjoTjo---0T) tal que (AF)(g) = R(g) =
T{oTyo---0T!(g) =g, o que implica que g € Red(AF). Deste modo Red(F') = Red(AF),
ou seja, Obs™ = ().

(=) Suponha que F' ¢é confluente.

Vamos mostrar que I’ tem a propriedade Church-Rosser. Como <,,,; é uma ordem bem

fundada entao pode-se aplicar uma inducao em KG.

(Caso Base) O primeiro elemento é o 0 assim para 0 temos que 0 = (AF)(0) ja que AF

é um operador linear.

(Passo Indutivo) Assumimos que para v' € KG com v’ <,,,; v, v/ ~» (AF)(v'), isto é que
existe R € (F) tal que R(v") = (AF)(v"). Para mostrar que a propriedade vale, temos que

analisar para v em dois casos

1. Se v € KRed(AF), entao (AF)(v) = v = Idge(v) portanto v ~» (AF)(v).

2. Se v € KRed(AF), entdao v ¢ KRed(F) pois por hipotese F' é confluente. Assim
existe T' € F tal que T'(v) # v, e pela Proposigao 4.9 temos que T'(v) <, v. Logo,
por HI, T(v) ~~ (AF)(T(v)), isto é, existe R(F) tal que R(T(v)) = (AF)(T(v)).
Pela Definigao 4.1 (AF) = T entao pela Proposicao 4.7 AF o T = AF. Portanto
R(T(v)) = (AF)(v) o que implica que v ~» (AF)(v).

0

No restante do trabalho utilizaremos a nogao de divisor a direita: para T,T" € (F') dizemos

que T é divisor & direita de T' em (F) se, T =T" o T, para algum 71" .
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O seguinte resultado é importante pois mostraremos propriedades relacionadas com formas
normais. De onde pode-se observar que as formas normais sao os elementos que ficam fixos

pelos operadores ou por combinagcoes lineares deles, motivo pelo qual usaremos o conceito

de sequéncia estaciondria®.

Lema 4.6. (Lemma 2.2.6 [Che18])Sejav € KG e seja (Ry, ..., Ry, ...) uma sequéncia de
elementos de (F) tal que para cada inteiro n, R, é um divisor o direita de R,1 em (F').

A sequéncia (R, (v))nen € estaciondria.
Demonstracao. Vamos a proceder por indugao sobre v.
(Caso Base) Seja v = 0.

Entao a sequéncia (R, (v)),en € constante e igual a 0, pois R,, é um operador para cada n.

(Passo Indutivo) Assumimos que para todo v' € KG tal que v' <,,,,; v 0 lema se satisfaz.

Vamos provar que existe uma sequéncia (R, (v)),en estacionaria:

e Se (R, (v))nen € constante é igual a v entdo nao temos nada a provar.

e Se (R, (v))nen nao é estacionaria, entao existe ng € N tal que R, (v) # v
Como R,, € (F) temos que R,, =1, oT! o---0T].
Sejam T =T/ oT! jo---0T] ew; =T, oT/ ;o---0T](v).

Como T}, 0T/ ,o---0T](v) # v entdo temos que para alguns indices

Ti(w) = (T[T yo-- o T})(v) <kg (T} oo T1)(v) = T}, (v)

7

isto &, T!(w;_1) <gg w;_1 isto para i = 1,...,m, a ultima relacdo implica pela
Proposigao 4.9 que T} (w;—1) <mw w;i—1(¢) € como cada T} é operador de reducao

teriamos uma Cadeia
Rpy(v) =T, (v) <xa -+ <xae T; (v) <xg T;_1(v) -+ < v

O que por (i) obtemos

Roy(v) = T (V) <t =+ <t T5 (V) <omt T 1 (V) -+ <t ©

2Uma sequéncia (z,)nen € estaciondria se existe ng inteiro tal que para n > ng temos que ,, = Tp41.

49



o que implica que R, (v) <, v. Por hipotese, para cada inteiro n existe R, € (F)
tal que R, 1 = Ry o R,,.

Seja (Qn)nen & sequéncia de elementos de (F') definida por
Q1 =R,
QTL+1 - R;lo+n o Qn

Observe que, para cada n, @, é divisor a direita de @,1. Pela hipotese de indugao

(4.4)

sobre R,, a sequéncia (Qn(R,,(v)))nen € estacionaria, mais ainda, para cada inteiro

n, Q, o R,, temos que:

Qn © Byy = R/no+(n—1) 0 Qn-10 Ry,
= R;lo-‘r(n—l) © R;L()—f—(n—l) © Qn—? o Rno

= Rlng«#(nfl) © R;uﬁ(nq) 00 RZOH 0 Q10 Ry,
= R;L()-‘r(n—l) © R;L()-f—(n—l) ©---0 R;’Lo-i-l o R;’Lo o RTLO

Y / /
- Rno+(n—1) © Rno+(n—1) 0---0 Ry g0 Rngpa

= R;lo-‘r(’n—l) © Rt (n—1)

= Rno +n

Assim para todo n a sequéncia (Qy, (R, (v)))nen € estacionéria e portanto (R, (v))nen

¢é estacionaria.

O

Proposigao 4.10. (Proposicao 2.2.7 [Chel8]) Cada elemento de KG admite uma F'-forma

normal.

Demonstragao. Seja v € KG. Vamos mostrar que existe R € (F) tal que R(v) € KRed(F).
Suponha, por contradi¢do, que para cada R € (F), R(v) ¢ KRed(F).

Note que o morfismo Idgg € (F'), e pela hipotese, v = Idgg(v) € KRed(F'). Em particular,
podemos tomar algum elemento em F' pois F' C (F'), entao seja T tal que v ¢ KRed(T7).
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Agora, sem perda de generalidade escolhemos os elementos 17, ...,7T), de F' de modo que
o morfismo R, (v) € KRed(F) com R, =T, 0---0T; € (F). E pelo assumido é sempre
possivel achar um 7,,,1 € F tal que R,(v) nao estd em KRed(T,,11).

Este processo permite obter uma sequéncia (R,).en de elementos (F') tal que para cada
inteiro n, R, ¢ um divisor a direita de R,,; em (F) pela construcdo e (R, (v))nen nao é

estacionaria, o que é uma contradicao com o Lema 4.6. 0
Definigao 4.7. Para cada v € KG, definimos a classe de v como segue:
[v] :=={v' € KG | v — v € Ker(AF)}.

Proposicao 4.11. (Lemma 2.2.9 [Chel8]) Para cada v € KG, (AF)(v) € o menor ele-
mento de [v] pela ordem <,,,. Além disso, se cada elemento v de KG admite exatamente

uma F-forma normal, entdo esta forma normal € igual a (ANF)(v).

Demonstracao. A prova desta proposi¢ao pode ser encontrada em [Chel§|. O

Proposigao 4.12. (Lemma 2.2.9 [Chel8]) O conjunto F é confluente se, e somente se,

cada elemento de KG admite uma unica F-forma normal.

Demonstragao. (=) Suponha que F' é confluente.

Seja v € KG e suponha que que existam v; e vy duas F-formas normais de v. Seja R e
R os dois elementos de (F) tais que R;(v) = v;, para i = 1,2. Pelo Lema 4.5, temos que
v —v1,v — vy € Ker(AF), entdo

v — Ve =v— vy — (v —vy) € Ker(AF).

Além disso v; —ve € KRed(F') dado que vy e vy sdo F-formas normais. Como F' é confluente,
KRed(F') = KRed(AF), e entao,

v; — vy € KRed(AF) NKer(AF) (4.5)
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Observe que,

x € KRed(AF) NKer(AF) se, e somente se, = € KRed(AF) e z € Ker(AF)
se, e somente se, AF(z)=xze ANF(x)=0
se, e somente se, z =0

se, e somente se, = € {0}

Portanto, de (4.5) temos que v; — vy = 0, isto é v; = vy, 0 que implica que v admite uma

tnica F-forma normal.
(<) Suponha que cada elemento de v € KG admite uma tnica F-forma normal.

Pela Proposi¢ao 4.11 a forma normal de v é igual a (AF), portanto, v ~~ (AF) e pela
Definigao 4.6, segue que F' tem a propriedade Church-Rosser, donde, pelo Teorema 4.4,

temos que F' é confluente. O

4.3.2 Confluéncia local

Definigao 4.8 (Confluéncia Local). F é localmente confluente se, para cada v € KG e

para cada 11, T € F, existe v’ tal que T7(v) e Ty(v) se reescrevem em v'.

Proposigao 4.13. (Lemma de Newman)(Proposi¢ao 2.2.12 [Chel8]) O conjunto F' ¢é con-

fluente se, e somente se, este € localmente confluente.

Demonstragao. (=) Suponha que F' é confluente.

Sejam v € KG e Ty, T, € F. Pelo Teorema 4.4, temos que
Ti(v) ~ (AF)(Ti(v)),
para i = 1,2. Como AF = T;, pelo Lema 4.7, temos
(AF)(Ti(v)) = (AF)(v).

Portanto F' é localmente confluente.

(<) Suponha que F' ¢é localmente confluente.

02



Vamos mostrar que cada elemento admite uma tinica forma normal para usar o Lema 4.12.

Mostraremos isto usando indugao sobre v.
(Caso base) Se v = 0 ndo tem nada pra mostrar.

Passo Indutivo) Seja v € KG. Asumiremos por indugao que para cada v' <,,, v, v/
) ¢

admite uma tnica F-forma normal. Temos dois casos:

1. Se v € KRed(F'), entao a forma normal tnica ¢ o mesmo v ja que 7'(v) = v para todo

operador em F.

2. Se v ¢ KRed(F'), Sejam vy e vy duas F-formas normais de v, assim existem Ry, Ry €
(F) tal que R;(v) = v;. Agora podemos escrever a R; = R, o T, com R, € (F)
eT, € FeTv)# v. Como F élocalmente confluente existe u € KG tal que
T;(v) ~ u (existem S1,5 € (F) tal que S;(T;(v)) = u). Pela Proposi¢ao 4.10, u
admite uma F-forma normal 4, isto é que existe R* € (F) tal que R*(u) = u € KG
e portanto R*(5;(T;(v))) = u € KG, assim u é uma F-forma normal de T;(v).

Além disso, v; = R}(T;(v)) sao F-formas normais de T;(v). Como 7} é um operador
de redugao, pela Proposigao 4.9, temos T;(v) <.q v. Pela hipotese de indugao T;(v)
admite uma tnica F-forma normal que seria v; = 4 = vy de onde v; = vy, assim v

admite uma tnica forma normal, e o resultado segue.
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Capitulo 5
Operadores de Reducao e Completacao

Baseados na construcao dos Capitulos 3 e 4, introduziremos um sistema abstrato de rees-
crita sobre KG, a partir de F' C RO(G, <). Mostraremos as principais propriedades deste
sistema de reescrita como Church-Rosser e confluéncia tomando como base a parte final
do capitulo 4. Na segunda parte deste capitulo definiremos o produto entrelacado de ope-
radores de redugao, conceito que permitiré estabelecer a completacao através do infimo e
do o supremo definidos no Capitulo 3 e com isso conseguiremos o objetivo principal deste
trabalho.

5.1 Sistema Abstrato de Reescrita

Seja F' C RO(G, <). Neste capitulo e no restante deste trabalho, consideraremos o sistema
abstrato de reescrita (KG, — ), onde —p é uma relagdo binaria sobre KG, definido por:
para v,v" € KG,

v —p v se, e somente se, existe T € F tal que v &€ KRed(F') e v = T'(v).

Pela construgao do capitulo anterior, — p satisfaz algumas propriedades:

Propriedade 1. Se temos v — v’ temos que v/ = T'(v) <, v pela Proposicao 4.9.
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Propriedade 2. Como <,,,,; ¢ bem fundada entao a relagdo —r é também bem fundada.

Propriedade 3. Temos v —5 ¢’ se, e somente se, existe R € (F) tal que v = R(v) ja que
cada possivel passo representa um operador em F, isto é, v ~» v'. Em

particular, v —p v’ implica que v — v € Ker(AF).

O fecho de equivaléncia <5 é fechado para adicao vetorial.

Lema 5.7. (Lema 2.3.5 [Chel8]) Sejam vy, vs,v3 € KG tal que vy S ovs. Entdo, temos

*
V1 + Vg <o Uy + Vg3,

Demonstracao. Sejam uq,us € KG e T' € F arbitrarios.

Pela definicao, u; + us —p T(u1 + ug) e também por ser T idempotente

uy + T(UQ) —*> T(u1 + T(UQ))

(u1) + T(T'(u2)))
(u1) + T'(u2)
(

U1 + Ug)

F
T
T
T

Isto &, uy + T(ug) —p T(uy + us), desta maneira
Ul + T(UQ) —*>F T(u1 + UQ) (*—F Uy + Usg

Portanto, temos
Uy + Uz <1>F Uy + T(uZ). (51)

Seja uz € KG tal que uy —p us, isto é, que existe R € (F) tal que uz = R(up). Pela
equacao 5.1 temos

U] + o (i>F U + us (52)
Sejam v, 12 € KG tais que vy <5 v, isto é, existe uma sequéncia de reducoes:

* * * * *
UV =Up —F U <—Fp U3 —F " —F Uy < F Up = V2
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A relag@o (5.2) implica que para cada vz € K e para cada i € {1,...,r — 1}, temos que
Ui + U3 S F U1 + ug, OU seja,

U1 + V3 = U1 + Vs éFUQ"i_'Ug éF éF Up_1 + Vs éF Uy + V3 = Vg + Vs,
e o resultado segue. 0

Proposicao 5.14. (Proposicio 2.3.6 [Chel8]) Para cada vy, vy € KG, temos que vy <>p vy

se, e somente se, v — vy € Ker(AF).

Demonstragio. (=) Suponha que vy <3 vs.
Portanto existe uma sequéncia de redugoes:
* * * *
V1 +V3=U F+ V3 U FV3$p - Up_1 + V3 p Up + Uz = Vg + Vg

Para cada ¢ € {1,--- ,r — 1}, u; — u;41 € Ker(A) devido a parte Propriedade 3, assim
como
v — v = (ur —u2) — (ug —ug) — -+ — (Up—g — Up_1) + (Ur—1 — Uy)
E como cada termo pertence ao nticleo, vale v; — vy € Ker(AF).
(<) Reciprocamente, suponha que v; — vy € Ker(AF).
O conjunto

{v—TW)|T € F eveKG}

é o conjunto gerador do nicleo, uma vez que,
Tv—-T)=T(v)-T(T(v)) =Tw)-T(v) =0,

pela idempoténcia de T'. Desta maneira, existem 74,--- ,7T,, € F e uy, - --u, € KG tais que

n

v —vp =Y u — Ti(w),

=1

entao temos
n

v = Zul — E(ul) + Vo.

i=1
Para cada i € {1,--- ,n}, temos que T'(u; — T;(u;)) = 0 e pela defini¢ao seria
T(u; — Ty(u;)) Sr 0.

Portanto, pelo Lema 5.7, T'(u; — Tj(w;)) + vy < vy + 0, ou seja, vy < p vy, O
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Observagao 5.4. (Observagao 2.3.7 [Chel8]) Seja v € KG e seja [v] o conjunto de ele-
mentos v' tal que v — v’ € Ker(AF). Pela Proposi¢ao 5.2,
W], ={v €KG |v Sp '}
={v e KG | v' — v € Ker(AF)}
= [v]

E de igual forma (AF)(v) € o menor elemento da classe.

Proposicao 5.15. (Proposi¢io 2.3.8 [Chel8]) O conjunto F' tem a propriedade de Church-

Rosser se, e somente se, = tem a propriedade Church-Rosser.

Demonstragao. (<) Suponha que F' tem a propriedade Church-Rosser.

Sejam v,v" € KG tal que v < v'. Pela Proposicao 5.14, v — v’ € Ker(AF), ou seja,
(AF)(v — ") = 0, de onde (AF)(v) = (AF)(v') dado que (AF) é um operador linear,

chamaremos de u esse valor comum.

O conjunto F' por ter a propriedade de Church-Rosser satisfaz
v=(AF)(v)=u=(AF)) =1,
que pela a definicdo seria v -5 u < v'. Portanto — tem a propriedade Church-Rosser.

(=) Reciprocamente, suponha que —r tem a propriedade Church-Rosser.

Seja v € KG. Note que v — (AF)(v) € Ker(AF), de fato,

(AF) (v = (AF)(0)) = (AF)(v) = (AF)((AF)(v))
= (AF)(v) = (AF)(v)
= 0.

Pela Proposicao 5.14 temos v <3 (AF)(v) e como —x tem a propriedade Church-Rosser,
existe u € KG tal que
(% —*)F u (iF (/\F)(’U)

Além disso, pelo Proposicao 4.11 (AF)(v) é a F-forma normal de v, assim a tnica opgao é

(AF)(w) Bpu (AF)(v) = u)
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Entdo, v —p (AF)(v), isto &, v ~ (AF)(v) e, portanto, F' tem a propriedade de Church-
Rosser. O

Corolario 5.1. (Colorario 2.3.9 [Chel8]) O conjunto F' é confluente se, e somente se,

— € confluente.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.4, ' é confluente se, e somente se, este tem a propriedade
de Church-Rosser. Portanto, pela Proposicao 4.4, F' é confluente se = tem a propriedade

de Church-Rosser o que é equivalente a — ser confluente. 0]

Exemplo 5.1.1. (Exemplo 2.3.10 [Chel8]) Se consideramos o par F' do Exemplo 4.2.1,

vimos que este par F' nao € confluente. O sequinte diagrama

g4

T1(g94) = g3 T2(g94) = g2

T1(g2) = g1

F nao é confluente

* * . ~ . . ~
Mostra que g4 —p g1 € g4 —p g3, dois elementos que sao formas normais, assim —p nao

é confluente.

5.2 Confluéncia para um par de operadores de reducao

Nesta se¢ao fixaremos o par P = (71, 7T3) de operadores de redugao relativos a (G, <).

Definigao 5.1 (Produto Entrelagado). Sejam S, T dois endomorfismos lineares de KG.
O n-ésimo produto entrelagado de S por T, denotado por (T, S)" ao produto de n fatores

de combinagoes de S e T da seguinte forma:
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(T,8)* =TS0 0TS (ToS)
2k fatores
(T,8)** = SoToSo---0ToS =S80 (ToS)*

~
2k fatores

Para g € G,a sequéncia ((17,7%)™(g))men elementos de (F) cumpre:
o (Ty,To)™*' =Ty o (T, To)™, se m € impar; e

o (T1, o)™ =Ty 0 (Ty, T5)™, se m é par.

Isto é, que cada para cada inteiro m, (T}, T»)™ é divisor a direita de (T}, T5)™ ™ em (F) e

pelo Lema 4.6 temos que a sequéncia ((71,72)™(g))men € estacionaria.

Portanto, existe um inteiro n tal que (771, 75)"(g) e (T, T1)"(g) sdo P-formas normais. Seja
ngy 0 menor inteiro que cumpre esta condigao. Definimos os dois endomorfismos lineares
<T1,T2> e <T27T1> COImNo:

(T3, Th)(g9) = (Tr, T1)"(g) e (T1,T2)(g9) = (T1, T2)"(g)

:z

Para cada g € G. Observemos que existe uma diferenca entre (71, T2)(g) e (T1,T2)'(g) ja
que n, pode tomar qualquer valor diferente de 1 e (11, Ty)*(g9) = T1.

Observagao 5.5. (Observacao 3.1.2 [Chel8]) Os espagos vetoriais Im({T, T1)) e Im((T1, T3))
estao incluidos em KRed(P), jd que para n, < k inteiro, (Ty,T1)*(g) = (T, T1)*(g) e
como Ty e Ty sao operadores de redugao entio so temos uma opgao que (T, T1)(g) = g.

Portanto, cada elemento v € KG admite no mdzimo duas P-formas normais: (T, T1)(v)
€ <T1, TQ)(’U)
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Lema 5.8. (Lema 3.1.3 [Che18]) O par P é confluente se, e somente se, (T», T\) = (11, T3),
nesse caso temos
AP = (11, Th)
= <T17 T2>

Demonstracao. Pela Proposicao 4.12, P é confluente se, e somente se, para cada v € KG
admite uma tunica P-forma normal. Portanto P é confluente se, e somente se, (15, 77)(v) =

(T, Ts)(v) e como esta P-forma normal é tnica entao pela Proposi¢ao 4.11, temos que

(Ty, T1) (v) = (Th, T2) (v)
= (AP)(v)

A seguir escreveremos Id para [dgg, omitindo o KG.

Proposicao 5.16 (Produto entrelagado dual). Para n inteiro temos que:

(Id — Ty, Id — T})" = Id + nz_:(—ni <<T1, To) + (T, le') F (=)™, T))"

(Id— Ty, Id — Tp)" = Id + nZ(—Ui ({1, B + (T2 1)) + (1)1, Ta)”

Demonstragao. A prova é por inducao sobre n.

(Caso Base) Para n = 2 temos

(Id — Ty, Id — T})* = (Id — T3) o (Id — Ty)
=Ido(Id—T)) —Tyo (Id—T))
=Idold—1IdoT, —TyolId+TyoT
=1d—T, — Ty +TyoT,
=Ild—(Th'+ 1)+ TooTy
=Id+ (-1)'((Iz, T\)" + (11, Tz)") + (-1)*(T3, T1)*

1

— 1+ Y (-1 (T2 1) + (T, 1)) + (~1)X(T, Th)?

i=1
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(Passo Indutivo) Assumimos que a propriedade se cumpre para n.

Vamos mostrar para n + 1 em dois casos:

(Caso 1) Se n + 1 é par, observamos as seguintes propriedades:

Propriedade 1.

n—1

> (1) Ty o (T, Ty)'

i=1

=T50 <T1,T2>1 —T50 <T1,T2>2 +---+T50 <T1,T2>n_2 —T50 <T1,T2>n_1

=Tyoly—Tho(ThoTy) +Tho(TaoTioTy) = +Tho0Th0---0TyoTy~ThoTyo---0TyoTy
n—Q}gtores n—1 };tores
=T2—T20T10T2+T20T10T2—"'+?20"'0T10Tg—T2OT10"'OT1OT2
n—Q}gtores n f;trores

:TQ—?QoTlo---OTloT%

VvV
n fatores

=Ty, — (T1,T)".

Propriedade 2.

n—1

> (=1 Ty o (Ty, Th)!

=1
:TQO <T2,T1>1 —TQO <T2,T1>2+"'—|—T20 <T2,T1>n_2 —TQO <T2,T1>n_1
:T20T1—TQO(Tonl)+"'+T20T1O"'OTloTQJ—TQO?QOTl"'OTloT%

~
n—2 fatores n—1 fatores

=Ty0Ty —Th0T + -+ 10Ty ---0Tjoly—T50T 0-- 0Ty 0Ty

-~ -~

n—1 fatores n—1 fatores

= 0.
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Propriedade 3. Usando as propriedades 1 e 2 na somataria temos que:
—Tyo (Id— Tg,Id —T)"

:_TZO

Id+z <T1,Tz (T27T1>i> + (=1)" (T, T1)"

= —T2 —|— Z H—l <T2 o Tl,T2> —|— T2 <T2,T1>i> — (—1)nT2 @) <T2, T1>n

=T+ T, — (I, To)" + (—=1)"" YTy, T;)"
— (_1)n<T17T2>n + (—1)n+1<T2,T1>n+1.

Portanto

(Id — Ty, Id — T})" !

= (Id—T) o (Id — Ty, Id — T})"

= (Ido ((Id— Ty, Id — T))") — Ty o ((Id — Ty, Id — T})™)
= (Id - TQ, Id—T\)" —Tyo (Id — Ty, Id — T})"

=Id+ Z ( T, Tp)' <Tz7T1>i) + (—1)™(To, T + (1)1, To)" + (— 1) (T, T+
=ld+ Z ( T, To)' <T27T1>i> + (_1)n<<T2, )" + (11, Tz)") + (=) Ty, Ty )"

=1Id+ Z ( Tl,T2 ( 1)i<T2, T1>z) + (_1>n+1<T2,T1>n+1

(Caso 2) Para quando n + 1 é impar, é anal6go ao Caso 1.
Portanto

(Id — Ty, Id — T))""* = Id + Z ( T, To) + (—1)i(T2,T1>i> F (=)™ YTy, Ty
i=1
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Observagao 5.6. (Observagao 3.1.5 [Chel8]) Pelo o Lema 5.8 temos que se o par P é

confluente, entao

<Id—T2,]d—T1>(g) = <]d_T27]d_T1>”g(g)

::[d+—2:(—1Y<CﬂjTyi+(Tgi}Y)4—@—U"%T@1}WQ

::]d+»E:(—1Y<CEJTQi+(T;7}Y>ﬁ—@—D”%TL]}WH

= (Id — Ty, Id — Tz)" (g)
= (Id — Ty, Id — T1)(9)

Assim quando P € confluente o valor comum de (Id— Ty, Id —Ty) e(Id— Ty, Id—T}) serd

denotado por T.

Lema 5.9. (Lema 3.1.6 [Chel8]) Assuma que P € confluente. Entao, Id—T € um operador

de redugao relativo a (G, <). Além disso temos

NRed(Id — T') = NRed(T}) N NRed(T%)

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que Id — T é um projetor. Como 17,75, sao pro-

jetores entao para vy, vy € KG

(Id —T1)(avy + va) = Id(avy + vay) — Th(avy + v9)

= ald(vy) + Id(vy) — aTi(v1) — Ty (v2)
= a(Id(vy) — Ti(v1)) + Id(vy) — T1(v9)
= a(ld —Ty)(v) + (Id — Ty)(ve)

Assim é linear (Id — Ty), agora como

(Id—T))o(Id—T,) = Ido (Id — T)) — Ty o (Id — T})

=Id—T, — T, +T?
:[d—Tl—T1+T1
=1Id-"T
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Assim (Id — T}) é idempotente, e portanto Id — T e Id — Ty séo projetores e como T
é composigao de projetores entao T também e pelo anteriormente mostrado (Id — T') é

projetor.

Seja g € G. Vamos mostrar que g — T'(g) é igual a g ou menor estrito que g. Pela

Proposicao 5.16temos que:

T(g) = (Id —To, 1d — T1)(9)

= [r+ S0 (T T + (T T ) (9) + (-1 (3, T (9

= Td(g) + Y- (<) (T 1)+ (T2, T0)) (0) + (1) (T2, 1) (9)

ng—1

=g+ > (T ) + (T, Ta) ) () + (—1)7 (T3, T3)™ (o)

i=1
Assim temos

ng—1

9-T(g) = (=1) [Z (=1 ({10, T + (T, To)' ) (9) + (=1)" (T2, T2} (g)

= Z (—1)i+1 ((Tl, T2>i + (T, T1>i> (9) + (_1)719-1-1 (To, T1>n9+1(g)

=1

Desta forma se g € NRed(7}) NNRed(73), entao (T1,T5)(g9) < g e (T, T1)"(9) < g dado que

(11, T2)'(9) = Ta(g) < g
(T1,T2)*(9) = Th(Tx(9)) < Ta(g) < g
(T, 1) (9) = TA(Ta(. .. (Ta(g9)) < --- < Ta(g) < g

portanto o gerador principal de cada parte da suma de g — T'(g) vai ser menor que g,

portanto g — T'(g) vai ser menor estrito que g. Assuma que g ¢ NRed(7}) N NRed(7}).
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Assuma que g € Red(77}) temos:

(Ty, Tv) (9) =Ti(g) =g

(T3, T1)*(g9) = Ta(T1(g)) = T2(9)

(Ty,T1)*(9) = Ti(Ta(Th(9))) = Ti(Ta(g)) = (Th, T»)*(9)

(Ty, Th)"(9) = To(T1(Ta(Th(9)))) = To(Ta(Ta(g))) = (T3, T2)*(9)

(T3, T1)'(9) = Tha(. .. Ti(Ta(T1(9)))) = Tia(. .. (T1(Ta(g))) = (T, T2)" ' (g)

(1o, 1) (g) = Tral... TH(To(T3(9)))) = Tial... (T(T3(9))) = (T4, 1) (g)

Logo,
9=T(9) =g+ Tolg) + X (-1 (0T + (1L T) ) (9) + (-1 1T T (o)

=9

Devido a que a soma é telescopical e os termos que ficam sdo

(=1)" (T, Ty)" (g) — Ta(g).

No caso em que g € Red(T3) é anélogo e portanto Id — T é um operador relativo a (G, <)
e o conjunto NRed(I/d — T) é igual a NRed (7)) N NRed(7) O

Lema 5.10. (Lema 3.1.7 [Chel8]) Assumamos P confluente, entio Ty NV To = Id — T

Demonstragao. Como Id —T € RO(G, <) e 0 : KG — RO(G, <) entdo é suficiente mostrar
que Ker(Id — T') = Ker (T V T) dado que

Id—T =0(Ker(Id —T)) = 0(Ker(T} V T3)) = Ker(T V Ty)

L As somas telescopicas sao somas finitas nas quais pares de termos consecutivos se cancelam, deixando
apenas os alguns termos.

65



Vamos mostrar as respectivas continéncias.

Para Ker(7, V Ty) C Ker(Id — T'), primeiro vemos que

Ker(71 vV Ty) = Ker(0(Ker(T}) NKer(T3)))
= Ker(T7) NKer(T3)

Para v € KG, temos

—_

n—

v=T(0) = > (=1 (T, B + (T, 1)) (0) + (= 1) (T, T (v)

1

i
Onde n = max,es,{ny}

Se v € Ker(T7) NKer(T3) entao

<T1, T2>1(U) = TLQ(. .. (T1<T2(U>>

(1o, T1)'(v) = Tho(.. . (To(T1(v)))
=Tia(. .. (12(0))
=0
Portanto,
0= T() = Y0 (0T 4 (1, 1)) (@) + (170 T (0) = 0

E assim v € Ker(Id —T).
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Agora, para Ker(/d —T) C Ker(T; V T3), como Id — T é um projetor entao

Ker(Id—T)={w e KG | (Id—T)(w) =0}
={w e KG | Id(w) — T'(w) = 0}
={w e KG | w—T(w) =0}
={w e KG | T(w) = w}
= KRed(T)
= Im(7T)

Ou seja

Ker(Id —T) = In({Id — Ty, Id — Ty))
= Im((]d—TQ,Id—T1>)

Da primeira igualdade temos que para w € Im({Id — T}, Id — Ty)) e w' € KG

w={Id—"T,Id—Ty)(w)
=(Id—="Tip)o(Id—=Tsy)o0---o(Id—Ty)o (Id—Ts)(w)
=(ld—=Tip)o (2)
=Ido(z) — T1(z)
=2z —T12(2)

Onde z = ([d—TQ’l) 0-++0 (Id—T1> o (Id-Tg)(wl)

e Se 115 =T entao
Ti(w) =Ti(z—Ty0(2))
=T(z) = Ti(Ty o (2))
= Ti(z) = T1(2)
=0
assim w € Ker(T}) e pela segunda igualdade deduzimos que w € Ker(73) de maneira
analoga. Portanto w € Ker(77) NKer(73).
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e Se 119 =T, entao

assim w € Ker(73) e pela segunda igualdade deduzimos que w € Ker (7)) de maneira
anéaloga. Portanto w € Ker(7T7) NKer(73) Finalmente temos entdo que Ker(Id—1T) C
Ker (T} V T3), e com isso Ker(/d — T') = Ker(Ty V T).

Lema 5.11. (Lema 3.1.8 [Chel8]) Seja P confluente. Entao

NRed(T1 V TQ) = NRed(Tl) N NRed(Tg)

Demonstragao. Como P é confluente pelo Lema 5.9 NRed(/d — T') = NRed(77) N NRed(T5)
e pelo Lema 5.10 Ty V Ty = Id — T. Portanto NRed (7} V Ty) = NRed(7}) N NRed(73) O

5.2.1 Completagao

Definigao 5.2. Seja F' C RO(G, <).

1. A completagdo de F' & um subconjunto F” de RO(G, <) tal que:

(a) F' é confluente.

(b) F C F' e NF' = AF.
2. O complemento de F' é um elemento de C' de RO(G, <) tal que:

(a) (ANF)ANC =AF
(b) Obs™ C NRed(C')

Um complemento ¢ chamado de minimal se em 2(b) temos que Obs” = NRed(C).
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Proposicao 5.17. (Proposicao 3.2.2 [Chel8]) Seja C' € RO(G, <) tal que (NF)ANC = AF.

O conjunto F'U{C} € a completagcio de F se, e somente se, C' € um complemento de F'.

Demonstracao. Seja F' = F U {C'}, vamos mostrar que F’ é a completacdo de F', vemos
que FF=FU{C} CFe

Desta forma, F’ ¢ a completacao se, e somente se, F' é confluente, isto & Obs?” = 0, é dizer
se Red(F') = Red(AF) esto pela Defini¢ao de obstrugao. O conjunto

= (] Red(T)

TeFU{C}
= ( N Red(T)) NRed(C)

= Red(F) NRed(C)

E obtemos que Red(AF') = Red(F) NRed(C). Além disso, como Obs” = Red(F) \ Red(AF)
entdo Red(F) = Obs'" | |Red(AF) e assim:

Red(F) NRed(C) = (Red(/\F) N Red(C)) || (ObsF N Red(C)) (5.3)

Pela hipotese (AF) A C' = AF temos que AF < AC. Entao pelo Lema 4.4, Red(AF) C
Red(C). Pela relagao (4.1), temos

Red(F) NRed(C) = Red(AF)| | (ObsF N Red(C))
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Portanto, F’ é confluente se, e somente se, Obs™ NRed(C) =, isto ¢, se, e somente se, C &

o complemento de F. O

Exemplo 5.2.1. (Exemplo 3.2.3 [Che18])

1. O operador NF € o complemento de F', NF C RO(G, <), pela defini¢ao mostrada na
Observagao 3.2 que estabelece uma bijecao entre KG e RO(G, <)

(a)
(AF) N (AF) = 0(Ker(AF) 4+ Ker(AF))
= f(Ker(AF))
= AF

(b) Como Obs™ = Red(F) \ Red(AF) entao temos que Obs' C NRed(AF).

2. Consideremos o par P do exemplo

1010

0100
01:

0000

0001

1 000

0110
Cy =

0000

0001

Dai obtemos que C1(g3) = g1,C2(g3) = g2 € Ci(gj) = gj para i = 1,2 e j = 1,2,4,
assim NRed(C}) = {g3} = NRed(C,), agora temos também que Obs® = Red(F) \
Red(AF') = {g3} pelo feito anteriormente. Ker(C}) = {g3—g1} eKer(Cs) = {g3—92}.
FEstos dois espagos vetoriais estam incluidos em Ker (TyATy) = {g2—91, 93— 91, 91— 91 }
ja que g3 — g1 € Ker(T) NT3) e

3—92=_95 — g —(9 — g )

€ Ker(Tl/\Tg) € Ker(Tl/\Tz)

=d3gs — Qg2 - Ker(T1 A\ TQ)
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Portanto pela Defini¢ao 4.1 temos que: C; X Ty ATy e Cy <X Ty ATy assim (ANP)ANCy = AP
e (ANP) A Cy = AP, como Obs" = NRed(C;) = NRed(Cy) entdo pela Defini¢io 5.2 C1 e
Cy sao dois complementos minimais de P. Também podemos lembrar que NRed(T) ATy) =
{92, 93,94} assim Obs™” C NRed(Ty A Ty) e entdo NRed(T} A Ty) ndao é minimal.

Definigao 5.3 (F-Complemento). O F- Complemento é o operador
CF = (AF)V (VF),
onde VF' & igual a 0(KRed(F)).
Lema 5.12. (Lema 3.2.5 [Chel8]) O par é P = (AF,VF) € confluente. Além disso, temos

NRed(VF) = Red(F).

Demonstra¢ao. Vamos mostrar a primeira parte, a imagem de AF esta inclusa em KRed(F'),
pois pela a Proposigao 3.2, temos Im(AF) = KRed(AF) e para cada T € F temos que
KRed(AF) C KRed(T') dado que AF < T, portanto

KRed(AF) C K( N Red(T)) = KRed(F).

Assim,

In(AF') = KRed(AF') C KRed(F)
= Ker(6(KRed(F)))
= Ker(VF)

Entdo, para todo x € KG, temos VF(AF(z)) = 0 o que implica
VE o AF = O,

onde O é o operador nulo.

Portanto, temos
VEoANFoVF =QoVF =0

de onde,
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VF o AF oVF =VFoAF.
Logo, (VF,AF) = (AF,VF), dado que os dois sdo o operador O, e pelo Lema 5.8, P é
confluente.
Para a segunda parte, consideremos o endomorfismo U : KG — KG definido como
0, se g€ Red(F)

Ulg) =
g, se g ¢ Red(F)

O operador U é um projetor ja que
1. Se g € Red(F') temos que U(U(g)) =U(0) =0 = U(g), devido a que 0 € Red(F).
2. Se g € Red(f) temos U(U(g)) =U(g) = g.

E é um operador que para todo g € G tal que U(g) € g . Entao U(0) = 0. Portanto ¢ tal
que para todo g € G U(g) = 0 < g, ou seja, é um operador de redugao relativo a (G, <).
Além disso, temos pela definicao do operador que
Ker(U) = Im(Id — U)
= KRed(F).
Portanto, U e VF sdo dois operadores de reducdo com o mesmo ntcleo, entdo sdo iguais.
Em particular NRed(VF) = NRed(U) = Red(F'), que era o que se queria mostrar. O

Teorema 5.5. (Teorema 3.2.6 [Chel8]) Seja F C RO(G, <). Entao o F-complemento € o

complemento minimal de F.

Demonstracio. Como CT' = (AF) A (VF), ou seja, CF ¢ o limite superior entre AF e VF),
temos entdo AF < CF. Pelo Lema 5.12 o par (AF,VF) ¢ confluente. Por tltimo como
x € Red(F) \ Red(AF) < = € Red(F) e x € Red(AF)
& 2 €Red(F) e x € [Red(AF)]“
(F') e x € NRed(AF)
< x € Red(F') N NRed(AF)
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Entao

NRed(CF) = NRed((AF) A (VF))
= NRed(AF) N NRed(F)
= NRed(AF) NRed(F)
= Red(F’) \ Red(AF)
= Obs”

O

Lema 5.13. (Lema 3.2.7 [Chel8]) O conjunto CT(Obs™) = {CF(y) | y € Obst} C
KRed(AF)

Demonstracao. Pelo feito no Lema 5.3 temos a expressao
VFoAF oVF =VFEF o AF,

que é equivalente a (AF,VF)? = (VF, AF)? e do mesmo lema o par (A, VF) é confluente.

Portanto, pelo Lema 5.8, obtemos

CY = (AF)V (VF)
=1d—T

De onde para que T' = (Id— AF,Id—VF) = (Id—VF, Id— AF) o exponente n, = 2 assim
1
(Id = VF Id— NFY = 1d+ 3 (=1} (AR, VE) 4+ (VE, AF) ) + (~1*(VE, AF)?
i=1
=Id+(-1) ((/\F, VE) + (VF, /\F>1) + (VF, AF)?

=Jd—VF — ANF +VF o A\F.

Ct'=1d— (Id—VF — AF +VF o AF)
=VFEF +AF —VF o AF,
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e pela definicao de obstrucio temos que Obs?’, KRed(A) C KRed(F) = Ker(VF'), portanto
Vg € Obs!, temos

C"(9) = VF(g) + AF(g) — VF(AF(g))
= AF(g).

O que mostra CT(Obs”) € Im(A) = KRed(AF). O

Proposicao 5.18. (Proposi¢cio 3.2.8 [Chel8]) O F-Complemento € o inico complemento
minimal C de F tal que C(Obs")K = Red(F).

Demonstragao. Seja C' o complemento minimal de F' tal que C(Obs’) C KRed(F). Mos-

traremos por casos que C¥ = C assim

1. Para g € G\ Obs/, como Obs? = NRed(CF)(Teorema 5.5), e Obs’ = NRed(C) por
ser C' complemento minimal de F, entdo Red(C) = Red(C¥), ou seja C(g) = C¥(g).

2. Se g € Obs™, por hipotese C(Obs’) C KRed(F), e Obs’” = NRed(C) também temos
que Im(C) = KRed(F) entdo C'(Obs™) C K(Red(F') \ Obs™) e

x € Red(F) \ Obs" < z € Red(F) e x & Obs”
< x € Red(F) e = & (Red(F') \ Red(AF))
& ¢ € Red(F) e—(z € (Red(F) \ Red(AF)))
< x € Red(F) e—(x € Red(F) e = € Red(AF)))
< x €Red(F) e (z € Red(F) ou = € Red(AF))
< (x €Red(F) e © € Red(F)) ou = € Red(AF)
<z el ou x €Red(AF))
&z € (DURed(AF))
& € Red(AF).

Assim, C(Obs™) C KRed(AF) e pelo Lema 5.13 CF(Obs™) C KRed(AF') logo

(AFoC)(g)= AF(C"(g)) =C"(g) (5-4)
(AFoC)(g)= AF(C(g) =Clg) (5.5)
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para g € Obs”. Portanto, pela condi¢iao 2(a) da definigao 5.2 (AF) AC = AF e
(AF)ACF = AF assim

Clg) = ((AF) A C)(g) = AF(g) = ((AF) A CT)(g) = C"(9),

para g € Obs?. E portanto, o resultado se satisfaz.

Exemplo 5.2.2. (Exemplo 3.2.9 [Che18])

1. O operador Cy do exemplo 5.2.1 item (2) é o P-complemento Cy e complemento
minimal de P e como C1(Obs?) = {C1(g3)} = {1} C KRed(P) jd que Red(P) =
{91, 95}-

2. Considere o item (2) do exemplo 4.2.1 o operador C € RO(G,<) definido como

C(yzry) = zx e C(w) = w em outros casos € o P-complemento jd que:

(a) (AP)AC)(yzy) = AP(ax) = 2z = AP(yzy) e para w # yzy ((AP)AC)(w) =
AP(w), portanto
((AP)ANC) = AP

(b) E Obs™ = {yxy} = NRed(C).
Além disso € o P € minimal.
Exemplo 5.2.3. Consideremos F = {11,125} do FEzemplo 4.2.1. O conjunto

KRed(F) = K{g1} ® K{gs} cuja base reduzida € (e;),.c = {91, 93}, portanto

g—eg ,sege{g, g3}

0(KRed(F)) = VF(g) =
g ,5¢ 9 € {92,094}

ou seja, VF(g;) =0 parai=1,3 e VF(g;) = g; para i = 2,4.

Agora calcularemos o supremo entre AF e VE. Como (AF,VF) sio confluentes entdo
existe n, tal que (Id— AF,Id —VF)"s = (Id—VF,Id— AF)"s, que segundo a tabela 5.1:

I6)



g1 92 93 94
(Id—VF,Id—AF)' | 0 | go—g1 | 95— 01 | 9a— &
(Id — NF,Id — VF)' | g 0 g3 0
(Id—=VE,Id—AF)* | 0| —g1 | gs—g1| —0a
(Id— AF,Id —VF)? | 0 0 g3 — 01 0
(Id—VEF,Id— AF)* | 0 0 g3 — g1 0
(Id — ANF,Id —VF)® | 0 0 g3 — g1 0

Tabela 5.1: Produtos trancados

Como pode-se observar nas duas ultimas linhas vermelhas, os operadores coincidem quando

ng = 3. Assim, T estd dado por:

0 , sei=1,2,4
T(Qz’):{ .
93— , sei=3

Portanto,
, set1 =3

caso contrdrio

C™(gi) = (Id = T)(g;) = { gl

b

Tomando C¥ = Ty temos que o conjunto F' = {Ty, Ty, T3} € a completacio de F.
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Conclusao

No decorrer deste trabalho vimos como o conceito de operador de redugao gerou uma ponte
entre as regras de reescrita e os operadores lineares. E assim dado um sistema de reescrita
da palavra R pelo Teorema 3.2 podemos obter um sistema semi-reduzido para o qual pode-
se associar um operador de redugao T para todas as regras ou para um conjunto de regras.
Logo, ja com um conjunto de operadores de reducao F, mediante o reticulado definido
no Capitulo 4 podemos obter o conjunto de obstrugoes. De onde através do conjunto de

obstrucgoes podemos determinar a confluéncia e a completacao deste sistema de regras.

Além disso, esta abordagem de completacao via operadores de reducdao nos permite, de
forma mais pratica, calcular a confluéncia e a completacao do sistema abstrato da pala-
vra. Também é possivel determinar se nosso sistema é Church-Rosser, se ele é localmente

confluente, encontrar formas normais de uma forma alternativa.

Um interessante trabalho futuro seria estender os desenvolvimentos apresentados aqui para
sistemas de reescrita de termos, que envolvem simbolos de fun¢ao e identidades especificas

para a algebra equivalente.
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