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Resumo

Baseado em [17] e [18], apresentamos nesta dissertação um estudo de classificação
de quase solitons gradientes de Ricci e solitons gradientes de Yamabe. No primeiro caso,
estudamos a classificação de quase solitons gradientes de Ricci do tipo M = (Rn, ḡ)× f

(Fm,gF), onde a base ḡ =
1

ϕ2 g é invariante pela ação de um grupo de translação e a fibra F é

uma variedade semi-Riemanniana de Einstein. Em seguida, trabalhamos com a caracterização
de quase solitons gradientes de Ricci conformemente flat invariantes pela ação de um grupo
de translação ou rotação.No segundo caso, apresentamos uma caracterização de solitons
gradientes de Yamabe conformes a um espaço pseudo-Euclidiano (Rn,g), invariantes pela
ação de um grupo de translação (n−1)-dimensional.

Palavras-chave: Produto torcido, quase solitons gradientes de Ricci, solitons gradientes
de Yamabe.



Abstract

Based on [17] and [18] we present in this dissertation a classification study of gradient
Ricci almost solitons and gradient yamabe solitons. In the firt case, we studied the classifica-
tion of gradient Ricci almost solitons of the type M = (Rn, ḡ)× f (Fm,gF), where the base

ḡ =
1

ϕ2 g is invariant the action of a translation group and F semi-Riemannian Einstein fiber.

Then, we work with the characterization of gradient Ricci almost solitons for a conformally
flat invariant by the actions of a translation group or rotation. In the second case, we present
a characterization of gradient Yamabe solitons conformal to a pseudo-Euclidean space which
is invariant under the action of an (n−1)-dimesional translation group.

Keywords: Warped product, gradient Ricci almost solitons, gradient Yamabe solitons.
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Introdução

Em 1982, Hamilton [14] definiu o fluxo de Ricci como sendo uma equação de evolução
no espaço das métricas Riemannianas; tal fluxo possibilitou anos depois que G. Perelman,
provasse a Conjectura de Poincaré.

A equação de evolução proposta por Hamilton é dada por

∂

∂ t
g(t) =−2Ricg(t), g(0) = g0,

onde Ricg é o tensor de Ricci na métrica g.
A relevância de classificar e entender a geometria dos solitons, deve-se ao fato de que

tais soluções podem aparecer como possíveis modelos de singularidades do fluxo. Em [14],
Hamilton introduziu o conceito de soliton de Ricci, que são soluções estacionárias do fluxo
de Ricci. Este conceito foi generalizado em [23], com a noção de quase soliton de Ricci.

Se (Mn,g) é uma variedade semi-Riemanniana de dimensão n ≥ 3, dizemos que M é um
quase soliton de Ricci se satisfaz

Ricg+
1
2
LX g = λg, (1)

onde LX g representa a derivada de Lie da métrica g com respeito ao campo vetorial tangente
X e λ : M → R uma função diferenciável.

Quando X = ∇h para alguma função diferenciável h em M, então M é chamada de quase
soliton gradiente de Ricci e a equação (1) pode ser reescrita como

Ricg +Hessg(h) = λg,

onde Ricg é o tensor de Ricci e Hessg(h) é a hessiana da função potencial h na métrica g.
Recentemente, vários autores consideraram o estudo de quase solitons de Ricci com a

estrutura de produto torcido (ver [4], [13], [25]). Um dos motivos é pelo fato desses espaços
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terem uma métrica muito rica, possibilitando construir novos exemplos não triviais de quase
solitons de Ricci.

Em 1960, no artigo [27], Hidehiko Yamabe formulou o seguinte problema: Dada uma
variedade Riemanniana compacta (Mn,g), de dimensão n ≥ 3, existe uma métrica conforme
a g com curvatura escalar constante?

O próprio Yamabe acreditou ter solucionado o problema, mas Neil Trudinger em 1968
[26], encontrou um erro. Historicamente, o desenvolvimento da solução do problema de
Yamabe encontra-se nos trabalhos de Neil Trudinger [26] em 1968, Thierry Aubin [1] em
1976 e Richard Schoen [24] em 1984. Em 1984, Richard Hamilton [15] definiu o fluxo de
Yamabe como uma ferramenta para construir métricas de curvatura escalar constante em uma
dada classe de métricas Riemannianas conformes.

Em uma variedade Riemanniana, o fluxo de Yamabe pode ser definido como a evolução
da métrica Riemanniana g0 no tempo t para g = g(t) por meio da equação

∂

∂ t
g(t) =−Rg(t), g(0) = g0,

onde R representa a curvatura escalar na métrica g. Os solitons de Yamabe representam um
tipo de solução especial para o fluxo de Yamabe, e correspodem às soluções auto-similares
do fluxo. Assim como no fluxo de Ricci, no fluxo de Yamabe é fundamental compreender as
singularidades do fluxo.

Uma variedade Riemanniana (Mn,g), com n ≥ 3, é um soliton de Yamabe se admite um
campo vetorial X tal que

1
2
LX g = (R−λ )g, (2)

onde LX g denota a derivada de Lie da métrica g na direção do campo vetorial X e λ um
número real.

Quando X = ∇ f na equação (2), para alguma função diferenciável f definida em M,
então M é chamada um soliton gradiente de Yamabe. Neste caso podemos reescrever a
equação (2) como

Hessg f = (R−λ )g,

onde R denota a curvatura escalar na métrica g. Se λ > 0, λ = 0 ou λ < 0, chamamos o
soliton gradiente de Yamabe de contrátil, estável ou expansivo, respectivamente.

Nos últimos anos, vários estudos foram desenvolvidos com o objetivo de entender a
geometria e classificar os solitons. Neste ínterim, os espaços confomes a espaços pseudo-
Euclidianos tornaram-se ambientes interessantes na busca de exemplos de solitons gradientes
de Yamabe.
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Seguindo os passos apresentados em [17] e [18], estudamos alguns resultados de clas-
sificação de solitons gradientes de Yamabe, conformes a espaços pseudo-Euclidianos e
invariantes pela ação de um grupo de translação de dimensão (n−1); quase solitons gradien-
tes de Ricci com estrutura de produto torcido e quase solitons gradientes de Ricci conformes
a espaços pseudo-Euclidianos e invariantes pela ação de um grupo de translação ou rotação.
Precisamente, nosso trabalho está estruturado tal como segue:

No Capítulo 1, fixamos notações e tratamos de conceitos preliminares, a saber, variedades
semi-Riemannianas, quase solitons gradientes de Ricci, solitons gradientes de Yamabe e
produto torcido. As principais referências para este capítulo foram [3], [10], [19] e [21].

No Capítulo 2, baseamo-nos em [17], e estudamos os quase solitons gradientes de Ricci
com estrutura de produto torcido, onde a base é conforme a um espaço pseudo-Euclidiano
e invariante pela ação de um grupo de translação de dimensão (n− 1), e a fibra é uma
variedade semi-Riemanniana de Einstein. Outrossim, vimos que os autores forneceram uma
classificação para um quase soliton gradiente de Ricci conforme à métrica pseudo-Euclidiana
e invariante pelas ações de um grupo de translação ou um grupo pseudo-ortogonal.

No Capítulo 3, baseamos nossos estudos no artigo [18], onde os autores caracterizaram
os solitons gradientes de Yamabe conformes a espaços pseudo-Euclidianos n-dimensionais.
Soluções que são invariantes pela ação de um grupo de translação de dimensão (n−1) foram
consideradas.

Destinamos um apêndice, Capítulo A, a um breve relato de um método para encontrar o
grupo de simetria de equações (ou sistema de equações) diferenciais parciais. Esta síntese
está baseada em [19], a qual fortemente recomendamos ao leitor desejoso em aprofundar
seus estudos.



CAPÍTULO1

Preliminares

Neste capítulo, vamos apresentar resultados e definições importantes que serão usados ao
longo desta dissertação.

Primeiro, definiremos o conceito de variedade semi-Riemanniana e, em seguida, veremos
que conexão, curvatura, geodésica, etc., estudados em Geometria Riemanniana, podem
ser estendidos para variedades semi-Riemannianas. Prosseguindo, faremos uma breve
introdução sobre grupos de simetria de equações diferenciais parciais, e veremos os conceitos
de quase soliton gradiente de Ricci e soliton gradiente de Yamabe, importantes para o
bom entendimento dos capítulos seguintes. Finalizaremos esta leitura preliminar definindo
produto torcido.

Para maiores detalhes indicamos ao leitor, por exemplo, as referências [3], [10], [19] e
[21], as quais nortearam estas notas preliminares.

1.1 Variedades semi-Riemannianas

Para os conceitos e resultados seguintes, consideraremos M uma variedade diferenciável.

Definição 1.1. Uma variedade diferenciável, de dimensão n, é um conjunto M e uma
família de aplicações biunívocas xα : Uα ⊂ Rn −→ M, de abertos Uα de Rn em M, tais que:

(i)
⋃
α

xα(Uα) = M;

(ii) Para todo par α , β , com xα(Uα)∩ xβ (Uβ ) =W ̸= /0, os conjuntos x−1
α (W ) e x−1

β
(W )

são abertos em Rn e as aplicações x−1
β

◦ xα são diferenciáveis;

(iii) A família {(Uα ,xα)} é máxima relativamente às condições (i) e (ii).
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O par (Uα ,xα) com p ∈ xα(Uα) é chamado uma parametrização (ou sistema de coor-
denadas) de M em p; xα(Uα) é chamada de vizinhança coordenada em p. Uma família
{(Uα ,xα)} satisfazendo as condições (i) e (ii) é chamada uma estrutura diferenciável.

Apresentaremos agora, um objeto extremamente útil em Geometria Diferencial. Os
tensores são objetos indispensáveis no estudo local e global de variedades deferenciáveis,
cuja ideia generaliza para variedades a ideia de campos de vetores, funções reais e 1-formas.

Seja V ∗ o conjunto de todas as funções K− lineares de V em K, onde V é um espaço
vetorial. Denotaremos V1 ×·· ·×Vs abreviadamente por V s.

Definição 1.2. Para inteiros r ≥ 0, s ≥ 0, onde r e s são não nulos simultaneamente, uma
função K− multilinear A : (V ∗)r ×V s −→ K é dita um tensor do tipo (r,s) sobre V .

Exemplo 1.1. (Exemplos de Tensores)

(i) Produto interno em Rn é um (0,2)-tensor;

(ii) O determinante como função de n vetores é um (0,n)-tensor de Rn;

(iii) Os números reais são simplesmente um (0,0)-tensor.

Agora, considere V um espaço vetorial sobre R com dimensão finita. Definiremos agora,
uma forma bilinear que é um (0,2)-tensor.

Definição 1.3. Uma forma bilinear sobre V é uma aplicação b : V ×V −→ R tal que, para
quaisquer α ∈ R e u1,u2,v1,v2 ∈V , satisfaz

(i) b(αu1 +u2,v) = αb(u1,v)+b(u2,v),

(ii) b(u,αv1 + v2) = αb(u,v1)+b(u,v2).

Além disso, dizemos que b é uma forma bilinear simétrica se b(u,v) = b(v,u) para todos
u,v ∈V .

Definição 1.4. Uma forma bilinear simétrica b sobre um espaço vetorial V é:

(i) positiva definida (respectivamente negativa definida) desde que b(u,u)> 0,
∀ u ̸= 0 em V (respectivamente < 0);

(ii) positiva semi-definida (respectivamente negativa semi-definida) desde que b(u,u)≥
0, ∀ u ∈V (respectivamente ≤ 0);

(iii) não-degenerada desde que b(u,v) = 0, ∀ v ∈V , implica u = 0.
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Definição 1.5. O índice v de uma forma bilinear simétrica b sobre V é o maior inteiro que é
a dimensão de um subespaço W ⊂V , tal que b restrita a W é negativa definida.

Se β = {e1, . . . ,en} é uma base de V , a matriz (bi j) = b(ei,e j), n×n, é chamada a matriz
de b relativa à base β . Em [21] prova-se que uma forma bilinear simétrica é não-degenerada
se, e somente se, a matriz (bi j) é não singular, ou seja, inversível.

Para falarmos de comprimento de uma curva, definir objetos geométricos como curvatura
ou a área de uma região em uma variedade diferenciável M, é necessário considerar um
tensor apropriado em M.

Definição 1.6. Um tensor métrico g, em uma variedade diferenciável M, é um (0,2) tensor
simétrico não-degenerado em M de índice constante.

Em outras palavras, um tensor métrico g sobre M é uma aplicação que associa a cada
ponto p ∈ M, uma forma bilinear simétrica não degenerada em TpM com índice constante v,
∀p ∈ M. Se v = 0, M é uma variedade Riemanniana.

Definição 1.7. Uma variedade semi-Riemanniana é uma variedade diferenciável M munida
de um tensor métrico g.

Em um sistema de coordenadas locais x : U ⊂ Rn −→ M em torno de p, as componentes
do tensor métrico g são dadas por

gi j = g
(

∂ f
∂xi

,
∂ f
∂x j

)
=

〈
∂ f
∂xi

,
∂ f
∂x j

〉
, 1 ≤ i, j ≤ n.

Como g é não degenerado, temos que em cada ponto p a matriz gi j é inversível. Denota-
remos a inversa por gi j.

Pela simetria de g tem-se, gi j = g ji, então gi j = g ji para todo 1 ≤ i, j ≤ n. Assim, em U ,
o tensor métrico pode ser escrito como

g = ∑gi jdxi ⊗dx j.

Para um inteiro ν , com 0 ≤ ν ≤ n, o espaço Rn
ν munido com o tensor métrico

g(vp,wp) =−
ν

∑
i=1

viwi +
n

∑
j=ν+1

v jw j, (1.1)

de índice ν , é uma variedade semi-Riemanniana, chamado espaço pseudo-Euclidiano. Ob-
serve que, para o caso ν = 0, a expressão (1.1) reduz-se à métrica euclidiana e Rn

0 ao espaço
Euclidiano Rn; para ν = 1, com n ≥ 2, Rn

1 é chamado espaço de Lorentz-Minkowski.
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Fixando a notação

εi =

−1, 1 ≤ i ≤ ν ,

+1, ν +1 ≤ i ≤ n,

o tensor métrico (1.1) pode ser escrito na seguinte forma

g = ∑εidxi ⊗dx j.

Definição 1.8. Um vetor tangente v em uma variedade semi-Riemanniana (M,g) é:

(i) tipo-espaço se g(v,v)> 0 ou v = 0;

(ii) tipo-nulo se g(v,v) = 0 e v ̸= 0;

(iii) tipo-tempo se g(v,v)< 0.

Quando M é uma variedade de Lorentz, os vetores tipo-nulos são chamados tipo-luz.
A seguir, vamos caracterizar as noções de conexão e derivada covariante sobre uma

variedade semi-Riemanniana. Indicaremos por X (M) o conjunto dos campos de vetores de
classe C∞ em M e por D(M) o anel das funções reais de classe C∞ definidas em M.

Definição 1.9. Uma conexão ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

∇ : X (M)×X (M)−→X (M)

que se indica por (X ,Y )−→ ∇XY e que satisfaz as seguintes propriedades

(i) ∇XY é D(M)-linear em X ;

(ii) ∇XY é R-linear em Y ;

(iii) ∇X( fY ) = f ∇XY +X( f )Y, ∀ f ∈ D(M).

Assim, ∇XY é chamada a derivada covariante de Y na direção de X com respeito à
conexão ∇.

Teorema 1.1. Em uma variedade semi-Riemanniana M existe uma única conexão ∇ tal que

(i) [X ,Y ] = ∇XY −∇Y X ,

(ii) X(g(Y,Z)) = g(∇X ,Z)+g(Y,∇X Z), ∀ X ,Y,Z ∈ X (M).
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∇ é chamada Conexão de Levi-Civita de M, e é caracterizada pela fórmula de Koszul

2g(∇Y Z,X) = Y g(Z,X)+Zg(X ,Y )−Xg(Y,Z)−g(Y, [Z,X ])+g(Z, [X ,Y ])+g(X , [Y,Z]).

Demonstração. Ver [21].

Em um sistema de coordenadas locais x : U ⊂ Rn −→ M, a conexão é definida por

∇ ∂

∂xi

∂

∂x j
= ∑

k
Γ

k
i j

∂

∂xk
,

onde Γ
k
i j são os símbolos de Christoffel da conexão ∇ que são dados por

Γ
k
i j =

1
2 ∑

m
gmk
[

∂

∂xi
g jm +

∂

∂x j
gim − ∂

∂xm
gi j

]
.

No caso semi-Riemanniano os conceitos de transporte paralelo e geodésica são introduzi-
dos de maneira análoga ao caso Riemanniano. No que segue, definiremos completude de
uma variedade semi-Riemanniana.

Definição 1.10. Uma variedade semi-Riemanniana (M,g) é (geodesicamente completa)
completa se toda geodésica de M está definida em todo R.

Em uma variedade semi-Riemanniana M existe uma generalização dos operadores dife-
renciais: Gradiente, Divergente e Laplaciano.

Definição 1.11. Considere (M,g) uma variedade semi-Riemanniana e f uma função diferen-
ciável definida em M. Então,

(i) o Gradiente de f em um ponto p ∈ M, denotado por ∇g f , é definido por

g(∇g f ,X) = d f (X); ∀ X ∈ X (M).

(ii) a Hessiana de f é dado por

∇
2
g f (X ,Y ) = Hessg f (X ,Y ) = g(∇X ∇g f ,Y ).

(iii) o Laplaciano de f , denotado por

∆g f = div(∇g f ),
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onde o div : X −→ R é o divergente do campo X definido por

divXp = traço{Yp −→ ∇Y X(p)}, ∀ p ∈ M.

Em um sistema de coordenadas locais (U,x), o qual será utilizado nos próximos capítulos,
temos que os operadores Gradiente, Hessiano e o Laplaciano são dados, respectivamente, por

||∇ f ||2 =
n

∑
i, j=1

gi j ∂ f
∂xi

∂ f
∂x j

,

(Hessg f )i j =
∂ 2 f

∂xix j
−

n

∑
k=1

Γ
k
i j

∂ f
∂xk

,

∆g f =
n

∑
i, j=1

gi j
(

∂ 2 f
∂xix j

−
n

∑
k=1

Γ
k
i j

∂ f
∂xk

)
.

1.1.1 Curvaturas

Iniciaremos esta seção com algumas definições básicas do operador curvatura, que
intuitivamente mede o quanto uma variedade deixa de ser Euclidiana e das curvaturas
seccional, de Ricci e escalar. Veremos que não são necessárias alterações significativas nestas
definições para variedades Riemannianas, ao estendê-las para variedades semi-Riemannianas.
Para maiores detalhes, sugerimos ao leitor ver [21].

Lema 1.1. Seja M uma variedade semi-Riemanniana com ∇ a conexão de Levi-Civita. A
aplicação R : X 3(M)−→X (M) dada por

R(X ,Y )Z = ∇Y ∇X Z −∇X ∇Y Z +∇[X ,Y ]Z, Z ∈ X (M)

é um (1,3) tensor em M, chamado tensor curvatura.

Considerando um sistema de coordenadas (U,x) em torno de p ∈ M,

R
(

∂

∂xk
,

∂

∂xl

)
∂

∂x j
= ∑

i
Ri

jkl
∂

∂xi

onde as componentes de R são dadas por

Ri
jkl =

∂

∂xl
Γ

i
k j −

∂

∂xk
Γ

i
l j +∑

m
Γ

i
lmΓ

m
k j −∑

m
Γ

i
kmΓ

m
l j.

O tensor curvatura R é, em geral, muito complicado. Agora, vamos considerar uma
função real mais simples que determina o tensor curvatura R completamente.
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Definição 1.12. Um subespaço bidimensional Π do espaço tangente TpM é dito plano
tangente à M em p. Mais ainda,

Q(X ,Y ) := g(X ,X)g(Y,Y )−g(X ,Y )2,

para vetores tangentes X ,Y .

O plano tangente Π é não degenerado se e somente se Q(X ,Y ) ̸= 0, para alguma base
{X ,Y} de Π.

Lema 1.2. Seja Π um subespaço bidimensional não degenerado do espaço tangente TpM. O
número

K(X ,Y ) =
g(R(X ,Y )X ,Y )

Q(X ,Y )

é independente da escolha da base {X ,Y} para Π e é chamado de curvatura seccional de Π

em p.

Definiremos a seguir conceitos importantes que dependem da curvatura seccional, quais
sejam, o tensor de Ricci e a curvatura escalar.

Definição 1.13. Seja R o tensor curvatura de uma variedade semi-Riemanniana (M,g). O
tensor curvatura de Ricci é definido por

Ricp(X ,Y ) = traço{Z −→ R(X ,Z)Y}

onde X ,Y,Z ∈ TpM.

Em um sistema de coordenadas locais (U,x), as componentes do tensor de Ricci são
dadas por

Ri j = R
(

∂

∂xi
,

∂

∂x j

)
=

n

∑
k=1

Rk
ki j =

n

∑
k,m=1

gkmRkl jm.

Definição 1.14. Considere (M,g) uma variedade semi-Riemanniana. A curvatura escalar,
K, de M é uma função K : M −→ R, definida por

K = traço A

onde A é uma aplicação linear auto-adjunda, A : TpM −→ TpM associado ao tensor de Ricci,

Ricg : TpM×TpM −→ R

que é uma forma bilinear simétrica.
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Em um sitemas de coordenadas locais (U,x), temos que

K = ∑
i, j

gi jRi j = ∑
i, j,k

gi jRk
i jk.

Prosseguindo, iremos definir e expor alguns resultados importantes sobre métricas con-
formes, que serão úteis na demonstração de resultados nos capítulos seguintes.

Definição 1.15. Duas métricas g e ḡ em uma variedade M são conformes se existe uma
função diferenciável, positiva e definida, ϕ : M −→ R, tal que para todo p ∈ M e todo
u,v ∈ TpM vale a igualdade

ḡp(u,v) =
1

ϕ2(p)
gp(u,v).

Se g for uma métrica flat (tensor curvatura nulo), então a métrica ḡ é chamada conformemente
flat.

O seguinte resultado expressa a relação entre os tensores de Ricci nas métricas conformes,
ver [16].

Proposição 1.1. Seja (Mn,g) uma variedade semi-Riemanniana de dimensão n ≥ 3 e ḡ =
1

ϕ2 g uma métrica conforme à g. Então, os tensores de Ricci de g e de ḡ satisfazem a relação

Ricḡ −Ricg =
1

ϕ2

{
(n−2)ϕHessg(ϕ)+ [ϕ∆gϕ − (n−1)||∇gϕ||2]g

}
. (1.2)

No próximo capítulo, vamos considerar o espaço pseudo-Euclidiano (Rn,g) e a métrica

ḡ =
1

ϕ2 g conforme a métrica pseudo-Euclidiana. Neste caso, o tensor de Ricci da métrica ḡ

pela proposição acima é da forma

Ricḡ =
1

ϕ2

{
(n−2)ϕHessg(ϕ)+ [ϕ∆gϕ − (n−1)||∇gϕ||2]g

}
.
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Em um sistema de coordenadas locais, a expressão para a curvatura escalar é dada por

K = Rḡ = ∑
i, j

ḡi jR̄i j = ∑
i, j

ϕ
2
εiδi jR̄i j = ϕ

2
n

∑
i

R̄iiεi

= ϕ
2
[ n

∑
i

1
ϕ2

{
(n−2)ϕ(Hessgϕ)ii +(ϕ∆gϕ − (n−1)||∇gϕ||2)εi

}]
εi

= (n−2)(ϕ∆gϕ)+nϕ∆gϕ −n(n−1)||∇gϕ||2

= 2nϕ∆gϕ −2ϕ∆gϕ −n(n−1)||∇gϕ||2

= (n−1)[2ϕ∆gϕ −n||∇gϕ||2],

onde denotamos por δi j o delta de Kronecker, definido por

δi j =

{
1, se i = j
0, se i ̸= j.

Logo, obtemos a seguinte expressão para curvatura escalar na métrica ḡ =
1

ϕ2 g

Rḡ = (n−1)(2ϕ∆gϕ −n||∇gϕ||2). (1.3)

O próximo resultado, será útil para mostrarmos a completude de uma variedade Rieman-
niana que é conforme a uma variedade Riemanniana completa.

Proposição 1.2. Sejam M e M variedades Riemannianas e f : M → M um difeomorfismo.
Admita que M é completa e que existe uma constante c > 0 tal que

||v|| ≥ c||d fp(v)||,

para todo p ∈ M e todo v ∈ TpM. Então M também é completa.

Demonstração. Sejam p,q ∈ M e uma curva γ : [a,b]→ M diferenciável por partes em M
ligando p e q tais que γ(a) = p, γ(b) = q e f ◦ γ : [a,b]→ M uma curva diferenciável por
partes em M ligando f (p) e f (q). Assim,

ℓ(γ) =
∫ b

a
|γ ′(t)|dt ≥ c

∫ b

a
|d fγ(t)(γ

′(t))|dt = c
∫ b

a
|( f ◦ γ)′(t)|dt = cℓ( f ◦ γ).
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Então,

dM(p,q) = in f{ℓ(γ); γ(a) = p e γ(b) = q}
≥ c in f{ℓ( f ◦ γ); ( f ◦ γ)(a) = f (p) e ( f ◦ γ)(b) = f (q)}
= dM( f (p), f (q)).

Portanto,
dM(p,q)≥ dM( f (p), f (q)). (1.4)

Agora, considere {xn}n∈N uma sequência de Cauchy em M. Segue de (1.4) que { f (xn)}n∈N
é uma sequência de Cauchy em M. Como M é completa, temos

lim
n→∞

f (xn) = x ∈ M.

Seja x = f−1(x) ∈ M. Como f é um difeomorfismo, em particular f−1 é contínua. Portanto,

lim
n→∞

xn = x ∈ M.

Logo, M é completa como espaço métrico e pelo Teorema de Hopf - Rinow [10], M é
geodesicamente completa.

1.2 Grupos de simetria de equações diferenciais

No século XIX o norueguês Sophus Lie apresentou uma alternativa visando solucionar
equações diferenciais usando grupos de simetria. Um grupo de Lie é um grupo de simetria de
um sistema de equações diferenciais, quando a ação do grupo transforma soluções do sistema
em outras soluções. Mais precisamente, um grupo de simetria de um sistema de equações
diferenciais é um grupo local de transformações G agindo em uma variedade diferenciável
M com a propriedade de transformar uma solução x do sistema em uma outra solução g · x,
com g ∈ G.

A aplicação mais importante dessa técnica, consiste no uso de invariantes pela ação do
grupo ou de subgrupos, para reduzir o número de variáveis de uma equação diferencial
parcial, podendo reduzir para um sistema de equações diferenciais ordinárias que, a priori,
facilita a busca por soluções, pois apresenta mais técnicas de resolução.

Nesta seção, falaremos de algumas definições e exemplos básicos sobre à teoria de
grupos de simetria de um sistema de equações diferenciais parciais. As demonstrações dos
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resultados, e para um maior aprofundamento sobre o assunto, o leitor poderá encontrar em
[19] no qual foi baseada esta seção.

1.2.1 Grupo local de transformações

Definição 1.16. Um grupo de Lie é uma variedade diferenciável G com uma estrutura de
grupo, de tal modo que a aplicação

(x,y) ∈ G×G −→ xy−1 ∈ G

é diferenciável. Equivalentemente se as aplicações

G×G −→ G

(x,y) 7−→x · y

e G −→ G

x 7−→x−1

são diferenciáveis.

Definição 1.17. Seja M uma variedade diferenciável. Um grupo local de transformações
agindo em M é dado por um grupo de Lie G, um subconjunto aberto U , tais que

{e}×M ⊂U ⊂ G×M,

onde e é o elemento neutro do grupo, e uma aplicação diferenciável Ψ : U −→M satisfazendo
as seguintes propriedades:

(a) Se (h,x), (g,Ψ(h,x)) e (g ·h,x) pertencem a U , então

Ψ(g,Ψ(h,x)) = Ψ(g ·h,x).

(b) Para todo x ∈ M,
Ψ(e,x) = x.

(c) Se (g,x) ∈U , então (g−1,Ψ(g,x)) ∈U e

Ψ(g−1,Ψ(g,x)) = x.
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Para simplificar, denotaremos Ψ(g,x) por g · x. Assim, na definição acima, teremos:

g · (h · x) = (g ·h) · x,
e · x = x,

g−1 · (g · x) = x.

Para todo g,h ∈ G e x ∈ M.
Uma órbita de um grupo local de transformação é o menor subconjunto não vazio

invariante pela ação do grupo na variedade M.

Definição 1.18. Seja G um grupo de Lie local de transformações agindo em M, então, para
cada x ∈ M, definimos a órbita através de x por

Ox = {g1 ·g2 · . . . ·gk · x; k ≥ 1, gi ∈ G e g1 ·g2 · . . . ·gk · x está definido}.

Além disso, dizemos que o grupo G age semi-regularmente se todas as órbitas são
subvariedades de M com a mesma dimensão.

Exemplo 1.2. O grupo de translações em Rn é um grupo de transformação. Seja v ̸= 0 um
vetor fixado em Rn e seja G = R o grupo aditivo. Defina,

Ψv(ε,x) = x+ εv, x ∈ Rn, ε ∈ R.

Observe que as órbitas são retas paralelas a v, de forma que a ação é semi-regular com órbitas
unidimensionais.

Agora, se considerarmos v um campo de vetores e denotarmos por Ψ(ε,x) a curva integral
maximal de v passando por x em M, dizemos que Ψ é o fluxo gerado por v. O fluxo de um
campo vetorial possui as seguintes propriedades básicas:

Ψ(δ ,Ψ(ε,x)) = Ψ(δ + ε,x), x ∈ M, (1.5)

para todo δ ,ε ∈ R tal que ambos os lados da equação estão definidas

Ψ(0,x) = x (1.6)

e
d

dε
Ψ(ε,x) = v|Ψ(ε,x) (1.7)

para todo ε .
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Comparando as propriedades (1.5) e (1.6) com a) e b) da Definição (1.17) vemos que
o fluxo gerado por um campo vetorial é o mesmo que uma ação local do grupo de Lie R
em uma variedade M. Dizemos que Ψ é um grupo a 1-parâmetro de transformações e v é
chamado gerador infinitesimal da ação do grupo. Em cooordenadas locais teremos

Ψ(ε,x) = x+ εξ (x)+O(ξ 2),

onde ξ = (ξ1, . . . ,ξn) são os coeficientes de v. Se Ψ(ε,x) é algum grupo a 1-parâmetro de
transformações agindo em M, então o gerador infinitesimal é obtido por

v|x =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

Ψ(ε,x). (1.8)

O cálculo do fluxo, ou um grupo a 1-parâmetro gerado por um dado campo vetorial v, é
frequentemente chamado de exponenciação do campo vetorial. Denotamos por

exp(εv)x ≡ Ψ(ε,x).

Exemplo 1.3. (Exemplos de campos vetoriais e fluxos)

a) Seja M = R com coordenada x, e considere o campo vetorial v = ∂x. Então

exp(εv)x = exp(ε∂x)x = (1+ εv)x = x+ ε. (1.9)

Para o campo vetorial v = x∂x, teremos que a exponencial

exp(εx∂x)x = eεx.

b) Consideremos M = Rn. O campo vetorial sobre M tem a forma va = ∑
i

ai∂/∂xi , onde

a = (a1, . . . ,an). A exponencial para o grupo de translação é da forma

exp(εva)x = x+ εa, x ∈ Rn.

c) Considere o grupo de rotações em M = R2

Ψ(ε,(x,y)) = (xcosε − ysinε, xsinε + ycosε).



1.2 Grupos de simetria de equações diferenciais 17

Seu gerador infinitesimal é um campo vetorial v = ξ (x,y)∂x + η(x,y)∂y, onde de
acordo por (1.8)

ξ (x,y) =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

(xcosε − ysinε) =−y,

η(x,y) =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

(xsinε + ycosε) = x.

Logo, v = −y∂x + x∂y é o gerador infinitesimal. O grupo de transformações acima
coincide com as soluções do sistema de equações diferenciais ordinárias

dx
dε

=−y,
dy
dε

= x.

1.2.2 Invariantes pela ação do grupo

Definição 1.19. Seja G um grupo local de transformações agindo em uma variedade M. Uma
função ξ : M −→ R é chamada um invariante de G se para todo x ∈ M e para todo g ∈ G tal
que g · x está definido, vale

ξ (g · x) = ξ (x).

O próximo resultado mostra uma condição necessária e sufuciente para que uma função
seja invariante.

Proposição 1.3. Seja G um grupo conexo de transformações agindo em uma variedade M.
Uma função diferenciável ξ : M −→ R é uma função invariante para G se, e somente se,

v(ξ ) = 0, ∀ x ∈ M, (1.10)

e para todo gerador infinitesimal v de G.

Frequentemente estamos interessados em determinar quantos invariantes um dado grupo
de transformações locais possui.

Definição 1.20. Considere ξ1(x), . . . ,ξk(x) funções reais e diferenciáveis, definidas em M.
Então

(a) ξ1, . . . ,ξk são chamadas funcionalmente dependentes se para cada x ∈ M existe uma
vizinhança U de x e uma função real diferenciável F(z1, . . . ,zk), não identicamente
nula em qualquer subconjunto de Rk, tal que

F(ξ1(x), . . . ,ξk(x)) = 0,

para todo x ∈U .
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(b) ξ1, . . . ,ξk são chamadas funcionalmente independentes se não são funcionalmente
dependentes quando restritas a um subconjunto aberto U ⊂ M.

O próximo resultado fornece a quantidade máxima de invariantes funcionalmente in-
dependentes, que podemos obter por uma ação de G em M. A demonstração do Teorema
abaixo pode ser encontrado em [19].

Teorema 1.2. Suponha que G age semi-regularmente na variedade M de dimensão m com
órbitas s-dimensionais. Se x0 ∈ M, então existe precisamente m− s invariantes funcional-
mente independentes ξ1, . . . ,ξm−s definidos em uma vizinhança de x0. Além disso, qualquer
outro invariante definido nesta vizinhança é da forma

ξ (x) = F(ξ1(x), . . . ,ξm−s(x)),

para alguma função diferenciável F.

Apresentaremos agora, um método para encontrar invariantes de um dado grupo de
transformações. Para encontrarmos esses invariantes, consideremos G um grupo de transfor-
mações a 1- parâmetro agindo em M, com gerador infinitesimal

v = ξ1(x)∂x1 + . . .+ξm(x)∂xm,

expresso em alguma parametrização local dada. Pela Proposição (1.3), um invariante ξ de G
é uma solução da seguinte equação diferencial parcial linear de primeira ordem

v(ξ ) = ξ1(x)∂x1(ξ )+ . . .+ξm(x)∂xm(ξ ) = 0. (1.11)

O Teorema (1.2) diz então que, se v é não nulo, então existem m−1 invariantes funcio-
nalmente independentes e, consequentemente, m−1 soluções funcionalmente independentes
da equação diferencial parcial (1.11) em uma vizinhança de x0 ∈ M.

O cálculo de invariantes independentes para grupo de transformações a r-parâmetros,
com r > 1, em geral pode ser muito complicado. O cálculo consiste no seguinte: Se
vk = ∑ξ

i
k(x)∂xi , k = 1, . . . ,r forma uma base para os geradores infinitesimais, então os

invariantes são encontrados resolvendo o seguinte sistema linear homogêneo de equações
diferenciais parciais de primeira ordem

vk =
m

∑
i=1

ξ
i
k(x)∂xi(ξ ) = 0, k = 1, . . . ,r.
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Exemplo 1.4. Consideremos o grupo de rotações SO(2) no plano, com gerador infinitesimal
v =−y∂x + x∂y. O sistema característico correspondente é

dx
−y

=
dy
x
.

Resolvendo esta EDO de primeira ordem, obtemos x2 + y2 = c, onde c é uma constante
arbitrária. Portanto, ξ (x,y) = x2 + y2 é o único invariante independente do grupo de rotação.

1.3 Quase solitons gradientes de Ricci

Em dimensão n = 2 o fluxo de Yamabe é equivalente o fluxo de Ricci. No entanto, em
dimensão n ≥ 3 os fluxos de Yamabe e de Ricci se comportam de maneiras diferentes, pois o
primeiro preserva classes de métricas conformes, mas o fluxo de Ricci em geral não preserva.

Hamilton introduziu o conceito de soliton de Ricci, que são as soluções auto-similares
para o fluxo de Ricci. Os solitons de Ricci são importantes para compreender as singularida-
des do fluxo de Ricci, pois, são possíveis modelos de singularidades do fluxo, e, por essa
razão, é fundamental entendermos a geometria e classificar tais solitons. Dizemos que uma
variedade diferenciável é um quase soliton de Ricci se satisfaz

Ric+
1
2
LX g = λg,

onde LX g representa a derivada de Lie na métrica g com relação a um campo X ∈ X (M) e λ

uma função diferenciável arbitrária.
Quando X = ∇h para alguma função h definida em M, temos a seguinte definição:

Definição 1.21. Uma variedade semi-Riemanniana (Mn,g) é um quase soliton gradiente de
Ricci, se existem duas funções diferenciáveis h e λ em M de modo que

Ricg +Hessg(h) = λg, (1.12)

onde Ricg é o tensor de Ricci, Hessg(h) é a Hessiana da função potencial h em relação a
métrica g.

Um quase soliton gradiente de Ricci é dito ser contraído, estável ou expansivo se λ > 0,
λ = 0 ou λ < 0, respectivamente. Se λ tem sinal não constante será chamada de indefinida.

O conceito de quase soliton gradiente de Ricci foi introduzido por [23]; trata-se de uma
generalização da noção de soliton gradiente de Ricci, caso em que a função λ é constante.
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Normalmente, quando a variedade é Riemanniana, pede-se que a variedade seja completa.
No caso semi-Riemanniano não requer na definição que (M,g) seja completo, ver [2], [5],
[6] e [20].

Exemplo 1.5. (Variedades de Einstein)
Os quase solitons gradientes de Ricci generalizam as variedades de Einstein. De fato, pela
definição de variedade de Einstein, basta considerar h constante na equação (1.12).

1.4 Solitons gradientes de Yamabe

Uma variedade Riemanniana (M,g) é um soliton de Yamabe se admite um campo vetorial
X tal que

1
2
LX g = (R−λ )g, (1.13)

onde LX denota a derivada de Lie na direção do campo vetorial X na métrica g e λ um
número real, [11].

Os solitons de Yamabe representam um tipo de solução especial para o fluxo de Yamabe,
e correspondem às soluções auto-similares do fluxo. Os solitons são soluções estacionárias
de fluxos geométricos. Tais soluções possuem a propriedade de preservar a mesma geometria
da métrica inicial ao longo do fluxo de Yamabe. Em outras palavras, tenta uniformizar a
curvatura escalar ao longo do fluxo.

Quando X = ∇ f na equação (1.13), para alguma função f definida em M, podemos
reescrevê-la utilizando as propriedades da derivada de Lie e pelo fato de ∇g = 0 temos que

(L∇ f )g(Y,Z) = g(∇Y ∇ f ,Z)+g(Y,∇Z∇ f ) = g(∇Y ∇ f ,Z)+g(∇Y ∇ f ,Z)

= 2g(∇Y ∇ f ,Z),

para todo X ,Y,Z ∈ X (M). Como a Hessiana da f é dada por

Hessg f (Y,Z) = g(∇Y ∇ f ,Z),

obtemos que
L∇ f g = 2Hessg f .

Assim, temos a seguinte definição:

Definição 1.22. Uma variedade semi-Riemanniana (Mn,g) de dimensão n ≥ 3 é chamada
de soliton gradiente de Yamabe se existe uma função potencial diferenciável f : Mn −→ R e
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uma constante λ tal que
Hessg f = (R−λ )g (1.14)

onde R denota a curvatura escalar na métrica g.

Além disso, se λ > 0, λ = 0 ou λ < 0, chamamos o soliton gradiente de Yamabe de
contraído, estável ou expansivo, respectivamente.

Na definição de soliton gradiente de Yamabe, quando a variedade M é Riemanniana usu-
almente pede-se que a variedade seja completa, no caso semi-Riemanniano não é necessário,
ver [7], [9].

A seguir, apresentaremos alguns clássicos exemplos de sólitons gradiente de Yamabe.

Exemplo 1.6. (Variedades de Einstein)
Dizemos que uma variedade Riemanniana (M,g) é Einstein se existir uma constante real λ

tal que
Ricg(t) = λg(t).

Considerando f uma função potencial constante, teremos pela Equação (1.14)

Rg = λg.

Logo, toda variedade de Einstein é um soliton gradiente de Yamabe.

Exemplo 1.7. (Soliton de Yamabe Gaussiano)
Considere o espaço eucliano (Rn,g), onde g = δi j é a métrica canônica, e seja f : M −→R a
função potencial definida por

f (x) =
λ

2
||x||2

para alguma constante λ . Como Rg ≡ 0, tal soliton satisfaz

Hessg( f ) = λg.

Logo, (Rn,g, f ) é um soliton gradiente de Yamabe.

1.5 Produto Torcido

Introduziremos nesta seção uma classe de métricas mais rica que a métrica produto. Para
mais informações sugerimos ao leitor ver [21] e [22] na qual foi baseada esta seção. A
métrica produto torcido foi introduzido em 1969 por Bishop e O’Neil no artigo [22] com o
objetivo de construir variedades Riemannianas com curvatura negativa.
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Considere (B, gB) e (F, gF) variedades semi-Riemannianas. Uma variedade produto é
um variedade semi-Riemanniana (B×F, g) com o tensor métrico

g = π
∗(gB)+σ

∗(gF),

onde,

π : B×F −→ B

(x,y) 7−→ π(x,y) = x

e σ : B×F −→ F

(x,y) 7−→ σ(x,y) = y,
são as projeções canônicas de B×F sobre B e F , respectivamente.

Introduziremos agora, a noção de levantamento, que relaciona a variedade produto M×N
com cada componente M e N.

Definição 1.23. Sejam Mn e Nm variedades diferenciáveis e M×N a variedade produto com
f ∈ D(M).

(i) O levantamento de f a M×N é definido por f̃ = f ◦π ∈ D∞(M×N);

(ii) Se v ∈ TpM e q ∈ N então o levantamento de v a (p,q) é o único vetor ṽ ∈ T(p,q)M tal
que dπ(ṽ) = v. Como ṽ ∈ T(p,q)M então dσ(ṽ) = 0;

(iii) Se X ∈ X (M), o levantamento de X a M ×N é o campo vetorial X̃ em M ×N cujo
valor em (p,q) ∈ M×N é o levantamento de Xp a (p,q). Assim,

dπ(X̃(p,q)) = (X ◦π)(p,q) = Xp e dσ(X̃(p,q)) = 0.

Portanto, o levantamento de X ∈ X (M) a M×N é o único elemento de X (M×N) que
é π-relacionado a X e σ -relacionado ao campo vetorial nulo em N. E ainda, como
dσ |T(p,q)M = 0, o levantamento X̃ de X ∈ X (M) a M ×N é constante em cada fibra
{p}×N.

(iv) O conjunto de todos os levantamentos X̃ de X ∈ X (M) é denotado por L(M) e tais
levantamentos são chamados horizontais;

(v) Funções, vetores tangentes e campos de vetores em N são levantamentos para M×N
da mesma forma usando-se a projeção σ . O conjunto de todos os levantamentos
Ỹ de Y ∈ X (N) é denotado por L(N), tais levantamentos são chamados verticais e
Ỹ ∈ X (M×N).

Agora, definiremos produto torcido como sendo uma generalização de produto semi-
Riemanniano.
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Definição 1.24. Sejam (B,gB) e (F,gF) varidades semi-Riemannianas e f : B −→ (0,∞). O
produto torcido M = B× f F é a variedade produto B×F com a métrica

g = π
∗(gB)+( f ◦π)2

σ
∗(gF),

onde π e σ são as projeções de B×F em B e F , respectivamente.

Observação 1.1. Chamamos f de função torção. Se f ≡ 1, então B× f F reduz-se à variedade
produto semi-Riemanniana.

As fibras {p}×F = π
−1(p) e as folhas B×{q} = σ

−1(q) com p ∈ B e q ∈ F , são
subvariedades de M.

Observação 1.2. A métrica produto torcido é caracterizada por

(i) Para cada q ∈ F , a aplicação π|(B×{q}) é uma isometria sobre B,

(ii) Para cada p ∈ B, a aplicação σ |({p}×F) é uma homotetia sobre F , com fator escalar
1/ f (p),

(iii) Para cada (p,q) ∈ M, as folhas B×{q} e as fibras {p}×F são ortogonais em (p,q).

O Corolário a seguir mostra as expressões que a curvatura de Ricci satisfaz na variedade
produto torcido, ver [21].

Corolário 1.1. Sejam M = B× f F um produto torcido, com X̃ ,Ỹ ∈ L(B) e Ṽ ,W̃ ∈ L(F).
Então,

(a) Ric(X̃ ,Ỹ ) = RicB(X ,Y )− d
f

HessgB f (X̃ ,Ỹ );

(b) Ric(X̃ ,Ṽ ) = 0;

(c) Ric(Ṽ ,W̃ ) = RicF(V,W )−

[
∆B f

f
+(d −1)

⟨gradgB f , gradgB f ⟩
f 2

]
⟨Ṽ ,W̃ ⟩.

O Lema a seguir mostra que se a base B e a fibra F são completas, então a variedade
produto torcido é completa. A demonstração deste resultado pode ser encontrado em [22].

Lema 1.3. M = B× f F é completa se, e somente se, B e F são completas.

A seguir, exibiremos alguns exemplos clássicos de produto torcido.
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Exemplo 1.8. (Superfícies de Rotação)
Toda superfície de rotação é um produto torcido, sendo suas folhas as diferentes posições da
curva geratriz e as fibras os círculos de revolução.

Seja S uma superfície de rotação. Considere a parametrização ϕ : (0,2π)× (a,b)−→ S
dada por

X(u,v) = ( f (v)cosu, f (v)sinu,g(v)),

onde α : (a,b)−→ α((a,b)), α(v) = ( f (v),0,g(v)) com f (v)> 0 é uma parametrização de
uma curva C. Então a métrica em S é dada por

ds2 = du2 +[ f (v)]2dv2,

onde du2 é a métrica em S1(1). Logo, S =C× f S1(1).

Exemplo 1.9. (R3 −{0} com estrutura do produto torcido)
Considere R3−{0} em coordenadas esféricas, isto é, (x,y,z)= (r cosusinv,r sinusinv,r cosv);
a métrica é dada por

ds2 = dr2 + r2(du2 + sin2 udu2).

Temos que R3−{0} é difeomorfo a R+×S2 pela aplicação (t, p) 7−→ t p. Portanto, R3−{0}
pode ser identificado como o produto torcido R+×r S2. Em R3 −{0} as folhas são os raios
que partem da origem e as fibras são as esferas S2(r) com r > 0.



CAPÍTULO2

Soluções invariantes para quase solitons
gradientes de Ricci

Em [17], os autores usaram uma técnica da teoria de grupos de simetria de equações
diferenciais para reduzir um determinado sistema de EDP’s em EDO’s, isto é, consideraram
os invariantes pela ação do grupo de simetria, mais precisamente, os invariantes básicos pelas
ações dos grupos de translação e rotação. Inicialmente, consideraram um quase soliton
gradiente de Ricci com a métrica do produto torcido e forneceram as equações diferenciais
que caracterizam tais solitons.

Prosseguindo, também em [17], os autores forneceram uma classificação para quase
solitons gradientes de Ricci conformemente flat, invariantes pelas ações de um grupo de
translação ou um grupo pseudo-ortogonal, que, no caso Riemanniano, é o grupo de rotação.
Finalmente, na última seção desde capítulo, exibiremos alguns exemplos explícitos.

2.1 Quase solitons gradientes de Ricci para produto tor-
cido

Em [17], os autores encontraram uma família de quase solitons gradientes de Ricci
no caso do produto torcido (M, g̃) = (Rn, ḡ)× f (Fm,gF), onde a fibra F é uma variedade
de Einstein semi-Riemanniana e a base Rn é conforme a um espaço pseudo-Euclidiano
invariante sob a ação de um grupo de translação de dimensão n−1.

O resultado seguinte exibe um sistema de equações diferenciais ordinárias que as funções
ϕ , f , λ e h satisfazem quando (M, g̃) = (Rn, ḡ)× f (Fm,gF) é um quase soliton gradiente de
Ricci.

Teorema 2.1. Sejam (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano, n ≥ 3 com coordenadas car-
tesiana x = (x1, . . . ,xn) e gi j = δi jεi, onde δi j é o delta de Kronecker, εi = ±1. Consi-
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dere (M, g̃) = (Rn, ḡ)× f (Fm,gF), onde ḡ =
1

ϕ2 g e F é uma variedade de Einstein semi-

Riemanniana com curvatura de Ricci λF . Além disso, suponha que exitem funções diferen-

ciáveis não constantes h(ξ ), λ (ξ ) e f (ξ )> 0, onde ξ =
n

∑
i=1

αixi, αi ∈ R e
n

∑
i=1

εiα
2
i = εi0 é

igual −1 ou 1 se é um vetor tipo-tempo ou tipo-espaço, respectivamente. Então, a métrica
do produto torcido, g̃ = ḡ+ f 2gF , é um quase soliton gradiente de Ricci com h como função
potencial se, e somente se, as funções ϕ , f , λ e h satisfazem

f
[
(n−2)ϕ ′′+2ϕ

′h′+ϕh′′
]
−mϕ f ′′−2mϕ

′ f ′ = 0,

εi0

[
f ϕϕ

′′− (n−1) f (ϕ ′)2 +mϕϕ
′ f ′− f ϕϕ

′h′
]

= λ f ,

εi0

[
− f ϕ

2 f ′′+(n−2) f ϕ f ′ϕ ′− (m−1)ϕ2( f ′)2 + f ϕ
2 f ′h′

]
= λ f 2 −λF .

(2.1)

Demonstração. Sejam (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano, n ≥ 3, com coordenadas x =

(x1, . . . ,xn) e (M, g̃) = (Rn, ḡ)× f (Fm,gF) um produto torcido onde g̃ = ḡ+ f 2gF , ḡ =
1

ϕ2 g,

gi j = δi jεi e F é uma variedade de Einstein semi-Riemanniana com curvatura de Ricci
constante λF .

Considerando X1, . . . ,Xn ∈ L(Rn) e Y1, . . . ,Ym ∈ L(F), onde L(Rn) e L(F) são, respec-
tivamente, os espaços dos levantamentos dos campos de vetores de Rn e F para Rn × f

Fm. Além disso, como g̃(Yi,Yj) = ḡ(Yi,Yj)+ f 2gF(Yi,Yj), onde ḡ(Yi,Yj) = 0 , tem-se que
g̃(Yi,Yj) = f 2gF(Yi,Y j). Por conseguinte,

Ricg̃(Xi,X j) = Ricḡ(Xi,X j)−
m
f

Hessḡ f (Xi,X j), ∀ i, j = 1, . . . ,n,

Ricg̃(Xi,Yj) = 0, ∀ i = 1, . . . ,n, e j = 1, . . . ,m,

Ricg̃(Yi,Yj) = RicgF (Yi,Yj)−
[

f ∆ḡ f +(m−1)|∇ḡ f |2
]
gF(Yi,Yj), ∀ i, j = 1, . . . ,m.

(2.2)

Sabemos que se ḡ =
1

ϕ2 g, com Ricg ≡ 0, então temos

Ricḡ =
1

ϕ2

{
(n−2)ϕHessgϕ +

[
ϕ∆gϕ − (n−1)|∇gϕ|2

]
g
}
. (2.3)

Ademais, obtemos, a partir da métrica g, que

(Hessgϕ)(Xi,X j) = ϕxix j , ∆gϕ = ∑
k

εkϕxkxk , |∇gϕ|2 = ∑
k

εk(ϕxk)
2. (2.4)
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Substituindo as expressões (2.4) na equação (2.3), segue-se que
Ricḡ(Xi,X j) = (n−2)

ϕxix j

ϕ
, ∀ i ̸= j = 1, . . . ,n;

Ricḡ(Xi,Xi) =
1

ϕ2

{
(n−2)ϕϕxixi +

[
ϕ ∑

k
εkϕxkxk − (n−1)∑

k
εkϕ

2
xk

]
εi

}
, ∀ i = 1, . . . ,n.

(2.5)
Considerando X1, . . . ,Xn ∈ L(Rn) e a hipótese de que (Rn, g̃) é um quase soliton gradiente
de Ricci, então

Ricg̃(Xi,X j) = λ g̃(Xi,X j)−Hessg̃(h)(Xi,X j).

Como g̃ = ḡ+ f 2gF , temos que

Ricg̃(Xi,X j) = λ
[
ḡ(Xi,X j)+ f 2gF(Xi,X j)

]
−Hessg̃(h)(Xi,X j).

Lembre-se que gF(Xi,X j) = 0. Além disso, considerando h como um levantamento de alguma
h̄ em Rn, isto é, h= h̄◦π e Xi,X j levantamentos de campos de vetores X̄i, X̄ j ∈X (Rn). Temos
que

Hessg̃(h)(Xi,X j) = Xi(X j(h))− (∇XiX j)(h)

= Xi⟨∇h, X j⟩−⟨∇h, ∇XiX j⟩
= (Xi⟨R

n
∇h̄, X̄ j⟩R

n
)◦π −⟨R

n
∇h̄, Rn

∇X̄i
X̄ j⟩R

n
◦π

= Hessḡ(h̄)(X̄i, X̄ j)◦π

= Hessḡ(h̄)(dπ(Xi), dπ(X j))◦π

= π
∗Hessḡ(h̄)(Xi, X j).

Portanto, Hessg̃(h)(Xi,X j) = Hessḡ(h)(Xi,X j). Logo,

Ricḡ(Xi,X j) = λ ḡ(Xi,X j)−Hessḡ(h)(Xi,X j).

Agora, substituindo na primeira equação do sistema (2.2), temos

Ricḡ(Xi,X j)−
m
f

Hessḡ( f )(Xi,X j) = λ ḡ(Xi,X j)−Hessḡ(h)(Xi,X j). (2.6)

Lembre-se que o tensor Hessiano de alguma função diferenciável W em coordenadas
locais é dado por

Hessḡ(W )i j =Wxix j −
n

∑
k=1

Γ̄
k
i jWxk , (2.7)
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onde Γ̄
k
i j são os símbolos de Christoffel da métrica ḡ. Para i, j,k distintos, com ḡ=

g
ϕ2 =

εiδi j

ϕ2

e gi j = ϕ
2
εiδi j, temos que

Γ̄
k
i j =

1
2

n

∑
m=1

gmk
[

∂

∂xi
g jm +

∂

∂x j
gim − ∂

∂xm
gi j

]
=

1
2

gkk
[

∂

∂xi
g jk +

∂

∂x j
gik −

∂

∂xm
gi j

]
,

onde,

gkk = ϕ
2
εkδkk = ϕ

2
εk, g jk =

ε jδ jk

ϕ2 = 0, gik =
εiδik

ϕ2 = 0, gi j =
εiδi j

ϕ2 = 0.

Daí, Γ̄
k
i j = 0. Além disso,

Γ̄
i
i j =

1
2

n

∑
m=1

gmi
[

∂

∂xi
g jm +

∂

∂x j
gim − ∂

∂xm
gi j

]
=

1
2

gii
[

∂

∂xi
g ji +

∂

∂x j
gii −

∂

∂x j
gi j

]
,

onde

gii = ϕ
2
εiδii = ϕ

2
εi, g ji =

ε jδ ji

ϕ

2

= 0, gii =
εiδii

ϕ2 =
εi

ϕ2 , gi j =
εiδi j

ϕ2 = 0.

Assim,

Γ̄
i
i j =

1
2

ϕ
2
εi

[
∂

∂x j

(
εi

ϕ2

)]
=

1
2

ϕ
2
εi

[
−

2εiϕ
2
x j

ϕ4

]
=−

ε2
i ϕx j

ϕ
.

Logo, Γ̄
i
i j =−

ϕx j

ϕ
.

Agora, observe que

Γ̄
k
ii =

1
2

n

∑
m=1

gmk
[

∂

∂xi
gim +

∂

∂xi
gim − ∂

∂xm
gii

]
=

1
2

gkk
[

∂

∂xi
gik +

∂

∂xi
gik −

∂

∂xk
gii

]
,

onde

gkk = ϕ
2
εk, gik =

εiδik

ϕ2 = 0, gii =
εiδi j

ϕ2 .

Daí,

Γ̄
k
ii =

1
2

ϕ
2
εk

[
− ∂

∂xk

gii

]
=

1
2

ϕ
3
εk

2εiϕxk

ϕ4 .
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Portanto, Γ̄
k
ii = εiεk

ϕxk

ϕ
. Temos também que

Γ̄
i
ii =

1
2

n

∑
m=1

gmi
[

∂

∂xi
gim +

∂

∂xi
gim − ∂

∂xm
gii

]
=

1
2

gii
[

∂

∂xi
gii +

∂

∂xi
gii −

∂

∂xi
gii

]
=

1
2

gii
[

∂

∂xi
gii

]
=

1
2

ϕ
2
εi

[
∂

∂xi

(
εi

ϕ

2)]
=

1
2

ϕ
2
εi

(
− 2εiϕϕxi

ϕ4

)
,

isto é, Γ̄
i
ii =−ϕxi

ϕ
.

Assim, subtituindo na equação (2.7), obtemos

Hessḡ(W ) =Wxix j +
ϕxiWx j

ϕ
+

ϕx jWxi

ϕ
−

n

∑
k=1

δi jεiεk
ϕxk

ϕ
Wxk . (2.8)

Portanto, o operador Hessiano de alguma função diferenciável W é dado por
Hessḡ(W )i j =Wxix j +

ϕx j

ϕ
Wxi +

ϕxi

ϕ
Wx j , i ̸= j;

Hessḡ(W )ii =Wxixi +2
ϕxi

ϕ
Wxi − εi

n

∑
k=1

εk
ϕxk

ϕ
Wxk , i = j.

(2.9)

Substituindo as equações (2.5) e (2.9) em (2.6), tem-se para o caso 1 ≤ i ̸= j ≤ n, que

(n−2)
ϕxix j

ϕ
− m

f

(
fxix j +

ϕx j fxi

ϕ
+

ϕxi fx j

ϕ

)
+hxix j +

ϕx j

ϕ
hxi +

ϕxi

ϕ
hx j = 0.

Daí,

(n−2) f ϕxix j + f ϕhxix j −mϕ fxix j −mϕxi f x j −mϕx j fxi + f ϕxihx j + f ϕx jhxi = 0. (2.10)
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Agora, para o caso 1 ≤ i = j ≤ n, obtemos

1
ϕ2

{
(n−2)ϕϕxixi +

[
ϕ

n

∑
k=1

εkϕxkxk − (n−1)
n

∑
k=1

εkϕ
2
xk

]
εi

}
−m

f

(
fxixi +2

ϕxi fxi

ϕ
− εi

n

∑
k=1

εk
ϕxk

ϕ
fxk

)
= λεi −

(
hxixi +2

ϕxihxi

ϕ
− εi

n

∑
k=1

εk
ϕxkhxk

ϕ

)
,

equivalentemente,

ϕ
[
(n−2) f ϕxixi + f ϕhxixi −mϕ fxixi −2mϕxi fxi +2 f ϕxihxi

]
+εi

n

∑
k=1

εk

[
f ϕϕxkxk − (n−1) f ϕ

2
xk
+mϕϕxk fxk − f ϕϕxkhxk

]
= εiλ f . (2.11)

Agora, considere Y1, . . . ,Ym ∈ L(F). Como (M, g̃) é um quase soliton gradiente de Ricci,
então

Ricg̃(Yi,Y j) = λ g̃(Yi,Yj)−Hessg̃(h)(Yi,Y j),

e da terceira equação do sistema (2.2), temos que

λ g̃(Yi,Yj)−Hessg̃(Yi,Yj) = RicgF (Yi,Yj)−
[

f ∆ḡ f +(m−1)|∇ḡ f |2
]
gF(Yi,Yj).

Como g̃(Yi,Yj) = f 2gF(Yi,Yj), pois ḡ(Yi,Y j) = 0, tem-se

RicgF (Yi,Yj)−
[

f ∆ḡ f +(m−1)|∇ḡ f |2
]
gF(Yi,Yj)

−λ f 2gF(Yi,Y j)+Hessg̃(Yi,Yj) = 0.
(2.12)

Em sistemas de coordenadas locais, obtemos

|∇ḡ f |2 = ϕ
2
∑
k

εk f 2
xk

e ∆ḡ f = ϕ
2
∑
k

εk fxkxk − (n−2)ϕ ∑
k

εkϕxk fxk . (2.13)

Como F é uma variedade de Einstein, então

RicgF
(Yi,Y j) = λF gF (Yi,Yj). (2.14)
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Além disso,

Hessg̃(h)(Yi,Yj) = (Yi,Yj)(h)− (∇g̃YiY j)(h)

=
(

∇g̃ f
f

)
(h)g̃(Yi,Yj)

= f ḡ(∇ḡh,∇ḡ f )gF(Yi,Yj)

=
(

f ϕ
2
∑
k

εk fxkhxk

)
gF(Yi,Yj).

Substituindo a equação acima e as equações (2.13) e (2.14) em (2.12), obtemos

λFgF −
[

f
(

ϕ
2

n

∑
k=1

εk fxkxk − (n−2)ϕ
n

∑
k=1

εkϕxk fxk

)
+(m−1)ϕ2

∑ϕ
2
∑
k

f 2
xk

]
gF −λ f 2gF +

[
f ϕ

2
n

∑
k=1

εk fxkhxk

]
gF = 0.

Isto é,

n

∑
k=1

εk

[
− f ϕ

2 fxkxk +(n−2) f ϕ fxkϕxk − (m−1)ϕ2 f 2
xk
+ f ϕ

2 fxkhxk

]
= λ f 2 −λF . (2.15)

Por hipótese f (ξ ) e ϕ(ξ ) são funções de ξ , onde ξ =
n

∑
i=1

αixi. Então, as derivadas na

i−ésima e j−ésima coordenadas com respeito a ξ são dadas por

ϕxi = αxiϕ
′, ϕxix j = αiα jϕ

′′, ϕxixi = α
2
i ϕ

′′

fxi = αi f ′, fxix j = αiα j f ′′, fxixi = α
2
i f ′′

e

|∇gϕ|2 =
( n

∑
i=1

εiα
2
i

)
(ϕ ′)2 = εi0(ϕ

′)2, ∆gϕ =

( n

∑
i=1

εiα
2
i

)
ϕ
′′ = εi0ϕ

′′,

onde
n

∑
i=1

εiα
2
i = εi0 .

Substituindo as expressões das derivadas com respeito a ξ na equação (2.10), obtemos

(n−2) f ϕ
′′
αiα j + f ϕh′′αiα j −mϕ f ′′αiα j −mϕ

′ f ′αiα j

−mϕ
′ f ′αiα j + f ϕ

′h′αiα j + f ϕ
′h′αiα j = 0,
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ou seja,

αiα j

{
(n−2) f ϕ

′′+ f ϕh′′−mϕ f ′′−mϕ
′ f ′−mϕ

′ f ′+ f ϕ
′h′+ f ϕ

′h′
}
= 0,

para todo i ̸= j. Assim, se existir i ̸= j tais que αiα j ̸= 0, então temos a primeira equação do
sistema (2.1)

f
[
(n−2)ϕ ′′+2ϕ

′h′+ϕh′′
]
−mϕ f ′′−2mϕ

′ f ′ = 0. (2.16)

Agora, substituindo as expressões das derivadas na equação (2.11) tem -se

ϕα
2
i

{
f
[
(n−2)ϕ ′′+2ϕ

′h′+ϕh′′
]
−mϕ f ′′−2mϕ

′ f ′
}

+ εi

n

∑
k=1

εkα
2
k

[
f ϕϕ

′′− (n−1) f (ϕ ′)2 +mϕϕ
′ f ′− f ϕϕ

′h′
]
= εiλ f .

Substituindo a equação (2.16) na equação acima, com
n

∑
k=1

εkα
2
k = εi0 , teremos a segunda

equação do sistema (2.1), isto é,

εi0

[
f ϕϕ

′′− (n−1) f (ϕ ′)2 +mϕϕ
′ f ′− f ϕϕ

′h′
]
= λ f .

Finalmente, substituindo as expressões das derivadas em (2.15), obtemos a terceira do sistema
(2.1),

εi0

[
− f ϕ

2 f ′′+(n−2) f ϕ f ′ϕ ′− (m−1)ϕ2( f ′)2 + f ϕ
2 f ′h′

]
= λ f 2 −λF .

Reciprocamente, suponha que são satisfeitas as equações (2.1). Considerando X1, . . . ,Xn ∈
L(Rn), queremos mostrar que

Ricg̃(Xi,X j)+Hessg̃(h)(Xi,X j) = λ g̃(Xi,X j).

Primeiro caso, para todo 1 ≤ i ̸= j ≤ n, teremos

Ricg̃ = Ricḡ(Xi,X j)−
m
f

Hessḡ f (Xi,X j)

= (n−2)
ϕxix j

ϕ
− m

f

[
fxix j +

ϕx j fxi

ϕ
+

ϕxi fx j

ϕ

]
= αiα j

{
(n−2)

ϕ ′′

ϕ
− m

f

[
f ′′+2

ϕ ′

ϕ
f ′
]}

=
αiα j

f ϕ

[
(n−2) f ϕ

′′−mϕ f ′′−2mϕ
′ f ′
]
.
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Por outro lado,

Hessg̃(h) = Hessḡ(h) = hxix j +
ϕx j

ϕ
hxi +

ϕxi

ϕ
hx j

=
αiα j

f ϕ

[
f ϕh′′+2 f ϕ

′h′
]
.

Além disso, como g̃ = ḡ+ f 2gF e gF(Xi,X j) = 0 temos que

λ g̃(Xi,X j) = λ [ḡ(Xi,X j)+ f 2gF(Xi,X j)] = 0.

Pela primeira equação de (2.1), obtemos

Ricg̃(Xi,X j)+Hessg̃(h)(Xi,X j) = λ g̃(Xi,X j).

Agora, para todo i = 1, . . . ,n

Ricg̃(Xi,X j) = Ricḡ(Xi,X j)−
m
f

Hessḡ f (Xi,X j).

Assim,

Ricg̃(Xi,X j) =
1

ϕ2

{
(n−2)ϕϕxixi +

[
ϕ

n

∑
k=1

εkϕxkxk − (n−1)
n

∑
k=1

εk(ϕ)
2
xk

]
εi

}
− m

f

{
fxixi +2

ϕxi

ϕ
fxi − εi

n

∑
k=1

εk
ϕxk

ϕ
fxk

}
.

Equivalentemente,

Ricg̃(Xi,Xi) =α
2
i

1
ϕ f

[
(n−2) f ϕ

′′−mϕ f ′′−2mϕ
′ f ′
]

+
εiεi0
ϕ f

[
ϕ f ϕ

′′− (n−1) f (ϕ ′)2 +mϕ
′ f ′
]
.

Por outro lado,

Hessg̃(h) = Hessḡ(h) = hxixi +2
ϕxi

ϕ
hxi − εi

n

∑
k=1

εk
ϕxk

ϕ
hxk

=
1
ϕ

{
α

2
i [ϕh′′+2ϕ

′h′]− εiεi0ϕ
′h′
}
.

Além disso,
λ g̃(Xi,X j) = λ ḡ(Xi,X j).
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Daí, pelo sistema (2.1) tem-se que

Ricg̃(Xi,Xi)+Hessg̃(h)(Xi,Xi) = λ g̃(Xi,Xi).

Agora, considere Y1, . . . ,Yn ∈ L(F). Mostraremos que

Ricg̃(Yi,Y j)+Hessg̃(h)(Yi,Y j) = λ g̃(Yi,Y j). (2.17)

Para todo 1 ≤ i ̸= j ≤ n, teremos

Ricg̃(Yi,Yj) = RicgF (Yi,Yj)

−
[

f ϕ
2

n

∑
k=1

εk fxkxk − (n−1)ϕ
n

∑
k=1

εkϕxk fxk +(m−1)ϕ2
n

∑
k=1

εk f 2
xk

]
gF(Yi,Yj).

Por hipótese F é uma variedade de Einstein, então

RicgF (Yi,Yj) = λFgF(Yi,Yj).

Daí, com
n

∑
i=1

εiα
2
i = εi0 , obtemos

Ricg̃ =
[
λF − εi0 f ϕ

2 f ′′− (n−1)εi0ϕϕ
′ f ′+(m−1)εi0ϕ

2( f ′)2
]
gF(Yi,Yj).

Por outro lado, temos que

Hessg̃(h)(Yi,Yj) =
(

f ϕ
2

n

∑
k=1

εk fxkhxk

)
gF(Yi,Y j)

=
[
εi0 f ϕ

2 f ′h′
]
gF(Yi,Yj).

Além disso, g̃ = ḡ+ f 2gF , como ḡ(Yi,Y j) = 0, temos

λ g̃(Yi,Yj) = f 2gF(Yi,Y j).

Pela terceira equação de (2.1), obtemos

Ricg̃(Yi,Y j)+Hessg̃(h)(Yi,Y j) = λ g̃(Yi,Y j).

Analogamente, para todo i = 1, . . . ,n, obtemos (2.17). Logo, a métrica produto torcido
g̃ = ḡ+ f 2gF é um quase soliton gradiente de Ricci com h como função potencial.
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Para o próximo resultado, consideraremos o produto torcido M = (Rn, ḡ)× f Fm, onde
a base é conforme a um espaço pseudo-Euclidiano e a fibra Fm é uma variedade semi-
Riemanniana Ricci-flat, isto é, Ric = 0. Além disso, mediante uma hipótese técnica, conclui-
remos que as métricas g̃ são quase solitons gradientes de Ricci.

Teorema 2.2. Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano, n ≥ 3, com coordenadas x =

(x1, . . . ,xn), gi j = δi jεi, onde δi j é o delta de Kronecker, εi =±1 com pelo menos um εi = 1.

Considere M = (Rn, ḡ)× f Fm, um produto torcido, onde ḡ =
1

ϕ2 g, F é uma variedade de

Einstein semi-Riemanniana Ricci flat. Considere f (ξ )> 0, λ (ξ ) e h(ξ ) funções diferenciá-

veis não constantes, onde ξ =
n

∑
k=1

αixi, αi ∈ R, e
n

∑
i=1

εiα
2
i = εi0 igual a −1 ou a 1 se é um

vetor tipo-tempo ou tipo-espaço, respectivamente. Dada alguma função ϕ(ξ ), a métrica
produto torcido g̃ = ḡ+ f 2gF é um quase soliton gradiente de Ricci com h como função
potencial, onde as funções f , h e λ são dadas por

f (ξ )ϕ(ξ ) = 1;

h(ξ ) = k+
∫ {

c− (m+n−2)
∫

ϕϕ
′′dξ

} 1
ϕ2 dξ ;

λ (ξ ) = εi0

{
ϕϕ

′′− (m+n−1)(ϕ ′)2 − c
ϕ ′

ϕ
+(m+n−2)

ϕ ′

ϕ

∫
ϕϕ

′′dξ

}
,

(2.18)

onde c e k são constantes.

Demonstração. Considere a primeira equação do sistema (2.1)

f
[
(n−2)ϕ ′′+2ϕ

′h′+ϕh′′
]
−mϕ f ′′−2mϕ

′ f ′ = 0.

Daí,

h′′+2
ϕ ′h′

ϕ
+(n−2)

ϕ ′′

ϕ
−m

f ′′

f
−2m

ϕ ′ f ′

ϕ f
= 0.

Agora, fazendo y = h′, a equação acima torna-se uma EDO de primeira ordem linear em y,
isto é,

y′+2
ϕ ′y
ϕ

+(n−2)
ϕ ′′

ϕ
−m

f ′′

f
−2m

ϕ ′ f ′

ϕ f
= 0, (2.19)

cujo fator integrante é dado por

u(ξ ) = e
∫

2 ϕ ′
ϕ = ϕ

2.
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Multiplicando o fator integrante na equação (2.19),

ϕ
2y′+2ϕ

′
ϕy+(n−2)ϕϕ

′′−mϕ
2 f ′′

f
−2m

f ′

f
ϕ
′
ϕ = 0.

Daí,

(ϕ2y)′+(n−2)ϕϕ
′′−mϕ

2 f ′′

f
−2m

f ′

f
ϕ
′
ϕ = 0. (2.20)

Integrando a equação (2.20) com respeito a ξ , temos que

ϕ
2y = c+

∫ [
mϕ

2 f ′′

f
+2m

f ′

f
ϕ
′
ϕ − (n−2)ϕϕ

′′
]
dξ ,

isto é,

h′(ξ ) = y =
c

ϕ
2 +

1
ϕ2

∫ [
mϕ

2 f ′′

f
+2m

f ′

f
ϕ
′
ϕ − (n−2)ϕϕ

′′
]
dξ

]
.

Integrando a equação acima com respeito a ξ , obtemos

h(ξ ) = k+
∫ {

c+
∫ [

mϕ
2 f ′′

f
+2m

f ′

f
ϕ
′
ϕ − (n−2)ϕϕ

′′
]
dξ

} 1
ϕ2 dξ . (2.21)

Como estamos considerando f ϕ = 1, derivando duas vezes, obtemos

ϕ f ′′+2 f ′ϕ ′ =− f ϕ
′′. (2.22)

Subtituindo a equação (2.22) em (2.21), tem-se que

h(ξ ) = k+
∫ {

c+
∫ [

mϕ
2 f ′′

f
+2m

f ′

f
ϕ
′
ϕ − (n−2)ϕϕ

′′
]
dξ

} 1
ϕ2 dξ

= k+
∫ {

c+
∫

ϕ

f

[
m(ϕ f ′′+2 f ′ϕ ′)− (n−2) f ϕ

′′
]
dξ

} 1
ϕ2 dξ

= k+
∫ {

c+
∫

ϕ

f

[
−m f ϕ

′′− (n−2) f ϕ
′′
]
dξ

} 1
ϕ2 dξ

= k+
∫ {

c+
∫

ϕ

f

[
−m f ϕ

′′−n f ϕ
′′+2 f ϕ

′′
]
dξ

} 1
ϕ2 dξ .

Portanto,

h(ξ ) = k+
∫ {

c− (m+n−2)
∫

ϕϕ
′′dξ

} 1
ϕ2 dξ .

Segue que,

h′(ξ ) =
c

ϕ2 −
(m+n−2)

ϕ2

∫
ϕϕ

′′dξ .
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Agora subtituindo h e h′ na segunda equação do sistema (2.1), obtemos

λ f = εi0

{
f ϕϕ

′′− (n−1) f (ϕ ′)2 +mϕϕ
′ f ′− f ϕϕ

′
[ c

ϕ2 −
(m+n−2)

ϕ2

∫
ϕϕ

′′dξ

]}
,

isto é,

λ = εi0

{
ϕϕ

′′− (n−1)(ϕ ′)2 +mϕϕ
′ f ′

f
−ϕϕ

′
[ c

ϕ2 −
(m+n−2)

ϕ2

∫
ϕϕ

′′dξ

]}
. (2.23)

Temos que f =
1
ϕ

, então f ′ =− ϕ ′

ϕ2 , substituindo na equação (2.23)

λ (ξ ) = εi0

{
ϕϕ

′′− (m+n−1)(ϕ ′)2 − c
ϕ ′

ϕ
+(m+n−2)

ϕ ′

ϕ

∫
ϕϕ

′′dξ

}
. (2.24)

Provaremos agora, que a expresão de λ acima está bem definida. Para isso, mostraremos que
a terceira equação do sistema (2.1) é igual a equação (2.24).

Lembre - se que a terceira equação do sistema (2.1) é dada por

εi0

[
− f ϕ

2 f ′′+(n−2) f ϕ f ′ϕ ′− (m−1)ϕ2( f ′)2 + f ϕ
2 f ′h′

]
= λ f 2 −λF . (2.25)

Por hipótese F é Ricci flat, isto é, λF = 0 e

f =
1
ϕ
, f ′ =− ϕ ′

ϕ2 e f ′′ =−ϕ ′′

ϕ
+2

(ϕ ′)2

ϕ3 .

Substituindo as expressões acima em (2.25), obtemos

λ (ξ )
1
ϕ

= εi0

{ 1
ϕ2

[
−ϕ

(
−ϕ

′′+2
(ϕ ′)2

ϕ

)
+(n−2)ϕ ′(−ϕ

′)− (m−1)(ϕ ′)2 −ϕϕ
′h′
]}

= εi0

[
ϕϕ

′′−2(ϕ ′)2 − (n−2)(ϕ ′)2 − (m−1)(ϕ ′)2 −ϕϕ
′h′
]

= εi0

[
ϕϕ

′′− (m+n−1)(ϕ ′)2 −ϕϕ
′h′
]
.

Agora, substituindo a expressão de h′ na equação acima, temos que

λ (ξ ) = εi0

[
ϕϕ

′′− (m+n−1)(ϕ ′)2 − c
ϕ ′

ϕ
+(m+n−2)

ϕ ′

ϕ

∫
ϕϕ

′′dξ

]
.

Portanto, a equação acima é igual a equação (2.24). Logo, pelo Teorema (2.1), a métrica
produto torcido g̃ = ḡ+ f 2gF é um quase soliton gradiente de Ricci.
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Observação 2.1. No Teorema (2.2) onde f ϕ = 1, podemos reescrever a métrica g̃ como

g̃ = ḡ+ f 2gF =
1

ϕ2 gE +
( 1

ϕ

)2
gF =

1
ϕ2 (gE +gF).

Logo, todas as métricas conformes a variedade produto (Rn×Fm), invariantes por translação,
onde F é uma variedade Ricci flat, são quase solitons gradientes de Ricci.

2.2 Quase solitons gradientes de Ricci conformes a um es-
paço pseudo-Euclidiano

Nesta seção, iremos caracterizar os quase solitons gradientes de Ricci invariantes sob a
ação dos grupos de translação e rotação. Para isso, consideremos (Rn,g) um espaço pseudo-
Euclidiano com a métrica g e coordenadas x = (x1, . . . ,xn), onde gi j = δi jεi, 1 ≤ i, j ≤ n, e
δi j é o delta de Kronecker, εi =±1 com pelo menos um εi = 1. Em cada caso, encontraremos

funções diferenciáveis ϕ , f e λ tais que a métrica ḡ =
1
ϕ

g satisfaça

Ricḡ +Hessḡ(h) = λ ḡ. (2.26)

2.2.1 Quase solitons invariantes pela ação do grupo de rotação

Inicialmente, iremos caracterizar os quase solitons gradientes de Ricci invariantes por
uma ação de um grupo pseudo-ortogonal que, no caso Riemanniano, é um grupo de rotação.

Seja r =
n

∑
i=1

εix2
i um invariante básico para um grupo pseudo-ortogonal de dimensão n−1.

Nosso objetivo é obter funções diferenciáveis f (r), ϕ(r) e λ (r) tais que a métrica ḡ =
1
ϕ

g

satifaça a expressão (2.26). De fato, consideremos o seguinte resultado

Teorema 2.3. Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano, n ≥ 3, com coordenadas x =

(x1, . . . ,xn), gi j = δi jεi, onde δi j é o delta de Kronecker, εi =±1 com pelo menos um εi = 1.

Considere funções diferenciáveis não constantes h(r) e ϕ(r), onde r =
n

∑
i=1

εix2
i . Existe uma

métrica ḡ =
1

ϕ2 g tal que (Rn, ḡ) é um quase soliton gradiente de Ricci com h como função

potencial se, e somente se, as funções h, ϕ e λ satisfazem(n−2)ϕ ′′+2ϕ
′h′+ϕh′′ = 0,

4(n−1)ϕϕ
′+4rϕϕ

′′−4(n−1)r(ϕ ′)2 −4rϕϕ
′h′+2ϕ

2h′ = λ .
(2.27)
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Demonstração. Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano com coordenadas x=(x1, . . . ,xn),
gi j = δi jεi. Como a métrica ḡ é um quase soliton gradiente de Ricci, obtemos

Ricḡ +Hessḡ(h) = λ ḡ, λ ∈C∞(Rn). (2.28)

Lembre-se da relação Ricḡ se ḡ =
1

ϕ2 g, isto é,

Ricḡ =
1

ϕ2

{
(n−2)ϕHessḡϕ +

[
ϕ∆gϕ − (n−1)|∇gϕ|2

]
g
}
. (2.29)

Além disso, o operador Hessiano em coordenadas locais é dado por
Hessḡ(h)i j = hxix j +

ϕx j

ϕ
hxi +

ϕxi

ϕ
hx j , ∀ i ̸= j,

Hessḡ(h)ii = hxixi +2
ϕxi

ϕ
hxi − εi

n

∑
i=1

εk
ϕxk

ϕ
hxk , ∀ i.

(2.30)

Para o caso 1 ≤ i ̸= j ≤ n, tem-se pelas expressões (2.28), (2.29) e (2.30),

(n−2)
ϕxix j

ϕ
+hxix j +

ϕx j

ϕ
hxi +

ϕxi

ϕ
hx j = 0.

Equivalentemente,
(n−2)ϕxix j +ϕxihx j +ϕx jhxi +ϕhxix j = 0. (2.31)

Para todo i temos que

1
ϕ2

{
(n−2)ϕϕxixi +

[
ϕ∆gϕ − (n−1)|∇gϕ|2

]
εi

}
+hxixi +2

ϕxi

ϕ
hxi − εi

n

∑
i=1

εk
ϕxk

ϕ
hxk = λεi

1
ϕ
.

Assim,

εi

[
ϕ∆gϕ−(n−1)|∇gϕ|2−ϕ

n

∑
k=1

ϕxkhxk

]
+ϕ

[
(n−2)ϕxixi +ϕhxixi +2ϕxihxi

]
= λεi. (2.32)

Considerando f (r) e ϕ(r) funções de r, onde r =
n

∑
i=1

εix2
i , temos que as derivadas com

respeito a r, nas i-ésima e j-ésima coordenadas, são dadas por

ϕxi = 2εixiϕ
′, ϕxix j = 4εiε jxix jϕ

′′, ϕxixi = 4x2
i ϕ

′′+2εiϕ
′,
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hxi = 2εixih′, hxix j = 4εiε jxix jh′′, hxixi = 4x2
i h′′+2εih′.

Os operadores Gradiente e Laplaciano em coordenadas locais são dados por

|∇gϕ|2 = 4r(ϕ ′)2, ∆gϕ = 4rϕ
′′+2nϕ.

Substituindo as expressões acima na equação (2.31), obtemos

(n−2)4εiε jxix jϕ
′′+4εiε jxix jϕ

′h′+4εiε jxix jϕ
′h′+4ϕεiε jxix jh′′ = 0,

isto é,
4εiε jxix j

[
(n−2)ϕ ′′+2ϕ

′h′+ϕh′′
]
= 0, ∀ i ̸= j.

Portanto,
(n−2)ϕ ′′+2ϕ

′h′+ϕh′′ = 0. (2.33)

Analogamente, subtituindo na equação (2.32), tem-se

εi

[
4(n−1)ϕϕ

′+4rϕϕ
′′−4(n−1)r(ϕ ′)2 +2ϕ

2h′−4rϕϕ
′h′
]

+4x2
i ϕ

[
(n−2)ϕ ′′+2ϕ

′h′+ϕh′′
]
= εiλ .

Agora, subtituindo a equação (2.33) na expressão acima, obtemos a segunda equação do
sistema (2.27), isto é,

4(n−1)ϕϕ
′+4rϕϕ

′′−4(n−1)r(ϕ ′)2 +2ϕ
2h′−4rϕϕ

′h′.

Reciprocamente, suponha que as funções h, ϕ e λ satisfazem o sistema (2.27). Vamos
mostrar que (Rn, ḡ) é um quase soliton gradiente de Ricci com função potencial h.

Por um lado, temos que

Hessḡ( f ) = fxix j +
ϕxi fx j

ϕ
+

ϕx j fxi

ϕ
−

n

∑
k=1

δi jεiεk
ϕxk

ϕ
fxk .

Por outro lado, tem-se

Ricḡ =
1

ϕ2

{
(n−2)ϕϕxix j +

[
ϕ

n

∑
k=1

εkϕxkxk − (n−1)
n

∑
k=1

εkϕ
2
xk

]
g
}
.
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Analisaremos dois casos. Quando 1 ≤ i ̸= j ≤ n, temos

Hessḡ(h)i j = hxix j +
ϕx j

ϕ
hxi +

ϕxi

ϕ
hx j

= 4εiε jxix j

[
h′′+2

ϕ ′

ϕ
h′
]
.

A expressão para o tensor de Ricci, reduz-se

Ricḡ = (n−2)
ϕxix j

ϕ
= 4εiε jxix j(n−2)

ϕ ′′

ϕ
e λ ḡ = 0.

Logo, pela primeira equação do sistema (2.27), obtemos

Ricḡ +Hessḡ(h) = λ ḡ.

Agora, para todo i = 1, . . . ,n, temos que

Hessḡ( f ) = fxix j +
ϕxi fx j

ϕ
+

ϕx j fxi

ϕ
−

n

∑
k=1

δi jεiεk
ϕxk

ϕ
fxk

=
4x2

i
ϕ

[
ϕh′′+2h′ϕ ′

]
+

εi

ϕ

[
2ϕh′−4rh′ϕ ′

]
.

Por outro lado,

Ricḡ =
1

ϕ2

{
(n−2)ϕϕxixi

[
ϕ

n

∑
k=1

εkϕxkxk − (n−1)
n

∑
k=1

εkϕ
2
xk

]
εi

}
,

e λḡ =
λεi

ϕ2 . Assim, aplicando as equações do sistema (2.27) na expressão acima, teremos

Ricḡ +Hessḡ(h) = λ ḡ.

Logo, (Rn, ḡ) é um quase soliton gradiente de Ricci.

Prosseguindo, o Corolário seguinte fornece um método para criar exemplos de quase
solitons gradientes de Ricci, conformes à métrica pseudo-Euclidiana e invariantes sob ação
de um grupo de rotação.

Corolário 2.1. Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano, n ≥ 3, com coordenadas x =

(x1, . . . ,xn), gi j = δi jεi, onde δi j é o delta de Kronecker, εi = ±1 com pelo menos um

εi = 1. Considere funções diferenciáveis não constantes h(r) e ϕ(r), onde r =
n

∑
i=1

εix2
i . Dada
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qualquer função ϕ(r), a métrica ḡ =
1

ϕ2 g é um quase soliton gradiente de Ricci com h uma

função potencial, onde as funções h e λ são dadas por
h(r) =

∫ [
c− (n−2)

∫
ϕϕ

′′dr
] 1

ϕ2 dr+ k,

λ (r) = 4(n−1)ϕϕ
′+4rϕϕ

′′−4(n−1)r(ϕ ′)2

−4cr
ϕ ′

ϕ
−2(n−2)

(
1−2r

ϕ ′

ϕ

)∫
ϕϕ

′′dr+2c,

(2.34)

onde c e k são constantes.

Demonstração. Considerando a primeira equação do sistema do Teorema (2.3), podemos
reescrevê-la como

h′′+2
ϕ ′

ϕ
h′+(n−2)

ϕ ′′

ϕ
= 0.

Fazendo a mudança de variável y = h′ na equação acima, obtemos uma equação diferencial
ordinária linear de primeira ordem

y′+2
ϕ ′

ϕ
y+(n−2)

ϕ ′′

ϕ
= 0. (2.35)

O fator integrante é dado por

u(r) = e
∫

2 ϕ ′
ϕ

dr = ϕ
2.

Multiplicando o fator integrante acima na equação (2.35), obtemos

ϕ
2y′+2ϕϕ

′y+(n−2)ϕϕ
′′ = 0,

isto é,
(ϕ2y)′ = (n−2)ϕϕ

′′.

Agora, integrando a última equação com respeito a r, obtemos

ϕ
2y = c− (n−2)

∫
ϕϕ

′′dr. (2.36)

A equação (2.36) é equivalente a

y = h′(r) =
[
c− (n−2)

∫
ϕϕ

′′dr
] 1

ϕ2 . (2.37)
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Integrando (2.37) com repeito a r, teremos a primeira equação do sistema (2.34),

h(r) =
∫ [

c− (n−2)
∫

ϕϕ
′′dr
] 1

ϕ2 dr+ k.

Além disso, aplicando a equação (2.37) na segunda equação do sistema do teorema anterior,
teremos

2λ (r) = 4(n−1)ϕϕ
′+4rϕϕ

′′−4(n−1)r(ϕ ′)2 +
1

ϕ2

(
2ϕ

2 −4rϕϕ
′
)(

c− (n−2)
∫

ϕϕ
′′dr
)
.

Desenvolvendo a expressão acima, obtemos a segunda equação do sistema (2.34), isto é

λ (r) = 4(n−1)ϕϕ
′+4rϕϕ

′′−4(n−1)r(ϕ ′)2 −4cr
ϕ ′

ϕ
−2(n−2)

(
1−2r

ϕ ′

ϕ

)∫
ϕϕ

′′dr+2c.

2.2.2 Quase solitons invariantes pela ação do grupo de translação

Para os próximo resultados desta subseção, considere ξ =
n

∑
i=1

αixi, αi ∈ R um invariante

básico para um grupo de translação de dimensão (n−1), onde
n

∑
i=1

εiα
2
i = εi0 é igual a −1,

0 ou 1 se for um vetor tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espaço, respectivamente. Iremos obter

funções diferenciáveis f (ξ ), ϕ(ξ ) e λ (ξ ) tais que a métrica ḡ =
1

ϕ2 g satisfaça a equação

(2.26).
No teorema seguinte, mostraremos condições necessárias e suficientes para que (Rn, ḡ)

seja um quase soliton gradiente de Ricci. Essas condições diferem-se, dependendo da direção

α =
n

∑
i=1

α
∂

∂xi
ser tipo-tempo ou tipo-espaço.

Teorema 2.4. Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano, n ≥ 3, com coordenadas x =

(x1, . . . ,xn), gi j = δi jεi. Considere funções não constantes diferenciáveis h(ξ ) e ϕ(ξ ), onde

ξ =
n

∑
i=1

αixi, αi ∈ R e
n

∑
i=1

εiα
2
i = εi0 ̸= 0. Existe uma métrica ḡ =

1
ϕ2 g tal que (Rn, ḡ) é um

quase soliton gradiente de Ricci com h como função potencial se, e somente se, as funções h,
ϕ e λ satisfazem  (n−2)ϕ ′′+2ϕ

′h′+ϕh′′ = 0,

εi0

[
ϕϕ

′′− (n−1)(ϕ ′)2 −ϕϕ
′h′
]
= λ .

(2.38)



2.2 Quase solitons gradientes de Ricci conformes a um espaço pseudo-Euclidiano 44

Demonstração. Suponha (Rn, ḡ) um quase soliton gradiente de Ricci; então

Ricḡ +Hessḡ(h) = λḡ. (2.39)

Lembre-se da relação

Ricḡ =
1

ϕ2

{
(n−2)ϕHessgϕ +

[
ϕ∆gϕ − (n−1)|∇gϕ|2

]
g
}
. (2.40)

e o operador Hessiano em coordenadas locais é dado por
Hessḡ(h)i j = hxix j +

ϕx j

ϕ
hxi +

ϕxi

ϕ
hx j , ∀ i ̸= j;

Hessḡ(h)ii = hxixi +2
ϕxi

ϕ
hxi − εi

n

∑
i=1

εk
ϕxk

ϕ
hxk , ∀ i.

(2.41)

Assim, pelas expressões (2.39), (2.40) e (2.41), teremos
ϕxix j =− 1

n−2

(
ϕxihx j +ϕx j hxi +ϕhxix j

)
, i ̸= j;

(n−2)ϕϕxixi +
[
ϕ∆gϕ − (n−1)|∇gϕ|2

]
εi +2ϕϕxihxi +ϕ

2hxixi −ϕεi

n

∑
k=1

εkhxk ϕxk = λεi.

(2.42)

Estamos supondo que h(ξ ) e ϕ(ξ ) são funções de ξ , onde ξ =
n

∑
i=1

αixi. Então as expressões

das derivadas com respeito a ξ são

ϕxi = αiϕ
′, ϕxix j = αiα jϕ

′′, ϕxixi = α
2
i ϕ

′′,

hxi = αih′, hxix j = αiα jh′′, hxixi = α
2
i h′′.

Além disso, as expressões para os operadores Gradiente e Laplaciano em coordenadas locais,

com
n

∑
i=1

εiα
2
i = εεi0

são dados por

|∇gϕ|2 =
( n

∑
i=1

εiα
2
i

)
(ϕ ′)2 = εi0(ϕ

′)2 e ∆gϕ =
( n

∑
i=1

εiα
2
i

)
ϕ
′′ = εi0ϕ

′′.

Agora, aplicando as expressões acima na primeira equação do sistema (2.42), obtemos

αiα j

[
(n−2)ϕ ′′+2ϕ

′h′+ϕh′′
]
= 0, ∀ i ̸= j.
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Se existirem i ̸= j, tais que αiα j ̸= 0, então teremos a primeira equação de (2.38)

(n−2)ϕ ′′+2ϕ
′h′+ϕh′′ = 0. (2.43)

Considerando a segunda equação de (2.42), temos que

(n−2)ϕϕ
′′
α

2
i +
[
ϕϕ

′′
εi0 − (n−1)(ϕ ′)2

εi0

]
εi +2ϕϕ

′h′α2
i

+ϕ
2h′′α2

i −ϕεi

n

∑
k=1

εkα
2
k h′ϕ ′ = λεi.

A equação acima é equivalente a,

ϕα
2
i

[
(n−2)ϕ ′′+2ϕ

′h′+ϕh′′
]
+ εi0εi

[
ϕϕ

′′− (n−1)(ϕ ′)2 −ϕϕ
′h′
]
= λεi. (2.44)

Aplicando a equação (2.43) em (2.44), teremos a segunda equação de (2.38)

εi0

[
ϕϕ

′′− (n−1)(ϕ ′)2 −ϕϕ
′h′
]
= λ .

Devemos considerar o caso quando αi0 = 1 e αi ̸= 0 para todo i ̸= i0. Então a primeira
equação de (2.42) é facilmente satisfeita para todo i ̸= j. Considerando a segunda equação
de (2.42), para i ̸= i0, teremos

εi0

[
ϕϕ

′′− (n−1)(ϕ ′)2 −ϕϕ
′h′
]
= λ .

Então, a segunda equação (2.38) é satisfeita. Agora, considerando i = i0 na segunda equação
de (2.42), temos que a primeira equação (2.38) é verificada.

Reciprocamente, suponha que as funções h, ϕ e λ satisfazem (2.38). Pelas equações
(2.40) e (2.41), temos:

Para i ̸= j, as seguintes expressões valem

Ricḡ = (n−2)
ϕxix j

ϕ
,

Hessḡ(h)i j = hxix j +
ϕx j

ϕ
hxi +

ϕxi

ϕ
hx j e λḡ = 0.

Daí, pela primeira equação de (2.38), obtemos

Ricḡ +Hessḡ(h) = λḡ.
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Por outro lado, para todo i, teremos

Ricḡ =
1

ϕ2

{
(n−2)ϕϕxixi +

[
ϕ

n

∑
k=1

εkϕxkxk − (n−1)
n

∑
k=1

εkϕ
2
xk

]
εi

}
,

Hessḡ(h)ii = hxixi +2
ϕxi

ϕ
hxi − εi

n

∑
k=1

εk
ϕxk

ϕ
hxk e λḡ =

λεi

ϕ2 .

Aplicando as equações (2.38) nas expressões acima, obtemos

Ricḡ +Hessḡ(h) = λḡ.

Logo, (Rn, ḡ) é um quase soliton gradiente de Ricci com h como função potencial.

Corolário 2.2. Seja (Rn, ḡ) um espaço pseudo-Euclidiano, n ≥ 3, com coordenadas x =

(x1, . . . ,xn), gi j = δi jεi. Dada qualquer função ϕ(ξ ), a métrica ḡ =
1

ϕ2 g é um quase soliton

gradiente de Ricci com h uma função potencial, onde as funções h e λ são dadas por
h(ξ ) =

∫ [
c− (n−2)

∫
ϕϕ

′′dξ

] 1
ϕ2 dξ + k,

λ (ξ ) = εi0

{[
ϕϕ

′′− (n−1)(ϕ ′)2]− ϕ ′

ϕ

[
c− (n−2)

∫
ϕϕ

′′dξ

]}
,

(2.45)

onde c e k são constantes.

Demonstração. Considerando a primeira equação do sistema (2.38), podemos reescrevê-la
como

h′′+2
ϕ ′

ϕ
h′+(n−2)

ϕ ′′

ϕ
= 0.

Fazendo y = h′ na equação acima, obtemos uma EDO não linear de primeira ordem

y′+2
ϕ ′

ϕ
y+(n−2)

ϕ ′′

ϕ
= 0, (2.46)

cujo fator integrante é dado por

u(ξ ) = e
∫

2 ϕ ′
ϕ dξ = ϕ

2.

Multiplicando o fator integrante em (2.46), teremos

ϕ
2y′+2ϕϕ

′y+(n−2)ϕϕ
′′ = 0. (2.47)
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Integrando (2.47) com respeito a ξ , temos que

y = h′(ξ ) =
1

ϕ2

[
c− (n−2)

∫
ϕϕ

′′dξ

]
. (2.48)

Integrando novamente a expressão acima com respeito a ξ , tem-se

h(ξ ) =
∫ [

c− (n−2)
∫

ϕϕ
′′dξ

] 1
ϕ2 dξ + k.

Agora, subtituindo (2.48) na segunda equação de (2.38), obtemos

λ (ξ ) = εi0

{
ϕϕ

′′− (n−1)(ϕ ′)2 − ϕϕ ′

ϕ2

[
c− (n−2)

∫
ϕϕ

′′dξ

]}
= εi0

{[
ϕϕ

′′− (n−1)(ϕ ′)2]− ϕ ′

ϕ

[
c− (n−2)

∫
ϕϕ

′′dξ

]}
,

como queríamos demonstar.

2.3 Exemplos

Nesta seção, exibiremos exemplos de alguns resultados expostos neste capítulo. Primeiro,
vamos mostrar no corolário seguinte que as métricas dadas pelos Teorema 2.2 e Corolários
2.1 e 2.2 são completas.

Corolário 2.3. Se (Rn,g) é o espaço Euclidiano, F uma variedade Riemanniana Ricci flat
completa e 0 < |ϕ(x)| ≤ c para alguma constante c, então as métricas dadas pelos Teorema
(2.2) e Corolários 2.1 e 2.2 são completas.

Demonstração. Considere o espaço Euclidiano (Rn,g), n ≥ 3, e a métrica ḡ dadas pelos
Corolários 2.1 e 2.2. Se 0 < |ϕ(x)| ≤ c, então a métrica ḡ é completa, desde que exista
uma constante k > 0 tal que para qualquer vetor v ∈ Rn, |vḡ| ≥ k|v|. Pelo Lema 1.3, temos
que M = (Rn, ḡ)× f Fm é completa se, e somente se, (Rn, ḡ) e Fm são completas. Então, as
métricas obtidas nos Corolários 2.1 e 2.2 são completas.

Agora, usando o corolário acima, o Teorema (2.2) e os Corolários (2.1) e (2.2), seguem
alguns exemplos.

Exemplo 2.1. Considere α1 = . . .=αn−1 = 0, αn = 1, donde ξ =
n

∑
i=1

αixi = xn, e ϕ(x1, . . . ,xn)=

xn. O semi-espaço de Rn

Rn∗
+ =

{
(x1, . . . ,xn) ∈ Rn; xn > 0

}
,
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munido com a métrica

gcan(x1, . . . ,xn) =
δi j

x2
n
,

é chamado espaço hiperbólico, com εi = 1, ∀ i, e denotamos por (Hn,gcan). Assim, pelo
Teorema (2.2) temos que a variedade produto (Hn ×Fm), no qual (Fm, gF) é uma variedade
Ricci-flat completa, é um quase soliton gradiente de Ricci completo. O tensor métrico é dado
por

ds2 = gcan +
1
x2

n
gF .

Pela segunda equação do Teorema (2.2), temos que a função potencial é da forma

h(x1, . . . ,xm+n) = k+
∫ {

c− (m+n−2)
∫

xn(xn)
′′dxn

} 1
x2

n
dxn

= k+ c
∫ 1

x2
n

dxn,

ou seja,
h(x1, . . . ,xm+n) = k− c

xn
.

E pela terceira equação do Teorema (2.2)

λ (x1, . . . ,xm+n) = εi0

{
xn(xn)

′′− (m+n−1)(x′n)
2 − c

x′n
xn

+(m+n−2)
x′n
xn

∫
xn(xn)

′′dxn

}
=−(m+n−1)− c

xn
,

isto é,
λ (x1, . . . ,xm+n) =−

[
(m+n−1)+

c
xn

]
.

Exemplo 2.2. Considerando as mesmas condições do exemplo anterior α1 = · · ·= αn−1 = 0,

αn = 1, teremos ξ =
n

∑
i=1

αixi = xn e o semi-espaço de Rn,

Rn∗
+ =

{
(x1, . . . ,xn) ∈ Rn; xn > 0

}
,

isto é,
(
Rn∗
+ ,gcan =

δi j

x2
n

)
= (Hn,gcan), onde gcan é a métrica canônica do espaço hiperbólico.

Tomando ϕ(x1, . . . ,xn) = xnv, onde v é qualquer função positiva, limitada e diferenciável,
temos que a variedade produto Hn ×Fm, com Fm uma variedade Ricci-flat completa, pelo
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Teorema (2.2) é um quase soliton gradiente de Ricci completo com tensor métrico

ds2 =
1
v2

(
gcan +

1
x2

n
gF

)
.

Temos que a função potencial h e λ são dadas pelas segunda e terceira equações do Teorema
2.2.

Exemplo 2.3. Considere ϕ(x1, . . . ,xn) = e−x2
1−...−x2

n no Corolário 2.1. Então Rn com a
métrica Riemanniana

ds2 = e2(x2
1+...+x2

n)(dx2
1 + . . .+dx2

n)

é um quase soliton gradiente de Ricci completo, onde a função potencial é dada por

h(x1, . . . ,xn) =
c
2

e2x2
1+...+2x2

n +
(n−2)

2
(x2

1 + . . .+ x2
n)+ k,

e

λ (x1, . . . ,xn) =−[2(n−2)(x2
1 + . . .+ x2

n)+(3n−2)]e−2x2
1−...−2x2

n

+2c[2(x2
1 + . . .+ x2

n)+1],

onde c e k são constantes.

Exemplo 2.4. Fazendo n = 3, α1 = α2 = α3 = 1, isto é, ξ = x1 + x2 + x3, e

ϕ(x1,x2,x3) =
1

1+(x1 + x2 + x3)2 ,

segue do Corolário 2.2 que R3 com a métrica

ds2 =
1

ϕ2 (dx2
1 +dx2

2 +dx2
3)

= [1+2(x1 + x2 + x3)
2 +(x1 + x2 + x3)

4](dx2
1 +dx2

2 +dx2
3)
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é um quase soliton gradiente de Ricci completo, onde a função potencial é dada por

h(x1,x2,x3) =
c
2

(
arctan(x1 + x2 + x3)+

x1 + x2 + x3

(1+(x1 + x2 + x3)2)

)
+

1
8

ln(1+(x1 + x2 + x3)
2)

+
1

240

[(
12(x1 + x2 + x3)

4 +40(x1 + x2 + x3)
3 +60(x1 + x2 + x3)

)
arctan(x1 + x2 + x3)

−16ln(1+(x1 + x2 + x3)
2 −14(x1 + x2 + x3)

2 −3(x1 + x2 + x3)
4

]

− 5+(x1 + x2 + x3)
2

12[1+(x1 + x2 + x3)2]2
+ k

e

λ (x1,x2,x3) =
2(x1 + x2 + x3)

[1+(x1 + x2 + x3)2]2

[
c+

3(x1 + x2 + x3)
4 +8(x1 + x2 + x3)

3 +21(x1 + x2 + x3)

12[1+(x1 + x2 + x3)2]

+
1
4

arctan(x1 + x2 + x3)

]
− 2

[1+(x1 + x2 + x3)2]3
.



CAPÍTULO3

Solitons gradientes de Yamabe
conformes a um espaço

pseudo-Euclidiano

Em [18], Leandro e Tenenblat apresentaram uma caracterização de solitons gradientes de

Yamabe conformemente flat. Mais especificamente, eles trabalharam no caso
(
Rn,

1
ϕ2 g

)
,

onde g é a métrica pseudo-Euclidiana canônica, e caracterizaram as soluções estáveis que são
invariantes pela ação de grupo de translações de dimensão (n−1). O uso dessa técnica per-
mite reduzir o número de váriáveis de uma equação (ou sistema de equações) diferencial(ais)
parcial(ais), que, em geral, é de difícil resolução. Assim, um problema de EDP reduz-se a
um problema de EDO que, por conseguinte, possui mais técnicas de resolução.

3.1 Solitons gradientes de Yamabe invariantes por transla-
ção

Para os próximos resultados, consideremos (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano com a
métrica g e coordenadas x = (x1, . . . ,xn), com gi j = δi jεi, 1 ≤ i, j ≤ n, onde δi j é o delta de
Kronecker, εi =±1 com pelo menos um εi = 1.

Consideremos a aplicação

ξ : Rn −→ R

x 7−→ ξ (x) =
n

∑
i=1

αixi, αi ∈ R,
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um invariante básico sob a ação de um grupo de translação de dimensão (n− 1), isto é,
para todo x ∈ Rn e para todo v pertencente ao conjunto de hiperplanos (n−1)-dimensional
ortogonais ao vetor não nulo α = (α1, . . . ,αn), vale

ξ (x) = ξ (x+ v).

Queremos obter funções diferenciáveis f (ξ ) e ϕ(ξ ), onde f e ϕ são as funções potencial

e conforme, respectivamente, tais que a métrica ḡ =
1

ϕ2 g satisfaça a equação

Hessḡ f = (R−λ )ḡ.

Para o primeiro resultado do artigo [18] quando
n

∑
k=1

εkα
2
k ̸= 0, consideremos sem perda

de generalidade
n

∑
k=1

εkα
2
k = ±1. Iremos obter uma condição necessária e suficiente para

que uma variedade semi-Riemanniana (Rn, ḡ), onde ḡ =
1

ϕ2 g e g é a métrica do espaço

pseudo-Euclidiano, seja um soliton gradiente de Yamabe.

Teorema 3.1. Sejam (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano, n ≥ 3, com coordenadas x =

(x1, . . . ,xn) e gi j = δi jεi, e f : Rn −→ R uma função diferenciável. Então existe uma métrica
ḡ =

g
ϕ2 tal que (Rn, ḡ, f ) é um soliton gradiente de Yamabe com função potencial f se, e

somente se, as funções ϕ e f satisfazem

fxix j +
ϕxi fx j

ϕ
+

ϕx j fxi

ϕ
= 0, i ̸= j (3.1)

e para cada i,

fxixi +2
ϕxi fxi

ϕ
− εi

n

∑
k=1

εk
ϕxk

ϕ
fxk =

εi

ϕ2

[
(n−1)(2ϕ∆gϕ −n|∇gϕ|2)−λ

]
. (3.2)

Demonstração. Suponha que exista uma métrica ḡ =
g

ϕ2 , tal que (Rn, ḡ, f ) seja um soliton

gradiente de Yamabe com função potencial f . Sendo ḡ =
g

ϕ2 uma métrica conforme a g,

sabemos que os tensores de Ricci das métricas g e de ḡ satisfazem a relação

Ricḡ =
1

ϕ2

{
(n−2)ϕHessg(ϕ)+

[
ϕ∆gϕ − (n−1)|∇gϕ|2

]
g
}
,

com Ricg = 0. Portanto, a curvatura escalar da métrica ḡ é dada por
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Rḡ =
n

∑
k=1

εkϕ
2(Ricḡ)kk = (n−1)(2ϕ∆gϕ −n|∇gϕ|2).

Então, substituindo na equação

Hessḡ f = (Rḡ −λ )ḡ

tem-se
Hessḡ f =

[
(n−1)(2ϕ∆gϕ −n|∇gϕ|2)−λ

]
ḡ. (3.3)

De modo a calcular Hessḡ f .
Lembre-se que o tensor Hessiano de f em coordenadas locais é dado por

Hessḡ( f )i j = fxix j −
n

∑
k=1

Γ̄
k
i j fxk , (3.4)

onde Γ̄
k
i j são os símbolos de Christoffel da métrica ḡ. Para i, j,k distintos, com ḡ=

g
ϕ2 =

εiδi j

ϕ2

e gi j = ϕ
2
εiδi j. Pelos cálculos apresentados no Teorema 2.1 do capítulo 2 os símbolos de

Christoffel na métrica conforme a métrica pseudo-Euclidiana são dados por

Γ̄
k
i j = 0, Γ̄

i
i j =−

ϕx j

ϕ
, Γ̄

k
ii = εiεk

ϕxk

ϕ
e Γ̄

i
ii =−ϕxi

ϕ
.

Assim, subtituindo na equação (3.4), obtemos

Hessḡ( f ) = fxix j +
ϕxi fx j

ϕ
+

ϕx j fxi

ϕ
−

n

∑
k=1

δi jεiεk
ϕxk

ϕ
fxk . (3.5)

Se i ̸= j, segue-se que

Hessḡ( f ) = fxix j +
ϕxi fx j

ϕ
+

ϕx j fxi

ϕ
. (3.6)

Note que, ḡ =
εiδi j

ϕ2 com i ̸= j implica ḡ = 0. Portanto, pelas equações (3.3) e (3.4) obtemos,

fxix j +
ϕxi fx j

ϕ
+

ϕx j fxi

ϕ
= 0.

Agora, consideremos i = j; a equação (3.5) é da forma

Hessḡ( f ) = fxixi +2
ϕxi fxi

ϕ
− εi

n

∑
k=1

εk
ϕxk

ϕ
fxk . (3.7)
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Por outro lado, ḡ =
εiδi j

ϕ2 =
εi

ϕ2 . Assim, pelas equações (3.3) e (3.7), tem-se que

fxixi +2
ϕxi fxi

ϕ
− εi

n

∑
k=1

εk
ϕxk

ϕ
fxk =

εi

ϕ2

[
(n−1)(2ϕ∆gϕ −n|∇gϕ|2)−λ

]
.

Reciprocamente, seja ḡ =
g

ϕ2 a métrica conforme de g. Suponha que as funções f e ϕ

satisfazem as equações (3.1) e (3.2).
Por um lado temos que

Hessḡ( f ) = fxix j +
ϕxi fx j

ϕ
+

ϕx j fxi

ϕ
−

n

∑
k=1

δi jεiεk
ϕxk

ϕ
fxk .

Por outro lado, obtemos que

(Rḡ −λ )ḡ =
εiδi j

ϕ2

[
(n−1)(2ϕ∆gϕ −n|∇gϕ|2)−λ

]
.

Agora, analisaremos dois casos, a saber, i ̸= j e i = j. Quando i ̸= j, temos por definição
de δi j e pela equação (3.1), que

Hessḡ f = (Rḡ −λ )ḡ.

No outro caso, considere i = j. Pela definição de δi j e pela equação (3.2), segue-se que

Hessḡ f = (Rḡ −λ )ḡ.

Logo, pela equação (1.14), (Rn, ḡ, f ) é um sóliton gradiente de Yamabe com função potencial
f .

No próximo resultado, mostraremos o sistema de equações diferenciáveis ordinárias que
as funções f e ϕ satisfazem, quando o soliton gradiente de Yamabe dado no Teorema (3.1) é
invariante sob a ação de um grupo de translação de dimensão (n−1).

Teorema 3.2. Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano, n ≥ 3, com coordenadas x =

(x1, . . . ,xn) e gi j = εiδi j . Considere as funções diferenciáveis ϕ(ξ ) e f (ξ ), onde ξ =
n

∑
k=1

αkxk, αk ∈ R, e
n

∑
k=1

εkα
2
k = εk0 ou

n

∑
k=1

εkα
2
k = 0. Então ḡ =

g
ϕ2 é um soliton gradiente de

Yamabe com função potencial f se, e somente se, ϕ e f satisfazem f ′′+2
ϕ ′ f ′

ϕ
= 0,

−ϕ
′
ϕ f ′ = (n−1)

[
2ϕϕ

′′−n(ϕ ′)2
]
− εk0λ

se
n

∑
k=1

εkα
2
k = εk0, (3.8)
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e  f ′′+2
ϕ ′ f ′

ϕ
= 0,

λ = 0,
se

n

∑
k=1

εkα
2
k = 0. (3.9)

Demonstração. Seja ḡ =
g

ϕ2 a métrica conforme a g. Para a escolha de um vetor não nulo

α = (α1, . . . ,αn) considere a função

ξ : Rn −→ R

x 7−→ ξ (x) = ⟨α,x⟩.

Como estamos assumindo que ϕ(ξ ) e f (ξ ) são funções de ξ , então as derivadas com respeito
a i−ésima coordenada xi e a j−ésima coordenada x j são

ϕxi = ϕ
′
αi, fxi = f ′αi, ϕxix j = ϕ

′′
αiα j, e fxix j = f ′′αiα j.

Pelo Teorema (3.1), as funções ϕ e f satisfazem as equações (3.1) e (3.2). Assim,
substituindo as expressões acima em (3.1), obtemos

f ′′αiα j +
ϕ ′αi f ′α j

ϕ
+

ϕ ′α j f ′αi

ϕ
= 0, i ̸= j.

Portanto, se existir i, j com i ̸= j tal que αiα j ̸= 0, então

f ′′+2
ϕ ′ f ′

ϕ
= 0.

Pela equação (3.2), temos

−
n

∑
k=1

εk0α
2
k

{
ϕϕ

′ f ′+(n−1)[2ϕϕ
′′−n(ϕ ′)2]

}
+λ = 0. (3.10)

Fazendo
n

∑
k=1

εk0α
2
k = εk0 , obtemos

−ϕϕ
′ f ′ = (n−1)[2ϕϕ

′′−n(ϕ ′)2]− εk0λ .

Agora, consideremos o caso
n

∑
k=1

εk0α
2
k = 0. Substituindo na equação (3.1), temos

(
f ′′+2

ϕ ′ f ′

ϕ

)
αiα j = 0.
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Como
n

∑
k=1

εk0α
2
k = 0, então existem i e j, com i ̸= j, tais que αiα j ̸= 0. Assim,

f ′′+2
ϕ ′ f ′

ϕ
= 0.

Daí, pela equação (3.10), temos λ = 0.

Agora, consideremos o caso em que αk0 = 1 e αk = 0, ∀ k ̸= k0. Assim,
n

∑
k=1

εkα
2
k = εk0 .

Por conseguinte, (
f ′′+2

ϕ ′ f ′

ϕ

)
αkαk0 = 0, ∀ k ̸= k0.

Segue-se de (3.10) que

−ϕϕ
′ f ′ = (n−1)[2ϕϕ

′′−n(ϕ ′)2]− εk0λ , se i ̸= k0.

Se i = k0, onde
n

∑
k=1

εkα
2
k = 0, então a equação

(
f ′′+2

ϕ ′ f ′

ϕ

)
εiα

2
i ϕ

2 −
n

∑
k=1

εk0α
2
k

{
ϕϕ

′ f ′+(n−1)[2ϕϕ
′′−n(ϕ ′)2]

}
+λ = 0

reduza-se à

f ′′+2
ϕ ′ f ′

ϕ
= 0.

Reciprocamente, suponha que as funções ϕ e f satisfazem os sistemas (3.8) e (3.9).
Então, as equações (3.1) e (3.2) são facilmente satisfeitas. Logo, pelo Teorema (3.1) temos
que (Rn, ḡ, f ) é um soliton gradiente de Yamabe com função potencial f .

Nos resultados seguintes, iremos caracterizar as soluções quando o soliton gradiente de
Yamabe é estável, isto é, λ = 0.

Teorema 3.3. Sejam (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano com n ≥ 3, coordenadas x =

(x1, . . . ,xn) e gi j = δi jεi. Seja ḡ =
g

ϕ2 um soliton gradiente de Yamabe estável, com função

potencial f. Então ϕ e f são invariantes sob ação de um grupo de translação de dimensão

n−1 cujo invariante básico é ξ =
n

∑
k=1

αkxk, onde α =
n

∑
k=1

αk
∂

∂xk
é um vetor não nulo com

n

∑
k=1

εkα
2
k = εk0 se, e somente se, ϕ e f satisfazem∫

ϕ

γ −βϕ
n
2+1 dϕ =

ξ + v
(n−1)(n+2)

(3.11)
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e
f ′(ξ ) =

γ

ϕ(ξ )2 , γ ∈ R (3.12)

onde v,β ∈R, γ
2 +β

2 ̸= 0. Em particular, quando γ = 0, então f é constante e (Rn, ḡ) é um
soliton gradiente de Yamabe estável trivial.

Demonstração. Considere a função ξ : Rn −→ R dada por ξ (x) =
n

∑
k=1

αkxk,αk ∈ R e as

funções diferenciáveis ϕ(ξ ) e f (ξ ),
n

∑
k=1

εkα
2
k = εk0 . Pelo Teorema (3.2), (Rn, ḡ) é um soliton

gradiente de Yamabe estável com função potencial f , se e somente se, ϕ e f satisfazem (3.8)
com λ = 0. Assim,

f ′′+2
ϕ ′ f ′

ϕ
= 0.

Tomando y = f ′ na equação acima, esta é equivalente a equação diferencial ordinária de
primeira ordem

y′+2
ϕ ′

ϕ
y = 0, (3.13)

cujo fator integrante é dado por

u(ξ ) = e
∫

2 ϕ ′
ϕ

dξ = ϕ
2.

Multiplicando a equação (3.13) pelo fator integrante, obtemos

ϕ
2y′+2ϕϕ

′y = 0,

que é equivalente a
(ϕ2y)′ = 0.

Assim, integrando a última expressão com respeito a ξ , concluímos que

f ′ =
γ

ϕ2 , γ ∈ R. (3.14)

Substituindo (3.14) na segunda equação do sistema (3.8), obtemos

−ϕ
γ

ϕ
= (n−1)[2ϕϕ

′′−n(ϕ ′)2],



3.1 Solitons gradientes de Yamabe invariantes por translação 58

que é equivalente à equação

ϕϕ
′′− n

2
(ϕ ′)2 +

γ

2(n−1)
ϕ ′

ϕ
= 0. (3.15)

Considere ϕ(ξ )1− n
2 = ω(ξ ); derivando

ω
′(ξ ) =

(
1− n

2

)
ϕ
− n

2 ϕ
′ e ω

′′(ξ ) =
(

1− n
2

)
ϕ
− n

2−1
(

ϕϕ
′′− n

2
(ϕ ′)2

)
.

Agora, substituindo as expressões acima na equação (3.15) tem-se que

ω
′′(ξ )+

γ

2(n−1)
ω

′(ξ )ω(ξ )
4

n−2 = 0. (3.16)

Integrando a equação (3.16), obtemos

ω
′′(ξ )+

γ(n−2)
2(n−1)(n+2)

ω(ξ )
n+2
n−2 = σ , σ ∈ R.

E então,

−
∫ 1

γ(n−2)
2(n−1)(n+2)ω(ξ )

n+2
n−2 −σ

dω = ξ + v, v ∈ R.

Como ϕ(ξ )1− n
2 = ω(ξ ), então

(n−2)
2

∫ 1
γ(n−2)

2(n−1)(n+2)ϕ
n
2 −σϕ

n
2

dϕ = ξ + v.

Como σ é uma constante qualquer, temos que∫
ϕ

γ −βϕ
n
2+1 dϕ =

ξ + v
(n−1)(n+2)

, γ
2 +β

2 ̸= 0,

onde β ∈ R.
Reciprocamente, suponha que as funções ϕ e f satisfazem as equações (3.11) e (3.12).

Pelo sistema de equações (3.8) do Teorema (3.2), temos que ϕ e f são invariantes sob a ação
de um grupo de translação de dimensão n−1.

Teorema 3.4. Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano com n ≥ 3, coordenadas x =

(x1, . . . ,xn) e gi j = δi jεi. Seja (Rn, ḡ), um soliton gradiente de Yamabe estável com função
potencial f . Então ϕ e f são invariantes pela ação de um grupo de translação de dimensão



3.2 Exemplos 59

n−1, cujo invariante básico é ξ =
n

∑
k=1

αkxk, onde α =
n

∑
k=1

αk
∂

∂xk
é um vetor tipo luz, isto é,

n

∑
k=1

εkα
2
k = 0 se, e somente se, ϕ é uma função diferenciável qualquer não nula e

f (ξ ) = γ

∫ 1
ϕ(ξ )

dξ . (3.17)

Demonstração. Por hipótese (Rn, ḡ) é um soliton gradiente de Yamabe estável, isto é, λ = 0

e
n

∑
k=1

εkα
2
k = 0. Assim, pelo Teorema (3.2), sistema de equação (3.9), temos

f ′′+2
ϕ ′ f ′

ϕ
= 0.

Tomando y = f ′, tem-se

y′+2
ϕ ′

ϕ
y = 0 (3.18)

com fator integrante

u(ξ ) = e
∫

2 ϕ ′
ϕ

dξ = ϕ
2.

Multiplicando o fator integrante na equação (3.18) e, em seguida, integrando com respeito a
ξ , temos que

f ′ =
γ

ϕ2 , γ ∈ R

isto é,

f (ξ ) = γ

∫ 1
ϕ(ξ )

dξ .

Reciprocamente, suponha que ϕ seja uma função diferenciável não nula. Derivando a
equação (3.17) tem-se que

f ′′+2
ϕ ′ f ′

ϕ
= 0,

com λ = 0. Logo, pelo Teorema (3.2) segue o resultado.

3.2 Exemplos

Exibiremos agora, alguns exemplos dos Teoremas (3.3) e (3.4).
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Exemplo 3.1. Se considerarmos γ ̸= 0 e β = 0 no Teorema (3.3), então temos pela equação
(3.11) que

1
γ

∫
ϕdϕ =

ξ + v
(n−1)(n+2)

,

isto é,

ϕ
2(ξ ) =

2γ(ξ + v)
(n−1)(n+2)

.

Substituindo na equação (3.12), fornece

f ′(ξ ) =
1
2
(n−1)(n+2)

ξ + v
.

Integrando a última expressão com respeito a ξ , tem -se que

f (ξ ) =
1
2
(n−1)(n+2) ln |ξ + v|,

onde γ(ξ + v)> 0.

Portanto, ḡ =
1

ϕ2 é um soliton gradiente de Yamabe estável em um semi-espaço de Rn,

com função potencial f .

Exemplo 3.2. Considere (R6,g) um espaço pseudo-Euclidiano de dimensão 6 e ξ =
6

∑
k=1

αkxk

tal que
6

∑
k=1

εkα
2
k = εk0 . Suponhamos γ β > 0. Assim, pela equação (3.11), temos que

∫
ϕ

γ −βϕ4 dϕ =
ξ + v

40
,

ou seja,

ϕ
2(ξ ) =

√
γ

β
coth

(
(ξ + v)

√
γβ

20

)
.

Por outro lado, pela equação (3.12), teremos

f ′(ξ ) =
γ√

γ

β
coth

(
(ξ+v)

√
γβ

20

) ,

isto é, integrando com respeito a ξ , obtemos

f (ξ ) = 20ln
[

coth
(
(ξ + v)

√
γβ

20

)]
,
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onde ξ + v > 0. Segue-se que ḡ =
g

ϕ2 é um soliton gradiente de Yamabe estável em um

semi-espaço de R6, com função potencial f .

Exemplo 3.3. Considerando as mesmas condições do Exemplo (3.2), se as constantes γ e β

satisfazem γβ < 0, então podemos resolver as equações (3.11) e (3.12). De fato, obtemos
pela equação (3.11)

ϕ
2(ξ ) =

√∣∣∣ γ

β

∣∣∣ tan
(

sgn γ
(ξ + v)

√
|γβ |

20

)
.

E pela equação (3.12) temos que

f (ξ ) = 20ln
[

sin
(

sgn γ
(ξ + v)

√
|γβ |

20

)]
,

onde ξ +v> 0 e 0< sgn γ
(ξ + v)

√
|γβ |

20
< π/2. Segue-se que ḡ=

g
ϕ2 é um soliton gradiente

de Yamabe estável em um semi-espaço de R6, com função potencial f .

Para o próximo exemplo, consideremos (Rn,g) um espaço de Lorentz, isto é, Rn munido
com a métrica

g
(
(x1, . . . ,xn),(y1, . . . ,yn)

)
=

n−1

∑
i=1

xiyi − xnyn.

Diferente da métrica Euclidiana, esta métrica não é necessariamente positiva definida.

Exemplo 3.4. No Teorema (3.4), seja (Rn,g) um espaço Lorentziano com coordenadas
x = (x1, . . . ,xn) e assinatura ε1 =−1, εk = 1, para k ≥ 2. Considere ξ = x1 + x2 e escolha

ϕ(ξ ) =
1

1+ξ 2 . Então,

ḡ =
1

ϕ2(ξ )
g = (1+ξ

2)2g e f ′(ξ ) =
γ

ϕ2(ξ )
.

Segue-se que

f (ξ ) = γ

∫
(1+ξ

2)2dξ = γξ

(
1+

2
3

ξ
2 +

1
5

ξ
4
)
,

onde γ ∈ R\{0}.
Portanto, (Rn, ḡ) é um soliton gradiente de Yamabe estável, com função potencial f .
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3.3 Soliton gradiente de Yamabe estável semi-Riemanniano
completo

Consideremos o soliton gradiente de Yamabe do Exemplo 3.4, conforme a um espaço de
Lorentz.

Em [8], temos uma relação entre as conexões de Levi-Civita ∇ e ∇̄ correspondentes a g e

ḡ =
1

ϕ2 g, respectivamente, dada por:

∇̄XY = ∇XY − 1
ϕ

[
(Xϕ)Y +(Y ϕ)X −g(X ,Y )∇gϕ

]
,

onde Zϕ = g(∇gϕ,Z) e X ,Y,Z são campos de vetores em Rn. Também em [8], obtemos uma

relação entre as derivadas covariantes
D
dt

e
D̄
dt

para uma curva qualquer φ : I ⊂R−→ (Rn, ḡ),
expressa por:

D̄
dt

φ
′ =

D
dt

φ
′− 1

ϕ

[
2dϕ(φ ′(t)) ·φ ′−g(φ ′,φ ′)gradgϕ

]
. (3.19)

Seja (Rn,g) um espaço de Lorentz com coordenadas (x1, . . . ,xn) e assinatura ε1 =−1,
εk = 1, para k ≥ 2. Considere

ξ = x1 + x2, ḡ = (1+ξ
2)2g e f = γξ

(
1+

2
3

ξ
2 +

1
5

ξ
4
)
,

onde γ ∈ R\{0}. Então, afirmamos que (Rn, ḡ, f ) é um soliton gradiente de Yamabe estável

completo com função potencial f . De fato, considerando ξ =
n

∑
k=1

εkαk, onde α1 = α2 = 1 e

αl = 0 para l ≥ 3, temos que
n

∑
k=1

εkα
2
k = 0. Considerando a aplicação conforme

ϕ(ξ ) =
1

1+ξ 2 ,

segue pelo Teorema (3.4) que f é a função pontencial do soliton gradiente de Yamabe estável
(Rn, ḡ, f ).

Provaremos agora, que (Rn, ḡ, f ) é um sóliton gradiente de Yamabe estável completo.
Para isso, iremos mostrar que qualquer geodésica φ(x1(t), . . . ,xn(t)) está definida para todo
t ∈ R e para isso, faremos uso do seguinte resultado que pode ser encontrado em [12].
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Teorema 3.5. Suponha que S seja um retângulo

|x− x0| ≤ a, |y− y0| ≤ b, (a,b > 0),

ou uma faixa
|x− x0| ≤ a, |y|< ∞, (a > 0),

e f : S → R tal que
∂ f
∂y

existe, é contínuo em S, e

∣∣∣∣ ∂

∂y
f (x,y)

∣∣∣∣≤ K, ((x,y) ∈ S),

para algum K. Então f satisfaz a condição de Lipschitz em S com constante de Lipschitz
igual a K.

Como ∇gϕ =
n

∑
i=1

εiϕxi

∂

∂xi
, a curva φ é uma geodésica em (Rn, ḡ, f ), se e somente se,

D̄
dt

≡ 0,

isto é, pela expressão (3.19) se as funções coordenadas satisfazem

x′′i (t) =
1
ϕ

[
2

d
dt
(ϕ ◦φ)x′i(t)− εiαiϕξ

n

∑
k=1

εk(x′k(t))
2
]
, 1 ≤ i ≤ n.

Portanto, para l ≥ 3, αl = 0, temos

x′′l (t) =
1
ϕ

[
2

d
dt
(ϕ ◦φ)x′l(t)

]
, l ≥ 3.

Como ϕ(ξ ) =
1

1+ξ 2 , segue-se que

x′′l (t) =− 4ξ ξ ′

1+ξ 2 x′l(t).

Fazendo yl(t) = x′l(t) na última equação, obtemos

y′l(t)+
4ξ ξ ′

1+ξ 2 yl(t) = 0, (3.20)
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cujo fator integrante é dado por

u(ξ ) = e
∫ 4ξ ξ ′

1+ξ 2 dξ ⇒ u(ξ ) = (1+ξ
2)2.

Daí, multiplicando-o na equação (3.20), tem-se que

y′l(t)(1+ξ
2)2 +4ξ ξ

′(1+ξ
2)yl(t) = 0,

isto é,
[x′l(t)(1+ξ

2)2]′ = 0.

Integrando a equação acima, obtemos

x′l(t) =
kl

(1+ξ 2)2 , kl ∈ R. (3.21)

Como ϕξ =
−2ξ

(1+ξ 2)2 , concluímos que

x′′1(t) =
1
ϕ

[
2

d
dt
(ϕ ◦φ)x′1(t)− ε1α1ϕξ

n

∑
k=1

εk(x′k(t))
2
]

= (1+ξ
2)
[−4ξ ξ ′

1+ξ 2 x′1(t)−
2ξ

1+ξ 2

(
(x′1)

2 +(x′2)
2 +

n

∑
l=3

( kl

(1+ξ 2)2

)2)]
=

−4ξ ξ ′

1+ξ 2 x′1(t)−
2ξ

1+ξ 2

[
(x′1)

2 +(x′2)
2 +

1
(1+ξ 2)4

n

∑
l=3

k2
l

]
.

Logo,

x′′1(t) =−2ξ (ξ ′)2

1+ξ 2 − 2ξ σ̄

(1+ξ 2)5 , (3.22)

onde σ̄ =
n

∑
l=3

k2
l . Analogamente, obtemos

x′′2(t) =
1
ϕ

[
2

d
dt
(ϕ ◦φ)x′2(t)− ε2α2ϕξ

n

∑
k=1

εk(x′k(t))
2
]

=
−4ξ ξ ′

1+ξ 2 x′2(t)+
2ξ

1+ξ 2

[
(x′1)

2 +(x′2)
2 +

1
(1+ξ 2)4

n

∑
l=3

k2
l

]
.

Logo,

x′′2(t) =−2ξ (ξ ′)2

1+ξ 2 +
2ξ σ̄

(1+ξ 2)5 . (3.23)
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Como ξ = x1 + x2, segue das equações (3.22) e (3.23) que

ξ
′′+

4ξ (ξ ′)2

1+ξ 2 = 0,

isto é,

ξ
′ =

k̄
(1+ξ 2)2 , k̄ ∈ R. (3.24)

Substituindo (3.24) nas equações (3.22) e (3.23), concluímos que

x′′1(t) =
−2(σ̄ − k̄2)(x1 + x2)

(1+(x1 + x2)2)5 e x′′2(t) =
2(σ̄ − k̄2)(x1 + x2)

(1+(x1 + x2)2)5 .

Daí, obtemos o sistema 

x′1 = y1

x′2 = y2

y′1 =
−2(σ̄ − k̄2)(x1 + x2)

(1+(x1 + x2)2)5

y′2 =
2(σ̄ − k̄2)(x1 + x2)

(1+(x1 + x2)2)5

x′l =
kl

(1+(x1 + x2)2)2 , l ≥ 3.

Observe que as funções

h(x,y) =
x+ y[

1+(x+ y)2
]5

e
g(x,y) =

1[
1+(x+ y)2

]2
são diferenciáveis em todo ponto.

Temos que a derivada parcial de h em relação a y existe e, pela desigualdade do valor
médio, temos que

∣∣∣∂h
∂y

∣∣∣=
√√√√( 1−9(x+ y)2(

1+(x+ y)2
)6

)2

≤

√√√√81

( [
1+(x+ y)2

][
1+(x+ y)2

]6
)2

≤ 9.

Portanto, ∣∣h(x,y1)−h(x,y2)
∣∣≤ 9

∣∣y1 − y2
∣∣,
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isto é, h(x,y) satisfaz a condição de Lipschitz.
Analogamente, obtemos

∣∣∣∂g
∂y

∣∣∣=√ 16(x+ y)2[
1+(x+ y)2

]6 ≤

√√√√16
[
1+(x+ y)2

][
1+(x+ y)2

]6 ≤ 4.

Portanto, ∣∣g(x,y1)−g(x,y2)
∣∣≤ 4

∣∣y1 − y2
∣∣,

isto é, g(x,y) também satisfaz a condição de Lipschitz
Logo, as soluções do sistema existem para todo t ∈ R. Assim, toda geodésica ϕ(t) está

definida para todo t ∈ R, isto é, (Rn, ḡ, f ) é geodesicamente completa.
Agora, vamos calcular o tensor de Ricci e as curvaturas seccional e escalar de (Rn, ḡ, f ).

(i) Curvatura seccional

K
(

∂

∂x1
,

∂

∂xl

)
= R1l1l =

ε1

ϕ2

[
Γ

s
11Γ

l
ls −Γ

s
l1Γ

l
1l +

∂

∂xl
Γ

l
11 −

∂

∂x1
Γ

l
l1

]
=− 1

ϕ2

[(
ϕx1

ϕ

)2
+
(

ε1ε2
ϕx2

ϕ

)(
− ϕx2

ϕ

)
−
(
− ϕx1

ϕ

)2
+

∂

∂xl

(
ε1εl

ϕxl

ϕ

)
− ∂

∂x1

(
− ϕx1

ϕ

)]
=− 1

ϕ2

[(
ϕx1

ϕ

)2
+
(

ϕx2

ϕ

)2
−
(

ϕx1

ϕ

)2
+

ϕx1x1

ϕ
−
(

ϕx1

ϕ

)2]
=− 1

ϕ2

[
ϕx1x1

ϕ

]
, l ≥ 3 .

Note que,

ϕ(ξ ) =
1

(1+ξ 2)
, onde ξ = x1 + x2.

Então,

ϕx1 =
−2ξ

(1+ξ 2)2 e ϕx2 =
−2ξ

(1+ξ 2)2 .

Daí, (
ϕx1

ϕ

)2
=
(

ϕx2

ϕ

)2
.

Logo,

K
(

∂

∂x1
,

∂

∂xl

)
=

2(1−3ξ 2)

(1+ξ 2)4 , l ≥ 3.
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Por outro lado,

K
(

∂

∂x2
,

∂

∂xl

)
= R2l2l =

1
ϕ2

[
Γ

s
22Γ

l
ls −Γ

s
l2Γ

l
2s +

∂

∂xl
Γ

l
22 −

∂

∂xi
Γ

l
l2

]
=

1
ϕ2

[
Γ

1
22Γ

l
l1 +Γ

2
22Γ

l
l2 − (Γl

l2)
2 +

∂

∂xl
Γ

l
22 −

∂

∂x2
Γ

l
l2

]
=

1
ϕ2

[(
ε2ε1

ϕx1

ϕ

)(
− ϕx1

ϕ

)
+
(

ϕx2

ϕ

)2
−
(

ϕx2

ϕ

)2
+

∂

∂xl

(
ε2εl

ϕxl

ϕ

)
− ∂

∂x2

(
− ϕx2

ϕ

)]
=

1
ϕ2

[(
ϕx1

ϕ

)2
+
(

ϕx2

ϕ

)2
−
(

ϕx2

ϕ

)2
+

ϕx2x2

ϕ
−
(

ϕx2

ϕ

)2]
=−2(1−3ξ 2)

(1+ξ 2)4 , l ≥ 3.

Portanto,

K
(

∂

∂x1
,

∂

∂xl

)
=−K

(
∂

∂x2
,

∂

∂xl

)
=

2(1−3ξ 2)

(1+ξ 2)4 .

K
(

∂

∂x1
,

∂

∂x2

)
= R1212 =

1
ϕ2

[
Γ

s
11Γ

l
2s −Γ

s
21Γ

l
1s +

∂

∂x2
Γ

l
11 −

∂

∂x1
Γ

l
21

]
=

1
ϕ2

[
Γ

1
11Γ

l
21 +Γ

2
11Γ

l
22 −Γ

1
21Γ

l
11 −Γ

2
21Γ

l
12 +

∂

∂x2
Γ

l
11 −

∂

∂x1
Γ

l
21

]
=

1
ϕ2

[(
ε1ε2

ϕx2

ϕ

)(
ε2εl

ϕxl

ϕ

)
−
(
− ϕx2

ϕ

)(
ε1εl

ϕxl

ϕ

)
+

∂

∂x2

(
ε1εl

ϕxl

ϕ

)]
.

Logo,

K
(

∂

∂x1
,

∂

∂x2

)
= 0.

Portanto,

K
(

∂

∂xr
,

∂

∂xl

)
=

1
ϕ2

[
Γ

s
rrΓ

l
ls −Γ

s
lrΓ

l
rs +

∂

∂xl
Γ

l
rr −

∂

∂xr
Γ

l
lr

]
=

1
ϕ2

[
Γ

1
rrΓ

l
l1 +Γ

2
rrΓ

l
l2 − (Γl

lr)
2 +

∂

∂xl
Γ

l
rr −

∂

∂xr
Γ

l
lr

]
=

1
ϕ2

[(
εrε1

ϕx1

ϕ

)(
− ϕx1

ϕ

)
+
(

εrε2
ϕx2

ϕ

)(
ϕx2

ϕ

)
−
(

ϕxr

ϕ

)2
+

∂

∂xl

(
εrεl

ϕxl

ϕ

)
− ∂

∂xxr

(
ϕxr

ϕ

)]
=
(

ϕx1

ϕ

)2
−
(

ϕx2

ϕ

)2
= 0, r, l ≥ 3.

(ii) Tensor de Ricci
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O tensor de Ricci em coordenadas locais,

Ri j =
n

∑
k=1

n

∑
m=1

gkmRki jm.

Portanto, quando 1 ≤ i, j ≤ 2 com −ϕ
2R1111 = ϕ

2R1212 = 0, teremos

Ri j =−2(n−2)
1−3ξ 2

(1+ξ 2)4 .

Para o caso r, l ≥ 3, com ϕ
2Rrlrl = 0, tem-se que

Rrl = 0.

(iii) Curvatura escalar

Quando 1 ≤ i, j ≤ 2 temos que

Rḡ = traço{Ric}=
2

∑
i=1

2

∑
j=1

ḡi jRi j = ḡ11R11 + ḡ22R22 =−ϕ
2R11 +ϕ

2R22

= ϕ
22(n−1)

(1−3ξ 2)

(1+ξ 2)4 −ϕ
22(n−1)

(1−3ξ 2)

(1+ξ 2)4 = 0.

Analogamente, para o caso r, l ≥ 3, tem - se que

Rḡ =
n

∑
r=3

n

∑
l=3

ḡrlRrl = 0,

ou seja, a curvatura escalar Rḡ é flat.
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CAPÍTULOA

Grupos de simetria

Neste capítulo, seguiremos os passos descritos em [19], afim de fornecer ao leitor
um método para encontrar o grupo de simetria de uma determinada classe de equações
diferenciais parciais.

Cálculo dos grupos de simetria

Consideremos S um sistema de equações diferenciais com p variáveis independentes x =
(x1, . . . ,xp) e q variáveis dependentes u = (u1, . . . ,uq). Seja X = Rp, com coordenadas x =
(x1, . . .xp), representando o espaço das variáveis independentes e U = Rq, com coordenadas
u = (u1, . . . ,uq), representando o espaço das variáveis dependentes. Temos a seguinte
definição:

Definição A.1. Seja S um sistema de equações diferenciais. Um grupo de simetria do
sistema S é um grupo local de transformações G agindo em um aberto M ⊂ X ×U com a
propriedade de sempre que u = f (x) é uma solução de S e sempre que g · f está definido
para g ∈ G, então u = g · f (x) é ainda uma solução do sistema.

Assim, consideramos um grupo de transformações agindo em um subconjunto aberto M ⊂
X ×U , onde X e U são os espaços das variáveis independentes e das variáveis dependentes,
respectivamente. Agora, iremos prolongar o espaço base X ×U para um espaço que além
de conter as variáveis dependentes e independentes contenha as derivadas das variáveis
dependentes.

Dada uma função diferenciável real f (x) = f (x1, . . . ,xp) de p variáveis independentes,
existem

pk ≡

(
p+ k−1

k

)
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diferentes derivadas parciais de k-ésima ordem de f , onde representamos o multi-índice por

∂J f (x) =
∂ k f (x)

∂x j1
∂x j2

. . .∂x jk

,

para estas derivadas. Nesta notação, J = ( j1, . . . , jk) é uma k-upla de inteiros não ordenados,
com entradas 1 ≤ jk ≤ p, indicando quais derivadas estão sendo tomadas.

O espaço total X ×U (n), cujas coordenadas representam as variáveis independentes,
variáveis dependentes e as derivadas das variáveis dependentes até ordem n é chamado
espaço de jatos. Um ponto do espaço de jatos é denotado por (x,u(n)), onde un = pr(n)u(x),
chamado o n-ésimo prolongamento de u. Mais precisamente, dada uma função diferenciável
u = f (x), f : X −→ U , de X ⊂ Rp para U ⊂ Rq, então pr(n)u(x) é uma função de X no
espaço U (n) que, para cada x ∈ X , associa um vetor tal que suas coordenadas representam os
valores de u e suas derivadas de ordem n no ponto x.

Exemplo A.1. Consideremos o caso p = 2, q = 1. Então X =R2 tem coordenadas (x1,x2) =

(x,y) e U = R tem coordenadas u = f (x,y), o segundo prolongamento u(2) = pr(2) f (x,y) é
dado por

(u;ux,uy;uxx,uxy,uyy).

Um sistema, S, de equações diferenciais de ordem n em p variáveis independentes e q
variáveis dependentes, é dado como um sistema de equações

∆v(x,u(n)) = 0, v = 1, . . . , l,

envolvendo x = (x1, . . . ,xp), u = (u1, . . . ,uq) e as derivadas de u com respeito a x até ordem
n. Assim, consideremos a aplicação diferenciável

∆ : X ×U (n) −→ Rl,

onde assumiremos que as funções

∆(x,u(n)) = (∆1(x,u(n)), . . . ,∆l(x,u(n))),

são diferenciáveis em seus argumentos. Quando ∆ ≡ 0 em X ×U (n), o sistema S determina
uma subvariedade

S∆ =
{
(x,u(n)) : ∆(x,u(n)) = 0

}
⊂ X ×U (n).

Deste ponto de vista, dizer que u é uma solução do sistema S é equivalente a afirmar que
o gráfico do prolongamento pr(n)u(x) é um subconjunto da subvariedade S∆, determinada
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pelo sistema. Podemos assim, tomar um sistema de equações diferenciais como sendo uma
subvariedade S∆ do espaço de jato X ×U (n), e uma solução do sistema como sendo uma
função cujo gráfico do n-ésimo prolongamento está contido na subvariedade S∆.

Agora, suponha que G é um grupo local de transformações agindo em um subconjunto
aberto M ⊂ X ×U do espaço das variáveis independentes e dependentes. Após prolongarmos
o espaço base, iremos prolongar a ação induzida por G no espaço de jatos M(n), chamada
n-ésimo prolongamento da ação de G em M é denotada por pr(n)G. Este prolongamento
é definido de forma que transforma as derivadas de uma função u = f (x) em derivadas
correspondentes a função transformada ũ = f̃ (x̃). De maneira mais precisa, determinamos a
ação de uma transformação prolongada pr(n)g no ponto (x0,un

0) ∈ M(n) por

pr(n)g · (x0,u
(n)
0 ) = (x̃0, ũ

(n)
0 ),

onde
ũ(n)0 ≡ pr(n)(g ·u)(x̃0).

Prosseguindo, nosso objetivo é obter um critério para estabelecer que um grupo local de
transformações seja um grupo de simetria de um sistema de equações diferenciais. Para isto,
precisaremos de mais alguns resultados.

A seguir, vamos definir o prolongamento dos geradores infinitesimais definidos sobre
X ×U para o espaço de jatos X ×U (n).

Definição A.2. Seja M ⊂ X ×U um aberto e suponha que v é um campo vetorial em M,
com correspondente grupo a 1-parâmetro exp(εv). O n-ésimo prolongamento de v, denotado
por pr(n)v, será um campo vetorial no espaço de jatos M(n) e é definido como gerador
infinitesimal do correspondente grupo a 1-parâmetro prolongado pr(n)[exp(εv)]. Em outras
palavras,

pr(n)v|(x,u(n)) =
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

pr(n)[exp(εv)](x,u(n)),

para qualquer (x,u(n)) ∈ M(n).

Podemos agora, definir o critério infinitesimal para um grupo G ser um grupo de simetria
de um dado sistema de equações diferenciais. Para isto, precisamos da seguinte definição:

Definição A.3. Seja
∆v(x,u(n)) = 0, v = 1, . . . , l,

um sistema de equações diferenciais. O sistema é dito de posto máximo se a matriz Jacobiana

J∆(x,u(n)) =
(

∂∆v

∂xi
,

∂∆v

∂uα
J

)
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de ∆ com respeito a todas as variáveis (x,u(n)) é de posto l sempre que ∆(x,u(n)) = 0.

A seguir, apresentaremos um importante resultado que determina quando um grupo
local de transformações é um grupo de simetria do sistema de equações diferenciais. A
demonstração deste resultado pode ser encontrada em [19].

Teorema A.1. Suponha que

∆v(x,u(n)) = 0, v = 1, . . . , l,

é um sistema de equações diferenciais de posto máximo, definido sobre M ⊂ X ×U. Se G é
um grupo local de transformações agindo em M, e

pr(n)v[∆v(x,u(n))] = 0, v = 1, . . . , l sempre que ∆(x,u(n)) = 0, (A.1)

para todo gerador infinitesimal v de G, então G é um grupo de simetria do sistema.

Veremos agora, como é dada a prolongação do campo vatorial. Para isto, precisamos da
seguinte definição:

Definição A.4. Seja P(x,un) uma função diferenciável de x, u e as derivadas de u de ordem
no máximo n, definida em um aberto M(n) ⊂ X ×U (n). A derivada total de P com relação a
xi é a única função DiP(x,un+1) definida em M(n+1) com a propriedade de que se u = f (x),
então

DiP(x, pr(n+1) f (x)) =
∂

∂xi
{P(x, pr(n)) f (x)}.

Em geral DiP pode ser obtida pela expressão

DiP =
∂P
∂xi

+
q

∑
α=1

∑
J

uα
J,i

∂P
∂uα

J
,

onde J = ( j1, . . . , jk) é multi-índice de ordem k

uα
J,i =

∂ (k+1)uα

∂xi∂x j1 . . .∂x jk
.

O seguinte Teorema completa um método para encontrar o grupo de simetria de um
sistema de equações diferenciais.

Teorema A.2. Seja

v =
p

∑
i=1

ξ
i(x,u)

∂

∂xi
+

q

∑
α=1

φ
α(x,u)

∂

∂uα
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um campo vetorial definido em um subconjunto aberto M ⊂X×U. O n-ésimo prolongamento
de v é o campo vetorial

pr(n)v = v+
q

∑
α=1

∑
J

φ
α

(J)(x,u
(n))

∂

∂uα,J
(A.2)

definido no espaço de jatos correspondente M(n) ⊂ X ×U (n), onde a segunda soma é feita
sobre todos os multi-índices J = ( j1, . . . , jk), com 1 ≤ jk ≤ p, 1 ≤ k ≤ n e os coeficientes
φ

α

(J) de pr(n)v são dados pela seguinte fórmula:

φ
α

(J)(x,u
(n)) = DJ

(
φ

α −
p

∑
i=1

ξ
iuα,i

)
+

p

∑
i=1

ξ (uα,J), i, (A.3)

onde uα,i =
∂uα

∂xi
e (uα,J), i =

∂uα,J

∂xi
.

O Teorema (A.1) juntamente com as expressões (A.2) e (A.3) fornece um método efetivo
para encontrar o grupo de simetria (conexo) mais geral de quase todos sistema de equações
diferenciais.

Resumindo o método

- Primeiro consideremos os coeficientes ξ
i(x,u) e φ

α(x,u) do gerador infinitesimal v de
um grupo de simetria a 1-parâmetro hipotético como funções de x e u desconhecidas;

- Os coeficientes φ
α

(J) do gerador infinitesimal prolongado pr(n)v serão expressões envol-
vendo derivadas parciais de ξ

i e φ
α com respeito tanto a x quanto a u;

- Em seguida, aplicamos o Teorema (A.1), então as equações irão envolver x, u e as
derivadas de u com relação a x, assim como ξ

i, φ
α e suas derivadas parciais com

relação a x e u;

- Depois de eliminar quaisquer dependências entre as derivadas de u causadas pelo
sistema, podemos então igualar a zero os coeficientes das derivadas parciais indepen-
dentes de u. Obtemos assim, um grande número de equações diferenciais parciais
elementares para as funções ξ

i e φ
α , chamadas equações determinantes para o grupo

de simetria do sistema dado;

- A solução das equações determinantes irá determinar a simetria infinitesimal mais
geral do sistema. Finalmente, o grupo de simetria pode ser encontrado exponenciando
os campos vetoriais dados.
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Agora, ilustraremos este método calculando os grupos de simetria da equação do calor.

Exemplo A.2. A equação do calor. Considere a equação para a condução de calor em uma
haste unidimensional dado por

ut = uxx.

Note que neste caso, temos duas variáveis independentes, x e t e apenas uma dependente, u.
Portanto, temos que p = 2 e q = 1 na nossa notação. A equação do calor é de segunda ordem,
n = 2 e podemos identificá-la com a subvariedade linear em X ×U (2) determinada por

∆(x, t,u(2)) = ut −uxx.

Seja

v = ξ (x, t,u)
∂

∂x
+ τ(x, t,u)

∂

∂ t
+φ(x, t,u)

∂

∂u
(A.4)

um campo vetorial em X ×U .
Queremos determinar todos os coeficientes possíveis ξ , τ e φ tal que o grupo a 1-

parâmetro exp(εv) é um grupo de simetria da equação do calor. De acordo com o Teorema
(A.1), precisamos saber o segundo prolongamento

pr(2)v = v+φ(x)
∂

∂ux
+φ(t)

∂

∂ut
+φ(xx)

∂

∂uxx
+φ(xt)

∂

∂uxt
+φ(tt)

∂

∂utt

de v. Quando aplicamos pr(2)v a equação do calor, teremos pelo critério infinitesimal

pr(2)v[∆v(x, t,u(2))] = pr(2)v[ut −uxx] = 0.

Daí,
φ(t) = φ(xx), (A.5)

que deve ser satisfeita sempre que ut = uxx. Temos que os coeficientes da prolongação φ(t) e
φ(xx) são dados por:

φ(t) = Dt(φ −ξ ux − τut)+ξ uxt + τutt

= Dtφ −uxDtξ −utDtτ

= φt −ξtux +(φu − τt)ut −ξuuxut − τuu2
t
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e

φxx = D2
x(φ −ξ ux − τut)+ξ uxxx + τuxxt

= D2
xφ −uxD2

xξ −utD2
xτ −2uxxDxξ −2uxtDxτ

= φxx +(2φxu −ξxx)ux − τxxut +(φuu −2ξxu)u2
x −2τxuuxut

−ξuuu3
x − τuuu2

xut +(φu −2ξx)uxx −2τxuxt −3ξuuxuxx − τuutuxx −2τuuxuxt .

Substituindo os coeficientes dados acima em (A.5) e subtituindo ut por uxx, obtemos

φt −ξtux +(φu − τt)uxx −ξuuxuxx − τuu2
xx =

φxx +(2φxu −ξxx)ux − τxxuxx +(φuu −2ξxu)u2
x −2τxuuxuxx −ξuuu3

x

− τuuu3
xuxx +(φu −2ξx)uxx−2τxuxt −3ξuuxuxx − τuu2

xx −2τuuxuxx.

Equivalentemente,

φt −φxx +(ξxx −ξt −2φxu)ux +(2ξxu −φuu)u2
x +ξuuu3

x +(φu − τt + τxx −φu +2ξx)uxx

+(2τxu −ξu +3ξu)uxuxx +(τuu)u2
xuxx +(τu − τu)u2

xx +(2τx)uxt +(2τu)uxuxt = 0.

Agora, igualando a zero os coeficientes dos monômios nas primeiras e segundas derivadas
parciais de u, encontramos as equações determinantes para o grupo de simetria:

Monômios Coeficientes

uxuxt τu = 0
uxt τx = 0
u2

xx −τu + τu = 0
u2

xuxx τuu = 0
uxuxx ξu + τxu = 0
uxx τx +2ξx − τt = 0
u3

x ξuu = 0
u2

x 2ξxu −φuu = 0
ux ξxx −2φxu −ξt = 0
1 φt −φxx = 0

Resolvendo as equações determinantes acima, poderemos encontrar as expressões para ξ ,
τ e φ . Primeiro note que

τu = 0 e τx = 0,
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então τ é uma função apenas da variável t. Segue daí, que

τxu +ξu = 0 ⇒ ξu = 0,

tem-se que ξ não depende de u. A equação com coeficiente uxx, notamos que τt = 2ξx,
integrando esta equação em x, teremos

ξ (x, t) =
1
2

τtx+σ(t), (A.6)

onde σ é alguma função que depende apenas de t. Agora, com a equação com coeficiente u2
x ,

φuu = 2ξxu ⇒ φuu = 0,

integrando duas vezes, obtemos que φ é linear em u

φ(x, t,u) = β (x, t)u+α(x, t),

para certas funções α e β . Prosseguindo, por (A.6) temos que ξuu = 0, assim, a equação com
coeficiente ux

ξt =−2βx, (A.7)

derivando (A.6) em relação a t, obtemos

ξt =
1
2

τttx+σt .

Substituindo em (A.7) e em seguida integrando em x, tem-se

β =−1
8

τttx2 − 1
2

σtx+ρ(t). (A.8)

Finalmente, a última equação φt = φxx exige que ambas α e β sejam soluções da equação do
calor

αt = αxx, βt = βxx.

Usando a forma para β dada em (A.8), obtemos

τttt = 0, σtt = 0, ρt =−1
4

τtt .

Assim, τ é quadrática em t, σ é linear em t e podemos então escrever ξ e φ diretamente
de ρ , σ e τ . Como temos todas as equações determinantes satisfeitas, concluímos que a
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simetria infinitesimal mais geral da equação do calor tem os seguintes coeficientes

ξ = c1 + c4 +2c5t +4c6xt,

τ = c2 +4c4t +4c6t2,

φ = (c3 − c5x−2c6t − c6x2)u+α(x, t),

onde c1, . . . ,c6 são constantes arbitrárias e α(x, t) é uma solução qualquer da equação do
calor. Assim, a álgebra de Lie da simetrias infinitesimais da equação do calor é gerada pelos
seis campos vetoriais dados abaixo:

v1 =
∂

∂x
,

v2 =
∂

∂ t
,

v3 = u
∂

∂u
,

v4 = x
∂

∂x
+2t

∂

∂ t
,

v5 = 2t
∂

∂x
− xu

∂

∂u
,

v6 = 4tx
∂

∂x
+4t2 ∂

∂ t
− (x2 +2t)u

∂

∂u
,

e a subálgebra de dimensão finita

vα = α(x, t)
∂

∂u
.

Onde α é uma solução arbitrária da equação do calor.
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Os grupos a 1-parâmetro Gi gerados por vi são dados abaixo. As entradas fornecem o
ponto transformado exp(εvi)(x, t,u) = (x̃, t̃, ũ):

G1 : (x+ ε, t,u),

G2 : (x, t + ε,u),

G3 : (x, t,eεu),

G4 : (eεx,e2xt,u),

G5 : (x+2εt, t,u · e(−εx−ε2t)),

G6 :
(

x
1−4εt

,
t

1− εt
,u
√

1−4εte(
−εx2
1−4εt )

)
,

Gα : (x, t,u+ εα(x, t)).

O grupo a 1-parâmetro de simetria mais geral é obtido considerando a combinação linear

c1v1 + . . .+ c6v6 + vα ,

dos campos de vetores, porém a fórmula explícita do grupo de transformações é muito
complicada.

Podemos obter as funções invariantes através dos geradores dos grupos de simetria e por
conseguinte podendo até reduzir o sistema de equações diferenciais parciais em um sistema
de equações diferenciais ordinárias.

Exemplo A.3. Considerando o grupo de simetria da equação do calor

G4 : (eεx,e2xt,u), ε ∈ R,

gerado por v4 = x
∂

∂x
+2t

∂

∂ t
. O sistema característico é da forma

dx
x

=
dt
2t
.

Integrando, teremos que o invariante para este grupo é da forma

y = xt−
1
2 .
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Temos que as soluções para o sistema reduzido dependem de novas variáveis, v = h(y).
Reescrevendo a equação do calor, obtemos

ut =−1
2

t−
3
2 xvy e uxx =

vyy

t
.

Assim,

vyy +
1
2

yvy = 0.

Logo, reduzimos uma EDP em uma EDO de segunda ordem.

Exemplo A.4. Consideremos agora, o grupo de simetria,

G5 : (x+2εt, t,u · e(−εx−ε2t)), ε ∈ R,

gerado por v5 = 2t
∂

∂x
− xu

∂

∂u
. O sistema característico é da forma

dx
2t

=
du
−xu

.

Integrando, teremos que os invariantes para este grupo são da forma

y = t, v = ue
x2
4t .

Temos que as soluções para o sistema reduzido dependem de novas variáveis, v = h(y). Daí,

reescrevendo a equação do calor, com u = ve
−x2
4t , obtemos

ut =

(
vy +

x2

4t2 v
)

e
−x2
4t , uxx =

(
x2

4t
− 1

2t

)
ve

−x2
4t .

Portanto, a equação do calor reduz-se a uma equação diferencial ordinária de primeira ordem

2yvy + v = 0.
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