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Resumo

Baseado em [17] e [18], apresentamos nesta dissertacdo um estudo de classificacio
de quase solitons gradientes de Ricci e solitons gradientes de Yamabe. No primeiro caso,
estudamos a classificacdo de quase solitons gradientes de Ricci do tipo M = (R",8) x

1
(F™,gr), onde a base § = — g € invariante pela agdo de um grupo de translagio e a fibra F ¢

uma variedade semi-Riemanniana de Einstein. Em seguida, trabalhamos com a caracterizagao
de quase solitons gradientes de Ricci conformemente flat invariantes pela acdo de um grupo
de translac@o ou rotagdo.No segundo caso, apresentamos uma caracteriza¢ao de solitons
gradientes de Yamabe conformes a um espaco pseudo-Euclidiano (R", g), invariantes pela
acdo de um grupo de translag¢do (n — 1)-dimensional.

Palavras-chave: Produto torcido, quase solitons gradientes de Ricci, solitons gradientes

de Yamabe.



Abstract

Based on [17] and [18] we present in this dissertation a classification study of gradient
Ricci almost solitons and gradient yamabe solitons. In the firt case, we studied the classifica-
tion of gradient Ricci almost solitons of the type M = (R",g) x s (F™,gF), where the base

g = —g is invariant the action of a translation group and F' semi-Riemannian Einstein fiber.

Then, we work with the characterization of gradient Ricci almost solitons for a conformally
flat invariant by the actions of a translation group or rotation. In the second case, we present
a characterization of gradient Yamabe solitons conformal to a pseudo-Euclidean space which
is invariant under the action of an (n — 1)-dimesional translation group.

Keywords: Warped product, gradient Ricci almost solitons, gradient Yamabe solitons.
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Introducao

Em 1982, Hamilton [14] definiu o fluxo de Ricci como sendo uma equagdo de evolugdo
no espaco das métricas Riemannianas; tal fluxo possibilitou anos depois que G. Perelman,
provasse a Conjectura de Poincaré.

A equagdo de evolucao proposta por Hamilton € dada por

J :
5,81) = —2Ricg),  8(0) = go,

onde Ric, € o tensor de Ricci na métrica g.

A relevancia de classificar e entender a geometria dos solitons, deve-se ao fato de que
tais solugdes podem aparecer como possiveis modelos de singularidades do fluxo. Em [14],
Hamilton introduziu o conceito de soliton de Ricci, que sdo solucdes estaciondrias do fluxo
de Ricci. Este conceito foi generalizado em [23], com a no¢do de guase soliton de Ricci.

Se (M",g) é uma variedade semi-Riemanniana de dimenséo n > 3, dizemos que M é um

quase soliton de Ricci se satisfaz
) 1
Ricg+ Eﬁxg:lg, (1)

onde Ly g representa a derivada de Lie da métrica g com respeito ao campo vetorial tangente
X e A : M — R uma funcao diferencidvel.

Quando X = Vh para alguma funcdo diferencidvel 4 em M, entdo M é chamada de quase
soliton gradiente de Ricci e a equacao (1) pode ser reescrita como

Ric, + Hessg(h) = Ag,

onde Ric, € o tensor de Ricci e Hessg(h) ¢ a hessiana da fungdo potencial /2 na métrica g.
Recentemente, varios autores consideraram o estudo de quase solitons de Ricci com a

estrutura de produto torcido (ver [4], [13], [25]). Um dos motivos € pelo fato desses espagos
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terem uma métrica muito rica, possibilitando construir novos exemplos nao triviais de quase
solitons de Ricci.

Em 1960, no artigo [27], Hidehiko Yamabe formulou o seguinte problema: Dada uma
variedade Riemanniana compacta (M",g), de dimensdo n > 3, existe uma métrica conforme
a g com curvatura escalar constante?

O proprio Yamabe acreditou ter solucionado o problema, mas Neil Trudinger em 1968
[26], encontrou um erro. Historicamente, o desenvolvimento da solucdo do problema de
Yamabe encontra-se nos trabalhos de Neil Trudinger [26] em 1968, Thierry Aubin [1] em
1976 e Richard Schoen [24] em 1984. Em 1984, Richard Hamilton [15] definiu o fluxo de
Yamabe como uma ferramenta para construir métricas de curvatura escalar constante em uma
dada classe de métricas Riemannianas conformes.

Em uma variedade Riemanniana, o fluxo de Yamabe pode ser definido como a evolucao
da métrica Riemanniana gy no tempo 7 para g = g(¢) por meio da equacdo

9 4(0) = —Rg(). 5(0) = go.

onde R representa a curvatura escalar na métrica g. Os solitons de Yamabe representam um
tipo de solucdo especial para o fluxo de Yamabe, e correspodem as solugdes auto-similares
do fluxo. Assim como no fluxo de Ricci, no fluxo de Yamabe é fundamental compreender as
singularidades do fluxo.

Uma variedade Riemanniana (M",g), com n > 3, é um soliton de Yamabe se admite um

campo vetorial X tal que
1
7Lxg=(R=-A)g, 2)

onde Lxg denota a derivada de Lie da métrica g na dire¢do do campo vetorial X e A um
numero real.

Quando X = Vf na equagdo (2), para alguma funcao diferencidvel f definida em M,
entdo M é chamada um soliton gradiente de Yamabe. Neste caso podemos reescrever a

equagdo (2) como

Hessgf = (R—A)g,

onde R denota a curvatura escalar na métrica g. Se A >0, A =0 ou A < 0, chamamos o
soliton gradiente de Yamabe de contrdtil, estdvel ou expansivo, respectivamente.

Nos ultimos anos, véarios estudos foram desenvolvidos com o objetivo de entender a
geometria e classificar os solitons. Neste interim, os espacos confomes a espagos pseudo-
Euclidianos tornaram-se ambientes interessantes na busca de exemplos de solitons gradientes

de Yamabe.
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Seguindo os passos apresentados em [17] e [18], estudamos alguns resultados de clas-
sificagdo de solitons gradientes de Yamabe, conformes a espacos pseudo-Euclidianos e
invariantes pela acdo de um grupo de transla¢do de dimensdo (n — 1); quase solitons gradien-
tes de Ricci com estrutura de produto torcido e quase solitons gradientes de Ricci conformes
a espacos pseudo-Euclidianos e invariantes pela agdo de um grupo de translagdo ou rotagao.
Precisamente, nosso trabalho esta estruturado tal como segue:

No Capitulo 1, fixamos notagdes e tratamos de conceitos preliminares, a saber, variedades
semi-Riemannianas, quase solitons gradientes de Ricci, solitons gradientes de Yamabe e
produto torcido. As principais referéncias para este capitulo foram [3], [10], [19] e [21].

No Capitulo 2, baseamo-nos em [17], e estudamos os quase solitons gradientes de Ricci
com estrutura de produto torcido, onde a base é conforme a um espaco pseudo-Euclidiano
e invariante pela acdo de um grupo de translagdo de dimensdo (n— 1), e a fibra é uma
variedade semi-Riemanniana de Einstein. Outrossim, vimos que os autores forneceram uma
classificacdo para um quase soliton gradiente de Ricci conforme a métrica pseudo-Euclidiana
e invariante pelas acdes de um grupo de translagdo ou um grupo pseudo-ortogonal.

No Capitulo 3, baseamos nossos estudos no artigo [18], onde os autores caracterizaram
os solitons gradientes de Yamabe conformes a espacos pseudo-Euclidianos n-dimensionais.
Solugdes que sdo invariantes pela agdo de um grupo de translagéo de dimensédo (n — 1) foram
consideradas.

Destinamos um apéndice, Capitulo A, a um breve relato de um método para encontrar o
grupo de simetria de equagdes (ou sistema de equacdes) diferenciais parciais. Esta sintese
estd baseada em [19], a qual fortemente recomendamos ao leitor desejoso em aprofundar

seus estudos.



CAPIiTULO1

Preliminares

Neste capitulo, vamos apresentar resultados e defini¢des importantes que serdo usados ao
longo desta dissertacao.

Primeiro, definiremos o conceito de variedade semi-Riemanniana e, em seguida, veremos
que conexao, curvatura, geodésica, etc., estudados em Geometria Riemanniana, podem
ser estendidos para variedades semi-Riemannianas. Prosseguindo, faremos uma breve
introducao sobre grupos de simetria de equacdes diferenciais parciais, € veremos 0s conceitos
de quase soliton gradiente de Ricci e soliton gradiente de Yamabe, importantes para o
bom entendimento dos capitulos seguintes. Finalizaremos esta leitura preliminar definindo
produto torcido.

Para maiores detalhes indicamos ao leitor, por exemplo, as referéncias [3], [10], [19] e

[21], as quais nortearam estas notas preliminares.

1.1 Variedades semi-Riemannianas

Para os conceitos e resultados seguintes, consideraremos M uma variedade diferencidvel.

Definicao 1.1. Uma variedade diferenciavel, de dimensio n, € um conjunto M e uma
familia de aplica¢des biunivocas xq : Uy C R" — M, de abertos Uy de R" em M, tais que:

(i) Uxa(Ua) =M,

(ii) Para todo par «, B, com x4 (Uq) Nxg(Ug) = W # 0, os conjuntos Xg (W)e XBI (W)

sdo abertos em R" e as aplicagdes xEl oxq sdo diferencidveis;

(iif) A familia {(Ugy,x¢)} é méxima relativamente as condigdes (i) e (if).
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O par (Ugy,xq) com p € x4(Ugy) é chamado uma parametrizacdo (ou sistema de coor-
denadas) de M em p; xq(Uy) € chamada de vizinhanga coordenada em p. Uma familia
{(Uq,xq)} satisfazendo as condicdes (i) e (ii) é chamada uma estrutura diferencidvel.

Apresentaremos agora, um objeto extremamente ttil em Geometria Diferencial. Os
tensores sao objetos indispensdveis no estudo local e global de variedades deferencidveis,
cuja ideia generaliza para variedades a ideia de campos de vetores, funcdes reais e 1-formas.

Seja V* o conjunto de todas as fungdes K— lineares de V em K, onde V é um espago
vetorial. Denotaremos V; X --- x Vi abreviadamente por V*.

Definicao 1.2. Para inteiros r > 0, s > 0, onde r e s sdo ndo nulos simultaneamente, uma
fungdo K— multilinear A : (V*)" x V¥ — K é dita um zensor do tipo (r,s) sobre V.

Exemplo 1.1. (Exemplos de Tensores)
(i) Produto interno em R" é um (0, 2)-tensor;
(ii) O determinante como fungdo de n vetores é um (0,7n)-tensor de R";
(iif) Os numeros reais sdo simplesmente um (0, 0)-tensor.

Agora, considere V um espaco vetorial sobre R com dimensao finita. Definiremos agora,

uma forma bilinear que é um (0, 2)-tensor.

Definicao 1.3. Uma forma bilinear sobre V é uma aplica¢do b : V x V — R tal que, para
quaisquer @ € R e uy,ur,vy,v, €V, satisfaz

(i) b(ouy +up,v) = ab(uy,v)+b(uz,v),
(ii) b(u,avy+vy) = ab(u,vy) +b(u,vy).

Além disso, dizemos que b é uma forma bilinear simétrica se b(u,v) = b(v,u) para todos

u,veVv.

Definicao 1.4. Uma forma bilinear simétrica b sobre um espaco vetorial V é:

(i) positiva definida (respectivamente negativa definida) desde que b(u,u) > 0,
Vu #0emV (respectivamente < 0);

(ii) positiva semi-definida (respectivamente negativa semi-definida) desde que b(u,u) >
0, Y u € V(respectivamente < 0);

(iii) ndo-degenerada desde que b(u,v) =0,V v €V, implica u = 0.
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Definicao 1.5. O indice v de uma forma bilinear simétrica b sobre V € o maior inteiro que é

a dimensdo de um subespaco W C V, tal que b restrita a W € negativa definida.

Se B ={ei,...,e,} ¢ umabase de V, a matriz (b;;) = b(e;,e;), n x n, é chamada a matriz
de b relativa a base 8. Em [21] prova-se que uma forma bilinear simétrica é ndo-degenerada
se, e somente se, a matriz (b;;) é nao singular, ou seja, inversivel.

Para falarmos de comprimento de uma curva, definir objetos geométricos como curvatura
ou a drea de uma regido em uma variedade diferencidvel M, é necessario considerar um

tensor apropriado em M.

Defini¢do 1.6. Um rensor métrico g, em uma variedade diferencidvel M, é um (0,2) tensor

simétrico ndo-degenerado em M de indice constante.

Em outras palavras, um tensor métrico g sobre M € uma aplicagdo que associa a cada
ponto p € M, uma forma bilinear simétrica ndo degenerada em 7, M com indice constante v,

Vp € M. Se v=0, M é uma variedade Riemanniana.

Definicao 1.7. Uma variedade semi-Riemanniana é uma variedade diferencidvel M munida

de um tensor métrico g.

Em um sistema de coordenadas locais x : U C R" — M em torno de p, as componentes

do tensor métrico g sdo dadas por

(9f If\ _Jof If .
gzj—g<a—xi,a—xj>—<a—xi,a—xj , 1<i,j<n.

Como g € ndo degenerado, temos que em cada ponto p a matriz g;; € inversivel. Denota-
remos a inversa por g"/.
Pela simetria de g tem-se, g;; = g;i, entdo g'/ = g/’ paratodo 1 < i, j < n. Assim, em U,

o tensor métrico pode ser escrito como
g= Zgijdxi ®dx;.
Para um inteiro v, com 0 < v < n, o espago R}, munido com o tensor métrico
v n
g(Vp,wp):—Zv,-wi—{— Z Viwj, (1.1)
i=1 j=v+1

de indice v, € uma variedade semi-Riemanniana, chamado espaco pseudo-Euclidiano. Ob-
serve que, para o caso vV = 0, a expressdo (1.1) reduz-se a métrica euclidiana e Ry ao espago

Euclidiano R"; para v = 1, com n > 2, R} é chamado espago de Lorentz-Minkowski.
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Fixando a notagdo
—1

?

& =
+1, v4+1<i<n,

o tensor métrico (1.1) pode ser escrito na seguinte forma
g= Ze,-dxi ®dx;.
Definicao 1.8. Um vetor tangente v em uma variedade semi-Riemanniana (M, g) é:
(i) tipo-espago se g(v,v) >0ouv=0;
(ii) tipo-nulo se g(v,v) =0ev #0;
(iii) tipo-tempo se g(v,v) < 0.

Quando M ¢ uma variedade de Lorentz, os vetores tipo-nulos sdo chamados tipo-luz.
A seguir, vamos caracterizar as nogdes de conexdo e derivada covariante sobre uma
variedade semi-Riemanniana. Indicaremos por X' (M) o conjunto dos campos de vetores de

classe C* em M e por D(M) o anel das fungdes reais de classe C* definidas em M.

Definicao 1.9. Uma conexdo V em uma variedade diferencidvel M € uma aplicagdo
Vi XM)x X(M) — X (M)
que se indica por (X,Y) — VxY e que satisfaz as seguintes propriedades
(i) VxY é D(M)-linear em X;
(ii) VxY é R-linear em Y;
(iii) Vx(fY)=fVxY+X(f)Y, VYV feDM).

Assim, VxY € chamada a derivada covariante de Y na direcdo de X com respeito a
conexao V.

Teorema 1.1. Em uma variedade semi-Riemanniana M existe uma vinica conexdo V tal que
(i) [X,Y]=VxY —VyX,

(ii) X(g(Y,2)) = g(Vx,2) +4(Y.VxZ), VX.Y.ZE€X(M).
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V é chamada Conexdo de Levi-Civita de M, e é caracterizada pela férmula de Koszul
2g(VyZ7X) = Yg(Z,X) +Zg(X,Y) —Xg(Y,Z) —g(Y, [ZaX]) —l—g(Z, [XvY]) —|—g(X, [YvZD'

Demonstragdo. Ver [21]. L]
Em um sistema de coordenadas locais x : U C R" — M, a conexio € definida por

9 9
Vi, &_xj_zrija_xk’

P k
onde Fffj sao os simbolos de Christoffel da conexdo V que sdo dados por

1 0 0 0
==Y ™| s—gjim+ 5—8im— 5—8ij|-
H 2§’g (9xl~gj +8xjg 8xng

No caso semi-Riemanniano os conceitos de transporte paralelo e geodésica sdo introduzi-
dos de maneira andloga ao caso Riemanniano. No que segue, definiremos completude de

uma variedade semi-Riemanniana.

Defini¢io 1.10. Uma variedade semi-Riemanniana (M, g) é (geodesicamente completa)
completa se toda geodésica de M estd definida em todo R.

Em uma variedade semi-Riemanniana M existe uma generalizacao dos operadores dife-

renciais: Gradiente, Divergente e Laplaciano.

Definicio 1.11. Considere (M, g) uma variedade semi-Riemanniana e f uma funcao diferen-
cidvel definida em M. Entao,

(i) o Gradiente de f em um ponto p € M, denotado por V, f, é definido por

g(Vef,X)=df(X); VX € X(M).

(ii) a Hessiana de f é dado por

Vif(X,Y)=Hessgf(X,Y) =g(VxVef,Y).

(iii) o Laplaciano de f, denotado por

Aof =div(Vef),
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onde o div: X — R € o divergente do campo X definido por
divX, = trago{Y, — VyX(p)}, Vp e M.

Em um sistema de coordenadas locais (U, x), o qual serd utilizado nos préximos capitulos,

temos que os operadores Gradiente, Hessiano e o Laplaciano sdo dados, respectivamente, por

( Lo 0f of
2: ijvJS YJ
O W+
82f oo of
(HeSng)ij - lxj ; f] axk7
n aZf n (9f
lJ _ k ZJ
gf ,]ZI <8x,~xj k;l Fl] axk).

1.1.1 Curvaturas

Iniciaremos esta se¢cdo com algumas definicdes bdsicas do operador curvatura, que
intuitivamente mede o quanto uma variedade deixa de ser Euclidiana e das curvaturas
seccional, de Ricci e escalar. Veremos que ndo sdo necessdrias alteragdes significativas nestas
defini¢Oes para variedades Riemannianas, ao estendé-las para variedades semi-Riemannianas.

Para maiores detalhes, sugerimos ao leitor ver [21].

Lema 1.1. Seja M uma variedade semi-Riemanniana com V a conexdo de Levi-Civita. A
aplicacdo R : X3(M) — X (M) dada por

R<X7Y>Z =VyVxZ— Vvaz—FV[Xy]Z, yAS X(M)

é um (1,3) tensor em M, chamado tensor curvatura.

Considerando um sistema de coordenadas (U,x) em torno de p € M,

d 9
R(axk 8xl) zl" ﬂd&x

onde as componentes de R sao dadas por

ljkl ax +Zrlm j_zr;cm ?}
m

O tensor curvatura R é, em geral, muito complicado. Agora, vamos considerar uma

funcdo real mais simples que determina o tensor curvatura R completamente.
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Defini¢ao 1.12. Um subespaco bidimensional IT do espago tangente T,M € dito plano

tangente a M em p. Mais ainda,

Q(va) = g(X7X>g(Y7Y) —g(X’Y)Z’
para vetores tangentes X,Y.

O plano tangente IT é ndo degenerado se e somente se Q(X,Y) # 0, para alguma base
{X,Y} deIl

Lema 1.2. Seja IT um subespaco bidimensional ndo degenerado do espaco tangente 7,M. O

ndmero
g(R(X,Y)X,Y)

Q(X,Y)

¢ independente da escolha da base {X,Y } para IT e é chamado de curvatura seccional de 1

K(X,Y)=

em p.

Definiremos a seguir conceitos importantes que dependem da curvatura seccional, quais

sejam, o tensor de Ricci e a curvatura escalar.

Definicdo 1.13. Seja R o tensor curvatura de uma variedade semi-Riemanniana (M, g). O
tensor curvatura de Ricci é definido por

Ric,(X,Y) =trago{Z — R(X,Z)Y }
onde X,Y,Z € T,M.

Em um sistema de coordenadas locais (U,x), as componentes do tensor de Ricci sdo

dadas por

Y ox; dx;/) = fom=1 o

Definicdo 1.14. Considere (M, g) uma variedade semi-Riemanniana. A curvatura escalar,
K, de M é uma fun¢do K : M — R, definida por

K =traco A
onde A € uma aplicagdo linear auto-adjunda, A : T,M — T, M associado ao tensor de Ricci,
Ricg : TyM x T,M — R

que € uma forma bilinear simétrica.
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Em um sitemas de coordenadas locais (U, x), temos que

y -
K=Y g"Rij=Y ¢'Riy.
ij i.jk

Prosseguindo, iremos definir e expor alguns resultados importantes sobre métricas con-

formes, que serdo tteis na demonstragdo de resultados nos capitulos seguintes.

Definicao 1.15. Duas métricas g e g em uma variedade M sdo conformes se existe uma
funcdo diferencidvel, positiva e definida, ¢ : M — R, tal que para todo p € M e todo

u,v € T,M vale a igualdade

0p(1.v) = gyl
gp(u,v) = ——gp(u,v).
! 9*(p)°"

Se g for uma métrica flat (tensor curvatura nulo), entdo a métrica g € chamada conformemente

flat.

O seguinte resultado expressa a relacdo entre os tensores de Ricci nas métricas conformes,
ver [16].

Proposicao 1.1. Seja (M",g) uma variedade semi-Riemanniana de dimensdon >3 e g =

1 ) . . ~
E g uma métrica conforme a g. Entdo, os tensores de Ricci de g e de g satisfazem a relacdo

1
Ricz — Ricy = E{(" —2)@Hessg(@) + [QAgp — (n— 1>va‘PHz]g}- (1.2)

No préximo capitulo, vamos considerar o espago pseudo-Euclidiano (R", g) e a métrica
g = —5 g conforme a métrica pseudo-Euclidiana. Neste caso, o tensor de Ricci da métrica g

pela proposicao acima € da forma

Ricg = 3 { (n=2)pHess, (9) + [peg — (1= DIIV.pIPl .
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Em um sistema de coordenadas locais, a expressao para a curvatura escalar é dada por

n

K=R;= Zginij = Zq)zgi&'jéij = (PzzRiiei
irj ij i
n

= ¢ [Z%{(n —2)@(Hessg@)ii+ (@A — (n— 1)||Vg‘P‘|2)8i}] €

1

= (n—2)(Ag9) +npAgp —n(n—1)[|V,0||?
=2nQA, 0 —20A,0 —n(n—1)||V, ||
= (n—1)[20A,0 — ||V, 0],

onde denotamos por J;; o delta de Kronecker, definido por

1, se i=j
Gj=19 . -
0, se i#].
) N L. 1
Logo, obtemos a seguinte expressdo para curvatura escalar na métrica § = —g

Ry = (n—1)(20A;0 —n||V,0|%). (1.3)

O proximo resultado, serd util para mostrarmos a completude de uma variedade Rieman-

niana que é conforme a uma variedade Riemanniana completa.

Proposicio 1.2. Sejam M e M variedades Riemannianas e f : M — M um difeomorfismo.

Admita que M é completa e que existe uma constante ¢ > 0 tal que

(VI = elldfp (W)l
para todo p € M e todo v € T,M. Entdo M também € completa.

Demonstracdo. Sejam p,q € M e uma curva ¥ : [a,b] — M diferencidvel por partes em M
ligando p e g tais que y(a) = p, Y(b) = q e foy:[a,b] — M uma curva diferencidvel por
partes em M ligando f(p) e f(g). Assim,

b b b
()= [ WOldr=e [l Oldi=c [ |(For)@)ld = ce(ro).
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Entao,
du(p,q) = inf{{(y); v(a) =pey(b) =q}
>cinf{l(foy); (foy)(a)=f(p)e(for)(b)=rf(q)}
=dy(f(p), f(q))-
Portanto,

du(p,q) = dg(f(p), f(q))- (1.4)

Agora, considere {x, },cn uma sequéncia de Cauchy em M. Segue de (1.4) que {f(xy) }nen
¢ uma sequéncia de Cauchy em M. Como M é completa, temos

lim f(x,) =x€ M.

n—o0

Sejax=f -1 (X) € M. Como f é um difeomorfismo, em particular f ~1 ¢ continua. Portanto,
limx, =x€ M.
n—oo

Logo, M é completa como espaco métrico e pelo Teorema de Hopf - Rinow [10], M é

geodesicamente completa. [

1.2 Grupos de simetria de equacoes diferenciais

No século X7X o noruegués Sophus Lie apresentou uma alternativa visando solucionar
equacdes diferenciais usando grupos de simetria. Um grupo de Lie € um grupo de simetria de
um sistema de equagdes diferenciais, quando a a¢do do grupo transforma solugdes do sistema
em outras solugdes. Mais precisamente, um grupo de simetria de um sistema de equacoes
diferenciais € um grupo local de transformagdes G agindo em uma variedade diferencidvel
M com a propriedade de transformar uma solug@o x do sistema em uma outra soluc¢ao g - x,
com g € G.

A aplicacdo mais importante dessa técnica, consiste no uso de invariantes pela acdo do
grupo ou de subgrupos, para reduzir o nimero de varidveis de uma equacgdo diferencial
parcial, podendo reduzir para um sistema de equacdes diferenciais ordindrias que, a priori,
facilita a busca por solucdes, pois apresenta mais técnicas de resolucao.

Nesta secdo, falaremos de algumas definicdoes e exemplos bésicos sobre a teoria de

grupos de simetria de um sistema de equagdes diferenciais parciais. As demonstragdes dos
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resultados, e para um maior aprofundamento sobre o assunto, o leitor podera encontrar em

[19] no qual foi baseada esta se¢@o.

1.2.1 Grupo local de transformacoes

Definicao 1.16. Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel G com uma estrutura de

grupo, de tal modo que a aplicacao
(x,y)) EGXG—xy 'eG

¢ diferencidvel. Equivalentemente se as aplicacoes

GxG— G e G— G

(x,) F—x -y XX
sdo diferenciaveis.

Definicao 1.17. Seja M uma variedade diferencidvel. Um grupo local de transformagoes

agindo em M é dado por um grupo de Lie G, um subconjunto aberto U, tais que
{e} xMCUCGxM,

onde e € o elemento neutro do grupo, e uma aplicacdo diferencidvel ¥ : U — M satisfazendo
as seguintes propriedades:

(a) Se (h,x), (g, ¥(h,x)) e (g-h,x) pertencem a U, entdo

Y(g,¥(h,x)) =%¥(g-h,x).

(b) Paratodox € M,
Y(e,x) = x.

(c) Se (g,x) €U, entio (g1, ¥(g,x)) €Ue

P(g! P(g,x) =x.
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Para simplificar, denotaremos W(g,x) por g - x. Assim, na defini¢cdo acima, teremos:

g-(h-x)=(g-h)x,

Paratodo g,he Gex e M.
Uma o6rbita de um grupo local de transformac@o é o menor subconjunto nao vazio

invariante pela acao do grupo na variedade M.

Definicao 1.18. Seja G um grupo de Lie local de transformag¢des agindo em M, entdo, para
cada x € M, definimos a orbita através de x por

Or={g1'¢ .. gk x;k>1,g€Geg;-g-... g xestd definido}.

Além disso, dizemos que o grupo G age semi-regularmente se todas as Orbitas sdo

subvariedades de M com a mesma dimensao.

Exemplo 1.2. O grupo de translagdes em R” € um grupo de transformagao. Seja v # 0 um

vetor fixado em R" e seja G = R o grupo aditivo. Defina,
Y,(e,x)=x+ev, xeR" ecR.

Observe que as Orbitas sdo retas paralelas a v, de forma que a acdo € semi-regular com Orbitas

unidimensionais.

Agora, se considerarmos v um campo de vetores e denotarmos por (&, x) a curva integral
maximal de v passando por x em M, dizemos que ¥ € o fluxo gerado por v. O fluxo de um

campo vetorial possui as seguintes propriedades bésicas:
Y(o,¥(e,x) =¥(6+¢€,x), xeM, (1.5)
para todo 9, € € R tal que ambos os lados da equagao estdo definidas

W(0,x) = x (1.6)

d
T (E) = Ve (1.7)

para todo €.
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Comparando as propriedades (1.5) e (1.6) com a) e b) da Definicdo (1.17) vemos que
o fluxo gerado por um campo vetorial € 0 mesmo que uma acao local do grupo de Lie R
em uma variedade M. Dizemos que ¥ € um grupo a 1-parametro de transformagéoes e v é

chamado gerador infinitesimal da a¢ao do grupo. Em cooordenadas locais teremos
W(e,x) = x+e&(x) +0(E?),

onde & = (§,...,&,) sdo os coeficientes de v. Se (g, x) é algum grupo a 1-pardmetro de

transformacdes agindo em M, entdo o gerador infinitesimal € obtido por

d
X N lI’ 9 . 1.8
V| ie|._, (g,x) (1.8)

O célculo do fluxo, ou um grupo a 1-parametro gerado por um dado campo vetorial v, é

frequentemente chamado de exponenciagcdo do campo vetorial. Denotamos por
exp (ev)x = ¥(e,x).

Exemplo 1.3. (Exemplos de campos vetoriais e fluxos)

a) Seja M =R com coordenada x, e considere o campo vetorial v = dy. Entéo
exp(ev)x =exp(edy)x = (1+ev)x=x+E€. (1.9)
Para o campo vetorial v = xd,, teremos que a exponencial

exp (&xoy)x = e°x.

b) Consideremos M = R". O campo vetorial sobre M tem a forma v, = Za,ﬂ /Ox;, onde
i

a=(ay,...,a). A exponencial para o grupo de translagdo é da forma

exp(evy)x =x+€a, xecR"

¢) Considere o grupo de rotacdes em M = R?

Y(e,(x,y)) = (xcos€ —ysing, xsin€ + ycose).
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Seu gerador infinitesimal ¢ um campo vetorial v = & (x,y)dx + 1n(x,y)d,, onde de

acordo por (1.8)

d
S(x,y)=—=| (xcose—ysing)=—y,
de e=0
d .
N(x,y) =—| (xsine+ycose)=x.
de e=0
Logo, v = —ydx +xd, € o gerador infinitesimal. O grupo de transformagdes acima

coincide com as solugdes do sistema de equacdes diferenciais ordindrias

dx dy
= — =x.

de de

1.2.2 Invariantes pela acao do grupo

Definicao 1.19. Seja G um grupo local de transformacdes agindo em uma variedade M. Uma
fungio & : M — R é chamada um invariante de G se para todo x € M e para todo g € G tal
que g - x estd definido, vale

&(g-x) =¢(x).
O préximo resultado mostra uma condi¢@o necessdria e sufuciente para que uma funcao

seja invariante.

Proposicao 1.3. Seja G um grupo conexo de transformagdes agindo em uma variedade M.

Uma fungio diferencidvel & : M — R é uma fung@o invariante para G se, e somente se,

v(€)=0,VxeM, (1.10)
e para todo gerador infinitesimal v de G.

Frequentemente estamos interessados em determinar quantos invariantes um dado grupo

de transformagdes locais possui.

Defini¢io 1.20. Considere & (x),..., & (x) fungdes reais e diferencidveis, definidas em M.
Entdo

(@) &p,...,& sdo chamadas funcionalmente dependentes se para cada x € M existe uma
vizinhanga U de x e uma fungdo real diferencidvel F(zy,...,z;), ndo identicamente

nula em qualquer subconjunto de R¥, tal que

F(&1(x), .-, 8(x)) =0,

para todo x € U.
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(b) &i,...,& sdo chamadas funcionalmente independentes se ndo sdo funcionalmente

dependentes quando restritas a um subconjunto aberto U C M.

O préximo resultado fornece a quantidade méxima de invariantes funcionalmente in-
dependentes, que podemos obter por uma agdo de G em M. A demonstragdao do Teorema

abaixo pode ser encontrado em [19].

Teorema 1.2. Suponha que G age semi-regularmente na variedade M de dimensdo m com
orbitas s-dimensionais. Se xy € M, entdo existe precisamente m — s invariantes funcional-
mente independentes &, ..., &, definidos em uma vizinhanga de xy. Além disso, qualquer

outro invariante definido nesta vizinhanca é da forma

g(x) = F(él (X), . '7€m*S<x>)7

para alguma funcdo diferencidvel F.

Apresentaremos agora, um método para encontrar invariantes de um dado grupo de
transformagdes. Para encontrarmos esses invariantes, consideremos G um grupo de transfor-

macoes a 1- parametro agindo em M, com gerador infinitesimal

v=23G1(x)0 + ...+ Gn(x)0y,,

expresso em alguma parametrizacdo local dada. Pela Proposicéo (1.3), um invariante £ de G

€ uma solucdo da seguinte equacdo diferencial parcial linear de primeira ordem

V(&) = &1(x) 0 (6) ++ - 4 Gn(¥) 9, (&) = 0. (L.11)

O Teorema (1.2) diz entdo que, se v é ndo nulo, entdo existem m — 1 invariantes funcio-
nalmente independentes e, consequentemente, m — 1 solucdes funcionalmente independentes
da equacdo diferencial parcial (1.11) em uma vizinhanca de xo € M.

O cdlculo de invariantes independentes para grupo de transformagdes a r-parametros,
com r > 1, em geral pode ser muito complicado. O calculo consiste no seguinte: Se
V= Zé,ﬁ(x)&xi, k=1,...,r forma uma base para os geradores infinitesimais, entdo os
invariantes sdao encontrados resolvendo o seguinte sistema linear homogéneo de equacdes

diferenciais parciais de primeira ordem

Vg = iéé(x)axl(é) =0, k=1,...,r.
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Exemplo 1.4. Consideremos o grupo de rotagdes SO(2) no plano, com gerador infinitesimal

v = —yd, +xd,. O sistema caracteristico correspondente é
dx dy
_y - x :

Resolvendo esta EDO de primeira ordem, obtemos o2+ y2 = ¢, onde ¢ € uma constante

arbitraria. Portanto, & (x,y) = x> 4 y? é o tinico invariante independente do grupo de rotacao.

1.3 Quase solitons gradientes de Ricci

Em dimensao n = 2 o fluxo de Yamabe € equivalente o fluxo de Ricci. No entanto, em
dimensdo n > 3 os fluxos de Yamabe e de Ricci se comportam de maneiras diferentes, pois o
primeiro preserva classes de métricas conformes, mas o fluxo de Ricci em geral ndo preserva.

Hamilton introduziu o conceito de soliton de Ricci, que sdo as solugdes auto-similares
para o fluxo de Ricci. Os solitons de Ricci sdo importantes para compreender as singularida-
des do fluxo de Ricci, pois, sdo possiveis modelos de singularidades do fluxo, e, por essa
razdo, € fundamental entendermos a geometria e classificar tais solitons. Dizemos que uma

variedade diferencidvel € um guase soliton de Ricci se satisfaz
o1
Ric+ Eﬁxg =Ag,

onde Lxg representa a derivada de Lie na métrica g com relagdo a um campo X € X' (M) e A
uma func¢do diferencidvel arbitraria.

Quando X = Vh para alguma funcdo & definida em M, temos a seguinte defini¢ao:

Definicio 1.21. Uma variedade semi-Riemanniana (M",g) é um quase soliton gradiente de

Ricci, se existem duas fungdes diferencidveis 7 e A em M de modo que
Ricg +Hessq(h) = Ag, (1.12)

onde Ric, € o tensor de Ricci, Hessg(h) é a Hessiana da fungdo potencial & em relagdo a

métrica g.

Um quase soliton gradiente de Ricci € dito ser contraido, estdvel ou expansivo se A > 0,
A =0o0uA <0, respectivamente. Se A tem sinal ndo constante serd chamada de indefinida.
O conceito de quase soliton gradiente de Ricci foi introduzido por [23]; trata-se de uma

generalizacdo da no¢ao de soliton gradiente de Ricci, caso em que a fungdo A é constante.
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Normalmente, quando a variedade é Riemanniana, pede-se que a variedade seja completa.
No caso semi-Riemanniano ndo requer na defini¢do que (M, g) seja completo, ver [2], [5],
[6] e [20].

Exemplo 1.5. (Variedades de Einstein)
Os quase solitons gradientes de Ricci generalizam as variedades de Einstein. De fato, pela
defini¢ao de variedade de Einstein, basta considerar 4 constante na equagao (1.12).

1.4 Solitons gradientes de Yamabe

Uma variedade Riemanniana (M, g) é um soliton de Yamabe se admite um campo vetorial
X tal que

1
5Lxg = (R—2)g, (1.13)

onde Lx denota a derivada de Lie na direcdo do campo vetorial X na métrica g e A um
ndmero real, [11].

Os solitons de Yamabe representam um tipo de solugdo especial para o fluxo de Yamabe,
e correspondem as solucdes auto-similares do fluxo. Os solitons sdo solucdes estaciondrias
de fluxos geométricos. Tais solugdes possuem a propriedade de preservar a mesma geometria
da métrica inicial ao longo do fluxo de Yamabe. Em outras palavras, tenta uniformizar a
curvatura escalar ao longo do fluxo.

Quando X = Vf na equacdo (1.13), para alguma fun¢do f definida em M, podemos
reescreve-la utilizando as propriedades da derivada de Lie e pelo fato de Vg = 0 temos que

(Lvy)g(Y,Z) =g(VyVf,Z2) +g(Y,VZVf) =g(VyVf,Z) +g(VyVf,2)
=2g(VyVf,2),

para todo X,Y,Z € X(M). Como a Hessiana da f ¢ dada por
Hessgf(sz> = g(Vny,Z),

obtemos que
Lyyg=2Hessgyf.

Assim, temos a seguinte definicao:

Defini¢do 1.22. Uma variedade semi-Riemanniana (M", g) de dimensdo n > 3 é chamada

de soliton gradiente de Yamabe se existe uma fungdo potencial diferenciavel f: M" — Re
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uma constante A tal que
Hess,f = (R—A)g (1.14)

onde R denota a curvatura escalar na métrica g.

Além disso, se A >0, A =0 ou A < 0, chamamos o soliton gradiente de Yamabe de
contraido, estdvel ou expansivo, respectivamente.

Na defini¢@o de soliton gradiente de Yamabe, quando a variedade M € Riemanniana usu-
almente pede-se que a variedade seja completa, no caso semi-Riemanniano nio € necessario,
ver [7], [9].

A seguir, apresentaremos alguns cldssicos exemplos de sélitons gradiente de Yamabe.

Exemplo 1.6. (Variedades de Einstein)
Dizemos que uma variedade Riemanniana (M, g) é Einstein se existir uma constante real A
tal que

Ricg(t) = Ag(t).

Considerando f uma func¢do potencial constante, teremos pela Equacao (1.14)
Rg=Ag.

Logo, toda variedade de Einstein € um soliton gradiente de Yamabe.

Exemplo 1.7. (Soliton de Yamabe Gaussiano)
Considere o espago eucliano (R",g), onde g = §;; ¢ a métrica candnica, e seja f : M — R a
funcdo potencial definida por

A
£) = Sl

para alguma constante A. Como R, = 0, tal soliton satisfaz

Hesso(f) = Ag.

Logo, (R",g, f) é um soliton gradiente de Yamabe.

1.5 Produto Torcido

Introduziremos nesta se¢do uma classe de métricas mais rica que a métrica produto. Para
mais informacdes sugerimos ao leitor ver [21] e [22] na qual foi baseada esta secdo. A
métrica produto torcido foi introduzido em 1969 por Bishop e O’Neil no artigo [22] com o

objetivo de construir variedades Riemannianas com curvatura negativa.
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Considere (B, gg) e (F, gr) variedades semi-Riemannianas. Uma variedade produto é

um variedade semi-Riemanniana (B X F, g) com o tensor métrico

onde,

g=m"(gp)+0"(gr),

n:BxF —B e O:BxF —F

(x,y) — m(x,y) = x (x,y) —> o(x,y) =y,

sdo as projecdes candnicas de B x F sobre B e F, respectivamente.

Introduziremos agora, a no¢do de levantamento, que relaciona a variedade produto M x N

com cada componente M e N.

Definicio 1.23. Sejam M" e N™ variedades diferencidveis e M x N a variedade produto com

feDM).

(i
(i)

(iii)

O levantamento de f a M x N é definido por f = for € D*(M x N);

Sev e T,M e q € N entdo o levantamento de v a (p,q) € o tnico vetor ¥ € Ty M tal
que dn(¥) = v. Como ¥ € T(,, \M entdo do () = 0;

Se X € X(M), o levantamento de X a M x N é o campo vetorial X em M x N cujo
valor em (p,q) € M x N é o levantamento de X, a (p,q). Assim,

dﬂ:(X(pﬂ)) = (Xoﬂ>(p7Q) :Xp € dG(X( =0.

pa))
Portanto, o levantamento de X € X' (M) a M x N € o tnico elemento de X' (M x N) que
€ m-relacionado a X e o-relacionado ao campo vetorial nulo em N. E ainda, como
dolg, m =0, o levantamento X de X € X(M) a M x N é constante em cada fibra

{p}xN.

O conjunto de todos os levantamentos X de X € X (M) é denotado por £L(M) e tais

levantamentos sao chamados horizontais;

Funcdes, vetores tangentes e campos de vetores em N sdo levantamentos para M x N
da mesma forma usando-se a projecdo o. O conjunto de todos os levantamentos
Y de Y € X(N) é denotado por L(N), tais levantamentos sio chamados verticais e
Y€ X(M xN).

Agora, definiremos produto torcido como sendo uma generalizagao de produto semi-

Riemanniano.
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Definicdo 1.24. Sejam (B, gp) e (F,gr) varidades semi-Riemannianas e f : B — (0,00). O

produto torcido M = B X ¢ F € a variedade produto B X F' com a métrica

g =7"(gp)+(fom)o™(gr),
onde 7 e o sdo as projecdes de B X F em B e F, respectivamente.
Observagdo 1.1. Chamamos f de fungdo torgdo. Se f =1, entdo B X ¢ F reduz-se a variedade

produto semi-Riemanniana.

As fibras {p} x F = = !(p) e as folhas B x {g} = 6" !(g) com pe Be g € F, sdo
subvariedades de M.

Observacdo 1.2. A métrica produto torcido € caracterizada por
(i) Paracada g € F, a aplicacio 7|, {4}) € uma isometria sobre B,

(ii) Para cada p € B, a aplicag@o G|({ pixF) € uma homotetia sobre F', com fator escalar

1/£(p),

(iii) Para cada (p,q) € M, as folhas B x {g} e as fibras {p} x F s@o ortogonais em (p, q).

O Corolério a seguir mostra as expressdes que a curvatura de Ricci satisfaz na variedade

produto torcido, ver [21].

Corolério 1.1. Sejam M = B x s F um produto torcido, com X,¥ € L(B) e V,W € L(F).

Entao,

(a) Ric(X,Y) =Ric®(X,v)— ;HessgB f(X,7);

(b) Ric(X,V)=0;

(c) Ric(V, Asf |

<gradg3f7 gradg3f>
f2

O Lema a seguir mostra que se a base B e a fibra F' sdo completas, entdo a variedade

) =RicF (V,W) — (d—1) (V,W).

produto torcido € completa. A demonstragdo deste resultado pode ser encontrado em [22].
Lema 1.3. M = B x ¢ F € completa se, e somente se, B € F' sdo completas.

A seguir, exibiremos alguns exemplos cléssicos de produto torcido.
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Exemplo 1.8. (Superficies de Rotacdo)
Toda superficie de rotagdo é um produto torcido, sendo suas folhas as diferentes posi¢des da
curva geratriz e as fibras os circulos de revolugdo.
Seja S uma superficie de rotacdo. Considere a parametrizagdo ¢ : (0,27) X (a,b) — S
dada por
X (u,v) = (f(v) cosu, f(v) sinu, g(v)),

onde a : (a,b) — o((a,b)), a(v) = (f(v),0,g(v)) com f(v) > 0 é uma parametrizagio de
uma curva C. Entdo a métrica em S € dada por

ds® = du* + [f(v)]?dV?,

onde du* é a métricaem S'(1). Logo, § = C x s S'(1).

Exemplo 1.9. (R* — {0} com estrutura do produto torcido)
Considere R — {0} em coordenadas esféricas, isto é, (x,y,z) = (rcosusinv, rsinusinv, rcosv);
a métrica é dada por

ds® = dr* + r*(du® + sin® udu®).

Temos que R? — {0} é difeomorfo a R, x S? pela aplicagdo (¢, p) — tp. Portanto, R> — {0}
pode ser identificado como o produto torcido R, x,S?. Em R — {0} as folhas s@o os raios

que partem da origem e as fibras sdo as esferas Sz(r) comr > 0.



CAPITULO2

Solucoes invariantes para quase solitons
gradientes de Ricci

Em [17], os autores usaram uma técnica da teoria de grupos de simetria de equagdes
diferenciais para reduzir um determinado sistema de EDP’s em EDQ’s, isto €, consideraram
os invariantes pela acao do grupo de simetria, mais precisamente, os invariantes basicos pelas
acoes dos grupos de translacdo e rotacdo. Inicialmente, consideraram um quase soliton
gradiente de Ricci com a métrica do produto torcido e forneceram as equacdes diferenciais
que caracterizam tais solitons.

Prosseguindo, também em [17], os autores forneceram uma classificagdo para quase
solitons gradientes de Ricci conformemente flat, invariantes pelas acdes de um grupo de
translacdo ou um grupo pseudo-ortogonal, que, no caso Riemanniano, é o grupo de rotagao.

Finalmente, na ultima secdo desde capitulo, exibiremos alguns exemplos explicitos.

2.1 Quase solitons gradientes de Ricci para produto tor-
cido

Em [17], os autores encontraram uma familia de quase solitons gradientes de Ricci
no caso do produto torcido (M, g) = (R",g) xy (F",gr), onde a fibra F é uma variedade
de Einstein semi-Riemanniana e a base R" é conforme a um espaco pseudo-Euclidiano
invariante sob a acdo de um grupo de translagdo de dimensdo n — 1.

O resultado seguinte exibe um sistema de equagdes diferenciais ordindrias que as funcdes
@, f, A e hsatisfazem quando (M, §) = (R",g) x s (F™,gr) é um quase soliton gradiente de
Ricci.

Teorema 2.1. Sejam (R",g) um espago pseudo-Euclidiano, n > 3 com coordenadas car-

tesiana x = (x1,...,x,) e gij = 6;;€;, onde &;; € o delta de Kronecker, € = +1. Consi-
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1
dere (M,g) = (R",8) x 7 (F™,gF), onde g = (p—g e F é uma variedade de Einstein semi-
Riemanniana com curvatura de Ricci Ap. Além disso, suponha que exitem fungoes diferen-
cidveis ndo constantes h(&), A(&) e f(E) >0, onde & Z oixi, a; € Re Z got =g, é

i=1 i=1
igual —1 ou 1 se é um vetor tipo-tempo ou tipo-espago, respectivamente. Entdo, a métrica

do produto torcido, § = g+ f2 gr, € um quase soliton gradiente de Ricci com h como fun¢do

potencial se, e somente se, as funcdes @, f, A e h satisfazem
fl(n=2)0" +2¢'H + oh"] —mef" —2me'f'" = 0,
€| 109" — (1= 1)f(¢)) +mog'f — fo@'l| = Af, 2.1)
€|~ L+ (n=2)f @19~ (m—1)9*(f P+ fO* [ W] = Af2=2r

Demonstragcdo. Sejam (R",g) um espago pseudo-Euclidiano, n > 3, com coordenadas x =

. _ : . _ 1
(X1,...,x,) € (M,8) = (R",g) x s (F™,gF) um produto torcido onde § = g+ fer. g = ?g,
gij = o; i€ € F € uma variedade de Einstein semi-Riemanniana com curvatura de Ricci
constante Ag.

Considerando Xi,...,X, € L(R") e Y1,...,Y,, € L(F), onde L(R") e L(F) sao, respec-
tivamente, os espacos dos levantamentos dos campos de vetores de R" e F para R" x s
F™. Além disso, como §(Y;,Y;) = g(Y;,Y;) + f>gr(¥;,Y;), onde 3(¥;,Y;) = 0, tem-se que
§(Y:,Y;) = f>gr(¥;,Y;). Por conseguinte,

Rics(Xi,X;) = Ricg(xi,xj)—%Hessgf(xi,xj), Vi j=1,....n,
Ricy(X;,Y;)) = 0, Vi=1,...,n, e j=1,....m,

Ricg(YY;) = Ricg, (YY) = | fAgf +(m—)|VefP|gr(¥i¥), Viij=1,..m
(2.2)

Sabemos que se g = ?g, com Ric, = 0, entdo temos

) 1
Ric; = F{(n ~2)pHessyg+ [P — (1 1)V, g . 2.3)
Ademais, obtemos, a partir da métrica g, que

(Hessg(p)(xiaxj) = (pxixj7 Ag(p = ng(pxkxkv |Vg(P‘2 = ng((pxk)z' (24)
k k



2.1 Quase solitons gradientes de Ricci para produto torcido 27

Substituindo as expressoes (2.4) na equagdo (2.3), segue-se que

Ricg(Xi,X;) = (n—z)%, Vitj=1,...,n
: 1 :
Ricg(Xi, X;) = ?{(”—2)4’(0% + [fngk%kxk —(n— 1)2&%@} 81}7 Vi=1,...,n
k k
2.5)
Considerando X1, ...,X, € L(R") e a hipétese de que (R", g) é um quase soliton gradiente

de Riccli, entdo
Ricy(Xi, Xj) = A§(Xi, Xj) — Hessg(h)(Xi, X).

Como g = g+f2gp, temos que
Ricg(X;,X;) = A[5(X:, X)) + f7gr (X1, X;)] — Hessg(h) (X;,X;).

Lembre-se que gr(X;,X;) =0. Além disso, considerando / como um levantamento de alguma
hemR",isto é, h=hom e X;,X; levantamentos de campos de vetores X;, X; € X (R"). Temos

que

H€SSg(/’l) (Xi,Xj) = Xl(X](h)> - (VXIXJ>(h)
= X;(Vh, X;) — (Vh, VxX;)

= (X:(®'Vh, X;)¥)or — (*'Vh, BV X)¥ on
= Hessz(h)(X;, X;)om
— Hessg(R)(dx(X), dx(X)))or

= n"Hessg(h)(Xi, X;).
Portanto, Hessg(h)(X;,X;) = Hessg(h)(X;,X;). Logo,
Ricg(X;,X;) = A8(X;,Xj) — Hessg(h)(Xi, X;).
Agora, substituindo na primeira equacao do sistema (2.2), temos
Rics(X;, X;) — ?Hessg( £) (X, X;j) = Ag(X:,X;) — Hessg(h) (X:, X;)- (2.6)

Lembre-se que o tensor Hessiano de alguma func¢do diferencidvel W em coordenadas

locais € dado por

Hessg(W)ij = Wy Zr s (2.7)
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3 . A e _ €0
onde Fﬁ-‘j sao os simbolos de Christoffel da métrica g. Para i, j, k distintos, com g = £ at.'

- 2 02
eg’ = (p28i6,-j, temos que

m=1 a_xl axmgl]
_1kk[8 ‘+8 . 0 ]
—2g axig]k 3)nglk 3xmg” )
onde,
k2 2 €0k & Oik €0;j
g =0 adu =0, gir=——>5 =0, gu= =0, gij= =0.
g2 T e? Y e?
Dai, I'}; = 0. Além disso,
1 & 1o 0 0 1 .ro d 0
By =8 [ Dt D ] = L[ 2 |
Tt YL vl r Ik L P e ot
onde
. £:8:° &6 & &0,
8" = 0’8 = ¢’¢;, 8ji = Jq)ﬂ 0, gi=—5=—5 !

Assim,

e
Logo, fﬁj = —&,

Agora, observe que

_ 1 & 0 0 0 1 0 0 0
k== mk{_. 9 .}:_kk[ o,
ii 2mzz,lg axigzm"‘ axigzm aXmgu 2g B lg,k+aXiglk 3 giil
onde
&8 €5
g =0%e, gi= épzl 0, gii—%.
Dai,
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(%

Portanto, f‘é‘i = Sigk?- Temos também que
o1& 0 d
I = 3 n;1 g [a_xigim + o 8m Egii}

T2

1 d
= -g" [a_xigii}

8
d (&
2 (9
Lo 2500)

1 ,rod d d
8 [a_xigii‘Fa_xigii—a_xigii}

o

isto é, T, =

Assim, subtituindo na equacao (2.7), obtemos

Z 5ij858k%ka. (2.8)
k=1 ¢

q)xinj n QijWxi -
% ¢

Portanto, o operador Hessiano de alguma fung¢ao diferenciavel W é dado por

Hesszg(W) = Wy, +

Px; : .
HeSSg(W),-j:Wxixj—l—%Wxﬁ-%ij, i J;

Ox; o O . 29
HeSSg-(W)” - Wxixl- +2?Wx, - 81 Z gk?kWX]@ 1=].
k=1

Substituindo as equagdes (2.5) e (2.9) em (2.6), tem-se para o caso 1 <i# j <n, que

Qrx; m §0x~fx~ (Pxfx‘ Ox; Q.
I’l—2 lj__<xiX'+ . l+#)+hxiX‘+_JhXi+_th':O'
( ) ¢ f Fe ¢ ¢ N ) ¢

Dai,

(n - 2)f(pxixj +f(phxixj - m(Pfxixj - m(pxiij - mq)xj'fxi +f(pxihxj' +f(Pthxi =0. (2.10)
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Agora, para o caso 1 <i= j < n, obtemos

1 L <
@{(” - 2)(P(PXixi + {QD Z E P, — (n—1) Z gk(p)%k:| 8’}
k=1 k=1

m (Px~fx~ " Oy, (Px~hx~ & (kahxk
—— | fox +2—"—8& ) &—fo, | =A&— |y, +2———& ) & ,
f(” Lo} ofir, ) = ne— (hor220 ey o
equivalentemente,

¢ [(l’l _ z)f(Px,»x,- + f(phxixi - m(Pfx,-x,- - 2m(pxifxi + 2f(px,-hx,~:|

+& ) & [fkaxk — (n—=1)fr +mOoy, fr, —frpfpxkhxk} =gAf. (2.11)
k=1

Agora, considere Yy, ...,Y, € L(F). Como (M, g) é um quase soliton gradiente de Ricci,
entao

Ricg(Y;,Y;) = A&(Y;,Y}) — Hessg(h)(Y;,Y)),

e da terceira equagdo do sistema (2.2), temos que
A§(Y:,Y;) — Hessg(Y:,Y}) = Ricg, (Y1, Y;) — [fAsf + (m—1)|Vaf|*| gr (V1. Y)).
Como §(Y;,Y)) = f*gr (¥, Y)), pois g(¥;,Y;) =0, tem-se

Ricg, (Y1,Y)) — [fAsf + (m—1)|Vef*]gr (¥, Y))

, (2.12)
—Af gr (YY) + Hessg(Y;,Y;) = 0.
Em sistemas de coordenadas locais, obtemos
VP =0*Y afe, e Agf =0°Y &fum— (n—2)0) &y fio- (2.13)
k k k

Como F € uma variedade de Einstein, entdo

Ricg, (Y1,Y}) = A, (V,Y)). (2.14)
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Além disso,
Hessg(h)(Y:,Y;) = (Y3, Y;)(h) — (VarY)) (h)
Vaf\,/ iy~
<T> (h)g(Y;,Y;)
= f§(Vsh,Vsf)gr(Yi,Y))
= (f¢228kkahxk>gF<Yi7Yj)'
k
Substituindo a equacdo acima e as equagdes (2.13) e (2.14) em (2.12), obtemos
)"FgF - |:f<(p2 Z gkkaxk - (l’l - 2)(P Z 8k(kaka)
k=1 k=1
+ (m — 1>(P22(P22fxzk} gr —AfPgr+ {f‘l)2 Y 8kkahxk] gr =0.
k k=1

Isto é,

Y 6|~ O+ (1= 2 [0 Lo @ — (= 1O L+ [ fihe | = Af = A (2.15)
k=1

n

Por hipétese f(&) e ¢(&) sdo fungdes de &, onde & = Z o;x;. Entdo, as derivadas na
i=1

i—ésima e j—ésima coordenadas com respeito a £ sdo dadas por

_ / _ " 2
Px; = O, @, QPuix; = QO Py, = O QP

/ 2
fxi - aif ; fxixj - aiajf”> fxixi =0 f”

V0| = (Zeia?> (@) =&, (9)?, Agp= (Zeia?> 0" =¢€,¢",
i=1 =1

n
onde Z 8,-092 = &,.
i=1
Substituindo as expressdes das derivadas com respeito a & na equagdo (2.10), obtemos
(n—2)fo" a0+ foh" oo, — mo f ua; —me' f oyt
—mo' f'oya;+ fo'h e+ fo'H oy = 0,



2.1 Quase solitons gradientes de Ricci para produto torcido 32

ou seja,

0o { (n—2) 9"+ fo" —mo " —mg'f —m@'f'+ fo'H + f@'H | =0,

para todo i # j. Assim, se existir i # j tais que a;a; # 0, entdo temos a primeira equagdo do
sistema (2.1)
fl(n=2)9" +2¢'W + oh"] —mof" —2me'f' =0. (2.16)

Agora, substituindo as expressoes das derivadas na equacao (2.11) tem -se
wa?{f [(n ~2)¢" +2¢'1 + <ph”] —mef" — 2m<p’f’}
n
+& Y, 60 | fo9" — (n—1)f(¢))+mo@'f — foo'h | = el .
k=1
Substituindo a equagao (2.16) na equagdo acima, com Z ekoc,f = g, teremos a segunda

k=1
equacdo do sistema (2.1), isto &,

& | /09"~ (n—1)1(¢)) +mog'f — fo@'l | = Af.

Finalmente, substituindo as expressdes das derivadas em (2.15), obtemos a terceira do sistema
(2.1),

|~ SO+ (n=2)f0f ¢~ (m—1)9*(f' 2+ f* [ | = S~ Ar.

Reciprocamente, suponha que sdo satisfeitas as equacdes (2.1). Considerando Xi,...,X, €

L(R"), queremos mostrar que
Ricg(XhXj) +Hessg(h)(Xi7Xj) = lg(Xi?XJ')'
Primeiro caso, para todo 1 <i = j < n, teremos

Ricg = Ricz(X;,X;) — ?ng F(Xi, X))

- (n—Z)M—?[fx,-x,»+(p%ﬁ+%’Tf"’}
_ aiaj{(n—z)% - ? [f”+2%f’”
_ Qi

= (1= 270"~ mof" —2melf|.
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Por outro lado,

oy

Hessg(h) = Hessg(h) = hyx, + p hy, + %hxj

— O]‘ig-" [foh"+2£9'H .
Além disso, como § = 3+ f2gr € gr (Xi,X;) = 0 temos que
A§(Xi, X;) = A[g(Xi, X)) + f2gr (Xi. X))] = 0.
Pela primeira equacdo de (2.1), obtemos
Ricz(X;,X;) +Hessz(h)(X;,Xj) = Ag8(X;,X;).
Agora, paratodoi=1,...,n

. . m
Rng(Xi,Xj) = Rng(Xi,Xj) — 7H€SSg-f(Xi,Xj).

Assim,
Ricg(Xi.X5) = 5 (7= 2)00us+ |9 L &0 — (0= 1) L eal0)} |}
k=1 k=1
m Ox; < P,
- 5 x,-xi+2_l x; — & E—Jx (-
20 e et
Equivalentemente,
. . AN ZL . n__ /I ! ol
Ricg(Xi,Xi) =0 5| (n~2) 19"~ mof" ~2mo/ |
€ij, no_. "2 ! gl
+of [(pﬂp (n=1)7(¢) +m<pf]-

Por outro lado,

Pu )
Xk

n
Hessg(h) = Hessg(h) = hyy, +2%hxi —& Z &
k=1

_l 2 " 121 oo !l
—(p{(x,- [ph" +2¢'H| 8,8,0(ph}.

Além disso,
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Dai, pelo sistema (2.1) tem-se que

Ricy(X;, X;) + Hessg(h)(Xi, Xi) = A8(Xi, X;).

Agora, considere Y1,...,Y, € L(F). Mostraremos que

Ricy(Y;,Yj) + Hessg(h)(Y:,Yj) = Ag(Y:,Y)). (2.17)
Para todo 1 <i# j < n, teremos
Ricg(Y;,Y;) = Ricgp (Y;,Y)

- frpzkf1 &S, — (N — 1><pk)n:] € P S, + (m— l)mzlil &fe |gr (Y:,Y)).

Por hipétese F € uma variedade de Einstein, entdo

Ricg, (Yi,Y}) = Argr(V3,Y)).

n
Dai, com Z 8,-0@2 = §;,, obtemos
i=1

Ricg = | Ar — €, f02f" = (1= 1), 09'f' + (m— D@ (f)?| g1 (1. ).
Por outro lado, temos que
n
Hessy(h)(v:.v;) = f¢2]§18kkahxk>gF(Yi,Yj)
= [eifO*f1|gr (Y. Y)).
Além disso, § = g+ f2gr, como g(Y;,Y;) =0, temos
AZ(Y,Y)) = f2er (Y:.Y).
Pela terceira equacao de (2.1), obtemos
Ricg(Y;,Y;) 4+ Hessg(h)(Y;,Y;) = A8(Y;,Y)).

Analogamente, para todo i = 1,...,n, obtemos (2.17). Logo, a métrica produto torcido

§=3g+ f*gr éum quase soliton gradiente de Ricci com 4 como fun¢do potencial. 0
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Para o préximo resultado, consideraremos o produto torcido M = (R",g) x F " onde
a base é conforme a um espago pseudo-Euclidiano ¢ a fibra F™ é uma variedade semi-
Riemanniana Ricci-flat, isto é, Ric = 0. Além disso, mediante uma hipétese técnica, conclui-

remos que as métricas g sao quase solitons gradientes de Ricci.

Teorema 2.2. Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano, n > 3, com coordenadas x =
(X1,--.,%), &ij = 6ij&;, onde &;j é o delta de Kronecker, & = +1 com pelo menos um € = 1.
Considere M = (R",8) x ¢ F™, um produto torcido, onde § = izg, F ¢ uma variedade de
Einstein semi-Riemanniana Ricci flat. Considere f(§) > 0, A(&) e h(&) funcdes diferencid-
veis ndo constantes, onde & = Zn: ox;, o €R e Zn: siociz =g, iguala —1 oual se é um

k=1 i=1
vetor tipo-tempo ou tipo-espago, respectivamente. Dada alguma fungdo ¢(&), a métrica

produto torcido § = g+ fng € um quase soliton gradiente de Ricci com h como fungcdo

potencial, onde as fungoes f, h e A sdo dadas por

1E)0(E) =1
E) = k+ [ {e=(n+n=2) [ og"at} saz: 18

!

" n_ .9 ¢ [ o
1E) =ep{ 09"~ min—1)(g) —c¥ +-min-2)% [pgac}.

onde c e k sdo constantes.

Demonstragcdo. Considere a primeira equacao do sistema (2.1)

f[(n_z)(p//+2(p/h/+(ph//:| _m(pf//_2m(p/f/ :0

Dai,
/h/ ! /! ! gl
P ALY\ A Ly L S
¢ ¢ f of
Agora, fazendo y = W, a equacdo acima torna-se uma EDO de primeira ordem linear em y,
isto €,
/ 1 /! ! ¢!
V222 -l @ (2.19)
¢ ¢ f of

cujo fator integrante € dado por
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Multiplicando o fator integrante na equagdo (2.19),

/

/!
0% +2¢' 0y + (n—2)p¢" —m<p2f7 — 2m7<0’<p =0.
Dai, 11 /
(0%) + (n—2)pg" —m<p2f7 —2m7fp’<p =0. (2.20)

Integrando a equagdo (2.20) com respeito a &, temos que

p’y=c+ / [mqoz% +2mf7/<p/¢ —(n—2)p¢" e,

isto €,
/

H(&)=y= §+ #/ [m(p”%ﬂﬂm?fp’(p— (n—2)¢qv”}dé]

Integrando a equagdo acima com respeito a &, obtemos

h(E) :k+/{c+/ [m(pszN+2mf7/(p’(p—(n—2)(p(p”]d§}%d§. 2.21)

Como estamos considerando f¢ = 1, derivando duas vezes, obtemos

of" +2f'¢'=—fo". (2.22)

Subtituindo a equagdo (2.22) em (2.21), tem-se que

&) =k+ [{e+ [ [m(pzf7ﬁ+2mf7/(p’(p—(n—2)(p(p"]d§}#d§
ke [fer [S[mtor"+2r'0)~1=2)19" a2} sa

:k+/{c+/?:—mf(p”—(n—Z)f(p”}dé}%dé

{

:k+/ c+/%:—mf(p”—nfgo”—i—2f(p”}d§}%d§.

Portanto, !
h(E) = k+/{c— (m—l—n—2)/(p(p”d§}wd§.
Segue que, )
#E) = - "2 [ ograc.
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Agora subtituindo 4 e 4’ na segunda equacio do sistema (2.1), obtemos

Af =€ { 100" — (1= 1)f (¢ +moo'f — fog' | = (m+—n_2)/<p<p”d£] 3

¢
18to €,
e "o "2 /L/_ ,i_(m—l—n—2)/ "
A=, { 99"~ (n=1)(9)* + mpp 709 Lpz - p9'dt|}. (223)
| . <
Temos que f = 5’ entdo f = _E’ substituindo na equagdo (2.23)

/

" e @ ? [ oo’
1&) =eu{oo” ~min-1(@) -t min-2% [oorac). @29

Provaremos agora, que a expresdo de A acima estd bem definida. Para isso, mostraremos que
a terceira equacdo do sistema (2.1) € igual a equacgdo (2.24).

Lembre - se que a terceira equagdo do sistema (2.1) € dada por

& |~ O+ (n=2)f@f ¢ — (m=1)Q*(f )+ [@ W | = f*~de. (225
Por hipétese F € Ricci flat, isto é, Ar =0 ¢

1 (P/ B _QDN <(p/)2

Substituindo as expressdes acima em (2.25), obtemos

A(E)- = eio{%[—w(—(puz%) +(1=2)9 (=) — (m—1)(¢")* ~ 9K }

Agora, substituindo a expressdo de /4’ na equacdo acima, temos que

/ /
ME) =& [00" —mtn=1)() ~eL +mtn-2)% [pgac].
Portanto, a equacdo acima € igual a equacdo (2.24). Logo, pelo Teorema (2.1), a métrica

produto torcido § = g+ f 2gp € um quase soliton gradiente de Ricci. [
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Observagdo 2.1. No Teorema (2.2) onde f¢ = 1, podemos reescrever a métrica § como

1 1\2 1
~ - 2 _
g=g+f gF—@gE‘f‘(a) gF—@(gEJrgF)

Logo, todas as métricas conformes a variedade produto (R" x F™), invariantes por translacéo,

onde F' € uma variedade Ricci flat, sao quase solitons gradientes de Ricci.

2.2 Quase solitons gradientes de Ricci conformes a um es-
paco pseudo-Euclidiano

Nesta se¢do, iremos caracterizar os quase solitons gradientes de Ricci invariantes sob a
acdo dos grupos de translagio e rotagdo. Para isso, consideremos (R", g) um espago pseudo-
Euclidiano com a métrica g e coordenadas x = (xi,...,x,), onde g;; = 0;;&, 1 <i,j<n,e
0;j € o delta de Kronecker, & = £1 com pelo menos um €& = 1. Em cada caso, encontraremos

1
funcoes diferencidveis ¢, f e A tais que a métrica g = ag satisfaca
Ricz + Hessg(h) = Ag. (2.26)

2.2.1 Quase solitons invariantes pela acao do grupo de rotaciao

Inicialmente, iremos caracterizar os quase solitons gradientes de Ricci invariantes por

uma a¢do de um grupo pseudo-ortogonal que, no caso Riemanniano, € um grupo de rotacao.
n

Sejar= Z z—:,-xl-z um invariante basico para um grupo pseudo-ortogonal de dimensao n — 1.
i=1

1
Nosso objetivo é obter funcdes diferencidveis f(r), ¢(r) e A(r) tais que a métrica g = p g

satifaca a expressao (2.26). De fato, consideremos o seguinte resultado

Teorema 2.3. Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano, n > 3, com coordenadas x =

X1,y %), gij = 0;&;, onde O;j é o delta de Kronecker, € = +1 com pelo menos um &; = 1.
n

Considere fungdes diferencidveis ndo constantes h(r) e ¢(r), onde r = Z gix?. Existe uma
i=1

1
métrica § = — g tal que (R, g) é um quase soliton gradiente de Ricci com h como fungdo

potencial se, e somente se, as fung¢oes h, @ e A satisfazem

(n—2)9" +2¢'n + oh" =0,

- ! " . N2 11 290 (2.27)
4n—1)0@ +4rop” —4(n—1)r(¢")" —4re@'h' +2¢°h = A.
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Demonstracdo. Seja (R", g) um espago pseudo-Euclidiano com coordenadas x = (xy, . ..,X,),

gij = 6;;&. Como a métrica § ¢ um quase soliton gradiente de Ricci, obtemos
Ricz+ Hessz(h) =g, AecC”(R"). (2.28)

1
Lembre-se da relacdo Ricg se § = ?g, isto é,

, 1
Ricg = @{(H— 2)pHessgp+ | @A, — (n— I)Wg(plz}g}. (2.29)

Além disso, o operador Hessiano em coordenadas locais é dado por

Hessg(h)ij = hyx; + %hxi + %hxj, Vi#j,

n (2.30)
HESSg(h)ii = Ny;x; + Zﬁhxi — & Z gk%hxk; Vi.
¢ -1 @

Para o caso 1 <i# j < n, tem-se pelas expressoes (2.28), (2.29) e (2.30),

(n . 2) (Pxixj + hXixj + &hxi + &hxj — 0‘

¢ ¢

Equivalentemente,

(I’l - 2) (px,‘x‘]' + (Px,‘hxj + ¢thxi + (Phxixj = O (231)

Para todo i temos que

x{(1=2000, + [pac0— (1= DIV, e

n
. 1
+ hyx; + Z%hxi — Sl'izl Ek%hxk = l&‘ia.
Assim,

6980~ (1= 1)IVeo ~ 9 Y. Qo |+ 0| (1—2) P, + Ol + 205, | = i (232)
k=1

n

Considerando f(r) e ¢(r) fungdes de r, onde r = Z gx?, temos que as derivadas com
i=1

respeito a r, nas i-ésima e j-ésima coordenadas, sdo dadas por

/ " /] /
Oy, = 28x;9, Prix; = 48,'8]')61')6]‘([) o P = 4X QT+ 289,
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hy =26l hyy, = d€i€jxixh",  hyy =40 + 26 .
Os operadores Gradiente e Laplaciano em coordenadas locais sdo dados por
Veol> =4r(¢'), Ao =4r¢" +2n¢.
Substituindo as expressdes acima na equacao (2.31), obtemos
(l’l — 2)48,~£jxixj(p" + 48,'8jx,-xj (p’h’ + 4£,~8jx,-x_,~ (p’h’ + 4(p8,-£jx,-xjh” =0,
isto é,
dgigjxixi[(n—2)@" +2¢'h + oh"] =0, Vi#j.

Portanto,
(n — 2)(p” + 2(p’h’ + (ph” =0. (2.33)

Analogamente, subtituindo na equacido (2.32), tem-se
& [4(n — 1)o@ +4ree” —4(n—1)r(¢")* +20°H — 4r(p(p’h’}
+4x2|(n—2)@" +2¢'H + (ph”] =gA.

Agora, subtituindo a equagdo (2.33) na expressao acima, obtemos a segunda equacao do

sistema (2.27), isto é,
4n—1)0@" +4ree" —4(n—1)r(¢")> +2¢0*0 —4re@'l’.

Reciprocamente, suponha que as fungdes /i, @ e A satisfazem o sistema (2.27). Vamos
mostrar que (R”, g) é um quase soliton gradiente de Ricci com fungéo potencial A.

Por um lado, temos que

(Px,-ij + (Px_,-fxi . i

Hessgz(f) = fox;, +
g(f) i+ o o &

Ox
6ij8i8k?kka-

Por outro lado, tem-se

1 d .
Ricg = —2{(11 —2)QQy; + [(p Y &y —(n—1) ) 8k¢fk}g}.
¢ k=1 k=1
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Analisaremos dois casos. Quando 1 <i = j < n, temos

oy

Hessg )y = ha = " %hxj

/
= 48,~8jx,-xj [h// + 2%”] .

A expressao para o tensor de Ricci, reduz-se

(Pxixj

(p//
= 48i8inXj(n_2)E e Ag=0.

Ricz = (n—2)
Logo, pela primeira equagdo do sistema (2.27), obtemos
Ricz + Hessz(h) = A3.

Agora, paratodoi =1,...,n, temos que

Hessg(f) = fxixj + (pxiij n (ij_fx, B
k

Ox
6,"8,'8—kx
¢ ! krpf"

=1
- % (on"+20'g'] + % 20K —4rig'].

Por outro lado,

1

Ric; =
g 02

{(n—2)<p<px,-Xi [rpé E Py, — (1 — l)éekfp%k] 81'}7

& . . ~ . ~ .
ed; = (’Tzl Assim, aplicando as equacdes do sistema (2.27) na expressao acima, teremos

Ricg+Hessg(h) = Ag.

Logo, (R",g) é um quase soliton gradiente de Ricci.

]

Prosseguindo, o Corolério seguinte fornece um método para criar exemplos de quase

solitons gradientes de Ricci, conformes a métrica pseudo-Euclidiana e invariantes sob agcao

de um grupo de rotacao.

Corolario 2.1. Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano, n > 3, com coordenadas x =

(X1,...,%), 8ij = &€, onde §;; é o delta de Kronecker, & = £1 com pelo menos um

n
g; = 1. Considere funcdes diferencidveis ndo constantes /(r) e ¢(r), onde r = Z gix?. Dada
=y

1
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1
qualquer fungdo ¢(r), a métrica § = — & € um quase soliton gradiente de Ricci com 7 uma

fungdo potencial, onde as fungdes i e A sdo dadas por

h(r):/[c—(n—Z)/(p(p”dr] %dr—l—k,
A(r)=4(n—1)0@ +4rpe” —4(n—1)r(¢')? (2.34)

¢ ¢’ "
_4cra—2(n—2)<1 _2'?) /(p(p dr+2c,

onde ¢ e k sdo constantes.

Demonstragdo. Considerando a primeira equacao do sistema do Teorema (2.3), podemos

reescrevé-la como

/ 1
W22t m-2)% —o.
¢ ¢

Fazendo a mudanca de varidvel y = h’ na equagio acima, obtemos uma equacio diferencial

ordindria linear de primeira ordem

/ 1
y/—l—Z%y—i—(n—Z)% —0. (2.35)

O fator integrante é dado por
'
u(r) = el Tl — 0>,
Multiplicando o fator integrante acima na equacao (2.35), obtemos

0%y +20¢'y+ (n—2)pg" =0,

isto €,
(%) = (n—2)0¢".

Agora, integrando a dltima equag¢do com respeito a r, obtemos
0’y=c—(n—2) / oo dr. (2.36)
A equacdo (2.36) é equivalente a

y=H(r)= [c— (n—2)/(p(p”dr} # (2.37)
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Integrando (2.37) com repeito a r, teremos a primeira equacao do sistema (2.34),

h(r) :/[c—(n—z)/(p(p”dr] %di"—i-k.

Além disso, aplicando a equagdo (2.37) na segunda equacdo do sistema do teorema anterior,
teremos

/ " / 1 /
20() = 4(n~ )09’ +4r90 ~4n—1)r(9')" + 3 (20 ~4r09') (e~ (n-2) [ go'ar).
Desenvolvendo a expressdo acima, obtemos a segunda equagdo do sistema (2.34), isto é

/ /
A(r)=4(n—1)0@ +4repe” —4(n—1)r(¢')? —4cr% —2(n—2)<1 —2r%) /(p(p”dr+2c.

]

2.2.2 Quase solitons invariantes pela acao do grupo de translacao

n
Para os préximo resultados desta subse¢do, considere & = Z oix;, ¢ € R um invariante
i=1

n

bésico para um grupo de translacio de dimensdo (n— 1), onde Z 8,-06,-2 =g, €igual a —1,
i=1

0 ou 1 se for um vetor tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espaco, respectivamente. Iremos obter

funcdes diferencidveis f(&), (&) e A(&) tais que a métrica § = ?g satisfaca a equacdo
(2.26).
No teorema seguinte, mostraremos condigdes necessdrias e suficientes para que (R”", g)

seja um quase soliton gradiente de Ricci. Essas condi¢des diferem-se, dependendo da dire¢ao

n
o= Z ocg— ser tipo-tempo ou tipo-espaco.
=1 X
Teorema 2.4. Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano, n > 3, com coordenadas x =
(X1,...,%), &ij = 6ij€i. Considere fungées ndo constantes diferencidveis h(&) e (), onde
n n
1
éE= Z aix;, o; €ER e Z eiociz = g;, # 0. Existe uma métrica § = ?g tal que (R",g) é um

i=1 i=1
quase soliton gradiente de Ricci com h como fungdo potencial se, e somente se, as funcoes h,

¢ e A satisfazem
(n=2)9" +2¢'H + ph" =0,

" "2 171 (2.38)
eio[cvfp —(n=1)(¢")" — o'’ | =A.
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Demonstracdo. Suponha (R",g) um quase soliton gradiente de Ricci; entdo
Ricg+ Hessg(h) = A;. (2.39)
Lembre-se da relagao
Ricg = é{(n —2)@Hessg® + | QA — (n— l)‘Vg(plz} g}_ (2.40)

e o operador Hessiano em coordenadas locais é dado por

Hessg(h)ij = hyx; + i+ Pap Vit
4 ¢ 241
Ox; L (5 . (2. )
HeSSg-(l’l)ii = Ny;x; + 2—lhxi — & Z gk_hxk; Vi.
¢ -1 @
Assim, pelas expressoes (2.39), (2.40) e (2.41), teremos
1 .,
Prix; = Ta_2 ((Px,-hxj + @y hy + (Phx;x_f) . LFE T
(n - 2)(P(le-xl- + [(PAg(P - (” - 1) |Vg(P|2} &+ 2(P(Px,-hx,- + (chx,-x,- — Q& Z gkhxk Oy, = 2“Cf‘z'-
k=1
(2.42)

n
Estamos supondo que #(&) e @(&) sdo fungdes de &, onde & = Z o;x;. Entdo as expressdes
i=1
das derivadas com respeito a & sdo

/ " 2 N
Oy, = OGO, (Px,'xj =000, Oy, =0 Q7

/ " 251
hy, = oGl hx,-xj = o0 h”,  hyy, =0 h.
Além disso, as expressoes para os operadores Gradiente e Laplaciano em coordenadas locais,
n

com Z & Ocl-2 = & sdo dados por
i=1

n n
Vool = (L ea?) (9 =e,(9) e Ap= (Y &0?)o" =ey9"
i=1 i=1
Agora, aplicando as expressdes acima na primeira equacao do sistema (2.42), obtemos

(xiaj[(n—2)q0”—1—2(p/h’+(ph”] —0, Vit
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Se existirem i # j, tais que @;; # 0, entdo teremos a primeira equacdo de (2.38)
(n—2)¢" +2¢'H +ph" =0. (2.43)

Considerando a segunda equagdo de (2.42), temos que
(1—2)99" 0 + [99"ei, — (n—1)(9') e, | &+ 209H af
+@*H" of — g i eoth o' = Lg;.
k=1
A equacdo acima € equivalente a,

0o} | (n—2)¢" +2¢'h + @h”] + &g [Wp” —(n—1)(¢')* - ¢<p’h’} =g (244)

Aplicando a equagdo (2.43) em (2.44), teremos a segunda equacao de (2.38)

& |09 — (1= 1)(¢)) ~ 9gW| = 1.

Devemos considerar o caso quando ¢, = 1 e ¢ # 0 para todo i # iy. Entdo a primeira

equagdo de (2.42) é facilmente satisfeita para todo i # j. Considerando a segunda equagdo

de (2.42), para i # iy, teremos

& 99" — (1= 1)(¢')2 — 99l | = 2.

Entdo, a segunda equacdo (2.38) € satisfeita. Agora, considerando i = iy na segunda equagdo

de (2.42), temos que a primeira equagao (2.38) € verificada.

Reciprocamente, suponha que as funcdes /i, ¢ e A satisfazem (2.38). Pelas equagoes

(2.40) e (2.41), temos:
Para i # j, as seguintes expressoes valem

(Pxixj

Y

Ric; = (n—2)

Hessg(h)l-j :hxixj+%hxi+%hxj € )yg :O

Dai, pela primeira equacao de (2.38), obtemos

Ricz + Hessg(h) = Az.
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Por outro lado, para todo i, teremos

. 1 n n
Rlcg_ = @{(n - 2)(p(PxiXi + [(Pl;] EPxyxy, — (l’l - 1)/;] 8k(P3J 8i}7

: i Ag
H€SSg(h)l'i = /’lxl.xl. +2&hxi —§& Z ek&hxk e A;= —21
¢ = ? ¢
Aplicando as equagdes (2.38) nas expressdes acima, obtemos
Ricg + Hessg(h) = Ag.
Logo, (R",g) é um quase soliton gradiente de Ricci com i como fungéo potencial. O

Corolario 2.2. Seja (R",2) um espago pseudo-Euclidiano, n > 3, com coordenadas x =
1
(X1,---,Xn), &j = 0;;&. Dada qualquer fungdo ¢(&), a métrica § = — ¢ é um quase soliton

gradiente de Ricci com & uma fung@o potencial, onde as fung¢des 4 e A sdo dadas por

&) = [ [e=n=2) [ og"ag] saz .

1©) = (00"~ (- 1@ - & e~ (a-2) [ po'at] ).

(2.45)

onde ¢ e k sdo constantes.

Demonstragdo. Considerando a primeira equagdo do sistema (2.38), podemos reescreve-la

como , /
W 22wy mn-2)% —o.
¢ ¢

Fazendo y = h' na equacdo acima, obtemos uma EDO nio linear de primeira ordem

4

/
y/-I-ZEy-I—(n—Z) =0, (2.46)

(pll
9
cujo fator integrante € dado por

u(g) =e/*%ag = .

Multiplicando o fator integrante em (2.46), teremos

0>y +200¢y+ (n—2)0@" =0. (2.47)
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Integrando (2.47) com respeito a &, temos que

y=H(E) = g5 [e=n=2) [ op"ae]. 2.48)

Integrando novamente a expressdo acima com respeito a &, tem-se

€)= [[e=n=2) [ og"aE] Ssaz +k

Agora, subtituindo (2.48) na segunda equacdo de (2.38), obtemos
P9’
2

ME) = (09" (=19 - T e~ (n-2) [ o9at]}
—&,{ [09" — (n=1)(¢')?] —%[c—(n—2>/<p<p”d§}},

como queriamos demonstar. 0

2.3 Exemplos

Nesta se¢do, exibiremos exemplos de alguns resultados expostos neste capitulo. Primeiro,
vamos mostrar no corolério seguinte que as métricas dadas pelos Teorema 2.2 e Corolarios

2.1 e 2.2 sdo completas.

Corolario 2.3. Se (R",g) é o espaco Euclidiano, F uma variedade Riemanniana Ricci flat
completa e 0 < |@(x)| < ¢ para alguma constante ¢, entdo as métricas dadas pelos Teorema

(2.2) e Corolarios 2.1 e 2.2 sd@o completas.

Demonstracdo. Considere o espaco Euclidiano (R",g), n > 3, e a métrica g dadas pelos
Coroldrios 2.1 e 2.2. Se 0 < |@(x)| < ¢, entdo a métrica § é completa, desde que exista
uma constante k > 0 tal que para qualquer vetor v € R", |vs| > k|v|. Pelo Lema 1.3, temos
que M = (R",g) x s F™ é completa se, e somente se, (R",g) e F"" sdo completas. Entdo, as

métricas obtidas nos Coroldrios 2.1 e 2.2 sdo completas. 0

Agora, usando o coroldrio acima, o Teorema (2.2) e os Corolarios (2.1) e (2.2), seguem

alguns exemplos.
Exemplo 2.1. Considere oy =... =, _1 =0, o, = 1, donde § = Z 0ixi = Xp, € P(X1,...,Xp) =

i=1
X,. O semi-espaco de R”

= {(xl,...,xn) e R" x, >0},
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munido com a métrica

6..
gcan(xly- . 7xn) = _lzja
'xl’l

¢ chamado espaco hiperbdlico, com g = 1, V i, e denotamos por (H", g.4,). Assim, pelo
Teorema (2.2) temos que a variedade produto (H" x F™), no qual (F", gr) é uma variedade
Ricci-flat completa, € um quase soliton gradiente de Ricci completo. O tensor métrico € dado

por

1
d52 - g(;an + _ZgF.
‘xn

Pela segunda equac¢do do Teorema (2.2), temos que a funcao potencial é da forma

1
h(x1,- - Xmin) :k+/{C_(m+n_2)/Xn(Xn)”dxn};an
n
1
:k+6/—2dxn,
xn

ou seja,

C
h(X],...,Xm+n) =k——.
Xn

E pela terceira equagdo do Teorema (2.2)

/ /

A(X1,ye ey X)) = Sio{xn(xn)” —(m4+n—1)(x,)? —elny (m+n—2))i/xn(xn)"dxn}

Xn Xn
c
= _ —1)— —
(mn—1)- <,
isto é,
c
AXt, . Xpgn) = —|(m+n—1) +—].
Xn
Exemplo 2.2. Considerando as mesmas condi¢des do exemplo anterior &¢; = --- = ;1 =0,

n
o, = 1, teremos & = Z o;x; = X, € 0 semi-espago de R",
i=1

R = {(xl,...,xn) e R"; x, >0},

isto é, (R’f, Zean = x_‘2/> = (H", gcan), onde geqn é a métrica candnica do espaco hiperbdlico.
n
Tomando ¢(xi,...,x,) = x,v, onde v é qualquer funcdo positiva, limitada e diferencidvel,

temos que a variedade produto H" x F™, com F™ uma variedade Ricci-flat completa, pelo



2.3 Exemplos 49

Teorema (2.2) é um quase soliton gradiente de Ricci completo com tensor métrico
1 1
2
ds® = - <gcan + —2gF> .
% X5

Temos que a fungdo potencial i e A sdo dadas pelas segunda e terceira equagoes do Teorema
2.2.

2 2
X{ =X

Exemplo 2.3. Considere ¢(xq,...,x,) =¢ » no Coroldrio 2.1. Entdo R" com a

métrica Riemanniana
2 2(x3+...4x2 2 2
ds® = 20T (@ 4+ dx?)

€ um quase soliton gradiente de Ricci completo, onde a fun¢ao potencial € dada por

c 2 2 n—2
h(XI,...,Xn) :Eele+"'+2xn_|_(—2)<X%+”‘+x5)+k7

onde ¢ e k sdo constantes.
Exemplo 2.4. Fazendon =3, 0y =y = o3 = 1, isto é, §E = x1 +xp +x3, €

1
1+ (x1 +x2 +x3)%

¢(x1,x2,%3) =
segue do Coroldrio 2.2 que R? com a métrica

1
ds* = o (dx? + dx5 + dx3)

= [1+2(x; +x2 +x3)% 4 (x1 +x2 +x3)*] (dx} 4+ d3 + dx3)
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€ um quase soliton gradiente de Ricci completo, onde a fun¢do potencial € dada por

c 1
h(xy,x2,x3) = > <arctan (x1+x2+x3)+ + §ln(1 + (x1 +x2 +x3)2)

X1+ X2+ X3
(14 (x; +x2 +x3)2)

1
4+ —

240 <12(x1 + X2 —I—X3)4 —|—40(X1 + X2 —{—X3)3 —i—60(x1 +x2 —|—)C3)> arctan (x1 +x2 +X3)

—16In(1+ (x; +x2 +X3)2 —14(x; +x2 +X3)2 =3(x1 +x2 +X3)4

S5t (utxtx)?
121+ (x1 +x2 +X3)2]2

+k

2(x1 +x2+x3)

ot 3(X1 + X2 +X3)4+8(X1 + X2 +X3)3 +21(X1 =+ x> +X3)
[1 + (X] +Xx2 +X3)2]2

12[1 + (X] “+ X3 +X3)2]

A(x1,x2,x3) =

2
[1 + (x1 + X2 +X3)2]3'

1
+ 1 arctan (x; +x2 +x3)




CAPITULO3

Solitons gradientes de Yamabe
conformes a um espaco
pseudo-Euclidiano

Em [18], Leandro e Tenenblat apresentaram uma caracterizagcao de solitons gradientes de
Yamabe conformemente flat. Mais especificamente, eles trabalharam no caso (R”, iz g),
onde g é a métrica pseudo-Euclidiana candnica, e caracterizaram as solugdes estaveis ql(lpe sdo
invariantes pela a¢do de grupo de transla¢des de dimensdo (n — 1). O uso dessa técnica per-
mite reduzir o nimero de véridveis de uma equacdo (ou sistema de equacdes) diferencial(ais)
parcial(ais), que, em geral, é de dificil resolu¢do. Assim, um problema de EDP reduz-se a

um problema de EDO que, por conseguinte, possui mais técnicas de resolucdo.

3.1 Solitons gradientes de Yamabe invariantes por transla-
ca0

Para os préximos resultados, consideremos (R", g) um espago pseudo-Euclidiano com a

métrica g e coordenadas x = (xy,...,x,), com g;; = &, 1 <i,j <n, onde §; é o delta de

Kronecker, & = £1 com pelo menos um & = 1.

Consideremos a aplicacdo
E:R"—R

n
x—E(x) =) axi, aeR,
i=1



3.1 Solitons gradientes de Yamabe invariantes por translacao 52

um invariante bdsico sob a a¢do de um grupo de translacdo de dimensdo (n— 1), isto é,
para todo x € R" e para todo v pertencente ao conjunto de hiperplanos (n — 1)-dimensional

ortogonais ao vetor ndo nulo o = (@y,...,0), vale

§(x) =& (x+v).

Queremos obter fungdes diferencidveis f(&) e ¢(&), onde f e ¢ sdo as fungdes potencial

e conforme, respectivamente, tais que a métrica g = E g satisfaca a equagdo

Hessgf = (R—A1)3.

n
Para o primeiro resultado do artigo [18] quando Z ekoc,f # 0, consideremos sem perda
k=1

n
de generalidade Z 8kOC,% = +1. Iremos obter uma condi¢do necessdria e suficiente para
k=1

: . . i} 1 . o
que uma variedade semi-Riemanniana (R",g), onde § = —g e g € a métrica do espago

pseudo-Euclidiano, seja um soliton gradiente de Yamabe.

Teorema 3.1. Sejam (R",g) um espago pseudo-Euclidiano, n > 3, com coordenadas x =
(X1,...,%) e gij = 8&;, e f 1 R" — R uma fungdo diferencidvel. Entdo existe uma métrica
g= % tal que (R", g, f) é um soliton gradiente de Yamabe com funcdo potencial f se, e

somente Se, as funcoes @ e f satisfazem

(P)Ciij' + (ijfx,-
¢

fxz'x]-'i' =0, i#] (3.1

e para cada i,
XiJ Xi “ X 8l'
frx; +2M —§ Z Ek&ka =— [(n —1)(29A,0 —n|V,0]*) —A|. (3.2)
9 Y ¢

Demonstrag¢do. Suponha que exista uma métrica § = %, tal que (R", g, f) seja um soliton

gradiente de Yamabe com func¢do potencial f. Sendo g = % uma métrica conforme a g,

sabemos que os tensores de Ricci das métricas g e de g satisfazem a relacao

Ricg = #{(n—2)(pHessg((p) + [‘PAg‘P_ (n— 1>|ng)|2]g}’

com Ric, = 0. Portanto, a curvatura escalar da métrica g € dada por
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Rz =Y &@*(Ricg) = (n—1)20A,0 —n|V,0).
k=1
Entdo, substituindo na equacao
Hessgf = (R; —A)g
tem-se
Hessgf = | (n— 1)(2(pAggD—n]Vg(p|2)—7L}g. (3.3)
De modo a calcular Hess; f.
Lembre-se que o tensor Hessiano de f em coordenadas locais € dado por
Hessg 1] —fx,xj ZF ka; (3.4)

€8
onde Fk s@0 os simbolos de Christoffel da métrica g. Para i, j, k distintos, com g = & _ 5%

02 @2

e g’] =0 26;6; j- Pelos calculos apresentados no Teorema 2.1 do capitulo 2 os simbolos de
Christoffel na métrica conforme a métrica pseudo-Euclidiana sdao dados por

=0, Ti-= _%, I — g,sk% e Ti= _%.
Assim, subtituindo na equacdo (3.4), obtemos
Hessz(f) = fux; Puf, + (Px]_fx, — Zn: 5ij8i€k%ka- (3.5)
% = ¢
Se i # j, segue-se que
Hessg(f) = fuux; + (Px;pij + (Px]fo, (3.6)

_ &0
Note que, g = W

com i # j implica § = 0. Portanto, pelas equagdes (3.3) e (3.4) obtemos

fxin q)x,-fx]' n q)xjfxi
¢ ¢

Agora, consideremos i = j; a equacao (3.5) é da forma

=0.

Hess(f) = fox + 2‘px’f N g Z g D o 3.7)
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€ 51]
(pz

Por outro lado, g = —. Assim, pelas equacdes (3.3) e (3.7), tem-se que

fx,x, +2(px(lpfxz & Z Sk(p(;kka — q) [(n— 1)(2(pAg(p n|vg(P| )
k=1

2
satisfazem as equagodes (3.1) e (3.2).

Reciprocamente, seja g = (’% a métrica conforme de g. Suponha que as fungdes f e ¢

Por um lado temos que

(Pxiij- + (ij-fxi _ <

oy
Hessgz(f) = frp; + 8ij€i€k— fy-

Por outro lado, obtemos que

€;0;j

(Rg—A)g =3 | (n—1) (2080 — n|V,0) ~ 1.

Agora, analisaremos dois casos, a saber, i # j e i = j. Quando i # j, temos por defini¢do

de &;; e pela equagdo (3.1), que
Hessgf = (Rg —A)g.
No outro caso, considere i = j. Pela definicdo de 9;; e pela equagio (3.2), segue-se que

Hessgf = (Rg —A)g.

Logo, pela equagdo (1.14), (R", g, ) é um séliton gradiente de Yamabe com fungéo potencial

f O

No proximo resultado, mostraremos o sistema de equagdes diferencidveis ordindrias que
as funcdes f e @ satisfazem, quando o soliton gradiente de Yamabe dado no Teorema (3.1) é
invariante sob a a¢do de um grupo de transla¢do de dimensdo (n—1).

Teorema 3.2. Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano, n > 3, com coordenadas x =
(X1,...,%) € gij = €0;j . Considere as fungées diferencidveis ¢(&) e f(&), onde § =
n n

n
Z oy, o €ER, e Z 8koc,f = &, ou Z ek(x,f = 0. Entdo g = % € um soliton gradiente de
k=1 k=1 . k=1 . ¢
Yamabe com fungdo potencial f se, e somente se, Q e f satisfazem

]
f// _|_ 2QD f O, n
se Y &0 = g, (3.8)

~9'of = (1= 1) 209" ~n(¢'?| — &, A =1
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o' f

f// _|_ 2_ — 07 n
¢ se Y gog=0. (3.9
A =0, k=1
Demonstragcdo. Seja g = % a métrica conforme a g. Para a escolha de um vetor nao nulo
o= (ay,...,o0) considere a funcéo

E:R"—R

x— E(x) = (o, x).

Como estamos assumindo que ¢ (&) e f(&) sdo fungdes de &, entdo as derivadas com respeito

a i—ésima coordenada x; e a j—ésima coordenada x; sdo
P ol o ./
P, =@, fo=[ 0 @u =00, e fu;=[f oQ;.

Pelo Teorema (3.1), as fungdes ¢ e f satisfazem as equagdes (3.1) e (3.2). Assim,
substituindo as expressdes acima em (3.1), obtemos

o'aif o 4 o'aif o

oo+ =0, i#].
e ¢
Portanto, se existir i, j com i # j tal que ¢;¢t; # 0, entdo
! ¢/
72l o,

Pela equacdo (3.2), temos

n

=Y @0 {0'f + (1= D20¢" ~n(¢/7] } + 4 =0. (3.10)
=1

k

n
Fazendo Z €k, OC;? = &,, obtemos
k=1

—9¢'f' = (n—1)20¢" —n(¢)*] — g, A.

n
Agora, consideremos o0 caso Z Ek, Ot,% = (. Substituindo na equacgao (3.1), temos
k=1
o'f
f// +2
25

>OCZ'OC]' =0.
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Como Z skoak 0, entdo existem i € j, com i # j, tais que @;@; # 0. Assim,
k=1

¢'f

' +27L =o.

Dai, pela equagdo (3.10), temos A = 0.
n
Agora, consideremos o caso em que 0, = 1 e oy = 0, V k # ko. Assim, Z £k(x,f = &,-

k=1
Por conseguinte,

! ¢!
(f”+2%)akak0:0, Vk k.

Segue-se de (3.10) que
—0¢'f = (n—1)209" —n(¢')’] — &, se i#ko.

n
Se i = kg, onde Z ekoc,% = 0, entdo a equagdo
k=1

! ¢! n
q)(pf Jeio2o? ~ Y e, 02 { 09/ 1+ (1~ 1)2pg" —n(¢/] } + 2 =0
k=1

<f//_|_2

reduza-se a L
f// + 2 (p f — 0

Reciprocamente, suponha que as fungdes @ e f satisfazem os sistemas (3.8) e (3.9).
Entdo, as equacdes (3.1) e (3.2) sao facilmente satisfeitas. Logo, pelo Teorema (3.1) temos

que (R", g, f) é um soliton gradiente de Yamabe com fungdo potencial f. [

Nos resultados seguintes, iremos caracterizar as solu¢cdes quando o soliton gradiente de
Yamabe é estdvel, isto é, L = 0.

Teorema 3.3. Sejam (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano com n > 3, coordenadas x =

(X1,...,%) € gij = 0;j€&. Seja g = % um soliton gradiente de Yamabe estdvel, com fungdo

potencial f. Entdo ¢ e f sdo invariantes sob agdo de um grupo de translagdo de dimensdo

n— 1 cujo invariante bdsico é & = Z oy Xy, onde o0 = Z Ocka— é um vetor ndo nulo com
= Xk
; k=1
Z = & se, e somente se, ¢ e [ satisfazem
¢ S+v
—do = 3.11
I e riiee G
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€)= YeR (3.12)

onde v, B € R, ¥+ B% # 0. Em particular, quando y = 0, entdo f é constante e (R",g) é um

soliton gradiente de Yamabe estdvel trivial.

n
Demonstracdo. Considere a fungdo & : R” — R dada por £ (x) = Z oy, 0y € R e as
k=1

n
funcdes diferencidveis (&) e f(&), Z &0} = &,. Pelo Teorema (3.2), (R, g) é um soliton
k=1
gradiente de Yamabe estdvel com funcdo potencial f, se e somente se, ¢ e f satisfazem (3.8)

com A = 0. Assim,

! ¢!
f”+2%:o.

Tomando y = f’ na equacio acima, esta é equivalente a equagio diferencial ordindria de
primeira ordem
(p/
y/—I—ZEy:O, (3.13)

cujo fator integrante € dado por

o(f) =25 = g2

Multiplicando a equacao (3.13) pelo fator integrante, obtemos

0%y +20¢'y =0,

que € equivalente a
(9y) =0.

Assim, integrando a tltima expressdo com respeito a &, concluimos que

Y
POR

' = R. 3.14
f 0 V€ (3.14)

Substituindo (3.14) na segunda equacdo do sistema (3.8), obtemos

_ Z: n— " _n N2
% (n—1)20¢" —n(¢)7],
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que € equivalente a equagdo

09"~ 50+ =0, (3.15)

Considere ¢(£)'72 = w(&); derivando

n

w%é%=<l—5>¢‘%¢’<a w%é%=(l—g)¢‘%*(¢¢”—30Wﬁ)-

Agora, substituindo as expressdes acima na equacgdo (3.15) tem-se que

0 (&) + 57,y ()(8)7 =0 (3.16)

Integrando a equacao (3.16), obtemos

w%5%+%n%qi512fwéﬂ3::c,<56R.

E entao,
/ ! do=¢§+ eR
— — 3 =&é+v, veR.
2(;1}:(1)(n)+2)a’(é)”*2 d
Como @(£)'72 = w(&), entdio
(n—2) 1 B
3 T ode=Et

Como o € uma constante qualquer, temos que

¢ E+v
/y_5<p3+1d(p: (n—1)(n+2)’ rHB#0,

onde 3 € R.

Reciprocamente, suponha que as fungdes ¢ e f satisfazem as equagdes (3.11) e (3.12).
Pelo sistema de equacdes (3.8) do Teorema (3.2), temos que @ e f sdo invariantes sob a a¢@o
de um grupo de translagdo de dimensao n — 1. 0

Teorema 3.4. Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano com n > 3, coordenadas x =
(X1,...,%n) € gij = 0;j€&. Seja (R",g), um soliton gradiente de Yamabe estdvel com fungdo

potencial f. Entdo ¢ e f sdo invariantes pela acdo de um grupo de translagdo de dimensdo
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n n
n— 1, cujo invariante bdsico é & = Z oy xy, onde O = Z O"‘a_ € um vetor tipo luz, isto é,
Xk
k=1 k=1

n
Z 8/(06,? = 0 se, e somente se, ¢ é uma funcdo diferencidvel qualquer ndo nula e
k=1

16)=7 [ Sogde. a.17)

Demonstracdo. Por hipétese (R", g) é um soliton gradiente de Yamabe estével, isto é, A =0

n
e Z eka,f = 0. Assim, pelo Teorema (3.2), sistema de equagdo (3.9), temos
k=1

2 o,
Tomando y = f’, tem-se
(p/
y’+25y =0 (3.18)

com fator integrante

of) =25 = g2

Multiplicando o fator integrante na equagdo (3.18) e, em seguida, integrando com respeito a

&, temos que

e
27

f’z(p YeER

isto é,
1) =7 [ Sogde.

Reciprocamente, suponha que ¢ seja uma funcdo diferencidvel nao nula. Derivando a

equacao (3.17) tem-se que
o'f
f// + 2_ — O7
¢

com A = 0. Logo, pelo Teorema (3.2) segue o resultado. [

3.2 Exemplos

Exibiremos agora, alguns exemplos dos Teoremas (3.3) e (3.4).
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Exemplo 3.1. Se considerarmos ¥ # 0 e f = 0 no Teorema (3.3), entdo temos pela equagido

(3.11) que
/ é
(”‘f’z)

isto €, : )
27(E+v
20EY — _
P = G 2)
Substituindo na equagdo (3.12), fornece
1(n—1)(n+ 2)

e

Integrando a tltima expressido com respeito a &, tem -se que

7(§)= 5(n—1)(n+2) ]+,

onde y(& +v) > 0.

Portanto, § = E ¢ um soliton gradiente de Yamabe estdvel em um semi-espaco de R”,
com fungao potencial f.
6
Exemplo 3.2. Considere (R, g) um espaco pseudo-Euclidiano de dimensdo 6 e & = Z Oy,

k=1

6
tal que Z ekoc,f = &,. Suponhamos Y8 > 0. Assim, pela equacdo (3.11), temos que
k=1

(0] é-i—v
do = ,
/Y—ﬁfp4 ?= 50

(61— Leon ((EEDVE)

Por outro lado, pela equacdo (3.12), teremos

ou seja,

(&)= ! ,
)

\/%coth (—(§+v2)0\/W

isto é, integrando com respeito a &, obtemos

f€)=201n | orn (M)} ,

20
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onde & +v > 0. Segue-se que g = % € um soliton gradiente de Yamabe estdvel em um

semi-espaco de RS, com funcdo potencial f.

Exemplo 3.3. Considerando as mesmas condi¢des do Exemplo (3.2), se as constantes y ¢ 3
satisfazem Y < 0, entdo podemos resolver as equacdes (3.11) e (3.12). De fato, obtemos

pela equacdo (3.11)

(&)= | FJtan (sen 70 D),

E pela equacdo (3.12) temos que

(E+v) Wﬁ!)],

f(E)=20In {sin (sgn 3

(E+v) V7B
20
de Yamabe estdvel em um semi-espaco de RS, com func¢do potencial f.

ondeE+v>0e0<sgny

< m/2. Segue-se que § = % ¢ um soliton gradiente

Para o préximo exemplo, consideremos (R", g) um espago de Lorentz, isto é, R" munido

com a métrica
n—1

g((xl7' "7xn)7(y17"'7yi’l)> = in)’i—xn)’n-

i=1

Diferente da métrica Euclidiana, esta métrica ndo € necessariamente positiva definida.

Exemplo 3.4. No Teorema (3.4), seja (R",g) um espaco Lorentziano com coordenadas

x = (x1,...,X,) e assinatura &, = —1, & = 1, para k > 2. Considere & = x| + x; € escolha

¢(8) = 1_:52-

Entao,

1
T 0298

—(1+E%2% e f’<&>=¢2{5).

Segue-se que
7&) =7 [a+82as =y (1438 + 489,

onde y € R\ {0}.
Portanto, (R",g) é um soliton gradiente de Yamabe estdvel, com fun¢do potencial f.
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3.3 Soliton gradiente de Yamabe estavel semi-Riemanniano

completo

Consideremos o soliton gradiente de Yamabe do Exemplo 3.4, conforme a um espaco de
Lorentz.

Em [8], temos uma relagdo entre as conexdes de Levi-Civita V e \% correspondentes a g €

1
g= Y g, respectivamente, dada por:

- 1
Vet = Va¥ = [(XQ)Y + (V)X —5(X.¥)V,o).

onde Z¢p = g(Vy¢,Z) e X,Y,Z sdo campos de vetores em R". Também em [8], obtemos uma

D D
relacdo entre as derivadas covariantes o7 e o para uma curva qualquer ¢ : I C R — (R", g),
expressa por:

D / D / 1 / !/ / /
a? =t 2000000 ~g(0', 9" grads). (3.19)

Seja (R", g) um espago de Lorentz com coordenadas (xi,...,x,) € assinatura & = —1,
& =1, para k > 2. Considere

E=xitum, g=(+80 e f=yE(1+38+8"),

onde y € R\ {0}. Entdo, afirmamos que (R", g, f) é um soliton gradiente de Yamabe estdvel

completo com fungdo potencial f. De fato, considerando & = Z gog,onde oy = =1e
k=1
n
oy =0 paral > 3, temos que Z ekalf = (. Considerando a aplicagcdo conforme
k=1

®(&) 2%52,

segue pelo Teorema (3.4) que f € a fun¢do pontencial do soliton gradiente de Yamabe estdvel
(Rn7 g_7 f) *

Provaremos agora, que (R",g, f) é um séliton gradiente de Yamabe estdvel completo.
Para isso, iremos mostrar que qualquer geodésica ¢ (x;(z),...,x,(7)) estd definida para todo

t € R e para isso, faremos uso do seguinte resultado que pode ser encontrado em [12].
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Teorema 3.5. Suponha que S seja um retdngulo
|x_x0|§a7 |y_y0|§b7 (a7b>0)7

ou uma faixa
x—xo| <a, |y[<eo, (a>0),
af ..
e f:S— Rtal que 3 existe, ¢ continuo em S, e
y
d
a_f(xay) SK, ((X,y)ES),
y
para algum K. Entdo f satisfaz a condi¢do de Lipschitz em S com constante de Lipschitz

igual a K.

n

d .
Como Vg = Z Si(le'g’ a curva ¢ é uma geodésica em (R", g, ), se e somente se,
i=1 i

0,

ST
Il

isto é, pela expressao (3.19) se as fungdes coordenadas satisfazem

xi () = % [2%@0 0 §)x}(t) — €04 kéek(x;(t))z], 1<i<n.

Portanto, para l > 3, oy = 0, temos

1
Como ¢(§) = Trer segue-se que

40 =~ ).

Fazendo y;(t) = x)(t) na dltima equagio, obtemos

(1) + %yz(t) =0, (3.20)
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cujo fator integrante € dado por

(@) = T ) = (148,
Dai, multiplicando-o na equagdo (3.20), tem-se que

(01 +E2) +4EE (1+ &%)y, (1) =0,

18to é,
b (1) (1+&%)%) = 0.

Integrando a equagao acima, obtemos

k
xX(t) = ﬁ k; € R. (3.21)
Como ¢ = (11—&2)2, concluimos que
" 1 d / 2
xy(t) = 5{2E(¢0¢)X1( ) — €100 ¢ Zek x.(1)) ]
_AEE’ , 2 , 2
:(1+§2)[1+€§2x1(0_1+€§2< X"+ 2+Z( 1+§2 ) )}
_455/ / 25 / /
= 1+§2x1(f)— 1+52[(x1)2+(x2)2+ml_23k12]-
Logo,

" 2 N2 2EG
Xy (t) = — ffi)z - (1552)5’ (3.22)

n
onde 6 = Z klz. Analogamente, obtemos
=3
1 d / < / 2
—[27-(000)55(1) — 2020z Y &x(;(1))?]
k=1

_QEE! 2 ) , 1 <
1+€§2 (f)+1+iz [(x1)2+(x2)2+ml§kﬂ-

Logo,
"2 =
X (1) = —212’:&)2 + (135;)5' (3.23)
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Como & = x| + xa, segue das equagdes (3.22) e (3.23) que

p 48
5 + 1+§2 _07
isto €, B
k _
é“=a:3?p7 keR. (3.24)

Substituindo (3.24) nas equagdes (3.22) e (3.23), concluimos que

—2(6 —k?)(x1 +x
xi(1) = (zl(i(x]jl(le)j);) e %)=

2(6 — k%) (x1 +x2)
(T4 (1 +x2)2)°

Dai, obtemos o sistema

, =2(6— k) (x1+x2)

) = (1 —|—§x1 +x2)2)5
s, 26 =R)lu+ )
27+ ()lccl +x2)2)3

X = ! >3

Observe que as fungdes

X+y
hix,y) = ———
&) [1+ (x+y)?]
© 1
g(x,y) —m

sao diferencidveis em todo ponto.
Temos que a derivada parcial de 4 em relagdo a y existe e, pela desigualdade do valor

médio, temos que
o _ <l9<x+y>2)2< 81([1+<x+y>2}>2
dy (1+@x+y2)°) ~ 1+ x+y)2]°)

|h(x,y1) —h(x,y2)| <9|y1 — 2

Portanto,

Y




3.3 Soliton gradiente de Yamabe estdvel semi-Riemanniano completo

66

isto é, h(x,y) satisfaz a condi¢do de Lipschitz.

Analogamente, obtemos

’ag‘_\/

Portanto,

16(x+y)2

16[1+ (x+)?]

(14 (x+9)?]°

<

(14 (x+9)2]°

|g(x,y1) —g(x,2)| < 4|y1 — a2,

isto é, g(x,y) também satisfaz a condic@o de Lipschitz
Logo, as solugdes do sistema existem para todo ¢ € R. Assim, toda geodésica ¢(t) esta

definida para todo 7 € R, isto é, (R", g, f) é geodesicamente completa.
Agora, vamos calcular o tensor de Ricci e as curvaturas seccional e escalar de (

(i) Curvatura seccional

(;xl’ 8(1 ) =Ruu = % [F{]Ffs—l“fll“ll,+;ml“’“ - aarﬁ]
[ X 2 X X X
B (B 2)- (-2
1 /o X N rix X
() (e
Note que,
(p(@:(l—i—léz)’ onde & =x;+xo.
Entao,
) )
Ty © T avey
Dai, , ,
¢ o
By
Logo, ,
d 0 2(1—3&2)
K(a—m,a—x) =T 123

<4,

7 @
|

g P
¢

)_

d

ox1

(_

'
¢

R", g, f).

)
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Por outro lado,

a a _ _ 1 s 1 s 1 a ') a )
K(sza 87@) =Rop = Pl |:F22Fls —Iplne+ ajclrzz - a*xl_rzz}
1T 0 0
=2 _Fézrh +T5,I, — (T))* + ajclrlzz - Tmrfz}
L e @ (P (P2} (PN D Pu) O (P
_(p2_<€281(p>( (p>+<(p> ((p>+8xl(82£l(p) axz( (pﬂ
L (e (PN (Pn) Pun  (Pn)?
7(p2_<(p)+<q)) ((p>+(p ((p)]
2(1-3&2)
=" [>13
(L+e2)* "
Portanto,
a2
K(Li) _ _K(i,i> _20-36%)
8)61 8)61 8)62 8xl (1+€2)4
J d 1 ; s d a
K<8_x1’8_x2> =Rz = Pl [Filrzs—rilrlﬁa—xzrn - a—xlrm}
1 0 0
=2 [Fhﬂm +TH T, — I T =TT, + a—xzrln - a—xlrlzl]
1 N X 0
() (a0 - (-2 ()« 2 (2]
¢ ¢ ¢ ¢ ® X2 ¢
Logo,
Jd 0
k(220
axl 8x2
Portanto,
Jd d R N s 1l J Jd
K(TX,», aixl) - (Pi _Frrrls - 1—‘lrr‘rs + aixlrrr - Txrr‘lr]
1 0 0
= E _r‘lrrgl + FErF;Z - (Fér)z + Tmrir - T)Crr;r}
(e P (_Ou P\ (P _(P) 9 (o Pu)_ 9 (O
_(pz_(‘gﬂSl (p)( (p)+(8r82(p><(p> ((p) +8xl<8r81(p> 8xxr((p

— (9‘2;1)2_ (%)2 =0, nl>3.

(ii) Tensor de Ricci

)



3.3 Soliton gradiente de Yamabe estdvel semi-Riemanniano completo

O tensor de Ricci em coordenadas locais,

n n
Rj=Y Y & Riijm.
k=1m=1

Portanto, quando 1 < i, j <2 com —q02R1111 = q02R1212 =0, teremos
1—3&2
Rii=-2 2) ———.
I (R

Paraocasor, [ >3, com (szrm = 0, tem-se que
R, =0.

(iif) Curvatura escalar

Quando 1 <i,j <2 temos que

2 2
Rz = trago{Ric} = Z Z g'Rij=g"Ri1+87Rn=—¢’Ri1 + ¢°Rn

1-3 1-3
(e #20 Di g O

Analogamente, para o caso r, [ > 3, tem - se que

r=31

= (p22(n —1)

—rl
rer_

-

3

ou seja, a curvatura escalar R; € flar.
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CAPITULOA

Grupos de simetria

Neste capitulo, seguiremos os passos descritos em [19], afim de fornecer ao leitor
um método para encontrar o grupo de simetria de uma determinada classe de equagdes

diferenciais parciais.

Calculo dos grupos de simetria

Consideremos S um sistema de equacdes diferenciais com p varidveis independentes x =
(X1,...,%p) e q varidveis dependentes u = (u,...,uy). Seja X = R”, com coordenadas x =
(x1,...xp), representando o espago das varidveis independentes e U = RY, com coordenadas
u = (uy,...,uy), representando o espago das varidveis dependentes. Temos a seguinte

definicdo:

Definicao A.1. Seja S um sistema de equagdes diferenciais. Um grupo de simetria do
sistema S € um grupo local de transformacdes G agindo em um aberto M C X x U com a
propriedade de sempre que u = f(x) é uma solucéio de S e sempre que g - f estd definido

para g € G, entdo u = g- f(x) é ainda uma solug@o do sistema.

Assim, consideramos um grupo de transformagdes agindo em um subconjunto aberto M C
X x U, onde X e U sdo os espacos das varidveis independentes e das varidveis dependentes,
respectivamente. Agora, iremos prolongar o espaco base X x U para um espaco que além
de conter as varidveis dependentes e independentes contenha as derivadas das varidveis
dependentes.

Dada uma fungéo diferencidvel real f(x) = f(x1,...,x,) de p varidveis independentes,

_ [ ptk-1
Pk = X

existem
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diferentes derivadas parciais de k-ésima ordem de f, onde representamos o multi-indice por

% f(x
a]f(x> - p) ( )a )
Kiy X T Rk
para estas derivadas. Nesta notagdo, J = (ji, ..., jx) € uma k-upla de inteiros ndo ordenados,

com entradas 1 < ji < p, indicando quais derivadas estdo sendo tomadas.

O espaco total X x U (m), cujas coordenadas representam as variaveis independentes,
varidveis dependentes e as derivadas das varidveis dependentes até ordem n € chamado
espago de jatos. Um ponto do espago de jatos é denotado por (x,u™), onde u" = pr™u(x),
chamado o n-ésimo prolongamento de u. Mais precisamente, dada uma funcao diferencidvel
u=f(x), f: X — U, de X CR? para U C RY, entdo pr(")u(x) € uma funcio de X no
espaco U () que, para cada x € X, associa um vetor tal que suas coordenadas representam os

valores de u e suas derivadas de ordem n no ponto x.

Exemplo A.1. Consideremos o caso p =2, g = 1. Entdo X = R? tem coordenadas (x1,x2) =
(x,y) e U = R tem coordenadas u = f(x,y), o segundo prolongamento u® = prl f(x,y) é
dado por

(U5 U, Uy Uiy, Uy, Uy ).

Um sistema, S, de equacdes diferenciais de ordem n em p varidveis independentes e ¢

variaveis dependentes, ¢ dado como um sistema de equagdes
A, u™y=0,  v=1,...,1,

envolvendo x = (x1,...,xp), u = (ui,...,uy) e as derivadas de u com respeito a x até ordem

n. Assim, consideremos a aplicacdo diferencidvel
A:XxUM — R
onde assumiremos que as funcoes
A, u™) = (Ag (x,u™), . A (x,u™)),

sao diferencidveis em seus argumentos. Quando A=0em X x U (”), o sistema S determina

uma subvariedade
Spa= {(x,u(”)) : A(x,u™) = 0} CXx U,

Deste ponto de vista, dizer que u ¢ uma solugdo do sistema S € equivalente a afirmar que

o gréfico do prolongamento pr(”)u(x) ¢ um subconjunto da subvariedade S), determinada
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pelo sistema. Podemos assim, tomar um sistema de equagdes diferenciais como sendo uma
subvariedade Sp do espago de jato X x U ) ¢ uma solucdo do sistema como sendo uma
fun¢@o cujo grafico do n-ésimo prolongamento estd contido na subvariedade Sy.

Agora, suponha que G é um grupo local de transformacdes agindo em um subconjunto
aberto M C X x U do espaco das varidveis independentes e dependentes. Apds prolongarmos
0 espaco base, iremos prolongar a acdo induzida por G no espago de jatos M () chamada
n-ésimo prolongamento da acdo de G em M é denotada por pr(”)G. Este prolongamento
¢ definido de forma que transforma as derivadas de uma fung¢do u = f(x) em derivadas
correspondentes a funcdo transformada 7 = f(%). De maneira mais precisa, determinamos a
acdo de uma transformacdo prolongada pr™ g no ponto (x0,up) €M ) por

prg - (xo,ul) = (%0,@5"),

onde

5" = pr®) (g u) ().

Prosseguindo, nosso objetivo € obter um critério para estabelecer que um grupo local de
transformacdes seja um grupo de simetria de um sistema de equagdes diferenciais. Para isto,
precisaremos de mais alguns resultados.

A seguir, vamos definir o prolongamento dos geradores infinitesimais definidos sobre
X x U para o espago de jatos X X U™,

Definicao A.2. Seja M C X x U um aberto e suponha que v € um campo vetorial em M,
com correspondente grupo a 1-pardmetro exp (€v). O n-ésimo prolongamento de v, denotado
por pr(”)v, serd um campo vetorial no espago de jatos M (") & ¢ definido como gerador
infinitesimal do correspondente grupo a 1-parmetro prolongado pr[exp (ev)]. Em outras

palavras,

n d n n
prt )V’(x,u(n)) = e pri®) [exp (ev)] (x,u™),
e=0

para qualquer (x, u(”)) eM™,

Podemos agora, definir o critério infinitesimal para um grupo G ser um grupo de simetria
de um dado sistema de equacdes diferenciais. Para isto, precisamos da seguinte defini¢do:
Definicao A.3. Seja

Av(x,u™y=0,  v=1,...,1,

um sistema de equacdes diferenciais. O sistema € dito de posto mdximo se a matriz Jacobiana

JA<x7u(n)) _ (aAv 8Av>

8x,~ ’ 8u§x
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de A com respeito a todas as varidveis (x,u"”)) é de posto I sempre que A(x,u!™) = 0.

A seguir, apresentaremos um importante resultado que determina quando um grupo
local de transformagdes é um grupo de simetria do sistema de equacdes diferenciais. A

demonstracdo deste resultado pode ser encontrada em [19].

Teorema A.1. Suponha que
Av(x,u(")):O, v=1,...,1,

é um sistema de equagoes diferenciais de posto mdximo, definido sobre M C X x U. Se G é

um grupo local de transformacées agindo em M, e
pr(”)v[Av(x,u("))] =0, v=1,...,1 sempreque A(x,u(")) =0, (A.1)

para todo gerador infinitesimal v de G, entdo G é um grupo de simetria do sistema.

Veremos agora, como € dada a prolongacdo do campo vatorial. Para isto, precisamos da

seguinte defini¢ao:

Definicao A.4. Seja P(x,u") uma funcdo diferencidvel de x, u e as derivadas de u de ordem
no méximo n, definida em um aberto M"Y C X x U™, A derivada total de P com relagdo a

n+1)

x; é a tinica fungdo D;P(x,u" 1) definida em M ( com a propriedade de que se u = f(x),

entao

D;P(x, pr("+1)f(x)) = aiXi{P(x, pr(”))f(x)}.

Em geral D;P pode ser obtida pela expressdo

Db 8x, azlzf’a @

onde J = (ji,..., jx) ¢ multi-indice de ordem k

ok+1) 0

o
Uuy; — .
S 8xl~8xh R ax]'k

O seguinte Teorema completa um método para encontrar o grupo de simetria de um

sistema de equagdes diferenciais.

Teorema A.2. Seja
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um campo vetorial definido em um subconjunto aberto M C X x U. O n-ésimo prolongamento

de v é o campo vetorial

(A.2)

definido no espaco de jatos correspondente M ) X xU™, onde a segunda soma ¢é feita
sobre todos os multi-indices J = (ji,...,jx), com 1 < jp, < p, 1 <k <n e os coeficientes

q)(OJ‘) de pr(”)v sdo dados pela seguinte formula:

D

p .
0 (x,u™) =D, (¢“ -Y 51”0671') +Y E(uay),i; (A3)
i=1

i=1

onde u It e (ugy),i It
o = aJ)l= .
! 8x,~ ’ 3)6,‘

O Teorema (A.1) juntamente com as expressoes (A.2) e (A.3) fornece um método efetivo
para encontrar o grupo de simetria (conexo) mais geral de quase todos sistema de equagdes
diferenciais.

Resumindo o método

- Primeiro consideremos os coeficientes &' (x,u) € ¢*(x,u) do gerador infinitesimal v de

um grupo de simetria a 1-parametro hipotético como funcdes de x e u desconhecidas;

- Os coeficientes q)(oj‘) do gerador infinitesimal prolongado pr(”)v serdo expressoes envol-
vendo derivadas parciais de £’ e ¢% com respeito tanto a x quanto a u;

- Em seguida, aplicamos o Teorema (A.1), entdo as equagdes irdo envolver x, u € as
derivadas de u com relacdo a x, assim como &', 9% e suas derivadas parciais com

relacdo a x e u;

- Depois de eliminar quaisquer dependéncias entre as derivadas de u causadas pelo
sistema, podemos entdo igualar a zero os coeficientes das derivadas parciais indepen-
dentes de u. Obtemos assim, um grande nimero de equacdes diferenciais parciais
elementares para as funcdes &' e 9%, chamadas equagdes determinantes para o grupo
de simetria do sistema dado;

- A solucdo das equacdes determinantes ird determinar a simetria infinitesimal mais
geral do sistema. Finalmente, o grupo de simetria pode ser encontrado exponenciando

0s campos vetoriais dados.
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Agora, ilustraremos este método calculando os grupos de simetria da equacao do calor.

Exemplo A.2. A equacdo do calor. Considere a equagado para a conducdo de calor em uma
haste unidimensional dado por

U = Uxx.

Note que neste caso, temos duas varidveis independentes, x e ¢ e apenas uma dependente, u.
Portanto, temos que p =2 e ¢ = 1 na nossa notacio. A equacao do calor é de segunda ordem,

n =2 e podemos identificd-la com a subvariedade linear em X x U (2) determinada por
A(x,t,u(z)) = Uy — Uy

Seja
d d d
v:é(x,t,u)a+‘C(x,t,u)§+¢(x,t,u)£ (A4)
um campo vetorial em X x U.
Queremos determinar todos os coeficientes possiveis &, 7 e ¢ tal que o grupo a 1-

pardmetro exp (€v) é um grupo de simetria da equagdo do calor. De acordo com o Teorema

(A.1), precisamos saber o segundo prolongamento

d d d d d
prPv=v+ D) T + 0 o + Or) EP + O EP + 0w Dt

X t XX Xt

de v. Quando aplicamos pr(z)v a equacdo do calor, teremos pelo critério infinitesimal
pr(z)v[Av(x,t,u(z))] = pr(z)v[ut — Uy = 0.
Dai,
(p(l) = (p(xx)v (A.5)
que deve ser satisfeita sempre que u; = uxy. Temos que os coeficientes da prolongagéo ¢, e
@(xx) sdo dados por:
Oy = Di (¢ — Euy — Ty ) + Sty + Tuty
= D19 —uyD;& —u; D, 7
— ¢t - @Mx + (q)u - Tt)ut - éuuxut - Tuutz
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¢XX = D)zc((p - gux - T”l) + guxxx + Tlyxt
= D%‘P - unyzcg - utD_%T - 2uxxDx§ —2uyDyT
= (Pxx + <2¢xu - éxx)ux — Tl + (¢uu - ngu)uyzc — 2Ty Uy lly

3 2
- éuuux — Tyulhy U + (q’u - Zéx)”xx — 2Tyl — 3§uuxuxx — TyllyUyy — 2Ty Uxly; .
Substituindo os coeficientes dados acima em (A.5) e subtituindo u; por uy,, obtemos

¢t - ét”x + (¢u - Tl)”xx - 5uuxuxx - Tuu)zcx =
¢xx + (2¢xu - 5xx>ux — Tyxlxx + ((Puu - 2€xu>u;25 — 2T Uyl — guuui

— ”L'Wuiuxx + (0 — 2&  upx — 2Tyt — 3E Uyt — Tuu)zcx — 2T, Uy Uy

Equivalentemente,

(Pt - (pxx + (gxx - ét - 2¢xu)ux + (zéxu - (Puu)u)zc + éuuu; + ((pu — T+ Tox — (Pu + zgx)uxx
+ (2T — &y 4+ 3E) )ttty + (‘L'W)u)zcuxx + (T, — Tu)u)zcx + (27 )iy + (27, ) uxttyy = 0.

Agora, igualando a zero os coeficientes dos mondmios nas primeiras e segundas derivadas

parciais de u, encontramos as equacdes determinantes para o grupo de simetria:

Monomios Coeficientes
Uy Uyt 7, =0
Uy T,=0
u)zcx T+ 7, =0
Ukt Tuw =0
Uylhyy Eut T =0
Uxx T +28—1=0
i, Eui =0
u 26— Qus =0
Uy 5xx —2Qx — ét =0
1 ¢ — P =0

Resolvendo as equagdes determinantes acima, poderemos encontrar as expressdes para &,
T e ¢. Primeiro note que

7,=0 e 1,=0,
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entdo 7 € uma funcdo apenas da varidvel ¢. Segue dai, que
Txu+§u:0:>§u:07

tem-se que & ndo depende de u. A equagdo com coeficiente u,,, notamos que 7, = 2&,,

integrando esta equacdo em x, teremos

E(x,1) = %‘L}x—f- o(0), (A6)

onde ¢ ¢ alguma funcdo que depende apenas de t. Agora, com a equacdo com coeficiente u)zc,

(Puu - 2€xu = (Puu - 07

integrando duas vezes, obtemos que ¢ € linear em u

O (x,t,u) = B(x,0)u+ a(x,t),

para certas fungdes o e . Prosseguindo, por (A.6) temos que &, = 0, assim, a equac¢do com

coeficiente u,
& = —2px, (A7)

derivando (A.6) em relacdo a ¢, obtemos

1
ét = ET[[X+ G[.

Substituindo em (A.7) e em seguida integrando em x, tem-se

1 1
B= —grnxz — 5o +p(r). (A.8)

Finalmente, a dltima equagdo ¢, = ¢, exige que ambas @ e 3 sejam solugdes da equagdo do
calor
Oy = Olyy, Bt - ﬁxx-

Usando a forma para 8 dada em (A.8), obtemos

1
Tt =0, o04=0, p= —ZTn-

Assim, T é quadrdtica em ¢, ¢ é linear em ¢ e podemos entdo escrever & e ¢ diretamente

de p, o e 7. Como temos todas as equagdes determinantes satisfeitas, concluimos que a
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simetria infinitesimal mais geral da equagdo do calor tem os seguintes coeficientes

& =1 +cq+2c5t +4eent,
T=20C —|-4C4l‘—|—4c6t2,

¢ = (c3 — c5x — 2c6t — cex?)u+ at(x, 1),

onde cy,...,cq sa0 constantes arbitrdrias e o(x,¢) é uma solucdo qualquer da equagdo do
calor. Assim, a dlgebra de Lie da simetrias infinitesimais da equacdo do calor é gerada pelos

seis campos vetoriais dados abaixo:

Y —i
1= axv
_d
VZ— atv
v —ui
3= au7
v _Xi+2ti
YT T or
d
=2t— — Xu—
& ox ow
d d d
= dtx— + 41 — — (X° +20)u——
V6 x8x+ 3 (x*+ )uau,
e a subdlgebra de dimensao finita
d
va:a(x,t)ﬁ.

Onde o € uma solugao arbitrdria da equacao do calor.
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Os grupos a 1-parametro G; gerados por v; sdo dados abaixo. As entradas fornecem o

ponto transformado exp (€v;)(x,t,u) = (X,7,i):

Gl (X‘i'e,l’M)
Gy : (x,t+¢€,u),
Gs: (x,t,e u)
Gy : (efx,e”1,u),
Gs: (x+2¢t,t,u- el= 8x_£2’)),
X t (sz)
Gs : L u/T—derel D) ),
1 —4et 1 —et

Gy : (x,t,u+ea(x,t)).
O grupo a 1-parametro de simetria mais geral € obtido considerando a combinacdo linear
CciV1+...+ceve +Va,

dos campos de vetores, porém a formula explicita do grupo de transformacdes é muito
complicada.

Podemos obter as fungdes invariantes através dos geradores dos grupos de simetria e por
conseguinte podendo até reduzir o sistema de equacdes diferenciais parciais em um sistema
de equacdes diferenciais ordindrias.

Exemplo A.3. Considerando o grupo de simetria da equagdo do calor

Gy : (ex,e”t,u), €€R,

d d . .
gerado por v4 = x— + 2t—. O sistema caracteristico € da forma

ox ot
dx B dt
x 2t

Integrando, teremos que o invariante para este grupo € da forma

~
I
sy
D=
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Temos que as solugdes para o sistema reduzido dependem de novas varidveis, v = h(y).

Reescrevendo a equacao do calor, obtemos

1 3 %
Mt:_il 2xvy € uxx:%.

Assim,

1
Vyy + EyVy - 0

Logo, reduzimos uma EDP em uma EDO de segunda ordem.

Exemplo A.4. Consideremos agora, o grupo de simetria,

Gs: (x+2et,t,u-e =€) geR,

gerado por vs = 2ta— XU O sistema caracteristico € da forma
x u
dx  du
2t —xu

Integrando, teremos que os invariantes para este grupo siao da forma

2
y=1t, v=ue4.

Temos que as solugdes para o sistema reduzido dependem de novas varidveis, v = h(y). Dai,
2

X
reescrevendo a equacao do calor, com u = ve % , obtemos

x? —2 21 —x2
Uy = W%—Ev e | Uy = 4—t—Z ve 4 .

Portanto, a equacao do calor reduz-se a uma equacao diferencial ordindria de primeira ordem

2yvy+v =0.
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