
Grupos de Dëmushkin

Henrique Augusto Mendes da Silva e Souza

Orientador: Dr. Theo Allan Darn Zapata

Departamento de Matemática
Universidade de Brasília

Dissertação apresentada como requisito parcial para obtenção do grau de
Mestre em Matemática

Brasília, 26 de janeiro de 2021





Ficha catalográfica elaborada automaticamente, 
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

SSO729g
Souza, Henrique Augusto Mendes da Silva e

   Grupos de Dëmushkin / Henrique Augusto Mendes da Silva e 
Souza; orientador Theo Allan Darn Zapata. -- Brasília, 2021. 
159 p.

   Tese (Mestrado em Matemática) --Universidade de Brasília, 

2021.

1. Grupos de Dëmushkin. 2. Propriedade de Howson. 3. 
Retração Virtual. 4. Grupos de M. Hall. 5. Conjectura de 
Hanna Neumann. I. Zapata, Theo Allan Darn, orient. II. 
Título.



Dedico este trabalho a todes us colegas que me acompanharam como aluno da Universidade
de Brasília, tanto dentro e como fora do curso de matemática. Toda a nossa ciência vive
apenas enquanto for diálogo, comunicação, troca. Serei eternamente grato por todas as

oportunidades que vocês me ofereceram de vivenciá-la.



Agradecimentos

À minha família, e, em especial, aos meus pais1 Moacyr e Maria, pelo constante apoio
e suporte que me proveram ao longo da vida. Mesmo em face das incertezas, vocês nunca
hesitaram em me incentivar a correr atrás dos meus sonhos e objetivos. Mesmo nas quedas e
tropeços, vocês sempre me acolheram e me estimularam a continuar mirando alto. Sei que,
em vocês, sempre encontrarei um porto seguro.

Ao meu orientador, o professor Theo Zapata, que desde meus primeiros passos na
matemática me acompanhou, orientou e estimulou, e que não media esforços em garantir aos
seus alunos a oportunidade de receber a melhor formação matemática que o departamento
podia oferecer. Não obstante, a seriedade com trabalho que desenvolvemos nunca impediu
que nossos encontros, reuniões e mensagens fossem repletos de leveza, brincadeira e diversão.
O senhor é, e sei que continuará sendo, uma grande inspiração para mim e para todos os seus
orientandos e futuros colaboradores (como espero, um dia, me tornar).

À minha namorada, companheira, parceira de toda hora, paixão, confidente e amiga:
Carols1,私の愛する人。 Ela quem esteve presente desde o dia 1 do meu curso de mestrado,
quem acompanhou de perto as alegrias e as dificuldades, quem comemorou comigo os
sucessos e me consolou nos reveses, quem me inspira o com zelo, dedicação e carinho à tudo
que se propõe a fazer e quem me ouviu falar incessantemente e incansavelmente sobre as
diversas generalidades da vida matemática com ouvidos atentos e comentários alegres (além
de uma paciência estoica) pelos últimos dois anos. Que venham muitos mais momentos
compartilhados pela frente ♥.

Ao Nowras1, que se mostrou mais do que um colega e parceiro de estudos: um bom
amigo. Pelos conselhos matemáticos e pessoais, pelas noites (e, as vezes, também tardes)
no bar, por me apresentado desde ao Go até às álgebras simples centrais. No momento de
submissão deste trabalho, ainda esperamos pela próxima oportunidade para uma bebida e
uma boa partida em um tabuleiro 19x19.

À Bela e à Vivi, preciosas amizades com as quais não só cresci e amadureci como pessoa
(e fiz tudo isso me divertindo horrores) como também experimentei a matemática que não

1 que também leram, corajosamente, este trabalho e estiveram presentes em todas as suas exposições e na
sua defesa.



vi

se aprende na faculdade: a matemática conversada, cantada, discutida, dançada, desenhada,
interpretada, filmada, transmitida, compartilhada. Na dedicatória, repito a frase que aprendi
convivendo com vocês: “Toda a nossa ciência vive apenas enquanto for diálogo, comunicação,
troca”. Aguardo, ansiosamente, nossas empreitadas futuras.

Às amigas que me tornaram toda a jornada matemática melhor de uma forma especial:
à Luarinha (um beijo na Luna!), minha primeira amizade no curso, minha chefe no meu
primeiro emprego, uma grande colega nos estudos e nas disciplinas e, hoje, uma grande
professora e carinhosa mãe; à Mel, vida e alma daquele departamento, companheira de festas,
fofocas, estudos e intermináveis risadas; à Pat e à Bárbara, companheiras para toda situação,
pessoas queridíssimas que rapidamente passaram de desconhecidas no corredor à grandes
amigas que carregarei sempre no peito.

Às amizades de longa data que me seguiram nos anos de universidade: Brunão, Jobim,
Keka, Lilice, Marie, Ninna, Pablo, Ruan, Titi, Tomé, Tutu, Viny, Vitor, Zepp; mesmo os que
estão distantes, o carinho estará sempre próximo.

Às amizades e parcerias que fiz na matemática: Adler, Amadeus, Gabriela, Gérman, João,
Joana, Fleury, Mari, Miranda, Mirelly, Pedro, Roberto, Rodriguinho, Zaban.

Às amizades que fiz durante os anos de universidade: Bah, Clarinha, Estevan, Flavinha,
Hirata, Luana, Lucas Riecken, Manu, Marina, Marvin, Nathinha, Paulinha, Raul, Thalito,
Xiups.

À Profa. Sheila Campos, que não só esteve presente me recebeu de portas abertas em
todas as etapas do mestrado, como também sempre me incentivou a continuamente aprender
e dar o meu melhor. Como coordenadora dos seminários durante o estágio final do curso,
também exibiu atenção e dedicação ímpares em fornecer a melhor experiência académica
possível durante o período excepcional de pandemia.

Aos mestres que inspiraram na universidade: Prof. André Caldas, Profa. Aline Pinto,
Prof. Daniel Cajueiro, Prof. Elves Barros, Prof. Guram Donadze, Prof. João Paulo dos
Santos, Prof. Martino Garonzi, Prof. Noraí Rocco.

Aos servidores e técnicos da Universidade de Brasília, do Departamento de Matemática
e do Programa de Pós-Graduação, que trabalham arduamente para manter o programa
funcionando com excelência. Em especial, ao professor coordenador Carlos Alberto e às
servidoras Ingrid de Sousa e Marta Chagas, que estiveram sempre presentes para auxiliar os
alunos do curso.

À Bruna Scafuto, cujos questionamentos e conselhos não só vêm me ensinando a viver uma
vida mais plena, como também foram valor para superar os desafios pessoais e interpessoais
que surgiram na carreira acadêmica.



vii

À todas as amizades que não foram mencionadas, mas que estão registradas na memória
deste que escreve.

À CAPES e ao CNPq pelas bolsas de fomento à pesquisa concedidas.



viii

“Le savant doit ordonner; on fait la science
avec des faits comme une maison avec des
pierres ; mais une accumulation de faits n’est
pas plus une science qu’un tas de pierres n’est
une maison.”

(Jules Henri Poincaré)



ix
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Resumo

Os grupos de Dëmushkin compõem uma classe de destaque entre os grupos profinitos:
são aqueles grupos pro-p que satisfazem uma condição cohomológica análoga à clássica
dualidade de Poincaré em dimensão 2. Eles ocorrem naturalmente como quocientes pro-p
maximais de grupos de Galois de corpos locais e completamentos pro-p de grupos de
superfície. Esta dissertação apresenta a demonstração do Teorema de Classificação dos
Grupos de Dëmushkin como obtido através dos trabalhos de S. Dëmushkin, J.P. Serre e J.
Labute entre 1961 e 1967. Esta dissertação também coleta, em uma única fonte, as recentes
demonstrações de 2019 e 2020 da validade entre os grupos de Dëmushkin da propriedade
de Howson, da existência de retrações virtuais para subgrupos topologicamente finitamente
gerados e da conjectura de Hanna Neumann, seguindo os artigos publicados por P. Zalesskii,
M. Shusterman e A. Jaikin-Zapirain, bem como a caracterização dos grupos pro-p que
satisfazem a propriedade de M. Hall. Para estes fins, a teoria (co-)homológica dos grupos
profinitos e pro-p e algumas de suas aplicações são desenvolvidas a partir da álgebra elementar
dos grupos, além de também realizarmos um estudo da teoria de Bass-Serre profinita de
grupos agindo em árvores.

Palavras-chave: Grupos de Dëmushkin; Propriedade de Howson; Retração Virtual; Grupos
de M. Hall; Conjectura de Hanna Neumann.



Abstract

Dëmushkin groups comprise an important class of profinite groups: they are pro-p
groups which satisfy a cohomological condition analogous to the classical Poincaré duality in
dimension 2. They occur naturally as maximal pro-p quotients of Galois groups of local fields
and p-completions of surface groups. This dissertation presents the proof of the Classification
Theorem of Dëmushkin Groups as obtained through the works of S. Dëmushkin, J.P. Serre
and J. Labute between 1961 and 1967. This dissertation also gathers, in a single source, the
recent 2019 and 2020 proofs of the validity among Dëmushkin groups of Howson’s property,
of the existence of local retractions for topologically finitely generated subgroups and of the
Hanna Neumann conjecture, following the papers published by P. Zalesskii, M. Shusterman
and A. Jaikin-Zapirain, as well as the characterization of the pro-p groups which satisfy
M. Hall’s property. In the process, the homological and cohomological theories of profinite
and pro-p groups and some of their applications are developed from the elementary algebra
of groups, and we also include a study of the profinite Bass-Serre of groups acting on trees.

Keywords: Dëmushkin groups; Howson’s property; virtual retraction; M. Hall groups;
Hanna Neumann conjecture.
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Introdução

Os grupos profinitos e pro-p compõem uma importante classe de grupos topológicos,
sejam por suas conexões históricas com a Teoria de Galois ([NSW08, pp. vii-xii]), sejam por
suas recentes aplicações na Mecânica Quântica ([VVZ94, pp. ix-xviii]) ou seja pelo interesse
em suas próprias estruturas algébricas ([RZ10, pp. ix-xi]). Dentre esta classe de grupos,
os grupos de Dëmushkin que dão nome à este trabalho ocupam um lugar de destaque: são
grupos que satisfazem uma condição cohomológica análoga a clássica dualidade de Poincaré
para variedades reais em dimensão 2.

De forma mais precisa, um grupo pro-p G é dito um grupo de Dëmushkin se os grupos
de cohomologia contínua H i(G,Fp) = H i(G) de G com coeficientes no corpo finito de
p-elementos Fp satisfazem três condições:

D1 H1(G) é finito;

D2 dimFp H
2(G) = 1;

D3 O produto cup
∪ : H1(G)×H1(G)→ H2(G)

é uma forma bilinear não degenerada.

Como os gruposH1(G) eH2(G) determinam propriedades das apresentações pro-pminimais
de G, temos que D1 e D2 são equivalentes com G possuindo uma apresentação minimal
sobre d ∈ N geradores x1, · · · , xd com apenas um relator r. Além disto, a condição D3 irá
controlar as possíveis expressões para r em função de cada conjunto gerador de G.

O interesse original na álgebra dos grupos de Dëmushkin se deu pelo trabalho de S.
Dëmushkin, que em seu artigo de 1961 [Dë61] descreveu os invariantes numéricos d e q,
bem como forneceu uma fórmula para a apresentação pro-p de alguns casos particulares
destes em termos de d e q. Os trabalhos posteriores por J.P. Serre [Ser64] e J. Labute [Lab67]
obtiveram ao longo dos anos 60 do século XX uma classificação completa destes grupos em
termos de seus invariantes numéricos d e de seus invariantes ciclotômicos (algébricos) χ. Os
grupos de Dëmushkin também ocorrem naturalmente como completamentos pro-p de grupos
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fundamentais de superfícies compactadas [Ser64, p. 147] e como quocientes pro-p maximais
de grupos fundamentais étale geométricos [Win84, p. 557]. Assim, a estrutura algébrica
dos grupos de Dëmushkin, além de ser rica por si só e exibir fenômenos reminiscentes do
comportamento de grupos abstratos de superfícies, também possui importantes aplicações
aritméticas.

Os dois objetivos desta dissertação são:

1. Fornecer uma demonstração detalhada do Teorema de Classificação dos Grupos de
Dëmushkin e uma fórmula para seu invariante ciclotômico χ em função desta classificação,
como realizado em [Lab67, Teo. 3 e 4].

2. Explorar e demonstrar desenvolvimentos recentes acerca de propriedades combinatórias
dos grupos de Dëmushkin: as propriedades de Howson, retrações virtuais para subgrupos
finitamente gerados e a propriedade de M. Hall, seguindo [SZ19], e a desigualdade de
Hanna Neumann seguindo [JZS19].

Cada uma destas compõem as duas partes deste trabalho. A parte I resume as propriedades
elementares de grupos profinitos e pro-p, da homologia e da cohomologia destes, além de
outras construções necessárias para o desenvolvimento do texto, e conclui com a exposição do
Teorema de Classificação e seus corolários. A parte II é dedicada ao estudo e à demonstração
das propriedades mencionadas no seguindo objetivo.

A principal contribuição deste trabalho está no ato de colecionar os resultados supracitados
em uma única fonte, utilizando convenções e notações modernas e unificadas. A exposição
em português é original e, na visão do autor, poderá contribuir com a difusão do tema no
Brasil e em outros países falantes da língua.

Esta dissertação busca, por um lado, refletir e formalizar a trajetória e o trabalho do autor
como aluno do Programa de Pós-Graduação do Departamento de Matemática da Universidade
de Brasília. Entretanto, este estudo começou alguns anos antes, ainda como aluno de iniciação
científica sob o mesmo orientador, investigando a cohomologia dos grupos finitos e profinitos.
Desta forma, é esperado do autor que este cumpra os objetivos da dissertação resumindo a
parte da exposição que contenha os fatos mais elementares acerca de grupos profinitos, e
dê preferência às demonstrações dos resultados principais. Este foi o princípio que guiou a
estrutura e a organização dos tópicos do presente trabalho, descrita a seguir.

O Capítulo 1 resume, com o mínimo de demonstrações, os conceitos, proposições e
teoremas sobre grupos profinitos, a (co)homologia destes, as construções pro-p livres e outras
miscelâneas que serão aplicadas ao estudo dos grupos de Dëmushkin nos capítulos seguintes.

O Capítulo 2 é dedicado a um estudo detalhado das propriedades elementares dos grupos
de Dëmushkin, de seus invariantes d, q e χ, do Teorema de Classificação e de seus corolários.
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Inicialmente, o foco é dado ao estudo de exemplos concretos destes grupos como Z/2Z,
grupos de Dëmushkin “pequenos” como grupos pro-p analíticos p-ádicos e completamentos
pro-p de grupos de superfícies compactas. Utilizando a teoria cohomológica desenvolvida
no Capítulo 1, este capítulo também fornece a demonstração do Teorema de Classificação e
sua aplicação ao estudo do invariante ciclotômico χ, obtendo como corolário uma fórmula
para este em termos dos geradores de uma base “canônica”. A principal referência desta
exposição é [Lab67].

No Capítulo 3, é feita a demonstração de que grupos de Dëmushkin satisfazem a versão
pro-p da propriedade de Howson. A propriedade de Howson, também conhecida como
FGIP (Finitely Generated Intersection Property, ou propriedade da interseção finitamente
gerada), descreve os grupos G cujas interseções H ∩ K de quaisquer pares H e K de
subgrupos finitamente gerados é também finitamente gerada. Em seu artigo de 1954 [How54],
A. Howson demonstrou que todos os grupos abstratos livres satisfazem esta propriedade.
Utilizando a noção de um subgrupo topologicamente finitamente gerado, a propriedade de
Howson possui um análogo profinito evidente [Lub82, Prop. 3.6]. Desde o trabalho de
Howson, a validade desta propriedade foi estudada para diversas classes de grupos abstratos e
profinitos. Neste capítulo, também é feita a demonstração de que esta propriedade é fechada
para produtos pro-p livres, seguindo [SZ19].

O Capítulo 4 se dedica a explorar as propriedades de existência de retrações virtuais para
subgrupos finitamente gerados em grupos de Dëmushkin e sua conexão com a versão pro-p
da propriedade de M. Hall: a existência de subgrupos abertos contendo um dado subgrupo
finitamente gerado como fator livre. Enquanto nenhum grupo de Dëmushkin infinito satisfaz
a propriedade de M. Hall, muitos grupos de Dëmushkin satisfazem a propriedade de retrações
virtuais. O objetivo deste capítulo é demonstrar a caracterização dos grupos de Dëmushkin
com a propriedade de retrações virtuais e a caracterização dos grupos pro-p com a propriedade
de M. Hall seguindo também [SZ19].

O último capítulo busca fornecer uma demonstração da validade de uma versão pro-p da
Conjectura Forte de Hanna Neumann em grupos de Dëmushkin, seguindo [JZS19]. Além
de demonstrar sua homônima propriedade para grupos livres abstratos, A. Howson obteve
uma cota superior para o número minimal de geradores d(H ∩K) da interseção H ∩K em
termos dos números minimais de geradores d(H) e d(K). Esta cota foi melhorada por H.
Neumann em [Neu57], que também conjecturou a desigualdade:

d(H ∩K)− 1 ≤ (d(H)− 1)(d(K)− 1) .
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A versão mais forte∑
x∈H\G/K

(
d(H ∩ xKx−1)− 1

)
≤ (d(H)− 1)(d(K)− 1)

ficou conhecida como a Conjectura Forte de Hanna Neumann, onde H e K representam
subgrupos finitamente geradores de um grupo livre abstrato. Adicionamente, neste capítulo
os gradientes homológicos são combinados com as técnicas homológicas da pré-publicação
[AJZ20] para obter uma demonstração de que todas as retrações de um grupo de Dëmushkin
são inertes.

O Apêndice A contém as definições e demonstrações de algumas propriedades de bases
simpléticas e subespaços isotrópicos para formas simpléticas definidas em anéis locais com
corpo de resíduos possuindo característica p > 0. A principal referência é [SZ19], e estes
resultados são referenciados nos Capítulos 2 e 4.

O Apêndice B reúne as demonstrações de diversas afirmações relacionado as apresentações
de umG-módulo profinito p-aniquiladoM sobre um grupo pro-p G e os grupos de homologia
Hi(G,M). A principal referência seguida é [JZS19], e estes resultados são utilizados no
Capítulo 5.

Notação

Utilizamos os símbolos N, Z, Q e R para denotar os respectivos conjuntos numéricos dos
números naturais, inteiros, racionais e reais. Adotamos a convenção de que N contém 0. O
grupo aditivo cíclico de m elementos é denotado por Z/mZ, e o corpo finito de p elementos
é denotado por Fp para diferenciá-lo de sua estrutura aditiva Z/pZ. O corpo dos números
p-ádicos é denotado por Qp, e o anel dos inteiros p-ádicos é denotado por Zp.

Escrevemos H ≤c G para denotar um subgrupo fechado H de um grupo profinito G,
e U ≤o G para denotar um subgrupo aberto U , do inglês closed e open respectivamente.
A notação H �c G e U �o G é utilizada para denotarmos subgrupos normais fechados e
subgrupos normais abertos, respectivamente. Utilizamos d(G) para denotar a cardinalidade
de um conjunto minimal de geradores topológicos de um grupo profinito G, ou seu posto.
Utilizamos rk(G), do inglês rank, para denotar seu posto-de-subgrupos, isto é, o supremo
dos postos d(H) onde H ≤c G. Os grupos Hom(G,H) entre grupos topológicos G e H são
sempre dados pelos homomorfismos contínuos de G em H .

Se Λ é um anel profinito e X é um conjunto qualquer, [ΛX] denota o Λ-módulo livre
abstrato sobre o conjunto X . Se X é um espaço profinito, [[ΛX]] denota o Λ-módulo livre
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profinito sobre o espaço profinito X . Em particular, [[ΛG]] denota a álgebra de grupo
completa de um grupo profinito G sobre um anel profinito Λ.

Dados elementos x, y de um grupo abstrato ou profinito G, o comutador de x e y é
denotado por

[x, y] = xyx−1y−1 .

Segundo [Ser17, p. 29], esta é uma convenção “mais usual”. Contudo, ela altera o enunciado
da fórmula para o invariante χ de um grupo de Dëmushkin (compare o Teorema 2.3.13 e
[Lab67, Teo. 4]). Optamos, então, por seguir esta que coincide com a adotada no trabalho
original de S. Dëmushkin [Dë61]. O subgrupo derivado [G,G] (ou subgrupo comutador ) de
um grupo topológico G é o fecho do subgrupo abstrato gerado por todos os comutadores
[x, y] com x, y ∈ G. Este é o núcleo da abelianização G→ Gab, e independe da escolha de
convenção para a definição dos comutadores individuais [x, y].

O completamento pro-C de um grupo abstrato G, onde C é uma classe de grupos finitos,
é denotado por ĜC . O completamento profinito é denotado apenas por Ĝ, e o completamento
pro-p é denotado apenas por Ĝp.

O produto cartesiano de dois grupos topológicos G e H é denotado por G × H . Se
{Gi}i∈I denota uma família de grupos topológicos, seu produto é denotado por∏

i∈I

Gi .

O produto pro-p livre é denotado por G
∐
H ou∐
i∈I

Gi .

O grupo fundamental de um grafo de grupos G sobre um grafo profinito Γ é denotado por
Π1(G,Γ). A soma direta de G-módulos grupos discretos Mi é denotada por⊕

i∈I

Mi ,

e coincide com o produto direto no caso em que I é finito. A soma direta de G-módulos
profinitos Mi é denotada por ⊔

i∈I

Mi .

Se G é um grupo pro-p, denotamos os grupos de cohomologia H i(G,Fp) e os grupos de
homologia Hi(G,Fp) com coeficientes no G-módulo discreto Fp simplesmente por H i(G)

e Hi(G), respectivamente. Para todo subgrupo fechado H de G e H-módulo discreto M ,



Notação 6

CoindGH(M) denota o G-módulo coinduzido HomH(G,M). Se M é um [[ΛH]]-módulo
profinito, IndGH(M) denota o [[ΛG]]-módulo induzido [[ΛG]] ⊗̂[[ΛH]] M .

Se V é um espaço vetorial sobre um corpo κ, então seu espaço dual Homκ(V, κ) é
denotado por V ∗. Se M é um grupo abeliano profinito ou discreto e de torção, seu dual de
Pontryagin Hom(M,Q/Z) é denotado por M∨.

As seguintes expressões em Fraktur se referem às respectivas categorias:

set – Conjuntos
Grp – Grupos abstratos
ab – Grupos abelianos abstratos
pro-ab – Grupos profinitos abelianos
modesq(R) – Módulos abstratos à esquerda sobre um anel abstrato R
moddir(R) – Módulos abstratos à direita sobre um anel abstrato R
Dmodesq(Λ) – Módulos discretos à esquerda sobre um anel profinito Λ

Dmoddir(Λ) – Módulos discretos à direita sobre um anel profinito Λ

Pmodesq(Λ) – Módulos profinitos à esquerda sobre um anel profinito Λ

Pmoddir(Λ) – Módulos profinitos à direita sobre um anel profinito Λ

Dgmod(G) – Módulos discretos à esquerda sobre um grupo profinito G
Pgmod(G) – Módulos profinitos à esquerda sobre um grupo profinito G
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