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Figura 1 Cepreii I[lerposuu JIémymikun (Sergey Petrovich Démushkin), nascido em Moscou
em 1932. Fonte da imagem: [Sol96, p. xliv].



Resumo

Os grupos de Démushkin compdem uma classe de destaque entre os grupos profinitos:
sdo aqueles grupos pro-p que satisfazem uma condicdo cohomoldgica andloga a cldssica
dualidade de Poincaré em dimensao 2. Eles ocorrem naturalmente como quocientes pro-p
maximais de grupos de Galois de corpos locais e completamentos pro-p de grupos de
superficie. Esta dissertacdo apresenta a demonstracdo do Teorema de Classificagdo dos
Grupos de Démushkin como obtido através dos trabalhos de S. Démushkin, J.P. Serre e J.
Labute entre 1961 e 1967. Esta dissertagao também coleta, em uma tnica fonte, as recentes
demonstracdes de 2019 e 2020 da validade entre os grupos de Démushkin da propriedade
de Howson, da existéncia de retragdes virtuais para subgrupos topologicamente finitamente
gerados e da conjectura de Hanna Neumann, seguindo os artigos publicados por P. Zalesskii,
M. Shusterman e A. Jaikin-Zapirain, bem como a caracterizagdo dos grupos pro-p que
satisfazem a propriedade de M. Hall. Para estes fins, a teoria (co-)homoldgica dos grupos
profinitos e pro-p e algumas de suas aplica¢des sao desenvolvidas a partir da dlgebra elementar
dos grupos, além de também realizarmos um estudo da teoria de Bass-Serre profinita de

grupos agindo em drvores.

Palavras-chave: Grupos de Démushkin; Propriedade de Howson; Retrag¢ao Virtual; Grupos

de M. Hall; Conjectura de Hanna Neumann.



Abstract

Démushkin groups comprise an important class of profinite groups: they are pro-p
groups which satisfy a cohomological condition analogous to the classical Poincaré duality in
dimension 2. They occur naturally as maximal pro-p quotients of Galois groups of local fields
and p-completions of surface groups. This dissertation presents the proof of the Classification
Theorem of Démushkin Groups as obtained through the works of S. Démushkin, J.P. Serre
and J. Labute between 1961 and 1967. This dissertation also gathers, in a single source, the
recent 2019 and 2020 proofs of the validity among Démushkin groups of Howson’s property,
of the existence of local retractions for topologically finitely generated subgroups and of the
Hanna Neumann conjecture, following the papers published by P. Zalesskii, M. Shusterman
and A. Jaikin-Zapirain, as well as the characterization of the pro-p groups which satisfy
M. Hall’s property. In the process, the homological and cohomological theories of profinite
and pro-p groups and some of their applications are developed from the elementary algebra

of groups, and we also include a study of the profinite Bass-Serre of groups acting on trees.

Keywords: Démushkin groups; Howson’s property; virtual retraction; M. Hall groups;

Hanna Neumann conjecture.
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Introducao

Os grupos profinitos e pro-p compdem uma importante classe de grupos topolégicos,
sejam por suas conexdes histéricas com a Teoria de Galois ([NSWOS, pp. vii-xii]), sejam por
suas recentes aplica¢des na Mecanica Quantica ([VVZ94, pp. ix-xviii]) ou seja pelo interesse
em suas proprias estruturas algébricas ([RZ10, pp. ix-xi]). Dentre esta classe de grupos,
os grupos de Démushkin que ddo nome a este trabalho ocupam um lugar de destaque: sdao
grupos que satisfazem uma condicao cohomolégica andloga a cldssica dualidade de Poincaré
para variedades reais em dimensao 2.

De forma mais precisa, um grupo pro-p G € dito um grupo de Démushkin se os grupos
de cohomologia continua H*(G,F,) = H'(G) de G com coeficientes no corpo finito de

p-elementos [F,, satisfazem trés condigdes:
D1 H'(G) é finito;
D2 dimg, H*(G) = 1;

D3 O produto cup
U: HY(G) x H'(G) — H*(G)

€ uma forma bilinear ndo degenerada.

Como os grupos H'(G) e H?(G) determinam propriedades das apresentagdes pro-p minimais
de G, temos que D1 e D2 sdo equivalentes com G possuindo uma apresentacdo minimal
sobre d € N geradores x4, - - - , x4 com apenas um relator r. Além disto, a condi¢cdo D3 ird
controlar as possiveis expressdes para r em funcao de cada conjunto gerador de G.

O interesse original na dlgebra dos grupos de Démushkin se deu pelo trabalho de S.
Démushkin, que em seu artigo de 1961 [Dé61] descreveu os invariantes numéricos d e g,
bem como forneceu uma férmula para a apresentacdo pro-p de alguns casos particulares
destes em termos de d e gq. Os trabalhos posteriores por J.P. Serre [Ser64] e J. Labute [Lab67]
obtiveram ao longo dos anos 60 do século XX uma classificacdo completa destes grupos em
termos de seus invariantes numéricos d e de seus invariantes ciclotdmicos (algébricos) y. Os

grupos de Démushkin também ocorrem naturalmente como completamentos pro-p de grupos
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fundamentais de superficies compactadas [Ser64, p. 147] e como quocientes pro-p maximais
de grupos fundamentais étale geométricos [Win84, p. 557]. Assim, a estrutura algébrica
dos grupos de Démushkin, além de ser rica por si s6 e exibir fendbmenos reminiscentes do
comportamento de grupos abstratos de superficies, também possui importantes aplicacoes
aritméticas.

Os dois objetivos desta dissertagdo sao:

1. Fornecer uma demonstragdo detalhada do Teorema de Classificacdo dos Grupos de
Démushkin e uma férmula para seu invariante ciclotomico y em fungdo desta classificacao,

como realizado em [Lab67, Teo. 3 e 4].

2. Explorar e demonstrar desenvolvimentos recentes acerca de propriedades combinatdrias
dos grupos de Démushkin: as propriedades de Howson, retracdes virtuais para subgrupos
finitamente gerados e a propriedade de M. Hall, seguindo [SZ19], e a desigualdade de
Hanna Neumann seguindo [JZS19].

Cada uma destas compdem as duas partes deste trabalho. A parte I resume as propriedades
elementares de grupos profinitos e pro-p, da homologia e da cohomologia destes, além de
outras construcdes necessdarias para o desenvolvimento do texto, e conclui com a exposi¢do do
Teorema de Classificag@o e seus coroldrios. A parte II é dedicada ao estudo e a demonstracio
das propriedades mencionadas no seguindo objetivo.

A principal contribui¢ao deste trabalho estd no ato de colecionar os resultados supracitados
em uma Unica fonte, utilizando conveng¢des e notagcdes modernas e unificadas. A exposi¢ao
em portugués € original e, na visdo do autor, poderd contribuir com a difusao do tema no
Brasil e em outros paises falantes da lingua.

Esta dissertacdo busca, por um lado, refletir e formalizar a trajetéria e o trabalho do autor
como aluno do Programa de P6s-Graduagdo do Departamento de Matematica da Universidade
de Brasilia. Entretanto, este estudo comecou alguns anos antes, ainda como aluno de iniciacao
cientifica sob o mesmo orientador, investigando a cohomologia dos grupos finitos e profinitos.
Desta forma, € esperado do autor que este cumpra os objetivos da dissertagdo resumindo a
parte da exposi¢ao que contenha os fatos mais elementares acerca de grupos profinitos, e
dé preferéncia as demonstragdes dos resultados principais. Este foi o principio que guiou a
estrutura e a organizagdo dos topicos do presente trabalho, descrita a seguir.

O Capitulo 1 resume, com 0 minimo de demonstragdes, 0s conceitos, proposicdoes e
teoremas sobre grupos profinitos, a (co)homologia destes, as construgdes pro-p livres e outras
miscelaneas que serdo aplicadas ao estudo dos grupos de Démushkin nos capitulos seguintes.

O Capitulo 2 € dedicado a um estudo detalhado das propriedades elementares dos grupos

de Démushkin, de seus invariantes d, q e x, do Teorema de Classificacdo e de seus coroldrios.
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Inicialmente, o foco é dado ao estudo de exemplos concretos destes grupos como Z/27Z,
grupos de Démushkin “pequenos” como grupos pro-p analiticos p-ddicos e completamentos
pro-p de grupos de superficies compactas. Utilizando a teoria cohomoldgica desenvolvida
no Capitulo 1, este capitulo também fornece a demonstracao do Teorema de Classificacdo e
sua aplicacdo ao estudo do invariante ciclotdmico Y, obtendo como coroldrio uma férmula
para este em termos dos geradores de uma base “candnica”. A principal referéncia desta
exposicado é [Lab67].

No Capitulo 3, ¢ feita a demonstracao de que grupos de Démushkin satisfazem a versao
pro-p da propriedade de Howson. A propriedade de Howson, também conhecida como
FGIP (Finitely Generated Intersection Property, ou propriedade da intersecdo finitamente
gerada), descreve os grupos G cujas interse¢cdes H N K de quaisquer pares H e K de
subgrupos finitamente gerados é também finitamente gerada. Em seu artigo de 1954 [How54],
A. Howson demonstrou que todos os grupos abstratos livres satisfazem esta propriedade.
Utilizando a no¢do de um subgrupo topologicamente finitamente gerado, a propriedade de
Howson possui um andlogo profinito evidente [Lub82, Prop. 3.6]. Desde o trabalho de
Howson, a validade desta propriedade foi estudada para diversas classes de grupos abstratos e
profinitos. Neste capitulo, também € feita a demonstracao de que esta propriedade é fechada
para produtos pro-p livres, seguindo [SZ19].

O Capitulo 4 se dedica a explorar as propriedades de existéncia de retracdes virtuais para
subgrupos finitamente gerados em grupos de Démushkin e sua conexdao com a versao pro-p
da propriedade de M. Hall: a existéncia de subgrupos abertos contendo um dado subgrupo
finitamente gerado como fator livre. Enquanto nenhum grupo de Démushkin infinito satisfaz
a propriedade de M. Hall, muitos grupos de Démushkin satisfazem a propriedade de retragdes
virtuais. O objetivo deste capitulo é demonstrar a caracteriza¢do dos grupos de Démushkin
com a propriedade de retragdes virtuais e a caracterizacdo dos grupos pro-p com a propriedade
de M. Hall seguindo também [SZ19].

O ultimo capitulo busca fornecer uma demonstracao da validade de uma versdo pro-p da
Conjectura Forte de Hanna Neumann em grupos de Démushkin, seguindo [JZS19]. Além
de demonstrar sua homoénima propriedade para grupos livres abstratos, A. Howson obteve
uma cota superior para o nimero minimal de geradores d(H N K) da intersecdo H N K em
termos dos nimeros minimais de geradores d(H ) e d(K). Esta cota foi melhorada por H.

Neumann em [Neu57], que também conjecturou a desigualdade:

d(HNK) — 1< (d(H) - 1)(d(K) —1).
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A versao mais forte

> (d(HNzKzt) = 1) < (d(H) = 1)(d(K) - 1)

z€H\G/K

ficou conhecida como a Conjectura Forte de Hanna Neumann, onde H e K representam
subgrupos finitamente geradores de um grupo livre abstrato. Adicionamente, neste capitulo
os gradientes homoldgicos s@o combinados com as técnicas homoldgicas da pré-publicacio
[AJZ20] para obter uma demonstracdo de que todas as retragdes de um grupo de Démushkin
sdo inertes.

O Apéndice A contém as defini¢cdes e demonstracdes de algumas propriedades de bases
simpléticas e subespacos isotropicos para formas simpléticas definidas em anéis locais com
corpo de residuos possuindo caracteristica p > 0. A principal referéncia € [SZ19], e estes
resultados sao referenciados nos Capitulos 2 e 4.

O Apéndice B retine as demonstracdes de diversas afirmacdes relacionado as apresentacoes
de um G-mddulo profinito p-aniquilado M sobre um grupo pro-p GG e os grupos de homologia
H;(G,M). A principal referéncia seguida é [JZS19], e estes resultados s@o utilizados no
Capitulo 5.

Notacao

Utilizamos os simbolos N, Z, Q e R para denotar os respectivos conjuntos numéricos dos
ndmeros naturais, inteiros, racionais e reais. Adotamos a conveng¢ao de que N contém 0. O
grupo aditivo ciclico de m elementos é denotado por Z/mZ, e o corpo finito de p elementos
¢ denotado por I, para diferencid-lo de sua estrutura aditiva Z/pZ. O corpo dos nimeros
p-adicos € denotado por @Q,,, e o anel dos inteiros p-ddicos € denotado por Z,,.

Escrevemos H <. G para denotar um subgrupo fechado H de um grupo profinito G,
e U <, GG para denotar um subgrupo aberto U, do inglés closed e open respectivamente.
A notagao H d. G e U <, G ¢é utilizada para denotarmos subgrupos normais fechados e
subgrupos normais abertos, respectivamente. Utilizamos d((G) para denotar a cardinalidade
de um conjunto minimal de geradores topolégicos de um grupo profinito GG, ou seu posto.
Utilizamos rk(G), do inglés rank, para denotar seu posto-de-subgrupos, isto é, o supremo
dos postos d(H) onde H <. G. Os grupos Hom(G, H) entre grupos topolégicos G e H sdo
sempre dados pelos homomorfismos continuos de G em H.

Se A é um anel profinito e X é um conjunto qualquer, [AX] denota o A-médulo livre
abstrato sobre o conjunto X. Se X é um espago profinito, [[AX]] denota o A-mddulo livre
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profinito sobre o espago profinito X. Em particular, [[AG]] denota a dlgebra de grupo
completa de um grupo profinito G sobre um anel profinito A.
Dados elementos x,y de um grupo abstrato ou profinito G, o comutador de x e y é

denotado por

[z, y] = zyz 'y "

Segundo [Serl7, p. 29], esta € uma convencao “mais usual”. Contudo, ela altera o enunciado
da férmula para o invariante x de um grupo de Démushkin (compare o Teorema 2.3.13 e
[Lab67, Teo. 4]). Optamos, entdo, por seguir esta que coincide com a adotada no trabalho
original de S. Démushkin [DE61]. O subgrupo derivado |G, G] (ou subgrupo comutador ) de
um grupo topolégico G € o fecho do subgrupo abstrato gerado por todos os comutadores
[z,y] com z,y € G. Este € o nicleo da abelianizacdo G — G™, e independe da escolha de
convengdo para a defini¢do dos comutadores individuais [z, y].

O completamento pro-C de um grupo abstrato (&, onde C € uma classe de grupos finitos,
€ denotado por @c- O completamento profinito € denotado apenas por G,eo completamento
pro-p € denotado apenas por CAJP.

O produto cartesiano de dois grupos topoldgicos G e H é denotado por G x H. Se
{G}icr denota uma familia de grupos topoldgicos, seu produto é denotado por

II¢c:
iel
O produto pro-p livre é denotado por G [ H ou
II¢c:
iel
O grupo fundamental de um grafo de grupos G sobre um grafo profinito I' € denotado por

I1,(G,I). A soma direta de G-médulos grupos discretos M; é denotada por
D
el
e coincide com o produto direto no caso em que [ é finito. A soma direta de G-mdédulos

| | ;.

el

profinitos M; € denotada por

Se G é um grupo pro-p, denotamos os grupos de cohomologia H'(G,TF,) e os grupos de
homologia H,(G,F,) com coeficientes no G-médulo discreto F,, simplesmente por H*(G)

e H;(G), respectivamente. Para todo subgrupo fechado H de G ¢ H-mddulo discreto M,



Notagdo

Coind% (M) denota o G-médulo coinduzido Homp (G, M). Se M é um [[AH]]-médulo
profinito, Ind% (M) denota o [[AG]]-médulo induzido [[AG]] ®(any M.
Se V' € um espaco vetorial sobre um corpo x, entdo seu espago dual Hom,(V, k) é

denotado por V*. Se M € um grupo abeliano profinito ou discreto e de tor¢ao, seu dual de
Pontryagin Hom(M, Q/7Z) é denotado por M".
As seguintes expressOes em Fraktur se referem as respectivas categorias:

set -
Brp -
ab -
pro-ab -
mod*4(R) -
modd'(R) -
Dmod™(A) -
Dmod™(A) -
Pmod™I(A) -
Pmod(A) -
G) -
)

o~

Dgmod
Pgmod

—~ —~

Conjuntos

Grupos abstratos

Grupos abelianos abstratos

Grupos profinitos abelianos

Modulos abstratos a esquerda sobre um anel abstrato R
Modulos abstratos a direita sobre um anel abstrato R
Moddulos discretos a esquerda sobre um anel profinito A
Moddulos discretos a direita sobre um anel profinito A
Moédulos profinitos a esquerda sobre um anel profinito A
Moédulos profinitos a direita sobre um anel profinito A
Moddulos discretos a esquerda sobre um grupo profinito ¢

Modulos profinitos a esquerda sobre um grupo profinito G
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