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“Tudo tem o seu tempo determinado, e
hd tempo para todo o proposito debaizo
do céu. Hd tempo de nascer, e tempo
de morrer; tempo de plantar, e tempo
de arrancar o que se plantou.”
Eclesiastes 3:1-2
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Resumo

Nesta tese, investigamos até que ponto uma variedade plana compacta de dimensao n
com grupo de holonomia ciclico de ordem livre de quadrados e um torus bundle, podem
ser distinguidos pelos quocientes finitos dos seus respectivos grupos fundamentais. Em
particular, exibimos féormulas e cotas, inferiores e superiores, para a cardinalidade do

género profinito dos grupos fundamentais de tais variedades.

Palavras-chave: Género profinito; Grupos de Bieberbach; Grupos Residualmente Fi-

nitos.
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Abstract

In this thesis we study the extent to which an n-dimensional compact flat manifold
with cyclic holonomy group of square-free order, and a torus bundle, may be distinguished
by the finite quotients of its fundamental group. In particular, we display formulas and
lower and upper bounds for the cardinality of the profinite genus of the fundamental

groups of such manifolds.

Key-Words: Profinite Genus; Bieberbach Groups; Residually Finite Groups.
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Introducao

Nos tltimos anos, tem havido um grande interesse em estudar se grupos residualmente
finitos ou classes de grupos residualmente finitos, conectados com geometria ou topologia,
podem ser distinguidos uns dos outros por seus conjuntos de grupos quocientes finitos.

Em Teoria de Grupos, os primeiros estudos nesta direcao sao da década de 70, quando
Baumslag [Bau74|, Stebe [Ste72| e outros encontraram exemplos de grupos finitamente
gerados residualmente finitos nao isomorfos com o mesmo conjunto de grupos quocientes

finitos. A questao geral abordada nesse estudo pode ser formulada como

Questao 1. Até que ponto um grupo finitamente gerado residualmente finito I' pode ser

determinado pelo seu completamento profinito?

Tal estudo levou a nocao de género g(I'), que é o conjunto de classes de isomorfismos
de grupos finitamente gerados residualmente finitos com o mesmo conjunto de quocientes
finitos que o grupo fixado I". Equivalentemente, g(I') denota o conjunto de classes de
isomorfismos de grupos finitamente gerados residualmente finitos com o completamento
profinito isomorfo ao completamento profinito [ de . Na verdade, o termo género foi
emprestado da Teoria de Representagoes Integrais, em que o género de um ZG-reticulado
M, para um grupo finito G, é definido como o conjunto de classes de ZG-reticulados N
tais que os ZG-modulos M e N sio isomorfos (ver [CR81]).

A maioria dessas pesquisas tem-se concentrado em estabelecer se a cardinalidade |g(T')|
do género ¢ finito ou igual 1 (ver [GPS79] ou [GST9| por exemplo).

O fluxo recente de pesquisas focou em identificar propriedades importantes de varieda-
des que podem ser identificadas pelo completamento profinito dos seus grupos fundamen-
tais (ver [WZ10, WZ17, Will9]), ou resultados sobre "rigidez", quando o completamento
profinito distingue o grupo fundamental de certas variedades de outros grupos funda-
mentais dentro desta familia de variedades (ver [BCR16, Will7]) ou resultados sobre

"rigidez absoluta", quando o grupo fundamental de certas variedades tem género 1 (ver
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[BMRS20-a, BMRS20-b]). Para ver mais trabalhos recentes e resultados, os leitores po-
dem consultar [Reil8|. Vale salientar que existem alguns poucos trabalhos onde o nimero
exato (ou estimativa) para a cardinalidade do género aparecem (ver dificuldade de tais
calculos em |GZ11, BZ13]).

Um dos objetos de estudo desta tese sao as variedades planas compactas X de di-
mensao n. E bem conhecido que essas variedades sdao descritas pelos famosos teoremas
de Bieberbach (ver [Cha86]), por isso, o grupo fundamental I de X é chamado de grupo
de Bieberbach. Tais grupos sao livres de torcao com um subgrupo abeliano maximal
normal M de indice finito; o quociente G = I'/M, chamado o grupo de holonomia de T,
é um grupo finito agindo fielmente em M. Note que I'y, a imagem inversa completa de
um subgrupo H de G de ordem d, sobre a aplicagdo quociente I' — I'/M, é um grupo
de Bieberbach de dimensao n com subgrupo abeliano maximal normal M, e grupo de
holonomia H.

Foi provado recentemente por Piwek, Popovi¢ e Wilkes [PPW21| que cada grupo de
Bieberbach de dimensao < 4 é determinado pelo seu completamento profinito. Uma vez
que nao existe uma classificacdo completa para os grupos de Bieberbach em todas as
dimensoes, torna-se mais dificil investigar a Questao 1 no caso geral. Assim, faz sentido
considerar esse problema para algumas familias de tais grupos. Por exemplo, no presente
trabalho respondemos a Questao 1 para a familia dos grupos de Bieberbach de dimensao
n com o grupo de holonomia ciclico de ordem livre de quadrados. Mais precisamente,
exibimos uma foérmula para a cardinalidade do género de um grupo de Bieberbach de
dimensao n com o grupo de holonomia ciclico de ordem livre de quadrados.

Vamos estudar primeiro o caso em que o grupo de holonomia tem ordem prima. Denote
por Q((,) o corpo ciclotémico gerado pela m-ésima raiz primitiva da unidade ¢, com
anel de inteiros Z[(,], por H(Z[(x]) seu grupo de classes de ideais e por Gal((,) =
Gal(Q(¢n)/Q) seu grupo de Galois. O tltimo age naturalmente em H(Z[(y)).

Teorema A. Seja I' um grupo de Bicberbach de dimensao n com grupo de holonomia C,

de ordem prima p.

(i) Se todos os somandos indecomponiveis do ZC\,-mddulo M tém Z-posto p — 1 exceto
um somando trivial de Z-posto 1, entdo |g(I")| = |C2\H(Z[(,))|, onde Cy € um grupo

de ordem 2 agindo em H(Z[(,]) por inversdo.

(ii) Caso contrdrio, |g(T')| = |Gal((,)\H(Z[¢))|. *

Definicao. Um ZCy,-mddulo M que satisfaz as hipoteses (i) do Teorema A serd chamado

de excepcional.

10 caso (ii) do Teorema A também foi enunciado com um esbogo de prova em [GZ11]
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Como uma consequéncia do Teorema A, obtemos o seguinte.

Corolario B. Seja I' um grupo de Bieberbach de dimensao n com grupo de holonomia

C, de ordem prima p. Entao, |g(I')| =1 se, e somente se, p < 19.

Em outras palavras, o Corolario B afirma que todas as variedades planas compactas X
de dimensao n com o grupo de holonomia C), de ordem prima p, sao determinadas, dentre
todas as variedades planas compactas de dimensao n, pelo completamento profinito dos
seus grupos fundamentais se, e somente se, p < 19. Além disso, usando o teorema de

restri¢ao cristalografica (ver [Hil85]), obtemos o seguinte corolario.

Corolario C. Seja X uma variedade plana compacta de dimensao n com grupo de holo-
nomia de ordem prima. Sen < 21, entao X € determinada, dentre todas as variedades

planas compactas de dimensao n, pelo completamento profinito do seu grupo fundamental.

Para provar o Teorema A, é suficiente considerar as classes de isomorfismos de grupos
de Bieberbach em g(I"), porque cada A € g(I") ¢ um grupo de Bieberbach (ver Proposi¢ao
2.1.4). Um resultado importante que usamos para provar o Teorema A ¢é a classificagao de
Charlap para grupos de Bieberbach com o grupo de holonomia de ordem prima (ver Sub-
se¢ao 1.5.2). Além disso, um fato crucial é a seguinte correspondéncia que estabelecemos,
mostrando que o género g(I'), em nosso caso, coincide com o género do ZC)-reticulado M

(no sentido da Teoria de Representagdes) no caso (ii) do Teorema A.

Teorema D. Sejam M um grupo abeliano livre de posto n e C, um grupo de ordem prima
p. Sejam I'y e I'y grupos de Bieberbach de dimensao n que sao extensoes de M por C,. Se

M, e My sao ZC,-mddulos induzidos pela acao de I'y e I'y em M, respectivamente, entao

(1) Ty = Ty se, e somente se, ou My e My sao ZC,-mddulos nao excepcionais iso-
morfos ou My e My sao ZCy-mddulos excepcionais e sao isomorfos a menos de um

automorfismo de C, por inversao.
(1) T'1 = T'y se, e somente se, My = My como ZCy,-mddulos.

Para generalizar o Teorema A para grupos de Bieberbach com grupo de holonomia
ciclico G = Cp, x -+ - x C), de ordem pypy - - - pg, onde p; (i = 1,--- , k) sdo nimeros primos
distintos, precisamos de um pouco mais de terminologia e notacao.

Tomemos um ZH-reticulado fiel M de posto n para um grupo finito H (equivalen-
temente, um homomorfismo injetivo p : H — GL(n,Z)). Seguindo [Hil86], definimos a
classe cristalografica (H, M) como o conjunto de todas as extensdes livres de tor¢ao I' de
H por M. Dizemos que duas classes cristalograficas (H, M) e (H', M’) sao aritmetica-

mente equivalentes se as imersoes de H e H' sdo subgrupos conjugados de GL(n, Z) (para
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mais detalhes ver Subsecao 1.5.4). As classes de equivaléncias resultantes sao chamadas
de classes cristalograficas aritméticas. Similar a defini¢do de g(I"), denotamos por C(M)
o conjunto de classes de isomorfismos de ZH-reticulados N, que correspondem as classes
cristalograficas aritméticas (H, N), tais que os ZH-modulos N e M sio isomorfos.

Seja [' um grupo de Bieberbach de dimensao n com subgrupo abeliano maximal normal
M e grupo de holonomia ciclico G = Cp, X ---x C,,, onde C,, é um grupo ciclico de ordem
prima p; e 6 := p1ps - - - pr € livre de quadrados. Note que para calcular a cardinalidade do
género g(I'), neste caso, temos que calcular o nimero de classes de isomorfismos de grupos
de Bieberbach na classe cristalogréfica (G, M) e a cardinalidade de C(M), que corresponde
ao numero de classes cristalograficas a menos de equivaléncia. Para este proposito, vamos
dividir o estudo em dois casos: excepcional e nao excepcional, de acordo com a seguinte

definicao.

Definicao. Diremos que o grupo de Bieberbach I' é excepcional, se existe um primo p
diwvidindo 6 tal que o subgrupo de Bieberbach I'y, de I' tem ZC,-mddulo correspondente M,

excepcional. Denotaremos por D o conjunto de tais nimeros primos.

Usando que

Gal(Gs)  Gal(Gy,) x - x Gal(G,). (1)

(ver [DF04, §14.5, Cor. 27]) definimos o grupo Hp como
Gal(Gp,) x -+ x Gal((p,_,) x Cy x Gal((p,,,) X -+ - x Gal(Gp,)

se p; € D.

Com esta notagdo, obtemos a seguinte formula para |C(M)).

Teorema E. Seja I' um grupo de Bieberbach de dimensao n com subgrupo abeliano ma-
zimal normal M e grupo de holonomia ciclico G de ordem livre de quadrados 6. Se I é

excepcional, entio
IC(M)| = ’HD\EH(Z[@]) :
Caso contrdrio, |
IC(M)| = Gal(Ca)\gH(Z[Cd]) :

Seja M um ZC)-reticulado (para um grupo ciclico C, = (x) de ordem prima p). Entao,
M pode ser escrito na forma M = M; & M,, onde M; é o maior somando direto de M

em que C, age trivialmente. Para um elemento n € Naw()(Cp), denotemos por n um
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automorfismo de €, induzido pela conjugacao de n em C),, em outras palavras, n é a
imagem natural de n em [F¥ = F, \ {0} sobre a identificagao Aut(C,) = F;.

Agora, no que segue a "barra" denota a reducao modulo p. O normalizador Nyan (Cp)
age de forma natural no conjunto dos elementos fixados M sobre a agao de C, em M.
Isto induz a acdo de Nauyan(C,) em M e, consequentemente, Ny (Cp) age em
M JA-M = M;,onde A=1+x+---+2P~! (ver [Cha86, p. 168| para mais detalhes).

Definimos uma nova acao “e” do normalizador NAut(M)(Cp) em M, por
nem :=n-nm, (m¢& M) (2)

onde “” denota a acao de J\/'Aut(M)(C’p) em M, descrita no paragrafo anterior. Uma vez
que, para cada primo p dividindo |G|, o normalizador Ny (G) é um subgrupo de
Nawe(an) (Cyp), 0 normalizador Nayear)(G) também age em M; /pM; e, consequentemente,
Nawn (G) age em (M, /pM;)%/% = (M, /pM;)©.

Denotamos M; = M; . {0} e afirmamos o seguinte:

Teorema F. Seja I' um grupo de Bieberbach de dimensao n com subgrupo abeliano ma-

zimal normal M e grupo de holonomia ciclico G de ordem livre de quadrados 6. Entao,
o) = > | T Wauan(@\(,) |,
MeT \ p|s

onde T é um conjunto de representantes das classes de isomorfismos dos ZG-reticulados

em C(M) e My, € o maior somando direto de M em que C, age trivialmente.
Corolario G. Tem-se
l9(D)| < [H(Z[G))|*mazys{| (M7,)7["},

onde mazys{|(M;,)¢|"} representa a maior cardinalidade dos conjuntos (M7 ,)% elevado
a b-ésima poténcia para todo p | 6, a € o nimero de divisores de § e b é o nimero de

divisores primos de 0.
Corolario H. Se I' é um grupo de Bieberbach excepcional, entao

9= | T] Wawan(@\F;| T Wawan @\,

MeT \ peD qlo
a¢D
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Além disso, podemos deduzir o Teorema A como um Corolario do Teorema F, uma
vez que o normalizador Nayu ) (C,) age transitivamente em M; (ver Lema 1.5.33).

Em particular, temos o seguinte resultado.

Teorema 1. Seja I' um grupo de Bieberbach de dimensao n com grupo de holonomia

ciclico de ordem igual a 6,10 ou 14. Entdo, |g(I")| = 1.

Finalizamos esta tese investigando a Questao 1 para variedades tridimensionais ori-
entaveis compactas. Para sermos mais precisos em nossa explanacao, reformulamos a

Questao 1 para este caso particular.

Questao 2. Seja X uma variedade tridimensional orientdvel compacta. Até que ponto o

grupo fundamental m(X) de X € determinado pelo seu completamento profinito?

Thurston, em 1982, conjecturou que existem apenas oito modelos de geometrias tridi-
mensionais, que sdo: E3, H3, S3, S2 x R, H? x R, SLy(R), Nil e Sol; isto foi provado por
Perelman em 2003 (ver [Sco83| para mais detalhes). Na tltima década deste século, Wil-
ton e Zalesskii [WZ17, WZ19| provaram que a geometria de uma variedade tridimensional
orientavel compacta é determinada pelo completamento profinito do seu grupo funda-
mental. Devido a este resultado, para investigar a Questao 2 é suficiente considerar a
variedade X modelada em uma das oito geometrias.

Em [Will7, Will8], Wilkes apresenta uma resposta completa para a Questao 2 para a
familia de variedades tridimensionais modeladas nas geometrias S, E3, S? x R, éng(]R)
e Nil. Mais precisamente, ele provou que qualquer variedade tridimensional orientavel
compacta modelada em uma destas geometrias ¢ determinada pelo completamento pro-
finito do seu grupo fundamental. Em geral, nao sabemos se variedades tridimensionais
modeladas na geometria H? sio profinitamente rigidas, entretanto, Liu [Liu20] mostrou
que o género do grupo fundamental de uma variedade tridimensional hiperbodlica orienta-
vel de volume finito tem cardinalidade finita. Além disso, existe um estudo de Bridson,
McReynolds, Reid e Spitler [BMRS20-a| que exibe exemplos de variedades tridimensi-
onais hiperbélicas que sao absolutamente rigidas. Em contraste, existem exemplos de
variedades tridimensionais modeladas nas geometrias H? x R (construido por Hempel
[Hem14]) e Sol (construido por Funar [Fun13|) que nao sdo profinitamente rigidas. Cha-
maremos as variedades tridimensionais modeladas na geometria Sol de Sol-variedades
(Nil de Nil-variedades, e assim por diante).

Apesar de sabermos que as Sol-variedades nao sao profinitamente rigidas, até o mo-
mento, nao existe uma resposta completa para a Questao 2 para essa familia de variedades.

Em relagdo a isto, Wilton e Zalesskii [WZ19] destacam que um tratamento definitivo da
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Questao 2 para Sol-variedades seria um acréscimo valioso a literatura. Neste sentido,
fizemos um estudo da Questao 2 para uma familia de Sol-variedades.

Se X & uma Sol-variedade, entao m (X) = Z? x4 Z, onde A é uma matriz em GL(2,7Z)
tal que nenhum de seus autovalores tem valor absoluto igual a 1 (ou seja, A é uma matriz
hiperbolica) (ver [Sco83] ou [JKMO08, Lem. 2.6]). Rigorosamente, Sol-variedades sao
torus bundles (ou seja, suspensoes de um homeomorfismo linear do toro), em particular,

temos a seguinte caracterizacao. Seja X um torus bundle e denotemos por tr(A) o trago
de A.

(i) Se |tr(A)| > 2, entdo A é hiperbodlica e X ¢ uma Sol-variedade.
(ii) Se A tem ordem finita, entdo X ¢ uma E?-variedade.

(iii) Se |tr(A)| < 2, entdo ou A tem ordem finita, de modo que X ¢ uma E3-variedade,
ou A tem ordem infinita e X é uma Nil-variedade, ou A é hiperbolica e X é uma

Sol-variedade.

(Cf. [Sco83, Thm. 5.5]). A luz dos resultados de Wilton e Zalesskii [WZ17, WZ19],
refinamos a nossa defini¢do de género para a seguinte: g(m(X)) denota o conjunto de
classes de isomorfismos de grupos fundamentais de variedades tridimensionais orientéveis

compactas, com o completamento profinito isomorfo a m(X).

Em nosso estudo da Questao 2, iniciamos com o caso em que Z? x4 Z é nilpotente.

Teorema J. Seja A € GL(2,Z) e considere o produto semidireto G4 = 7> x 4 Z. Se todos

0s autovalores de A sdo iguais a 1, entdo |g(Ga)| = 1.

Para o caso em que Z2 X 4Z nao é nilpotente, estabelecemos cotas inferiores e superiores
para a cardinalidade de g(m;(X)), em fun¢ao do namero de classes de ideais da ordem Z[\],
onde X\ é um autovalor da matriz A. Para isso, usamos um famoso Teorema de Latimer e
MacDuffee [New72, Thm. III. 13| que diz que, existe uma correspondéncia biunivoca entre
as classes de conjugacao de matriz n-por-n sobre Z, com mesmo polinéomio caracteristico
f, e as classes de ideais da ordem Z[)\|, onde X é uma raiz de f. Precisamente, obtemos

o seguinte:

Teorema K. Seja A € GL(2,Z) e considere o produto semidireto G4 = 7> x5 Z. Seja \

um autovalor de A. Entao,

(i) se A tem todos os seus autovalores distintos, tr(A) # 0 e a classe de conjugagdo de
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A corresponde para uma classe de ideais invertiveis da ordem Z[\|, entdo

MZN) < |8(Ga)| < h(X),  se det(A) = —1
h(ZIN)/2 < [8(Ga) < h(X),  sedet(4) =1

onde h(Z[N) € a ordem do grupo de classes de ideais e h(\) € o nimero de classes

de ideais de Z[\].

(11) se tr(A) =0 ou A tem todos os seus autovalores iguais a —1, entao

8(Ga)l = h(Z[A]) = 1.

Corolario L. Seja A € GL(2,Z) com det(A) = —1 e considere o produto semidireto
Ga=7?xa7Z. Setr(A)? —4det(A) € livre de quadrados, entio |§(G4)| = h(Z])\]) onde

A é um autovalor de A.

Corolario M. Seja A uma matriz em GL(2,Z), como no Teorema K ou Teorema J, com
autovalor \. Se }Nl()\) =1, entao o torus bundle X4 é determinado, dentre as variedades

tridimensionais, pelo completamento profinito do seu grupo fundamental.

Observe que o Corolario M nos diz que existe uma familia de torus bundles modelados
com a geometria Sol que sao determinados pelo completamento profinito dos seus grupos
fundamentais. Combinando o Corolario M com a seguinte conjectura de Gauss — que

ainda esta em aberto — vemos que tal familia pode ser infinita.

Conjectura (Gauss, 1801). Ezistem infinitos corpos quadrdticos reais com nimero de

classes um.

A seguir, descrevemos a organizacao desta tese. No Capitulo 1, que denominamos de
Preliminares, apresentamos um resumo das principais teorias que usamos para provar os
nossos resultados.

No Capitulo 2, a Secao 2.1 contém algumas propriedades sobre o completamento
profinito de um grupo de Bieberbach. Na Secao 2.2, iniciamos a nossa investigacao da
Questao 1 para a familia dos grupos de Bieberbach com o grupo de holonomia de ordem
prima. Nesta secao, provamos os Teoremas A e D e os Corolarios B e C. Na Secao 2.3,
generalizamos os resultados da Se¢ao 2.2 para a familia de grupos de Bieberbach com o
grupo de holonomia ciclico de ordem livre de quadrados. Esta secao contém as provas dos

Teoremas E, F e I e dos Corolarios G e H.
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No Capitulo 3, investigamos a Questao 2 para as Sol-variedades. Para esse fim,
provamos os Teoremas J e K e os Corolarios L. e M.

Por fim, no Capitulo 4, apresentamos as nossas consideracoes finais.



Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos os principais conceitos e resultados que serao tteis para
o bom desenvolvimento do nosso trabalho. Vale salientar que, assumimos como conhecido
algumas defini¢coes basicas e alguns resultados classicos das Teorias de Grupos, Modulos,

Topologia Geral e da Teoria dos Ntumeros.

Na Secao 1.1, definimos completamento profinito de um grupo abstrato e apresenta-
mos algumas propriedades do completamento profinito de um grupo finitamente gerado
residualmente finito. Para isso, usamos o livro de Ribes-Zalesskii [RZ00] como principal

referéncia.

Na Secao 1.2, reunimos os principais resultados da Teoria dos Numeros que serao
usados aqui e definimos o Grupo de Galois. As principais referéncias usadas na construcao

dessa se¢ao formam os livros de Neukirch [Neu99| e Dummit-Foote [DF04].

Secao 1.3 contém as descrigoes das extensoes de modulos e de grupos. O livro do

Rotman [Rot09] foi a principal referéncia usada aqui.

Na Secao 1.4, apresentamos as classificacoes de ZG-reticulados sobre grupos G ciclicos
de ordem prima (feita por Diederichsen e Reiner [CR62|) e ciclicos de ordem livre de

quadrados (feita por Oppenheim [Opp62]).

Por fim, a Segcao 1.5 contém a definicao de grupos de Bieberbach e os métodos de
classificagdo de Charlap [Cha65, Cha86|, Auslander-Vasquez [Vas70] e a descricao via

classes cristalograficas [Hil86].
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1.1 Grupos profinitos

Um conjunto dirigido é um conjunto nao vazio parcialmente ordenado I = (I, <) tal
que para cada 7,7 € I existe k € I de modo que 7,5 = k. Um sistema inverso de grupos
(anéis) topologicos sobre um conjunto dirigido 7, consiste em uma cole¢ao {G; : i € I} de
grupos (anéis) topologicos e uma colecao de homomorfismos de grupos (anéis) continuos

@ij + Gi — G, definidos sempre que 7 = j, tal que os diagramas da forma

k Gk

J

o;
Gi -

N
G

comutam sempre que i, j, k € [ e i = j = k. Denotamos o sistema inverso por {G;, ;;, [ }.

O limite inverso do sistema inverso {G;, ;;, I} é o conjunto

@Gi = {(xl) € HGi tij(x;) = xj, sempre que i > j} )

el icel

Proposicao 1.1.1 ([RZ00|, Prop. 1.1.3). Se {Gi, v;j, I} é um sistema inverso de grupos

(anéis) topoldgicos compactos, Hausdorff e totalmente desconeros, entao

G,

1€l

é também um grupo (anel) topoldgico compacto, Hausdorff e totalmente desconezo.

Definicao 1.1.2. Um grupo I' é um grupo profinito se é um limite inverso lgnl“i de

grupos finitos, onde cada I'; estd munido com a topologia discreta.
Exemplo 1.1.3. 1. Qualquer grupo finito € naturalmente um grupo profinito.

2. (Completamentos) Seja T' um grupo e considere o conjunto N de todos os sub-
grupos normais de indice finito de I'. Note que, N € nao vazio, pois ' € N. Além

disso, ¢ imediato verificar que N é um conjunto dirigido com a ordem:
M < N se, e somente se, N C M para N,M € N.

Se M,N e N e N = M, seja pny : T/N — T'/M o epimorfismo natural. Entao,
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{T/N,onm, N} € um sistema inverso e o grupo

fr—g%mN (1.1)

€ profinito. O grupo T ¢ chamado o completamento profinito de I'. Agora, se p
¢ um nimero primo e N € o conjunto formado por todos os subgrupos normais de
indice finito igual a uma poténcia de p, diremos que o grupo profinito em (1.1) € o

completamento pro-p de I'.

3. Como um caso especial de (2), considere o anel de inteiros Z. Neste caso,
7 =limZ/nZ
€ o completamento profinito de 7 e
Z, = lim Z/p"Z
neN
o completamento pro-p de Z.

Note que, existe uma aplicacao natural ¢ : I' — T definida por g — (gN) e que, ¢ é
injetiva se, e somente se, a intersecao de todos os subgrupos normais de indice finito de I"

é trivial; neste caso, I' é dito ser residualmente finito.
Proposicao 1.1.4 (|[Neu99|, Prop. 2.4). Seja p um nimero primo. Entao,
1. Z, é um dominio de ideais principats com um inico tdeal mazimal nao nulo, a saber,
pZ,.

2. A aplicacao natural

L2, — @Zp/pnzp

neN

€ um isomorfismo.
Em outras palavras, Z, ¢ um dominio local noetheriano completo.
Para produto semidireto, vale o seguinte:

Proposicao 1.1.5 (|GZ11], Prop. 2.6). Sejam N, H grupos finitamente gerados residu-
almente finitos e p: H — Aut(N) um homomorfismo. Entdao, p induz um homomorfismo

p:H— Aut(]/\\f) e as imersoes N — N ¢ H — H induzem um isomorfismo

prH%“Nxﬁfl
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de grupos profinitos.

Definicao 1.1.6. A topologia profinita sobre um grupo I' € a topologia em I' em que
uma base para os conjuntos abertos € o conjunto de todas as classes laterais de subgrupos

normais de indice finito em .

Sejam I' um grupo topologico e H um subgrupo de I'. Entao, escreveremos H <, I
e H <; I' para indicar que H ¢é um subgrupo aberto de I' e H é um subgrupo de indice
finito de I', respectivamente.

A seguinte proposicao estabelece uma importante conexao entre os espacos discretos

e profinitos.

Proposigao 1.1.7 (|[RZ00|, Prop. 3.2.2 ¢ Cor. 1.1.8). Seja I' um grupo finitamente
gerado residualmente finito. Identifique I' com sua imagem em T e denote por X o fecho

em T de um subconjunto X de I'. Entao, existe uma bijecao

[H < T} > {U <. T)
Hw H
UNnl'«U

Além disso, se H, K <;I' com H < K, entao

(a) H<1K se, e somente se, H < K.

(b) |[K: H|=|K: H|.

(c) Se H< K, entio K/H ~ K/H.

(d) H=H.
Demonstracao. conteudo... O

Vamos denotar por §(I') o conjunto dos quocientes finitos de um grupo I'. A proxima
proposigao ¢ basicamente provada em [DFPR82, p. 227, entretanto, usamos [NS07, Thm.

1.1] para substituir "isomorfismo topologico" por "isomorfismo".

Proposicao 1.1.8. Sejam I'1 e I's grupos finitamente gerados. Entao, fl e fg 840 grupos

isomorfos se, e somente se, F(I'1) = F(Ts).

Isto nos permite enunciar a seguinte versao do Teorema de Grunewald e Scharlau.
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Proposicao 1.1.9 (|GS79|, Prop. E). Sejam T'y e Ty grupos finitamente gerados, livres
de torcao, nilpotentes de classe 2, tais que o niumero de Hirsch ' de I'y € menor do que

ou igual a 5 e fl = fg. Entao, I'y = T's.

Para qualquer grupo I' escrevemos tor(I") para o conjunto dos elementos de tor¢ao de
r.

Proposigao 1.1.10 (JRZ00|, Thm. 4.7.10). Seja T" um grupo finitamente gerado tendo

um subgrupo normal abeliano com quociente nilpotente. Entao, tor(I') = tor(f).

1.2 Grupos de Galois e classes de ideais

1.2.1 Extensoes algébricas de Corpos

Um corpo de ntimeros algébricos ¢ uma extensao de corpos K de Q com grau
(K : Q) finito, isto é, a dimensao de K como espago vetorial sobre Q é finita. Os
elementos de K sao chamados niimeros algébricos. Um nimero algébrico é chamado
inteiro algébrico se é uma raiz de um polinémio moénico f(z) € Z[z]. O conjunto O

de todos os inteiros algébricos forma um anel contendo Z (Cf. [Neu99, §2]).

Definicao 1.2.1. Uma extensao algébrica K/F é uma extensdo de Galois se satisfaz

as sequintes condigoes:

(i) K/F ¢ uma extensao normal: qualquer polinomio irredutivel de F[x] com uma

raiz em K pode ser decomposto em polinémios de grau 1 em K|x].

(ii)) K/F € uma extensdao separdvel: qualquer polinomio irredutivel de F[z] nao tem

raizes multiplas no seu corpo de decomposicio ? sobre F.

Seja K/F uma extensdo. Um F-automorfismo de K é um isomorfismo de anéis
f: K — K tal que f(u) = u para todo u € F. Nao é dificil provar que o conjunto
Aut(K/F) de todos os F-automorfismos de K ¢ um subgrupo de Aut(K).

Definic¢ao 1.2.2. O grupo Aut(K/F) de todos os F-automorfismos de K de uma extensdo
de Galois K/F € chamado o grupo de Galois de K sobre F'. Neste caso, escreveremos
Gal(K/F) em vez de Aut(K/F).

Tsto é, o ntimero de quocientes ciclicos infinito em uma série com quocientes ciclicos ou finitos.
20 corpo de decomposi¢ao de um polinémio f(z) € F|[x] ¢ a menor extensdo de corpos K/F em que
f(z) se decompdem em fatores lineares.
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Proposigao 1.2.3 ([DF04], §14.1, Prop. 5). Seja E o corpo de decomposicao sobre F do
polinomio f(x) € Flx]. Entao,

Aut(E/F)| < (E: F),

com igualdade se f(x) é separdvel sobre F, isto é, se f ndo tem raizes miltiplas em E.

A seguir, veremos dois exemplos de extensoes de corpos que serao objetos de estudo

desta tese.

Extensoes quadraticas

Um corpo quadratico é uma extensao K de Q tal que (K : Q) = 2.

Proposicao 1.2.4 (|[AW04|, Thm. 5.4.1). Seja K um corpo quadrdtico. FEntao, existe

um unico inteiro livre de quadrados m tal que K = Q(y/m).
O anel de inteiros algébricos de um corpo quadratico é calculado a seguir.

Proposicao 1.2.5 (|[AW04|, Thm. 5.4.2). Seja K um corpo quadrdtico. Seja m o tinico
inteiro livre de quadrados tal que K = Q(y/m). Entao, o anel de inteiros algébricos de K
¢ dado por

Z + Z\/m, sem % 1 (mod 4),

Z+Z<1+§/m>, sem =1 (mod 4).

K =

Lema 1.2.6. Seja A uma matriz em GL(2,Z). Setr(A) # 0 e A tem autovalores distintos

A1 e Ay, entao Q(A1, \2) € um corpo quadrdtico.

Demonstragio. Seja A € GL(2,Z). E facil ver que o polindmio caracteristico de A tem a
forma p(x) = 2% — tr(A)z + det(A) e que

tr(A) £ /tr(A)? — 4det(A)
a 2

At

sao os autovalores de A. Note que, A tem autovalores iguais se, e somente se,

tr(A) + \/tr(A)? — 4det(A)  tr(A) — \/tr(A4)? — 4det(A)

2 2
& /tr(A)? — 4det(A) = —/tr(A)?2 — 4det(A)

& tr(A)? —4det(A) =0
& tr(A) =42 e det(A) = 1.
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Logo, como estamos supondo que tr(A) # 0 e que os autovalores de A sdo distintos, temos

que os possiveis valores para o traco e determinante da matriz A sao:
(i) tr(A) = £1 e det(A) = £1 ou
(ii) tr(A) = +2 e det(A) = —1 ou
(iii) [tr(A)| > 2 e det(A) = +1.

Os casos (i) e (ii) sdo elementares. Se A satisfaz (iii), entdo os autovalores de A sdo
irracionais. De fato, suponha que exista um inteiro k tal que tr(A)* — 4det(A) = k2. Tsto
nos da que tr(A)? — k* = +4, que implica k = tr(A) £ 1 e assim +2tr(A) — 1 = +4,
que ¢ uma contradi¢do, porque |tr(A)| > 2. Logo, tr(A)? — 4det(A) = rm onde r,m € Z
de modo que m é livre de quadrados. Portanto, K = Q(A,A\_) = Q(y/m) é um corpo

quadratico. O

Defini¢ao 1.2.7. Seja K/Q um corpo de nimeros algébricos de grau n. Uma ordem
de K € um subanel O do anel de inteiros Ok de K que contém uma base integral de

comprimento n. O anel Ok é chamado a ordem maximal de K.

Exemplo 1.2.8. Seja A € GL(2,Z) com autovalores distintos tal que tr(A) # 0. Entao,
K = Q(\) € um corpo quadrdtico, onde A é um autovalor de A. Uma vez que \ é raiz
do polinomio p(x) = 2* — tr(A)x + det(A) € Z[z], temos que Z[\| estd contido no anel
de inteiros Ok de K. Logo, Z[\| € uma ordem de K que nem sempre € igual a Ok (ver

Proposicao 1.2.5).

Definicao 1.2.9. Um dominio de integridade que é Noetheriano, integralmente fechado

e que cada ideal primo nao nulo é mazrimal € chamado um dominio de Dedekind .

Proposigao 1.2.10 (|[DF04], §16.3, Prop. 14 e Cor. 19). O anel de inteiros Ok de um
corpo de niumeros algébricos K é um dominio de Dedekind. Em particular, se I é um

ideal nao nulo de Ok, entdo cada ideal no quociente Ok /I € um ideal principal.

Seja K = Q(y/m), onde m é um inteiro livre de quadrados. Definimos

1, se m#1 (mod4)

2, se m=1 (mod 4)

ewp:=(r—1++/m)/r.

Lema 1.2.11 ([JWO09], Thm. 4.17). Se O ¢ uma ordem de um corpo quadrdtico K, entao

O € um Z-mddulo com base {1,w} onde w := fwy para algum f € 7.
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Assim, O é um Z-modulo com base {1,wp} e qualquer ordem O de K tem indice

finito em Og-.
Defini¢ao 1.2.12. O indice f = |Ok : O| é chamado o condutor de O.

Se a = a + by/m, definimos o seu conjugado @ como a — by/m e sua norma N («)

como ad.

Proposigao 1.2.13 ([JW09|, Thm. 4.24). Seja O uma ordem de um corpo quadrdtico
K. Entao, I € um ideal de O se, e somente se, I é um Z-mddulo com base {a,b+ cw}
onde a,b,c€Z, a>0, ¢c>0, 0<b<a, c|la, c|beac|N(b+ cw).

Definigao 1.2.14. A norma N(I) de um O-ideal I € o indice |O : I|.

Lema 1.2.15 ([JWO09], Prop. 4.23). Se I é um O-ideal com Z-base {a,b + cw}, onde

a,b,c € Z sao como em Proposicao 1.2.13, entao N(I) = ac.

Definicao 1.2.16. Seja K um corpo de numeros algébricos de grau n. Seja wq,- -+ ,wy
elementos de K. Sejam o; : K — C (i =1,--- ,n) 0os n monomorfismos distintos. Para
j=1,--.,n sejam
wgl) =0y (w;) = Wz'>%(2) = o9(w;), -+~ 7%@) = opn(ws).
Entao, o discriminante de {wy,- - ,w,} €
2
wg) wél) Wt
WYL) wén) . Wr(zn)

Proposigao 1.2.17 ([AW04], Thm. 7.1.8). Seja K um corpo de mimeros algébricos de
graun. Seja 0 € Ok tal que K = Q(0). Se o discriminante de {1,0,--- 0"} € livre de

quadrados, entao {1,0,--- ,0""'} é uma Z-base para O.

Lema 1.2.18. Seja A € GL(2,Z) com autovalores distintos. Se tr(A)? — 4det(A) € livre

de quadrados, entao ZI\ = Ok, onde X é um autovalor de A.

Demonstragao. Note que {1, A} é uma Z-base para Z[\| e que o discriminante de {1, A} é

2
1 tr(A)—i—\/B
2

2

=D,
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onde D = tr(A)? — 4det(A). Como D é livre de quadrados, segue pela Proposi¢ao 1.2.17
que {1,\} é uma Z-base para o anel de inteiros Of. Portanto, Z[\] = Ok. O

Extensoes ciclotdémicas

Seja n um nimero natural. O n-ésimo corpo ciclotémico é uma extensio Q((,) de

Q, onde (,, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Defini¢ao 1.2.19. Seja m um nidmero natural. A fun¢do totiente de Euler p(m) é
definida como o nimero de naturais menor ou igual a m que sao relativamente primos

parae m.

Definig¢ao 1.2.20. O n-ésimo polinémio ciclotéomico é o polinomio ®,(x) cujas raizes

$G0 n-ésimas raizes primitivas da unidade:

(que tem grau ¢(n)).

O anel de inteiros de Q(¢,) é determinado explicitamente como segue.

Proposigao 1.2.21 ([Neu99|, Prop. 10.2). Uma Z-base do anel Ok de inteiros de K =

Q(¢,) € dada por 1,C, -+, ¢, com d = p(n), em outras palavras,
Ok =Z+ LG+ + L6, = Z[G).
A extensdo Q((,)/Q é uma extensdo de Galois e seu grupo de Galois ¢ descrito a
seguir.

Proposigao 1.2.22 (|[DF04], §14.5, Thm. 26). O grupo Gal(Q((,)/Q) € isomorfo ao
grupo multiplicativo (Z/nZ)* das unidades do anel Z/nZ. O isomorfismo é dado explici-

tamente pela aplicacao
(Z/nZ)* — Gal(Q(G)/Q)
a (mod n) — o,

onde o, € um automorfismo definido por o,((,) = 2.

Assim, o grupo de Galois Gal(Q((,)/Q) é abeliano e, em particular, admite a seguinte

decomposicao em soma direta.



29 Preliminares

Proposicao 1.2.23 (|DF04], §14.5, Cor. 27). Seja n = pi*ps® - - pi¥ a decomposi¢io de

um inteiro positivo n em poténcias de primos distintos. Entao,

Gal(Q(¢n)/Q) = Gal(Q(¢yn)/Q) @ - - - @ Gal(Q(,e )/ Q).

1.2.2 O Grupo de classes de ideais

Assim como para nimeros diferentes de zero, podemos obter inversos para alguns
ideais nao nulos de uma ordem O, introduzindo a nocao de ideal fracionario no corpo de

fragoes K.

Definicao 1.2.24. Um tdeal fraciondrio de O é um O-submddulo I # 0 de K tal que
dI € O para algum d € O nao nulo.

Assim, cada ideal (usual) de O é também um ideal fracionério (pegue d = 1). Caso
seja necessaria a distincao, os ideais usuais de O serao chamados de ideais integrais.
Para qualquer a € K \ {0}, 0 O-mddulo aO = (a) = {azx : x € O} é chamado o ideal

principal fracionario gerado por a.

Definicao 1.2.25. Dizemos que dois O-ideais fraciondrios I e J sao equivalentes
(I ~J), se existe « € K \ {0} tal que I = aJ.

E imediato ver que essa equivaléncia é reflexiva, simétrica e transitiva. Assim, podemos
particionar o conjunto de ideais fracionarios em classes de ideais com respeito a essa

relacao de equivaléncia.

Proposigao 1.2.26 (|[CR62|, Thm. 20.6). O nimero de classes de O-ideais fraciondrios
€ finito.

Definicao 1.2.27. Um O-ideal fraciondrio I é invertivel se existe um outro O-ideal
fraciondrio J tal que IJ = aO onde a € O.

Vale a multiplicatividade da norma de ideais invertiveis.

Proposigao 1.2.28 ([JW09|, Thm. 4.36). Se I e J sao O-ideais invertiveis, entdo I.J €
invertivel e N(I1J) = N(I)N(J).

Lema 1.2.29. Seja O uma ordem de um corpo quadrdtico K. Se I é um O-ideal invertivel,

entao |I/mlI| = |O/mO| para cada inteiro positivo m.
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Demonstracao. Para cada m € N, temos que mI C I C O. Entao,

O1_19| L
ml| | I||mI|
Logo,
I |O/ml]|
| = . 1.2
al = o -2
Como mI = mQOI, segue pela Proposicao 1.2.28 que
@ O ||lo
Substituindo equacio (1.3) em equagdo (1.2), obtemos
I | O
ml|  |mO|’
[

Proposigao 1.2.30 ([Neu99|, §12). Seja O uma ordem de um corpo de nimeros algébricos
K de grau n. FEntao, o conjunto dos O-ideais fraciondrios invertiveis forma um grupo

abeliano, o grupo de ideais 1(O). O elemento identidade € (1) = O e o inverso de I é
I"'={x e K:21 CO}.

Além disso, o conjunto P(QO) dos O-ideais principais fraciondrios nao nulos é um subgrupo

de 1(0).

Defini¢ao 1.2.31. O grupo quociente 1(O)/P(O) é chamado de grupo de classes de
ideais (ou grupo de Picard) de K e é denotado por H(O). FEscreveremos [I] para
indicar a classe de um ideal I € 1(O), isto €, [I] = IP(O).

Observacao 1.2.32. Seja O uma ordem de um corpo de nimeros algébricos K de grau
n. Entao, I e J sao dois O-ideais fraciondrios na mesma classe de ideais de H(O) se, e

somente se,

IP(O) = JP(O) I'Je PO)
I7'J = (a) para algum o € K ~ {0}

()
la
1

S

J
J
J

2
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Assim, a préxima proposicao é uma consequéncia imediata de Proposicao 1.2.26.

Proposicao 1.2.33. O grupo de classes de ideais H(O) € finito. Sua ordem serd denotada
por h(O).

Note que, h(Ok) =1 se, e somente se, O for um dominio de ideais principais.
Os corpos ciclotomicos com classe de nimero um foram classificados por Montgomery,

assim como, por Uchida em 1971.

Proposigao 1.2.34 (|[Rib01], p. 652). Seja ¢, uma p-ésima raiz primitiva da unidade
para um primo p. Entao, h(Z[(,)) =1 se, e somente se, p < 19.

Definicao 1.2.35. Seja O uma ordem de um corpo quadrdtico K. Dizemos que um

O-ideal nao nulo I € relativamente primo para o condutor f se I + fO = O.

Lema 1.2.36 ([Cox89|, Lem. 7.18 ¢ Prop. 7.4). Seja O uma ordem de um corpo quadrd-

tico K com condutor f.

1. Um O-ideal I € relativamente primo para f se, e somente se, a norma N(I) é

relativamente primo para f, isto €, (N(I), f) = 1.

2. Cada O-ideal I relativamente primo para f € invertivel.
Recorde-se que Ok denota o anel de inteiros de um corpo de nimeros algébricos K.

Lema 1.2.37. Seja O uma ordem de um corpo quadrdtico K com condutor f. Para um O-
ideal J relativamente primo para f, o homomorfismo natural de anéis O/J — Ok [/JOk

¢ um isomorfismo.

Demonstracao. Como J é um (O-ideal relativamente primo para f, temos por definicao
que, J + fO = O. Assim,

JOK + fOK = (J+ fO)OK = 00 = O.

Agora, afirmamos JOx N O = J. De fato, note que

J C JOgNO
C (JOgkNO)O
C (JOxkNO)(J+fO)
C J+f(JOkNO)
C J+J-fOgk
C J+Jpois fOgk CO
c J
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Logo, JOx N O = J. Por fim, considere o homomorfismo natural

0 = ———.

4 JOx
Uma vez que JOk + fOr = Ok, temos que ¢ é sobrejetor. Agora, de JOx NO = J
implica que ker(p) = J. Portanto, a afirmacdo segue por um dos teoremas de isomorfismo

de anéis. O

Proposigao 1.2.38 (|[JW09|, Thm. 4.37). Seja O uma ordem de um corpo quadrdtico
K. Se I é um O-ideal invertivel e m € qualquer inteiro nao nulo, entdo sempre existe
algum O-ideal J tal que J ~ 1 e (N(J),m) = 1.

Lema 1.2.39. Seja O uma ordem de um corpo quadrdtico K com condutor f. Entao,

cada classe de ideais em H(O) contém um ideal relativamente primo para f.

Demonstragao. Seja [I] € H(O). Podemos supor que I é um ideal integral de O. Como
I é invertivel, segue pela Proposicao 1.2.38 que existe um O-ideal J tal que J ~ [ e
(N(J), f) = 1. Pelo Lema 1.2.36, temos que J é um ideal invertivel relativamente primo

para f que pertence a classe de [. O

Seja I um O-ideal e seja m € N. Observe que I/mlI é um O/mO-médulo com a agao
de O/mQO em I/mlI dada por

(0 4+ mO) - (a+ml):=60a+ml. (1.4)

A formula em (1.4) define uma acdo de O/mO em I/ml, porque I é um O-modulo.

Lema 1.2.40. Seja O uma ordem de um corpo quadrdtico K com condutor f. Se I é um

O-ideal relativamente primo para f, entao

I @)

[

il :pz’O

como O/p'O-mddulos, para cada primo p e i € N.

Demonstracao. Vamos dividir a prova em dois casos.
Caso 1: Se p nao divide f.

Pela Proposicao 1.2.13, {a,b+ cw} é uma Z-base para I, onde a,b,c € Z. O Lema 1.2.15
nos diz que N(I) = ac. Assim, {p’a,p'(b+ cw)} é uma Z-base para p'l ¢ N(p'I) = p*ac.

Como I é relativamente primo para f, temos que 1 = (N(I), f) = (ac, f) pelo Lema
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1.2.36. Consequentemente, (p*ac, f) = 1, pois estamos supondo que p { f. Logo, os
ideais p'l sdo invertiveis e relativamente primos para f pelo Lema 1.2.36. Agora, pelo

Lema 1.2.37, temos que
@ Ok

~Y

pl - p 1Ok

como anéis. Como os ideais de Ok /p' IOk sdo todos principais pela Proposigao 1.2.10,
assim sao os ideais de O/p'I. Consequentemente, I/p'l é um ideal principal de O/p'I.

Uma vez que,

I
pl

@
p'O
pelo Lema 1.2.29, e I/p'I e O/p'O sao O/p'O-modulos 1-gerados, segue que

I 0
pl  pO

como O/p'O-mobdulos, para cada primo p e i € N.
Caso 2: Se p divide f.

Uma vez que (N(I), f) =1 = (ac, f) e p | f implica que p { ac, que implica que p 1 a

eptec.
Considere a aplicagao ¢ : I — O/p'O definida por

a— aa+p'O.

E imediato verificar que ¢ ¢ um homomorfismo de grupos.

e ¢ ¢ sobrejetor.

Para provar a afirmacao ¢ suficiente provar que al + p'O = O. Como (a,p) = 1,
temos que (a?, p') = 1. Note que, {p’, p'w} e {a?, a(b+ cw)} sdo Z-bases para p'O e
al, respectivamente. Como a equacao diofantina za? 4+ yp' = 1 tem solucao inteira,
pois (a?,p") = 1, entao 1 € al +p'O. Logo, O C al +p'O e, portanto, al +p'O = O.

e ker(p) =p'l.

Temos que {a,b+ cw} é uma Z-base para I. Se a = 1 temos que o resultado é 6bvio

pois, I = O. Entao, podemos supor a # 1. Como p 1t a, temos que p' ¢ I.
Seja 3 € ker(y). Entdao, fa € p'O. Assim, existe a € O tal que fa = pa.

Afirmamos que 8 € p‘I. Com efeito, temos que

f=ua+v(b+cw) e a =1+ sw
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onde u,v,r, s € Z. Entao,

T+ Sw

Entao,

r= g(ua

pi

0

-(ua + v(b + cw))

=== R

la=

- (ua + vb + vew)

==

-(ua + vb) + L vew
pl

=

+ob) e s

Como ptac e s € Z, temos que p’ | v. Além disso, como p { a?, implica que p' | u,

pois r € Z. Logo, u = p'u' e v = pv/,

B =wua+v(b+ cw)

onde u/,v" € Z. Portanto,

=p'(W'a+v'(b+ w)) € p'l,

e, assim, ker(p) C p'I. Como p'I esta claramente contido em ker(y), temos que

ker(p) = p'I.

Portanto, segue dos pontos anteriores que a aplicacao ¢ : I/p'T — O/p'O definida por

@(a+p'I) = aa + p'O ¢ um isomorfismo de grupos abelianos. Como

P((0+p'0) - (a+p'T))

temos que ¢ é um isomorfismo de O/p'O-modulos.

@(0a+ p'l)
faa + p'O
(0 +p'O)(aa + p'O)
(0 +p'O)pla+p'I),

Grupos de Galois agindo em grupos de classes de ideais

Seja m um ndmero natural. O grupo de Galois Gal(Q((,)/Q) age naturalmente em
Q(¢n) (resp. Z[(,)) via automorfismos. Em particular, Gal(Q((,)/Q) age no conjunto de

ideais de Z[(,].
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Lema 1.2.41. Sejam I e J ideais de Z[(,]. Se I e J estao na mesma classe de ideais,

entio o(I) e o(J) estdo na mesma classe de ideais para qualquer o € Gal(Q((,)/Q).

Demonstragao. Os ideais I e J de Z[(,] estao na mesma classe de ideais se, e somente se,
J = I(a), onde (a) denota o ideal gerado por algum elemento a € Q((,) ~ {0}. Observe

que,

Como o € Gal(Q(¢,)/Q), temos que o(a) é ndo nulo em Q(¢,). Portanto, o(I) e o(J)

estao na mesma classe de ideais. ]
Segue do Lema 1.2.41 que Gal(Q(¢,)/Q) age em H(Z((,)) via automorfismos.

Observagao 1.2.42. (i) Seja 0 = pips - - - pr a decomposi¢ao de um inteiro positivo em
fatores primos distintos e suponha que d € N diwide §. FEntdo, existe u € N tal
que § = du. Assim, se (5 € uma 0-ésima raiz primitiva da unidade, entao (§ € uma
d-ésima raiz primitiva da unidade. Consequentemente, o corpo Q((y) € um subcorpo
de Q((s). Logo, para qualquer o € Gal(Q((5)/Q), temos que a restri¢ao de o para
Q(¢q) € um elemento de Gal(Q((y)/Q) para cada d | 6.

(it) De (i) seque que Gal((s) age via automorfismos no produto direto [, 5 H(Z(Ca))-

(15i) Se D é um subconjunto de {pi,pa,--- ,pr}, usando a Proposicio 1.2.23 definimos o
grupo

HD = Gal(Cpl) X X Gal(Cpifl) X CQ X Gal(CPiH) Ko X Gal(gpk)’

para cada p; € D. Como o grupo de classes de ideais H(Z[(2]) € trivial, temos uma
agao trivial de Cy sobre H(Z[(]). Logo, Hp também age sobre I, 5 H(Z((a))-

Lema 1.2.43. Seja n um nimero natural. O grupo de Galois Gal(Q((,)/Q) age transi-
tivamente em H(Z((,)) se, e somente se, h(Z((,)) = 1.

Demonstragao. A suficiéncia é imediata. Provaremos a necessidade. Se H(Z((,)) nao é

trivial, entao existe um ideal I de Z[(,] que ndo ¢é principal. Note que,

o(I(a)) = o(I)(o(a)), a€Q(¢) {0}

nao é um ideal principal para todo o € Gal(Q((,)/Q). Assim, o elemento identidade de
H(Z((,)) nao pertence a orbita de [I]. Portanto, Gal(Q(¢,)/Q) nao age transitivamente

em H(Z(Cn)) se M(Z(Cn)) # 1. O
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1.3 Ext e cohomologia de grupos

Nesta tese, a menos de mencao contraria, R serd um anel com elemento identidade e
todos os R-mo6dulos sao R-moédulos a esquerda.

Vamos iniciar generalizando a nocao de grupos abelianos livres para médulos.

Definicao 1.3.1. Um R-mddulo F ¢ livre se possui uma base, isto €, um subconjunto
{z;} (possivelmente vazio { }) onde i varia sobre algum conjunto de indice, tal que cada
x € F pode ser escrito como uma soma finita Y r;z; onde os coeficientes r; € R sao

unicamente determinados.

Assim, F' é um R-modulo livre se, e somente se, F = &;R; onde R; = R. Além disso,

modulos arbitrarios podem ser descritos em termos de moédulos livres.

Proposigao 1.3.2 (|[Rot09], Thm. 2.35). Cada R-mddulo M €é um quociente de um

R-madulo livre.

Seja N um R-moédulo. Pela Proposicao 1.3.2, podemos construir os seguintes epimor-
fismos: dy : Fy — N onde Fy é um R-moédulo livre; dy @ F} — ker(dy) onde Fy é um

R-modulo livre, ete. Isso nos d4 uma sequéncia exata longa infinita de modulos livres

d d d
chamada resolugao livre de N. Podemos obter uma noc¢ao mais geral para essa cons-
trucao.

Definicao 1.3.3. Um R-mddulo é projetivo se é um somando direto de uma R-mddulo

livre.

Entao, cada R-modulo livre é projetivo. A reciproca nao é verdadeira, conforme

mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 1.3.4. O anel R = Z/6Z ¢é a soma direta dos ideais Z/2Z e Z/37Z. Agora,
Z/6Z é um mddulo livre sobre si mesmo. Entao, /27, e Z/3Z sao R-mddulos projetivos.
Entretanto, nem Z/27 e nem 7 /37 sao R-mddulos livres, pois cada R-mddulo livre nao

nulo tem pelo menos 6 elementos.

Assim, podemos generalizar a no¢ao de resolugao livre para resolucao projetiva, isto

é, podemos construir uma sequéncia exata longa infinita

o PB PSRN, (1.6)



30 Preliminares

para qualquer R-médulo N, onde cada P; é um R-moédulo projetivo. A sequéncia (1.6) é
chamada resolucao projetiva de N.
Agora, seja f € Homg(M, N), onde M e N sdo R-modulos. Para cada R-modulo L,

o0 homomorfismo f induz um homomorfismo aditivo
f* : Hompg(N, L) — Hompg(M, L),
definido por
f*(¢) = po f,¢ € Homg(N, L). (1.7)
Para cada R-modulo M, usamos a resolucao projetiva (1.6) e a defini¢do (1.7) para
construir a sequéncia de grupos aditivos
0 — Homp(Py, M) 5 Homp(Py, M) B Homp(Py, M) — ---

Note que,
diyod; = (djodi;)" =0,1> 1.

Assim, im(d;) C ker(d;,,), ¢ > 1, e podemos definir a seguinte familia de grupos aditivos

ker(dy ;)

Exty (N, M) := m(d)

n>1.
Proposicao 1.3.5 (|[Rot09], Cor. 6.57). Os grupos Extz(N, M) ndo depende da escolha
da resolugao projetiva de N.

Em particular, temos o seguinte caso especial.

Definicao 1.3.6. Se GG € um grupo e M é um ZG-mddulo, entdo o n-ésimo grupo de

cohomologia de G' com coeficientes em M é
H"(G, M) = Ext},,(Z, M)

onde 7, ¢ visto como um ZG-modulo trivial, isto €, g -z = z para cada g € G e z € Z.
Aqui, particularmente, estamos interessados nos grupos
1. Extp(N, M), onde M e N sio R-modulos.
2. H*(G, M), onde G é um grupo ¢ M é um ZG-modulo.

O interesse por esses grupos se justifica pelo fato de que o primeiro descreve, a menos

de isomorfismo, as extensoes de modulos e o segundo as extensoes de grupos. Como
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veremos, a teoria de extensoes serd fundamental para a prova de muitos resultados desta

tese.

1.3.1 Ext! e extensoes

Sejam A e C' moédulos sobre um anel fixado R. Uma extensao de A por C' é uma
sequéncia exata curta
E:0-A5B5C—0

de R-mo6dulos e homomorfismos de R-modulos. As vezes, o proprio moédulo B sera referido

como uma extensao. Duas extensoes

F:0--A—-B—=C—=0

EF:0A—-B —-C—=0

de A por C sao equivalentes se existe um diagrama comutativo

E: 0 > A > B > C > 0

[ e e

E': 0 > A > B’ > C > 0.

A aplicacao ¢ é necessariamente um R-isomorfismo. Vamos denotar a classe de equiva-

léncia da extensao E por [E] e definimos
Ext(C,A) = {[E] : E' é uma extensdo de A por C'}.

A extensdao E acima cinde se existe uma aplicacdo s : C' — B tal que mos = 1¢.

Equivalentemente, £ é uma extensao cinde se é equivalente para extensao
0—+A—>A®B— B—0,

com as aplicagoes naturais. No que segue, vamos definir uma operagdo em Ext(C, A),

conhecida como a soma de Baer, que torna Ext(C, A) um grupo abeliano.

Sejam
Fi:05A3B 3C—>50e B,:054A3B30-20
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duas extensoes de A por C. A soma direta de F; e Ey é a extensao
EieBE:05A0 A S B aeB, ™S CeC = 0.

Definimos a aplicagao diagonal Ag: C — C' @ C por Ac: ¢ — (¢, ¢) e definimos a
aplicagao codiagonal V,: A® A — A por Vu : (a1,a2) — a; + as.
Agora, definimos a soma das extensoes F; e Fs, que denotamos por E; + Fy, como

segue:

1. Considere o pullback B’ da aplicacao diagonal A¢ e @B mq, para construir o seguinte

diagrama comutativo:

0—>A69A—i> B’ —_— C — 0

5 l Jee

2. Considere o pushout B” da aplicacdo codiagonal V4 e i, para construir o seguinte

diagrama comutativo:

0 —s A®A —— B C 0
[ A
0O —— A B s C > 0.

3. Por fim, a soma das extensoes F; e Fy é a extensao

Ei+FEy,:0—-A—B"—=C—0.

Definicao 1.3.7. A operacao

+5 : Ext(C, A) x Ext(C, A) — Ext(C, A)

([E1], [Ea]) = [Er + B

¢ chamada a soma de Baer.
O proximo teorema é devido a Baer.

Teorema 1.3.8 (|[Rot09], Thm. 7.35). Para cada R-mddulos A e C' o conjunto Ext(C, A)
¢ um grupo abeliano munido com a soma de Baer cuja a classe das extensoes cindem € o

elemento neutro da soma. Além disso, Ext(C, A) é isomorfo a Exty(C, A).
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1.3.2 Cohomologia de grupos

Sejam G um grupo e M um ZG-moédulo. Vamos iniciar apresentando uma descricao
mais explicita para os n-ésimos grupos de cohomologia H"(G, M). Para isso, usaremos

uma resolucao livre especifica.

Defini¢ao 1.3.9. A resolug¢do de barras (ou normalizada) é
d d d
B%BQ&BléB()#Z—)O,

onde B, € um ZG-mddulo livre com base formada por todas as n-tuplas {(z1,--+ ,x,) :
v, € Gewx; # 1} e paran = 0, By é um ZG-mddulo livre em um unico gerador,
que denotamos pelo simbolo (), assim By € isomorfo a ZG. Os ZG-homomorfismos

d, : B, — B,_1 sao definidos por

n—1
dn(xh T ,In) - xl(x27 T 7l‘n) + Z(_]-)Z(xh X1, xixi—‘rh e 7$n)
=1
(=121, w01)-
Observacao 1.3.10.

1. Para que d,, seja bem definido, assumimos que (xq,--- ,x,) = 0 sempre que algum

2. A resolucio B € chamada resolucao de barras, porque a notacao original para

(1, ,xy) era (z1]xg| - |xy,).

Proposicao 1.3.11 (|[Rot09], Thm. 9.37). A resolucdo de barras B € uma resolu¢ao livre
de 7.

Assim, para qualquer ZG-médulo M, podemos usar a resolucao B para calcular

Exty.(Z, M). Para esse fim, considere a sequéncia de grupos aditivos

0 — Homze (Bo, M) 5 Homyze(By, M) 3 Homge (Ba, M) —5 -+ - .
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Entdo, im(d}) C ker(d;,,,) paran > 1, e

ker(d? ;)
H"(G, M) = Ext}(Z, M) = —" 1

( ) ) XZG(ﬂ ) irn(d;;)’n_
e

H°(G, M) = ker(d}) = Homgyg(Z, M).

Uma vez que, cada f € Homyg(B,, M) é completamente determinado pelas imagens

{f(x1,--+ ,x,) : &; € G}, podemos identificar Homyg(B,,, M) com o conjunto de todas as
funcoes de G x --- X GG para M, onde G ocorre em n fatores. Assim, dado uma funcao

f:G" — M, temos

dy 1 f = fody € Homyg(B,, M), n>0

*

1 (ver (1.7)). Explicitamente, obtemos

por defini¢ao de d

(dif)(z) = fodi(z) =xf()—f()
(daf)(x,y) = foda(x,y) = xf(y) — fley) + f(2),
(d;f)(.l?,y,Z) = l’f(y,Z) - f(a:y,z) + f(x,yz) - f(:v,y),

n

(d2+1f)(x17 T ,flfn+1) = l’1f(332, T 7$n+1) + (—1)if($1> L1, T, 7xn+1)
i=1

(=) f (2, 2.

Em particular, ker(dj) consiste de todas as fungoes f: G x G — M tais que

a:f(y,z) - f(:vy,z) —i—f(a:,yz) - f(xay) = O,

para cada x,y,z € G. Tais fun¢des f sao chamadas de 2-cociclo. Agora, os 2-cociclos
em im(d;) sdo chamados 2-cobordos. Note que, cada func¢io h : G — M determina um
2-cociclo f = dh, dado por

para cada x,y € G. Entao, por defini¢ao,

~ {2-cociclos}

2
H(G, M) = {2-cobordos}"
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Como exemplo, vamos calcular a cohomologia de um grupo ciclico finito.

Definigao 1.3.12. Se G é um grupo e A é um ZG-mddulo, entao o submddulo dos ele-

mentos G-firxados é definido por
A ={a € A:x-a=a para todo x € G}.

Exemplo 1.3.13 (Para os detalhes, ver [Rot09], p. 521 e p. 522). Suponha que G é
um grupo ciclico finito de ordem k gerado por x e defina elementos D e N de ZG por
D=x—-1eN=14+z+2>+---+2"1. Entdo, DN = ND = 2¥ —1 =0 e, assim,

obtemos uma resolucao ZG-livre
2637265726 526572 -0

onde as aplicagoes alternadas sao multiplicacoes por D e por N e a aplicacao ¢ : ZG — 7
é definida por > r.x — Y 1, (¢ é conhecida como a aplicagdo de aumento). Assim,

para qualquer ZG-mddulo A, podemos construir a sequéncia
D* N* D* N*
0 — Homy(ZG, A) = Homyq(ZG, A) — Homyo(ZG, A) — Homyq(ZG, A) = - -
Desse modo, temos que
ker(N*) = yA, im(N*) = NA, ker(D*) = A% im(D*) = DA,

onde yA={a € A: Na=0}. Agora, por definicio de H"(G, A), temos que

A AC
0 _ AG 2n—1 _ N 2n _
H°(G,A)=A", H (G, A) = T H>(G,A) NA
Em particular,

Proposicao 1.3.14 (|Cha86], Chap. IV, Thm. 5.1). Seja M um ZC,-mddulo finitamente
gerado livre de tor¢ao como um grupo abeliano para um grupo ciclico C, de ordem prima
p. Entao,

H?*(Cp, M) = My, (M, € a reducio de My mddulo p)

onde M = M, ® M, de modo que M, é o maior somando direto de M em que C, age

trivialmente.

Finalizamos essa subsecdo com uma série de propriedades sobre os grupos H"(G, M)

que serao uteis mais tarde.
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Proposigao 1.3.15 ([Wei94], Cor. 6.5.10). Se G é um grupo finito e M é um ZG-mddulo

finitamente gerado, entao H™(G, M) é um grupo abeliano finito para todo n > 0.

Observacao 1.3.16. Consequentemente, se G é um grupo finito e M é um ZG-maodulo

finitamente gerado, entdo existe uma decomposi¢cao p-primdria
H"(G,M) =P H"(G, M),
p

onde p varia sobre os divisores primos de |G| e
H™(G, M), = {o € H (G, M) : o*" =1 para algum k > 1}.

Proposigao 1.3.17 ([Bro82|, p. 84, Thm. 10.3). Sejam G um grupo finito e P um
p-subgrupo de Sylow normal de G. Entao,

Hn(Ga M)p = Hn(Pa M)G/P

para todo n > 0.

Interpretacao do grupo H?*(G, M)

Agora podemos apresentar uma interpretagiao do grupo H*(G, M) em termos de ex-

tensoes de grupos, isto é, em termos das sequéncias exatas de grupos
E1-MSESG—1. (1.8)

Para o que segue, vamos assumir que £ ¢ uma extensao de um grupo abeliano M por

um grupo G.

Definicdo 1.3.18. Seja & uma extensao como em (1.8). Um levantamento é uma
funcaol : G — E commol =idg el(1) = 1. Em particular, a extensao € cinde se eriste
um homomorfismo X\ : G — E tal que mo X\ = idg. Neste caso, o grupo E é chamado um

produto semidireto de M por G.

Assim, assumindo que ¢ : M — E é a inclusao, podemos definir uma aplicacao 0, :
M — M por 6, : m — I(g)ml(g)~!, onde g € G. O proximo lema nos diz que 6, nio
depende da escolha do levantamento [(g) de g.

Lema 1.3.19. Sejam [,l' : G — FE levantamentos de G. Entao, [(g)ml(g)~" = I(g)'m(l(g)") "

para todos m € M e g € G.
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Demonstragao. Seja m € M. Como 7(l(g)) = 7(I(g)’), temos que
1(9)""(g) € ker(w) = M.

Entao, 1(g)"'1(g)'m = mi(g)~tl(g)’, uma vez que M é abeliano. Agora, multiplicando

1

ambos os lados desta equagdo, & esquerda por [(g) e a direita por (I(g)")~', obtemos o

resultado desejado. O

Entdo, a fungio 6 : G — Aut(M), definida por 6 : g — 6,, ¢ bem definida. E imediato
verificar que 6 ¢ um homomorfismo. Consequentemente, 6 induz uma acao de G em M.

Assim, obtemos o seguinte

Proposicao 1.3.20. Seja M um grupo abeliano. Entao, a extensao £ de M por G induz

uma estrutura de ZG-mddulo em M.

Demonstracao. Pelos comentarios acima, ZG age em M pela seguinte formula:

(Z reg) - m = ng(g -m),

geG geq

onde g - m = 0,(m), para m € M. Com essa defini¢ao, é imediato concluir que M é um
Z.G-modulo. O]

Dado um ZG-médulo M, gostarfamos de determinar quantas extensoes de M por
G existem nas quais a acao induzida de G sobre M concorda com a estrutura do ZG-
modulo dado, isto é, em que g-m = I(g)ml(g) " onde g€ G,me M el:G — M éum
levantamento de G.

A nocao de equivaléncia de extensoes de modulos, que apresentamos na Subsecao 1.3.1,

surgiu primeiro no contexto de extensoes de grupos.

Definicao 1.3.21. Dizemos que duas extensoes 1 — M — E; — G — 1 sao equivalen-

tes se existe um isomorfismo ¢ : Ey = Fy tal que o diagrama

1 7 M El > G 1
e b e
1 7 M E2 > G 1

comuta.

Teorema 1.3.22 ([Wei94|, Thm. 6.6.3). Sejam G um grupo, M um ZG-mddulo, e de-

note por e(G, M) o conjunto de todas as classes de equivaléncia de extensées de M por
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G. Entdo, existe uma bijecao entre H*(G, M) e e(G, M) que associa 0 com a classe de

extensoes cinde.

O homomorfismo de restrigao de H*(G, M)

Definicao 1.3.23. Sejam G e H grupos. Um homomorfismo de grupos ¢ : G — H induz

um homomorfismo de anéis ZG — ZH, também representado por ¢, dado por

P regr > rep(g).

geG geG

Entao, se M € um ZH-mddulo, podemos ver M como um ZG-mddulo com a a¢ao g-m :=
o(g) -m para g € G e m € M. Denotamos o ZH-mddulo M visto como ZG-mddulo por
(M)?.

Usando isso, podemos construir um homomorfismo ¢, : H*(H, M) — H*(G, (M)?).

Proposigao 1.3.24 ([Cha86|, p. 78). Sejam ¢ : G — H um homomorfismo de grupos e
f: M — N um homomorfismo de ZH-mddulos. Entao, as sequintes definicoes

[p4(c)](g1, 92) = c((91), p(g2))

[f4(c)](h1, ho) = f(c(h, ha)),

onde c: Hx H— M ¢ um 2-cociclo, g1,92 € G € hy, hy € H, induzem homomorfismos
pot HA(H, M) — HG,(M)?) e f.: HX(H, M) — H(H,N),

respectivamente.

Definicdo 1.3.25. Se « : H — G € a inclusio (ou um monomorfismo), chamamos
res$ =1, : HX(G,M) — H?*(H,(M)") de homomorfismo de restricdo. Neste caso,

comumente, identificamos (M)" com M.

Definicao 1.3.26. Seja M um ZG-mddulo finitamente gerado e livre como um Z-mdodulo.
Um elemento o € H*(G, M) € dito ser especial se para qualquer subgrupo ciclico C, de

ordem prima p de G, tem-se que resgp(oz) £ 0.
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1.4 A classificacao de ZG-reticulados

Definicao 1.4.1. Seja G um grupo finito. Um ZG-reticulado ¢ um ZG-mddulo que é

finitamente gerado e livre como um Z-mddulo.

Definicao 1.4.2. Um mddulo M sobre um anel R € indecomponivel se M nao pode ser

expresso como uma soma direta de dois submddulos nao triviais.

Em geral, o conjunto de classes de isomorfismo de ZG-reticulados indecomponiveis é

infinito. Em 1963, Jones [Jon63| descreveu sobre quais hipoteses esse conjunto é finito.

Teorema 1.4.3 (Jones, [Jon63|). Seja G um grupo finito. O nimero de ZG-reticulados
indecomponiveis € finito se, e somente se, para cada primo p dividindo |G|, os p-subgrupos

de Sylow de G sao ciclicos de ordem p ou p?.

E uma consequéncia imediata do Teorema 1.4.3 que existe um ntmero finito de ZC-
reticulados indecomponiveis, quando C' é um grupo ciclico de ordem pyps - - - pg, em que
P1,- -+, pp Sa0 numeros primos distintos. Assim, é possivel classificar esses reticulados,
como veremos a seguir. A luz do Teorema 1.4.3, vemos que é muito dificil obter uma
classificacdo para ZG-reticulados em geral. Até o momento, além da classe de grupos
ciclicos mencionada acima, existem poucas classes de grupos finitos G para a qual uma
classificacao dos ZG-reticulados é conhecida. Por exemplo, para os grupos ciclicos de
ordem p?, onde p é um namero primo — classificado por Troy [Tro61] em 1961; grupos
diedrais de ordem 2p, onde p é um primo impar — classificado por Lee |Lee64| em 1964;
grupos nao abelianos de ordem pq, onde p e ¢ sao primos distintos — classificado por Pu
[Pu65] em 1965. Para mais exemplos e informacoes, recomendamos a leitura de [CR81,
§34].

1.4.1 Reticulados sobre grupos ciclicos de ordem prima

Ao longo desta tese, C), denota um grupo ciclico de ordem prima p gerado por um
elemento x. O principal resultado desta subsecao é o teorema de classificacao dos ZC)-
reticulados. Esta classificagao é devido a Diederichsen (1938), que foi estendida por Reiner
(1957).

Sejam (j, uma raiz p-ésima primitiva da unidade, Q((,) o corpo ciclotomico gerado por
(p com anel de inteiros Z[(,]. Suponha agora que A é qualquer ideal ndo nulo de Z[(,].
Entdo, A tem Z-posto p — 1, Z[(]A C A e, além disso, podemos transformar A em um

Z.C,-modulo, pela definicao
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para todo a € A. Por causa desta definicdo, dois ideais de Z[(,] sdo isomorfos como
ZC,-modulos se, e somente se, sdo isomorfos como Z[(,]-modulos. Por outro lado, temos

0 seguinte

Lema 1.4.4 (|[CR62|, Lem. 22.2). Seja K um corpo de nimeros algébricos com anel
de inteiros Og. FEntao, dois ideais fraciondrios A e B de Ok sao isomorfos como Ok-

mdodulos se, e somente se, A e B estao na mesma classe de ideais.

Seja A um ideal de Z[(,] e seja ay algum elemento fixado de A tal que ay ¢ (¢, — 1)A.
Considere a soma direta A & Zy de um Z-modulo A e o Z-modulo livre Zy. Podemos

definir uma acao de C,, em A @ Zy por
r-a=Ga, x-y=ag+y, (1.9)

onde a € A. As formulas em (1.9) definem uma ac¢ao de C, em A®Zy. De fato, para isso,
provaremos a etapa mais dificil, que é verificar que zP age como a identidade em A @ Zy.
Como zP-a = Cga = a, ¢ suficiente mostrar que 27 -y = y. Denotemos por ®,(-) o p-ésimo

polinémio ciclotémico. Note que,

x'y:a0+y7
$2'?/:1"(a0+y)=§pao+$'y:(Cp+1)a0+y7

2Py =0,(¢)a0 +y=v.

Entao, A®Zy munido com a¢ao definida em (1.9) é um ZC,-modulo. Aqui, vamos denotar
esse modulo por (A, ag). A classe de isomorfismo de (A, ap) ndo depende da escolha de
ag, (Cf. [CR62, §74]).

O proximo teorema nos diz que qualquer ZC),-reticulado ¢ uma soma direta de moédulos

do tipo A, (A, ap) e Z-modulos em que C, age trivialmente.

Teorema 1.4.5 (Diederichsen-Reiner, |CR62|, Thm. 74.3). Cada ZC),-reticulado M €

1somorfo a uma soma direta

c c+b
M = @(AZ, CLZ‘) D @ Aj D 7 (110)
=1 j=c+1

onde 0s {A,} sio ideais em Z[(p], 0s {a,} sdo escolhidos de modo que a; € A;~(—1)A;
e 2* é um ZC,-mddulo trivial de posto a. A classe de isomorfismo de M ¢ determinada

pelos inteiros a,b,c e a classe de ideais do produto Ay --- Acyp em Q((p).
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Consequentemente, se By, -+, By, sdo os representantes das h, classes de ideais dis-
tintas de Q((,), temos a seguinte lista completa de ZC)-reticulados indecomponiveis ndo
isomorfos:

(Bly bl)a Ty (Bh/p7 bhp)a Bl7 o ’Bhp7Z
onde b; € B\ (¢ —1)B;, 1 <i < hy,.
Observacao 1.4.6.

1. Sejam A e B ideais de Z[(y]. Entao, o ZC,-mddulo M = A & B ¢é isomorfo a
Z[Cy) @ AB (Cf. [CR62, p. 514]). Isso mostra que as componentes indecomponiveis

de um ZCy-mddulo nao sao unicamente determinadas.

2. Se p é um nimero primo que nao divide n (n € Z), entao
(Z[Gp),m - 1) = (Z]G], 1) = ZC,
¢ um ZC,-mdédulo livre ciclico (Cf. [CR62, p. 512 e p. 514]).

Definicao 1.4.7. Dizemos que um ZC)-reticulado M é excepcional se na decomposicao
(1.10) temos os invariantes a =1 e ¢ =0, isto é, se M = @?:1 A, ®ZL.

O teorema a seguir especifica condigoes suficientes para que um reticulado seja expresso

unicamente como uma soma direta finita de submoédulos indecomponiveis.

Teorema 1.4.8 (Krull-Schmidt-Azumaya, [CR81], Thm. 6.12). Sejam R um anel local
noetheriano, comutativo e completo e Q) uma R-dlgebra finitamente gerada como um R-
mdodulo. Entao, um Q-maodulo finitamente gerado M € a soma direta finita de submddulos

indecomponiveis. Além disso, se

-~
i=1 j=1
sao duas tais somas, entdor =s e My = Ny, ,--- .M, = N, , onde {j1,--- ,j.} € alguma
permutagao de {1,--- r}.

Observacao 1.4.9. Pela Proposicao 1.1.4, temos que Z, € um anel local noetheriano,
comutativo e completo. Uma vez que Z,C, € uma Z,-dlgebra de grupo gerada por C, com

Z,-maodulo, seque que o Teorema 1.4.8 vale para os Z,C,-mddulos finitamente gerados.

Existem apenas trés Z,C,-mo6dulos indecomponiveis nao isomorfos.
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Proposicao 1.4.10 ([HR62|, Thm. 2.6). Os unicos Z,C,-mddulos indecomponiveis (a

menos de isomorfismo) sio Z,, Z,[(y] e Z,C,.

Seja M um ZC)-reticulado. A componente pro-p de Méo Z,C,-modulo
M, =M ®y Z,,

que é o completamento pro-p de M (Cf. [CR81, §4]).

Proposigao 1.4.11 (|[HR62|, Cor. 1.5). O ZC,-mddulo M € indecomponivel se, e somente

se, o correspondente Z,C,-modulo M, for indecomponivel.

Observagao 1.4.12. 1. O completamento pro-p de cada ideal nio nulo A de Z[()]

¢ isomorfo a Zy[(y] como Z,C,-mddulos, pois Z,[C,] € um dominio local de ideais

principais (Cf. [CR62, §19]).

2. O completamento pro-p de (A, ag) € isomorfo a Z,C, como Z,C,-mddulos, onde A

¢ um ideal nao nulo de Z[(y]. De fato, isto seque das Proposi¢oes 1.4.10 e 1.4.11.

Proposigao 1.4.13 ([CR81|, Prop. 31.2 (ii)). Sejam G um grupo finito e M, N ZG-
reticulados. Considere os completamentos pro-q My, = M ®zZ, e Ny = N ®z Z, de M e
N, respectivamente, para todo primo q. Entao, M, = N, como Z,G-mddulos para todos o0s

primos q se, e somente se, M, = N, como Z,G-mddulos para todos os primos p dividindo

Gl

1.4.2 Reticulados sobre grupos ciclicos de ordem livre de quadra-
dos

Esta subsec¢ao é baseada na tese de doutorado de Oppenheim (1962) [Opp62]. Neste
trabalho, ele apresenta uma classificacao para os ZG-reticulados sobre grupos ciclicos G

de ordem livre de quadrados.

Definicao 1.4.14. Um inteiro positivo m € dito ser livre de quadrados se nao for
divisivel pelo quadrado de qualquer primo. Em outras palavras, se a fatoracao de m em
fatores primos é da forma pips---pr onde py,--- ,pr SG0 numeros primos dois a dois

distintos.

No que segue, exceto mencao em contrario, 6 sempre denotard um nimero inteiro
positivo livre de quadrados, Cs um grupo ciclico de ordem ¢ gerado por =, Dy é o conjunto

de todos os n € N que divide 0 tal que existe somente um ntmero par de primos distintos
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em sua decomposicao. Similarmente, D; é o conjunto de todos os n € N que divide § tal
que existe somente um ndmero impar de primos distintos em sua decomposicao.
Em Z[X], definimos

so(X) = [ a(X), s1(X) == J] ®a(X)

deDg deD

Observacao 1.4.15. Temos que sos1 = 0 em ZCs. De fato,
0=2a'—1= H@d(x) = S0S1
d|s
em ZCs.

Lema 1.4.16 (|Opp62|, Lem. 3.4). Seja M um ZCjs-reticulado. Entdo,
My={me M :sym=0}

e My := M/My sao ZCjs-reticulados.

Em outras palavras, Lema 1.4.16 nos diz que qualquer ZCjs-reticulado M define uma

extensao
E:0—-My— M — M —0

de ZCjs-reticulados. Pela discussao da Subsecao 1.3.1, vemos que as extensoes E de M,
por M; sao descritas (a menos de isomorfismo) pelo grupo Extécé(Ml, My). Assim, para
classificar os ZCjs-reticulados, devemos descrever nao apenas a estrutura de My e My, mas

também a do grupo Extye, (M, My).

Proposicao 1.4.17 (|Opp62|, p. 17). Sejam My e M; ZCs-reticulados como no Lema

1.4.16. Entao,
M; = P M,

deD;

onde Mg = tqM;, com tq := s;/P4(x), 1 =0, 1.

Seja M um ZCjs-reticulado. Note que, soMy = 0. Além disso, para cada m € M,
temos que sgsym = 0, pois sgs; = 0 pela Observacao 1.4.15. Assim, ssM C M e,

consequentemente, s; M; = 0. Logo,

Si

Dy()

@d(l')./\/ld = (I)d([E) Mz = SiMi = 0, (Z = O, 1)
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para cada d | 0. Entdo, My é um ZCs/P4(x)ZCs-mbdulo.

Seja (4 uma raiz d-ésima primitiva da unidade. Temos um isomorfismo

ZCs

Ba@)zc, - Ll

dado por x +— (4. Assim, podemos transformar My em um Z[(;]-mo6dulo definindo

Ca-m :=axm,m € M. Como Z|[(4] ¢ um dominio de Dedekind, temos que
Ma=ZLgDlog® D ILragya

onde os {I; 4} sdo ideais em Z[(4] (ver [CR81, Thm. 4.13]). Além disso, os invariantes de

isomorfismo de M sao seu posto r(d) e a classe de ideais do produto I 4ls - - Iy(a)q-

Proposigao 1.4.18 (|Opp62|, Thm. 4.1 e Cor. 4.8). Sejam My e My ZCjs-reticulados

como no Lema 1.4.16. Entao,

Extye, (M, Mo) = €5 A(s, 1)

(s,t)eD1x Do
onde A(s,t) € 0 Z[(s]/ P ((s)Z[(s]-mddulo de matrizes r(s)xr(t) com entradas em Z[(s| / (Pi(C5)Z[C))-

Para simplificar a notacdo, vamos denotar Z|[(,|/(P;({s)Z[(s]) simplesmente por L(s,t).
Suponha agora que M é uma extensao de My por M; correspondendo para um elemento

A€ Extzcé(]\/[l, Mjy). Pela Proposicao 1.4.18 podemos escrever

A= (A(sp,t1), -, (s, 1)),

onde (s;,t;) € Dy X Dy e A(s;,t;) € uma matriz r(s;) X r(t;) com entradas em L(s;,t;),
i=1,-- 1.

Lema 1.4.19 (|Opp62|, Lem. 4.4). Sejam s | 0,t | 0 et > s. Entdo, L(s,t) € um
anel trivial, a menos que exista um primo p tal que t = ps. Se t = ps, entdo L(s,t) =

Fpr1@---®F,,, onde Fp,; é um corpo de caracteristica p, i =1,--- ,v.

Assim, as entradas a;; € L(s,t) da matriz A(s,t) podem ser escritas como

Aij = (Oézlja T 70‘;}]')7
onde af; € Fp,j. Entdo, para A(s,t) corresponde a v-tupla de matrizes ((ay;),-- -, (al})).

Definimos py(A(s,t)) := posto(al;).
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Precisamos de um pouco mais de notacao para enunciar o teorema de classificacao dos

ZCs-reticulados. Definimos
D*:={(s,t):s|d,t|det/s=p, onde p é primo}
e D :={(s,t): (s,t) € D*,s € Di}.

Teorema 1.4.20 ([Opp62|, Thm. 4.13). Seja M um ZCjs-reticulado. Um conjunto com-

pleto de invariantes de isomorfismo consiste de:

(i) O ZCs-posto de My, r(d), para cada Mg e d | é.

(ii) A classe de ideais do produto Iy gl q- - - Ir(a)a associado com Mg, para cada d | 6.
(iii) {pr(A(s,1)) : (A(s,1)) € Extyo(My, My), (s,t) € Di,k=1,--- v},

No que segue, r(d, M) e A(s,t, M) denotam r(d) e A(s,t) no ZCs-reticulado M, res-
pectivamente. Além disso, para encurtar a notagdo, [Ir,] denota a classe de ideais do
produto Iy ¢Is - - - I(4),q associado com My, para cada d | 6.

Por [Opp62, Thm. 7.3] e [CR81, Prop. 31.15] temos a seguinte versao profinita do
Teorema 1.4.20.

Teorema 1.4.21. Sejam M e N ZCs-reticulados. Entao, M= N como ZC’(;-médulos se,

e somente se,
(i) r(d, M) =r(d,N) para cada d | §.
(7i) pr(A(s,t, M)) = pr(A(s,t,N)) para cada k =1,--- ,v e (s,t) € Dj.
O cancelamento na soma direta de ZCjs-reticulados vale nas seguintes condicoes.

Proposicao 1.4.22 (|[Wie84|, Prop. 5.1). Sejam M, N e L ZCjs-reticulados. Entao,
M&L=N&L implica M =N
se, e somente se, 6 = 6,10,14 ou 0 € primo.

O préximo resultado nos diz que cancelamento na soma direta vale para ZCs-modulos.

Proposicao 1.4.23. Sejam My, My, N1 e Ny ZCs-reticulados. Entao,

Ml@ﬂ2§ﬁ1€9ﬁ2
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se, e somente se,

r(d, My) + r(d, My) = r(d, Ny) + r(d, N3)

pk(>\(3, t? Ml)) =+ pk<)‘(87 t? MQ)) = pk()‘<s7 tv Nl)) + pk()‘<s7 tv NQ))

para cada d |6 ek =1,--- 0.

Demonstracao. Isto segue de [Opp62, Thm. 7.4] e [CR81, Prop. 31.15]. ]

1.4.3 Os invariantes de isomorfismo semilinear

Definicao 1.4.24. Seja G um grupo finito e sejam M e N ZG-mddulos. Um homomor-
fismo semilinear de M para N é um par (f,) onde f: M — N é um homomorfismo

de grupos abelianos e ¢ : G — G € um automorfismo tal que

flg-m)=welg)- f(m)
para cada g € G em € M.

Lembre-se que, [A] denota a classe de ideais de um ideal fracionario A de um corpo de
nameros algébricos (ver Definicao 1.2.31). Se A é um ideal de Z[(,|, vamos denotar por
M(a,b, c;[A]) o tnico ZC)-reticulado (a menos de isomorfismo) com invariantes a, b, c € Z
e [A], isto é,

c c+b
M(a,b,¢;[A) = P(Ai,a) & P A 02
i=1 j=c+1

onde A= A; -+ Aqp (ver Teorema 1.4.5).

Proposigao 1.4.25 ([Cha86], Chap. IV, Thm. 6.2). Sejam M = M(a,b,c;[A]) e M' =
M (a0, [A]) ZCy-reticulados. Entao, M € isomorfo semilinearmente para M’ se, e

somente se, a =a',b="V,c=c eo-[A] =[A] para algum o € Gal((,).

Mais geral, para grupos ciclicos Cs de ordem ¢ livre de quadrados, temos a proposicao

a seguir.

Proposicao 1.4.26. Sejam M e N ZCjs-reticulados. Entdao, M € isomorfo semilinear-

mente para N se, e somente se,
(i) r(d, M) =r(d,N) para cada d | §.

(i1) pe(A(s,t, M)) = pr(A(s,t, N)) para cada k =1,--- v e (s,t) € Di.
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(111) o - [Ipm,] = [Jn,] para cada d | 6 e para algum o € Gal((s).

Demonstracao. Sejam M e N ZCs-reticulados. Note que, M ¢é isomorfo semilinearmente
para N se, e somente se, M = (N)¥ (ver Defini¢do 1.3.23) como ZCs-mddulos, para algum
¢ € Aut(Cs). Uma vez que Cs é um grupo ciclico de ordem ¢ livre de quadrados, segue

pelo Teorema 1.4.20 que M = (N)¥ como ZCs-mddulos se, e somente se,
(i) r(d,M) = r(d, N) para cada d | 4.
(i) pr(A(s,t, M)) = pr(A(s,t,N)) para cada k =1,--- ;v e (s,t) € Dj.

(ili) T, = (JIn)? como Z[(4)-modulos para cada d | § e para algum ¢ € Aut(Cys) (ver
Lema 1.4.4).

Para cada d dividindo ¢, vamos denotar por Cy o subgrupo de Cs de ordem d. Lembre-
se que, Gal((s) = (Z/0Z)* = Aut(Cys). Assim, para finalizar a prova é suficiente mostrar
que (Jy;,)? 2 o1 Jy, como ZCs-modulos. Suponha que ¢(c) = ¢ onde c € Cy el ¢ um
inteiro positivo tal que (I,0) = 1. Considere a aplicacao

n:(n)? =07 g

u— o (u).

E claro que 1 é um isomorfismo de grupos, assim resta mostrar que 7 é um ZCy-

homomorfismo. Note que,

n(exu) = n(e(c) u)
!

onde ¢ € Cy e “¥" denota a Cg-acdo em (Jy;,)?. Isto conclui a prova da Proposicao
1.4.26. O]

1.5 Grupos de Bieberbach

Seja R™ o espago Euclidiano de dimensao n. Uma isometria de R" é uma funcao

f : R™ — R"™ que preserva distancia em relacao a métrica Euclidiana. Exemplos interes-
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santes de isometrias sao os operadores ortogonais em R", isto é, transformacoes lineares
invertiveis de R™ para R™ que preservam o produto interno. O conjunto de tais operadores
forma um subgrupo O(n) do grupo de todas as transformagoes lineares invertiveis de R"
para R". Usando a identificacao matricial, temos que O(n) ¢ um subgrupo do grupo linear

geral real GL(n,R).

Vamos denotar o conjunto de todas isometrias de R™ por Isom(R"™). Entao,

Proposigao 1.5.1 ([Cha86|, Chap. I). (i) Isom(R") é um grupo com respeito & com-

posicao de funcoes.
(11) O grupo Isom(R"™) cinde como o produto semidireto R" x O(n).

Observe que Isom(R") C R" x GL(n,R). Seja (a,A) € R" x GL(n,R). Temos uma
matriz (n + 1) x (n + 1)
1 0

a A

que obviamente define uma inclusao R" x GL(n,R) C GL(n + 1,R). Assim, podemos
considerar Isom(R"™) como um espago topolégico com a topologia induzida do espago
Euclidiano R™*, O grupo R" x GL(n,R) é conhecido como grupo afim e comumente
é denotado por Aff(R").

Seja I' um subgrupo de Isom(R™). O espaco das orbitas da acdo de I' em R”, via
isometria, é¢ o conjunto das I'-orbitas R"/T" = {I'z : x € R} munido com a topologia

quociente de R".

Definic¢ao 1.5.2. Dizemos que um subgrupo I' de Isom(R"™) é um grupo cristalogrdfico
de dimensao n se I' € discreto e R"/T" é compacto. Se, além disso, T' for livre de tor¢ao,

dizemos que I' é um grupo de Bieberbach de dimensao n.

Se I' ¢ um grupo de Bieberbach de dimensao n, entdo o espaco R"/I" é uma varie-
dade plana compacta com grupo fundamental I'. Na verdade, todas as variedades planas
compactas sao obtidas desta forma (ver [Cha86, Chap. II, Cor. 5.1]). Assim, grupos de

Bieberbach sao exatamente os grupos fundamentais das variedades planas compactas.

Exemplo 1.5.3. 1. Sejam eq,--- ,e, a base candnica de R™. Seja I o subgrupo dis-
creto de Isom(R™) gerado por (e1,I), -+ ,(en,I). Entao T' = Z" é um grupo de

Bieberbach de dimensdo n e o espaco das orbitas R" /T € o toro n-dimensional.

2. Seja T" < Isom(R™) gerado por
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0 1
( ,B), ( 1)
1/2 0
onde
-1 0
B:
0 1

Entio T é um grupo de Bieberbach de dimensdo 2 cuja o espago das drbitas R?*/T" é

a garrafa de Klein.

3. O subgrupo discreto I' de Isom(R) gerado por (1,1) e (0,—1) é um grupo cristalo-
grifico de dimensao 1 que nao € livre de torcao, em outras palavras, I' ndo € um
grupo de Bieberbach. Note que I' =2 7 X Z/27 ¢ isomorfo ao grupo diedral infinito
Do

Grupos cristalograficos sao bem conhecidos por causa dos trabalhos de Bieberbach, que
apresentam uma bonita descri¢do para esses grupos. A seguir, vamos enunciar trés famosos
teoremas, comumente conhecidos como Teoremas de Bieberbach, que foram provados em
1910 e 1912 por Bieberbach e Frobenius.

Teorema 1.5.4 (Primeiro Teorema de Bieberbach, 1910). Seja I' um grupo cristalogrdfico
de dimensao n. Entio, M =T N (R™ x {I}) é um reticulado de R™ e T'/M ¢é um grupo
finito.

Em particular, o Teorema 1.5.4 nos diz que qualquer grupo cristalografico define uma
sequéncia exata
l1-M->T—-G—1, (1.11)

onde M = Z" é abeliano maximal em I' e G é um grupo finito. Os grupos M e G
sao conhecidos como o subgrupo de translacoes e o grupo de holonomia de T,

respectivamente. Reciprocamente,

Proposicao 1.5.5 (|Szc12|, Thm. 2.2). Um grupo I' € isomorfo a um grupo cristalogrdfico
de dimensao n se, e somente se, I' tem um subgrupo normal abeliano livre Z™ de indice

finito que € um subgrupo abeliano maximal de T

Proposigao 1.5.6 (|[Cha86|, Chap. I, Prop. 4.1). O subgrupo de translagoes de um grupo

cristalogrdfico I' € o unico subgrupo abeliano mazimal normal de indice finito de I
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Usando a sequéncia exata (1.11), vimos na Subsec¢ao 1.3.2 que podemos definir uma

representa¢ao p : G — Aut(M) = GL(n,Z) do grupo de holonomia G por
p(g)(m) = 1(g)ml(9)™", (g€ Geme M)

onde [ : G — I' é um levantamento. Como M é abeliano maximal em I', temos que p é
uma representacao fiel, isto é, p é injetiva. Consequentemente, p induz uma estrutura de
ZG-modulo fiel em M (ver Proposicao 1.3.20).

Teorema 1.5.7 (Segundo Teorema de Bieberbach, 1912). Sejam T' e T grupos crista-
logrificos de dimensao n. Se f : ' — I é um isomorfismo, entao existe um elemento

a € Aff(R™) tal que f(v) = a 'ya para cada v € T.

Como consequéncia deste teorema, podemos deduzir que duas variedades planas com-
pactas com grupos fundamentais isomorfos sao difeomorfas. Em outras palavras, varie-
dades planas compactas sao completamente determinadas pelo seu grupo fundamental, a

menos de difeomorfismo.

Teorema 1.5.8 (Terceiro Teorema de Bieberbach (ou Teorema de Frobenius), 1912). A
menos de conjugacao em Aff(R™), existe apenas um nimero finito de grupos cristalogrd-

ficos de dimensao n.

Consequentemente, a menos de difeomorfismo, h& apenas um ndimero finito de vari-
edades planas compactas de dimensao n. A seguinte tabela foi extraida de [Cha86, p.
41].

NUMERO DE GRUPOS CRISTALOGRAFICOS

Dimensao | # Grupos Cristalograficos | # Grupos de Bierberbach

1 1 1
2 17 2
3 219 10

4 4783 74
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1.5.1 Um esquema geral para a classificacao de grupos de Bieber-
bach

Se I' é um grupo de Bieberbach, entao I' define uma sequéncia exata
l1-M-—>T—-G—1, (1.12)

onde M é abeliano livre e abeliano maximal em I' e G é um grupo finito. Vimos que a
sequéncia (1.12) induz uma estrutura de ZG-modulo em M. Além disso, pela Proposigao
1.3.22 as extensodes (1.12) sao descritas pelos elementos de H?(G, M). Logo, é natural usar
a linguagem das teorias de representacoes e cohomologia de grupos finitos para classificar
os grupos cristalograficos. Para esse fim, Charlap [Cha65| propde o seguinte algoritmo

para classificar os grupos de Bieberbach com grupo de holonomia G.
(1) Encontrar todos os ZG-reticulados fiéis M.
(2) Encontrar todas as extensoes de M por G, isto é, calcular H*(G, M).
(3) Determinar quais dessas extensoes sao livres de torgao.
(4) Ver quais dessas extensoes sao isomorfas.

A etapa (1) é a mais dificil, pois ndo existe, em geral, uma classificacao para os ZG-
reticulados para todas as classes de grupos finitos G. Na Secao 1.4, listamos algumas
classes de grupos finitos G' para a qual uma classificacao dos ZG-reticulados é conhecida.

A etapa (3) reduz-se a determinagao das classes especiais de H*(G, M) (ver Definigao

1.3.26), em virtude do seguinte resultado.

Proposigao 1.5.9 (|[Cha86|, Chap. III, Thm. 2.1). Seja M um ZG-mddulo. A extensao
de M por G, correspondente a o € H*(G, M), ¢ livre de tor¢ao se, e somente se, o é

especial.

Ja a etapa (4), pode ser examinada por meio do seguinte resultado, que estabelece

uma condi¢ao necessaria e suficiente para duas extensoes serem isomorfas.

Proposi¢ao 1.5.10 ([Cha86|, Chap. III, Thm. 2.2). Sejam M e N ZG-mddulos fiéis
e sejam o € H*(G,M) e¢ 3 € H*(G,N). Suponha que T (resp. 1) é uma extensio
correspondente para « (resp. ). Entao, T' € isomorfo a 11 se, e somente se, eriste um

isomorfismo semilinear (f, ) : M — N tal que f.(a) = p.(B).
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Analisando esse algoritmo, vemos que os grupos de holonomia sao pecas importantes
para a classificacao dos grupos de Bieberbach, tanto que, nao seria redundante acrescentar

a esse algoritmo uma etapa zero, como:

(0) Encontrar todos os grupos finitos que podem ser realizados como um grupo de

holonomia de um grupo de Bieberbach.

A etapa (0) foi respondida, em parte, por Auslander e Kuranishi [AK57| em 1957, que

deram a seguinte resposta surpreendente para esse problema.

Teorema 1.5.11 (|Cha86|, Chap. III, Thm. 5.2). Seja G qualquer grupo finito. Entdo

G € grupo de holonomia de algum grupo de Bieberbach.

Note que, o Teorema 1.5.11 nao da informacao em relacao a dimensao em que o grupo
finito G pode aparecer como grupo de holonomia. Assim, temos uma resposta parcial
para a etapa (0). Em particular, Hiller (1985) [Hil85] estabeleceu uma cota inferior para
a dimensao de um grupo cristalografico em funcao da ordem dos elementos do grupo de
holonomia. Antes de apresentar esse resultado, vamos relembrar alguns conceitos.

A versao aditiva da funcdo totiente de Euler ¢(-) é a seguinte.

Definigao 1.5.12. Uma funcio ®(-) que satisfaz as condigoes
1

(i) se p € primo, entio ®(p*) = ¢(p*) = p* — p*=t = pF(1 — 1/p), para todo k € N.

(ii) ser e s sao relativamente primos, entao
D(rs) = o(r) + D(s),

a menos que s =2 e r é um numero impar, caso em que $(2r) = O(r).
¢ chamada a versao aditiva da funcao de Euler.
Agora, considere a seguinte fungao
g(m) := menor n tal que GL(n,Z) contém uma matriz de ordem m.
O proximo resultado é conhecido como o teorema da restricao cristalografica.

Teorema 1.5.13 (|Hil85], Prop. 1.3 e Thm. 1.5 ). (i) g(m) é a menor dimensio de
um grupo cristalogrdfico cujo grupo de holonomia contém um elemento de ordem

m.

(i) g(m) = (m).
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Para um nimero natural n fixado, Ord(n) denota o conjunto de todos os nimeros
naturais que ocorre como ordem de um elemento no grupo de holonomia de grupos cris-
talograficos de dimensao n.

Pelo Teorema 1.5.13,

Ord(n) = {m: ®(m) < n}.

O proximo resultado é uma consequéncia imediata do Teorema 1.5.13.

Corolario 1.5.14. Seja I' um grupo cristalogrdfico com grupo de holonomia de ordem p.

Entao, o posto do subgrupo abeliano maximal normal de I" é pelo menos p — 1.

Agora, o Teorema 1.5.11 com o Teorema 1.5.13 d4 uma resposta mais completa para

a etapa (0).

1.5.2 A classificacao de Charlap

Em 1965, Charlap [Cha65], combinando as quatro etapas do algoritmo da subsegao
anterior com a linguagem de categorias, obteve uma bonita classificacao para os grupos
de Bieberbach com o grupo de holonomia ciclico C), de ordem prima p. Ele define £(C))
como a categoria cujos objetos sdo todos os pares (M, «), onde M é um ZC,-médulo e a
¢ um elemento especial de H?(C), M), isto é, um elemento nao nulo. Os morfismos dessa

categoria sdo todas as aplicagoes (M, «) — (N, 8) dadas pelos pares (f, ) onde

(i) (f,®) € um homomorfismo semilinear de M para N.

(i) fila) = @.(B) € H*(C,, (N)?).

Recorde-se de que, (N)? ¢ o ZC,-modulo com grupo N e acdo “+” dada por x * n :=
o(z)n. Por brevidade, escreveremos H-grupo de Bieberbach para significar um grupo de
Bieberbach de dimensao n com grupo de holonomia H.

Usando a classificacao de Reiner para representagoes integrais dos grupos ciclicos de
ordem prima, Charlap provou que a classe de isomorfismo de um Cj,-grupo de Bieberbach

¢ completamente determinada pela estrutura do ZC),-modulo associado.

Proposigao 1.5.15 (|Cha86|, Chap. IV, Thm. 6.1). Seja M um ZC,-mddulo e sejam «
e o/ classes nao nulas em H*(C,, M). Entao, eziste um C,-automorfismo f : M — M
com f.(a) = o se, e somente se, M € um ZC,-mddulo ndo excepcional ou o' = o se

M é um ZC,-mddulo excepcional.

Definicao 1.5.16. Um C),-grupo de Bieberbach I" é excepcional se seu subgrupo abeliano

mazimal normal M é um ZC,-mddulo excepcional.



54 Preliminares

No caso nao excepcional, Charlap obteve o seguinte conjunto de invariantes para a

classe de isomorfismo de um Cj,-grupo de Bieberbach.

Teorema 1.5.17 (|Cha86|, Chap. IV, Thm. 6.3). Eziste uma correspondéncia biunivoca
entre as classes de isomorfismo de C,-grupos de Bieberbach nao excepcionais e as 4-
tuplas (a,b,c;0) onde a,b,c € Z com a > 0,b > 0,¢ > 0,(a,c) # (1,0),(b,c) # (0,0) e
0 € Gal(p)\H (Z[Gy))-

Em outras palavras, Teorema 1.5.17 nos diz que dois C),-grupos de Bieberbach nao
excepcionais sao isomorfos se, e somente se, seus subgrupos de translagoes sao isomorfos
como ZC,-modulos (ver Proposicao 1.4.25).

Agora, para o caso em que o Cy-grupo de Bieberbach é excepcional, ele obteve o

seguinte conjunto de invariantes de isomorfismo.

Teorema 1.5.18 (|Cha86|, Chap. IV, Thm. 6.4 ou [Cha65|, Thm. 3.7 ). Eziste uma
correspondéncia biunivoca entre as classes de isomorfismo de grupos de Bieberbach excep-

cionais cujo o grupo de holonomia tem ordem prima p e os pares (b,0) onde b € Z,b > 0
e 0 € Cy\H(Z[))-

Observacao 1.5.19. No caso excepcional, o Teorema 1.5.18 nos diz que a classe de iso-
morfismo de um Cy,-grupo de Bieberbach é determinada pela estrutura do Z.C,-mdédulo as-
sociado até um automorfismo por inversao de C,. Mais especificamente, se pensarmos o0s
C,-grupos de Bieberbach excepcionais I' e I" como uma tripla (b, A, a) e (', A', o), respec-
tivamente, com b,V € Z, A e A sio classes de ideais em H(Z[(y]) e « € H*(Cp, M(1,b,0; A)),
o € H*(Cy, M(1,V,0; A")). Entdo, pela Proposi¢io 1.4.25 temos que os correspondentes
subgrupos de translagoes sao isomorfos como mddulos se, e somente se, b=V e A=A’
Agora, pelo Teorema 1.5.18, I = T se, e somente se, existe p € Gal((,) com - A=A’

e p.(a) = a.

1.5.3 O método de classificacao de Auslander-Vasquez

O principal resultado desta secao, conhecido como o método de classificacao de Aus-
lander — Vasquez, foi em sua esséncia conjecturado por Auslander e provado por Vasquez

em 1970, com algumas ideias dadas por Auslander.

Teorema 1.5.20 ([Vas70|, Thm. 3.6). Seja G um grupo finito. Entao, exriste um inteiro
positivo n(G) com a sequinte propriedade: se I' é um grupo de Bieberbach com o grupo
de holonomia isomorfo a G, entao o subgrupo de translagoes M < T' contém um subgrupo

normal M’ tal que I'/M’' € um grupo de Bieberbach de dimensdo < n(QG).
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Esse teorema sugere o seguinte método de classificacao para grupos de Bieberbach

com um dado grupo de holonomia G:

M¢étodo de classificagcao de Auslander-Vasquez: qualquer grupo de Bieberbach I'
com grupo de holonomia G e dimensao n > n(G) pode ser definido por uma sequéncia
exata

1520 51 5 Tg — 1,

onde I'c é um grupo de Bieberbach de dimensao n(G).

O namero n(G) é chamado de invariante de Vasquez de um grupo finito G. Usando

[Szc97, Thm. 3] podemos caracterizar n(G) de forma puramente algébrica.

Definicao 1.5.21. Seja M um ZG-reticulado. Dizemos que um ZG-reticulado L tem
a propriedade S, quando para cada elemento especial o € H?*(G,M) eziste um ZG-
homomorfismo f: M — L tal que f.(a) € H*(G, L) € especial.

Proposicao 1.5.22. O invariante de Vasquez de um grupo finito G € igual a
n(G) = min{Z-posto(N) : N é um ZG-reticulado com a propriedade S}.
O Teorema 1.5.20 sugere a seguinte questao.
Questao. Calcule o invariante de Vasquez n(G) para um grupo finito G.

Essa questao estd em aberto, com excecao se G é um p-grupo finito, que foi calculado
por Cliff and Weiss em 1989 [CW89] e se G & um grupo ciclico finito com ordem livre de

quadrados, que foi calculado por Szczepasnki em 1997, que obteve o seguinte resultado.

Teorema 1.5.23 ([Szc97|, Thm. 2). n(G) = 1 se, e somente se, G é um grupo ciclico

com ordem liwre de quadrados.

A combinagao dos Teoremas 1.5.20 e 1.5.23, nos da a seguinte caracterizacao para os

grupos de Bieberbach com grupo de holonomia ciclico de ordem livre de quadrados.

Proposicao 1.5.24. Seja I' um grupo de Bieberbach de dimensdio n com o grupo de
holonomia ciclico G de ordem livre de quadrados § e subgrupo de translacoes M. Entao,
M = M, 1 ® Z admite uma ZG-decomposicao, onde Z é um modulo trivial gerado pela

d-ésima poténcia de algum elemento ¢ de I e I' = M,y x C com C = (c).
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Demonstracao. Uma vez que G é um grupo ciclico de ordem livre de quadrados, temos
que n(G) = 1 pelo Teorema 1.5.23. Assim, pelo método de classificagdo de Auslander-

Vasquez, I' é definido pela sequéncia exata
1M, 1 =T 5Z—1 (1.13)

onde M,_; = Z"!. Note que esta extensdo cinde, pois para qualquer v € T tal que
7(y) =1 € Z a aplicagdo s : Z — I' definida por s(m) = 4™ é um homomorfismo com
mos =idy. Portanto, I' = M,,_; x C' onde C' é um grupo ciclico infinito gerado por algum
elemento ¢ de ' que age em M,,_; como G. Além disso, M admite a ZG-decomposi¢ao

M, _1 @ Z onde Z é um modulo trivial gerado pela -ésima poténcia de c. O

1.5.4 A classificacao via classes cristalograficas

Vimos na Subsecao 1.5.1 que os parametros naturais para classificar grupos cristalo-

graficos sao: o grupo de holonomia G e o ZG-reticulado M.

Definicao 1.5.25. Fize um ZG-reticulado fiel M para um grupo finito G. Definimos
a classe cristalogrdfica (G, M) como sendo o conjunto de todas as extensoes I' de
M por G. Além disso, diremos que duas classes cristalogrificas (G, M) e (G', M') sao
aritmeticamente equivalentes se existem isomorfismos ¢ : M — M e ¢ : G — G’
tais que

d(g-m) = p(g) - p(m)

para cadam € M e g € G. Fquivalentemente, as classes cristalogrificas (G, M) e (G', M)
sao aritmeticamente equivalentes se G e G’ sao subgrupos conjugados de GL(n,Z). As

classes de equivaléncia resultantes sao as classes cristalogrdficas aritméticas.

Observacao 1.5.26 (Uma caracterizagio para as classes cristalograficas). Sejam M = Z™
um grupo abeliano livre e G um grupo finito. Seja p : G — GL(n,Z) uma representa¢do

fiel e considere o produto semidireto
G,=Mx,G.

Note que, a representacao p : G — GL(n,Z) e grupo finito G definem uma classe crista-
logrdfica (G, M). Logo, os grupos G, podem ser associados para as classes cristalogrificas
(G, M). Reciprocamente, dada uma classe cristalogrifica (G, M), temos por defini¢io
uma representacao fiel p : G — GL(n,Z), consequentemente, podemos definir um produto

semidireto G, = M x,G. Assim, as classes cristalogrificas (G, M) podem ser associadas
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para 0s grupos G,. 1sso mostra que exziste uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto
formado por todos os grupos G, e o conjunto formado por todas as classes cristalogrifi-
cas (G, M). Além disso, por [GZ11, Prop. 2.17] temos que duas classes cristalogrificas
sao aritmeticamente equivalentes se os correspondentes produtos semidiretos sao grupos

1somorfos.

Lema 1.5.27. Grupos cristalogrdficos isomorfos determinam a mesma classe cristalogrd-

fica aritmética.

Demonstracao. Sejam ['; e 'y grupos cristalograficos de dimensao n com grupos de
holonomia Hi, Hy e subgrupos de translacoes M, M,, respectivamente. Suponha que
F :T1 — I'y é um isomorfismo. Pela Proposicao 1.5.6, F(M;) = M,. Como M; e M,
sao grupos abelianos livres de mesmo posto, segue que a restricao de F para M, que
denotaremos por f, é um isomorfismo de M; para Ms. Consequentemente, F' induz um

isomorfismo ¢ : H; — Hy de modo que o diagrama

1 > My I'y i s HH —— 1
A C
1 M, Iy —— Hy — 1.

¢ comutativo. Suponha que 7(7y1) = hy € H;y. Por definicao de ¢, temos que ma(F (1)) =
Sp(hl) LOgO,

f(hi-m) = F(yy'mm) = F(y) 7 F(m)F(n) = ¢(l) - f(m), (1.14)

onde m € M. Note que, a equagao (1.14) nos diz que fH,f™' = Hy em GL(n,Z).

Portanto, I'; e I'y determinam a mesma classe cristalografica aritmética. O]

Lema 1.5.28. Sejam (H,M) e (H', M') classes cristalogrdficas aritmeticamente equiva-

lentes. Entao, para cada grupo cristalogrdfico I' em (H, M) eziste um grupo isomorfo I

em (H', M").

Demonstra¢ao. Seja I' um grupo cristalografico na classe cristalografica (H, M). Seja

¢ Hx H— M um 2-cociclo correspondente para a extensao
1= M—->T—H—1,
e considere I' como sendo M x H com a multiplicacao

(ma, h1)(ma, ha) = (my + hama + £(h1, ha), hihs),
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onde my,my € M e hy,hy € H. Uma vez que (H, M) e (H', M’) sao aritmeticamente
equivalentes, existem isomorfismos ¢ : H — H' e f: M — M’ tais que

f(h-m) =¢(h) - f(m),
para todos h € H e m € M. Agora, defina a funcao F : M x H — M’ x H' por
EF(m,h) = (f(m),¢(h)),

param € M e h € H. Vamos mostrar que F' ¢ um isomorfismo. Como f e ¢ sao bijecaoes,

temos que F' também é. Assim, resta mostrar que F' é um homomorfismo. Note que,

F[(mq, h1)(mao, he)] = F(mq+ himg + &(hy, ha), hihs)
= (f(m1) +(h1)f(m2) + f(£(h1, ha)), o(h1)p(h2))
= (f(ma) + o(ha) f(ma) + FET fRf 7 F 7 Fhaf 1)), () (ha))
= (f(m) + @(hn) f(ma) + FEF () f, FHp(ha) £)), () p(ha))
= (f(m1) + () f(ma2) + & ((h), o(ha)), p(h1)o(he))
= (f(ma), e(h1))(f(m2), ¢(h2))

= F(ml, hl)F(mg, hg),

onde &'(p(h1), o(h)) = fE(f o) f, f () f)) & um 2-cociclo de H' x H' para

M'. Portanto, I ¢ um homomorfismo e, consequentemente, um isomorfismo. Assim,

[V:= F(T') é um grupo cristalografico na classe cristalografica (H’, M") isomorfo a I'. [

Observacao 1.5.29. Segue dos Lemas 1.5.27 e 1.5.28 que para encontrar todos os gru-
pos cristalogrdficos (a menos de isomorfismo) de uma classe cristalogrdfica aritmética é
suficiente encontrar todos os possiveis grupos cristalogrdficos de um representante de tal

classe.

Seja [' um grupo cristalografico de dimensao n definindo a sequéncia exata
l1-M-—>T—-G—1. (1.15)

Entdo, I' define uma classe cristalografica (G, M). Para caracterizar todas as classes
de isomorfismos de grupos cristalograficos em (G, M), precisamos definir uma ac¢ao de
Nauw(m)(G), o normalizador de G em Aut(M), em H*(G,M). Seja ¢ € Nawan(G) e
defina ¢’ € Aut(G) por

¢'(9) = ¢~ g0,
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para cada g € G. Seja ¢ : G x G — M um 2-cociclo correspondendo para extensao (1.15).
Entao, Nawn (G) age em H?*(G, M) pela formula

[0 ® c](g, h) = olc(¢'(g), ¢'(h))], (1.16)

para g, h € G (Cf. [Cha86, p. 168]). A seguir, veremos um caso particular desta acao.

Seja M um ZC)-reticulado para um grupo ciclico C, = (z) de ordem prima p. Pelo
Teorema 1.4.5, M = M; @ M, onde M; ¢ o maior somando direto de M em que C,
age trivialmente. Consequentemente, H?(C,, M) = M, pela Proposicao 1.3.14. Entdo,
temos a agao “o” de Nyy(a)(Cp) em H?(C,, M), definida em (2) na introdugao desta tese.

Recordemos essa definicao.

Para um elemento n € NMayiar)(Cp), denotemos por 7 sua imagem natural em I, =
F, ~ {0} sobre a identificacdo Aut(C;,) = F;. O normalizador Nau(an(Cp) age de forma
natural no conjunto dos elementos fixados M sobre a agao de C, em M. Isto induz a
acao de Nayy(ar)(Cp) em M e, consequentemente, Nyue(ar)(Cp) age em M JA-M = M,
onde A=1+z+ - +aP7L

Definimos uma nova agao “e” do normalizador Ny ar)(Cp) em M, por
nem:=n-nm, (m¢e M) (1.17)

onde “-” denota a acao de NAut(M)(Cp) em M, descrita no paragrafo anterior.

Observacgdo 1.5.30. Afirmamos que as agoes “®” e “o”, de Nawyar)(Cp) em H?*(Cp, M),
sd0 iguais neste caso. De fato, seja ¢ € Nawar)(Cy) e defina ¢ € Aut(C,) por ¢p(z) =
¢~ 'xp. Note que, se c:Cy,x C, — M é um 2-cociclo, entdo

[04(0))(x,y) = c(6(2), 6(y)) (1.18)

[0 (0)](x, y) = ¢(c(z,y)), (1.19)

para x,y € Cp, definem homomorfismos
¢, - H*(C,, M) — H*(C,, M) e ¢, : H¥(C,, M) — H*(C,, M),

respectivamente, pela Proposi¢io 1.3.24. Desse modo, a agdo “®” definida em (1.16) pode

ser reescrita como

O ®a = b.(¢.(a)), (1.20)
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onde o € H*(C,, M). Por outro lado, como H*(C,, M) = M, a agio “e” definida em

(2) pode ser reescrita como

pom=¢ om = d.(.(m)), (1.21)

onde m € My. Portanto, de (1.20) e (1.21) vemos que a ag¢do “®”, definida em (1.16),

g 2

é igual a acao “o”, definida em (2), neste caso.

Teorema 1.5.31 ([Hil86], Thm. 5.2). Eziste uma correspondéncia biunivoca entre as

classes de isomorfismo de grupos cristalogrdaficos na classe cristalogrifica (G, M) e as
dgrbitas da agio de Npwa)(G) em H*(G, M).

Em particular, se X (G, M) é o subconjunto de H*(G, M) formado por todos os ele-

mentos especias, temos:

Corolario 1.5.32. FExiste uma correspondéncia biunivoca entre as classes de isomor-
fismo de grupos de Bieberbach na classe cristalogrifica (G, M) e as drbitas da agdo de

NAut(M)(G) em X(G, M)

Lema 1.5.33. Seja C, um grupo ciclico de ordem prima p. Entio, Nawmn(Cp) age
transitivamente em H?(C,, M)* := H*(C,, M) ~. {0}.

Demonstracao. Vamos dividir a prova em dois casos.

Caso 1: O ZC),-mo6dulo M nao é excepcional.

Sejam «,a’ € H*(C,, M)*. Como M é um ZC,-modulo nao excepcional, temos pela
Proposicao 1.5.15 que existe um elemento ¢ no centralizador Cayyar)(Cp) (de Cp em
Aut(M)) tal que

¢ ® a = d.(idi(a)) = ¢(a) = o',
Isso mostra que Cayean)(Cp) age transitivamente em H?(C,, M)* e, consequentemente,
Nauw(m)(Cp) age transitivamente em H?(C,, M)*.
Caso 2: O ZC),-moédulo M é excepcional.

Uma vez que M é um ZC),-modulo excepcional, temos que M = @;_; A; & Z onde cada
A; é um ideal de Z[(,]. Seja ¢ € Gal((,) e considere a aplicacdo ¢ : M — M definida por

a1 ®--ba Dur pla) - D pla,) O u,

para a; € A; e u € Z. Claramente, ¢ é um automorfismo do grupo abeliano M. Lembre-se

que: Gal((,) = Aut(C,); cada p € Aut(C,) é da forma p(x) = 2* onde z é um gerador
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de C), e k & algum inteiro entre 0 e p. Note que,

p(z - a;) = o(Gai) = p(G)pla) = p(x) - pla),

parai =1,---,r. Como Z é um ZCj,-mo6dulo trivial, entdo ¢(z - m) = ¢(x) - ¢(m) para
cada m € M. Consequentemente, ¢ € Naun(Cp). Uma vez que H?*(Cp, M) = Z/pZ

(ver Proposicao 1.3.14), temos que

¢ ®a = id.(d.(a)) = du(a) = ka,

onde é é um automorfismo de C, induzido pela conjugacdo de ¢ em C, e o é qualquer
elemento nao nulo de Z/pZ. Pela generalidade da construgao, podemos assumir que k é
qualquer inteiro entre 0 e p. Isso implica que, para quaisquer dois elementos nao nulos
a e o em Z/pZ, existe k entre 0 e p, tal que ka = o. Isso prova que, Nayan)(Cp) age
transitivamente em H?(C,, M)*. O

Combinando os Teoremas 1.5.17 e 1.5.18 com Corolario 1.5.32 e Lema 1.5.33, obtemos

o seguinte:

Corolario 1.5.34. Seja M um ZC),-reticulado fiel. Existe uma correspondéncia biunivoca
entre o conjunto das classes cristalogrdficas aritméticas (Cp, M) e o conjunto das classes
de isomorfismos de grupos de Bieberbach I" com grupo de holonomia C, e subgrupo de

translacoes M.

Finalizamos essa secao, com uma férmula para calcular o nimero de 6rbitas da acao

de Naw(ar)(G) em X (G, M), quando G & um grupo ciclico de ordem livre de quadrados.

Lema 1.5.35. Seja M um ZG-reticulado para um grupo ciclico G de ordem ¢ livre de

quadrados. Entao,

Nawon (G\X (G, M)| = H (Nauwn (G\(M7,)4], (1.22)

pld

onde M, é o maior somando direto de M em que C, age trivialmente.

Demonstragao. Uma vez que G = C), x --- x C,, & um grupo ciclico de ordem ¢ =

p1ipe - - - px livre de quadrados, segue pela Observacao 1.3.16 e Proposicao 1.3.17 que

X(G, M) = [[ (7, = T J(r7,)°.

p|é plé
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Como Naug(an) (G) é um subgrupo de N ar)(Cp), para cada primo p dividindo §, temos
que NMauw(ar)(G) age em cada (M;,)¢ para todo p | & e, consequentemente, temos a

formula (1.22) para a cardinalidade do conjunto das orbitas da agao de NAut(M)(G) em
X(G, M). O



Capitulo

2

(Género Profinito de Grupos de
Bieberbach

Neste Capitulo, respondemos a Questao 1 para a familia dos grupos de Bieberbach
I' de dimensao n com grupo de holonomia ciclico de ordem livre de quadrados. Mais
precisamente, exibimos férmulas para a cardinalidade do género g(I'). Iniciamos, Segao
2.1, apresentando propriedades gerais sobre a estrutura do completamento profinito de
um grupo de Bieberbach com grupo de holonomia qualquer. Em seguida, na Secao 2.2,
realizamos o estudo da Questao 1 para grupos de Bieberbach com grupo de holonomia de

ordem prima e, posteriormente, estudamos o caso com ordem livre de quadrados.

2.1 O completamento profinito de grupos de Bieberbach

Lema 2.1.1. Seja I um grupo de Bieberbach de dimensao n com subgrupo de translagoes

M. Entao, M € o inico subgrupo normal aberto, abeliano maximal, livre de torcao de T.

Demonstracao. Pela Proposicao 1.1.7, existe uma correspondéncia biunivoca entre o con-
junto de todos os subgrupos normais de indice finito de I' e o conjunto de todos os sub-

grupos normais abertos de T. Portanto, o lema segue das Proposicoes 1.5.6 ¢ 1.1.10. [
Se I' é um grupo de Bieberbach definido pela sequéncia exata
1—-M-—->T—G—1,

onde M é o subgrupo de translagoes e G é um grupo finito, entao pelo Lema 2.1.1 obtemos
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a seguinte sequéncia exata
1M ->T5G6—1

para os completamentos profinitos correspondentes.

Proposicao 2.1.2. O completamento profinito de um grupo de Bieberbach é um grupo

profinito livre de torcao.

Demonstracao. Seja I' um grupo de Bieberbach definido pela sequéncia exata
l1-M->T5G—1,

onde M é o subgrupo de translacoes e G o grupo de holonomia. Pela discussao acima,
temos
1-M->T5G—1.

Suponha que [ tem um elemento de ordem finita. Consequentemente, T tem um elemento
de ordem prima. Como M é livre de torcao pelo Lema 2.1.1, existe um elemento g € G de
ordem prima p tal que 7~!((g)) nao é livre de tor¢ao. Note que, 71({g)) é um subgrupo
aberto de T contendo M de modo que %_1(<g>)/M\ = (g). Agora, pela Proposigao 1.1.7,
existe um subgrupo I', de I" contendo M tal que I',/M = (g) e fp ~ 7-1({g)). Entao, fp
nao é livre de torcao, uma contradicao em vista da Proposicao 1.1.10. Portanto, I' € um

grupo profinito livre de torcao. O]

Lema 2.1.3. Sejam I'y e I'y grupos de Bieberbach de dimensao n com subgrupos de trans-
lacoes My e My e grupos de holonomia Gy e Go, respectivamente. Se 1 : fl — fg € um
isomorfismo, entao existem isomorfismos ¢ : M\l — M\g e ¢ : G1 — Gy tais que o sequinte

diagrama comuta:

1 ]/\4\1 > /fl G1 — 1
& |v |¢ (2.1)
1 ]/\4\2 ” fg G2 — 1.

Demonstracao. Pelo Lema 2.1.1, w(J\/Zl) = ]\/4\2. Definimos ¢ como sendo a restricao de
Y para ]\/4\1 Entao, ¢ : ]\/4\1 — ]/\4\2 é um isomorfismo. Logo, v induz um isomorfismo

¢ : G1 = G9 de modo que o diagrama (2.1) comuta. O

A préxima proposicao nos diz que, para calcular a cardinalidade |g(I")| do género de

um grupo de Bieberbach I', é suficiente considerar as classes de isomorfismos dos grupos
de Bieberbach em g(T").
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Proposicao 2.1.4. Seja I' um grupo de Bieberbach de dimensao n com grupo de holono-
mia G. Se A € g(I'), entao A é um grupo de Bieberbach de dimensio n com grupo de

holonomia G.

Demonstracao. Seja I' um grupo de Bieberbach de dimensao n com subgrupo de trans-
lacoes M e grupo de holonomia G. Uma vez que A < AeA = f, segue pela Proposicao
2.1.2 que A é livre de torcao. Entao, resta mostrar que A tem um subgrupo abeliano
maximal normal N tal que N = Z". Pelo Lema 2.1.1, M é o tinico subgrupo normal
aberto abeliano maximal de T'. Como A = f, segue pela Proposicao 1.1.7 que existe um
subgrupo abeliano maximal normal N de A tal que N=~Me A/N = G. Entao, N é
um grupo abeliano, finitamente gerado, livre de torcao, isto é, N = Z™. Afirmamos que
m = n. De fato, por exemplo, se n > m, podemos construir um quociente finito (Z/kZ)"
de M que nao pode ser um quociente de N, para algum inteiro positivo k. Entao, N nio
é isomorfo a ]\//7, uma contradicao em vista da Proposicao 1.1.8. Portanto, A é um grupo

de Bieberbach de dimensao n com grupo de holonomia G. ]

2.2 Grupos de Bieberbach com grupo de holonomia de

ordem prima

Note que, M pode ser considerado simplesmente como um G-moédulo por [RZ00, Prop.
5.3.6].

Lema 2.2.1. Sejam

c b’

c b
M: @(Ai,ai)Gé@Aj@Za, M/ :@(B“bz)@@Bj@Za,
i=1 Jj=1

i=1 j=1

—~

Z.C\y-reticulados. Entao, M = M’ como ZCp-mo’dulos se, e somente se, a = a’,b =1V e

cC=~cC.

Demonstracao. Iniciamos observando que,

c c

b
M = GB Al,al EB e M = @ @@B o7

=1 =1

Se M = M’ como sz—m()dulos, entao as componentes pro-p de M e M’ sdo isomorfos
como Z,C,-modulos. Portanto, a necessidade segue de Observacao 1.4.12 e Proposicoes
1.4.8 e 1.4.10.
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Por outro lado, pela Observacao 1.4.12 a afirmacao vale para a componente pro-p de
M e M. Consequentemente, pela Proposicao 1.4.13, M, = M, para todo primo g, e

portanto, M = M’ como sz—m()dulos. O

Proposicao 2.2.2. Sejam I'y e 'y grupos de Bieberbach de dimensao n com grupo de
holonomia C, e subgrupos de translagoes My e Mo, respectivamente. Entao, I'y = T'y se,
e somente se, My = (Ms)? como ZC,-mddulos, onde ¢ € Aut(C),).

Demonstracao. Suponha que ¢ : I'y — I'y é um isomorfismo. Pelo Lema 1.5.27, temos

que existem isomorfismos ¢ : My — My e ¢ : C,, — C}, de modo que

¢(x-m) = p(x) - d(m),

para cada m € M; e x € C,. Logo, M; = (M)? como ZC,-mbdulos.
Reciprocamente, suponha que existe ¢ € Aut(C,) tal que M; = (M)? como ZC)-
modulos. Entao, M; é isomorfo semilinearmente para M,. Portanto, pela Proposicao

1.4.25 juntamente aos Teoremas 1.5.17 e 1.5.18, temos que 'y = I's. O

O proximo lema serd 1til para o caso em que o grupo de Bieberbach I'" tém grupo
holonomia ciclico G de ordem ¢§ prima e, também, se ¢ for livre de quadrados. Se o
subgrupo de translagoes de I' ¢ M, entao pela Proposi¢ao 1.5.24 temos que M = M,,_1PZ,
de modo que, I' = M,,_; x C' onde C contém Z como subgrupo de indice §. Com essa

notagao temos o seguinte.

Lema 2.2.3. Sejam 'y = M,,_1xC e’y = N,,_1xCs grupos de Bieberbach de dimensaon
com grupo de holonomia ciclico G de ordem livre de quadrados § e subgrupos de translagoes
M, 1®7Z e N,_1 ®Z, respectivamente. Se eriste p € Aut(G) tal que

(1) My_1 = (N,-1)? como ZG-mddulos, entao I'y = T'y.

~

(ii) ]/\/[\n_l = (Np_1)% como ZG—mo’dulos, entao fl o fQ.

Demonstragao. Suponha que G = (g) e seja ¢ € Aut(G). Pela Proposicao 1.5.24, existem
representagoes fiéis 71 : G — Aut(M,_1) e jo : G — Aut(N,_1), assim, podemos ver G
como subgrupo de Aut(M,,_1) e Aut(N,—1). Sejam I'y = M,_1 x,, Ci e 'y = N1 %, Co
onde p; : C1 — Aut(M,,_1) e py : Cy — Aut(N,,_1) sdo homomorfismos tais que

o pi(c1) = gonde C) = (c1) e Z = (cf),

o pa(c2) = p(g) onde Cy = (cz) e Z' = (c3).
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Considere as projecoes naturais m : C; — C1/Z = G e my : Co — CoJ7' = G e o
isomorfismo © : C; — Cy definido por ©(c;) = co. Note que, © induz um automorfismo

¢ : G — G de modo que o seguinte diagrama comuta

01 L) 02
e
G —~— G.

Por hipotese, existe um isomorfismo f : M,,_; — N, _; tal que

flg-m)=w(g)- f(m),

para todo m € M, ;. Assim,

flpr(er) -m) = pa(©(cr)) - f(m),

para cada m € M,_;. Isto implica que fpi(c1)f™! = p2(©(cy)). Como M, | = 7" ! =
N, 1 e C; ® Z = (Cy podemos assumir que f € Aut(Z"!) e © € Aut(Z). Agora, pela
|GZ11, Prop. 2.5], temos que a aplica¢ao
F Fl — FQ
(m, c) = (f(m),©(c))

é um isomorfismo. Isto conclui a prova do item (i).

A prova do item (ii) é analoga a prova do item (i). O

Teorema D. Sejam M um grupo abeliano livre de posto n e C, um grupo de ordem prima
p. Sejam I'y e I'y grupos de Bieberbach de dimensao n que sao extensoes de M por C,. Se

M e My sao ZCy-mddulos induzidos pela acao de I'y e I'y em M, respectivamente, entdo

(1) T'1 = T'y se, e somente se, ou My e My sao ZC,-mddulos nao excepcionais iso-
morfos ou M e My sao ZC,-mddulos excepcionais e sao isomorfos a menos de um

automorfismo de C, por inversao.
(11) fl = fg se, e somente se, ]\/4\1 o ]\/4\2 como ZCp—médulos.
Demonstragao. (i) Segue da Proposicao 2.2.2 e da Observagao 1.5.19.

(ii) (=) Pelo Lema 2.1.3, vemos que existem isomorfismos ¢ : M, = Myep: C, = C,
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tal que o seguinte diagrama é comutativo

—~ ~

1 — ]/\4\1 Iy i Cp 1
l‘f’ lw l«» (2.2)
1 —— ]/\4\2 fg L& Cp 1.

Seja v, € Iy tal que 7(71) =z € C,. Pela comutatividade do diagrama (2.2), temos

que
T2 (v(1) = e(T1(n)) = p(@).
Assim,
¢z -m) = p(ym ) = b(y)Y(m)v(n) ™ = e(x) - ¢(m),
para cada m € M. Portanto, M; = (M,)? como ZC),-médulos.

(<) Pela Proposicao 1.5.24, My = M, 1 ®Z e My = M! | & 7/ tais que I'; =
Mn,1 Az Cl € FQ = M’

7 Xy Cy, onde C) e Cy contém Z e Z' como subgrupo

de indice p e agem em M,_; e M, , como C, = (x), respectivamente. Agora,
]\/4\1 = ]\/Zn_l @Z,]\/@ = ]\/4\’n_1 @ i’, fl = ]\//Yn_l X 61 e fg = ]\/4\’”_1 X 62 onde 61
e 62 também agem em J\/Zn,l e ]\/J\’n,l como C,. Segue pelo Lema 2.2.1 e Teorema
1.4.8 que ]/\/[\n,l = ]\//T’n,l como iCp—m()dulos (isso porque as componentes pro-p de
]\//.7,1_1 e ]\/4\’71—1 sao Z,C,-modulos isomorfos para todo primo p). Portanto, fl i fg
pelo Lema 2.2.3.

]

A versao profinita dos Teoremas 1.5.17 e 1.5.18 é a seguinte.

Corolario 2.2.4. Seja I' um grupo de Bieberbach de dimensdo n com grupo de holono-

mia de ordem prima. Entao, existe uma correspondéncia biunivoca entre as classes de

isomorfismo de Tea tripla (a,b,c) da decomposi¢cao (1.10) com a > 0.

Demonstracao. Isto segue imediatamente do Teorema D e do Lema 2.2.1. O]

Agora podemos provar o principal resultado desta subsecao.

Teorema A. Seja I' um grupo de Bieberbach de dimensao n com subgrupo de translacoes

M e grupo de holonomia C, de ordem prima p.

(1) Se M é um ZC,-reticulado excepcional, entio |g(I")| = |Co\H(Z[(])|, onde Cy €

um grupo de ordem 2 agindo em H(Z[(,)]) por inversao.
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(ii) Caso contrdrio, |g(T')| = |Gal(¢,)\H(Z[¢))|- *

Demonstragao. Pela Proposicdo 2.1.4, para calcular a cardinalidade do género g(I'), de
um grupo de Bieberbach I'; é suficiente considerar as classes de isomorfismos dos grupos
de Bieberbach em g(I').

Sejam Iy e I'y grupos de Bieberbach com grupos de holonomia de ordem prima e
subgrupos de translacoes M; e M, respectivamente. Pelo Lema 2.1.3, podemos assumir
que I'y e I'y tem o mesmo grupo de holonomia C), de ordem prima p. Como M; e M, sao

Z.C'y-reticulados, pelo Teorema 1.4.5,
c b
M, = @(z‘% a;) @ @Aa’ S Z*
i=1 j=1

c 4

My = @(B% b;) @ @ B; @ A
i=1 j=1
onde A; e B; sdo ideais de Z[(,]. Uma vez que fl = fQ, temos que ]\/4\1 = ]\//72 como
zC’p—m(’)dulos pelo Teorema D. Consequentemente, a = a’,b =1V e ¢ = ¢ pelo Lema 2.2.1.

Portanto, o resultado segue pelos Teoremas 1.5.17 e 1.5.18 e Teorema D. O

Corolario 2.2.5. Seja I' um grupo de Bieberbach de dimensao n com grupo de holonomia

de ordem prima. Se H(Z[(,)) nao é trivial, entdo |g(I')| > 1.
Demonstracao. Isto é uma consequéncia do Teorema A e Lema 1.2.43. O

Observagao 2.2.6. Seque que a cardinalidade |g(I")| do género de um grupo de Bieberbach
I' com subgrupo de translagoes M e grupo de holonomia C, € igual & cardinalidade do

género do ZCy-mddulo M se I" nao é excepcional e metade se I € excepcional.

Corolario B. Seja I' um grupo de Bieberbach de dimensao n com grupo de holonomia

C, de ordem prima p. Entao, |g(I')| =1 se, e somente se, p < 19.
Demonstracao. Isto segue do Teorema A e da Proposicao 1.2.34 e Lema 1.2.43. [

Corolario C. Seja X uma variedade compacta plana de dimensao n com grupo de ho-
lonomia de ordem prima. Se n < 21, entao X € determinada dentre todas as variedades

compactas planas de dimensao n pelo completamento profinito do seu grupo fundamental.

Demonstracao. Pelo Corolario 1.5.14, deduzimos que para todo n < 21, nenhum ntmero
primo p > 23 pode ocorrer como ordem de um elemento no grupo de holonomia de grupos

de Bieberbach de dimensao n. Portanto, o resultado segue pelo Corolario B. O

10 caso (ii) do Teorema A também foi enunciado com um esbogo de prova em [GZ11]
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Observacao 2.2.7. Se ' = M x C,,, com M abeliano livre de posto n e C, um grupo de
ordem prima p agindo em M de forma nao trivial, entao I' nao € um grupo de Bieberbach.
Entretanto, usando que I' e My x C), sao isomorfos se, e somente se, M = M, como ZC,-
mddulos (até um automorfismo de C,) e que 0 mesmo vale para o completamento profinito
(ver [GZ11, §2.2]), podemos deduzir que o género de I' tem a mesma cardinalidade como
no Teorema A (ii) (ver Proposi¢io 2.2.2). Além disso, considerando C, como um subgrupo
de Aut(M) = GL(n,Z), deduzimos de [GZ11, Prop. 2.17] que a cardinalidade do género
é exatamente o nimero de classes de conjugagao de subgrupos de ordem p de GL(n,Z) na

classe de conjugagio de C, em GL(n,i).

2.3 Grupos de Bieberbach com o grupo de holonomia

ciclico de ordem livre de quadrados

Neste secao vamos provar uma generalizacao do Teorema A. Para isso, exceto mencao

em contrario, G sempre serd um grupo ciclico de ordem ¢ livre de quadrados.

Lema 2.3.1. Sejam I'y e I's grupos de Bieberbach com grupo de holonomia ciclico G de
ordem livre de quadrados 0 e subgrupos de translacoes M e N, respectivamente. Entao,

I'y e 'y estao na mesma classe cristalogrifica aritmética se, e somente se,
(i) r(d, M) =r(d,N) para cada d | §.
(7i) pr(A(s,t, M) = pr(A(s,t,N)) para cada k =1,--- v e (s,t) € Dj.
(111) o [Ipm,] = [JIn,] para cada d | 0 e para algum o € Gal((s).
Demonstracao. Isto é uma consequéncia da Proposicao 1.4.26. O]
Em particular, quando § = 6,10, 14 ou J é primo, temos o seguinte.

Proposicao 2.3.2. Sejam I'y e 'y grupos de Bieberbach de dimensao n com grupo de
holonomia ciclico G de ordem 6 = 6,10,14 ou d € primo. Sejam M e N os subgrupos de

translacoes de I'y e I'y, respectivamente. Entao, I'y 2 T’y se, e somente se,
(i) r(d, M) =r(d,N) para cada d | §.
(i1) pr(A(s,t, M)) = pr(A(s,t, N)) para cada k=1,--- v e (s,t) € D;.

(iii) o-[Ipm,] = [In,] para cada d | 0 e para algum o € Gal((s).
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Demonstragao. (=) Se 'y = I'y, entdo M ¢ isomorfo semilinearmente para N pelo Lema
1.5.27. Portanto, segue pela Proposi¢ao 1.4.26 que as condigbes (i)—(iii) sdo satisfeitas.
(<) Suponha que os ZG-reticulados M e N satisfazem as condigoes (i)—(iii). Pela
Proposicao 1.5.24, M = M, 1 & Z e N = N,_1 ®Z tais que I'y = M,_1 x Cy e I'y =
N,,_1xCs onde C; e Cy contém Z e 7' como subgrupos de indice § e agem em M,,_; e N,,_;
como G. Uma vez que as condigbes (i)—(iii) sdo satisfeitas para M, 1 ®Z e N,,_1 & Z/,
segue pela Proposicao 1.4.26 que M,_, & Z é isomorfo semilinearmente para N,_, & Z'.
Consequentemente, M,, 1 = (N,,_1)? para algum ¢ € Aut(G) pela Proposigao 1.4.22 e,
portanto, I'y = I's pelo Lema 2.2.3. O

Um conjunto completo de invariantes de isomorfismo para o completamento profi-
nito de um grupo de Bieberbach, com o grupo de holonomia ciclico de ordem livre de

quadrados, ¢ dado a seguir.

Proposicao 2.3.3. Sejam I'y e 'y grupos de Bieberbach de dimensao n com grupo de
holonomia G e subgrupos de translacoes M e N, respectivamente. Entao, fl = fQ se, e

somente se,
(i) r(d, M) =r(d, N) para cada d | §.
(11) pr(A(s,t, M)) = pr(A(s,t,N)) para cada k =1,--- v e (s,t) € Dj.

Demonstra¢ao. (=) Suponha que [, 2 T,. Pelo Lema 2.1.3, existem isomorfismos

o : M—Ne ¢ : G — G tais que o seguinte diagrama é comutativo

—~ ~

1 M r, =5 G 1
las lw l«p (2.3)
1 , N , Ty 25 @ 1.

Mostraremos que M = (]V )¥ como ZG-médulos por argumentos analogos ao da prova do
item (ii) do Teorema D. Seja v, € fl tal que 71(y1) = g € G. Pela comutatividade do

diagrama (2.3), temos que

T2 (Y (1)) = p(T1(11)) = (9).
Assim,
¢(g-m) = d(rmyy ") = V(n)v(m)b(n) ™ = elg) - d(m),

onde m € M. Portanto, M = (N)¢ como ZG-modulos. Logo, as afirmacdes (i) e (ii)

seguem imediatamente do Teorema 1.4.21.
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(<) Assuma que M e N sdo subgrupos normais abelianos maximais de I'; e Ty,
respectivamente, satisfazendo as condigoes (i) e (ii). Pela Proposi¢do 1.5.24, M = M,, 1@
Zoe N=N,_1®Z taisque I'y = M,,_1 x Cy e 'y = N,,_; ¥ Cy onde C; e C5 contém Z

e Z' como subgrupos de indice § e agem em M,_; e N,_; como G. Consequentemente,

o~

M = J/w\n—l © z,]/\\f = ]/\\fn_l @2’ € fl = ]/\4\”_1 X 61,?2 = Nn—l X 62, onde é\l € 52 agerm

em M,_1 e N,_; como G. Temos que,

— ~ A~

My 1 ®Z=N, 0L
como ZG-modulos pelo Teorema 1.4.21 e, consequentemente,

r(d, Myp_1) +1(d,Z) = r(d, Ny_1) +1r(d, Z")

pk(A(Sa ta Mn—l)) + pk()\(s,tZ)) = pk()\(S,t, Nn—l)) + pk(/\<37t’ Z/)),

[

para cada d | e k = 1,2,--- v pela Proposi¢ao 1.4.23. Uma vez que Z = 7' como

Z.G-modulos, pelo Teorema 1.4.20, temos que
r(d,Z) =r(d,Z") e pr(\(s,t,2)) = pp(A(s,t,Z")),
paracadad|dek=1,2--- v. Assim,

r(d,My_1) =7(d, Np—1) e pr(A(s,t, My 1)) = pr(A(s,t, Np_1)),

~

para cada k =1,2,--- ;v e d |, de modo que, pelo Teorema 1.4.21, ]/\/[\n_l = N,,_1 como
ZG-modulos. Portanto, fl = fg pelo Lema 2.2.3. O

Passemos agora a provar os resultados principais desta secdo. A luz do Corolario
1.5.32, para calcular a cardinalidade do género g(I') de um grupo de Bieberbach I, de
dimensao n, com subgrupo de translagoes M e grupo de holonomia ciclico G de ordem

livre de quadrados d, temos que seguir as etapas:

1. Calcular o namero de grupos de Bieberbach (a menos de isomorfismo) na classe
cristalografica (G, M).

2. Calcular o namero de classes cristalograficas (a menos de equivaléncia) determinadas

pelos grupos de Bieberbach em g(T").

Por defini¢do, cada classe cristalografica (G, M) corresponde para um ZG-reticulado

M. Lembre-se que, C(M) denota o conjunto de classes de isomorfismos de ZG-reticulados
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N, que corresponde para uma classe cristalografica (G, N), de modo que N = M como

ZG-modulos. Entao, para etapa 2, temos que calcular a cardinalidade do conjunto C(M).

Teorema E. Seja I' um grupo de Bieberbach de dimensao n com subgrupo abeliano ma-
ximal normal M e grupo de holonomia ciclico G de ordem livre de quadrados 6. Se ' é

excepcronal, entao

)| = [Ho\ [ [ H(ZIC))|-

dls

Caso contrdrio,

C(M)| = |Gal(¢)\ [ [ H(ZICa)| -
d|s

Demonstracao. Sejam 'y e I'y grupos de Bieberbach de dimensdo n com o grupo de
holonomia ciclico de ordem livre de quadrados e subgrupos de translagoes M e N, res-
pectivamente. Suponha que fl = fz. Pelo Lema 2.1.3, podemos assumir que ['; e I'y tém
o mesmo grupo de holonomia ciclico G de ordem livre de quadrados ¢.

Para cada d | 9, Cy denota o subgrupo de G de ordem d e I'; 4 denota o subgrupo de
Bieberbach de dimensao n de I'; com grupo de holonomia Cy, para i = 1, 2.

Segue pela Proposicao 2.3.3 e Teorema 1.4.21 que

A~ ~ —

e, &« M= N como ZG-médulos
& para cada d | 6, M = N como ZCy-mobdulos (2.4)

< para cada d | 0, fl,d = fg,d.

Agora, suponha que existem nimeros primos p e ¢ dividindo ¢ tais que os grupos de
Bieberbach I'; , e 'y, sdo excepcionais. Uma vez que fl = fg, segue de (2.4) que fl,d o
fz,d para cada d | 6. Em particular, flﬁp i fzp e qu & fz,q. Isto implica que, se p # q,

entao os grupos de Bieberbach I'; , e I'; , s30 excepcionais, para ¢ = 1,2. Assim, como

0 =pip2---pronde p; (I =1,--- k) sdo nimeros primos distintos, podemos assumir que
existe um inteiro positivo r com 1 < r < k tal que D = {q1,--+ ,¢,} ¢ um subconjunto
de {p1,--- ,pr} com r elementos distintos, de modo que, os grupos de Bieberbach I'; ;, sdo

excepcionais, para cada g€ D et =1,2.

Usando a Proposicao 1.2.23, definimos o grupo
Hp = Gal((p,) x -+ x Gal((p,_,) X Ca x Gal((p,,,) x -+ x Gal((p, ),

para cada p; € D. Pela Observagao 1.2.42 vemos que Hp age sobre [ 5 H(Z[(4]). Nesta



74 Género Profinito de Grupos de Bieberbach

prova usaremos, sem mencao, a seguinte identificacao Gal((s) = (Z/6Z)* = Aut(G).
Agora, se [(G, M)] representa a classe cristalografica aritmética de I'j, entdo, pelo

Lema 2.3.1 e Proposicao 1.4.26, temos que

I',Tye[(G,M)] < M= (N)? como ZG-modulos para algum ¢ € Hp
& paracada d | 0, M = (N)¥ como ZCy-mo6dulos para algum ¢ € Hp
& paracada d| 0,11 4,94 € [(Cq, M)].

Como os grupos de Bieberbach I';, (¢ € D,i = 1,2) sdo excepcionais, combinando Pro-

posicao 2.3.3, Teoremas 1.5.17 e 1.5.18, Lema 2.3.1 e Corolario 1.5.34, obtemos que

)| = [#Ho\ [ [ H(ZIG))|-

dJs

Caso contrario, se para cada primo p dividindo ¢ os grupos de Bieberbach I';, (i = 1, 2)
nao sao excepcionais, entao pela Proposicao 2.3.3 e Teorema 1.5.17, Lema 2.3.1 e Corolério

1.5.34, obtemos que

C(M)| = |Gal(G)\ [ H(ZIC))]

d|s

e, portanto, o Teorema E esta provado. O]
Agora estamos em condi¢oes de calcular a cardinalidade de g(I).

Teorema F. Seja I' um grupo de Bieberbach de dimensdo n com subgrupo de translacoes

M e grupo de holonomia ciclico G de ordem livre de quadrados §. Entao,

o= > | IT WVawan(@\O4,)9 ] .

MeT plo

onde T é um conjunto completo de representantes das classes de isomorfismos dos Z.G-

reticulados em C(M) e My, € o maior somando direto de M em que C,, age trivialmente.

Demonstrag¢ao. Pela Proposicao 2.1.4, para calcular a cardinalidade do género g(I') de
um grupo de Bieberbach I', é suficiente considerar as classes de isomorfismos dos grupos
de Bieberbach em g(I'). Suponha que I' tem subgrupo de translagbes M e grupo de
holonomia ciclico G de ordem livre de quadrados §. Segue pela Observacao 1.5.29, que
para encontrar todas as classes de isomorfismos de grupos de Bieberbach nas classes

cristalograficas aritméticas, é suficiente considerar um conjunto 7" de representantes das
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classes de isomorfismos de ZG-reticulados em C(M). Vimos que Teorema E estabelece
uma féormula para calcular a cardinalidade de T. Agora, aplicando primeiro Corolario

1.5.32 e, entao, Lema 1.5.35, temos que

lg(D)] = Z|NAut(M)(G>\X(G7M)’

MeT
= > | TTWawan(@\O,)4 ]
MeT \ p|s
onde M, é o maior somando direto de M em que C), age trivialmente. O]

Em vista do Lema 1.5.33, vemos que o Teorema A segue como uma consequéncia do

Teorema F. A seguir, apresentamos outras consequéncias do Teorema F.

Corolario G.
|o(D)| < [H(Z[Gs))|*mazys{| (M) %"}

onde a € o numero de divisores de & e b € o numero de divisores primos de o.

Demonstragao. Para simplificar a notagao, escreveremos max{|(Mj,)|} para denotar
maz{|(M;,)¢| : p|d}. Pelo Teorema F,

oM = > | I Vawon(@\(M,)7)¢]

MEeT \ p|s

< Y | [T maxtidry,)C1)
MEeT \ p|s

= S (maa{|(0,)°1})"

= [C(M)maz{|(M7,)°[}"
< (H(Z[)" max{|(M1"7p)G|}b, (Pelo Teorema E)

Corolario H. Se I" é um grupo de Bieberbach excepcional, entao

9= | T] Wawan(@\F;| T Vawan (@GN,

MeT \ peD qlo
a¢D
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Demonstracao. Isto segue pelo Teorema F e pela Proposicao 1.5.24. O
Em particular, temos o seguinte caso especial.

Teorema 1. Seja I' um grupo de Bieberbach de dimensio n com grupo de holonomia

ciclico de ordem igual a 6,10 ou 14. Entdo, |g(I')| = 1.

Demonstracao. Em vista da Proposicao 2.1.4, para calcular a cardinalidade do género
g(I") de uma grupo de Bieberbach I' é suficiente considerar as classes de isomorfismos de
grupos de Bieberbach em g(I").

Sejam I'y e I'y grupos de Bieberbach de dimensao n com subgrupos de translacoes M,
e M, e grupo de holonomia ciclico de ordem igual a 6,10 ou 14. Suponha que fl = fg.
Pelo Lema 2.1.3 podemos assumir que I'; e I's tem o mesmo grupo de holonomia G de

ordem ¢ = 6,10 ou 14. Pela Proposicao 2.3.3 e Teorema 1.4.21 vemos que
fl . fg & ]\/4\1 . ]\/4\2 como ZG-modulos.

Uma vez que o grupo de classe H(Z[(4]) ¢ trivial para todo divisor d de 6 (Cf. [AWO04,
Table 10]), segue pelas Proposicoes 2.3.3 e 2.3.2 que |g(I'1)| = 1, como queriamos. O

2.4 Exemplos

Suponha que G é um grupo ciclico de ordem livre de quadrados § > 1. Seja (a, b|R)
uma apresentacio de G, isto ¢, G = Fy/R onde F é o grupo livre em {a,b} e R é o fecho

normal de R em F;. Isto define uma sequéncia exata
l1-R—>F—G—1 (2.5)

Consequentemente, se [R, R] denota o subgrupo comutador de R, entdo (2.5) induz a
sequéncia
1->M-—>T—-G—1,

onde M = R/[R,R] e T' = Fy/[R, R]. Pela [Joh97, Chap. 6, Prop. 2|, M é um grupo
abeliano livre cuja o posto é dado pela formula de Schreier (posto(Fy) —1)0 +1 =9 + 1.

Fato 2.4.1. M € um subgrupo abeliano mazimal de I'.

Demonstracao. Suponha que essa afirmacao é falsa. Entao, podemos encontrar x € F; tal

que a imagem de z em G nio é trivial, de modo que, [z, 7] € [R, R] para todo r € R. Note
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que, F' = (x, R) é um grupo livre de posto finito definindo a seguinte sequéncia exata
l1R—>F—C—1,

onde C' # {1} é o grupo ciclico gerado pela imagem de x em G. Entao,

R .
——— estd no centro de ——
(R, R] (R, R]

M:

e, consequentemente, F/[R, R] é abeliano e [F, F] = [R, R]. Como M tem indice finito
em F/[R, R], temos que posto(R) = posto(F) (Cf. [Joh97, Chap. 6, Prop. 2|). Assim,

) posto(F) — 1
posto(R) = (posto(F) — 1)|C|+1 = |C| posto(F) — 1

= 1’
uma contradigao, pois supomos C' # {1}. Portanto, M é um subgrupo abeliano maximal
de T. O]

Fato 2.4.2. T" ¢ livre de torcao.

Demonstragio. Como Fy/R = G, temos que [Fy, Fy] < R. Entdo, [R,R] < [Fy, F5)) < R
e, consequentemente, [Fy, F3]/[R, R] € um subgrupo do grupo abeliano finitamente gerado
livre de torcio M = R/[R, R]. Logo, [Fy, Fb]/[R, R] é livre de torcio. Agora, uma vez

que o
BIRE . B o, .,

[Fy, B[R, R]  [Fh, F

é livre de torcao, segue que I' = Fy/[R, R] é livre de torcao. O

Portanto, segue pela Proposicao 1.5.5 que I' ¢ um grupo de Bieberbach de dimensao
d 4+ 1 com grupo de holonomia G. Agora, por [Ten97, Cor. 1| vemos que M = ZG & Z

onde Z é um ZG-mobdulo trivial. Assim, pelo Teorema F,

IQ(F)’:Z H’NAut(]VI)<G)\F;’ 5

MeT \ p|6

uma vez que Z é o maior somando direto de M em que C, age trivialmente para cada
primo p | . Como ZG é um ZG-modulo permutacional (isto é, a Z-base de ZG é
fixada sobre a acdo de G), temos que G < Sym(G) < GL(0 + 1,Z) = Aut(M), onde
Sym(G) é o grupo de todas as permutagoes dos elementos de G. Consequentemente,

Naut(ar)(G) contém o normalizador de G em Sym(G) e, portanto, contém Aut(G) pelo
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[Hal59, Thm. 6.3.2]. Entao, Naw ) (G) age transitivamente em I para todo primo p | 4,
pois Aut(C,) < Aut(G) para todo primo p | § (ver Lema 1.5.33). Logo,

lo(D)| = |Gal(G)\ [ [ #(ZIcaD)|.

dls

pelo Teorema E.
Em particular, se 0 = 6, 10, 14, 15,21 ou § é primo < 19, por exemplo, entao |g(I')| = 1,
porque para cada d | § o grupo de classe H(Z[(4]) é trivial (ver [AW04, Table 10]).
Agora, se § = 46,55,105 ou  é primo > 19, por exemplo, entao |g(I')| > 1, porque
23 | 46 e h(Z[Cas]) > 3; h(Z[(ss5)) > 10; h(Z[Cr05]) > 13; e h(Z[(y]) > 1 para todo primo
p > 19 (ver [Was82, Thm. 11.1 e p. 353]).

Observacao 2.4.3. Em geral, calcular o normalizador de um grupo finito em GL(n,Z)
nao € facil. Sugerimos ao leitor interessado ver [BNZ73], que apresenta um método para

calcular tais normalizadores.



Capitulo

3
Género Profinito do Grupo Z? x Z

Neste capitulo, exibimos cotas inferiores e superiores para a cardinalidade do género
§(Z? x4 Z). Além disso, estabelecemos condi¢oes para que o género tenha cardinalidade
igual a 1. Vale salientar que, se B € GL(2,Z) é uma matriz de ordem finita, entao Z*x 5 Z
¢ um grupo de Bieberbach de dimensdo 3. Logo, se os grupos de holonomia de Z? xp Z
sao ciclicos de ordem livres de quadrados, ja sabemos quando a cardinalidade do género

de Z? xp Z ¢ igual a 1, pelo o que foi provado no Capitulo 2.

3.1 Condicoes para isomorfismo de produtos semidireto

Sejam H e N grupos e p : H — Aut(/N) um homomorfismo de grupos. Escrevemos
N x4, H para o correspondente produto semidireto, isto é, N X, H = N x H munido com
a multiplicacao
(11, h1) - (n2, ha) = (n1pn, (n2), hihe)

para ny,ny € N e hy,hy € H. As duas proposicoes a seguir estabelecem condicoes e
caracterizagoes para o isomorfismo de produtos semidiretos. Denotamos por Out(H) o

grupo de automorfismos externos de H, isto é, Aut(H) modulo os automorfismos internos
de H.

Proposicao 3.1.1 (|GZ11|, Cor. 2.2). Sejam H, N grupos e v1,p2 : H — Aut(N)
homomorfismos. Sejam G; = N X, H e Gy = N X, H o0s correspondentes produtos
semidiretos e seja f + G — Gy um isomorfismo tal que f(N) = N. Entio, ¢ (h) " =
@2(f(h)) para todo h € H, onde f é a imagem da restrigio fix em Out(N) e @; € a
composicao de p; com o homomorfismo natural Aut(N) — Out(N) para i = 1,2. Em
particular, ¢1(H) e ¢o(H) sao conjugados em Out(N).
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Proposigao 3.1.2 (|[GZ11], Prop. 2.5). Sejam H,N grupos e pi,ps : H — Aut(N)
homomorfismos. Sejam G1 = N x, H e Gy = N x,, H o0s correspondentes produtos

semidiretos. As sequintes afirmacoes valem.

(i) Suponha que evista © € Aut(H) e f € Aut(N) tais que

p(h) " = pa(O(R)) (3.1)

para todo h € H. Entao, a aplicacao f : Gy — Gy definida por f(n,h) =
(f(n),0(h)) € um isomorfismo que satisfaz f(N) =N e f(H) = H.

(ii) Suponha agora que N € abeliano e que f : Gi — Gy € um isomorfismo tal que
f(N) = N. Defina f := f,, e ©: H— H pela inducio de f para Gi/N = H. En-
tdo, o par (f,©) satisfaz (3.1) e, consequentemente, também define um isomorfismo
de G para G,.

Valem versoes similares das Proposicoes 3.1.1 e 3.1.2 para grupos profinitos e homo-
morfismos continuos. Vemos que as mesmas provas apresentadas em |GZ11]| valem para

essas reformulagoes.

Proposicao 3.1.3. Sejam H, N grupos profinitos e 1,09 : H — Aut(N) homomor-
fismos continuos. Sejam G = N X, H e Gy = N X,, H 0s correspondentes produtos
semidiretos e seja f 1 Gy — Gy um isomorfismo topoldgico tal que f(N) = N. FEntao,
P1(h)T = @a(f(h)) para todo h € H, onde f ¢ a imagem da restrigio f, em Out(N) e
@i € a composicao de p; com o homomorfismo natural Aut(N) — Out(N) para i = 1,2.

Em particular, ¢1(H) e po(H) sao conjugados em Out(N).

Proposicao 3.1.4. Sejam H, N grupos profinitos e py, p2 : H — Aut(N) homomorfismos
continuos. Sejam Gy = N x, H e Gy = N x,, H 0s correspondentes produtos semidiretos.

As sequintes afirmacoes valem.

(i) Suponha que exista © € Aut(H) e f € Aut(N) tais que

p(h) " = pa(O(h)) (3:2)

para todo h € H. Entao, a aplicagcio f : G1 — Go definida por f(n,h) =
(f(n),0(R)) € um isomorfismo topoldgico que satisfaz f(N) = N e f(H) = H.

(ii) Suponha agora que N € um subgrupo fechado abeliano e que f : Gy — Go € um
isomorfismo topoldgico tal que f(N) = N. Defina f := fiy € ©: H — H pela indu-
¢do de f para G1/N = H. Entdo, o par (f,0) satisfaz (3.2) e, consequentemente,

também define um isomorfismo topologico de G1 para G.
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Agora vamos estudar os isomorfismos de produtos semidiretos de Z2 = Z x Z por Z.
Note que o homomorfismo p : Z — Aut(Z?) = GL(2,Z) ¢ determinado por p(1) = A €
GL(2,7Z). Assim, para A € GL(2,Z) vamos denotar por G 4 o produto semidireto N x4 C,
onde N = 7Z? e C' =~ Z de modo que o gerador 1 € C age em N via A.

Lema 3.1.5. Seja A € GL(2,7Z) tal que nenhum dos seus autovalores € igual a 1. Seja
Ga= N x4 C. Entao,

(i) (id — A)(N) é um subgrupo de indice finito de N.
(ii) O subgrupo derivado de G4 € igual a (id — A)(N).

Demonstra¢ao. Vamos escrever G 4 como os pares (z,i) € N x C' com a multiplicagdo

(2,)(y,§) = (v + Ay, i+ j).
(i) Considere a aplicacao
f:N—N
Tz — Az

E imediato verificar que f é um homomorfismo. Logo, f(N) = (id — A)(N) é um
subgrupo de N.

Suponha agora que 1 nao é autovalor de A. Neste caso, f é injetiva, pois se © €

ker(f) temos que
O=f(zx)=r—Ar =Ar=0 =z2=0.

Assim, (id — A)(N) = nZ x mZ para alguns inteiros nao nulos n e m. Portanto,
(id — A)(NV) tem indice finito em N.

(ii) Note que, o quociente

Go N .
(id—A)N)  (d—AN)

¢ um grupo abeliano, pois A age trivialmente em N/(id — A)(N). Assim,

[GA,GA] < (id — A)(N)
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Por outro lado, temos que

(x — Az,0) = (2,i)(Az,9)”"
= (2,1) ((0,1)(z,i)(0,1)"") "
= (2,9)(0,1)(z, )70, 1),
para quaisquer z € N e i € C. Entdo, (id — A)(N) C [Ga,G4] e, portanto,
[Ga,Ga]l = (id — A)(N), como queriamos.

]

Sejam A e B matrizes em GL(2,7Z). Considere os produtos semidiretos G4 = Ny x4 C
eGB:N2 NBC7OndeN1gZXZgNQngZ.

Lema 3.1.6.

(i) Sejam A e B matrizes em GL(2,7Z) tais que nenhum dos seus autovalores é igual a
1. Se f: G4 — Gp é um isomorfismo, entao f(N;) = Ns.

(ii) Sejam A e B matrizes em GL(2,Z) tais que nenhum dos seus autovalores ¢ igual a
1. Se f: Ga— Gg éum isomorfismo, entdao f(]\Afl) = N,.

Demonstra¢ao. (i) Pelo Lema 3.1.5, temos que o subgrupo derivado [G g, G| tem indice

finito em Ns. Considere
L={aeGp:IneZ,n#0, tal que a" € [Gp,Gpl}.

Afirmamos que L = N,. Com efeito, como o indice de [Gp,Gg] em N, é finito
segue que Ny C L. Por outro lado, se o = (z,i) € L (x € Ny,i € (), entao existe
n € Z, n # 0, tal que o™ € [Gp, Gp] < N,. Note que,

o = (z,9)" = (x + Alx + - - - + A" Vig nj).

Uma vez que o™ € Ny e n # 0, temos que ¢ = 0. Logo, L C N e, portanto, L = N.

Seja x € Ny, entdo existe n € Z, n # 0, tal que 2™ € [G 4, G4]. Consequentemente,
f(z)" € [Gp,Gp] e assim f(r) € Ny. Portanto, f(N7) C Ny. Por um argumento
similan N2 Q f(Nl)

(ii) Isto segue do item (i) com Proposi¢ao 1.1.5.
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3.2 Conjugacao em GL(2,7Z) e GL(Q,z)

Nesta secao, continuamos escrevendo G4 = Ny x4 C e Gg = Ny xg C, onde Ny =
7= Nye C 27,

Lema 3.2.1. Seja A € GL(2,Z). Entao, G4 = Ga-1.

Demonstragao. Lembre-se que G4 denota o grupo dos pares (u,r) com r € Ny,r € C e

com a multiplicagao

(u,r)(v,s) = (u+ A"v,r + s).
Considere a aplicagao
f:Ga— Gy
(u,r) = (u, —r).

E imediado verificar que f é uma bijecao. Mais que isso, f é um isomorfismo, pois

F(wr)w,s)) = flut Ao r+s)
= (u+A"v,—r — )
= (u+ (A H v, —r —s)
= (u,—7)(v,—s)

= f(u’ T)f(?), S)'

]

O proéximo lema nos da uma condicao necesséria e suficiente para os grupos G4 e G

serem isomorfos.

Lema 3.2.2. Sejam A e B matrizes em GL(2,Z) de tal forma que nenhum dos seus

autovalores € igual a 1. Entdo, G e G sao isomorfos se, e somente se, A é conjugada
a B ou B™! em GL(2,7Z).

Demonstragao. (=) Segue do Lema 3.1.6 (i) que se f : G4 — Gp ¢ um isomorfismo,
entao a restrigdo de f para N; define um isomorfismo P : Ny — Ny. Entdo, P € GL(2,7Z).
Vamos escrever f(0,1) = (v,t), onde v € Ny e t € C. Note que

(0,1)(x,0)(0, —1) = (Az,0).
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Assim,

(PAz,0) = f((0,1)(x,0)(0,~1))

= (0, 1)f(x,0)f(0,=1)
(v,)(Px,0)(v, )~
= (v+ B'Px,t)(B~"(~v), —t)
(B'Pz,0).

Logo, B!P = PA. Vamos mostrar agora que t = £1. Para isso note que,

f(=P v, 1) = f((P7}(~v),0)(0,1))
(PP~ (=v),0)£(0,1)
= (=0,0)(v,1)

(0,1).

Como (0,1)" = (0,t), implica que existe 8 € G4 tal que ' = (—P~'v,1). Entdo, t divide
1 e, consequentemente, t = +1. Portanto, PAP~™! = B ou PAP~! = B~L.

(<) Segue pela Proposigao 3.1.2 que se B = PAP™! com P € GL(2,Z), entao
G4 = Gp. Agora, suponha que B~! = PAP™! onde P € GL(2,Z). Novamente, pela Pro-
posicao 3.1.2 temos que G4 = Gg-1. Pelo Lema 3.2.1 temos que Gg-1 = G . Portanto,
G4 = Gp. O

Vale uma versao profinita do Lema 3.2.2.

Lema 3.2.3. Sejam A e B matrizes em GL(2,Z) tais que nenhum dos seus autovalores
€ igual a 1. FEntao, @A € @B sao isomorfos se, e somente se, A é conjugada a B ou B~!
em GL(2, Z)

Demonstragio. (=) Pelo Lema 3.1.6 (ii) temos que se f : G4 — Gp ¢ um isomorfismo,
entao a restricao de f para ]/\\71 define um isomorfismo P : ]/\\fl — ]%. Entao, P € GL(2, 2)
Suponha que f(0,1) = (v,t), onde v € Ny eteC. Note que,

(0,1)(z,0)(0,-1) = (Az,0).

Agora, como na prova do Lema 3.2.2, concluimos que B = PAP~! onde t ¢ uma unidade
de C. Uma vez que det(B) € Z ¢

det(B") = (det(B))' € Z
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concluimos que t = +1.

(<) Suponha que exista P € GL(2,Z) tal que B = PAP~!. Segue pela Proposigdo
3.1.4 que NyxaC = NyxgCl Agora se B~! = PAP~! temos que NixAaC=NyxpgaC
também pela Proposicao 3.1.4. Como Ny xg-1 C' = Ny x5 C pelo Lema 3.2.1, temos que
Nl Xpg-1 C =~ ]VQ X B C. Assim, ]/\\71 X 4 O = ]/\\72 X B C. Agora usando a Proposicao 1.1.5

temos que G4 = G em ambos 0s casos. O

Lema 3.2.4. Sejam C' e D matrizes em GL(2,Z). Se C e D sao conjugadas em GL(2, 2),

entao
(1) det(C) = det(D).
(i1) tr(C) = tr(D).
(iii) C e D tém o mesmo polinémio caracteristico.

Demonstragao. Se C' e D sao matrizes conjugadas em GL(2, 2), entao para cada inteiro

positivo m, temos que:

e det(C') é congruente a det(D) modulo m.

e tr(C) é congruente a tr(D) modulo m.

Logo, det(C) = det(D) e tr(C) = tr(D).
Uma vez que os polinomios caracteristicos de C' e D sio po(z) = 22 — tr(C)x +det(C)
e pp(x) = 2% — tr(D)x + det(D), respectivamente, (iii) segue de (i) e (ii). O

Proposicao 3.2.5. Sejam A, B € GL(2,7Z) e considere os produtos semidiretos G =
Ny x4 C eGg = NyxgC com Ny 27> 2 Ny e C 2 7. Se Gp € g(Ga), entio as

mairizes A e B tém 0s mesmos autovalores.

Demonstragao. Sejam A, B € GL(2,Z). Note que os polindémios caracteristicos de A e B
sao

fa(z) = 2% —tr(A)z +det(A) e fg(r) = 2? — tr(B)x + det(B).
Vamos dividir a prova em trés casos.

Caso 1: Se [tr(4)] < 2.

Neste caso, temos que A é uma matriz de ordem finita e, consequentemente, G4 é um
grupo de Bieberbach de dimensdo 3 (Cf. [Sco83, p. 481]). Como G € g(G ), segue pela
Proposicao 2.1.4 e Lema 2.1.3 que G é também um grupo de Bieberbach de dimensao
3 de modo que as matrizes A e B sdo conjugadas em GL(Z,i). Assim, pelo Lema 3.2.4

temos que A e B tém os mesmos autovalores.
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Caso 2: Se |tr(A)| =2 e det(A) = 1.

Neste caso, temos que A tem todos os seus autovalores iguais a 1 ou —1. Se todos os
autovalores de A sao iguais a 1 temos que G4 ¢é nilpotente (ver (Cf. [Sco83, p. 481]) ou
Lema 3.3.2). Assim, G4 também ¢ um grupo nilpotente por [Seg83, Thm. 2, p. 231].
Consequentemente, G p também é um grupo nilpotente e, portanto, todos os autovalores
de B sao iguais a 1 (caso contrario, se B tem um dos seus autovalores diferentes de 1,
entao o centro de @B é trivial, assim, @B nao é nilpotente).

Agora, se todos os autovalores de A sao iguais a —1, temos que G4 é um grupo de
Bieberbach de dimensao 3 (Cf. [Sco83, p. 481]). Assim, o resultado segue por argumentos

analogos aos do Caso 1.
Caso 3: Se [tr(A)| > 2, ou se |tr(A)] =2 e det(A) = —1.

Neste caso, temos que os autovalores de A sao nimeros reais diferentes de 1. Consequen-
temente, A tem ordem infinita e G 4 é um grupo solavel que nao é nilpotente (Cf. [Sco83,
p. 481]). Logo, se Gp € g(G4) temos que B tem todos os seus autovalores distintos e
diferentes de £1. Assim, A e B sao matrizes conjugadas em GL(Q,Z) pelo Lema 3.2.3.

Portanto, pelo Lema 3.2.4, A e B tém os mesmo autovalores. O

O proximo lema nos diz que matrizes em GL(2,Z) com determinante igual a —1 nao

sao conjugadas a sua inversa.

Lema 3.2.6. Seja A € GL(2,Z) tal que det(A) = —1. Entao, tr(A™!) = —tr(A).

Demonstragao. Seja A € GL(2,7Z). Ja sabemos que o polindmio caracteristico de A é
pa(r) = 2% — tr(A)z + det(A)

e que seus autovalores sao

_ tr(A) £ /(6x(A))? — 4det(A)

A 5
Note que,
det(A) 2det(A)
A tr(A) 4+ /(tr(A))? — 4det(A)
tr(A) — /(tr(A))? — 4det(A)
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Assim, como o traco de A~! ¢ igual ao traco da matriz diagonal de A~!, temos

tr(A™Y) = % + )\%

o

-~ N dea

B 2 N tr(A) + /(tr(A4))? — 4det(A)

—tr(A) 4+ /(tr(A))? — ddet(A) 2det(A)

_ tr(A) V/ (tr(A))? — 4det(A) N tr(A) + /(tr(A4))? — 4det(A)
2det(A) 2det(A)

B tr(A)

~ det(A)’

Portanto, se det(A) = —1, entao tr(A™') = —tr(A). O

Corolario 3.2.7. Seja A uma matriz em GL(2,Z) tal que det(A) = —1 e nenhum dos
seus autovalores € igual a 1. Entdo, a cardinalidade do género §(Ga) de G4 € igual ao

numero de classes de conjugacdo de matrizes em GL(2,7Z) que pertencem a classe de
conjugacao de A em GL(2, Z)

Demonstragao. Suponha que exista B € GL(2,7Z) que nao ¢ conjugada a A em GL(2,Z)
mas ¢ conjugada a A em GL(2,Z). Entdo, tr(A) = tr(B) e det(A) = det(B) pelo Lema
3.2.4. Como det(A) = —1, temos que tr(B~') = —tr(B). Consequentemente, B~! nao é
conjugada a B e nem A em GL(2,Z). Portanto, a afirmagao segue pelos Lemas 3.2.3 e
3.2.2. O

Assim, se os grupos G4 e Gp estdo em g(G4), as matrizes A e B tém polindmios
caracteristicos iguais. Como isso, para estudar até que ponto as matrizes A e B sao
conjugadas em GL(2,7Z), precisamos estudar o conjunto das classes de conjugacao de
matrizes em GL(2,7Z) que tém o mesmo polindmio caracteristico. Para este propdésito, o
proximo teorema nos diz que é suficiente estudar as classe de ideais de ordens de corpos

quadraticos.

Teorema 3.2.8 (Latimer-MacDuffee, [New72|, Thm. III. 13). Seja f(z) € Z[z] um
polindmio moénico de grau n que € irredutivel sobre Q e seja A uma raiz de f(x). Entao,
existe uma correspondéncia biunivoca entre as Z-classes de conjugacao de matrizes n X n

sobre Z, com polinémio caracteristico f, e as classes de ideais da ordem Z[\].
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Nesta tese estamos interessados no caso em que n = 2. Seja

A= € GL(2,2)

com polinomio caracteristico f(z) = 2% — tr(A) + det(A). Entao,

tr(A) + /tr(A)? — 4det(A)
B 2

A

¢ um autovalor de A. Um autovetor correspondente para A é v = (b, A — a). De fato, note

que
a b b ab+ b(\ — a) bA
— = . (3.3)
c d A—a be + d(\ — a) d\ — det(A)
Por outro lado,
b bA
A = (3.4)
A—a A2 —al\
Uma vez que,
fO) =X —(a+dA+det(A) =0 = A —a\=d\—det(4),
segue que as equacoes em (3.3) e (3.4) sao iguais. Logo, Av = Av.
Agora considere o Z-mo6dulo
Iy={{,X—a)={mb+n\—a):m,neZ} (3.5)

Teorema 3.2.9 ([Hen97|, Thm. 1). I4 € um ideal da ordem Z[\].
Temos a seguinte versdo do Teorema 3.2.8 para GL(2,Z).

Proposigao 3.2.10 ([Hen97|, Thm. 2). Sejam A e B matrizes em GL(2,7Z) com o mesmo
polindémio caracteristico f(x). Entdo, A e B sdo matrizes conjugadas em GL(2,7Z) se, e
somente se, os ideais correspondentes 14 e Ig estdo na mesma classe de ideais de Z[)],

onde \ € uma raiz de f(x).

Seja A um autovalor da matriz A € GL(2,Z). Para qualquer Z[)]-ideal fracionério
I, a multiplicacao por A é uma aplicagao Z-linear, isto é, my : I — I definida por

x +— xA. Uma vez que I é um Z-moédulo, escolhendo uma Z-base podemos representar
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my por uma matriz 2 X 2 [my ] com entradas inteiras. Note que, se A ¢ uma unidade
de Z[)], temos que my » é uma bijegdo (isso porque a aplicagdo my -1 : I — I definida
por z — zA~! é uma inversa para my ). Assim, se A é uma unidade de Z[\], temos que
[my] € GL(2,Z).

Lema 3.2.11. Seja A € GL(2,Z) com autovalores distintos e tr(A) # 0. Sejam I e J
ideais em classes distintas de H(Z[)]), onde X\ é um autovalor de A. Entao, as matrizes

[mra] e [my,] nao sio conjugadas em GL(2,Z).

Demonstragdo. Inicialmente, como \ é uma raiz do polindomio p(z) = 22 —tr(A)z+det(A),
temos que A é um inteiro algébrico do corpo quadratico K = Q(A). Como det(A) = £1,
implica que N(A) = %1 e, entdo, A é uma unidade da ordem Z[A].

Sejam B; = {v, w1} e By = {vy, we} duas Z-bases fixadas para os Z-modulos I e J,
respectivamente. Considere as representacoes matriciais [my ] e [m ] dos automorfismos
Z-lineares my y : I — I emyy : J — J definidos pelas multiplicagoes por A com respeito as
bases Bj e Bs, respectivamente. Vamos denotar por {e;, €2} a base canonica de Z2. Agora,
considere os isomorfismos Z-lineares f : [ — Z? e g : J — Z? tais que f(v;) = e; = g(vs)

e f(w) = ea = g(ws). Segue por construgao que os diagramas

1 1z J 1 72
lml,k l[ml,/\] e lmM l[mlﬂ
1 L 7 J ——= 7

sao comutativos.
Suponha que as matrizes [m; ] e [m,] sdo conjugadas em GL(2,Z), isto ¢, que existe
uma matriz P € GL(2,Z) tal que P~ '[m;,\]P = [my,]. Assim, obtemos o seguinte

diagrama de isomorfismos Z-lineares

-1
A R g

lml% l[ml,xl l[mJ,A] lm%)\

L Loz 25

Como cada quadrado do diagrama é comutativo, temos que todo o diagrama é comutativo.
Afirmamos que a composi¢ao g 'Pf : I — J ¢ um isomorfismo de Z[\]-mddulos. De fato,

note que para cada o € I temos

g 'Pf(aX) =g ' Pf(mra(Q)) =myag ' Pf(a) = g 'Pf(a).
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Uma vez que a composicao g ' Pf : I — J é claramente um isomorfismo Z-linear, segue
que g~'Pf : I — J é um isomorfismo de Z[A-mo6dulos. Considere agora a extensao
g 'Pf:I— J para um K-isomorfismo 1 : KI — K.J. Entao temos

Y(mé) = d(m)é, meKI, EeK.

Em particular, se m = 1 e restringindo & para I, temos que

g PfE) = (&) =v(1)E, £

Portanto, g7 'Pf : I — J é a multiplicagao por 1(1) e, assim, I = (1)J. Logo, I e J
estdo na mesma classe de ideais, uma contradi¢do. Portanto, as matrizes [my,] e [m.]

nao sao conjugadas em GL(2,7Z). O

Seja A € GL(2,Z) uma matriz fixada. Definimos
~4 ~class := {B € GL(2,Z) : B ¢ conjugada a A em GL(2,7Z)}.

Recorde-se que h(Z[)\]) denota a ordem do grupo de classes de ideais de Z[)], onde \ ¢é

um autovalor de A.

Proposicao 3.2.12. Seja A uma matriz em GL(2,7) tais que seus autovalores sao dis-
tintos e tr(A) # 0. Seja A um autovalor de A. Se a classe de conjugacio de A corresponde
para uma classe de ideais invertiveis [I4] de Z[\|, onde 14 € como em (3.5), entdo existe

pelo menos h(Z[\]) matrizes em = 4-class que nao sao conjugadas duas a duas.

Demonstracao. Sejam Iy, --- | I representantes das classes distintas de ideais do grupo
H(Z[N)). Pelo Lema 1.2.39, podemos supor que cada I; é relativamente primo para o
condutor f = |Of : Z[A]|. Seja B; uma Z-base fixada para cada I; e considere A; €
GL(2,Z) a matriz de multiplicacdo por A em relacao a base B;, i = 1,--- , k. Pelo Lema
3.2.11, as matrizes A; e A; nao sao conjugadas sempre que i # j.

Por outro lado, pelo Lema 1.2.40,

L . Z[)
P plZ)

(3.6)

como Z[\]/p'Z|\]-modulos, para todo primo p e [ € N. Agora, considere as imagens cano-
nicas A;, A; em GL(2,Z/p'Z) das matrizes A4;, A;. Por (3.6), vemos que A; é conjugada
a Ay em GL(2,Z/p'Z) para todo | € N e todoi = 1,--- ,k. Logo, as matrizes A; e A;

sdo conjugadas em GL(2,Z,) para todo primo p e i = 1,--- , k. Consequentemente, A; é
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conjugada a A; em

GL(2,Z) = [[ GL(2.2,),

paracadat=1,--- k.

Como a classe de conjugacao da matriz A corresponde para uma classe de ideais
invertivel [I4] de Z[)], segue pelo Teorema 3.2.8 que existe j € {1,--- ,k} tal que A ¢é
conjugada a A; em GL(2,Z). Portanto, existem pelo menos h(Z[\]) matrizes em = 4-class

que nao sao conjugadas duas a duas. O
O proximo resultado serd tutil posteriormente.

Lema 3.2.13 (|CT91|, Lem. 3.2). Sejam A e B matrizes em GL(2,Z). Se det(A) =
det(B) e tr(A) = tr(B) # 0, entdo A é conjugada a B em GL(2,7Z) se, e somente se, A*
é conjugada a B* em GL(2,Z).

3.3 O género de Z? x Z — Caso nilpotente

Nesta se¢ao, vamos calcular a cardinalidade do género g(G4), quando G4 = Z? x4 Z

¢ um grupo nilpotente.
Lema 3.3.1 (|[DK18|, Lem. 13.27). Se uma matriz A em GL(n,Z) tem todos os seus
autovalores iguais a 1, entao existe uma série ascendente finita de subgrupos

{I}=A <A < SN SA, =20

tal que Ny 2 7', Niy1/N; = Z para todo i > 0, A(N;) = A; e A age em Njp1/N; como a
identidade.

Lema 3.3.2. Seja A # I uma matriz em GL(2,Z). Entdo, o grupo G € nilpotente se, e
somente se, todos os autovalores de A sao iguais a 1. Além disso, a classe de nilpoténcia

de G4 € igual a 2.

Demonstra¢ao. (=) Note que, se a matriz A tem pelo menos um autovalor diferente de
1, entao o centro do grupo G4 ¢ trivial e, consequentemente, GG 4 nao é nilpotente.
(<) Seja A € GL(2,Z) tendo todos os seus autovalores iguais a 1. Pelo Lema 3.3.1,

{1} <z<7°

é uma série de Z? tal que A age em Z?/7Z e Z como a identidade. Assim, Z é um subgrupo

central de G4, isto é, Z esta contido no centro Z;(G4) de G 4. Note que, G 4 é nilpotente
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de classe 2 se, e somente se, temos a seguinte série central superior
{1} = Zo(Ga) < Z1(Ga) < Z5(Ga) = Ga,

se, e somente se, 0 grupo G4/Z1(G4) é abeliano. O que é o caso, pois 0 grupo

72 e
= 7~ A
z A zZ

¢ abeliano (porque A age trivialmente em Z2/Z) e

Ga . Ga/Z
Z(Ga)  Z1(GA)]Z

Agora podemos provar o principal resultado desta secdo.

Teorema J. Seja A € GL(2,Z) e considere o produto semidireto G = 7> x4 Z. Se todos

0s autovalores de A sao iguais a 1, entao |§(Ga)| = 1.

~Y

Demonstragdo. Se A = I, entdao o grupo G4 = Z3 e o resultado segue [Reil8, Prop.
3.1]. Agora, suponha que A # I e que tem todos os seus autovalores iguais a 1. Seja
B € GL(2,Z) tal que @A = @B. Segue pela Proposi¢ao 3.2.5 que B também tem todos
os seus autovalores iguais a 1. Pelo Lema 3.3.2, G4 e G sao grupos nilpotentes de classe
2. Além disso, note que G4 e G tem nimero de Hirsch 3 (isto &, o nimero de quocientes
ciclicos infinitos em uma série com quocientes ciclicos ou finitos). Uma vez que G4 e Gp
sao finitamente gerados e livres de torcao, segue pela Proposicao 1.1.9 que G4 = Gp e,
portanto, |g(G4)| = 1. O

3.4 O género de Z? x Z — Caso nao nilpotente

Seja A € GL(2,Z). Nesta secao, vamos calcular a cardinalidade do género g(G4),

quando G4 = Z? x4 Z & um grupo nao nilpotente.

Teorema K. Seja A € GL(2,Z) e considere o produto semidireto G = 7> x4 Z. Seja \

um autovalor de A. Entao,

(i) se A tem todos os seus autovalores distintos, tr(A) # 0 e a classe de conjugagdo de

A corresponde para uma classe de ideais invertiveis [14] da ordem Z[N], onde 14 é
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como em (3.5), entao

MZN) < 8(Ga)] < (N),  se det(4) = —1
RZIN)/2 < [§(Ga)] < B(V),  se det(A) = 1

onde h(Z[\) € a ordem do grupo de classes de ideais e h(\) € o nimero de classes
de ideais de Z[N].

(ii) se tr(A) =0 ou A tem todos os seus autovalores iguais a —1, entdo

18(G4)| = h(Z[N]) = 1.

Demonstragao. Sejam A e B matrizes em GL(2,Z) e seja A um autovalor de A. Considere
os produtos semidiretos G4 = Ny x4 C e Gg = Ny xg C,onde N; 272~ Ny e C = 7Z.
Suponha que

Ga= Gy

(i) Vamos assumir que todos os autovalores de A sao distintos, tr(A) # 0 e que a classe
de conjugacao de A em GL(2,Z) corresponde para uma classe de ideais invertiveis
[14] de Z[\]. Entdo, nenhum dos autovalores de A sdo iguais a 1, e como G4 = G,

segue pela Proposicao 3.2.5 que os autovalores de B sao distintos e diferentes de 1.

Pela Proposigao 3.2.12 existem pelo menos h(Z[)]) matrizes em ~4-class que nao
sdo conjugadas duas a duas em GL(2,7Z), mas sdo conjugadas entre si em GL(2, Z)

Agora temos dois casos a considerar para estabelecer a cota inferior.
Caso (a): Se det(A) = —1.

Note que, se A, B €x4-class temos que det(A) = det(B) = —1 e tr(A) = tr(B) pelo
Lema 3.2.4. Entao, tr(B™') = —tr(B) pelo Lema 3.2.6 e, consequentemente, B!

nao é conjugada a nenhuma matriz de ~4-class. Portanto,
h(Z[N) < 18(Ga)l

pelos Lemas 3.2.2 e 3.2.3.
Caso (b): Se det(A) = 1.

Note que, se existe uma ou duas classes de conjugacao de matrizes em =~ 4-class,
entdo o resultado segue imediatamente pelo Lema 3.2.2. Agora, suponha que

~ 4-class possui mais que duas matrizes que nao sao conjugadas entre si e sejam
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A, B,C € GL(2,Z) trés dessas matrizes. Observe que se A~! ¢ conjugada a B em
GL(2,Z) e C~! também ¢é conjugada a B em GL(2,Z), entao A~' é conjugada a
C~! em GL(2,Z), que implica em A ser conjugada a C' em GL(2,7Z), que ¢ uma
contradi¢ao. Entao, A~! e C~! ndo podem ser conjugadas a mais de uma matriz do
subconjunto de ~ 4-class formado pelas matrizes que nao sao conjugadas entre si.

Assim, pelos Lemas 3.2.2 e 3.2.3 temos

h(Z[A])/2 < 18(GA)l.

Por outro lado, como as matrizes A e B sao conjugadas em GL(2, 2), temos que os

polinémios caracteristicos
pa(r) = 2% —tr(A)z + det(A) e pg(z) = 2* — tr(B)z + det(B)

de A e B, respectivamente, sdo iguais (ver Lema 3.2.4). Agora, o Teorema 3.2.8
nos diz que existe uma correspondéncia biunivoca entre as classes de conjugagao
de matrizes em GL(2,Z), com polinoémio caracteristico pa(z), e as classes de ideais
da ordem Z[)]. Logo, se h()\) denota o nimero de classes de ideais da ordem Z[\],
segue pelo Lema 3.2.2 que

8(Ga)l < h(N)

e, portanto, concluimos que

R(ZIN) < [8(Ga)| < R(N),  se det(4) = —1
R(ZIN)/2 < [3(Ga)] < (), se det(A) = 1.

(ii) Vamos dividir a prova deste item em dois casos.

Caso 1: Se A tem todos os seus autovalores iguais a —1.

E imediato verificar que G 42 = Ny X 42 Z e Gz = Ny X g2 Z sao subgrupos de G4
e G de indice finito, respectivamente (corresponde a substituir o segundo fator Z

por 27). Assim, temos as seguintes sequéncias exatas
1 —>Gp2e—>Gp—Chp—1 e 1>Gpe—>Gg—Cg—1,

onde Cy = Z /27 = C4. Consequentemente, pelo [Seg83, p. 223, Cor. 1] temos as
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seguintes sequéncias exatas para os completamentos profinitos correspondentes
15Gpe =G i8Ci—>1e 1G>G C0s—1.

Agora, como nenhum dos autovalores das matrizes A e B sao iguais a 1 pela Pro-
posicao 3.2.5, temos pelo Lema 3.1.6 que para qualquer isomorfismo f : CA}B — (A}’A,
f(]vg) = ]Vl. Consequentemente, f induz um isomorfismo ¢ : Cg — Cy. As-
sim, obtemos o seguinte diagrama comutativo onde a restricao de f para @Bz é um

isomorfismo de G'g2 para G 4o,

1 G e s Gp —22 Oy 1
| I
1 > GA2 > G\A Pa_, CA > 1.

Note que, como A? e B? tém todos os seus autovalores iguais a 1, temos que existe
um isomorfismo ¢ : Gg2 — G 42 pelo Teorema J. Uma vez que Ny X 2Z = G2 ¢
Ny X427 = G 42 e nenhum dos autovalores das matrizes A e B sao iguais a 1, segue
pelo Lema 3.1.6 que ¢(Ny) = N;. Além disso, as matrizes B? e A? sdo conjugadas
em GL(2,Z) pela Proposigao 3.1.1. Por outro lado, de A ser conjugada a B ou B™!
em GL(2,Z), segue que tr(A) = tr(B) ou tr(A) = tr(B™") e det(A) = det(B) (ver
Lema 3.2.4). Vamos assumir que A é conjugada a B em GL(2,Z). Uma vez que
todos os autovalores de A e B sdo iguais a —1, temos que tr(A) = tr(B) = —2 e,
consequentemente, as matrizes A e B sao conjugadas em GL(2,Z) pelo Lema 3.2.13.
Logo, G4 = Gp pelo Lema 3.2.2 e, portanto, |§(Ga)| = h(Z) = 1, uma vez que Z é

um dominio de ideais principais.
Caso 2: Se tr(A4) =0.

Primeiro suponha que det(A) = 1. Neste caso, todos os autovalores de A sao
distintos e diferentes de 1. Como @A = @B, segue pela Proposicao 3.2.5 com os
Lemas 3.2.3 e 3.2.4 que tr(B) = tr(A) = 0 e det(B) = det(A) = 1. Agora, por
[Hen97, Thm. 3] vemos que toda matriz com trago igual a zero e determinante igual

a 1 é conjugada em GL(2,7Z) para
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Logo, as matrizes A e B sao conjugadas em GL(2,7Z) e, consequentemente, G 4 =
G pelo Lema 3.2.2. Portanto, |g(G4)| = 1. Por outro lado, como o polindmio
caracteristico de A é p(x) = 22 + 1, temos que /—1 e —y/—1 sdo os autovalores de
A. Pela Proposigio 1.2.5 vemos que Z[y/—1] é o anel de inteiros do corpo Q(y/—1).
Portanto, |§(G4)| = h(Z[v/—1]) = 1 por [AW04, p. 325].

Por fim, suponha que det(A) = —1. Por [Hen97, Thm. 3] temos que A é conjugada
em GL(2,Z) para

P—
1 0

Como P? = I, segue que G4 ¢ um grupo de Bieberbach de dimensdo 3 com grupo
de holonomia Z/2Z (ver |Szcl2, Thm. 3.2|). Logo, pelo Corolario B temos que
|6(G4)| = 1. Neste caso, o polinémio caracteristico de A é p(x) = z* — 1, assim,

1 e —1 sdo os autovalores de A. Portanto, como no caso 1, vemos que |g(G4)| =

nMZ) = 1.
O
Finalizamos com as seguintes consequéncias.
Corolario L. Seja A € GL(2,Z) com det(A) = —1 e considere o produto semidireto

Ga=7?xaZ. Setr(A)?* —4det(A) € livre de quadrados, entio |§(Ga)| = h(Z[)\]) onde

A € um autovalor de A.

Demonstracio. Pelo Lema 1.2.18, vemos que h(Z[\]) = h(\). Portanto, |§(G4)| = h(Z[)])
pelo Teorema K. O

Corolario M. Seja A uma matriz em GL(2,Z), como no Teorema K ou Teorema J, com
autovalor \. Se 71()\) =1, entao o torus bundle X4 € determinado, dentre as variedades

tridimensionais, pelo completamento profinito do seu grupo fundamental.

Demonstracao. Isto é uma consequéncia imediata dos Teoremas J e K. O

3.5 Exemplos

Vamos agora exibir alguns exemplos de aplicacoes dos Teoremas J e K.

Exemplo 3.5.1. Considere
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com polinémio caracteristico fa(x) = x? — 4x — 1. Entdo, os autovalores de A sdo

Ai:4i\/(_42)2_4(_1) :4i22\/3:2i\/5

Como 5 = 1 (mod 4), seque pela Proposi¢io 1.2.5 que a ordem Z[\.] = Z[\/5] ndo é
maximal, em outras palavras, Z[\/5] nio ¢ o anel de inteiros do corpo quadrdtico Q(v/5).
Considere I = (2,1 +/5). Pela Proposicio 1.2.13 vemos que I ¢ um ideal de Z[\/5].
Por [Mol11, Ex. 1.32] vemos que I é um ideal nio invertivel de Z[/5]. Isso implica que
a ordem h(Z[\/5]) do grupo de classes de ideais de Z[\/5] € estritamente menor do que o
niimero de classes de ideais h(\y) de Z[/5]. Como o ideal correspondente para a matriz
Aély= (1, —2) = Z[\V5] (ver (3.5)), que € invertivel, e det(A) = —1, segue pelo

Teorema K que vale a sequinte desiqualdade

WZ[V5) < [8(2° %4 Z)] < h(As) com R(Z[V5]) < h(As).

O proximo exemplo, nos diz que os torus bundles modelados com a geometria Sol nao

sao determinados pelo completamento profinito dos seus grupos fundamentais.

Exemplo 3.5.2. Considere

Note que o polinémio caracteristico de B € fg(x) = 2> — 9z — 1 e que

\ 9+ /(-9)2—4(-1) 9£+85
= 2 T2

sGo os autovalores. Como 85 € livre de quadrados de det(B) = —1, segue pelo Coroldrio
L que
8(2% x5 Z)| = MZ[N)).

Agora, por [AW04, Table 8] vemos que h(Z[\y]) = 2. Uma vez que |tr(B)| > 2, seque que
o torus bundle Xp, tal que m (Xp) = 72 xg 7, estd modelado com a geometria Sol (Cf.
[Sco83, Thm. 5.5]).

Em contrapartida, o Corolario M nos diz que existe uma familia de torus bundles,
modelados com a geometria Sol, que sao determinados pelos completamentos profinitos

dos seus grupos fundamentais.
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Exemplo 3.5.3. Considere as matrizes

Como o trago destas matrizes sao absolutamente maiores do que 2, temos que 0s torus

bundles Xp e Xg, tais que
7T1<XD) = Z2 ><1DZ e 7T1(XE) = ZQ NEZ7

sao todos modelados com a geometria Sol (Cf. [Sco83, Thm. 5.5]). Agora, note que os

polinomios caracteristicos de D e E sao
fo(x) =2 -5z —1, fg(z)=2*—Tx—1,

respectivamente. Consequentemente, os autovalores de D e E sao

5+ /29 7+ /53

)\ — )\ =
+,D 2 y AL E 9

respectivamente. Como 29 e 53 sdo livres de quadrados e det(D) = det(E) = —1, segue
pelo Coroldrio L com [AW04, Table 8] que

8(Z° xp Z)| = 1,1§(2* xp Z)| = 1.

Portanto, os torus bundles Xp e Xg sao determinados, dentre as variedades tridimensi-

onais, pelo completamento profinito dos seus grupos fundamentais.



Capitulo

4

Consideracoes Finais

Encerramos esta tese com alguns cometarios gerais, em relagao aos nossos resultados,
e apresentando algumas indicacoes para futuras pesquisas.

Em nosso estudo da Questao 1, para a familia dos grupos de Bieberbach I" com grupo
de holonomia ciclico de ordem livre de quadrados, s6 foi possivel exibir féormulas para
a cardinalidade do género g(I"), porque existe uma classificacao para os ZG-reticulados
sobre grupos ciclicos G de ordem livre de quadrados. Uma vez que, em geral, o conjunto
de classes de isomorfismos de ZG-reticulados ¢ infinito, torna-se muito dificil investigar a
Questao 1 para a familia dos grupos de Bieberbach completa. Entretanto, como mencio-
nado na Secao 1.4, existem algumas classes de grupos G, para os quais, os ZG-reticulados

sao bem classificados, por exemplo:
e 0s grupos ciclicos de ordem p?, onde p é primo;
e grupos diedrais de ordem 2p, onde p é um primo impar;
e grupos nao abelianos de ordem pgq, onde p e ¢ sao primos distintos.

Para a familia de grupos de Bieberbach com o grupo de holonomia G, onde G pertence
a uma das classes listadas nos pontos anteriores, acreditamos que é possivel realizar um

estudo da Questao 1 de forma semelhante ao nosso.
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