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�Tudo tem o seu tempo determinado, e
há tempo para todo o propósito debaixo
do céu. Há tempo de nascer, e tempo
de morrer; tempo de plantar, e tempo
de arrancar o que se plantou.�
Eclesiastes 3:1�2
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Resumo

Nesta tese, investigamos até que ponto uma variedade plana compacta de dimensão n

com grupo de holonomia cíclico de ordem livre de quadrados e um torus bundle, podem

ser distinguidos pelos quocientes �nitos dos seus respectivos grupos fundamentais. Em

particular, exibimos fórmulas e cotas, inferiores e superiores, para a cardinalidade do

gênero pro�nito dos grupos fundamentais de tais variedades.

Palavras-chave: Gênero pro�nito; Grupos de Bieberbach; Grupos Residualmente Fi-

nitos.
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Abstract

In this thesis we study the extent to which an n-dimensional compact �at manifold

with cyclic holonomy group of square-free order, and a torus bundle, may be distinguished

by the �nite quotients of its fundamental group. In particular, we display formulas and

lower and upper bounds for the cardinality of the pro�nite genus of the fundamental

groups of such manifolds.

Key-Words: Pro�nite Genus; Bieberbach Groups; Residually Finite Groups.
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Notação

Z,Q,R conjuntos dos números inteiros, números racionais, números reais

(a, b) máximo divisor comum de a, b

a | b, a - b a divide b, a não divide b

|S| cardinalidade do conjunto S

G\X conjunto das órbitas da ação do grupo G no conjunto X

|G : H| índice do subgrupo H no grupo G

H ≤ G H é subgrupo de G

H ∼= G H é isomorfo a G

〈S〉 subgrupo gerado pelo subconjunto S

Aut(G), Inn(G) grupo de automor�smos de G, grupo de automor�smos internos de G

Out(G) Aut(G)/Inn(G)

HomR(M,N) conjunto dos R-homomor�smos de M para N

NG(H) normalizador do subgrupo H no grupo G

CG(H) centralizador do subgrupo H no grupo G

A×B,
∏
Ai produto direto

A⊕B,
⊕

Ai soma direta

N oH,N oρ H produto semidireto

GL(n,Z) grupo de todas as matrizes invertíveis n× n sobre Z
tr(A), det(A) traço da matriz A, determinante da matriz A

ζm raiz m-ésima primitiva da unidade

Φm(.) m-ésimo polinômio ciclotômico

Gal(F/K),Gal(ζm) grupo de Galois de F sobre K, grupo de Galois de Q(ζm) sobre Q
RG anel de grupo de um grupo G sobre um anel R com elemento identidade

Ĝ completamento pro�nito do grupo G
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Introdução

Nos últimos anos, tem havido um grande interesse em estudar se grupos residualmente

�nitos ou classes de grupos residualmente �nitos, conectados com geometria ou topologia,

podem ser distinguidos uns dos outros por seus conjuntos de grupos quocientes �nitos.

Em Teoria de Grupos, os primeiros estudos nesta direção são da década de 70, quando

Baumslag [Bau74], Stebe [Ste72] e outros encontraram exemplos de grupos �nitamente

gerados residualmente �nitos não isomorfos com o mesmo conjunto de grupos quocientes

�nitos. A questão geral abordada nesse estudo pode ser formulada como

Questão 1. Até que ponto um grupo �nitamente gerado residualmente �nito Γ pode ser

determinado pelo seu completamento pro�nito?

Tal estudo levou a noção de gênero g(Γ), que é o conjunto de classes de isomor�smos

de grupos �nitamente gerados residualmente �nitos com o mesmo conjunto de quocientes

�nitos que o grupo �xado Γ. Equivalentemente, g(Γ) denota o conjunto de classes de

isomor�smos de grupos �nitamente gerados residualmente �nitos com o completamento

pro�nito isomorfo ao completamento pro�nito Γ̂ de Γ. Na verdade, o termo gênero foi

emprestado da Teoria de Representações Integrais, em que o gênero de um ZG-reticulado
M , para um grupo �nito G, é de�nido como o conjunto de classes de ZG-reticulados N
tais que os ẐG-módulos M̂ e N̂ são isomorfos (ver [CR81]).

A maioria dessas pesquisas tem-se concentrado em estabelecer se a cardinalidade |g(Γ)|
do gênero é �nito ou igual 1 (ver [GPS79] ou [GS79] por exemplo).

O �uxo recente de pesquisas focou em identi�car propriedades importantes de varieda-

des que podem ser identi�cadas pelo completamento pro�nito dos seus grupos fundamen-

tais (ver [WZ10, WZ17, Wil19]), ou resultados sobre "rigidez", quando o completamento

pro�nito distingue o grupo fundamental de certas variedades de outros grupos funda-

mentais dentro desta família de variedades (ver [BCR16, Wil17]) ou resultados sobre

"rigidez absoluta", quando o grupo fundamental de certas variedades tem gênero 1 (ver
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[BMRS20-a, BMRS20-b]). Para ver mais trabalhos recentes e resultados, os leitores po-

dem consultar [Rei18]. Vale salientar que existem alguns poucos trabalhos onde o número

exato (ou estimativa) para a cardinalidade do gênero aparecem (ver di�culdade de tais

cálculos em [GZ11, BZ13]).

Um dos objetos de estudo desta tese são as variedades planas compactas X de di-

mensão n. É bem conhecido que essas variedades são descritas pelos famosos teoremas

de Bieberbach (ver [Cha86]), por isso, o grupo fundamental Γ de X é chamado de grupo

de Bieberbach. Tais grupos são livres de torção com um subgrupo abeliano maximal

normal M de índice �nito; o quociente G = Γ/M , chamado o grupo de holonomia de Γ,

é um grupo �nito agindo �elmente em M . Note que Γd, a imagem inversa completa de

um subgrupo H de G de ordem d, sobre a aplicação quociente Γ → Γ/M , é um grupo

de Bieberbach de dimensão n com subgrupo abeliano maximal normal Md e grupo de

holonomia H.

Foi provado recentemente por Piwek, Popovi¢ e Wilkes [PPW21] que cada grupo de

Bieberbach de dimensão ≤ 4 é determinado pelo seu completamento pro�nito. Uma vez

que não existe uma classi�cação completa para os grupos de Bieberbach em todas as

dimensões, torna-se mais difícil investigar a Questão 1 no caso geral. Assim, faz sentido

considerar esse problema para algumas famílias de tais grupos. Por exemplo, no presente

trabalho respondemos a Questão 1 para a família dos grupos de Bieberbach de dimensão

n com o grupo de holonomia cíclico de ordem livre de quadrados. Mais precisamente,

exibimos uma fórmula para a cardinalidade do gênero de um grupo de Bieberbach de

dimensão n com o grupo de holonomia cíclico de ordem livre de quadrados.

Vamos estudar primeiro o caso em que o grupo de holonomia tem ordem prima. Denote

por Q(ζm) o corpo ciclotômico gerado pela m-ésima raiz primitiva da unidade ζm com

anel de inteiros Z[ζm], por H(Z[ζm]) seu grupo de classes de ideais e por Gal(ζm) =

Gal(Q(ζm)/Q) seu grupo de Galois. O último age naturalmente em H(Z[ζm]).

Teorema A. Seja Γ um grupo de Bieberbach de dimensão n com grupo de holonomia Cp

de ordem prima p.

(i) Se todos os somandos indecomponíveis do ZCp-módulo M têm Z-posto p− 1 exceto

um somando trivial de Z-posto 1, então |g(Γ)| = |C2\H(Z[ζp])|, onde C2 é um grupo

de ordem 2 agindo em H(Z[ζp]) por inversão.

(ii) Caso contrário, |g(Γ)| = |Gal(ζp)\H(Z[ζp])|. 1

De�nição. Um ZCp-módulo M que satisfaz as hipóteses (i) do Teorema A será chamado

de excepcional.

1O caso (ii) do Teorema A também foi enunciado com um esboço de prova em [GZ11]
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Como uma consequência do Teorema A, obtemos o seguinte.

Corolário B. Seja Γ um grupo de Bieberbach de dimensão n com grupo de holonomia

Cp de ordem prima p. Então, |g(Γ)| = 1 se, e somente se, p ≤ 19.

Em outras palavras, o Corolário B a�rma que todas as variedades planas compactas X

de dimensão n com o grupo de holonomia Cp de ordem prima p, são determinadas, dentre

todas as variedades planas compactas de dimensão n, pelo completamento pro�nito dos

seus grupos fundamentais se, e somente se, p ≤ 19. Além disso, usando o teorema de

restrição cristalográ�ca (ver [Hil85]), obtemos o seguinte corolário.

Corolário C. Seja X uma variedade plana compacta de dimensão n com grupo de holo-

nomia de ordem prima. Se n ≤ 21, então X é determinada, dentre todas as variedades

planas compactas de dimensão n, pelo completamento pro�nito do seu grupo fundamental.

Para provar o Teorema A, é su�ciente considerar as classes de isomor�smos de grupos

de Bieberbach em g(Γ), porque cada ∆ ∈ g(Γ) é um grupo de Bieberbach (ver Proposição

2.1.4). Um resultado importante que usamos para provar o Teorema A é a classi�cação de

Charlap para grupos de Bieberbach com o grupo de holonomia de ordem prima (ver Sub-

seção 1.5.2). Além disso, um fato crucial é a seguinte correspondência que estabelecemos,

mostrando que o gênero g(Γ), em nosso caso, coincide com o gênero do ZCp-reticulado M
(no sentido da Teoria de Representações) no caso (ii) do Teorema A.

Teorema D. Sejam M um grupo abeliano livre de posto n e Cp um grupo de ordem prima

p. Sejam Γ1 e Γ2 grupos de Bieberbach de dimensão n que são extensões de M por Cp. Se

M1 e M2 são ZCp-módulos induzidos pela ação de Γ1 e Γ2 em M , respectivamente, então

(i) Γ1
∼= Γ2 se, e somente se, ou M1 e M2 são ZCp-módulos não excepcionais iso-

morfos ou M1 e M2 são ZCp-módulos excepcionais e são isomorfos a menos de um

automor�smo de Cp por inversão.

(ii) Γ̂1
∼= Γ̂2 se, e somente se, M̂1

∼= M̂2 como ẐCp-módulos.

Para generalizar o Teorema A para grupos de Bieberbach com grupo de holonomia

cíclico G = Cp1×· · ·×Cpk de ordem p1p2 · · · pk, onde pi (i = 1, · · · , k) são números primos

distintos, precisamos de um pouco mais de terminologia e notação.

Tomemos um ZH-reticulado �el M de posto n para um grupo �nito H (equivalen-

temente, um homomor�smo injetivo ρ : H → GL(n,Z)). Seguindo [Hil86], de�nimos a

classe cristalográ�ca (H,M) como o conjunto de todas as extensões livres de torção Γ de

H por M . Dizemos que duas classes cristalográ�cas (H,M) e (H ′,M ′) são aritmetica-

mente equivalentes se as imersões de H e H ′ são subgrupos conjugados de GL(n,Z) (para
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mais detalhes ver Subseção 1.5.4). As classes de equivalências resultantes são chamadas

de classes cristalográ�cas aritméticas. Similar à de�nição de g(Γ), denotamos por C(M)

o conjunto de classes de isomor�smos de ZH-reticulados N , que correspondem às classes

cristalográ�cas aritméticas (H,N), tais que os ẐH-módulos N̂ e M̂ são isomorfos.

Seja Γ um grupo de Bieberbach de dimensão n com subgrupo abeliano maximal normal

M e grupo de holonomia cíclico G = Cp1×· · ·×Cpk , onde Cpi é um grupo cíclico de ordem

prima pi e δ := p1p2 · · · pk é livre de quadrados. Note que para calcular a cardinalidade do
gênero g(Γ), neste caso, temos que calcular o número de classes de isomor�smos de grupos

de Bieberbach na classe cristalográ�ca (G,M) e a cardinalidade de C(M), que corresponde

ao número de classes cristalográ�cas a menos de equivalência. Para este propósito, vamos

dividir o estudo em dois casos: excepcional e não excepcional, de acordo com a seguinte

de�nição.

De�nição. Diremos que o grupo de Bieberbach Γ é excepcional, se existe um primo p

dividindo δ tal que o subgrupo de Bieberbach Γp de Γ tem ZCp-módulo correspondente Mp

excepcional. Denotaremos por D o conjunto de tais números primos.

Usando que

Gal(ζδ) ∼= Gal(ζp1)× · · · ×Gal(ζpk), (1)

(ver [DF04, �14.5, Cor. 27]) de�nimos o grupo HD como

Gal(ζp1)× · · · ×Gal(ζpi−1
)× C2 ×Gal(ζpi+1

)× · · · ×Gal(ζpk)

se pi ∈ D.

Com esta notação, obtemos a seguinte fórmula para |C(M)|.

Teorema E. Seja Γ um grupo de Bieberbach de dimensão n com subgrupo abeliano ma-

ximal normal M e grupo de holonomia cíclico G de ordem livre de quadrados δ. Se Γ é

excepcional, então

|C(M)| =

∣∣∣∣∣∣HD\
∏
d|δ

H(Z[ζd])

∣∣∣∣∣∣ .
Caso contrário,

|C(M)| =

∣∣∣∣∣∣Gal(ζδ)\
∏
d|δ

H(Z[ζd])

∣∣∣∣∣∣ .
SejaM um ZCp-reticulado (para um grupo cíclico Cp = 〈x〉 de ordem prima p). Então,

M pode ser escrito na forma M = M1 ⊕M2, onde M1 é o maior somando direto de M

em que Cp age trivialmente. Para um elemento n ∈ NAut(M)(Cp), denotemos por ñ um
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automor�smo de Cp induzido pela conjugação de n em Cp, em outras palavras, ñ é a

imagem natural de n em F∗p = Fp r {0} sobre a identi�cação Aut(Cp) ∼= F∗p.
Agora, no que segue a "barra" denota a redução módulo p. O normalizadorNAut(M)(Cp)

age de forma natural no conjunto dos elementos �xados MCp sobre a ação de Cp em M .

Isto induz a ação de NAut(M)(Cp) em M̄Cp e, consequentemente, NAut(M)(Cp) age em

M̄Cp/∆ · M̄ ∼= M̄1, onde ∆ = 1 + x+ · · ·+ xp−1 (ver [Cha86, p. 168] para mais detalhes).

De�nimos uma nova ação �•� do normalizador NAut(M)(Cp) em M̄1 por

n •m := n · ñm, (m ∈ M̄1) (2)

onde �·� denota a ação de NAut(M)(Cp) em M̄1 descrita no parágrafo anterior. Uma vez

que, para cada primo p dividindo |G|, o normalizador NAut(M)(G) é um subgrupo de

NAut(M)(Cp), o normalizador NAut(M)(G) também age em M1/pM1 e, consequentemente,

NAut(M)(G) age em (M1/pM1)G/Cp = (M1/pM1)G.

Denotamos M̄∗
1 = M̄1 r {0} e a�rmamos o seguinte:

Teorema F. Seja Γ um grupo de Bieberbach de dimensão n com subgrupo abeliano ma-

ximal normal M e grupo de holonomia cíclico G de ordem livre de quadrados δ. Então,

|g(Γ)| =
∑
M∈T

∏
p|δ

|NAut(M)(G)\(M̄∗
1,p)

G|

 ,

onde T é um conjunto de representantes das classes de isomor�smos dos ZG-reticulados
em C(M) e M1,p é o maior somando direto de M em que Cp age trivialmente.

Corolário G. Tem-se

|g(Γ)| ≤ |H(Z[ζδ])|amaxp|δ{|(M̄∗
1,p)

G|b},

onde maxp|δ{|(M̄∗
1,p)

G|b} representa a maior cardinalidade dos conjuntos (M̄∗
1,p)

G elevado

a b-ésima potência para todo p | δ, a é o número de divisores de δ e b é o número de

divisores primos de δ.

Corolário H. Se Γ é um grupo de Bieberbach excepcional, então

|g(Γ)| =
∑
M∈T

∏
p∈D

|NAut(M)(G)\F∗p|
∏
q|δ
q /∈D

|NAut(M)(G)\(M̄∗
1,q)

G|

 .
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Além disso, podemos deduzir o Teorema A como um Corolário do Teorema F, uma

vez que o normalizador NAut(M)(Cp) age transitivamente em M̄∗
1 (ver Lema 1.5.33).

Em particular, temos o seguinte resultado.

Teorema I. Seja Γ um grupo de Bieberbach de dimensão n com grupo de holonomia

cíclico de ordem igual a 6, 10 ou 14. Então, |g(Γ)| = 1.

Finalizamos esta tese investigando a Questão 1 para variedades tridimensionais ori-

entáveis compactas. Para sermos mais precisos em nossa explanação, reformulamos a

Questão 1 para este caso particular.

Questão 2. Seja X uma variedade tridimensional orientável compacta. Até que ponto o

grupo fundamental π1(X) de X é determinado pelo seu completamento pro�nito?

Thurston, em 1982, conjecturou que existem apenas oito modelos de geometrias tridi-

mensionais, que são: E3, H3, S3, S2×R, H2×R, S̃L2(R), Nil e Sol; isto foi provado por

Perelman em 2003 (ver [Sco83] para mais detalhes). Na última década deste século, Wil-

ton e Zalesskii [WZ17, WZ19] provaram que a geometria de uma variedade tridimensional

orientável compacta é determinada pelo completamento pro�nito do seu grupo funda-

mental. Devido a este resultado, para investigar a Questão 2 é su�ciente considerar a

variedade X modelada em uma das oito geometrias.

Em [Wil17, Wil18], Wilkes apresenta uma resposta completa para a Questão 2 para a

família de variedades tridimensionais modeladas nas geometrias S3, E3, S2 × R, S̃L2(R)

e Nil. Mais precisamente, ele provou que qualquer variedade tridimensional orientável

compacta modelada em uma destas geometrias é determinada pelo completamento pro-

�nito do seu grupo fundamental. Em geral, não sabemos se variedades tridimensionais

modeladas na geometria H3 são pro�nitamente rígidas, entretanto, Liu [Liu20] mostrou

que o gênero do grupo fundamental de uma variedade tridimensional hiperbólica orientá-

vel de volume �nito tem cardinalidade �nita. Além disso, existe um estudo de Bridson,

McReynolds, Reid e Spitler [BMRS20-a] que exibe exemplos de variedades tridimensi-

onais hiperbólicas que são absolutamente rígidas. Em contraste, existem exemplos de

variedades tridimensionais modeladas nas geometrias H2 × R (construído por Hempel

[Hem14]) e Sol (construído por Funar [Fun13]) que não são pro�nitamente rígidas. Cha-

maremos as variedades tridimensionais modeladas na geometria Sol de Sol-variedades

(Nil de Nil-variedades, e assim por diante).

Apesar de sabermos que as Sol-variedades não são pro�nitamente rígidas, até o mo-

mento, não existe uma resposta completa para a Questão 2 para essa família de variedades.

Em relação a isto, Wilton e Zalesskii [WZ19] destacam que um tratamento de�nitivo da
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Questão 2 para Sol-variedades seria um acréscimo valioso à literatura. Neste sentido,

�zemos um estudo da Questão 2 para uma família de Sol-variedades.

Se X é uma Sol-variedade, então π1(X) ∼= Z2oAZ, onde A é uma matriz em GL(2,Z)

tal que nenhum de seus autovalores tem valor absoluto igual a 1 (ou seja, A é uma matriz

hiperbólica) (ver [Sco83] ou [JKM08, Lem. 2.6]). Rigorosamente, Sol-variedades são

torus bundles (ou seja, suspensões de um homeomor�smo linear do toro), em particular,

temos a seguinte caracterização. Seja X um torus bundle e denotemos por tr(A) o traço

de A.

(i) Se |tr(A)| > 2, então A é hiperbólica e X é uma Sol-variedade.

(ii) Se A tem ordem �nita, então X é uma E3-variedade.

(iii) Se |tr(A)| ≤ 2, então ou A tem ordem �nita, de modo que X é uma E3-variedade,

ou A tem ordem in�nita e X é uma Nil-variedade, ou A é hiperbólica e X é uma

Sol-variedade.

(Cf. [Sco83, Thm. 5.5]). À luz dos resultados de Wilton e Zalesskii [WZ17, WZ19],

re�namos a nossa de�nição de gênero para a seguinte: g̃(π1(X)) denota o conjunto de

classes de isomor�smos de grupos fundamentais de variedades tridimensionais orientáveis

compactas, com o completamento pro�nito isomorfo a π̂1(X).

Em nosso estudo da Questão 2, iniciamos com o caso em que Z2 oA Z é nilpotente.

Teorema J. Seja A ∈ GL(2,Z) e considere o produto semidireto GA = Z2oAZ. Se todos
os autovalores de A são iguais a 1, então |g̃(GA)| = 1.

Para o caso em que Z2oAZ não é nilpotente, estabelecemos cotas inferiores e superiores

para a cardinalidade de g̃(π1(X)), em função do número de classes de ideais da ordem Z[λ],

onde λ é um autovalor da matriz A. Para isso, usamos um famoso Teorema de Latimer e

MacDu�ee [New72, Thm. III. 13] que diz que, existe uma correspondência biunívoca entre

as classes de conjugação de matriz n-por-n sobre Z, com mesmo polinômio característico

f , e as classes de ideais da ordem Z[λ], onde λ é uma raiz de f . Precisamente, obtemos

o seguinte:

Teorema K. Seja A ∈ GL(2,Z) e considere o produto semidireto GA = Z2 oA Z. Seja λ
um autovalor de A. Então,

(i) se A tem todos os seus autovalores distintos, tr(A) 6= 0 e a classe de conjugação de
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A corresponde para uma classe de ideais invertíveis da ordem Z[λ], então h(Z[λ]) ≤ |g̃(GA)| ≤ h̃(λ), se det(A) = −1

h(Z[λ])/2 ≤ |g̃(GA)| ≤ h̃(λ), se det(A) = 1

onde h(Z[λ]) é a ordem do grupo de classes de ideais e h̃(λ) é o número de classes

de ideais de Z[λ].

(ii) se tr(A) = 0 ou A tem todos os seus autovalores iguais a −1, então

|g̃(GA)| = h(Z[λ]) = 1.

Corolário L. Seja A ∈ GL(2,Z) com det(A) = −1 e considere o produto semidireto

GA = Z2 oA Z. Se tr(A)2 − 4det(A) é livre de quadrados, então |g̃(GA)| = h(Z[λ]) onde

λ é um autovalor de A.

Corolário M. Seja A uma matriz em GL(2,Z), como no Teorema K ou Teorema J, com

autovalor λ. Se h̃(λ) = 1, então o torus bundle XA é determinado, dentre as variedades

tridimensionais, pelo completamento pro�nito do seu grupo fundamental.

Observe que o Corolário M nos diz que existe uma família de torus bundles modelados

com a geometria Sol que são determinados pelo completamento pro�nito dos seus grupos

fundamentais. Combinando o Corolário M com a seguinte conjectura de Gauss � que

ainda está em aberto � vemos que tal família pode ser in�nita.

Conjectura (Gauss, 1801). Existem in�nitos corpos quadráticos reais com número de

classes um.

A seguir, descrevemos a organização desta tese. No Capítulo 1, que denominamos de

Preliminares, apresentamos um resumo das principais teorias que usamos para provar os

nossos resultados.

No Capítulo 2, a Seção 2.1 contém algumas propriedades sobre o completamento

pro�nito de um grupo de Bieberbach. Na Seção 2.2, iniciamos a nossa investigação da

Questão 1 para a família dos grupos de Bieberbach com o grupo de holonomia de ordem

prima. Nesta seção, provamos os Teoremas A e D e os Corolários B e C. Na Seção 2.3,

generalizamos os resultados da Seção 2.2 para a família de grupos de Bieberbach com o

grupo de holonomia cíclico de ordem livre de quadrados. Esta seção contém as provas dos

Teoremas E, F e I e dos Corolários G e H.
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No Capítulo 3, investigamos a Questão 2 para as Sol-variedades. Para esse �m,

provamos os Teoremas J e K e os Corolários L e M.

Por �m, no Capítulo 4, apresentamos as nossas considerações �nais.



Capítulo

1

Preliminares

Neste capítulo apresentamos os principais conceitos e resultados que serão úteis para

o bom desenvolvimento do nosso trabalho. Vale salientar que, assumimos como conhecido

algumas de�nições básicas e alguns resultados clássicos das Teorias de Grupos, Módulos,

Topologia Geral e da Teoria dos Números.

Na Seção 1.1, de�nimos completamento pro�nito de um grupo abstrato e apresenta-

mos algumas propriedades do completamento pro�nito de um grupo �nitamente gerado

residualmente �nito. Para isso, usamos o livro de Ribes-Zalesskii [RZ00] como principal

referência.

Na Seção 1.2, reunimos os principais resultados da Teoria dos Números que serão

usados aqui e de�nimos o Grupo de Galois. As principais referências usadas na construção

dessa seção formam os livros de Neukirch [Neu99] e Dummit-Foote [DF04].

Seção 1.3 contém as descrições das extensões de módulos e de grupos. O livro do

Rotman [Rot09] foi a principal referência usada aqui.

Na Seção 1.4, apresentamos as classi�cações de ZG-reticulados sobre grupos G cíclicos

de ordem prima (feita por Diederichsen e Reiner [CR62]) e cíclicos de ordem livre de

quadrados (feita por Oppenheim [Opp62]).

Por �m, a Seção 1.5 contém a de�nição de grupos de Bieberbach e os métodos de

classi�cação de Charlap [Cha65, Cha86], Auslander-Vasquez [Vas70] e a descrição via

classes cristalográ�cas [Hil86].
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1.1 Grupos pro�nitos

Um conjunto dirigido é um conjunto não vazio parcialmente ordenado I = (I,�) tal

que para cada i, j ∈ I existe k ∈ I de modo que i, j � k. Um sistema inverso de grupos

(anéis) topológicos sobre um conjunto dirigido I, consiste em uma coleção {Gi : i ∈ I} de
grupos (anéis) topológicos e uma coleção de homomor�smos de grupos (anéis) contínuos

ϕij : Gi → Gj, de�nidos sempre que i � j, tal que os diagramas da forma

Gi

ϕij   

ϕik // Gk

Gj

ϕjk

>>

comutam sempre que i, j, k ∈ I e i � j � k. Denotamos o sistema inverso por {Gi, ϕij, I}.
O limite inverso do sistema inverso {Gi, ϕij, I} é o conjunto

lim←−
i∈I

Gi =

{
(xi) ∈

∏
i∈I

Gi : ϕij(xi) = xj, sempre que i � j

}
.

Proposição 1.1.1 ([RZ00], Prop. 1.1.3). Se {Gi, ϕij, I} é um sistema inverso de grupos

(anéis) topológicos compactos, Hausdor� e totalmente desconexos, então

lim←−
i∈I

Gi

é também um grupo (anel) topológico compacto, Hausdor� e totalmente desconexo.

De�nição 1.1.2. Um grupo Γ é um grupo pro�nito se é um limite inverso lim←−Γi de

grupos �nitos, onde cada Γi está munido com a topologia discreta.

Exemplo 1.1.3. 1. Qualquer grupo �nito é naturalmente um grupo pro�nito.

2. (Completamentos) Seja Γ um grupo e considere o conjunto N de todos os sub-

grupos normais de índice �nito de Γ. Note que, N é não vazio, pois Γ ∈ N . Além

disso, é imediato veri�car que N é um conjunto dirigido com a ordem:

M � N se, e somente se, N ⊆M para N,M ∈ N .

Se M,N ∈ N e N � M , seja ϕNM : Γ/N → Γ/M o epimor�smo natural. Então,
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{Γ/N, ϕNM ,N} é um sistema inverso e o grupo

Γ̂ := lim←−
N∈N

Γ/N (1.1)

é pro�nito. O grupo Γ̂ é chamado o completamento pro�nito de Γ. Agora, se p

é um número primo e N é o conjunto formado por todos os subgrupos normais de

índice �nito igual a uma potência de p, diremos que o grupo pro�nito em (1.1) é o

completamento pro-p de Γ.

3. Como um caso especial de (2), considere o anel de inteiros Z. Neste caso,

Ẑ = lim←−
n∈N

Z/nZ

é o completamento pro�nito de Z e

Zp = lim←−
n∈N

Z/pnZ

o completamento pro-p de Z.

Note que, existe uma aplicação natural ι : Γ → Γ̂ de�nida por g 7→ (gN) e que, ι é

injetiva se, e somente se, a interseção de todos os subgrupos normais de índice �nito de Γ

é trivial; neste caso, Γ é dito ser residualmente �nito.

Proposição 1.1.4 ([Neu99], Prop. 2.4). Seja p um número primo. Então,

1. Zp é um domínio de ideais principais com um único ideal maximal não nulo, a saber,

pZp.

2. A aplicação natural

ι : Zp → lim←−
n∈N

Zp/p
nZp

é um isomor�smo.

Em outras palavras, Zp é um domínio local noetheriano completo.

Para produto semidireto, vale o seguinte:

Proposição 1.1.5 ([GZ11], Prop. 2.6). Sejam N,H grupos �nitamente gerados residu-

almente �nitos e ρ : H → Aut(N) um homomor�smo. Então, ρ induz um homomor�smo

ρ̂ : Ĥ → Aut(N̂) e as imersões N → N̂ e H → Ĥ induzem um isomor�smo

N̂ oρ H ∼= N̂ oρ̂ Ĥ
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de grupos pro�nitos.

De�nição 1.1.6. A topologia pro�nita sobre um grupo Γ é a topologia em Γ em que

uma base para os conjuntos abertos é o conjunto de todas as classes laterais de subgrupos

normais de índice �nito em Γ.

Sejam Γ um grupo topológico e H um subgrupo de Γ. Então, escreveremos H ≤◦ Γ

e H ≤f Γ para indicar que H é um subgrupo aberto de Γ e H é um subgrupo de índice

�nito de Γ, respectivamente.

A seguinte proposição estabelece uma importante conexão entre os espaços discretos

e pro�nitos.

Proposição 1.1.7 ([RZ00], Prop. 3.2.2 e Cor. 1.1.8). Seja Γ um grupo �nitamente

gerado residualmente �nito. Identi�que Γ com sua imagem em Γ̂ e denote por X̄ o fecho

em Γ̂ de um subconjunto X de Γ. Então, existe uma bijeção

{H ≤f Γ} → {U ≤◦ Γ̂}

H 7→ H̄

U ∩ Γ←[ U

Além disso, se H,K ≤f Γ com H ≤ K, então

(a) H CK se, e somente se, H̄ C K̄.

(b) |K : H| = |K̄ : H̄|.

(c) Se H CK, então K/H ∼= K̄/H̄.

(d) H̄ ∼= Ĥ.

Demonstração. conteúdo...

Vamos denotar por F(Γ) o conjunto dos quocientes �nitos de um grupo Γ. A próxima

proposição é basicamente provada em [DFPR82, p. 227], entretanto, usamos [NS07, Thm.

1.1] para substituir "isomor�smo topológico" por "isomor�smo".

Proposição 1.1.8. Sejam Γ1 e Γ2 grupos �nitamente gerados. Então, Γ̂1 e Γ̂2 são grupos

isomorfos se, e somente se, F(Γ1) = F(Γ2).

Isto nos permite enunciar a seguinte versão do Teorema de Grunewald e Scharlau.
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Proposição 1.1.9 ([GS79], Prop. E). Sejam Γ1 e Γ2 grupos �nitamente gerados, livres

de torção, nilpotentes de classe 2, tais que o número de Hirsch 1 de Γ1 é menor do que

ou igual a 5 e Γ̂1
∼= Γ̂2. Então, Γ1

∼= Γ2.

Para qualquer grupo Γ escrevemos tor(Γ) para o conjunto dos elementos de torção de

Γ.

Proposição 1.1.10 ([RZ00], Thm. 4.7.10). Seja Γ um grupo �nitamente gerado tendo

um subgrupo normal abeliano com quociente nilpotente. Então, tor(Γ) = tor(Γ̂).

1.2 Grupos de Galois e classes de ideais

1.2.1 Extensões algébricas de Corpos

Um corpo de números algébricos é uma extensão de corpos K de Q com grau

(K : Q) �nito, isto é, a dimensão de K como espaço vetorial sobre Q é �nita. Os

elementos de K são chamados números algébricos. Um número algébrico é chamado

inteiro algébrico se é uma raiz de um polinômio mônico f(x) ∈ Z[x]. O conjunto OK
de todos os inteiros algébricos forma um anel contendo Z (Cf. [Neu99, �2]).

De�nição 1.2.1. Uma extensão algébrica K/F é uma extensão de Galois se satisfaz

as seguintes condições:

(i) K/F é uma extensão normal: qualquer polinômio irredutível de F [x] com uma

raiz em K pode ser decomposto em polinômios de grau 1 em K[x].

(ii) K/F é uma extensão separável: qualquer polinômio irredutível de F [x] não tem

raízes múltiplas no seu corpo de decomposição 2 sobre F .

Seja K/F uma extensão. Um F -automor�smo de K é um isomor�smo de anéis

f : K → K tal que f(u) = u para todo u ∈ F . Não é difícil provar que o conjunto

Aut(K/F ) de todos os F -automor�smos de K é um subgrupo de Aut(K).

De�nição 1.2.2. O grupo Aut(K/F ) de todos os F -automor�smos de K de uma extensão

de Galois K/F é chamado o grupo de Galois de K sobre F . Neste caso, escreveremos

Gal(K/F ) em vez de Aut(K/F ).

1Isto é, o número de quocientes cíclicos in�nito em uma série com quocientes cíclicos ou �nitos.
2O corpo de decomposição de um polinômio f(x) ∈ F [x] é a menor extensão de corpos K/F em que

f(x) se decompõem em fatores lineares.
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Proposição 1.2.3 ([DF04], �14.1, Prop. 5). Seja E o corpo de decomposição sobre F do

polinômio f(x) ∈ F [x]. Então,

|Aut(E/F )| ≤ (E : F ),

com igualdade se f(x) é separável sobre F , isto é, se f não tem raízes múltiplas em E.

A seguir, veremos dois exemplos de extensões de corpos que serão objetos de estudo

desta tese.

Extensões quadráticas

Um corpo quadrático é uma extensão K de Q tal que (K : Q) = 2.

Proposição 1.2.4 ([AW04], Thm. 5.4.1). Seja K um corpo quadrático. Então, existe

um único inteiro livre de quadrados m tal que K = Q(
√
m).

O anel de inteiros algébricos de um corpo quadrático é calculado a seguir.

Proposição 1.2.5 ([AW04], Thm. 5.4.2). Seja K um corpo quadrático. Seja m o único

inteiro livre de quadrados tal que K = Q(
√
m). Então, o anel de inteiros algébricos de K

é dado por

OK =

 Z + Z
√
m, se m 6≡ 1 (mod 4),

Z + Z
(

1+
√
m

2

)
, se m ≡ 1 (mod 4).

Lema 1.2.6. Seja A uma matriz em GL(2,Z). Se tr(A) 6= 0 e A tem autovalores distintos

λ1 e λ2, então Q(λ1, λ2) é um corpo quadrático.

Demonstração. Seja A ∈ GL(2,Z). É fácil ver que o polinômio característico de A tem a

forma p(x) = x2 − tr(A)x+ det(A) e que

λ± =
tr(A)±

√
tr(A)2 − 4det(A)

2

são os autovalores de A. Note que, A tem autovalores iguais se, e somente se,

tr(A) +
√

tr(A)2 − 4det(A)

2
=

tr(A)−
√

tr(A)2 − 4det(A)

2

⇔
√

tr(A)2 − 4det(A) = −
√

tr(A)2 − 4det(A)

⇔ tr(A)2 − 4det(A) = 0

⇔ tr(A) = ±2 e det(A) = 1.
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Logo, como estamos supondo que tr(A) 6= 0 e que os autovalores de A são distintos, temos

que os possíveis valores para o traço e determinante da matriz A são:

(i) tr(A) = ±1 e det(A) = ±1 ou

(ii) tr(A) = ±2 e det(A) = −1 ou

(iii) |tr(A)| > 2 e det(A) = ±1.

Os casos (i) e (ii) são elementares. Se A satisfaz (iii), então os autovalores de A são

irracionais. De fato, suponha que exista um inteiro k tal que tr(A)2 − 4det(A) = k2. Isto

nos dá que tr(A)2 − k2 = ±4, que implica k = tr(A) ± 1 e assim ±2tr(A) − 1 = ±4,

que é uma contradição, porque |tr(A)| > 2. Logo, tr(A)2 − 4det(A) = rm onde r,m ∈ Z
de modo que m é livre de quadrados. Portanto, K = Q(λ+, λ−) = Q(

√
m) é um corpo

quadrático.

De�nição 1.2.7. Seja K/Q um corpo de números algébricos de grau n. Uma ordem

de K é um subanel O do anel de inteiros OK de K que contém uma base integral de

comprimento n. O anel OK é chamado a ordem maximal de K.

Exemplo 1.2.8. Seja A ∈ GL(2,Z) com autovalores distintos tal que tr(A) 6= 0. Então,

K = Q(λ) é um corpo quadrático, onde λ é um autovalor de A. Uma vez que λ é raiz

do polinômio p(x) = x2 − tr(A)x + det(A) ∈ Z[x], temos que Z[λ] está contido no anel

de inteiros OK de K. Logo, Z[λ] é uma ordem de K que nem sempre é igual a OK (ver

Proposição 1.2.5).

De�nição 1.2.9. Um domínio de integridade que é Noetheriano, integralmente fechado

e que cada ideal primo não nulo é maximal é chamado um domínio de Dedekind .

Proposição 1.2.10 ([DF04], �16.3, Prop. 14 e Cor. 19). O anel de inteiros OK de um

corpo de números algébricos K é um domínio de Dedekind. Em particular, se I é um

ideal não nulo de OK, então cada ideal no quociente OK/I é um ideal principal.

Seja K = Q(
√
m), onde m é um inteiro livre de quadrados. De�nimos

r :=

 1, se m 6≡ 1 (mod 4)

2, se m ≡ 1 (mod 4)

e ω0 := (r − 1 +
√
m)/r.

Lema 1.2.11 ([JW09], Thm. 4.17). Se O é uma ordem de um corpo quadrático K, então

O é um Z-módulo com base {1, ω} onde ω := fω0 para algum f ∈ Z.
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Assim, OK é um Z-módulo com base {1, ω0} e qualquer ordem O de K tem índice

�nito em OK .

De�nição 1.2.12. O índice f = |OK : O| é chamado o condutor de O.

Se α = a + b
√
m, de�nimos o seu conjugado ᾱ como a − b

√
m e sua norma N(α)

como αᾱ.

Proposição 1.2.13 ([JW09], Thm. 4.24). Seja O uma ordem de um corpo quadrático

K. Então, I é um ideal de O se, e somente se, I é um Z-módulo com base {a, b + cω}
onde a, b, c ∈ Z, a > 0, c > 0, 0 ≤ b < a, c | a, c | b e ac | N(b+ cω).

De�nição 1.2.14. A norma N(I) de um O-ideal I é o índice |O : I|.

Lema 1.2.15 ([JW09], Prop. 4.23). Se I é um O-ideal com Z-base {a, b + cω}, onde
a, b, c ∈ Z são como em Proposição 1.2.13, então N(I) = ac.

De�nição 1.2.16. Seja K um corpo de números algébricos de grau n. Seja ω1, · · · , ωn
elementos de K. Sejam σi : K → C (i = 1, · · · , n) os n monomor�smos distintos. Para

j = 1, · · · , n sejam

ω
(1)
i = σ1(ωi) = ωi, ω

(2)
i = σ2(ωi), · · · , ω(n)

i = σn(ωi).

Então, o discriminante de {ω1, · · · , ωn} é∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ω

(1)
1 ω

(1)
2 · · · ω

(1)
n

...
... · · · ...

ω
(n)
1 ω

(n)
2 · · · ω

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

.

Proposição 1.2.17 ([AW04], Thm. 7.1.8). Seja K um corpo de números algébricos de

grau n. Seja θ ∈ OK tal que K = Q(θ). Se o discriminante de {1, θ, · · · , θn−1} é livre de

quadrados, então {1, θ, · · · , θn−1} é uma Z-base para OK.

Lema 1.2.18. Seja A ∈ GL(2,Z) com autovalores distintos. Se tr(A)2 − 4det(A) é livre

de quadrados, então Z[λ] = OK, onde λ é um autovalor de A.

Demonstração. Note que {1, λ} é uma Z-base para Z[λ] e que o discriminante de {1, λ} é∣∣∣∣∣∣∣
1 tr(A)+

√
D

2

1 tr(A)−
√
D

2

∣∣∣∣∣∣∣
2

= D,
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onde D = tr(A)2 − 4det(A). Como D é livre de quadrados, segue pela Proposição 1.2.17

que {1, λ} é uma Z-base para o anel de inteiros OK . Portanto, Z[λ] = OK .

Extensões ciclotômicas

Seja n um número natural. O n-ésimo corpo ciclotômico é uma extensão Q(ζn) de

Q, onde ζn é uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

De�nição 1.2.19. Seja m um número natural. A função totiente de Euler ϕ(m) é

de�nida como o número de naturais menor ou igual a m que são relativamente primos

para m.

De�nição 1.2.20. O n-ésimo polinômio ciclotômico é o polinômio Φn(x) cujas raízes

são n-ésimas raízes primitivas da unidade:

Φn(x) =
∏

1≤a<n
(a,n)=1

(x− ζan).

(que tem grau ϕ(n)).

O anel de inteiros de Q(ζn) é determinado explicitamente como segue.

Proposição 1.2.21 ([Neu99], Prop. 10.2). Uma Z-base do anel OK de inteiros de K =

Q(ζn) é dada por 1, ζn, · · · , ζd−1
n , com d = ϕ(n), em outras palavras,

OK = Z + Zζn + · · ·+ Zζd−1
n = Z[ζn].

A extensão Q(ζn)/Q é uma extensão de Galois e seu grupo de Galois é descrito a

seguir.

Proposição 1.2.22 ([DF04], �14.5, Thm. 26). O grupo Gal(Q(ζn)/Q) é isomorfo ao

grupo multiplicativo (Z/nZ)× das unidades do anel Z/nZ. O isomor�smo é dado explici-

tamente pela aplicação

(Z/nZ)× → Gal(Q(ζn)/Q)

a (mod n) 7→ σa

onde σa é um automor�smo de�nido por σa(ζn) = ζan.

Assim, o grupo de Galois Gal(Q(ζn)/Q) é abeliano e, em particular, admite a seguinte

decomposição em soma direta.
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Proposição 1.2.23 ([DF04], �14.5, Cor. 27). Seja n = pa11 p
a2
2 · · · p

ak
k a decomposição de

um inteiro positivo n em potências de primos distintos. Então,

Gal(Q(ζn)/Q) ∼= Gal(Q(ζpa11 )/Q)⊕ · · · ⊕Gal(Q(ζpakk
)/Q).

1.2.2 O Grupo de classes de ideais

Assim como para números diferentes de zero, podemos obter inversos para alguns

ideais não nulos de uma ordem O, introduzindo a noção de ideal fracionário no corpo de

frações K.

De�nição 1.2.24. Um ideal fracionário de O é um O-submódulo I 6= 0 de K tal que

dI ⊆ O para algum d ∈ O não nulo.

Assim, cada ideal (usual) de O é também um ideal fracionário (pegue d = 1). Caso

seja necessária a distinção, os ideais usuais de O serão chamados de ideais integrais.

Para qualquer a ∈ K r {0}, o O-módulo aO = (a) = {ax : x ∈ O} é chamado o ideal

principal fracionário gerado por a.

De�nição 1.2.25. Dizemos que dois O-ideais fracionários I e J são equivalentes

(I ∼ J), se existe α ∈ K r {0} tal que I = αJ .

É imediato ver que essa equivalência é re�exiva, simétrica e transitiva. Assim, podemos

particionar o conjunto de ideais fracionários em classes de ideais com respeito a essa

relação de equivalência.

Proposição 1.2.26 ([CR62], Thm. 20.6). O número de classes de O-ideais fracionários
é �nito.

De�nição 1.2.27. Um O-ideal fracionário I é invertível se existe um outro O-ideal
fracionário J tal que IJ = αO onde α ∈ O.

Vale a multiplicatividade da norma de ideais invertíveis.

Proposição 1.2.28 ([JW09], Thm. 4.36). Se I e J são O-ideais invertíveis, então IJ é

invertível e N(IJ) = N(I)N(J).

Lema 1.2.29. Seja O uma ordem de um corpo quadrático K. Se I é um O-ideal invertível,
então |I/mI| = |O/mO| para cada inteiro positivo m.
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Demonstração. Para cada m ∈ N, temos que mI ⊆ I ⊆ O. Então,∣∣∣∣ OmI
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣OI
∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ImI

∣∣∣∣ .
Logo, ∣∣∣∣ ImI

∣∣∣∣ =
|O/mI|
|O/I|

. (1.2)

Como mI = mOI, segue pela Proposição 1.2.28 que∣∣∣∣ OmI
∣∣∣∣ = N(mI) = N(mO)N(I) =

∣∣∣∣ OmO
∣∣∣∣ ∣∣∣∣OI

∣∣∣∣ . (1.3)

Substituindo equação (1.3) em equação (1.2), obtemos∣∣∣∣ ImI
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ OmO
∣∣∣∣ .

Proposição 1.2.30 ([Neu99], �12). Seja O uma ordem de um corpo de números algébricos

K de grau n. Então, o conjunto dos O-ideais fracionários invertíveis forma um grupo

abeliano, o grupo de ideais I(O). O elemento identidade é (1) = O e o inverso de I é

I−1 = {x ∈ K : xI ⊆ O}.

Além disso, o conjunto P (O) dos O-ideais principais fracionários não nulos é um subgrupo

de I(O).

De�nição 1.2.31. O grupo quociente I(O)/P (O) é chamado de grupo de classes de

ideais (ou grupo de Picard) de K e é denotado por H(O). Escreveremos [I] para

indicar a classe de um ideal I ∈ I(O), isto é, [I] = IP (O).

Observação 1.2.32. Seja O uma ordem de um corpo de números algébricos K de grau

n. Então, I e J são dois O-ideais fracionários na mesma classe de ideais de H(O) se, e

somente se,

IP (O) = JP (O) ⇔ I−1J ∈ P (O)

⇔ I−1J = (α) para algum α ∈ K r {0}

⇔ J = I(α)

⇔ J = Iα

⇔ J ∼ I.
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Assim, a próxima proposição é uma consequência imediata de Proposição 1.2.26.

Proposição 1.2.33. O grupo de classes de ideais H(O) é �nito. Sua ordem será denotada

por h(O).

Note que, h(OK) = 1 se, e somente se, OK for um domínio de ideais principais.

Os corpos ciclotômicos com classe de número um foram classi�cados por Montgomery,

assim como, por Uchida em 1971.

Proposição 1.2.34 ([Rib01], p. 652). Seja ζp uma p-ésima raiz primitiva da unidade

para um primo p. Então, h(Z[ζp]) = 1 se, e somente se, p ≤ 19.

De�nição 1.2.35. Seja O uma ordem de um corpo quadrático K. Dizemos que um

O-ideal não nulo I é relativamente primo para o condutor f se I + fO = O.

Lema 1.2.36 ([Cox89], Lem. 7.18 e Prop. 7.4). Seja O uma ordem de um corpo quadrá-

tico K com condutor f .

1. Um O-ideal I é relativamente primo para f se, e somente se, a norma N(I) é

relativamente primo para f , isto é, (N(I), f) = 1.

2. Cada O-ideal I relativamente primo para f é invertível.

Recorde-se que OK denota o anel de inteiros de um corpo de números algébricos K.

Lema 1.2.37. Seja O uma ordem de um corpo quadrático K com condutor f . Para um O-
ideal J relativamente primo para f , o homomor�smo natural de anéis O/J → OK/JOK
é um isomor�smo.

Demonstração. Como J é um O-ideal relativamente primo para f , temos por de�nição

que, J + fO = O. Assim,

JOK + fOK = (J + fO)OK = OOK = OK .

Agora, a�rmamos JOK ∩ O = J . De fato, note que

J ⊆ JOK ∩ O

⊆ (JOK ∩ O)O

⊆ (JOK ∩ O)(J + fO)

⊆ J + f(JOK ∩ O)

⊆ J + J · fOK
⊆ J + J pois fOK ⊆ O

⊆ J.
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Logo, JOK ∩ O = J . Por �m, considere o homomor�smo natural

ϕ : O → OK
JOK

.

Uma vez que JOK + fOK = OK , temos que ϕ é sobrejetor. Agora, de JOK ∩ O = J

implica que ker(ϕ) = J . Portanto, a a�rmação segue por um dos teoremas de isomor�smo

de anéis.

Proposição 1.2.38 ([JW09], Thm. 4.37). Seja O uma ordem de um corpo quadrático

K. Se I é um O-ideal invertível e m é qualquer inteiro não nulo, então sempre existe

algum O-ideal J tal que J ∼ I e (N(J),m) = 1.

Lema 1.2.39. Seja O uma ordem de um corpo quadrático K com condutor f . Então,

cada classe de ideais em H(O) contém um ideal relativamente primo para f .

Demonstração. Seja [I] ∈ H(O). Podemos supor que I é um ideal integral de O. Como

I é invertível, segue pela Proposição 1.2.38 que existe um O-ideal J tal que J ∼ I e

(N(J), f) = 1. Pelo Lema 1.2.36, temos que J é um ideal invertível relativamente primo

para f que pertence a classe de I.

Seja I um O-ideal e seja m ∈ N. Observe que I/mI é um O/mO-módulo com a ação

de O/mO em I/mI dada por

(θ +mO) · (α +mI) := θα +mI. (1.4)

A fórmula em (1.4) de�ne uma ação de O/mO em I/mI, porque I é um O-módulo.

Lema 1.2.40. Seja O uma ordem de um corpo quadrático K com condutor f . Se I é um

O-ideal relativamente primo para f , então

I

piI
∼=
O
piO

como O/piO-módulos, para cada primo p e i ∈ N.

Demonstração. Vamos dividir a prova em dois casos.

Caso 1: Se p não divide f .

Pela Proposição 1.2.13, {a, b+ cω} é uma Z-base para I, onde a, b, c ∈ Z. O Lema 1.2.15

nos diz que N(I) = ac. Assim, {pia, pi(b+ cω)} é uma Z-base para piI e N(piI) = p2iac.

Como I é relativamente primo para f , temos que 1 = (N(I), f) = (ac, f) pelo Lema
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1.2.36. Consequentemente, (p2iac, f) = 1, pois estamos supondo que p - f . Logo, os

ideais piI são invertíveis e relativamente primos para f pelo Lema 1.2.36. Agora, pelo

Lema 1.2.37, temos que
O
piI
∼=
OK

piIOK
como anéis. Como os ideais de OK/piIOK são todos principais pela Proposição 1.2.10,

assim são os ideais de O/piI. Consequentemente, I/piI é um ideal principal de O/piI.
Uma vez que, ∣∣∣∣ IpiI

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ OpiO
∣∣∣∣

pelo Lema 1.2.29, e I/piI e O/piO são O/piO-módulos 1-gerados, segue que

I

piI
∼=
O
piO

como O/piO-módulos, para cada primo p e i ∈ N.

Caso 2: Se p divide f .

Uma vez que (N(I), f) = 1 = (ac, f) e p | f implica que p - ac, que implica que p - a
e p - c.

Considere a aplicação ϕ : I → O/piO de�nida por

α 7→ αa+ piO.

É imediato veri�car que ϕ é um homomor�smo de grupos.

� ϕ é sobrejetor.

Para provar a a�rmação é su�ciente provar que aI + piO = O. Como (a, p) = 1,

temos que (a2, pi) = 1. Note que, {pi, piω} e {a2, a(b+ cω)} são Z-bases para piO e

aI, respectivamente. Como a equação diofantina xa2 + ypi = 1 tem solução inteira,

pois (a2, pi) = 1, então 1 ∈ aI+piO. Logo, O ⊆ aI+piO e, portanto, aI+piO = O.

� ker(ϕ) = piI.

Temos que {a, b+ cω} é uma Z-base para I. Se a = 1 temos que o resultado é óbvio

pois, I = O. Então, podemos supor a 6= 1. Como p - a, temos que pi /∈ I.

Seja β ∈ ker(ϕ). Então, βa ∈ piO. Assim, existe α ∈ O tal que βa = piα.

A�rmamos que β ∈ piI. Com efeito, temos que

β = ua+ v(b+ cω) e α = r + sω
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onde u, v, r, s ∈ Z. Então,

r + sω = α

=
a

pi
β

=
a

pi
(ua+ v(b+ cω))

=
a

pi
(ua+ vb+ vcω)

=
a

pi
(ua+ vb) +

a

pi
vcω

Então,

r =
a

pi
(ua+ vb) e s =

acv

pi
.

Como p - ac e s ∈ Z, temos que pi | v. Além disso, como p - a2, implica que pi | u,
pois r ∈ Z. Logo, u = piu′ e v = piv′, onde u′, v′ ∈ Z. Portanto,

β = ua+ v(b+ cω) = pi(u′a+ v′(b+ cω)) ∈ piI,

e, assim, ker(ϕ) ⊆ piI. Como piI está claramente contido em ker(ϕ), temos que

ker(ϕ) = piI.

Portanto, segue dos pontos anteriores que a aplicação ϕ̃ : I/piI → O/piO de�nida por

ϕ̃(α + piI) = αa+ piO é um isomor�smo de grupos abelianos. Como

ϕ̃((θ + piO) · (α + piI)) = ϕ̃(θα + piI)

= θαa+ piO

= (θ + piO)(αa+ piO)

= (θ + piO)ϕ̃(α + piI),

temos que ϕ̃ é um isomor�smo de O/piO-módulos.

Grupos de Galois agindo em grupos de classes de ideais

Seja n um número natural. O grupo de Galois Gal(Q(ζn)/Q) age naturalmente em

Q(ζn) (resp. Z[ζn]) via automor�smos. Em particular, Gal(Q(ζn)/Q) age no conjunto de

ideais de Z[ζn].
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Lema 1.2.41. Sejam I e J ideais de Z[ζn]. Se I e J estão na mesma classe de ideais,

então σ(I) e σ(J) estão na mesma classe de ideais para qualquer σ ∈ Gal(Q(ζn)/Q).

Demonstração. Os ideais I e J de Z[ζn] estão na mesma classe de ideais se, e somente se,

J = I(a), onde (a) denota o ideal gerado por algum elemento a ∈ Q(ζn) r {0}. Observe
que,

σ(J) = σ(I(a)) = σ(I)(σ(a)).

Como σ ∈ Gal(Q(ζn)/Q), temos que σ(a) é não nulo em Q(ζn). Portanto, σ(I) e σ(J)

estão na mesma classe de ideais.

Segue do Lema 1.2.41 que Gal(Q(ζn)/Q) age em H(Z(ζn)) via automor�smos.

Observação 1.2.42. (i) Seja δ = p1p2 · · · pk a decomposição de um inteiro positivo em

fatores primos distintos e suponha que d ∈ N divide δ. Então, existe u ∈ N tal

que δ = du. Assim, se ζδ é uma δ-ésima raiz primitiva da unidade, então ζuδ é uma

d-ésima raiz primitiva da unidade. Consequentemente, o corpo Q(ζd) é um subcorpo

de Q(ζδ). Logo, para qualquer σ ∈ Gal(Q(ζδ)/Q), temos que a restrição de σ para

Q(ζd) é um elemento de Gal(Q(ζd)/Q) para cada d | δ.

(ii) De (i) segue que Gal(ζδ) age via automor�smos no produto direto
∏

d|δH(Z(ζd)).

(iii) Se D é um subconjunto de {p1, p2, · · · , pk}, usando a Proposição 1.2.23 de�nimos o

grupo

HD = Gal(ζp1)× · · · ×Gal(ζpi−1
)× C2 ×Gal(ζpi+1

)× · · · ×Gal(ζpk),

para cada pi ∈ D. Como o grupo de classes de ideais H(Z[ζ2]) é trivial, temos uma

ação trivial de C2 sobre H(Z[ζ2]). Logo, HD também age sobre
∏

d|δH(Z(ζd)).

Lema 1.2.43. Seja n um número natural. O grupo de Galois Gal(Q(ζn)/Q) age transi-

tivamente em H(Z(ζn)) se, e somente se, h(Z(ζn)) = 1.

Demonstração. A su�ciência é imediata. Provaremos a necessidade. Se H(Z(ζn)) não é

trivial, então existe um ideal I de Z[ζn] que não é principal. Note que,

σ(I(a)) = σ(I)(σ(a)), a ∈ Q(ζn) r {0}

não é um ideal principal para todo σ ∈ Gal(Q(ζn)/Q). Assim, o elemento identidade de

H(Z(ζn)) não pertence a órbita de [I]. Portanto, Gal(Q(ζn)/Q) não age transitivamente

em H(Z(ζn)) se h(Z(ζn)) 6= 1.
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1.3 Ext e cohomologia de grupos

Nesta tese, a menos de menção contrária, R será um anel com elemento identidade e

todos os R-módulos são R-módulos à esquerda.

Vamos iniciar generalizando a noção de grupos abelianos livres para módulos.

De�nição 1.3.1. Um R-módulo F é livre se possui uma base, isto é, um subconjunto

{xi} (possivelmente vazio { }) onde i varia sobre algum conjunto de índice, tal que cada

x ∈ F pode ser escrito como uma soma �nita
∑
rixi onde os coe�cientes ri ∈ R são

unicamente determinados.

Assim, F é um R-módulo livre se, e somente se, F = ⊕iRi onde Ri
∼= R. Além disso,

módulos arbitrários podem ser descritos em termos de módulos livres.

Proposição 1.3.2 ([Rot09], Thm. 2.35). Cada R-módulo M é um quociente de um

R-módulo livre.

Seja N um R-módulo. Pela Proposição 1.3.2, podemos construir os seguintes epimor-

�smos: d0 : F0 → N onde F0 é um R-módulo livre; d1 : F1 → ker(d0) onde F1 é um

R-módulo livre, etc. Isso nos dá uma sequência exata longa in�nita de módulos livres

· · · → F2
d2→ F1

d1→ F0
d0→ N → 0, (1.5)

chamada resolução livre de N . Podemos obter uma noção mais geral para essa cons-

trução.

De�nição 1.3.3. Um R-módulo é projetivo se é um somando direto de uma R-módulo

livre.

Então, cada R-módulo livre é projetivo. A recíproca não é verdadeira, conforme

mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 1.3.4. O anel R = Z/6Z é a soma direta dos ideais Z/2Z e Z/3Z. Agora,

Z/6Z é um módulo livre sobre si mesmo. Então, Z/2Z e Z/3Z são R-módulos projetivos.

Entretanto, nem Z/2Z e nem Z/3Z são R-módulos livres, pois cada R-módulo livre não

nulo tem pelo menos 6 elementos.

Assim, podemos generalizar a noção de resolução livre para resolução projetiva, isto

é, podemos construir uma sequência exata longa in�nita

· · · → P2
d2→ P1

d1→ P0
d0→ N → 0, (1.6)
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para qualquer R-módulo N , onde cada Pi é um R-módulo projetivo. A sequência (1.6) é

chamada resolução projetiva de N .

Agora, seja f ∈ HomR(M,N), onde M e N são R-módulos. Para cada R-módulo L,

o homomor�smo f induz um homomor�smo aditivo

f ∗ : HomR(N,L)→ HomR(M,L),

de�nido por

f ∗(φ) = φ ◦ f, φ ∈ HomR(N,L). (1.7)

Para cada R-módulo M , usamos a resolução projetiva (1.6) e a de�nição (1.7) para

construir a sequência de grupos aditivos

0→ HomR(P0,M)
d∗1→ HomR(P1,M)

d∗2→ HomR(P2,M)→ · · · .

Note que,

d∗i+1 ◦ d∗i = (di ◦ di+i)∗ = 0, i ≥ 1.

Assim, im(d∗i ) ⊆ ker(d∗i+1), i ≥ 1, e podemos de�nir a seguinte família de grupos aditivos

ExtnR(N,M) :=
ker(d∗n+1)

im(d∗n)
, n ≥ 1.

Proposição 1.3.5 ([Rot09], Cor. 6.57). Os grupos ExtnR(N,M) não depende da escolha

da resolução projetiva de N .

Em particular, temos o seguinte caso especial.

De�nição 1.3.6. Se G é um grupo e M é um ZG-módulo, então o n-ésimo grupo de

cohomologia de G com coe�cientes em M é

Hn(G,M) := ExtnZG(Z,M)

onde Z é visto como um ZG-módulo trivial, isto é, g · z = z para cada g ∈ G e z ∈ Z.

Aqui, particularmente, estamos interessados nos grupos

1. Ext1
R(N,M), onde M e N são R-módulos.

2. H2(G,M), onde G é um grupo e M é um ZG-módulo.

O interesse por esses grupos se justi�ca pelo fato de que o primeiro descreve, a menos

de isomor�smo, as extensões de módulos e o segundo as extensões de grupos. Como
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veremos, a teoria de extensões será fundamental para a prova de muitos resultados desta

tese.

1.3.1 Ext1 e extensões

Sejam A e C módulos sobre um anel �xado R. Uma extensão de A por C é uma

sequência exata curta

E : 0→ A
i→ B

π→ C → 0

de R-módulos e homomor�smos de R-módulos. Às vezes, o próprio módulo B será referido

como uma extensão. Duas extensões

E : 0→ A→ B → C → 0

e

E ′ : 0→ A→ B′ → C → 0

de A por C são equivalentes se existe um diagrama comutativo

E : 0 −−−→ A −−−→ B −−−→ C −−−→ 0y1A

yϕ y1C

E ′ : 0 −−−→ A −−−→ B′ −−−→ C −−−→ 0.

A aplicação ϕ é necessariamente um R-isomor�smo. Vamos denotar a classe de equiva-

lência da extensão E por [E] e de�nimos

Ext(C,A) = {[E] : E é uma extensão de A por C}.

A extensão E acima cinde se existe uma aplicação s : C → B tal que π ◦ s = 1C .

Equivalentemente, E é uma extensão cinde se é equivalente para extensão

0→ A→ A⊕B → B → 0,

com as aplicações naturais. No que segue, vamos de�nir uma operação em Ext(C,A),

conhecida como a soma de Baer, que torna Ext(C,A) um grupo abeliano.

Sejam

E1 : 0→ A
i1→ B1

π1→ C → 0 e E2 : 0→ A
i2→ B2

π2→ C → 0
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duas extensões de A por C. A soma direta de E1 e E2 é a extensão

E1 ⊕ E2 : 0→ A⊕ A i1⊕i2→ B1 ⊕B2
π1⊕π2→ C ⊕ C → 0.

De�nimos a aplicação diagonal MC : C → C ⊕ C por MC : c 7→ (c, c) e de�nimos a

aplicação codiagonal OA : A⊕ A→ A por OA : (a1, a2) 7→ a1 + a2.

Agora, de�nimos a soma das extensões E1 e E2, que denotamos por E1 + E2, como

segue:

1. Considere o pullback B′ da aplicação diagonal MC e π1⊕π2, para construir o seguinte

diagrama comutativo:

0 −−−→ A⊕ A i−−−→ B′ −−−→ C −−−→ 0y1

y yMC

0 −−−→ A⊕ A i1⊕i2−−−→ B1 ⊕B2
π1⊕π2−−−→ C ⊕ C −−−→ 0.

2. Considere o pushout B′′ da aplicação codiagonal OA e i, para construir o seguinte

diagrama comutativo:

0 −−−→ A⊕ A i−−−→ B′ −−−→ C −−−→ 0yOA

y y1

0 −−−→ A −−−→ B′′ −−−→ C −−−→ 0.

3. Por �m, a soma das extensões E1 e E2 é a extensão

E1 + E2 : 0→ A→ B′′ → C → 0.

De�nição 1.3.7. A operação

+B : Ext(C,A)× Ext(C,A)→ Ext(C,A)

([E1], [E2]) 7→ [E1 + E2]

é chamada a soma de Baer.

O próximo teorema é devido a Baer.

Teorema 1.3.8 ([Rot09], Thm. 7.35). Para cada R-módulos A e C o conjunto Ext(C,A)

é um grupo abeliano munido com a soma de Baer cuja a classe das extensões cindem é o

elemento neutro da soma. Além disso, Ext(C,A) é isomorfo a Ext1
R(C,A).
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1.3.2 Cohomologia de grupos

Sejam G um grupo e M um ZG-módulo. Vamos iniciar apresentando uma descrição

mais explícita para os n-ésimos grupos de cohomologia Hn(G,M). Para isso, usaremos

uma resolução livre especí�ca.

De�nição 1.3.9. A resolução de barras (ou normalizada) é

B : · · · → B2
d2→ B1

d1→ B0
d0→ Z→ 0,

onde Bn é um ZG-módulo livre com base formada por todas as n-tuplas {(x1, · · · , xn) :

xi ∈ G e xi 6= 1} e, para n = 0, B0 é um ZG-módulo livre em um único gerador,

que denotamos pelo símbolo ( ), assim B0 é isomorfo a ZG. Os ZG-homomor�smos

dn : Bn → Bn−1 são de�nidos por

d0( ) = 1,

d1(x) = x( )− ( ),

d2(x, y) = x(y)− (xy) + (x),

d3(x, y, z) = x(y, z)− (xy, z) + (x, yz)− (x, y),
...

dn(x1, · · · , xn) = x1(x2, · · · , xn) +
n−1∑
i=1

(−1)i(x1, · · · , xi−1, xixi+1, · · · , xn)

+(−1)n(x1, · · · , xn−1).

Observação 1.3.10.

1. Para que dn seja bem de�nido, assumimos que (x1, · · · , xn) = 0 sempre que algum

xi = 1.

2. A resolução B é chamada resolução de barras, porque a notação original para

(x1, · · · , xn) era (x1|x2| · · · |xn).

Proposição 1.3.11 ([Rot09], Thm. 9.37). A resolução de barras B é uma resolução livre

de Z.

Assim, para qualquer ZG-módulo M , podemos usar a resolução B para calcular

ExtnZG(Z,M). Para esse �m, considere a sequência de grupos aditivos

0→ HomZG(B0,M)
d∗1→ HomZG(B1,M)

d∗2→ HomZG(B2,M)→ · · · .
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Então, im(d∗n) ⊆ ker(d∗n+1) para n ≥ 1, e

Hn(G,M) = ExtnZG(Z,M) =
ker(d∗n+1)

im(d∗n)
, n ≥ 1

e

H0(G,M) = ker(d∗1) ∼= HomZG(Z,M).

Uma vez que, cada f ∈ HomZG(Bn,M) é completamente determinado pelas imagens

{f(x1, · · · , xn) : xi ∈ G}, podemos identi�car HomZG(Bn,M) com o conjunto de todas as

funções de G × · · · × G para M , onde G ocorre em n fatores. Assim, dado uma função

f : Gn →M , temos

d∗n+1f = f ◦ dn+1 ∈ HomZG(Bn,M), n ≥ 0

por de�nição de d∗n+1 (ver (1.7)). Explicitamente, obtemos

(d∗1f)(x) = f ◦ d1(x) = xf( )− f( ),

(d∗2f)(x, y) = f ◦ d2(x, y) = xf(y)− f(xy) + f(x),

(d∗3f)(x, y, z) = xf(y, z)− f(xy, z) + f(x, yz)− f(x, y),
...

(d∗n+1f)(x1, · · · , xn+1) = x1f(x2, · · · , xn+1) +
n∑
i=1

(−1)if(x1, · · · , xi−1, xixi+1, · · · , xn+1)

+(−1)n+1f(x1, · · · , xn).

Em particular, ker(d∗3) consiste de todas as funções f : G×G→M tais que

xf(y, z)− f(xy, z) + f(x, yz)− f(x, y) = 0,

para cada x, y, z ∈ G. Tais funções f são chamadas de 2-cociclo. Agora, os 2-cociclos

em im(d∗2) são chamados 2-cobordos. Note que, cada função h : G→ M determina um

2-cociclo f = d∗2h, dado por

f(x, y) = xh(y)− h(xy) + h(x),

para cada x, y ∈ G. Então, por de�nição,

H2(G,M) =
{2-cociclos}
{2-cobordos}

.
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Como exemplo, vamos calcular a cohomologia de um grupo cíclico �nito.

De�nição 1.3.12. Se G é um grupo e A é um ZG-módulo, então o submódulo dos ele-

mentos G-�xados é de�nido por

AG = {a ∈ A : x · a = a para todo x ∈ G}.

Exemplo 1.3.13 (Para os detalhes, ver [Rot09], p. 521 e p. 522). Suponha que G é

um grupo cíclico �nito de ordem k gerado por x e de�na elementos D e N de ZG por

D = x − 1 e N = 1 + x + x2 + · · · + xk−1. Então, DN = ND = xk − 1 = 0 e, assim,

obtemos uma resolução ZG-livre

· · · → ZG D→ ZG N→ ZG D→ ZG ε→ Z→ 0

onde as aplicações alternadas são multiplicações por D e por N e a aplicação ε : ZG→ Z
é de�nida por

∑
rxx 7→

∑
rx (ε é conhecida como a aplicação de aumento). Assim,

para qualquer ZG-módulo A, podemos construir a sequência

0→ HomZG(ZG,A)
D∗→ HomZG(ZG,A)

N∗→ HomZG(ZG,A)
D∗→ HomZG(ZG,A)

N∗→ · · · .

Desse modo, temos que

ker(N∗) = NA, im(N∗) = NA, ker(D∗) = AG, im(D∗) = DA,

onde NA = {a ∈ A : Na = 0}. Agora, por de�nição de Hn(G,A), temos que

H0(G,A) = AG, H2n−1(G,A) =
NA

DA
, H2n(G,A) =

AG

NA
.

Em particular,

Proposição 1.3.14 ([Cha86], Chap. IV, Thm. 5.1). Seja M um ZCp-módulo �nitamente

gerado livre de torção como um grupo abeliano para um grupo cíclico Cp de ordem prima

p. Então,

H2(Cp,M) ∼= M̄1, (M̄1 é a redução de M1 módulo p)

onde M = M1 ⊕M2 de modo que M1 é o maior somando direto de M em que Cp age

trivialmente.

Finalizamos essa subseção com uma série de propriedades sobre os grupos Hn(G,M)

que serão úteis mais tarde.
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Proposição 1.3.15 ([Wei94], Cor. 6.5.10). Se G é um grupo �nito e M é um ZG-módulo

�nitamente gerado, então Hn(G,M) é um grupo abeliano �nito para todo n > 0.

Observação 1.3.16. Consequentemente, se G é um grupo �nito e M é um ZG-módulo

�nitamente gerado, então existe uma decomposição p-primária

Hn(G,M) =
⊕
p

Hn(G,M)p,

onde p varia sobre os divisores primos de |G| e

Hn(G,M)p = {α ∈ Hn(G,M) : αp
k

= 1 para algum k ≥ 1}.

Proposição 1.3.17 ([Bro82], p. 84, Thm. 10.3). Sejam G um grupo �nito e P um

p-subgrupo de Sylow normal de G. Então,

Hn(G,M)p ∼= Hn(P,M)G/P

para todo n > 0.

Interpretação do grupo H2(G,M)

Agora podemos apresentar uma interpretação do grupo H2(G,M) em termos de ex-

tensões de grupos, isto é, em termos das sequências exatas de grupos

E : 1→M
i→ E

π→ G→ 1. (1.8)

Para o que segue, vamos assumir que E é uma extensão de um grupo abeliano M por

um grupo G.

De�nição 1.3.18. Seja E uma extensão como em (1.8). Um levantamento é uma

função l : G→ E com π ◦ l = idG e l(1) = 1. Em particular, a extensão E cinde se existe

um homomor�smo λ : G→ E tal que π ◦ λ = idG. Neste caso, o grupo E é chamado um

produto semidireto de M por G.

Assim, assumindo que i : M → E é a inclusão, podemos de�nir uma aplicação θg :

M → M por θg : m 7→ l(g)ml(g)−1, onde g ∈ G. O próximo lema nos diz que θg não

depende da escolha do levantamento l(g) de g.

Lema 1.3.19. Sejam l, l′ : G→ E levantamentos de G. Então, l(g)ml(g)−1 = l(g)′m(l(g)′)−1

para todos m ∈M e g ∈ G.
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Demonstração. Seja m ∈M . Como π(l(g)) = π(l(g)′), temos que

l(g)−1l(g)′ ∈ ker(π) = M.

Então, l(g)−1l(g)′m = ml(g)−1l(g)′, uma vez que M é abeliano. Agora, multiplicando

ambos os lados desta equação, à esquerda por l(g) e à direita por (l(g)′)−1, obtemos o

resultado desejado.

Então, a função θ : G→ Aut(M), de�nida por θ : g 7→ θg, é bem de�nida. É imediato

veri�car que θ é um homomor�smo. Consequentemente, θ induz uma ação de G em M .

Assim, obtemos o seguinte

Proposição 1.3.20. Seja M um grupo abeliano. Então, a extensão E de M por G induz

uma estrutura de ZG-módulo em M .

Demonstração. Pelos comentários acima, ZG age em M pela seguinte fórmula:

(
∑
g∈G

rgg) ·m :=
∑
g∈G

rg(g ·m),

onde g ·m := θg(m), para m ∈ M . Com essa de�nição, é imediato concluir que M é um

ZG-módulo.

Dado um ZG-módulo M , gostaríamos de determinar quantas extensões de M por

G existem nas quais a ação induzida de G sobre M concorda com a estrutura do ZG-
módulo dado, isto é, em que g ·m = l(g)ml(g)−1 onde g ∈ G, m ∈ M e l : G→ M é um

levantamento de G.

A noção de equivalência de extensões de módulos, que apresentamos na Subseção 1.3.1,

surgiu primeiro no contexto de extensões de grupos.

De�nição 1.3.21. Dizemos que duas extensões 1→ M → Ei → G→ 1 são equivalen-

tes se existe um isomor�smo ϕ : E1
∼= E2 tal que o diagrama

1 −−−→ M −−−→ E1 −−−→ G −−−→ 1y1M

yϕ y1G

1 −−−→ M −−−→ E2 −−−→ G −−−→ 1

comuta.

Teorema 1.3.22 ([Wei94], Thm. 6.6.3). Sejam G um grupo, M um ZG-módulo, e de-

note por e(G,M) o conjunto de todas as classes de equivalência de extensões de M por
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G. Então, existe uma bijeção entre H2(G,M) e e(G,M) que associa 0 com a classe de

extensões cinde.

O homomor�smo de restrição de H2(G,M)

De�nição 1.3.23. Sejam G e H grupos. Um homomor�smo de grupos ϕ : G→ H induz

um homomor�smo de anéis ZG→ ZH, também representado por ϕ, dado por

ϕ :
∑
g∈G

rgg 7→
∑
g∈G

rgϕ(g).

Então, se M é um ZH-módulo, podemos ver M como um ZG-módulo com a ação g ·m :=

ϕ(g) ·m para g ∈ G e m ∈ M . Denotamos o ZH-módulo M visto como ZG-módulo por

(M)ϕ.

Usando isso, podemos construir um homomor�smo ϕ∗ : H2(H,M)→ H2(G, (M)ϕ).

Proposição 1.3.24 ([Cha86], p. 78). Sejam ϕ : G→ H um homomor�smo de grupos e

f : M → N um homomor�smo de ZH-módulos. Então, as seguintes de�nições

[ϕ#(c)](g1, g2) = c(ϕ(g1), ϕ(g2))

e

[f#(c)](h1, h2) = f(c(h1, h2)),

onde c : H ×H →M é um 2-cociclo, g1, g2 ∈ G e h1, h2 ∈ H, induzem homomor�smos

ϕ∗ : H2(H,M)→ H2(G, (M)ϕ) e f∗ : H2(H,M)→ H2(H,N),

respectivamente.

De�nição 1.3.25. Se ι : H → G é a inclusão (ou um monomor�smo), chamamos

resGH = ι∗ : H2(G,M) → H2(H, (M)ι) de homomor�smo de restrição. Neste caso,

comumente, identi�camos (M)ι com M .

De�nição 1.3.26. Seja M um ZG-módulo �nitamente gerado e livre como um Z-módulo.

Um elemento α ∈ H2(G,M) é dito ser especial se para qualquer subgrupo cíclico Cp de

ordem prima p de G, tem-se que resGCp(α) 6= 0.
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1.4 A classi�cação de ZG-reticulados

De�nição 1.4.1. Seja G um grupo �nito. Um ZG-reticulado é um ZG-módulo que é

�nitamente gerado e livre como um Z-módulo.

De�nição 1.4.2. Um módulo M sobre um anel R é indecomponível se M não pode ser

expresso como uma soma direta de dois submódulos não triviais.

Em geral, o conjunto de classes de isomor�smo de ZG-reticulados indecomponíveis é

in�nito. Em 1963, Jones [Jon63] descreveu sobre quais hipóteses esse conjunto é �nito.

Teorema 1.4.3 (Jones, [Jon63]). Seja G um grupo �nito. O número de ZG-reticulados
indecomponíveis é �nito se, e somente se, para cada primo p dividindo |G|, os p-subgrupos
de Sylow de G são cíclicos de ordem p ou p2.

É uma consequência imediata do Teorema 1.4.3 que existe um número �nito de ZC-
reticulados indecomponíveis, quando C é um grupo cíclico de ordem p1p2 · · · pk, em que

p1, · · · , pk são números primos distintos. Assim, é possível classi�car esses reticulados,

como veremos a seguir. À luz do Teorema 1.4.3, vemos que é muito difícil obter uma

classi�cação para ZG-reticulados em geral. Até o momento, além da classe de grupos

cíclicos mencionada acima, existem poucas classes de grupos �nitos G para a qual uma

classi�cação dos ZG-reticulados é conhecida. Por exemplo, para os grupos cíclicos de

ordem p2, onde p é um número primo � classi�cado por Troy [Tro61] em 1961; grupos

diedrais de ordem 2p, onde p é um primo ímpar � classi�cado por Lee [Lee64] em 1964;

grupos não abelianos de ordem pq, onde p e q são primos distintos � classi�cado por Pu

[Pu65] em 1965. Para mais exemplos e informações, recomendamos a leitura de [CR81,

�34].

1.4.1 Reticulados sobre grupos cíclicos de ordem prima

Ao longo desta tese, Cp denota um grupo cíclico de ordem prima p gerado por um

elemento x. O principal resultado desta subseção é o teorema de classi�cação dos ZCp-
reticulados. Esta classi�cação é devido a Diederichsen (1938), que foi estendida por Reiner

(1957).

Sejam ζp uma raiz p-ésima primitiva da unidade, Q(ζp) o corpo ciclotômico gerado por

ζp com anel de inteiros Z[ζp]. Suponha agora que A é qualquer ideal não nulo de Z[ζp].

Então, A tem Z-posto p − 1, Z[ζp]A ⊆ A e, além disso, podemos transformar A em um

ZCp-módulo, pela de�nição

x · a := ζpa,
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para todo a ∈ A. Por causa desta de�nição, dois ideais de Z[ζp] são isomorfos como

ZCp-módulos se, e somente se, são isomorfos como Z[ζp]-módulos. Por outro lado, temos

o seguinte

Lema 1.4.4 ([CR62], Lem. 22.2). Seja K um corpo de números algébricos com anel

de inteiros OK. Então, dois ideais fracionários A e B de OK são isomorfos como OK-
módulos se, e somente se, A e B estão na mesma classe de ideais.

Seja A um ideal de Z[ζp] e seja a0 algum elemento �xado de A tal que a0 /∈ (ζp− 1)A.

Considere a soma direta A ⊕ Zy de um Z-módulo A e o Z-módulo livre Zy. Podemos

de�nir uma ação de Cp em A⊕ Zy por

x · a = ζpa, x · y = a0 + y, (1.9)

onde a ∈ A. As fórmulas em (1.9) de�nem uma ação de Cp em A⊕Zy. De fato, para isso,
provaremos a etapa mais difícil, que é veri�car que xp age como a identidade em A⊕Zy.
Como xp ·a = ζppa = a, é su�ciente mostrar que xp ·y = y. Denotemos por Φp(·) o p-ésimo

polinômio ciclotômico. Note que,

x · y = a0 + y,

x2 · y = x · (a0 + y) = ζpa0 + x · y = (ζp + 1)a0 + y,
...

xp · y = Φp(ζp)a0 + y = y.

Então, A⊕Zy munido com ação de�nida em (1.9) é um ZCp-módulo. Aqui, vamos denotar

esse módulo por (A, a0). A classe de isomor�smo de (A, a0) não depende da escolha de

a0, (Cf. [CR62, �74]).

O próximo teorema nos diz que qualquer ZCp-reticulado é uma soma direta de módulos

do tipo A, (A, a0) e Z-módulos em que Cp age trivialmente.

Teorema 1.4.5 (Diederichsen�Reiner, [CR62], Thm. 74.3). Cada ZCp-reticulado M é

isomorfo a uma soma direta

M =
c⊕
i=1

(Ai, ai)⊕
c+b⊕

j=c+1

Aj ⊕ Za (1.10)

onde os {Av} são ideais em Z[ζp], os {av} são escolhidos de modo que ai ∈ Air (ζp−1)Ai

e Za é um ZCp-módulo trivial de posto a. A classe de isomor�smo de M é determinada

pelos inteiros a, b, c e a classe de ideais do produto A1 · · ·Ac+b em Q(ζp).
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Consequentemente, se B1, · · · , Bhp são os representantes das hp classes de ideais dis-

tintas de Q(ζp), temos a seguinte lista completa de ZCp-reticulados indecomponíveis não

isomorfos:

(B1, b1), · · · , (Bhp , bhp), B1, · · · , Bhp ,Z

onde bi ∈ Bi r (ζp − 1)Bi, 1 ≤ i ≤ hp.

Observação 1.4.6.

1. Sejam A e B ideais de Z[ζp]. Então, o ZCp-módulo M = A ⊕ B é isomorfo a

Z[ζp]⊕AB (Cf. [CR62, p. 514]). Isso mostra que as componentes indecomponíveis

de um ZCp-módulo não são unicamente determinadas.

2. Se p é um número primo que não divide n (n ∈ Z), então

(Z[ζp], n · 1) ∼= (Z[ζp], 1) ∼= ZCp

é um ZCp-módulo livre cíclico (Cf. [CR62, p. 512 e p. 514]).

De�nição 1.4.7. Dizemos que um ZCp-reticulado M é excepcional se na decomposição

(1.10) temos os invariantes a = 1 e c = 0, isto é, se M =
⊕b

j=1Aj ⊕ Z.

O teorema a seguir especi�ca condições su�cientes para que um reticulado seja expresso

unicamente como uma soma direta �nita de submódulos indecomponíveis.

Teorema 1.4.8 (Krull-Schmidt-Azumaya, [CR81], Thm. 6.12). Sejam R um anel local

noetheriano, comutativo e completo e Ω uma R-álgebra �nitamente gerada como um R-

módulo. Então, um Ω-módulo �nitamente gerado M é a soma direta �nita de submódulos

indecomponíveis. Além disso, se

M =
r⊕
i=1

Mi =
s⊕
j=1

Nj

são duas tais somas, então r = s e M1
∼= Nj1 , · · · ,Mr

∼= Njr , onde {j1, · · · , jr} é alguma

permutação de {1, · · · , r}.

Observação 1.4.9. Pela Proposição 1.1.4, temos que Zp é um anel local noetheriano,

comutativo e completo. Uma vez que ZpCp é uma Zp-álgebra de grupo gerada por Cp com

Zp-módulo, segue que o Teorema 1.4.8 vale para os ZpCp-módulos �nitamente gerados.

Existem apenas três ZpCp-módulos indecomponíveis não isomorfos.
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Proposição 1.4.10 ([HR62], Thm. 2.6). Os únicos ZpCp-módulos indecomponíveis (a

menos de isomor�smo) são Zp,Zp[ζp] e ZpCp.

Seja M um ZCp-reticulado. A componente pro-p de M̂ é o ZpCp-módulo

Mp = M ⊗Z Zp,

que é o completamento pro-p de M (Cf. [CR81, �4]).

Proposição 1.4.11 ([HR62], Cor. 1.5). O ZCp-móduloM é indecomponível se, e somente

se, o correspondente ZpCp-módulo Mp for indecomponível.

Observação 1.4.12. 1. O completamento pro-p de cada ideal não nulo A de Z[ζp]

é isomorfo a Zp[ζp] como ZpCp-módulos, pois Zp[ζp] é um domínio local de ideais

principais (Cf. [CR62, �19]).

2. O completamento pro-p de (A, a0) é isomorfo a ZpCp como ZpCp-módulos, onde A

é um ideal não nulo de Z[ζp]. De fato, isto segue das Proposições 1.4.10 e 1.4.11.

Proposição 1.4.13 ([CR81], Prop. 31.2 (ii)). Sejam G um grupo �nito e M,N ZG-
reticulados. Considere os completamentos pro-q Mq = M ⊗Z Zq e Nq = N ⊗Z Zq de M e

N , respectivamente, para todo primo q. Então, Mq
∼= Nq como ZqG-módulos para todos os

primos q se, e somente se, Mp
∼= Np como ZpG-módulos para todos os primos p dividindo

|G|.

1.4.2 Reticulados sobre grupos cíclicos de ordem livre de quadra-

dos

Esta subseção é baseada na tese de doutorado de Oppenheim (1962) [Opp62]. Neste

trabalho, ele apresenta uma classi�cação para os ZG-reticulados sobre grupos cíclicos G
de ordem livre de quadrados.

De�nição 1.4.14. Um inteiro positivo m é dito ser livre de quadrados se não for

divisível pelo quadrado de qualquer primo. Em outras palavras, se a fatoração de m em

fatores primos é da forma p1p2 · · · pk onde p1, · · · , pk são números primos dois a dois

distintos.

No que segue, exceto menção em contrário, δ sempre denotará um número inteiro

positivo livre de quadrados, Cδ um grupo cíclico de ordem δ gerado por x, D0 é o conjunto

de todos os n ∈ N que divide δ tal que existe somente um número par de primos distintos
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em sua decomposição. Similarmente, D1 é o conjunto de todos os n ∈ N que divide δ tal

que existe somente um número ímpar de primos distintos em sua decomposição.

Em Z[X], de�nimos

s0(X) :=
∏
d∈D0

Φd(X), s1(X) :=
∏
d∈D1

Φd(X)

e si := si(x), i = 0, 1.

Observação 1.4.15. Temos que s0s1 = 0 em ZCδ. De fato,

0 = xδ − 1 =
∏
d|δ

Φd(x) = s0s1

em ZCδ.

Lema 1.4.16 ([Opp62], Lem. 3.4). Seja M um ZCδ-reticulado. Então,

M0 = {m ∈M : s0m = 0}

e M1 := M/M0 são ZCδ-reticulados.

Em outras palavras, Lema 1.4.16 nos diz que qualquer ZCδ-reticulado M de�ne uma

extensão

E : 0→M0 →M →M1 → 0

de ZCδ-reticulados. Pela discussão da Subseção 1.3.1, vemos que as extensões E de M0

por M1 são descritas (a menos de isomor�smo) pelo grupo Ext1
ZCδ(M1,M0). Assim, para

classi�car os ZCδ-reticulados, devemos descrever não apenas a estrutura deM0 eM1, mas

também a do grupo Ext1
ZCδ(M1,M0).

Proposição 1.4.17 ([Opp62], p. 17). Sejam M0 e M1 ZCδ-reticulados como no Lema

1.4.16. Então,

Mi
∼=
⊕
d∈Di

Md

ondeMd := tdMi, com td := si/Φd(x), i = 0, 1.

Seja M um ZCδ-reticulado. Note que, s0M0 = 0. Além disso, para cada m ∈ M ,

temos que s0s1m = 0, pois s0s1 = 0 pela Observação 1.4.15. Assim, s1M ⊆ M0 e,

consequentemente, s1M1 = 0. Logo,

Φd(x)Md = Φd(x)
si

Φd(x)
Mi = siMi = 0, (i = 0, 1)
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para cada d | δ. Então,Md é um ZCδ/Φd(x)ZCδ-módulo.

Seja ζd uma raiz d-ésima primitiva da unidade. Temos um isomor�smo

ZCδ
Φd(x)ZCδ

∼= Z[ζd]

dado por x 7→ ζd. Assim, podemos transformar Md em um Z[ζd]-módulo de�nindo

ζd ·m := xm,m ∈Md. Como Z[ζd] é um domínio de Dedekind, temos que

Md
∼= I1,d ⊕ I2,d ⊕ · · · ⊕ Ir(d),d

onde os {Ij,d} são ideais em Z[ζd] (ver [CR81, Thm. 4.13]). Além disso, os invariantes de

isomor�smo deMd são seu posto r(d) e a classe de ideais do produto I1,dI2,d · · · Ir(d),d.

Proposição 1.4.18 ([Opp62], Thm. 4.1 e Cor. 4.8). Sejam M0 e M1 ZCδ-reticulados
como no Lema 1.4.16. Então,

Ext1
ZCδ(M1,M0) ∼=

⊕
(s,t)∈D1×D0

Λ(s, t)

onde Λ(s, t) é o Z[ζs]/Φt(ζs)Z[ζs]-módulo de matrizes r(s)×r(t) com entradas em Z[ζs]/(Φt(ζs)Z[ζs]).

Para simpli�car a notação, vamos denotar Z[ζs]/(Φt(ζs)Z[ζs]) simplesmente por L(s, t).

Suponha agora que M é uma extensão de M0 por M1 correspondendo para um elemento

λ ∈ Ext1
ZCδ(M1,M0). Pela Proposição 1.4.18 podemos escrever

λ = (λ(s1, t1), · · · , λ(sl, tl)),

onde (si, ti) ∈ D1 × D0 e λ(si, ti) é uma matriz r(si) × r(ti) com entradas em L(si, ti),

i = 1, · · · , l.

Lema 1.4.19 ([Opp62], Lem. 4.4). Sejam s | δ, t | δ e t > s. Então, L(s, t) é um

anel trivial, a menos que exista um primo p tal que t = ps. Se t = ps, então L(s, t) =

Fp,1 ⊕ · · · ⊕ Fp,v, onde Fp,i é um corpo de característica p, i = 1, · · · , v.

Assim, as entradas aij ∈ L(s, t) da matriz λ(s, t) podem ser escritas como

aij = (α1
ij, · · · , αvij),

onde αkij ∈ Fp,k. Então, para λ(s, t) corresponde a v-tupla de matrizes ((α1
ij), · · · , (αvij)).

De�nimos ρk(λ(s, t)) := posto(αkij).



1.4 A classi�cação de ZG-reticulados 45

Precisamos de um pouco mais de notação para enunciar o teorema de classi�cação dos

ZCδ-reticulados. De�nimos

D∗ := {(s, t) : s | δ, t | δ e t/s = p, onde p é primo}

e D∗1 := {(s, t) : (s, t) ∈ D∗, s ∈ D1}.

Teorema 1.4.20 ([Opp62], Thm. 4.13). Seja M um ZCδ-reticulado. Um conjunto com-

pleto de invariantes de isomor�smo consiste de:

(i) O ZCδ-posto deMd, r(d), para cadaMd e d | δ.

(ii) A classe de ideais do produto I1,dI2,d · · · Ir(d),d associado comMd, para cada d | δ.

(iii) {ρk(λ(s, t)) : (λ(s, t)) ∈ Ext1
ZG(M1,M0), (s, t) ∈ D∗1, k = 1, · · · , v}.

No que segue, r(d,M) e λ(s, t,M) denotam r(d) e λ(s, t) no ZCδ-reticulado M , res-

pectivamente. Além disso, para encurtar a notação, [IMd
] denota a classe de ideais do

produto I1,dI2,d · · · Ir(d),d associado comMd, para cada d | δ.
Por [Opp62, Thm. 7.3] e [CR81, Prop. 31.15] temos a seguinte versão pro�nita do

Teorema 1.4.20.

Teorema 1.4.21. Sejam M e N ZCδ-reticulados. Então, M̂ ∼= N̂ como ẐCδ-módulos se,

e somente se,

(i) r(d,M) = r(d,N) para cada d | δ.

(ii) ρk(λ(s, t,M)) = ρk(λ(s, t, N)) para cada k = 1, · · · , v e (s, t) ∈ D∗1.

O cancelamento na soma direta de ZCδ-reticulados vale nas seguintes condições.

Proposição 1.4.22 ([Wie84], Prop. 5.1). Sejam M,N e L ZCδ-reticulados. Então,

M ⊕ L ∼= N ⊕ L implica M ∼= N

se, e somente se, δ = 6, 10, 14 ou δ é primo.

O próximo resultado nos diz que cancelamento na soma direta vale para ẐCδ-módulos.

Proposição 1.4.23. Sejam M1,M2, N1 e N2 ZCδ-reticulados. Então,

M̂1 ⊕ M̂2
∼= N̂1 ⊕ N̂2
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se, e somente se,

r(d,M1) + r(d,M2) = r(d,N1) + r(d,N2)

e

ρk(λ(s, t,M1)) + ρk(λ(s, t,M2)) = ρk(λ(s, t, N1)) + ρk(λ(s, t, N2))

para cada d | δ e k = 1, · · · , v.

Demonstração. Isto segue de [Opp62, Thm. 7.4] e [CR81, Prop. 31.15].

1.4.3 Os invariantes de isomor�smo semilinear

De�nição 1.4.24. Seja G um grupo �nito e sejam M e N ZG-módulos. Um homomor-

�smo semilinear de M para N é um par (f, ϕ) onde f : M → N é um homomor�smo

de grupos abelianos e ϕ : G→ G é um automor�smo tal que

f(g ·m) = ϕ(g) · f(m)

para cada g ∈ G e m ∈M .

Lembre-se que, [A] denota a classe de ideais de um ideal fracionário A de um corpo de

números algébricos (ver De�nição 1.2.31). Se A é um ideal de Z[ζp], vamos denotar por

M(a, b, c; [A]) o único ZCp-reticulado (a menos de isomor�smo) com invariantes a, b, c ∈ Z
e [A], isto é,

M(a, b, c; [A]) =
c⊕
i=1

(Ai, ai)⊕
c+b⊕

j=c+1

Aj ⊕ Za

onde A = A1 · · ·Ac+b (ver Teorema 1.4.5).

Proposição 1.4.25 ([Cha86], Chap. IV, Thm. 6.2). Sejam M = M(a, b, c; [A]) e M ′ =

M(a′, b′, c′; [A′]) ZCp-reticulados. Então, M é isomorfo semilinearmente para M ′ se, e

somente se, a = a′, b = b′, c = c′ e σ · [A] = [A′] para algum σ ∈ Gal(ζp).

Mais geral, para grupos cíclicos Cδ de ordem δ livre de quadrados, temos a proposição

a seguir.

Proposição 1.4.26. Sejam M e N ZCδ-reticulados. Então, M é isomorfo semilinear-

mente para N se, e somente se,

(i) r(d,M) = r(d,N) para cada d | δ.

(ii) ρk(λ(s, t,M)) = ρk(λ(s, t, N)) para cada k = 1, · · · , v e (s, t) ∈ D∗1.
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(iii) σ · [IMd
] = [JNd ] para cada d | δ e para algum σ ∈ Gal(ζδ).

Demonstração. Sejam M e N ZCδ-reticulados. Note que, M é isomorfo semilinearmente

para N se, e somente se,M ∼= (N)ϕ (ver De�nição 1.3.23) como ZCδ-módulos, para algum

ϕ ∈ Aut(Cδ). Uma vez que Cδ é um grupo cíclico de ordem δ livre de quadrados, segue

pelo Teorema 1.4.20 que M ∼= (N)ϕ como ZCδ-módulos se, e somente se,

(i) r(d,M) = r(d,N) para cada d | δ.

(ii) ρk(λ(s, t,M)) = ρk(λ(s, t, N)) para cada k = 1, · · · , v e (s, t) ∈ D∗1.

(iii) IMd
∼= (JNd)

ϕ como Z[ζd]-módulos para cada d | δ e para algum ϕ ∈ Aut(Cδ) (ver

Lema 1.4.4).

Para cada d dividindo δ, vamos denotar por Cd o subgrupo de Cδ de ordem d. Lembre-

se que, Gal(ζδ) ∼= (Z/δZ)× ∼= Aut(Cδ). Assim, para �nalizar a prova é su�ciente mostrar

que (JNd)
ϕ ∼= ϕ−1 · JNd como ZCδ-módulos. Suponha que ϕ(c) = cl onde c ∈ Cd e l é um

inteiro positivo tal que (l, δ) = 1. Considere a aplicação

η : (JNd)
ϕ → ϕ−1 · JNd

u 7→ ϕ−1(u).

É claro que η é um isomor�smo de grupos, assim resta mostrar que η é um ZCd-
homomor�smo. Note que,

η(c ? u) = η(ϕ(c)·u)

= ϕ−1(cl·u)

= ϕ−1(ζ ldu)

= ϕ−1(ζ ld)ϕ
−1(u)

= ζdϕ
−1(u)

= c· η(u)

onde c ∈ Cd e �?� denota a Cd-ação em (JNd)
ϕ. Isto conclui a prova da Proposição

1.4.26.

1.5 Grupos de Bieberbach

Seja Rn o espaço Euclidiano de dimensão n. Uma isometria de Rn é uma função

f : Rn → Rn que preserva distância em relação à métrica Euclidiana. Exemplos interes-
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santes de isometrias são os operadores ortogonais em Rn, isto é, transformações lineares

invertíveis de Rn para Rn que preservam o produto interno. O conjunto de tais operadores

forma um subgrupo O(n) do grupo de todas as transformações lineares invertíveis de Rn

para Rn. Usando a identi�cação matricial, temos que O(n) é um subgrupo do grupo linear

geral real GL(n,R).

Vamos denotar o conjunto de todas isometrias de Rn por Isom(Rn). Então,

Proposição 1.5.1 ([Cha86], Chap. I). (i) Isom(Rn) é um grupo com respeito à com-

posição de funções.

(ii) O grupo Isom(Rn) cinde como o produto semidireto Rn oO(n).

Observe que Isom(Rn) ⊆ Rn o GL(n,R). Seja (a,A) ∈ Rn o GL(n,R). Temos uma

matriz (n+ 1)× (n+ 1)  1 0

a A


que obviamente de�ne uma inclusão Rn o GL(n,R) ⊆ GL(n + 1,R). Assim, podemos

considerar Isom(Rn) como um espaço topológico com a topologia induzida do espaço

Euclidiano R(n+1)2 . O grupo RnoGL(n,R) é conhecido como grupo a�m e comumente

é denotado por Aff(Rn).

Seja Γ um subgrupo de Isom(Rn). O espaço das órbitas da ação de Γ em Rn, via

isometria, é o conjunto das Γ-órbitas Rn/Γ = {Γx : x ∈ R} munido com a topologia

quociente de Rn.

De�nição 1.5.2. Dizemos que um subgrupo Γ de Isom(Rn) é um grupo cristalográ�co

de dimensão n se Γ é discreto e Rn/Γ é compacto. Se, além disso, Γ for livre de torção,

dizemos que Γ é um grupo de Bieberbach de dimensão n.

Se Γ é um grupo de Bieberbach de dimensão n, então o espaço Rn/Γ é uma varie-

dade plana compacta com grupo fundamental Γ. Na verdade, todas as variedades planas

compactas são obtidas desta forma (ver [Cha86, Chap. II, Cor. 5.1]). Assim, grupos de

Bieberbach são exatamente os grupos fundamentais das variedades planas compactas.

Exemplo 1.5.3. 1. Sejam e1, · · · , en a base canônica de Rn. Seja Γ o subgrupo dis-

creto de Isom(Rn) gerado por (e1, I), · · · , (en, I). Então Γ ∼= Zn é um grupo de

Bieberbach de dimensão n e o espaço das órbitas Rn/Γ é o toro n-dimensional.

2. Seja Γ ≤ Isom(Rn) gerado por
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(

 0

1/2

 , B), (

 1

0

 , I)

onde

B =

 −1 0

0 1

 .

Então Γ é um grupo de Bieberbach de dimensão 2 cuja o espaço das órbitas R2/Γ é

a garrafa de Klein.

3. O subgrupo discreto Γ de Isom(R) gerado por (1, 1) e (0,−1) é um grupo cristalo-

grá�co de dimensão 1 que não é livre de torção, em outras palavras, Γ não é um

grupo de Bieberbach. Note que Γ ∼= Z o Z/2Z é isomorfo ao grupo diedral in�nito

D∞.

Grupos cristalográ�cos são bem conhecidos por causa dos trabalhos de Bieberbach, que

apresentam uma bonita descrição para esses grupos. A seguir, vamos enunciar três famosos

teoremas, comumente conhecidos como Teoremas de Bieberbach, que foram provados em

1910 e 1912 por Bieberbach e Fröbenius.

Teorema 1.5.4 (Primeiro Teorema de Bieberbach, 1910). Seja Γ um grupo cristalográ�co

de dimensão n. Então, M = Γ ∩ (Rn × {I}) é um reticulado de Rn e Γ/M é um grupo

�nito.

Em particular, o Teorema 1.5.4 nos diz que qualquer grupo cristalográ�co de�ne uma

sequência exata

1→M → Γ→ G→ 1, (1.11)

onde M ∼= Zn é abeliano maximal em Γ e G é um grupo �nito. Os grupos M e G

são conhecidos como o subgrupo de translações e o grupo de holonomia de Γ,

respectivamente. Reciprocamente,

Proposição 1.5.5 ([Szc12], Thm. 2.2). Um grupo Γ é isomorfo a um grupo cristalográ�co

de dimensão n se, e somente se, Γ tem um subgrupo normal abeliano livre Zn de índice

�nito que é um subgrupo abeliano maximal de Γ.

Proposição 1.5.6 ([Cha86], Chap. I, Prop. 4.1). O subgrupo de translações de um grupo

cristalográ�co Γ é o único subgrupo abeliano maximal normal de índice �nito de Γ.
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Usando a sequência exata (1.11), vimos na Subseção 1.3.2 que podemos de�nir uma

representação ρ : G→ Aut(M) ∼= GL(n,Z) do grupo de holonomia G por

ρ(g)(m) = l(g)ml(g)−1, (g ∈ G e m ∈M)

onde l : G → Γ é um levantamento. Como M é abeliano maximal em Γ, temos que ρ é

uma representação �el, isto é, ρ é injetiva. Consequentemente, ρ induz uma estrutura de

ZG-módulo �el em M (ver Proposição 1.3.20).

Teorema 1.5.7 (Segundo Teorema de Bieberbach, 1912). Sejam Γ e Γ′ grupos crista-

lográ�cos de dimensão n. Se f : Γ → Γ′ é um isomor�smo, então existe um elemento

α ∈ Aff(Rn) tal que f(γ) = α−1γα para cada γ ∈ Γ.

Como consequência deste teorema, podemos deduzir que duas variedades planas com-

pactas com grupos fundamentais isomorfos são difeomorfas. Em outras palavras, varie-

dades planas compactas são completamente determinadas pelo seu grupo fundamental, a

menos de difeomor�smo.

Teorema 1.5.8 (Terceiro Teorema de Bieberbach (ou Teorema de Fröbenius), 1912). A

menos de conjugação em Aff(Rn), existe apenas um número �nito de grupos cristalográ-

�cos de dimensão n.

Consequentemente, a menos de difeomor�smo, há apenas um número �nito de vari-

edades planas compactas de dimensão n. A seguinte tabela foi extraída de [Cha86, p.

41].

NÚMERO DE GRUPOS CRISTALOGRÁFICOS

Dimensão # Grupos Cristalográ�cos # Grupos de Bierberbach

1 1 1

2 17 2

3 219 10

4 4783 74
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1.5.1 Um esquema geral para a classi�cação de grupos de Bieber-

bach

Se Γ é um grupo de Bieberbach, então Γ de�ne uma sequência exata

1→M → Γ→ G→ 1, (1.12)

onde M é abeliano livre e abeliano maximal em Γ e G é um grupo �nito. Vimos que a

sequência (1.12) induz uma estrutura de ZG-módulo em M . Além disso, pela Proposição

1.3.22 as extensões (1.12) são descritas pelos elementos de H2(G,M). Logo, é natural usar

a linguagem das teorias de representações e cohomologia de grupos �nitos para classi�car

os grupos cristalográ�cos. Para esse �m, Charlap [Cha65] propõe o seguinte algoritmo

para classi�car os grupos de Bieberbach com grupo de holonomia G.

(1) Encontrar todos os ZG-reticulados �éis M .

(2) Encontrar todas as extensões de M por G, isto é, calcular H2(G,M).

(3) Determinar quais dessas extensões são livres de torção.

(4) Ver quais dessas extensões são isomorfas.

A etapa (1) é a mais difícil, pois não existe, em geral, uma classi�cação para os ZG-
reticulados para todas as classes de grupos �nitos G. Na Seção 1.4, listamos algumas

classes de grupos �nitos G para a qual uma classi�cação dos ZG-reticulados é conhecida.
A etapa (3) reduz-se à determinação das classes especiais de H2(G,M) (ver De�nição

1.3.26), em virtude do seguinte resultado.

Proposição 1.5.9 ([Cha86], Chap. III, Thm. 2.1). Seja M um ZG-módulo. A extensão

de M por G, correspondente a α ∈ H2(G,M), é livre de torção se, e somente se, α é

especial.

Já a etapa (4), pode ser examinada por meio do seguinte resultado, que estabelece

uma condição necessária e su�ciente para duas extensões serem isomorfas.

Proposição 1.5.10 ([Cha86], Chap. III, Thm. 2.2). Sejam M e N ZG-módulos �éis

e sejam α ∈ H2(G,M) e β ∈ H2(G,N). Suponha que Γ (resp. Π) é uma extensão

correspondente para α (resp. β). Então, Γ é isomorfo a Π se, e somente se, existe um

isomor�smo semilinear (f, ϕ) : M → N tal que f∗(α) = ϕ∗(β).
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Analisando esse algoritmo, vemos que os grupos de holonomia são peças importantes

para a classi�cação dos grupos de Bieberbach, tanto que, não seria redundante acrescentar

a esse algoritmo uma etapa zero, como:

(0) Encontrar todos os grupos �nitos que podem ser realizados como um grupo de

holonomia de um grupo de Bieberbach.

A etapa (0) foi respondida, em parte, por Auslander e Kuranishi [AK57] em 1957, que

deram a seguinte resposta surpreendente para esse problema.

Teorema 1.5.11 ([Cha86], Chap. III, Thm. 5.2). Seja G qualquer grupo �nito. Então

G é grupo de holonomia de algum grupo de Bieberbach.

Note que, o Teorema 1.5.11 não dá informação em relação a dimensão em que o grupo

�nito G pode aparecer como grupo de holonomia. Assim, temos uma resposta parcial

para a etapa (0). Em particular, Hiller (1985) [Hil85] estabeleceu uma cota inferior para

a dimensão de um grupo cristalográ�co em função da ordem dos elementos do grupo de

holonomia. Antes de apresentar esse resultado, vamos relembrar alguns conceitos.

A versão aditiva da função totiente de Euler ϕ(·) é a seguinte.

De�nição 1.5.12. Uma função Φ(·) que satisfaz as condições

(i) se p é primo, então Φ(pk) = ϕ(pk) = pk − pk−1 = pk(1− 1/p), para todo k ∈ N.

(ii) se r e s são relativamente primos, então

Φ(rs) = Φ(r) + Φ(s),

a menos que s = 2 e r é um número ímpar, caso em que Φ(2r) = Φ(r).

é chamada a versão aditiva da função de Euler.

Agora, considere a seguinte função

g(m) := menor n tal que GL(n,Z) contém uma matriz de ordem m.

O próximo resultado é conhecido como o teorema da restrição cristalográ�ca.

Teorema 1.5.13 ([Hil85], Prop. 1.3 e Thm. 1.5 ). (i) g(m) é a menor dimensão de

um grupo cristalográ�co cujo grupo de holonomia contém um elemento de ordem

m.

(ii) g(m) = Φ(m).
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Para um número natural n �xado, Ord(n) denota o conjunto de todos os números

naturais que ocorre como ordem de um elemento no grupo de holonomia de grupos cris-

talográ�cos de dimensão n.

Pelo Teorema 1.5.13,

Ord(n) = {m : Φ(m) ≤ n}.

O próximo resultado é uma consequência imediata do Teorema 1.5.13.

Corolário 1.5.14. Seja Γ um grupo cristalográ�co com grupo de holonomia de ordem p.

Então, o posto do subgrupo abeliano maximal normal de Γ é pelo menos p− 1.

Agora, o Teorema 1.5.11 com o Teorema 1.5.13 dá uma resposta mais completa para

a etapa (0).

1.5.2 A classi�cação de Charlap

Em 1965, Charlap [Cha65], combinando as quatro etapas do algoritmo da subseção

anterior com a linguagem de categorias, obteve uma bonita classi�cação para os grupos

de Bieberbach com o grupo de holonomia cíclico Cp de ordem prima p. Ele de�ne E(Cp)

como a categoria cujos objetos são todos os pares (M,α), onde M é um ZCp-módulo e α

é um elemento especial de H2(Cp,M), isto é, um elemento não nulo. Os mor�smos dessa

categoria são todas as aplicações (M,α)→ (N, β) dadas pelos pares (f, ϕ) onde

(i) (f, ϕ) é um homomor�smo semilinear de M para N .

(ii) f∗(α) = ϕ∗(β) ∈ H2(Cp, (N)ϕ).

Recorde-se de que, (N)ϕ é o ZCp-módulo com grupo N e ação �?� dada por x ? n :=

ϕ(x)n. Por brevidade, escreveremos H-grupo de Bieberbach para signi�car um grupo de

Bieberbach de dimensão n com grupo de holonomia H.

Usando a classi�cação de Reiner para representações integrais dos grupos cíclicos de

ordem prima, Charlap provou que a classe de isomor�smo de um Cp-grupo de Bieberbach

é completamente determinada pela estrutura do ZCp-módulo associado.

Proposição 1.5.15 ([Cha86], Chap. IV, Thm. 6.1). Seja M um ZCp-módulo e sejam α

e α′ classes não nulas em H2(Cp,M). Então, existe um Cp-automor�smo f : M → M

com f∗(α) = α′ se, e somente se, M é um ZCp-módulo não excepcional ou α′ = ±α se

M é um ZCp-módulo excepcional.

De�nição 1.5.16. Um Cp-grupo de Bieberbach Γ é excepcional se seu subgrupo abeliano

maximal normal M é um ZCp-módulo excepcional.



54 Preliminares

No caso não excepcional, Charlap obteve o seguinte conjunto de invariantes para a

classe de isomor�smo de um Cp-grupo de Bieberbach.

Teorema 1.5.17 ([Cha86], Chap. IV, Thm. 6.3). Existe uma correspondência biunívoca

entre as classes de isomor�smo de Cp-grupos de Bieberbach não excepcionais e as 4-

tuplas (a, b, c; θ) onde a, b, c ∈ Z com a > 0, b ≥ 0, c ≥ 0, (a, c) 6= (1, 0), (b, c) 6= (0, 0) e

θ ∈ Gal(ζp)\H(Z[ζp]).

Em outras palavras, Teorema 1.5.17 nos diz que dois Cp-grupos de Bieberbach não

excepcionais são isomorfos se, e somente se, seus subgrupos de translações são isomorfos

como ZCp-módulos (ver Proposição 1.4.25).

Agora, para o caso em que o Cp-grupo de Bieberbach é excepcional, ele obteve o

seguinte conjunto de invariantes de isomor�smo.

Teorema 1.5.18 ([Cha86], Chap. IV, Thm. 6.4 ou [Cha65], Thm. 3.7 ). Existe uma

correspondência biunívoca entre as classes de isomor�smo de grupos de Bieberbach excep-

cionais cujo o grupo de holonomia tem ordem prima p e os pares (b, θ) onde b ∈ Z, b > 0

e θ ∈ C2\H(Z[ζp]).

Observação 1.5.19. No caso excepcional, o Teorema 1.5.18 nos diz que a classe de iso-

mor�smo de um Cp-grupo de Bieberbach é determinada pela estrutura do ZCp-módulo as-

sociado até um automor�smo por inversão de Cp. Mais especi�camente, se pensarmos os

Cp-grupos de Bieberbach excepcionais Γ e Γ′ como uma tripla (b, A, α) e (b′, A′, α′), respec-

tivamente, com b, b′ ∈ Z, A e A′ são classes de ideais em H(Z[ζp]) e α ∈ H2(Cp,M(1, b, 0;A)),

α′ ∈ H2(Cp,M(1, b′, 0;A′)). Então, pela Proposição 1.4.25 temos que os correspondentes

subgrupos de translações são isomorfos como módulos se, e somente se, b = b′ e A = A′.

Agora, pelo Teorema 1.5.18, Γ ∼= Γ′ se, e somente se, existe ϕ ∈ Gal(ζp) com ϕ · A = A′

e ϕ∗(α
′) = ±α.

1.5.3 O método de classi�cação de Auslander-Vasquez

O principal resultado desta seção, conhecido como o método de classi�cação de Aus-

lander � Vasquez, foi em sua essência conjecturado por Auslander e provado por Vasquez

em 1970, com algumas ideias dadas por Auslander.

Teorema 1.5.20 ([Vas70], Thm. 3.6). Seja G um grupo �nito. Então, existe um inteiro

positivo n(G) com a seguinte propriedade: se Γ é um grupo de Bieberbach com o grupo

de holonomia isomorfo a G, então o subgrupo de translações M ≤ Γ contém um subgrupo

normal M ′ tal que Γ/M ′ é um grupo de Bieberbach de dimensão ≤ n(G).
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Esse teorema sugere o seguinte método de classi�cação para grupos de Bieberbach

com um dado grupo de holonomia G:

Método de classi�cação de Auslander-Vasquez: qualquer grupo de Bieberbach Γ

com grupo de holonomia G e dimensão n ≥ n(G) pode ser de�nido por uma sequência

exata

1→ Z(n−n(G)) → Γ→ ΓG → 1,

onde ΓG é um grupo de Bieberbach de dimensão n(G).

O número n(G) é chamado de invariante de Vasquez de um grupo �nito G. Usando

[Szc97, Thm. 3] podemos caracterizar n(G) de forma puramente algébrica.

De�nição 1.5.21. Seja M um ZG-reticulado. Dizemos que um ZG-reticulado L tem

a propriedade S, quando para cada elemento especial α ∈ H2(G,M) existe um ZG-
homomor�smo f : M → L tal que f∗(α) ∈ H2(G,L) é especial.

Proposição 1.5.22. O invariante de Vasquez de um grupo �nito G é igual a

n(G) = min{Z-posto(N) : N é um ZG-reticulado com a propriedade S}.

O Teorema 1.5.20 sugere a seguinte questão.

Questão. Calcule o invariante de Vasquez n(G) para um grupo �nito G.

Essa questão está em aberto, com exceção se G é um p-grupo �nito, que foi calculado

por Cli� and Weiss em 1989 [CW89] e se G é um grupo cíclico �nito com ordem livre de

quadrados, que foi calculado por Szczepas«ki em 1997, que obteve o seguinte resultado.

Teorema 1.5.23 ([Szc97], Thm. 2). n(G) = 1 se, e somente se, G é um grupo cíclico

com ordem livre de quadrados.

A combinação dos Teoremas 1.5.20 e 1.5.23, nos dá a seguinte caracterização para os

grupos de Bieberbach com grupo de holonomia cíclico de ordem livre de quadrados.

Proposição 1.5.24. Seja Γ um grupo de Bieberbach de dimensão n com o grupo de

holonomia cíclico G de ordem livre de quadrados δ e subgrupo de translações M . Então,

M = Mn−1 ⊕ Z admite uma ZG-decomposição, onde Z é um módulo trivial gerado pela

δ-ésima potência de algum elemento c de Γ e Γ = Mn−1 o C com C = 〈c〉.
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Demonstração. Uma vez que G é um grupo cíclico de ordem livre de quadrados, temos

que n(G) = 1 pelo Teorema 1.5.23. Assim, pelo método de classi�cação de Auslander-

Vasquez, Γ é de�nido pela sequência exata

1→Mn−1 → Γ
π→ Z→ 1 (1.13)

onde Mn−1
∼= Zn−1. Note que esta extensão cinde, pois para qualquer γ ∈ Γ tal que

π(γ) = 1 ∈ Z a aplicação s : Z → Γ de�nida por s(m) = γm é um homomor�smo com

π ◦s = idZ. Portanto, Γ = Mn−1oC onde C é um grupo cíclico in�nito gerado por algum

elemento c de Γ que age em Mn−1 como G. Além disso, M admite a ZG-decomposição

Mn−1 ⊕ Z onde Z é um módulo trivial gerado pela δ-ésima potência de c.

1.5.4 A classi�cação via classes cristalográ�cas

Vimos na Subseção 1.5.1 que os parâmetros naturais para classi�car grupos cristalo-

grá�cos são: o grupo de holonomia G e o ZG-reticulado M .

De�nição 1.5.25. Fixe um ZG-reticulado �el M para um grupo �nito G. De�nimos

a classe cristalográ�ca (G,M) como sendo o conjunto de todas as extensões Γ de

M por G. Além disso, diremos que duas classes cristalográ�cas (G,M) e (G′,M ′) são

aritmeticamente equivalentes se existem isomor�smos φ : M → M ′ e ϕ : G → G′

tais que

φ(g ·m) = ϕ(g) · φ(m)

para cada m ∈M e g ∈ G. Equivalentemente, as classes cristalográ�cas (G,M) e (G′,M ′)

são aritmeticamente equivalentes se G e G′ são subgrupos conjugados de GL(n,Z). As

classes de equivalência resultantes são as classes cristalográ�cas aritméticas.

Observação 1.5.26 (Uma caracterização para as classes cristalográ�cas). SejamM = Zn

um grupo abeliano livre e G um grupo �nito. Seja ρ : G → GL(n,Z) uma representação

�el e considere o produto semidireto

Gρ = M oρ G.

Note que, a representação ρ : G→ GL(n,Z) e grupo �nito G de�nem uma classe crista-

lográ�ca (G,M). Logo, os grupos Gρ podem ser associados para as classes cristalográ�cas

(G,M). Reciprocamente, dada uma classe cristalográ�ca (G,M), temos por de�nição

uma representação �el ρ : G→ GL(n,Z), consequentemente, podemos de�nir um produto

semidireto Gρ = M oρG. Assim, as classes cristalográ�cas (G,M) podem ser associadas
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para os grupos Gρ. Isso mostra que existe uma correspondência biunívoca entre o conjunto

formado por todos os grupos Gρ e o conjunto formado por todas as classes cristalográ�-

cas (G,M). Além disso, por [GZ11, Prop. 2.17] temos que duas classes cristalográ�cas

são aritmeticamente equivalentes se os correspondentes produtos semidiretos são grupos

isomorfos.

Lema 1.5.27. Grupos cristalográ�cos isomorfos determinam a mesma classe cristalográ-

�ca aritmética.

Demonstração. Sejam Γ1 e Γ2 grupos cristalográ�cos de dimensão n com grupos de

holonomia H1, H2 e subgrupos de translações M1,M2, respectivamente. Suponha que

F : Γ1 → Γ2 é um isomor�smo. Pela Proposição 1.5.6, F (M1) = M2. Como M1 e M2

são grupos abelianos livres de mesmo posto, segue que a restrição de F para M1, que

denotaremos por f , é um isomor�smo de M1 para M2. Consequentemente, F induz um

isomor�smo ϕ : H1 → H2 de modo que o diagrama

1 −−−→ M1 −−−→ Γ1
π1−−−→ H1 −−−→ 1yf yF yϕ

1 −−−→ M2 −−−→ Γ2
π2−−−→ H2 −−−→ 1.

é comutativo. Suponha que π1(γ1) = h1 ∈ H1. Por de�nição de ϕ, temos que π2(F (γ1)) =

ϕ(h1). Logo,

f(h1 ·m) = F (γ−1
1 mγ1) = F (γ1)−1F (m)F (γ1) = ϕ(h1) · f(m), (1.14)

onde m ∈ M . Note que, a equação (1.14) nos diz que fH1f
−1 = H2 em GL(n,Z).

Portanto, Γ1 e Γ2 determinam a mesma classe cristalográ�ca aritmética.

Lema 1.5.28. Sejam (H,M) e (H ′,M ′) classes cristalográ�cas aritmeticamente equiva-

lentes. Então, para cada grupo cristalográ�co Γ em (H,M) existe um grupo isomorfo Γ′

em (H ′,M ′).

Demonstração. Seja Γ um grupo cristalográ�co na classe cristalográ�ca (H,M). Seja

ξ : H ×H →M um 2-cociclo correspondente para a extensão

1→M → Γ→ H → 1,

e considere Γ como sendo M ×H com a multiplicação

(m1, h1)(m2, h2) = (m1 + h1m2 + ξ(h1, h2), h1h2),
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onde m1,m2 ∈ M e h1, h2 ∈ H. Uma vez que (H,M) e (H ′,M ′) são aritmeticamente

equivalentes, existem isomor�smos ϕ : H → H ′ e f : M →M ′ tais que

f(h ·m) = ϕ(h) · f(m),

para todos h ∈ H e m ∈M . Agora, de�na a função F : M ×H →M ′ ×H ′ por

F (m,h) = (f(m), ϕ(h)),

para m ∈M e h ∈ H. Vamos mostrar que F é um isomor�smo. Como f e ϕ são bijeções,

temos que F também é. Assim, resta mostrar que F é um homomor�smo. Note que,

F [(m1, h1)(m2, h2)] = F (m1 + h1m2 + ξ(h1, h2), h1h2)

= (f(m1) + ϕ(h1)f(m2) + f(ξ(h1, h2)), ϕ(h1)ϕ(h2))

= (f(m1) + ϕ(h1)f(m2) + f(ξ(f−1fh1f
−1f, f−1fh2f

−1f)), ϕ(h1)ϕ(h2))

= (f(m1) + ϕ(h1)f(m2) + f(ξ(f−1ϕ(h1)f, f−1ϕ(h2)f)), ϕ(h1)ϕ(h2))

= (f(m1) + ϕ(h1)f(m2) + ξ′(ϕ(h1), ϕ(h2)), ϕ(h1)ϕ(h2))

= (f(m1), ϕ(h1))(f(m2), ϕ(h2))

= F (m1, h1)F (m2, h2),

onde ξ′(ϕ(h1), ϕ(h2)) = f(ξ(f−1ϕ(h1)f, f−1ϕ(h2)f)) é um 2-cociclo de H ′ × H ′ para

M ′. Portanto, F é um homomor�smo e, consequentemente, um isomor�smo. Assim,

Γ′ := F (Γ) é um grupo cristalográ�co na classe cristalográ�ca (H ′,M ′) isomorfo a Γ.

Observação 1.5.29. Segue dos Lemas 1.5.27 e 1.5.28 que para encontrar todos os gru-

pos cristalográ�cos (a menos de isomor�smo) de uma classe cristalográ�ca aritmética é

su�ciente encontrar todos os possíveis grupos cristalográ�cos de um representante de tal

classe.

Seja Γ um grupo cristalográ�co de dimensão n de�nindo a sequência exata

1→M → Γ→ G→ 1. (1.15)

Então, Γ de�ne uma classe cristalográ�ca (G,M). Para caracterizar todas as classes

de isomor�smos de grupos cristalográ�cos em (G,M), precisamos de�nir uma ação de

NAut(M)(G), o normalizador de G em Aut(M), em H2(G,M). Seja φ ∈ NAut(M)(G) e

de�na φ′ ∈ Aut(G) por

φ′(g) = φ−1gφ,
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para cada g ∈ G. Seja c : G×G→M um 2-cociclo correspondendo para extensão (1.15).

Então, NAut(M)(G) age em H2(G,M) pela fórmula

[φ~ c](g, h) = φ[c(φ′(g), φ′(h))], (1.16)

para g, h ∈ G (Cf. [Cha86, p. 168]). A seguir, veremos um caso particular desta ação.

Seja M um ZCp-reticulado para um grupo cíclico Cp = 〈x〉 de ordem prima p. Pelo

Teorema 1.4.5, M = M1 ⊕ M2 onde M1 é o maior somando direto de M em que Cp
age trivialmente. Consequentemente, H2(Cp,M) ∼= M̄1 pela Proposição 1.3.14. Então,

temos a ação �•� de NAut(M)(Cp) em H2(Cp,M), de�nida em (2) na introdução desta tese.

Recordemos essa de�nição.

Para um elemento n ∈ NAut(M)(Cp), denotemos por ñ sua imagem natural em F∗p =

Fp r {0} sobre a identi�cação Aut(Cp) ∼= F∗p. O normalizador NAut(M)(Cp) age de forma

natural no conjunto dos elementos �xados MCp sobre a ação de Cp em M . Isto induz a

ação deNAut(M)(Cp) em M̄Cp e, consequentemente, NAut(M)(Cp) age em M̄Cp/∆·M̄ ∼= M̄1,

onde ∆ = 1 + x+ · · ·+ xp−1.

De�nimos uma nova ação �•� do normalizador NAut(M)(Cp) em M̄1 por

n •m := n · ñm, (m ∈ M̄1) (1.17)

onde �·� denota a ação de NAut(M)(Cp) em M̄1 descrita no parágrafo anterior.

Observação 1.5.30. A�rmamos que as ações �~� e �•�, de NAut(M)(Cp) em H2(Cp,M),

são iguais neste caso. De fato, seja φ ∈ NAut(M)(Cp) e de�na φ̃ ∈ Aut(Cp) por φ̃(x) =

φ−1xφ. Note que, se c : Cp × Cp →M é um 2-cociclo, então

[φ̃#(c)](x, y) = c(φ̃(x), φ̃(y)) (1.18)

e

[φ#(c)](x, y) = φ(c(x, y)), (1.19)

para x, y ∈ Cp, de�nem homomor�smos

φ̃∗ : H2(Cp,M)→ H2(Cp,M) e φ∗ : H2(Cp,M)→ H2(Cp,M),

respectivamente, pela Proposição 1.3.24. Desse modo, a ação �~� de�nida em (1.16) pode

ser reescrita como

φ~ α = φ∗(φ̃∗(α)), (1.20)
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onde α ∈ H2(Cp,M). Por outro lado, como H2(Cp,M) ∼= M̄1, a ação �•� de�nida em

(2) pode ser reescrita como

φ •m = φ · φ̃m = φ∗(φ̃∗(m)), (1.21)

onde m ∈ M̄1. Portanto, de (1.20) e (1.21) vemos que a ação �~�, de�nida em (1.16),

é igual à ação �•�, de�nida em (2), neste caso.

Teorema 1.5.31 ([Hil86], Thm. 5.2). Existe uma correspondência biunívoca entre as

classes de isomor�smo de grupos cristalográ�cos na classe cristalográ�ca (G,M) e as

órbitas da ação de NAut(M)(G) em H2(G,M).

Em particular, se X(G,M) é o subconjunto de H2(G,M) formado por todos os ele-

mentos especias, temos:

Corolário 1.5.32. Existe uma correspondência biunívoca entre as classes de isomor-

�smo de grupos de Bieberbach na classe cristalográ�ca (G,M) e as órbitas da ação de

NAut(M)(G) em X(G,M).

Lema 1.5.33. Seja Cp um grupo cíclico de ordem prima p. Então, NAut(M)(Cp) age

transitivamente em H2(Cp,M)∗ := H2(Cp,M) r {0}.

Demonstração. Vamos dividir a prova em dois casos.

Caso 1: O ZCp-módulo M não é excepcional.

Sejam α, α′ ∈ H2(Cp,M)∗. Como M é um ZCp-módulo não excepcional, temos pela

Proposição 1.5.15 que existe um elemento φ no centralizador CAut(M)(Cp) (de Cp em

Aut(M)) tal que

φ~ α = φ∗(id∗(α)) = φ∗(α) = α′.

Isso mostra que CAut(M)(Cp) age transitivamente em H2(Cp,M)∗ e, consequentemente,

NAut(M)(Cp) age transitivamente em H2(Cp,M)∗.

Caso 2: O ZCp-módulo M é excepcional.

Uma vez que M é um ZCp-módulo excepcional, temos que M =
⊕r

i=1 Ai ⊕ Z onde cada

Ai é um ideal de Z[ζp]. Seja ϕ ∈ Gal(ζp) e considere a aplicação φ : M →M de�nida por

a1 ⊕ · · · ⊕ ar ⊕ u 7→ ϕ(a1)⊕ · · · ⊕ ϕ(ar)⊕ u,

para ai ∈ Ai e u ∈ Z. Claramente, φ é um automor�smo do grupo abelianoM . Lembre-se

que: Gal(ζp) ∼= Aut(Cp); cada ϕ ∈ Aut(Cp) é da forma ϕ(x) = xk onde x é um gerador
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de Cp e k é algum inteiro entre 0 e p. Note que,

ϕ(x · ai) = ϕ(ζpai) = ϕ(ζp)ϕ(ai) = ϕ(x) · ϕ(ai),

para i = 1, · · · , r. Como Z é um ZCp-módulo trivial, então φ(x ·m) = ϕ(x) · φ(m) para

cada m ∈ M . Consequentemente, φ ∈ NAut(M)(Cp). Uma vez que H2(Cp,M) ∼= Z/pZ
(ver Proposição 1.3.14), temos que

φ~ α = id∗(φ̃∗(α)) = φ̃∗(α) = kα,

onde φ̃ é um automor�smo de Cp induzido pela conjugação de φ em Cp e α é qualquer

elemento não nulo de Z/pZ. Pela generalidade da construção, podemos assumir que k é

qualquer inteiro entre 0 e p. Isso implica que, para quaisquer dois elementos não nulos

α e α′ em Z/pZ, existe k entre 0 e p, tal que kα = α′. Isso prova que, NAut(M)(Cp) age

transitivamente em H2(Cp,M)∗.

Combinando os Teoremas 1.5.17 e 1.5.18 com Corolário 1.5.32 e Lema 1.5.33, obtemos

o seguinte:

Corolário 1.5.34. SejaM um ZCp-reticulado �el. Existe uma correspondência biunívoca

entre o conjunto das classes cristalográ�cas aritméticas (Cp,M) e o conjunto das classes

de isomor�smos de grupos de Bieberbach Γ com grupo de holonomia Cp e subgrupo de

translações M .

Finalizamos essa seção, com uma fórmula para calcular o número de órbitas da ação

de NAut(M)(G) em X(G,M), quando G é um grupo cíclico de ordem livre de quadrados.

Lema 1.5.35. Seja M um ZG-reticulado para um grupo cíclico G de ordem δ livre de

quadrados. Então,

|NAut(M)(G)\X(G,M)| =
∏
p|δ

|NAut(M)(G)\(M̄∗
1,p)

G|, (1.22)

onde M1,p é o maior somando direto de M em que Cp age trivialmente.

Demonstração. Uma vez que G = Cp1 × · · · × Cpk é um grupo cíclico de ordem δ =

p1p2 · · · pk livre de quadrados, segue pela Observação 1.3.16 e Proposição 1.3.17 que

X(G,M) =
∏
p|δ

(M̄∗
1,p)

G/Cp =
∏
p|δ

(M̄∗
1,p)

G.
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Como NAut(M)(G) é um subgrupo de NAut(M)(Cp), para cada primo p dividindo δ, temos

que NAut(M)(G) age em cada (M̄∗
1,p)

G para todo p | δ e, consequentemente, temos a

fórmula (1.22) para a cardinalidade do conjunto das órbitas da ação de NAut(M)(G) em

X(G,M).



Capítulo

2
Gênero Pro�nito de Grupos de

Bieberbach

Neste Capítulo, respondemos a Questão 1 para a família dos grupos de Bieberbach

Γ de dimensão n com grupo de holonomia cíclico de ordem livre de quadrados. Mais

precisamente, exibimos fórmulas para a cardinalidade do gênero g(Γ). Iniciamos, Seção

2.1, apresentando propriedades gerais sobre a estrutura do completamento pro�nito de

um grupo de Bieberbach com grupo de holonomia qualquer. Em seguida, na Seção 2.2,

realizamos o estudo da Questão 1 para grupos de Bieberbach com grupo de holonomia de

ordem prima e, posteriormente, estudamos o caso com ordem livre de quadrados.

2.1 O completamento pro�nito de grupos de Bieberbach

Lema 2.1.1. Seja Γ um grupo de Bieberbach de dimensão n com subgrupo de translações

M . Então, M̂ é o único subgrupo normal aberto, abeliano maximal, livre de torção de Γ̂.

Demonstração. Pela Proposição 1.1.7, existe uma correspondência biunívoca entre o con-

junto de todos os subgrupos normais de índice �nito de Γ e o conjunto de todos os sub-

grupos normais abertos de Γ̂. Portanto, o lema segue das Proposições 1.5.6 e 1.1.10.

Se Γ é um grupo de Bieberbach de�nido pela sequência exata

1→M → Γ→ G→ 1,

ondeM é o subgrupo de translações e G é um grupo �nito, então pelo Lema 2.1.1 obtemos
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a seguinte sequência exata

1→ M̂ → Γ̂→ G→ 1

para os completamentos pro�nitos correspondentes.

Proposição 2.1.2. O completamento pro�nito de um grupo de Bieberbach é um grupo

pro�nito livre de torção.

Demonstração. Seja Γ um grupo de Bieberbach de�nido pela sequência exata

1→M → Γ
π→ G→ 1,

onde M é o subgrupo de translações e G o grupo de holonomia. Pela discussão acima,

temos

1→ M̂ → Γ̂
π̂→ G→ 1.

Suponha que Γ̂ tem um elemento de ordem �nita. Consequentemente, Γ̂ tem um elemento

de ordem prima. Como M̂ é livre de torção pelo Lema 2.1.1, existe um elemento g ∈ G de

ordem prima p tal que π̂−1(〈g〉) não é livre de torção. Note que, π̂−1(〈g〉) é um subgrupo

aberto de Γ̂ contendo M̂ de modo que π̂−1(〈g〉)/M̂ ∼= 〈g〉. Agora, pela Proposição 1.1.7,

existe um subgrupo Γp de Γ contendo M tal que Γp/M ∼= 〈g〉 e Γ̂p ∼= π̂−1(〈g〉). Então, Γ̂p

não é livre de torção, uma contradição em vista da Proposição 1.1.10. Portanto, Γ é um

grupo pro�nito livre de torção.

Lema 2.1.3. Sejam Γ1 e Γ2 grupos de Bieberbach de dimensão n com subgrupos de trans-

lações M1 e M2 e grupos de holonomia G1 e G2, respectivamente. Se ψ : Γ̂1 → Γ̂2 é um

isomor�smo, então existem isomor�smos φ : M̂1 → M̂2 e ϕ : G1 → G2 tais que o seguinte

diagrama comuta:

1 −−−→ M̂1 −−−→ Γ̂1 −−−→ G1 −−−→ 1yφ yψ yϕ
1 −−−→ M̂2 −−−→ Γ̂2 −−−→ G2 −−−→ 1.

(2.1)

Demonstração. Pelo Lema 2.1.1, ψ(M̂1) = M̂2. De�nimos φ como sendo a restrição de

ψ para M̂1. Então, φ : M̂1 → M̂2 é um isomor�smo. Logo, ψ induz um isomor�smo

ϕ : G1 → G2 de modo que o diagrama (2.1) comuta.

A próxima proposição nos diz que, para calcular a cardinalidade |g(Γ)| do gênero de

um grupo de Bieberbach Γ, é su�ciente considerar as classes de isomor�smos dos grupos

de Bieberbach em g(Γ).
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Proposição 2.1.4. Seja Γ um grupo de Bieberbach de dimensão n com grupo de holono-

mia G. Se ∆ ∈ g(Γ), então ∆ é um grupo de Bieberbach de dimensão n com grupo de

holonomia G.

Demonstração. Seja Γ um grupo de Bieberbach de dimensão n com subgrupo de trans-

lações M e grupo de holonomia G. Uma vez que ∆ ≤ ∆̂ e ∆̂ ∼= Γ̂, segue pela Proposição

2.1.2 que ∆ é livre de torção. Então, resta mostrar que ∆ tem um subgrupo abeliano

maximal normal N tal que N ∼= Zn. Pelo Lema 2.1.1, M̂ é o único subgrupo normal

aberto abeliano maximal de Γ̂. Como ∆̂ ∼= Γ̂, segue pela Proposição 1.1.7 que existe um

subgrupo abeliano maximal normal N de ∆ tal que N̂ ∼= M̂ e ∆/N ∼= G. Então, N é

um grupo abeliano, �nitamente gerado, livre de torção, isto é, N ∼= Zm. A�rmamos que

m = n. De fato, por exemplo, se n > m, podemos construir um quociente �nito (Z/kZ)n

de M que não pode ser um quociente de N , para algum inteiro positivo k. Então, N̂ não

é isomorfo a M̂ , uma contradição em vista da Proposição 1.1.8. Portanto, ∆ é um grupo

de Bieberbach de dimensão n com grupo de holonomia G.

2.2 Grupos de Bieberbach com grupo de holonomia de

ordem prima

Note que, M̂ pode ser considerado simplesmente como um G-módulo por [RZ00, Prop.

5.3.6].

Lema 2.2.1. Sejam

M =
c⊕
i=1

(Ai, ai)⊕
b⊕

j=1

Aj ⊕ Za, M ′ =
c′⊕
i=1

(Bi, bi)⊕
b′⊕
j=1

Bj ⊕ Za′

ZCp-reticulados. Então, M̂ ∼= M̂ ′ como ẐCp-módulos se, e somente se, a = a′, b = b′ e

c = c′.

Demonstração. Iniciamos observando que,

M̂ =
c⊕
i=1

̂(Ai, ai)⊕
b⊕

j=1

Âj ⊕ Ẑa e M̂ ′ =
c′⊕
i=1

(̂Bi, bi)⊕
b′⊕
j=1

B̂j ⊕ Ẑa′ .

Se M̂ ∼= M̂ ′ como ẐCp-módulos, então as componentes pro-p de M̂ e M̂ ′ são isomorfos

como ZpCp-módulos. Portanto, a necessidade segue de Observação 1.4.12 e Proposições

1.4.8 e 1.4.10.
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Por outro lado, pela Observação 1.4.12 a a�rmação vale para a componente pro-p de

M̂ e M̂ ′. Consequentemente, pela Proposição 1.4.13, Mq
∼= M ′

q para todo primo q, e

portanto, M̂ ∼= M̂ ′ como ẐCp-módulos.

Proposição 2.2.2. Sejam Γ1 e Γ2 grupos de Bieberbach de dimensão n com grupo de

holonomia Cp e subgrupos de translações M1 e M2, respectivamente. Então, Γ1
∼= Γ2 se,

e somente se, M1
∼= (M2)ϕ como ZCp-módulos, onde ϕ ∈ Aut(Cp).

Demonstração. Suponha que ψ : Γ1 → Γ2 é um isomor�smo. Pelo Lema 1.5.27, temos

que existem isomor�smos φ : M1 →M2 e ϕ : Cp → Cp de modo que

φ(x ·m) = ϕ(x) · φ(m),

para cada m ∈M1 e x ∈ Cp. Logo, M1
∼= (M2)ϕ como ZCp-módulos.

Reciprocamente, suponha que existe ϕ ∈ Aut(Cp) tal que M1
∼= (M2)ϕ como ZCp-

módulos. Então, M1 é isomorfo semilinearmente para M2. Portanto, pela Proposição

1.4.25 juntamente aos Teoremas 1.5.17 e 1.5.18, temos que Γ1
∼= Γ2.

O próximo lema será útil para o caso em que o grupo de Bieberbach Γ têm grupo

holonomia cíclico G de ordem δ prima e, também, se δ for livre de quadrados. Se o

subgrupo de translações de Γ éM , então pela Proposição 1.5.24 temos queM = Mn−1⊕Z,
de modo que, Γ = Mn−1 o C onde C contém Z como subgrupo de índice δ. Com essa

notação temos o seguinte.

Lema 2.2.3. Sejam Γ1 = Mn−1oC1 e Γ2 = Nn−1oC2 grupos de Bieberbach de dimensão n

com grupo de holonomia cíclico G de ordem livre de quadrados δ e subgrupos de translações

Mn−1 ⊕ Z e Nn−1 ⊕ Z′, respectivamente. Se existe ϕ ∈ Aut(G) tal que

(i) Mn−1
∼= (Nn−1)ϕ como ZG-módulos, então Γ1

∼= Γ2.

(ii) M̂n−1
∼= (N̂n−1)ϕ como ẐG-módulos, então Γ̂1

∼= Γ̂2.

Demonstração. Suponha que G = 〈g〉 e seja ϕ ∈ Aut(G). Pela Proposição 1.5.24, existem

representações �éis j1 : G → Aut(Mn−1) e j2 : G → Aut(Nn−1), assim, podemos ver G

como subgrupo de Aut(Mn−1) e Aut(Nn−1). Sejam Γ1 = Mn−1 oρ1 C1 e Γ2 = Nn−1 oρ2 C2

onde ρ1 : C1 → Aut(Mn−1) e ρ2 : C2 → Aut(Nn−1) são homomor�smos tais que

� ρ1(c1) = g onde C1 = 〈c1〉 e Z = 〈cδ1〉,

� ρ2(c2) = ϕ(g) onde C2 = 〈c2〉 e Z′ = 〈cδ2〉.



2.2 Grupos de Bieberbach com grupo de holonomia de ordem prima 67

Considere as projeções naturais π1 : C1 → C1/Z = G e π2 : C2 → C2/Z′ = G e o

isomor�smo Θ : C1 → C2 de�nido por Θ(c1) = c2. Note que, Θ induz um automor�smo

ϕ : G→ G de modo que o seguinte diagrama comuta

C1
Θ−−−→ C2yπ1 yπ2

G
ϕ−−−→ G.

Por hipótese, existe um isomor�smo f : Mn−1 → Nn−1 tal que

f(g ·m) = ϕ(g) · f(m),

para todo m ∈Mn−1. Assim,

f(ρ1(c1) ·m) = ρ2(Θ(c1)) · f(m),

para cada m ∈ Mn−1. Isto implica que fρ1(c1)f−1 = ρ2(Θ(c1)). Como Mn−1
∼= Zn−1 ∼=

Nn−1 e C1
∼= Z ∼= C2 podemos assumir que f ∈ Aut(Zn−1) e Θ ∈ Aut(Z). Agora, pela

[GZ11, Prop. 2.5], temos que a aplicação

F : Γ1 → Γ2

(m, c) 7→ (f(m),Θ(c))

é um isomor�smo. Isto conclui a prova do item (i).

A prova do item (ii) é análoga a prova do item (i).

Teorema D. Sejam M um grupo abeliano livre de posto n e Cp um grupo de ordem prima

p. Sejam Γ1 e Γ2 grupos de Bieberbach de dimensão n que são extensões de M por Cp. Se

M1 e M2 são ZCp-módulos induzidos pela ação de Γ1 e Γ2 em M , respectivamente, então

(i) Γ1
∼= Γ2 se, e somente se, ou M1 e M2 são ZCp-módulos não excepcionais iso-

morfos ou M1 e M2 são ZCp-módulos excepcionais e são isomorfos a menos de um

automor�smo de Cp por inversão.

(ii) Γ̂1
∼= Γ̂2 se, e somente se, M̂1

∼= M̂2 como ẐCp-módulos.

Demonstração. (i) Segue da Proposição 2.2.2 e da Observação 1.5.19.

(ii) (⇒) Pelo Lema 2.1.3, vemos que existem isomor�smos φ : M̂1 → M̂2 e ϕ : Cp → Cp
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tal que o seguinte diagrama é comutativo

1 −−−→ M̂1 −−−→ Γ̂1
π̂1−−−→ Cp −−−→ 1yφ yψ yϕ

1 −−−→ M̂2 −−−→ Γ̂2
π̂2−−−→ Cp −−−→ 1.

(2.2)

Seja γ1 ∈ Γ̂1 tal que π̂(γ1) = x ∈ Cp. Pela comutatividade do diagrama (2.2), temos

que

π̂2(ψ(γ1)) = ϕ(π̂1(γ1)) = ϕ(x).

Assim,

φ(x ·m) = ψ(γ1mγ
−1
1 ) = ψ(γ1)ψ(m)ψ(γ1)−1 = ϕ(x) · φ(m),

para cada m ∈ M̂1. Portanto, M̂1
∼= (M̂2)ϕ como ẐCp-módulos.

(⇐) Pela Proposição 1.5.24, M1 = Mn−1 ⊕ Z e M2 = M ′
n−1 ⊕ Z′ tais que Γ1 =

Mn−1 ox C1 e Γ2 = M ′
n−1 ox C2, onde C1 e C2 contém Z e Z′ como subgrupo

de índice p e agem em Mn−1 e M ′
n−1 como Cp = 〈x〉, respectivamente. Agora,

M̂1 = M̂n−1 ⊕ Ẑ, M̂2 = M̂ ′
n−1 ⊕ Ẑ′, Γ̂1 = M̂n−1 ox Ĉ1 e Γ̂2 = M̂ ′

n−1 ox Ĉ2 onde Ĉ1

e Ĉ2 também agem em M̂n−1 e M̂ ′
n−1 como Cp. Segue pelo Lema 2.2.1 e Teorema

1.4.8 que M̂n−1
∼= M̂ ′

n−1 como ẐCp-módulos (isso porque as componentes pro-p de

M̂n−1 e M̂ ′
n−1 são ZpCp-módulos isomorfos para todo primo p). Portanto, Γ̂1

∼= Γ̂2

pelo Lema 2.2.3.

A versão pro�nita dos Teoremas 1.5.17 e 1.5.18 é a seguinte.

Corolário 2.2.4. Seja Γ um grupo de Bieberbach de dimensão n com grupo de holono-

mia de ordem prima. Então, existe uma correspondência biunívoca entre as classes de

isomor�smo de Γ̂ e a tripla (a, b, c) da decomposição (1.10) com a > 0.

Demonstração. Isto segue imediatamente do Teorema D e do Lema 2.2.1.

Agora podemos provar o principal resultado desta subseção.

Teorema A. Seja Γ um grupo de Bieberbach de dimensão n com subgrupo de translações

M e grupo de holonomia Cp de ordem prima p.

(i) Se M é um ZCp-reticulado excepcional, então |g(Γ)| = |C2\H(Z[ζp])|, onde C2 é

um grupo de ordem 2 agindo em H(Z[ζp]) por inversão.
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(ii) Caso contrário, |g(Γ)| = |Gal(ζp)\H(Z[ζp])|. 1

Demonstração. Pela Proposição 2.1.4, para calcular a cardinalidade do gênero g(Γ), de

um grupo de Bieberbach Γ, é su�ciente considerar as classes de isomor�smos dos grupos

de Bieberbach em g(Γ).

Sejam Γ1 e Γ2 grupos de Bieberbach com grupos de holonomia de ordem prima e

subgrupos de translações M1 e M2, respectivamente. Pelo Lema 2.1.3, podemos assumir

que Γ1 e Γ2 tem o mesmo grupo de holonomia Cp de ordem prima p. Como M1 e M2 são

ZCp-reticulados, pelo Teorema 1.4.5,

M1
∼=

c⊕
i=1

(Ai, ai)⊕
b⊕

j=1

Aj ⊕ Za

e

M2
∼=

c′⊕
i=1

(Bi, bi)⊕
b′⊕
j=1

Bj ⊕ Za′

onde Ai e Bi são ideais de Z[ζp]. Uma vez que Γ̂1
∼= Γ̂2, temos que M̂1

∼= M̂2 como

ẐCp-módulos pelo Teorema D. Consequentemente, a = a′, b = b′ e c = c′ pelo Lema 2.2.1.

Portanto, o resultado segue pelos Teoremas 1.5.17 e 1.5.18 e Teorema D.

Corolário 2.2.5. Seja Γ um grupo de Bieberbach de dimensão n com grupo de holonomia

de ordem prima. Se H(Z[ζp]) não é trivial, então |g(Γ)| > 1.

Demonstração. Isto é uma consequência do Teorema A e Lema 1.2.43.

Observação 2.2.6. Segue que a cardinalidade |g(Γ)| do gênero de um grupo de Bieberbach

Γ com subgrupo de translações M e grupo de holonomia Cp é igual à cardinalidade do

gênero do ZCp-módulo M se Γ não é excepcional e metade se Γ é excepcional.

Corolário B. Seja Γ um grupo de Bieberbach de dimensão n com grupo de holonomia

Cp de ordem prima p. Então, |g(Γ)| = 1 se, e somente se, p ≤ 19.

Demonstração. Isto segue do Teorema A e da Proposição 1.2.34 e Lema 1.2.43.

Corolário C. Seja X uma variedade compacta plana de dimensão n com grupo de ho-

lonomia de ordem prima. Se n ≤ 21, então X é determinada dentre todas as variedades

compactas planas de dimensão n pelo completamento pro�nito do seu grupo fundamental.

Demonstração. Pelo Corolário 1.5.14, deduzimos que para todo n ≤ 21, nenhum número

primo p ≥ 23 pode ocorrer como ordem de um elemento no grupo de holonomia de grupos

de Bieberbach de dimensão n. Portanto, o resultado segue pelo Corolário B.
1O caso (ii) do Teorema A também foi enunciado com um esboço de prova em [GZ11]
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Observação 2.2.7. Se Γ = M o Cp, com M abeliano livre de posto n e Cp um grupo de

ordem prima p agindo em M de forma não trivial, então Γ não é um grupo de Bieberbach.

Entretanto, usando que Γ e M1 oCp são isomorfos se, e somente se, M ∼= M1 como ZCp-
módulos (até um automor�smo de Cp) e que o mesmo vale para o completamento pro�nito

(ver [GZ11, �2.2]), podemos deduzir que o gênero de Γ tem a mesma cardinalidade como

no Teorema A (ii) (ver Proposição 2.2.2). Além disso, considerando Cp como um subgrupo

de Aut(M) = GL(n,Z), deduzimos de [GZ11, Prop. 2.17] que a cardinalidade do gênero

é exatamente o número de classes de conjugação de subgrupos de ordem p de GL(n,Z) na

classe de conjugação de Cp em GL(n, Ẑ).

2.3 Grupos de Bieberbach com o grupo de holonomia

cíclico de ordem livre de quadrados

Neste seção vamos provar uma generalização do Teorema A. Para isso, exceto menção

em contrário, G sempre será um grupo cíclico de ordem δ livre de quadrados.

Lema 2.3.1. Sejam Γ1 e Γ2 grupos de Bieberbach com grupo de holonomia cíclico G de

ordem livre de quadrados δ e subgrupos de translações M e N , respectivamente. Então,

Γ1 e Γ2 estão na mesma classe cristalográ�ca aritmética se, e somente se,

(i) r(d,M) = r(d,N) para cada d | δ.

(ii) ρk(λ(s, t,M)) = ρk(λ(s, t, N)) para cada k = 1, · · · , v e (s, t) ∈ D∗1.

(iii) σ· [IMd
] = [JNd ] para cada d | δ e para algum σ ∈ Gal(ζδ).

Demonstração. Isto é uma consequência da Proposição 1.4.26.

Em particular, quando δ = 6, 10, 14 ou δ é primo, temos o seguinte.

Proposição 2.3.2. Sejam Γ1 e Γ2 grupos de Bieberbach de dimensão n com grupo de

holonomia cíclico G de ordem δ = 6, 10, 14 ou δ é primo. Sejam M e N os subgrupos de

translações de Γ1 e Γ2, respectivamente. Então, Γ1
∼= Γ2 se, e somente se,

(i) r(d,M) = r(d,N) para cada d | δ.

(ii) ρk(λ(s, t,M)) = ρk(λ(s, t, N)) para cada k = 1, · · · , v e (s, t) ∈ D∗1.

(iii) σ· [IMd
] = [JNd ] para cada d | δ e para algum σ ∈ Gal(ζδ).
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Demonstração. (⇒) Se Γ1
∼= Γ2, então M é isomorfo semilinearmente para N pelo Lema

1.5.27. Portanto, segue pela Proposição 1.4.26 que as condições (i)�(iii) são satisfeitas.

(⇐) Suponha que os ZG-reticulados M e N satisfazem as condições (i)�(iii). Pela

Proposição 1.5.24, M = Mn−1 ⊕ Z e N = Nn−1 ⊕ Z′ tais que Γ1 = Mn−1 o C1 e Γ2 =

Nn−1oC2 onde C1 e C2 contém Z e Z′ como subgrupos de índice δ e agem emMn−1 e Nn−1

como G. Uma vez que as condições (i)�(iii) são satisfeitas para Mn−1 ⊕ Z e Nn−1 ⊕ Z′,
segue pela Proposição 1.4.26 que Mn−1 ⊕ Z é isomorfo semilinearmente para Nn−1 ⊕ Z′.
Consequentemente, Mn−1

∼= (Nn−1)ϕ para algum ϕ ∈ Aut(G) pela Proposição 1.4.22 e,

portanto, Γ1
∼= Γ2 pelo Lema 2.2.3.

Um conjunto completo de invariantes de isomor�smo para o completamento pro�-

nito de um grupo de Bieberbach, com o grupo de holonomia cíclico de ordem livre de

quadrados, é dado a seguir.

Proposição 2.3.3. Sejam Γ1 e Γ2 grupos de Bieberbach de dimensão n com grupo de

holonomia G e subgrupos de translações M e N , respectivamente. Então, Γ̂1
∼= Γ̂2 se, e

somente se,

(i) r(d,M) = r(d,N) para cada d | δ.

(ii) ρk(λ(s, t,M)) = ρk(λ(s, t, N)) para cada k = 1, · · · , v e (s, t) ∈ D∗1.

Demonstração. (⇒) Suponha que Γ̂1
∼= Γ̂2. Pelo Lema 2.1.3, existem isomor�smos

φ : M̂ → N̂ e ϕ : G→ G tais que o seguinte diagrama é comutativo

1 −−−→ M̂ −−−→ Γ̂1
π̂1−−−→ G −−−→ 1yφ yψ yϕ

1 −−−→ N̂ −−−→ Γ̂2
π̂2−−−→ G −−−→ 1.

(2.3)

Mostraremos que M̂ ∼= (N̂)ϕ como ẐG-módulos por argumentos análogos ao da prova do

item (ii) do Teorema D. Seja γ1 ∈ Γ̂1 tal que π̂1(γ1) = g ∈ G. Pela comutatividade do

diagrama (2.3), temos que

π̂2(ψ(γ1)) = ϕ(π̂1(γ1)) = ϕ(g).

Assim,

φ(g ·m) = φ(γ1mγ
−1
1 ) = ψ(γ1)ψ(m)ψ(γ1)−1 = ϕ(g) · φ(m),

onde m ∈ M̂ . Portanto, M̂ ∼= (N̂)ϕ como ẐG-módulos. Logo, as a�rmações (i) e (ii)

seguem imediatamente do Teorema 1.4.21.
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(⇐) Assuma que M e N são subgrupos normais abelianos maximais de Γ1 e Γ2,

respectivamente, satisfazendo as condições (i) e (ii). Pela Proposição 1.5.24,M = Mn−1⊕
Z e N = Nn−1 ⊕ Z′ tais que Γ1 = Mn−1 o C1 e Γ2 = Nn−1 o C2 onde C1 e C2 contém Z
e Z′ como subgrupos de índice δ e agem em Mn−1 e Nn−1 como G. Consequentemente,

M̂ = M̂n−1 ⊕ Ẑ, N̂ = N̂n−1 ⊕ Ẑ′ e Γ̂1 = M̂n−1 o Ĉ1, Γ̂2 = N̂n−1 o Ĉ2, onde Ĉ1 e Ĉ2 agem

em M̂n−1 e N̂n−1 como G. Temos que,

M̂n−1 ⊕ Ẑ ∼= N̂n−1 ⊕ Ẑ′

como ẐG-módulos pelo Teorema 1.4.21 e, consequentemente,

r(d,Mn−1) + r(d,Z) = r(d,Nn−1) + r(d,Z′)

e

ρk(λ(s, t,Mn−1)) + ρk(λ(s, t,Z)) = ρk(λ(s, t, Nn−1)) + ρk(λ(s, t,Z′)),

para cada d | δ e k = 1, 2, · · · , v pela Proposição 1.4.23. Uma vez que Z ∼= Z′ como

ZG-módulos, pelo Teorema 1.4.20, temos que

r(d,Z) = r(d,Z′) e ρk(λ(s, t,Z)) = ρk(λ(s, t,Z′)),

para cada d | δ e k = 1, 2, · · · , v. Assim,

r(d,Mn−1) = r(d,Nn−1) e ρk(λ(s, t,Mn−1)) = ρk(λ(s, t, Nn−1)),

para cada k = 1, 2, · · · , v e d | δ, de modo que, pelo Teorema 1.4.21, M̂n−1
∼= N̂n−1 como

ẐG-módulos. Portanto, Γ̂1
∼= Γ̂2 pelo Lema 2.2.3.

Passemos agora a provar os resultados principais desta seção. À luz do Corolário

1.5.32, para calcular a cardinalidade do gênero g(Γ) de um grupo de Bieberbach Γ, de

dimensão n, com subgrupo de translações M e grupo de holonomia cíclico G de ordem

livre de quadrados δ, temos que seguir as etapas:

1. Calcular o número de grupos de Bieberbach (a menos de isomor�smo) na classe

cristalográ�ca (G,M).

2. Calcular o número de classes cristalográ�cas (a menos de equivalência) determinadas

pelos grupos de Bieberbach em g(Γ).

Por de�nição, cada classe cristalográ�ca (G,M) corresponde para um ZG-reticulado
M . Lembre-se que, C(M) denota o conjunto de classes de isomor�smos de ZG-reticulados
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N , que corresponde para uma classe cristalográ�ca (G,N), de modo que N̂ ∼= M̂ como

ẐG-módulos. Então, para etapa 2, temos que calcular a cardinalidade do conjunto C(M).

Teorema E. Seja Γ um grupo de Bieberbach de dimensão n com subgrupo abeliano ma-

ximal normal M e grupo de holonomia cíclico G de ordem livre de quadrados δ. Se Γ é

excepcional, então

|C(M)| =

∣∣∣∣∣∣HD\
∏
d|δ

H(Z[ζd])

∣∣∣∣∣∣ .
Caso contrário,

|C(M)| =

∣∣∣∣∣∣Gal(ζδ)\
∏
d|δ

H(Z[ζd])

∣∣∣∣∣∣ .
Demonstração. Sejam Γ1 e Γ2 grupos de Bieberbach de dimensão n com o grupo de

holonomia cíclico de ordem livre de quadrados e subgrupos de translações M e N , res-

pectivamente. Suponha que Γ̂1
∼= Γ̂2. Pelo Lema 2.1.3, podemos assumir que Γ1 e Γ2 têm

o mesmo grupo de holonomia cíclico G de ordem livre de quadrados δ.

Para cada d | δ, Cd denota o subgrupo de G de ordem d e Γi,d denota o subgrupo de

Bieberbach de dimensão n de Γi com grupo de holonomia Cd, para i = 1, 2.

Segue pela Proposição 2.3.3 e Teorema 1.4.21 que

Γ̂1
∼= Γ̂2 ⇔ M̂ ∼= N̂ como ẐG-módulos

⇔ para cada d | δ, M̂ ∼= N̂ como ẐCd-módulos (2.4)

⇔ para cada d | δ, Γ̂1,d
∼= Γ̂2,d.

Agora, suponha que existem números primos p e q dividindo δ tais que os grupos de

Bieberbach Γ1,p e Γ2,q são excepcionais. Uma vez que Γ̂1
∼= Γ̂2, segue de (2.4) que Γ̂1,d

∼=
Γ̂2,d para cada d | δ. Em particular, Γ̂1,p

∼= Γ̂2,p e Γ̂1,q
∼= Γ̂2,q. Isto implica que, se p 6= q,

então os grupos de Bieberbach Γi,p e Γi,q são excepcionais, para i = 1, 2. Assim, como

δ = p1p2 · · · pk onde pl (l = 1, · · · , k) são números primos distintos, podemos assumir que

existe um inteiro positivo r com 1 ≤ r ≤ k tal que D = {q1, · · · , qr} é um subconjunto

de {p1, · · · , pk} com r elementos distintos, de modo que, os grupos de Bieberbach Γi,q são

excepcionais, para cada q ∈ D e i = 1, 2.

Usando a Proposição 1.2.23, de�nimos o grupo

HD = Gal(ζp1)× · · · ×Gal(ζpi−1
)× C2 ×Gal(ζpi+1

)× · · · ×Gal(ζpk),

para cada pi ∈ D. Pela Observação 1.2.42 vemos que HD age sobre
∏

p|δH(Z[ζd]). Nesta
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prova usaremos, sem menção, a seguinte identi�cação Gal(ζδ) ∼= (Z/δZ)× ∼= Aut(G).

Agora, se [(G,M)] representa a classe cristalográ�ca aritmética de Γ1, então, pelo

Lema 2.3.1 e Proposição 1.4.26, temos que

Γ1,Γ2 ∈ [(G,M)] ⇔ M ∼= (N)ϕ como ZG-módulos para algum ϕ ∈ HD

⇔ para cada d | δ,M ∼= (N)ϕ como ZCd-módulos para algum ϕ ∈ HD

⇔ para cada d | δ,Γ1,d,Γ2,d ∈ [(Cd,M)].

Como os grupos de Bieberbach Γi,q (q ∈ D, i = 1, 2) são excepcionais, combinando Pro-

posição 2.3.3, Teoremas 1.5.17 e 1.5.18, Lema 2.3.1 e Corolário 1.5.34, obtemos que

|C(M)| =

∣∣∣∣∣∣HD\
∏
d|δ

H(Z[ζd])

∣∣∣∣∣∣ .
Caso contrário, se para cada primo p dividindo δ os grupos de Bieberbach Γi,p (i = 1, 2)

não são excepcionais, então pela Proposição 2.3.3 e Teorema 1.5.17, Lema 2.3.1 e Corolário

1.5.34, obtemos que

|C(M)| =

∣∣∣∣∣∣Gal(ζδ)\
∏
d|δ

H(Z[ζd])

∣∣∣∣∣∣ ,
e, portanto, o Teorema E está provado.

Agora estamos em condições de calcular a cardinalidade de g(Γ).

Teorema F. Seja Γ um grupo de Bieberbach de dimensão n com subgrupo de translações

M e grupo de holonomia cíclico G de ordem livre de quadrados δ. Então,

|g(Γ)| =
∑
M∈T

∏
p|δ

|NAut(M)(G)\(M̄∗
1,p)

G|

 ,

onde T é um conjunto completo de representantes das classes de isomor�smos dos ZG-
reticulados em C(M) e M1,p é o maior somando direto de M em que Cp age trivialmente.

Demonstração. Pela Proposição 2.1.4, para calcular a cardinalidade do gênero g(Γ) de

um grupo de Bieberbach Γ, é su�ciente considerar as classes de isomor�smos dos grupos

de Bieberbach em g(Γ). Suponha que Γ tem subgrupo de translações M e grupo de

holonomia cíclico G de ordem livre de quadrados δ. Segue pela Observação 1.5.29, que

para encontrar todas as classes de isomor�smos de grupos de Bieberbach nas classes

cristalográ�cas aritméticas, é su�ciente considerar um conjunto T de representantes das
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classes de isomor�smos de ZG-reticulados em C(M). Vimos que Teorema E estabelece

uma fórmula para calcular a cardinalidade de T . Agora, aplicando primeiro Corolário

1.5.32 e, então, Lema 1.5.35, temos que

|g(Γ)| =
∑
M∈T

|NAut(M)(G)\X(G,M)|

=
∑
M∈T

∏
p|δ

|NAut(M)(G)\(M̄∗
1,p)

G|

 ,

onde M1,p é o maior somando direto de M em que Cp age trivialmente.

Em vista do Lema 1.5.33, vemos que o Teorema A segue como uma consequência do

Teorema F. A seguir, apresentamos outras consequências do Teorema F.

Corolário G.

|g(Γ)| ≤ |H(Z[ζδ])|amaxp|δ{|(M̄∗
1,p)

G|b}

onde a é o número de divisores de δ e b é o número de divisores primos de δ.

Demonstração. Para simpli�car a notação, escreveremos max{|(M̄∗
1,p)

G|} para denotar

max{|(M̄∗
1,p)

G| : p | δ}. Pelo Teorema F,

|g(Γ)| =
∑
M∈T

∏
p|δ

∣∣NAut(M)(G)\((M̄1,p)
∗)G
∣∣

≤
∑
M∈T

∏
p|δ

max{|(M̄∗
1,p)

G|}


=

∑
M∈T

(
max{|(M̄∗

1,p)
G|}
)b

= |C(M)|max{|(M̄∗
1,p)

G|}b

≤ (H(Z[ζδ]))
amax{|(M̄∗

1,p)
G|}b, (Pelo Teorema E)

Corolário H. Se Γ é um grupo de Bieberbach excepcional, então

|g(Γ)| =
∑
M∈T

∏
p∈D

|NAut(M)(G)\F∗p|
∏
q|δ
q /∈D

|NAut(M)(G)\(M̄∗
1,q)

G|


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Demonstração. Isto segue pelo Teorema F e pela Proposição 1.5.24.

Em particular, temos o seguinte caso especial.

Teorema I. Seja Γ um grupo de Bieberbach de dimensão n com grupo de holonomia

cíclico de ordem igual a 6, 10 ou 14. Então, |g(Γ)| = 1.

Demonstração. Em vista da Proposição 2.1.4, para calcular a cardinalidade do gênero

g(Γ) de uma grupo de Bieberbach Γ é su�ciente considerar as classes de isomor�smos de

grupos de Bieberbach em g(Γ).

Sejam Γ1 e Γ2 grupos de Bieberbach de dimensão n com subgrupos de translações M1

e M1 e grupo de holonomia cíclico de ordem igual a 6, 10 ou 14. Suponha que Γ̂1
∼= Γ̂2.

Pelo Lema 2.1.3 podemos assumir que Γ1 e Γ2 tem o mesmo grupo de holonomia G de

ordem δ = 6, 10 ou 14. Pela Proposição 2.3.3 e Teorema 1.4.21 vemos que

Γ̂1
∼= Γ̂2 ⇔ M̂1

∼= M̂2 como ẐG-módulos.

Uma vez que o grupo de classe H(Z[ζd]) é trivial para todo divisor d de δ (Cf. [AW04,

Table 10]), segue pelas Proposições 2.3.3 e 2.3.2 que |g(Γ1)| = 1, como queríamos.

2.4 Exemplos

Suponha que G é um grupo cíclico de ordem livre de quadrados δ > 1. Seja 〈a, b|R〉
uma apresentação de G, isto é, G ∼= F2/R̃ onde F2 é o grupo livre em {a, b} e R̃ é o fecho

normal de R em F2. Isto de�ne uma sequência exata

1→ R̃→ F2 → G→ 1. (2.5)

Consequentemente, se [R̃, R̃] denota o subgrupo comutador de R̃, então (2.5) induz a

sequência

1→M → Γ→ G→ 1,

onde M = R̃/[R̃, R̃] e Γ = F2/[R̃, R̃]. Pela [Joh97, Chap. 6, Prop. 2], M é um grupo

abeliano livre cuja o posto é dado pela fórmula de Schreier (posto(F2)− 1)δ + 1 = δ + 1.

Fato 2.4.1. M é um subgrupo abeliano maximal de Γ.

Demonstração. Suponha que essa a�rmação é falsa. Então, podemos encontrar x ∈ F2 tal

que a imagem de x em G não é trivial, de modo que, [x, r] ∈ [R̃, R̃] para todo r ∈ R̃. Note
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que, F = 〈x, R̃〉 é um grupo livre de posto �nito de�nindo a seguinte sequência exata

1→ R̃→ F → C → 1,

onde C 6= {1} é o grupo cíclico gerado pela imagem de x em G. Então,

M =
R̃

[R̃, R̃]
está no centro de

F

[R̃, R̃]

e, consequentemente, F/[R̃, R̃] é abeliano e [F, F ] = [R̃, R̃]. Como M tem índice �nito

em F/[R̃, R̃], temos que posto(R̃) = posto(F ) (Cf. [Joh97, Chap. 6, Prop. 2]). Assim,

posto(R̃) = (posto(F )− 1)|C|+ 1 ⇒ |C| = posto(F )− 1

posto(F )− 1
= 1,

uma contradição, pois supomos C 6= {1}. Portanto, M é um subgrupo abeliano maximal

de Γ.

Fato 2.4.2. Γ é livre de torção.

Demonstração. Como F2/R̃ ∼= G, temos que [F2, F2] ≤ R̃. Então, [R̃, R̃] ≤ [F2, F2] ≤ R̃

e, consequentemente, [F2, F2]/[R̃, R̃] é um subgrupo do grupo abeliano �nitamente gerado

livre de torção M = R̃/[R̃, R̃]. Logo, [F2, F2]/[R̃, R̃] é livre de torção. Agora, uma vez

que
F2/[R̃, R̃]

[F2, F2]/[R̃, R̃]
∼=

F2

[F2, F2]
∼= Z× Z

é livre de torção, segue que Γ = F2/[R̃, R̃] é livre de torção.

Portanto, segue pela Proposição 1.5.5 que Γ é um grupo de Bieberbach de dimensão

δ + 1 com grupo de holonomia G. Agora, por [Ten97, Cor. 1] vemos que M = ZG ⊕ Z
onde Z é um ZG-módulo trivial. Assim, pelo Teorema F,

|g(Γ)| =
∑
M∈T

∏
p|δ

|NAut(M)(G)\F∗p|

 ,

uma vez que Z é o maior somando direto de M em que Cp age trivialmente para cada

primo p | δ. Como ZG é um ZG-módulo permutacional (isto é, a Z-base de ZG é

�xada sobre a ação de G), temos que G ≤ Sym(G) ≤ GL(δ + 1,Z) ∼= Aut(M), onde

Sym(G) é o grupo de todas as permutações dos elementos de G. Consequentemente,

NAut(M)(G) contém o normalizador de G em Sym(G) e, portanto, contém Aut(G) pelo
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[Hal59, Thm. 6.3.2]. Então, NAut(M)(G) age transitivamente em F∗p para todo primo p | δ,
pois Aut(Cp) ≤ Aut(G) para todo primo p | δ (ver Lema 1.5.33). Logo,

|g(Γ)| =

∣∣∣∣∣∣Gal(ζδ)\
∏
d|δ

H(Z[ζd])

∣∣∣∣∣∣ ,
pelo Teorema E.

Em particular, se δ = 6, 10, 14, 15, 21 ou δ é primo ≤ 19, por exemplo, então |g(Γ)| = 1,

porque para cada d | δ o grupo de classe H(Z[ζd]) é trivial (ver [AW04, Table 10]).

Agora, se δ = 46, 55, 105 ou δ é primo > 19, por exemplo, então |g(Γ)| > 1, porque

23 | 46 e h(Z[ζ23]) ≥ 3; h(Z[ζ55]) ≥ 10; h(Z[ζ105]) ≥ 13; e h(Z[ζp]) > 1 para todo primo

p > 19 (ver [Was82, Thm. 11.1 e p. 353]).

Observação 2.4.3. Em geral, calcular o normalizador de um grupo �nito em GL(n,Z)

não é fácil. Sugerimos ao leitor interessado ver [BNZ73], que apresenta um método para

calcular tais normalizadores.



Capítulo

3
Gênero Pro�nito do Grupo Z2 o Z

Neste capítulo, exibimos cotas inferiores e superiores para a cardinalidade do gênero

g̃(Z2 oA Z). Além disso, estabelecemos condições para que o gênero tenha cardinalidade

igual a 1. Vale salientar que, se B ∈ GL(2,Z) é uma matriz de ordem �nita, então Z2oBZ
é um grupo de Bieberbach de dimensão 3. Logo, se os grupos de holonomia de Z2 oB Z
são cíclicos de ordem livres de quadrados, já sabemos quando a cardinalidade do gênero

de Z2 oB Z é igual a 1, pelo o que foi provado no Capítulo 2.

3.1 Condições para isomor�smo de produtos semidireto

Sejam H e N grupos e ρ : H → Aut(N) um homomor�smo de grupos. Escrevemos

N oρH para o correspondente produto semidireto, isto é, N oρH = N ×H munido com

a multiplicação

(n1, h1) · (n2, h2) = (n1ρh1(n2), h1h2)

para n1, n2 ∈ N e h1, h2 ∈ H. As duas proposições a seguir estabelecem condições e

caracterizações para o isomor�smo de produtos semidiretos. Denotamos por Out(H) o

grupo de automor�smos externos de H, isto é, Aut(H) módulo os automor�smos internos

de H.

Proposição 3.1.1 ([GZ11], Cor. 2.2). Sejam H, N grupos e ϕ1, ϕ2 : H → Aut(N)

homomor�smos. Sejam G1 = N oϕ1 H e G2 = N oϕ2 H os correspondentes produtos

semidiretos e seja f : G1 → G2 um isomor�smo tal que f(N) = N . Então, ϕ̃1(h)f̃
−1

=

ϕ̃2(f(h)) para todo h ∈ H, onde f̃ é a imagem da restrição f|N em Out(N) e ϕ̃i é a

composição de ϕi com o homomor�smo natural Aut(N) → Out(N) para i = 1, 2. Em

particular, ϕ̃1(H) e ϕ̃2(H) são conjugados em Out(N).



80 Gênero Pro�nito do Grupo Z2 o Z

Proposição 3.1.2 ([GZ11], Prop. 2.5). Sejam H,N grupos e ρ1, ρ2 : H → Aut(N)

homomor�smos. Sejam G1 = N oρ1 H e G2 = N oρ2 H os correspondentes produtos

semidiretos. As seguintes a�rmações valem.

(i) Suponha que exista Θ ∈ Aut(H) e f̄ ∈ Aut(N) tais que

ρ1(h)f̄
−1

= ρ2(Θ(h)) (3.1)

para todo h ∈ H. Então, a aplicação f : G1 → G2 de�nida por f(n, h) =

(f̄(n),Θ(h)) é um isomor�smo que satisfaz f(N) = N e f(H) = H.

(ii) Suponha agora que N é abeliano e que f : G1 → G2 é um isomor�smo tal que

f(N) = N . De�na f̄ := f|N e Θ : H → H pela indução de f para G1/N = H. En-

tão, o par (f̄ ,Θ) satisfaz (3.1) e, consequentemente, também de�ne um isomor�smo

de G1 para G2.

Valem versões similares das Proposições 3.1.1 e 3.1.2 para grupos pro�nitos e homo-

mor�smos contínuos. Vemos que as mesmas provas apresentadas em [GZ11] valem para

essas reformulações.

Proposição 3.1.3. Sejam H, N grupos pro�nitos e ϕ1, ϕ2 : H → Aut(N) homomor-

�smos contínuos. Sejam G1 = N oϕ1 H e G2 = N oϕ2 H os correspondentes produtos

semidiretos e seja f : G1 → G2 um isomor�smo topológico tal que f(N) = N . Então,

ϕ̃1(h)f̃
−1

= ϕ̃2(f(h)) para todo h ∈ H, onde f̃ é a imagem da restrição f|N em Out(N) e

ϕ̃i é a composição de ϕi com o homomor�smo natural Aut(N) → Out(N) para i = 1, 2.

Em particular, ϕ̃1(H) e ϕ̃2(H) são conjugados em Out(N).

Proposição 3.1.4. Sejam H,N grupos pro�nitos e ρ1, ρ2 : H → Aut(N) homomor�smos

contínuos. Sejam G1 = Noρ1H e G2 = Noρ2H os correspondentes produtos semidiretos.

As seguintes a�rmações valem.

(i) Suponha que exista Θ ∈ Aut(H) e f̄ ∈ Aut(N) tais que

ρ1(h)f̄
−1

= ρ2(Θ(h)) (3.2)

para todo h ∈ H. Então, a aplicação f : G1 → G2 de�nida por f(n, h) =

(f̄(n),Θ(h)) é um isomor�smo topológico que satisfaz f(N) = N e f(H) = H.

(ii) Suponha agora que N é um subgrupo fechado abeliano e que f : G1 → G2 é um

isomor�smo topológico tal que f(N) = N . De�na f̄ := f|N e Θ : H → H pela indu-

ção de f para G1/N = H. Então, o par (f̄ ,Θ) satisfaz (3.2) e, consequentemente,

também de�ne um isomor�smo topológico de G1 para G2.
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Agora vamos estudar os isomor�smos de produtos semidiretos de Z2 = Z × Z por Z.
Note que o homomor�smo ρ : Z → Aut(Z2) = GL(2,Z) é determinado por ρ(1) = A ∈
GL(2,Z). Assim, para A ∈ GL(2,Z) vamos denotar por GA o produto semidireto NoAC,

onde N ∼= Z2 e C ∼= Z de modo que o gerador 1 ∈ C age em N via A.

Lema 3.1.5. Seja A ∈ GL(2,Z) tal que nenhum dos seus autovalores é igual a 1. Seja

GA = N oA C. Então,

(i) (id− A)(N) é um subgrupo de índice �nito de N .

(ii) O subgrupo derivado de GA é igual a (id− A)(N).

Demonstração. Vamos escrever GA como os pares (x, i) ∈ N × C com a multiplicação

(x, i)(y, j) = (x+ Aiy, i+ j).

(i) Considere a aplicação

f : N → N

x 7→ x− Ax.

É imediato veri�car que f é um homomor�smo. Logo, f(N) = (id − A)(N) é um

subgrupo de N .

Suponha agora que 1 não é autovalor de A. Neste caso, f é injetiva, pois se x ∈
ker(f) temos que

0 = f(x) = x− Ax ⇒ Ax = x ⇒ x = 0.

Assim, (id − A)(N) ∼= nZ × mZ para alguns inteiros não nulos n e m. Portanto,

(id− A)(N) tem índice �nito em N .

(ii) Note que, o quociente

GA

(id− A)(N)
=

N

(id− A)(N)
oA C

é um grupo abeliano, pois A age trivialmente em N/(id− A)(N). Assim,

[GA, GA] ≤ (id− A)(N).
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Por outro lado, temos que

(x− Ax, 0) = (x, i)(Ax, i)−1

= (x, i)
(
(0, 1)(x, i)(0, 1)−1

)−1

= (x, i)(0, 1)(x, i)−1(0, 1)−1,

para quaisquer x ∈ N e i ∈ C. Então, (id − A)(N) ⊆ [GA, GA] e, portanto,

[GA, GA] = (id− A)(N), como queríamos.

Sejam A e B matrizes em GL(2,Z). Considere os produtos semidiretos GA = N1oAC

e GB = N2 oB C, onde N1
∼= Z× Z ∼= N2 e C ∼= Z.

Lema 3.1.6.

(i) Sejam A e B matrizes em GL(2,Z) tais que nenhum dos seus autovalores é igual a

1. Se f : GA → GB é um isomor�smo, então f(N1) = N2.

(ii) Sejam A e B matrizes em GL(2, Ẑ) tais que nenhum dos seus autovalores é igual a

1. Se f : ĜA → ĜB é um isomor�smo, então f(N̂1) = N̂2.

Demonstração. (i) Pelo Lema 3.1.5, temos que o subgrupo derivado [GB, GB] tem índice

�nito em N2. Considere

L = {α ∈ GB : ∃ n ∈ Z, n 6= 0, tal que αn ∈ [GB, GB]}.

A�rmamos que L = N2. Com efeito, como o índice de [GB, GB] em N2 é �nito

segue que N2 ⊆ L. Por outro lado, se α = (x, i) ∈ L (x ∈ N2, i ∈ C), então existe

n ∈ Z, n 6= 0, tal que αn ∈ [GB, GB] ≤ N2. Note que,

αn = (x, i)n = (x+ Aix+ · · ·+ A(n−1)ix, ni).

Uma vez que αn ∈ N2 e n 6= 0, temos que i = 0. Logo, L ⊆ N2 e, portanto, L = N2.

Seja x ∈ N1, então existe n ∈ Z, n 6= 0, tal que xn ∈ [GA, GA]. Consequentemente,

f(x)n ∈ [GB, GB] e assim f(x) ∈ N2. Portanto, f(N1) ⊆ N2. Por um argumento

similar, N2 ⊆ f(N1).

(ii) Isto segue do item (i) com Proposição 1.1.5.
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3.2 Conjugação em GL(2,Z) e GL(2, Ẑ)

Nesta seção, continuamos escrevendo GA = N1 oA C e GB = N2 oB C, onde N1
∼=

Z2 ∼= N2 e C ∼= Z.

Lema 3.2.1. Seja A ∈ GL(2,Z). Então, GA
∼= GA−1.

Demonstração. Lembre-se que GA denota o grupo dos pares (u, r) com r ∈ N1, r ∈ C e

com a multiplicação

(u, r)(v, s) = (u+ Arv, r + s).

Considere a aplicação

f : GA → GA−1

(u, r) 7→ (u,−r).

É imediado veri�car que f é uma bijeção. Mais que isso, f é um isomor�smo, pois

f((u, r)(v, s)) = f(u+ Arv, r + s)

= (u+ Arv,−r − s)

= (u+ (A−1)−rv,−r − s)

= (u,−r)(v,−s)

= f(u, r)f(v, s).

O próximo lema nos dá uma condição necessária e su�ciente para os grupos GA e GB

serem isomorfos.

Lema 3.2.2. Sejam A e B matrizes em GL(2,Z) de tal forma que nenhum dos seus

autovalores é igual a 1. Então, GA e GB são isomorfos se, e somente se, A é conjugada

a B ou B−1 em GL(2,Z).

Demonstração. (⇒) Segue do Lema 3.1.6 (i) que se f : GA → GB é um isomor�smo,

então a restrição de f para N1 de�ne um isomor�smo P : N1 → N2. Então, P ∈ GL(2,Z).

Vamos escrever f(0, 1) = (v, t), onde v ∈ N1 e t ∈ C. Note que

(0, 1)(x, 0)(0,−1) = (Ax, 0).
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Assim,

(PAx, 0) = f((0, 1)(x, 0)(0,−1))

= f(0, 1)f(x, 0)f(0,−1)

= (v, t)(Px, 0)(v, t)−1

= (v +BtPx, t)(B−t(−v),−t)

= (BtPx, 0).

Logo, BtP = PA. Vamos mostrar agora que t = ±1. Para isso note que,

f(−P−1v, 1) = f((P−1(−v), 0)(0, 1))

= (PP−1(−v), 0)f(0, 1)

= (−v, 0)(v, t)

= (0, t).

Como (0, 1)t = (0, t), implica que existe β ∈ GA tal que βt = (−P−1v, 1). Então, t divide

1 e, consequentemente, t = ±1. Portanto, PAP−1 = B ou PAP−1 = B−1.

(⇐) Segue pela Proposição 3.1.2 que se B = PAP−1 com P ∈ GL(2,Z), então

GA
∼= GB. Agora, suponha que B−1 = PAP−1, onde P ∈ GL(2,Z). Novamente, pela Pro-

posição 3.1.2 temos que GA
∼= GB−1 . Pelo Lema 3.2.1 temos que GB−1

∼= GB. Portanto,

GA
∼= GB.

Vale uma versão pro�nita do Lema 3.2.2.

Lema 3.2.3. Sejam A e B matrizes em GL(2,Z) tais que nenhum dos seus autovalores

é igual a 1. Então, ĜA e ĜB são isomorfos se, e somente se, A é conjugada a B ou B−1

em GL(2, Ẑ).

Demonstração. (⇒) Pelo Lema 3.1.6 (ii) temos que se f : ĜA → ĜB é um isomor�smo,

então a restrição de f para N̂1 de�ne um isomor�smo P : N̂1 → N̂2. Então, P ∈ GL(2, Ẑ).

Suponha que f(0, 1) = (v, t), onde v ∈ N̂1 e t ∈ Ĉ. Note que,

(0, 1)(x, 0)(0,−1) = (Ax, 0).

Agora, como na prova do Lema 3.2.2, concluímos que Bt = PAP−1 onde t é uma unidade

de Ĉ. Uma vez que det(B) ∈ Z e

det(Bt) = (det(B))t ∈ Z
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concluímos que t = ±1.

(⇐) Suponha que exista P ∈ GL(2, Ẑ) tal que B = PAP−1. Segue pela Proposição

3.1.4 que N̂1 oA Ĉ ∼= N̂2 oB Ĉ. Agora se B−1 = PAP−1 temos que N̂1 oA Ĉ ∼= N̂2 oB−1 Ĉ

também pela Proposição 3.1.4. Como N1 oB−1 C ∼= N2 oB C pelo Lema 3.2.1, temos que

N̂1 oB−1 Ĉ ∼= N̂2 oB Ĉ. Assim, N̂1 oA Ĉ ∼= N̂2 oB Ĉ. Agora usando a Proposição 1.1.5

temos que ĜA
∼= ĜB em ambos os casos.

Lema 3.2.4. Sejam C e D matrizes em GL(2,Z). Se C e D são conjugadas em GL(2, Ẑ),

então

(i) det(C) = det(D).

(ii) tr(C) = tr(D).

(iii) C e D têm o mesmo polinômio característico.

Demonstração. Se C e D são matrizes conjugadas em GL(2, Ẑ), então para cada inteiro

positivo m, temos que:

� det(C) é congruente a det(D) módulo m.

� tr(C) é congruente a tr(D) módulo m.

Logo, det(C) = det(D) e tr(C) = tr(D).

Uma vez que os polinômios característicos de C e D são pC(x) = x2− tr(C)x+ det(C)

e pD(x) = x2 − tr(D)x+ det(D), respectivamente, (iii) segue de (i) e (ii).

Proposição 3.2.5. Sejam A,B ∈ GL(2,Z) e considere os produtos semidiretos GA =

N1 oA C e GB = N2 oB C com N1
∼= Z2 ∼= N2 e C ∼= Z. Se GB ∈ g̃(GA), então as

matrizes A e B têm os mesmos autovalores.

Demonstração. Sejam A,B ∈ GL(2,Z). Note que os polinômios característicos de A e B

são

fA(x) = x2 − tr(A)x+ det(A) e fB(x) = x2 − tr(B)x+ det(B).

Vamos dividir a prova em três casos.

Caso 1: Se |tr(A)| < 2.

Neste caso, temos que A é uma matriz de ordem �nita e, consequentemente, GA é um

grupo de Bieberbach de dimensão 3 (Cf. [Sco83, p. 481]). Como GB ∈ g̃(GA), segue pela

Proposição 2.1.4 e Lema 2.1.3 que GB é também um grupo de Bieberbach de dimensão

3 de modo que as matrizes A e B são conjugadas em GL(2, Ẑ). Assim, pelo Lema 3.2.4

temos que A e B têm os mesmos autovalores.
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Caso 2: Se |tr(A)| = 2 e det(A) = 1.

Neste caso, temos que A tem todos os seus autovalores iguais a 1 ou −1. Se todos os

autovalores de A são iguais a 1 temos que GA é nilpotente (ver (Cf. [Sco83, p. 481]) ou

Lema 3.3.2). Assim, ĜA também é um grupo nilpotente por [Seg83, Thm. 2, p. 231].

Consequentemente, ĜB também é um grupo nilpotente e, portanto, todos os autovalores

de B são iguais a 1 (caso contrário, se B tem um dos seus autovalores diferentes de 1,

então o centro de ĜB é trivial, assim, ĜB não é nilpotente).

Agora, se todos os autovalores de A são iguais a −1, temos que GA é um grupo de

Bieberbach de dimensão 3 (Cf. [Sco83, p. 481]). Assim, o resultado segue por argumentos

análogos aos do Caso 1.

Caso 3: Se |tr(A)| > 2, ou se |tr(A)| = 2 e det(A) = −1.

Neste caso, temos que os autovalores de A são números reais diferentes de ±1. Consequen-

temente, A tem ordem in�nita e GA é um grupo solúvel que não é nilpotente (Cf. [Sco83,

p. 481]). Logo, se GB ∈ g̃(GA) temos que B tem todos os seus autovalores distintos e

diferentes de ±1. Assim, A e B são matrizes conjugadas em GL(2, Ẑ) pelo Lema 3.2.3.

Portanto, pelo Lema 3.2.4, A e B têm os mesmo autovalores.

O próximo lema nos diz que matrizes em GL(2,Z) com determinante igual a −1 não

são conjugadas a sua inversa.

Lema 3.2.6. Seja A ∈ GL(2,Z) tal que det(A) = −1. Então, tr(A−1) = −tr(A).

Demonstração. Seja A ∈ GL(2,Z). Já sabemos que o polinômio característico de A é

pA(x) = x2 − tr(A)x+ det(A)

e que seus autovalores são

λ± =
tr(A)±

√
(tr(A))2 − 4det(A)

2
.

Note que,

det(A)

λ+

=
2det(A)

tr(A) +
√

(tr(A))2 − 4det(A)

=
tr(A)−

√
(tr(A))2 − 4det(A)

2
= λ−.
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Assim, como o traço de A−1 é igual ao traço da matriz diagonal de A−1, temos

tr(A−1) =
1

λ+

+
1

λ−

=
1

λ+

+
λ+

det(A)

=
2

tr(A) +
√

(tr(A))2 − 4det(A)
+

tr(A) +
√

(tr(A))2 − 4det(A)

2det(A)

=
tr(A)−

√
(tr(A))2 − 4det(A)

2det(A)
+

tr(A) +
√

(tr(A))2 − 4det(A)

2det(A)

=
tr(A)

det(A)
.

Portanto, se det(A) = −1, então tr(A−1) = −tr(A).

Corolário 3.2.7. Seja A uma matriz em GL(2,Z) tal que det(A) = −1 e nenhum dos

seus autovalores é igual a 1. Então, a cardinalidade do gênero g̃(GA) de GA é igual ao

número de classes de conjugação de matrizes em GL(2,Z) que pertencem a classe de

conjugação de A em GL(2, Ẑ).

Demonstração. Suponha que exista B ∈ GL(2,Z) que não é conjugada a A em GL(2,Z)

mas é conjugada a A em GL(2, Ẑ). Então, tr(A) = tr(B) e det(A) = det(B) pelo Lema

3.2.4. Como det(A) = −1, temos que tr(B−1) = −tr(B). Consequentemente, B−1 não é

conjugada a B e nem A em GL(2,Z). Portanto, a a�rmação segue pelos Lemas 3.2.3 e

3.2.2.

Assim, se os grupos GA e GB estão em g̃(GA), as matrizes A e B têm polinômios

característicos iguais. Como isso, para estudar até que ponto as matrizes A e B são

conjugadas em GL(2,Z), precisamos estudar o conjunto das classes de conjugação de

matrizes em GL(2,Z) que têm o mesmo polinômio característico. Para este propósito, o

próximo teorema nos diz que é su�ciente estudar as classe de ideais de ordens de corpos

quadráticos.

Teorema 3.2.8 (Latimer-MacDu�ee, [New72], Thm. III. 13). Seja f(x) ∈ Z[x] um

polinômio mônico de grau n que é irredutível sobre Q e seja λ uma raiz de f(x). Então,

existe uma correspondência biunívoca entre as Z-classes de conjugação de matrizes n× n
sobre Z, com polinômio característico f , e as classes de ideais da ordem Z[λ].
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Nesta tese estamos interessados no caso em que n = 2. Seja

A =

 a b

c d

 ∈ GL(2,Z)

com polinômio característico f(x) = x2 − tr(A) + det(A). Então,

λ =
tr(A) +

√
tr(A)2 − 4det(A)

2

é um autovalor de A. Um autovetor correspondente para λ é v = (b, λ− a). De fato, note

que  a b

c d


 b

λ− a

 =

 ab+ b(λ− a)

bc+ d(λ− a)

 =

 bλ

dλ− det(A)

 . (3.3)

Por outro lado,

λ

 b

λ− a

 =

 bλ

λ2 − aλ

 . (3.4)

Uma vez que,

f(λ) = λ2 − (a+ d)λ+ det(A) = 0 ⇒ λ2 − aλ = dλ− det(A),

segue que as equações em (3.3) e (3.4) são iguais. Logo, Av = λv.

Agora considere o Z-módulo

IA = 〈b, λ− a〉 = {mb+ n(λ− a) : m,n ∈ Z}. (3.5)

Teorema 3.2.9 ([Hen97], Thm. 1). IA é um ideal da ordem Z[λ].

Temos a seguinte versão do Teorema 3.2.8 para GL(2,Z).

Proposição 3.2.10 ([Hen97], Thm. 2). Sejam A e B matrizes em GL(2,Z) com o mesmo

polinômio característico f(x). Então, A e B são matrizes conjugadas em GL(2,Z) se, e

somente se, os ideais correspondentes IA e IB estão na mesma classe de ideais de Z[λ],

onde λ é uma raiz de f(x).

Seja λ um autovalor da matriz A ∈ GL(2,Z). Para qualquer Z[λ]-ideal fracionário

I, a multiplicação por λ é uma aplicação Z-linear, isto é, mI,λ : I → I de�nida por

x 7→ xλ. Uma vez que I é um Z-módulo, escolhendo uma Z-base podemos representar
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mI,λ por uma matriz 2 × 2 [mI,λ] com entradas inteiras. Note que, se λ é uma unidade

de Z[λ], temos que mI,λ é uma bijeção (isso porque a aplicação mI,λ−1 : I → I de�nida

por x 7→ xλ−1 é uma inversa para mI,λ). Assim, se λ é uma unidade de Z[λ], temos que

[mI,λ] ∈ GL(2,Z).

Lema 3.2.11. Seja A ∈ GL(2,Z) com autovalores distintos e tr(A) 6= 0. Sejam I e J

ideais em classes distintas de H(Z[λ]), onde λ é um autovalor de A. Então, as matrizes

[mI,λ] e [mJ,λ] não são conjugadas em GL(2,Z).

Demonstração. Inicialmente, como λ é uma raiz do polinômio p(x) = x2−tr(A)x+det(A),

temos que λ é um inteiro algébrico do corpo quadrático K = Q(λ). Como det(A) = ±1,

implica que N(λ) = ±1 e, então, λ é uma unidade da ordem Z[λ].

Sejam B1 = {v1, w1} e B2 = {v2, w2} duas Z-bases �xadas para os Z-módulos I e J ,

respectivamente. Considere as representações matriciais [mI,λ] e [mJ,λ] dos automor�smos

Z-linearesmI,λ : I → I emJ,λ : J → J de�nidos pelas multiplicações por λ com respeito as

bases B1 e B2, respectivamente. Vamos denotar por {e1, e2} a base canônica de Z2. Agora,

considere os isomor�smos Z-lineares f : I → Z2 e g : J → Z2 tais que f(v1) = e1 = g(v2)

e f(w1) = e2 = g(w2). Segue por construção que os diagramas

I
f−−−→ Z2ymI,λ y[mI,λ]

I
f−−−→ Z2

e

J
g−−−→ Z2ymJ,λ y[mJ,λ]

J
g−−−→ Z2

são comutativos.

Suponha que as matrizes [mI,λ] e [mJ,λ] são conjugadas em GL(2,Z), isto é, que existe

uma matriz P ∈ GL(2,Z) tal que P−1[mI,λ]P = [mJ,λ]. Assim, obtemos o seguinte

diagrama de isomor�smos Z-lineares

I
f−−−→ Z2 P−−−→ Z2 g−1

−−−→ JymI,λ y[mI,λ]

y[mJ,λ]

ymJ,λ
I

f−−−→ Z2 P−−−→ Z2 g−1

−−−→ J .

Como cada quadrado do diagrama é comutativo, temos que todo o diagrama é comutativo.

A�rmamos que a composição g−1Pf : I → J é um isomor�smo de Z[λ]-módulos. De fato,

note que para cada α ∈ I temos

g−1Pf(αλ) = g−1Pf(mI,λ(α)) = mJ,λg
−1Pf(α) = g−1Pf(α)λ.
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Uma vez que a composição g−1Pf : I → J é claramente um isomor�smo Z-linear, segue
que g−1Pf : I → J é um isomor�smo de Z[λ]-módulos. Considere agora a extensão

g−1Pf : I → J para um K-isomor�smo ψ : KI → KJ . Então temos

ψ(mξ) = ψ(m)ξ, m ∈ KI, ξ ∈ K.

Em particular, se m = 1 e restringindo ξ para I, temos que

g−1Pf(ξ) = ψ(ξ) = ψ(1)ξ, ξ ∈ I.

Portanto, g−1Pf : I → J é a multiplicação por ψ(1) e, assim, I = ψ(1)J . Logo, I e J

estão na mesma classe de ideais, uma contradição. Portanto, as matrizes [mI,λ] e [mJ,λ]

não são conjugadas em GL(2,Z).

Seja A ∈ GL(2,Z) uma matriz �xada. De�nimos

≈A -class := {B ∈ GL(2,Z) : B é conjugada a A em GL(2, Ẑ)}.

Recorde-se que h(Z[λ]) denota a ordem do grupo de classes de ideais de Z[λ], onde λ é

um autovalor de A.

Proposição 3.2.12. Seja A uma matriz em GL(2,Z) tais que seus autovalores são dis-

tintos e tr(A) 6= 0. Seja λ um autovalor de A. Se a classe de conjugação de A corresponde

para uma classe de ideais invertíveis [IA] de Z[λ], onde IA é como em (3.5), então existe

pelo menos h(Z[λ]) matrizes em ≈A-class que não são conjugadas duas a duas.

Demonstração. Sejam I1, · · · , Ik representantes das classes distintas de ideais do grupo

H(Z[λ]). Pelo Lema 1.2.39, podemos supor que cada Ii é relativamente primo para o

condutor f = |OK : Z[λ]|. Seja Bi uma Z-base �xada para cada Ii e considere Ai ∈
GL(2,Z) a matriz de multiplicação por λ em relação a base Bi, i = 1, · · · , k. Pelo Lema

3.2.11, as matrizes Ai e Aj não são conjugadas sempre que i 6= j.

Por outro lado, pelo Lema 1.2.40,

Ii
plIi
∼=

Z[λ]

plZ[λ]
(3.6)

como Z[λ]/plZ[λ]-módulos, para todo primo p e l ∈ N. Agora, considere as imagens canô-

nicas Āi, Ā1 em GL(2,Z/plZ) das matrizes Ai, A1. Por (3.6), vemos que Āi é conjugada

a Ā1 em GL(2,Z/plZ) para todo l ∈ N e todo i = 1, · · · , k. Logo, as matrizes Ai e A1

são conjugadas em GL(2,Zp) para todo primo p e i = 1, · · · , k. Consequentemente, Ai é
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conjugada a A1 em

GL(2, Ẑ) =
∏
p

GL(2,Zp),

para cada i = 1, · · · , k.
Como a classe de conjugação da matriz A corresponde para uma classe de ideais

invertível [IA] de Z[λ], segue pelo Teorema 3.2.8 que existe j ∈ {1, · · · , k} tal que A é

conjugada a Aj em GL(2,Z). Portanto, existem pelo menos h(Z[λ]) matrizes em ≈A-class
que não são conjugadas duas a duas.

O próximo resultado será útil posteriormente.

Lema 3.2.13 ([CT91], Lem. 3.2). Sejam A e B matrizes em GL(2,Z). Se det(A) =

det(B) e tr(A) = tr(B) 6= 0, então A é conjugada a B em GL(2,Z) se, e somente se, A2

é conjugada a B2 em GL(2,Z).

3.3 O gênero de Z2 o Z � Caso nilpotente

Nesta seção, vamos calcular a cardinalidade do gênero g̃(GA), quando GA = Z2 oA Z
é um grupo nilpotente.

Lema 3.3.1 ([DK18], Lem. 13.27). Se uma matriz A em GL(n,Z) tem todos os seus

autovalores iguais a 1, então existe uma série ascendente �nita de subgrupos

{1} = Λ0 ≤ Λ1 ≤ · · · ≤ Λn−1 ≤ Λn = Zn

tal que Λi
∼= Zi, Λi+1/Λi

∼= Z para todo i ≥ 0, A(Λi) = Λi e A age em Λi+1/Λi como a

identidade.

Lema 3.3.2. Seja A 6= I uma matriz em GL(2,Z). Então, o grupo GA é nilpotente se, e

somente se, todos os autovalores de A são iguais a 1. Além disso, a classe de nilpotência

de GA é igual a 2.

Demonstração. (⇒) Note que, se a matriz A tem pelo menos um autovalor diferente de

1, então o centro do grupo GA é trivial e, consequentemente, GA não é nilpotente.

(⇐) Seja A ∈ GL(2,Z) tendo todos os seus autovalores iguais a 1. Pelo Lema 3.3.1,

{1} ≤ Z ≤ Z2

é uma série de Z2 tal que A age em Z2/Z e Z como a identidade. Assim, Z é um subgrupo

central de GA, isto é, Z está contido no centro Z1(GA) de GA. Note que, GA é nilpotente
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de classe 2 se, e somente se, temos a seguinte série central superior

{1} = Z0(GA) ≤ Z1(GA) ≤ Z2(GA) = GA,

se, e somente se, o grupo GA/Z1(GA) é abeliano. O que é o caso, pois o grupo

Z2

Z
oA Z ∼=

GA

Z

é abeliano (porque A age trivialmente em Z2/Z) e

GA

Z1(GA)
∼=

GA/Z
Z1(GA)/Z

.

Agora podemos provar o principal resultado desta seção.

Teorema J. Seja A ∈ GL(2,Z) e considere o produto semidireto GA = Z2oAZ. Se todos
os autovalores de A são iguais a 1, então |g̃(GA)| = 1.

Demonstração. Se A = I, então o grupo GA
∼= Z3 e o resultado segue [Rei18, Prop.

3.1]. Agora, suponha que A 6= I e que tem todos os seus autovalores iguais a 1. Seja

B ∈ GL(2,Z) tal que ĜA
∼= ĜB. Segue pela Proposição 3.2.5 que B também tem todos

os seus autovalores iguais a 1. Pelo Lema 3.3.2, GA e GB são grupos nilpotentes de classe

2. Além disso, note que GA e GB tem número de Hirsch 3 (isto é, o número de quocientes

cíclicos in�nitos em uma série com quocientes cíclicos ou �nitos). Uma vez que GA e GB

são �nitamente gerados e livres de torção, segue pela Proposição 1.1.9 que GA
∼= GB e,

portanto, |g̃(GA)| = 1.

3.4 O gênero de Z2 o Z � Caso não nilpotente

Seja A ∈ GL(2,Z). Nesta seção, vamos calcular a cardinalidade do gênero g̃(GA),

quando GA = Z2 oA Z é um grupo não nilpotente.

Teorema K. Seja A ∈ GL(2,Z) e considere o produto semidireto GA = Z2 oA Z. Seja λ
um autovalor de A. Então,

(i) se A tem todos os seus autovalores distintos, tr(A) 6= 0 e a classe de conjugação de

A corresponde para uma classe de ideais invertíveis [IA] da ordem Z[λ], onde IA é
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como em (3.5), então h(Z[λ]) ≤ |g̃(GA)| ≤ h̃(λ), se det(A) = −1

h(Z[λ])/2 ≤ |g̃(GA)| ≤ h̃(λ), se det(A) = 1

onde h(Z[λ]) é a ordem do grupo de classes de ideais e h̃(λ) é o número de classes

de ideais de Z[λ].

(ii) se tr(A) = 0 ou A tem todos os seus autovalores iguais a −1, então

|g̃(GA)| = h(Z[λ]) = 1.

Demonstração. Sejam A e B matrizes em GL(2,Z) e seja λ um autovalor de A. Considere

os produtos semidiretos GA = N1 oA C e GB = N2 oB C, onde N1
∼= Z2 ∼= N2 e C ∼= Z.

Suponha que

ĜA
∼= ĜB.

(i) Vamos assumir que todos os autovalores de A são distintos, tr(A) 6= 0 e que a classe

de conjugação de A em GL(2,Z) corresponde para uma classe de ideais invertíveis

[IA] de Z[λ]. Então, nenhum dos autovalores de A são iguais a 1, e como ĜA
∼= ĜB,

segue pela Proposição 3.2.5 que os autovalores de B são distintos e diferentes de 1.

Pela Proposição 3.2.12 existem pelo menos h(Z[λ]) matrizes em ≈A-class que não

são conjugadas duas a duas em GL(2,Z), mas são conjugadas entre si em GL(2, Ẑ).

Agora temos dois casos a considerar para estabelecer a cota inferior.

Caso (a): Se det(A) = −1.

Note que, se A,B ∈≈A-class temos que det(A) = det(B) = −1 e tr(A) = tr(B) pelo

Lema 3.2.4. Então, tr(B−1) = −tr(B) pelo Lema 3.2.6 e, consequentemente, B−1

não é conjugada a nenhuma matriz de ≈A-class. Portanto,

h(Z[λ]) ≤ |g̃(GA)|

pelos Lemas 3.2.2 e 3.2.3.

Caso (b): Se det(A) = 1.

Note que, se existe uma ou duas classes de conjugação de matrizes em ≈A-class,
então o resultado segue imediatamente pelo Lema 3.2.2. Agora, suponha que

≈A-class possui mais que duas matrizes que não são conjugadas entre si e sejam
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A,B,C ∈ GL(2,Z) três dessas matrizes. Observe que se A−1 é conjugada a B em

GL(2,Z) e C−1 também é conjugada a B em GL(2,Z), então A−1 é conjugada a

C−1 em GL(2,Z), que implica em A ser conjugada a C em GL(2,Z), que é uma

contradição. Então, A−1 e C−1 não podem ser conjugadas a mais de uma matriz do

subconjunto de ≈A-class formado pelas matrizes que não são conjugadas entre si.

Assim, pelos Lemas 3.2.2 e 3.2.3 temos

h(Z[λ])/2 ≤ |g̃(GA)|.

Por outro lado, como as matrizes A e B são conjugadas em GL(2, Ẑ), temos que os

polinômios característicos

pA(x) = x2 − tr(A)x+ det(A) e pB(x) = x2 − tr(B)x+ det(B)

de A e B, respectivamente, são iguais (ver Lema 3.2.4). Agora, o Teorema 3.2.8

nos diz que existe uma correspondência biunívoca entre as classes de conjugação

de matrizes em GL(2,Z), com polinômio característico pA(x), e as classes de ideais

da ordem Z[λ]. Logo, se h̃(λ) denota o número de classes de ideais da ordem Z[λ],

segue pelo Lema 3.2.2 que

|g̃(GA)| ≤ h̃(λ)

e, portanto, concluímos que h(Z[λ]) ≤ |g̃(GA)| ≤ h̃(λ), se det(A) = −1

h(Z[λ])/2 ≤ |g̃(GA)| ≤ h̃(λ), se det(A) = 1.

(ii) Vamos dividir a prova deste item em dois casos.

Caso 1: Se A tem todos os seus autovalores iguais a −1.

É imediato veri�car que GA2 = N1 oA2 Z e GB2 = N2 oB2 Z são subgrupos de GA

e GB de índice �nito, respectivamente (corresponde a substituir o segundo fator Z
por 2Z). Assim, temos as seguintes sequências exatas

1→ GA2 → GA → CA → 1 e 1→ GB2 → GB → CB → 1,

onde CA ∼= Z/2Z ∼= CA. Consequentemente, pelo [Seg83, p. 223, Cor. 1] temos as
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seguintes sequências exatas para os completamentos pro�nitos correspondentes

1→ ĜA2 → ĜA
p̂A→ CA → 1 e 1→ ĜB2 → ĜB

p̂B→ CB → 1.

Agora, como nenhum dos autovalores das matrizes A e B são iguais a 1 pela Pro-

posição 3.2.5, temos pelo Lema 3.1.6 que para qualquer isomor�smo f : ĜB → ĜA,

f(N̂2) = N̂1. Consequentemente, f induz um isomor�smo ψ : CB → CA. As-

sim, obtemos o seguinte diagrama comutativo onde a restrição de f para ĜB2 é um

isomor�smo de ĜB2 para ĜA2 ,

1 −−−→ ĜB2 −−−→ ĜB
p̂B−−−→ CB −−−→ 1y yf yψ

1 −−−→ ĜA2 −−−→ ĜA
p̂A−−−→ CA −−−→ 1 .

Note que, como A2 e B2 têm todos os seus autovalores iguais a 1, temos que existe

um isomor�smo φ : GB2 → GA2 pelo Teorema J. Uma vez que N2 oB 2Z = GB2 e

N1 oA 2Z = GA2 e nenhum dos autovalores das matrizes A e B são iguais a 1, segue

pelo Lema 3.1.6 que φ(N2) = N1. Além disso, as matrizes B2 e A2 são conjugadas

em GL(2,Z) pela Proposição 3.1.1. Por outro lado, de A ser conjugada a B ou B−1

em GL(2, Ẑ), segue que tr(A) = tr(B) ou tr(A) = tr(B−1) e det(A) = det(B) (ver

Lema 3.2.4). Vamos assumir que A é conjugada a B em GL(2, Ẑ). Uma vez que

todos os autovalores de A e B são iguais a −1, temos que tr(A) = tr(B) = −2 e,

consequentemente, as matrizes A e B são conjugadas em GL(2,Z) pelo Lema 3.2.13.

Logo, GA
∼= GB pelo Lema 3.2.2 e, portanto, |g̃(GA)| = h(Z) = 1, uma vez que Z é

um domínio de ideais principais.

Caso 2: Se tr(A) = 0.

Primeiro suponha que det(A) = 1. Neste caso, todos os autovalores de A são

distintos e diferentes de 1. Como ĜA
∼= ĜB, segue pela Proposição 3.2.5 com os

Lemas 3.2.3 e 3.2.4 que tr(B) = tr(A) = 0 e det(B) = det(A) = 1. Agora, por

[Hen97, Thm. 3] vemos que toda matriz com traço igual a zero e determinante igual

a 1 é conjugada em GL(2,Z) para  0 −1

1 0

 .
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Logo, as matrizes A e B são conjugadas em GL(2,Z) e, consequentemente, GA
∼=

GB pelo Lema 3.2.2. Portanto, |g̃(GA)| = 1. Por outro lado, como o polinômio

característico de A é p(x) = x2 + 1, temos que
√
−1 e −

√
−1 são os autovalores de

A. Pela Proposição 1.2.5 vemos que Z[
√
−1] é o anel de inteiros do corpo Q(

√
−1).

Portanto, |g̃(GA)| = h(Z[
√
−1]) = 1 por [AW04, p. 325].

Por �m, suponha que det(A) = −1. Por [Hen97, Thm. 3] temos que A é conjugada

em GL(2,Z) para

P =

 0 1

1 0

 .

Como P 2 = I, segue que GA é um grupo de Bieberbach de dimensão 3 com grupo

de holonomia Z/2Z (ver [Szc12, Thm. 3.2]). Logo, pelo Corolário B temos que

|g̃(GA)| = 1. Neste caso, o polinômio característico de A é p(x) = x2 − 1, assim,

1 e −1 são os autovalores de A. Portanto, como no caso 1, vemos que |g̃(GA)| =

h(Z) = 1.

Finalizamos com as seguintes consequências.

Corolário L. Seja A ∈ GL(2,Z) com det(A) = −1 e considere o produto semidireto

GA = Z2 oA Z. Se tr(A)2 − 4det(A) é livre de quadrados, então |g̃(GA)| = h(Z[λ]) onde

λ é um autovalor de A.

Demonstração. Pelo Lema 1.2.18, vemos que h(Z[λ]) = h̃(λ). Portanto, |g̃(GA)| = h(Z[λ])

pelo Teorema K.

Corolário M. Seja A uma matriz em GL(2,Z), como no Teorema K ou Teorema J, com

autovalor λ. Se h̃(λ) = 1, então o torus bundle XA é determinado, dentre as variedades

tridimensionais, pelo completamento pro�nito do seu grupo fundamental.

Demonstração. Isto é uma consequência imediata dos Teoremas J e K.

3.5 Exemplos

Vamos agora exibir alguns exemplos de aplicações dos Teoremas J e K.

Exemplo 3.5.1. Considere

A =

 2 1

5 2

 ∈ GL(2,Z)
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com polinômio característico fA(x) = x2 − 4x− 1. Então, os autovalores de A são

λ± =
4±

√
(−4)2 − 4(−1)

2
=

4± 2
√

5

2
= 2±

√
5.

Como 5 ≡ 1 (mod 4), segue pela Proposição 1.2.5 que a ordem Z[λ+] = Z[
√

5] não é

maximal, em outras palavras, Z[
√

5] não é o anel de inteiros do corpo quadrático Q(
√

5).

Considere I = 〈2, 1 +
√

5〉. Pela Proposição 1.2.13 vemos que I é um ideal de Z[
√

5].

Por [Mol11, Ex. 1.32] vemos que I é um ideal não invertível de Z[
√

5]. Isso implica que

a ordem h(Z[
√

5]) do grupo de classes de ideais de Z[
√

5] é estritamente menor do que o

número de classes de ideais h̃(λ+) de Z[
√

5]. Como o ideal correspondente para a matriz

A é IA = 〈1, λ+ − 2〉 = Z[
√

5] (ver (3.5)), que é invertível, e det(A) = −1, segue pelo

Teorema K que vale a seguinte desigualdade

h(Z[
√

5]) ≤ |g̃(Z2 oA Z)| ≤ h̃(λ+) com h(Z[
√

5]) < h̃(λ+).

O próximo exemplo, nos diz que os torus bundles modelados com a geometria Sol não

são determinados pelo completamento pro�nito dos seus grupos fundamentais.

Exemplo 3.5.2. Considere

B =

 4 7

3 5

 ∈ GL(2,Z).

Note que o polinômio característico de B é fB(x) = x2 − 9x− 1 e que

λ± =
9±

√
(−9)2 − 4(−1)

2
=

9±
√

85

2

são os autovalores. Como 85 é livre de quadrados de det(B) = −1, segue pelo Corolário

L que

|g̃(Z2 oB Z)| = h(Z[λ+]).

Agora, por [AW04, Table 8] vemos que h(Z[λ+]) = 2. Uma vez que |tr(B)| > 2, segue que

o torus bundle XB, tal que π1(XB) ∼= Z2 oB Z, está modelado com a geometria Sol (Cf.

[Sco83, Thm. 5.5]).

Em contrapartida, o Corolário M nos diz que existe uma família de torus bundles,

modelados com a geometria Sol, que são determinados pelos completamentos pro�nitos

dos seus grupos fundamentais.
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Exemplo 3.5.3. Considere as matrizes

D =

 2 7

1 3

 , E =

 5 1

11 2

 ∈ GL(2,Z).

Como o traço destas matrizes são absolutamente maiores do que 2, temos que os torus

bundles XD e XE, tais que

π1(XD) ∼= Z2 oD Z e π1(XE) ∼= Z2 oE Z,

são todos modelados com a geometria Sol (Cf. [Sco83, Thm. 5.5]). Agora, note que os

polinômios característicos de D e E são

fD(x) = x2 − 5x− 1, fE(x) = x2 − 7x− 1,

respectivamente. Consequentemente, os autovalores de D e E são

λ±,D =
5±
√

29

2
, λ±,E =

7±
√

53

2
,

respectivamente. Como 29 e 53 são livres de quadrados e det(D) = det(E) = −1, segue

pelo Corolário L com [AW04, Table 8] que

|g̃(Z2 oD Z)| = 1, |g̃(Z2 oE Z)| = 1.

Portanto, os torus bundles XD e XE são determinados, dentre as variedades tridimensi-

onais, pelo completamento pro�nito dos seus grupos fundamentais.



Capítulo

4
Considerações Finais

Encerramos esta tese com alguns cometários gerais, em relação aos nossos resultados,

e apresentando algumas indicações para futuras pesquisas.

Em nosso estudo da Questão 1, para a família dos grupos de Bieberbach Γ com grupo

de holonomia cíclico de ordem livre de quadrados, só foi possível exibir fórmulas para

a cardinalidade do gênero g(Γ), porque existe uma classi�cação para os ZG-reticulados
sobre grupos cíclicos G de ordem livre de quadrados. Uma vez que, em geral, o conjunto

de classes de isomor�smos de ZG-reticulados é in�nito, torna-se muito difícil investigar a

Questão 1 para a família dos grupos de Bieberbach completa. Entretanto, como mencio-

nado na Seção 1.4, existem algumas classes de grupos G, para os quais, os ZG-reticulados
são bem classi�cados, por exemplo:

� os grupos cíclicos de ordem p2, onde p é primo;

� grupos diedrais de ordem 2p, onde p é um primo ímpar;

� grupos não abelianos de ordem pq, onde p e q são primos distintos.

Para a família de grupos de Bieberbach com o grupo de holonomia G, onde G pertence

a uma das classes listadas nos pontos anteriores, acreditamos que é possível realizar um

estudo da Questão 1 de forma semelhante ao nosso.
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