




“Let me see, then, what thereat is, and this mystery explore-

Let my heart be still a moment and this mystery explore;-

’Tis the wind and nothing more!”

Edgar Allan Poe
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Resumo

Consideramos sistemas de equações diferenciais reais do tipo uxt = F (u, ux, ..., uxn , v, vx, ..., vxm) ,

vxt = G (u, ux, ..., uxn , v, vx, ..., vxm) ,

com n,m ≥ 1, descrevendo superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas, isto é, suas soluções

genéricas correspondem a métricas, em abertos do plano (x, t), com curvatura K = −1 ou

K = 1. Estes sistemas são também condições de integrabilidade de problemas lineares em

g, com g = sl(2,R) ou g = su(2), quando K = −1 ou K = 1, respectivamente. Obtemos

resultados de caracterização e também de classificação. Aplicações destes resultados fornecem

novos exemplos e novas famı́lias contendo sistemas de equações tais como Pohlmeyer-Lund-

Regge, Konno-Oono e short-pulse vetorial.

Palavras-chave: sistemas de equações diferenciais, superf́ıcies pseudo-esféricas, superf́ıcies

esféricas, métricas de curvatura constante.



Abstract

We consider real partial diferential equations of the form uxt = F (u, ux, ..., uxn , v, vx, ..., vxm) ,

vxt = G (u, ux, ..., uxn , v, vx, ..., vxm) ,

with n,m ≥ 1, describing pseudo-spherical or spherical surfaces, meaning that, their generic

solutions provide metrics, with coordinates (x, t), on open subsets of the plane, with constant

curvature K = −1 or K = 1. These systems can be described as integrability conditions of

g-valued linear problems, with g = sl(2,R) or g = su(2), when K = −1, K = 1, respectively.

We obtain characterization and also classification results. Applications of the theory provide

new examples and new families which contains systems of equations such as Pohlmeyer-Lund-

Regge, Konno-Oono, and vectorial short-pulse.

Keywords: systems of hyperbolic equations, pseudo-spherical surfaces, spherical surfa-

ces, metrics of constant curvature.
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Introdução

Dizemos que um sistema de equações diferenciais (S) para duas funções reais u(x, t)

e v(x, t) descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. superf́ıcies esféricas) se existem seis

funções fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, dependendo de u, v e um número finito de suas derivadas

de modo que, as três 1-formas ωi = fi1dx + fi2dt, i = 1, 2, 3, satisfazem as equações de

estrutura de uma superf́ıcie de curvatura constante K = −1 (resp. 1),

dω1 = ω3 ∧ ω2, dω2 = ω1 ∧ ω3, dω3 = δω1 ∧ ω2,

onde δ = 1 (resp. −1) e ω1 ∧ ω2 6= 0, se, e somente se, u e v é uma solução do sistema (S).

Por exemplo a equação não-linear de Schrödinger, para funções u(x, t) e v(x, t), dada pelo

sistema  ut + vxx − 2(u2 + v2)v = 0,

−vt + uxx − 2(u2 + v2)u = 0,

descreve superf́ıcies pseudo-esféricas [13], para as funções fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, dadas por

f11 = 2u, f12 = −4ηu− 2vx,

f21 = −2v, f22 = 4ηv − 2ux,

f31 = 2η, f32 = −4η2 − 2(u2 + v2),

onde η é uma constante real.

Um sistema de equações diferenciais que descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas)

pode ser visto como condição de integrabilidade de um problema linear,

dΨ = ΩΨ,

para Ψ =

 Ψ1

Ψ2

, com Ψi, i = 1, 2, funções de (x, t), e

Ω =
1

2

 ω2 ω1 − ω3

ω1 + ω3 −ω2

 resp. Ω =
1

2

 iω2 ω1 + iω3

−ω1 + iω3 −iω2

 .
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De fato, a condição de integrabilidade deste problema linear,

dΩ− Ω ∧ Ω = 0,

é equivalente às equações de estrutura, com δ = 1 (resp. δ = −1). Alternativamente o

sistema de equações diferenciais pode ser visto, também, como condição de integrabilidade

de um problema linear 3× 3 (ver detalhes em Preliminares).

O conceito de sistemas de equações diferenciais que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas

(resp. esféricas) foi introduzido em 2002 por Ding e Tenenblat em [13], como uma adaptação

natural da noção de equações diferenciais que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas. A ideia

de equações diferenciais que descreve superf́ıcies pseudo-esféricas foi introduzida na literatura,

em 1986, por Chern e Tenenblat em [12].

A definição dada por Chern e Tenenblat foi inspirada pela observação de Sasaki em [32],

de que a classe de equações diferenciais que podiam ser resolvidas aplicando o método AKNS

de espalhamento inverso [1] estava relacionada com superf́ıcies pseudo-esféricas. Entretanto,

a classe de equações que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas é, na verdade, bem maior que

a classe das equações AKNS.

Além da noção de equações diferenciais que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas, Chern

e Tenenblat, em [12], introduziram um processo sistemático de caracterização e classificação

de equações diferenciais que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas. Tal processo sistemático

vem sendo utilizado para caracterizar e classificar várias classes de equações diferenciais

[12, 18, 26, 27, 28, 19, 29, 16, 7, 8, 10].

O fato das equações que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas serem condição de integra-

bilidade de um problema linear, indica que estas equações podem possuir outras propriedades,

por exemplo, transformações de Bäcklund [12, 3] e infinito número de leis de conservação [11].

Além disso, tais equações são candidatas a serem resolvidas pelo método do espalhamento

inverso [1, 3].

Outra propriedade notável das equações que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou

esféricas é a existência teórica de transformações locais entre soluções destas equações. Esta

existência local é uma consequência do fato, de que, escolhidos dois pontos de duas varie-

dades Riemannianas, de mesma dimensão e mesma curvatura constante, sempre existe uma

isometria entre vizinhanças destes pontos [6]. Kamran e Tenenblat, em [19], exploraram

essa propriedade e demonstraram um teorema de existência local, garantindo que, dadas

duas equações diferenciais descrevendo superf́ıcies pseudo-esféricas, então, sob certa hipótese
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técnica, existe localmente, uma aplicação suave levando cada solução genérica de um equação

numa solução genérica da outra.

No trabalho de Ding e Tenenblat [13], em 2002, além de introduzirem o conceito de

sistemas de equações diferenciais que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas, os

autores consideraram resultados de caracterização para sistemas de equações de evolução que

descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas do tipo ut = F (u, ux, v, vx),

vt = G(u, ux, v, vx),

onde F e G são funções suaves, e apresentaram resultados de classificação para sistemas do

tipo  ut = −vxx +H11(u, v)ux +H12(u, v)vx +H13(u, v),

vt = uxx +H21(u, v)ux +H22(u, v)vx +H23(u, v),

onde, F,G,Hij , 1 ≤ i ≤ 2, 1 ≤ j ≤ 3, são funções suaves. Ademais deste trabalho pouco se

conhece sobre sistemas de equações diferenciais descrevendo superf́ıcies pseudo-esféricas ou

esféricas.

Neste trabalho vamos considerar sistemas de equações diferenciais que descrevem su-

perf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas do tipo, digamos (Sn,m),

(Sn,m)


∂2u

∂x∂t
= F

(
u,
∂u

∂x
, ...,

∂nu

∂xn
, v,

∂v

∂x
, ...,

∂mv

∂xm

)
,

∂2v

∂x∂t
= G

(
u,
∂u

∂x
, ...,

∂nu

∂xn
, v,

∂v

∂x
, ...,

∂mv

∂xm

)
,

onde n e m são números inteiros maiores ou iguais a 1 e F,G são funções reais suaves.

Apresentaremos, nos Teoremas 1.1, 2.1 e 3.1, resultados de caracterização, isto é, condições

necessárias e suficientes, para que estes sistemas descrevam superf́ıcies pseudo-esféricas ou

esféricas.

Mostraremos no Exemplo 1.1 que o sistema Pholmeyer-Lund-Regge (veja [2]), uxt = 2uvux − u,

vxt = −2uvvx − v,

do tipo S1,1, descreve superf́ıcies pseudo-esféricas, com

f11 = η(ux + vx), f12 = 1
η (v − u),

f21 = η2, f22 = − 1
η2
− 2uv,

f31 = η(ux − vx), f32 = − 1
η (u+ v),
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com f21 sendo um parâmetro real. Motivados por este exemplo, vamos classificar nos Teo-

remas 1.2, 1.3 e 1.4 os sistemas do tipo (S1,1) que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou

esféricas sob a hipótese de que fi1 = η é um parâmetro real, para i = 3, 2 e 1, respectivamente.

Motivados pelo “Konno-Oono coupled integrable dispersionless system”[21] uxt = −2vvx,

vxt = 2vux,

que é um sistema do tipo (S1,1) que descreve superf́ıcies pseudo-esféricas com (mais detalhes

no Exemplo 1.2),

f11 = 2
λvx, f12 = 0,

f21 = 2
λux, f22 = λ,

f31 = 0, f32 = 2v,

exibiremos, na Proposição 1.6, uma famı́lia a quatro parâmetros e uma função arbitrária de

sistemas descrevendo superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas, contendo “Konno-Oono cou-

pled integrable dispersionless system”, tal que f22 é um parâmetro real.

Como aplicação dos teoremas de classificação, vamos exibir na Seção 1.3 do Caṕıtulo 1,

quatro novas famı́lias, a vários parâmetros, de sistemas que descrevem superf́ıcies pseudo-

esféricas ou esféricas, nas quais cada sistema é condição de integrabilidade de famı́lias a

um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares. Por exemplo, mostramos na Proposição 1.4,

que dadas três constantes reais não nulas, k0, k1, k2 e uma função não constante, ψ(vx), que

depende diferenciavelmente de vx, então, o sistema,
uxt = k1e

k0uψ(vx),

vxt = (δk−22 − k20)
uxk1e

k0u

ψ′(vx)
,

descreve superf́ıcies pseudo-esféricas, se δ = 1, ou superf́ıcies esféricas se δ = −1.

Apresentaremos na Seção 2.2 uma classificação dos sistemas do tipo (S2,1) e (S1,2) que

descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas com a hipótese de que fi1 é uma constante

real não nula para i = 3, i = 2 e i = 1 (ver os Teoremas 2.4, 2.7 e 2.10 respectivamente). Como

aplicação desta classificação, apresentaremos na Proposição 2.3 uma famı́lia a um parâmetro

k ∈ R e cinco funções suaves s1(ux), s2(ux), s3(ux), r(vx), p(u, v) tais que, s′1r
′s2s3 6= 0, ps3 6=

kr, p2u + p2v 6= 0, de sistemas do tipo
uxt =

1

r

(
s3puxx −

1

s′1
(rk − ps3)

)
,

vxt =
1

r′

(
(s3p)x +

s′2
s2s′1

(rk − ps3)
)
,
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descrevendo tanto superf́ıcies pseudo-esféricas quanto superf́ıcies esféricas. Observamos que o

fato de uma equação descrever simultaneamente superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas não

é uma propriedade inesperada, de fato várias equações, como por exemplo a Sine-Gordon,

apresentam esta propriedade.

Nos Teoremas 3.2, 3.3 e 3.4 apresentamos uma classificação dos sistemas do tipo (Sn,m),

com n,m ≥ 2, que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas com a hipótese de que

fi1 é uma constante real não nula para i = 3, i = 2 e i = 1 respectivamente.

Motivados pelas equações vetoriais do tipo “short-pulse”[24, 25, 31] uxt = u+ 1
2 (uvux)x ,

vxt = v + 1
2 (uvvx)x ,

e

 uxt = u+ 1
2

(
(u2 + v2)ux

)
x
,

vxt = v + 1
2

(
(u2 + v2)vx

)
x
,

que (ver Exemplos 3.1 e 3.2) descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas e superf́ıcies esféricas, res-

pectivamente, apresentaremos no Teorema 3.5, uma classificação dos sistemas quase-lineares

de segunda ordem do tipo, uxt = F1(u, ux, v, vx) +Q(u, v)uxx,

vxt = G1(u, ux, v, vx) +Q(u, v)vxx,

que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas em que F1, G1 e Q são funções suaves,

com a hipótese adicional de que f21 = η é uma constante real não nula. Como aplicação desta

classificação exibiremos, na Seção 3.3 do Caṕıtulo 3, três novas famı́lias a vários parâmetros

de sistemas do tipo (S2,2) que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas, nas quais

cada sistema é condição de integrabilidade de famı́lias a um parâmetro de problemas lineares.

Este trabalho é organizado em um caṕıtulo de preliminares, outros três caṕıtulos e um

apêndice. Nos preliminares descrevemos problemas lineares associados aos sistemas que des-

crevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas e apresentamos exemplos.

Os Caṕıtulos 1, 2 e 3 podem ser lidos de forma independente. O Caṕıtulo 1 trata ex-

clusivamente de sistemas do tipo (S1,1). O Caṕıtulo 2 trata dos sistemas do tipo (S2,1) ou

(S1,2). O Caṕıtulo 3 trata dos sistemas do tipo (Sn,m), com n,m ≥ 2. Cada caṕıtulo é

organizado em três seções. Na primeira seção discutimos o conceito de sistemas descreverem

superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas. Utilizamos a teoria de Cartan-Kähler [17] para obter

uma descrição destes sistemas em termos de sistema de diferenciais exteriores e obtemos um

teorema de caracterização. Na segunda seção apresentamos resultados de classificação. Por

último, cada caṕıtulo é encerrado com uma seção de aplicações, as quais proporcionam novos

exemplos e novas famı́lias de sistemas que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas e esféricas.
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Finalmente, no Apêndice A, consideramos um problema que trata de caracterizar seis

funções suaves satisfazendo uma equação e uma condição genérica. Este problema, apresen-

tado no Lema A.1, é usado nas demonstrações dos teoremas de classificação dos Caṕıtulos 1

e 3.



Caṕıtulo 0

Preliminares

Neste caṕıtulo de preliminares apresentamos problemas lineares associados aos sistemas

de equações diferenciais que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas e damos exem-

plos.

As equações de estrutura de uma superf́ıcie com curvatura constante K = −δ, com δ = 1

(resp. −1),

dω1 = ω3 ∧ ω2, dω2 = ω1 ∧ ω3, dω3 = δω1 ∧ ω2, (0.1)

são equivalentes a condição de integrabilidade

dΩ− Ω ∧ Ω = 0, (0.2)

de um problema linear [12],

dΨ = ΩΨ, (0.3)

para Ψ =

 Ψ1

Ψ2

, com Ψi, i = 1, 2, funções de (x, t), e

Ω =
1

2

 ω2 ω1 − ω3

ω1 + ω3 −ω2

 resp. Ω =
1

2

 iω2 ω1 + iω3

−ω1 + iω3 −iω2

 .

Equivalentemente em coordenadas locais, considerando ωi = fi1dx + fi2dt, i = 1, 2, 3 e

Ω = Adx + Bdt, o problema linear (0.3), para Ψ =

 Ψ1

Ψ2

, com Ψi, i = 1, 2, função de

(x, t) é expresso por
∂

∂x
Ψ = AΨ,

∂

∂t
Ψ = BΨ, (0.4)

onde

A =
1

2

 f21 f11 − f31

f11 + f31 −f21

 , B =
1

2

 f22 f12 − f32

f12 + f32 −f22

 , (0.5)
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se δ = 1 ou,

A =
1

2

 if21 f11 + if31

−f11 + if31 −if21

 , B =
1

2

 if22 f12 + if32

−f12 + if32 −if22

 , (0.6)

se δ = −1.

Além disso, a condição de integrabilidade do problema linear (0.4),
∂

∂t

(
∂Ψ

∂x

)
=

∂

∂x

(
∂Ψ

∂t

)
,

equivale a
∂A

∂t
− ∂B

∂x
+AB −BA = 0. (0.7)

Observamos que o problema linear associado a um sistema de equações não é único. De

fato, para um dado sistema que descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) a matriz

de 1-formas Ω do problema linear (0.3) e a equação de compatibilidade (0.2) são invariantes

por uma transformação do tipo gauge [32, 14],

Ψ→ ΨS = SΨ,

Ω→ ΩS = dSS−1 + SΩS−1,

dΩ− Ω ∧ Ω→ S (dΩ− Ω ∧ Ω)S−1,

em que S ∈ SL(2,R) (resp. SU(2)). Neste caso, em coordenadas locais,

A→ AS = SAS−1 + SxS
−1,

B → BS = SBS−1 + StS
−1.

Alternativamente, um sistema de equações diferenciais que descreve superf́ıcies pseudo-

esféricas (resp. esféricas) pode ser visto como condição de integrabilidade outro tipo de

problema linear 3× 3 [7],

dΨ̂ = Ω̂Ψ̂, (0.8)

para Ψ̂ =
(

Ψ̂1, Ψ̂2, Ψ̂3

)T
e

Ω̂ =


0 ω1 ω2

δω1 0 ω3

δω2 −ω3 0

 ,

onde δ = 1 (resp. −1).

Para o problema linear (0.8), a condição de integrabilidade é dada por

dΩ̂− Ω̂ ∧ Ω̂ = 0. (0.9)

Em coordenadas locais, com ωi = fi1dx + fi2dt, i = 1, 2, 3 e Ω̂ = Âdx + B̂dt, o problema

linear (0.8) é expresso por
∂

∂x
Ψ̂ = ÂΨ̂,

∂

∂t
Ψ̂ = B̂Ψ̂, (0.10)
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onde

Â =


0 f11 f21

δf11 0 f31

δf21 −f31 0

 , B̂ =


0 f12 f22

δf12 0 f32

δf22 −f32 0

 , (0.11)

com δ = 1 (resp. δ = −1).

Além disso, a condição de integrabilidade do problema linear (0.10),
∂

∂t

(
∂Ψ̂

∂x

)
=

∂

∂x

(
∂Ψ̂

∂t

)
,

equivale a
∂Â

∂t
− ∂B̂

∂x
+ ÂB̂ − B̂Â = 0. (0.12)

Observamos que, se δ = −1, então as matrizes Â, B̂ pertencem à álgebra de Lie so(3),

das matrizes 3× 3 reais anti-simétricas, geradas pela base

ξ̂1 =


0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 , ξ̂2 =


0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 , ξ̂3 =


0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,

satisfazendo as relações de comutação [
ξ̂k, ξ̂l

]
= ξ̂m, (0.13)

onde k, l e m é uma permutação ćıclica de 1, 2, 3.

Por outro lado, as matrizes A,B, do problema linear (0.4) com δ = −1, pertencem à

álgebra de Lie su(2) das matrizes complexas 2 × 2 anti-Hermitianas de traço nulo, gerada

pela base

ξ1 =
1

2

 0 i

i 0

 , ξ2 =
1

2

 0 −1

1 0

 , ξ3 =
1

2

 i 0

0 −i

 ,

satisfazendo as mesmas relações de comutação (0.13),

[ξk, ξl] = ξm,

onde k, l e m é uma permutação ćıclica de 1, 2, 3. Assim, existe um isomorfismo entre as

álgebras de Lie su(2) e so(3) dado pela transformação R-linear definida pelo mapa ξi 7→ ξ̂i,

i = 1, 2, 3.

Em particular, as condições de integrablidade dos problemas lineares (0.4) e (0.10), para

δ = −1, estão relacionados por este isomorfismo de álgebras de Lie. Observamos, entretanto,

que apesar das álgebras de Lie su(2) e so(3) serem isomorfas, os correspondentes grupos de
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Lie SU(2) e SO(3) não são isomorfos, pois SU(2) é simplesmente conexo, enquanto SO(3)

não é simplesmente conexo.

Observamos que se um sistema de equações diferenciais descreve superf́ıcies pseudo-

esféricas (resp. esféricas), então as funções fij , 1 ≤ i ≤ 3,1 ≤ j ≤ 2, não são únicas.

De fato, qualquer transformação ortogonal no co-referencial móvel deixa as equações de es-

trutura invariantes resultando em novas funções fij . Em particular, a transformação ω̄1 = ω2,

ω̄2 = ω1 e ω̄3 = −ω3, permite transferir o estudo de classificação dos sistemas que descrevem

superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com a condição de f11 = η para o caso de f21 = η.

Mais especificamente temos a seguinte proposição.

Proposição 0.1. Um sistema descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com

funções fij, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2 se, e somente se, descreve superf́ıcies pseudo-esféricas

(resp. esféricas) com funções f̄ij, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2 tais que,

f̄11 = f21, f̄12 = f22,

f̄21 = f11, f̄22 = f12,

f̄31 = −f31, f̄32 = −f32.

(0.14)

Demonstração. Basta notar que as equações de estrutura (0.1), são invariantes por uma

transformação no co-referencial móvel do tipo ω̄1 = ω2, ω̄2 = ω1 e na forma de conexão

ω̄3 = −ω3.

De fato, sejam ωi = fi1dx + fi2dt, i = 1, 2, 3, formas diferenciais e considere ω̄1 =

f21dx + f22dt, ω̄2 = f11dx + f12dt e ω̄3 = −f31dx − f32dt, ou seja, ω̄1 = ω2, ω̄2 = ω1 e

ω̄3 = −ω3. Note que,

dω̄1 − ω̄3 ∧ ω̄2 = dω2 − ω1 ∧ ω3,

dω̄2 − ω̄1 ∧ ω̄3 = dω1 − ω3 ∧ ω2,

dω̄3 − δω̄1 ∧ ω̄2 = −(dω3 − δω1 ∧ ω2).

Deste modo as formas ωi, i = 1, 2, 3 satisfazem as equações de estrutura (0.1) se, e somente

se, as formas w̄i, i = 1, 2, 3 também satisfazem. Assim conclúımos a demonstração desta

proposição.

Por exemplo, o sistema  uxt = (uv)(uxx + v)v−1x ,

vxt = (uv)x,
(0.15)
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descreve superf́ıcies pseudo-esféricas com (conforme (2.98)),

f11 =
vx
2

(
uηx +

1

uηx

)
, f12 =

uv

2

(
uηx +

1

uηx

)
,

f21 = η, f22 = 0,

f31 =
vx
2

(
uηx −

1

uηx

)
, f32 =

uv

2

(
uηx −

1

uηx

)
.

(0.16)

Também, utilizando transformação (0.14), vemos que este sistema descreve superf́ıcies pseudo-

esféricas para as funções associadas fij , dadas por,

f11 = η, f12 = 0,

f21 =
vx
2

(
uηx +

1

uηx

)
, f22 =

uv

2

(
uηx +

1

uηx

)
,

f31 =
vx
2

(
1

uηx
− uηx

)
, f32 =

uv

2

(
1

uηx
− uηx

)
.

(0.17)

Como consequência o sistema (0.15) é condição de integrabilidade de problemas lineares

distintos. Por exemplo, é condição de integrabilidade do problema (0.4) com

A =
1

2

 η vxu
−η
x

vxu
η
x −η

 , B =
uv

2

 0 u−ηx

uηx 0

 ,

para as fij dadas por (0.16) e também com

A =
1

4

 vxu
η
x +

vx
uηx

2η − vx
uηx

+ vxu
η
x

2η +
vx
uηx
− vxuηx −vxuηx −

vx
uηx

 , B =
uv

4

 uηx + u−ηx uηx − u−ηx

u−ηx − uηx −uηx − u−ηx

 ,

para as fij dadas por (0.17).

Encerramos este caṕıtulo preliminar exibindo exemplos de sistemas que descrevem su-

perf́ıcies pseudo-esféricas ou esférica e seus problemas lineares associados. Outros exemplos

e famı́lias de novos sistemas, obtidos através de resultados gerais de caracterização e classi-

ficação, serão inclúıdos nos próximos caṕıtulos.

O sistema do tipo Pholmeyer-Lund-Regge [2], uxt = 2uvux − u,

vxt = −2uvvx − v.

descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (ver o Exemplo 1.1) com funções,

f11 = η(ux + vx), f12 = 1
η (v − u),

f21 = η2, f22 = − 1
η2
− 2uv,

f31 = η(ux − vx), f32 = − 1
η (u+ v).
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onde η ∈ R é um parâmetro real não nulo. Além disso, esse sistema é condição de integrabi-

lidade de famı́lias a um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares dos tipos (0.4) e (0.10), com

A =
η

2

 η 2vx

2ux −η

 , B =
1

2η

 − 1
η − 2ηuv 2v

−2u 1
η + 2ηuv

 ,

Â = η


0 ux + vx η

ux + vx 0 ux − vx

η vx − ux 0

 , B̂ =
1

η


0 v − u − 1

η − 2ηuv

v − u 0 −u− v

− 1
η − 2ηuv u+ v 0

 .

O “Konno-Oono coupled integrable dispersionless system”[21], uxt = −2vvx,

vxt = 2vux.

descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (veja o Exemplo 1.2), para as funções fij associadas,

f11 = 2
ν vx, f12 = 0,

f21 = 2
νux, f22 = ν,

f31 = 0, f32 = 2v,

em que ν é um parâmetro real não nulo. Além disso, esse sistema é condição de integrabilidade

de famı́lias a um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares dos tipos (0.4) e (0.10), com

A =
1

ν

 ux vx

vx −ux

 , B =
1

2

 ν −2v

2v −ν

 ,

Â =
2

ν


0 vx ux

vx 0 0

ux 0 0

 , B̂ =


0 0 ν

0 0 2v

ν −2v 0

 .

A equação (vetorial) do tipo “short-pulse”[24, 25, 31], uxt = u+ 1
2 (uvux)x ,

vxt = v + 1
2 (uvvx)x ,

descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (veja o Exemplo 3.1), para as funções fij associadas,

f11 = η
2 (vx + ux), f12 = 1

2(v − u) + η
4uv(ux + vx),

f21 = η, f22 = 1
η + η

2uv,

f31 = η
2 (vx − ux), f32 = 1

2(u+ v) + η
4uv(vx − ux),
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em que η é um parâmetro real não nulo. Além disso, esse sistema é condição de integrabilidade

de famı́lias a um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares dos tipos (0.4) e (0.10), com

A =
η

2

 1 ux

vx −1

 , B =
1

2

 1
η + η

2uv −u+ η
2uvux

v + η
2uvvx − 1

η −
η
2uv

 ,

Â =
η

2


0 vx + ux 2

vx + ux 0 vx − ux

2 ux − vx 0

 ,

B̂ =


0 1

2(v − u) + η
4uv(ux + vx) 1

η + η
2uv

1
2(v − u) + η

4uv(ux + vx) 0 1
2(u+ v) + η

4uv(vx − ux)

1
η + η

2uv −1
2(u+ v)− η

4uv(vx − ux) 0

 .

A equação (vetorial) do tipo “short-pulse”[24], uxt = u+ 1
2

(
(u2 + v2)ux

)
x
,

vxt = v + 1
2

(
(u2 + v2)vx

)
x
,

descreve superf́ıcies esféricas (veja o Exemplo 3.2), para as funções fij associadas,

f11 = −ηvx, f12 = −u− η
2 (u2 + v2)vx,

f21 = η, f22 = − 1
η + η

2 (u2 + v2),

f31 = ηux, f32 = −v + η
2 (u2 + v2)ux,

em que η é um parâmetro real não nulo. Além disso, esse sistema é condição de integrabilidade

de famı́lias a um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares dos tipos (0.4) e (0.10), com

A =
η

2

 i −vx + iux

vx + iux −i

 ,

B =
1

2

 − i
η + iη2 (u2 + v2) −u− iv + η

2 (u2 + v2)(−vx + iux)

u− iv + η
2 (u2 + v2)(vx + iux) i

η + iη2 (u2 + v2)

 ,

Â = η


0 −vx 1

vx 0 ux

−1 −ux 0

 ,

B̂ =


0 −u− η

2 (u2 + v2)vx − 1
η + η

2 (u2 + v2)

u+ η
2 (u2 + v2)vx 0 −v + η

2 (u2 + v2)ux

1
η −

η
2 (u2 + v2) v − η

2 (u2 + v2)ux 0

 .
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O sistema (veja a Proposição 1.4)
uxt = k1e

k0uψ(vx),

vxt = (δk−22 − k20)
uxk1e

k0u

ψ′(vx)
,

onde, k0, k1, k2 são constantes não nulas e ψ(vx) é uma função suave de vx, descreve superf́ıcies

pseudo-esféricas, se δ = 1, ou superf́ıcies esféricas se δ = −1 com

f11 = k−12 ux, f12 = 0,

f21 = η, f22 = −k1k−12 ek0u,

f31 = ηk0k2 + ψ(vx), f32 = −k0k1ek0u,

onde η ∈ R é um parâmetro real. Além disso, esse sistema é condição de integrabilidade de

famı́lias a um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares dos tipos (0.4) e (0.10), com

A =
1

2

 η −ηk0k2 + 1
k2
ux − ψ

ηk0k2 + 1
k2
ux + ψ −η

 , B =
k1e

k0u

2

 − 1
k2

k0

−k0 1
k2

 ,

caso δ = 1,

A =
1

2

 iη 1
k2
ux + iηk0k2 + iψ

− 1
k2
ux + iηk0k2 + iψ −iη

 , B =
k1e

k0u

2

 −i 1
k2
−ik0

−ik0 i 1
k2

 ,

caso δ = −1, e

Â =


0 k−12 ux η

δk−12 ux 0 ηk0k2 + ψ

δη −ηk0k2 − ψ 0

 ,

B̂ =


0 0 −k1k−12 ek0u

0 0 −k0k1ek0u

−δk1k−12 ek0u k0k1e
k0u 0

 ,

com δ = 1 (resp. δ = −1).

O sistema (ver a Proposição 2.3)
uxt =

1

r

(
s3puxx −

1

s′1
(rk − ps3)

)
,

vxt =
1

r′

(
(s3p)x +

s′2
s2s′1

(rk − ps3)
)
,

onde k ∈ R e s1(ux), s2(ux), s3(ux), r(vx), p(u, v) são funções suaves tais que, s′1r
′s2s3 6=

0, ps3 6= kr, p2u + p2v 6= 0, descreve tanto superf́ıcies pseudo-esféricas, para as funções fij
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associadas

f11 = rs2 cosh (ηs1) , f12 = ps2s3 cosh (ηs1) ,

f21 = η, f22 = ηk,

f31 = rs2 senh (ηs1) , f32 = ps2s3 senh (ηs1) ,

quanto superf́ıcies esféricas, para as funções fij associadas,

f11 = rs2 cos (ηs1) , f12 = ps2s3 cos (ηs1) ,

f21 = η, f22 = ηk,

f31 = −rs2 sen (ηa) , f32 = −ps2s3 sen (ηs1) .

Além disso, esse sistema é condição de integrabilidade de famı́lias a um parâmetro, η 6= 0, de

problemas lineares dos tipos (0.4) e (0.10), com

∂

∂x
Ψ = AΨ,

∂

∂t
Ψ = BΨ,

com Ψ = (Ψ1,Ψ2)
T , onde A,B pode ser dado por,

A =
1

2

 η rs2e
−ηs1

rbeηs1 −η

 , B =
1

2

 kη ps2s3e
−ηs1

ps2s3e
ηs1 −kη

 ,

ou,

A =
1

2

 iη rs2e
−iηs1

−rs2eiηs1 −iη

 , B =
1

2

 ikη ps2s3e
−iηs1

−ps2s3eiηs1 −ikη

 ,

e

Â =


0 rs2C−δ (ηs1) η

δrs2C−δ (ηs1) 0 δrs2S−δ (ηs1)

δη −δrs2S−δ (ηs1) 0

 ,

B̂ =


0 ps2s3C−δ (ηs1) ηk

δps2s3C−δ (ηs1) 0 δps2s3S−δ (ηs1)

δηk −δps2s3S−δ (ηs1) 0

 ,

com δ = ±1 e C−δ, S−δ denotando coseno e seno hiperbólicos (caso δ = 1) ou trigonométricos

(caso δ = −1).

Os únicos sistemas do tipo (Sn,m), n,m ≥ 2 (de acordo com o Teorema 3.3) que descrevem
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superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas), tal que f21 = η 6= 0, são dados por,

uxt =
1

W

n−1∑
i=0

(Puxihvx −Huxi
gvx)uxi+1 +

1

W

m−1∑
j=0

(Pv
xj
hvx −Hv

xj
gvx)vxj+1+

+ q
2W (δg2 − h2)vx + η

W (Hhvx − δPgvx),

vxt = − 1

W

n−1∑
i=0

(Puxihux −Huxi
gux)uxi+1 −

1

W

m−1∑
j=0

(Pv
xj
hux −Hv

xj
gux)vxj+1+

− q
2W (δg2 − h2)ux −

η
W (Hhux − δPgux),

em que δ = 1 (resp. −1), q(u, ..., uxn−2 , v, ..., vxm−2), g(ux, vx), h(ux, vx), P (u, ..., uxn−2 , v, ..., vxm−2),

W = gz1hy1 − gy1hz1 e H = 1
g

(
Ph+

∑n−2
i=0 quxiuxi+1 +

∑m−2
j=0 qv

xj
vxj+1

)
, são funções suaves

satisfazendo as seguintes condições genéricas,

P 6= 1

η
gq, W 6= 0, P 2

zn−1
+H2

zn−1
6= 0, P 2

ym−1
+H2

ym−1
6= 0.

Neste caso,

f11 = g, f12 = P,

f21 = η, f22 = q,

f31 = h, f32 = H.

Além disso, esse sistema é condição de integrabilidade de famı́lias a um parâmetro, η 6= 0, de

problemas lineares dos tipos (0.4) e (0.10), com

A =
1

2

 η g − h

g + h −η

 , B =
1

2

 q P −H

P +H −q

 ,

caso δ = 1,

A =
1

2

 iη g + ih

−g + ih −iη

 , B =
1

2

 iq P + iH

−P + iH −iq

 ,

caso δ = −1, e

Â =


0 g η

δg 0 h

δη −h 0

 , B̂ =


0 P q

δP 0 H

δq −H 0

 ,

com δ = 1 (resp. δ = −1).

A teoria de caracterização e resultados de classificação dos sistemas que descrevem su-

perf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas serão apresentadas nos próximos caṕıtulos. Aplicações

da teoria fornecem novos exemplos.



Caṕıtulo 1

Sistemas do tipo (S1,1) que

descrevem superf́ıcies

pseudo-esféricas ou esféricas.

Neste caṕıtulo, consideraremos sistemas de equações diferenciais, sobre duas funções reais

u, v definidas sobre um aberto de U ⊂ R2 com coordenadas (x, t), do tipo

(S1,1)

 uxt = F (u, v, ux, vx),

vxt = G(u, v, ux, vx),
(1.1)

onde F e G são funções suaves que dependem de u, v e suas derivadas de primeira ordem com

respeito a x. Os ı́ndices x e t em u, indicam derivada parcial da função u com respeito a x e

t respectivamente,

ux =
∂u

∂x
e ut =

∂u

∂t
. (1.2)

Estaremos interessados em estudar sistemas do tipo (S1,1) que descrevem superf́ıcies

pseudo-esféricas ou esféricas para funções associadas que fij dependendo das variáveis de-

pendentes u, v e suas derivadas do mesmo modo que F e G, isto é, vamos considerar

fij(u, v, ux, vx), 1 ≤ i ≤ 2, 1 ≤ j ≤ 3.

Neste caṕıtulo adotaremos a seguinte notação,

u = z, ux = z1,

v = y, vx = y1. (1.3)



1.1 Caracterização dos sistemas (S1,1). 18

Com esta notação o sistema (1.1) é escrito como z1,t = F (z, y, z1, y1),

y1,t = G(z, y, z1, y1).
(1.4)

Este caṕıtulo é organizado em três seções. Na Seção 1.1 daremos condições necessárias

e suficientes para que um sistema do tipo (S1,1) descreva superf́ıcies pseudo-esféricas ou

esféricas. Em seguida, na Seção 1.2, daremos uma classificação completa de todos os sistemas

(S1,1) que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas, com a hipótese adicional de uma

das funções f11, f21 ou f31 ser uma constante η ∈ R. Como consequência desta classificação,

apresentaremos, na Seção 1.3, novas classes de sistemas que descrevem superf́ıcies pseudo-

esféricas ou esféricas.

1.1 Caracterização dos sistemas (S1,1).

Esta seção será divida em três partes. Na primeira Subseção 1.1.1 usaremos a teoria

de Cartan-Kähler para descrever o sistema (S1,1) em termos de um sistema de diferenciais

exteriores. Em seguida, na Subseção 1.1.2, discutiremos a interpretação geométrica de siste-

mas (S1,1) que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas. Por último, na Subseção

1.1.3, apresentaremos uma caracterização, Teorema 1.1, dos sistemas (S1,1) que descrevem

superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas.

1.1.1 Abordagem por sistemas de diferenciais exteriores.

Nesta subseção vamos seguir a referência [17] para mostrar como interpretar o sistema

(S1,1) como um sistema de diferenciais exteriores.

Sejam U ⊂ R2 um aberto de R2 com coordenadas (x, t) e M6 ⊂ R2 × R2 × R2 um sub-

conjunto aberto conexo de R6. ConsideraremosM6 como sendo uma variedade diferenciável

6-dimensional com coordenadas (x, t)× (z, y)× (z1, y1). Deste modo, para um sistema (1.4),

as funções F,G podem ser vistas como funções reais suaves, sobre a variedade M6, que são

constantes com respeito as variáveis (x, t).

Dadas duas funções suaves, u, v em U ,

u, v : U ⊂ R2 → R
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fica definida uma superf́ıcie em M6 por,

Φ : U ⊂ R2 →M6,

Φ(x, t) 7→ (x, t, u(x, t), v(x, t), ux(x, t), vx(x, t)). (1.5)

Veremos na Proposição 1.1 como esta aplicação é usada para justificar a notação (1.3) e como

relacionar o sistema (S1,1) com um sistema de diferenciais exteriores.

Proposição 1.1. Seja I o ideal em M6 gerado pelas 2-formas,

Π1 = dz1 ∧ dx+ Fdx ∧ dt, Π2 = dz ∧ dt− z1dx ∧ dt,

Π3 = dy1 ∧ dx+Gdx ∧ dt, Π4 = dy ∧ dt− y1dx ∧ dt.

Então, I é fechado por diferenciação exterior, ou seja, dI ≡ 0 (modI). Além disso,

A) Se o par de funções suaves u, v : U ⊂ R2 → R é uma solução do sistema (S1,1), então a

aplicação Φ, definida por (1.5), é uma superf́ıcie integral do ideal I (isto é, Φ∗Πi = 0,

i = 1, 2, 3, 4);

B) Reciprocamente, dada uma superf́ıcie integral do ideal I, Ψ : V ⊂ R2 → M6, V um

aberto de R2, com Ψx e Ψt linearmente independentes, então, localmente, as funções

projeções de Ψ(V ) ⊂M6 sobre (x, t)×(z) e (x, t)×(y) formam gráficos de uma solução

de (S1,1).

Demonstração. Primeiramente, notamos que,

dΠ2 = −Π1 ∧ dt,

dΠ4 = −Π3 ∧ dt,

dΠ1 = −FzΠ2 ∧ dx− FyΠ4 ∧ dx+ Fz1Π1 ∧ dt+ Fy1Π3 ∧ dt,

dΠ2 = −GzΠ2 ∧ dx−GyΠ4 ∧ dx+Gz1Π1 ∧ dt+Gy1Π3 ∧ dt,

assim, dI ⊂ I. Ou seja, o ideal I é exteriormente fechado, o que prova a primeira parte da

proposição.

A) Para o primeiro item, sejam u e v funções suaves, em U ⊂ R2, soluções de (S1,1).

As funções coordenadas da aplicação Φ são suaves, assim Φ é uma aplicação suave em U .

Diferenciando Φ com respeito a x e t obtemos, respectivamente,

Φx = (1, 0, ux, vx, uxx, vxx),

Φt = (0, 1, ut, vt, uxt, vxt).
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Note que Φx e Φt formam um par de vetores tangentes linearmente independentes em M6,

donde Φ é regular em todo ponto (x, t) de U .

Vamos calcular o “pull back”do ideal I pela aplicação Φ. Para isso computamos o “pull

back”das 1-formas dx, dt, dz, dy, dz1 e dy1 em termos da base das 1-formas de U , dx e dt.

Primeiramente, como U é parametrizado pelas coordenadas (x, t) temos

Φ∗dx = dx, Φ∗dt = dt.

Para as demais 1-formas da base coordenada das 1-formas emM6, utilizamos que o “pull

back”comuta com a diferencial exterior e que o “pull back”de 0-forma (isto é, uma função

suave) é a composição, assim

Φ∗(dz) = d(Φ∗z) = d(z ◦ Φ) = du = uxdx+ utdt.

De modo análogo, temos

Φ∗dz = uxdx+ utdt, Φ∗dy = vxdx+ vtdt,

Φ∗dz1 = uxxdx+ uxtdt Φ∗dy1 = vxxdx+ vxtdt.

Utilizando que o “pull back”é linear com respeito a soma de formas e distributivo com respeito

ao produto exterior, obtemos

Φ∗Π1 = (−uxt + F ◦ Φ)dx ∧ dt,

Φ∗Π2 = (ux − z1 ◦ Φ)dx ∧ dt,

Φ∗Π3 = (−vxt +G ◦ Φ)dx ∧ dt,

Φ∗Π4 = (vx − y1 ◦ Φ)dx ∧ dt.

Pela definição de Φ, vemos que Φ∗Πi = 0 (para i = 2, 4) e já que u e v são soluções de (S1,1)

nós temos que Φ∗Πi = 0 (para i = 1, 3). Assim conclúımos a parte A) da proposição.

B) Para a rećıproca, seja Ψ : V ⊂ R2 →M6, com V um aberto de R2, uma superf́ıcie em

M6. Sejam (p, q) ∈ V as coordenadas de V , assim escrevemos

Ψ(p, q) = (x(p, q), t(p, q), z(p, q), y(p, q), z1(p, q), y1(p, q)).

Note que,

Ψ∗(dx ∧ dt) = (xpdp+ xqdq) ∧ (tpdp+ tqdq) = (xptq − xqtp)dp ∧ dq,
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a hipótese de Ψx e Ψt serem linearmente independentes implica que dx ∧ dt 6= 0. Assim, o

determinante Jacobiano J
(
(x,t)
(p,q)

)
6= 0 nunca se anula em V . Deste modo existe localmente

um difeomorfismo, digamos h, tal que (p, q) = h(x, t). Definimos Ψ̄(x, t) = Ψ ◦ h(x, t) uma

reparametrização local da superf́ıcie Ψ.

Suponhamos que Ψ seja uma superf́ıcie integral de I, assim Ψ̄ é uma superf́ıcie integral

de I e temos que

0 = Ψ̄∗Π2 = Ψ̄∗(dz ∧ dt− z1dx ∧ dt) = (zx − z1)dx ∧ dt,

e por independência linear entre dx e dt temos que zx = z1 ao longo da superf́ıcie Ψ̄. De

modo análogo, temos que o anulamento do “pull back”de Π2,Π4,Π1 e Π3, respectivamente,

implica que ao longo da superf́ıcie Ψ̄,

z1 = zx, y1 = yx, z1,t = F ◦ Ψ̄ e y1,t = G ◦ Ψ̄. (1.6)

Considerando as projeções,

(x, t, z(x, t), y(x, t), z1(x, t), y1(x, t)) 7→ (x, t, z(x, t)),

(x, t, z(x, t), y(x, t), z1(x, t), y1(x, t)) 7→ (x, t, y(x, t)),

podemos ver que a imagem destas projeções são gráficos de uma solução para (S1,1). De fato

usando as equações (1.6), temos,

zxt = (zx)t = (z1)t = z1,t = F ◦ Ψ̄(x, t) = F (z, y, zx, yx),

yxt = (yx)t = (y1)t = y1,t = G ◦ Ψ̄(x, t) = G(z, y, zx, yx),

que implica que o sistema (S1,1) é satisfeito para as funções z(x, t) e y(x, t). O que prova o

último item da proposição.

1.1.2 Interpretação geométrica e exemplos.

Nesta subseção vamos discutir a interpretação geométrica de sistemas (S1,1) que descrevem

superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas e apresentar exemplos.

Definição 1.1. Dizemos que U ⊂ R2 um aberto de R2 munido de uma métrica Riemanniana

g é uma superf́ıcie pseudo-esférica (resp. esférica), se g tem curvatura Gaussiana constante

igual a −1 (resp. 1).
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Dada uma superf́ıcie U munida de uma métrica com curvatura constante negativa (resp.

positiva), podemos supor a menos de renormalização da métrica por um escalar, que U é

pseudo-esférica (resp. esférica).

Além disso, U munido de uma métrica Riemanniana g é uma superf́ıcie pseudo-esférica

(resp. esférica) se, e somente se, admite localmente um referencial {e1, e2}, tal que o co-

referencial {ω1,ω2} e a forma de conexão, ω3 (usualmente denotada por ω12) satisfazem as

equações de estrutura [33]: 

dω1 = ω3 ∧ ω2,

dω2 = ω1 ∧ ω3,

dω3 = δω1 ∧ ω2,

ω1 ∧ ω2 6= 0,

(1.7)

onde δ = 1 (resp. δ = −1), ou seja, δ = −K e K é a curvatura Gaussiana.

Na próxima definição apresentaremos o conceito de um sistema do tipo (S1,1) descrever

superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas.

Definição 1.2. Sejam F,G funções reais suaves definidas emM6 e considere o sistema (S1,1)

para funções u e v. Dizemos que (S1,1) descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. descreve

superf́ıcies esféricas) se, existem fij , 1 ≤ i ≤ 2, 1 ≤ j ≤ 3, funções reais suaves em M6 tais

que o ideal J em M6, gerado pelas formas

Ω1 = dω1 − ω3 ∧ ω2, Ω2 = dω2 − ω1 ∧ ω3, Ω3 = dω3 − δω1 ∧ ω2, (1.8)

nas quais ωi = fi1dx+ fi2dt, 1 ≤ i ≤ 3 e δ = 1 (resp. δ = −1) e ω1 ∧ ω2 6= 0 e o ideal I em

M6 gerado pelas formas

Π1 = dz1 ∧ dx+ Fdx ∧ dt, Π2 = dz ∧ dt− z1dx ∧ dt,

Π3 = dy1 ∧ dx+Gdx ∧ dt, Π4 = dy ∧ dt− y1dx ∧ dt, (1.9)

coincidem, isto é J = I.

A seguinte proposição justifica a nomenclatura usada na definição acima.

Proposição 1.2. Suponha que (S1,1) descreva superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas)

com funções fij, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2. Então, para cada par de soluções u, v : U ⊂ R2 → R

de (S1,1) a aplicação Φ dada por (1.5), define uma métrica Riemanniana em U , dada por

(Φ∗ω1)
2 + (Φ∗ω2)

2, com curvatura Gaussiana constante igual −1 (resp. 1).
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Demonstração. Sejam u(x, t) e v(x, t) soluções de (S1,1). Considere a imersão de U em M6

dada por

Φ(x, t) = (x, t, u(x, t), v(x, t), ux(x, t), vx(x, t)).

Já que u e v são uma solução de (S1,1), segue da Proposição 1.1 que, Φ∗Πi = 0, para

i = 1, 2, 3, 4, em U . Como (S1,1) descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas), temos

por definição que Φ∗Ωi = 0, para i = 1, 2, 3 com δ = 1 (resp. δ = −1).

Por outro lado, ω1 ∧ ω2 6= 0, o que implica em

Φ∗(ω1 ∧ ω2) 6= 0 em U.

Assim Φ∗ωi, para i = 1, 2 é um co-referencial móvel em U com forma de conexão Φ∗ω3, ainda

mais, estas 1-formas em U satisfazem as equações de estrutura de uma superf́ıcie pseudo-

esférica (resp. esférica), logo U é uma superf́ıcie pseudo-esférica (resp. esférica). Além disso

a métrica em U é definida pelo “pull back”de ω2
1 + ω2

2.

Por simplicidade, podemos omitir a aplicação Φ e identificar as 1-formas ωi, emM6, com

Φ∗ωi, i = 1, 2, 3, em U ⊂ R2. Com esta identificação e usando coordenadas locais (x, t) ∈ U ,

podemos reescrever a Definição 1.2.

Definição 1.3. Um sistema do tipo (S1,1), para variáveis dependentes u, v, descreve su-

perf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) se existem seis funções fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2,

dependendo de u, v e suas derivadas com respeito a x, tais que as 1-formas ωi = fi1dx+ fi2dt

satisfazem as equações de estrutura,

dω1 = ω3 ∧ ω2,

dω2 = ω1 ∧ ω3,

dω3 = δω1 ∧ ω2,

ω1 ∧ ω2 6= 0,

com δ = 1 (resp. −1) se, e somente se, u, v é solução do sistema, uxt = F (u, v, ux, vx),

vxt = G(u, v, ux, vx).

Finalmente, terminaremos esta subseção com dois exemplos.

Exemplo 1.1. Considere o sistema do tipo Pholmeyer-Lund-Regge (veja [2]), uxt = 2uvux − u,

vxt = −2uvvx − v.
(1.10)
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Afirmamos que este sistema descreve superf́ıcies pseudo-esféricas com funções,

f11 = η(ux + vx), f12 = 1
η (v − u),

f21 = η2, f22 = − 1
η2
− 2uv,

f31 = η(ux − vx), f32 = − 1
η (u+ v).

De fato, note que as equações de estrutura (1.7), para δ = 1,
dω1 = ω3 ∧ ω2,

dω2 = ω1 ∧ ω3,

dω3 = ω1 ∧ ω2,

são equivalentes a,
d(f11dx+ f12dt) = (f31dx+ f32dt) ∧ (f21dx+ f22dt),

d(f21dx+ f22dt) = (f11dx+ f12dt) ∧ (f31dx+ f32dt),

d(f31dx+ f32dt) = (f11dx+ f12dt) ∧ (f21dx+ f22dt).

(1.11)

Calculando a diferencial exterior do lado esquerdo e realizando o produto exterior do lado

direito, obtemos,
(−f11,t + f12,x)dx ∧ dt = (f31f22 − f32f21)dx ∧ dt,

(−f21,t + f22,x)dx ∧ dt = (f11f32 − f12f31)dx ∧ dt,

(−f31,t + f32,x)dx ∧ dt = (f11f22 − f12f21)dx ∧ dt.

Substituindo as fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, dadas e comparando os coeficientes de dx ∧ dt,

obtemos,
−η(uxt + vxt) + 1

η (vx − ux) = η(ux − vx)
(
− 1
η2
− 2uv

)
+ 1

η (u+ v)η2,

−2uxv − 2uvx = −η(ux + vx) 1η (u+ v)− 1
η (v − u)η(ux − vx),

−η(uxt − vxt)− 1
η (ux + vx) = η(ux + vx)

(
− 1
η2
− 2uv

)
− 1

η (v − u)η2.

Notamos que a segunda linha é uma identidade, e a primeira e terceira linhas equivalem a, −uxt − vxt = −2uv(ux − vx) + u+ v,

−uxt + vxt = −2uv(ux + vx)− v + u.
(1.12)

A soma e a subtração estas expressões equivale a, uxt = 2uvux − u,

vxt = −2uvvx − v,
(1.13)

o que é equivalente ao sistema (1.10). Mostrando assim que o sistema modificado de Pohlmeyer-

Lund-Regge descreve superf́ıcies pseudo-esféricas, para estas funções fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2.
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Exemplo 1.2. (Konno-Oono coupled integrable dispersionless system [21]) uxt = −2vvx,

vxt = 2vux.
(1.14)

Afirmamos que este sistema descreve superf́ıcies pseudo-esféricas.

De fato, seja ν um parâmetro real não nulo e defina

f11 = 2
ν vx, f12 = 0,

f21 = 2
νux, f22 = ν,

f31 = 0, f32 = 2v.

Note que, para δ = 1, as equações de estrutura (1.7) são equivalentes a
− 2
ν vxt = − (2v)

(
2
νux

)
,

− 2
νuxt =

(
2
ν vx
)

(2v) ,

2vx =
(
2
ν vx
)
ν,

note que o fator ν pode ser simplificado das duas primeiras equações e a terceira equação é

uma identidade  vxt = 2vux,

uxt = −2vxv,
(1.15)

deste modo, as equações estrutura de uma superf́ıcie pseudo-esférica é satisfeita se, e somente

se, as funções u e v satisfazem o sistema (1.14). Assim este sistema descreve superf́ıcies

pseudo-esféricas para estas fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2,.

1.1.3 Resultado de caracterização.

Nesta subseção apresentaremos um resultado de caracterização dos sistemas do tipo (S1,1)

descrevendo superf́ıcies esféricas ou pseudo-esféricas.

O seguinte teorema, nos dá uma caracterização dos sistemas (S1,1) que descrevem su-

perf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas supondo que as funções associadas fij dependem de

(z, y, z1, y1). Em particular, estabelece como deve ser a dependência das funções F , G e fij ,

1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, com as variáveis (z, y, z1, y1).

Teorema 1.1. Para que o sistema (S1,1), z1,t = F (z, y, z1, y1),

y1,t = G(z, y, z1, y1),
(1.16)
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descreva superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com funções fij(z, y, z1, y1), com 1 ≤

i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, é necessário e suficiente que,

fi1,z = 0, fi1,y = 0, fi2,z1 = 0, fi2,y1 = 0, 1 ≤ i ≤ 3, (1.17)

∣∣∣∣∣∣ f11,z1 f11,y1

f21,z1 f21,y1

∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣ f21,z1 f21,y1

f31,z1 f31,y1

∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣ f11,z1 f11,y1

f31,z1 f31,y1

∣∣∣∣∣∣
2

6= 0, (1.18)

−f11,z1F − f11,y1G+ f12,zz1 + f12,yy1 − f31f22 + f32f21 = 0, (1.19)

−f21,z1F − f21,y1G+ f22,zz1 + f22,yy1 − f11f32 + f12f31 = 0, (1.20)

−f31,z1F − f31,y1G+ f32,zz1 + f32,yy1 − δf11f22 + δf12f21 = 0, (1.21)

f11f22 − f12f21 6= 0, (1.22)

onde δ = 1 (resp. −1).

Demonstração. Primeiramente mostraremos que estas condições são necessárias. Suponha

que o sistema (S1,1) descreva superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas). Seja ωi = fi1dx+

fi2dt, i = 1, 2, 3 e considere o ideal I com δ = 1 (resp. −1). Então, ao longo da superf́ıcie Φ em

M6 definida em (1.5) ambos ideais I, com δ = 1 (resp. −1), e J se anulam simultaneamente.

Ou seja, fazendo o “pull back”das formas Ωi, i = 1, 2, 3 respectivamente, obtemos

0 = f11,zdz ∧ dx+ f11,ydy ∧ dx+ f11,z1dz1 ∧ dx+ f11,y1dy1 ∧ dx+

+f12,zdz ∧ dt+ f12,ydy ∧ dt+ f12,z1dz1 ∧ dt+ f12,y1dy1 ∧ dt+

−(f31f22 − f32f21)dx ∧ dt, (1.23)

0 = f21,zdz ∧ dx+ f21,ydy ∧ dx+ f21,z1dz1 ∧ dx+ f21,y1dy1 ∧ dx+

+f22,zdz ∧ dt+ f22,ydy ∧ dt+ f22,z1dz1 ∧ dt+ f22,y1dy1 ∧ dt+

−(f11f32 − f12f31)dx ∧ dt, (1.24)

0 = f31,zdz ∧ dx+ f31,ydy ∧ dx+ f31,z1dz1 ∧ dx+ f31,y1dy1 ∧ dx+

+f32,zdz ∧ dt+ f32,ydy ∧ dt+ f32,z1dz1 ∧ dt+ f32,y1dy1 ∧ dt+

−δ(f11f22 − f12f21)dx ∧ dt. (1.25)
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onde δ = 1 (resp.−1).

Por outro lado, fazendo o “pull back”do ideal gerado por (1.9) teremos que ao longo da

superf́ıcie vale,

dz1 ∧ dx = −Fdx ∧ dt, dz ∧ dt = z1dx ∧ dt,

dy1 ∧ dx = −Gdx ∧ dt, dy ∧ dt = y1dx ∧ dt.

Usando estas relações nas equações (1.23), (1.24) e (1.25) vemos que devem valer as

equações (1.17), (1.19) (1.20) e (1.21).

A equação (1.22) também deve ser satisfeita, pois por definição, requeremos que ω1∧ω2 6=

0. O que é localmente equivalente a f11f22−f12f21 6= 0, pois ω1∧ω2 = (f11f22−f12f21)dx∧dt.

Finalmente a condição genérica (1.18) deve ser satisfeita para que as equações (1.19),

(1.20) e (1.21) sejam equivalentes ao sistema (1.16).

Para mostrar que esta condição é suficiente, consideramos as fij(z, y, z1, y1), 1 ≤ i ≤ 3,

1 ≤ j ≤ 2, satisfazendo as condições (1.17)-(1.21) e definimos localmente ωi = fi1dx+ fi2dt.

Vamos mostrar a condição de que as equações de estrutura sejam satisfeitas para estas

três formas é equivalente ao sistema (1.16). De fato, as equações de estrutura,
dω1 − ω3 ∧ ω2 = 0,

dω2 − ω1 ∧ ω3 = 0,

dω3 − δω1 ∧ ω2 = 0,

para ωi = fi1dx+ fi2dt, são equivalentes a,
d(f11dx+ f12dt)− (f31dx+ f32dt) ∧ (f21dx+ f22dt) = 0,

d(f21dx+ f22dt)− (f11dx+ f12dt) ∧ (f31dx+ f32dt) = 0,

d(f31dx+ f32dt)− δ(f11dx+ f12dt) ∧ (f21dx+ f22dt) = 0,

Calculando a diferencial exterior e o produto exterior, e utilizando que fi1,z = fi1,y = fi2,z1 =

fi2,y1 = 0, para todo i = 1, 2, 3, temos que estas equações são equivalentes a,
−f11,z1z1,t − f11,y1y1,t + f12,zz1 + f12,yy1 − f31f22 + f32f21 = 0,

−f21,z1z1,t − f21,y1y1,t + f22,zz1 + f22,yy1 − f11f32 + f12f31 = 0,

−f31,z1z1,t − f31,y1y1,t + f32,zz1 + f32,yy1 − δf11f22 + δf12f21 = 0.

(1.26)

Por outro lado, as hipóteses dadas nas equações (1.19), (1.20) e (1.21) implicam que,

f12,zz1 + f12,yy1 − f31f22 + f32f21 = f11,z1F + f11,y1G,

f22,zz1 + f22,yy1 − f11f32 + f12f31 = f21,z1F + f21,y1G,

f32,zz1 + f32,yy1 − δf11f22 + δf12f21 = f31,z1F + f31,y1G,
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respectivamente. Substituindo estas relações nos quatro últimos termos de cada linha da

equação (1.26), obtemos que as equações de estrutura são equivalentes a,
f11,z1(−z1,t + F ) + f11,y1(−y1,t +G) = 0,

f21,z1(−z1,t + F ) + f21,y1(−y1,t +G) = 0,

f31,z1(−z1,t + F ) + f31,y1(−y1,t +G) = 0.

A hipótese dada na equação (1.18), garante que as equações acima são equivalentes a, −z1,t + F = 0,

−y1,t +G = 0,

que por sua vez é equivalente ao sistema (1.16).

Por último, a condição (1.22) é suficiente para garantir que ω1 ∧ ω2 6= 0. Segue que as

condições (1.17)-(1.21) são também suficientes o que conclui a demonstração deste teorema.

1.2 Resultados de classificação dos sistemas (S1,1) que descre-

vem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas.

Nesta seção, apresentaremos resultados de classificação de sistemas do tipo (S1,1) que

descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas impondo a condição de que pelo menos

uma das funções f11, f21 ou f31 seja uma constante, dada por um parâmetro real η.

A primeira classificação, dada no Teorema 1.2, é feita com a hipótese de que f31 = η,

enquanto a segunda classificação, dada no Teorema 1.3, leva em conta a hipótese de f21 = η,

finalmente no Teorema 1.4 consideramos f11 = η.

Sejam F e G duas funções reais suaves e considere o seguinte sistema z1,t = F (z, y, z1, y1),

y1,t = G(z, y, z1, y1).
(1.27)

Notemos que se, em particular, F e G são funções somente de (z1, y1), então por uma

mudança de variáveis z̃ := z1 e ỹ := y1 o sistema (S1,1), é equivalente ao seguinte sistema, z̃t = F (z̃, ỹ),

ỹt = G(z̃, ỹ).
(1.28)

Ou seja, se Fz = Fy = Gz = Gy = 0, então o sistema (S1,1) pode ser reduzido, por esta

mudança de variáveis, a um sistema de equações de evolução.
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Neste trabalho consideraremos sistemas do tipo S1,1 que não se reduzem a sistemas de

equações de evolução. Pois, como já sabemos os sistemas equações de evolução deste tipo

que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas foi considerado por Ding e Tenenblat

(2002), ver Teorema 6 em [13]. Isto motiva a seguinte definição.

Definição 1.4. Dizemos que um sistema (S1,1) é irredut́ıvel se as funções F e G satisfazem

F 2
z + F 2

y +G2
z +G2

y 6= 0,

para todos os pontos de seu domı́nio com exceção de um subconjunto de medida nula.

A seguir vamos considerar sistemas (S1,1) irredut́ıveis que descrevem superf́ıcies pseudo-

esféricas ou esféricas com uma hipótese adicional de que pelo menos uma das funções f31, f21

ou f11 seja constante igual a um parâmetro real η.

1.2.1 Com a condição f31 = η.

Nesta subseção vamos caracterizar, no Teorema 1.2, os sistemas irredut́ıveis (S1,1) que

descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas sob a condição de f31 = η, em que η é um

parâmetro real.

Teorema 1.2. Um sistema de equações diferenciais (S1,1) irredut́ıvel descreve superf́ıcies

pseudo-esféricas (resp. esféricas) para funções suaves fij, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, satisfazendo

(1.17)-(1.22), com f31 = η ∈ R se, e somente se, um dois casos abaixo ocorre.

Caso 1) Existem constantes a, b, λ, µ ∈ R, a2 + b2 6= 0, λ2 + µ2 6= 0, funções reais suaves

g(z1, y1), h(z1, y1) tais que µg − λh = δay1 + δbz1, com δ = 1 (resp. δ = −1), W :=

gz1hy1 − gy1hz1 6= 0 e φ(ξ), uma função suave real, não constante, aplicada em ξ = ay+ bz e z1,t = 1
W

[
−δa(bz1 + ay1)φ

′′(ξ)− η(µhy1 + λgy1)φ′(ξ) + 1
2(g2 + h2)y1φ(ξ)

]
,

y1,t = 1
W

[
δb(bz1 + ay1)φ

′′(ξ) + η(µhz1 + λgz1)φ′(ξ)− 1
2(g2 + h2)z1φ(ξ)

]
.

(1.29)

Neste caso,

f11 = g, f12 = λφ′(ξ),

f21 = h, f22 = µφ′(ξ),

f31 = η, f32 = φ(ξ).

(1.30)

Caso 2) Existem, constantes a1, b1, a2, b2 ∈ R, γ := a1b2 − a2b1 6= 0, e uma função real

suave p(z, y), tais que, pz e py não são proporcionais e
z1,t = −z1

γ
(δpzy − τp) +

y1
γ

(−δpyy + βp) +
δη

γ2
(−βpz + τpy),

y1,t =
z1
γ2

(δpzz − αp) +
y1
γ

(δpzy − τp) +
δη

γ2
(τpz − αpy),

(1.31)
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onde, α = a21 + a22, β = b21 + b22, τ = a1b1 + a2b2 e δ = 1 (resp. −1). Neste caso,

f11 = a1z1 + b1y1, f12 = δ
γ (b1pz − a1py),

f21 = a2z1 + b2y1, f22 = δ
γ (b2pz − a2py),

f31 = η, f32 = p.

(1.32)

Além disso, em todos os casos, cada sistema é condição de integrabilidade dos problemas

lineares (0.4) e (0.10) onde A,B,Â e B̂ são definidas pelas respectivas funções fij, 1 ≤ i ≤ 3,

1 ≤ j ≤ 2.

Demonstração. Considere fij : U × U1 → R funções reais suaves, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2

U,U1 ⊂ R2 subconjuntos abertos e conexos de R2 com coordenadas (z, y)× (z1, y1) ∈ U ×U1

e seja δ = 1 (resp. −1). Suponha que as funções fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, satisfaçam as

equações (1.17)-(1.22) do Teorema 1.1.

A condição f31 = η ∈ R implica que a equação (1.18) é equivalente a,

W = f11,z1f21,y1 − f11,y1f21,z1 6= 0, em U1. (1.33)

Podemos ver as equações (1.19) e (1.20) como um sistema linear para F e G. Assim a

condição W 6= 0 implica que F e G pode ser obtido como uma combinação das funções fij ,

1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, F

G

 =
1

W

 f21,y1 −f11,y1
−f21,z1 f11,z1

 f12,zz1 + f12,yy1 − f22η + f32f21

f22,zz1 + f22,yy1 − f11f32 + f12η

 . (1.34)

Além disso, a equação (1.21) é equivalente a,

f32,zz1 + f32,yy1 − δf11f22 + δf12f21 = 0. (1.35)

Denotando ψ0 = f32, ψ1 = f12, ψ2 = f22, ρ1 = f11, ρ2 = f21 e ε = δ, vemos que

esta expressão é idêntica a equação (A.1), do Apêndice A. Além disso, a equação (A.2) é

equivalente a expressão (1.33). Deste modo, aplicamos o Lema A.1 e temos três casos a

considerar, (I), (II) e (III). Primeiramente, mostraremos que a solução do tipo (I) não pode

ocorrer e depois mostraremos que as soluções do tipo (II) e (III) correspondem aos casos 1)

e 2) do teorema.

Primeiramente, notamos que a solução dada no item (I) do Lema A.1 não pode ocorrer,

pois teŕıamos f12 = f22 = 0 o que implicaria que a equação (1.22) não é satisfeita. Deste

modo, podemos supor que as soluções de (1.35) são tipo (II) ou (III).
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Caso 1) Suponha que a solução da equação (1.35) é do tipo (II). Então,

f32 = φ(ξ), ξ = ay + bz,

para φ uma função real suave aplicada em ξ = ay + bz e a, b constantes tais que a2 + b2 6= 0,

f12 = λφ′(ξ),

f22 = µφ′(ξ),

com λ, µ constantes tais que λ2 + µ2 6= 0

f11 = g,

f21 = h,

com g, h funções suaves de (z1, y1) tais que gz1hy1 − gy1hz1 , 6= 0 e µg−λh = εay1 + εbz1. Com

esta notação, a equação (1.22) é equivalente a,

φ′(ξ)(µg − λh) 6= 0,

como φ′(ξ) 6= 0 e µg − λh = δay1 + δbz1 6= 0, temos que a condição (1.22) é verificada.

Neste caso, para as funções fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2 a equação (1.34) implica no sistema

(1.29).

Por último, vamos mostrar que o sistema (1.29) é irredut́ıvel. De fato, suponha por

contradição que F e G não dependam de z e y. Pela equação (1.34), temos que neste caso, gz1 gy1

hz1 hy1

 F

G

 =

 λbφ′′(ξ)z1 + aλφ′′(ξ)y1 − µφ′(ξ)η + hφ(ξ)

µbφ′′(ξ)z1 + µaφ′′(ξ)y1 − gφ(ξ) + λφ′(ξ)η

 . (1.36)

Diferenciando a primeira linha desta matriz por z e y, respectivamente, obtemos,

b
(
bλφ′′′(ξ)z1 + aλφ′′′(ξ)y1 − µφ′′(ξ)η + hφ′(ξ)

)
= 0,

a
(
bλφ′′′(ξ)z1 + aλφ′′′(ξ)y1 − µφ′′(ξ)η + hφ′(ξ)

)
= 0.

Como a2 + b2 6= 0, obtemos,

λ(bz1 + ay1)φ
′′′(ξ)− ηµφ′′(ξ) + φ′(ξ)h = 0.

Analogamente, para a segunda linha da equação (1.36), obtemos

µ(bz1 + ay1)φ
′′′(ξ)− gφ′(ξ) + λφ′′(ξ)η = 0.
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Das duas últimas equações, segue que,

η(µ2 + λ2)φ′′(ξ)− µφ′(ξ)h− λφ′(ξ)g = 0.

Diferenciando esta última expressão com respeito a z1 e y1 obtemos a seguinte relação, hz1 gz1

hy1 gy1

 φ′(ξ)µ

φ′(ξ)λ

 =

 0

0

 .

Sendo hz1gy1 − gz1hy1 6= 0, a relação acima implica que φ′(ξ)µ = φ′(ξ)λ = 0, um absurdo,

pois φ′(ξ) 6= 0 e λ2 + µ2 6= 0. Assim o sistema é irredut́ıvel.

Caso 2) Suponha que a solução da equação (1.35), com a condição (1.34) é do tipo (III).

Então,

fi1 = aiz1 + biy1, i = 1, 2,

com ai, bi constantes reais, i = 1, 2, tais que a1b2 − a2b1 6= 0,

f32 = p,

com p função suave de (z, y) tal que pz e py são linearmente independentes e

fi2 =
δ

a1b2 − a2b1
(bipz − aipy), i = 1, 2.

A equação (1.22) é equivalente a

δpzz1 + δpyy1,

que é satisfeita, pois pz e py são linearmente independentes. Neste caso, a equação (1.34) é

equivalente ao sistema (1.31), com a notação,

α = a21 + a22, β = b21 + b22 e τ = b1a1 + a2b2.

Assim demonstramos que as condições do Caso 2) são, de fato, necessárias.

Por último vamos mostrar que o sistema (1.31) é irredut́ıvel. De fato, vamos mostrar que

este sistema satisfaz uma condição mais forte, F 2
z + G2

y 6= 0, em que F e G são dadas pelo

sistema (1.31),

F = −z1
γ

(δpzy − τp) +
y1
γ

(−δpyy + βp) +
δη

γ2
(−βpz + τpy),

G =
z1
γ

(δpzz − αp) +
y1
γ

(δpzy − τp) +
δη

γ2
(τpz − αpy).
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Suponhamos por contradição que F não dependa de z e G não dependa de y. Diferenciando

F com respeito a z e G com respeito a y e usando a independência funcional entre z1 e y1

obtemos,

δpzzy − τpz = 0, −δpzyy + βpz = 0,

δpzzy − αpy = 0, δpzyy − τpy = 0.

Eliminando os termos de terceira ordem em p por soma e diferença destas expressões, obtemos

 −τ α

β −τ

 pz

py

 =

 0

0

 .

Note que, de acordo com a definição de α, β, τ e γ, o determinante desta matriz é τ2−αβ =

γ2. Como γ 6= 0, segue que a matriz acima é inverśıvel e obtemos que pz = py = 0, um

absurdo, assim o sistema satisfaz F 2
z +G2

y 6= 0 e em particular é irredut́ıvel.

Deste modo mostramos que as condições dos Caso 1) e 2) são, de fato, necessárias e que

os respectivos sistemas são irredut́ıveis.

Vamos mostrar que as condições dos Caso 1) e 2) são também suficientes. De fato, vamos

considerar cada caso separadamente.

Caso 1) Seja δ = 1 (resp. −1) e considere

f11 = g, f12 = λφ′(ξ),

f21 = h, f22 = µφ′(ξ),

f31 = η, f32 = φ(ξ),

onde g e h são funções de (z1, y1), tais que gz1hy1 − gy1hz1 6= 0, µg − λh = δay1 + δbz1,

em que a, b, µ e λ são constantes tais que λ2 + µ2 6= 0 e a2 + b2 6= 0, φ é uma função real

suave não constante e ξ = ay1 + bz1. Vamos mostrar que o sistema (1.29) descreve superf́ıcies

pseudo-esféricas (resp. esféricas) com estas fij ,1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2. De fato, defina

ωi = fi1dx+ fi2dt, i = 1, 2, 3, e note que,

dω1 =
(
λφ′′(ξ)(ay1 + bz1)− gz1z1,t − gy1y1,t

)
dx ∧ dt,

dω2 =
(
µφ′′(ξ)(ay1 + bz1)− hz1z1,t − hy1y1,t

)
dx ∧ dt,

dω3 = φ′(ξ)(ay1 + bz1)dx ∧ dt.
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Comparando, respectivamente, com

ω3 ∧ ω2 = (ηdx+ φ(ξ)dt) ∧ (hdx+ µφ′(ξ)dt) = (ηµφ′(ξ)− hφ(ξ))dx ∧ dt,

ω1 ∧ ω3 =
(
gdx+ λφ′(ξ)dt) ∧ (ηdx+ φ(ξ)dt

)
= (gφ(ξ)− ηλφ′(ξ))dx ∧ dt,

δω1 ∧ ω2 = δ(gdx+ λφ′(ξ)dt) ∧ (hdx+ µφ′(ξ)dt) = δ(gµφ′(ξ)− hλφ′(ξ))dx ∧ dt,

obtemos que a terceira linha é equivalente a identidade,

µg − λh = δay1 + δbz1.

As duas primeiras equações, expressas em termos matriciais, são equivalentes a, gz1 gy1

hz1 hy1

 z1,t

y1,t

 =

 λφ′′(ξ)(ay1 + bz1)− ηµφ′(ξ) + hφ(ξ)

µφ′′(ξ)(ay1 + bz1) + ηλφ′(ξ)− gφ(ξ)

 .

Como W := gz1hy1 − gy1hz1 6= 0 podemos inverter esta relação, z1,t

y1,t

 =
1

W

 hy1 −gy1
−hz1 gz1

 λφ′′(ξ)(ay1 + bz1)− ηµφ′(ξ) + hφ(ξ)

µφ′′(ξ)(ay1 + bz1) + ηλφ′(ξ)− gφ(ξ)

 .

Agrupado os termos em derivadas de φ e utilizando λhy1 − µgy1 = −δa e −λhz1 + µgz1 = δb

obtemos as equações (1.29).

Assim, mostramos que as condições do Caso 1) são, de fato, suficientes.

Caso 2) Considere, δ = 1 (resp. −1) e defina

f11 = a1z1 + b1y1, f12 = δ
γ (b1pz − a1py),

f21 = a2z1 + b2y2, f22 = δ
γ (b2pz − a2py),

f31 = η, f32 = p,

onde p é uma função suave de (z, y), tal que pz e py são linearmente independentes, ai, bi ∈ R

são constantes, para i = 1, 2, tais que γ = a1b2−a2b1 6= 0. Vamos mostrar que o sistema (1.31)

descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com estas fij ,1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2.

De fato, definimos ωi = fi1dx+fi2dt, i = 1, 2, 3, e comparamos as três seguintes expressões,

dω1 =

(
δ

γ
(b1pzzz1 + b1pzyy1 − a1pyzz1 − a1pyyy1)− a1z1,t − b1y1,t

)
dx ∧ dt,

dω2 =

(
δ

γ
(b2pzzz1 + b2pzyy1 − a2pyzz1 − a2pyyy1)− a2z1,t − b2y1,t

)
dx ∧ dt,

dω3 = (pzz1 + pyy1)dx ∧ dt,



1.2 Resultados de classificação dos sistemas (S1,1) que descrevem superf́ıcies
pseudo-esféricas ou esféricas. 35

respectivamente, com

ω3 ∧ ω2 =

(
δ
η

γ
(b2pz − a2py)− p(a2z1 + b2y1)

)
dx ∧ dt,

ω1 ∧ ω3 =

(
p(a1z1 + b1y1)− δ

η

γ
(b1pz − a1py)

)
dx ∧ dt,

δω1 ∧ ω2 =

(
1

γ
(a1z1 + b1y1)(b2pz − a2py)−

1

γ
(b1pz − a1py)(a2z1 + b2y1)

)
dx ∧ dt

= (pzz1 + pyy1)dx ∧ dt.

Podemos ver que dω3 = δω1 ∧ ω2 equivale a uma identidade e as duas equações de estrutura

restantes podem ser expressas de forma matricial como, a1 b1

a2 b2

 z1,t

y1,t

 = z1

 δ
γ b1pzz −

δ
γa1pyz + a2p

δ
γ b2pzz −

δ
γa2pyz + a1p

+

+y1

 δ
γ b1pyz −

δ
γa1pyy + b2p

δ
γ b2pyz −

δ
γa2pyy − b1p

+

+δ
η

γ

 −(b2pz − a2py)

(b1pz − a1py)

 .

Como o determinante da matriz do lado direito é igual a γ = a1b2 − b1a2 que é diferente de

zero, podemos inverter esta relação e obter, z1,t

y1,t

 =
z1
γ

 − δ
γ (b2a1 − b1a2)pyz + p(b2a2 + b1a1)

δ
γ (−a2b1 + a1b2)pzz + p(−a22 − a21)

+

+
y1
γ

 − δ
γ (b2a1 + b1a2)pyy + p(b22 + b21)

δ
γ (−a2b1 + a1b2)pzy + p(−a2b2 − a1b1)

+

+δ
η

γ2

 pz(−b22 − b21) + py(b2a2 + b1a1)

pz(a2b2 + a1b1) + py(−a22 − a21)

 .

Introduzindo α = a21 + a22, β = b21 + b22 e τ = b1a1 + a2b2, obtemos z1,t

y1,t

 =
1

γ

 z1(−δpyz + τp) + y1(−δpyy + βp)

z1(δpzz − αp) + y1(δpzy − τp)

+

+δ
η

γ2

 −βpz + τpy

τpz − αpy

 .

Qual é equivalente ao sistema (1.31). Assim, mostramos que as condições do Caso 2) são, de

fato, suficientes.



1.2 Resultados de classificação dos sistemas (S1,1) que descrevem superf́ıcies
pseudo-esféricas ou esféricas. 36

Assim, mostramos que os sistemas obtidos nos Casos 1) e 2) são irredut́ıveis e que as

condições dos dois casos são necessárias e suficientes e consequentemente conclúımos a de-

monstração do teorema.

Observamos que o sistema de equações dado em (1.14), conhecido como ”Konno-Oono

coupled integrable dispersionless system”, está contido na classe de sistemas (1.31) dado no

Teorema 1.2, Caso 1. De fato, seguindo a notação do Teorema 1.2, considere δ = 1, η = 0,

a = 2, b = 0, λ = 0, µ = ν, φ(ξ) = ξ, g =
2

ν
y1 e h =

2

ν
z1, em que ν é um parâmetro real não

nulo.

Note que o sistema de equações (1.14) descreve superf́ıcies pseudo-esféricas com f31 = 0.

Isto nos motiva a apresentar um corolário do Teorema 1.2 que nos dá uma classificação de

sistemas que descrevem superf́ıcies pseudo-esférica ou esféricas com a condição f31 = 0.

Corolário 1.1. Um sistema diferencial (S1,1) irredut́ıvel descreve superf́ıcies pseudo-esféricas

(resp. esféricas) para funções suaves fij, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, satisfazendo (1.17)-(1.22),

com f31 = 0 se, e somente se, um dois casos abaixo ocorre.

Caso 1) Existem constantes a, b, λ, µ ∈ R, funções reais suaves g(z1, y1), h(z1, y1) e φ(ξ), com

ξ = ay + bz, tais que, a2 + b2 6= 0, λ2 + µ2 6= 0, φ não é constante, µg − λh = δay1 + δbz1,

com δ = 1 (resp. δ = −1), W := gz1hy1 − gy1hz1 6= 0 e

z1,t =
1

W

(
−δa(bz1 + ay1)φ

′′(ξ) +
1

2
(g2 + h2)y1φ(ξ)

)
, (1.37)

y1,t =
1

W

(
δb(bz1 + ay1)φ

′′(ξ)− 1

2
(g2 + h2)z1φ(ξ)

)
. (1.38)

Neste caso,

f11 = g, f12 = λφ′(ξ),

f21 = h, f22 = µφ′(ξ),

f31 = 0, f32 = φ(ξ).

Caso 2) Existem, constantes a1, b1, a2, b2 ∈ R e uma função real suave p(z, y), tais que,

γ := a1b2 − a2b1 6= 0, pz e py não são proporcionais e

z1,t = −z1
γ

(δpzy − τp) +
y1
γ

(−δpyy + βp), (1.39)

y1,t =
z1
γ

(δpzz − αp) +
y1
γ

(δpzy − τp), (1.40)
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onde, α = a21 + a22, β = b21 + b22, τ = a1b1 + a2b2. Neste caso,

f11 = a1z1 + b1y1, f12 = δ
γ (b1pz − a1py),

f21 = a2z1 + b2y1, f22 = δ
γ (b2pz − a2py),

f31 = 0, f32 = p.

1.2.2 Com a condição f21 = η.

Nesta subseção vamos caracterizar os sistemas (S1,1) irredut́ıveis que descrevem superf́ıcies

pseudo-esféricas ou esféricas sob a condição de f21 = η, em que η é uma constante real.

Teorema 1.3. Um sistema diferencial (S1,1) irredut́ıvel descreve superf́ıcies pseudo-esféricas

(resp. esféricas) para funções suaves fij, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, satisfazendo (1.17)-(1.22)

com f21 = η ∈ R se, e somente se, ocorre um dos seguintes casos:

Caso 1) z1,t = 1
W

[
−(abz1 + a2y1)φ

′′(ξ) + η(µhy1 − δλgy1)φ′(ξ)− 1
2(h2 − δg2)y1φ(ξ)

]
,

y1,t = 1
W

[
(b2z1 + aby1)φ

′′(ξ)− η(µhz1 − δλgz1)φ′(ξ) + 1
2(h2 − δg2)z1φ(ξ)

]
,

(1.41)

em que, δ = 1 (resp. −1), a, b, µ, λ ∈ R são constantes, g(z1, y1), h(z1, y1) e φ(ξ), com

ξ = ay + bz, são funções suaves tais que,

a2 + b2 6= 0, µ2 + λ2 6= 0,

φ′(ξ) 6= 0,

µg − λh = ay1 + bz1,

W = gz1hy1 − gy1hz1 6= 0,

g 6= λη φ
′(ξ)
φ(ξ) . (1.42)

Neste caso,

f11 = g, f12 = λφ′(ξ),

f21 = η, f22 = φ(ξ),

f31 = h, f32 = µφ′(ξ).

(1.43)

Caso 2) 
z1,t = −z1

γ
(pzy + τp)− y1

γ
(pyy + βp) +

η

γ2
(βpz − τpy),

y1,t =
z1
γ

(pzz + αp) +
y1
γ

(pzy + τp)− η

γ2
(τpz − αpy),

(1.44)
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em que a1, b1, a3, b3 ∈ R são constantes, p(z, y) é uma função real suave, e

a1b3 − b1a3 6= 0,

pz e py não são proporcionais,

γ = a1b3 − b1a3, α = a23 − δa21, β = b23 − δb21, τ = a3b3 − δa1b1, (1.45)

e δ = 1 (resp. −1). Neste caso,

f11 = a1z1 + b1y1, f12 = 1
γ (b1pz − a1py),

f21 = η, f22 = p,

f31 = a3z1 + b3y1, f32 = 1
γ (b3pz − a3py).

(1.46)

Além disso, em todos os casos, cada sistema é condição de integrabilidade dos problemas

lineares (0.4) e (0.10) onde A,B,Â e B̂ são definidas pelas respectivas funções fij, 1 ≤ i ≤ 3,

1 ≤ j ≤ 2.

Demonstração. Considere fij : U × U1 → R funções reais suaves, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, em

U,U1 ⊂ R2 subconjuntos abertos e conexos de R2 com coordenadas (z, y)× (z1, y1) ∈ U ×U1

e seja δ = 1 (resp. −1). Suponha que as funções fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, satisfaçam as

equações (1.17)-(1.22) do Teorema 1.1.

A condição f21 = η ∈ R implica que a equação (1.18) é equivalente a,

W = f11,z1f31,y1 − f11,y1f31,z1 6= 0, em U1. (1.47)

Podemos ver as equações (1.19) e (1.21) como um sistema linear para as funções F e G, assim

a condição W 6= 0 implica que F e G pode ser obtido como uma combinação das funções fij ,

1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, F

G

 =
1

W

 f31,y1 −f11,y1
−f31,z1 f11,z1

 f12,zz1 + f12,yy1 − f31f22 + f32η

f32,zz1 + f32,yy1 − δf11f22 + δf12η

 . (1.48)

Além disso, a equação (1.20) é equivalente a,

f22,zz1 + f22,yy1 − f11f32 + f12f31 = 0. (1.49)

Note que as equações (1.49) e (1.47) são idênticas as equações (A.1) e (A.2) do Apêndice

A considerando ψ0 = f22, ψ1 = f12, ψ2 = f32, ρ1 = f11, ρ2 = f31 e ε = 1. Deste modo,

aplicamos o Lema A.1 e temos três casos a considerar, (I), (II) e (III). Vamos mostrar que

para a solução (I) o sistema (1.34) não é irredut́ıvel e portanto não a consideraremos, vamos
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mostrar também que as soluções (II) e (III) correspondem, respectivamente, aos Casos 1) e

2).

Primeiramente, suponha que a solução de (1.49), com a condição (1.47), é do tipo (I),

ou seja, f12 = f32 = 0, f22 = λ ∈ R é constante e f11, f31, são funções arbitrárias tais que

f11,z1f31,y1 − f11,y1f31,z1 6= 0. Neste caso a equação (1.48) se reduz a F

G

 =
1

f11,z1f31,y1 − f11,y1f31,z1

 f31,y1 −f11,y1
−f31,z1 f11,z1

 −f31λ

−δf11λ

 ,

assim F e G são funções somente de z1 e y1 e o sistema (S1,1), para F e G dados acima não

é irredut́ıvel.

Deste modo devemos considerar somente as soluções (II) e (III).

Caso 1) Suponha que a solução do (1.49), com a condição (1.47), é do tipo (II). Assim,

f22 = φ(ξ), onde, φ é uma função real suave não constante definida em ξ = ay + bz e a, b

são constantes tais que a2 + b2 6= 0. f12 = λφ′(ξ), f32 = µφ′(ξ), em que φ′ é a derivada de φ

aplicada em ξ e λ, µ são constantes tais que λ2 + µ2 6= 0. f11 = g, f31 = h, em que g, h são

funções suaves de (z1, y1) satisfazendo, gz1hy1 − gy1hz1 6= 0 e µg − λh = ay1 + bz1.

Notemos que a equação (1.22) é equivalente a gφ(ξ)− ηλφ′(ξ) 6= 0, o que equivale a

g 6= λη
φ′(ξ)

φ(ξ)
, (1.50)

e assim mostramos que as condições (1.42) são necessárias. Neste caso a equação (1.48) é

equivalente ao sistema (1.41), o que demonstra a condição necessária do Caso 1) do teorema.

Para mostrar que estas condições são também suficientes, basta definir as fij , 1 ≤ i ≤ 3,

1 ≤ j ≤ 2, por (1.43) e checar diretamente que as equações (1.17)-(1.22) são satisfeitas.

Analogamente ao que foi feito no Caso 1) do Teorema 1.2.

Por último vamos mostrar que o sistema (1.41) é irredut́ıvel. De fato, suponha por

contradição que F e G não dependem de z e y. Pela equação (1.48), temos que neste caso, gz1 gy1

hz1 hy1

 F

G

 =

 λbφ′′(ξ)z1 + aλφ′′(ξ)y1 − hφ(ξ) + ηµφ′(ξ)

µbφ′′(ξ)z1 + µaφ′′(ξ)y1 − δgφ(ξ) + δηλφ′(ξ)

 . (1.51)

Diferenciando a primeira linha desta matriz por z e y, respectivamente, obtemos,

b
(
bλφ′′′(ξ)z1 + aλφ′′′(ξ)y1 − hφ′(ξ) + ηµφ′′(ξ)

)
= 0,

a
(
bλφ′′′(ξ)z1 + aλφ′′′(ξ)y1 − hφ′(ξ) + ηµφ′′(ξ)

)
= 0.

Como a2 + b2 6= 0, obtemos

λ(bz1 + ay1)φ
′′′(ξ) + ηµφ′′(ξ)− φ′(ξ)h = 0.
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Analogamente para a segunda linha da equação (1.51), temos que

µ(bz1 + ay1)φ
′′′(ξ) + δηλφ′′(ξ)− δgφ′(ξ) = 0.

Destas duas últimas expressões, obtemos

η(µ2 − δλ2)φ′′(ξ)− µφ′(ξ)h+ δλgφ′(ξ) = 0.

Diferenciando esta última expressão com respeito a z1 e y1 obtemos a seguinte relação, hz1 gz1

hy1 gy1

 −µφ′(ξ)
δλφ′(ξ)

 =

 0

0

 .

Sendo hz1gy1 − gz1hy1 6= 0, a relação acima implica que µφ′(ξ) = λφ′(ξ) = 0, um absurdo,

pois φ′(ξ) 6= 0 e λ2 + µ2 6= 0. Assim o sistema é, de fato, irredut́ıvel.

Caso 2) Suponha que a solução de (1.49), com a condição (1.47) é do tipo (III) do Lema

A.1. Assim existem constantes, digamos a1, a3, b1, b3, tais que a1b3−b1a3 6= 0, f1i = aizi+biyi,

para i = 1, 3. f22 = p, em que p é uma função suave de (z, y) tal que pz e py são linearmente

independentes e fi2 = 1
a1b3−b1a3 (bipz − aipy), para i = 1, 3.

Neste caso, a equação (1.22) e equivalente a

a1(p(a1b3 − b1a3)z1 + ηpy) + b1(p(a1b3 − b1a3)y1 − ηpz) 6= 0, (1.52)

o que é válida, a menos de um subconjunto de medida nula. Caso contrário, por independência

funcional entre z1 e y1 teŕıamos (a1b3− b1a3)a1p = (a1b3− b1a3)b1p = 0 o que é um absurdo,

pois a1b3− b1a3 6= 0, p 6= 0 e a1, b1 não se anulam simultaneamente. Assim, temos que (1.22)

é satisfeita. Além disso, a equação (1.48) é equivalente ao sistema (1.44), com a notação,

γ = a1b3 − b1a3, α = a23 − δa21, β = b23 − δb21 e τ = a3b3 − δa1b1.

O que demonstra as condições necessárias do Caso 2) do teorema.

Para mostrar que estas condições são também suficientes, basta definir as fij , 1 ≤ i ≤ 3,

1 ≤ j ≤ 2, como dadas em (1.46) e checar diretamente que as equações (1.17)-(1.22) são

satisfeitas, de modo análogo ao que foi feito no Caso 2) do Teorema 1.2.

Por último vamos mostrar que o sistema (1.44) é irredut́ıvel. De fato, vamos mostrar que

este sistema satisfaz uma condição mais forte, F 2
z + G2

y 6= 0, em que F e G são dadas pelo

sistema (1.44),

F = −z1
γ

(pzy + τp)− y1
γ

(pyy + βp) +
η

γ2
(βpz − τpy),

G =
z1
γ

(pzz + αp) +
y1
γ

(pzy + τp)− η

γ2
(τpz − αpy).
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Suponhamos por contradição que F não dependa de z e G não dependa de y. Diferenciando

F com respeito a z e G com respeito a y e usando a independência funcional entre z1 e y1

obtemos,

pzzy + τpz = 0, pzyy + βpz = 0,

pzzy + αpy = 0, pzyy + τpy = 0,

tomando a diferença destas expressões para eliminar os termos de terceira ordem em p,

obtemos  α τ

τ β

 −py
pz

 =

 0

0

 .

Note que, de acordo com a definição de α, β, τ e γ, o determinante desta matriz é αβ − τ2 =

−δγ2. Como γ 6= 0, segue que a matriz acima é inverśıvel e obtemos que pz = py = 0, um

absurdo, assim o sistema satisfaz F 2
z +G2

y 6= 0 e em particular é irredut́ıvel.

Assim, conclúımos a demonstração do teorema.

Observação 1.1. Observamos que a equação (vetorial) de Pholmeyer-Lund-Regge modifi-

cada (1.10) se encontra na classe de sistemas do tipo (1.44) do Teorema 1.3 (Caso 2). De fato,

seguindo a notação do teorema, basta considerar δ = 1, a1 → η, b1 → η, a3 → η, b3 → −η,

η → η2 e p→ −η−2 − 2zy.

1.2.3 Com a condição f11 = η.

Nesta subseção vamos caracterizar, no Teorema 1.4, os sistemas (S1,1) irredut́ıveis que

descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas sob a condição de f11 = η, em que η é

uma constante real.

Conforme observado na introdução, os sistemas de equações diferenciais que descrevem

superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com a hipótese f11 = η são exatamente os mesmos

sistemas para o caso f21 = η, bastando considerar a transformação (0.14). Deste modo, a

classificação dos sistemas do tipo S1,1 com f11 = η pode ser obtida através da classificação

dos sistemas do tipo (S1,1) com f21 = η. Observamos que, apesar das equações diferenciais

serem as mesmas, em geral os problemas lineares associados podem ser diferentes.

Teorema 1.4. Um sistema (S1,1) irredut́ıvel descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp.

esféricas) para funções suaves fij, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, satisfazendo (1.17)-(1.22) com

f11 = η ∈ R se, e somente se, ocorre um dos seguintes casos:
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Caso 1)
z1,t =

1

W

[
−a(bz1 + ay1)φ

′′(ξ) + η(µhy1 − δλgy1)φ′(ξ)− 1
2(h2 − δg2)y1φ(ξ)

]
,

y1,t =
1

W

[
b(bz1 + ay1)φ

′′(ξ)− η(µhz1 − δλgz1)φ′(ξ) + 1
2(h2 − δg2)z1φ(ξ)

]
.

(1.53)

Em que, δ = 1 (resp. −1), a, b, µ, λ ∈ R são constantes, g(z1, y1), h(z1, y1) e φ(ξ), com

ξ = ay + bz, são funções suaves tais que,

a2 + b2 6= 0, µ2 + λ2 6= 0,

φ′(ξ) 6= 0,

µg − λh = ay1 + bz1,

W = gz1hy1 − gy1hz1 6= 0,

g 6= λη φ
′(ξ)
φ(ξ) . (1.54)

Neste caso,

f11 = η, f12 = φ(ξ).

f21 = g, f22 = λφ′(ξ).

f31 = −h, f32 = −µφ′(ξ).

(1.55)

Caso 2) 
z1,t = −z1

γ
(pzy + τp)− y1

γ (pyy + βp) + η
γ2

(βpz − τpy),

y1,t =
z1
γ

(pzz + αp) + y1
γ (pzy + τp)− η

γ2
(τpz − αpy).

(1.56)

Em que a1, b1, a3, b3 ∈ R são constantes, p(z, y) é uma função real suave, e

a1b3 − b1a3 6= 0,

pz e py não são proporcionais,

γ = a1b3 − b1a3, α = a23 − δa21, β = b23 − δb21, τ = a3b3 − δa1b1, (1.57)

e δ = 1 (resp. −1). Neste caso,

f11 = η, f12 = p,

f21 = a1z1 + b1y1, f22 = 1
γ (b1pz − a1py),

f31 = −a3z1 − b3y1, f32 = − 1
γ (b3pz − a3py).

(1.58)

Além disso, em todos os casos, cada sistema é condição de integrabilidade dos problemas

lineares (0.4) e (0.10) onde A,B,Â e B̂ são definidas pelas respectivas funções fij, 1 ≤ i ≤ 3,

1 ≤ j ≤ 2.
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1.3 Aplicações: Novas famı́lias de sistemas do tipo (S1,1) que

descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas.

Nesta seção vamos considerar os Teoremas 1.2, 1.3, para exibir novas famı́lias de sistemas

que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas, nas quais cada sistema é condição de

integrabilidade de famı́lias a um parâmetro de problemas lineares.

1.3.1 Famı́lia de sistemas a sete parâmetros generalizando a equação (ve-

torial) de Pohlmeyer-Lund-Regge modificada.

Nesta subseção, utilizando o Teorema 1.3 Caso 2), apresentaremos uma famı́lia a sete

parâmetros de sistemas que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas que generaliza

a equação (vetorial) de Pohlmeyer-Lund-Regge modificada (1.10).

No que segue, utilizaremos a seguinte notação para as funções trigonométricas e trigo-

nométricas hiperbólicas. Sejam θ ∈ R um número real e ε = ±1, denotamos

Cε(θ) =

 cos(θ), se ε = 1,

cosh(θ), se ε = −1,
e Sε(θ) =

 sen(θ), se ε = 1,

senh(θ), se ε = −1.
(1.59)

Observação 1.2. Com a notação introduzida em (1.59) valem as seguintes identidades.

Para todo número real, θ, e para ε = ±1,

C2
ε (θ) + εS2

ε (θ) = 1, (1.60)

C2
ε (θ/2)− εS2

ε (θ/2) = Cε(θ), (1.61)

2Cε(θ/2)Sε(θ/2) = Sε(θ). (1.62)

Proposição 1.3. Sejam sete constantes k0, k1, k2, k3, a, b e θ, tais que k0, a, b são não nulos,

e seja δ = 1 (resp. −1). Então, a famı́lia a sete parâmetros de sistemas, abaixo, descreve

superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas), z1,t = δabSδ(θ)(z1ψ − k2)− δb2Cδ(θ)(y1ψ + k1) + δk0z,

y1,t = −a2Cδ(θ)(z1ψ − k2)− δabSδ(θ)(y1ψ + k1) + δk0y,
(1.63)

onde ψ é uma função de (z, y) dada por,

ψ = k0

(
Cδ(θ)

2ab
(a2z2 − δb2y2) + δSδ(θ)zy

)
− ab(k1z + k2y + k3).
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Neste caso, as funções fij associadas são dadas por,

f11 = η
(
aSδ

(
θ
2

)
z1 − bCδ

(
θ
2

)
y1
)
, f12 = 1

η (bCδ
(
θ
2

)
ψz + aSδ

(
θ
2

)
ψy),

f21 = η2, f22 = 1
η2
k0 − abψ,

f31 = η(aCδ
(
θ
2

)
z1 + δbSδ

(
θ
2

)
y1), f32 = 1

η (−δbSδ
(
θ
2

)
ψz + aCδ

(
θ
2

)
ψy),

(1.64)

onde η 6= 0.

Demonstração. Para mostrar que esta famı́lia a sete parâmetros descreve superf́ıcies pseudo-

esféricas (resp. esféricas), utilizamos o Teorema 1.3, Caso 2), com a notação do Teorema,

basta considerar, η → η2 e

a1 = ηaSδ
(
θ
2

)
, a3 = ηaCδ

(
θ
2

)
,

b1 = −ηbCδ
(
θ
2

)
, b3 = ηδbSδ

(
θ
2

)
,

p = 1
η2
k0 − abψ.

Com estas escolhas teremos, utilizando as identidades (1.60), (1.61) e (1.62), que

γ = η2ab 6= 0,

α = η2a2Cδ(θ), β = −δη2b2Cδ(θ) e τ = δη2abSδ(θ).

Além disso, pz e py são não proporcionais, pois pela escolha de p, segue que, pz

py

 = −k0

 a2Cδ(θ) δabSδ

δabSδ(θ) −δb2Cδ(θ)

 z

y

+ a2b2

 k1

k2

 , (1.65)

sendo z e y linearmente independentes e o determinante desta matriz igual −δa2b2 6= 0 segue

que pz e py são linearmente independentes. Assim as condições dadas em (1.45) são satisfeitas.

Agora vamos mostrar que o sistema (1.44), com a notação acima, equivale a (1.63).

Primeiramente, note que,

pzy = −δabk0Sδ(θ), pzz = −k0a2Cδ(θ), pyy = δk0b
2Cδ(θ),

pzy + τp = −δη2a2b2Sδ(θ)ψ,

pyy + βp = δη2ab3Cδ(θ)ψ,

pzz + αp = −η2a3bCδ(θ)ψ,

βpz − τpy = δη2a2b2
(
k0z − b2Cδ(θ)k1 − abSδ(θ)k2

)
,

τpz − αpy = −η2a2b2
(
δk0y − δabSδ(θ)k1 + a2Cδ(θ)k2

)
.

Substituindo estas relações no sistema (1.44), obtemos

z1,t = δabSδ(θ)(z1ψ − k2)− δb2Cδ(θ)(y1ψ + k1) + δk0z,

y1,t = −a2Cδ(θ)(z1ψ − k2)− δabSδ(θ)(y1ψ + k1) + δk0y,
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de onde segue que o sistema (1.63) descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) para

δ = 1 (resp. δ = −1).

Corolário 1.2. Cada sistema, da seguinte famı́lia a sete parâmetros, descreve superf́ıcies

pseudo-esféricas,  z1,t = ab sen θ(z1ψ − k2)− b2 cos θ(y1ψ + k1) + k0z,

y1,t = −a2 cos θ(z1ψ − k2)− ab sen θ(y1ψ + k1) + k0y,
(1.66)

onde ψ é uma função de (z, y) dada por,

ψ = k0

(
cos θ

2ab
(a2z2 − b2y2) + sen θzy

)
− ab(k1z + k2y + k3),

com k0, k1, k2, k3, a, b, θ constantes reais, tais que k0ab 6= 0. Além disso as fij associadas são

dadas por,

f11 = η
(
a sen

(
θ
2

)
z1 − b cos

(
θ
2

)
y1
)
, f12 = 1

η (b cos
(
θ
2

)
ψz + a sen

(
θ
2

)
ψy),

f21 = η2, f22 = 1
η2
k0 − abψ,

f31 = η(a cos
(
θ
2

)
z1 + b sen

(
θ
2

)
y1), f32 = 1

η (−b sen
(
θ
2

)
ψz + a cos

(
θ
2

)
ψy),

onde η 6= 0.

Demonstração. É uma consequência da Proposição 1.3 para δ = 1.

Corolário 1.3. Cada sistema, da seguinte famı́lia a sete parâmetros, descreve superf́ıcies

esféricas,  z1,t = ab senh θ(z1ψ − k2)− b2 cosh θ(y1ψ + k1) + k0z,

y1,t = −a2 cosh θ(z1ψ − k2)− ab senh θ(y1ψ + k1) + k0y,
(1.67)

onde ψ é uma função de (z, y) dada por,

ψ = k0

(
cosh θ

2ab
(a2z2 − b2y2) + senh θzy

)
− ab(k1z + k2y + k3),

com k0, k1, k2, k3, a, b, θ constantes reais, tais que k0ab 6= 0. Além disso as fij associadas são

dadas por,

f11 = η
(
a senh

(
θ
2

)
z1 − b cosh

(
θ
2

)
y1
)
, f12 = 1

η (b cosh
(
θ
2

)
ψz + a senh

(
θ
2

)
ψy),

f21 = η2, f22 = 1
η2
k0 − abψ,

f31 = η(a cosh
(
θ
2

)
z1 − b senh

(
θ
2

)
y1), f32 = 1

η (b senh
(
θ
2

)
ψz + a cosh

(
θ
2

)
ψy),

onde η 6= 0.

Demonstração. É uma consequência da Proposição 1.3 para δ = −1.
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Encerraremos esta subseção apresentando casos particulares e exemplos dos Corolários

(1.2) e (1.3).

Exemplo 1.3. A equação (vetorial) de Pohlmeyer-Lund-Regge modificada (1.10), z1,t = 2zyz1 − z,

y1,t = −2zyy1 − y,

pertence a famı́lia a sete parâmetros de sistemas que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas

descrita no Corolário (1.2). De fato, basta notar que esta equação pode ser obtida através

do sistema (1.66) considerando os parâmetros k0 = −1, k1 = k2 = k3 = 0, a =
√

2, b = −
√

2

e θ = π
2 .

Exemplo 1.4. O seguinte sistema é um exemplo de um sistema pseudo-esférico contido na

Corolário 1.2.  uxt = (u2 − v2 + c)vx + u,

vxt = (u2 − v2 + c)ux + v,
(1.68)

com c ∈ R uma constante. Neste caso as funções fij associadas, são dadas por

f11 = −η
√

2ux, f12 =
√
2
η v,

f21 = η2, f22 = 1
η2

+ u2 − v2 + c,

f31 = η
√

2vx, f32 = −
√
2
η u,

onde η 6= 0. De fato, basta considerar, δ = 1, k0 = 1, k1 = k2 = 0, k3 = c
4 , a = −

√
2, b =

√
2

e θ = π no Corolário 1.2.

Além disso, o sistema (1.68) é condição de integrabilidade da famı́lia a um parâmetro,

η 6= 0, de problemas lineares,

∂

∂x
Ψ = AΨ,

∂

∂t
Ψ = BΨ,

onde Ψ = (Ψ1,Ψ2)
T ,

A =
η

2

 η −
√

2(ux + vx)
√

2(−ux + vx) −η

 ,

B =
1

2η

 1
η + η(u2 − v2 + c) −

√
2(u+ v)

√
2(u− v) − 1

η − η(u2 − v2 + c)

 .
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Alternativamente o sistema (1.68) é condição de integrabilidade de famı́lias a um parâmetro,

η 6= 0, de problemas lineares do tipo,

∂

∂x
Ψ̂ = ÂΨ̂,

∂

∂t
Ψ̂ = B̂Ψ̂,

onde Ψ̂ = (Ψ̂1, Ψ̂2, Ψ̂3)
T ,

Â =


0 −η

√
2ux η2

−η
√

2ux 0 η
√

2vx

η2 −η
√

2vx 0

 ,

B̂ =


0

√
2
η v

1
η2

+ u2 − v2 + c
√
2
η v 0 −

√
2
η u

1
η2

+ u2 − v2 + c
√
2
η u 0

 .

Exemplo 1.5. O seguinte sistema é um exemplo de sistema esférico contido no Corolário

1.3,  uxt = (u2 + v2 + c)vx + u,

vxt = −(u2 + v2 + c)ux + v,
(1.69)

com c ∈ R uma constante real. Neste caso as funções fij associadas são dadas por

f11 = −η
√

2vx, f12 = 1
η

√
2u,

f21 = η2, f22 = − 1
η2

+ u2 + v2 + c,

f31 = −η
√

2ux, f32 = − 1
η

√
2v,

com η 6= 0. De fato, basta tomar, δ = −1, k0 = −1, k1 = k2 = 0, k3 = c
4 e a = −

√
2 b =

√
2

e θ = 0 no Corolário 1.3.

Além disso, o sistema (1.69) é condição de integrabilidade da famı́lia a um parâmetro,

η 6= 0, dos problemas lineares,

∂

∂x
Ψ = AΨ,

∂

∂t
Ψ = BΨ,

onde Ψ = (Ψ1,Ψ2)
T ,

A =
η

2

 iη −
√

2(vx + iux)
√

2(vx − iux) −iη

 ,

B =
1

2η

 −i 1η + iη(u2 + v2 + c)
√

2(u− iv)

−
√

2(u+ iv) i 1η − iη(u2 + v2 + c)

 .
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Alternativamente, o sistema (1.69) é condição de integrabilidade de famı́lias a um parâmetro,

η 6= 0, de problemas lineares do tipo,

∂

∂x
Ψ̂ = ÂΨ̂,

∂

∂t
Ψ̂ = B̂Ψ̂,

onde Ψ̂ = (Ψ̂1, Ψ̂2, Ψ̂3)
T ,

Â =


0 −η

√
2vx η2

η
√

2vx 0 −η
√

2ux

−η2 η
√

2ux 0

 , (1.70)

B̂ =


0 1

η

√
2u − 1

η2
+ u2 + v2 + c

− 1
η

√
2u 0 − 1

η

√
2v

1
η2
− u2 − v2 − c 1

η

√
2v 0

 ,

1.3.2 Famı́lia de sistemas a três parâmetros e uma função arbitrária.

Nesta subseção apresentaremos uma famı́lia a três parâmetros e uma função arbitrária, de

sistemas que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas obtidas a partir do Teorema

1.3 Caso 1).

Proposição 1.4. Sejam k0, k1, k2 constantes não nulas e ψ(y1) uma função suave arbitrária

da variável y1 tal que ψ′(y1) 6= 0. Então cada um dos sistemas abaixo descreve superf́ıcies

pseudo-esféricas (resp. esféricas)
z1,t = k1e

k0zψ,

y1,t = k1(δk
−2
2 − k20)ek0z

z1
ψ′
,

(1.71)

onde δ = 1 (resp.−1). Neste caso, para η ∈ R,

f11 = k−12 z1, f12 = 0,

f21 = η, f22 = −k1k−12 ek0z,

f31 = ηk0k2 + ψ, f32 = −k0k1ek0z.

Demonstração. É uma consequência do Teorema 1.3 Caso 1). De fato, seguindo a notação

estabelecida no Teorema 1.3, considere a = 0, b 6= 0, λ = 0, µ = k2b, h = ηk0k2 + ψ,

g = k−12 z1, φ(ξ) = −k1k−12 e
k0
b
ξ, ξ = bz e δ = 1 (resp. −1)). Neste caso, as condições dadas

pelas equações (1.42) são todas satisfeitas, pois

a2 + b2 = b2 6= 0, λ2 + µ2 = k22b
2 6= 0,
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φ′(ξ) = −k0
b
φ(ξ) 6= 0,

µg − λh = k2bk
−1
2 z1 = bz1 = ay1 + bz1,

W = gz1hy1 − gy1hz1 = k−12 ψ′ 6= 0,

k−12 z1 6= 0.

Vamos mostrar que com estas escolhas o sistema (1.71) é equivalente a (1.41). Note primei-

ramente que,

φ(ξ) = −k1k−12 ek0z, φ′(ξ) = −k1k−12
k0
b e

k0z, φ′′(ξ) = −k1k−12
k20
b2
ek0z,

abz1 + a2y1 = 0, b2z1 + aby1 = b2z1,

µhy1 − δλgy1 = k2bψ
′, −µhz1 + δλgz1 = 0,

−hhy1 + δggy1 = −(ηk0k2 + ψ)ψ′, hhz1 − δggz1 = −δk−22 z1.

Substituindo estas relações na primeira equação do sistema (1.41), temos

z1,t =
1

k−12 ψ′

(
η(k2bψ

′)

(
−k1k−12

k0
b
ek0z

)
− (ηk0k2 + ψ)ψ′

(
−k1k−12 ek0z

))
=

1

k−12 ψ′

(
−ηk0k1ψ′ek0z + ηk0k1e

k0zψ′ + k1k
−1
2 ψψ′ek0z

)
= k1e

k0zψ.

Analogamente para a segunda equação do sistema (1.41),

y1,t =
1

k−12 ψ′

(
b2z1

(
−k1k−12

k20
b2
ek0z

)
− δk−22 z1

(
−k1k−12 ek0z

))
=

1

k−12 ψ′

(
−k1k−12 k20e

k0zz1 + δk1k
−3
2 ek0zz1

)
= k1

(
−k20 + δk−22

)
ek0z

z1
ψ′
. (1.72)

Que é equivalente ao sistema (1.71). Ainda, neste caso, temos f11 = k−12 z1, f21 = η, f31 =

ηk0k2 + ψ, f12 = 0, f22 = −k1k−12 ek0z e f32 = −k0k1ek0z. Assim verificamos que o sistema

(1.71) descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas).

Observação 1.3. O sistema (1.71) é equivalente à condição de integrabilidade (0.7), de uma

famı́lia a um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares do tipo

∂

∂x
Ψ = AΨ,

∂

∂t
Ψ = BΨ,

onde Ψ = (Ψ1,Ψ2)
T ,

A =
1

2

 η −ηk0k2 + 1
k2
z1 − ψ

ηk0k2 + 1
k2
z1 + ψ −η

 , B =
k1e

k0z

2

 − 1
k2

k0

−k0 1
k2

 ,
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caso δ = 1, ou,

A =
1

2

 iη 1
k2
z1 + iηk0k2 + iψ

− 1
k2
z1 + iηk0k2 + iψ −iη

 , B =
k1e

k0z

2

 −i 1
k2
−ik0

−ik0 i 1
k2

 ,

caso δ = −1.

Alternativamente, o sistema (1.71) é equivalente a condição de integrabilidade (0.12), de

uma famı́lia a um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares do tipo

∂

∂x
Ψ̂ = ÂΨ̂,

∂

∂t
Ψ̂ = B̂Ψ̂,

onde Ψ̂ = (Ψ̂1, Ψ̂2, Ψ̂3)
T ,

Â =


0 k−12 z1 η

δk−12 z1 0 ηk0k2 + ψ

δη −ηk0k2 − ψ 0

 ,

B̂ =


0 0 −k1k−12 ek0z

0 0 −k0k1ek0z

−δk1k−12 ek0z k0k1e
k0z 0

 ,

com δ = 1 (resp. δ = −1).

A seguir usaremos a Proposição 1.4, para obter sistemas que descrevem superf́ıcies pseudo-

esféricas ou esféricas.

Exemplo 1.6. O seguinte sistema descreve superf́ıcies esféricas, uxt = (avx + b)eu,

vxt = − 2
ae
uux,

(1.73)

em que a 6= 0 e b ∈ R são constantes. Neste caso, as funções fij associadas são dadas por

f11 = ux, f12 = 0,

f21 = η, f22 = −eu,

f31 = η + avx + b, f32 = −eu,

onde η 6= 0. De fato, segue da Proposição (1.4) tomando δ = −1, k0 = k1 = k2 = 1 e

ψ = ay1 + b, com a 6= 0 e b ∈ R.

Além disso, o sistema (1.73) é condição de integrabilidade da famı́lia a um parâmetro,

η ∈ R, de problemas lineares,

∂

∂x
Ψ = AΨ,

∂

∂t
Ψ = BΨ,
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onde Ψ = (Ψ1,Ψ2)
T ,

A =
1

2

 iη ux + i(η + avx + b)

−ux + i(η + avx + b) −iη

 , B = − ie
z

2

 1 1

1 −1

 .

Alternativamente, o sistema (1.73) é condição de integrabilidade da famı́lia a um parâmetro,

η ∈ R, de problemas lineares do tipo,

∂

∂x
Ψ̂ = ÂΨ̂,

∂

∂t
Ψ̂ = B̂Ψ̂,

onde Ψ̂ = (Ψ̂1, Ψ̂2, Ψ̂3)
T ,

Â =


0 ux η

−ux 0 η + avx + b

−η −η − avx − b 0

 , B̂ = eu


0 0 −1

0 0 −1

1 1 0

 .

Exemplo 1.7. O seguinte sistema descreve superf́ıcies pseudo-esféricas, uxt = 2eu−vx ,

vxt = uxe
u+vx ,

(1.74)

com funções,

f11 = −
√
2
2 ux, f12 = 0,

f21 = η, f22 =
√

2eu,

f31 = −η
√

2 + e−vx , f32 = −2eu.

De fato, segundo a Proposição 1.4, basta considerar ψ = e−y1 , k0 = 1, k1 = 2, k2 = −
√

2 e

δ = 1.

Além disso, sistema (1.74) é condição de integrabilidade da famı́lia a um parâmetro, η ∈ R,

de problemas lineares,
∂

∂x
Ψ = AΨ,

∂

∂t
Ψ = BΨ,

onde Ψ = (Ψ1,Ψ2)
T ,

A =
1

2

 η η
√

2− 1√
2
ux − e−vxψ

−η
√

2− 1√
2
ux + e−vx −η

 , B = eu

 1√
2

1

−1 − 1√
2

 .

Alternativamente, o sistema (1.74) é condição de integrabilidade de famı́lias a um parâmetro,

η 6= 0 de problemas lineares do tipo,

∂

∂x
Ψ̂ = ÂΨ̂,

∂

∂t
Ψ̂ = B̂Ψ̂,
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onde Ψ̂ = (Ψ̂1, Ψ̂2, Ψ̂3)
T ,

Â =


0 −

√
2
2 ux η

−
√
2
2 ux 0 −η

√
2 + e−vx

η η
√

2− e−vx 0

 , B̂ =


0 0

√
2eu

0 0 −2eu

√
2eu 2eu 0

 .

Exemplo 1.8. O seguinte sistema descreve superf́ıcies pseudo-esféricas, uxt = −2vxe
u,

vxt = uxe
u,

(1.75)

com funções,

f11 = −
√
2
2 ux, f12 = 0,

f21 = η, f22 = −
√

2eu,

f31 = −η
√

2 + vx, f32 = 2eu,

com η 6= 0. De fato, segundo a Proposição 1.4, basta considerar ψ = y1, k0 = 1, k1 = −2,

k2 = −
√

2 e δ = 1.

Além disso, o sistema (1.74) é condição de integrabilidade da famı́lia a um parâmetro,

η ∈ R, de problemas lineares,

∂

∂x
Ψ = AΨ,

∂

∂t
Ψ = BΨ,

onde Ψ = (Ψ1,Ψ2)
T ,

A =
1

2

 η 2η − 1√
2
ux − vx

−η
√

2− 1√
2
ux + vx −η

 , B = eu

 − 1√
2
−1

1 1√
2

 .

Alternativamente, o sistema (1.75) é condição de integrabilidade da famı́lia a um parâmetro,

η 6= 0 de problemas lineares do tipo,

∂

∂x
Ψ̂ = ÂΨ̂,

∂

∂t
Ψ̂ = B̂Ψ̂,

onde Ψ̂ = (Ψ̂1, Ψ̂2, Ψ̂3)
T ,

Â =


0 −

√
2
2 ux η

−
√
2
2 ux 0 −η

√
2 + vx

η η
√

2− vx 0

 , B̂ =


0 0 −

√
2eu

0 0 2eu

−
√

2eu −2eu 0

 .
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1.3.3 Famı́lia de sistemas a quatro parâmetros e uma função arbitrária.

Nesta subseção apresentaremos uma famı́lia, a quatro parâmetros e uma função arbitrária,

de sistemas que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas obtidas a partir do Caso

1) do Teorema 1.3.

Proposição 1.5. Sejam k0, k1, k2, k3 ∈ R constantes, tais que k0 6= 0, k21 + k22 6= 0, q(z1, y1)

uma função suave arbitrária das variáveis (z1, y1), tal que k2qy1 − k1qz1 6= 0, e δ = 1 (resp.

δ = −1). Então, o sistema abaixo descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas),
z1,t =

k0
k2qy1 − k1qz1

[qy1 + (k1y + k2z + k3) (δk1(k1y1 + k2z1)− qqy1)] ,

y1,t =
−k0

k2qy1 − k1qz1
[qz1 + (k1y + k2z + k3) (δk2(k1y1 + k2z1)− qqz1)] .

(1.76)

Neste caso, com η um parâmetro real não nulo,

f11 = η(k1y1 + k2z1), f12 = 0,

f21 = η2, f22 = k0(k1y + k2z) + k0k3,

f31 = ηq, f32 = 1
ηk0.

Demonstração. É uma consequência do Teorema 1.3 Caso 1) considerando η → η2 e

a = k0k1, b = k0k2,

λ = 0, µ = 1
ηk0,

φ(ξ) = ξ + k0k3, ξ = k0(k1y + k2z),

h = ηq, g = η(k1y1 + k2z1).

De fato, primeiramente note que as condições (1.42) são satisfeitas,

a2 + b2 = k20(k21 + k22) 6= 0,

µ2 + λ2 = 1
η2
k20 6= 0,

φ′(ξ) = 1 6= 0,

µg + λh = k0(k1y1 + k2z1) = ay1 + bz1,

gz1hy1 − gy1hz1 = η2(k2qy1 − k1qz1) 6= 0,

g = η(k1y1 + k2z1) 6= 0.

Vamos mostrar o sistema (1.41) se reduz ao sistema (1.76). Para isso, vamos calcular cada



1.3 Aplicações: Novas famı́lias de sistemas do tipo (S1,1) que descrevem superf́ıcies
pseudo-esféricas ou esféricas. 54

parcela que aparece no sistema (1.41),

φ(ξ) = k0(k1y + k2z) + k0k3,

φ′(ξ) = 1,

φ′′(ξ) = 0,

µh− δλg = k0q,

(µh− δλg)y1 = k0qy1 ,

(µh− δλg)z1 = k0qz1 ,

−hhy1 + δggy1 = −η2qqy1 + δη2k1(k1y1 + k2z1),

hhz1 − δggz1 = η2qqz1 − δη2k2(k1y1 + k2z1),

W = gz1hy1 − gy1hz1 = η2(k1qz1 − k2qy1).

Substituindo estas identidades em (1.41) obtemos o sistema (1.76).

Observação 1.4. O sistema (1.76) é equivalente a condição de integrabilidade (0.7), da

famı́lia a um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares do tipo

∂

∂x
Ψ = AΨ,

∂

∂t
Ψ = BΨ,

onde Ψ = (Ψ1,Ψ2)
T ,

A =
η

2

 η k0y1 + k2z1 − q

k1y1 + k2z1 + q −η

 ,

B =
k0
2

 k1y + k2z + k3 − 1
η

1
η −k1y − k2z − k3

 ,

caso δ = 1, ou,

A =
η

2

 iη k1y1 + k2z1 + iq

−k1y1 − k2z1 + iq −iη

 ,

B = i
k0
2

 k1y + k2z + k3
1
η

1
η −k1y − k2z − k3

 ,

caso δ = −1.
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Alternativamente, o sistema (1.76) é equivalente a condição de integrabilidade (0.12), da

famı́lia a um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares do tipo

∂

∂x
Ψ̂ = ÂΨ̂,

∂

∂t
Ψ̂ = B̂Ψ̂,

onde Ψ̂ = (Ψ̂1, Ψ̂2, Ψ̂3)
T ,

Â =


0 η(k1y1 + k2z1) η2

δη(k1y1 + k2z1) 0 ηq

δη2 −ηq 0

 ,

B̂ =


0 0 k0(k1y + k2z) + k0k3

0 0 1
ηk0

δk0(k1y + k2z) + δk0k3 − 1
ηk0 0

 ,

com δ = 1 (resp. δ = −1).

Encerraremos esta subseção com um exemplo.

Exemplo 1.9. O seguinte sistema descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas),
uxt = (au+ b)φ(vx) + 1,

vxt = δ
a2

φ′(vx)
ux(au+ b),

(1.77)

onde δ = 1 (resp. δ = −1), a, b ∈ R são constantes reais, tal que a 6= 0 e φ é uma função

suave tal que φ′ 6= 0. Neste caso as fij associadas são dadas por,

f11 = ηaux, f12 = 0,

f21 = η2, f22 = a2u+ ab,

f31 = −ηφ(vx), f32 =
a

η
,

com η 6= 0 um parâmetro real. De fato, basta considerar na Proposição 1.5, k0 = a, k1 = 0,

k2 = a, k3 = b e q(z1, y1) = −φ(y1).

Além disso, o sistema (1.77) é equivalente a condição de integrabilidade (0.7), da famı́lia

a um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares do tipo

∂

∂x
Ψ = AΨ,

∂

∂t
Ψ = BΨ,

onde Ψ = (Ψ1,Ψ2)
T ,

A =
η

2

 η aux + φ(vx)

aux − φ(vx) −η

 , B =
a

2

 au+ b − 1
η

1
η −au− b

 ,
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caso δ = 1, ou,

A =
η

2

 iη aux − iφ(vx)

−aux − iφ(vx) iη

 , B =
ia

2η

 au+ b 1
η

1
η −au− b

 ,

caso δ = −1.

Alternativamente, o sistema (1.77) é equivalente a condição de integrabilidade (0.12), da

famı́lia a um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares do tipo

∂

∂x
Ψ̂ = ÂΨ̂,

∂

∂t
Ψ̂ = B̂Ψ̂,

onde Ψ̂ = (Ψ̂1, Ψ̂2, Ψ̂3)
T ,

Â =


0 ηaux η2

δηaux 0 −ηφ(vx)

δη2 ηφ(vx) 0

 , B̂ =


0 0 a2u+ ab

0 0
a

η

δa2u+ δab −a
η

0

 .

1.3.4 Famı́lia de sistemas a quatro parâmetros e uma função arbitrária

generalizando o “Konno-Oono coupled integrable dispersionless sys-

tem”.

Nesta subseção apresentaremos uma famı́lia a quatro parâmetros e uma função arbitrária

de sistemas que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas que generaliza o sistema

(1.14).

Em [21] e [22] foi mostrado que o sistema de equações (1.14), conhecido como “Konno-

Oono coupled dispersionless system”, é integrável por uma generalização do método do espa-

lhamento inverso [34]. Para este sistema, o problema linear associado não é do tipo AKNS e

o parâmetro espectral é dado por f22. Além disso, para este sistema temos f31 = 0. Isto nos

motiva a investigar o Corolário 1.1, no qual f31 = 0, para procurar novos exemplos de siste-

mas de equações pseudo-esféricas ou esféricas cuja função f22 é um parâmetro real, digamos

ν e f31 = 0.

Na seguinte proposição, exibimos uma famı́lia a quatro parâmetros e uma função arbitrária

de sistemas que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas, que é obtida a partir do

Corolário 1.1.

Proposição 1.6. Sejam, k0, k1, k2, k3 constantes reais tais que k0 > 0, k21 + k22 6= 0 e q uma

função suave de (z1, y1) tal que k2qy1 − k1qz1 6= 0 e δ = 1 (resp. δ = −1). Então o seguinte
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sistema descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas)
z1,t = δ

qqy1 + k0k1(k1y1 + k2z1)

k2qy1 − k1qz1
(k1y + k2z + k3),

y1,t = −δ qqz1 + k0k2(k1y1 + k2z1)

k2qy1 − k1qz1
(k1y + k2z + k3),

(1.78)

onde δ = 1 (resp.−1). Neste caso, para ν 6= 0 um parâmetro real e σ = ±1, as funções

associadas são,

f11 = σ δν
√
k0(k1y1 + k2z1), f12 = 0,

f21 = 1
ν q, f22 = ν,

f31 = 0, f32 = σ
√
k0(k1y + k2z + k3).

Demonstração. É uma consequência do Corolário 1.1, com as seguintes escolhas

a = k1, b = k2,

µ = σν
√
k0, λ = 0,

h = 1
ν q, g = σ

√
k0
δ

ν
(k1y1 + k2z1),

φ(ξ) = σ
√
k0ξ + σ

√
k0k3, ξ = k1y + k2z.

(1.79)

De fato, primeiramente note que as hipóteses do Corolário 1.1 são satisfeitas.

a2 + b2 = k21 + k22 6= 0,

µ2 + λ2 = k−10 ν2 6= 0,

µg − λh = δ(k1y1 + k2z1) = δ(ay1 + bz1),

W = gz1hy1 − gy1hz1 = σ
√
k0

δ

ν2
(k2qy1 − k1qz1) 6= 0.

Assim, podemos aplicar o Corolário 1.1. Substituindo as identidades,

φ(ξ) = σ
√
k0(k1y + k2z + 3),

φ′(ξ) = σ
√
k0,

φ′′(ξ) = 0,

ggy1 + hhy1 = k0ν
−2k1(k1y1 + k2z1) + ν−2qqy1 ,

ggz1 + hhz1 = k0ν
−2k2(k1y1 + k2z1) + ν−2qqz1 ,

nas equações (1.37) e (1.38), obtemos o sistema (1.78).

Observação 1.5. O sistema (1.78) é equivalente a condição de integrabilidade (0.7), da

famı́lia a um parâmetro, ν 6= 0, de problemas lineares do tipo

∂

∂x
Ψ = AΨ,

∂

∂t
Ψ = BΨ,
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onde Ψ = (Ψ1,Ψ2)
T , para

A =
1

2ν

 q σ
√
k0(k1y1 + k2z1)

σ
√
k0(k1y1 + k2z1) −q

 ,

B =
1

2

 ν −σ
√
k0(k1y + k2z + k3)

σ
√
k0(k1y + k2z + k3) −ν

 ,

caso δ = 1, ou,

A =
1

2ν

 iq −σ
√
k0(k1y1 + k2z1)

σ
√
k0(k1y1 + k2z1) −iq

 ,

B = i
1

2

 ν σ
√
k0(k1y + k2z + k3)

σ
√
k0(k1y + k2z + k3) −ν

 ,

caso δ = −1.

Alternativamente, o sistema (1.78) é equivalente a condição de integrabilidade (0.12), da

famı́lia a um parâmetro, ν 6= 0, de problemas lineares do tipo

∂

∂x
Ψ̂ = ÂΨ̂,

∂

∂t
Ψ̂ = B̂Ψ̂,

onde Ψ̂ = (Ψ̂1, Ψ̂2, Ψ̂3)
T ,

Â =
1

ν


0 σδ

√
k0(k1y1 + k2z1) q

δσδ
√
k0(k1y1 + k2z1) 0 0

δq 0 0

 ,

B̂ =


0 0 ν

0 0 σ
√
k0(k1y + k2z + k3)

δν −σ
√
k0(k1y + k2z + k3) 0

 ,

com δ = 1 (resp. δ = −1).

Observação 1.6. Como caso particular da última proposição podemos obter o “Konno-

Oono coupled dispersionless system”, dado na equação (1.14), utilizando as escolhas k0 = 1,

k1 = 2, k2 = 0, q = 2z1 e δ = 1.
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Exemplo 1.10. O seguinte sistema descreve superf́ıcies pseudo-esféricas, uxt = uuxvx,

vxt = −u(v2x + 1).
(1.80)

Neste caso, considerando σ = ±1 e ν 6= 0, as funções fij associadas, são dadas por

f11 = σ
ν ux, f12 = 0,

f21 = 1
νuxvx, f22 = ν,

f31 = 0, f32 = σu.

De fato, basta considerar, na Proposição 1.6, os parâmetros k0 = 1, k1 = 0, k2 = 1, k3 = 0 e

q = z1y1.

Além disso, o sistema (1.80) é condição de integrabilidade da famı́lia a um parâmetro,

ν 6= 0, de problemas lineares,

∂

∂x
Ψ = AΨ,

∂

∂t
Ψ = BΨ,

onde Ψ = (Ψ1,Ψ2)
T , e para σ = ±1,

A =
ux
2ν

 vx σ

σ −vx

 , B =
1

2

 ν −σu

σu −ν

 .

Alternativamente, o sistema (1.80) é equivalente a condição de integrabilidade (0.12),da

famı́lia a um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares,

∂

∂x
Ψ̂ = ÂΨ̂,

∂

∂t
Ψ̂ = B̂Ψ̂,

onde Ψ̂ = (Ψ̂1, Ψ̂2, Ψ̂3)
T ,

Â =
1

ν


0 σux uxvx

σux 0 0

νuxvx 0 0

 , B̂ =


0 0 ν

0 0 σu

ν −σu 0

 . (1.81)



Caṕıtulo 2

Sistemas do tipo (S2,1) ou (S1,2) que

descrevem superf́ıcies

pseudo-esféricas ou esféricas.

Neste caṕıtulo consideraremos sistemas de equações diferenciais para duas funções reais

u, v definidas sobre um aberto de R2 com coordenadas (x, t), dos tipos,

(S2,1)

 uxt = F (u, ux, uxx, v, vx),

vxt = G(u, ux, uxx, v, vx),
(2.1)

ou

(S1,2)

 uxt = F (u, ux, v, vx, vxx),

vxt = G(u, ux, v, vx, vxx),
(2.2)

onde F e G são funções suaves que dependem de u e v e suas derivadas com respeito a x até

a ordem 2 e 1 ou 1 e 2, respectivamente.

Observamos que os sistemas do tipo (S1,2) e (S2,1) são equivalentes por mudança nas

variáveis dependentes u e v por v e u respectivamente. Portanto vamos considerar neste

caṕıtulo somente sistemas do tipo (S2,1).

Estaremos interessados em estudar sistemas do tipo (S1,1) que descrevem superf́ıcies

pseudo-esféricas ou esféricas para funções associadas que fij dependendo das variáveis de-

pendentes u, v e suas derivadas do mesmo modo que F e G, isto é, vamos considerar

fij(u, ux, uxx, v, vx), 1 ≤ i ≤ 2, 1 ≤ j ≤ 3.
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Adotaremos a seguinte notação,

u = z,
∂u

∂x
= z1,

∂2u

∂x∂x
= z2

v = y,
∂v

∂x
= y1.

(2.3)

Com esta notação, os sistemas (S2,1) é escrito como, z1,t = F (z, z1, z2, y, y1),

y1,t = G(z, z1, z2, y, y1).
(2.4)

Este caṕıtulo será organizado da seguinte forma. Na Seção 2.1 daremos condições ne-

cessárias e suficientes para que um sistema do tipo (S2,1) descreva superf́ıcies pseudo-esféricas

ou esféricas. Em seguida, na Seção 2.2, apresentaremos uma classificação completa de to-

dos os sistemas (S2,1) que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas com a hipótese

adicional de que pelo menos uma das funções f31, f12 ou f11 é uma constante η ∈ R. Como

consequência desta classificação apresentaremos, na Seção 2.3, uma nova classe de sistemas

do tipo (S2,1) que descrevem, simultaneamente, superf́ıcies pseudo-esféricas e esféricas.

2.1 Caracterização dos sistemas do tipo (S2,1).

Esta seção será divida em três partes. Na primeira Subseção 2.1.1 usaremos a teoria de

Cartan-Kähler para descrevermos o sistema (2.1) em termos de um sistema de diferenciais

exteriores. Em seguida na Subseção 2.1.2 discutiremos a interpretação geométrica de siste-

mas (2.1) que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas. Por último na Subseção

2.1.3, apresentaremos no Teorema 2.1 uma caracterização dos sistemas (2.1) que descrevem

superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas.

2.1.1 Abordagem por sistemas de diferenciais exteriores.

Nesta subseção vamos seguir a referência [17] para mostrar como interpretar o sistema

(S2,1) como um sistema de diferenciais exteriores.

Sejam U ⊂ R2 um aberto de R2 com coordenadas (x, t) e M7 ⊂ R2 × R3 × R2 um

subconjunto aberto conexo de R2×R3×R2. ConsideraremosM7 como sendo uma variedade

diferenciável 7-dimensional com coordenadas (x, t)×(z, z1, z2)×(y, y1). Deste modo, para um

sistema (2.4), as funções F,G podem ser vistas como funções reais suaves, sobre a variedade

M7, que são constantes com respeito às variáveis (x, t).
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Dadas duas funções suaves, u, v em U ,

u, v : U ⊂ R2 → R

fica definida uma superf́ıcie em M7 por,

Φ : U ⊂ R2 →M7,

Φ(x, t) 7→ (x, t, u(x, t), ux(x, t), uxx(x, t), v(x, t), vx(x, t)). (2.5)

Veremos na Proposição 2.1 como esta aplicação é usada para justificar a notação (2.3) e como,

a partir dela, relacionar o sistema (S2,1) com um sistema de diferenciais exteriores.

Proposição 2.1. Seja I o ideal em M7 gerado pelas formas,

Π0 = dz ∧ dt− z1dx ∧ dt, Π1 = dz1 ∧ dt− z2dx ∧ dt,

Π2 = dz2 ∧ dx ∧ dt, Λ0 = dy ∧ dt− y1dx ∧ dt,

Π = dz1 ∧ dx+ Fdx ∧ dt, Λ = dy1 ∧ dx+Gdx ∧ dt.

(2.6)

Então, I é fechado por diferenciação exterior. Além disso,

A) Se o par de funções suaves u, v : U ⊂ R2 → R é uma solução do sistema (S2,1), então

a aplicação Φ, definida por (2.5) é uma superf́ıcie integral do ideal I.

B) Reciprocamente, dada uma superf́ıcie integral do ideal I, Ψ : V ⊂ R2 → M7, V um

aberto de R2, com Ψx e Ψt linearmente independentes, então, localmente, as funções

projeções de Ψ(V ) ⊂M7 sobre (x, t)×(z) e (x, t)×(y) formam gráficos de uma solução

de (S2,1).

Demonstração. Primeiramente, vamos mostrar que o ideal I é fechado por diferenciação

exterior. Diferenciando exteriormente as formas Π0,Π1,Π2 e Λ0 do ideal (2.6), obtemos

dΠ0 = −dz1 ∧ dx ∧ dt = dz1 ∧ dt ∧ dx = (Π1 + z2dx ∧ dt) ∧ dx = Π1 ∧ dx,

dΠ1 = −dz2 ∧ dx ∧ dt = −Π2,

dΠ2 = d(dz2 ∧ dx ∧ dt) = 0,

dΛ0 = −dy1 ∧ dx ∧ dt = −(Λ−Gdx ∧ dt) ∧ dt = −Λ ∧ dt.
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Diferenciando exteriormente a forma Π do ideal (2.6), obtemos

dΠ = dF ∧ dx ∧ dt

= (Fzdz + Fz1dz1 + Fz2dz2 + Fydy + Fy1dy1) ∧ dx ∧ dt

= −Fzdz ∧ dt ∧ dx− Fz1dz1 ∧ dt ∧ dx+ Fz2dz2 ∧ dx ∧ dt+

−Fydy ∧ dt ∧ dx+ Fy1dy1 ∧ dx ∧ dt

= −Fz(Π0 + z1dx ∧ dt) ∧ dx− Fz1(Π1 + z2dx ∧ dt) ∧ dx+ Fz2Π2 +

−Fy(Λ0 + y1dx ∧ dt) ∧ dx+ Fy1(Λ−Gdx ∧ dt) ∧ dt

= −FzΠ0 ∧ dx− Fz1Π1 ∧ dx+ Fz2Π2 − FyΛ0 ∧ dx+ Fy1Λ ∧ dt.

Por último, de modo análogo, diferenciando exteriormente a forma Λ do ideal (2.6), obtemos

dΛ = dG ∧ dx ∧ dt,

= (Gzdz +Gz1dz1 +Gz2dz2 +Gydy +Gy1dy1) ∧ dx ∧ dt

= −Gzdz ∧ dt ∧ dx−Gz1dz1 ∧ dt ∧ dx+Gz2dz2 ∧ dx ∧ dt+

−Gydy ∧ dt ∧ dx+Gy1dy1 ∧ dx ∧ dt

= −Gz(Π0 + z1dx ∧ dt) ∧ dx−Gz1(Π1 + z2dx ∧ dt) ∧ dx+Gz2Π2 +

−Gy(Λ0 + y1dx ∧ dt) ∧ dx+Gy1(Λ−Gdx ∧ dt) ∧ dt

= −GzΠ0 ∧ dx−Gz1Π1 ∧ dx+Gz2Π2 − FyΛ0 ∧ dx+Gy1Λ ∧ dt.

Deste modo, dI ⊂ I, ou seja, o ideal I é fechado por diferenciação exterior, o que prova a

primeira parte da proposição.

A demonstração da equivalência entre A) e B) é análoga a demonstração da Proposição

1.1.

2.1.2 Interpretação geométrica.

Nesta subseção daremos uma interpretação geométrica do sistemas (S2,1) que descrevem

superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas.

A seguinte definição é análoga a Definição 1.2 apresentada na Subseção 1.1.3.

Definição 2.1. Dizemos que o sistema (S2,1) descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp.

esféricas) se existem seis funções reais suaves fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2 em M7 tais que o

ideal J em M7, gerado pelas formas

Ω1 = dω1 − ω3 ∧ ω2, Ω2 = dω2 − ω1 ∧ ω3, Ω3 = dω3 − δω1 ∧ ω2, (2.7)
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nas quais ωi = fi1dx + fi2dt, 1 ≤ i ≤ 3 e δ = 1 (resp. δ = −1) e ω1 ∧ ω2 6= 0 e o ideal I

gerado pelas formas (2.6) coincidem, isto é J = I.

Observação 2.1. A interpretação geométrica da Definição 2.1 é análoga a interpretação

dada pela Proposição 1.2 apresentada na Subseção 1.1.3.

Por simplicidade, podemos omitir a aplicação Φ e identificar as 1-formas ωi, emM7, com

Φ∗ωi, i = 1, 2, 3, em U ⊂ R2. Com esta identificação e usando coordenadas locais (x, t) ∈ U ,

podemos reescrever a Definição 2.1.

Definição 2.2. Um sistema do tipo (S2,1), para variáveis dependentes u, v, descreve su-

perf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) se existem seis funções fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2,

dependendo de u, v e suas derivadas com respeito a x, tais que as 1-formas ωi = fi1dx+ fi2dt

satisfazem as equações de estrutura,

dω1 = ω3 ∧ ω2,

dω2 = ω1 ∧ ω3,

dω3 = δω1 ∧ ω2,

ω1 ∧ ω2 6= 0,

com δ = 1 (resp. −1) se, e somente se, u, v é solução do sistema, uxt = F (u, ux, uxx, v, vx),

vxt = G(u, ux, uxx, v, vx).

2.1.3 Resultado de caracterização e um resultado de não existência.

Nesta subseção apresentaremos, no Teorema 2.1, uma caracterização dos sistemas do tipo

(S2,1) que descrevem superf́ıcies esféricas ou pseudo-esféricas. Mostraremos, no Corolário 2.1,

que sob certas condições, para que um sistema do tipo (S2,1), descreva superf́ıcies pseudo-

esféricas ou esféricas é necessário que o sistema seja linear com respeito a uxx.

O seguinte teorema, nos dá uma caracterização dos sistemas (S2,1) que descrevem su-

perf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas supondo que as funções associadas fij dependem de

(z, z1, z2, y, y1). Em particular, estabelece como deve ser a dependência das funções F , G e

fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, com as variáveis (z, z1, z2, y, y1).

Teorema 2.1. Para que o sistema (S2,1), z1,t = F (z, z1, z2, y, y1),

y1,t = G(z, z1, z2, y, y1),
(2.8)
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descreva superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com funções fij(z, z1, z2, y, y1), com

1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, é necessário e suficiente que,

fi1,z = fi1,z2 = fi1,y = 0,

fi2,z2 = fi2,y1 = 0, i = 1, 2, 3, (2.9)

∣∣∣∣∣∣ f11,z1 f11,y1

f21,z1 f21,y1

∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣ f21,z1 f21,y1

f31,z1 f31,y1

∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣ f11,z1 f11,y1

f31,z1 f31,y1

∣∣∣∣∣∣
2

6= 0, (2.10)

−f11,z1F − f11,y1G+ f12,zz1 + f12,z1z2 + f12,yy1 − f31f22 + f32f21 = 0, (2.11)

−f21,z1F − f21,y1G+ f22,zz1 + f22,z1z2 + f22,yy1 − f11f32 + f12f31 = 0, (2.12)

−f31,z1F − f31,y1G+ f32,zz1 + f32,z1z2 + f32,yy1 − δf11f22 + δf12f21 = 0, (2.13)

f11f22 − f12f21 6= 0, (2.14)

onde δ = 1 (resp. −1).

Demonstração. Primeiramente mostraremos que estas condições são necessárias. Suponha

que o sistema (S2,1) descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas). Então, o “pull-

back”pela superf́ıcie Φ em M7, definida em (2.5), anula os ideais I (com δ = 1 e δ = −1

respetivamente) e J simultaneamente. Ou seja, ao longo da superf́ıcie Φ,

dω1 = ω3 ∧ ω2, dω2 = ω1 ∧ ω3, dω3 = δω1 ∧ ω2, (2.15)

dz1 ∧ dx = −Fdx ∧ dt, dz ∧ dt = z1dx ∧ dt, dz1 ∧ dt = z2dx ∧ dt

dy1 ∧ dx = −Gdx ∧ dt, dy ∧ dt = y1dx ∧ dt,
(2.16)

Note que, para i = 1, 2, 3,

dωi = d(fi1) ∧ dx+ d(fi2) ∧ dt

= fi1,zdz ∧ dx+ fi1,z1dz1 ∧ dx+ fi1,z2dz2 ∧ dx+

+fi1,ydy ∧ dx+ fi1,y1dy1 ∧ dx+

+fi2,zdz ∧ dt+ fi2,z1dz1 ∧ dt+ fi2,z2dz2 ∧ dt+

+fi2,ydy ∧ dt+ fi2,y1dy1 ∧ dt.

(2.17)
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Usando as relações (2.16), temos para i = 1, 2, 3,

dωi = fi1,zdz ∧ dx+ fi1,z1(−Fdx ∧ dt) + fi1,z2dz2 ∧ dx+

+fi1,ydy ∧ dx+ fi1,y1(−Gdx ∧ dt) +

+fi2,z(z1dx ∧ dt) + fi2,z1(z2dx ∧ dt) + fi2,z2dz2 ∧ dt+

+fi2,y(y1dx ∧ dt) + fi2,y1dy1 ∧ dt

= (−fi1,z1F − fi1,y1G+ fi2,zz1 + fi2,z1z2 + fi2,yy1) dx ∧ dt+

+fi1,zdz ∧ dx+ fi1,z2dz2 ∧ dx+ fi1,ydy ∧ dx+ fi2,z2dz2 ∧ dt+ fi2,y1dy1 ∧ dt.

Equacionando os coeficientes de dx∧dt na expressão acima, para i = 1, 2, 3, com o lado direito

de (2.15) obtemos as equações (2.11), (2.12) e (2.13) respectivamente. Os demais termos que

não são coeficientes de dx ∧ dt devem se anular, donde temos as relações (2.9).

A equação (1.22) também deve ser satisfeita, pois por definição, requeremos que ω1∧ω2 6=

0. O que é localmente equivalente a f11f22−f12f21 6= 0, pois ω1∧ω2 = (f11f22−f12f21)dx∧dt.

Finalmente a condição genérica (2.10) deve ser satisfeita para que as equações (2.11),

(2.12) e (2.13) sejam equivalentes ao sistema (2.8).

Para mostrar que esta condição é suficiente, consideramos as fij , i ≤ 1 ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2,

satisfazendo as condições (2.9)-(2.13) e definimos localmente ωi = fi1dx + fi2dt. Assim o

sistema com F e G obtida através das equações (2.11), (2.12) e (2.13), descreve superf́ıcies

pseudo-esféricas (resp. esféricas) com as funções fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, consideradas.

Como consequência do Teorema 2.1, temos que uma condição necessária para um sistema

do tipo (S2,1) descrever superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas é que esse sistema dependa

linearmente de uxx. Mais precisamente, temos a seguinte proposição.

Proposição 2.2. Considere um sistema do tipo (S2,1). Para que este sistema descreva

superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas com funções fij, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, satisfazendo

(2.9)-(2.13), é necessário que uxt = F1(u, ux, v, vx) + F2(u, ux, v, vx)uxx,

vxt = G1(u, ux, v, vx) +G2(u, ux, v, vx)uxx,

onde Fk, Gk, k = 1, 2, são funções suaves de (u, ux, v, vx).

Demonstração. Considere um sistema (S2,1) e suponha que este sistema descreve superf́ıcies

pseudo-esféricas ou esféricas com funções fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, satisfazendo (2.9)-(2.13).



2.2 Resultados de classificação de sistemas (S2,1) que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas
ou esféricas. 67

Diferenciando duas vezes, com respeito a z2, as equações (2.11)-(2.13), obtemos

−f11,z1Fz2,z2 − f11,y1Gz2,z2 = 0,

−f21,z1Fz2,z2 − f21,y1Gz2,z2 = 0,

−f31,z1Fz2,z2 − f31,y1Gz2,z2 = 0.

Segue da equação (2.10) que Fz2,z2 = Gz2,z2 = 0, ou seja, F e G são lineares nos termos

z2, o que demonstra esta proposição.

Como consequência imediata da última proposição, apresentamos um resultado de não

existência.

Corolário 2.1. Não existe sistema do tipo (S2,1) descrevendo superf́ıcies pseudo-esféricas ou

esféricas para fij associadas, satisfazendo (2.9)-(2.14), que dependa de modo não linear de

uxx.

2.2 Resultados de classificação de sistemas (S2,1) que descre-

vem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas.

Nesta seção, apresentaremos uma classificação dos sistemas do tipo (S2,1) descrevendo

superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas com a condição de que pelo menos uma das funções

f11, f21 ou f31 é constante, igual a um número real η.

Dado um sistema do tipo (S2,1), observamos que, se F e G não dependem da variável

z2, ou seja, se Fz2 = Gz2 = 0, então este sistema equivale a um sistema do tipo (S1,1),

considerado no Caṕıtulo 1. Além disso, se F e G não dependem das variáveis z, y, isto é,

Fz = Fy = Gz = Gy, então o sistema (S2,1) é reduzido, sob uma mudança de variáveis, a

um sistema de equações de evolução. Esta observação nos motiva a considerar a seguinte

definição.

Definição 2.3. Dizemos que um sistema (S2,1) é irredut́ıvel se as funções F e G satisfazem

F 2
z2 +G2

z2 6= 0,

e

F 2
z + F 2

y +G2
z +G2

y 6= 0,

para todos os pontos de seu domı́nio com exceção de um subconjunto de medida nula.

Deste modo, no que segue, estaremos interessados em sistemas do tipo (S2,1) que são

irredut́ıveis.
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2.2.1 Com a condição f31 = η

Nesta subseção, daremos uma classificação dos sistemas do tipo (S2,1) irredut́ıveis que

descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas, com a condição adicional que f31 = η é

uma constante real. O resultado de classificação será dividido em duas partes, Teoremas 2.2

e 2.3, onde consideramos duas situações, caso o quociente entre f11 e f21 dependa ou não da

variável y1, isto é f11f21,y1 − f21f11,y1 6= 0 ou f11f21,y1 − f21f11,y1 = 0.

Teorema 2.2. Um sistema (S2,1) irredut́ıvel descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp.

esféricas) para funções suaves fij, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, satisfazendo (2.9)-(2.14), com

f31 = η ∈ R e f11f21,y1 − f21f11,y1 6= 0 se, e somente se,

Caso I

z1,t =
1

W
{(g2H1,z1 − g1H2,z1)z2 + p[y1(g

2
1 + g22) + h2g2 + h1g1]+

+g2(H1,zz1 +H1,yy1)− g1(H2,zz1 +H2,yy1) −η (g2H2 + g1H1)} ,

y1,t =
1

W
{[(g′1H2,z1 − g′2H1,z1)y1 + (h′1H2,z1 − h′2H1,z1)] z2+

−(g′2y1 + h′2)(H1,zz1 +H1,yy1 − ηH2 + (g2y1 + h2)p)+

+(g′1y1 + h′1)(H2,zz1 +H2,yy1 + ηH1 − (g1y1 + h1)p)} ,

(2.18)

onde gi, hi, i = 1, 2, são funções suaves de z1 satisfazendo

W := (g′1g2 − g′2g1)y1 + h′1g2 − h′2g1 6= 0, V := g1h2 − g2h1 6= 0,(
h1
V

)2

z1

+

(
h2
V

)2

z1

+
(z1g1
V

)2
z1

+
(z1g2
V

)2
z1
6= 0,

e p(z, y) é uma função suave das variáveis (z, y) tal que pz e py são linearmente independentes,

e

Hi = δ
hipy − giz1pz

V
, i = 1, 2,

com δ = 1 (resp. −1). Neste caso,

f11 = g1y1 + h1, f12 = H1,

f21 = g2y1 + h2, f22 = H2,

f31 = η, f32 = p.

Caso II

z1,t =
1

W
{δφ′(ξ)(g′1qy1 − g′2py1)z2 − δb(az1 + by1)φ

′′(ξ)+

−δ(g1py1 + g2qy1)ηφ′(ξ) + (qqy1 + ppy1)φ(ξ)} ,

y1,t =
1

W
{−δφ′(ξ)(g′1qz1 − g′2pz1)z2 + δ(az1 + by1) (g2pz1 − g1qz1)φ′′(ξ)+

+ δ(g1pz1 + g2qz1)ηφ′(ξ)− (qqz1 + ppz1)φ(ξ)} ,

(2.19)
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onde, δ = 1 (resp. −1), g1, g2 são funções suaves de z1 tais que (g′1)
2 + (g′2)

2 6= 0, p e q são

funções suaves de (z1, y1) tais que

pg2 − qg1 = az1 + by1,

W = pz1qy1 − py1qz1 6= 0, pqy1 − qpy1 6= 0,

e φ é uma função real suave não constante, aplicada em ξ = az+by, em que a, b são constantes

reais tais que a2 + b2 6= 0.

Neste caso,

f11 = p, f12 = δg1φ
′(ξ),

f21 = q, f22 = δg2φ
′(ξ),

f31 = η, f32 = φ(ξ).

(2.20)

Além disso, nos dois casos, cada sistema é condição de integrabilidade dos problemas

lineares (0.4) e (0.10) onde A,B,Â e B̂ são definidas pelas respectivas funções fij, 1 ≤ i ≤ 3,

1 ≤ j ≤ 2.

Demonstração. A demonstração decorre do Teorema 2.1. Primeiramente, mostraremos que

as condições do teorema são necessárias. Suponha que um sistema (S2,1) irredut́ıvel descreve

superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com funções,

fij : U1 × U2 ⊂ R3 × R2 → R, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2,

onde U1 e U2 são subconjuntos abertos e conexos de R3 e R2, respectivamente, parametrizados

por coordenadas (z, z1, z2) e (y, y1) respectivamente.

Pelo Teorema 2.1, temos que fij satisfazem as equações (2.9)-(2.14).Pela equação (2.9)

temos que, fk1 é uma função de (z1, y1) e fk2 é uma função de (z, z1, y), para k = 1, 2, 3.

Por hipótese, temos que f31 = η, com η ∈ R, e f11f21,y1 − f21f11,y1 6= 0, a menos de um

subconjunto de medida nula, em U1 × U2. Temos que a equação (2.10) é equivalente a,

W = f11,z1f21,y1 − f11,y1f21,z1 6= 0 em U1 × U2. (2.21)

As equações (2.11) e (2.12) são equivalentes a, f11,z1 f11,y1

f21,z1 f21,y1

 z1,t

y1,t

 =

 f12,zz1 + f12,z1z2 + f12yy1 − ηf22 + f32f21

f22,zz1 + f22,z1z2 + f22yy1 − f11f32 + f12η

 . (2.22)
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Como W 6= 0 é o determinante desta matriz, podemos inverter esta relação para z1,t e y1,t,

obtendo, z1,t

y1,t

 =
1

W

 f21,y1 −f11,y1
−f21,z1 f11,z1


 f12,zz1 + f12,z1z2 + f12yy1 − ηf22 + f32f21

f22,zz1 + f22,z1z2 + f22yy1 − f11f32 + f12η

 .

(2.23)

A equação (2.13) equivale a,

f32,zz1 + f32,z1z2 + f32,yy1 − δf11f22 + δf12f21 = 0. (2.24)

Diferenciando com respeito a z2 obtemos,

f32,z1 = 0, em U1 × U2,

ou seja, f32 é uma função das variáveis z, y.

Assim, a equação (2.24) equivale a,

f32,zz1 + f32,yy1 − δf11f22 + δf12f21 = 0. (2.25)

Diferenciando com respeito a y1, obtemos

f32,y − δf11,y1f22 + δf12f21,y1 = 0. (2.26)

As equações (2.25) e (2.26) implicam que,

δ

 −f21 f11

−f21,y1 f11,y1

 f12

f22

 =

 f32,zz1 + f32,yy1

f32,y

 . (2.27)

Por hipótese, o determinante desta matriz

V := f11f21,y1 − f21f11,y1 6= 0,

é não nulo, e segue da equação (2.27) que f12

f22

 =
δ

V

 f11,y1 −f11

f21,y1 −f21

 f32,zz1 + f32,yy1

f32,y

 ,

ou seja,

fi2 = δf32,z
z1fi1,y1
V

+ δf32,y
fi1,y1y1 − fi1

V
, i = 1, 2. (2.28)

Pela equação (2.9), fi2,y1 = 0, para i = 1, 2, deste modo a equação (2.28) implica em,

f32,z

(
z1fi1,y1
V

)
y1

+ f32,y

(
fi1,y1y1 − fi1

V

)
y1

= 0, i = 1, 2. (2.29)
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Dividiremos a demonstração em dois casos, dependendo das funções f32,z e f32,z serem

linearmente independentes (Caso I) ou linearmente dependentes (Caso II).

Caso I Suponha que f32,z e f32,z sejam linearmente independentes, isto é, f32 = p para

uma função p, suave, das variáveis (z, y), tal que pz e py são linearmente independentes.

Assim, a relação (2.29) implica que,

(
f11,y1
V

)
y1

= 0,

(
f11,y1y1 − f11

V

)
y1

= 0, (2.30)(
f21,y1
V

)
y1

= 0,

(
f21,y1y1 − f21

V

)
y1

= 0. (2.31)

Afirmamos que estas relações implicam em f11,y1y1 = f21,y1y1 = 0, a menos de um sub-

conjunto de medida nula, em U1×U2. De fato, primeiramente mostraremos que f11,y1y1 = 0.

A primeira relação da equação (2.30) implica que existe uma função suave l(z1), dependendo

somente da variável z1, tal que f11,y1 = lV . Se l = 0, então f11,y1 = 0, em particular

f11,y1y1 = 0, como queŕıamos. Se l 6= 0, temos V = l−1f11,y1 , em particular f11,y1 6= 0. Neste

caso, da segunda relação da equação (2.30), temos(
f11,y1y1 − f11
l−1f11,y1

)
y1

= 0,

como ly1 = 0, (
f11,y1y1 − f11

f11,y1

)
y1

= 0,

isso implica que,
f11f11,y1y1
f211,y1

= 0,

como f11 6= 0, temos que f11,y1y1 = 0, como queŕıamos. Analogamente as relações da equação

(2.31) implicam em f21,y1y1 = 0 e assim f11,y1y1 = f21,y1y1 = 0, a menos de um subconjunto

de medida nula, em U1 × U2. Deste modo, existem quatro funções suaves g1, g2, h1, h2 da

variável z1, tais que,

fi1 = giy1 + hi, i = 1, 2,

e V = h1g2 − g1h2 6= 0.

Pela equação (2.28), temos que

fi2 = δpz
z1gi
V
− δpy

hi
V
, i = 1, 2.

Neste caso,

W = (g′1g2 − g′2g1)y1 + h′1g2 − h′2g1,
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e a condição genérica (2.14), f11f22 − f12f21 6= 0 equivale a pzz1 + pyy1 6= 0 que é satisfeita.

Em resumo, neste caso,

f11 = g1y1 + h1, f12 = δ
h1py − g1z1pz

V
,

f21 = g2y1 + h2, f22 = δ
h2py − g2z1pz

V
,

f31 = η, f32 = p.

(2.32)

onde p é uma função suave de (z, y) tal que, pz e py são não proporcionais, gi, hi, são funções

suaves de z1, para i = 1, 2 tais que (g′1g2 − g′2g1)y1 + h′1g2 − h′2g1 6= 0 e V = g1h2 − g2h1 6= 0.

Substituindo as fij , dadas acima, na equação (2.23) obtemos o sistema (2.18).

Por último notamos que esse sistema é irredut́ıvel, se, e somente se,(
h1
V

)2

z1

+

(
h2
V

)2

z1

+
(z1g1
V

)2
z1

+
(z1g2
V

)2
z1
6= 0. (2.33)

De fato, diferenciando (2.18) com respeito a z2, obtemos, Fz2

Gz2

 =
1

W

 g2 −g1

−g′2y1 − h′2 g′1y1 + h′1

 H1,z1

H2,z1

 , (2.34)

sendo o determinante desta matriz W = (g′1g2 − g′2g1)y1 + h′1g2 − h′2g1 6= 0, segue que

F 2
z2 +G2

z2 = 0 se, e somente se, H1,z1 = H2,z1 = 0. Como

Hi,z1 = δ
(
−z1gi

V

)
z1
pz + δ

(
hi
V

)
z1

py, i = 1, 2, (2.35)

em que, pz e py são linearmente independentes, segue que Hi,z1 = 0, i = 1, 2, se, e somente

se, (
−z1gi

V

)
z1

=

(
hi
V

)
z1

= 0, i = 1, 2,

donde segue que a condição (2.33) é necessária e suficiente para que F 2
z2 +G2

z2 6= 0.

Por último, mostraremos que a condição de irredutibilidade F 2
z + F 2

y + G2
z + G2

y 6= 0 é

satisfeita, automaticamente, para este caso. Suponhamos, por contradição, que F 2
z + F 2

y +

G2
z +G2

y = 0 para o sistema do Caso I. Note que, neste caso, o sistema (2.18) é equivalente a, g′1y1 + h′1 g1

g′2y1 + h′2 g2

 F

G

 =

 H1,zz1 +H1,z1z2 +H1yy1 − ηH2 + (g2y1 + h2)p

H2,zz1 +H2,z1z2 +H2yy1 + ηH1 − (g1y1 + h1)p

 .(2.36)

Diferenciando respeito a z2 e z e respectivamente com respeito a z2 e y temos que Hi,z1z =

Hi,z1y = 0, para i = 1, 2. Deste modo, as derivadas de (2.36) com respeito a z implicam em,

H1,zzz1 +H1,yzy1 − ηH2,z + (g2y1 + h2)pz = 0,

H2,zzz1 +H2,yzy1 + ηH1,z − (g1y1 + h1)pz = 0,
(2.37)
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analogamente a derivada de (2.36) com respeito a y implica em,

H1,zyz1 +H1yyy1 − ηH2,y + (g2y1 + h2)py = 0,

H2,zyz1 +H2yyy1 + ηH1,y − (g1y1 + h1)py = 0.
(2.38)

Diferenciando (2.37) com respeito a z1, obtemos,

H1,yz + (g′2y1 + h′2)pz = 0,

H2,yz − (g′1y1 + h′1)pz = 0,
(2.39)

diferenciando (2.39) com respeito a y1, obtemos g′2pz = g′1pz = 0, como pz 6= 0 temos

g′1 = g′2 = 0, logo existem constantes c1 e c2 tais que gi = ci. Além disso, diferenciando

(2.39) com respeito a z1, temos que h′′1 = h′′2 = 0, donde existem constantes ai, bi tais que

hi = aiz1 + bi. Ou seja, gi = ci e hi = aiy1 + bi, para i = 1, 2, neste caso, as derivadas das

expressões (2.37) e (2.38) com respeito a y1 implicam em

H1,yz + c2pz = 0,

H2,yz − c1pz = 0,

H1,yy + c2py = 0,

H2,yy − c1py = 0,

(2.40)

em que, para i = 1, 2,

Hi = δ
(aiz1 + bi)py − ciz1pz

V
, com V = z1(c1a2 − c2a1) + c1b2 − c2b1.

Podemos reescrever as relações em (2.40), em termos matriciais por

δ

V

 a1z1 + b1 −c1z1

a2z1 + b2 −c2z1

 pyyy pyyz

pzyy pzzy

 =

 −c2py −c2pz
c1py c1pz

 .

Como o determinante da primeira matriz do lado esquerdo é igual a z1V 6= 0, segue que esta

matriz é inverśıvel. Assim, multiplicando a esquerda por sua inversa, obtemos,

δz1

 pyyy pyyz

pzyy pzzy

 =

 −c2z1 c1z1

−a2z1 − b2 a1z1 + b1

 −c2py −c2pz
c1py c1pz

 .

Diferenciando com respeito a z1, obtemos

δ

 pyyy pyyz

pzyy pzzy

 =

 −c2 c1

−a2 a1

 −c2py −c2pz
c1py c1pz


=

 (c22 + c21)py (c22 + c21)pz

(a2c2 + a1c1)py (a2c2 + a1c1)pz

 . (2.41)
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Note que a matriz do lado esquerdo é simétrica, assim (c22 + c21)pz − (a2c2 + a1c1)py = 0.

Como pz e py são linearmente independentes devemos ter c22+c21 = 0, ou seja c1 = c2 = 0. Isso

implica que V = 0, um absurdo. Logo o sistema (2.18), do Caso I, satisfaz F 2
z +F 2

y +G2
z+G

2
y 6=

0.

Assim conclúımos que o sistema do Caso I é irredut́ıvel se, e somente se, a condição (2.33)

é satisfeita.

Casos II Suponha que f32,z e f32,y são linearmente dependentes, isto é, existem constantes

reais, a, b ∈ R, tais que a2 + b2 6= 0, cuja combinação linear com f32,z e f32,y se anula em

U1 × U2. Ou seja, existe uma função real suave φ tal que f32 = φ(ξ), com ξ = az + by.

Pela equação (2.29), temos que

φ′(ξ)a

(
z1fi1,y1
V

)
y1

+ φ′(ξ)b

(
fi1,y1y1 − fi1

V

)
y1

= 0, i = 1, 2. (2.42)

a menos de um subconjunto de medida nula em U1 × U2. Afirmamos que φ′(ξ) 6= 0, caso

contrário, pela equação (2.28), teŕıamos f12 = f22 = 0, o que é uma contradição com a

equação (2.14). Assim, φ′(ξ) 6= 0 e pela equação (2.42) temos que(
(az1 + by1)fi1,y1 − bfi1

V

)
y1

= 0, i = 1, 2.

Isso implica que existem duas funções suaves, gi, i = 1, 2, dependendo somente da variável

z1, tais que,
(az1 + by1)fi1,y1 − bfi1

V
= gi, i = 1, 2,

logo, pela equação (2.28), f12 e f22 são dados por,

fi2 = δφ′(ξ)gi, i = 1, 2,

e f11 e f21 satisfazem

1

V

 f11,y1 −f11

f21,y1 −f21

 az1 + by1

b

 =

 g1

g2

 .

Como o determinante desta matriz é igual a V 6= 0, podemos inverter essa relação e obter, az1 + by1

b

 =

 −f21 f11

−f21,y1 f11,y1

 g1

g2

 .

Temos que g21 + g22 6= 0 e f11g2 − f21g1 = az1 + by1. Logo é necessário que f11 = p e f21 = q

para p, q, funções suaves de (z1, y1), satisfazendo,

W = pz1qy1 − py1qz1 6= 0,

V = pqy1 − qpy1 6= 0,

pg2 − qg1 = az1 + by1.
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Neste caso, a condição (2.14) é satisfeita, pois, equivale a φ′(ξ)(az1 + by1) 6= 0.

Em resumo, neste caso,

f11 = p, f12 = δg1φ
′(ξ),

f21 = q, f22 = δg2φ
′(ξ),

f31 = η, f32 = φ(ξ),

(2.43)

onde g1, g2 são funções suaves de z1 tais que, g21 +g22 6= 0, p, q são funções suaves das variáveis

(z1, y1) tais que pz1qy1 − py1qz1 6= 0, pqy1 − qpy1 6= 0, pg2 − qg1 = az1 + by1, a, b ∈ R são

constantes reais tais que a2 + b2 6= 0 e φ é uma função real suave, aplicada em ξ = az + by

tal que φ′ 6= 0.

Substituindo as funções, fij , dadas acima na equação (2.23) obtemos a expressão (2.19).

Por último vamos mostrar que o sistema (2.19) é irredut́ıvel se, e somente se,

(g′1)
2 + (g′2)

2 6= 0.

De fato, pela expressão (2.19), temos F 2
z2 + G2

z2 6= 0, se, e somente se, (g′1)
2 + (g′2)

2 6= 0.

Por último notamos que a segunda condição de irredutibilidade, F 2
z + F 2

y + G2
z + G2

y 6= 0

é automaticamente satisfeita. Suponha por contradição que F e G, dadas por (2.19) não

dependam de (z, y), isto é, Fz = Fy = Gz = Gy = 0. Isto implica que Fξ = Gξ = 0.

Diferenciando (2.19) com respeito a z2, ξ, obtemos que g′1φ
′′(ξ) = g′2φ

′′(ξ) = 0, como (g′1)
2 +

(g′2)
2 6= 0, devemos ter φ′′(ξ) = 0, ou seja φ(ξ) = kξ + k0 com k, k0 ∈ R constantes reais tais

que k 6= 0.

Diferenciando (2.19) com respeito a ξ, temos

(qqy1 + ppy1)k0 = 0,

(qqz1 + ppz1)k0 = 0,

como k0 6= 0, segue que  pz1 qz1

py1 qy1

 p

q

 =

 0

0

 ,

o que implica em p = q = 0, um absurdo. Logo F 2
z + F 2

y +G2
z +G2

y 6= 0 e assim conclúımos

que para o Caso II, o sistema é irredut́ıvel se, e somente se, (g′)2 + (h′)2 6= 0.

Assim temos que as condições do Caso II são, de fato, necessárias.

Para a rećıproca, defina as fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, como consideradas em cada caso e

verifique diretamente que satisfazem as equações (2.9)-(2.14).
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Teorema 2.3. Um sistema (S2,1) irredut́ıvel descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp.

esféricas) para funções suaves fij, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, satisfazendo (2.9)-(2.14), com

f31 = η ∈ R e f11f21,y1 − f21f11,y1 = 0 se, e somente se,

z1,t =
1

W
{g1(Hzz1 +Hyy1 +Hz1z2)+

−g2(Pzz1 + Pyy1 + Pz1z2) + φ(ξ)(cz1 + y1)(g
2
1 + g22)− η(g1H + g2P )

}
,

y1,t =
(cz1 + y1)g

′
1 + cg1

W
(Pzz1 + Pz1z2 + Pyy1 − g1(cz1 + y1)φ(ξ) + ηH)+

− (cz1 + y1)g
′
2 + cg2

(g′1g2 − g′2g1)(cz1 + y1)
(Hzz1 +Hz1z2 +Hyy1 + g2(cz1 + y1)φ(ξ)− ηP ),

(2.44)

onde, δ = 1 (resp. −1), g1, g2 são funções suaves de z1 tais que g′1g2 − g′2g1 6= 0, φ é uma

função real suave, não constante, aplicada em ξ = cz+ y, com c ∈ R uma constante real e P

é uma função suave de (z, z1, y) satisfazendo a condição genérica,((
g1
g2
P

)
z1

− δ
(

1

g2

)′
φ′(ξ)

)2

+ (Pz1)2 6= 0,

em que H =
g1
g2
P − δ 1

g2
φ′(ξ) e W = (g′1g2 − g′2g1)(cz1 + y1).

Neste caso,

f11 = (y1 + cz1)g1, f12 = H,

f21 = (y1 + cz1)g2, f22 = P,

f31 = η, f32 = φ(ξ).

Além disso, este sistema é condição de integrabilidade dos problemas lineares (0.4) e (0.10)

onde A,B,Â e B̂ são definidas pelas respectivas funções fij, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2.

Demonstração. A demonstração decorre do Teorema 2.1. De fato, primeiramente mostrare-

mos que as condições do teorema são necessárias. Suponha que um sistema (S2,1) irredut́ıvel

descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com funções,

fij : U1 × U2 ⊂ R3 × R2 → R, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2,

onde U1 e U2 são subconjuntos abertos e conexos de R3 e R2, respectivamente, parametri-

zados por coordenadas (z, z1, z2) e (y, y1) respectivamente. Pelo Teorema 2.1, temos que fij

satisfazem as equações (2.9)-(2.14).

Pela equação (2.9) temos que, fk1 é uma função de (z1, y1) e fk2 é uma função de (z, z1, y),

para k = 1, 2, 3.

Por hipótese, supomos que f31 = η, com η ∈ R, em U1 × U2. A equação (2.10) é

equivalente a,

W = f11,z1f21,y1 − f11,y1f21,z1 6= 0 em U1 × U2. (2.45)
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As equações (2.11) e (2.12) são equivalentes a, f11,z1 f11,y1

f21,z1 f21,y1

 z1,t

y1,t

 =

 f12,zz1 + f12,z1z2 + f12yy1 − ηf22 + f32f21

f22,zz1 + f22,z1z2 + f22yy1 − f11f32 + f12η

 . (2.46)

Como W 6= 0 é o determinante desta matriz, podemos inverter esta relação para z1,t e y1,t,

obtendo, z1,t

y1,t

 =
1

W

 f21,y1 −f11,y1
−f21,z1 f11,z1


 f12,zz1 + f12,z1z2 + f12yy1 − ηf22 + f32f21

f22,zz1 + f22,z1z2 + f22yy1 − f11f32 + f12η

 .

(2.47)

A equação (2.13) equivale a,

f32,zz1 + f32,z1z2 + f32,yy1 − δf11f22 + δf12f21 = 0. (2.48)

Diferenciando com respeito a z2 obtemos,

f32,z1 = 0, em U1 × U2,

ou seja, f32 é uma função das variáveis z, y.

Assim, a equação (2.24) equivale a,

f32,zz1 + f32,yy1 − δf11f22 + δf12f21 = 0. (2.49)

Suponhamos, por hipótese, que f11f21,y1 − f21f11,y1 = 0 em U1 × U2, ou seja o quociente

f11
f21

= ĝ, com ĝ uma função suave da variável z1, logo f11 = ĝl e f21 = l, com l uma função

suave das variáveis (z1, y1) satisfazendo

W = ĝ′lly1 6= 0. (2.50)

A equação (2.49) implica que

f12 = ĝf22 −
δ

l
(f32,zz1 + f32,yy1). (2.51)

Conforme a equação (2.9), f12,y1 = 0, assim a equação (2.51) implica que

f32,zly1z1 + f32,y(ly1y1 − l) = 0. (2.52)

Note que f32,y 6= 0, pois caso contrário, se f32,y = 0, teremos também f32,z = 0, assim pela

equação (2.51), teŕıamos f12−ĝf22 = 0 que implica em f12l−lĝf22 = 0, isto é, f12f21−f11f22 =
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0, o que é uma contradição com a equação (2.14). Logo f32,y 6= 0, a menos de um subconjunto

de medida nula em U1 × U2, assim

f32,z
f32,y

ly1z1 + ly1y1 − l = 0, (2.53)

diferenciando com respeito a z e y obtemos,(
f32,z
f32,y

)
z

ly1 =

(
f32,z
f32,y

)
y

ly1 = 0,

como ly1 6= 0, existe uma constante c ∈ R tal que

f32,z = cf32,y,

isso implica que existe uma função real suave φ tal que,

f32 = φ(ξ),

com ξ = cz + y e φ′(ξ) 6= 0. Neste caso, a equação (2.53), implica que

ly1(cz1 + y1)− l = 0,

ou seja, o quociente entre l e cz1 + y1 é uma função somente de z1. Assim, existe uma função

ĥ suave da variável z1 tal que,

l = ĥ(cz1 + y1). (2.54)

Introduzindo, por conveniência g1 = ĝĥ e g2 = ĥ, funções suaves de z1 e considerando P ,

uma função suave das variáveis (z, z1, y), temos que

f11 = (y1 + cz1)g1, f12 =
g1
g2
P − δ

g2
φ′(ξ),

f21 = (y1 + cz1)g2, f22 = P,

f31 = η, f32 = φ(ξ),

(2.55)

onde, g1 e g2 são funções suaves de z1, φ é uma função real suave, aplicada em ξ = cz1 + y1,

tal que φ′ 6= 0, c ∈ R é uma constante real e P é uma função suave das variáveis (z, z1, y).

Neste caso,

W = (g′1g2 − g′2g1)(cz1 + y1),

que equivale a, g′1g2 − g′2g1 6= 0. A condição (2.14) equivale a φ′(ξ)(cz1 + y1) 6= 0, que é

automaticamente satisfeita. Neste caso, o sistema (2.44) é dado por (2.47) em que as fij

satisfazem (2.55).
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Finalmente, afirmamos que o sistema (2.44) é irredut́ıvel se, e somente se,((
g1
g2
P

)
z1

− δ
(

1

g2

)′
φ′(ξ)

)2

+ (Pz1)2 6= 0. (2.56)

Primeiramente vamos mostrar que a condição de irredutibilidade, F 2
z +F 2

y +G2
z +G2

y 6= 0

é automaticamente satisfeita. Suponha, por contradição, que Fz = Gz = Fy = Gy = 0.

Podemos expressar as funções F e G, do sistema (2.44), de modo análogo a equação (2.46),

por cg1 + (y1 + cz1)g
′
1 g1

cg2 + (y1 + cz1)g
′
2 g2

 F

G

 =

 Hzz1 +Hz1z2 +Hyy1 − ηP + (y1 + cz1)g2φ(ξ)

Pzz1 + Pz1z2 + Pyy1 + ηH − (y1 + cz1)g1φ(ξ)

 .

Diferenciando com respeito as variáveis z, z2 e y, z2, obtemos que Hz1z = Pz1z = Hz1y =

Pz1y = 0. Deste modo, as derivadas da última expressão com respeito as variáveis y, z1, y1,

implica que

g′2φ
′(ξ) = 0,

g′1φ
′(ξ) = 0.

Como φ′(ξ) 6= 0, segue que g′1 = g′2 = 0 e consequentemente W = 0, um absurdo. Donde

conclúımos que a condição F 2
z + F 2

y +G2
z +G2

y 6= 0 é satisfeita.

Por último, notamos que a condição (2.56) é equivalente a F 2
z2 +G2

z2 6= 0, que equivale a

(Hz1)2 + (Pz1)2 6= 0, que por sua vez, é equivalente a condição (2.56). Assim demonstramos

que as condições são, de fato, necessárias.

Para a rećıproca, defina as fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, como consideradas em cada caso e

verifique diretamente que satisfazem as equações (2.9)-(2.14).

Segue imediatamente dos Teoremas 2.2 e 2.3 a classificação completa dos sistemas (S2,1)

irredut́ıveis que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas com f31 = η.

Teorema 2.4. Um sistema (S2,1) irredut́ıvel descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp.

esféricas), com f31 = η ∈ R, se, e somente se, (S2,1) é do tipo (2.18), (2.19) ou (2.44).

2.2.2 Com a condição f21 = η

Nesta subseção, daremos uma classificação dos sistemas do tipo (S2,1) irredut́ıveis que

descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas, com a condição adicional que f21 = η é

uma constante real. O resultado de classificação será dividido em duas partes, Teoremas 2.5
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e 2.6, onde considerarmos duas situações, caso o quociente entre f11 e f31 dependa ou não da

variável y1, isto é f11f31,y1 − f31f11,y1 6= 0 ou f11f31,y1 − f31f11,y1 = 0.

Teorema 2.5. Um sistema (S2,1) irredut́ıvel descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp.

esféricas) para funções suaves fij, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, satisfazendo (2.9)-(2.14), com

f21 = η ∈ R e f11f31,y1 − f31f11,y1 6= 0 se, e somente se,

Caso I

z1,t =
1

W
{(g3H1,z1 − g1H3,z1)z2 − p[y1(g23 − δg21) + h3g3 − δh1g1]+

+g3(H1,zz1 +H1,yy1)− g1(H3,zz1 +H3,yy1) +η (g3H3 − δg1H1)} ,

y1,t =
1

W
{[(g′1H3,z1 − g′3H1,z1)y1 + (h′1H3,z1 − g′3H1,z1)] z2+

−(g′3y1 + h′3)(H1,zz1 +H1,yy1 + ηH3 − (g3y1 + h3)p)+

+(g′1y1 + h′1)(H3,zz1 +H3,yy1 + δηH1 − δ(g1y1 + h1)p)} ,

(2.57)

onde gi, hi, i = 1, 3, são funções suaves de z1 satisfazendo

W := (g′1g3 − g′3g1)y1 + h′1g3 − h′3g1 6= 0, V := g1h3 − g3h1 6= 0,(
h1
V

)2

z1

+

(
h3
V

)2

z1

+
(z1g1
V

)2
z1

+
(z1g3
V

)2
z1
6= 0,

e p(z, y) é uma função suave das variáveis (z, y) tal que pz e py são linearmente independentes,

e

Hi =
hipy − giz1pz

V
, i = 1, 3,

com δ = 1 (resp. −1). Neste caso,

f11 = g1y1 + h1, f12 =
h1py − g1z1pz

V
,

f21 = η, f22 = p,

f31 = g3y1 + h3, f32 =
h3py − g3z1pz

V
.

Caso II

z1,t =
1

W
{φ′(ξ)(g′1qy1 − g′3py1)z2 − b(az1 + by1)φ

′′(ξ)+

+(g2qy1 − δg1py1)ηφ′(ξ)− (qqy1 − δppy1)φ(ξ)} ,

y1,t =
1

W
{φ′(ξ)(g′3pz1 − g′1qz1)z2 + (az1 + by1) (g3pz1 − g1qz1)φ′′(ξ)+

− (g3qz1 − δg1pz1)ηφ′(ξ) + (qqz1 − δppz1)φ(ξ)} ,

(2.58)
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onde, δ = 1 (resp. −1), g1, g3 são funções suaves de z1 tais que (g′1)
2 + (g′3)

2 6= 0, p e q são

funções suaves de (z1, y1) tais que

pg3 − qg1 = az1 + by1,

pqy1 − qpy1 6= 0, W = pz1qy1 − py1qz1 6= 0,

e φ é uma função real suave não constante, aplicada em ξ = az+by, em que a, b são constantes

reais tais que a2 + b2 6= 0.

Neste caso,

f11 = p, f12 = g1φ
′(ξ),

f21 = η, f22 = φ(ξ),

f31 = q, f32 = g3φ
′(ξ).

(2.59)

Além disso, nos dois casos, cada sistema é condição de integrabilidade dos problemas

lineares (0.4) e (0.10) onde A,B,Â e B̂ são definidas pelas respectivas funções fij, 1 ≤ i ≤ 3,

1 ≤ j ≤ 2.

Demonstração. A demonstração decorre do Teorema 2.1. Primeiramente, mostraremos que

as condições do teorema são necessárias. Suponha que um sistema (S2,1) irredut́ıvel descreve

superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com funções,

fij : U1 × U2 ⊂ R3 × R2 → R, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2,

onde U1 e U2 são subconjuntos abertos e conexos de R3 e R2, respectivamente, parametri-

zados por coordenadas (z, z1, z2) e (y, y1) respectivamente. Pelo Teorema 2.1, temos que fij

satisfazem as equações (2.9)-(2.14).

Pela equação (2.9) temos que, fk1 é uma função de (z1, y1) e fk2 é uma função de (z, z1, y),

para k = 1, 2, 3.

Por hipótese, supomos que f21 = η, com η ∈ R, e f11f31,y1 − f31f11,y1 6= 0, a menos de um

subconjunto de medida nula, em U1 × U2.

Temos que a equação (2.10) é equivalente a,

W = f11,z1f31,y1 − f11,y1f31,z1 6= 0 em U1 × U2. (2.60)

As equações (2.11) e (2.13) são equivalentes a, f11,z1 f11,y1

f31,z1 f31,y1

 z1,t

y1,t

 =

 f12,zz1 + f12,z1z2 + f12yy1 − f31f22 + f32η

f32,zz1 + f32,z1z2 + f32yy1 − δf11f22 + δf12η

 . (2.61)
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Como W 6= 0 é o determinante desta matriz, podemos inverter esta relação para z1,t e y1,t,

obtendo, z1,t

y1,t

 =
1

W

 f31,y1 −f11,y1
−f31,z1 f11,z1


 f12,zz1 + f12,z1z2 + f12yy1 − f31f22 + ηf32

f32,zz1 + f32,z1z2 + f32yy1 − δf11f22 + δηf12

 .

(2.62)

A equação (2.12) equivale a,

f22,zz1 + f22,z1z2 + f22,yy1 − f11f32 + f12f31 = 0. (2.63)

Diferenciando com respeito a z2 obtemos,

f22,z1 = 0, em U1 × U2,

ou seja, f22 é uma função das variáveis z, y. Assim, a equação (2.24) equivale a,

f22,zz1 + f22,yy1 − f11f32 + f12f31 = 0. (2.64)

Diferenciando com respeito a y1, obtemos

f22,y − f11,y1f32 + f12f31,y1 = 0. (2.65)

As equações (2.64) e (2.65) implicam que, −f31 f11

−f31,y1 f11,y1

 f12

f32

 =

 f22,zz1 + f22,yy1

f22,y

 . (2.66)

Por hipótese, o determinante desta matriz

V = f11f31,y1 − f31f11,y1 6= 0,

é não nulo, e segue da equação (2.66) que f12

f32

 =
1

V

 f11,y1 −f11

f31,y1 −f31

 f22,zz1 + f22,yy1

f22,y

 ,

ou seja,

fi2 = f22,z
z1fi1,y1
V

+ f22,y
fi1,y1y1 − fi1

V
, i = 1, 3. (2.67)

Como fi2,y1 = 0, para i = 1, 3, devemos ter que,

f22,z

(
z1fi1,y1
d

)
y1

+ f22,y

(
fi1,y1y1 − fi1

d

)
y1

= 0, i = 1, 3. (2.68)
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Dividiremos a demonstração em dois casos dependendo se as funções f22,z e f22,z são

linearmente independentes (Caso I) ou linearmente dependentes (Caso II).

Caso I Suponha que f22,z e f22,z são linearmente independentes, isto é, f22 = p para uma

função p, suave, das variáveis (z, y), tal que pz e py são linearmente independentes. Neste

caso a equação (2.68) implica em,(
f11,y1
V

)
y1

= 0,

(
f11,y1y1 − f11

V

)
y1

= 0, (2.69)(
f31,y1
V

)
y1

= 0,

(
f31,y1y1 − f31

V

)
y1

= 0. (2.70)

Afirmamos que estas relações implicam em f11,y1y1 = f31,y1y1 = 0, a menos de um subconjunto

de medida nula, em U1 × U2. De fato, primeiramente mostraremos que f11,y1y1 = 0. A

primeira relação da equação (2.69) implica que existe uma função suave l(z1), dependendo

somente da variável z1, tal que f11,y1 = lV . Se l = 0, então f11,y1 = 0, em particular

f11,y1y1 = 0, como queŕıamos. Se l 6= 0, temos V = l−1f11,y1 , em particular f11,y1 6= 0. Neste

caso, da segunda relação da equação (2.69), temos(
f11,y1y1 − f11
l−1f11,y1

)
y1

= 0,

como ly1 = 0, (
f11,y1y1 − f11

f11,y1

)
y1

= 0,

isso implica que,
f11f11,y1y1
f211,y1

= 0,

como f11 6= 0, temos que f11,y1y1 = 0, como queŕıamos. Analogamente as relações da equação

(2.70) implicam em f31,y1y1 = 0 e assim f11,y1y1 = f31,y1y1 = 0, a menos de um subconjunto

de medida nula, em U1 × U2. Deste modo, existem quatro funções suaves g1, g3, h1, h3 da

variável z1, tais que,

fi1 = giy1 + hi, i = 1, 3,

com V = h1g3 − g1h3 6= 0.

Pela equação (2.67), temos que

fi2 = pz
z1gi

h1g3 − g1h3
− py

hi
h1g3 − g1h3

, i = 1, 2.

Neste caso,

W = (g′1g3 − g′3g1)y1 + h′1g3 − h′3g1,
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e a condição genérica (2.14), f11f22 − f12f21 6= 0 equivale a pzz1 + pyy1 6= 0 que é satisfeita.

Em resumo, neste caso,

f11 = g1y1 + h1, f12 =
h1py − g1z1pz

V
,

f21 = η, f22 = p,

f31 = g3y1 + h3, f32 =
h3py − g3z1pz

V
.

(2.71)

onde p é uma função suave de (z, y) tal que, pz e py são não proporcionais, gi, hi, são funções

suaves de z1, para i = 1, 3 tais que (g′1g3 − g′3g1)y1 + h′1g3 − h′3g1 6= 0 e V = g1h3 − g3h1 6= 0.

Substituindo as fij , dadas acima, na equação (2.62) obtemos o sistema (2.57).

Por último esse sistema é irredut́ıvel, se, e somente se,(
h1
V

)2

z1

+

(
h3
V

)2

z1

+
(z1g1
V

)2
z1

+
(z1g3
V

)2
z1
6= 0. (2.72)

A demonstração é análoga a demonstração de que o sistema (2.18) é irredut́ıvel se, e somente

se a condição (2.33) é atendida.

Casos II Suponha que f22,z e f22,y sejam linearmente dependentes, isto é, existem cons-

tantes reais, a, b, tais que a2 + b2 6= 0, cuja combinação linear com f22,z e f22,y se anula em

U1 × U2. Ou seja, existe uma função real suave φ tal que f22 = φ(ξ), com ξ = az + by. Pela

equação (2.68), temos que

φ′(ξ)a

(
z1fi1,y1
d

)
y1

+ φ′(ξ)b

(
fi1,y1y1 − fi1

d

)
y1

= 0, i = 1, 3. (2.73)

a menos de um subconjunto de medida nula em U1 × U2.

Afirmamos que φ′(ξ) 6= 0. De fato, caso contrário, se φ é constante, a equação (2.67)

implica que f12 = f32 = 0, deste modo o sistema dado por (2.62) seria tal que Fz2 = Gz2 = 0,

o que é uma contradição com a hipótese do sistema ser irredut́ıvel. Assim conclúımos que

φ′(ξ) 6= 0. Neste caso, pela equação (2.73) temos que(
(az1 + by1)fi1,y1 − bfi1

d

)
y1

= 0, i = 1, 3.

Isso implica que existem duas funções suaves, gi, i = 1, 3, dependendo somente da variável

z1 tais que,
(az1 + by1)fi1,y1 − bfi1

d
= gi, i = 1, 3,

logo, pela equação (2.67), f12 e f32 são dados por,

fi2 = φ′(ξ)gi, i = 1, 3,
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e f11 e f31 satisfazem

1

d

 f11,y1 −f11

f31,y1 −f31

 az1 + by1

b

 =

 g1

g3

 .

Como o determinante desta matriz é igual a d 6= 0, podemos inverter essa relação e obter, az1 + by1

b

 =

 −f31 f11

−f31,y1 f11,y1

 g1

g3

 .

Temos que g21 + g23 6= 0 e f11g3 − f31g1 = az1 + by1. Logo é necessário que f11 = p e f31 = q

para p, q, funções suaves de (z1, y1), satisfazendo,

W = pz1qy1 − py1qz1 6= 0,

d = pqy1 − qpy1 6= 0,

pg3 − qg1 = az1 + by1.

Neste caso, a condição (2.14) equivale a,

pφ(ξ)− ηφ′(ξ)g1 6= 0.

Em resumo, neste caso,

f11 = p, f12 = g1φ
′(ξ),

f21 = η, f22 = φ(ξ),

f31 = q, f32 = g3φ
′(ξ),

(2.74)

onde g1, g3 são funções suaves de z1 tais que, g21 +g23 6= 0, p, q são funções suaves das variáveis

(z1, y1) tais que pz1qy1 − py1qz1 6= 0, pqy1 − qpy1 6= 0, pg2 − qg1 = az1 + by1, a, b ∈ R são

constantes reais tais que a2 + b2 6= 0 e φ é uma função real suave, aplicada em ξ = az+ by tal

que φ′ 6= 0. Substituindo as funções, fij , dadas acima na equação (2.62) obtemos a expressão

(2.58).

Por último, de modo análogo ao mostrado para o sistema (2.19), temos que o sistema

(2.58) é irredut́ıvel se, e somente se,

(g′1)
2 + (g′3)

2 6= 0.

Para a rećıproca, defina as fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, como consideradas em cada caso e

verifique diretamente que satisfazem as equações (2.9)-(2.14).
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Teorema 2.6. Um sistema (S2,1) irredut́ıvel descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp.

esféricas) para funções suaves fij, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, satisfazendo (2.9)-(2.14), com

f21 = η ∈ R e f11f31,y1 − f31f11,y1 = 0 se, e somente se,

Caso I
z1,t =

P

g
z2 +

h2 − δ
gh′

(gc− ηP ) ,

y1,t =
g

gy1

(
P

g

)
z1

z2 −
ghh′ + gz1(h2 − δ)

gh′gy1
(gc− ηP ) +

Pzz1 + Pyy1
gy1

,

(2.75)

onde δ = 1 (resp. δ = −1), g é uma função suave das variáveis z1, y1, h é uma função suave

da variável z1, tal que h′gy1 6= 0, c é uma constante real e P (z, z1, y) é uma função suave de

(z, z1, y) tais que ηP 6= cg e P 2
z + P 2

y 6= 0.

Neste caso,

f11 = g, f12 = P,

f21 = η, f22 = c,

f31 = hg, f32 = hP.

Caso II

z1,t =
1

W
{g3(Hzz1 +Hyy1 +Hz1z2)+

−g1(Pzz1 + Pyy1 + Pz1z2)− φ(ξ)(cz1 + y1)(g
2
3 − δg21) + η(g3P − δg1H)

}
,

y1,t =
(cz1 + y1)g

′
1 + cg1

W
(Pzz1 + Pz1z2 + Pyy1 − δg1(cz1 + y1)φ(ξ) + δηH)+

−(cz1 + y1)g
′
3 + cg3

W
(Hzz1 +Hz1z2 +Hyy1 − g3(cz1 + y1)φ(ξ) + ηP ).

(2.76)

onde, δ = 1 (resp. −1), g1, g3 são funções suaves de z1 tais que g′1g3 − g′3g1 6= 0, φ é uma

função real suave, não constante, aplicada em ξ = cz+ y, com c ∈ R uma constante real e P

é uma função suave de (z, z1, y) satisfazendo a condição genérica,((
g1
g3
P

)
z1

− δ
(

1

g3

)′
φ′(ξ)

)2

+ (Pz1)2 6= 0,

com H =
g1
g3
P − δ 1

g3
φ′(ξ) e W = (g′1g3 − g′3g1)(cz1 + y1).

Neste caso,

f11 = (y1 + cz1)g1, f12 = H,

f21 = η, f22 = φ(ξ),

f31 = (y1 + cz1)g3, f32 = P.

Além disso, nos dois casos, cada sistema é condição de integrabilidade dos problemas lineares

(0.4) e (0.10) onde A,B,Â e B̂ são definidas pelas respectivas funções fij, 1 ≤ i ≤ 3,

1 ≤ j ≤ 2.



2.2 Resultados de classificação de sistemas (S2,1) que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas
ou esféricas. 87

Demonstração. A demonstração decorre do Teorema 2.1. Primeiramente, mostraremos que

as condições do teorema são necessárias. Suponha que um sistema (S2,1) irredut́ıvel descreve

superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com funções,

fij : U1 × U2 ⊂ R3 × R2 → R, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2,

onde U1 e U2 são subconjuntos abertos e conexos de R3 e R2, respectivamente, parametri-

zados por coordenadas (z, z1, z2) e (y, y1) respectivamente. Pelo Teorema 2.1, temos que fij

satisfazem as equações (2.9)-(2.14).

Pela equação (2.9) temos que, fk1 é uma função de (z1, y1) e fk2 é uma função de (z, z1, y),

para k = 1, 2, 3.

Por hipótese, supomos que f21 = η, com η ∈ R, em U1×U2. Temos que a equação (2.10)

é equivalente a,

W = f11,z1f31,y1 − f11,y1f31,z1 6= 0 em U1 × U2. (2.77)

As equações (2.11) e (2.13) são equivalentes a, f11,z1 f11,y1

f31,z1 f31,y1

 z1,t

y1,t

 =

 f12,zz1 + f12,z1z2 + f12yy1 − f31f22 + f32η

f32,zz1 + f32,z1z2 + f32yy1 − δf11f22 + δf12η

 . (2.78)

Como W 6= 0 é o determinante desta matriz, podemos inverter esta relação para z1,t e y1,t,

obtendo, z1,t

y1,t

 =
1

W

 f31,y1 −f11,y1
−f31,z1 f11,z1


 f12,zz1 + f12,z1z2 + f12yy1 − f31f22 + f32η

f32,zz1 + f32,z1z2 + f32yy1 − δf11f22 + δf12η

 .

(2.79)

A equação (2.12) equivale a,

f22,zz1 + f22,z1z2 + f22,yy1 − f11f32 + f12f31 = 0. (2.80)

Diferenciando com respeito a z2 obtemos,

f22,z1 = 0, em U1 × U2,

ou seja, f22 é uma função das variáveis z, y. Assim, a equação (2.63) equivale a,

f22,zz1 + f22,yy1 − f11f32 + f12f31 = 0. (2.81)

Vamos dividir a demonstração em dois casos, dependendo se f22 é constante ou não.
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Caso I Suponhamos que f22 é constante em U1×U2, isto é f22 = c, para uma constante

real c. Assim, a equação (2.81) equivale a,

−f11f32 + f12f31 = 0.

Note que como W 6= 0, a menos de um subconjunto de medida nula em U1 × U2, segue que

f11 6= 0 neste subconjunto. Deste modo, a última equação equivale a,

f32 =
f31
f11

f12.

Por hipótese, o quociente entre f31 e f11 é uma função h(z1) suave, dependendo somente da

variável z1, deste modo

f31 = hf11 e f32 = hf12.

Deste modo, f11 = g, onde g é uma função suave de (z1, y1), f31 = hg, f12 = P , onde P é

uma função suave de (z, z1, y) e f32 = hP . É necessário que gy1 6= 0 e h′ 6= 0, de modo que

W = −ggy1h′ 6= 0. Além disso a condição (2.14) equivale a cg − ηP 6= 0. Deste modo,

f11 = g, f12 = P,

f21 = η, f22 = c,

f31 = hg, f32 = hP.

Com esta notação, as condições (2.10) e (2.14) equivalem a

h′gy1 6= 0,

ηP 6= c,

respectivamente.

Por último, substituindo f12 = P , f22 = c, f32 = hP , f11 = g e f31 = gh em (2.79),

obtemos o sistema (2.75). Além disso, notamos que este sistema é irredut́ıvel se, e somente

se, P 2
z + P 2

y 6= 0. Assim, mostramos que as condições do Caso I são necessárias.

Caso II Suponha que f22 não é constante.

Temos por hipótese que f11f31,y1 − f31f11,y1 = 0 em U1×U2, ou seja o quociente f11
f31

= ĝ,

para ĝ uma função suave da variável z1, logo f11 = ĝl e f31 = l, com l uma função suave das

variáveis (z1, y1) satisfazendo

W = ĝ′lly1 6= 0. (2.82)

A equação (2.81) implica que

f12 = ĝf32 −
1

l
(f22,zz1 + f22,yy1). (2.83)
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Como f12,y1 = 0, devemos ter que,

f22,zly1z1 + f22,y(ly1y1 − l) = 0. (2.84)

Note que f22,y 6= 0, a menos de um subconjunto de medida nula, em U1 × U2 pois caso

contrário, se f22,y = 0, a equação acima implicaria que f22,z = 0, a menos de um subconjunto

de medida nula, em U1 × U2, pois ly1 6= 0. Sendo U1 × U2 conexo, isso implica que f22 é

constante, o que é um absurdo. Logo f32,y 6= 0, a menos de um subconjunto de medida nula

em U1 × U2, assim
f22,z
f22,y

ly1z1 + ly1y1 − l = 0, (2.85)

diferenciando com respeito a z e y obtemos,(
f22,z
f22,y

)
z

ly1 =

(
f22,z
f22,y

)
y

ly1 = 0,

como ly1 6= 0, existe uma constante c ∈ R tal que

f22,z = cf22,y,

isso implica que existe uma função real suave φ tal que,

f22 = φ(ξ),

com ξ = cz + y e φ′(ξ) 6= 0. Neste caso, a equação (2.85), implica que

ly1(cz1 + y1)− l = 0,

ou seja, o quociente entre l e cz1 + y1 é uma função somente de z1. Assim, existe uma função

ĥ suave da variável z1 tal que,

l = ĥ(cz1 + y1). (2.86)

Introduzindo, por conveniência g1 = ĝĥ e g3 = ĥ, funções suaves de z1 e considerando P ,

uma função suave das variáveis (z, z1, y), temos que

f11 = (y1 + cz1)g1, f12 =
g1
g3
P − 1

g3
φ′(ξ),

f21 = η, f22 = φ(ξ),

f31 = (y1 + cz1)g2, f32 = P,

(2.87)

onde, g1 e g3 são funções suaves de z1, φ é uma função real suave, aplicada em ξ = cz1 + y1,

tal que φ′ 6= 0, c ∈ R é uma constante real e P é uma função suave das variáveis (z, z1, y).

Neste caso, W = (g′1g3 − g′3g1)(cz1 + y1), que equivale a,

g′1g3 − g′3g1 6= 0.
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A condição (2.14) equivale a

g1(cz1 + y1)φ
′(ξ)− η

(
g1
g3
P − 1

g3
φ′(ξ)

)
6= 0, (2.88)

que é automaticamente satisfeita, caso contrário, se e expressão acima fosse nula, o coeficiente

de y1 seria nulo, isso implica que g1φ
′(ξ) = 0, o que é um absurdo. Neste caso o sistema

(2.76) é dado por (2.79) em que as fij satisfazem (2.87).

Finalmente, afirmamos que, neste caso, o sistema (2.76) é irredut́ıvel se, e somente se,((
g1
g3
P

)
z1

− δ
(

1

g3

)′
φ′(ξ)

)2

+ (Pz1)2 6= 0. (2.89)

Primeiramente vamos mostrar que a condição de irredutibilidade, F 2
z +F 2

y +G2
z +G2

y 6= 0

é automaticamente satisfeita. De fato, mostraremos que uma condição mais forte é atendida,

F 2
y + G2

y 6= 0. Suponha, por contradição, que Fy = Gy = 0. Diferenciando a equação (2.78)

com respeito a y e z2, obtemos que

f12,z1y = f32,z1y = 0.

Deste modo, diferenciando a primeira linha da equação (2.78) com respeito a y e y1, e a

segunda linha com respeito a y e z1, temos

f31,z1y1f22,y = 0,

f11,y1z1f22,y = 0,

respectivamente. Como f22,y = φ′(ξ) 6= 0, f31,z1y1 = g′3 e f11,y1z1 = g′1, segue que g′1 = g′3 = 0,

consequentemente W = 0, um absurdo. Donde conclúımos que a condição F 2
z +F 2

y +G2
z+G

2
y 6=

0 é satisfeita.

Note que a condição (2.89) é necessária. De fato, se g3 é uma constante e P = 0 temos

uma escolha não trivial, tal que a condição (2.89) não se verifica e Fz2 = Gz2 = 0 para o

sistema (2.76). Assim essa condição é, de fato, necessária.

Para mostrar que esta condição é suficiente, note que, pela equação (2.78), a fim de que

F 2
z2 + G2

z2 6= 0 é suficiente que (f12,z1)2 + (f32,z1)2 6= 0, que por sua vez, é equivalente a

condição (2.89).

Assim demonstramos que as condições são, de fato, necessárias.

Para a rećıproca, defina as fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, como consideradas em cada caso e

verifique diretamente que satisfazem as equações (2.9)-(2.14).
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Segue imediatamente dos Teoremas 2.5 e 2.6 a classificação completa dos sistemas (S2,1)

irredut́ıveis que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas com f21 = η.

Teorema 2.7. Um sistema (S2,1) irredut́ıvel descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp.

esféricas), com f21 = η ∈ R, se, e somente se, (S2,1) é do tipo (2.57), (2.58), (2.75) ou

(2.76).

2.2.3 Com a condição f11 = η

Nesta subseção, daremos uma classificação dos sistemas do tipo (S2,1) irredut́ıveis que

descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas, com a condição adicional que f11 = η é

uma constante real.

Conforme observado na introdução, os sistemas de equações diferenciais que descrevem

superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com a hipótese f11 = η são exatamente os mesmos

sistemas para o caso f21 = η, bastando considerar a transformação (0.14). Deste modo, a

classificação dos sistemas do tipo S2,1 com f11 = η pode ser obtida através da classificação

dos sistemas do tipo (S2,1) com f21. Em geral, apesar das equações diferenciais serem as

mesmas, observamos que os problemas lineares associados podem ser diferentes.

Analogamente aos Teoremas 2.5 e 2.6, consideraremos duas situações, dependendo do

quociente entre f21 e f31 depender, ou não, da variável y1.

Teorema 2.8. Um sistema (S2,1) irredut́ıvel descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp.

esféricas) para funções suaves fij, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, satisfazendo (2.9)-(2.14), com

f11 = η ∈ R e f31f21,y1 − f21f31,y1 6= 0 se, e somente se,

Caso I

z1,t =
1

W
{(g3H2,z1 − g2H3,z1)z2 − p[y1(g23 − δg22) + h3g3 − δh2g2]+

+g3(H2,zz1 +H2,yy1)− g2(H3,zz1 +H3,yy1) +η (g3H3 − δg2H2)} ,

y1,t =
1

W
{[(g′2H3,z1 − g′3H2,z1)y1 + (h′2H3,z1 − g′3H2,z1)] z2+

−(g′3y1 + h′3)(H2,zz1 +H2,yy1 + ηH3 − (g3y1 + h3)p)+

+(g′2y1 + h′2)(H3,zz1 +H3,yy1 + δηH2 − δ(g2y1 + h2)p)} ,

(2.90)

onde gi, hi, i = 2, 3, são funções suaves de z1 satisfazendo

V := g2h3 − g3h2 6= 0, W := (g′2g3 − g′3g2)y1 + h′2g3 − h′3g2 6= 0,(
h2
V

)2

z1

+

(
h3
V

)2

z1

+
(z1g2
V

)2
z1

+
(z1g3
V

)2
z1
6= 0,
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e p(z, y) é uma função suave das variáveis (z, y) tal que pz e py são linearmente independentes,

e

Hi =
hipy − giz1pz

V
, i = 2, 3,

com δ = 1 (resp. −1). Neste caso,

f11 = η, f12 = p,

f21 = g2y1 + h2η, f22 =
h2py − g2z1pz

V
,

f31 = −g3y1 − h3, f32 = −h3py − g3z1pz
V

.

Caso II

z1,t =
1

W
{φ′(ξ)(g′2qy1 − g′3py1)z2 − b(az1 + by1)φ

′′(ξ)+

+(g2qy1 − δg2py1)ηφ′(ξ)− (qqy1 − δppy1)φ(ξ)} ,

y1,t =
1

W
{φ′(ξ)(g′3pz1 − g′2qz1)z2 + (az1 + by1) (g3pz1 − g2qz1)φ′′(ξ)+

− (g3qz1 − δg2pz1)ηφ′(ξ) + (qqz1 − δppz1)φ(ξ)} ,

(2.91)

onde, δ = 1 (resp. −1), g2, g3 são funções suaves de z1 tais que (g′2)
2 + (g′3)

2 6= 0, p e q são

funções suaves de (z1, y1) tais que

pg3 − qg2 = az1 + by1,

pqy1 − qpy1 6= 0, W = pz1qy1 − py1qz1 6= 0,

e φ é uma função real suave não constante, aplicada em ξ = az+by, em que a, b são constantes

reais tais que a2 + b2 6= 0.

Neste caso,

f11 = η, f12 = φ(ξ),

f21 = p, f22 = g2φ
′(ξ),

f31 = −q, f32 = −g3φ′(ξ).

Além disso, nos dois casos, cada sistema é condição de integrabilidade dos problemas

lineares (0.4) e (0.10) onde A,B,Â e B̂ são definidas pelas respectivas funções fij, 1 ≤ i ≤ 3,

1 ≤ j ≤ 2.

Teorema 2.9. Um sistema (S2,1) irredut́ıvel descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp.

esféricas) para funções suaves fij, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, satisfazendo (2.9)-(2.14), com

f11 = η ∈ R e f31f21,y1 − f21f31,y1 = 0 se, e somente se,
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Caso I
z1,t =

P

g
z2 +

h2 − δ
gh′

(gc− ηP ) ,

y1,t = −
(
gz1P − gPz1

ggy1

)
z2 −

ghh′ + gz1(h2 − δ)
gh′gy1

(gc− ηP ) +
Pzz1 + Pyy1

gy1
,

(2.92)

onde δ = 1 (resp. δ = −1), g é uma função suave das variáveis z1, y1, h é uma função suave

da variável z1, tal que h′gy1 6= 0, c é uma constante real e P (z, z1, y) é uma função suave de

(z, z1, y) tais que ηP 6= cg e P 2
z + P 2

y 6= 0.

Neste caso,

f11 = η, f12 = c,

f21 = g, f22 = P,

f31 = −hg, f32 = −hP.

Caso II

z1,t =
1

W
{g3(Hzz1 +Hyy1 +Hz1z2)+

−g2(Pzz1 + Pyy1 + Pz1z2)− φ(ξ)(cz1 + y1)(g
2
3 − δg22) + η(g3P − δg2H)

}
,

y1,t =
(cz1 + y1)g

′
2 + cg2

W
(Pzz1 + Pz1z2 + Pyy1 − δg2(cz1 + y1)φ(ξ) + δηH)+

−(cz1 + y1)g
′
3 + cg3

W
(Hzz1 +Hz1z2 +Hyy1 − g3(cz1 + y1)φ(ξ) + ηP ).

(2.93)

onde, δ = 1 (resp. −1), g2, g3 são funções suaves de z1 tais que g′2g3 − g′3g2 6= 0, φ é uma

função real suave, não constante, aplicada em ξ = cz+ y, com c ∈ R uma constante real e P

é uma função suave de (z, z1, y) satisfazendo a condição genérica,((
g2
g3
P

)
z1

− δ
(

1

g3

)′
φ′(ξ)

)2

+ (Pz1)2 6= 0,

com H =
g2
g3
P − δ 1

g3
φ′(ξ) e W = (g′2g3 − g′2g3)(cz1 + y1).

Neste caso,

f11 = η, f12 = φ(ξ),

f21 = (y1 + cz1)g2, f22 = H,

f31 = −(y1 + cz1)g3, f32 = −P.

Segue imediatamente dos Teoremas 2.8 e 2.9 a classificação completa dos sistemas (S2,1)

irredut́ıveis que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas com f11 = η.

Teorema 2.10. Um sistema (S2,1) irredut́ıvel descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp.

esféricas), com f11 = η ∈ R, se, e somente se, (S2,1) é do tipo (2.90), (2.91), (2.92) ou

(2.93).
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2.3 Aplicação: Nova famı́lia de sistemas (S2,1) que descrevem

simultaneamente superf́ıcies pseudo-esféricas e esféricas.

Nesta seção aplicaremos o resultado de classificação dado no Teorema 2.6 para obter uma

famı́lia, um parâmetro e cinco funções arbitrárias, de sistemas do tipo (S2,1) descrevendo

simultaneamente superf́ıcies pseudo-esféricas e esféricas, com a propriedade de serem condição

de integrabilidade de várias famı́lias a um parâmetro de problemas lineares. Além disso, novos

exemplos serão apresentados.

Proposição 2.3. O sistema descreve simultaneamente superf́ıcies pseudo-esféricas e esféricas,
uxt =

1

r

(
s3puxx −

1

s′1
(rk − ps3)

)
,

vxt =
1

r′

(
(s3p)x +

s′2
s2s′1

(rk − ps3)
)
,

(2.94)

onde k ∈ R uma constante e s1(ux), s2(ux), s3(ux), r(vx), p(u, v) cinco funções suaves tais

que, s′1r
′s2s3 6= 0, ps3 6= kr, p2u+p2v 6= 0. Neste caso as funções fij associadas são dadas por,

f11 = rs2C−δ (ηs1) , f12 = ps2s3C−δ (ηs1) ,

f21 = η, f22 = ηk,

f31 = δrs2S−δ (ηs1) , f32 = δps2s3S−δ (ηs1) ,

onde δ = 1 para superf́ıcies pseudo-esféricas, e δ = −1 para superf́ıcies esféricas, η 6= 0 é um

parâmetro real não nulo e C−δ, S−δ denotando coseno e seno hiperbólicos ou trigonométricos

conforme a notação (1.59).

Demonstração. É uma consequência do Caso I do Teorema 2.6. Com a notação adotada,

consideramos u = z, ux = z1, uxx = z2, v = y, vx = y1. Por hipótese, considere k ∈ R uma

constante s1(z1), s2(z1), s3(z1), funções suaves de z1, r(y1) função suave de y1 e p(z, y) função

suave de (z, y) tais que s′1r
′s2s3 6= 0, p2z + p2y 6= 0 e η 6= 0 um parâmetro real não nulo.

Seguindo a notação do Teorema 2.6, Caso I, considere,

• g = rs2C−δ(ηs1),

• h = δ
S−δ(ηs1)

C−δ(ηs1)
,

• c = kη,

• P = ps2s3C−δ(ηs1).
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Note que as condições do Teorema 2.6, Caso I, para estas escolhas são satisfeitas. De fato,

h′gy1 =
η

δC−δ(ηδs1)
s′1r
′s2 6= 0,

ηP 6= cg se, e somente se, ps3 6= rk,

P 2
z + P 2

y 6= 0 se, e somente se, s22s
2
3C

2
−δ(ηs1)(p

2
z + p2y) 6= 0.

Finalmente vamos mostrar que, com estas escolhas, o sistema dado na equação (2.75) se reduz

ao sistema dado na equação (2.94). De fato, note que,

P

g
z2 =

s3
r
puxx,

h2 − δ
gh′

(gc− ηP ) = − 1

rs′1
(rk − ps3),

−gz1P − gPz1
ggy1

=
s′3
r′
p,

−ghh
′ + gz1(h2 − δ)
gh′gy1

(gc− ηP ) =
s′2

s2s′1r
′ (rk − ps3),

Pzz1 + Pyy1
gy1

=
s3
r′

(pzz1 + pyy1).

Substituindo as relações acima no sistema (2.75) obtemos o sistema (2.94).

Observação 2.2. O sistema (2.94) é equivalente a condição de integrabilidade (0.7), das

famı́lias a um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares do tipo

∂

∂x
Ψ = AΨ,

∂

∂t
Ψ = BΨ,

com Ψ = (Ψ1,Ψ2)
T , onde A,B pode ser dado por,

A =
1

2

 η rs2e
−ηs1

rbeηs1 −η

 , B =
1

2

 kη ps2s3e
−ηs1

ps2s3e
ηs1 −kη

 ,

ou,

A =
1

2

 iη rs2e
−iηs1

−rs2eiηs1 −iη

 , B =
1

2

 ikη ps2s3e
−iηs1

−ps2s3eiηs1 −ikη

 .

Alternativamente, o sistema (2.94) é equivalente a condição de integrabilidade (0.12), da

famı́lia a um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares

∂

∂x
Ψ̂ = ÂΨ̂,

∂

∂t
Ψ̂ = B̂Ψ̂,

onde Ψ̂ = (Ψ̂1, Ψ̂2, Ψ̂3)
T ,

Â =


0 rs2C−δ (ηs1) η

δrs2C−δ (ηs1) 0 δrs2S−δ (ηs1)

δη −δrs2S−δ (ηs1) 0

 ,
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B̂ =


0 ps2s3C−δ (ηs1) ηk

δps2s3C−δ (ηs1) 0 δps2s3S−δ (ηs1)

δηk −δps2s3S−δ (ηs1) 0

 ,

com δ = ±1.

O seguinte corolário é uma consequência da Proposição (2.3) e apresenta uma famı́lia a

uma função arbitrária de sistemas que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas,

Corolário 2.2. Sejam α, β constantes reais tais que α2 + β2 6= 0, φ(v) uma função suave,

não constante. Então o sistema abaixo,
uxt =

φ(v)

v2x + 1
(αux + β)(ux + u)x,

vxt =
1

2

φ(v)

vx
αuxx +

1

2
φ′(v)(αux + β),

(2.95)

descreve superf́ıcies pseudo-esféricas, para funções fij associadas,

f11 =
v2x + 1

2

(
uηx +

1

uηx

)
, f12 = (αux + β)

φ(v)

2

(
uηx +

1

uηx

)
,

f21 = η, f22 = 0,

f31 =
v2x + 1

2

(
uηx −

1

uηx

)
, f32 = (αux + β)

φ(v)

2

(
uηx −

1

uηx

)
,

(2.96)

onde η 6= 0. E também descreve superf́ıcies esféricas para funções fij associadas,

f11 = (v2x + 1) cos(η lnux), f12 = (αux + β)φ(v) cos(η lnux),

f21 = η, f22 = 0,

f31 = −(v2x + 1) sen(η lnux), f32 = −(αux + β)φ(v) sen(η lnux),

(2.97)

com η 6= 0.

Demonstração. É uma consequência da Proposição 2.3.

De fato, seguindo a notação da Proposição 2.3, considere, r = v2x + 1, p(u, v) = φ(v),

s1 = lnux, s2 = 1, s3 = αux + β e k = 0. Note que as condições,

s′1r
′s2s3 =

2vx
ux

(αux + β) 6= 0,

ps3 − kr = φ(v)(αux + β) 6= 0,

p2u + p2v = φ′(v) 6= 0,

são atendidas pela hipótese de φ não ser constante e αux + β 6= 0.
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Observação 2.3. O sistema (2.95) é condição de integrabilidade de famı́lias a um parâmetro,

η 6= 0, de problemas lineares,

∂

∂x
Ψ = AΨ,

∂

∂t
Ψ = BΨ,

onde Ψ = (Ψ1,Ψ2)
T ,

A =
1

2

 η (v2x + 1)u−ηx

(v2x + 1)uηx −η

 , B = (αux + β)
φ(v)

2

 0 u−ηx

uηx 0

 ,

ou

A =
1

2

 iη (v2x + 1)e−iη lnux

(v2x + 1)e−iη lnux −iη

 , B = (αux + β)
φ(v)

2

 0 eiη lnux

e−iη lnux 0

 ,

Alternativamente, o sistema (2.95) é condição de integrabilidade de famı́lias a um parâmetro,

η 6= 0, de problemas lineares

∂

∂x
Ψ̂ = ÂΨ̂,

∂

∂t
Ψ̂ = B̂Ψ̂,

onde Ψ̂ = (Ψ̂1, Ψ̂2, Ψ̂3)
T ,

Â =


0

v2x + 1

2

(
uηx +

1

uηx

)
η

v2x + 1

2

(
uηx +

1

uηx

)
0

v2x + 1

2

(
uηx −

1

uηx

)
η −v

2
x + 1

2

(
uηx −

1

uηx

)
0

 ,

B̂ = (αux + β)
φ(v)

2


0 uηx +

1

uηx
0

uηx +
1

uηx
0 uηx −

1

uηx

0 −uηx +
1

uηx
0

 ,

ou,

Â =


0 (v2x + 1) cos(η lnux) η

−(v2x + 1) cos(η lnux) 0 −(v2x + 1) sen(η lnux)

−η (v2x + 1) sen(η lnux) 0

 ,

B̂ = (αux + β)φ(v)


0 cos(η lnux) 0

− cos(η lnux) 0 − sen(η lnux)

0 sen(η lnux) 0

 .
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O próximo exemplo é um sistema descrevendo simultaneamente superf́ıcies pseudo-esféricas

e esféricas contida na famı́lia a um parâmetro e cinco funções arbitrárias dada na Proposição

(2.3).

Exemplo 2.1. O sistema  uxt = (uv)(uxx + v)v−1x ,

vxt = (uv)x,
(2.98)

descreve superf́ıcies pseudo-esféricas com,

f11 =
vx
2

(
uηx +

1

uηx

)
, f12 =

uv

2

(
uηx +

1

uηx

)
,

f21 = η, f22 = 0,

f31 =
vx
2

(
uηx −

1

uηx

)
, f32 =

uv

2

(
uηx −

1

uηx

)
,

e também descreve superf́ıcies esféricas com,

f11 = vx cos(η lnux), f12 = uv cos(η lnux),

f21 = η, f22 = 0,

f31 = −vx sen(η lnux), f32 = −uv sen(η lnux),

onde η 6= 0.

De fato, segundo a Proposição 2.3, considere δ = 1, k = 0, s1 = lnux, s2 = s3 = 1

constantes iguais a 1, r = vx e p = uv. Note que para estas escolhas as hipóteses da

Proposição 2.3 são atendidas,

s′1r
′s2s3 =

1

ux
6= 0,

ps3 − kr = uv 6= 0,

p2u + p2v = v2 + u2 6= 0.

Além disso, o sistema (2.98) é condição de integrabilidade da famı́lia a um parâmetro a

um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares,

∂

∂x
Ψ = AΨ,

∂

∂t
Ψ = BΨ,

onde Ψ = (Ψ1,Ψ2)
T ,

A =
1

2

 η vxu
−η
x

vxu
η
x −η

 , B =
uv

2

 0 u−ηx

uηx 0

 .
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ou,

A =
1

2

 iη vxe
−iη lnux

−vxeiη lnux −iη

 , B =
uv

2

 0 e−iη lnux

eiη lnux 0

 .

Alternativamente, o sistema (2.98) é equivalente a condição de integrabilidade (0.12), da

famı́lia a um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares do tipo

∂

∂x
Ψ̂ = ÂΨ̂,

∂

∂t
Ψ̂ = B̂Ψ̂,

onde Ψ̂ = (Ψ̂1, Ψ̂2, Ψ̂3)
T ,

Â =


0

vx
2

(
uηx +

1

uηx

)
η

vx
2

(
uηx +

1

uηx

)
0

vx
2

(
uηx −

1

uηx

)
η −vx

2

(
uηx −

1

uηx

)
0

 ,

B̂ =
uv

2


0 uηx +

1

uηx
0

uηx +
1

uηx
0 uηx −

1

uηx

0 −uηx +
1

uηx
0

 ,

ou,

Â =


0 vx cos(η lnux) η

−vx cos(η lnux) 0 −vx sen(η lnux)

−η vx sen(η lnux) 0

 ,

B̂ = uv


0 cos(η lnux) 0

− cos(η lnux) 0 − sen(η lnux)

0 sen(η lnux) 0

 .



Caṕıtulo 3

Sistemas do tipo (Sn,m), com

n,m ≥ 2, que descrevem superf́ıcies

pseudo-esféricas ou esféricas.

Neste caṕıtulo, consideraremos sistemas de equações diferenciais para duas funções reais

u, v definidas sobre um aberto de R2 com coordenadas (x, t), do tipo,

(Sn,m)

 uxt = F (u, ux, ..., uxn , v, vx, ..., vxm),

vxt = G(u, ux, ..., uxn , v, vx, ..., vxm),
(3.1)

onde F e G são funções suaves que dependem de u e v e suas derivadas com respeito a x até a

ordem n e m, respectivamente, em que n,m ∈ N com n,m ≥ 2. Os sistemas com n = m = 1

o foram considerados no Caṕıtulo 1 e os sistemas com n = 2,m = 1 ou n = 1,m = 2 foram

considerados no Caṕıtulo 2.

Estaremos interessados em estudar sistemas do tipo (S1,1) que descrevem superf́ıcies

pseudo-esféricas ou esféricas para funções associadas que fij dependendo das variáveis de-

pendentes u, v e suas derivadas do mesmo modo que F e G, isto é, vamos considerar

fij(u, ux, ..., uxn , v, vx, ..., vxm), 1 ≤ i ≤ 2, 1 ≤ j ≤ 3.

Adotaremos a seguinte notação, sejam n,m ∈ N,

u = z0,
∂iu

∂xi
= zi, i = 1, ..., n,

v = y0,
∂jv

∂xj
= yj , j = 1, ...,m. (3.2)
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Em alguns casos, omitiremos o ı́ndice 0 e denotaremos z0 = z e y0 = y. Com esta notação o

sistema (Sn,m) é escrito como, z1,t = F (z0, z1, ..., zn, y0, y1, ..., ym),

y1,t = G(z0, z1, ..., zn, y0, y1, ..., ym).
(3.3)

Este caṕıtulo é organizado da seguinte forma. Na Seção 3.1 daremos condições necessárias

e suficientes para que um sistema do tipo (Sn,m), n,m ≥ 2, descreva superf́ıcies pseudo-

esféricas ou esféricas. Em seguida, na Seção 3.2, apresentaremos uma classificação completa

destes sistemas com a hipótese adicional de que pelo menos uma das funções f11, f12 ou f31 é

uma constante η ∈ R. Como consequência desta classificação apresentaremos, na Seção 3.3,

novas classes de tais sistemas do tipo (S2,2). Cada sistema é condição de integrabilidade de

famı́lias a um parâmetro de problemas lineares.

3.1 Caracterização dos sistemas do tipo (Sn,m), com n,m ≥ 2.

Esta seção será divida em três partes. Na primeira subseção usaremos a teoria de Cartan-

Kähler para descrever os sistemas do tipo (Sn,m), n,m ≥ 2, em termos de um sistema de

diferenciais exteriores. Em seguida na Subseção 3.1.2 discutiremos a interpretação geométrica

de sistemas (Sn,m), n,m ≥ 2, que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas. Por

último na Subseção 3.1.3 apresentaremos, no Teorema 3.1, uma caracterização dos sistemas

(Sn,m), n,m ≥ 2 que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas.

3.1.1 Abordagem por sistemas de diferenciais exteriores.

Nesta subseção vamos interpretar o sistema (Sn,m), n,m ≥ 2 como um sistema de dife-

renciais exteriores.

Sejam U ⊂ R2 um aberto de R2 com coordenadas (x, t) eM4+n+m ⊂ R2×Rn+1×Rm+1 um

subconjunto aberto e conexo de R4+n+m com n,m ≥ 2. ConsideraremosM4+n+m como sendo

uma variedade diferenciável (4 + n+m)-dimensional com coordenadas (x, t) × (z0, ..., zn) ×

(y0, ..., ym). Deste modo, para um sistema (3.3), as funções F,G podem ser vistas como

funções reais suaves, sobre a variedadeM4+n+m, que são constantes com respeito às variáveis

(x, t).

Dadas duas funções suaves, u, v em U ,

u, v : U ⊂ R2 → R
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fica definida uma superf́ıcie em M4+n+m por,

Φ : U ⊂ R2 →M4+n+m,

Φ(x, t) 7→ (x, t, u(x, t), ux(x, t), ..., uxn(x, t), v(x, t), vx(x, t), ..., vxm(x, t)). (3.4)

Veremos na Proposição 3.1 como esta aplicação é usada para justificar a notação (3.2) e

como, a partir dela, relacionar um sistema (Sn,m), n,m ≥ 2, com um sistema de diferenciais

exteriores.

Proposição 3.1. Seja I o ideal em M4+n+m, com n,m ≥ 2, gerado pelas formas,

Πi = dzi ∧ dt− zi+1dx ∧ dt, 0 ≤ i ≤ n− 1,

Λj = dyj ∧ dt− yj+1dx ∧ dt, 0 ≤ j ≤ m− 1,

Πn = dzn ∧ dx ∧ dt, Π = dz1 ∧ dx+ Fdx ∧ dt,

Λm = dym ∧ dx ∧ dt, Λ = dy1 ∧ dx+Gdx ∧ dt. (3.5)

Então, I é fechado por diferenciação exterior, ou seja dI ≡ 0 (modI). Além disso,

A) Se o par de funções suaves u, v : U ⊂ R2 → R é uma solução do sistema (Sn,m), então

a aplicação Φ, definida por (3.4) é uma superf́ıcie integral do ideal I.

B) Reciprocamente, dada uma superf́ıcie integral do ideal I, Ψ : V ⊂ R2 →M4+n+m, com

V um aberto de R2 e Ψx e Ψt linearmente independentes, então, localmente, as funções

projeções de Ψ(V ) ⊂M4+n+m sobre (x, t)× (z) e (x, t)× (y) formam gráficos de uma

solução de (Sn,m).

Demonstração. Primeiramente, vamos mostrar que o ideal I é fechado por diferenciação

exterior.

Mostraremos que dΠi ∈ I, para i = 0, ..., n. Seja 0 ≤ i ≤ n− 2,

dΠi = −dzi+1 ∧ dx ∧ dt = dzi+1 ∧ dt ∧ dx = (Πi+1 + zi+2dx ∧ dt) ∧ dx = Πi+1 ∧ dx.

Para i = n− 1,

dΠn−1 = −dzn ∧ dx ∧ dt = −Πn.

Considerando i = n,

dΠn = d(dzn ∧ dx ∧ dt) = 0.
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Analogamente, mostramos que dΛj ∈ I, para j = 0, ...,m. Seja 0 ≤ j ≤ m− 2,

dΛj = −dyj+1 ∧ dx ∧ dt = dyi+1 ∧ dt ∧ dx = (Λj+1 + yj+2dx ∧ dt) ∧ dx = Λj+1 ∧ dx.

Se j = m− 1,

dΛm−1 = −dym ∧ dx ∧ dt = −Λm.

Com j = m,

dΛm = d(dym ∧ dx ∧ dt) = 0.

Por último mostraremos que dΠ, dΛ ∈ I.

dΠ = dF ∧ dx ∧ dt,

=

 n∑
i=0

Fzidzi +
m∑
j=0

Fyjdyj

 ∧ dx ∧ dt,
= Fzndzn ∧ dx ∧ dt+

n−1∑
i=0

Fzidzi ∧ dx ∧ dt+

+Fymdym ∧ dx ∧ dt+

m−1∑
j=0

Fyjdyj ∧ dx ∧ dt,

= FznΠn +
n−1∑
i=0

−Fzi (Πi + zi+1dx ∧ dt) ∧ dx+

+FymΛm +
m−1∑
j=0

−Fyj (Λj + yj+1dx ∧ dt) ∧ dx

= FznΠn −
n−1∑
i=0

FziΠi ∧ dx+ FymΛm −
m−1∑
j=0

FyjΛj .

Analogamente,

dΛ = GznΠn −
n−1∑
i=0

GziΠi ∧ dx+GymΛm −
m−1∑
j=0

GyjΛj .

Deste modo, dI ⊂ I, ou seja, o ideal I é fechado por diferenciação exterior, o que prova a

primeira parte da proposição.

A demonstração da equivalência entre A) e B) é análoga a demonstração da Proposição

1.1.

3.1.2 Interpretação geométrica e exemplos.

Nesta subseção discutiremos a interpretação geométrica de sistemas (Sn,m), com n,m ≥ 2,

que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas e apresentaremos dois exemplos de sis-
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temas do tipo (S2,2), que descrevem superf́ıcies esféricas e pseudo-esféricas.

A seguinte definição é análoga a Definição 1.2 apresentada na Subseção 1.1.3.

Definição 3.1. Dizemos que o sistema (Sn,m), com n,m ≥ 2, descreve superf́ıcies pseudo-

esféricas (resp. superf́ıcies esféricas) se, existem seis funções reais suaves fij , 1 ≤ i ≤ 2,

1 ≤ j ≤ 3 em M4+n+m tais que o ideal J em M4+n+m, gerado pelas formas

Ω1 = dω1 − ω3 ∧ ω2, Ω2 = dω2 − ω1 ∧ ω3, Ω3 = dω3 − δω1 ∧ ω2, (3.6)

nas quais ωi = fi1dx+ fi2dt, 1 ≤ i ≤ 3 e δ = 1 (resp. δ = −1) e ω1 ∧ ω2 6= 0 e o ideal I em

M4+n+m gerado pelas formas (3.5) coincidem em M4+n+m, isto é J = I.

Observação 3.1. A interpretação geométrica da Definição 3.1 é análoga a interpretação

dada pela Proposição 1.2 apresentada na Subseção 1.1.3.

Por simplicidade, podemos omitir a aplicação Φ e identificar as 1-formas ωi, emM4+n+m,

com Φ∗ωi, i = 1, 2, 3, no aberto U ⊂ R2. Com esta identificação e usando coordenadas locais

(x, t) ∈ U , podemos reescrever a Definição 3.1.

Definição 3.2. Um sistema do tipo (Sn,m), n,m ≥ 2, para variáveis dependentes u, v,

descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) se, existem seis funções fij , 1 ≤ i ≤

3, 1 ≤ j ≤ 2, dependendo de u, v e suas derivadas com respeito a x até a ordem n e m,

respectivamente, tais que as 1-formas ωi = fi1dx + fi2dt, i = 1, 2, 3, satisfazem as equações

de estrutura,

dω1 = ω3 ∧ ω2,

dω2 = ω1 ∧ ω3,

dω3 = δω1 ∧ ω2,

ω1 ∧ ω2 6= 0,

com δ = 1 (resp. −1) se, e somente se, u, v é solução do sistema, uxt = F (u, ux..., uxn , v, vx, ..., vxm),

vxt = G(u, ux, ..., uxn , v, vx..., vxm).

A seguir apresentaremos dois exemplos de sistemas do tipo (S2,2), que descrevem su-

perf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas. O primeiro exemplo descreve superf́ıcies pseudo-

esféricas e o segundo descreve superf́ıcies esféricas.

Exemplo 3.1. (“Vector short-pulse equation”tipo I [24],[25], [31])
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 uxt = u+ 1
2 (uvux)x ,

vxt = v + 1
2 (uvvx)x .

(3.7)

Considere δ = 1, η 6= 0 um parâmetro real e defina,

f11 = η
2 (vx + ux), f12 = 1

2(v − u) + η
4uv(ux + vx),

f21 = η, f22 = 1
η + η

2uv,

f31 = η
2 (vx − ux), f32 = 1

2(u+ v) + η
4uv(vx − ux).

Mostraremos que as equações de estrutura de uma superf́ıcie pseudo-esférica são equivalentes

ao sistema (3.7). De fato, as equações de estrutura,
dω1 = ω3 ∧ ω2,

dω2 = ω1 ∧ ω3,

dω3 = ω1 ∧ ω2,

expressas em coordenadas locais equivalem a,
−f11,t + f12,x = f31f22 − f32f21,

−f21,t + f22,x = f11f32 − f12f31,

−f31,t + f32,x = f11f22 − f12f21,

pelas escolhas das funções fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, vemos que a segunda linha é uma

identidade, enquanto a primeira e terceira linhas equivalem a, −vxt − uxt + 1
2((uvux)x + (uvvx)x) = −u− v,

−vxt + uxt + 1
2(−(uvux)x + (uvvx)x) = u− v,

a soma e a subtração destas expressões é equivalente a, uxt = u+ 1
2 (uvux)x ,

vxt = v + 1
2 (uvvx)x ,

que é sistema (3.7).

Observação 3.2. Note que a equação vetorial do tipo “short-pulse”(3.7) se reduz a equação

“short-pulse”(veja [30]) sob a condição u = v,

uxt = u+
1

6
(u3)xx. (3.8)

Exemplo 3.2. (“Vetor short-pulse”tipo II [24])
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 uxt = u+ 1
2

(
(u2 + v2)ux

)
x
,

vxt = v + 1
2

(
(u2 + v2)vx

)
x
.

(3.9)

Considere agora δ = −1, η 6= 0 um parâmetro real e defina,

f11 = −ηvx, f12 = −u− η
2 (u2 + v2)vx,

f21 = η, f22 = − 1
η + η

2 (u2 + v2),

f31 = ηux, f32 = −v + η
2 (u2 + v2)ux.

(3.10)

Mostraremos que as equações de estrutura de uma superf́ıcie esférica são equivalentes ao

sistema (3.9), de fato, 
dω1 = ω3 ∧ ω2,

dω2 = ω1 ∧ ω3,

dω3 = −ω1 ∧ ω2,

é equivalente a, 
−f11,t + f12,x = f31f22 − f32f21,

−f21,t + f22,x = f11f32 − f12f31,

−f31,t + f32,x = −f11f22 + f12f21,

substituindo as funções fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, vemos que a segunda linha é uma identidade

e a primeira e terceira linhas equivalem a, vxt − 1
2((u2 + v2)vx)x = v,

−uxt + 1
2((u2 + v2)ux)x = −u,

que é o sistema (3.9).

3.1.3 Resultado de caracterização e um resultado de não existência.

Nesta subseção apresentaremos, no Teorema 3.1, uma caracterização dos sistemas do tipo

(Sn,m), com n,m ≥ 2, descrevendo superf́ıcies esféricas ou pseudo-esféricas. Mostraremos, no

Corolário 3.1, que sob certas condições, para que um sistema do tipo (Sn,m), com n,m ≥ 2,

descreva superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas é necessário que o sistema seja linear nos

termos ∂nu
∂xn e ∂mv

∂xm .

O seguinte teorema, nos dá uma caracterização dos sistemas (Sn,m), com n,m ≥ 2, que

descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas supondo que as funções associadas fij

dependem de (z0, ..., zn, y0, ..., ym).
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Teorema 3.1. O sistema diferencial (Sn,m), com n,m ≥ 2, z1,t = F (z0, ..., zn, y0, ..., ym),

y1,t = G(z0, ..., zn, y0, ..., ym),
(3.11)

descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com funções fij(z0, ..., zn, y0, ..., ym),

com 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, se, e somente se,

fk1,zi = 0, fk1,yj = 0, k = 1, 2, 3, i = 0, 2, 3, ..., n, j = 0, 2, 3, ...,m,

fk2,zn = 0, fk2,ym = 0, k = 1, 2, 3, (3.12)

∣∣∣∣∣∣ f11,z1 f11,y1

f21,z1 f21,y1

∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣ f21,z1 f21,y1

f31,z1 f31,y1

∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣ f11,z1 f11,y1

f31,z1 f31,y1

∣∣∣∣∣∣
2

6= 0, (3.13)

−f11,z1F − f11,y1G+

n−1∑
i=0

f12,zizi+1 +

m−1∑
j=0

f12,yjyj+1 − f31f22 + f32f21 = 0, (3.14)

−f21,z1F − f21,y1G+
n−1∑
i=0

f22,zizi+1 +
m−1∑
j=0

f22,yjyj+1 − f11f32 + f12f31 = 0, (3.15)

−f31,z1F − f31,y1G+
n−1∑
i=0

f32,zizi+1 +
m−1∑
j=0

f32,yjyj+1 − δf11f22 + δf12f21 = 0, (3.16)

f11f22 − f12f21 6= 0, (3.17)

onde δ = 1 (resp. −1).

Demonstração. Primeiramente mostraremos a condição necessária. Suponha que o sistema

(Sn,m) descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas). Então, o “pullback”pela Φ em

M4+n+m, definida em (3.4), anula os ideais I (com δ = 1 e δ = −1 respetivamente) e J

simultaneamente. Ou seja ao longo da superf́ıcie Φ,

dω1 = ω3 ∧ ω2, dω2 = ω1 ∧ ω3, dω3 = δω1 ∧ ω2, (3.18)

dz1 ∧ dx = −Fdx ∧ dt, dzi ∧ dt = zi+1dx ∧ dt, i = 0, ..., n− 1,

dy1 ∧ dx = −Gdx ∧ dt, dyi ∧ dt = yj+1dx ∧ dt, j = 0, ...,m− 1. (3.19)
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Note que, para k = 1, 2, 3,

dωk = d(fk1) ∧ dx+ d(fk2) ∧ dt

=
n∑
i=0

fk1,zidzi ∧ dx+
m∑
j=0

fk1,yjdyj ∧ dx+
n∑
i=0

fk2,zidzi ∧ dt+
m∑
j=0

fk2,yjdyj ∧ dt

= fk1,z1dz1 ∧ dx+

n∑
i 6=1

fk1,zidzi ∧ dx+ fk1,y1dy1 ∧ dx+

m∑
j 6=1

fk1,yjdyj ∧ dx+

+fk2,zndzn ∧ dt+
n−1∑
i=0

fk2,zidzi ∧ dt+ fk2,ymdym ∧ dt+
m−1∑
j=0

fk2,yjdyj ∧ dt.

Usando as relações (3.19), temos,

dωk = −fk1,z1Fdx ∧ dt+
n∑
i 6=1

fk1,zidzi ∧ dx− fk1,y1Gdx ∧ dt+
m∑
j 6=1

fk1,yjdyj ∧ dx+

+fk2,zndzn ∧ dt+
n−1∑
i=0

fk2,zizi+1dx ∧ dt+ fk2,ymdym ∧ dt+

m−1∑
j=0

fk2,yjyj+1dx ∧ dt

=

−fk1,z1F − fk1,y1G+
n−1∑
i=0

fk2,zizi+1 +
m−1∑
j=0

fk2,yjyj+1

 dx ∧ dt+

+
n∑
i 6=1

fk1,zidzi ∧ dx+
m∑
j 6=1

fk1,yjdyj ∧ dx+ fk2,zndzn ∧ dt+ fk2,ymdym ∧ dt.

Equacionando os coeficientes de dx ∧ dt na expressão acima, para k = 1, 2, 3, com o lado

direito de (3.18) obtemos as equações (3.14), (3.15) e (3.16) respectivamente. Os demais

termos que não são coeficientes de dx ∧ dt devem se anular, donde temos as relações (3.12).

A equação (3.17) equivale a ω1∧ω2 6= 0 e garante que métrica seja não degenerada e deve

ser satisfeita por definição. Finalmente a condição genérica (3.13) deve ser satisfeita para que

as equações (3.14), (3.15) e (3.16) sejam equivalentes ao sistema (3.11).

Para mostrar que esta condição é suficiente, consideramos as fij , i ≤ 1 ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2,

satisfazendo as condições (3.12)-(3.16) e definimos localmente ωi = fi1dx + fi2dt. Assim o

sistema com F e G obtidas através das equações (3.14), (3.15) e (3.16), descreve superf́ıcies

pseudo-esféricas (resp. esféricas) com as funções fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, consideradas.

Como aplicação do Teorema 3.1, mostraremos que uma condição necessária para um

sistema (Sn,m), com n,m ≥ 2, descreva superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas é que este

sistema dependa linearmente dos termos ∂nu
∂xn e ∂mv

∂xm . Mais precisamente, temos a seguinte

proposição.
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Proposição 3.2. Considere um sistema do tipo (Sn,m) com n,m ≥ 2. Para que este sistema

descreva superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas com funções associadas fij, satisfazendo

(3.12)-(3.17), é necessário que z1,t = F1 + F2zn + F3ym,

y1,t = G1 +G2zn +G3ym,
(3.20)

onde Fk, Gk, k = 1, 2, 3, são funções suaves de (z0, ...zn−1, y0, ..., ym−1).

Demonstração. Seja um sistema (Sn,m), com n,m ≥ 2 e suponha que este sistema descreve

superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas com funções fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2. Pelo Teorema

3.1 valem as equações (3.12)-(3.17).

Diferenciando as equações (3.14)-(3.16) com respeito a zn e ym, obtemos

−f11,z1Fα,β − f11,y1Gα,β = 0,

−f21,z1Fα,β − f21,y1Gα,β = 0,

−f31,z1Fα,β − f31,y1Gα,β = 0,

em que α, β ∈ {zn, ym}.

Segue da equação (3.13) que Fα,β = Gα,β = 0, para todo α, β ∈ {zn, ym}, ou seja, F e G

são lineares nos termos zn e ym, o que demonstra esta proposição.

Como consequência imediata da última proposição, apresentamos um resultado de não

existência.

Corolário 3.1. Não existem sistemas do tipo (Sn,m), com n,m ≥ 2, descrevendo superf́ıcies

pseudo-esféricas ou esféricas para funções associadas fij, satisfazendo (3.12)-(3.17), que de-

penda de modo não linear de uxn ou vxm.

3.2 Resultados de classificação para sistemas (Sn,m), n,m ≥ 2.

Nesta seção, apresentaremos uma classificação de sistemas do tipo (Sn,m), n,m ≥ 2, que

descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas impondo a condição de que pelo menos

uma das funções f11, f21 ou f31 seja uma constante, dada por um parâmetro real η. Apre-

sentaremos, também, um resultado de classificação para sistemas de equações diferenciais do

tipo,  z1,t = F1(z0, z1, y0, y1) +Q(z0, y0)z2,

y1,t = G1(z0, z1, y0, y1) +Q(z0, y0)y2,
(3.21)
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com F1, G1 e Q funções suaves, que descreve superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas com a

condição f21 = η. Notamos que a classe de sistemas (3.21) contém as equações vetoriais do

tipo “short-pulse”(3.7) e (3.9).

Dado um sistema do tipo (S2,2), observamos que, se F e G não depende da variável z2

(resp. y2), ou seja, se Fz2 = Gz2 = 0 (resp. Fy1 = Gy2), então este sistema equivale a um

sistema do tipo (S1,2) (resp. (S2,1)) que foi estudados no Caṕıtulo 2. Em geral, para sistemas

S(n,m), n,m ≥ 2, se F e G não dependem da variável zn (resp. da variável ym), ou seja, se

Fzn = Gzn = 0 (resp. Fym = Gym), então este sistema equivale a um sistema do tipo sistema

(Sn−1,m) (resp. (Sn,m−1)). Esta observação nos motiva a considerar a seguinte definição.

Definição 3.3. Dizemos que um sistema (Sn,m), n,m ≥ 2, é irredut́ıvel se, as funções F e

G satisfazem

(F 2
zn +G2

zn)(F 2
ym +G2

ym) 6= 0,

para todos os pontos de seu domı́nio com exceção de um subconjunto de medida nula.

Deste modo, no que segue, estaremos interessados em sistemas do tipo (Sn,m), n,m ≥ 2

que sejam irredut́ıveis.

3.2.1 Com a condição f31 = η.

Nesta subseção enunciaremos e demonstraremos um teorema que nos dá uma classificação

dos sistemas do tipo (Sn,m), irredut́ıveis, para n,m ≥ 2, que descrevem superf́ıcies pseudo-

esféricas ou esféricas, com a condição adicional que f31 = η é uma constante real.

Teorema 3.2. Um sistema (Sn,m) irredut́ıvel com n,m ≥ 2, descreve superf́ıcies pseudo-

esféricas (resp. esféricas) para funções suaves fij, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, satisfazendo

(3.12)-(3.17), com f31 = η se, e somente se, existem

• uma função suave q(z0, ..., zn−2, y0, ..., ym−2) não constante,

• funções suaves g(z1, y1) e h(z1, y1), tais que W := gz1hy1 − gy1hz1 6= 0,

• uma função arbitrária P (z0, ..., zn−1, y0, ..., ym−1),

satisfazendo a seguinte condição genérica

(P 2
zn−1

+H2
zn−1

)(P 2
ym−1

+H2
ym−1

) 6= 0, (3.22)
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onde

H :=
1

g

Ph+ δ
n−2∑
i=0

qzizi+1 + δ
m−2∑
j=0

qyjyj+1

 ,

com δ = 1 (resp. δ = −1) e o sistema (Sn,m) é dado por,

z1,t =
1

W

n−1∑
i=0

(Pzihy1 −Hzigy1)zi+1 +
1

W

m−1∑
j=0

(Pyjhy1 −Hyjgy1)yj+1+

+ q
2W (g2 + h2)y1 −

η
W (Hhy1 + Pgy1),

y1,t = − 1

W

n−1∑
i=0

(Pzihz1 −Hzigz1)zi+1 −
1

W

m−1∑
j=0

(Pyjhz1 −Hyjgz1)yj+1+

− q
2W (g2 + h2)z1 + δη

W (Hhz1 + Pgz1).

(3.23)

Neste caso,

f11 = g, f12 = P,

f21 = h, f22 = H,

f31 = η, f32 = q.

Além disso, o sistema é condição de integrabilidade dos problemas lineares (0.4) e (0.10)

onde A,B,Â e B̂ são definidas pelas respectivas funções fij, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2.

Demonstração. A demonstração decorre do Teorema 3.1. Primeiramente, mostraremos que

as condições do teorema são necessárias. Suponha que um sistema (Sn,m), com n,m ≥ 2,

descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com funções,

fij : U1 × U2 ⊂ Rn+1 × Rm+1 → R, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2,

satisfazendo (3.12)-(3.17), onde U1 e U2 são subconjuntos abertos e conexos de Rn+1 e Rm+1,

respectivamente, parametrizados por coordenadas (z0, ..., zn) e (y0, ..., ym) respectivamente.

Pela equação (3.12) temos que, para k = 1, 2, 3, fk1 é uma função de (z1, y1) e fk2 é uma

função de (z0, ..., zn−1, y0, ..., ym−1).

Suponha que f31 = η, com η ∈ R. Temos que a equação (3.13) é equivalente a,

W = f11,z1f21,y1 − f11,y1f21,z1 6= 0 em U1 × U2. (3.24)

As equações (3.14) e (3.15) são equivalentes a,

 f11,z1 f11,y1

f21,z1 f21,y1

 z1,t

y1,t

 =


n−1∑
i=0

f12,zizi+1 +
m−1∑
j=0

f12,yjyj+1 − ηf22 + f32f21

n−1∑
i=0

f22,zizi+1 +

m−1∑
j=0

f22,yjyj+1 + ηf12 − f32f11

 .
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Como W 6= 0 é o determinante desta matriz, podemos inverter esta relação para z1,t e y1,t,

obtendo,

 z1,t

y1,t

 =
1

W

 f21,y1 −f11,y1
−f21,z1 f11,z1




n−1∑
i=0

f12,zizi+1 +

m−1∑
j=0

f12,yjyj+1 + f32f21 − ηf22

n−1∑
i=0

f22,zizi+1 +
m−1∑
j=0

f22,yjyj+1 − f32f11 + ηf12



=
1

W


n−1∑
i=0

(f21,y1f12,zi − f11,y1f22,zi) zi+1

n−1∑
i=0

(−f21,z1f12,zi + f11,z1f22,zi) zi+1

+

+
1

W


m−1∑
j=0

(
f21,y1f12,yj − f11,y1f22,yj

)
yj+1

m−1∑
j=0

(
−f21,z1f12,yj + f11,z1f22,yj

)
yj+1

+

+
1

W

 f32(f21f21,y1 + f11f11,y1)− η(f21,y1f22 + f21,y1f12)

−f32(f21f21,z1 + f11f11,z1) + η(f21,z1f22 + f11,z1f12)

 . (3.25)

A equação (3.16) equivale a,

n−1∑
i=0

f32,zizi+1 +
m−1∑
j=0

f32,yjyj+1 − δf11f22 + δf12f21 = 0. (3.26)

Diferenciando com respeito a zn e ym obtemos, respectivamente,

f32,zn−1 = 0,

f32,ym−1 = 0, em U1 × U2, (3.27)

ou seja, f32 é uma função das variáveis z0, ..., zn−2, y0, ..., ym−2. Assim, a equação (3.26)

equivale a,

n−2∑
i=0

f32,zizi+1 +

m−2∑
j=0

f32,yjyj+1 − δf11f22 + δf12f21 = 0, (3.28)

sendo f11 6= 0 em U1 × U2 (caso contrário, teŕıamos W = 0, o que é um absurdo) temos que

esta última equação é equivalente a,

f22 =
1

f11

f21f12 + δ
n−2∑
i=0

f32,zizi+1 + δ
m−2∑
j=0

f32,yjyj+1

 .

Por último, a equação (3.17) é equivalente a

n−2∑
i=0

f32,zizi+1 +

m−2∑
j=0

f32,yjyj+1 6= 0, em U1 × U2.
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Note que o lado esquerdo da expressão acima se anula se, e somente se, f32 é constante em

U1 × U2, de modo que (3.17) é equivalente a f32 não ser constante.

Deste modo, é necessário que f11 = g, f31 = h, com g e h funções de z1 e y1 tais que

gz1hy1 − gy1hz1 6= 0, f12 = P , com P uma função arbitrária de z0, ..., zn−1, y0, ...ym−1, f32 = q

com q uma função de z0, ..., zn−2, y0, ..., ym−2, não constante e f22 = H, em que H é dada por

H =
1

g

Ph+ δ
n−2∑
i=0

qzizi+1 + δ
m−2∑
j=0

qyjyj+1

 .

Além disso, com esta notação, a equação (3.25) é equivalente o sistema (3.23).

Por último vamos mostrar que o sistema (3.23) é irredut́ıvel, se e somente a condição

(3.22) é satisfeita. De fato, diferenciando a equação (3.25) com respeito a zn, temos que

F 2
zn+G2

zn 6= 0 se, e somente se, P 2
12,zn−1

+H2
22,zn−1

6= 0. Analogamente diferenciando a equação

(3.25) com respeito a ym, temos que F 2
ym +G2

ym 6= 0 se, e somente se, P 2
12,ym−1

+H2
22,ym−1

6= 0.

Assim, temos que o sistema é irredut́ıvel se, e somente se, a condição genérica (3.22) é

satisfeita.

Assim, mostramos que todas condições são necessárias.

Para a rećıproca, defina as fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, como tomadas acima e verifique que

satisfazem as equações (3.11)-(3.17).

3.2.2 Com a condição f21 = η.

Nesta subseção enunciaremos e demonstraremos um teorema que nos dá um classificação

dos sistemas diferenciais do tipo (Sn,m) irredut́ıveis para n,m ≥ 2, que descrevem superf́ıcies

pseudo-esféricas ou esféricas, com a condição adicional que f21 = η é uma constante real.

Teorema 3.3. Um sistema diferencial (Sn,m) irredut́ıvel com n,m ≥ 2, descreve superf́ıcies

pseudo-esféricas (resp. esféricas) para funções suaves fij, satisfazendo (3.12)-(3.17), com

f21 = η um número real não nulo se, e somente se, existem

• uma função suave q(z0, ..., zn−2, y0, ..., ym−2),

• funções suaves g(z1, y1) e h(z1, y1), tais que W := gz1hy1 − gy1hz1 6= 0,

• uma função P (z0, ..., zn−2, y0, ..., ym−2), tal que P 6= 1

η
gq,

satisfazendo a seguinte condição genérica,

(P 2
zn−1

+H2
zn−1

)(P 2
ym−1

+H2
ym−1

) 6= 0, (3.29)
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onde,

H :=
1

g

Ph+

n−2∑
i=0

qzizi+1 +

m−2∑
j=0

qyjyj+1

 ,

e o sistema (Sn,m) é dado por,

z1,t =
1

W

n−1∑
i=0

(Pzihy1 −Hzigy1)zi+1 +
1

W

m−1∑
j=0

(Pyjhy1 −Hyjgy1)yj+1+

+ q
2W (δg2 − h2)y1 + η

W (Hhy1 − δPgy1),

y1,t = − 1

W

n−1∑
i=0

(Pzihz1 +Hzigz1)zi+1 −
1

W

m−1∑
j=0

(Pyjhz1 −Hyjgz1)yj+1+

− q
2W (δg2 − h2)z1 −

η
W (Hhz1 − δPgz1),

(3.30)

onde, δ = 1 (resp. −1). Neste caso,

f11 = g, f12 = P,

f21 = η, f22 = q,

f31 = h, f32 = H.

Além disso, o sistema é condição de integrabilidade dos problemas lineares (0.4) e (0.10)

onde A,B,Â e B̂ são definidas pelas respectivas funções fij, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2.

Demonstração. A demonstração decorre do Teorema 3.1. Primeiramente, mostraremos que

as condições do teorema são necessárias. Suponha que um sistema (Sn,m), com n,m ≥ 2,

descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com funções,

fij : U1 × U2 ⊂ Rn+1 × Rm+1 → R, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2,

satisfazendo (3.12)-(3.17), onde U1 e U2 são subconjuntos abertos e conexos de Rn+1 e Rm+1,

respectivamente, parametrizados por coordenadas (z0, ..., zn) e (y0, ..., ym) respectivamente.

Pela equação (3.12) temos que, para k = 1, 2, 3, fk1 é uma função de (z1, y1) e fk2 é uma

função de (z0, ..., zn−1, y0, ..., ym−1). Suponha que f21 = η, com η ∈ R. Temos que a equação

(3.13) é equivalente a,

W = f11,z1f31,y1 − f11,y1f31,z1 6= 0 em U1 × U2. (3.31)

As equações (3.14) e (3.16) são equivalentes a,

 f11,z1 f11,y1

f31,z1 f31,y1

 z1,t

y1,t

 =


n−1∑
i=0

f12,zizi+1 +

m−1∑
j=0

f12,yjyj+1 − f22f31 + ηf32

n−1∑
i=0

f32,zizi+1 +
m−1∑
j=0

f32,yjyj+1 − δf22f11 + δηf12

 .
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Como W 6= 0 é o determinante desta matriz, podemos inverter esta relação para z1,t e y1,t,

obtendo,

 z1,t

y1,t

 =
1

W

 f31,y1 −f11,y1
−f31,z1 f11,z1




n−1∑
i=0

f12,zizi+1 +
m−1∑
j=0

f12,yjyj+1 − f22f31 + ηf32

n−1∑
i=0

f32,zizi+1 +

m−1∑
j=0

f32,yjyj+1 − δf22f11 + δηf12



=
1

W


n−1∑
i=0

(f31,y1f12,zi − f11,y1f32,zi) zi+1

n−1∑
i=0

(−f31,z1f12,zi + f11,z1f32,zi) zi+1

+

+
1

W


m−1∑
j=0

(
f31,y1f12,yj − f11,y1f32,yj

)
yj+1

m−1∑
j=0

(
−f31,z1f12,yj + f11,z1f32,yj

)
yj+1

+

+
1

W

 f22(−f31f31,y1 + δf11f11,y1) + η(f31,y1f32 − δf11,y1f12)

f22(f31f31,z1 − δf11f11,z1) + η(−f31,z1f32 + δf11,z1f12)

 . (3.32)

A equação (3.15) equivale a,

n−1∑
i=0

f22,zizi+1 +

m−1∑
j=0

f22,yjyj+1 − f11f32 + f12f31 = 0. (3.33)

Diferenciando com respeito a zn e ym obtemos, respectivamente,

f22,zn−1 = 0,

f22,ym−1 = 0, em U1 × U2, (3.34)

ou seja, f22 é uma função das variáveis z0, ..., zn−2, y0, ..., ym−2. Assim, a equação (3.33)

equivale a,

n−2∑
i=0

f22,zizi+1 +
m−2∑
j=0

f22,yjyj+1 − f11f32 + f12f31 = 0, (3.35)

sendo f11 6= 0 em U1 × U2 (caso contrário, teŕıamos W = 0, o que é um absurdo) temos que

esta última equação é equivalente a,

f32 =
1

f11

f31f12 +
n−2∑
i=0

f22,zizi+1 +

m−2∑
j=0

f22,yjyj+1

 .

Por último, a equação (3.17) é equivalente a

f12 6=
f11f22
η

.



3.2 Resultados de classificação para sistemas (Sn,m), n,m ≥ 2. 116

Deste modo, é necessário que f22 = q, com q uma função de z0, ..., zn−2, y0, ...ym−2, f11 = g,

f31 = h, com g e h funções de z1 e y1 tais que gz1hy1 − gy1hz1 6= 0, f12 = P com P uma

função de z0, ..., zn−1, y0, ..., ym−1,, tal que P 6= 1

η
gq, e f32 = H, em que H é dada por

H =
1

g

Ph+

n−2∑
i=0

qzizi+1 +

m−2∑
j=0

qyjyj+1

 .

Além disso, com esta notação, a equação (3.32) é equivalente o sistema (3.30).

Por último vamos mostrar que o sistema (3.30) é irredut́ıvel, se e somente a condição

(3.29) é satisfeita. De fato, diferenciando a equação (3.32) com respeito a zn, temos que

F 2
zn+G2

zn 6= 0 se, e somente se, P 2
12,zn−1

+H2
22,zn−1

6= 0. Analogamente diferenciando a equação

(3.25) com respeito a ym, temos que F 2
ym +G2

ym 6= 0 se, e somente se, P 2
12,ym−1

+H2
22,ym−1

6= 0.

Assim, temos que o sistema é irredut́ıvel se, e somente se, a condição genérica (3.29) é

satisfeita.

Assim, mostramos que todas as condições são necessárias. Para a rećıproca, defina as

funções fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, como tomadas acima e verifique que satisfazem as equações

(3.11)-(3.17).

Observamos que as Equações (vetoriais) do tipo short-pulse I e II, (3.1) e (3.2), estão

contidas na classe de sistemas (3.30) do Teorema 3.3. De fato, para a equação (vetorial)

do tipo short-pulse I, considere o Teorema 3.3, com n = m = 2, δ = 1, g = η
2 (y1 + z1),

h = η
2 (y1− z1), q = 1

η + η
2zy e P = 1

2(y− z) + η
4zy(z1 + y1). Para a equação (vetorial) do tipo

short-pulse II, considere com n = m = 2, δ = −1, g = −ηy1, h = ηz1, q = − 1
η + η

2 (z2 + y2) e

P = −z − η
2 (z2 + y2)y1.

3.2.3 Com a condição f11 = η.

Nesta subseção enunciaremos e demonstraremos um teorema que nos dá um classificação

dos sistemas do tipo (Sn,m) irredut́ıveis com n,m ≥ 2, que descrevem superf́ıcies pseudo-

esféricas ou esféricas, com a condição adicional que f11 = η é uma constante real.

Conforme observado na introdução, os sistemas de equações diferenciais que descrevem

superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com a hipótese f11 = η são exatamente os mesmos

sistemas para o caso f21 = η, bastando considerar a transformação (0.14). Deste modo, a

classificação dos sistemas do tipo Sn,m, n,m ≥ 2, com f11 = η pode ser obtida através da

classificação dos sistemas do tipo Sn,m, n,m ≥ 2, com f21. Em geral, apesar das equações

diferenciais serem as mesmas, os problemas lineares associados podem ser diferentes.
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Teorema 3.4. Um sistema (Sn,m) irredut́ıvel com n,m ≥ 2 descreve superf́ıcies pseudo-

esféricas (resp. esféricas) para funções suaves fij, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, satisfazendo

(3.12)-(3.17), com f11 = η um número real não nulo, se, e somente se, existem

• uma função suave q(z0, ..., zn−2, y0, ..., ym−2),

• funções suaves g(z1, y1) e h(z1, y1), tais que W := gz1hy1 − gy1hz1 6= 0,

• uma função suave P (z0, ..., zn−1, y0, ..., ym−1) tal que P 6= 1

η
gq,

satisfazendo a seguinte condição genérica,

(P 2
zn−1

+H2
zn−1

)(P 2
ym−1

+H2
ym−1

) 6= 0, (3.36)

onde,

H =
1

g

Ph+
n−2∑
i=0

qzizi+1 +
m−2∑
j=0

qyjyj+1

 .

e o sistema (Sn,m) é dado por,

z1,t =
1

W

n−1∑
i=0

(Pzihy1 −Hzigy1)zi+1 +
1

W

m−1∑
j=0

(Pyjhy1 −Hyjgy1)yj+1+

+ q
2W (δg2 − h2)y1 + η

W (Hhy1 − δPgy1),

y1,t = − 1

W

n−1∑
i=0

(Pzihz1 +Hzigz1)zi+1 −
1

W

m−1∑
j=0

(Pyjhz1 −Hyjgz1)yj+1+

− q
2W (δg2 − h2)z1 −

η
W (Hhz1 − δPgz1),

(3.37)

onde, δ = 1 (resp. −1). Neste caso,

f11 = η, f12 = q,

f21 = g, f22 = P,

f31 = −h, f32 = −H.

Além disso, o sistema é condição de integrabilidade dos problemas lineares (0.4) e (0.10)

onde A,B,Â e B̂ são definidas pelas respectivas funções fij, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2.

3.2.4 Uma classe especial de sistemas do tipo (S2,2) contendo equações

vetoriais do tipo “short-pulse”.

Motivados pelos Exemplos 3.1 e 3.2 que apresentam, respectivamente, sistemas que des-

crevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas do tipo z1,t = F1(z, z1, y, y1) +Q(z, y)z2,

y1,t = G1(z, z1, y, y1) +Q(z, y)y2,
(3.38)
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para funções suaves F1, G1 e Q, vamos apresentar uma classificação de sistemas deste tipo

que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas com a hipótese de f21 = η.

O seguinte corolário é um caso particular do Teorema 3.3, para n = m = 2, e apresenta

uma classificação dos sistemas (S2,2) que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas

com a condição f21 = η.

Corolário 3.2. Um sistema (S2,2) irredut́ıvel descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp.

esféricas) para funções suaves fij, satisfazendo (3.12)-(3.17), com f21 = η um número real

não nulo se, e somente se, existem funções suaves, q(z, y), g(z1, y1) e h(z1, y1) tais que,

W = gz1hy1 − gy1hz1 6= 0, (3.39)

P uma função suave de z, z1, y, y1, satisfazendo as condições genéricas,

P 6= 1

η
gq, (3.40)

(P 2
z1 +H2

z1)(P 2
y1 +H2

y1) 6= 0, (3.41)

onde,

H =
1

g
(Ph+ qzz1 + qyy1) . (3.42)

e o sistema é dado por,

z1,t =
1

W
(Pz1hy1 −Hz1gy1)z2 +

1

W
(Py1hy1 −Hy1gy1)y2+

+
1

W
(Pzhy1 −Hzgy1)z1 +

1

W
(Pyhy1 −Hygy1)y1+

+ q
2W (δg2 − h2)y1 + η

W (Hhy1 − δPgy1),

y1,t = − 1

W
(Pz1hz1 −Hz1gz1)z2 −

1

W
(Py1hz1 −Hy1gz1)y2+

− 1

W
(Pzhz1 −Hzgz1)z1 −

1

W
(Pyhz1 −Hygz1)y1+

− q
2W (δg2 − h2)z1 −

η
W (Hhz1 − δPgz1),

(3.43)

onde, δ = 1 (resp. −1). Neste caso,

f11 = g, f12 = P,

f21 = η, f22 = q,

f31 = h, f32 = H.

Demonstração. É um caso particular do Teorema 3.3 para n = m = 2.
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A seguir apresentamos um teorema de classificação.

Teorema 3.5. Sejam F1, G1 funções suaves das variáveis z, z1, y, y1 e Q uma função suave

das variáveis z, y não constante, então o sistema z1,t = F1(z, z1, y, y1) +Q(z, y)z2,

y1,t = G1(z, z1, y, y1) +Q(z, y)y2,
(3.44)

descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com f21 = η um número real não nulo

se, e somente se, um dos três casos ocorre.

Caso I)

z1,t = Qz2 +
1

W
(ghy1 − hgy1)(Qzz1 +Qyy1) +

1

2W
(ηQ− c)(h2 − δg2)y1 ,

y1,t = Qy2 −
1

W
(ghz1 − hgz1)(Qzz1 +Qyy1)−

1

2W
(ηQ− c)(h2 − δg2)z1 , (3.45)

onde, δ = 1 (resp. δ = −1),

• c é uma constante real,

• Q 6= c
η ,

• g e h são funções de z1, y1 tais que W = gz1hy1 − gy1hz1 6= 0.

Neste caso,

f11 = g, f12 = Qg,

f21 = η, f22 = c,

f31 = h, f32 = Qh.

Caso II)

z1,t = Qz2 +
1

W
(ghy1 − hgy1)(Qzz1 +Qyy1)−

a

W
(bz1 + ay1)φ

′′(ξ) +

+
η

W
φ′(ξ)(µh− δλg)y1 +

1

2W
(ηQ− φ(ξ))(h2 − δg2)y1 ,

y1,t = Qy2 −
1

W
(ghz1 − hgz1)(Qzz1 +Qyy1) +

b

W
(bz1 + ay1)φ

′′(ξ) +

− η

W
φ′(ξ)(µh− δλg)z1 +

1

2W
(φ(ξ)− ηQ)(h2 − δg2)z1 ,

(3.46)

onde, δ = 1 (resp. δ = −1),

• a, b, λ, µ são constantes reais tais que, a2 + b2 6= 0 e λ2 + µ2 6= 0,

• φ é uma função suave real, não constante, aplicada em ξ = ay + bz,
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• g e h são funções de z1, y1 tais que W = gz1hy1 − gy1hz1 6= 0 e µg − λh = ay1 + bz1,

• Q 6= 1

η
φ(ξ)− λ

g
φ′(ξ).

Neste caso,

f11 = g, f12 = Qg + λφ′(ξ),

f21 = η, f22 = φ(ξ),

f31 = h, f32 = Qh+ µφ′(ξ).

Caso III)

z1,t = Qz2 + (Qzz1 +Qyy1)z1 −
z1
γ

(qzy + τ(q − ηQ)) +

−y1
γ

(qyy + β(q − ηQ)) +
η

γ2
(βqz − τqy),

y1,t = Qy2 + (Qzz1 +Qyy1)y1 +
z1
γ

(qzz + α(q − ηQ)) +

+
y1
γ

(qzy + τ(q − ηQ)) +
η

γ2
(−τqz + αqy),

(3.47)

onde, δ = 1 (resp. δ = −1),

• γ = a1b3 − a3b1, α = a23 − δa21, β = b23 − δb21, τ = a3b3 − δa1b1, para a1, b1, a3, b3

constantes reais tais que a1b3 − a3b1 6= 0,

• q é uma função suave das variáveis z, y tal que qz e qy são linearmente independentes,

• Q 6= 1

η
q − (b1qz − a1qy)

(a1b3 − a3b1)(a1z1 + b1y1)
.

Neste caso,

f11 = a1z1 + b1y1, f12 = (a1z1 + b1y1)Q+
1

γ
(b1qz − a1qy),

f21 = η, f22 = q,

f31 = a3z1 + b3y1, f32 = (a3z1 + b3y1)Q+
1

γ
(b3qz − a3qy).

Além disso, em todos os casos, cada sistema é condição de integrabilidade dos problemas

lineares (0.4) e (0.10) onde A,B,Â e B̂ são definidas pelas respectivas funções fij, 1 ≤ i ≤ 3,

1 ≤ j ≤ 2.

Demonstração. Utilizaremos o Corolário 3.2. Primeiramente mostraremos as condições ne-

cessárias. Suponha que o sistema descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com
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a condição f21 = η, para η um parâmetro não nulo. Pelo Corolário 3.2, F1 +Qz2 e G1 +Qy2

devem ser dados por (3.43). Equacionando os termos z2 e y2 obtemos que,

1

W
(hy1Pz1 − gy1Hz1) = Q,

1

W
(−hz1Pz1 + gz1Hz1) = 0, (3.48)

1

W
(hy1Py1 − gy1Hy1) = 0,

1

W
(−hz1Py1 + gz1Hy1) = Q. (3.49)

Em termos matriciais, (3.48) e (3.49) podem ser expressos por,

1

W

 hy1 −gy1
−hz1 gz1

 Pz1

Hz1

 =

 Q

0

 ,

1

W

 hy1 −gy1
−hz1 gz1

 Py1

Hy1

 =

 0

Q

 .

Como W 6= 0 é o determinante destas matrizes, podemos inverter as relações acima e obter, Pz1

Hz1

 =

 gz1 gy1

hz1 hy1

 Q

0

 ,

 Py1

Hy1

 =

 gz1 gy1

hz1 hy1

 0

Q

 ,

o que implica nas seguintes relações,

Pz1 = gz1Q,

Py1 = gy1Q,

Hz1 = hz1Q,

Hy1 = hy1Q.

Segue que existem funções suaves ψ1 e ψ2 das variáveis z, y, tais que

P = gQ+ ψ1 e H = hQ+ ψ2.

Pelo Corolário (3.2) P e H estão relacionados pela expressão (3.42), segue que,

qzz1 + qyy1 + hψ1 − gψ2 = 0. (3.50)

Temos que esta expressão, juntamente com a condição genérica gz1hy1 − gy1hz1 6= 0, é

idêntico ao problema considerado no Lema A.1 do Apêndice A, mediante a identificação

q → ψ0, ψ1 → ψ1, ψ2 → ψ2, g → ρ1, h→ ρ2 e ε = 1 nas equações (A.1) e (A.2). Deste modo

aplicamos o Lema A.1 e temos três casos a considerar.

Caso I) Suponha que a solução de (3.50) é do tipo (I) conforme o Lema A.1. Deste modo

devemos ter que q = c é uma constante real, P = gQ e H = hQ.
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A condição dada na equação (3.40) implica que,

Q 6= c

η
.

Por último, note que com estas escolhas, o sistema (3.43) se reduz ao sistema (3.45) . O

que completa a demonstração do Caso I).

Caso II) Suponha que a solução de (3.50) é do tipo (II) conforme o Lema A.1. Deste modo

devemos ter q = φ(ξ) com φ uma função real suave aplicada em ξ = ay + bz em que a, b

são constantes satisfazendo a2 + b2 6= 0. P = gQ + λφ′(ξ) e H = hQ + µφ′(ξ) onde λ, µ são

constantes satisfazendo λ2 + µ2 6= 0. g e h satisfazem µg − λh = ay1 + bz1.

A condição dada na equação (3.40) implica que,

Q 6= 1

η
φ(ξ)− λ

g
φ′(ξ).

Por último, note que com estas escolhas, o sistema (3.43) se reduz ao sistema (3.46) . O

que completa a demonstração do Caso II).

Caso III) Suponha que a solução de (3.50) é do tipo (III) conforme o Lema A.1. Deste

modo devemos ter g = a1z1 + b1y1 e h = a3z1 + b3y1 para constantes a1, b1, a3, b3 tais que

a1b3−a3b1 6= 0. q é uma função suave das variáveis z, y tais que qz e qy são não proporcionais.

P e H são dados, respectivamente por,

P = (a1z1 + b1y1)Q+ 1
a1b3−a3b1 (b1qz − a1qy),

H = (a3z1 + b3y1)Q+ 1
a1b3−a3b1 (b3qz − a3qy).

A condição dada na equação (3.40) implica que,

Q 6= 1

η
q − 1

(a1b3 − a3b1)
(b1qz − a1qy)
(a1z1 + b1y1)

.

Por último, note que com estas escolhas, o sistema (3.43) se reduz ao sistema (3.47), com

a seguinte notação,

γ = a1b3 − a3b1, τ = a3b3 − δa1b1,

α = a23 − δa21, β = b23 − δb21.

O que completa a demonstração do Caso III).
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Para verificarmos que estas condições são também suficientes, basta considerar as fij ,

1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, dada em cada um dos três caso e verificar diretamente que satisfazem

as equações de estrutura.

3.3 Aplicações: Novas famı́lias de sistemas (S2,2) que descre-

vem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas.

Nesta seção aplicaremos o resultado de classificação dado no Teorema 3.5 para apresentar

famı́lias, a vários parâmetros, de sistemas do tipo (S2,2) descrevendo superf́ıcies pseudo-

esféricas ou esféricas. Obteremos três novas famı́lias de sistemas que descrevem superf́ıcies

pseudo-esféricas ou esféricas, com a propriedade de serem condição de integrabilidade de

famı́lias a um parâmetros, η 6= 0, de problemas lineares. Além disso, novos exemplos serão

apresentados.

3.3.1 Famı́lia de sistemas a sete parâmetros e uma função arbitrária.

Nesta subseção apresentaremos uma famı́lia, a sete parâmetros e uma função arbitrária,

de sistemas que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas obtidas a partir do item

II) do Teorema 3.5, na qual cada sistema é condição de integrabilidade de famı́lias a um

parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares.

Proposição 3.3. O sistema abaixo descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas),

z1,t = (k0(ay + bz) + k1)z2 +
k0(1− k2ψ)

bψy1 − aψz1

(
ψy1(β2 − δα2)− aβ

)
+

+
k0(ay1 + bz1)

bψy1 − aψz1
(ψy1(ay1 + bz1 + k2β)− a(ψ + k2)) ,

y1,t = (k0(ay + bz) + k1)y2 −
k0(1− k2ψ)

bψy1 − aψz1

(
ψz1(β2 − δα2)− bβ

)
+

−k0(ay1 + bz1)

bψy1 − aψz1
(ψz1(ay1 + bz1 + k2β)− b(ψ + k2)) ,

(3.51)

onde k0, k1, k2, a, b, α, β ∈ R são constantes, tais que k0α(a2 + b2) 6= 0, ψ(z1, y1) uma função

suave das variáveis z1, y1 tal que bψy1 − aψz1 6= 0 e δ = 1 (resp. δ = −1). Neste caso, as

funções fij associadas são dadas por

f11 = ηψ, f12 = η(k0ay + k0bz + k1)ψ + αk0,

f21 = η, f22 = η(k0ay + k0bz + k1) + αk0k2,

f31 =
η

α
(β − ay1 − bz1), f32 =

η

α
(k0ay + k0bz + k1)(β − ay1 − bz1) + βk0,
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com η 6= 0, um parâmetro real.

Demonstração. É uma consequência do Caso II) do Teorema 3.5. Sejam k0, k1, k2, a, b, α, β

e ψ como enunciadas e seja η um parâmetro real não nulo. Seguindo a notação do Teorema

3.5 considere,

• a→ a, b→ b, µ→ β

η
, λ→ α

η
,

• φ(ξ) = η(k0ξ + k1) + αk0k2 e ξ = ay + bz,

• g = ηψ e h = η βαψ −
η
α(ay1 + bz1),

• Q = k0(ay + bz) + k1.

Note que as condições do Teorema 3.5, item II, sobre estes parâmetros estão satisfeitas. De

fato, a2 + b2 6= 0, por hipótese sobre a e b.

λ2 + µ2 =
1

η2
(α2 + β2) 6= 0,

pois α 6= 0. As condições sobre h e g também são satisfeitas,

W = gz1hy1 − gy1hz1 =
η2

α
(bψy1 − aψz1) 6= 0,

pois aψz1 − bψy1 6= 0 e η 6= 0. A segunda condição sobre g e h também é satisfeita,

µg − λh =
β

η
ηψ − α

η

(
η
β

α
ψ − η

α
(ay1 + bz1)

)
= ay1 + bz1.

A condição Q 6= 1

η
φ(ξ)− λ

g
φ′(ξ) equivale a,

k0ξ + k1 6= k0ξ + k1 +
αk0k2
η
− α

η

1

ηψ
ηk0,

que, por sua vez, equivale a

ψ 6= k2.

A última desigualdade sempre se verifica, pois a condição de W 6= 0 impede que ψ seja

constante.

Finalmente vamos mostrar que, para esta escolha de parâmetros, o sistema dado na

equação (3.46) se reduz ao sistema dado na equação (3.51). Primeiramente vamos reescrever

cada parcela das somas e produtos da equação (3.46) em termos dos parâmetros escolhidos.

1

W
=

α

η2(bψy1 − aψz1)
,
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ghy1 − hgy1 = −aη
2

α
ψ +

η2

α
(ay1 + bz1)ψy1 ,

hgz1 − ghz1 = b
η2

α
ψ − η2

α
(ay1 + bz1)ψz1 ,

(µh− δλg)y1 =
1

α
(β2 − δα2)ψy1 − a

β

α
,

(µh− δλg)z1 =
1

α
(β2 − δα2)ψz1 − b

β

α
,

Qzz1 −Qyy1 = k0(ay1 + bz1),

ψ′(ξ) = ηk0,

ψ′′(ξ) = 0,

ηQ− ψ(ξ) = −αk0k2,

1

2
(h2 − δg2)z1 = hhz1 − δggz1 =

= η2ψψz1
1

α2
(β2 − δα2)− η

α
(ay1 + bz1)

(
η
β

α
ψz1 − b

η

α

)
− bη2 β

α2
ψ,

1

2
(h2 − δg2)y1 = hhy1 − δggy1 =

= η2ψψy1
1

α2
(β2 − δα2)− η

α
(ay1 + bz1)

(
η
β

α
ψy1 − a

η

α

)
− aη2 β

α2
ψ.

Substituindo as relações acima no sistema (3.46) e reordenando os termos obtemos o sistema

(3.51). Além disso as funções fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, são obtidas por substituição direta,

dos parâmetros escolhidos, nas funções fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, dadas no Teorema 3.5, item

II.

Observação 3.3. O sistema (3.51) é equivalente a condição de integrabilidade (0.7), da

famı́lia a um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares do tipo

∂

∂x
Ψ = AΨ,

∂

∂t
Ψ = BΨ,

onde Ψ = (Ψ1,Ψ2)
T ,

A =
η

2

 1 ψ + 1
α(ay1 + bz1 − β)

ψ + 1
α(β − ay1 − bz1) −1

 ,

B =
η(k0ay + k0bz + k1)

2

 1 ψ − 1
α(β − ay1 − bz1)

ψ + 1
α(β − ay1 − bz1) −1

+

+
k0
2

 αk2 α− β

α+ β −αk2

 ,
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caso δ = 1, ou,

A =
η

2

 i ψ + i 1α(β − ay1 − bz1)

−ψ + i 1α(β − ay1 − bz1) −i

 ,

B =
η(k0ay + k0bz + k1)

2

 i ψ + i 1α(β − ay1 − bz1)

−ψ + i 1α(β − ay1 − bz1) −i

+

+
k0
2

 iαk2 α+ iβ

−α+ iβ −iαk2

 ,

caso δ = −1.

Alternativamente, o sistema (3.51) é equivalente a condição de integrabilidade (0.12), da

famı́lia a um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares do tipo

∂

∂x
Ψ̂ = ÂΨ̂,

∂

∂t
Ψ̂ = B̂Ψ̂,

onde Ψ̂ = (Ψ̂1, Ψ̂2, Ψ̂3)
T ,

Â =


0 ηψ η

δηψ 0
η

α
(ay1 + bz1 + β)

δη
η

α
(ay1 + bz1 + β) 0

 ,

B̂ =


0 ηqψ + αk0 ηq + αk0k2

δηqψ + δαk0 0
η

α
q(ay1 + bz1 − β)− βk0

δηq + δαk0k2
η

α
q(ay1 + bz1 − β)− βk0 0

 ,

com δ = 1 (resp. δ = −1) e q = (k0ay + k0bz + k1).

Terminaremos esta seção com um exemplo obtido através da Proposição 3.3.

Exemplo 3.3. O seguinte sistema descreve superf́ıcies pseudo-esféricas, uxt = uuxx + vx + u2x,

vxt = uvxx + ux(vx + 2),
(3.52)

com funções,

f11 = η(vx + 1), f12 = ηu(1 + vx) + 1,

f21 = η, f22 = ηu+ 1,

f31 = −ηux, f32 = −ηuux,

onde η 6= 0. De fato, basta utilizar a Proposição 3.3 com as escolhas a = 0, b = 1, α = 1,

β = 0, k0 = 1, k1 = 0, k2 = 1, δ = 1 e ψ = y1 + 1.
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Além disso, o sistema (3.52) é condição de integrabilidade da famı́lia a um parâmetro,

η 6= 0, de problemas lineares,

∂

∂x
Ψ = AΨ,

∂

∂t
Ψ = BΨ,

onde Ψ = (Ψ1,Ψ2)
T ,

A =
η

2

 1 ux + vx + 1

vx − ux + 1 −1

 ,

B =
1

2

 ηu+ 1 ηu(ux + vx + 1) + 1

ηu(vx − ux + 1) + 1 −ηu− 1

 .

Alternativamente, o sistema (3.52) é equivalente a condição de integrabilidade (0.12), da

famı́lia a um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares do tipo

∂

∂x
Ψ̂ = ÂΨ̂,

∂

∂t
Ψ̂ = B̂Ψ̂,

onde Ψ̂ = (Ψ̂1, Ψ̂2, Ψ̂3)
T ,

Â = η


0 (vx + 1)

(vx + 1) 0 −ux

ux 0

 , B̂ =


0 ηu(1 + vx) + 1 ηu+ 1

ηu(1 + vx) + 1 0 −ηuux

ηu+ 1 ηuux 0

 .

3.3.2 Famı́lia a oito parâmetros.

Nesta subseção apresentaremos uma famı́lia a oito parâmetros de sistemas de segunda

ordem, do tipo (S2,2), que descrevem superf́ıcies pseudo-esféricas ou esféricas.

No que segue, utilizaremos a seguinte notação para as funções trigonométricas e trigo-

nométricas hiperbólicas introduzidas na equação (1.59). Sejam θ ∈ R um número real e

ε = ±1, denotamos

Cε(θ) =

 cos(θ), se ε = 1,

cosh(θ), se ε = −1,
e Sε(θ) =

 sen(θ), se ε = 1,

senh(θ), se ε = −1.
(3.53)

Recordamos que valem as seguintes identidades. Para todo número real, θ, e para ε = ±1,

C2
ε (θ) + εS2

ε (θ) = 1, (3.54)

C2
ε (θ/2)− εS2

ε (θ/2) = Cε(θ), (3.55)

2Cε(θ/2)Sε(θ/2) = Sε(θ). (3.56)
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Proposição 3.4. O seguinte sistema descreve superf́ıcies pseudo-esféricas (resp. esféricas), z1,t = δabSδ(θ)(z1ψ − k2)− δb2Cδ(θ)(y1ψ + k1) + δk0z +Q0z2,

y1,t = −a2Cδ(θ)(z1ψ − k2)− δabSδ(θ)(y1ψ + k1) + δk0y +Q0y2,
(3.57)

onde Q0, a, b, θ, k0, k1, k2, k3, são oito constantes reais tais que Q0k0ab 6= 0, ψ é uma função

de (z, y) dada por,

ψ = k0

(
Cδ(θ)

2ab
(a2z2 − δb2y2) + δSδ(θ)zy

)
− ab(k1z + k2y + k3),

e δ = 1 (resp. −1). Neste caso, as funções fij associadas são dadas por,

f11 = η
(
aSδ

(
θ
2

)
z1 − bCδ

(
θ
2

)
y1
)
, f12 = Q0f11 + 1

η (bCδ
(
θ
2

)
ψz + aSδ

(
θ
2

)
ψy),

f21 = η2, f22 = η2Q0 + 1
η2
k0 − abψ,

f31 = η(aCδ
(
θ
2

)
z1 + δbSδ

(
θ
2

)
y1), f32 = Q0f31 + 1

η (aCδ
(
θ
2

)
ψy − δbSδ

(
θ
2

)
ψz),

(3.58)

onde η 6= 0 é um parâmetro real.

Demonstração. Considere Q0, a, b, θ, k0, k1, k2, k3 oito constantes, ψ função de (z, y) e η um

parâmetro real não nulo como enunciados. Aplicaremos o Caso III) do Teorema 3.5, com as

escolhas,

η → η2,

Q→ Q0,

a1 → ηaSδ
(
θ
2

)
, a3 → ηaCδ

(
θ
2

)
,

b1 → −ηbCδ
(
θ
2

)
, b3 → ηδbSδ

(
θ
2

)
,

q → η2Q0 + 1
η2
k0 − abψ.

Primeiramente mostraremos que estas escolhas satisfazem as condições do Caso III) do

Teorema 3.5, de fato, utilizando a identidade (3.54),

a1b3 − a3b1 = η2ab 6= 0,

pois a, b e η são não nulos.

Notamos também que qz e qy são não proporcionais, pois qz

qy

 = −k0

 a2Cδ(θ) δabSδ

δabSδ(θ) −δb2Cδ(θ)

 z

y

+ a2b2

 k1

k2

 , (3.59)

utilizando a identidade (3.54) podemos mostrar que o determinante desta matriz é igual

−δa2b2 6= 0, sendo z e y linearmente independentes segue que qz e qy são linearmente inde-

pendentes.
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Note agora que a última condição do Caso III) do Teorema 3.5 equivale a,

Q(a1z1 + b1y1)−
1

η
(a1z1 + b1y1)q −

b1qz − a1qy
(a1b3 − a3b1)

6= 0. (3.60)

Vamos mostrar que esta condição é satisfeita. De fato, suponha por contradição que esta

expressão é idêntica a zero em um aberto conexo. Derivando esta expressão com respeito a

z1 e y1 obteremos, respectivamente,

a1Q0 −
1

η
a1q = 0,

b1Q0 −
1

η
b1q = 0.

Sendo a1 = ηaSδ (θ/2) e b1 = −ηbCδ (θ/2) constantes que não se anulam simultaneamente,

segue que q = ηQ0, donde q é constante e qz = qy = 0 são linearmente dependentes, uma

contradição. Assim as escolhas de parâmetros estão nas condições do Caso III) do Teorema

3.5.

Vamos mostrar agora que o sistema (3.57) é obtido a partir do sistema (3.47) através

da escolha de parâmetros dado por hipótese. Primeiramente vamos computar, utilizando as

identidades (3.54)-(3.56), os termos de cada soma e produto que compõem o sistema (3.47).

γ = η2ab, α = η2a2Cδ(θ),

β = −δη2b2Cδ(θ), τ = δη2abSδ(θ),

qz = −k0a2Cδ(θ)z − δabk0Sδ(θ)y + a2b2k1,

qy = −δk0abSδ(θ)z + δk0b
2Cδ(θ)y + a2b2k2,

qzz = −k0a2Cδ(θ), qzy = −δk0abSδ(θ), qyy = δk0b
2Cδ(θ),

q − η2Q =
1

η2
k0 − abψ, Qzz1 +Qyy1 = 0,

qzy + τ(q − η2Q) = −δη2a2b2Sδ(θ)ψ, qyy + β(q − η2Q) = δη2ab3Cδ(θ)ψ,

qzz + α(q − η2Q) = −η2a3bCδ(θ)ψ, qzy + τ(q − η2Q) = −δη2a2b2Sδ(θ)ψ,

βqz − τqy = δa2b2η2
(
k0z − b2Cδ(θ)k1 − abSδ(θ)k2

)
,

−τqz + αqy = η2a2b2
(
δk0y − δabSδ(θ)k1 + a2Cδ(θ)k2

)
.

Substituindo as relações acima no sistema (3.47) obtemos o sistema (3.57). Além disso as

funções fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, são obtidas por substituição direta, dos parâmetros

escolhidos, nas funções fij , 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, dadas no Teorema 3.5, Caso III).
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Observação 3.4. O sistema (3.57) é equivalente à condição de integrabilidade das famı́lias

a um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares (0.4) e (0.10) em que as matrizes A,B e Â, B̂,

são dadas através das fij por (3.58)

Corolário 3.3. O seguinte sistema descreve superf́ıcies pseudo-esféricas z1,t = ab sen θ(z1ψ − k2)− b2 cos θ(y1ψ + k1) + k0z +Q0z2,

y1,t = −a2 cos θ(z1ψ − k2)− ab sen θ(y1ψ + k1) + k0y +Q0y2,

onde Q0, a, b, θ, k0, k1, k2, k3, são oito constantes reais, tais que Q0k0ab 6= 0 e

ψ = k0

(
cos θ

2ab
(a2z2 − b2y2) + sen θzy

)
− ab(k1z + k2y + k3).

Neste caso as funções fij associadas são dadas por,

f11 = η
(
a sen

(
θ
2

)
z1 − b cos

(
θ
2

)
y1
)
, f12 = Q0f11 + 1

η (b cos
(
θ
2

)
ψz + a sen

(
θ
2

)
ψy),

f21 = η2, f22 = η2Q0 + 1
η2
k0 − abψ,

f31 = η(a cos
(
θ
2

)
z1 + b sen

(
θ
2

)
y1), f32 = Q0f31 + 1

η (a cos
(
θ
2

)
ψy − b sen

(
θ
2

)
ψz),

onde η 6= 0 é um parâmetro real.

Demonstração. Decorre imediatamente da Proposição 3.4 com δ = 1.

Corolário 3.4. O sistema descreve superf́ıcies esféricas, z1,t = −ab senh θ(z1ψ − k2) + b2 cosh θ(y1ψ + k1)− k0z +Q0z2,

y1,t = −a2 cosh θ(z1ψ − k2) + ab senh θ(y1ψ + k1)− k0y +Q0y2,
(3.61)

onde Q0, a, b, θ, k0, k1, k2, k3, são oito constantes reais tais que Q0k0ab 6= 0, ψ é uma função

de (z, y) dada por,

ψ = k0

(
cosh θ

2ab
(a2z2 + b2y2)− senh θzy

)
− ab(k1z + k2y + k3).

Neste caso, as funções fij associadas são dadas por,

f11 = η
(
a senh

(
θ
2

)
z1 − b cosh

(
θ
2

)
y1
)
, f12 = Q0f11 + 1

η (b cosh
(
θ
2

)
ψz + a senh

(
θ
2

)
ψy),

f21 = η2, f22 = η2Q0 + 1
η2
k0 − abψ,

f31 = η(a cosh
(
θ
2

)
z1 − b senh

(
θ
2

)
y1), f32 = Q0f31 + 1

η (a cosh
(
θ
2

)
ψy + b senh

(
θ
2

)
ψz),

onde η 6= 0 é um parâmetro real.

Demonstração. Decorre imediatamente da Proposição 3.4 com δ = 1.

A seguir apresentaremos um exemplo obtido através do Corolário 3.3.
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Exemplo 3.4. O seguinte sistema descreve superf́ıcies pseudo-esféricas,

 uxt = uxx + 2uvux − u,

vxt = vxx − 2uvvx − v,
(3.62)

com funções,

f11 = η(ux + vx), f12 = η(ux + vx) + 1
η (v − u),

f21 = η2, f22 = η2 − 1
η2
− 2uv,

f31 = η(ux − vx), f32 = η(ux − vx)− 1
η (u+ v).

De fato, basta utilizar o Corolário 3.3 com as escolhas Q0 = 1, k0 = −1, k1 = k2 = k3 = 0,

a =
√

2, b = −
√

2 e θ = π
2 .

Além disso, o sistema (3.62) é condição de integrabilidade da famı́lia a um parâmetro,

η 6= 0, de problemas lineares,

∂

∂x
Ψ = AΨ,

∂

∂t
Ψ = BΨ,

onde Ψ = (Ψ1,Ψ2)
T e A,B são dados respectivamente por,

A =
η

2

 η 2vx

2ux −η

 ,

B =
1

2η

 − 1
η − 2ηuv 2v

−2u 1
η + 2ηuv

+
η

2

 η 2vx

2ux −η

 .

Alternativamente, o sistema (3.62) é equivalente a condição de integrabilidade (0.12), da

famı́lia a um parâmetro, η 6= 0, de problemas lineares do tipo

∂

∂x
Ψ̂ = ÂΨ̂,

∂

∂t
Ψ̂ = B̂Ψ̂,

onde Ψ̂ = (Ψ̂1, Ψ̂2, Ψ̂3)
T ,

Â = η


0 ux + vx η

ux + vx 0 ux − vx

η −ux + vx 0

 ,

B̂ =


0 η(ux + vx) + 1

η (v − u) η2 − 1
η2
− 2uv

η(ux + vx) + 1
η (v − u) 0 η(ux − vx)− 1

η (u+ v)

η2 − 1
η2
− 2uv −η(ux − vx) + 1

η (u+ v) 0

 .

Terminaremos esta subseção observando que existe uma relação entre a famı́lia de sistemas

(3.57) e a famı́lia de sistemas estudadas na Proposição 1.3.
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Observação 3.5. Tomando o limite Q0 → 0, na famı́lia a oito parâmetros de sistemas

(3.57) obteremos um famı́lia a sete parâmetros de equações pseudo-esféricas ou esféricas.

Observamos que esta famı́lia a sete parâmetros, obtida a partir deste limite, coincide com a

famı́lia dada na Proposição 1.3 no Caṕıtulo 1. Em particular, o sistema obtido no Exemplo

3.4 difere da equação (vetorial) Pohlmeyer-Lund-Regge modificada (1.10) pela adição dos

termos de segunda ordem uxx e vxx.

3.3.3 Famı́lia a três parâmetros de equações que descrevem superf́ıcies

pseudo-esféricas generalizando a equação vetorial “short-pulse”.

Nesta subseção apresentaremos uma famı́lia, a três parâmetros, de sistemas que descrevem

superf́ıcies pseudo-esféricas que contém a equação vetorial “short-pulse”(3.7).

Proposição 3.5. O sistema abaixo descreve superf́ıcies pseudo-esféricas, z1,t = k0(zyz2 + yz21 + zz1y1) + k1(zz2 + z21) + k2

(
yz2 + z1y1 + 1

k0

)
+ k3z2 + z,

y1,t = k0
(
zyy2 + zy21 + yz1y1

)
+ k2(yy2 + y21) + k1

(
zy2 + z1y1 + 1

k0

)
+ k3y2 + y,

(3.63)

onde k0, k1, k2, k3 ∈ R são constantes reais , tais que k0 6= 0. Neste caso, as funções fij

associadas são dadas por

f11 =
η1k0

η2
√

2
z1 +

η1η2√
2
y1,

f12 = f11(k0zy + k1z + k2y + k3) +
1

εk0
√

2

(
η2(k0y + k1)−

k0
η2

(k0z + k2)

)
,

f21 = η1,

f22 =
1

η1
+ η1(k0zy + k1z + k2y + k3),

f31 =
εη1√

2

(
−k0
η2
z1 + η2y1

)
,

f32 = f31(k0zy + k1z + k2y + k3) +
1

k0
√

2

(
η2(k0y + k1) +

k0
η2

(k0z + k2)

)
,

onde η1, η2, parâmetros reais não nulos, e ε = ±1.

Demonstração. É uma consequência do Caso III) do Teorema 3.5 considerando δ = 1 e

tomando

• a1 →
η1k0

η2
√

2
, b1 →

η1η2√
2

,

• a3 → −ε
k0η1

η2
√

2
, b3 → ε

η1η2√
2

,
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• η → η1,

• Q→ k0zy + k1z + k2y + k3,

• q → 1
η1

+ η1Q,

onde, k0 6= 0, k1, k2 e k3 são constantes, η1 e η2 são dois parâmetros reais não nulos e ε é

igual a ±1.

Primeiramente, vamos mostrar que as três condições do Caso III) do Teorema 3.5 são

satisfeitas para esta escolha de parâmetros. A primeira delas,

a1b3 − δa3b1 = εη21k0 6= 0,

é satisfeita, pois k0 6= 0 e η1 6= 0. Para a segunda condição, note que

qz = η1(k0y + k1), qy = η1(k0z + k2),

são linearmente independentes, pois η1k0 6= 0 e z, y são linearmente independentes. A última

condição, com esta escolha de parâmetros equivale a seguinte desigualdade,

η21(a1z1 + b1y1) 6=
b1qz − a1qy
a1b3 − a3b1

,

o que é verdadeira, pois o lado esquerdo é uma combinação não-trivial das variáveis z1, y1 e

o lado direito não depende de z1, y1. Deste modo, podemos aplicar o Caso III) do Teorema

3.5 para esta escolha de parâmetros.

Vamos mostrar agora que o sistema (3.63) é obtido a partir do sistema (3.47) através da

escolha de parâmetros dado por hipótese. Primeiramente vamos computar os termos de cada

soma e produto que compõem o sistema (3.47).

γ = εη21k0, α = 0,

β = 0, τ = −k0η21,

qz = η1(k0y + k1), qy = η1(k0z + k2),

qzz = 0, qzy = η1k0, qyy = 0,

q − η2Q =
1

η1
,

Qzz1 +Qyy1 = (k0y + k1)z1 + (k0z + k2)y1,

qzy + τ(q − η2Q) = 0, qyy + β(q − η2Q) = 0, qzz + α(q − η2Q) = 0,
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βqz − τqy = k0η
3
1(k0z + k2),

−τqz + αqy = k0η
3
1(k0y + k1).

Substituindo as relações acima no sistema (3.47), considerando η → η1 como parâmetro e

reordenando os termos obtemos o sistema (3.63). Além disso as funções fij , 1 ≤ i ≤ 3,

1 ≤ j ≤ 2, são obtidas por substituição direta, dos parâmetros escolhidos, nas funções fij ,

1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, dadas no Teorema 3.5, Caso III).

Observação 3.6. O sistema (3.63) é equivalente a condição de integrabilidade (0.7), da

famı́lia a dois um parâmetro, η1 6= 0, η2 6= 0, de problemas lineares

∂

∂x
Ψ = AΨ,

∂

∂t
Ψ = BΨ,

onde Ψ = (Ψ1,Ψ2)
T ,

A =
η1
2

 1 (1 + ε) k0
η2
√
2
z1 + (1− ε) η2√

2
y1

(1− ε) k0
η2
√
2
z1 + (1 + ε) η2√

2
y1 −1

 ,

B = (k0zy + k1z + k2y + k3)A+
1

2

 1
η1

η2(ε−1)
k0
√
2

(k0y + k1)− 1+ε
η2
√
2
(k0z + k2)

η2(1+ε)

k0
√
2

(k0y + k1) + 1−ε
η2
√
2
(k0z + k2) − 1

η1

 ,

com ε = ±1.

Alternativamente, o sistema (3.63) é equivalente a condição de integrabilidade (0.12), da

famı́lia a dois parâmetros, η1 6= 0, η2 6= 0, de problemas lineares

∂

∂x
Ψ̂ = ÂΨ̂,

∂

∂t
Ψ̂ = B̂Ψ̂,

onde Ψ̂ = (Ψ̂1, Ψ̂2, Ψ̂3)
T ,

Â =
η1√

2


0 k0

η2
z1 + η2y1

√
2

k0
η2
z1 + η2y1 0 εk0η2 z1 + εη2y1
√

2 −εk0η2 z1 − εη2y1 0

 ,

B̂ = (k0zy + k1z + k2y + k3)Â+

+
1

k0
√

2


0 εη2(k0y + k1)− εk0η2 (k0z + k2)

k0
√

2

η1

εη2(k0y + k1)− εk0η2 (k0z + k2) 0 εη2(k0y + k1) + εk0
η2

(k0z + k2)

k0
√

2

η1
− εη2(k0y + k1)− εk0

η2
(k0z + k2) 0

 .

Encerraremos esta seção com um exemplo mostrado que a equação vetorial do tipo “short-

pulse” pertence a famı́lia a três parâmetros dada na Proposição 3.5.
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Exemplo 3.5. A equação vetorial do tipo “short-pulse”, ver equação (3.7), pode ser obtida

através da Proposição 3.5 sob as escolhas, k0 = 1
2 e k1 = k2 = k3 = 0.



Apêndice A

Um lema técnico.

Neste apêndice estamos interessados em classificar as soluções locais para a seguinte

equação,

ψ0,zz1 + ψ0,yy1 − ερ1ψ2 + ερ2ψ1 = 0, (A.1)

com funções incógnitas ψi, i = 0, 1, 2, que dependem de variáveis (z, y) e funções ρj , j = 1, 2,

que dependem das variáveis (z1, y1) e ε = ±1, satisfazendo a seguinte condição genérica,

ρ1,z1ρ2,y1 − ρ1,y1ρ2,z1 6= 0. (A.2)

A utilidade desta classificação é evidente na demonstração dos Teoremas 1.2 e 1.3.

Lema A.1. Sejam ψi, i = 0, 1, 2, funções suaves das variáveis (z, y) e ρi, i = 1, 2, funções

suaves das variáveis (z1, y1) definidas em subconjuntos abertos e conexos de R2 e ε = ±1 uma

constante. Então, estas cinco funções satisfazem a equação (A.1) com a condição genérica

(A.2) se, e somente se, um dos três casos ocorre,

(I) ψ0 = c ∈ R é uma constante, ψ1 = ψ2 = 0 são nulas e ρ1 e ρ2 são funções arbitrárias

satisfazendo ρ1,z1ρ2,y1 − ρ1,y1ρ2,z1 6= 0;

(II) ψ0 = φ(ξ), onde φ é uma função suave real, não constante, aplicada em ξ = ay + bz

e a, b são constantes reais, tais que a2 + b2 6= 0, ψ1 = λφ′(ξ), ψ2 = µφ′(ξ), onde λ2 + µ2 6= 0

e φ′(ξ) é a derivada de φ aplicada em ξ, ρ1 = g, ρ2 = h onde g, h são funções de (z1, y1)

satisfazendo gz1hy1 − gy1hz1 6= 0 e µg − λh = εay1 + εbz1;

(III) ρi = aiz1 + biy1, i = 1, 2 onde ai, bi, i = 1, 2 são constantes reais tais que a1b2 −

b1a2 6= 0, ψ0 = p e p é uma função suave de (z, y) tal que pz e py não são proporcionais e

ψi =
ε

a1b2 − b1a2
(bipz − aipy), i = 1, 2.
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Demonstração. Considere ε = ±1, ψi : U ⊂ R2 → R e ρj : U1 ⊂ R2 → R funções reais suaves,

0 ≤ i ≤ 2, 1 ≤ j ≤ 2, funções reais suaves em U,U1 ⊂ R2 subconjuntos abertos e conexos de

R2 com coordenadas (z, y) ∈ U e (z1, y1) ∈ U1 respectivamente. A demonstração do lema é

feita considerando os casos em que ψ1 e ψ2, são ambos nulos ou linearmente dependentes ou

linearmente independentes.

Para demonstrar a condição suficiente, basta checar que as funções dadas nos três casos

satisfazem as equações (A.1) e (A.2).

Vamos mostrar a condição necessária. Suponha que funções ψi, i = 0, 1, 2, e ρj , j = 1, 2,

satisfaça a equação (A.1). Diferenciando (A.1) com respeito a z1 e y1 obtemos ψ0,z e ψ0,y, ψ0,z

ψ0,y

 = ε

 −ρ2,z1 ρ1,z1

−ρ2,y1 ρ1,y1

 ψ1

ψ2

 . (A.3)

Pela hipótese dada na equação (A.2), o determinante desta matriz ρ1,z1ρ2,y1 − ρ1,y1ρ2,z1 6= 0,

e assim esta matriz é inverśıvel. Isso nos permite expressar ψ1 e ψ2, ψ1

ψ2

 =
ε

ρ1,z1ρ2,y1 − ρ1,y1ρ2,z1

 ρ1,y1 −ρ1,z1
ρ2,y1 −ρ2,z1

 ψ0,z

ψ0,y

 . (A.4)

Vamos considerar três casos. O primeiro caso será dado considerando que ψ1 e ψ2 são

identicamente nulas. Os dois últimos casos correspondem a situação em que ψ1 e ψ2 são

linearmente dependentes ou linearmente independentes.

(I) Note que ψ1 e ψ2 serem funções nulas em um aberto de U é equivalente a ψ0 ser

localmente constante neste aberto. Neste caso a equação (A.1) é trivialmente satisfeita para

toda ρ1 e ρ2 satisfazendo (A.2). O que demonstra a condição necessária do item (I).

Suponhamos sem perda de generalidade que ψ2
1 + ψ2

2 6= 0 em U , exceto em um subcon-

junto de medida nula. Vamos considerar dois casos dependendo se ψ1 e ψ2 são linearmente

dependentes ou linearmente independentes em U .

(II) Suponha que existem Â, B̂ ∈ R constantes reais tais que Â2+B̂2 6= 0 e Âψ1+B̂ψ2 = 0

em U , isto é, ψ1 e ψ2 são linearmente dependentes.

Afirmamos ψ0,z e ψ0,y são linearmente dependentes, ou seja, existe um par de constantes

Ā, B̄ ∈ R, tais que Ā2 + B̄2 6= 0 e Āψ0,z + B̄ψ0,y = 0 em U . De fato, substituindo ψ1 e ψ2,

dadas na equação (A.4), na relação Âψ1 + B̂ψ2 = 0 obtemos

ψ0,z

(
Âρ1 + B̂ρ2

)
y1

= ψ0,y

(
Âρ1 + B̂ρ2

)
z1
. (A.5)
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Sabemos que ψ2
0,z + ψ2

0,y 6= 0 em U , pois, caso contrário, a equação (A.4) implicaria que

ψ1 = ψ2 = 0 em U , o que é uma contradição. Assim, em U , vale sempre uma das duas

ψ0,z

ψ0,y

(
Âρ1 + B̂ρ2

)
y1

=
(
Âρ1 + B̂ρ2

)
z1
, (A.6)

ou

ψ0,y

ψ0,z

(
Âρ1 + B̂ρ2

)
z1

=
(
Âρ1 + B̂ρ2

)
y1
. (A.7)

Observe que
(
Âρ1 + B̂ρ2

)
z1
6= 0 ou

(
Âρ1 + B̂ρ2

)
y1
6= 0 em um subconjunto denso de U1, pois

caso contrário, se ambas expressões se anularem em algum subconjunto aberto de U1, teremos

que os vetores (ρ1,z1 , ρ1,y1) e (ρ2,y1 , ρ2,z1) seriam linearmente dependentes neste aberto, assim

o determinante da matriz Jacobiana entre ρ1 e ρ2 seria nulo neste subconjunto, dáı ρ1,z1ρ2,y1−

ρ1,y1ρ2,z1 = 0, o que é uma contradição com a equação (A.2). Deste modo
(
Âf11 + B̂f21

)
y1
6=

0 na equação (A.6) e, respectivamente,
(
Âf11 + B̂f31

)
z1
6= 0 na equação (A.7), o que implica

em

ψ0,z

ψ0,y
=

(
Âρ1 + B̂ρ2

)
z1(

Âρ1 + B̂ρ2

)
y1

, (A.8)

ou

ψ0,y

ψ0,z
=

(
Âρ1 + B̂ρ2

)
y1(

Âρ1 + B̂ρ2

)
z1

. (A.9)

Em ambos os casos temos então uma separação de variáveis, ou seja, o lado esquerdo depende

somente de (z, y) e o lado direito de (z1, y1), o que implica que nos ambos lados devem ser

constantes. Deste modo, (A.8) e (A.9) restritas a um subconjunto aberto e conexo, implicam

que deve existir um par de constantes, Ā, B̄ ∈ R, tais que Ā2 + B̄2 6= 0 e Āψ0,z + B̄ψ0,y = 0

em um subconjunto conexo denso de U , já que ψ0 é suave, estas relações devem valer em

todo conjunto U , o que demonstra a afirmação feita.

Agora, podemos ver a relação Āψ0,z + B̄ψ0,y = 0 como uma equação diferencial parcial

de primeira ordem para a função ψ0, cuja solução geral para ψ0 é do tipo

ψ0 = φ(ξ), ξ = ay + bz, (A.10)

onde, φ é uma função real suave definida em ξ, em que a = −Ā e b = B̄. Retomando com

ψ0 na equação (A.4), temos,

ψ1 =
εφ′(ξ)

ρ1,z1ρ2,y1 − ρ1,y1ρ2,z1
(bρ1,y1 − aρ1,z1) , (A.11)

ψ2 =
εφ′(ξ)

ρ1,z1ρ2,y1 − ρ1,y1ρ2,z1
(bρ2,y1 − aρ2,z1) . (A.12)
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Dáı vemos que ψ0 não pode ser constante, isto é, φ′(ξ) 6= 0, caso contrário ψ2
1 + ψ2

2 = 0,

um absurdo. Assim podemos dividir estas expressões por φ′(ξ) e por separação de variáveis,

garantimos que existem constantes λ, µ ∈ R tais que,

ψ1 = λφ′(ξ), (A.13)

ψ2 = µφ′(ξ), (A.14)

bρ1,y1 − aρ1,z1 − λε(ρ1,z1ρ2,y1 − ρ1,y1ρ2,z1) = 0, (A.15)

bρ2,y1 − aρ2,z1 − µε(ρ1,z1ρ2,y1 − ρ1,y1ρ2,z1) = 0. (A.16)

Ainda mais, as equações (A.13) e (A.14) implicam que λ2 + µ2 6= 0, pois, caso contrário

ψ2
1 + ψ2

2 = 0 e teŕıamos uma contradição. As equações (A.15) e (A.16) implicam que εa

εb

 =

 −λρ2,y1 + µρ1,y1

−λρ2,z1 + µρ1,z1

 .

Esta última equação implica que esta combinação linear −λρ2 + µρ1 deve depender linear-

mente das variáveis z1 e y1, isto é,

−λρ2 + µρ1 = εay1 + εbz1 + c,

para alguma constante c ∈ R. Mostraremos que a equação (A.1) é equivalente a c = 0 na

expressão acima. De fato

0 = ψ0,zz1 + ψ0,yy1 − ερ1ψ2 + εψ1ρ2

= φ′(ξ)bz1 + φ′(ξ)ay1 − ερ1µφ′(ξ) + ερ2λφ
′

= (εbz1 + εay1 − µρ1 + λρ2) εφ
′(ξ)

= −cεφ′(ξ), (A.17)

como φ não é constante devemos ter c = 0. Por último considerando ρ1 = g e ρ2 = h, em que

g e h são funções suaves de (z1, y1) satisfazendo gz1hy1 − gy1hz1 6= 0 e µg− λh = εay1 + εbz1,

completamos a prova do item (II).

(III) Supomos que ψ1 e ψ2 são linearmente independentes em U .

Tomando derivadas duplas da equação (A.3) com respeito a z1, y1 temos que as derivadas

duplas de ρ1 e ρ2 se anulam. Isto implica que existem constantes reais ai, bi, ci ∈ R para

i = 1, 2, tais que,

ρ1 = a1z1 + b1y1 + c1,

ρ2 = a2z1 + b2y1 + c2, em U1.
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Para ρ1 e ρ2 dadas como acima, temos que a equação (A.3) é equivalente a, ψ0,z

ψ0,y

 = ε

 −a2 a1

−b2 b1

 ψ1

ψ2

 . (A.18)

Além disso, a equação (A.1) equivale a,

−c1ψ2 + c2ψ1 = 0. (A.19)

Já que, ψ1 e ψ2 são linearmente independentes, temos que c1 = c2 = 0, de modo que a

equação (A.1) é satisfeita. Pela equação (A.4) temos que ψi = ε
a1b3−b1a3 (biψ0,z−aiψ0,y), para

i = 1, 2. Além disso note que ψ0,z e ψ0,y são linearmente independentes. O que demonstra o

item (III).
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