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“Let me see, then, what thereat is, and this mystery explore-
Let my heart be still a moment and this mystery explore;-

"Tis the wind and nothing more!”

Edgar Allan Poe
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Resumo

Consideramos sistemas de equacoes diferenciais reais do tipo

Ugt = F (Uy Ugy oooy Ugn , U, Vg ooy Ugm )

Uzt = G (uaumv ooy Ugn, U, Uy, °")me) ;

com n,m > 1, descrevendo superficies pseudo-esféricas ou esféricas, isto €, suas solugoes
genéricas correspondem a métricas, em abertos do plano (z,t), com curvatura K = —1 ou
K = 1. Estes sistemas sao também condicoes de integrabilidade de problemas lineares em
g, com g = sl(2,R) ou g = su(2), quando K = —1 ou K = 1, respectivamente. Obtemos
resultados de caracterizacao e também de classificacao. Aplicacoes destes resultados fornecem
novos exemplos e novas familias contendo sistemas de equacoes tais como Pohlmeyer-Lund-
Regge, Konno-Oono e short-pulse vetorial.
Palavras-chave: sistemas de equagoes diferenciais, superficies pseudo-esféricas, superficies

esféricas, métricas de curvatura constante.



Abstract

We consider real partial diferential equations of the form

Ugt = F (Uy Ugy oooy Ugn , U, Vg ooy Ugm )

Uzt = G (uaumv ooy Ugn, U, Uy, °")me) ;

with n,m > 1, describing pseudo-spherical or spherical surfaces, meaning that, their generic
solutions provide metrics, with coordinates (x,t), on open subsets of the plane, with constant
curvature K = —1 or K = 1. These systems can be described as integrability conditions of
g-valued linear problems, with g = sl(2,R) or g = su(2), when K = —1, K = 1, respectively.
We obtain characterization and also classification results. Applications of the theory provide
new examples and new families which contains systems of equations such as Pohlmeyer-Lund-
Regge, Konno-Oono, and vectorial short-pulse.

Keywords: systems of hyperbolic equations, pseudo-spherical surfaces, spherical surfa-

ces, metrics of constant curvature.
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Introducao

Dizemos que um sistema de equagoes diferenciais (S) para duas funcoes reais u(z,t)
e v(xz,t) descreve superficies pseudo-esféricas (resp. superficies esféricas) se existem seis
funcoes f;;, 1 <i <3, 1 < j <2, dependendo de u, v e um nimero finito de suas derivadas
de modo que, as trés 1-formas w; = fiidx + fiodt, i = 1,2,3, satisfazem as equacgodes de

estrutura de uma superficie de curvatura constante K = —1 (resp. 1),
dw) = w3 A wa, dwo = w1 A ws, dws = dwi A wa,

onde § =1 (resp. —1) e wy Awsy # 0, se, e somente se, u e v é uma solugao do sistema (S).
Por exemplo a equac@o nao-linear de Schrédinger, para fungoes u(z,t) e v(z,t), dada pelo
sistema
Ug 4 Vgz — 2(u? + 0% =0,
—Vy + Uy — 2(u? +0v%)u = 0,

descreve superficies pseudo-esféricas [I3], para as funcoes f;;, 1 <i < 3,1 < j <2, dadas por

fi1=2u,  fi2 = —4nu — 2vy,
Jo1 = =2v, fa2 = 4nv — 2uy,
fs1=2n,  fa = —4n? = 2(u® +0?),
onde 1 é uma constante real.
Um sistema de equagoes diferenciais que descreve superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas)

pode ser visto como condicao de integrabilidade de um problema linear,

AU = QU,
¥y . _
para ¥ = , com U; i =1,2 fungoes de (z,t), e
Wo
1 w W] — W 1 W w1 + tw
0== 2 ! ’ resp. )= - ? ! ’

w1+ ws —ws9 2 —w1 + w3 —1Wo



De fato, a condicdo de integrabilidade deste problema linear,
dQ—QNQ =0,

é equivalente as equagoOes de estrutura, com 6 = 1 (resp. 0 = —1). Alternativamente o
sistema de equacoOes diferenciais pode ser visto, também, como condicao de integrabilidade
de um problema linear 3 x 3 (ver detalhes em Preliminares).

O conceito de sistemas de equagoes diferenciais que descrevem superficies pseudo-esféricas
(resp. esféricas) foi introduzido em 2002 por Ding e Tenenblat em [13], como uma adaptagao
natural da nogao de equacoes diferenciais que descrevem superficies pseudo-esféricas. A ideia
de equacoes diferenciais que descreve superficies pseudo-esféricas foi introduzida na literatura,
em 1986, por Chern e Tenenblat em [12].

A definicao dada por Chern e Tenenblat foi inspirada pela observagao de Sasaki em [32],
de que a classe de equacées diferenciais que podiam ser resolvidas aplicando o método AKNS
de espalhamento inverso [I] estava relacionada com superficies pseudo-esféricas. Entretanto,
a classe de equacgoes que descrevem superficies pseudo-esféricas é, na verdade, bem maior que
a classe das equagoes AKNS.

Além da nogao de equacgoes diferenciais que descrevem superficies pseudo-esféricas, Chern
e Tenenblat, em [I2], introduziram um processo sistematico de caracterizagao e classificacao
de equacoes diferenciais que descrevem superficies pseudo-esféricas. Tal processo sistematico
vem sendo utilizado para caracterizar e classificar varias classes de equagoes diferenciais
[12, 18, 26, 27, 28|, 19, 29| 16 [7, 8, [10].

O fato das equagoes que descrevem superficies pseudo-esféricas serem condicao de integra-
bilidade de um problema linear, indica que estas equagoes podem possuir outras propriedades,
por exemplo, transformagoes de Backlund [12], [3] e infinito niimero de leis de conservagao [11].
Além disso, tais equagdes sao candidatas a serem resolvidas pelo método do espalhamento
inverso [I}, 3].

Outra propriedade notével das equacoes que descrevem superficies pseudo-esféricas ou
esféricas é a existéncia tedrica de transformacoes locais entre solugoes destas equacoes. Esta
existéncia local é uma consequéncia do fato, de que, escolhidos dois pontos de duas varie-
dades Riemannianas, de mesma dimensao e mesma curvatura constante, sempre existe uma
isometria entre vizinhangas destes pontos [6]. Kamran e Tenenblat, em [19], exploraram
essa propriedade e demonstraram um teorema de existéncia local, garantindo que, dadas

duas equacoes diferenciais descrevendo superficies pseudo-esféricas, entao, sob certa hipdtese



técnica, existe localmente, uma aplicacao suave levando cada solucao genérica de um equacao
numa solucao genérica da outra.

No trabalho de Ding e Tenenblat [I3], em 2002, além de introduzirem o conceito de
sistemas de equacoes diferenciais que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas, os
autores consideraram resultados de caracterizagao para sistemas de equacoes de evolugao que

descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas do tipo

up = F(u, ug,v,vy),

vy = G(u, Uy, v,0y),

onde F' e GG sao fungoes suaves, e apresentaram resultados de classificagao para sistemas do

tipo

Up = —Vgp + Hi11(u, v)uy + Hiz(u, v)v, + Hiz(u, v),
Ut = Ugy + Hot(u, v)ug + Hoo(u, v)v, + Haz(u,v),

onde, F,G, H;;, 1 <11 <2,1< 5 <3, sao funcoes suaves. Ademais deste trabalho pouco se
conhece sobre sistemas de equagoes diferenciais descrevendo superficies pseudo-esféricas ou
esféricas.

Neste trabalho vamos considerar sistemas de equacgOes diferenciais que descrevem su-

perficies pseudo-esféricas ou esféricas do tipo, digamos (Spm),

9%u < ou oO"u  Ov oM

=F (U ey =0, ey —— | ,

(Snom) 0x0t ox ox™ ox ox™
™ 0%v _c (u ou o"u  Ov 8mv>

Dzt 9z’ 9z’ 9’ Dam
onde n e m sao nimeros inteiros maiores ou iguais a 1 e F, G sao funcoes reais suaves.
Apresentaremos, nos Teoremas|[I.1} [2.1]e[3.1] resultados de caracterizagao, isto é, condigoes
necessarias e suficientes, para que estes sistemas descrevam superficies pseudo-esféricas ou
esféricas.

Mostraremos no Exemplo que o sistema Pholmeyer-Lund-Regge (veja [2]),

Ugpt = 2UVU, — U,

Vgt = —2UVVU; — U,

do tipo 57,1, descreve superficies pseudo-esféricas, com

fi1 = n(ug + vs), f12:%(v—u),
for =17, foo = —,7% — 2uv,
fa1 = n(uy — vy), fa2 = —+(u+0),



com fo1 sendo um parametro real. Motivados por este exemplo, vamos classificar nos Teo-
remas e os sistemas do tipo (S1,1) que descrevem superficies pseudo-esféricas ou
esféricas sob a hipdtese de que f;; = n é um parametro real, para i = 3, 2 e 1, respectivamente.

Motivados pelo “Konno-Oono coupled integrable dispersionless system” [21]
Ugt = —200y,
Vgt = 20Uy,

que é um sistema do tipo (S7,1) que descreve superficies pseudo-esféricas com (mais detalhes

no Exemplo ,

fi1 = 3va, J12 =0,
fo1 = 2uy, foo = A,
f31 =0, f32 = 2w,

exibiremos, na Proposigao [1.6], uma familia a quatro parametros e uma funcao arbitraria de
sistemas descrevendo superficies pseudo-esféricas ou esféricas, contendo “Konno-Oono cou-
pled integrable dispersionless system”, tal que fso é um parametro real.

Como aplicagdo dos teoremas de classificagao, vamos exibir na Secao do Capitulo
quatro novas familias, a varios parametros, de sistemas que descrevem superficies pseudo-
esféricas ou esféricas, nas quais cada sistema é condigdo de integrabilidade de familias a
um parametro, 17 # 0, de problemas lineares. Por exemplo, mostramos na Proposicao
que dadas trés constantes reais nao nulas, ko, k1, k2 e uma fungdo nao constante, 1(v;), que

depende diferenciavelmente de v,., entao, o sistema,

Uyt = k1 ekouqb(vx),

kou
9 9\ Ugk1e
Vgt = (0ky = — k) ———,
V' (vg)
descreve superficies pseudo-esféricas, se § = 1, ou superficies esféricas se § = —1.

Apresentaremos na Segao uma classificagdo dos sistemas do tipo (S2,1) e (S1,2) que
descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas com a hipétese de que f;1 € uma constante
real ndo nula parai = 3,7 =2ei =1 (ver os Teoremas erespectivamente). Como
aplicacao desta classificacao, apresentaremos na Proposicao uma familia a um parametro
k € R e cinco fungoes suaves s1(uy), s2(ug), s3(ug), 7(vg), p(u, v) tais que, sj7'sas3 # 0, psg #

kr, p2 + p2 # 0, de sistemas do tipo

1 1
Ugt = — <53puxr - T(Tk —P53)> s
T 51
L ((saphe + =2 (v — ps)
Vgt — — S TR — PpS
ot = 3P)x 828/1 pss3) |,



descrevendo tanto superficies pseudo-esféricas quanto superficies esféricas. Observamos que o
fato de uma equacao descrever simultaneamente superficies pseudo-esféricas ou esféricas nao
¢ uma propriedade inesperada, de fato varias equacoes, como por exemplo a Sine-Gordon,
apresentam esta propriedade.

Nos Teoremas e apresentamos uma classificacdo dos sistemas do tipo (Sp.m),
com n,m > 2, que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas com a hipétese de que
fi1 € uma constante real nao nula para i = 3, ¢ = 2 e ¢ = 1 respectivamente.

Motivados pelas equagoes vetoriais do tipo “short-pulse” [24 25| 3]

Upt = u+ 5 (wvuy), Uge = u+ 3 ((u® +0?)uy)

x )
_ 1 _ 1 ((02 4 22

Vgt = U+ 5 (U0Vg), , vxt—v+§((u + v )Ux):w

que (ver Exemplose 3.2)) descrevem superficies pseudo-esféricas e superficies esféricas, res-

pectivamente, apresentaremos no Teorema [3.5], uma classificacdo dos sistemas quase-lineares

de segunda ordem do tipo,

Ugt = Fl(ua Ug, V, 'Uz) + Q(u, U)U:v:m

Vgt = Gl (U, Ugy U, UCIS) + Q(U, U)/lea

que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas em que Fp, G e ) sao fungoes suaves,
com a hipétese adicional de que fo1 = 1 é uma constante real nao nula. Como aplicagao desta
classificacao exibiremos, na Secao do Capitulo [3| trés novas familias a varios parametros
de sistemas do tipo (S2.2) que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas, nas quais
cada sistema é condigao de integrabilidade de familias a um parametro de problemas lineares.

Este trabalho é organizado em um capitulo de preliminares, outros trés capitulos e um
apéndice. Nos preliminares descrevemos problemas lineares associados aos sistemas que des-
crevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas e apresentamos exemplos.

Os Capitulos e [3] podem ser lidos de forma independente. O Capitulo [I] trata ex-
clusivamente de sistemas do tipo (S1,1). O Capitulo [2] trata dos sistemas do tipo (S21) ou
(S1,2). O Capitulo [3| trata dos sistemas do tipo (Sym), com n,m > 2. Cada capitulo é
organizado em trés se¢oes. Na primeira se¢ao discutimos o conceito de sistemas descreverem
superficies pseudo-esféricas ou esféricas. Utilizamos a teoria de Cartan-Kéhler [I7] para obter
uma descricao destes sistemas em termos de sistema de diferenciais exteriores e obtemos um
teorema de caracterizagdo. Na segunda secao apresentamos resultados de classificagao. Por
ultimo, cada capitulo é encerrado com uma se¢ao de aplicagoes, as quais proporcionam novos

exemplos e novas familias de sistemas que descrevem superficies pseudo-esféricas e esféricas.



Finalmente, no Apéndice consideramos um problema que trata de caracterizar seis
) q
fungoes suaves satisfazendo uma equagéo e uma condicao genérica. Este problema, apresen-

tado no Lema é usado nas demonstragoes dos teoremas de classificagao dos Capitulos
eld



Capitulo 0

Preliminares

Neste capitulo de preliminares apresentamos problemas lineares associados aos sistemas

de equacoes diferenciais que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas e damos exem-

plos.
As equagoes de estrutura de uma superficie com curvatura constante X = —§, com § = 1
(resp. —1),

dwi = w3 A wa, dwo = w1 A ws, dws = dwi A wa, (01)

sao equivalentes a condicao de integrabilidade

dQA—QANQ=0, (0.2)
de um problema linear [12],
dV = QU, (0.3)
vy
para ¥ = , com U; i =1,2 fungoes de (z,t), e
P
1 w W] — W 1 W w1 + tw
a1 2 1 3 resp. Q= 2 1 3
w1 + w3 —Ww2 —Ww1 + tws —1wo

Equivalentemente em coordenadas locais, considerando w; = fi;1dx + fiodt, 1 = 1,2,3 e

04
Q = Adx + Bdt, o problema linear (0.3), para ¥ = ! , com V; ¢ = 1,2 funcao de
P
(x,t) é expresso por
2\I/—A\IJ Q\II—B\I/ (0.4)
oxr ’ ot ’ '
onde
A:l J21 Ji1— fa ’ le J22 Ji2 — fa2 ’ (0.5)

2\ i+t —fa 2\ o+t —fao



se 6 =1 ou,
A:% ifa Ji1 +ifs C B- % i f22 fi2 +if3 | (0.6)
—futifss  —ifa —fiz+ifs2  —ifae
se § = —1.
v v
Além disso, a condigdo de integrabilidade do problema linear (|0.4]), g a— = 3 a— ,
ot \ Ox Ox \ Ot
equivale a
0A OB
— ——+4+AB—-BA=0. 0.7
ot oz (07)

Observamos que o problema linear associado a um sistema de equagoes nao é tinico. De
fato, para um dado sistema que descreve superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) a matriz
de 1-formas 2 do problema linear (0.3) e a equagao de compatibilidade (0.2]) sdo invariantes

por uma transformacao do tipo gauge [32] [14],

U — 0% =87,
Q- 0% =dSs1+5051,
dA—QAQ = SA-QAQ)SL,

em que S € SL(2,R) (resp. SU(2)). Neste caso, em coordenadas locais,

A— AS =SAS™1 4+ 5,871,
B — B%=SBS™1 + 5,57
Alternativamente, um sistema de equacoes diferenciais que descreve superficies pseudo-
esféricas (resp. esféricas) pode ser visto como condi¢do de integrabilidade outro tipo de
problema linear 3 x 3 [1],

dv = QU, (0.8)

“ N ~ “ T
para ¥ = <\111, \112,\113) e

onde 0 =1 (resp. —1).

Para o problema linear , a condicao de integrabilidade é dada por
dr—QAQ=0. (0.9)

Em coordenadas locais, com w; = fijidx + fiodt, i = 1,2,3 e O = Adx + Bdt, o problema

linear é expresso por

0 - A a A o a
29 = A¥ ¥ =BV, 0.10
ax ) ( )



onde
0  fu fa 0 fiz S
A=| 6 0 fu | B=|36fa 0 fn | (0.11)
ofar —fa O 0fa2 —fz2 O

com 6 =1 (resp. 6 = —1).

o (0w o (ov
Além disso, a condigao de integrabilidade do problema linear (0.10), — <8x> = 9 (875)’

"ot
equivale a R R
0A 0B . 4
— ——+AB—-BA=0. 0.12
ot  Ox + ( )
Observamos que, se 0 = —1, entao as matrizes A, B pertencem & algebra de Lie so(3),

das matrizes 3 x 3 reais anti-simétricas, geradas pela base

0 0 0 0 0 1 0 1 0
=10 o 1|, &= 0 oo |, &= -1 0 0 |,
0 -1 0 ~10 0 0 0 0

satisfazendo as relagoes de comutacao
[fk,é} = m, (0.13)

onde k,l e m é uma permutacao ciclica de 1, 2, 3.

Por outro lado, as matrizes A, B, do problema linear (0.4) com 6 = —1, pertencem a
algebra de Lie su(2) das matrizes complexas 2 x 2 anti-Hermitianas de trago nulo, gerada
pela base

1 (0 ¢ 1({0 -1 1({ 7 O
&1 = 5 , &= 5 ) = 9
i 0 1 0 0 —1
satisfazendo as mesmas relagoes de comutagao ((0.13]),

€k, &) = &ms

onde k,l e m é uma permutacao ciclica de 1,2,3. Assim, existe um isomorfismo entre as
algebras de Lie su(2) e so0(3) dado pela transformacao R-linear definida pelo mapa &; — &
i=1,2,3.

Em particular, as condigoes de integrablidade dos problemas lineares e , para
0 = —1, estao relacionados por este isomorfismo de algebras de Lie. Observamos, entretanto,

que apesar das algebras de Lie su(2) e s0(3) serem isomorfas, os correspondentes grupos de
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Lie SU(2) e SO(3) nao sao isomorfos, pois SU(2) é simplesmente conexo, enquanto SO(3)
nao é simplesmente conexo.

Observamos que se um sistema de equactes diferenciais descreve superficies pseudo-
esféricas (resp. esféricas), entdo as fungoes fi;, 1 < ¢ < 3,1 < j < 2, nao sdo Unicas.
De fato, qualquer transformagao ortogonal no co-referencial moével deixa as equagoes de es-
trutura invariantes resultando em novas funcoes f;;. Em particular, a transformacao Wy = wo,
Wo = w1 € W3y = —ws, permite transferir o estudo de classificacao dos sistemas que descrevem
superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com a condigao de fi; = 1 para o caso de fa; = 7).

Mais especificamente temos a seguinte proposigao.

Proposicao 0.1. Um sistema descreve superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com
fungoes fi;j, 1 <1< 3,1 <35 <2 se, e somente se, descreve superficies pseudo-esféricas

(resp. esféricas) com fungdes fij, 1 <i<3,1<j <2 tais que,

fi1 = for, fi2 = fo,
fo1 = fu1, fa2 = fi2, (0.14)
fa1 = —fs1, f32 = —fso.

Demonstragdo. Basta notar que as equagdes de estrutura (0.1), sdo invariantes por uma

transformacao no co-referencial moével do tipo w1 = we, Wo = w; e na forma de conexao

W3 = —ws.

De fato, sejam w; = fidx + fiodt, i = 1,2,3, formas diferenciais e considere w; =
fordz + foodt, wo = fuidx + fradt e w3 = —farde — fsodt, ou seja, W1 = wy, W2 = w1 €
w3 = —ws. Note que,

diy — w3 N\ g = dwy — w1 A ws,
dio — w1 N 3y = dwi — w3 A wa,
dws — 0w1 A Wy = —(dwg —dwi A OJQ).
Deste modo as formas w;, i = 1,2, 3 satisfazem as equagdes de estrutura (0.1)) se, e somente

se, as formas w;, i = 1,2,3 também satisfazem. Assim concluimos a demonstracao desta

proposicao. O
Por exemplo, o sistema

Ugt = (uv) (e + V)V (0.15)

Vgt = (UU)Q;,
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descreve superficies pseudo-esféricas com (conforme (2.98))),

Vg 1 uUv 1
fllzz(ug‘i‘?&)a f12:2<ug+u1370>,
Ja1=m, fa2 =0, (0.16)

Vg 1 uv 1
f31=2<ug—u2>, f32=2(u2—ug>.

Também, utilizando transformagao (0.14]), vemos que este sistema descreve superficies pseudo-

esféricas para as funcgoes associadas f;;, dadas por,

Juu=mn, f12 =0,
v 1 uv 1

]021:?JD uz—‘_@ ; f22:? uZ"i'uig 5 (017)
vy [ 1 n uv (1 n

f31=5 ;Z—um , f32=7 ?Z_ux

Como consequéncia o sistema (0.15) é condi¢ao de integrabilidade de problemas lineares
distintos. Por exemplo, é condigao de integrabilidade do problema (0.4 com

actfom o) w0 Wt
2 ey 1) 2 up 0

para as f;; dadas por (0.16) e também com

T - A U R B
1 VgplUz + — 1 — —5 T UzUg uv Uz + Uz Uy — Uy
A== Uz Uz , B=— ,
4 Yz n n_ Yz 4 -1 n n -7
2n + o VU —VgUyp — o Uy ' — Ugp —Uy — Uy
T X

para as f;; dadas por (0.17)).

Encerramos este capitulo preliminar exibindo exemplos de sistemas que descrevem su-
perficies pseudo-esféricas ou esférica e seus problemas lineares associados. Outros exemplos
e familias de novos sistemas, obtidos através de resultados gerais de caracterizacao e classi-
ficacao, serao incluidos nos préximos capitulos.

O sistema do tipo Pholmeyer-Lund-Regge [2],

Ugt = 2UVU; — U,

Vgt = —2UVV; — V.

descreve superficies pseudo-esféricas (ver o Exemplo [1.1]) com fungdes,

fll:n(ux+vx)7 fl?z%(v_u)’

for =17, fa2 = —n% — 2uv,

f31 = n(ug — vz), fszz—%(u‘i'v)-
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onde 1 € R é um parametro real nao nulo. Além disso, esse sistema é condi¢ao de integrabi-

lidade de familias a um parametro, n # 0, de problemas lineares dos tipos (0.4 e (0.10]), com

1
A" N 20, . B= 1 =5 — 2nuv 2v ’
2 2u, —nm 21 —2u % + 2nuv
0 Ug + Vg n 0 V—U f%anuv
AZT] Ugp + Vg 0 Up — Vp | > BZE vV—U 0 —u—v
n Vgp — Uy 0 —%—2nuv u—+v 0

O “Konno-Oono coupled integrable dispersionless system” [21],

Ugt = —2VVyq,

Vgt = 20Uy .

descreve superficies pseudo-esféricas (veja o Exemplo [1.2)), para as funcoes fj; associadas,

fi1 = 2o, fi12 =0,
Jo1 = %U:p, Ja2 = v,
f31 =0, f32 = 2v,

em que v é um parametro real ndo nulo. Além disso, esse sistema é condicao de integrabilidade

de familias a um parametro, n # 0, de problemas lineares dos tipos (0.4) e (0.10)), com

s l Up Vg . B= 1 v —2v ’
v Vp —Ug 2 20 —v
0 v uy 0 0 v
A== v, 0 0 |, B=]0 0 2
u; 0 0 v —2v 0

A equagao (vetorial) do tipo “short-pulse” [24] [25] [31],

Upt = U + % (wvug),

Upt = U + % (uvvg), ,

descreve superficies pseudo-esféricas (veja o Exemplo [3.1), para as funcoes f;; associadas,

fi1 = 2(va + ug), fr2 = $(v —u) + Juv(ug + vy),
Ja1=m, Jo2 = %4-%“”,
f31= g(vx_uz)a f32 = %(U+U)+%UU(Ux_UJ:)7
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em que 7 é um parametro real ndo nulo. Além disso, esse sistema é condicao de integrabilidade

de familias a um parametro, n # 0, de problemas lineares dos tipos (0.4) e (0.10)), com

1
A" 1 gy ’ le ﬁ—i—guv —u + Juvu, |
2 vy —1 2 v+ JUVV, —%—guv
0 Vp + Uy 2
77N
A= 5| Vs + Uy 0 Vg — Ug )
2 Uy — Vg 0
0 3(v —u) + Juv(ug + vg) % + Juv
B= [ 3(v—u)+ Juw(uy +v,) 0 (u+v) + Juv(vy — uy)
%—l—guv —2(u+v) — Juv(vy — uy) 0

A equagao (vetorial) do tipo “short-pulse” [24],
Upt = U + % ((u? + v2)um)z,

Ugt =V + % ((U2 + UQ)U:):)

xT )

descreve superficies esféricas (veja o Exemplo [3.2), para as fungoes f;; associadas,

fi1 = —nug, fra = —u— F(u® + v*)vy,
Ja1=m, f22=—%+%(u2+v2),
f31 = nug, fa2 = —v+ H(u? + v?*)ug,

em que 7 é um parametro real ndo nulo. Além disso, esse sistema é condigao de integrabilidade

de familias a um parametro, n # 0, de problemas lineares dos tipos (0.4]) e (0.10), com

A— Q 7 —Vy + zux
2 Vg + 1Ug —1
B_ 1 —%+ig(u2+v2) —u — v+ Z(u? + v?)(—vg + iug)
2 u—iv+ 2(u? +v?)(vg + iug) %+zg(u2—|—v2)
0 —-v, 1
A=n vy 0 ug |
-1 —u; O
0 —u— W+, — 4 G +0?)
B=| u+ Hu? 4+ v?)v, 0 —v+ 3 (u® +v%)u,
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O sistema (veja a Proposigao

Ugtr = k1eFoU(v,),

k
gt = (Oky 2 — k2)M
Tt — 2 0 9
V' (vg)
onde, kg, k1, k2 sdo constantes nao nulas e ¥ (v,,) é uma fungao suave de v,, descreve superficies
pseudo-esféricas, se § = 1, ou superficies esféricas se § = —1 com
=ky" =0
Ji1 = kg ug, Ji2 =0,
-1
Ja1 =, foz = —kiky ek,
fa1 = nkoka + ¢(vz), fza = —kokyeFo,

onde 17 € R é um parametro real. Além disso, esse sistema é condi¢ao de integrabilidade de

familias a um parametro, n # 0, de problemas lineares dos tipos (0.4) e (0.10]), com

A=l 1 —nkokz + g5tz — ¥ . kyebor [ = ko
nkoks + éux + —n 2 — ko é
caso 6 =1,
a1 in e + inkoky + it) R
2\~ Ly + inkoky + it _in 2\ ik it
caso d = —1, e
0 k;lux n
A= ok u 0 nkoks +1 | >
on  —nkoka — 1 0
0 0 —kyky tekou
B = 0 0 —koklekou
_5k1k51€k0u koklekou 0

com § =1 (resp. § = —1).
O sistema (ver a Proposigao

1 1
Ugt = — (53puwz - T(rk - p83)> 5
T Sl

1 s
Vgt = - <(33p)a} + ﬁ(rk —p83)> )

291
onde k € R e s1(uy), s2(ug), s3(ug), (vy), p(u,v) sdo fungdes suaves tais que, sjr’sgsg #

0, psg # kr, p2 + p2 # 0, descreve tanto superficies pseudo-esféricas, para as funcoes fij
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associadas
f11 = rsacosh (ns1), f12 = psass cosh (ns1) ,
Ja1 =, f22 = nk,
f31 = rsasenh (ns1), f32 = psasg senh (ns1),

quanto superficies esféricas, para as funcoes f;; associadas,

fi1 = rsgcos(nsy), f12 = psasg cos (ns1)
for =1, f22 = nk,
f31 = —rsgsen (77@) ) f32 = —psasgsen (nsl).

Além disso, esse sistema é condigio de integrabilidade de familias a um parametro, n # 0, de

problemas lineares dos tipos (0.4)) e (0.10), com

0 0
— U = AU — VU = BU
Ox ’ ot ’

com ¥ = (¥, ¥y)T onde A, B pode ser dado por,

A — 1 no sz , B= 1 kn psasze” 1% 7
2\ rbems -1 2\ psysgenst —kn
ou,
1 7 rsoeMs1 1 ik So83e¢ 181
A1 ?7‘ 2 ’ B—_ n | bs283 ’
—189e"°1 —in 2 —psgs3e’%1 —ikn
0 rseC_5(ns1) n
A= brsyC_5(ns1) 0 orsaS_s (ns1) |
on —0rs2S_s (ns1) 0
0 psassC_s (ns1) nk
B =1 6psas3C_s(ns1) 0 dpsassS_s(ns1) | >
onk —0psas3S—_s (ns1) 0

com § = 1 e C_;,5_; denotando coseno e seno hiperbdlicos (caso § = 1) ou trigonométricos
(caso § = —1).

Os tnicos sistemas do tipo (Sy,m), n, m > 2 (de acordo com o Teorema|3.3|) que descrevem
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superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas), tal que fo; =1 # 0, sdo dados por,

( - m—1
1
Upt = Z 197)1) Uqi+1 + W Z (Pvzj hvz - Hvzj gvz)vxj+l+
i=0 7=0
T oy (597 — W), + fb (Hhy, — 6Pgy,),
1 n—1 1 m—1
Vgt = _W (Pu 'Lhuz - Huzz guz $l+1 - Hvz] gul)ij+1+
=0 JZO
(097 = ), — f(Hhy, — 6Pg,,),

emqued =1 (resp. —1), q(u, ..., Ugn—2,0, ..., Upm—2), §(Ug, Vy), h(tg, Vz), P(U, ...y Ugn—2,0, ..., Vpm—2),
W =g..hy, — gy by e H = % <Ph + 2?2—02 Qu; Ugit1 + Z;”:_OQ v ij+1>, sao fungoes suaves

satisfazendo as seguintes condicOes genéricas,

Zn—1 Y

1
‘P#;#% W #0, P? +H:  #0, P} +H,  #0

Neste caso,
fi1 =g, Jiz=P
fa1=mn, f2 =q,
fa1 =h, f2=H

Além disso, esse sistema é condigao de integrabilidade de familias a um parametro, n # 0, de

problemas lineares dos tipos (0.4]) e (0.10)), com

1 —h 1 P—H
At nog -1 q 7
2\ g+h - 2\ P+H
caso § = 1,
1 t +1h 1 i P+:iH
a-t n g -t q ’
2 —g+1ih  —in 2\ —-P+iH —iq
caso § = —1, e
0 g n 0 P g
A=|6g o n |, B=|sPr o H|,
om —h 0 0q —H O

com § =1 (resp. § = —1).
A teoria de caracterizacao e resultados de classificagdo dos sistemas que descrevem su-
perficies pseudo-esféricas ou esféricas serao apresentadas nos préoximos capitulos. Aplicacoes

da teoria fornecem novos exemplos.



Capitulo 1

Sistemas do tipo (5] 1) que
descrevem superficies

pseudo-esftéricas ou esféricas.

Neste capitulo, consideraremos sistemas de equacoes diferenciais, sobre duas funcoes reais

u, v definidas sobre um aberto de U C R? com coordenadas (z,t), do tipo

Ugt = F(u,v, Uz, vy),
(S11) (1.1)

Vgt = G(U, U, Ug, Ux)a

onde F' e G sao funcoes suaves que dependem de u, v e suas derivadas de primeira ordem com
respeito a x. Os indices x e t em u, indicam derivada parcial da fungdo u com respeito a x e

t respectivamente,
ou ou
= e

Uy

Estaremos interessados em estudar sistemas do tipo (S11) que descrevem superficies
pseudo-esféricas ou esféricas para funcoes associadas que f;; dependendo das varidveis de-

pendentes u, v e suas derivadas do mesmo modo que F' e G, isto é, vamos considerar
fij(u, v, ug, vz), 1<1<2,1<5<3.

Neste capitulo adotaremos a seguinte notagcao,

V=Y, Uz =Y. (1.3)
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Com esta notagao o sistema (|1.1]) é escrito como

Z1,t = F(zayazlayl)a (1 4)

Y1t = G(zvya 21, 3/1)

Este capitulo é organizado em trés segoes. Na Segao daremos condigoes necessérias
e suficientes para que um sistema do tipo (S7,1) descreva superficies pseudo-esféricas ou
esféricas. Em seguida, na Secao daremos uma classificacao completa de todos os sistemas
(S51,1) que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas, com a hipétese adicional de uma
das fungoes f11, for ou f31 ser uma constante n € R. Como consequéncia desta classificagao,
apresentaremos, na Secao [1.3] novas classes de sistemas que descrevem superficies pseudo-

esféricas ou esféricas.

1.1 Caracterizagao dos sistemas (5] 1).

Esta secao serda divida em trés partes. Na primeira Subsecgao [1.1.1] usaremos a teoria
de Cartan-Kéhler para descrever o sistema (S7,1) em termos de um sistema de diferenciais
exteriores. Em seguida, na Subsecao discutiremos a interpretagao geométrica de siste-
mas (51,1) que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas. Por tltimo, na Subsecgao
apresentaremos uma caracterizagao, Teorema dos sistemas (S1,1) que descrevem

superficies pseudo-esféricas ou esféricas.

1.1.1 Abordagem por sistemas de diferenciais exteriores.

Nesta subsegao vamos seguir a referéncia [17] para mostrar como interpretar o sistema

(S171) como um sistema de diferenciais exteriores.

Sejam U C R? um aberto de R? com coordenadas (x,t) e M5 C R? x R? x R? um sub-
conjunto aberto conexo de R%. Consideraremos M% como sendo uma variedade diferenciavel
6-dimensional com coordenadas (z,t) X (z,y) X (21,y1). Deste modo, para um sistema ,
as funcoes F, G podem ser vistas como funcdes reais suaves, sobre a variedade MS, que sdo
constantes com respeito as varidveis (z,t).

Dadas duas fungoes suaves, u, v em U,

u,v:UCR*—=R
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fica definida uma superficie em M5 por,
®:U CR*— M5,
O(x,t) — (v, t,u(z,t),v(x,t), us(x,t), v (x, t)). (1.5)

Veremos na Proposigao como esta aplicagao é usada para justificar a notacao ([1.3]) e como

relacionar o sistema (S1,1) com um sistema de diferenciais exteriores.
Proposicao 1.1. Seja I o ideal em MO gerado pelas 2-formas,

Il =dzy Ndx + Fdx ANdt, Tly =dz Adt — zidx A dt,

IIs =dy; ANdx + Gdx AN dt, 1Iy =dy A dt —ydx A dt.
Entao, T é fechado por diferenciacdo exterior, ou seja, dI =0 (modZ). Além disso,

A) Se o par de fungées suaves u,v : U C R?2 — R é uma solugdio do sistema (S1,1), entdo a
aplicagao ®, definida por , é uma superficie integral do ideal T (isto €, ®*II; = 0,
i=1,2,3,4);

B) Reciprocamente, dada wma superficie integral do ideal T, ¥ : V. C R?> — MS, V um
aberto de R?, com VU, e U, linearmente independentes, entdo, localmente, as funcdes
projecoes de (V) C MO sobre (z,t) x (2) e (x,t) x (y) formam grdficos de uma solugdo
de (S11)-

Demonstracdo. Primeiramente, notamos que,
dlly = —1II; A dt,
dlly = —1II3 A dt,
dily = —F.1Is ANdz — FyIIy N dx + F, 111 A dt + Fy, 113 A dt,
dlly = -G 1ls ANdx — Gy Iy N dx + G, 11 Adt + Gy, 13 A dt,

assim, dZ C Z. Ou seja, o ideal Z é exteriormente fechado, o que prova a primeira parte da

proposicao.

A) Para o primeiro item, sejam u e v fungdes suaves, em U C R? solugdes de (S 1).
As fungoes coordenadas da aplicacao ® sao suaves, assim ® é uma aplicacdo suave em U.
Diferenciando ® com respeito a x e t obtemos, respectivamente,

(b:l: - (17 07 Umg U:Ea ul‘xa Ufl‘l’))

¢, = (07 1, ug, vy, Ug, Uxt)'
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Note que ®, e ®; formam um par de vetores tangentes linearmente independentes em M5,

donde ® é regular em todo ponto (z,t) de U.

3 3

Vamos calcular o “pull back”do ideal Z pela aplicacao ®. Para isso computamos o “pull

back”das 1-formas dx, dt, dz, dy, dz; e dy; em termos da base das 1-formas de U, dx e dt.

Primeiramente, como U é parametrizado pelas coordenadas (x,t) temos
Q*dr = dx, D*dt = dt.

Para as demais 1-formas da base coordenada das 1-formas em M9, utilizamos que o “pull
back” comuta com a diferencial exterior e que o “pull back”de 0-forma (isto é, uma funcao

suave) é a composi¢ao, assim
O*(dz) = d(P*2) = d(z 0 ®) = du = uzdzr + udt.
De modo andlogo, temos
D*dz = uzdx + wpdt, D*dy = vydr + vdt,
D*dz1 = Ugpdx + ugpdt  DFdy; = vypdx + vydt.

Utilizando que o “pull back”é linear com respeito a soma de formas e distributivo com respeito

ao produto exterior, obtemos

Iy = (—ugt + F o ®)dx A dt,
Oy = (uy — 21 0 D)dzx A dt,
O* I3 = (—vy + G o P)dx A dt,
Oy = (vy — y1 0 P)dx A dt.
Pela definigdo de @, vemos que ®*II; = 0 (para i = 2,4) e ja que u e v sdo solugoes de (51,1)

nés temos que ®*II; = 0 (para ¢ = 1,3). Assim concluimos a parte A) da proposicao.

B) Para a reciproca, seja ¥ : V C R? — M5 com V um aberto de R?, uma superficie em

M6, Sejam (p,q) € V as coordenadas de V, assim escrevemos
(p,q) = (z(p, ), t(p. 9), 2(p, 2), ¥(p, 0), 21 (P> @), Y1 (P, 9)).
Note que,

U*(da A dt) = (zpdp + x4dq) A (tpdp + tedq) = (xptq — x4tp)dp A dg,
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a hipétese de ¥, e U, serem linearmente independentes implica que dz A dt # 0. Assim, o

(z,t)
(p,9)

determinante Jacobiano J ( ) = 0 nunca se anula em V. Deste modo existe localmente

um difeomorfismo, digamos h, tal que (p,q) = h(z,t). Definimos ¥(z,t) = ¥ o h(z,t) uma
reparametrizacao local da superficie W.
Suponhamos que ¥ seja uma superficie integral de Z, assim ¥ é uma superficie integral

de Z e temos que

0= U*ly = U*(dz Adt — z1dx Adt) = (2, — 21)dx A dt,

e por independéncia linear entre dx e dt temos que z, = 2z; ao longo da superficie U. De
modo andlogo, temos que o anulamento do “pull back”de Iy, Iy, II; e Il3, respectivamente,

implica que ao longo da superficie ¥,
21 = Zg, Y1 = Yz, zig=FoW e Y1+ =Go V. (1.6)
Considerando as projecoes,

(ZL‘,t, Z(xat)’y(xvt)aZl(xvt)ayl(x7t)) = ($7t72(x>t))7
(x7tvz(xvt)7y($at)7Zl(xat)7y1(xat)) = (xvtay(wvt))v

podemos ver que a imagem destas projecoes sao graficos de uma solucao para (S1,1). De fato

usando as equacoes (|1.6]), temos,

Zot = (22)t = (21)1 = 210 = F o W(x,t) = F(2,Y, Z2, Yx);

Yot = (Ya)t = (1)t = y10 = G o W(xz,1) = G(2,Y, 22, yz),
que implica que o sistema (S57,1) é satisfeito para as fungoes z(z,t) e y(z,t). O que prova o
ultimo item da proposicao. O
1.1.2 Interpretacao geométrica e exemplos.

Nesta subsecao vamos discutir a interpretagao geométrica de sistemas (51,1) que descrevem

superficies pseudo-esféricas ou esféricas e apresentar exemplos.

Definigao 1.1. Dizemos que U C R? um aberto de R? munido de uma métrica Riemanniana
g é uma superficie pseudo-esférica (resp. esférica), se g tem curvatura Gaussiana constante

igual a —1 (resp. 1).
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Dada uma superficie U munida de uma métrica com curvatura constante negativa (resp.
positiva), podemos supor a menos de renormalizacao da métrica por um escalar, que U é
pseudo-esférica (resp. esférica).

Além disso, U munido de uma métrica Riemanniana g é uma superficie pseudo-esférica
(resp. esférica) se, e somente se, admite localmente um referencial {ej,es2}, tal que o co-
referencial {wy,w2} e a forma de conexdo, ws (usualmente denotada por wig) satisfazem as

equagoes de estrutura [33]:

dw) = w3 A wa,
dws = w1 A ws,

dws = dwi A wa,

wi Awy # 0,

onde § =1 (resp. § = —1), ou seja, 6 = —K e K ¢é a curvatura Gaussiana.
Na proxima definicdo apresentaremos o conceito de um sistema do tipo (S1,1) descrever

superficies pseudo-esféricas ou esféricas.

Definigao 1.2. Sejam F, G funcdes reais suaves definidas em M5 e considere o sistema (S11)

para funcoes u e v. Dizemos que (S1,1) descreve superficies pseudo-esféricas (resp. descreve
ficies esféri istem fi;, 1 <i<2 1<j <3, fungd i M6 tai

superficies esféricas) se, existem f;;, 1 <i < 2,1 < j < 3, funcoes reais suaves em ais

que o ideal J em M9, gerado pelas formas
W =dw —w3 ANwy, Qo =dwr—wi Awsg, 03=dws—dwi Aws, (1.8)

nas quais w; = fipdr + fiodt, 1 <i<3ed =1 (resp. 6§ = —1) e w; Awy # 0 e 0 ideal Z em

MO gerado pelas formas

IIy =dzy ANdx + Fdx ANdt, 1ls =dz Adt — z1dzx N dt,
II3 = dy; Adx + Gdx ANdt, 1l4 = dy Adt —y1dx A dt, (1.9)
coincidem, isto é J = T.
A seguinte proposigao justifica a nomenclatura usada na defini¢do acima.

Proposicao 1.2. Suponha que (S1,.1) descreva superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas)
com fungoes fij, 1 <i<3,1< 5 < 2. Entao, para cada par de solugoes u,v : U C R?2 - R
de (S11) a aplicagio ® dada por , define uma métrica Riemanniana em U, dada por

(®*w1)? + (P*ws)?, com curvatura Gaussiana constante igual —1 (resp. 1).
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Demonstragdo. Sejam u(x,t) e v(z,t) solugdes de (S1,1). Considere a imersdo de U em MS
dada por
(z,t) = (z, b, u(z, t),v(x, 1), ux (2, 1), v2(, 1)

Ja que u e v sdo uma solugado de (Si1), segue da Proposicao que, ®*II; = 0, para
i=1,2,3,4,em U. Como (S1,1) descreve superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas), temos
por definigdo que ®*Q; =0, para i =1,2,3 com § =1 (resp. § = —1).

Por outro lado, wy A ws # 0, 0 que implica em
O (w1 Awa) #0 em U.

Assim ®*w;, para i = 1,2 é um co-referencial mével em U com forma de conexao ®*ws, ainda
mais, estas 1-formas em U satisfazem as equagoes de estrutura de uma superficie pseudo-
esférica (resp. esférica), logo U é uma superficie pseudo-esférica (resp. esférica). Além disso

a métrica em U é definida pelo “pull back”de w? + w3. O

Por simplicidade, podemos omitir a aplicacio ® e identificar as 1-formas w;, em M5, com
P*w;, i =1,2,3, em U C R2. Com esta identificacio e usando coordenadas locais (z,t) € U,

podemos reescrever a Defini¢ao 1.2

Definicao 1.3. Um sistema do tipo (Si1), para varidveis dependentes u,v, descreve su-
perficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) se existem seis fungdes f;;, 1 <i < 3,1 < j <2,
dependendo de u, v e suas derivadas com respeito a x, tais que as 1-formas w; = fj1dx + fiodt

satisfazem as equagoes de estrutura,

dwi = w3 A wa,
dwy = w1 A ws,
dws = dwi A wa,

w1 Awsy # 0,
com § =1 (resp. —1) se, e somente se, u,v é solugao do sistema,
Uyt = F(u, v, uz,0s),
Vet = G(u, v, Uy, Vg).

Finalmente, terminaremos esta subsecao com dois exemplos.
Exemplo 1.1. Considere o sistema do tipo Pholmeyer-Lund-Regge (veja [2]),

Ugt = 2UVU, — U, (1.10)

Vgt = —2UVV; — V.
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Afirmamos que este sistema descreve superficies pseudo-esféricas com funcoes,

i1 = n(ug + vz), f12:%(v—u)7
fo1 =12, fo2 = _n% — 2uv,
f31 = n(ug — vg), f32=—%(u+v)-

De fato, note que as equagoes de estrutura ([1.7]), para 6 =1,

dw) = w3 A wa,
dws = w1 A ws,

dws = w1 A wa,

sao equivalentes a,

d(fiidx + fiedt) = (fs1dz + fsadt) A (fordx + fadt),
d(fardz + foodt) = (firdz + fi2dt) A (fardz + f32dt), (1.11)
d(fglda? + f32dt) = (flldx + f12dt) A (fgldl' + f22dt>.

Calculando a diferencial exterior do lado esquerdo e realizando o produto exterior do lado

direito, obtemos,

(=fi1,e + fizz)dx A dt = (f31fo2 — faafor)dx A dt,
(—fa1t + fooz)dx N dt = (fi1fs2 — fiafs1)dz A dt,
(—f31,t + fazz)dx N dt = (fi1fa2 — fiafor)dz A dt.

Substituindo as f;;, 1 < ¢ < 3,1 < j < 2, dadas e comparando os coeficientes de dx A dt,

obtemos,
(Ut + Vor) + 3 (Ve = uz) = nlug — vg) (—n% - 2uv> + 5 (u+ o),
~2ugV — 2uvy = —1)(Ug + Vg) 5 (u+0) = 1 (v = w)n(uz — v),

L n%—Qzuz) —%(v—u)nz.

—N(Uzt — Vat) — E(U‘T +vy) = n(ug + vy) (_

Notamos que a segunda linha é uma identidade, e a primeira e terceira linhas equivalem a,

—Ugt — Vgt = —2uv(Uy — vg) + U+ v, (1.12)
—Ugt + Vg = —2uv(uy + vy) — v + u.
A soma e a subtracao estas expressoes equivale a,
Ugt = 2UVUL; — U,
o ¢ (1.13)

Vgt = —2UVVU; — U,

o que é equivalente ao sistema ([1.10)). Mostrando assim que o sistema modificado de Pohlmeyer-

Lund-Regge descreve superficies pseudo-esféricas, para estas funcoes f;;, 1 <7 < 3,1 <j <2.
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Exemplo 1.2. (Konno-Oono coupled integrable dispersionless system [21])

Ugt = —2VVyg,
o v (1.14)

Vgt = 2VUy.

Afirmamos que este sistema descreve superficies pseudo-esféricas.

De fato, seja v um parametro real nao nulo e defina

fi1 = 2u,, Ji2 =0,
fo1r = Zug, f2 =,
f31 =0, f32 = 2v.

Note que, para § = 1, as equagoes de estrutura (|1.7]) sdo equivalentes a

—pvn = = (20) (Fua)

—%umt = (%vx) (2v),

note que o fator v pode ser simplificado das duas primeiras equacoes e a terceira equagao é

uma identidade

Vgt = 20Uy,
o v (1.15)

Uyt = _27&7};

deste modo, as equagoes estrutura de uma superficie pseudo-esférica é satisfeita se, e somente
se, as fungoes u e v satisfazem o sistema ([1.14). Assim este sistema descreve superficies

pseudo-esféricas para estas f;;, 1 <i<3,1 <75 <2,

1.1.3 Resultado de caracterizacgao.

Nesta subsegao apresentaremos um resultado de caracterizagao dos sistemas do tipo (S71)
descrevendo superficies esféricas ou pseudo-esféricas.

O seguinte teorema, nos da uma caracterizacao dos sistemas (S1,1) que descrevem su-
perficies pseudo-esféricas ou esféricas supondo que as funcgoes associadas f;; dependem de
(2,9,21,y1). Em particular, estabelece como deve ser a dependéncia das funcoes F', G e f;;,

1<:1<3,1<j <2, com as variaveis (z,y, 21,Y1)-
Teorema 1.1. Para que o sistema (S1,1),

Zl,t - F(Z,?J,Zlvyl)v (1 16)

yl,t - G(Zuya 21, yl)’
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descreva superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com fungoes fij(z,y,21,y1), com 1 <

1<3,1<j <2, € necessario e suficiente que,

fi17z =0, fil,y =0, fi2,z1 =0, fi2,y1 =0, 1<i<3, (1‘17)
2 2 2

Sz S N for: fory N Stz fiig L0, (1.18)
for,0 fa1n farz fary farz fary

—firaF = f11,5,G + fi2,221 + fi2y1 — farfoe + faafor =0, (1.19)

—fo1,F — fo1,4,G + fa2.221 + fo2yy1 — f11f32 + fi2f31 =0, (1.20)

—f31,:0F = 31,5, G + fa2,221 + faoyy1 — 0 f11fe2 + 0 frafo1 = 0, (1.21)

fi1fo2 = fiafa #0, (1.22)

onde 6 =1 (resp. —1).

Demonstragao. Primeiramente mostraremos que estas condigoes sao necessdrias. Suponha
que o sistema (57,1) descreva superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas). Seja w; = findz +
fiodt, i = 1,2,3 e considere o ideal Z com § = 1 (resp. —1). Entao, ao longo da superficie ® em
MO definida em ambos ideais Z, com § = 1 (resp. —1), e J se anulam simultaneamente.

Ou seja, fazendo o “pull back”das formas €;, ¢ = 1,2, 3 respectivamente, obtemos

0= fiuidz ANdx+ f114dy ANdz + fi1z,dz1 Adx + fi1,,dyn A de +

+fi2,.dz Ndt + fioydy AN dt + fio.,dz1 Adt+ fio,,dyr A dt +
—(fa1faz — fa2fa1)dx A dt, (1.23)

0= for.dz ANdz+ forydy Ndx + for,.,dz1 Adx + for,,dyr Adx +

+fo2,.dz Ndt + fooydy A dt + fo2 2 dz1 N dt + fazy,dyn AdE+
—(f11f32 — fr2fs1)dz A dt, (1.24)

0= f31.dz ANdz+ fs14dy ANdx + fa1,dz1 Adx + fa1,dyn Adz +

+fa2,.dz Ndt + fagdy Adt + fo.,dz1 Adt + f3o,dyr Adt+

—=0(f11f22 = fr2for)dx A dt. (1.25)
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onde § =1 (resp.—1).
Por outro lado, fazendo o “pull back”do ideal gerado por ([1.9)) teremos que ao longo da

superficie vale,

dzy Ndx = —Fdx Ndt, dzAN\dt = zidz A dt,

dyy Ndx = —Gdx ANdt, dy Adt =yidx Adt.

Usando estas relagoes nas equagoes (1.23), (1.24) e (1.25) vemos que devem valer as

equagoes (|1.17), (L1.19) (1.20) e (1.21).

A equacgao também deve ser satisfeita, pois por definicao, requeremos que wi Aws #
0. O que é localmente equivalente a f11 foo — f12.f21 # 0, pois w1 Awe = (f11fa2— f12f21)dz Adt.

Finalmente a condigao genérica deve ser satisfeita para que as equagoes ,
e sejam equivalentes ao sistema .

Para mostrar que esta condicao é suficiente, consideramos as f;;(2,y,21,y1), 1 <1 < 3,
1 < j <2, satisfazendo as condigoes ([1.17)-(1.21]) e definimos localmente w; = f;1dx + fiodt.
Vamos mostrar a condicao de que as equagoes de estrutura sejam satisfeitas para estas

trés formas é equivalente ao sistema ((1.16)). De fato, as equagoes de estrutura,

dwi — w3 Awy =0,
dwo — w1 ANws =0,
dws — dwi A we =0,

para w; = fi1dx + fiodt, sdo equivalentes a,

d(fi1dz + fiodt) — (fs1dz + faadt) A (fordz + fadt) =0,
d(fordr + faodt) — (furdx + fi2dt) A (fardx + faadt) = 0,
d(f31dx + faadt) — 6(fridx + fr2dt) A (fardx + foedt) =0,

—_~ o~

Calculando a diferencial exterior e o produto exterior, e utilizando que fi1. = fi1,y = fiz,z, =

fi2y, = 0, para todo 7 = 1,2, 3, temos que estas equacgoes sao equivalentes a,

—fir, 210 — fiig e + fi2z21 + fiogyn — f31fa2 + faafor =0,
—fo1,20216 — o1 Y1t + fo2,221 + faryyn — fiifae + fiafs1 =0, (1.26)
—f31,z 21,6 — 31,50 ¥1,6 + f32,221 + f32,5y1 — 0 f11f22 + 0 f12f21 = 0.

Por outro lado, as hipdteses dadas nas equagoes ([1.19)), (1.20) e (1.21]) implicam que,

fi2221 + fr2yy1r — fa1fo2 + fa2fo1 = fi1,.F + f11,4, G,
foo221 + foouy1 — fi1f32 + fi2f31 = fo1,.. F + fo1,4, G,
f32,221 + f32yy1 — 0 f11fo2 + 0 f12fo1 = f31,..F + f31,4, G,
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respectivamente. Substituindo estas relacdes nos quatro iltimos termos de cada linha da

equagao (1.26]), obtemos que as equagoes de estrutura sao equivalentes a,

Jit,z (=21 + F) 4 firg, (—y1: + G) =0,
for,z (=216 + F) + for,: (=414 + G) =0,
31, (=210 + F) + f314,(—y1. + G) = 0.

A hipétese dada na equacao ((1.18)), garante que as equagoes acima sao equivalentes a,

—21¢ + F =0,
Y1t + G = 07

que por sua vez é equivalente ao sistema ((1.16)).
Por tltimo, a condigao (1.22)) é suficiente para garantir que w; A we # 0. Segue que as
condigoes (|1.17)-(1.21]) sdo também suficientes o que conclui a demonstracao deste teorema.
[

1.2 Resultados de classificagao dos sistemas (51 ;) que descre-

vem superficies pseudo-esféricas ou esféricas.

Nesta segdo, apresentaremos resultados de classificagao de sistemas do tipo (S1,1) que
descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas impondo a condicao de que pelo menos
uma das fungoes f11, fo1 ou f31 seja uma constante, dada por um parametro real 7.

A primeira classificagao, dada no Teorema [I.2] é feita com a hipdtese de que f31 = n,
enquanto a segunda classificagdo, dada no Teorema leva em conta a hipétese de fo1 = 7,
finalmente no Teorema [1.4] consideramos f11 = 7.

Sejam F' e GG duas fungoes reais suaves e considere o seguinte sistema

zl,t:F(z7yazlay1)7 (1 27)

Yt = G(Zv Y, 21, yl)

Notemos que se, em particular, F' e G sdo fungoes somente de (z1,¥1), entdo por uma

mudangca de varidveis Z := 21 e § := y; o sistema (S7,1), é equivalente ao seguinte sistema,

Z = F(2,7),
t (2,9) (1.28)
U = G(Z,9).

Ou seja, se I, = F, = G, = G, = 0, ent@o o sistema (51,1) pode ser reduzido, por esta

mudanca de varidveis, a um sistema de equagoes de evolucao.
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Neste trabalho consideraremos sistemas do tipo S1,1 que nao se reduzem a sistemas de
equacoes de evolugao. Pois, como ji sabemos os sistemas equacoes de evolugao deste tipo
que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas foi considerado por Ding e Tenenblat

(2002), ver Teorema 6 em [13]. Isto motiva a seguinte definigao.

Definicao 1.4. Dizemos que um sistema (S1,1) ¢ irredutivel se as fun¢oes F' e G satisfazem
F2+F + G+ G, #0,
para todos os pontos de seu dominio com exce¢ao de um subconjunto de medida nula.

A seguir vamos considerar sistemas (57 1) irredutiveis que descrevem superficies pseudo-
esféricas ou esféricas com uma hipétese adicional de que pelo menos uma das funcoes f31, fo1

ou f11 seja constante igual a um parametro real 7.

1.2.1 Com a condicao f3; = .

Nesta subsegao vamos caracterizar, no Teorema os sistemas irredutiveis (S1,1) que
descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas sob a condicao de f3; = n, em que 1 é um

parametro real.

Teorema 1.2. Um sistema de equagoes diferenciais (S1,1) irredutivel descreve superficies
pseudo-esféricas (resp. esféricas) para fungoes suaves fij, 1 <i <3, 1< j <2, satisfazendo
—, com f31 =n € R se, e somente se, um dois casos abaixo ocorre.

Caso 1) Ezistem constantes a,b,\,ju € R, a® +b> # 0, A2 + u? # 0, funcoes reais suaves
9(z1,y1), h(z1,y1) tais que pg — A\h = dayy + dbz1, com § = 1 (resp. § = —1), W :=

G hyy — Gy by # 0 e ¢(§), uma fungdo suave real, ndo constante, aplicada em & = ay +bz e

210 = 75 [—0a(bz1 + ay1)d” (§) — n(phy, + Mgy, )8 (€) + 5(g* + h?)y, 6(8)]
Y1t = 77 [0b(bz1 + ay1)d” (€) + n(phzy + Agzy) @ (€) — 5(9% + h?)2,0(8)] -

Neste caso,

(1.29)

fiu=g9, fi2 = A/ (£),
fa1 =h, fa2 = pd’(§), (1.30)
far=mn, f32 = ¢(&).

Caso 2) Ezistem, constantes ay,bi,a2,b2 € R, v := a1ba — agb; # 0, e uma fungao real
suave p(z,y), tais que, p, € py ndo sdo proporcionais e

z Y )
21t = _ﬁ(épzy - Tp) + ;1(_6pyy + ,Bp) + 7727(_6272 + pr)u

(1.31)

Z1 Y1 on
Yit = ?(5]9,22 - ap) + ;(5pzy - Tp) + ?(sz - ozpy),
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onde, a = a2 + a3, B =b} +b3, T =aiby +asbs e § =1 (resp. —1). Neste caso,

fi1 = a1z + by, Ji2 = %(blpz — a1py),
fa1 = azz1 + bayn, Jo2 = %(bﬂ)z — aspy), (1.32)
a1 =m, f32 = p.

Além disso, em todos os casos, cada sistema € condicdo de integrabilidade dos problemas

lineares e onde A,B,A e B sdo definidas pelas respectivas funcoes f;;, 1 <i < 3,
1<j<2.

Demonstragao. Considere f;; : U x Uy — R fungoes reais suaves, 1 < i < 3,1 < j <2
U, U; C R? subconjuntos abertos e conexos de R? com coordenadas (z,y) % (z1,31) € U x Uy
e seja 6 = 1 (resp. —1). Suponha que as fungodes fi;, 1 < i < 3,1 < j < 2, satisfacam as
equagoes — do Teorema

A condigao f31 =1 € R implica que a equagao é equivalente a,

W = fi1, fory — fiign fo1,.0 #0, em Uy. (1.33)

Podemos ver as equagoes ([1.19) e (1.20)) como um sistema linear para F' e G. Assim a
condicao W # 0 implica que F' e G pode ser obtido como uma combinacao das funcoes f;;,

1<1<3,1<75<2,

Y 1 fawm —fun fi2,221 + fr2yy1 — foan + fa2fo1 (1.34)
G w —for, fii, fo2,221 + fa2yy1 — f11f32 + fi2m
Além disso, a equagao (|1.21]) é equivalente a,
f32,221 + f32,5y1 — d f11fo2 + 0 f12f21 = 0. (1.35)

Denotando g = f32, ¥1 = fi2, Y2 = fa2, p1 = f11, p2 = fo1 e € = 0§, vemos que
esta expressao é idéntica a equacao , do Apéndice Além disso, a equagao é
equivalente a expressao . Deste modo, aplicamos o Lema e temos trés casos a
considerar, (I), (IT) e (III). Primeiramente, mostraremos que a solugao do tipo (I) ndo pode
ocorrer e depois mostraremos que as solugoes do tipo (II) e (III) correspondem aos casos 1)
e 2) do teorema.

Primeiramente, notamos que a solugao dada no item (I) do Lema nao pode ocorrer,
pois terfamos fi2 = foo = 0 o que implicaria que a equacgao nao ¢é satisfeita. Deste
modo, podemos supor que as solugoes de (|1.35) s@o tipo (II) ou (III).
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Caso 1) Suponha que a solucao da equagao (1.35)) ¢ do tipo (II). Entao,

f32 = ¢(§), £ =ay+ bz,

para ¢ uma funcio real suave aplicada em & = ay + bz e a, b constantes tais que a? + b% # 0,
f12 = Aqsl(g)v

fa2 = pd'(§),

com \, it constantes tais que A\? 4+ p? # 0
Ji1 =9,

f21 == h7

com g, h funcoes suaves de (z1,y1) tais que g., hy, — gy, bz, # 0 € g — Ah = eayy + €bz;. Com
esta notagao, a equacao (|1.22)) é equivalente a,

¢’ (&)(ng — Ah) #0,

como ¢'(§) # 0 e ug — Ah = dayy + dbz; # 0, temos que a condi¢ao é verificada.
Neste caso, para as fungoes f;;, 1 <¢ < 3,1 < j <2 a equagao implica no sistema
(11.29).
Por dltimo, vamos mostrar que o sistema é irredutivel. De fato, suponha por

contradi¢ao que F' e G nao dependam de z e y. Pela equagao (1.34]), temos que neste caso,

9z 9n F _ Abg" (€)z1 + ard” (§)yr — pd' (§)n + ho(§) (1.36)
hzy Dy, G pbe" (§)z1 + pad” (§)y1 — gp(&) + X' (€)n

Diferenciando a primeira linha desta matriz por z e y, respectivamente, obtemos,

b (bAG" (€)z1 + arg™ (E)yr — ud” (E)n + he' (€)) = O,

a (bA¢" (&)z1 + arg” (E)yr — ne” (E)n + he'(€)) = 0.

Como a? + b? # 0, obtemos,

A(bz1 + ay1) ¢ (§) — nug” (§) + ¢/ (§)h = 0.

Analogamente, para a segunda linha da equacao (|1.36)), obtemos

p(bz1 + ay1)¢" (&) — g¢'(€) + Ad" (§)n = 0.
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Das duas tdltimas equacgoes, segue que,

n(p? + 2)¢" (&) — ue()h — A/ (€)g = 0.
Diferenciando esta ultima expressao com respeito a z; e y; obtemos a seguinte relagao,

hzy 9z ¢/(f)u 0
hyl gyl ¢/(£)/\ 0
Sendo h;, gy, — gz, hy, # 0, a relacdo acima implica que ¢'(§)p = ¢'(§)A = 0, um absurdo,
pois ¢'(£) # 0 e A2 + % # 0. Assim o sistema ¢ irredutivel.
Caso 2) Suponha que a solucao da equagao ([1.35]), com a condigao (1.34)) é do tipo (III).
Entao,

fir = aiz1 + by, i=1,2,

com a;, b; constantes reais, i = 1,2, tais que a1bs — asb; # 0,

f32 = p,

com p fungao suave de (z,y) tal que p, e p, sdo linearmente independentes e

60
a1by — azby

A equagao ([1.22)) é equivalente a

fio = (bip> — aipy), i=1,2.

dpzz1 + Opyyn,

que é satisfeita, pois p. e p, sao linearmente independentes. Neste caso, a equagao (|1.34]) é
equivalente ao sistema ((1.31)), com a notacao,

OJZG%-FG%, B:b%—i-bg e T =bial + asby.

Assim demonstramos que as condic¢oes do Caso 2) sao, de fato, necessérias.
Por tltimo vamos mostrar que o sistema ([1.31)) é irredutivel. De fato, vamos mostrar que

este sistema satisfaz uma condi¢do mais forte, F2 + Gi # 0, em que F e G sao dadas pelo
sistema ((1.31)),

1

F o= Y

5
0pzy — TP) + = (—0pyy + Bp) + %(—sz + Tpy),

2|

—~

z )
G = ;1(51%2 —ap) + % Op2y — D) + 72(sz —apy).
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Suponhamos por contradicao que F' nao dependa de z e G nao dependa de y. Diferenciando
F' com respeito a z e G com respeito a y e usando a independéncia funcional entre z; e y;
obtemos,

Opzzy — TPz = 0, —0pzyy + Bp. =0,

Opzzy — apy = 0, OPzyy — TPy = 0.

Eliminando os termos de terceira ordem em p por soma e diferenca destas expressoes, obtemos

T «@ j 0
B -7 Dy 0
Note que, de acordo com a definicdo de v, 3, T e 7y, o determinante desta matriz é 72 —a 8 =
2. Como v # 0, segue que a matriz acima é inversivel e obtemos que p, = py = 0, um
absurdo, assim o sistema satisfaz F2 + Gg # 0 e em particular é irredutivel.
Deste modo mostramos que as condigoes dos Caso 1) e 2) s@o, de fato, necessérias e que
os respectivos sistemas sao irredutiveis.
Vamos mostrar que as condicoes dos Caso 1) e 2) sdo também suficientes. De fato, vamos

considerar cada caso separadamente.

Caso 1) Seja § =1 (resp. —1) e considere

i1 =9, fi2 = A/ (§),
for=h, faz = pd'(€),
fa1=mn, fa2 = ¢(€),

onde g e h sao fungoes de (z1,y1), tais que g.,hy, — gy hzy # 0, pg — Ah = dayy + dbz,
em que a,b, e X sdo constantes tais que A2 + p? # 0 e a® + b? # 0, ¢ é uma funcdo real
suave nao constante e £ = ay; +bz;. Vamos mostrar que o sistema descreve superficies
pseudo-esféricas (resp. esféricas) com estas f;;,1 < i < 3,1 < j < 2. De fato, defina

w; = fiidx + fiodt, i = 1,2,3, e note que,

doir = (A" (&)(ayr + bz1) — gz, 214 — Gy Y1) do A dt,
dwy = (ud"(&)(ayr + bz1) — hzy 214 — hyyy1e) do A dt,

dws = ¢ (£)(ayr + bz1)dx A dt.
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Comparando, respectivamente, com

w3 Awy = (ndx+ ¢(§)dt) A (hdx + pd'(€)dt) = (nud' (&) — he(€))dx A dt,
wi Awg = (gda + A/ (£)dt) A (ndz + ¢(€)dt) = (gp(&) — A (€))dx A dt,
dwi Awe = S(gda + A (€)dt) A (hda + ue (€)dt) = 5(gue (€) — hAG (€))da A dt,

obtemos que a terceira linha é equivalente a identidade,
ng — Ah = dayy + 6bzy.

As duas primeiras equagoes, expressas em termos matriciais, s@o equivalentes a,

9x I 21t A" (&) (ayr + bz1) — nud' (&) + ho(€)
bz hy, Y1t pe” (§)(ayr + bz1) +nAd'(§) — go(§)

Como W := g,, hy, — gy, h>, # 0 podemos inverter esta relacao,

214 1 hy,  —gy, A" (&) (ayr + bz1) — nud'(€) + ho(§)

Y1 WA —h., g ue" (€)(ays + bz1) + nA (€) — go(€)

Agrupado os termos em derivadas de ¢ e utilizando Ahy, — pg,, = —da e —Ah,, + png., = b
obtemos as equacgoes (|1.29)).
Assim, mostramos que as condi¢oes do Caso 1) sao, de fato, suficientes.

Caso 2) Considere, 6 =1 (resp. —1) e defina

Ji1 = a121 + byy, fi2 = %(blpz — aipy),
fa1 = azz1 + bayo, fa2 = %(bzpz — aspy),

f31=mn, f32 =,

onde p é uma funcao suave de (z,y), tal que p, e p, s@o linearmente independentes, a;, b; € R
sao constantes, parai = 1,2, tais que ¥ = a1bs—agb; # 0. Vamos mostrar que o sistema (|1.31))
descreve superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com estas f;;,1 <i<3,1 <5 <2.

De fato, definimos w; = f;1dz+ fiodt, i = 1,2, 3, e comparamos as trés seguintes expressoes,

0
dwy = <7(b1pzzzl + b1p2yy1 — a1py221 — A1PyyY1) — a121t — bl?Jl,t) dx A dt,

1)
dwy = <7(b2pzzzl + bapayY1 — A2Py221 — Q2Pyy Y1) — Q2214 — b2y1,t> dx A dt,

dws = (p.z1 + pyy1)dz A dt,
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respectivamente, com

w3 Nwy = <5Z(52pz — azpy) — plagz1 + b2y1)) dx N\ dt,
wi Awg = (p(alzl +biy1) — 5g(b1pz — alpy)) dx A dt,
1 1
0wy Awe = <fy(a121 + b1y1) (bap> — a2py) — ;(blpz — a1py)(azz1 + b2y1)> dx A dt

= (pzz1 + pyy1)dx A dt.

Podemos ver que dws = dwi A wo equivale a uma identidade e as duas equagoes de estrutura

restantes podem ser expressas de forma matricial como,

ar b 21t %blpzz - %alpyz + azp
az by Y1t %b2pzz - %a2pyz +ap
éblpyz - éalpyy + b2p
+1 Z Z
§b2pyz - §a2pyy —bip
—(b2p> — azp
(50 (e amy)

v (blpz - a1py)

Como o determinante da matriz do lado direito é igual a v = a1ba — bias que é diferente de

zero, podemos inverter esta relagao e obter,

21t & —é(b2a1 — biag)py- + p(baas + biay)
Y1t v 7( azby + a1ba)p.. + p(— a2 - a%)
Lu —2(b2a1 + braz)pyy + p(b5 + b7)
v é(—a2bl + a1b2)p.y + p(—azbs — a1by)
)+ boas + bra
+51 Py( 202 1 1)
Py a2b2+a1b1) +py( (IQ _(I%)

Introduzindo « = a? + a3, 8 = b3 + b3 e 7 = byay + azbe, obtemos

Z1,t B l Zl 6pyz + Tp) + yl( 6pyy + Bp)
Y1t v 21(0p2 — ap) + y1(0p2y — D)
—Bp. +Tp
+5-L T
v TPz — QPy

Qual é equivalente ao sistema ([1.31). Assim, mostramos que as condigoes do Caso 2) sao, de

fato, suficientes.
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Assim, mostramos que os sistemas obtidos nos Casos 1) e 2) s@o irredutiveis e que as
condicoes dos dois casos sdo necessédrias e suficientes e consequentemente concluimos a de-

monstracao do teorema.

O

Observamos que o sistema de equagoes dado em , conhecido como ”Konno-Oono
coupled integrable dispersionless system”, estd contido na classe de sistemas dado no
Teorema Caso 1. De fato, seguindo a notagao do Teorema [I.2] considere 6 = 1, n = 0,
a=2,b=0,A=0,u=v,¢&)=¢ 9= yie h= %zl, em que v é um parametro real nao
nulo.

Note que o sistema de equagoes descreve superficies pseudo-esféricas com f31 = 0.

Isto nos motiva a apresentar um corolario do Teorema [1.2] que nos da uma classificacao de

sistemas que descrevem superficies pseudo-esférica ou esféricas com a condicao f3; = 0.

Corolario 1.1. Um sistema diferencial (S1,1) irredutivel descreve superficies pseudo-esféricas
(resp. esféricas) para fungéoes suaves fi;, 1 < i < 3,1 < j < 2, satisfazendo —,
com fa1 =0 se, e somente se, um dois casos abaizro ocorre.

Caso 1) Ezistem constantes a,b, \, u € R, fun¢ées reais suaves g(z1,y1), h(z1,y1) e ¢(&), com
€ = ay + bz, tais que, a®> +b> # 0, \2 + u? £ 0, ¢ ndo é constante, g — \h = Say; + dbz1,
com =1 (resp. 6 =—1), W =g, hy, — gy hz; #0 e

e = (el an)(©) + 6+ 1,600 (187
ne = g (90001 + )8 - 56 +12):006)) (139

Neste caso,
fii=g, fr2 = A¢' (),
far=h, foz = pg'(§),
f31 =0, fz2 = ¢(&).
Caso 2) Ezistem, constantes ay,bi,az,ba € R e uma funcdo real suave p(z,y), tais que,

v = aiby — asby # 0, p. e py, ndo sdo proporcionais e

zZ
g = —;1<6pzy —7p) + %(—&oyy + Bp), (1.39)
zZ
it = ;1(51722 — ap) + 2 (8p.y — ), (1.40)
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onde, a = a2 + a3, B = b} + b3, T = a1by + azbe. Neste caso,

fi1 = arz1 + by, Ji2 = %(blpz — a1py),
fo1 = azz1 + bayn, fa2 = %(bﬂ?z — agpy),
f31 =0, f32 = p.

1.2.2 Com a condicao fo; = 7.

Nesta subsegao vamos caracterizar os sistemas (57 1) irredutiveis que descrevem superficies

pseudo-esféricas ou esféricas sob a condi¢ao de fo1 = 7, em que n é uma constante real.

Teorema 1.3. Um sistema diferencial (S1,1) trredutivel descreve superficies pseudo-esféricas

(resp. esféricas) para fungoes suaves fi;, 1 < i < 3,1 < j <2, satisfazendo —
com fa1 =n € R se, e somente se, ocorre um dos sequintes casos:

Caso 1)

210 = 3 [—(abz1 + a?y1) " (&) + nlphy, — 6Agy, )¢’ (€) — 5(h? = 6g%)y, 0(8)]

(1.41)
y1e = 7 [(0%21 + aby1)¢" (§) — n(uhzy — 6rg=,) ¢ (€) + 5(h* — 69%),6(8)]

em que, 6 = 1 (resp. —1), a,b,u,\ € R sao constantes, g(z1,y1),h(z1,y1) e ¢(&), com
& = ay + bz, sao funcgoes suaves tais que,
a? +b%#0, u+ A2 #£0,
(&) #0,
pg — Ah = ayy + bz,

W =g, hyl — 9y h21 # 0,

g )\n%. (1.42)
Neste caso,
fii=g, fr2 =24/ (§),
fa=mn, fa2 = #(8), (1.43)
fa1=nh, fa2 = pg/(§).
Caso 2)
2= =2 pay +70) — Loy + Bp) + %(sz —TPy),
21 y: 77v (1.44)
Y1t =—(pzz +ap) + 7(pzy +7p) — ?(sz — apy),
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em que ai,by,as,bs € R sao constantes, p(z,y) é uma fun¢ao real suave, e

a1bs — braz # 0,
Dz € Dy NGO $40 PTOPOTCionais,

Y= a1b3 - bla3, o = a% — (50,%, B = b% - (Sb%, T = a3b3 - 5a1b1, (1.45)

ed =1 (resp. —1). Neste caso,

fi1 = a1z + by, fi2 = %(blpz — a1py),
for=m, fo2 =p, (1.46)
f31 = azz1 + b3y, f32 = %(b3pz — aspy).

Além disso, em todos os casos, cada sistema € condi¢cdo de integrabilidade dos problemas

lineares e onde A,B,A ¢ B sdo definidas pelas respectivas funcoes fi;, 1 <1 < 3,
I1<j<2.

Demonstragao. Considere f;; : U x Uy — R fungoes reais suaves, 1 <¢ < 3,1 < j <2, em
U,U C R? subconjuntos abertos e conexos de R? com coordenadas (z,y) X (21,y1) € U x Uy
e seja d = 1 (resp. —1). Suponha que as fungoes fi;, 1 < i < 3,1 < j < 2, satisfagam as

equagoes (L.17)-(1.22) do Teorema [1.1]

A condigao fo21 = n € R implica que a equagao (|1.18]) é equivalente a,

W = fi12f31,00 — fiig far,., 70, em Uy (1.47)

Podemos ver as equagoes (|1.19) e (1.21]) como um sistema linear para as fungdes F' e G, assim
a condicao W # 0 implica que F' e G pode ser obtido como uma combinacao das fungoes f;;,

1<i<3,1<5<2,

F 1 f31y1 —fiiy fi2,221 + fi2yy1 — f31.f22 + f321)

_ 1 . (148)
G w —fars fii,. f32,221 + f32,yy1 — 0 f11fo2 + 0 f12m
Além disso, a equagao (|1.20]) é equivalente a,
Ja2.221 + fooyy1 — f11fs2 + f12f31 = 0. (1.49)

Note que as equagoes ((1.49) e (1.47)) sdo idénticas as equagoes (A.1)) e (A.2) do Apéndice
[A] considerando ¢g = fa2, Y1 = fi2, Y2 = f32, p1 = fi1, p2 = f31 € € = 1. Deste modo,
aplicamos o Lema e temos trés casos a considerar, (I), (IT) e (III). Vamos mostrar que

para a solucao (I) o sistema ((1.34) nao é irredutivel e portanto nao a consideraremos, vamos
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mostrar também que as solugoes (II) e (III) correspondem, respectivamente, aos Casos 1) e
2).
Primeiramente, suponha que a solugao de ((1.49), com a condigao ([1.47)), é do tipo (I),

ou seja, fia = f3o = 0, foo = A € R é constante e f11, f31, sao fungoes arbitrarias tais que

Ji1,20 f31,90 — fii: f31,21 # 0. Neste caso a equacao ([1.48) se reduz a

Fy 1 31y —Jim —f31A
G J11,20 31,910 — fii,: f31,2 R S fiA

assim F' e G sdo fungdes somente de 21 e y; e o sistema (51,1), para F' e G dados acima nao
¢ irredutivel.

Deste modo devemos considerar somente as solucoes (II) e (III).

Caso 1) Suponha que a soluc¢ao do , com a condigdo , é do tipo (II). Assim,
fo2 = ¢(£), onde, ¢ é uma funcdo real suave nao constante definida em & = ay + bz e a,b
sdo constantes tais que a? + b? # 0. fi2 = A¢'(€), fa2 = ud/'(€), em que ¢’ é a derivada de ¢
aplicada em ¢ e \, i sdo constantes tais que A2 + u? # 0. fi1 = g, f31 = h, em que g, h sdo
funcoes suaves de (z1,y1) satisfazendo, g., hy, — gy, hzy # 0 € g — Ah = ayy + bz;y.

Notemos que a equagao é equivalente a go(&) — nA¢’'(€) # 0, o que equivale a

¢’ ()
g# HE)

e assim mostramos que as condigoes ((1.42]) sdo necessarias. Neste caso a equagao ((1.48]) é

(1.50)

equivalente ao sistema ((1.41)), o que demonstra a condi¢ao necesséria do Caso 1) do teorema.

Para mostrar que estas condi¢oes sao também suficientes, basta definir as f;;, 1 <1 < 3,

1 < 7 < 2, por (1.43)) e checar diretamente que as equagoes ([1.17)-(1.22)) sao satisfeitas.
Analogamente ao que foi feito no Caso 1) do Teorema

Por ultimo vamos mostrar que o sistema ((1.41) é irredutivel. De fato, suponha por

contradi¢ao que F' e G nao dependem de z e y. Pela equacao ([1.48)), temos que neste caso,

9z G F b (€)1 4 arg” (§)yr — ho(€) + nug'(€) (L51)

hzy hy, G pbe" (§)z1 + pag” (§)y1 — 6gp(§) + onAe'(€)

Diferenciando a primeira linha desta matriz por z e y, respectivamente, obtemos,

b (bAG" ()21 + ard” ()yr — k' (§) + nue” (€)) =0,
a (bAQ"(€)z1 + arg” (§)yr — he' (&) + nue” (€)) = 0.

Como a? + b? # 0, obtemos

A(bz1 + ayr) @™ (&) + nue" (&) — ¢'(§)h = 0.
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Analogamente para a segunda linha da equagao (1.51f), temos que

bz + ay1)e” (§) + dnre” (€) — dg¢'(€) = 0.

Destas duas tltimas expressoes, obtemos

n(p? = 6A?)¢"(€) — p¢' (§)h + dAg¢/ (€) = 0,
Diferenciando esta ultima expressao com respeito a z1 e y; obtemos a seguinte relagao,

hay G —p¢'(€) 0

hy: gy, AP’ (£) 0
Sendo h, gy, — gz hy, # 0, a relacdo acima implica que p¢’(§) = A¢/(§) = 0, um absurdo,
pois ¢'(€) # 0 e A2 + % # 0. Assim o sistema é, de fato, irredutivel.

Caso 2) Suponha que a solucao de (1.49), com a condi¢ao é do tipo (IIT) do Lema
[A1] Assim existem constantes, digamos a1, ag, b1, b3, tais que a1bs—bras # 0, f1; = a;zi+biyi,
para i = 1,3. foo = p, em que p é uma funcao suave de (z,y) tal que p, e p, sdo linearmente
independentes e f;5 = ma)zpz — a;py), para i =1,3.

Neste caso, a equagao (|1.22)) e equivalente a

a1(p(a1bs — braz)z1 + npy) + bi(p(a1bs — bias)yr —npz) # 0, (1.52)

o que é vélida, a menos de um subconjunto de medida nula. Caso contrario, por independéncia
funcional entre z; e y; terfamos (a1bs — byas)aip = (a1bs — byas)bip = 0 0 que é um absurdo,
pois a1bs — brag # 0, p # 0 e a1, b; ndo se anulam simultaneamente. Assim, temos que
é satisfeita. Além disso, a equacgao é equivalente ao sistema , com a notacao,

v =aibs —biaz, a=a%—da3, B=0b3—-0b7 e T=agbs—daib.

O que demonstra as condigoes necessarias do Caso 2) do teorema.

Para mostrar que estas condicoes sao também suficientes, basta definir as f;;, 1 < ¢ < 3,
1 < j <2, como dadas em e checar diretamente que as equagoes — sa0
satisfeitas, de modo andlogo ao que foi feito no Caso 2) do Teorema

Por ultimo vamos mostrar que o sistema ([1.44)) é irredutivel. De fato, vamos mostrar que

este sistema satisfaz uma condicio mais forte, F2 + Gz # 0, em que F' e G sao dadas pelo

sistema ([1.44)),

21 Y1 n
F= ——(psy +7p) — —(pyy + Bp) + —5(Bpz — Tpy),
v v v
21 U1 n
G = ;(pzz + ap) + ;(pzy + 7p) — ?(sz — apy).
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Suponhamos por contradicao que F' nao dependa de z e G nao dependa de y. Diferenciando
F' com respeito a z e G com respeito a y e usando a independéncia funcional entre z; e y;

obtemos,

Dezy + TP, = 0, Dayy + sz =0,
Dzzy T QPy = 0, Payy + Thy = 0,

tomando a diferenca destas expressoes para eliminar os termos de terceira ordem em p,

obtemos
a T —Dy 0

T B Dz 0
Note que, de acordo com a definicio de a, 3,7 e 7, o determinante desta matriz é af — 7% =
—6v2. Como v # 0, segue que a matriz acima é inversivel e obtemos que p, = py = 0, um
absurdo, assim o sistema satisfaz F2 + Gg # 0 e em particular é irredutivel.
Assim, concluimos a demonstracao do teorema.

O]

Observacgao 1.1. Observamos que a equagao (vetorial) de Pholmeyer-Lund-Regge modifi-
cada (|1.10|) se encontra na classe de sistemas do tipo ((1.44]) do Teorema (Caso 2). De fato,
seguindo a notagao do teorema, basta considerar § =1, a;y = n, by = 1, a3 = n, by = —n,
2

n%ngepﬁfn_ — 2zy.

1.2.3 Com a condicao f;; = .

Nesta subsegao vamos caracterizar, no Teorema os sistemas (51,1) irredutiveis que
descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas sob a condigao de fi1 = 7, em que 7 é
uma constante real.

Conforme observado na introducao, os sistemas de equacoes diferenciais que descrevem
superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com a hip6tese f11 = 7 sdo exatamente os mesmos
sistemas para o caso fo; = 7, bastando considerar a transformagao (0.14). Deste modo, a
classificacao dos sistemas do tipo S11 com f11 = 7 pode ser obtida através da classificacao
dos sistemas do tipo (S1,1) com fa; = n. Observamos que, apesar das equagoes diferenciais

serem as mesmas, em geral os problemas lineares associados podem ser diferentes.

Teorema 1.4. Um sistema (S1,1) irredutivel descreve superficies pseudo-esféricas (resp.

esféricas) para funcoes suaves fi;, 1 <1 < 3,1 < j < 2, satisfazendo — com

fi1 = n € R se, e somente se, ocorre um dos sequintes casos:
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Caso 1)

0 = o [tz + @) (€) + nlihy, — 53,08/ (©) — H(h? = 597 8(6)]

Yt = % [b(bzl + ay1)¢”(f) - n(ﬂhm - 5)\921)¢/<€) + %(hZ - 592)z1¢(§)} :

(1.53)

Em que, 6 = 1 (resp. —1), a,b,u, A € R sao constantes, g(z1,y1),h(z1,71) e ¢(&), com
& = ay + bz, sao funcoes suaves tais que,
a? +b%#0, u2+ A2 #£0,
#'(&) #0,
pg — Ah = ayy + bz,

W = 9z hyl — Gy hzl 7é 0,

g F )\n%. (1.54)
Neste caso,
Jii=mn, fi2 = ¢(8).
Ja1 =9, fa2 = A¢'(§). (1.55)
fs1=—h, fa2 = —pg' ().
Caso 2)
zZ1
2 = —;(pzy +7p) — L (pyy + Bp) + 5 (Bp: — 7py), (156)
1.56
z
Y1t = ﬁ(pzz + ap) + L (pzy + 7p) = Jh(7p. — apy).
Em que a1,b1,a3,b3 € R sao constantes, p(z,y) é uma fungao real suave, e
a1bz — braz # 0,
Dz € Dy NGO $40 PTOPOTCIONAIS,
v =aibs —brag, «=a%—3da}, B=0b%-5b2, T =aszbs—daib, (1.57)
ed =1 (resp. —1). Neste caso,
Jui=mn, fi2 =p,
fa1 = a1z1 + biy, Jo2 = %(blpz — a1py), (1.58)
f31 = —azz1 — b3y, f32 = —%(b3pz — aspy).

Além disso, em todos os casos, cada sistema € condicdo de integrabilidade dos problemas

lineares e onde A,B,A e B sio definidas pelas respectivas funcoes fi;, 1 <@ < 3,
1<j5<2.
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1.3 Abplicagoes: Novas familias de sistemas do tipo (S11) que

descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas.

Nesta secao vamos considerar os Teoremas [1.3] para exibir novas familias de sistemas
que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas, nas quais cada sistema é condicao de

integrabilidade de familias a um parametro de problemas lineares.

1.3.1 Familia de sistemas a sete parametros generalizando a equagao (ve-

torial) de Pohlmeyer-Lund-Regge modificada.

Nesta subsecao, utilizando o Teorema Caso 2), apresentaremos uma familia a sete
parametros de sistemas que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas que generaliza
a equagao (vetorial) de Pohlmeyer-Lund-Regge modificada (|1.10)).

No que segue, utilizaremos a seguinte notacao para as funcoes trigonométricas e trigo-

nomeétricas hiperbdlicas. Sejam # € R um nimero real e ¢ = £+1, denotamos

cos(), see=1, sen(f), see=1,
Ce(0) = e S(0)= (1.59)
cosh(f), see=—1, senh(f), see=—1.

Observagao 1.2. Com a notacao introduzida em (1.59) valem as seguintes identidades.

Para todo nimero real, 6, e para € = +1,

C2(0) +€S%(0) =1, (1.60)
C2(0/2) — €S2(0/2) = Cc(0), (1.61)
2C.(0/2)5:(0/2) = S(0). (1.62)

Proposigcao 1.3. Sejam sete constantes kg, k1, ko, k3, a,b e 0, tais que kg, a,b sao nao nulos,
e seja & =1 (resp. —1). Entao, a familia a sete parametros de sistemas, abaizro, descreve

superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas),

21t = 5@()55(9)(211# — kz) — 5b205(9>(y1¢ + kl) + 5]4502’,

(1.63)
Yt = —a%Cs(0) (219 — ko) — 6abSs(0)(y11) + k1) + dkoy,

onde ¢ € uma funcgdo de (z,y) dada por,

¥ = ko <C;SOEZ) (a?2% — 6b%y?) + 555(9)zy) — ab(k1z + koy + k3).
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Neste caso, as funcgoes f;; associadas sao dadas por,

Fm (a5 () 5005 () m). o= HOCs (2) .+ a5 (2) ).
fo1 =12, fa2 = ;zko — ab, (1.64)
fs1 =n(aCs (§) 21 + bS5 (4) 1), fa2 = 5(—0bS; (9) ¥ +aCs (§) ¥y),

onde n # 0.

Demonstracdo. Para mostrar que esta familia a sete parametros descreve superficies pseudo-
esféricas (resp. esféricas), utilizamos o Teorema Caso 2), com a notagdo do Teorema,

basta considerar, n — 1 e
a1 =naSs (), as=naCs(§),
br = —nbCs (5), bz =n6bSs (5

p = ko — aby.

Com estas escolhas teremos, utilizando as identidades (1.60f), (1.61f) e (1.62]), que

v =nab #0,
a=n%a’Cs(0), B=—m*b*Cs(0) e T =0n’abSs(0).
Além disso, p. e py sdao nao proporcionais, pois pela escolha de p, segue que,

P 2C5(0 0abS, k
) gy [ TGO oabSs e T, (1.65)
Dy §abSs(0) —5b*Cs(9) Yy ko

sendo z e y linearmente independentes e o determinante desta matriz igual —6a?b? # 0 segue
que p. e py sao linearmente independentes. Assim as condi¢oes dadas em (|1.45)) sao satisfeitas.
Agora vamos mostrar que o sistema ((1.44)), com a notacdo acima, equivale a (1.63)).

Primeiramente, note que,

Pay = —0abkoS5(0), D2 = —k0a2C'5(9), Dyy = (5k0b205(9),

Pay + TP = —0n*ab?S5(0)1),

Pyy + Bp = on*ab>Cs(0)¢,

pzz + ap = —1*a’bCs(0)Y,

Bp. — Tpy = dn?a’b? (koz —b2Cs(0)ky — ab55(0)k2) ,

TP, — Qpy = —n?a’b? (5k0y — 0abSs(0)k1 + a205(9)k:2) )
Substituindo estas relagoes no sistema , obtemos

21,4 = 0abS5(0) (219 — k2) — 6*Cs(0)(y1% + k1) + dkoz,
Y1+ = —a’Cs(0) (21 — ko) — §abSs(0)(y1¢ + k1) + Skoy,
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de onde segue que o sistema ([1.63)) descreve superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) para

d=1 (resp. § = —1). O
Corolario 1.2. Cada sistema, da sequinte familia a sete parametros, descreve superficies

pseudo-esféricas,

214 = absen 0(z19 — ko) — b% cos O(y1vp + k1) + koz, (1.66)

Y1+ = —a? cos O(z19) — ko) — absen 0(y1 + k1) + koy,

onde 1) é uma fungao de (z,y) dada por,

0
Y = ko <C;2b (a?2% — b?y?) + sen 9zy> — ab(k1z + koy + k3),

com ko, ki1, ko, k3,a,b,0 constantes reais, tais que koab # 0. Além disso as f;; associadas sao

dadas por,
fir =n (asen (§) z1 —beos (§) y1), fio = %(bcos (%) ¥, + asen (§) vy),
fa1 =12, f22 = n%ko—abm
fs1 =n(acos (§) 21 +bsen (§) y1), fa2 = %(—bsen (9) ¥ +acos (§) ¥y),
onde 1 # 0.
Demonstragao. E uma consequéncia da Proposigao para 6 = 1. O

Corolario 1.3. Cada sistema, da sequinte familia a sete parametros, descreve superficies

esféricas,

214 = absenh 0(211 — ko) — b% cosh O(y11) + k1) + koz,

(1.67)
Y1 = —a? cosh (219 — ko) — absenh 0(y11) + k1) + koy,

onde ¢ € uma funcgdo de (z,y) dada por,

hé
v =k (C(;Sab (a?2® — b*y?) + senh 9zy> — ab(k1z + koy + k3),

com ko, ki1, ko, k3,a,b,0 constantes reais, tais que koab # 0. Além disso as f;; associadas sao

dadas por,
fii=n (a senh (g) 21 — bcosh (g) yl) ) fio = %(bcosh (g) 1, + asenh (%) Py),
fo1 =12, Ja2 = n%ko — aby,
f31 = n(acosh (g) 21 — bsenh (g) Y1), f32 = %(bsenh (g) 1, + a cosh (g) ),
onde n # 0.

Demonstragao. E uma consequéncia da Proposigao para 6 = —1. O
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Encerraremos esta subsegao apresentando casos particulares e exemplos dos Corolérios
@) e [3).

Exemplo 1.3. A equacao (vetorial) de Pohlmeyer-Lund-Regge modificada (|1.10)),

214 = 22yz1 — 2,

Y1t = —22yy1 — ),
pertence a familia a sete parametros de sistemas que descrevem superficies pseudo-esféricas
descrita no Corolédrio (1.2]). De fato, basta notar que esta equacao pode ser obtida através
do sistema considerando os parametros kg = —1, k1 = ko = k3 =0, a = V2, b= -2

_
el =7.

Exemplo 1.4. O seguinte sistema é um exemplo de um sistema pseudo-esférico contido na

Corolario [L2

2 2
Uyt = (U — V° + ¢)vg + U,
o = Jos (1.68)
Vgt = (u? — V% + c)ug + v,

com ¢ € R uma constante. Neste caso as fun¢oes f;; associadas, sao dadas por

fi1 = —nV2uy, fi2 = %U,
fo1 =12, f22=n%+u2—02+07
f31 = nV2vs, f32 = —§U7

onde 7 # 0. De fato, basta considerar, 6 =1, ko =1, k1 = ko =0, k3 = {, a = —V2,b=+2
e = 7 no Coroldrio [L2

Além disso, o sistema (|1.68)) é condi¢ao de integrabilidade da familia a um parametro,

n # 0, de problemas lineares,

— VU =AU —U = BU
oz ’ Ot ’

onde ¥ = (U, Wy)7,

n —V2(uy + vz)

A="1 :
2\ V2(~uy +vy) -1
5L 5 nu? = v+ o) —V2(u+v)
21 V2(u—v)  —Lop?—?+o)

n
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Alternativamente o sistema (|1.68)) é condigao de integrabilidade de familias a um parametro,

1 # 0, de problemas lineares do tipo,

Jy_av,  2u-5i,
x ot
onde \if = (\ill, \i/g, \113>T,
0 —V2u; P
A= _77\/§ucc 0 77\/§Ucc )
772 —"7\/5% 0
0 %v n% +u? -2+
B= Y2, 0 v2y,
n n
142 2 V2
p +u*—v*+c U 0

Exemplo 1.5. O seguinte sistema é um exemplo de sistema esférico contido no Corolario

L3}

2, .2
Ugt = (u” +v° 4+ ¢)vg + u,
ot = ( Js (1.69)
vzt = —(u? + 02 + c)ug + v,

com ¢ € R uma constante real. Neste caso as fungoes f;; associadas sao dadas por

fll = _77\/57)937 fl? = %\/5’[1/,

for =12, fr=— +u' + 0t

fs1 = =1V 2uq, fa2 = =5V,
com 7 # 0. De fato, basta tomar, 6 = —1, kg = —1, k1 = ko =0, /6‘3:%6&:—\/5[):\@
e 6 = 0 no Corolario [[.3

Além disso, o sistema (|1.69) é condi¢ao de integrabilidade da familia a um parametro,

1 # 0, dos problemas lineares,

0 0
— U =AY —VU =BvY
oz ’ ot ’
onde ¥ = (U, Uy)T,
AT in —V2(vy + iuy)
2 V2(vg — duy) —in
1 —i% +in(u? +v? +¢) V2(u — iv)

21 —V2(u + iv) z% —in(u? +v* +¢)
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Alternativamente, o sistema ([1.69)) é condicao de integrabilidade de familias a um parametro,

1 # 0, de problemas lineares do tipo,

2 =AY — 0 = BV
Ox ’ ot ’
onde \i’ = (\1’1, \i’g, ‘i’g)T,
0 -2, 7
A= nv2v, 0 —nv2u, | (1.70)
_772 n\/iua} 0
0 GV2u —s a0 e
B = *%\/QU 0 *%\/Q’U )
77% —u?—0v?—c %\/iv 0

1.3.2 Familia de sistemas a trés parametros e uma funcao arbitraria.

Nesta subsecao apresentaremos uma familia a trés parametros e uma fungao arbitraria, de

sistemas que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas obtidas a partir do Teorema

Caso 1).

Proposicao 1.4. Sejam ko, k1, ks constantes nao nulas e ¥ (y1) uma fungao suave arbitrdria
da varidvel yy tal que ¥'(y1) # 0. Entdo cada um dos sistemas abaizo descreve superficies

pseudo-esféricas (resp. esféricas)

ok
21, = k1€,

_ z
s 2

(1.71)

onde 06 =1 (resp.—1). Neste caso, para n € R,

fi1 = ky 2, fi2=0,
fa1 =, fao = —kyky tekoz,
f31 = nkoka + 1, f3a = —kokyeMoz.

Demonstracao. E uma consequéncia do Teorema Caso 1). De fato, seguindo a notagao
estabelecida no Teorema [1.3] considere a = 0, b # 0, A = 0, u = kob, h = nkoks + ¥,
g= k;lzl, o(&) = —klkgle%oﬁ, € =0bzed=1 (resp. —1)). Neste caso, as condi¢oes dadas
pelas equacoes sao todas satisfeitas, pois

A2+ =02£0, N+ pu? =k #£0,
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ko
#(€) = ~"25() £0,
g — b = kabky 'z = b2y = ayy + bz,
W =g hy, — gy hzy = erW # 0,
kylz # 0.

Vamos mostrar que com estas escolhas o sistema ((1.71]) é equivalente a (1.41]). Note primei-
ramente que,

9(6) = —kukytebor, /(&) = —kiky ' hpeRoz, (€)= —kiky ! Hebor,

abzi + a’y1 =0, b%z + aby; = b’z

Mhzn - 5)‘gy1 = k2b¢/7 _Nh’zl + 6)‘921 = Oa

—hhy, + 699y, = —(nkoka + )Y,  hhs — 3ggs, = —0ky 221,

Substituindo estas relagoes na primeira equacao do sistema ((1.41)), temos

1 ok )
T gy (kb (ks 52k ) = G-+ )0 (—has 1))
2
1
= F]-W <_77]€0k‘1¢’ek’0z +7’]k0k’1€k02'¢/ —|—/€1k'2_1¢’l,/),6k02)
2
= klekozw,

Analogamente para a segunda equagao do sistema ([1.41]),

_ 1 2 —lk(% koz —2 —1 _koz
Y1t = k;l’l/}/ <b Z1 (-k‘lkz b726 —(5k‘2 Z1 (—kle e )

1
= (_klk,;lkgekozzl + 5k1k2—36’“0221>
2
2 —2\ _koz 1
= ki (—kg +6k3°%)e OZJ' (1.72)
ue é equivalente ao sistema ([1.71). Ainda, neste caso, temos fi; = 21, for =1, f31 =
Que é equivalent ist (1.71). Aind t t f kylz, f f
nkoks + ¢, fio =0, fog = —k:lk:;lekoz e fzo = —kok1eFo%. Assim verificamos que o sistema
(1.71]) descreve superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas). O

Observagao 1.3. O sistema ((1.71)) é equivalente & condicao de integrabilidade (0.7, de uma

familia a um parametro, 1 # 0, de problemas lineares do tipo

B B
G U=AV, U =B,

onde ¥ = (U, Uy)7,

A 1 n —nkoks + ézl -
nkoks + 1521 + 9 =1 2 —ko

2
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caso 0 = 1, ou,

P in 521 + inkoks + it B kpebor [ —igs —iko
2\ =Lz +inkoks + it —in 2\ —iko if
caso § = —1.

Alternativamente, o sistema ((1.71)) é equivalente a condicao de integrabilidade (0.12)), de

uma familia a um parametro, n # 0, de problemas lineares do tipo

. . Q. -
— U = AV — U = BV
Ox ’ ot ’
onde \i’ = (\1’1, \i’g, ‘i’g)T,
0 ky 'z n
A= | sky'z 0 nkoky + ¢ |
on  —nkoka — ¢ 0
0 0 —kyky ko
B= 0 0 —kokieo?
—Okiky teko®  kgkyeho? 0

com § =1 (resp. § = —1).
A seguir usaremos a Proposicao[l.4] para obter sistemas que descrevem superficies pseudo-

esféricas ou esféricas.
Exemplo 1.6. O seguinte sistema descreve superficies esféricas,

Uyt = (aV; + b)ev,
e = ) (1.73)

_ 2 u
Uzt = — 4, € Uz,

em que a # 0 e b € R sao constantes. Neste caso, as fungoes f;; associadas sao dadas por

fi1 = ug, fi2 =0,
Jo1 =, Joz = —e€",
f31 =n+av, + b, f32 = —e",

onde n # 0. De fato, segue da Proposi¢ao (1.4) tomando § = —1, kg = k1 = ka = 1 e
Y=ay;+b, comaz#0ebecR.

Além disso, o sistema (|1.73) é condigao de integrabilidade da familia a um parametro,
1 € R, de problemas lineares,

15) 0
— U = AU — U = BU
Ox ’ ot ’
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onde ¥ = (U, Uy)T,

A:% in Uy + (N + avy + b) | B:—ﬁ 1 1

—uy +i(n + avy + b) —in 1 -1

Alternativamente, o sistema (|1.73)) é condigao de integrabilidade da familia a um parametro,

n € R, de problemas lineares do tipo,

0~ s 0. aa
— WU = AU —U¥ = BY
Ox ’ ot ’
onde U = (\ill, U, \113)T,
0 Ug n 00 -1
A= —q, 0 n+av,+b |, B=e"[ 0 0 -1
-n —n—avy—b 0 11 0

Exemplo 1.7. O seguinte sistema descreve superficies pseudo-esféricas,

Uy = 247V,

(1.74)
Vgt = Uz V7,
com fungoes,
fi1 = —@ux, f12=0,
Ja1=m, faz = V2e",
fa1=-—nV2+ eV, f32 = —2e".

De fato, segundo a Proposicao basta considerar ¥ = e V', kg =1, k1 = 2, ko = —/2 ¢
0=1.

Além disso, sistema ([1.74]) é condi¢ao de integrabilidade da familia a um parametro, n € R,

de problemas lineares,

0 0
— VU =AV —U =BV
oz ’ ot ’
onde ¥ = (U, Uy)T,
_ L _ p Uz L
A— 1 n 77\/§ \/ﬁuw € (0 7 B — et V2 1
2 —nV2 — %um +e v -1 -1 —%

Alternativamente, o sistema ((1.74]) é condi¢ao de integrabilidade de familias a um parametro,
1 # 0 de problemas lineares do tipo,

9 . . o
G v =Av, o
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onde ‘i’ = (\ifl, \i’g, \i/g)T,

0 —ﬁum n 0 0 2%
A= _gux 0 _77\/5 +e ) B= 0 0 —2e¥
n nV2 — e v 0 V2 2e* 0

Exemplo 1.8. O seguinte sistema descreve superficies pseudo-esféricas,

Uyt = —2Uze",
ot v (1.75)

_ u
Vgt = Ug€™,

com fungoes,

fu= —?ux, fi12 =0,
fo1=mn, foo = —V/2e%,
f31 :_77\/5—’_1)17 f32:2eu7

com 1 # 0. De fato, segundo a Proposicao basta considerar ¢ = y1, kg = 1, k1 = —2,
]{32 = —ﬁ ed=1.

Além disso, o sistema ([1.74]) é condigao de integrabilidade da familia a um parametro,

n € R, de problemas lineares,

0 0
— VU = AV —U =BY
Ox ’ ot ’
onde ¥ = (U, Uy)T,
1 " 21 — J5y — g v i
A== V2 ) B=e" V2

Alternativamente, o sistema (1.75)) é condicao de integrabilidade da familia a um parametro,
1 # 0 de problemas lineares do tipo,

0

R 9. ..
— VU = AV —WV¥ = By
Ox ’ ot ’
onde ‘i’ = (\111, \i’g, \i/g)T,
0 —@uw n 0 0 —/2e
A=| -2y, 0 2+, | B= 0 0 2
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1.3.3 Familia de sistemas a quatro parametros e uma funcgao arbitraria.

Nesta subsecao apresentaremos uma familia, a quatro parametros e uma funcgao arbitraria,

de sistemas que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas obtidas a partir do Caso

1) do Teorema

Proposicao 1.5. Sejam ko, k1, ko, k3 € R constantes, tais que ko # 0, k% + k3 # 0, q(z1,v1)

uma fungdo suave arbitrdria das varidveis (z1,y1), tal que kaqy, — ki1qz;, #0, e d =1 (resp.

0 = —1). Entao, o sistema abaizo descreve superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas),
ko
210 = 7 |qy, + (k1y + kaz + k3) (k1 (k1y1 + k221) — qay,)]
kQle _kquZl (1.76)
Y1 = S [gzy + (kry + oz + ks) (Ska(krys + k221) — qgz,)] -

koqy, — k1qz,

Neste caso, com 1 um parametro real nao nulo,

fi1 = n(kiyr + kaz1), fi2 =0,
for =17, foo = ko(k1y + k22z) + koks,
f31 =ngq, f32 = %ko-

Demonstragio. E uma consequéncia do Teorema Caso 1) considerando 7 — n? e

a = kokb b= kOkQa
_ 1
)\ - 07 H= nkO,
#(§) = & + koks, & = ko(kiy + kaz2),
h = ngq, g =n(kiy1 + k221).

De fato, primeiramente note que as condicoes ([1.42]) sdo satisfeitas,

a2 402 = R2(K2 + k2) £ 0,
WA= kg £,
¢'(§) =1#0,
pg + Mho= ko(kiy1 + kaz1) = ayr + bz,
9o hyy = gy hzy = 17 (k2gy, — k14z,) # 0,

g =n(kiyr + koz1) # 0.

Vamos mostrar o sistema (1.41)) se reduz ao sistema (1.76)). Para isso, vamos calcular cada
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parcela que aparece no sistema ((1.41)),

(&) = ko(kry + k2z) + koks,

') =1,
¢"(§) =0
ph — 6Ag = kog,

(1h = 6Ag)y, = kogy, ,
(th — 0Ag) 2 = koG
—hhy, + 699y, = —1*qqy, + ki (k1y1 + koz1),
hhy — 8992, = 1744z — 0n?ka(kiy1 + kaz1),

W = gz1hy, — gy hzy = 772(k1q21 — kagy, ).
Substituindo estas identidades em ([1.41)) obtemos o sistema (|1.76]). O

Observacao 1.4. O sistema ([1.76)) é equivalente a condicao de integrabilidade (0.7)), da

familia a um parametro, 1 # 0, de problemas lineares do tipo

0 0
— U =AU — V¥ = By
oz ’ Ot ’
onde ¥ = (U, Uy)7,
P n koyr + kaz1 — q
k1yr + koz1 + ¢ -n
B:@ k1y+]€22+/€3 —% ’
2 % —kly — k?QZ — ]Cg
caso 0 = 1, ou,
Ao n i kiyr + koz1 + iq
2 —k1y1r — ko221 +1iq —in
1
B:i% k1y+k2z+k3 n ’
% —kly — /{322 — k’g

caso § = —1.
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Alternativamente, o sistema (1.76)) é equivalente a condigao de integrabilidade (0.12)), da

familia a um parametro, 1 # 0, de problemas lineares do tipo

0 p 0

2 i, Li-pi
Ox ’ ot ’
onde \if = (\i’l, \1/2, \ifg)T,
0 n(kiyr + koz1) 0P
A= on(kiy + kaz1) 0 ng |
on? —1q 0
0 0 k‘o(k’ly + kQZ) + kok’g
B= 0 0 Ly :
5k0(k1y + kjgz) + 0koks *%ko 0

com 6 =1 (resp. 6 = —1).

Encerraremos esta subsecao com um exemplo.
Exemplo 1.9. O seguinte sistema descreve superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas),

Uzt = (au+b)p(vy) + 1,

a2 (1.77)
Tt = 00— T b )
Vst ¢/(%)u (au + b)
onde § =1 (resp. § = —1), a,b € R sdo constantes reais, tal que a # 0 e ¢ é uma fungao

suave tal que ¢’ # 0. Neste caso as f;; associadas sao dadas por,

fi1 = naug, fi2 =0,
f21 = 772) f22 = (I2U + ab7
a
fa1=—n9(vs), fa2 = o
com 7 # 0 um parametro real. De fato, basta considerar na Proposigao ko =a, k1 =0,
ko =a, ks ="be q(z1,y1) = —d(y1).

Além disso, o sistema ([1.77]) é equivalente a condigao de integrabilidade (0.7)), da familia

a um parametro, 17 # 0, de problemas lineares do tipo

0 0
— V¥ = AV — U =BV
Ox ’ ot ’
onde ¥ = (U, ¥y)T,
aug + o(vg au+b —1
AT n ¢(vz) . p_¢ ; |
2\ aup — ¢(va) —1 2\ L —au-b
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caso 0 = 1, ou,

. , . 1
A in aty; — ip(vy) | p_ i au+b a |
2 —auy — i1(vy) in 2n 1 —au—>b

caso 0 = —1.
Alternativamente, o sistema ((1.77)) é equivalente a condigao de integrabilidade (0.12)), da

familia a um parametro, 1 # 0, de problemas lineares do tipo

0 - - 0 » a
— U = AV — VU = BU
oz ’ Ot ’
onde \if = (\ill, \ifg, \113)T,
0 naty ,,72 0 0 a’u+ab
. . a
A= dnau, 0 —no(vy) |, B= 0 0 E
52 no(vy) 0 sa?u+dab —2 0
n

1.3.4 Familia de sistemas a quatro paradmetros e uma funcao arbitraria
generalizando o “Konno-Oono coupled integrable dispersionless sys-

tem”.

Nesta subse¢ao apresentaremos uma familia a quatro parametros e uma fungao arbitraria
de sistemas que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas que generaliza o sistema
(1.14)).

Em [21] e [22] foi mostrado que o sistema de equagoes (1.14), conhecido como “Konno-
Oono coupled dispersionless system”, é integravel por uma generalizacao do método do espa-
lhamento inverso [34]. Para este sistema, o problema linear associado nao é do tipo AKNS e
o parametro espectral é dado por fos. Além disso, para este sistema temos f3; = 0. Isto nos
motiva a investigar o Corolario no qual f3; = 0, para procurar novos exemplos de siste-
mas de equacoes pseudo-esféricas ou esféricas cuja fungao foo é um parametro real, digamos
ve f31 =0.

Na seguinte proposigao, exibimos uma familia a quatro parametros e uma fungao arbitraria
de sistemas que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas, que é obtida a partir do

Corolario [LL11

Proposicao 1.6. Sejam, ko, k1, ko, k3 constantes reais tais que ko > 0, k3 + k3 #0 e ¢ uma

fung@o suave de (z1,y1) tal que kagy, — k1q., #0 e d =1 (resp. § = —1). Entao o seguinte
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sistema descreve superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas)

_ 59 + kok1(k1y1 + k221)
koqy, — k142,

(k:ly + koz + /{33),
(1.78)
_ 5%+ koka(k1y1 + koz1)

kiy + koz + k3),
kZle qu,n ( 1 ? 3)

Yit =

onde 6 = 1 (resp.—1). Neste caso, para v # 0 um parametro real e 0 = +1, as fungoes

associadas sao,

fi1 = o 2Vko(kiyr + kaz1), Ji2 =0,
fa1 = 1q, fo2 =,
f31=0, f32 = ovko(kiy + koz + ks).

Demonstracao. E uma consequéncia do Corolario com as seguintes escolhas

a = kq, b= ko,
uw = ovvkg, A=0,

(1.79)
h=1q, g= axf (k1y1 + koz1),

?(&) = ovko + ov/koks, §= k‘1y+k‘22-

De fato, primeiramente note que as hipéteses do Corolario sao satisfeitas.

a? +b? = k¥ + k3 # 0,
pg — Ah = 0(kyy + koz1) = 5(ay1 + bzy),
W = gZ1h gy1 21 0-\/> (kQle k1QZ1) 3& 0.

Assim, podemos aplicar o Corolario [1.1l Substituindo as identidades,

¢(§) = avko(kry + kaz + 3),

¢'(§) = o/ko,

¢"(§) =0,

99y, + hhy, = kov=2k1 (kg1 + ka21) + v 2qqy,
992 + hhey = kov2ko(kiyr + koz1) + v 2qqs,

nas equagoes (|1.37)) e ((1.38)), obtemos o sistema ([1.78]). O

Observacao 1.5. O sistema ([1.78)) é equivalente a condicao de integrabilidade (0.7)), da

familia a um parametro, v # 0, de problemas lineares do tipo

0 0
— U = AU — U = BU
Ox ’ ot ’
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onde ¥ = (U1, ¥y)T para

. q oVko(k1y1 + kaz1)
v\ ovEo(kiyr + koz1) —q
B 1 v —ovko(kry + koz + k3)
2\ ovEo(ky + koz + ks) —v
caso § = 1, ou,
R iq —ovko(kiy1 + ka21)
2v U\/%(k‘ﬂh + koz1) —iq
Bl v ovko(kry + kaz + k3)
= 71— J
ovko(k1y + koz + k3) —v

caso 0 = —1.

Alternativamente, o sistema (1.78)) é equivalente a condigao de integrabilidade (0.12)), da

familia a um parametro, v # 0, de problemas lineares do tipo

0 - . 0 - . a
— U = AU —VU = BY
Ox ’ ot ’
onde \if = (\ill, \112, \ifg)T,
0 o6\ ko(k1yr + kaz1) ¢
A 1
A= > 50(5\/%(/613/1 + koz1) 0 O
dq 0 0
0 0 v
B=1| o 0 ovEo(kiy + koz +k3) |
v —ovko(kiy + koz + k3) 0

com d =1 (resp. § = —1).

Observagao 1.6. Como caso particular da ultima proposi¢do podemos obter o “Konno-

Oono coupled dispersionless system”, dado na equagao ([1.14])), utilizando as escolhas kg = 1,
ki1:2, kQZO,q:22165:1.
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Exemplo 1.10. O seguinte sistema descreve superficies pseudo-esféricas,

Uzt = UUg Vg,

(1.80)
vyt = —u(v2 + 1).

Neste caso, considerando o = £1 e v # 0, as funcoes f;; associadas, sao dadas por

J11 = Tug, f12=0,
fo1 = %uxvx, Ja2 =,
f31 =0, f32 = ou.

De fato, basta considerar, na Proposicao [1.6] os parametros kg =1, k1 =0, ks =1, k3 =0¢e

q = z1Y1-

Além disso, o sistema (|1.80]) é condi¢ao de integrabilidade da familia a um parametro,

v # 0, de problemas lineares,

0 0
— U = AU — V¥ = BU
oz ’ ot ’

onde ¥ = (U1, ¥)T e para o = +1,

Uy Vy O 1 v —ou

Y ’
o —vy ou —v

A

Alternativamente, o sistema ((1.80) é equivalente a condigao de integrabilidade (0.12)),da

familia a um parametro, n # 0, de problemas lineares,

0 - PO 0 - N
— WU = AV — W = BV
Ox ’ ot ’
onde \i’ = (\ill, \ifg, \113)T,
0 OUz  UypUy 0 0 v
~ 1 .
Az; ouz; 0 0 , B=l0o 0 ou |- (1.81)

vugv, O 0 v —ou 0



Capitulo 2

Sistemas do tipo (52 1) ou (S]2) que
descrevem superficies

pseudo-esftéricas ou esféricas.

Neste capitulo consideraremos sistemas de equacoes diferenciais para duas funcoes reais

u, v definidas sobre um aberto de R? com coordenadas (z,t), dos tipos,

Ugpt = F(Uy Ugy Ugy, U, Vs ),
(5271) xt ( xy U m) (21)

Vgt = G(U, Ugy Ugz, U, Ux)a

ou

Ugt = F(u, Ug, UV, Vg, Uz ),
(Slyg) xt ( T x xx) (22)

Uzt = G(U, Uz, UV, Vg, Ux:v)a

onde F' e GG sao funcoes suaves que dependem de u e v e suas derivadas com respeito a x até
aordem 2 e 1 ou 1 e 2, respectivamente.

Observamos que os sistemas do tipo (S12) e (S2,1) s@o equivalentes por mudanca nas
varidveis dependentes u e v por v e u respectivamente. Portanto vamos considerar neste
capitulo somente sistemas do tipo (S21).

Estaremos interessados em estudar sistemas do tipo (S1,1) que descrevem superficies
pseudo-esféricas ou esféricas para funcoes associadas que f;; dependendo das varidveis de-

pendentes u, v e suas derivadas do mesmo modo que F' e G, isto é, vamos considerar

fij(uauzvu$r7v7v$)7 1§Z§271§]§3
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Adotaremos a seguinte notacao,

ou 0%u
U=z, ——— =2 =z
’ ox b O0x0x 2 (2 3)
ov
V=Y gy T Y
Com esta notagao, os sistemas (S21) ¢é escrito como,
Zl,t:F(27217227y7y1)7 (2 4)

Y1t = G(Z7 21,%2,Y, yl)

Este capitulo serd organizado da seguinte forma. Na Segao daremos condicoes ne-
cessérias e suficientes para que um sistema do tipo (S2,1) descreva superficies pseudo-esféricas
ou esféricas. Em seguida, na Secao apresentaremos uma classificagao completa de to-
dos os sistemas (S52,1) que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas com a hipdtese
adicional de que pelo menos uma das fungoes f31, fi2 ou fi1 é uma constante n € R. Como
consequéncia desta classificagdo apresentaremos, na Secao [2.3] uma nova classe de sistemas

do tipo (S2,1) que descrevem, simultaneamente, superficies pseudo-esféricas e esféricas.

2.1 Caracterizagao dos sistemas do tipo (53;).

Esta secao sera divida em trés partes. Na primeira Subsecao [2.1.1] usaremos a teoria de
Cartan-Kéhler para descrevermos o sistema em termos de um sistema de diferenciais
exteriores. Em seguida na Subsegéo discutiremos a interpretacao geométrica de siste-
mas que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas. Por ultimo na Subsecao
apresentaremos no Teorema uma caracterizacao dos sistemas que descrevem

superficies pseudo-esféricas ou esféricas.

2.1.1 Abordagem por sistemas de diferenciais exteriores.

Nesta subsecao vamos seguir a referéncia [I7] para mostrar como interpretar o sistema
(S2,1) como um sistema de diferenciais exteriores.

Sejam U C R? um aberto de R? com coordenadas (z,t) e M7 C R? x R? x R? um
subconjunto aberto conexo de R? x R? x R2. Consideraremos M como sendo uma variedade
diferencidvel 7-dimensional com coordenadas (x,t) x (z, 21, 22) X (y, y1). Deste modo, para um
sistema ([2.4)), as fungoes F, G podem ser vistas como fungoes reais suaves, sobre a variedade

M7, que sao constantes com respeito as variaveis (x,t).
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Dadas duas fungoes suaves, u,v em U,
uw,v:UCR? =R
fica definida uma superficie em M7 por,

d:UcCR2— M,

O(x,t) — (v, t,u(z,t), up(z,t), Upe (z, 1), v(2, 1), v (2, ). (2.5)

Veremos na Proposicao como esta aplicagao é usada para justificar a notacao (2.3)) e como,

a partir dela, relacionar o sistema (S2,1) com um sistema de diferenciais exteriores.
Proposicao 2.1. Seja I o ideal em M7 gerado pelas formas,

Iy =dzAdt — zidxe Ndt, 1] =dzy Adt — zodx A dt,
Iy = dzs Adz A dt, Ao = dy N dt — yrdx A dt, (2.6)
IMT=dz ANdx+ Fdx ANdt, A= dy; Ndx+ Gdx A dt.

Entao, T € fechado por diferenciagdo exterior. Além disso,

A) Se o par de fungées suaves u,v : U C R? — R € uma solucio do sistema (S21), entdo

a aplicacdo @, definida por € uma superficie integral do ideal Z.

B) Reciprocamente, dada wma superficie integral do ideal Z, ¥ : V. C R?> — M7, V um
aberto de R?, com U, e U, linearmente independentes, entdo, localmente, as funcdes
projecies de W(V) C M7 sobre (z,t) x (2) e (z,t) x (y) formam grdficos de uma solucdo
de (S2,1).

Demonstracdo. Primeiramente, vamos mostrar que o ideal Z é fechado por diferenciagao

exterior. Diferenciando exteriormente as formas Iy, IT1, 115 e Ay do ideal ([2.6]), obtemos

dllg = —dzy ANdx AN dt = dz; ANdt Ade = (I11 + zedx A dt) A de =TI A dx,
dlly = —dzo Ndzx N dt = —1ls,

dll, = d(dzs A dz A dt) =0,

dAo = —dyy Ndx Ndt = —(A — Gdz AN dt) ANdt = —A A dt.
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Diferenciando exteriormente a forma II do ideal (2.6]), obtemos

dIl = dF Ndx Adt
= (F.dz+ F, dz + F.,dze + Fydy + Fy, dy1) N dx A dt
= —F.dzNdtNdx — F, dzy Ndt Ndx + F,,dze Ndx A dt +
—Fydy N dt N dx + Fy dyy N dx A dt
= —F,(Ilp + z1dx A dt) ANdz — F,, (111 + zodz A dt) A dx + F,, 115 +
—F, (Ao + yidz A dt) ANdx + Fy, (A — Gdz A dt) A dt

= —FlyANdx — F, II1 ANdx + F,, 115 — FyAO ANdx + FylA A dt.
Por ultimo, de modo andlogo, diferenciando exteriormente a forma A do ideal (2.6)), obtemos

d\N = dG Adx Adt,
= (G.dz + G, dz1 + G.ydzy + Gydy + Gy, dyr) Ndx A dt
= —GudzNdt Ndr — G, dzy Ndt Ndx + Goydza N dx A dt +
—Gydy Ndt Ndx + Gy, dyr Adx A dt
= —G,(Ily + z1dz AN dt) Ndx — G, (111 + zodx A dt) Ndx + G, 11y +
—Gy(Ao + yrdx A dt) ANdx + Gy, (A — Gdz A dt) A dt

= -G Iy ANdr — Gzll_—[l Adx + GZQHQ - FyA() Adx + GylA A dt.

Deste modo, dZ C Z, ou seja, o ideal Z é fechado por diferenciacao exterior, o que prova a
primeira parte da proposicao.
A demonstracao da equivaléncia entre A) e B) é andloga a demonstracao da Proposigao

Ll O

2.1.2 Interpretacao geométrica.

Nesta subsegao daremos uma interpretacao geométrica do sistemas (S2,1) que descrevem
superficies pseudo-esféricas ou esféricas.

A seguinte definigao é andloga a Definigao [I.2] apresentada na Subsegao [[.1.3]

Definicao 2.1. Dizemos que o sistema (S21) descreve superficies pseudo-esféricas (resp.
esféricas) se existem seis fungoes reais suaves f;;, 1 <7< 3,1 <j <2em M7 tais que o

ideal 7 em M7, gerado pelas formas

W =dw —w3 ANwy, Q9 =dwr—wi Awsz, 03=dws—dwi Aws, (27)
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nas quais w; = findx + fiodt, 1 <i <3 ed =1 (resp. § = —1) e w; Aws # 0 e o ideal
gerado pelas formas (2.6) coincidem, isto é J = Z.

Observacao 2.1. A interpretacdo geométrica da Definicdo [2.1] é andloga a interpretacao

dada pela Proposicao |1.2] apresentada na Subsec¢ao [1.1.3

Por simplicidade, podemos omitir a aplicacio ® e identificar as 1-formas w;, em M7, com
®*w;, i =1,2,3, em U C R2. Com esta identificacio e usando coordenadas locais (z,t) € U,

podemos reescrever a Definicao [2.1

Definicao 2.2. Um sistema do tipo (S21), para varidveis dependentes u,v, descreve su-
perficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) se existem seis fungoes f;;, 1 < < 3,1 <j <2,
dependendo de u, v e suas derivadas com respeito a x, tais que as 1-formas w; = fi1dx + fiodt

satisfazem as equacoes de estrutura,

dwi = w3 A wa,
dwsy = w1 A ws,
dws = dwi A wa,

w1 Awy # 0,

com § =1 (resp. —1) se, e somente se, u,v é solugao do sistema,

Uzt = F(U,Ux, Ugy, U, Ux)v

Uzt = G(u7 Uz Ugx, U, Ua:)-
2.1.3 Resultado de caracterizagao e um resultado de nao existéncia.

Nesta subsec¢ao apresentaremos, no Teorema 2.1} uma caracterizacao dos sistemas do tipo
(S2,1) que descrevem superficies esféricas ou pseudo-esféricas. Mostraremos, no Corolario
que sob certas condicoes, para que um sistema do tipo (S2,1), descreva superficies pseudo-
esféricas ou esféricas é necessario que o sistema seja linear com respeito a ;.

O seguinte teorema, nos da uma caracterizacao dos sistemas (Sg,1) que descrevem su-
perficies pseudo-esféricas ou esféricas supondo que as funcgoes associadas f;; dependem de
(z,21,22,y,y1). Em particular, estabelece como deve ser a dependéncia das fungoes F, G e

fij, 1 <i<3,1< 5 <2, com as variaveis (z, 21, 22,9, y1)-
Teorema 2.1. Para que o sistema (S2,1),

21t = F(ZazlaZQayvyl)a

yl,t - G(Z) 21,22,Y, y1)7
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descreva superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com funcoes fi;j(2,z1,22,9,y1), com

1<i<3,1<j <2, € necessdrio e suficiente que,

fite = fitzy = firy =0,

fi?,zg = fi?,yl = 07 1= 17 2737 (29)

2 2 2
fll,zl fll,y1 i f21,zl f21,y1 + fll,zl fll,y1 7& 0’ (210)

fo1,z foiym f31,:0 f31m f31,:0 [31m

—fi1,.0F = f11,,.G + fi2,221 + fi2,222 + fi24Y1 — f31.f22 + f32f21 = 0, (2.11)
—fo1,..F — f21,5, G + fa2221 + fa2,2, 22 + fa2yy1 — f11f32 + f12f31 = 0, (2.12)
— 31,0 F — f31,0.G + f32.221 + f32.2:22 + fa2,yy1 — 0 f11fo2 + 0 fi2fo1 =0, (2.13)
Ji1fo2 — fi2fo1 # 0, (2.14)

onde 6 =1 (resp. —1).

Demonstragao. Primeiramente mostraremos que estas condigdoes sao necessarias. Suponha
que o sistema (S 1) descreve superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas). Entao, o “pull-
back”pela superficie ® em M7, definida em ([2.5)), anula os ideais Z (com § = 1e 6§ = —1

respetivamente) e J simultaneamente. Ou seja, ao longo da superficie @,

dwi = w3 Awa, dwy=wi Awsz, dwg= 0w A wa, (2.15)

dzi Ndx = —Fdx Ndt, dzNdt =zdx ANdt, dzy N\dt = zodx N dt (2.16)

dyy Ndx = —Gdx ANdt, dy Adt =yidx Adt,

Note que, para : = 1,2, 3,

dw; = d(fi1) Ndxz+d(fi2) Ndt
= fidzNdx+ fi1.,dz1 Ndx + fi1,dze A dx +
+fitydy Ndx + fi1,y,dyr A dx +
+fiodz Ndt + fio o dzy A dt + fio zdzo A dt +
+ fioydy A dt + fioy, dyr A dt.

(2.17)
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Usando as relagoes (2.16), temos para i = 1,2, 3,

dw; = fi1.dz Ndx + fi1. (—Fdx Adt) + fi1 zdzo A de +
+fitydy AN dx + fi1y, (—Gdz N dt) +
+fio,-(z1dx A dt) + fio 2, (zodx A dt) + fio zdzo A dt +
+fizy(yrde Adt) + fizy, dys A dt
= (~firaF' = firy G + fiz221 + fiz 22 + fizgyr) de A dt +

+f¢17zdz Adz + fi17z2d22 A dz + fil,ydy A dx + fz‘2722d22 A dt + fi27y1 dyy A dt.

Equacionando os coeficientes de dx Adt na expressao acima, para i = 1,2, 3, com o lado direito

de (2.15) obtemos as equagoes ([2.11), (2.12)) e (2.13)) respectivamente. Os demais termos que

nao sao coeficientes de dx A dt devem se anular, donde temos as relagoes .

A equagao também deve ser satisfeita, pois por definigao, requeremos que wi Aws #
0. O que é localmente equivalente a f11 foo — f12.f21 # 0, pois w1 Awe = (f11fa2— f12f21)dz Adt.

Finalmente a condigao genérica deve ser satisfeita para que as equagoes ,
e sejam equivalentes ao sistema .

Para mostrar que esta condicao é suficiente, consideramos as f;;, 1 <1 < 3,1 < j <2,

satisfazendo as condigoes ([2.9)-(2.13) e definimos localmente w; = fiidx + fiodt. Assim o

sistema com F' e G obtida através das equacgoes (2.11)), (2.12)) e (2.13), descreve superficies

pseudo-esféricas (resp. esféricas) com as funcoes fi;, 1 <i < 3,1 < j <2, consideradas. [

Como consequéncia do Teorema [2.1] temos que uma condi¢ao necessdria para um sistema
do tipo (S2,1) descrever superficies pseudo-esféricas ou esféricas é que esse sistema dependa

linearmente de u,,. Mais precisamente, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.2. Considere um sistema do tipo (S21). Para que este sistema descreva
superficies pseudo-esféricas ou esféricas com fungoes f;;, 1 <1 <3, 1 < j <2, satisfazendo

(@)—, € necessdrio que

Ugt = F1 (U, ug, v,0;) + Fo(u, Uy, v, g ) Usy,

VUt = Gl(uv Ug, VU, /U:c) + GQ(“? Uy, VU, Ux)uxxa
onde Fy, Gy, k = 1,2, sdo fungdes suaves de (u,ug,v,vz).

Demonstragdo. Considere um sistema (S2,1) e suponha que este sistema descreve superficies

pseudo-esféricas ou esféricas com funcoes fi;, 1 <i < 3,1 < j < 2, satisfazendo ([2.9)-(2.13)).
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Diferenciando duas vezes, com respeito a 29, as equagoes ([2.11))-(2.13]), obtemos

_f].l,ZlFZQ,ZQ - fll,y1 GZQ,ZQ = 07
_f21,Z1FZQ,ZQ - f21,y1 GZQ,ZQ = 07
_f31,ZlF22,Z2 - f31,y1G22,22 =0.

Segue da equacgao (2.10) que F, ., = G, ., = 0, ou seja, F' e G sao lineares nos termos

29, 0 que demonstra esta proposicao. ]

Como consequéncia imediata da tultima proposicao, apresentamos um resultado de nao

existéncia.
Corolario 2.1. Ndo existe sistema do tipo (S21) descrevendo superficies pseudo-esféricas ou

esféricas para f;; associadas, satisfazendo — , que dependa de modo nao linear de

Ugy -

2.2 Resultados de classificagao de sistemas (521) que descre-

vem superficies pseudo-esféricas ou esféricas.

Nesta segao, apresentaremos uma classificagao dos sistemas do tipo (S21) descrevendo
superficies pseudo-esféricas ou esféricas com a condicao de que pelo menos uma das fungoes
fi1, fo1 ou f31 é constante, igual a um ntmero real 7.

Dado um sistema do tipo (S21), observamos que, se F' e G nao dependem da variavel
z9, ou seja, se F,, = G, = 0, entdo este sistema equivale a um sistema do tipo (S1,1),
considerado no Capitulo Além disso, se ' e G nao dependem das varidveis z,y, isto é,
F. =F, = G, = Gy, entao o sistema (S21) é reduzido, sob uma mudanca de varidveis, a
um sistema de equagoes de evolugao. Esta observagdao nos motiva a considerar a seguinte

definigao.
Definicao 2.3. Dizemos que um sistema (S21) ¢ irredutivel se as fungoes F' e G satisfazem

F2 + G2, #0,

2 2 2 2
FZ+F.+G2+ G2 #0,
para todos os pontos de seu dominio com excecao de um subconjunto de medida nula.

Deste modo, no que segue, estaremos interessados em sistemas do tipo (S2.1) que sdo

irredutiveis.
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2.2.1 Com a condigao f3; =17

Nesta subsec¢ao, daremos uma classificagdo dos sistemas do tipo (Sg,1) irredutiveis que
descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas, com a condicao adicional que f3; = n é
uma constante real. O resultado de classificacao sera dividido em duas partes, Teoremas
e 2.3} onde consideramos duas situagoes, caso o quociente entre fi; e fa; dependa ou nao da

varidvel yi, isto é fi1f21,9, — forfir,y # 0 ou fi1for.y, — forfi1y = 0.

Teorema 2.2. Um sistema (S2,1) rredutivel descreve superficies pseudo-esféricas (resp.
esféricas) para fungoes suaves fi;, 1 < i < 3,1 < j < 2, satisfazendo - , com

fa1=n€R e fitfor,y, — forfi1,y, # 0 se, e somente se,

Caso I
214 = % {(92H1,2 — 91Ha2, )22 + plyr (91 + 93) + haga + higi]+
+g2(Hi221 + Hiyyn) — g1(Ha 21 + Hagyy1) —n (92H2 + g1 H1)}
pe= 1o (0 oy — GhH o)y + (B Hoey — By H ) 2ot (218)
—(gay1 + o) (Hiz21 + Hiyyr — nHa + (9291 + ho)p)+
+(giy1 + ) (Ha .21 + Hayyn +nHy — (g1y1 + ha)p)}

onde g;,h;, 1 = 1,2, sdo funcdes suaves de z, satisfazendo

W = (g192 — 9591)y1 + higs — hyg1 # 0, V= g1ha — gah1 # 0,

hi\? ha\? 21912 2192\ ?

) () () - () o
< V ) 21 < V Z1 V 21 V Z1 # ’

ep(z,y) € uma fungdo suave das varidveis (z,y) tal que p, e py sao linearmente independentes,

e
hipy — giz1p ,
H’i = 5%, 1= 1,2,
com § =1 (resp. —1). Neste caso,
fi1 = g1y + ha, fi2 = Hi,
fo1 = goy1 + ho, fo2 = Ha,
fs1=m, f32 =D

Caso I

1
A= 100" (&) (915, — 95Py1 )22 — 0b(az1 + by1)@" (§)+

—0(g1py; + 92445, )m9' (€) + (qqy, + PPy, )6(E)}
(2.19)

Y = % {—=0¢' (&) (91921 — GhP=1 )22 + 0(az1 + byr) (9202 — 9142, )9 (§)+

+ (9102, + 92621 )19'(§) — (9qz, + pp=,)0(E)}
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onde, § =1 (resp. —1), g1, ga sio funcdes suaves de z1 tais que (g})? + (g5)®> # 0, p e q sdo

fungoes suaves de (z1,y1) tais que
pg2 — q91 = az1 + by,

W =p..qy, — Py1G= # 0, Pqy, — qpy, 7# 0,

e ¢ € uma funcao real suave nao constante, aplicada em & = az+by, em que a,b sdo constantes
reais tais que a® +b% # 0.

Neste caso,

fin=np, fr2 =3g14'(€),
fa=gq faz = 0g29'(§), (2.20)
fs1=n, fs2 = ¢(8).
Além disso, nos dois casos, cada sistema € condicao de integrabilidade dos problemas
lineares e onde A,B,A e B sdo definidas pelas respectivas funcoes fi;, 1 < i < 3,
1<j<2

Demonstragao. A demonstracao decorre do Teorema Primeiramente, mostraremos que
as condicoes do teorema sao necessarias. Suponha que um sistema (Sz,1) irredutivel descreve

superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com fungoes,
fii UM UPCRIxR* R, 1<i<3, 1<j<2,

onde U' e U? sdo subconjuntos abertos e conexos de R? e R?, respectivamente, parametrizados
por coordenadas (z, z1, 22) e (y,y1) respectivamente.
Pelo Teorema temos que f;; satisfazem as equacoes —.Pela equagao (2.9)
temos que, fx1 é uma funcao de (z1,41) e fr2 ¢ uma funcao de (z, z1,y), para k = 1,2, 3.
Por hipétese, temos que f31 =1, com n € R, e fi1fo1y, — fo1f11,4; # 0, a menos de um

subconjunto de medida nula, em U' x U?. Temos que a equacdo (2.10)) é equivalente a,
W = fitz foig — fupmfo #0  em U x U2 (2.21)

As equagoes (2.11]) e (2.12) sdo equivalentes a,

fii,en fiim zie | fizez 1222 + fi2,y0 = nfa2 + fa2fa (2.22)

forz for Y1t Jo2,221 + fo2.2 20 + fa2,y1 — fi1fs2 + fiom



2.2 Resultados de classificacao de sistemas (S21) que descrevem superficies pseudo-esféricas
ou esféricas. 70

Como W # 0 ¢é o determinante desta matriz, podemos inverter esta relacao para z1; e yi 4,

obtendo,
214 1 foryn  —fiim J12,221 + f12,20%2 + fi2,y1 — nfa2 + f32fo1
= W B
Yi,t f217z1 fi1,, f22.221 + fa2,2,22 + f22yy1 — fi1f32 + fi2m
(2.23)
A equagao (2.13]) equivale a,
[32,221 + [32,2, 22 + fa24y1 — O f11fa2 + O fi2fo1 = 0. (2.24)
Diferenciando com respeito a zy obtemos,
f32,2, =0, em U x U2,
ou seja, f32 é uma funcao das varidveis z, y.
Assim, a equagao ([2.24]) equivale a,
f32,221 + f32,yy1 — 0 f11fo2 + 0 f12fo1 = 0. (2.25)
Diferenciando com respeito a y1, obtemos
f32.y — 0 f11,4, fo2 + 0 f12fo1,4, = 0. (2.26)
As equagoes (2.25)) e (2.26]) implicam que,
—J21 11 12 32,221 + f324Y1
—fory  Siim f22 f32
Por hipétese, o determinante desta matriz
V= fufory — farfiiy #0,
é nao nulo, e segue da equacao (2.27) que
fiz } 6 fuwm —fn f32,221 + fa2,yu1
f22 V\ Py —fu f32,y
ou seja,
21 fa1, il Y1 — Jit .
fiz = 5f32,zJ;Z/y1 + 6f32,yw, i=1,2. (2.28)

Pela equacao (2.9)), fizy, =0, para i = 1,2, deste modo a equacao (2.28) implica em,

f32,: <Z”;1y1> + froy (W) =0, =12 (2.29)
Y1 Y1
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Dividiremos a demonstracao em dois casos, dependendo das fungoes f32. e f32. serem
linearmente independentes (Caso I) ou linearmente dependentes (Caso II).
Caso I Suponha que f32, e f32 . sejam linearmente independentes, isto é, f3» = p para

uma fungao p, suave, das varidveis (z,y), tal que p, e p, sao linearmente independentes.

Assim, a relagao ([2.29)) implica que,

f11y1> (f11y1y1_f11>
n) _o 7 o, (2.30)
< Vv " Vv "

forg ) Jorgmr — far
B ()

Afirmamos que estas relagoes implicam em fi1y,4, = f21,419; = 0, a menos de um sub-
conjunto de medida nula, em U! x U2. De fato, primeiramente mostraremos que fiiyiy = 0.
A primeira relacao da equacgao implica que existe uma fungao suave I(z1), dependendo
somente da varidvel zq, tal que fi1,, = V. Se l = 0, entao fi11,, = 0, em particular
fi1g15 = 0, como querfamos. Se [ # 0, temos V = 71 f11 ,,, em particular fi1,, # 0. Neste

caso, da segunda relacdo da equagao ([2.30)), temos

(fll,ylyl - f11> 0
l_lfllzyl Y1 ’

<f11,y1y1 - f11> -0
f117y1 Y1 ’

fiifirym
)
i,

como f11 # 0, temos que f11,4,4, = 0, como querfamos. Analogamente as relacoes da equacao

como Iy, =0,

isso implica que,

=0,

implicam em fa1 4,4, = 0 € assim f11,y,41 = f21,51;n = 0, @ menos de um subconjunto
de medida nula, em U! x U?. Deste modo, existem quatro funcdes suaves g1, g2, h1, ho da
variavel z1, tais que,
Jit = givh + hi, i1=1,2,
e V = higs — gihs # 0.
Pela equacao , temos que

agi s hi
v Pvy

fi2 = dp. 1=1,2.

Neste caso,

W = (g192 — 9591)y1 + hig2 — hagr,
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e a condigao genérica (2.14)), fi1fa2 — fiafo1 # 0 equivale a p.z1 + pyy1 # 0 que é satisfeita.

Em resumo, neste caso,

h — 12
fi1 = giy1 + ha, fi2 = g ALy — 911Dz

h - z
f21 = gay1 + hao, foo = 5%, (2.32)

)

fa1=mn, fa2 =p.
onde p é uma fungao suave de (z,y) tal que, p, e p, sdo nao proporcionais, g;, h;, sao funcoes
suaves de z1, para i = 1,2 tais que (g7g2 — g5g1)y1 + hig2 — hhg1 # 0 e V = g1ha — gahy # 0.
Substituindo as f;;, dadas acima, na equacao obtemos o sistema .
Por 1ltimo notamos que esse sistema é irredutivel, se, e somente se,

(2),+(¥), - )+ () 7o s

21

De fato, diferenciando ([2.18)) com respeito a zo, obtemos,

F, | b 92 —g1 Hiy (2.34)

GZQ w *géyl - hl2 giyl + hll H2,zl

sendo o determinante desta matriz W = (gig2 — ghg1)y1 + hlg2 — hhgr # 0, segue que

FZQ2 + GEQ = 0 se, e somente se, H ., = Hy ., = 0. Como

i h; .
=0 (52 v (B) i .
Z1

em que, p, e py sao linearmente independentes, segue que H; ., = 0, i = 1,2, se, e somente

3),-(8),> e

donde segue que a condicao 1) é necessaria e suficiente para que F, 222 + Gi £ 0.

se,

Por 1ltimo, mostraremos que a condicdo de irredutibilidade F2 + Fy2 + G2 + Gz #0é
satisfeita, automaticamente, para este caso. Suponhamos, por contradicio, que F2 + Fy2 +

G? + GZ = 0 para o sistema do Caso I. Note que, neste caso, o sistema 1' é equivalente a,

gyith ¢ F o\ [ Hizzo+ Higzze+ Hyyo —nHz + (9291 + he)p (2.36)

9y +hy g2 G Hy .21 + Ha 20 + Hayy1 +nH1 — (g1y1 + ha)p
Diferenciando respeito a 22 e z e respectivamente com respeito a z2 e y temos que H; ., . =

H; .,y =0, para i = 1,2. Deste modo, as derivadas de ([2.36)) com respeito a z implicam em,

Hizo21 4 Hiyzyn — nHaz + (9291 + he)pe =0, (2.37)

H2,ZZZ1 + HQ,yzyl + 77H1,z - (glyl + hl)pz =0,
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analogamente a derivada de (2.36)) com respeito a y implica em,

Hyyz1 + Hypyyr — nHay + (g2y1 + ha)py = 0,

(2.38)
Hj oyz1 + Hayyyn +nHiy — (G191 + ha)py = 0.
Diferenciando ([2.37]) com respeito a z1, obtemos,
Hy . + (ghyr + hy)p. = 0,
1y2 + (9591 5)p: (2.39)

Hyy. — (ghy1 + hy)p. = 0,

diferenciando (2.39) com respeito a y;, obtemos ghp. = ¢gip. = 0, como p, # 0 temos
g7 = g5 = 0, logo existem constantes c; e ¢y tais que g; = ¢;. Além disso, diferenciando
(2.39) com respeito a z1, temos que hf = hf = 0, donde existem constantes a;,b; tais que
h; = a;z1 + b;. Ou seja, g; = ¢; e hy = a;y1 + b;, para i = 1,2, neste caso, as derivadas das

expressoes ([2.37)) e ([2.38]) com respeito a y; implicam em

Hiy. + cop. =0,
Hs,. —cip. =0, (2.40)
Hy yy + copy =0,
Hsyy —c1py =0,

em que, para i = 1,2,

a;z1 + b;)py — ciz1p.

(
Hi: )
o \%4

com V = zi(cras — c2a1) + c1by — coby.
Podemos reescrever as relagoes em (2.40)), em termos matriciais por

) arz1 +b1 —ci1z Pyyy  Pyyz —C2Py —C2P:

v
azz1 + by —cazp Pzyy Pzzy C1Dy C1Pz

Como o determinante da primeira matriz do lado esquerdo é igual a z;V # 0, segue que esta

matriz é inversivel. Assim, multiplicando a esquerda por sua inversa, obtemos,

5z Dyyy  Pyyz —C221 C121 —C2py —C2D:
1 =

Dzyy  Pzzy —agz1 — b2 a1z + by c1py 1P

Diferenciando com respeito a z1, obtemos

5 DPyyy Pyyz _ —C2 —Capy —C2p:
DPzyy DPzzy —a2 ai C1Py C1Pz
(c3 +ct)py (c5 + 3)p-

- . (2.41)
(agco + aicr)py (agc2 + arcy)p.
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Note que a matriz do lado esquerdo ¢ simétrica, assim (c3 + ¢2)p, — (azc2 + aic1)p, = 0.
Como p; e p, sao linearmente independentes devemos ter c3+c2 =0, ousejacy = cy = 0. Isso
implica que V' = 0, um absurdo. Logo o sistema , do Caso I, satisfaz FZQ+F5+G§+G§ #*
0.

Assim concluimos que o sistema do Caso I é irredutivel se, e somente se, a condi¢ao (2.33))
é satisfeita.

Casos II Suponha que f32; e f32,, sao linearmente dependentes, isto é, existem constantes
reais, a,b € R, tais que a? + b? # 0, cuja combinagao linear com fs2. € fs2, se anula em
U x U2. Ou seja, existe uma funcao real suave ¢ tal que fzo = ¢(€), com & = az + by.

Pela equacao (2.29)), temos que

¢'(&)a (zlfzvlyl> +¢' ()b <f“y1yvl_f“> =0, i=1,2 (2.42)
Y1 Y1

a menos de um subconjunto de medida nula em U! x U?. Afirmamos que ¢'(£) # 0, caso
contrario, pela equagao , terfamos fi2 = foo = 0, o que é uma contradicao com a
equacao . Assim, ¢/(£) # 0 e pela equagao temos que
((azl +by1) firy — bfi1>
Y1

=0 = 1,2.
V ’ ? ’

Isso implica que existem duas funcoes suaves, g;, ¢ = 1,2, dependendo somente da varidvel

z1, tais que,
(az1 +by1) firy, —bfa _
% i,
logo, pela equagao (2.28), fi2 e fa2 sdo dados por,

f’i? = 6¢/(§)g’u 1= 1a 2a

i=1,2,

e f11 e fo1 satisfazem

1 fiiye —fu az1 + by g1
foryy —fa b 92
Como o determinante desta matriz é igual a V' # 0, podemos inverter essa relacao e obter,
az1 + by —fa1 fu g1
b —fory, S 92
Temos que g7 + g3 # 0 e fi1g2 — fa1g1 = az1 + by1. Logo é necessario que fi1 =p e fo1 = q

para p, q, fungoes suaves de (z1, yl), satisfazendo,
W = pz1Qy1 _py1QZ1 7& 07
V = pqy, — qpy, # 0,

pg2 — qg1 = az1 + by;.
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Neste caso, a condicao (2.14]) é satisfeita, pois, equivale a ¢'(§)(az1 + by1) # 0.

Em resumo, neste caso,

fii=p, fi2=1080¢ (&),
fo1 =q, far=08g20' (&), (2.43)
f31=mn, fz2=0¢(&),

onde g1, g2 sdo fungoes suaves de 21 tais que, g7 + g3 # 0, p, ¢ sdo fungdes suaves das varidveis
(21,91) tais que p.,qy, — Py1Gz # 0, PGy, — Py, # 0, P92 — q91 = az1 + by1, a,b € R sdo
constantes reais tais que a4+ b? # 0 e ¢ é uma funcdo real suave, aplicada em ¢ = az + by
tal que ¢’ # 0.

Substituindo as fungoes, f;;, dadas acima na equacao obtemos a expressao (2.19)).

Por tltimo vamos mostrar que o sistema (2.19)) é irredutivel se, e somente se,
(91)% + (93)* # 0.

De fato, pela expressao , temos F2, + G2, # 0, se, e somente se, (g1)? + (g5)* # 0.
Por 1ltimo notamos que a segunda condicdao de irredutibilidade, F2 + Fy2 + G? + Gf/ # 0
é automaticamente satisfeita. Suponha por contradicdo que F' e GG, dadas por nao
dependam de (z,y), isto é, F, = F, = G, = G, = 0. Isto implica que F; = G¢ = 0.
Diferenciando com respeito a 29, &, obtemos que g} ¢” (&) = ghe" (€) = 0, como (g})? +
(g5)? # 0, devemos ter ¢ (&) = 0, ou seja ¢(€) = k& + ko com k, kg € R constantes reais tais
que k # 0.

Diferenciando (2.19) com respeito a &, temos

(4qy, + ppy,)ko = 0,
(4=, + pp=1)ko = 0,
como ko # 0, segue que
P21 p 0
Py Ay q 0
o que implica em p = ¢ = 0, um absurdo. Logo F2 + Fy2 +G? + GZ # 0 e assim concluimos
que para o Caso II, o sistema é irredutivel se, e somente se, (¢')? + (h')? # 0.
Assim temos que as condigoes do Caso II sao, de fato, necessarias.
Para a reciproca, defina as f;;, 1 <i < 3, 1 < j < 2, como consideradas em cada caso e

verifique diretamente que satisfazem as equagoes ([2.9))-(2.14]).
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Teorema 2.3. Um sistema (So,1) irredutivel descreve superficies pseudo-esféricas (resp.
esféricas) para fungoes suaves fi;, 1 < i < 3,1 < j < 2, satisfazendo — , com

fz3r=n€R e fiifory, — forfiry, =0 se, e somente se,

/

1
21t = W {gl(szl + Hyyl + Hz122)+

—g2(Paz1 + Pyyr + Pey20) + ¢(€)(cz1 + 1) (97 + 93) —n(g1H + g2P) },
(P + Py (2.44)
(cz1 +y1)g) +cqn (P21 + Poyz2 + Pyyr — g1(czn +y1)é(§) +nH )+

cz1 + I+ ¢
_ (et )h Ty Ho o ga(es 4 y)6(E) — nP),

(9192 — 9hg1)(cz1 + Y1)

Y1t =

onde, 6 =1 (resp. —1), g1,92 sdo fungoes suaves de z1 tais que gigs — ghg1 # 0, ¢ é uma
fungdo real suave, ndo constante, aplicada em & = cz+1y, com ¢ € R uma constante real e P

é uma fungao suave de (z,z1,y) satisfazendo a condi¢do genérica,

<<2P> L0 <glz>/¢’(£)) 2 +(P.)? 0,

1
em que H = %P —0—¢'(&) e W = (g192 — g591)(cz1 + y1).

92
Neste caso,
Ji1 = (y1 + cz1)g1, fi2=H,
Jar = (y1 + cz1) 92, fo2 =P,
fa1=m, fz2 = ¢(8).

Além disso, este sistema € condicdo de integrabilidade dos problemas lineares e

onde A,B,A e B sio definidas pelas respectivas funcoes fi;, 1 <i<3,1< 5 <2.

Demonstragao. A demonstragao decorre do Teorema De fato, primeiramente mostrare-
mos que as condigoes do teorema sao necessarias. Suponha que um sistema (Sz,1) irredutivel

descreve superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com fungoes,
fij ;UM x U? CR? xR? - R, 1<i<3, 1<j<2,

onde U' e U? sao subconjuntos abertos e conexos de R3 e R?, respectivamente, parametri-
zados por coordenadas (z, 21, 22) e (y,y1) respectivamente. Pelo Teorema temos que fj;
satisfazem as equagoes —.

Pela equacao temos que, fr1 é uma fungao de (z1,y1) e fr2 é uma fungao de (z, 21, y),
para k=1,2,3.

Por hipétese, supomos que fz3 = 1, com 7 € R, em U! x U2, A equacio é
equivalente a,

W = fiiz forg = fiig fors 20 em U x U2 (2.45)
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As equagoes (2.11)) e (2.12) sdo equivalentes a,

fits fiig e | J12,221 + f12,2022 + f12,y1 — nfa2 + fa2 for (2.46)

for,r form Y1t f22,221 + fo2,21 20 + fo2,y1 — fi1f32 + fiom

Como W # 0 é o determinante desta matriz, podemos inverter esta relacao para zi; e yi ¢,

obtendo,
ag |1 Forg — it J12,221 + fi2.2022 + fi2,91 — nfoe + f32f2
=wl
Y s fua Jo2,221 + fo2,20 20 + fo2,y1 — f11f32 + fian
(2.47)
A equacdo (2.13) equivale a,
f32,221 + [32,2, 22 + fa24y1 — O f11fa2 + O f12fo1 = 0. (2.48)
Diferenciando com respeito a zo obtemos,
fgg,zl = O, em U1 X U2,
ou seja, f3o é uma funcao das varidveis z,y.
Assim, a equagao (2.24]) equivale a,
J32,221 + fa2yy1 — 0 f11fo2 + d frafor = 0. (2.49)

Suponhamos, por hipétese, que fi1fo1y, — fo1fi15;, = 0 em U' x U2, ou seja o quociente

% = ¢, com § uma funcao suave da variavel z1, logo fi1 = gl e fo;1 = [, com | uma funcao

suave das varidveis (z1,y1) satisfazendo

w = ¢'ll,, #0. (2.50)
A equacao (2.49) implica que
. 0
J12 =G fo2 — 7(f32,221 + fa24u1)- (2.51)

Conforme a equagao (2.9), fi2,y, = 0, assim a equacao (2.51)) implica que
f32,2ly 21 + faoy (byyyr — 1) = 0. (2.52)

Note que f32, 7# 0, pois caso contrario, se f32, = 0, teremos também f35 , = 0, assim pela

equagiio (Z51), terfamos f1a—g oz = 0 que implica em fial—1Gfa = 0, isto &, fiafor—fi1 faz =
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0, o que é uma contradicao com a equacao (2.14). Logo f32, # 0, a menos de um subconjunto

de medida nula em U' x U?, assim

@zylzl + 1y —1=0, (2.53)

f32,y

diferenciando com respeito a z e y obtemos,

f32z) <f32z)
=) g, = (222) 4, =0,
(f32,y e fs2y /), o

como [,, # 0, existe uma constante ¢ € R tal que

f32,2 = cf32.y,

isso implica que existe uma funcao real suave ¢ tal que,

fa2 = ¢(8),
com & =cz+y e ¢'(€) # 0. Neste caso, a equacao (2.53)), implica que
ly, (cz1 +y1) =1 =0,

ou seja, o quociente entre [ e cz1 + y; é uma fungao somente de z;. Assim, existe uma fungao
h suave da varidvel z; tal que,

= h(cz +y1). (2.54)

Introduzindo, por conveniéncia g1 = gh e go = h, funcoes suaves de z; e considerando P,

uma funcao suave das varidveis (z, z1,y), temos que

fuu =W +cz)g, fiz= Ap_ iﬁb,(ﬁ),
g2 g2

for = (y1 +cz1)g2, for =P, (2.55)
f31=mn, f32 = ¢(&),

onde, g1 e go sao funcgoes suaves de z1, ¢ é uma funcao real suave, aplicada em & = cz1 + y1,
tal que ¢/ # 0, ¢ € R é uma constante real e P é uma funcao suave das varidveis (z, z1, ).

Neste caso,

W = (g192 — ga91)(cz1 + 1),
que equivale a, ¢gjg2 — ghg1 # 0. A condicao equivale a ¢/'(€)(cz1 + 1) # 0, que é
automaticamente satisfeita. Neste caso, o sistema é dado por em que as fj;
satisfazem .
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Finalmente, afirmamos que o sistema ([2.44]) é irredutivel se, e somente se,

((5;13) - 5 (;) ¢’(g)>2 +(Pyy)* #0. (2.56)

Primeiramente vamos mostrar que a condicdo de irredutibilidade, F2 + Fy2 +G2%+ G?/ #0
¢ automaticamente satisfeita. Suponha, por contradi¢ao, que F, = G, = F, = G, = 0.

Podemos expressar as funcgoes F' e GG, do sistema ([2.44)), de modo anélogo a equagao ([2.46]),

por
cg1+ (1 +ea)gr 9 F\ [ Hezit+ Hzyzo+ Hyyy — P + (41 + c21)920(8)
cg2+ (1 +c21)gy g2 G P.z1 + Py 2o + Pyyr +nH — (y1 + c21)916()

Diferenciando com respeito as variaveis z, z9 € vy, 29, obtemos que H,., = P, , = H,,, =
) ) #2) 212 z1% 21y
P, , = 0. Deste modo, as derivadas da ultima expressao com respeito as varidveis y, z1,y1,

implica que

928’ (€) =0,
g14'(€) = 0.

Como ¢'(§) # 0, segue que ¢§ = g5 = 0 e consequentemente W = 0, um absurdo. Donde
concluimos que a condigao F? + F; + G2 + G, # 0 é satisfeita.

Por 1ltimo, notamos que a condigao é equivalente a F, 32 + ng # 0, que equivale a
(H,,)? + (P.,)? # 0, que por sua vez, é equivalente a condigao . Assim demonstramos
que as condigoes sao, de fato, necessérias.

Para a reciproca, defina as f;;, 1 <i <3, 1 < j < 2, como consideradas em cada caso e

verifique diretamente que satisfazem as equagoes ([2.9))-(2.14]). O

Segue imediatamente dos Teoremas e a classificacdo completa dos sistemas (S2,1)

irredutiveis que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas com f3; = n.

Teorema 2.4. Um sistema (Sq,1) irredutivel descreve superficies pseudo-esféricas (resp.

esféricas), com f3; =n € R, se, e somente se, (S2,1) € do tipo (2.18), (2-19) ou (2.44)).

2.2.2 Com a condigao fy; =17

Nesta subsegao, daremos uma classificagdo dos sistemas do tipo (Sz1) irredutiveis que
descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas, com a condicao adicional que fo; = 1 é

uma constante real. O resultado de classificacao serd dividido em duas partes, Teoremas
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e[2.6] onde considerarmos duas situagoes, caso o quociente entre f11 e f31 dependa ou nao da

varidvel yi, isto é fi1f31,4, — fa1fi1,y # 0 ou fi1fs1,9, — fa1 11,51 = 0.

Teorema 2.5. Um sistema (S2,1) irredutivel descreve superficies pseudo-esféricas (resp.
esféricas) para fungoes suaves fi;, 1 < i < 3,1 < j < 2, satisfazendo - , com
for=n€R e fi1fsiy — f31fi1,y. # 0 se, e somente se,

Caso 1

(

21t = (93H12 — g1H3 )z — plyi(93 — 697) + hags — 6higi]+

1
W{
+93(H1 .21 + Hiyy1) — g1(Hz 221 + Hs yy1) +1(93Hs — 0g1H1)},

1 2.57
o= 1 e — ghHue)m + (W Ha, — ghH)] 20+ 257

—(g5y1 + hs)(Hi 221 + Hiyy1 +nHsz — (93y1 + hs)p)+
+(giy1 + hY)(Hs .21 + H3yy1 + 0nHi1 — 0(g1y1 + ha)p)},

onde g;, hi, i = 1,3, sdo funcdes suaves de z1 satisfazendo

W := (9193 — 9391)y1 + h'igs — hsg1 # 0, V = gihs — gsh1 # 0,

h1>2 <h3>2 z191 )2 21932

) () G ()

<V 21 V 2 V z1 V Z1 #

ep(z,y) € uma fungao suave das varidveis (z,y) tal que p, e p, sdo linearmente independentes,

e
hipy — giz1p-

Hi: 5
%4

i=1,3,

com § =1 (resp. —1). Neste caso,

hipy — g121p
fi1 = giy1 + ha, f12=$,
f21 =1, f22 =D,

hspy — g3z1p
f31 = g3y1 + hs, f32 = %

Caso I
21t = % {8 (€)(910y, — 93Dy, )22 — blaz1 + by1) 9" (§)+
+(92qy, — 0911y, )0’ (§) — (aqy, — PPy, )P(E)},
(2.58)

Y1t = % {8 (€)(93P21 — 9121 ) 22 + (az1 + by1) (93P2 — 91¢2,) 9" (§)+

— (93Gz1 — 691D, )19’ (&) + (992, — 0pp=,)0(E)},
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onde, § =1 (resp. —1), g1, g3 sdo fungdes suaves de z1 tais que (g})* + (g5)* # 0, p e q sdo

fungoes suaves de (z1,y1) tais que
pgs — qg1 = az1 + by,

pr1 - qpy1 7& 07 W = Pz le - pyl 4z 7& 07

e ¢ € uma funcao real suave nao constante, aplicada em & = az+by, em que a,b sdo constantes
reais tais que a® +b% # 0.

Neste caso,

fin=np, fr2 = 14/ (€),
far =, fo2 = ¢(8), (2.59)
fa=4q, fs2 = g3'(€).
Além disso, nos dois casos, cada sistema € condicao de integrabilidade dos problemas
lineares e onde A,B,A e B sdo definidas pelas respectivas funcoes fi;, 1 <@ < 3,
1<j<2

Demonstragao. A demonstracao decorre do Teorema Primeiramente, mostraremos que
as condicoes do teorema sao necessarias. Suponha que um sistema (Sz,1) irredutivel descreve

superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com fungoes,
fii U'xUPCRIxR* R, 1<i<3, 1<j<2,

onde U' e U? sdao subconjuntos abertos e conexos de R? e R?, respectivamente, parametri-
zados por coordenadas (z, 21, 22) e (y,y1) respectivamente. Pelo Teorema temos que fj;
satisfazem as equagoes —.

Pela equagao temos que, fr1 é uma fungao de (z1,y1) e fr2 é uma fungao de (z, z1,y),
para k=1,2,3.

Por hipétese, supomos que fa1 =7, comn € R, e fi1f31,5, — f31f114, # 0, a menos de um
subconjunto de medida nula, em U! x U?.

Temos que a equagao (2.10|) é equivalente a,
W= fuzfaiy — fig fsne #0 em U' x U, (2.60)

As equagoes (2.11)) e (2.13)) sao equivalentes a,

fii fiig z2ip [ fizezs+ fizemze + iz, — faifae + faam (2.61)

31,2 3ty Y1t f32,221 + f32,2:22 + f32,41 — 0 f11.f22 + d f12m
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Como W # 0 ¢é o determinante desta matriz, podemos inverter esta relacao para z1; e yi 4,

obtendo,

1 1 farg —Ffiim f12,221 + f12,2022 + fi2,y1 — f31f22 + 0 f32

=7l
YL Fsrz o fiia f32,221 + f32,2,22 + f32,y1 —  f11fo2 + 0N f12
(2.62)

A equagao equivale a,
Jo2.221 + fo2,222 + fo2yy1 — f11fs2 + fiafs1 = 0. (2.63)
Diferenciando com respeito a zo obtemos,
f22,2, =0, em Ul x U?,
ou seja, foo é uma funcao das varidveis z,y. Assim, a equagao equivale a,

Ja2.221 + fa2yy1 — f11fs2 + fi2fs1 = 0. (2.64)

Diferenciando com respeito a y1, obtemos
Ja2y — fiig f32 + fr2fs1y, = 0. (2.65)

As equagoes (2.64) e (2.65) implicam que,

—f31 fu fi2 _ fo2,221 + fo2y1 ‘ (2.66)

—fa1y fiiy f32 Jo2,y

Por hipétese, o determinante desta matriz

V= fufsig — faifiry #0,
¢ nao nulo, e segue da equacao (2.66) que

fi2 1 fiyy —/n fo2,221 + fo2yu1

fa2 V\ faiy —fa o2y

ou seja,

21 fi,
Ji2 = f22,z ‘z/ L + f22,y

fiLylyl - fi

=13 (2.67)

Como fi2,, = 0, para i = 1,3, devemos ter que,

fo2,: <Z”;1“> + fazy (W) —0, i=1,3. (2.68)
Y1 Y1
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Dividiremos a demonstracao em dois casos dependendo se as fungoes foz. € fo2. sao
linearmente independentes (Caso I) ou linearmente dependentes (Caso II).
Caso I Suponha que fos . e fo2 . s@o linearmente independentes, isto €, fao = p para uma

funcao p, suave, das varidveis (z,y), tal que p, e p, sdo linearmente independentes. Neste

caso a equagao (2.68)) implica em,

fii _ S, — i B
< ) =0, o —0, (2.69)
Y1 Y1

ot 31y — far\
() o (momom)’ -

Afirmamos que estas relagoes implicam em f11,,4, = f31,414; = 0, @ menos de um subconjunto
de medida nula, em U! x U2. De fato, primeiramente mostraremos que fiigyn = 0. A
primeira relacao da equacao implica que existe uma funcao suave [(z1), dependendo
somente da varidvel zq, tal que fi1,, = V. Se l = 0, entao fi1,, = 0, em particular
fi1,4191 = 0, como querfamos. Se [ # 0, temos V = l_1f117y1, em particular fi1,, # 0. Neste

caso, da segunda relacdo da equagao ([2.69)), temos

(fll,ylyl - f11> —0
l_1f117y1 Y1 ’

(fll,ylyl - f11> —0
f117y1 Y1 ’

Junfiiyy
=0
f g,

como f11 # 0, temos que f11,4,y4, = 0, como querfamos. Analogamente as relacoes da equacao

como Iy, =0,

isso implica que,

implicam em f31 4,4, = 0 € assim f11,y,41 = f31,51;n = 0, @ menos de um subconjunto
de medida nula, em U! x U?. Deste modo, existem quatro funcdes suaves g1, g3, h1, hs da
variavel z1, tais que,
Jit = givh + hi, =13,
com V = hig3 — g1hs # 0.
Pela equacao , temos que

o= p 219i . h;
“higs — gihs Y higs — gihs’

i=1,2.

Neste caso,

W = (g193 — ghg1)y1 + higs — higr,
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e a condigao genérica (2.14)), fi1fa2 — fiafo1 # 0 equivale a p.z1 + pyy1 # 0 que é satisfeita.

Em resumo, neste caso,

hipy — g121p
fi1 = qiy1 + ha, f12=$,

far =, fa2 =, (2.71)

_ h3py — g3z1p.
—

31 =g3y1+hs,  fa
onde p é uma fungao suave de (z,y) tal que, p, e p, sdo nao proporcionais, g;, h;, sao funcoes
suaves de z1, para i = 1,3 tais que (g7g3 — 9591)y1 + hlgs —h591 # 0 e V = g1hs — gsh1 # 0.
Substituindo as f;;, dadas acima, na equagao (2.62)) obtemos o sistema (2.57)).

Por 1ltimo esse sistema é irredutivel, se, e somente se,

(). + (), + () (). 0 @7

z1

A demonstracao é andloga a demonstracao de que o sistema é irredutivel se, e somente
se a condicao (2.33) é atendida.

Casos II Suponha que f22. e fa2, sejam linearmente dependentes, isto é, existem cons-
tantes reais, a,b, tais que a® + b? # 0, cuja combinacio linear com f22,2 € fa2y se anula em

Ul x U2. Ou seja, existe uma funcdo real suave ¢ tal que fao = ¢(£), com & = az + by. Pela

equagao (2.68]), temos que

& (€)a <Zlf;1,y1> + )b (fil,yly; - fil) _o, i=1.3. (2.73)
Y1 Y1

a menos de um subconjunto de medida nula em U' x U2,

Afirmamos que ¢/'(§) # 0. De fato, caso contrério, se ¢ é constante, a equagao (2.67))
implica que f12 = f32 = 0, deste modo o sistema dado por seria tal que F,, = G, =0,
0 que é uma contradigdo com a hipdtese do sistema ser irredutivel. Assim concluimos que

@' (&) # 0. Neste caso, pela equacao (2.73)) temos que

((azl + by1) firy — bfz‘1> =0, i=1,3.
d v

Isso implica que existem duas funcoes suaves, g;, ¢ = 1,3, dependendo somente da varidvel

z1 tais que,
(az1 +by1) firy, —bfin
d = 3gi,

logo, pela equacgao (2.67), fi2 e f32 sdo dados por,

i=1,3,

f’i? = ¢/(§)g@, 1= 1a 3a
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e fi11 e f31 satisfazem

1| fiiyn —fu az1 + by g1
f31n —fa b g3

Como o determinante desta matriz é igual a d # 0, podemos inverter essa relacao e obter,

az + by —far fu g1

b —f31 fiim 93

Temos que g% + g§ #0e fi193 — fs191 = az1 + by1. Logo é necessario que fi11 =pe f31 =¢q

para p, q, fungoes suaves de (z1,¥1), satisfazendo,

W = Pz1Qy; — Py192 7é 07
d = pqy, — qpy, # 0,

P93 — qg1 = az + by;.

Neste caso, a condigao (2.14)) equivale a,

pp(&) —nd'(§)g1 # 0.

Em resumo, neste caso,

fii=p, fiz=qd &),
for =1, fa2=¢(&), (2.74)
f3i=4q, f32=g3¢'(§),

onde g1, g3 sdo fungdes suaves de 21 tais que, g7 + g§ = 0, p, g sao fungdes suaves das varidveis
(21,1) tais que p.,qy, — Py Gz # 0, Pay, — gy, # 0, Pg2 — qg1 = az1 + by, a,b € R sdo
constantes reais tais que a? +b? # 0 e ¢ é uma funcdo real suave, aplicada em & = az + by tal
que ¢’ # 0. Substituindo as fungoes, f;;, dadas acima na equacao obtemos a expressao
(12.58]).

Por 1ultimo, de modo andlogo ao mostrado para o sistema , temos que o sistema

(2.58) ¢ irredutivel se, e somente se,
(91) + (95)* # 0.

Para a reciproca, defina as f;;, 1 <i < 3,1 < j < 2, como consideradas em cada caso e

verifique diretamente que satisfazem as equagoes (2.9))-(2.14)).
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Teorema 2.6. Um sistema (So,1) irredutivel descreve superficies pseudo-esféricas (resp.
esféricas) para fungoes suaves fi;, 1 < i < 3,1 < j < 2, satisfazendo — , com

for=n€R e fi1faiy, — fa1firy =0 se, e somente se,

Caso 1

P )

Z1p = —Z22+ — (gc —nP),
g gh , , (2.75)
g (P ghh' 4+ g, (h* = 6) P.z1 + Pan

= —|—] 22— ; (gc—nP)+ ————,
N 9 gy, I

onde § =1 (resp. 6 = —1), g € uma funcao suave das varidveis zi,y1, h € uma fungdo suave

da varidvel z1, tal que h'g,, # 0, ¢ é uma constante real e P(z,z1,y) € uma fun¢ao suave de

(2,21,y) tais que nP # cg e P2 + Py2 #0.

Neste caso,
fii=g, fiz =P,
fa1=mn, fa2=c¢,
f31 = hg, f32 = hP.
Caso 11

;

1
L= {93(H.21 + Hyy1 + H, 22)+

—g1(P:21 + Pyy1 + Py 22) — ¢(€)(cz1 +y1)(95 — 097) + n(gsP — 6g1H) }

cz1 + "+e¢ (2.76)
yro= TR p oy p By Sgi(en 4 y)oE) + SnH)+
cz1 + L +ec
| _lea y%)/g?’ B (H.21 + H.y 29 + Hyy1 — g3(cz1 +y1)o(§) +nP).

onde, 6 =1 (resp. —1), g1,93 sdo fungoes suaves de z1 tais que gigs — 9591 # 0, ¢ € uma
fungdo real suave, ndo constante, aplicada em & = cz+1y, com ¢ € R uma constante real e P

é uma fungao suave de (z,z1,y) satisfazendo a condi¢do genérica,

((Z;P> L g <g13>/¢'(§)> 2 4 ()2 #0,

1
com H = %P — 59—3@5’(5) e W = (g193 — g591)(cz1 + y1).

Neste caso,
J11 = (y1 + cz1) g1, f12 = H,
fa1 =1, fa2 = ¢(§),
f31 = (y1 + cz1)g3, fa2 = P.

Além disso, nos dois casos, cada sistema € condicao de integrabilidade dos problemas lineares

e onde A,B,A e B sio definidas pelas respectivas fungoes f;;, 1 < i < 3,
1<j5<2.
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Demonstragdo. A demonstragdo decorre do Teorema [2.1] Primeiramente, mostraremos que
as condicoes do teorema sao necessarias. Suponha que um sistema (Sg,1) irredutivel descreve

superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com fungoes,
fij ;UM x U? CR?* xR? - R, 1<i<3, 1<j<2,

onde U' e U? sdao subconjuntos abertos e conexos de R? e R?, respectivamente, parametri-
zados por coordenadas (z, 21, 22) e (y,y1) respectivamente. Pelo Teorema temos que fj;
satisfazem as equagoes —.

Pela equagao temos que, fr1 é uma fungao de (z1,y1) e fr2 é uma fungao de (z, z1,y),
para k=1,2,3.

Por hipétese, supomos que fo; =7, com € R, em U' x U2. Temos que a equacao (2.10)

é equivalente a,
W = fi15 f310 — frign f31,: #0 em U' x U?. (2.77)

As equagoes (2.11)) e (2.13)) sdo equivalentes a,

fils finy zie [ Size; A+ fize 2 4 f12,y0 — fanfae £ feen (2.78)

31,0 31 Yt f32,221 + f32,2,22 + f32,41 — 0 f11.f22 +  f12m

Como W # 0 é o determinante desta matriz, podemos inverter esta relacao para zi: € yi 4,

obtendo,
zZie | 1 f3in —fiim 12,221 + f12,2022 + fi2,91 — f31.f22 + f32m
Y1 W —faia S J32,221 + f32,21 22 + f32,y1 — 6 f11.f22 + 0 f12m
(2.79)
A equagao equivale a,
fo2,221 + fo,2 22 + fo2yy1 — f11f32 + fiaf31 = 0. (2.80)
Diferenciando com respeito a zo obtemos,
f22,2, = 0, em U x U?,
ou seja, foo é uma funcao das varidveis z,y. Assim, a equagao equivale a,
f22,221 + fazytn — f11fs2 + fi2fs1 = 0. (2.81)

Vamos dividir a demonstragao em dois casos, dependendo se foo € constante ou nao.
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Caso I Suponhamos que fas é constante em U x U?, isto é fag = ¢, para uma constante

real c. Assim, a equacao (2.81)) equivale a,
—f1u1fs2 + fi2f31 = 0.

Note que como W # 0, a menos de um subconjunto de medida nula em U' x U2, segue que

f11 # 0 neste subconjunto. Deste modo, a tltima equagao equivale a,

f32 = @flz-

f11

Por hipdtese, o quociente entre f31 e fi1 é uma fungao h(z1) suave, dependendo somente da

varidvel z1, deste modo

f31 = hfu e fz=hfn.

Deste modo, fi1; = g, onde g é uma funcado suave de (z1,y1), f31 = hg, fio = P, onde P é
uma funcao suave de (z,z1,y) e fso = hP. E necessario que gy, # 0 el #0, de modo que

W = —ggy, ' # 0. Além disso a condicao ([2.14) equivale a cg — nP # 0. Deste modo,

Ji1 =y, Ji2=P,
far=m, f2=c¢,
f31 = hyg, fs2 = hP.
Com esta notagao, as condicoes e equivalem a
W gy, # 0,
nP # c,

respectivamente.

Por dltimo, substituindo fio = P, far = ¢, fs2 = hP, fi1 = g e f31 = gh em (2.79),
obtemos o sistema . Além disso, notamos que este sistema é irredutivel se, e somente
se, P2 + Py2 # 0. Assim, mostramos que as condi¢oes do Caso I sdo necessérias.

Caso II Suponha que f25 nao é constante.

Temos por hipdtese que fi1f31,4, — f31.f11,5; = 0 em U' x U?, ou seja o quociente % =g,
para g uma fungao suave da varidvel z1, logo fi1 = gl e f3; = [, com [ uma funcao suave das

varidveis (z1,y1) satisfazendo

W =g'll,, #0. (2.82)

A equagao ([2.81)) implica que

Ji2 = 9f32 — %(fzz,z% + fa2,91)- (2.83)
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Como f124, = 0, devemos ter que,

Jo2,20y 21 + fooy(lLyyyr — 1) = 0. (2.84)

Note que fa24 # 0, a menos de um subconjunto de medida nula, em U x U? pois caso
contrario, se fa2, = 0, a equacao acima implicaria que foo . = 0, a menos de um subconjunto
de medida nula, em U' x U2, pois ly, # 0. Sendo U L% U? conexo, isso implica que fao é
constante, o que ¢ um absurdo. Logo f32, # 0, a menos de um subconjunto de medida nula

em Ul x U?, assim
f22,-
f22,y

diferenciando com respeito a z e y obtemos,

f22z> (f222>
<) g, = (222 4, =0,
<f22,y 0 fo2y ), vt

como I, # 0, existe uma constante ¢ € R tal que

lyyz1 + lyyyr — 1 =0, (2.85)

f22,2 = cfaay,

isso implica que existe uma funcao real suave ¢ tal que,

fa2 = ¢(),
com & =cz+y e ¢'(§) # 0. Neste caso, a equacao ([2.85)), implica que
ly1 (C’Zl + yl) —l= 07

ou seja, o quociente entre [ e cz; + 1 € uma fungdo somente de z;. Assim, existe uma funcao
h suave da variavel z1 tal que,

= h(cz1 4 y1). (2.86)

Introduzindo, por conveniéncia g1 = gh e g3 = h, funcoes suaves de z; e considerando P,

uma funcao suave das varidveis (z, z1,y), temos que

1

fir = (1 +cz)gr, fra =P — —¢/(¢),
g3 g3

for=m, faz = &(¢), (2.87)
f31=(y1 +cz1)g2, fa2=P,
onde, g1 e g3 sao funcgoes suaves de z1, ¢ é uma funcao real suave, aplicada em £ = cz1 + y1,
tal que ¢’ # 0, ¢ € R é uma constante real e P é uma funcao suave das varidveis (z, 21, y).

Neste caso, W = (g} g3 — g491)(cz1 + y1), que equivale a,

9193 — g591 # 0.
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A condigao (2.14)) equivale a
/ g1 1 /
gilczr +y)d'(§) —n | =P — —¢'(§) | #0, (2.88)
93 g3
que é automaticamente satisfeita, caso contrario, se e expressao acima fosse nula, o coeficiente
de y; seria nulo, isso implica que g1¢'(£) = 0, o que é um absurdo. Neste caso o sistema

(2.76) é dado por (2.79)) em que as f;; satisfazem ([2.87)).

Finalmente, afirmamos que, neste caso, o sistema ([2.76)) é irredutivel se, e somente se,

(), oY) wmrvn e

Primeiramente vamos mostrar que a condicdo de irredutibilidade, F2 + Fy2 +G2%+ Gi #£0
é automaticamente satisfeita. De fato, mostraremos que uma condicdo mais forte é atendida,
Fy2 + Gz # 0. Suponha, por contradigao, que Fy = G, = 0. Diferenciando a equacao 1)

com respeito a y e zo, obtemos que

f12,z1y - f32,z1y =0.

Deste modo, diferenciando a primeira linha da equac@o (2.78)) com respeito a y e y1, € a

segunda linha com respeito a y e 21, temos

f31,2091 f22,4 = 0,

fll,y121 f22,y = 07

respectivamente. Como faay = ¢'(§) # 0, f31,2,01 = g5 € fi1,9121 = 91, segue que g§ = g5 =0,
consequentemente W = 0, um absurdo. Donde concluimos que a condig¢ao F 3+F5+G§+G§ #*
0 é satisfeita.

Note que a condicao (2.89) é necessaria. De fato, se g3 é uma constante e P = 0 temos
uma escolha nao trivial, tal que a condicao nao se verifica e F,, = G,, = 0 para o
sistema . Assim essa condicao é, de fato, necesséria.

Para mostrar que esta condicao é suficiente, note que, pela equagao , a fim de que
F2 4+ G2%, # 0 ¢ suficiente que (f122,)? + (f32,2,)? # 0, que por sua vez, ¢ equivalente a
condicao (2.89)).

Assim demonstramos que as condigoes sao, de fato, necessarias.

Para a reciproca, defina as f;;, 1 <i <3, 1 < j < 2, como consideradas em cada caso e

verifique diretamente que satisfazem as equagoes ([2.9))-(2.14]). O
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Segue imediatamente dos Teoremas e a classificacdo completa dos sistemas (52 1)

irredutiveis que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas com fo; = 1.

Teorema 2.7. Um sistema (S2,1) rredutivel descreve superficies pseudo-esféricas (resp.

esféricas), com fa1 = n € R, se, e somente se, (S21) € do tipo (2.57), (2.58), (2.75]) ou
2.70).

2.2.3 Com a condigao f;; =17

Nesta subse¢ao, daremos uma classificagdo dos sistemas do tipo (Sz1) irredutiveis que
descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas, com a condicao adicional que fi; = n é
uma constante real.

Conforme observado na introdugao, os sistemas de equacoes diferenciais que descrevem
superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com a hipdtese f1; = 1 sdo exatamente os mesmos
sistemas para o caso f2; = 7, bastando considerar a transformacao ({0.14). Deste modo, a
classificacao dos sistemas do tipo S21 com f11 = 7 pode ser obtida através da classificagao
dos sistemas do tipo (S21) com fo;. Em geral, apesar das equacoes diferenciais serem as
mesmas, observamos que os problemas lineares associados podem ser diferentes.

Analogamente aos Teoremas e consideraremos duas situagoes, dependendo do

quociente entre fo1 e f31 depender, ou nao, da variavel y;.

Teorema 2.8. Um sistema (Sq,1) irredutivel descreve superficies pseudo-esféricas (resp.
esféricas) para funcoes suaves fij, 1 < i < 3,1 < j < 2, satisfazendo — , com

fii=n€R e f31fory, — fo1fa14, # 0 se, e somente se,

Caso I
1
2= g A(gstaz — g2M32)2 —pln (93 — 893) + hags — Shago]+
+93(Ha 21 + Hoyy1) — g2(Hs 221 + H3yy1) +n (93Hs — dg2Ho)}
1 2.90
yie= gy (G Hses = oo )y + (ByHacy — g, 2o (290
—(ghy1 + hi)(Ha 21 + Ha gy +nHs — (g3y1 + ha)p)+
+(ghy1 + hh)(Hs .21 + H3yy1 + 6nHs — 0(g2y1 + ha)p)}

onde g;, hi, i = 2,3, sdo fungdes suaves de z1 satisfazendo

V= goh3 — gsha # 0, W = (9593 — 9392)y1 + hgs — hyga # 0,

() + () + (32 + (32 o
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ep(z,y) € uma funcao suave das varidveis (z,y) tal que p, e p, sio linearmente independentes,

e
hipy — giz1p .
Hy = ———= Vl =, =23,

com § =1 (resp. —1). Neste caso,

fll =1, f12 =D,

hapy — ga2z1p
f21 = g2y1 + hon, fo2 = %7
hapy — gzz1p
f31=—g3y1 —h3,  fa2= —%-

Caso I
1

A= 3y {8'(€)(950y, — 93Py, )22 — blaz1 + by1)9" (§)+
+(92qy, — 0921y, )0’ (§) — (aqy, — PPy, )P(E)},

(2.91)
Y1t = % {8 (6)(93P21 — 95421 )72 + (az1 + by1) (93P2 — 9242, )" (§)+

— (9342, — 09202, )19’ (§) + (942, — dpp=,)9(€)},

\

onde, § = 1 (resp. —1), g2, g3 sdo fungdes suaves de z1 tais que (g5)* + (g5)*> # 0, p e q sdo

fungoes suaves de (z1,y1) tais que
P93 — qg2 = az1 + by,

Py, — qPyx ?é 07 W = P29y, — Py19= 7& 07

e ¢ € uma funcao real suave nao constante, aplicada em & = az+by, em que a,b sdo constantes
reais tais que a® +b% # 0.

Neste caso,

fu=mn, fi2 = ¢(8),
fa=p, fa2 = 929/ (),
fa1=—q, fs2 = —g3¢'(§).
Além disso, nos dois casos, cada sistema € condicao de integrabilidade dos problemas
lineares e onde A,B,A e B sio definidas pelas respectivas funcoes fi;, 1 < i < 3,
1<j<2

Teorema 2.9. Um sistema (S2,1) rredutivel descreve superficies pseudo-esféricas (resp.
esféricas) para fungoes suaves fi;, 1 < i < 3,1 < j < 2, satisfazendo - , com

fii=n€eR e f31fo14, — fo1f315, =0 se, e somente se,
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Caso I
P h? -6
1= —22+ I, (gc —nP),
P o (2.92)
B 9. P — gPs, ghh' + g, (h* = §) P.z1 + Py
= — |7V 22— ; (gc—nP)+ ———,
99y, gl gy, 9y
onde § =1 (resp. 6 = —1), g € uma funcao suave das varidveis zi,y1, h € uma fun¢do suave

da varidvel z1, tal que h'gy, # 0, ¢ é uma constante real e P(z,21,y) € uma fun¢ao suave de

(2,21,y) tais que nP # cg e P2 + Py2 £ 0.

Neste caso,
Jii=mn, fiz=¢,
fa1=g, Jo2 =P,
f31 = —hg, f32 = —hP.
Caso I

(

1
Ar= {93(H.21 + Hyy1 + H, 22)+

—g2(P.z1 + Pyy1 + Pz z2) — ¢(€)(cz1 +y1) (93 — 693) + n(gsP — g2 H) |, (299)
cz1 + L+ c :
(2 F 9B H P (b1 4 Boyny o+ Pyt — Sgaless +31)H(E) + nH)+

(cz1 +y1)g5 + cg3

| - W (H.z1 + Hz 20 + Hyyr — g3(cz1 + y1)o(§) +nP).

Y1t =

onde, 6 =1 (resp. —1), g2,93 sdo fungoes suaves de z1 tais que ghgs — g5g92 # 0, ¢ € uma
fungdo real suave, ndo constante, aplicada em & = cz+ 1y, com ¢ € R uma constante real e P

é uma fungao suave de (z,z1,y) satisfazendo a condi¢do genérica,

((Z;P> L J <913>/¢’(§)> 2 +(P)? £0,

1
com H = g—;P — 59—3&(5) e W = (ghgs — gh93)(cz1 + y1).

Neste caso,
fin=mn, fi2 =9(&),
fo1 = (y1 + cz1) 92, f2 = H,
f31 = —(y1 + cz1)gs, fa2 = —P.

Segue imediatamente dos Teoremas e a classificacdo completa dos sistemas (S2,1)

irredutiveis que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas com f1; = 7.

Teorema 2.10. Um sistema (S21) irredutivel descreve superficies pseudo-esféricas (resp.

esféricas), com fi1 = n € R, se, e somente se, (Sa1) € do tipo (2.90), (2.91), (2.99) ou
:
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2.3 Aplicagao: Nova familia de sistemas (5;1) que descrevem

simultaneamente superficies pseudo-esféricas e esféricas.

Nesta secao aplicaremos o resultado de classificacao dado no Teorema para obter uma
familia, um parametro e cinco fungdes arbitrarias, de sistemas do tipo (S21) descrevendo
simultaneamente superficies pseudo-esféricas e esféricas, com a propriedade de serem condicao
de integrabilidade de vérias familias a um parametro de problemas lineares. Além disso, novos

exemplos serdao apresentados.

Proposicao 2.3. O sistema descreve simultaneamente superficies pseudo-esféricas e esféricas,

S

1 s
s = (s + 2 k= o))

S8}

1 1
Upt = ; <53pux:r; - T(Tk - P53)> )
L (2.94)

onde k € R uma constante e s1(uy), s2(uy), s3(uz), r(ve), p(u,v) cinco fungoes suaves tais

que, s17's9s3 # 0, ps3 # kr, p2 +p2 # 0. Neste caso as fungdes fij associadas sao dadas por,

fi1 =71s2C_5 (ns1) fi2 = psas3C_s5 (1)
far=mn, J22 = nk,
f31 = 6rsaS_5(ns1), f32 = dps2s3S_s (ns1),
onde § = 1 para superficies pseudo-esféricas, e d = —1 para superficies esféricas, n # 0 € um

parametro real nao nulo e C_5,S5_s denotando coseno e seno hiperbolicos ou trigonométricos

conforme a notagao .

Demonstragao. E uma consequéncia do Caso I do Teorema Com a notacao adotada,
consideramos v = z,u; = 21, Ugy = 22,V = Y,V = y1. Por hipdtese, considere k£ € R uma
constante s1(21), s2(21), s3(z1), fungoes suaves de z1, r(y1) funcdo suave de y; e p(z,y) funcao
suave de (z,y) tais que s}7'sas3 # 0, p? + pz # 0 e n # 0 um parametro real nao nulo.

Seguindo a notagao do Teorema Caso I, considere,

o g=rs52C_5(ns1),

5_s(ns1)

o h=0———%,
C_s(ns1)

.« o=k,

o P =psys3C_s(nsi).
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Note que as condigoes do Teorema [2.6] Caso I, para estas escolhas sao satisfeitas. De fato,

h/ — n !0 0
Iy 50_5(77581)81T827é )

nP # cg se, e somente se, ps3 # rk,
P2+ Py2 #0 se, e somente se, s353C%5(ns1)(p? —|—p§) # 0.
Finalmente vamos mostrar que, com estas escolhas, o sistema dado na equagao (2.75)) se reduz

ao sistema dado na equagcao (2.94)). De fato, note que,

P S3
—Z22 = —PlUgxg,
T

g
h? —

gh’ (gc - UP) = *a(rk 7p53)a
_Ga P gl _ ﬁ

99 e

ghh' + g, (h* = 5) S

_ _nP) = k—
gl gy, (ge = nF) s28y7” (rk ~pes),
P21+ Pyyr 83
I = 2 (paz1 + pyy)-
Jy1 r
Substituindo as relagoes acima no sistema ([2.75) obtemos o sistema ([2.94]). O

Observagao 2.2. O sistema ([2.94]) é equivalente a condicao de integrabilidade , das
familias a um parametro, n # 0, de problemas lineares do tipo

aszu 0

Oz ot
com ¥ = (¥, ¥y)T, onde A, B pode ser dado por,

U = BV,

1 rsoe %1 1 k psasze” 151
a=_| " . B=: ! ,
2 rbe’ls1 —n 2 pSgsgel®l —kn
ou,
1 in rSoe st 1 1kn psys3e” 51
A== , B=—
— 1§95t —in 2 —psgs3el®l —tikn

Alternativamente, o sistema (2.94)) é equivalente a condigao de integrabilidade (0.12)), da
familia a um parametro, 1 # 0, de problemas lineares

0 0

Oy di, Zi-pi
oz ’ ot ’

onde \if = (\i’l, \i’g, \ifg)T,

0 rsoC_g5 (ns1) n
drseC_g (ns1) 0 orseS_s(ns1) |
on —0rs2S_s (ns1) 0

s
I



2.3 Aplicacao: Nova familia de sistemas (S21) que descrevem simultaneamente superficies

pseudo-esféricas e esféricas. 96
0 ps2s3C_s (ns1) nk
B = 6ps2ssC_s(ns1) 0 0psas3S_s (ns1) |
onk —0psas3S_s (ns1) 0
com ¢ = £1.

O seguinte corolario é uma consequéncia da Proposicao (2.3)) e apresenta uma familia a

uma funcao arbitraria de sistemas que descrevem superficies pseudo-esféricas,

Corolario 2.2. Sejam «, 3 constantes reais tais que o + B2 # 0, ¢(v) wma funcdo suave,

ndo constante. Entdo o sistema abaizo,

v
= 2, + B) (s + )
vi+1
1 6(v) ) (2.95)
Vgt = 5 U: QUgy + 5(1)’(1))(0[1% + /8)7
descreve superficies pseudo-esféricas, para funcoes f;; associadas,
v2 41 1 o(v) 1
f11:2<ug+u2)a f12:(aux+B)T (Ug‘i‘qﬂ;)a
Jar=m, Ja2 =0, (2.96)
2+l , 1 o) ([, 1
f31= 5 (Ua:—ug)v f32—(04um+5)7 (“x_ug)
onde n # 0. E também descreve superficies esféricas para funcoes f;; associadas,
fii= (Ug + 1) 005(77 lnum)a fi2 = (auw + B)qb(v) COS(77 In ua:)a
f21 =1, f22 = 0) (297)
f31 = —(v2 + 1)sen(nlnuy), fa2 = —(auy + B)o(v) sen(nlnwuy,),
com n # 0.

Demonstracao. E uma consequéncia da Proposigao
De fato, seguindo a notagdo da Proposigao considere, 7 = v2 + 1, p(u,v) = ¢(v),
s1 =1Inug, ss =1, s3 =au, + 5 e k= 0. Note que as condigoes,
/. 20,
sir'sass = — (auy + B) # 0,
Uy
pss — kr = ¢(v)(auy + B) # 0,

ps+ps=¢(v) #0,

sao atendidas pela hipdtese de ¢ nao ser constante e au, + 3 # 0. O
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Observagao 2.3. O sistema é condicao de integrabilidade de familias a um parametro,

n # 0, de problemas lineares,

0 0

— U = AU —VU = BY
Ox ’ ot ’
onde U = (¥, Wy)T,
1 02+ 1ug " 0 wuy"
4=3 R B = (auy +5) 20 N
(v3 + Dug —1) ul o0
ou
: 2 —inlnu inlnu,
1 7 vE+ 1)e Mt 0 eVnint
2 (Ug 4 1)6—17711111,35 _”7 2 e—znlnux 0

Alternativamente, o sistema € condig¢do de integrabilidade de familias a wm parametro,

n # 0, de problemas lineares

9 . s O~ an
— U = AV —V¥ = BY
0w ’ ot '
onde W = (U1, Uy, U3)7T,
v:+1 1
A v2 41 1 v2 41 1
vZ2 41 1
1 i <ug — uZ) 0
1
0 ug + — 0
(v) 1 “QC 1
v
B = (auy; + ) 5 uZ—Fu—Z 0 ui = |
Uz
ou,
0 (v2 +1) cos(nInu,) n
A= —(v7 4 1) cos(nInuy) 0 —(w2+1)sen(nlnug) |
—n (v2 + 1) sen(nlnuy) 0
0 cos(nInuy) 0
B = (auy + B)o(v) | — cos(nInu,) 0 —sen(nInuy,)

0 sen(nInwy,) 0
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O proximo exemplo é um sistema descrevendo simultaneamente superficies pseudo-esféricas

e esféricas contida na familia a um parametro e cinco fungoes arbitrarias dada na Proposicao
E3).
Exemplo 2.1. O sistema

Ut = (u0) (g + )0, (2.98)

Vgt = (Uv)xa

descreve superficies pseudo-esféricas com,

e também descreve superficies esféricas com,

fi1 = vz cos(nlnuy), fi2 = uv cos(nInuy),
Jor=m, Ja2 =0,
fa1 = —ugsen(nlnuy), fa2 = —uvsen(nlnuy),

onde n # 0.

De fato, segundo a Proposicao considere § = 1, k =0, s = Inug, s9 = s3 = 1
constantes iguais a 1, » = v, e p = wv. Note que para estas escolhas as hipdteses da

Proposicao sao atendidas,

1

/.

5118983 = — # 0,
Uy

ps3 — kr =uv # 0,
p2+p2 =02 +u #£0.

Além disso, o sistema (2.98)) é condigao de integrabilidade da familia a um parametro a

um parametro, 1 # 0, de problemas lineares,

0 0
— VU =AU —¥ = BU
Ox ’ ot ’
onde ¥ = (U, Uy)T,
RN B Y RO
2 vpun =N 2 ul 0



2.3 Aplicacao: Nova familia de sistemas (S2,1) que descrevem simultaneamente superficies
99

pseudo-esféricas e esféricas.

ou,
) 1 Z'n vxe—in In ug 5 0 e—i'r] In ug

= — s = ]

2 —vge 2 ein In ug 0

inlnug _in
Alternativamente, o sistema (2.98]) é equivalente a condigdo de integrabilidade (0.12), da

familia a um parametro, 1 # 0, de problemas lineares do tipo

0. s 0:  Aa
— VU = AV — U =BV
Ox ’ ot ’
onde \if = (\i’l, \i’g, \ifg)T,
Vg 1
o Ve n 1 Vg n 1
Vg n 1
1
1 e 1
AU
Uz
ou,
0 vy cos(nInuy) n
A=| —o, cos(nInuy) 0 —ugsen(nlnug) |
—n vg sen(n Inuy) 0
0 cos(nInuy) 0
B=uv| — cos(nlnuy) 0 —sen(nlnug)
0

0 sen(nInwuy,)



Capitulo 3

Sistemas do tipo (S, ), com
n,m > 2, que descrevem superficies

pseudo-esftéricas ou esféricas.

Neste capitulo, consideraremos sistemas de equagoes diferenciais para duas fungoes reais

u, v definidas sobre um aberto de R? com coordenadas (z,t), do tipo,

u :FU,U,...,U n, VU, VUgy eeey Ugm ),
(Sum) (s B, 0, Uy oy Bam) (3.1)

Vgt = G(u,ux, coey Ugny Uy Ugy oeey ’Uxm),

onde F' e GG sao fungoes suaves que dependem de u e v e suas derivadas com respeito a x até a
ordem n e m, respectivamente, em que n,m € N com n,m > 2. Os sistemas com n =m = 1
o foram considerados no Capitulo [1| e os sistemas com n =2,m =1 oun = 1,m = 2 foram
considerados no Capitulo

Estaremos interessados em estudar sistemas do tipo (S1,1) que descrevem superficies
pseudo-esféricas ou esféricas para funcoes associadas que f;; dependendo das varidveis de-

pendentes u, v e suas derivadas do mesmo modo que F' e G, isto é, vamos considerar
fig (U Uz, ooy U, U, Vg, ooy Vg, 1<1<2,1<75<3.
Adotaremos a seguinte notacao, sejam n,m € N,
U= 2o,

v = Yo, 9 = W ji=1,..,m. (3.2)
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Em alguns casos, omitiremos o indice 0 e denotaremos zg = z e yp = y. Com esta notacao o

sistema (Sy, ) € escrito como,

21t = F(ZO, 21y -eey 20y YO, Y1y ey ym)7
(3.3)

Yt = G(ZO7 21y -9 2ns Y05 Y1y -0y ym)
Este capitulo é organizado da seguinte forma. Na Secao daremos condicoes necesséarias
e suficientes para que um sistema do tipo (Spm), n,m > 2, descreva superficies pseudo-
esféricas ou esféricas. Em seguida, na Segao apresentaremos uma classificacao completa
destes sistemas com a hipdtese adicional de que pelo menos uma das fungoes f11, fi2 ou f31 €
uma constante n € R. Como consequéncia desta classificagdo apresentaremos, na Se¢ao 3.3

novas classes de tais sistemas do tipo (S22). Cada sistema é condigao de integrabilidade de

familias a um parametro de problemas lineares.

3.1 Caracterizacao dos sistemas do tipo (5,,,), com n,m > 2.

Esta secao serd divida em trés partes. Na primeira subsegao usaremos a teoria de Cartan-
Kéhler para descrever os sistemas do tipo (Spm), n,m > 2, em termos de um sistema de
diferenciais exteriores. Em seguida na Subsegao[3.1.2]discutiremos a interpreta¢ao geométrica
de sistemas (Sym), n,m > 2, que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas. Por
ultimo na Subsecao |3.1.3| apresentaremos, no Teorema |[3.1} uma caracterizacao dos sistemas

(Sn.m), m,m > 2 que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas.
,

3.1.1 Abordagem por sistemas de diferenciais exteriores.

Nesta subsecao vamos interpretar o sistema (S, ), n,m > 2 como um sistema de dife-
renciais exteriores.

Sejam U C R? um aberto de R? com coordenadas (z,t) e M*+7+m ¢ RZx R xR™ ! um
subconjunto aberto e conexo de R4"*™ com n, m > 2. Consideraremos M*T"+™ como sendo
uma variedade diferencidvel (4 4+ n 4+ m)-dimensional com coordenadas (z,t) X (2o, ..., 2n) X
(Y0, -+, Ym). Deste modo, para um sistema , as fungoes F,G podem ser vistas como
funcoes reais suaves, sobre a variedade M4t que sdo constantes com respeito as varidveis
(x,1).

Dadas duas fungoes suaves, u,v em U,

uw,v:UCR? SR



3.1 Caracterizagao dos sistemas do tipo (Spm), com n,m > 2. 102

fica definida uma superficie em M4+ por,

d:U C R? » MAntm,

O(x,t) = (x,t,u(x,t), up(z,t), ooy ugn (2, ), (2, ), V0 (2, ), ooy Vym (2, 1)) (3.4)

Veremos na Proposicao como esta aplicagdo é usada para justificar a notagao (3.2)) e
como, a partir dela, relacionar um sistema (Sy ), 7, m > 2, com um sistema de diferenciais

exteriores.

Proposigao 3.1. Seja T o ideal em M**"™  com n,m > 2, gerado pelas formas,

II; = dz; ANdt — z;1dz A dt, 0<i<n—1,
Aj =dy; Ndt — yj1dx A dt, 0<73<m—1,
II, =dzpy ANdx Adt, 11 =dz NAdx+ Fdzx A dt,

Ap, = dym Ndx ANdt, A =dy; Adx+ Gdx A dt. (3.5)
Entao, I € fechado por diferenciacio exterior, ou seja dL =0 (modZ). Além disso,

A) Se o par de fungdes suaves u,v: U C RZ — R ¢é uma solucdio do sistema (Sn,m), entdo

a aplicagdo ®, definida por € uma superficie integral do ideal T.

B) Reciprocamente, dada uma superficie integral do ideal T, ¥ : V C R? — M**ntm  com
V um aberto de R? e ¥, e U, linearmente independentes, entao, localmente, as funcéoes
proje¢oes de W(V) C M sobre (x,t) x (2) e (x,t) x (y) formam grdficos de uma

solugdo de (Spm)-

Demonstragcdo. Primeiramente, vamos mostrar que o ideal Z é fechado por diferenciagao
exterior.

Mostraremos que dIl; € Z, parai=0,...,n. Seja 0 < <n — 2,
dll; = —dzig1 ANdx Ndt = dzip1 ANdt AN dx = (T4 + zigadx Adt) Adx =114 A dx.
Parat=n—1,
dll,—1 = —dzp, ANdx AN dt = —I1,.
Considerando i = n,

dll,, = d(dzp, A dx A dt) = 0.
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Analogamente, mostramos que dA; € Z, para j =0, ...,m. Seja 0 < j <m — 2,
dAj = —dyj1 Ndx AN dt = dyi1 ANdENde = (Ajp1 + yjpode Adt) ANde = Ajpq Ade.
Sej=m-—1,
dAp—1 = —dym Ndx Ndt = —Ap,.
Com j =m,
dA,, = d(dym A dx A dt) = 0.
Por dltimo mostraremos que dll, dA € 7.

dll = dF Adx Adt,

n m
= | Fudui+) Fydy; | AdoAdt,
i=0 j=0
n—1
= F.dza AdoAdt+  Fodz Ade Adt+
=0
m—1
+Fy,, dym Adx Adt + > Fydy; Ads A dt,
7=0

n—1
= F, .+ Y —F., (I + zide Adt) Ada +
=0

m—

1
+Fy, Am + Y —Fy (A + yjade Adt) Ada
7=0
n—1 m—1
= F0,-Y FI;Adv+Fy Ap— Y FyA;
i=0 §=0
Analogamente,
n—1 —1
dA = G, T, = Y G I Ada + Gy, Ay — Y Gy A;.
i=0 =0

Deste modo, dZ C Z, ou seja, o ideal Z é fechado por diferenciacao exterior, o que prova a
primeira parte da proposicao.
A demonstracao da equivaléncia entre A) e B) é andloga a demonstracao da Proposigao

L1l O

3.1.2 Interpretacao geométrica e exemplos.

Nesta subsegao discutiremos a interpretacao geométrica de sistemas (S, ), com n,m > 2,

que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas e apresentaremos dois exemplos de sis-
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temas do tipo (S2,2), que descrevem superficies esféricas e pseudo-esféricas.

A seguinte definicao é andloga a Definicao [1.2] apresentada na Subsecao [1.1.3

Definigao 3.1. Dizemos que o sistema (S, ,,), com n,m > 2, descreve superficies pseudo-
b
esféricas (resp. superficies esféricas) se, existem seis fungdes reais suaves f;;, 1 < i < 2,

1 <j <3 em MM tais que o ideal J em M*TH™ gerado pelas formas
W =dw —w3 ANwy, Qo =dwr —wi Aws, 03=dws—dwi Aws, (36)

nas quais w; = fidr + fiodt, 1 <i<3ed =1 (resp. 6 = —1) e w; Awy # 0 e 0 ideal Z em
MAntm gerado pelas formas (3.5) coincidem em M*T7™ isto ¢ J = T.

Observagao 3.1. A interpretacao geométrica da Definicao [3.1] é analoga a interpretacao

dada pela Proposicao [1.2] apresentada na Subsecao [1.1.3

Por simplicidade, podemos omitir a aplicacio ® e identificar as 1-formas w;, em M*Tn+m,
com ®*w;, i = 1,2,3, no aberto U C R?. Com esta identificacio e usando coordenadas locais

(z,t) € U, podemos reescrever a Definigao

Definicao 3.2. Um sistema do tipo (Spm), n,m > 2, para varidveis dependentes u,wv,
descreve superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) se, existem seis fungoes f;;, 1 < i <
3,1 < j < 2, dependendo de u,v e suas derivadas com respeito a = até a ordem n e m,
respectivamente, tais que as 1-formas w; = findx + fiodt, i = 1,2, 3, satisfazem as equagoes

de estrutura,

dwi = w3z A wa,

dwo = w1 A ws,

dws = dwi A wa,
w1 Awg # 0,

com § =1 (resp. —1) se, e somente se, u,v ¢é solugao do sistema,
Ugt = F(Uy Ug ey Ugn , U, Ugy vy Ugm ),
Vgt = G(Uy Ugy cvvy Ugn, Vy Vgany Ugm ).

A seguir apresentaremos dois exemplos de sistemas do tipo (S22), que descrevem su-
perficies pseudo-esféricas ou esféricas. O primeiro exemplo descreve superficies pseudo-

esféricas e o segundo descreve superficies esféricas.

Exemplo 3.1. (“Vector short-pulse equation”tipo I [24],[25], [31])
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Upt = U + % (wvug),

(3.7)
Vgt = U + % (uvvg), -

Considere § = 1, n # 0 um parametro real e defina,

Ji1= g(vm+u:p)a fi2 = %(U_u)_'_guv(ux‘i‘vm)a
Ja1=m, Ja2 = %Jr%uv,
f31 = g(%—ux)a f32: %(u+v)+guv(vx_um‘)'

Mostraremos que as equagoes de estrutura de uma superficie pseudo-esférica sao equivalentes

ao sistema (3.7)). De fato, as equagdes de estrutura,

dw) = w3 A wa,
dwo = w1 A ws,

dws = w1 A wa,

expressas em coordenadas locais equivalem a,

—fi1,e + fi2,e = f31.f22 — f32fo1,
—fort + fo2.0 = f11f32 — fi2f31,
—f31,t + fa2,e = f11foe — frafor,
pelas escolhas das funcoes f;;, 1 <7 < 3,1 < j < 2, vemos que a segunda linha ¢ uma

identidade, enquanto a primeira e terceira linhas equivalem a,
— Vgt — Ugt + %((uvux)r + (uvvy)z) = —u — v,
— Vgt + Uyt + %(—(uvux)x + (wvvg)y) = u — v,
a soma e a subtracao destas expressoes é equivalente a,
Upt = U+ % (uvuy), ,
Vgt =0+ & (uvvy),
que ¢ sistema ((3.7)).
Observagao 3.2. Note que a equagao vetorial do tipo “short-pulse” (3.7]) se reduz a equagao
“short-pulse” (veja [30]) sob a condigao u = v,

1
Upt = U + é(ug’)m (3.8)

Exemplo 3.2. (“Vetor short-pulse”tipo II [24])
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Ups = U + % ((u2 + v2)ux)

' (3.9)
Ugt = U + % ((u2 + 112)1)36)90.
Considere agora 6 = —1, n # 0 um parametro real e defina,
J11 = —nvg, fi2 = —u — (W + v?)vg,
fa=mn, for = = + 3(u? +0?), (3.10)
f31 = N, fa2 = —v+ Z(u? + v?)u,.

Mostraremos que as equagoes de estrutura de uma superficie esférica sao equivalentes ao

sistema ([3.9)), de fato,

dwi = w3 A wa,
dwo = w1 A ws,

dws = —w1 A wo,

¢é equivalente a,

—Jue + fize = farfa2 — faafar,
—fort + fo2 = fr1f32 — f12f31,
—f31,6 + f32,0 = —fi1fa2 + fiafor,
substituindo as fungoes f;;, 1 <i < 3,1 < j < 2, vemos que a segunda linha ¢ uma identidade

e a primeira e terceira linhas equivalem a,

Vgt — %((u2 +0H)vg)e = v,

— Uyt + %((u? +vHug)e = —u,

que é o sistema (3.9)).

3.1.3 Resultado de caracterizacao e um resultado de nao existéncia.

Nesta subsegao apresentaremos, no Teorema (3.1} uma caracterizacao dos sistemas do tipo
(Sn,m), com n,m > 2, descrevendo superficies esféricas ou pseudo-esféricas. Mostraremos, no
Corolario que sob certas condigbes, para que um sistema do tipo (S ), com n,m > 2,
descreva superficies pseudo-esféricas ou esféricas é necessdrio que o sistema seja linear nos

T u
termos % e gx%} .

O seguinte teorema, nos dd uma caracterizagao dos sistemas (Sy ), com n,m > 2, que
descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas supondo que as funcoes associadas f;;

dependem de (20, ..., Zn, Y0y -y Y )-
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Teorema 3.1. O sistema diferencial (Sym), com n,m > 2,
214 = F (20, s Zny Y0, -+ ,
1,6 (20 15 Y05 -+ Ym) (3.11)
yl,t - G(Z()u ey Zny YOy -eey ym)7
descreve superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com funcoes fij(20, ..., Zns Y0, s Ym) s
com1<1<3,1<5 <2, se, e somente se,
fk‘l,zi =0, fkl,yj =0, k= 1,2,3, 1=0,2,3,...n, j=0,2,3,...,m,
fk?,zn = 07 fk’?,ym = 07 k= 17 27 37 (312)
2 2 2
fiz fig N forz0 fog N fiiz S (3.13)
f21,zl f21,y1 f31,zl f31,y1 f31,21 f31,y1
n—1 m—1
— i1 F = g G+ Y fazzion+ Y, fogyien — faifoe + faafor =0, (3.14)
i=0 §=0
n—1 m—1
—fo1,.. " — fo1,,, G + Z f22,2;%i41 + Z J22;Y5+1 — f1nfs2 + fi2f31 =0, (3.15)
i=0 §=0
n—1 m—1
—f31,0F — f31,5,G + Z f32,2; Zig1 + Z f32,;U5+1 — 0 f11foz + d frafo1 = 0, (3.16)
i=0 §=0
Ji1fa2 — fiz2far # 0, (3.17)

onde § =1 (resp. —1).

Demonstracdo. Primeiramente mostraremos a condigao necessdria. Suponha que o sistema

(Sn,m) descreve superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas). Entao, o “pullback”pela ® em

MAFnEm - definida em (3.4), anula os ideais Z (com § = 1 e § = —1 respetivamente) e J

simultaneamente. Ou seja ao longo da superficie ®,

dwi = w3 Awa, dwy=wi Awsz, dws= 0w Awa,

dzi Nde = —Fdx Ndt, dz ANdt = zi41de Ndt, i=0,...,n—1,

dyy Ndr = —Gdx Ndt, dy; Ndt =yjde ANdt, j=0,..,m—1

(3.18)

(3.19)
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Note que, para k=1, 2,3,

dw = d(fr1) Ndx + d(fre) Adt

n m n m
= Z fr1,z,dz N dx + Z fr1y,dyj N dx + Z Jr2,zdz N dt + Z Jray,dy; N dt
i=0 j=0 i=0 7=0

n m
= frrmdn Ade+ > fozde Ade+ fragdyp Ado > frg,dy; Ado +

i#1 j£1
n—1 m—1
+fr2zndon NdE+ " frozdzi AdE+ froy, dym Adt+ > oy, dy; Adt.
i=0 =0

Usando as relacoes (3.19), temos,

n m
dwpy = —frr Fdo Adt+Y " frizdz Ade — fryy,Gdo Adt+ ) fray,dy; Ade +
i#1 j#£1
n—1 m—1

tfrzzndon NdE+ Y frozziprde Adt+ froy,, dym AdE+ > froy, yjcrds A dt
i=0 Jj=0
n—1 m—1

= | —fror o F = fr1,, G+ Z Jr2,2 %41 + Z fr2,;Yj+1 | do A dt +
i=0 =0

n m
+ Z fr1,2,dz; Ndx + Z Tr1y; Ay Ndx + fro ., dzn A dt+ froy,, dym A dt.
i#1 j#1
Equacionando os coeficientes de dx A dt na expressao acima, para k = 1,2,3, com o lado

direito de (3.18) obtemos as equagoes (3.14)), (3.15)) e (3.16|) respectivamente. Os demais

termos que nao sao coeficientes de dx A dt devem se anular, donde temos as relagoes (3.12)).

A equagdo equivale a w1 Awy # 0 e garante que métrica seja nao degenerada e deve
ser satisfeita por definicdo. Finalmente a condigao genérica deve ser satisfeita para que
as equacoes (3.14), (3-15)) e (3.16) sejam equivalentes ao sistema (3.11)).

Para mostrar que esta condicao é suficiente, consideramos as f;;, ¢ <1 < 3,1 <5 < 2,

satisfazendo as condigoes (3.12)-(3.16) e definimos localmente w; = fi1dx 4+ fiodt. Assim o

sistema com F' e G obtidas através das equagoes (3.14]), (3.15) e (3.16]), descreve superficies

pseudo-esféricas (resp. esféricas) com as fungoes fi;, 1 <i < 3,1 < j <2, consideradas. [

Como aplicacao do Teorema mostraremos que uma condicao necessaria para um

sistema (Sym), com n,m > 2, descreva superficies pseudo-esféricas ou esféricas é que este

. . u3 m . . .
sistema dependa linearmente dos termos % e gxﬁi. Mais precisamente, temos a seguinte

proposicao.
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Proposigao 3.2. Considere um sistema do tipo (Sym) com n,m > 2. Para que este sistema
descreva superficies pseudo-esféricas ou esféricas com fungoes associadas fi;, satisfazendo
-, € mecessdrio que
216 = F1 + Fazp + F3ym,
" " (3.20)
Y1t = G1 4+ Gazp + G3ym,
onde Fi, Gy, k =1,2,3, sao funcioes suaves de (20, ...2n—1, Y0, - Ym—1)-
Demonstragdo. Seja um sistema (.S, ), com n,m > 2 e suponha que este sistema descreve

superficies pseudo-esféricas ou esféricas com funcoes f;;, 1 <i < 3,1 < 5 < 2. Pelo Teorema

valem as equagoes ((3.12))-(3.17)).
Diferenciando as equagoes (3.14)-(3.16)) com respeito a z, € Y, obtemos

1, Fap — fr1y,Gap =0,
—fo1,:Fap — f21,5.Gap =0,

—far, Fap — f31,50.Gap = 0,

em que «, B € {zn, Ym }-
Segue da equacao (3.13) que F, g = G4 g = 0, para todo «, B € {z,,ym}, ou seja, F e G

sao lineares nos termos z, e y.,,, 0 que demonstra esta proposicgao. ]

Como consequéncia imediata da ltima proposicao, apresentamos um resultado de nao

existéncia.

Corolério 3.1. Nao existem sistemas do tipo (Sym), com n,m > 2, descrevendo superficies

pseudo-esféricas ou esféricas para fungoes associadas f;;, satisfazendo -, que de-

penda de modo nao linear de uzn 0U Vym.

3.2 Resultados de classificagao para sistemas (5, ,), n,m > 2.

Nesta segao, apresentaremos uma classificagao de sistemas do tipo (Spm), n,m > 2, que
descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas impondo a condicao de que pelo menos
uma das fungbes fi1, fo1 ou f31 seja uma constante, dada por um parametro real . Apre-
sentaremos, também, um resultado de classificagao para sistemas de equacoes diferenciais do

tipo,

21 = F1(20, 21, Y0, 1) + Q(20, Yo) 22, (3.21)

y1,t = G1(20, 21, Yo, y1) + Q(20, Y0)y2,
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com Fp, G e @ funcoes suaves, que descreve superficies pseudo-esféricas ou esféricas com a
condicao fo; = n. Notamos que a classe de sistemas contém as equagodes vetoriais do
tipo “Short-pulse” e .

Dado um sistema do tipo (Sz2), observamos que, se F' e G nao depende da varidvel zo
(resp. y2), ou seja, se F,, = G,, = 0 (resp. F,, = Gy,), entao este sistema equivale a um
sistema do tipo (S72) (resp. (S2,1)) que foi estudados no Capitulo 2] Em geral, para sistemas
S(n,m), n,m > 2, se F' e G nao dependem da varidvel z, (resp. da varidvel y,,), ou seja, se
F., =G., =0 (resp. F,,, = G,,,), entao este sistema equivale a um sistema do tipo sistema

(Sn—1,m) (resp. (Snm—1)). Esta observacao nos motiva a considerar a seguinte definicao.

Definicao 3.3. Dizemos que um sistema (S ), n,m > 2, é irredutivel se, as fungoes F' e
G satisfazem

2 2 2 2
(F7, + GL)(F,, +G},) #0,
para todos os pontos de seu dominio com excecao de um subconjunto de medida nula.
Deste modo, no que segue, estaremos interessados em sistemas do tipo (Sym), n,m > 2
que sejam irredutiveis.
3.2.1 Com a condigao f3; = 7.

Nesta subsecao enunciaremos e demonstraremos um teorema que nos da uma classificagao
dos sistemas do tipo (Sym), irredutiveis, para n,m > 2, que descrevem superficies pseudo-

esféricas ou esféricas, com a condicao adicional que f3; = 1 é uma constante real.

Teorema 3.2. Um sistema (Spm) irredutivel com n,m > 2, descreve superficies pseudo-
esféricas (resp. esféricas) para funcoes suaves fi;, 1 < i < 3, 1 < j < 2, satisfazendo

—, com f31 = n se, e somente se, existem

o uma fungdo suave q(2o, ..., Zn—2, Yo, ---s Ym—2) NGO constante,
o funcoes suaves g(z1,y1) e h(z1,y1), tais que W := g, hy, — gy, hzy # 0,
e uma funcdao arbitrdaria P(zo, ..., Zn—1,Y0, -, Ym—1),

satisfazendo a sequinte condicdo genérica

(P2 _, +H, (P _ +H, )#0, (3.22)

Zn—1 Ym—1
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onde
1 n—2 m—2
H::; Ph—f—(SZquZi—i—l—'_(quyjyj"’_l ’
i=0 Jj=0

com 6 =1 (resp. § = —1) e o sistema (Spm) € dado por,

1 n—l m—
2t = H, 9y, )%i41 + Z hy, — y39y1)yj+1+
l:O :0
ﬁ(g +h2) 1_%(th1 +P9y1)
L 1 (3.23)
Y1t = _W (lehzl - zlgzl)zz-‘rl W Z Yj 21 _Hngz1)yj+1+
1=0
. _ﬁ( +h2)21 +W(thl +P921)
Neste caso,
Jiu =y, fiz2=P
fo1=h, Jo2=H
f31=m, f32=4q.

Além disso, o sistema é condi¢do de integrabilidade dos problemas lineares e
onde A,B,A e B sio definidas pelas respectivas funcoes fij, 1 <i<3,1< 7 <2.

Demonstragao. A demonstragao decorre do Teorema [3.I] Primeiramente, mostraremos que
as condi¢oes do teorema sdo necessdrias. Suponha que um sistema (Sy ), com n,m > 2,

descreve superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com fungoes,
fij Ut x U? Cc R R™H 5 R 1<i<3, 1<j<2,

satisfazendo -, onde U e U? sdo subconjuntos abertos e conexos de R"t! e R™*1,
respectivamente, parametrizados por coordenadas (2o, ..., 2n) € (Yo, ..., Ym) respectivamente.

Pela equacao temos que, para k = 1,2,3, fr1 é uma funcao de (z1,y1) e fr2 é uma
funcao de (20, s Zn—1, Y0y -+s Ym—1)-

Suponha que f3; =7, com i € R. Temos que a equacao (3.13]) é equivalente a,
W = fi1z fory — frig fore 0 em U x U (3.24)

As equagoes (3.14) e (3.15) sao equivalentes a,

n—1 m—1
Z f12,2 %41 + Z J12;95+1 — nfe2 + faafa

firz fug Z1 =0 =0

fore foim YLt Z fo2,2,7i41 + Z Jo2;9+1 +nf12 — faafu

= 7=0
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Como W # 0 ¢é o determinante desta matriz, podemos inverter esta relacao para z1; e yi 4,

obtendo,
n—1 m—1
Z J12,z%i41 + Z J12,y;Yi4+1 + fazfor — nf22
Z1,t . 1 f21,y1 _fll,y1 i—=0 §=0
- W f f n—1 m—1
Y1t bz JiLa Z fo2,2;%ig1 + Z J224;Y5+1 — faf11 +nfi2
i=0 §=0
n—1
(for g f12,2 — frign fo2,2) Ziv1
_ 1= +
w n—1
(—for,z1 f12,2 + f11,20 f22,2) Zip1
i=0
m—1
. (fory: fr2; — Jiiu fo2y,) Uil
§=0
+W m—l +

(_f21,z1 Ji2,; + f11,zlf22,yj) Yj+1

o

j:
+i f32(farfaryy + fr1fi1) — 0(fary fo2 + far,y f12) | (3.25)
w —faa(for fo1,.0 + fr1fi1,20) + 0(for,20 faz + fi1,20 f12)

A equagao (3.16]) equivale a,

n—1 m—1
Z J32,%7i+1 + Z f32;Yj+1 — 0 f11f22 + 0 f1af21 = 0. (3.26)
=0 =0

Diferenciando com respeito a z, e y,, obtemos, respectivamente,

f32,201 = 0,
f32,4m-1 =0, em U' x U?, (3.27)

ou seja, f3o é uma funcao das varidveis zp, ..., 2n—2, Y0, ---, Ym—2. Assim, a equacao (|3.26))

equivale a,
n—2 m—2
D frozzii+ Y fsayyie1 — 0fuifaa + S frafor =0, (3.28)
i=0 j=0

sendo f11 # 0 em U! x U? (caso contrério, terfamos W = 0, o que é um absurdo) temos que

esta ultima equacao é equivalente a,

1 n—2 m—2
foo=—— | farfrz + 52 f32,2,%i41 + 0 Z 329,951

i par =

Por dltimo, a equagao (3.17)) é equivalente a

n—2 m—2

1 2
Zf32,zizi+1 + Z f32,;Y5+1 # 0, em U" x U~.
i=0 =0
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Note que o lado esquerdo da expressao acima se anula se, e somente se, f3o é constante em
U x U?, de modo que (3.17) é equivalente a f3» ndo ser constante.

Deste modo, é necessario que f11 = g, fs1 = h, com g e h fungoes de z1 e y; tais que
Gz hyy — Gy ey # 0, fi2 = P, com P uma fungao arbitréria de 2o, ..., 2n—1, Y0, ---Ym—1, f32 = ¢

com ¢ uma funcao de zg, ..., 2Zn—2, Y0, ---, Ym—2, NA0 constante e foo = H, em que H é dada por

1 n—2 m—2
HZQ Ph+0 g zis1+6 Y ayyie
i=0 Jj=0

Além disso, com esta notacgao, a equacao é equivalente o sistema .

Por dltimo vamos mostrar que o sistema ¢é irredutivel, se e somente a condicao
é satisfeita. De fato, diferenciando a equacao com respeito a z,, temos que
F2? +G2 # 0se, e somente se, P122’zn71 +H2227Zn7 . # 0. Analogamente diferenciando a equagao
com respeito a y,, temos que Fme +G§m # 0 se, e somente se, P122,ym71 +H222,ym71 # 0.
Assim, temos que o sistema é irredutivel se, e somente se, a condicdo genérica é
satisfeita.

Assim, mostramos que todas condi¢oes sao necessarias.

Para a reciproca, defina as f;;, 1 <7 < 3,1 < j <2, como tomadas acima e verifique que
satisfazem as equagoes (3.11))-(3.17)). O
3.2.2 Com a condigao fy; = 7.

Nesta subsecao enunciaremos e demonstraremos um teorema que nos da um classificagao
dos sistemas diferenciais do tipo (S ) irredutiveis para n,m > 2, que descrevem superficies

pseudo-esféricas ou esféricas, com a condigao adicional que fo; = 1 é uma constante real.

Teorema 3.3. Um sistema diferencial (Sym) irredutivel com n,m > 2, descreve superficies

pseudo-esféricas (resp. esféricas) para funcoes suaves fij, satisfazendo —, com

fo1 = n um ndmero real nao nulo se, e somente se, existem
o uma fungdo suave q(zo, ..., Zn—2, Y0, s Ym—2);
o funcdes suaves g(21,11) € h(z1,91), tais que W i= g. by, — gy, hay 70,
. 1
® uma fungao P(Zo, -0y Zn—25 Y0, "'7ym—2)7 tal que P 7é gQQJ
satisfazendo a sequinte condicdo genérica,

(P2 +H2 (P  +H. )0, (3.29)

Zn—1 Ym—1
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onde,
1 n—2 m—2
H:=—|Ph+> quzis1+ Y qyi41 |
g i=0 j=0
e o sistema (Spm) € dado por,
1 n—1 m—
At = W Z(Pzihm — H.,9y,)zi11 + Z hy, — Hy, 9y,)yj+1+
=0 =0
+ﬁ(592 - h2)y1 + %(Hh 5P9y1) (3.30)
1 n—1 1 m—1 :
Yir = W (PZ¢hZ1 + HZ¢gz1)Zi+1 W Z(Pyjhz1 - Hngz1)yj+1+
i=0 3=0
_ﬁ((sf - h2)z1 - %(thl - 5szl)7
\

onde, 6 =1 (resp. —1). Neste caso,

fir =g, fi2 =P,
f21:77> f22:CJ7
f31 = h, faa=H

Além disso, o sistema € condi¢ao de integrabilidade dos problemas lineares e

onde A,B,A e B sdo definidas pelas respectivas fungoes f;;, 1 <i <3, 1< 5 < 2.

Demonstragao. A demonstracao decorre do Teorema Primeiramente, mostraremos que
as condicoes do teorema sdo necessarias. Suponha que um sistema (Sy ), com n,m > 2,

descreve superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com fungoes,
fij ;UM x U c RPTE X R 5 R 1<i<3, 1<j<2,

satisfazendo —, onde U e U? sdo subconjuntos abertos e conexos de R"t! e R™*1,

respectivamente, parametrizados por coordenadas (zo, ..., zn) € (Yo, ..., Ym) respectivamente.
Pela equacao (3.12) temos que, para k = 1,2, 3, fr1 é uma fungao de (z1,y1) e fro é uma

funcao de (2o, ..., Zn—1, Y0, -+, Ym—1)- Suponha que fo; =1, com i € R. Temos que a equagdo

(3.13)) é equivalente a,

W = fiiz oy — filg foi, #0  em U x U2 (3.31)
As equagoes (3.14) e (3.16) sao equivalentes a,

n—1 m—1
> fomzivi+ Y fag i — fafa + 0t

fiiz fiy Z1 =0 =0

farer Joim YLt Z f32,2,7i41 + Z f32,y;05+1 — 0 faz f11 + 0nf12

= 7=0
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Como W # 0 ¢é o determinante desta matriz, podemos inverter esta relacao para z1; e yi 4,

obtendo,
n—1 m—1
D sz + Y fiagyie — faafa 4+ nfs
21t L[ foryn —fim i=0 =0
= W f f n—1 m—1
YLt bz Jilz Z f32,2; 741 + Z J32,5;¥5+1 — 0 fa2 f11 + 0 f12
i=0 =0
n—1
(Fs1,9: fr2,2 = frign fa2,2,) zit1
= N
w n—1
(—f31,21 f12,20 + 11,20 f32,2) Zi1
i=0
m—1
. Z (f31,y1 f12,yj - fll,y1 f32,yj) Yj+1
=0
o | om +
(= f31,0 f12,y; + f11,20 f32,9,) Vi1
=0
+i fo2(=f31 /31,0 + 0 f11f11,) + 0(f31,9 f32 — 0 f11,9 f12) (3.32)
w faa(f31f31,0 — 0 f11f11,20) + (= f31,20 f32 + 0 f11,21 f12)
A equagao (3.15]) equivale a,
n—1 m—1
oz + Y faayyin — fufse+ fiafa =0. (3.33)
i=0 Jj=0
Diferenciando com respeito a z, e y,, obtemos, respectivamente,
J22,2,_1 = 0,
f22’ym71 = 0, em Ul X U2, (3.34)

ou seja, foo é uma funcao das variaveis zo, ..., 2p—2, Y0, .., Ym—2. Assim, a equacao (3.33))
equivale a,
n—2 m—2
D Jeazivi Y fag i — fufat fizfn =0, (3.35)
i=0 j=0
sendo f11 # 0 em U' x U? (caso contrério, terfamos W = 0, o que é um absurdo) temos que
esta ultima equacao é equivalente a,

_92 m—2
1 n
f32 = E f31fi2 + Z fo2,z 241 + Z Fa2y;Y5+1
=0

Por dltimo, a equagao (3.17)) é equivalente a

J=0

1 % f11f22‘
n
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Deste modo, é necessario que fo2 = g, com g uma funcao de zg, ..., 2n—2, %0, ---Ym—2, f11 = g,
f31 = h, com g e h fungoes de z1 e y; tais que g., hy, — gy, hz, # 0, fiz = P com P uma

1
fungao de zg, ..., Zn—1, Y0, ---, Ym—1,, tal que P # —gq, e f3o = H, em que H é dada por
n

n—2 m—2

1
H= | Pht 3 gz + 3y
i=0 J=0

Além disso, com esta notacdo, a equagao é equivalente o sistema .

Por 1ltimo vamos mostrar que o sistema é irredutivel, se e somente a condicao
(13.29) é satisfeita. De fato, diferenciando a equacao com respeito a z,, temos que
F 22"+ng = ( se, e somente se, P122’Zn7 . +H2227Zn7 . # 0. Analogamente diferenciando a equagao
com respeito a y,, temos que FyQm +G§m # 0 se, e somente se, P122,ym—1 +H222,ym_1 #0.
Assim, temos que o sistema é irredutivel se, e somente se, a condicdo genérica é
satisfeita.

Assim, mostramos que todas as condigbes sdo necessdrias. Para a reciproca, defina as

funcoes f;;, 1 <7 < 3,1 < j <2, como tomadas acima e verifique que satisfazem as equacoes

EID-ET0). 0

Observamos que as Equacoes (vetoriais) do tipo short-pulse I e II, e , estao
contidas na classe de sistemas do Teorema De fato, para a equagao (vetorial)
do tipo short-pulse I, considere o Teorema comn=m=2,6=1,g = 3(y1 + 21),
h=23(y1—2),q= %—F Tzye P=4(y—z)+ Lzy(z1 +y1). Para a equagdo (vetorial) do tipo
short-pulse II, considere comn=m=2,0 = -1, g = —ny1, h =1z, q = —% + 22+ y?) e

P=—z-20+y*)u.

3.2.3 Com a condigao f;; = 7.

Nesta subsecao enunciaremos e demonstraremos um teorema que nos da um classificagao
dos sistemas do tipo (Spm) irredutiveis com n,m > 2, que descrevem superficies pseudo-
esféricas ou esféricas, com a condicao adicional que fi; = 7 é uma constante real.

Conforme observado na introdugao, os sistemas de equacoes diferenciais que descrevem
superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com a hip6tese f11 = 1 sdo exatamente os mesmos
sistemas para o caso fo; = 7, bastando considerar a transformacao (0.14). Deste modo, a
classificacao dos sistemas do tipo Sy m, n,m > 2, com fi1 = 1 pode ser obtida através da
classificacao dos sistemas do tipo Sy m, n,m > 2, com fz1. Em geral, apesar das equagoes

diferenciais serem as mesmas, os problemas lineares associados podem ser diferentes.
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Teorema 3.4. Um sistema (Sym) irredutivel com n,m > 2 descreve superficies pseudo-
esféricas (resp. esféricas) para fungoes suaves fi;, 1 < i < 3, 1 < j < 2, satisfazendo

-, com f11 =n um numero real ndo nulo, se, e somente se, existem
o uma fungao suave q(zo, ..., Zn—2, Y0, -, Ym—2);
o funcoes suaves g(z1,y1) e h(z1,41), tais que W := g, hy, — gy, hz, # 0,
e uma funcdo suave P(zg, ..., 2n—1,Y0, -, Ym—1) tal que P # ;gq,

satisfazendo a sequinte condi¢cdo genérica,

(anfl + Hgnfl)(Pmefl + Hjmfl) # 07 (336)
onde,
1 n—2 m—2
H=-|Ph+> quzip1+ Y ay¥js
g i=0 §=0

e o sistema (Syp,m) € dado por,

( n—1 m—1
1 1
Z].,t = W Z(Pzihy1 - Hzigy1)2i+1 + W Z (Pyjhyl — Hngy1)yj+1+
=0 =0
+ﬁ(592 - h2)y1 + %(thl - 5ng1 ’
1 n—1 1 m—1 (3.37)
Yie = W (Pyhoy + Heyg2)zin1 — W Z (Pyj hz — Hngzl)yj+l+
1=0 =0
_ﬁ(592 - h2)21 - %(Hhm - 5sz1)a

onde, § =1 (resp. —1). Neste caso,

fll =1, f12 =4q,
fo1 =g, fo2 = P,
fa1 = —h, fzo = —H.

Além disso, o sistema € condicdo de integrabilidade dos problemas lineares €
onde A,B,/l e B sio definidas pelas respectivas fungoes f;;, 1 <i<3,1< 5 <2.

3.2.4 Uma classe especial de sistemas do tipo (S22) contendo equagoes

vetoriais do tipo “short-pulse”.

Motivados pelos Exemplos e que apresentam, respectivamente, sistemas que des-

crevem superficies pseudo-estéricas ou esféricas do tipo

Zl,t = Fl(Z, Zla y7 yl) + Q(Z’ y)22’ (338)

yl,t - Gl(Z, Zl7y7y1) + Q(Za y)y27
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para funcoes suaves F1, G e (), vamos apresentar uma classificacao de sistemas deste tipo
que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas com a hipotese de fo; = 7.

O seguinte corolario é um caso particular do Teorema |3.3] para n = m = 2, e apresenta
uma classificac@o dos sistemas (S22) que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas

com a condi¢ao fa; = 7.

Corolario 3.2. Um sistema (Sa2) irredutivel descreve superficies pseudo-esféricas (resp.

esféricas) para funcoes suaves fi;, satisfazendo —, com fa1 = n um ndmero real

ndao nulo se, e somente se, existem fungoes suaves, q(z,y), g(z1,y1) e h(z1,y1) tais que,
W = 9z hy1 — 9y hzl 7é 0, (3.39)

P uma funcao suave de z, z1,y,y1, satisfazendo as condicdes genéricas,

1
pP# 9% (3.40)
(P, + HZ)(Py, + Hy,) #0, (3.41)
onde,
1
H = g (Ph +q.21 + nyl) . (3.42)
e o sistema € dado por,
1 1
Rt = W(P:ﬂhzn — H.,9y,)22 + W(Pzn hy, — Hy, gy, )y2+
1 1
+—(P:hy, — Hzgy, )21 + W(Pyhm — Hygy, )1+
+2 (592 - h2)y1 + %(thl - 5ng1),

(3.43)

1
(P21h21 - HZlQZl)ZQ - W(Pylhzl - HleZl)y2+

1
W(Pyhm — Hygz,)y1+

_ﬁ(‘;gQ - h2)21 - %(th —0Pg.,),

S| - =~ =

Yt =

(chzl - Hzgzl)zl -

onde, 6 =1 (resp. —1). Neste caso,

fii=g, fi2 =P,
Jo1 =, fa2 = q,
fa1 =h, fa2a = H.

Demonstracao. E um caso particular do Teorema paran =m = 2. ]
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A seguir apresentamos um teorema de classificagao.

Teorema 3.5. Sejam F1, G fung¢des suaves das varidveis z,z1,y,y1 e Q uma fungcdo suave

das varidveis z,y nao constante, entdo o sistema

z =F Z,21,Y, + 2 225
1= Fi(z,21,9,01) + Q(z,9) 22 (3.44)

yl,t == Gl(zazlvy7y1> + Q(Z,y)y2,

descreve superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com fo1 = um nimero real ndo nulo

se, e somente se, um dos trés casos ocorre.

Caso I)
1 1 9 9
210 = Qz+ W(thl — hgy, )(Qz21 + Quu1) + ﬁ(ﬁ@ —c)(h™ = 0g7)y,,
1 1
= Qua— 5 (9ha — hge) (@21 + Qun) — 57 (1Q = ) (A7 = 3¢%)-,,  (3.45)

onde, 6 =1 (resp. § = —1),
e c ¢ uma constante real,
« Q£

e g e h sao funcgoes de z1,y1 tais que W = g, hy, — gy, hzy # 0.

Neste caso,
Ji1 =g, f12 = Qg,
fo1=m, fa2 =c,
f31 = h, f32 = Qh.
Caso 1)
210 = Qu+ %(thl — hgy, ) (Qz21 + Qyun) — %(bzl + ay1)¢" (€) +
, 1
170 O = 3Xg)y, + 53 (1Q = H(E) (W — 54%),.
b
yip = Qyo— %(ghn — hg. ) (Qz21 + Qyyr) + W(bzl + ay1)¢” (&) +
n . 1 2 2
—y @ (E)(h = 0Ag)z + 575 (6(6) — @) (17 = 097)z1,

(3.46)
onde, 6 =1 (resp. § = —1),
e a,b,\, 1t sdo constantes reais tais que, a® +b> £ 0 e N2+ p? £ 0,

e ¢ € uma funcao suave real, ndo constante, aplicada em & = ay + bz,
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e g e h sdao funcoes de z1,y1 tais que W = g, hy, — gy hay #0 € pg — Ah = ayr + bz,

1 A,
* QF# ;(25(5) - ;dﬁ (&)

Neste caso,
fii=y, fi2 = Qg + A¢'(§),
Jor =, fo2 = 9(8),
fa1=nh, fs2 = Qh + pg'(§).
Caso III)

=

21 = Quo+ (Q.21+ Quy1)z1 — —(qzy + (¢ — 1Q)) +

—%(qyy +B(g—1Q)) + %qu —rq,),

yie = Qua+(Q21 + Quu)yr + —(qs- + alg —1Q)) +

Y
U

n
+7(qzy +7(g —nQ)) + ?(_Tq,z + agy),

(3.47)

onde, 6 =1 (resp. § = —1),

e v = aibs —asby, a = a% — (5@%, 8 = b% - (51)%, T = agbs — da1b1, para ay,by,as,bs

constantes reais tais que a1bs — asby # 0,

® g ¢ uma funcao suave das varidveis z,y tal que q. e q, sao linearmente independentes,

1 b1q. — a1
* 07 1?7 (aibs _(ajbl)(alquy)‘i‘ biyr)
Neste caso,
J11 = a1z + biy, fi2 = (a1z21 + b1y1)Q + ,1y(171qz —aiqy),
fa1=m, fa2 = q,
f31 = azz1 + b3y, f32 = (asz1 + b3y1)@Q + }y(b3QZ — asqy).

Além disso, em todos os casos, cada sistema € condi¢do de integrabilidade dos problemas
lineares e onde A,B,A e B sao definidas pelas respectivas funcoes fi;, 1 < i < 3,

1<j<2.

Demonstragdo. Utilizaremos o Coroldrio 3.2l Primeiramente mostraremos as condigoes ne-

cessdrias. Suponha que o sistema descreve superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas) com
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a condigao fo1 = 1, para n um parametro nao nulo. Pelo Coroldrio 3.2, Fy + Qz2 e G1 + Qya
devem ser dados por (3.43]). Equacionando os termos 22 e y2 obtemos que,

1 1
W(hylpzl - gy1H21) =Q, W(_hzlpzl + gZ1H21) =0, (3-48)
1 1

W(hylpyl - gylHyl) =0, W(*thyl + 921Hy1) =Q. (3'49)

Em termos matriciais, (3.48) e (3.49) podem ser expressos por,

1 hy, =gy P, @
W _hzl gzl Hzl 0

i hy, =gy Py, _ 0
4 _hzl 9z Hyl Q

Como W # 0 é o determinante destas matrizes, podemos inverter as relagoes acima e obter,

P\ | 90 9w Q
o, hz o hy 0

By, | 9x Gn 0
Hyl hzl hyl Q

o que implica nas seguintes relagoes,

Pz1 = gle7 HZ1 - h21Q7
Pyl = glev Hyl = hle'

Segue que existem funcgoes suaves 11 e 1o das variaveis z,y, tais que
P=gQ+v1 e  H=hQ+ s
Pelo Corolario P e H estao relacionados pela expressao (3.42)), segue que,
qz21 + qyy1 + hpr — g = 0. (3.50)

Temos que esta expressao, juntamente com a condicao genérica g, hy, — gy, h., # 0, é
idéntico ao problema considerado no Lema [A1] do Apéndice [A] mediante a identificagio

g — Vo, 1 — V1, o — s, g — p1, h = pa e € = 1 nas equagdes (A1) e (A:2). Deste modo

aplicamos o Lema e temos trés casos a considerar.

Caso I) Suponha que a solugao de (3.50) é do tipo (I) conforme o Lema Deste modo

devemos ter que ¢ = ¢ é uma constante real, P = gQ e H = h(Q.
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A condigao dada na equagao (3.40) implica que,
c
Q<.
n

Por ultimo, note que com estas escolhas, o sistema (3.43]) se reduz ao sistema (3.45) . O

que completa a demonstracao do Caso I).

Caso IT) Suponha que a solugao de é do tipo (II) conforme o Lema Deste modo
devemos ter ¢ = ¢(§) com ¢ uma fungao real suave aplicada em £ = ay + bz em que a,b
sdo constantes satisfazendo a® +b% £ 0. P = gQ + \¢' (&) e H = hQ + p¢'(€) onde A,y sdo
constantes satisfazendo A2 + u? # 0. g e h satisfazem pug — A\h = ay; + bzy.

A condicao dada na equacao implica que,

1 A,
Q# H(M) - §<Z5 ().

Por ultimo, note que com estas escolhas, o sistema (3.43) se reduz ao sistema (3.46|) . O

que completa a demonstracao do Caso II).

Caso III) Suponha que a solugao de (3.50) é do tipo (III) conforme o Lema Deste
modo devemos ter ¢ = a1z1 + bi1y1 e h = agz; + bsy; para constantes ai, b1, as, bs tais que
a1bz —asb; # 0. ¢ é uma funcao suave das varidveis z, y tais que ¢. e g, sao nao proporcionais.

P e H sao dados, respectivamente por,
P =(a121 + biy1)Q + gptams (01¢: — a1qy),
H = (a3z1 + b3y1)Q + M(b?)qz — a3qy)-

A condigao dada na equagao (3.40|) implica que,

1 1 (blq,z - ale)
@7 11" (arbs — asby) (a121 + biyr)

Por tltimo, note que com estas escolhas, o sistema (3.43)) se reduz ao sistema (3.47]), com

a seguinte notacao,

v = a1b3 — agby, T = azbz — daiby,

o = a3 — éa?, B = b3 — 6b3.

O que completa a demonstragao do Caso III).
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Para verificarmos que estas condicoes sao também suficientes, basta considerar as f;;,
1<i<3,1< 5 <2, dada em cada um dos trés caso e verificar diretamente que satisfazem

as equagoes de estrutura.

3.3 Aplicagoes: Novas familias de sistemas (S23) que descre-

vem superficies pseudo-esféricas ou esféricas.

Nesta secao aplicaremos o resultado de classificagao dado no Teorema para apresentar
familias, a vérios parametros, de sistemas do tipo (S22) descrevendo superficies pseudo-
esféricas ou esféricas. Obteremos trés novas familias de sistemas que descrevem superficies
pseudo-esféricas ou esféricas, com a propriedade de serem condicdo de integrabilidade de
familias a um parametros, n # 0, de problemas lineares. Além disso, novos exemplos serao

apresentados.

3.3.1 Familia de sistemas a sete parametros e uma funcgao arbitraria.

Nesta subsecao apresentaremos uma familia, a sete parametros e uma funcao arbitraria,
de sistemas que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas obtidas a partir do item
IT) do Teorema na qual cada sistema é condicao de integrabilidade de familias a um

parametro, 1 # 0, de problemas lineares.

Proposicao 3.3. O sistema abaizo descreve superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas),

210 = (ko(ay +bz) + k1)z2 + kol = k29) (Yy, (B* — 602) — afB) +
" . b¢y1 - mﬁm
Folays +521) (a1 boy + k) — alw + k)
0y, — arhz, Fo(1 — ko)) (3.51)
yie = (kolay +b2) + k1)ys — 22 (y, (B2 — 6a2) — bB) +
L ) bipy, — ar,
| S () (o + b1+ ha) =+ ).

onde ko, ki, k2, a,b, o, 3 € R sdo constantes, tais que koa(a® + b?) # 0, (21, y1) uma fungdo
suave das varidveis z1,y1 tal que by, —ap,, #0 e d =1 (resp. § = —1). Neste caso, as

fungoes f;; associadas sao dadas por
fir=m, fi2 = n(koay + kobz + k1)¥ + ako,

Jo1=m, faa = n(koay + kobz + k1) + akoks,
J31 = g(ﬁ —ay1 — bzy), fa2 = g(koay + kobz + k1)(8 — ayr — bz1) + Bko,
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com n # 0, um parametro real.

Demonstracao. E uma consequéncia do Caso II) do Teorema Sejam kg, k1, ko, a,b,a, 3
e ¥ como enunciadas e seja n um parametro real nao nulo. Seguindo a notacao do Teorema

3.5| considere,

I} «

e a—a,b—=b pu—— AN—> —,
n n

o ¢(&) = n(ko& + k1) + akoks e & = ay + bz,
o g=npeh=ni¢—L(ay +bz1),
o Q= kolay + bz) + k1.

Note que as condigoes do Teorema item II, sobre estes parametros estao satisfeitas. De

fato, a® + b% # 0, por hipétese sobre a e b.

1

N+ = n2<a2+62>#0,

pois a # 0. As condigoes sobre h e g também sao satisfeitas,

2
n
W= gzlhyl - gylhzl - E(bwzn - awzl) 7é 0,

pois atp,, — by, #0 e n# 0. A segunda condicao sobre g e h também ¢ satisfeita,

b ) — 2 (7761/1 - ﬂ(a?ﬂ + bZ1)> = ay; + bz;.
o o

pg — Ah = —n
n n

A condicao Q # ;aﬁ(f) - 2({)’(5) equivale a,

akok al
e - 77?7]{;07

ko& 4+ k1 # ko& + k1 +
n Ny

que, por sua vez, equivale a
Y # ko

A dltima desigualdade sempre se verifica, pois a condicdo de W £ 0 impede que 1 seja
constante.

Finalmente vamos mostrar que, para esta escolha de parametros, o sistema dado na
equacao se reduz ao sistema dado na equagao (3.51)). Primeiramente vamos reescrever

cada parcela das somas e produtos da equacao (3.46) em termos dos parametros escolhidos.

1 «

W N 772(5%1 - awn),
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2 2
n n
ghy, — hgy, = —a;w + E(Gyl + b21)1y,,

2 2
1

hgz1 - ghzl a w - E(ayl + bzl)wzp
(4h — 67g)y, = ~(8 — 602y, —a,
« (6%
(4h = 6Xg)y = = (8% — 602)i5s, — b2,
(6% (6%

Q:21 — Qyy1 = ko(ayr + bz1),
¥'(€) = nko,
¥(€) =0,
nQ — ¥(§) = —akoks,

1
§(h2 - 592)2'1 = hh21 - 69921 =

n
o

= 77%%%(@ —60%) — —(ayy + bz) (n§¢21

1
§(h2 - 592)?;1 = hhyl - 6ggy1 =

1
= Pt (8~ 00%) — L+ 020) (20

a

-1}~ L
« [0

n
— a) — a772—21/).
o o}

Substituindo as relagoes acima no sistema (3.46)) e reordenando os termos obtemos o sistema

(3.51). Além disso as fungoes f;;, 1 <i < 3,1 < j <2, sdo obtidas por substituigao direta,

dos parametros escolhidos, nas fungoes f;;, 1 <7 < 3,1 < j <2, dadas no Teorema item

IT.

0

Observacao 3.3. O sistema (3.51)) é equivalente a condicao de integrabilidade (0.7)), da

familia a um parametro, 1 # 0, de problemas lineares do tipo

0 0

— U = AV —U =BY
Ox ’ ot ’
onde ¥ = (W, ¥y)T,
A" 1 ¢+$(ay1+bzl—5)
2\ v+ (8- ay —bz1) -1
B _ n(koay + kobz + ki) 1 Y —1(B—ay —bzn) N
2 Y+ 1B —ay —bzn) -1

ko aky a—pf
+= )
2 a+ B —ake
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caso 0 = 1, ou,

P i Y +ii(8—ay —bz)
2 —¢+ié(ﬁ—ay1 —bz1) —1q ’
B n(koay + kobz + k1) i Y +ii(8—ayr — bz)
2 —¢+ il (B —ay; — bz) —i
ko iaky  a+if
2 —a+if —iake ’
caso § = —1.

Alternativamente, o sistema (3.51)) é equivalente a condigao de integrabilidade (0.12)), da

familia a um parametro, 1 # 0, de problemas lineares do tipo

0 - P 0 - o a
— U = AU — ¥ = BV
Ox ’ ot ’
onde U = (\111, Ty, @3)T,
0 ny n
A=\ oy 0 g(aw +bz1+8) |,
on g(am +bz1 + B) 0
0 nqyY + aky nq + akoks
B=| dnqy+ dako 0 gtJ(ayl +bz1 =) = Bko |,
ong + dakoks gq(am +bz1 — B) — Bko 0

com 6 =1 (resp. 6 = —1) e ¢ = (koay + kobz + k1).

Terminaremos esta secao com um exemplo obtido através da Proposicao
Exemplo 3.3. O seguinte sistema descreve superficies pseudo-esféricas,

Ugpt = Ulgy + Vp + u%, (3‘52)

Vgt = UUgy + ux(vx + 2)7

com fungoes,

fll:n(v$+1)7 f12:77u(1+vx)+17
fo1=m, Jo2 = nu+1,
f31 = —nug, f32 = —nuug,

onde 1 # 0. De fato, basta utilizar a Proposicao com as escolhasa =0, =1, a =1,
8=0,ky=1, k1 =0, k2:1,5:1ew2y1+1.
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Além disso, o sistema (3.52)) é condigao de integrabilidade da familia a um parametro,

n # 0, de problemas lineares,

— U = AV —U =BvY
oz ’ ot ’
onde ¥ = (U, Uy)T,
A:Q 1 uw—i—vx—l—l ’
2 Vg — Ugp + 1 —1
B—l nu+ 1 nu(ug +vy +1)+1
2 nu(vy —ug +1) +1 —nu —1

Alternativamente, o sistema (3.52)) é equivalente a condigdo de integrabilidade (0.12)), da

familia a um parametro, n # 0, de problemas lineares do tipo

0~ ax 0~  aa
—V¥ = AV — WU =BV
Ox ’ ot ’
onde \if = (\i’l, \i/g, \ifg)T,
0 (ve +1) 0 nu(l+vy)+1 nu+1
A=n (vy +1) 0 —u, |, B= nu(l+v,) +1 0 —NUU
Uy 0 nu+ 1 NUU 0

3.3.2 Familia a oito parametros.

Nesta subsecao apresentaremos uma familia a oito pardmetros de sistemas de segunda
ordem, do tipo (S2,2), que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas.

No que segue, utilizaremos a seguinte notacao para as funcées trigonométricas e trigo-
nométricas hiperbdlicas introduzidas na equacao . Sejam € € R um numero real e

€ = *+1, denotamos

cos(f), see=1, sen(f), see=1,
Ce(0) = e S(0) = (3.53)
cosh(#), see=—1, senh(f), see=—1.

Recordamos que valem as seguintes identidades. Para todo ntimero real, 6, e para ¢ = +1,
C%(0) + €S2(0) = 1, (3.54)

C2(0/2) — eS?2(0/2) = C.(0), (3.55)
2C.(0/2)5:(0/2) = S(). (3.56)
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Proposicao 3.4. O seguinte sistema descreve superficies pseudo-esféricas (resp. esféricas),

214 = 0abS5(0) (219 — k) — 6b*Cs(0) (y1) + k1) + Skoz + Qoz2,

(3.57)
Y1t = —a205(9)(21¢ — k?g) — 5(1655(0)(3/11/1 + kl) + (5]4703/ + Qon,

onde Qu,a,b,0, ko, k1, ko, k3, sao oito constantes reais tais que Qokoab # 0, ¥ € uma funcdo

de (z,y) dada por,

0
P = ko <C§(§b) (a?2% — 6b%y?) + 655(9)zy> —ab(k1z + koy + k3),

ed =1 (resp. —1). Neste caso, as fun¢ées f;j associadas sio dadas por,

fir=7n(aSs (§) 21 —bCs (§) 1), fi2 = Qofur + %(ng (9) v. +aSs (§) vy),
fo1 =12, fa2 =1*Qo + n%ko — aby, (3.58)
fs1 =n(aCs (§) 21 + bS5 (§) y1), fa2 = Qofar + %(an (8) vy — 0bSs (§) =),

onde n # 0 € um parametro real.

Demonstragao. Considere Qq,a, b, 0, ko, k1, k2, k3 oito constantes, ¥ fungao de (z,y) e n um
parametro real nao nulo como enunciados. Aplicaremos o Caso III) do Teorema com as

escolhas,

n—
Q — Qo,

a; — naSs (%) , az — naCy (

Y

)
2)

[4
2
b1 — —nbCs (§), by — nbS;s (

q—n°Qo+ n%ko — aby.

Primeiramente mostraremos que estas escolhas satisfazem as condigoes do Caso III) do

Teorema de fato, utilizando a identidade (3.54]),
albg — a;;bl = 772ab 75 0,

pois a,b e n sao nao nulos.

Notamos também que g, e g, sao nao proporcionais, pois

» a?Cys(0 dabsS z k
L (0) ’ va? | ), (3.59)
% 5abSs(0) —o6b2C5(6) y ko

utilizando a identidade (3.54) podemos mostrar que o determinante desta matriz é igual

—0a%b? # 0, sendo z e y linearmente independentes segue que ¢, e ¢y sao linearmente inde-

pendentes.
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Note agora que a tultima condi¢do do Caso III) do Teorema equivale a,

b1q. — aiqy

(arbs — ashy) # 0. (3.60)

1
Qarz1 + biyr) — H(Cllzl +biy1)g —

Vamos mostrar que esta condig¢ao é satisfeita. De fato, suponha por contradi¢do que esta
expressao ¢ idéntica a zero em um aberto conexo. Derivando esta expressao com respeito a
z1 e Y1 obteremos, respectivamente,

1
a1Qo — —a1q = 0,
n

1
b1Qo — —b1g = 0.
n

Sendo a; = naS;s(6/2) e by = —nbCys (0/2) constantes que nao se anulam simultaneamente,
segue que g = n()o, donde g ¢é constante e ¢, = g, = 0 sao linearmente dependentes, uma
contradi¢do. Assim as escolhas de parametros estdo nas condigdes do Caso III) do Teorema
15.0)

Vamos mostrar agora que o sistema ¢é obtido a partir do sistema através

da escolha de parametros dado por hipdétese. Primeiramente vamos computar, utilizando as

identidades (3.54))-(3.56)), os termos de cada soma e produto que compoem o sistema ((3.47]).
v=n'ab,  a=n*a’Cs(0),

B = —on*b*Cs(0), T = onabSs(6),
q. = —koa’Cs(0)z — SabkoSs(0)y + a*b’k1,
qy = —6koabSs(0)z + Skob*Cs(0)y + a*b? ko,
@zn = —koa?Cs(0), Qay = —0koabSs(0), Qyy = Okob*Cs(0),
0=1Q = ko —abb, Qe+ Qun =0
Gy +7(q = 7°Q) = —0n*a®b*S5(0)0,  qyy + Blq — °Q) = 6n*ab*C5(0)y),
Gz + alqg = 1°Q) = —?a®bCs(0)0, oy + T(q — 1°Q) = —n’a*b*S5(0)1),
Bq —Tqy = 5ab*n? (kgz — bQC(;(G)kl — abS(g(H)kQ) ,
~7q, + agy = 1°a*b* (Skoy — 5abSs(0)k1 + a*Cs(0)k2) .

Substituindo as relagdes acima no sistema (3.47) obtemos o sistema (3.57). Além disso as
fungoes f;;, 1 <7 < 3,1 < j < 2, sao obtidas por substituicao direta, dos parametros

escolhidos, nas fungoes f;;, 1 <¢ <3, 1< j <2, dadas no Teorema Caso III). O
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Observagao 3.4. O sistema ([3.57)) é equivalente & condi¢ao de integrabilidade das familias
a um parametro, 1 # 0, de problemas lineares 1 e || em que as matrizes A, B e A, B,
sao dadas através das f;; por (3.58))

Corolario 3.3. O sequinte sistema descreve superficies pseudo-esféricas

214 = absen0(z19) — ko) — b% cos O(y1¢) + k1) + koz + Qoz2,
Y1t = —a?cos O(z11) — ka) — absen O(y1v) + k1) + koy + Qoyz,

onde Qo,a,b,0, ko, k1, ko, ks, sdo oito constantes reais, tais que Qokoab # 0 e

0
Y = ko (CQO(jb (a?2% — b?y?) + sen sz) —ab(k1z + koy + k3).

Neste caso as funcoes f;; associadas sao dadas por,

fir=mn(asen (§) 21 —bcos (§) v1), fiz = Qofir + (beos (§) ¥ + asen (§) ¥,),
fa1 =12, f22 :772Q0+,%2k0—ab¢,
fs1 =n(acos (§) 21 +bsen (§) 1),  fa2 = Qofar + %(GCOS () by —bsen (%) ),

onde n # 0 é um parametro real.
Demonstragao. Decorre imediatamente da Proposigao [3.4] com ¢ = 1. O

Corolario 3.4. O sistema descreve superficies esféricas,

214 = —absenh 0(219 — ko) + b% cosh 0(y1 + k1) — koz + Qoz2,

(3.61)
Y1t = —a? cosh §(z19) — ko) + absenh 0(y11) + k1) — koy + Qoyz,

onde Qq,a,b,0, ko, k1, ko, ks, sdo oito constantes reais tais que Qokoab # 0, ¥ € uma funcao

de (z,y) dada por,

ho
Y = ko (C(;Sab (a®2? + b*y?) — senh 92y> — ab(k1z + koy + k3).

Neste caso, as fungoes f;; associadas sao dadas por,

fii=n (asenh (g) z1 — bcosh (g) yl) , J12 = Qof11 + %(bcosh (g) 1, + asenh (g) Vy),
fa1 =17, fo2 2772@0‘1'1%27{70—@5%
fs1 =n(acosh (§) z1 —bsenh (§) 1),  fa2 = Qofar + %(a cosh (%) ¢y + bsenh (§) 1),

onde n # 0 € um parametro real.
Demonstragao. Decorre imediatamente da Proposicao [3.4] com 6 = 1. O

A seguir apresentaremos um exemplo obtido através do Corolario
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Exemplo 3.4. O seguinte sistema descreve superficies pseudo-esféricas,

Ugt = Ugy + 2UVUL — U, (3.62)

Vgt = Vgy — 2UVV, — U,

com fungoes,

11 = n(ug + vg), f12:n(ux+vz)+%(v_u)a
fo1 =n?, f22=772—7%2—2uv,
f31 :n(uac_vz), f32=77(ux—vm)—%(u+v)_

De fato, basta utilizar o Corolario com as escolhas Qo =1, kg = —1, ky = ko = k3 =0,
a:\/i,b:—\/ieﬁzg.
Além disso, o sistema (3.62)) é condigao de integrabilidade da familia a um parametro,

n # 0, de problemas lineares,

0 0
— U = AU — V¥ = BU
Ox ’ ot ’

onde ¥ = (U1, ¥)T e A, B sdo dados respectivamente por,

A B ﬂ n 2’[)1

2 2u, —nm
B:i —%—QT]UU 2v +ﬂ N 2vuy
21 —2u % + 2nuv 2 2u; —n

Alternativamente, o sistema (3.62)) é equivalente a condigdo de integrabilidade (0.12)), da
familia a um parametro, 1 # 0, de problemas lineares do tipo

0 - p 0

— U= AV — U = BV
Ox ’ ot ’
onde \i’ = (\111, \ifg, \i/g)T,
0 Ugp + Vg n
121:77 Uy + Uy 0 Uy — Vg )
n —Ugy + Uy 0
0 n(ux—i—vx)—i—%(v—u) n2—n%—2uv
B = n(ux+vx)+%(v—u) 0 n(ux*vx)*%(u+v)
n? — 77% — 2uv —n(ug —vz) + %(U +v) 0

Terminaremos esta subsecao observando que existe uma relacao entre a familia de sistemas

(3.57) e a familia de sistemas estudadas na Proposi¢ao
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Observacao 3.5. Tomando o limite g — 0, na familia a oito parametros de sistemas
obteremos um familia a sete parametros de equagoes pseudo-esféricas ou esféricas.
Observamos que esta familia a sete parametros, obtida a partir deste limite, coincide com a
familia dada na Proposigao [I.3| no Capitulo [l Em particular, o sistema obtido no Exemplo
difere da equagdo (vetorial) Pohlmeyer-Lund-Regge modificada pela adicao dos

termos de segunda ordem g, € Vy,.

3.3.3 Familia a trés parametros de equagoes que descrevem superficies

pseudo-esféricas generalizando a equacgao vetorial “short-pulse”.

Nesta subsecao apresentaremos uma familia, a trés parametros, de sistemas que descrevem

superficies pseudo-esféricas que contém a equagao vetorial “short-pulse” (3.7)).
Proposicao 3.5. O sistema abaizo descreve superficies pseudo-esféricas,

210 = ko(zyze + y2% + zziy1) + k1 (222 + 23) + ko (yZQ + 2191 + ,710) + k32 + 2, (3.63)
th=:ko(zyy2+-zy%%—yz1y1)4-ka(yy24-y?)+-k1(zy2+—z1y14—g%)—+k3yz+—y,

onde ko, k1,ka, k3 € R sdo constantes reais , tais que ko # 0. Neste caso, as funcoes f;;

associadas sao dadas por

mko mmne
fii = 1+ —=Wy1,
nzf V2
1 ko
- kozy + kiz + oy + k) + ——— (makoy + k1) — ~2 (koz + ka) ) ,
fi2 Ji1(kozy + k1 2y + k3) hov2 (772( oy + k1) 772( 0 2)>
for = m,
1
for = a+n1(kozy+k12+k2y+k3),
€ k
fa1 = % <77(2)Zl +7723/1> ;
k
fa2 = fa1(kozy + k12 + kay + k3) + (nz(koy-i-/ﬁ) 0(/€02+k2)>,
0\[ 2

onde n1,n2, parametros reais nao nulos, e € = +1.

Demonstra¢io. B uma consequéncia do Caso III) do Teorema considerando 0 = 1 e

tomando
mko 172
° a by — ,
772\[ V2
k
o ag — —e0TL 07 by — 2

w2 e
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N —n,
o Q= kozy + k1z + koy + k3,
o q— - +mQ,

onde, kg # 0, ki1, ke e k3 sdo constantes, 11 e 1y s@o dois parametros reais néao nulos e € é
igual a £1.
Primeiramente, vamos mostrar que as trés condigoes do Caso III) do Teorema sao

satisfeitas para esta escolha de pardmetros. A primeira delas,
a1b3 — 5(1361 = 677%]60 7'5 0,
é satisfeita, pois kg # 0 e n; # 0. Para a segunda condigao, note que

q- = m(koy + k1), qy = m(koz + k2),

sao linearmente independentes, pois n1kg # 0 e 2,y sdo linearmente independentes. A tultima

condicao, com esta escolha de parametros equivale a seguinte desigualdade,

b1q. — aiqy

2
b
"71(@121 +biyr) # a1bs — asby’

o que é verdadeira, pois o lado esquerdo é uma combinacao nao-trivial das varidveis z1,y; e
o lado direito nao depende de zj,y;. Deste modo, podemos aplicar o Caso III) do Teorema
3.5| para esta escolha de parametros.

Vamos mostrar agora que o sistema ((3.63|) é obtido a partir do sistema através da
escolha de parametros dado por hipdétese. Primeiramente vamos computar os termos de cada

soma e produto que compdem o sistema ((3.47)).
— 2 _
Y =€m kO: a = 07

B=0, 7=—koni,
q- = m(koy + k1), qy = m(koz + k2),
¢z = 0, qzy = mko, qyy =0,
¢-1PQ=—,
m

Q:21 + Quin = (koy + k1)z1 + (koz + k2)yn,

Gy + 7(q = 1*Q) =0, ayy + (g — 1*Q) =0, - +alg —1n*Q) =0,
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Ba. — Tay = koni (koz + k2),

—7q. + agy = kon; (koy + k1).
Substituindo as relagdes acima no sistema (3.47)), considerando n — 7; como parametro e
reordenando os termos obtemos o sistema (3.63). Além disso as fungoes fi;, 1 < i < 3,

1 < j < 2, sao obtidas por substituicao direta, dos parametros escolhidos, nas funcoes f;;,

1<i<3,1<35<2, dadas no Teorema Caso III). O

Observacao 3.6. O sistema (3.63)) é equivalente a condi¢ao de integrabilidade (0.7)), da

familia a dois um parametro, n; # 0,72 # 0, de problemas lineares

0 9
U =AU, . U=DBU
Oz Cot ’
onde ¥ = (U, Wy)7,
k
A= 1 (1+€)n2\0/521+(1—6)%y1 |
| -0k ooz ,
L n2(e—1) _ 1+4e
B = (kozy + k12 + koy + k3) A + % o P~ 1(koy k1) = L (koz + k;gl) |
Hovs (koy + k) + =5 (koz + Fa) -1

com € = +1.

Alternativamente, o sistema (3.63)) é equivalente a condigao de integrabilidade (0.12)), da
familia a dois parametros, 11 # 0,72 # 0, de problemas lineares

0 - 0 -

99— AV —¥ =By
Ox ’ ot ’
onde \ij = (\:A[Ih ij?a @3)T7
0 %21 + M2y1 \/§
P m
A = ﬁ %Zl —|— 7’]2y1 0 E%Zl + 677291 ?
V2 —6%21 — €n2y1 0

N A~

B = (kozy +kiz + koy + k3)A +

kov/2

1 m

+m eno (koy + l:)\;e,’;g(koz + ko) 0 enp(koy+ k1) + %‘)(kgz + k)
D2 ey +h) -

Encerraremos esta se¢ao com um exemplo mostrado que a equagao vetorial do tipo “short-

0 ena(koy + k1) — e%(koz + ko)

(]{702’ + k2) 0

pulse” pertence a familia a trés parametros dada na Proposicao [3.5
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Exemplo 3.5. A equacao vetorial do tipo “short-pulse”, ver equagao (3.7)), pode ser obtida
através da Proposigao sob as escolhas, kg = % eki =ko=k3=0.



Apéndice A

Um lema técnico.

Neste apéndice estamos interessados em classificar as solugdes locais para a seguinte
equacao,

0,221 + VoY1 — €p192 + €patpr = 0, (A.1)

com funcoes incégnitas 1;, ¢ = 0, 1,2, que dependem de varidveis (z,y) e funcoes p;, j = 1,2,

que dependem das varidveis (z1,y1) e € = *1, satisfazendo a seguinte condi¢ao genérica,

P121P25 — Plyr P2,z 7 0- (A.2)
A utilidade desta classificagao ¢ evidente na demonstragao dos Teoremas [1.2] e

Lema A.1. Sejam ¢;, i = 0,1,2, funcdes suaves das varidveis (z,y) e p;, i = 1,2, funcoes
suaves das varidveis (z1,y1) definidas em subconjuntos abertos e coneros de R? e e = £1 uma
constante. Entdo, estas cinco fungoes satisfazem a equacdo com a condi¢cdo genérica
se, e somente se, um dos trés casos ocorre,

(1) Yo = c € R € uma constante, 11 = 13 = 0 sdo nulas e p1 e pa sao funcoes arbitrdrias
satisfazendo p1 2, P2y, — P11 P2,20 7 05

(I1) Yo = ¢(§), onde ¢ é uma fungao suave real, nao constante, aplicada em & = ay + bz
e a,b sdo constantes reais, tais que a® +b* # 0, 1 = A¢'(€), o = ud’(£), onde N2 + p? # 0
e ¢'(€) € a derivada de ¢ aplicada em &, p1 = g, po = h onde g,h sdo fungoes de (z1,y1)
satisfazendo g, hyr — gy1hz1 #0 e ug — A\h = eayy + €bzy;

(II1) p; = a;z1 + biy1, i = 1,2 onde a;,b;, i = 1,2 sdo constantes reais tais que ajby —
bias # 0, Yo = p e p € uma funcdo suave de (z,y) tal que p, e py, ndo sio proporcionais e

€

= ————(bjp, — a; , =1, 2.
;i aiby — b1a2( iDz alpy); ? )
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Demonstragao. Considere e = 1,1, : U CR?> > Re pj UL C R? — R funcoes reais suaves,
0<i<2,1<j <2, fungoes reais suaves em U, U; C R2 subconjuntos abertos e conexos de
R? com coordenadas (z,y) € U e (21,y1) € U; respectivamente. A demonstracio do lema é
feita considerando os casos em que 7 e Y2, sao ambos nulos ou linearmente dependentes ou
linearmente independentes.

Para demonstrar a condicao suficiente, basta checar que as funcées dadas nos trés casos
satisfazem as equagoes e .

Vamos mostrar a condi¢ao necessaria. Suponha que fungoes 95, i = 0,1,2, e p;, j = 1,2,

satisfaca a equacao (A.1). Diferenciando (A.1)) com respeito a 2z e y; obtemos vy . € 9y,

1/10,z . —P2,21 Pl P . (A3)

wovy _102ny p17y1 wQ
Pela hipétese dada na equagao (A.2)), o determinante desta matriz p1 ., p2,y, — 1,41 02,21 7 0,

e assim esta matriz é inversivel. Isso nos permite expressar ¥ e 1o,

Y1\ € Plyr  —Plz Yo,z ‘ (A4)

V2 PLzP2yr = PlynP2a \ poy —pas Yo,y

Vamos considerar trés casos. O primeiro caso serd dado considerando que 1 e 19 sdo
identicamente nulas. Os dois ultimos casos correspondem a situacao em que 11 e o sao

linearmente dependentes ou linearmente independentes.

(I) Note que 1 e 19 serem fungoes nulas em um aberto de U é equivalente a vy ser
localmente constante neste aberto. Neste caso a equagcao ¢é trivialmente satisfeita para
toda p1 e po satisfazendo . O que demonstra a condigao necessaria do item (I).

Suponhamos sem perda de generalidade que ¥? + 13 # 0 em U, exceto em um subcon-
junto de medida nula. Vamos considerar dois casos dependendo se 11 e 19 sdo linearmente

dependentes ou linearmente independentes em U.

(IT) Suponha que existem 121, B € R constantes reais tais que A2 4 B2 #0e /h/)l +B¢2 =0
em U, isto é, 11 e 1o sao linearmente dependentes.

Afirmamos 1)g . e 1g, sao linearmente dependentes, ou seja, existe um par de constantes
A B eR, tais que A2+ B?>#0e Ao > + B¢0,y = (0 em U. De fato, substituindo 1 e 19,
dadas na equacao , na relacao fl@bl + ng = 0 obtemos

Yo,z (Apl + BP2) " Yoy (flm + sz)z . (A.5)

1
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Sabemos que wg,z + ¢§7y # 0 em U, pois, caso contrario, a equagao 1) implicaria que

Y1 =19 =0 em U, o que é uma contradigdo. Assim, em U, vale sempre uma das duas

Zzy (Aps-+ B2) = (Ao +B)_, o
ou
ZZ:Z‘Z/ (Am + Ep2>zl = (Apl + Bp2>y1 ‘ (A7)

Observe que (Apl + Epg) =# 0 ou (/lpl + Bp2> = 0 em um subconjunto denso de Uy, pois
z1 Y1

caso contrario, se ambas expressoes se anularem em algum subconjunto aberto de Uy, teremos

que os vetores (P12, P1,y1) € (P2,y1, P2,z ) seriam linearmente dependentes neste aberto, assim

o determinante da matriz Jacobiana entre p; e ps seria nulo neste subconjunto, daf p1 -, p2,,, —

P11 02,2, = 0, 0 que é uma contradi¢ao com a equagao (A.2). Deste modo (flfn + §f21> #*
Y1

0 na equacao (A.6|) e, respectivamente, (Afn + Bfgl) = 0 na equacao (A.7)), o que implica
21

Y1

em
(12191 + BPz)
¢0,z — . ~ Z1 , (A8)
wovy (Apl + Bp2>
Y1
ou
Api + B
Yoy B ( p1+ P2>

(A.9)

1

Em ambos os casos temos entao uma separacao de varidaveis, ou seja, o lado esquerdo depende
somente de (z,y) e o lado direito de (z1,%1), 0 que implica que nos ambos lados devem ser
constantes. Deste modo, e restritas a um subconjunto aberto e conexo, implicam
que deve existir um par de constantes, A, B € R, tais que A2 + B?> #0 ¢ A@ZJO’Z + Bwo,y =0
em um subconjunto conexo denso de U, ji que ¥y é suave, estas relacoes devem valer em
todo conjunto U, o que demonstra a afirmacao feita.

Agora, podemos ver a relacao Ai/fo,z + B¢0,y = 0 como uma equacao diferencial parcial

de primeira ordem para a funcao g, cuja solucao geral para 1y é do tipo

¢0 = ¢(€)7 f =ay + bZ, (AlO)
onde, ¢ é uma funcio real suave definida em ¢, em que a = —A e b = B. Retomando com
1o na equagao (A.4)), temos,

ed'(£)

= bp1y, — api,z) A.11

P1,z1P2,y1 — Ply1P2,21 ( y1 1) ( )
¢’ (€

© (1, —apas). (A12)

P1,21P2,y1 — Plyi P2,z
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Daf vemos que 1)y ndo pode ser constante, isto é, ¢'(£) # 0, caso contrério ¥F + 13 = 0,
um absurdo. Assim podemos dividir estas expressoes por ¢'(€) e por separagiao de varidveis,

garantimos que existem constantes A, u € R tais que,

Y1 = A (6), (A13
Y2 = e’ (§), (A.14
bp1y, — ap1z — N(P1zP2,91 — PLy1P2,21) = 0, (A.15
bp2ys — ap2.z — HE(P1,21 P2,y — P1yiP2,21) = 0. (A.16

Ainda mais, as equacoes (A.13) e (A.14) implicam que A2 + p? # 0, pois, caso contrario
@b% + w% = 0 e terfamos uma contradi¢do. As equagoes (A.15) e (A.16)) implicam que

€a —Ap2y + 1Py,
eb R U
Esta dltima equacao implica que esta combinacao linear —Aps + up; deve depender linear-

mente das varidveis 21 e yi, isto é,
—A\p2 + pp1 = eayy + ebzy + ¢,

para alguma constante ¢ € R. Mostraremos que a equagao (A.1)) é equivalente a ¢ = 0 na

expressao acima. De fato

0 = o214+ Yoyy1 — €p1h2 + €thipr
= ¢'(bz1 + ¢'(&)ayr — ep1ud’ (§) + epad’
= (ebz1 + eayr — pp1 + Ap2) €¢'(€)
= —ced(6), (A.17)

como ¢ nao é constante devemos ter ¢ = 0. Por iltimo considerando p; = g e ps = h, em que
g e h sdo funcoes suaves de (z1, 1) satisfazendo g, hy, — gy, hzy # 0 € pg — Ah = eay; + €bzy,
completamos a prova do item (II).

(IIT) Supomos que 11 e ¥ sao linearmente independentes em U.

Tomando derivadas duplas da equagao com respeito a z1,y; temos que as derivadas
duplas de p; e p2 se anulam. Isto implica que existem constantes reais a;, b;,c; € R para

1 =1, 2, tais que,

p1 = a1z + by +c,

p2 = agz1+boyr +c2, em Ui
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Para p; e py dadas como acima, temos que a equagao (A.3)) é equivalente a,

o,z —az ay P

Yo,y —by by o

Além disso, a equacao (A.1]) equivale a,

—c1P2 + a1 = 0.

(A.18)

(A.19)

Ja que, Y1 e 19 sao linearmente independentes, temos que ¢; = ¢ = 0, de modo que a

equacao (A.1]) é satisfeita. Pela equacdo l) temos que ©); = ———(b;1)0,> — ;o y), para

ai1bz—biaz

i = 1,2. Além disso note que 9y . e ¥, sao linearmente independentes. O que demonstra o

item (IIT).

0
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