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Resumo

Nesta dissertação, baseando-se nos trabalhos de Bueno [5, 6], apresentamos um estudo

detalhado dos sólitons de translação do fluxo de curvatura média no espaço produto H2 ×R.

Utilizando ferramentas de equações diferenciais ordinárias, princípio do máximo e o método

de reflexão de Alexandrov são abordados resultados de existência de sólitons de translação

rotacionalmente simétricos, um teorema de unicidade do Bowl Sóliton em termos do seu

comportamento assintótico e um teorema que afirma que, sob certas condições na fronteira

de um sóliton de translação compacto, este sóliton de translação é uma parte do Bowl Sóliton.

Prova-se também que não existem sólitons de translação compactos sem bordo ou sólitons de

translação cilindricamente limitados.



Abstract

In this dissertation, based on articles due to Bueno [5, 6], we present a detailed study of

the translating solitons of the mean curvature flow in the product space H2 ×R. Using tools of

ordinary differential equations, the maximum principle and Alexandrov’s reflection method, we

discuss results on the existence of rotationally symmetrical translating solitons, a uniqueness of

the Bowl Soliton in terms of its asymptotic behaviour and a theorem which states that, under

certain conditions at the boundary of a compact translating soliton, this translating soliton is a

piece of the Bowl Soliton. We also prove that there is no translating solitons which is either

compact boundary or cylindrically bounded.
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Introdução

Os sólitons de translação do �uxo de curvatura média (ou translatores) são hipersuper�cies

que evoluem pelo �uxo de curvatura média como a translação da superfície inicial na direção

de um certo vetor verticalv. A partir disto, veri�ca-se que qualquer hipersuperfície é um sóliton

de translação quando sua curvatura média é dada pelo produto interno entre o campo normal e

o vetorv.

Nos últimos anos, foram desenvolvidas importantes pesquisas acerca dessas superfícies no

espaço Euclidiano. Citamos [9], [22], [30] e[31]. Em [22], Ilmanen prova que um sóliton de

translação no espaço Euclidiano é uma hipersuperfície mínima em um espaço conforme. Assim,

podemos utilizar importantes ferramentas da teoria de superfícies mínimas para investigar os

sólitons de translação, como por exemplo, o princípio do máximo geométrico.

Além disso, surgiram diversos exemplos de sólitons de translação emRn+ 1 nos últimos anos,

como ogrim reaper, Bowl Sólitone oCatenoide de Translação. Em [30], os autores provam

um Teorema de Unicidade dogrim reapere, em [9], Clutterbucket. alprovam que existem

sólitons de translação rotacionalmente simétricos, grá�cos inteiros emRn+ 1 conhecidos como

Bowl Sóliton e Catenoide de Translação.

Martin et. al. mostram em [31] que o único sóliton de translação com um �m que é

assintótico aoBowlSóliton (propriedade a ser de�nida no Capítulo 4) é oBowlSóliton. Para

provar este teorema, os autores utilizam uma ferramenta fundamental na teoria de superfícies, a

saber, o Método de Re�exão de Alexandrov.

Motivados por estes trabalhos, a teoria de sólitons de translação se estendeu a variedades

Riemannianas mais gerais, como podemos ver em [5], [6], [11] e [26]. Nosso trabalho é

baseado nestas duas primeiras referências. Nelos, Bueno prova a existência doBowl Sóliton e

do Catenoide de Translação no espaço produtoH2 � R (inspirado por [9]). Além disto, prova

um teorema de unicidade doBowl Sóliton (como em [31]) utilizando o princípio do máximo e

o método de Re�exão de Alexandrov.
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O princípio do máximo é uma poderosa ferramenta que nos permite investigar o máximo

(respectivamente o mínimo) de soluções de um operador linear elíptico. No contexto geométrico,

se duas superfíciescumprem o princípio do máximo(ver 1.4) e são tangentes em um ponto,

então estas superfícies coincidem na vizinhança deste ponto. Este caso denominamos princípio

do máximo geométrico (ou princípio da tangência). Embora seja frequente o uso do princípio

do máximo na teoria de superfícies com curvatura média constante, encontramos também

aplicações em outras classes de superfícies, como veremos neste trabalho. Pode-se encontrar

uma boa exposição do princípio do máximo e suas aplicações em [14], [16], [19], e [21].

Uma das mais relevantes aplicações do princípio do máximo é visto no Método de Re�exão

de Alexandrov. Este método foi desenvolvido por Alexandrov em [1], onde ele demonstra

que uma superfície deR3 compacta, conexa, com curvatura média constante é uma esfera

geodésica.

As ideias desenvolvidas por Alexandrov neste teorema foram generalizadas e utilizadas

em teoremas de existência nos quais a superfície em questão não é necessariamente compacta.

Como feito por Schoen em [38], que utilizou o método de Alexandrov em superfícies mínimas.

Ainda, o método de Alexandrov foi aplicado no estudo de sólitons de translação no espaço

Euclidiano e no espaço produtoH2 � R. Este último é o principal interesse deste trabalho.

Nesta dissertação, discorremos sobre os sólitons de translação emH2 � R, como feito em

[5] e [6]. Prova-se que os sólitons de translação neste espaço produto são também superfícies

mínimas em uma métrica conforme e assim, veri�ca-se que tais superfícies cumprem um

princípio de tangência. Entre os principais resultados neste trabalho temos o Teorema de

Existência doBowl Sóliton e o Teorema de Unicidade doBowl Sóliton.

Para a prova do Teorema de Existência do Bowl Sóliton, apresentada na Seção 3.3, utiliza-se

um estudo acerca de sólitons de translação rotacionalmente simétricos. Em particular, prova-

se, utilizando a existência da solução de um problema de Dirichlet (ver 2.3) e o Método de

Alexandrov, que existe um sóliton de translação emH2 � R rotacionalmente simétrico ortogonal

ao eixo de rotação.

O Método de Re�exão de Alexandrov é usado para provar outros importantes resultados

neste trabalho. Dentre eles, o Teorema de Unicidade doBowl Sóliton. Veri�ca-se também

(utilizando o Método de Alexandrov) que um sóliton de translação compactoM, com algumas

hipóteses geométricas sob sua fronteira, é uma parte doBowl Sóliton.



Introdução 3

Além desses resultados, apresentamos a prova de que não existem sólitons de translação

compactos sem fronteira, que não existem sólitons de translação cilindricamente limitados e

que há uma estimativa de altura para sólitons de translação compactos.

Nosso objetivo aqui é apresentar uma demonstração detalhada destes teoremas. Assim, no

Capítulo 1 apresentamos alguns resultados fundamentais para a prova dos teoremas principais.

Destacamos as Seções 1.4 e 1.5 e o Teorema 1.5.

No Capítulo 2, introduzimos a teoria de sólitons de translação, tanto no espaço Euclidiano

quanto no espaço produtoH2 � R. Apresentamos, em linhas gerais, a prova do Teorema de

Unicidade doBowlSóliton emR3. Veri�camos que os solitons de translação emH2 � R são

superfícies mínimas em um espaço conforme, que estes satisfazem um teorema de princípio da

tangência. Analisamos, ainda, um problema de Dirichlet associado aos sólitons de translação

emH2 � R.

No Capítulo 3, vemos que os sólitons de translação rotacionalmente simétricos são soluções

de uma equação diferencial e apresentamos uma descrição do espaço de fase desta equação.

Além disto, exibimos a prova de um lema que garante a existência de um sóliton de translação

rotacional. Por �m, expomos a prova do Teorema de Existência doBowl Sóliton.

No Capítulo 4, apresentamos a prova de resultados sobre sólitons de translação compac-

tos, resultados de não existência e estimativa de altura. Finalizamos o trabalho exibindo a

demonstração do Teorema de Unicidade doBowl Sóliton emH2 � R.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo faremos uma breve apresentação sobre imersões isométricas e curvatura

média, modelos do espaço hiperbólico, produtos Riemannianos, princípio do máximo e Método

de Re�exão de Alexandrov. Estes conceitos são fundamentais para o desenvolvimento deste

trabalho, especialmente o princípio do máximo e o Método de Alexandrov, os quais são

utilizados na prova de teoremas de não-existência e Unicidade doBowl Sóliton.

1.1 Imersões isométricas e curvatura média

Iniciaremos nosso trabalho tratando de imersões isométricas, de�nindo a segunda forma

fundamental e a curvatura média de variedades Riemannianas isometricamente imersas. Discu-

tiremos alguns pontos sobre a curvatura média, importantes para o desenvolver da dissertação.

São eles: determinar a curvatura média de uma hipersuperfície ao efetuar uma mudança con-

forme na métrica do espaço ambiente e desenvolver a fórmula a primeira variação do volume

com peso. A abordagem sobre a segunda forma fundamental e curvatura média de imersões

isométricas discutido a seguir foram baseados em [13]. Além disso, apresentaremos a fórmula

da primeira variação do volume com peso, como em [3].

SejamMn+ k uma variedade Riemanniana de dimensãon+ k, munida de uma métrica

h:; i eF : Mn ! Mn+ k uma imersão, em queM é uma variedade diferenciáveln-dimensional.

Consideremos emM a métrica Riemanniana induzida porF dada da seguinte forma: se

u;v 2 TpM então

hu;vi p := hdFp(u);dFp(v)i F(p):

Com tal métrica,F é uma imersão isométrica.



1.1 Imersões isométricas e curvatura média 5

Para todop 2 M, existe uma vizinhançaU de p tal queF restrita aU é um mergulho, de

modo queF(U) é uma subvariedade deM. Como os cálculos a seguir serão locais, no que

segue, identi�caremos para cadap 2 M, U comF(U), q 2 U comF(q) 2 F(U) e TqM com

TF(q)F(M). Assim, para cadap 2 M, podemos escrever

TpM = TpM � (TpM)?

em que(TpM)? denota o complemento ortogonal deTpM emTpM. Neste caso, escrevemos

para cadav 2 TpM, v = vT + v? , sendo quevT ev? denotam, respectivamente, a parte tangente

e normal dev em relação aM. Pode-se mostrar que, quando consideramos um campo de

vetoresX emM, podemos estendê-lo localmenteX a um campoX 2 X
�
M

�
. Esta extensão não

é necessariamente única.

Dessa forma, sejamX e Y campos de vetores emM e X; Y suas respectivas extensões

locais, considerando-se a métrica induzida, podemos veri�car que a conexão de Levi-Civita em

M é dada por

ÑXY =
�

ÑXY
� T

;

ondeÑ é a conexão de Levi-Civita emM.

No que segue, denote por(X(U))? o conjunto de campos deM que são normais aU � M.

Nas condições estabelecidas acima, de�nimos a aplicaçãoB : X(U) � X(U) ! (X(U))? por

B(X;Y) = ÑXY � ÑXY: (1.1)

Proposição 1.1.SejamX eY emX(U), X eY extensões locais deX eY, respectivamente, e

B : X(U) � X(U) ! (X(U))? de�nida em(1.1). EntãoB é uma aplicação bilinear simétrica

que não depende das extensõesX eY.

Demonstração.A condição de bilinearidade segue imediatamente do fato deÑ ser uma cone-

xão a�m. Observe que, em M,
�
X;Y

�
= [ X;Y]. Assim,

B(X;Y) = ÑXY �
�
X;Y

�
� (ÑXY � [X;Y])

= ÑYX � ÑYX

= B(Y;X):
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de onde concluímos queB é simétrica. Para mostrarmos queB não depende das extensões,

consideremosX1 outra extensão deX. Temos que

�
ÑXY � ÑXY

�
�

�
ÑX1

Y � ÑXY
�

= ÑX� X1
Y:

Note queX � X1 se anula emU e então, emU temos que

�
ÑXY � ÑXY

�
�

�
ÑX1

Y � ÑXY
�

= 0:

Analogamente, tomando outra extensãoY1 deY, comoY � Y1 ao longo de trajetórias deX em

M se anula, provamos queB não depende da extensão deY.

Pela proposição acima,B(X;Y)( p) depende apenas deX eY em p. No que segue, escre-

vendox= X(p) ey= Y(p), então denotaremosB(X;Y)( p) porB(x;y), de forma quex; y2 TpM

e B(x;y) 2 (TpM)? . Assim, de�nimos a forma bilinear simétricaHh (x;y) := hB(x;y);h i em

queh 2 (TpM)? . Através dela, podemos de�nir também a segunda forma fundamental.

De�nição 1.1. A segunda forma fundamental de uma imersão isométricaF em p segundo o

vetor normalh é a aplicaçãoIIh : TpM ! TpM dada por

IIh (x) = Hh (x;x):

Observe que, comoHh é uma aplicação bilinear e simétrica, podemos associar aHh uma

aplicação linearSh : TpM ! TpM, auto-adjunta, tal que

Hh (x;y) = hSh (x);yi :

Além disso, como pode ser visto em [13, Capítulo VI], a aplicaçãoSh satisfazSh x= �
�

ÑxN
� T

,

em queN é uma extensão local deh normal aM. DenominaremosSh deoperador forma.

Estamos interessados em estudar o caso em que a diferença entre a dimensãon deM e a

dimensãon+ k deM é1, ou seja,k = 1. Neste caso, denominaremosF : M ! M como uma

hipersuperfície. Para simpli�car a notação e terminologia, identi�caremosM comF(M) e

escreveremosMn � Mn+ 1. Diremos neste caso queMn é uma hipersuperfície deMn+ 1. Além

disso, nos restringiremos ao caso em queM e M são orientáveis e estão orientadas. Neste caso,

�ca determinado um único vetor unitário normal unitárioh 2 (TpM)? , para todop 2 M, no
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seguinte sentido: see1; :::;en é uma base na orientação deM, entãoe1; :::;en;h é uma base na

orientação deM.

Dessa maneira, acurvatura média de Mé dada como na de�nição abaixo.

De�nição 1.2. SejamM uma hipersuperfície deM, p 2 M e h 2 (TpM)? o vetor normal de

M em p. De�nimos a curvatura média (não normalizada)HM(p) deM em p como o traço do

operador formaSh em p.

Sejae1; :::;en uma base ortonormal emTpM e denotemoshi j := Hh (ei ;ej ). Então, a

curvatura médiaHM pode ser escrita como

HM =
n

å
i= 1

hii :

Observe que a curvatura média depende da métrica dada no espaço ambiente. Além disso, sendo

Sh auto-adjunta, existe uma base ortonormale1; :::;en de autovetores deSh , isto é,Sh ei = l iei .

Neste caso, dizemos queei el i são as direções principais e as curvaturas principais deM. Segue

da de�nição da curvatura média queHM =
n

å
i= 1

l i :

Posteriormente, provaremos um teorema em que é necessário relacionar a curvatura média

de uma superfícieM em H2 � R, munido de uma métricag, com a curvatura média deM

tomando uma métrica conforme ag emH2 � R. Para isto, precisamos do seguinte resultado

([13, Exercício 5, Capítulo VIII]).

Proposição 1.2.SejamM uma variedade Riemanniana munida da métricag, m: M ! R uma

função diferenciável ẽg := mg uma métrica emM conforme àg. ConsideremosÑ e Ñ̃ as

conexões Riemannianas deg e g̃, respectivamente. Então, para todoX eY emX(M) temos que

Ñ̃XY = ÑXY +
1

2m
[(Xm)Y + ( Ym)X � g(X;Y)Ñm];

ondeÑmdenota o gradiente demcalculado na métricag, isto é,X(m) = g(X;Ñm).

Demonstração.Provaremos quẽÑ é a conexão de Levi-Civita em(M;g̃), ou seja,Ñ̃ é uma

conexão a�m, simétrica e compatível com a métrica ˜g:

SejamX, Y, Z campos de vetores emM e f ;h : M ! R funções emM. Os itens (i), (ii) e

(iii) a seguir nos garantem quẽÑ é uma conexão a�m.
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i)

Ñ̃ f X+ hYZ = Ñ f X+ hYZ+
1

2m
[( f X + hY)(m)Z]

+
1

2m
[(Zm)( f X + hY) � g( f X + hY;Z) Ñm]

= f ÑXZ+ hÑYZ+
1

2m
[ f XmZ+ hYm]

+
1

2m
[(Zm) f X + ( Zm)hY� f g(X;Z)Ñm� hg(Y;Z)Ñm]

= f
�
ÑXZ+

1
2m

(XmZ+ ZmX � g(X;Z)Ñm)
�

+ h
�
ÑYZ+

1
2m

(YmZ+ ZmY � g(Y;Z)Ñm)
�

= f Ñ̃XZ+ hÑ̃YZ;

ii)

Ñ̃X(Y + Z) = ÑX(Y + Z)+
1

2m
[X(m)(Y + Z)+ ( Y + Z) mX]

+
1

2m
[� g(X;Y + Z) Ñm]

= ÑXY + ÑXZ+
1

2m
[XmY + XmZ+ YmX + ZmX]

�
1

2m
[g(X;Y)Ñm+ g(X;Z)Ñm]

= ÑXY +
1

2m
(XmY + YmX � g(X;Y)Ñm)

+ ÑXZ+
1

2m
(XmZ+ ZmX � g(X;Z)Ñm)

= Ñ̃XY + Ñ̃XZ;
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iii)

Ñ̃X( fY) = ÑX( fY)+
1

2m
[(Xm) fY + ( fYm)X � g(X; fY) Ñm]

= f ÑXY + X( f )Y +
1

2m
[ f (Xm)Y + f (Ym)X + f g(X;Y)Ñm]

= f ÑXY + f
1

2m
(XmY + YmX � g(X;Y)Ñm)+ X( f )Y

= f Ñ̃XY + X( f )Y:

Note que a condição de simetria deÑ̃ decorre imediatamente deÑ ser simétrica e da

simetria deg. Resta-nos veri�car quẽÑ é compatível com a métricãg, ou seja, basta provarmos

que

Xg̃(Y;Z) = g̃
�
Ñ̃XY;Z

�
+ g̃

�
Y;Ñ̃XZ

�
: (1.2)

DenotemosS(X;Y) = ( 1=2m)[(Xm)Y + ( Ym)X � g(X;Y)Ñm]. Observe que o esquerdo da

equação (1.2) é

X (mg(Y;Z)) = X(m)g(Y;Z)+ m[g(ÑXY;Z)+ g(Y;ÑXZ)]

e o lado direito é

g̃
�
Ñ̃XY;Z

�
+ g̃

�
Y;Ñ̃XZ

�
= m[g(ÑXY;Z)+ g(S(X;Y);Z)]

+ m[g(Y;ÑXZ)+ g(Y;S(X;Z))] :

Dessa forma, basta veri�carmos que

X(m)g(Y;Z) = m[g(S(X;Y);Z)+ g(Y;S(X;Z))] ; (1.3)

o que decorre de um cálculo direto. De fato, desenvolvendo as expressõesg(S(X;Y);Z),

g(Y;S(X;Z)) e aplicandog(Ñm;W) = W(m), para qualquerW 2 X(M), obtemos que

g(S(X;Y);Z) =
1

2m
[X(m)g(Y;Z)+ Y(m)g(X;Z) � g(X;Y)Z(m)]

g(S(X;Y);Z) =
1

2m
[X(m)g(Y;Z)+ Z(m)g(X;Y) � g(X;Z)Y(m)] :

Portanto, substituindo tais expressões na equação (1.3), o resultado segue.
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Proposição 1.3.SejamM uma hipersuperfície de
�
M;g

�
, f uma função diferenciável emM e

g̃ uma métrica conforme ag emM de�nida por

g̃ = e2f g:

Então, a curvatura médiãHM deM emM com a métrica ˜g, é

H̃M = e� f (HM(p) � (n� 1)g(Ñ f ;h )) ;

em queHM é a curvatura média deM, Ñ f denota o gradiente def e h é o campo normal

unitário emM, dados em relação à métricag.

Demonstração.SejamX eY emX(M). Denotaremos por̃ÑXY a conexão de Levi-Civita de

M em relação à métricãg e ÑXY a conexão deM em relação à métricag. Note que, pela

Proposição 1.2 temos:

Ñ̃XY = ÑXY +( X f)Y + ( Y f)X � g(X;Y)Ñ f : (1.4)

Consideremosp 2 M, Ei um referencial ortonormal em uma vizinhança dep e h campo

unitário normal aM, ambos com respeito a métricag. Então,

Ẽi = e� f Ei

é um referencial ortonormal de(M; g̃) em uma vizinhança dep e

h̃ = e� f h

é um campo de vetor unitário normal a(M; g̃) em p. Dessa forma, pela equação (1.4), obtemos

que

Ñ̃Ẽ j
Ẽi = e� f

�
e� f Ñ̃E j Ei + E j (e� f )Ei

�

= e� 2f �
ÑE j Ei + ( E j f )Ei + ( Ei f )E j � g

�
Ei ;E j

�
Ñ f

�
:
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Por outro lado, temos queg(ÑE j Ei ;h )( p) = ( B(E j ;Ei);h )( p) = hi j (p). Analogamente

parag̃: Portanto, comoh é ortogonal aEi eE j eg
�
Ei ;E j

�
= di j , obtemos que

h̃i j = g̃
�

Ñ̃Ẽ j
Ẽi ; h̃

�

= e� f g
�
ÑE j Ei � di j Ñ f ;h

�
:

Então,

H̃M =
n

å
i= 1

h̃ii

=
n

å
i= 1

e� f g(ÑEi Ei � Ñ f ;h )

= e� f

"
n

å
i= 1

hii � ((n� 1)g(Ñ f ;h ))

#

= e� f (HM � (n� 1)g(Ñ f ;h )) :

Utilizaremos a Proposição 1.3 acima para mostrar que superfícies mínimas em um espaço

conforme aRn cumprem o princípio do máximo, em um sentido a ser estabelecido na Seção 1.4.

Além disto, através desta proposição, pode-se veri�car que sólitons são superfícies mínimas

em um espaço conforme (ver Teorema 2.2). Vejamos, a seguir, a Fórmula da Primeira variação

do volume com Peso.

1.1.1 Fórmula da Primeira Variação do Volume com Peso

Sejam
�

Mn+ 1;g
�

uma variedade Riemanniana,f : M ! R uma função diferenciável e

F : Mn ! M uma imersão. Consideraremos emM a métrica conforme dada porg̃ = e2f g e, em

M, a métrica induzida pela imersãoF.

Tomemos coordenadas locaisx = ( x1; :::;xn) emM e denotamos̃gi j = g̃(¶xi ;¶x j ), para

i; j 2 f 1; :::;ng. Temos quedm̃:=
p

detg̃i j é um elemento de volume deM e, então, o volume

deM é dada pela função

G(M) =
Z

M
dm̃:
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Em nosso caso, vemos que a funçãoG pode também ser obtida em termos da métricag,

dado quẽdm=
q

e2f gi j = ef p gi j = ef dm. Assim, escrevemos a funçãoG(M) como:

G(M) =
Z

M
ef dm: (1.5)

De�nimos G(M ), dada na equação (1.5), como a área deM com pesof . Estamos interes-

sados em deduzir uma fórmula para a primeira variação deG, feito na Proposição 1.5 abaixo.

As ideias aqui desenvolvidas são baseadas na Seção 4 de [3].

Inicialmente, precisamos de�nir alguns elementos e enunciar dois resultados: aidentidade

de Jacobie oTeorema de Divergência. Neste sentido, de�namos a variação

F : M � (� e;e) ! M com suporte compacto dada por

• F(p;0) = p, 8p 2 M;

• Parap fora de um conjunto compactoK � M, temos queF(p;t) = F(p), 8t 2 (� e;e);

e consideramosFs;=
¶F
¶s

o campo variacional deF.

No que segue,p é um ponto deM, f xign
i= 1 um sistema de coordenadas ortonormal em torno

dep eMs := F(M;s). Identi�caremosF(p;s) = F(x(q);s) comx(q) = p eFxi (s) =
¶

¶xi
F(p;s):

Então, para cadas, de�nimos a métrica emMs dada por

gi j (s) = g
�
Fxi (s);Fx j (s)

�
:

Assim,ÑYX eÑYX são as conexões de Levi-Civita emM e emM, respectivamente. Note que

ÑYX =
�

ÑYX
� T

.

Identi�caremos, ainda,f como f (s) = f � F(p;s). Dessa forma, temos quef (s) : R ! R

não depende da escolha do sistema de coordenadas emM.

De�namos a função

v(s) = ef (s)

p
detgi j (s)p
detgi j (0)

:

Observe que, assim comof , v também não depende da escolha do sistema de coordenadas em

M.

Enunciemos a seguir, sem demonstrar, a Identidade de Jacobi e o Teorema da Divergência.

Estas demonstrações não são relevantes para o objetivo desta subseção, no entanto, vemos no

Capítulo 4 de [12] que o Teorema da Divergência é uma consequência do Teorema de Stokes,
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ou ainda, uma consequência do Teorema de Green (ver [24], Appendix6). A Identidade de

Jacobi pode ser consultada [27].

Proposição 1.4(Identidade de Jacobi). SejaAn� n(t) uma matrizn� n. Então,

d
dt

detA(t) = Tr
�

adj(A(t))
d
dt

A(t)
�

:

Teorema 1.1(Teorema da Divergência). SejamM uma variedade Riemanniana orientada eX

um campo de vetores emM com suporte compacto. Então,

Z

M
divXdm= 0:

Assim, enunciamos e apresentamos uma prova da variação do volume com peso, como

obtida por Arezzo em [3]. É importante observar que o resultado de Arezzo considera subvarie-

dades de codimensão qualquer, enquanto aqui nos restringiremos ao caso de hipersuperfícies.

Proposição 1.5.Considerando as hipóteses mencionadas acimas, a primeira variação do

funcional volume com peso é dada por

d
ds

G(M) =
Z

M
g

�
(Ñ f )? �

!
HM;Fs

�
ef dm;

ondeÑ f é o campo gradiente def segundo a métricag.

Demonstração.Primeiramente, determinemos a derivada dev(s). Para isto, observe que

d
ds

f (s) =
d
ds

f � F(p;s) = dfF(p;s) � Fs = g(Ñ f (s);Fs) :

Logo,

d
ds

v(s) =
1

p
detgi j (0)

� q
detgi j (s)

d
ds

ef (s) + ef (s) d
ds

q
detgi j (s)

�

=

p
detgi j (s)p
detgi j (0)

ef (s) d
ds

f (s)+
ef (s)

p
detgi j (0)

1

2
p

detgi j (s)

d
ds

detgi j (s)

= v(s)g(Ñ f (s);Fs) +
ef (s)

p
detgi j (0)

1

2
p

detgi j (s)

d
ds

detgi j (s):
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Pela Identidade de Jacobi, enunciada na Proposição 1.4, segue que

d
ds

detgi j (s) = Tr
�

adj
�
gi j

�
(s)

d
dt

�
gi j

�
(s)

�

= detgi j (s) Tr
��

gi j (s)
� �

g0
i j (s)

��

= detgi j Tr

 

å
r= 1

gir g0
r j

!

= detgi j å
i; j

gi j g0
i j ;

ondegi j denota as entradas da matriz inversa de[gi j ] e

g0
i j =

d
ds

g
�
Fxi (s);Fx j (s)

�
= g

�
ÑFsFxi ;Fx j

�
+ g

�
Fxi ;ÑFsFx j

�
:

Dessa forma,

d
ds

v(s) = v(s)g(Ñ f (s);Fs) +
ef (s)

p
detgi j (0)

1

2
p

detgi j (s)

 

detgi j å
i; j

gi j g0
i j

!

= v(s)g(Ñ f (s);Fs) + ef (s)

p
detgi jp

detgi j (0)

 

å
i; j

gi j g0
i j

!

= v(s)

 

g(Ñ f (s);Fs) +
1
2å

i; j
gi j g0

i j

!

Considerando um sistema de coordenadas local ortonormal em torno dep 2 M, temos que[gi j ]

é uma matriz diagonal. Entãogii =
1
gii

= 1 egi j = 0, para todo8i 6= j. Além disto, usando que
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a conexãoÑ é simétrica, temos queÑFsFxi = ÑFxi
Fs. Logo,

1
2å

i; j
gi j (0)g0

i j (0) =
1
2å

i
g0

ii (0)

= å
i

g
�

ÑFsFxi (0);Fxi (0)
�

= å
i

g
�

ÑFxi
Fs(0);Fxi (0)

�

= å
i

g
�

ÑFxi
F?

s (0);Fxi (0)
�

+ å
i

g
�

ÑFxi
FT

s (0);Fxi (0)
�

= å
i

g
�

� SF?
s (0)(Fxi (0)) ;Fxi (0)

�
+ Tr

�
Fxi (0) 7! ÑFxi (0)F

T
s (0)

�

= � g(HM(p);Fs) + divMFT
s (0):

Isto implica que

d
ds

v(s) js= 0 = ef �
g(Ñ f ;Fs) � g(HM(p);Fs) + divMFT

s (0)
�

= ef
�

g
�

(Ñ f )? ;Fs

�
+ g

�
(Ñ f )T ;Fs

�
� g(HM(p);Fs) + divMFT

s (0)
�

= ef
�

g
�

(Ñ f )? � HM(p);Fs

�
+ divMFT

s (0)
�

:

Portanto, a primeira variação de

G(Ms) =
Z

M
v(s)

q
detgi j (0)

é dada por

d
ds

G(M) =
Z

M

d
ds

v(s)

�
�
�
�s= 0

q
detgi j (0)

=
Z

M
ef

�
g

�
(Ñ f )? � HM(p);Fs

�
+ divMFT

s (0)
�

dm

Uma vez que a variação é de suporte compacto, pelo Teorema da Divergência, temos que

d
ds

G(M) =
Z

M
ef g

�
(Ñ f )? � HM(p);Fs

�
dm

e o resultado segue.
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Portanto, por meio dessa proposição, encontramos uma condição necessária e su�ciente

para garantir quando a hipersuperfícieM é um ponto crítico da primeira variação do volume

com peso. Isto é,M é ponto crítico deGquandoHM = ( Ñ f )? .

Veremos que as superfícies que nos dedicamos a estudar neste trabalho, os sólitons de

translação, tanto emR3 quanto emH2 � R são pontos críticos de um funcional comoG.

1.2 O Plano Hiperbólico

Nesta seção apresentaremos três modelos para o plano HiperbólicoH2: o do semi-plano

superior, o do disco de Poincaré e o de Lorentz-Minkowski. Faremos apenas uma breve

introdução sobre estes, enfatizando os principais resultados que utilizaremos no desenvolver do

trabalho. No entanto, estes e outros resultados podem ser consultados com mais detalhes em

[10], [13] e [37].

O Semi-Plano Superior:SejaR2
+ o semi-plano superior emR2 dado por

R2
+ =

�
(x1;x2) 2 R2;x2 > 0

	
:

De�namos, no mesmo, a métrica Riemanniana

g =
1
x2

2

�
dx2

1 + dx2
2
�

:

Veri�ca-se que
�
R2

+ ;g
�

é uma variedade Riemanniana isométrica aH2. Neste modelo, as

geodésicas são retas verticais e semi-círculos superiores que formam um ângulo reto ao

intersectarem o eixox1.

O Modelo do Disco de Poincaré:SejaD2 :=
�

(x1;x2) 2 R2; x2
1 + x2

2 < 1
	

um disco em

R2 centrado na origem com raio 1 er : D ! R uma função dada por

r (x1;x2) =
2

1� (x2
1 + x2

2)
:

De�nimos a métricag̃ emD2 comog̃ = r 2h:; :i , em queh:; :i denota o produto interno deR2.

Dessa forma, o espaço
�
D2; g̃

�
, é uma variedade Riemanniana denominadaDisco de Poincaré.

Pode-se ver no Capítulo 4 de [10] que as geodésicas do Disco de Poincaré são os arcos das

circunferências ortogonais a fronteiraS1.
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O Modelo do Hiperboloide: Consideramos a forma quadráticaQ : R3 ! R dada por

Q(x1;x2;x3) = x2
1+ x2

2 � x2
3, temos queQ induz uma métrica semi-Riemannianag̃ emR3. Neste

caso,
�
R3; g̃

�
é conhecido comoespaço de Lorentz-Minkowskidenotado porL3.

De�nimos o plano hiperbólicoemL3 como o conjunto

H2 :=
�

(x1;x2;x3) 2 L3; Q(x1;x2;x3) = � 1 ex3 > 0
	

;

munido da métrica induzida porg̃. Este espaço pode ser visto emR3 coma a folha superior de

um hiperboloide de duas folhas e é uma variedade Riemanniana com a métrica induzida porg̃ .

Observação1.1. Em [10], os autores se dedicam a estudar curvas e superfícies no espaço

pseudo-RiemannianoRn
v. Particularmente, são obtidas importantes informações a cerca do

espaço hiperbólico no modelo de Lorentz-Minkowski, as quais resumimos na observação

seguinte.

i) O plano tangente aH2 em um pontop 2 H2 é um subespaço vetorial deL3;

ii) Para cada pontop no espaço hiperbólico, o vetor normal aH2 em p éh(p) = � p;

iii) Seja f : H2 ! R uma função diferenciável. O gradiente def na métrica hiperbólica é

dado por

ÑL f ( p) =
�

¶ f
¶x1

(p);
¶ f
¶x2

(p); �
¶ f
¶x3

(p)
�

;

em que
¶ f
¶xi

denota a derivada parcial def como são dadas emR3.

Observação1.2. Uma transformação linearA : L3 ! L3 é chamadatransformação de Lorentz

seA preserva o produtor interno induzido porQ. No Capítulo 4 de [10], mostra-se que as

isometrias deH2 são dadas pelas restrições de transformações de Lorentz àH2.

Observação1.3. Sejap 2 H2 e v 2 TpH2. A geodésicag emH2 tal queg(0) = p e g(0) = v é

dada por

g(t) = cosh(jvjt)p+ senh(jvjt)
v
jvj

:

De fato, basta observar queg00(t) = jvj2h(g(t)) , isto é, o campog00é normal aH2. Logo,
Dg0

dt
(t) � 0:

Observação1.4. Considere o caso particular em quep = ( 0;0;1) ev = ( 0;1;0). Neste caso,

temos queG(t) = ( 0;senh(t);cosh(t)) : Para cadar 2 R, considere o grupo a 1-parâmetro de
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transformações de Lorentz dadas pelas matrizes

Tr =

0

B
B
@

1 0 0

0 cosh(r) senh(r)

0 senh(r) cosh(r)

1

C
C
A :

Observe queTr (G(t)) = ( G(r + t)) . De acordo com [37], Tr é chamadatranslação hiperbólica

ao longo deG. Para de�nir translações hiperbólicas ao longo de uma outra geodésicas deH2,

basta usar a unicidade das geodésicas para encontrar uma transformação de LorentzAs ;G que

levas aG, realizar a translação ao longo deGe depois aplicarA� 1
s ;G ao resultado encontrado.

Além disto, seTr é uma translação hiperbólica, para cadaq 2 H2, pelo Teorema 5.1 de [23], a

curvaa r (q) := Tr (q) é uma geodésica.

Nosso objetivo neste trabalho é investigar sólitons de translações imersos na variedade

RiemannianaH2 � R. Dessa forma, utilizaremos fortemente os resultados apresentados nesta

seção e transitaremos entre os modelos do Espaço Hiperbólico que nos referimos. Completamos

nosso estudo sobre o espaçoH2 � R tratando de Produtos Riemannianos na seção a seguir.

1.3 Produtos Riemannianos

Como mencionado anteriormente, os resultados apresentados neste trabalho, feito por

Bueno em [5] e [6], são desenvolvidos na variedade RiemannianaH2 � R. Esta é, em particular,

um produto Riemanniano. Nesta seção apresentando alguns resultados fundamentais sobre

estas variedades. Tais resultados são baseados em [15] e no Capítulo 3 de [35].

Sejam(M1;g1) e (M2;g2) duas variedades Riemannianas eM1 � M2 o produto cartesiano

entre elas, este espaço é uma variedade diferencial a qual é conhecida como variedade produto

(vide [25]).

Consideremosp1 ep2 as projeções naturais do produto cartesianoM1 � M2 emM1 eM2,

respectivamente. Tomemos um ponto(p;q) 2 M1 � M2, para quaisqueru;v 2 T(p;q)M1 � M2,

de�nimos uma métrica Riemanniana emM1 � M2 como

g(u;v) = g1 (dp1 (u) ;dp1 (v))+ g2 (dp2 (u) ;dp2 (v)) :

A métrica dada por esta equação acima é denominadamétrica produto. Dizemos que

M1 � M2 munida com tal métrica é umproduto Riemanniano. Dadas estas de�nições, podemos
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determinar a conexão de Levi-Civita e as geodésicas no produto RiemannianoM1 � M2, através

de informações sobre as variedadesM1 eM2, como faremos nas proposições a seguir.

Primeiramente, como pode ser visto em [25], para cada(p;q) 2 M1 � M2, podemos identi-

�car o plano tangente deM1 � M2 em(p;q) da seguinte maneira:

T(p;q)M1 � M2 = TpM1 � TqM2:

Assim, escrevemos um campoX 2 X (M1 � M2) comoX = X1 + X2 em queX1 2 X (M1) e

X2 2 X (M2).

Proposição 1.6.SejaÑ1 a conexão de Levi-Civita emM1 e sejaÑ2 a conexão de Levi-Civita

emM2. Então, a conexão de Levi- CivitaÑ emM1 � M2 é dada por:

ÑYX = Ñ1
Y1

X1 + Ñ2
Y2

X2:

Demonstração.Observe queÑ está bem de�nida, provemos queÑ é uma conexão a�m,

simétrica e compatível com a métrica produto. Note que, comoÑ1 eÑ2 são conexões a�ns, é

imediato veri�car queÑ é também uma conexão a�m. Provaremos, agora, queÑ é compatível

com a métricag.

Observe que, pela de�nição da métricag, temos queg(Xi ;Yj ) = 0 para todoi 6= j e para

todo campoX = X1 + X2 eY = Y1 + Y2 emM1 � M2. TomemosX, Y e Z campos emM1 � M2,

então

Xg(Y;Z) = Xg(Y1 + Y2;Z1 + Z2)

= X [g(Y1;Z1) + g(Y2;Z2)]

= X1g1 (Y1;Z1) + X2g2 (Y2;Z2) :

Pela compatibilidade da conexãoÑ1 e Ñ2 com a métricag1 e g2, respectivamente, concluímos

que

Xg(Y;Z) = g(ÑXY;Z)+ g(Y;ÑXZ) :

Por �m, pela simetria deÑ1 eÑ2, é imediato veri�car queÑ também é simétrica. Logo, pela

unicidade do Teorema de Levi-Civita, obtemos queÑ é a conexão Riemanniana emM1 � M2,

como queríamos provar.
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De�niremos o campoX = X1 + X2 emM1 � M2 como umcampo verticalquando a com-

ponenteX1 é identicamente nula. Analogamente, dizemos queX é umcampo horizontalse

X2 � 0. SejamX eY dois campos horizontais emM1 � M2 e Z um campo qualquer também

emM1 � M2, pela fórmula de Koszul temos que

g(ÑXY;Z) =
1
2

f Xg(Y;Z)+ Yg(Z;X) � Zg(X;Y)g

+
1
2

f g([X;Y];Z)+ g([Z;X];Y)+ g([Z;Y];X)g

=
1
2

f X1g1 (Y1;Z1) + Y1g1 (Z1;X1) � Z1g1 (X1;Y1)g

+
1
2

f g1 ([X1;Y1];Z1) + g1 ([Z1;X1];Y1) + g1 ([Z1;Y1];X1)g

= g1
�
Ñ1

X1
Y1;Z1

�

= g(ÑX1Y1;Z):

Logo, ÑXY é também um campo vertical eÑXY = Ñ1
X1

Y1. Dessa forma, podemos também

veri�car que seV eW são campos verticais emM1 � M2, entãoÑWV é um campo vertical

e ÑWV = Ñ2
W2

V2. Este resultado é dado na Proposição 56 do Capítulo 3 de [35], a qual

enunciaremos a seguir. Através dele, determinamos todas as geodésicas do espaço produto

M1 � M2.

Proposição 1.7.SejamX;Y 2 X (M1 � M2) campos horizontais eV;W 2 X (M1 � M2) campos

verticais. Então,

1) ÑXY é um campo vertical eÑXY 2 X (M1) ;

2) ÑWV é um campo horizontal eÑWV 2 X (M2) ;

3) ÑVX = ÑXV = 0:

Corolário 1.1. Uma curval (t) = ( l 1(t); l 2(t)) é uma geodésica emM1 � M2 se, e somente

se, as projeções del 1 e l 2 emM1 eM2, respectivamente, são geodésicas. Além disto,M1 � M2

é um espaço completo quandoM1 eM2 são também completos.

Observação1.5. Uma observação importante sobre a geometria dos espaços produtoS2 � R

e H2 � R é a existência de difeomor�smos conformes entre estes espaços e abertosW� R3.

Ou seja, suas correspondentes métricas produto são conformes à métrica Euclidiana. Este fato

será importante para o estudo de sólitons de translação emH2 � R. O leitor interessado nos
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difeomor�smos mencionados acima poderá consultar [28]. Especi�camente para o casoH2 � R,

o difeomor�smo dado em [28] é como segue. Considere emH2 o modelo do hiperboloide e

tome emL3 uma base pseudo-ortonormale0, e1 ee2 tal quehe0;e0i = he2;e2i = 0, he0;e2i =

�
1
2

, he1;ei i = d1i , 0 � i � 2. EntãoY : H2 � R ! R3 nR é dado por

Y(x0e0 + x1e1 + x2e2;z) =
1
x0

(x1;cos(t);sen(t)) :

Feitas essas considerações acerca de produtos Riemannianos, nos dedicaremos agora a

estudar superfícies imersas no produto RiemannianoH2 � R. Nosso objetivo é veri�car que a

função alturae afunção ângulode uma superfície satisfazem uma certa equação, como efetuado

no Lema 3.2.1 em [15] para espaçosM2 � R, em queM2 é uma variedade Riemanniana.

Primeiramente, de�nimos afunção alturas : H2 � R ! R como a projeção natural emR.

Isto é,s (p;z) = z, para cada(p;z) 2 H2 � R. Segue queÑs = ¶z, em queÑs é o gradiente da

função alturas em relação à métrica produto. A altura de uma superfícieM imersa emH2 � R

é de�nida como a restriçãoh = s jM.

Observação1.6. O campo¶z é um campo paralelo. De fato, sejaX = X1 + X2 campo em

H2 � R, comX1 2 X
�
H2�

eX2 2 X (R). Sendo¶z é uma base deX (R), podemos escrever as

componentes do campoX como

X1 = X � g(X;¶z) ¶z e X2 = g(X;¶z) ¶z:

Assim, pelo Item (3) da Proposição 1.7, temos que

ÑX¶z = ÑH2

X1
¶z+ ÑR

X2
¶z = ÑR

X2
¶z = g(X;¶z) ÑR

¶z
¶z:

Por outro lado,

g
�
Ñ¶z¶z;¶z

�
=

1
2

¶zg(¶z;¶z) = 0:

Logo, o campoÑ¶z¶z = 0 e, então,ÑX¶z = 0.

Consideramos a superfícieM imersa emH2 � R com a métrica induzida e sejamh o

campo de vetor normal unitário àM eSo operador formaSX= � ÑXh . Note que, a conexão

Riemanniana deM é dada por

ÑM
X Y = ÑXY � g(SX;Y) h : (1.6)
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Finalmente, de�nimos afunção ângulodeM por n(p) = g(h ;¶z). Dessa forma, provamos

os principais resultados desta seção.

Proposição 1.8.SejamM uma superfície imersa emH2 � R, h a função altura deM, n a

função ângulo deM eSo operador forma. Então, para todo campoX 2 X (M), temos que

ÑM
X Ñh = SXn;

sendoÑh o gradiente deh na métrica induzida.

Demonstração.Inicialmente, escrevemos o campo¶z como a soma da componente normal a

M com a componente tangenteT da superfície, ou seja,

¶z = T + nh:

Como¶z é o gradiente da função alturas , então devemos ter queT = Ñh.

Pela observação feita anteriormente,¶z é um campo paralelo. Combinando estes últimos

resultados com a equação (1.6), obtemos

0 = ÑX¶z = ÑX (Ñh+ nh) = ÑXÑh+ nÑXh + dn(X)h

= ÑM
X Ñh+ g(SX;Ñh) h � nSX+ dn(X)h

=
�
ÑMÑh� nSX

�
+ ( g(SX;Ñh)+ dn(X)) h :

Por outro lado, note queg(SX;Ñh) + dn(X) é a componente normal eÑMÑh� nSX é a

componente tangente do campoÑX¶z. Logo, comoÑX¶z = 0, cada uma das suas componentes

também são nulas. Em particular,

ÑMÑh = nSX:

Corolário 1.2. SejaDM o operador de Laplace-Beltrami emM. Então, a curvatura média de

M satisfaz

DMh = 2HMn: (1.7)
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Demonstração.Sejamp 2 M e f e1;e2g uma base deTpM formada por direções principais.

Pela de�nição do operadorDM, temos que

DMh(p) =
2

å
i= 1

g
�
ÑM

ei
Ñh(p);ei

�
:

Por outro lado, pela Proposição anterior, concluímos que

DMh(p) =
2

å
i= 1

g(n(p)Sei ;ei) = n(p)g(Sei ;ei) = n(p)HM(p):

A equação 1.7 é importante para a provar que não existe sóliton de translação compacto sem

bordo. A prova deste resultado será apresentada no último capítulo deste trabalho. Por agora,

expomos brevemente uma ferramente que nos permite comparar localmente duas superfícies:

princípio do máximo.

1.4 Princípio do Máximo

Nesta seção faremos uma breve exposição a respeito do princípio do máximo (PM) de

Hopf (ver [19]), baseada em [15] e [16]. Enfatizamos o princípio de tangência e o princípio do

máximo geométrico, o qual nos permitirá comparar duas hipersuperfícies deRn+ 1. Omitiremos

a demonstração de alguns resultados, que podem ser vistos com mais detalhes em [15], [16],

[19] e [21].

O teorema de princípio do máximo e princípio do máximo geométrico são veri�cados para

operadores de�nidos no espaço Euclidiano e, consequentemente, valem para hipersuperfícies

emRn+ 1. No entanto, Fontenele e Silva em [17] e Souam em [40] estabelecem um princípio

de tangência para casos mais gerais. O nosso principal resultado apresentado nesta seção é

provado no Teorema 1.5, onde mostramos que uma superfície mínima em um espaço conforme

aRn+ 1 cumpre o princípio do máximo (em um sentido a ser estabelecido).

SejamWum domínio limitado deRn eu : W! R uma função de classeC2 (W). De�namos

o operador linear de segunda ordemL por

Lu = å
i; j

ai j ¶2
i j u(x)+ å

i
bi¶iu(x)+ cu(x)



1.4 Princípio do Máximo 24

em quex = ( x1; :::;xn) 2 W, ai j , bi e c são funções contínuas emW, a matrizA = ( ai j ) é

simétrica e¶iu(x) denota a derivada parcial deu em relação axi .

Classi�caremos umoperador linear elípticocomo o operadorL tal que os coe�cientes da

matrizA são positivos. Neste caso, sejaml (x) eL (x) o mínimo e o máximo dos auto valores

deA(x), respectivamente, então

0 < l (x)jx j2 � ai j (x)xix j � L (x)jx j2

para todox = ( x1; :::;xn) 2 Rn � f 0g. Dizemos queL éuniformemente elípticoquandoL=l

é limitado. Além disto, de�nimos também um operadorlocalmente uniformemente elíptico

como segue.

De�nição 1.3. Dizemos que o operadorL é localmente uniformemente elíptico quando, para

todox0, existem constantesl x0 eL x0 tais que

l x0jx j2 � å
i; j

ai j (x)xix j � L x0jx j2:

De�nimos operadores elípticos visto que o princípio do máximo de Hopf é veri�cado para

estes operadores. Uma ideia geral do princípio do máximo é que dada algumas hipóteses sobre

o operadorL, sendou satisfazendoLu = 0, temos que seu atinge o máximo no interior deW

entãou deve ser constante.

Enunciemos o teorema do princípio do máximo de Hopf no interior e na fronteira e

um corolário que utilizaremos para provarmos o princípio da tangência. Como estamos

interessados em uma breve exposição destes conceitos, não iremos prová-los, mas, suas

respectivas demonstrações podem ser vistas detalhadamente em [16], [19] e [14].

Teorema 1.2(Princípio do Máximo no Interior). SejaL um operador uniformemente elíptico

emW. Suponha que

Lu = å
i; j

ai j ¶2
i j u(x)+ å

i
bi¶iu(x)+ cu(x) � 0

para uma funçãou emC2(W). Logo,

• sec = 0 eu atinge um máximo emWentãou é constante emW;

• sec � 0 eu atinge um máximo não negativo emW, entãou é constante emW.
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Teorema 1.3(Princípio do Máximo na fronteira). SejaL um operador elíptico emW com

fronteira¶Wduas vezes diferenciável. Consideremosx0 em¶Wtal que

• u 2 C1(W) emx0;

• x0 é um ponto de máximo deu emW;

•
¶u
¶h

(x0) = 0, sendoh o normal interior de¶W.

Então,

• sec = 0 temos queu é constante;

• sec � 0 eu(x0) � 0 temos queu é constante.

Corolário 1.3. Suponha que a fronteira¶WdeWé regular,

Lu = å
i; j

ai j ¶2
i j u(x)+ å

i
bi¶iu(x)+ cu(x)

é um operador uniformemente elíptico comc limitado. Sejau 2 C2(W) \ C(W) comLu � 0,

u � 0 emWex0 2 W. Assim,

• Sex0 2 Weu(x0) = 0 entãou � 0 em uma vizinhança dex0;

• sex0 2 ¶W, u(x0) = 0 e u 2 C1(W) emx0 e
¶u
¶h

(x0) � 0, ondeh é o normal interior,

entãou se anula em uma vizinhança dex0 emW[ f x0g.

Para os propósitos desse trabalho, que irá abordar a curvatura média de grá�cos de funções,

será conveniente estudar uma classe mais geral de operadores, chamadosoperadores quasi-

lineares. Sejau : W! R uma função de classeC0 �
W

�
\ C2 (W). Dizemos queQ um operador

quasi-linearquandoQ é dado por

Qu := å
i; j

ai j (x;u;Ñu) ¶i j u+ b(x;u;Ñu)

sendo quex = ( x1; :::;xn) 2 W, ai j eb são funçõesC1 de�nidas emW� R� Rn. Analogamente

a operadores lineares, classi�camos o operadorQ como elíptico, uniformemente elíptico e

uniformemente localmente elíptico.
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Em alguns casos, podemos escrever o operadorQ na suaforma divergente, isto é,Q está na

sua forma divergente quando existe uma função vetorialA(x;z; p) = ( A1(x;z; p); :::;An(x;z; p))

e uma função escalarB tal que o operadorQ é pode ser escrito como

Qu= div(A(x;u;Ñu))+ B(x;u;Ñu) : (1.8)

Exemplo 1.1. SejaM uma hipersuperfície deRn+ 1, para cadap 2 M, podemos tomar uma

vizinha dep em queM é o grá�co de uma função diferenciávelu de�nida sobre o plano

tangente deM em p. Sem perda de generalidade, identi�camos este plano tangente com

Rn � f 0g. Como provado no Lema 1.2.1 em [18], a curvatura média deM em p satisfaz a

seguinte equação:

HM = div

 
Ñu

p
1+ jÑuj2

!

;

ou seja, podemos escrever a equação acima da formaHM = M u, em queM é um operador

quasi-linear na forma divergente.

Enunciemos um lema que, combinado com o princípio do máximo, nos permitirá provar

o teorema a seguir. A prova deste lema pode ser encontrada em [16], [21] e [40]. Quanto ao

teorema abaixo, após estabelecermos a condição de hipersuperfícies cumprirem o princípio do

máximo, esse é fundamental para a prova do princípio do máximo geométrico.

Lema 1.1. SejamW2 Rn um domínio euk : W! R, parak = 1;2 duas soluções da mesma

equação quasilinearQ(uk) = 0. Então,u := u1 � u2 satisfaz uma equação linear elípticaLu = 0.

Teorema 1.4(Princípio da tangência). Sejamuk : W! R, parak = 1;2, duas funções diferen-

ciáveis em um domínio convexoW, comx0 2 We uk 2 C2(W) \ C(W). Assuma queuk são

soluções da mesma equação quase-linear elíptica. Dessa forma,

• Sex0 é um ponto interior, comu1(x0) = u2(x0) eu1 � u2 emW, entãou1 � u2 em uma

vizinhança dex0.

• Sex0 é um ponto de fronteira, comu1(x) � u2(x), u1 � u2 e
¶u1

¶h
(x0) =

¶u2

¶h
(x0), então

u1 � u2 em uma vizinhança dex0:

Demonstração.De�namosu := u1 � u2. Pelo Lema anterior,u é solução de uma equação

linear elípticaLu = 0. Observe queu satisfaz

u(x0) = 0 e u = u1 � u2
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quandox0 é um ponto do interior deWou da fronteira¶W. Além disso,

¶u
¶h

(x0) =
¶u1

¶h
�

¶u2

¶h
(x0) = 0:

Pelo Corolário 1.3,u � 0 em uma vizinhança dex0. Logo, u1 � u2 em uma vizinhança de

x0:

Como já mencionado, estamos interessados em utilizar o princípio da tangência para

comparar duas superfícies, em um certo sentido. Para isto, suponha que duas hipersuperfícies de

Rn+ 1, M1 eM2, são escritas localmente como o grá�co de uma funçãou1 eu2, respectivamente,

sobre seu plano tangente. De�nimos a seguir a condição para queMi, i = 1;2, cumpra o

princípio do máximo.

De�nição 1.4. Dizemos queMi = graf(ui), i = 1; 2, cumpre o princípio do máximo quando

a diferençau = u1 � u2 veri�ca uma equação diferencialLu � 0 que satisfaz a conclusão do

princípio da tangência (Teorema 1.4), em queL é um operador invariante por isometrias de

Rn+ 1 .

Exemplo 1.2.SejamM1 eM2 duas hipersuperfícies deRn+ 1 com curvatura média constante

igual ak e denotemos porM o operador quasi-linear elíptico tal que

M u = div

 
Ñu

p
1+ jÑuj2

!

:

Consideremos que, localmente,Mi é o grá�co deui . Então, pelo Exemplo 1.1,u1 eu2 satisfazem

a equaçãoM ui � k = 0. Pelo Lema 1.1, a funçãou := u1 � u2 é solução de um operador linear

elíptico. Logo,M1 eM2 cumprem o princípio do máximo.

Introduziremos agora, outras duas de�nições que nos permitirá enunciar princípio do

máximo geométrico.

De�nição 1.5 (Ponto de Tangência Interior). SejamMi, parai = 1;2, duas hipersuperfícies

deRn e p um ponto no interior deMi. Dizemos quep é um ponto de tangência interior de

Mi quando os planos tangentesTpM1 e TpM2 coincidem e quando o campo de vetor normal

unitário deM1 eM2 em p também coincidem.

De�nição 1.6 (Ponto de Tangência na Fronteira). SejamMi, parai = 1;2, duas superfícies

regulares com fronteiras¶Mi não-vazia ep ponto da fronteira deMi . Dizemos quep é ponto de
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tangência na fronteira deMi quando os planos tangentes e os vetores normais aMi , e conormais

a¶Mi em p coincidem.

Dadas estas de�nições, podemos �nalmente enunciar o princípio do máximo geométrico.

Observe que sua demonstração decorre diretamente do Teorema 1.4. Por esta razão, muitas

vezes nos referimos ao princípio do máximo geométrico apenas como princípio da tangência.

Proposição 1.9(Princípio do Máximo Geométrico). SejamMi = graf(ui), parai = 1;2, que

cumprem o princípio do máximo. Suponha quep é um ponto de tangência (no interior ou na

fronteira) deMi tal que existe uma vizinhança dep comu1 � u2. Então,M1 coincide comM2

em uma vizinhança dep.

Provaremos, agora, o principal resultado desta seção. Por meio dele, veri�caremos no

capítulo a seguir que sólitons de translação emH2 � R satisfazem um princípio de tangência

análoga ao que enunciamos anteriormente.

Teorema 1.5.Seja(M̃n+ 1; g̃) uma variedade Riemanniana conforme aRn+ 1. SeM1 e M2

são duas superfícies mínimas tangentes em um pontop, entãoM1 e M2 coincidem em uma

vizinhança dep.

Demonstração.Dada uma hipersuperfícieM � Rn+ 1, sejamHM a curvatura média deM em

relação à métrica Euclidiana ẽHM a curvatura média deM em relação à métrica conformeg̃.

Pela Proposição 1.3, temos que

H̃M = e� f
2 (HM � (n� 1) hÑf ;h i ) ;

sendoh o campo vetorial normal aM. SeM é uma hipersuperfície mínima no espaço conforme

(ou seja,H̃M � 0), então

HM � (n� 1) hÑf ;h i = 0:

Por outro lado, sem perda de generalidade, dadop 2 M, podemos tomar uma vizinhança

de p emM como sendo o grá�co de uma funçãou diferenciável de�nida sobre um aberto do

plano tangente deM, o qual identi�caremos comRn � f 0g, com coordenadasx = ( x1; : : : ;xn)

eh (p) = ¶xn+ 1 . Logo, pela equação acima, cada funçãou satisfaz

div

 
Ñu

p
1+ jÑuj2

!

� (n� 1)hÑf (x; u);h i = 0; (1.9)
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em queh =
(Ñu; � 1)

p
1+ jÑuj2

.

Em particular, seM1 e M2, como na hipótese, são dadas localmente como grá�cos de

funçõesu1 e u2, então temos queu1 e u2 são soluções de uma mesma equação quasi-linear

do tipoQui = 0, onde o operadorQ é dado por(1.8). Pelo Lema 1.1,u := u1 � u2 satisfaz

a equação linear elípticaLu, assim, podemos aplicar o princípio do máximo e o resultado

segue.

Observação1.7. Na próxima seção veremos o Teorema de Alexandrov para superfícies com-

pactas com curvatura média constante emR3. O propósito ao abordar este teorema é apresentar

uma das principais técnicas utilizadas em geometria diferencial, a saber, o Método de Re�exão

de Alexandrov, que se baseia fortemente no Princípio do Máximo Geométrico apresentado nesta

seção na Proposição 1.9. Aplica-se este princípio para mostrar que uma superfície compacta

S com curvatura média constante possui um plano de simetria em toda direção. Para isso,

será necessário que duas superfíciesMi = graf(ui) que cumpram o princípio do máximo e

sejam tangentes em um pontop, coincidam enquanto são grá�cos deui e não apenas em uma

vizinhança dep. De acordo com Hopf [21], vale tal propriedade uma vez que superfícies de

curvatura constante são analíticas.

De fato, de acordo com o Lema 1 do Capítulo 6 de [24], se duas aplicações analíticas

f ;g : M ! M0, coincidem em um aberto deM, em queM e M0são variedades analíticas, então

f eg coincidem emM. Por outro lado, o Teorema 13 do Capítulo 10 de [41] nos diz que uma

soluçãou de classeC3 de uma equação elíptica da formaF(x;y;u;ux;uy;uxx;uxy;uyy) = 0 é

analítica, desde queF seja uma função analítica. Assim, grá�cos de tais soluções sobre abertos

deR2 são superfícies analíticas.

A ideia é então proceder como segue. SejamM1 e M2 duas superfícies que cumprem o

princípio do máximo para uma equação elíptica dada por uma funçãoF como acima. Podemos

escreverMi , parai = 1;2, localmente o grá�co de uma funçãoui de�nida sobre o plano tangente.

Segue do exposto queM1 eM2 coincidem até que uma das destas duas superfícies deixem de

ser grá�co. Neste caso, temos um ponto de tangência limite e, pelo princípio do máximo,M1

e M2 coincidem novamente em outra vizinhança em que ambas as superfícies são tomadas

como o grá�co. O argumento acima mostra que os subconjuntos deM1 e M2 em queM1 e

M2 coincidem são abertos e fechados nas respectivas superfícies. SeM1 e M2 são conexas,

concluímos queM1 = M2.
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Observação1.8. As técnicas que apresentamos foram desenvolvidas no espaçoRn+ 1. No

entanto, em [17], os autores provam um princípio de tangência para variedades Riemannianas

mais gerais. Neste caso, dizemos que uma subvariedade RiemannianaMn deM̃n+ 1 é localmente

o grá�co de uma funçãou, de�nida em uma vizinhança abertaW da origem deTpM, com

p 2 M, quandoM é parametrizada localmente por

f (x) = expp (x+ u(x)h ) ;

em queh é o campo normal aM.

Dessa forma, considereM1 eM2 hipersuperfícies dẽM, tangentes em um ponto, localmente

grá�cos deu1 eu2 sobre seus respectivos planos tangentes. Veri�ca-se em [17] que a função

u := u1 � u2 é solução de um operador elíptico e, assim, obtém-se resultados de comparação

destas.

Concluímos que o princípio do máximo é uma ferramenta poderosa para o estudo de superfí-

cies com curvatura média constante, como veremos a seguir, esse princípio foi fundamental para

a prova do Teorema de Alexandrov. Além de superfícies com curvatura média constante, vemos

em nosso trabalho que os sólitons de translação, tanto emRn quanto emH2 � R, são exemplos

de superfícies que cumprem o princípio do máximo e veri�cam o princípio da tangência.

1.5 Teorema de Alexandrov

Nesta seção apresentaremos os principais passos para a demonstração do Teorema de

Alexandrov, baseados em [16]. O Teorema de Alexandrov é visto na literatura como uma

das principais aplicações do princípio do máximo. Além disto, as técnicas abordadas na

demonstração de tal teorema tem sido utilizadas por vários pesquisadores para a provar teoremas

de unicidade, citamos [6], [18], [31] e [32], [38].

O Método de Re�exão de Alexandrov foi desenvolvido para o caso de superfícies compactas

deR3 e podem ser estendidas para casos mais gerais. Por exemplo, Schoen [38] aplica as

técnicas de Alexandrov em superfícies mínimas; Martín et. al [5] e Bueno [6] utilizam o

Método de Re�exão de Alexandrov para provarem a unicidade doBowlSóliton emRn e em

H2 � R, respectivamente.

Introduziremos algumas notações e de�nições essenciais para o desenvolvimento da prova

do Teorema de Alexandrov. A começar pela de�nição defolheação por planoscomo segue.
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De�nição 1.7. SejaP plano deR3 com vetor normalv. De�nimos a folheação por planos

associados aP, denotada porP(t), como a família de planos paralelos aP a uma distânciajtj,

isto é, cadaP(t) é dado por

P(t) = f p+ tv; p 2 P + tvg:

Observe que, os planosP(t) são uma translação deP na direção do vetor normalv. Dada

esta de�nição, denotaremos porP � (t) eP+ (t) os semi-espaços dados por

P � (t) =
[

s� t

P(s);

P+ (t) =
[

s� t

P(s):

Para cada subconjuntoM deR3, de�nimos:

M� (t) = M \ P � (t);

M+ (t) = M \ P+ (t):

Vejamos na Figura 1.1 um exemplo destes conceitos apresentados em que o lado direito

mostra uma folheação de planos emR3 e o lado esquerdo os semi-planos e os conjuntosM+ (t)

eM� (t).

Figura 1.1 Folheação de planos emR3, semi-espaços,M+ (t) eM� (t):

Por �m, de�namos os conjuntosM�
� (t) eM�

+ (t) como a re�exão deM� (t) eM+ (t), respec-

tivamente. Enunciaremos um lema, sem prová-lo, que será útil para garantir a conclusão do

Teorema de Alexandrov (vide Lem[21], pag.147).
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Lema 1.2. Se uma superfície compactaStem um plano de simetria em toda direção, entãoSé

uma esfera.

Teorema 1.6(Alexandrov). SejaM uma superfície regular deR3 conexa, compacta sem bordo,

com curvatura média constante. EntãoM é uma esfera.

Demonstração (Principais passos):Como estamos considerandoM uma superfície conexa e

compacta, temos queM separaR3 em duas componentes conexas. SejaW a região compacta

deR3 tal que¶W = M. Assim, pela compacidade deW, para qualquer direçãov deR3, existe

um P ortogonal av tal queP [W = ? :

Dessa forma, consideraremos uma folheação de planosP com W � P � (0). Podemos

decrescert até que o planoP(t) intercepteW. Neste caso, denotaremos port0 o primeiro

instante tal queP(t0) \W 6= ? : A Figura 1.2 mostra um exemplo destas a�rmações.

Figura 1.2 Primeiro ponto de contatoq com o planoP(t0).

Assim, existee > 0 tal que, para todot 2 (t0 � e;t0), temos que as condições (a) e (b) são

satisfeitas:

(a) int
�
M�

+ (t)
�

� W ;

(b) M+ (t) é grá�co sobre o planoP(t).

Continuemos a decrescert até que uma das duas condições acima não seja verdadeira. Tomemos

t1 o primeiro instante tal queM(t1) satisfaça (a) ou (b). Observe que o vetor normal deM�
+ (t1)

é uma re�exão do normal deM+ (t1).

Logo, caso a condição (a) não ocorra parat = t1, temos que

M� (t) \ M�
+ (t) 6= ? . Ainda, sep 2 M� (t) \ M�

+ (t), entãop é um ponto de tangência no interior.

Pelo princípio do máximo geométrico e analiticidade concluímos queM�
+ (t1) = M� (t).
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Analogamente, caso a condição (b) não ocorra parat = t1, temos que existe um ponto

p 2 M \ P(t1) tal quep é um ponto de tangência na fronteira. A Figura 1.3 apresenta um

exemplo das a�rmações feitas acima. Ao lado direito da �gura, a condição (a) não é satisfeita

e, ao lado esquerdo, a superfície não satisfaz a condição (b).

Figura 1.3M+ (t1) não satisfaz as condições (a) e (b).

Concluímos que, em ambos os casos, o planoP(t1) é um plano de simetria deM na direção

v. Repetindo estas mesmas técnicas para qualquer direção emR3, pelo Lema 1.2, segue queM

é uma esfera.

Estenderemos, naturalmente, as técnicas de re�exão de Alexandrov em superfícies não-

compactas deR3 para superfícies não-compactas emH2 � R. Daremos mais detalhes sobre

isto no Capítulo 4. Agora, dedicaremos nossa atenção aos conceitos mais básicos da teoria do

�uxo de curvatura média e de sólitons de translação.



Capítulo 2

Sólitons de Translação

Neste capítulo introduzimos os sólitons de translação do �uxo de curvatura média, tanto

no espaço Euclidiano quanto na variedade produtoH2 � R. Como veremos, os sólitons de

translação constituem soluções do �uxo de curvatura média e têm propriedades interessantes,

como exemplo, satisfazer o princípio do máximo.

Começamos discorrendo sobre o �uxo de curvatura média. Em seguida, na Seção 2.2,

de�namos sólitons de translação no espaço Euclidiano de dimensãon+ 1 e citamos brevemente

alguns resultados sobre tais superfícies. Em particular, apresentamos a prova de Unicidade do

Bowl Sóliton dada em [31].

Por �m, na Seção 2.3, de�nimos sólitons de translação no espaço produtoH2 � R e

apresentamos alguns resultados fundamentais para a teoria de sólitons de translação neste

espaço, como foi feito nas Seções 1 e 2 de [5]. Além disto, introduzimos algumas de�nições e

notações essenciais para a aplicação do Método de Alexandrov emH2 � R.

2.1 Introdução ao Fluxo da Curvatura Média

O estudo do �uxo de curvatura média (FCM) e suas singularidades se consolidou ao longo

dos anos e, atualmente, pode-se encontrar na literatura notáveis trabalhos que tratam a respeito

deste tema. Citamos [20] e [39], os quais nos baseamos para o desenvolver esta seção.

O �uxo de curvatura média, analiticamente, é retratado por um sistema de equações

diferenciais que envolve hipersuperfícies emRn+ 1 e suas respectivas curvaturas médias. As

hipersuperfícies se movimentam, em cada ponto, na direção do seu vetor normal com a

velocidade dada pela sua curvatura média, essas ideias são formalizadas na de�nição a seguir.
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De�nição 2.1. SejaF0 : Mn ! Rn+ 1 uma imersão. O �uxo de curvatura média (FCM) é uma

família de imersõesFt : M ! Rn+ 1 comt 2 [0;T) tal que

Ft(p) := F(p;t) é uma aplicaçãoF : M � [0;T) ! Rn+ 1 satisfazendo o seguinte sistema:

8
><

>:

¶
¶t

F(p;t) = H(p;t)h (p;t)

F(p;0) = F0(p)
(2.1)

ondeH(p;t) é a curvatura média deFt(M) eh (p;t) é um vetor normal aFt(M) emF(p;t).

Dada uma hipersuperfície inicialF(M), denotaremosFt(M) = Mt e diremos queM evolui

pelo �uxo de curvatura médiaquandoM satisfaz as condições da De�nição 2.1.

Um questionamento natural ao se de�nir o �uxo de curvatura média é quando a equação

(2.1) possui solução. Para o caso de hipersuperfícies compactas, [39] garante que tais soluções

existem em um tempo �nitoT. Vejamos um exemplo frequentemente encontrado na literatura

sobre a evolução de uma superfície compacta pelo �uxo de curvatura média, a saber, a evolução

da esferaS2
r de raior e dimensão 2.

Exemplo 2.1. SejaS2
r0

uma esfera de raior0 e suponha que para cadat 2 [0;T) a evolução

deS2
r0

pelo �uxo de curvatura média é também uma esfera cuja dimensão é2 e o raio é uma

funçãor(t).

De modo geral, consideremos uma curvaa : R ! S2
R, R> 0, parametrizada pelo compri-

mento de arco. Observe que

ha (s);a 0(s)i = 0:

Logo, a menos de uma escolha de orientação deS2
R, um campo de vetores unitários normais

aS2
R é dado seguinte forma

N(a (s)) = �
a (s)

R
:

Segue da equação acima que sabemos que a curvatura média deS2
R é constante

2
R

.

Busquemos então como solução para o �uxo da curvatura média, uma família de superfícies

da forma,F(p;t) = r(t)p, em quep 2 S2
1 e r(0) = r0. Ou seja, cadaMt é uma esfera de raio

r(t) eM é a esfera de raior0. Pela de�nição de �uxo de curvatura média, obtemos que

r0(t)p = �
2

r(t)
r(t)p
r(t)

:
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Portanto,r(t) é solução do problema de valor inicial

r0(t) = �
2

r(t)
; r(0) = r0;

de forma que

r(t) =
q

r2
0 � 4t:

A Figura 2.1 retrata esta evolução da esfera de raior pelo FCM, onde as setas indicam o

comportamento deS2
r após um certo tempot. Podemos observar que existe um tempo �nito

T > 0 de tal forma que, quandot se aproxima deT, o raior(t) diminui se aproximando de 0.

Figura 2.1 Esfera de raior evoluindo pelo �uxo de curvatura média.

Utilizando um princípio do máximo para equações parabólicas, pode-se mostrar unicidade

de soluções para o FCM quando a hipersuperfície inicial é compacta (veja [20]). De forma que

a solução obtida acima é a única quando consideramos uma esfera como condição inicial.

Vemos neste exemplo que, depois de um certoT �nito, a esferaS2
r(T) deixa de ser uma

superfície regular. Situações como esta são conhecidos na literatura com singularidades do

�uxo de curvatura média. O que acontece nestes casos é que a norma da segunda forma

fundamental explode.

No artigo [39], Smoczyk prova que hipersuperfícies compactas tem singularidades em um

tempo �nito. Pode-se consultar mais a respeito de singularidades do �uxo da curvatura média

em [20] e [39].

Questionamos, então, o que acontece com uma superfície não-compacta quando evolui

pelo �uxo de curvatura média. Veremos um caso especí�co de superfícies não-compactas que

evoluem pelo FCM e não deixam de ser superfícies regulares. Na verdade, esta evolução se

comporta como uma translação da superfície inicial.
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2.2 Sólitons de Translação emRn+ 1

Nesta seção estudaremos resultados iniciais sobre a teoria de sólitons de translação. De�ni-

remos os sólitons de translação emRn+ 1 e, motivados por tal de�nição, de�niremos também

um sóliton de translação no espaçoH2 � R. Além disso, alguns resultados obtidos na teoria de

sólitons de translação emRn+ 1 serão generalizados para o espaçoH2 � R.

Esta seção é baseada na Seção 2 de [31] e na Seção 3 de [20]. No que segue, consideraremos

F0 : Mn ! Rn+ 1 uma imersão,F : M � (� e;e) ! Rn+ 1 uma variação deF0 tal queF(p;0) =

F0(p), para todop emM eh campo de vetor normal unitário emM.

De�nimos umsóliton de translação(ou translator) emRn+ 1 como uma hipersuperfícieM

que evolui pelo �uxo de curvatura média da seguinte forma:8t 2 R temos que

Mt = M + tv (2.2)

ondev 2 Rn+ 1 é um vetor vertical �xado chamadovetor de translação. Equivalentemente,M

é um sóliton de translação quando a imersãoF dada por

F(p;t) = F(p;0)+ tv

é uma solução do �uxo de curvatura média.

Através da equação (2.2) e da De�nição 2.1, obtemos uma caracterização simples para os

sólitons de translação emRn+ 1 dada pela seguinte proposição:

Proposição 2.1.Uma hipersuperfícieM em Rn+ 1 é um sóliton de translação, a menos de

reparametrizações se, e somente se,

HM = hh ;vi : (2.3)

Demonstração.Suponha queM é um sóliton de translação, isto é,

Mt = F(t; p) = F0(p)+ tv (2.4)

é uma solução do �uxo de curvatura média

¶F
¶t

(p;t) = HM(p;t)h (p;t) 8(p;t) 2 M � R:
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Então,

v =
¶F
¶t

(p;t) = HM(p;t)h (p;t);

para todo(p;t) 2 M � R. ComoM é congruente aMt , para todot 2 R e para cadap, temos que

h(p;t) = h (p) eHM(p;t) = HM(p): (2.5)

Portanto,

HM = hh ;vi :

Reciprocamente, suponha queHM = hh ;vi , para algum vetor unitáriov 2 Rn+ 1. Provaremos

queMt dada em(2.4)é uma solução do �uxo da curvatura média, a menos de reparametrizações.

Usando novamente (2.5), temos que

�
¶F
¶t

;h (p;t)
�

= hv;h i :

Segue do Corolário 1.3.5 de [29] (veja também [36, Corolário 1.23]) que, a menos de repara-

metrizações, (2.4) é uma solução para o �uxo da curvatura média.

Vejamos agora, como exemplo de sóliton de translação emR3, uma superfície parametrizada

G denominada porgrim reaper.

Exemplo 2.2.SejaG :
�

� p
2

;
p
2

�
! R3 uma superfície parametrizada por

G(x1;x2) = ( x1;x2; � log(cosx1)) :

Através de cálculos dos coe�cientes da primeira e da segunda forma fundamental, concluímos

que

N(x1;x2) =
�

� tanx1

sec2x1
;0;

1
sec2(x1)

�

é um campo de vetor unitário normal aG e que

H(x1;x2) =
1

sec2x1

é a curvatura média deG emG(x1;x2). Observe queH = hN;e3i , dessa forma, pela Proposição

2.3, temos queG é um sóliton de translação emR3.
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Figura 2.2 Grim Reaper emR3

O grim reaperé um importante exemplo na teoria dos sólitons de translação. Segundo os

autores em [30], se um sóliton de translação é dado pelo produto cartesiano de uma curva plana

e R, então este pode ser obtido através de uma combinação adequada de rotação e dilatação do

grim reaper.

Outros importantes exemplos encontrados na literatura são oBowl Sóliton e o Catenoide de

Translação . Em [2], Altschuler e Wu provam a existência de um soliton de translação de�nido

como a seguir.

De�nição 2.2 (Bowl Sóliton). O Bowl Sóliton imerso emRn+ 1 é um sóliton de translação

rotacionalmente simétrico em relação a um eixo vertical passando pela origem deRn+ 1, grá�co

inteiro e estritamente convexo.

Além disso, Clutterbucket al. [9] mostram que oBowlSóliton é assintótico ao grá�co da

funçãou dada por

u(x) =
jxj2

2(n� 1)
�

1
2

log
�
jxj2

�
+ O

�
1

jxj2

�
:

Os Catenoides de Translaçãosão uma família de um parâmetrofCrgr> 0 em que cada

Cr é um sólitons de translação rotacionalmente simétrico. Quandor ! 0, pode-se ver cada

Catenoide de TranslaçãoCr como doisBowl Sólitons conectados por um pequenoneckde raio

r (ver [9], [20] e [31]).

Em [22], Ilamanen prova um dos principais resultados da teoria de sóliton de translações.

Como consequência deste, uma superfícieM emR3 é um sóliton de translação se, e somente se,

M é uma superfície mínima no espaço conforme
�
R3;ex3h:; :i

�
, sendox3 a terceira coordenada

de cada ponto.

Além disto, veri�ca-se em [31] que os sólitons de translação cumprem o princípio do

máximo e, consequentemente, o Princípio da Tangência. Assim, utilizando o Método de

Alexandrov e o Princípio da Tangência, Martinet al. [31] provam que oBowl Sóliton é o único



2.2 Sólitons de Translação emRn+ 1 40

sóliton de translação com um �m assintótico ao grá�co deu. Apresentaremos as principais

ideias da prova deste teorema na seção a seguir.

2.2.1 Unicidade doBowl Sóliton emR3

Nesta seção apresentaremos a demonstração do Teorema de unicidade doBowl Sóliton em

Rn+ 1, dada por Martinet. alem [31]. Utilizaremos o Método de Re�exão de Alexandrov e o

princípio de tangência para provarmos que um sóliton de translação, com um �massintótico

ao Bowl Sólitoné oBowl Sóliton. Por simplicidade, apresentaremos a prova paran = 2 e,

conforme observado por Martinet. al, a prova para oBowl Sóliton emRn+ 1 segue uma

estrutura análoga.

Introduziremos algumas notações e de�nições úteis para o desenvolvimento da prova

do Teorema de Unicidade. A começar pela De�nição desuperfície assintóticaao Bowl

Sóliton, motivada pelo estudo do comportamento assintótico de sólitons de translação grá�cos

rotacionais, feito por Clutterbuck em [9].

Como mencionamos acima, provou-se em [2] e [9] que oBowlSóliton emRn+ 1 é um sóliton

de translação rotacionalmente simétrico, grá�co inteiro, estritamente convexo e assintótico ao

grá�co de

u(x) =
jxj2

2(n� 1)
�

1
2

logjxj2 + O
�

1
jxj

�
;

em quex 2 Rn.

De�nição 2.3. Uma superfícieM emR3 é assintótica aoBowlquando, parar 2 R su�ciente-

mente grande, fora da bolaB(0;r), M é o grá�co da função:

g(x1;x2) =
1
2

�
x2

1 + x2
2
�

�
1
2

log
�
x2

1 + x2
2
�

+ O

0

@ 1
q

x2
1 + x2

2

1

A :

Esta de�nição garante que seM é assintótica aoBowl Sóliton, então, fora de uma bola

centrada na origem com raio su�cientemente grande, a distância entreM e oBowl tende a

zero. De�namos, agora, outros elementos que serão utilizados na aplicação do Método de

Alexandrov.

SejaP o plano vertical emR3 ortogonal ao vetore1 = ( 1;0;0), isto é,

P =
�

(x1;x2;x3) 2 R3; x1 = 0
	

:
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Denotemos porp : R3 ! P a projeção no planoP de�nida como

p(x1;x2;x3) = ( 0;x2;x3):

Consideremos a família de planos verticaisf P(r)gr� 0 em que cada planoP(r) é a transla-

ção verticalr deP na direção do vetore1, ou seja,

P(r) =
�

(x1;x2;x3) 2 R3; x1 = r
	

:

Deste modo, de�nimos os semi-espaçosP+ (r) eP � (r) e os conjuntosM+ (r) eM� (r) como:

P+ (r) =
[

t� r

P(t)

P � (r) =
[

t� r

P(t)

M+ (r) = M \ P+ (r)

M� (r) = M \ P � (r):

Denotaremos porM�
+ (r) a re�exão deM+ (r) em relação ao planoP(r). Observe que a

re�exão em relação àP(r) é dada por̃p = p+ d(p;p(p)) e1, onde d é a distância Euclidiana.

Sendo assim, podemos escreverM�
+ (r) como o conjunto de pontos

M�
+ (r) = f (2r � x1;x2;x3); (x1;x2;x3) 2 M+ (r)g:

As de�nições e notações dadas até então podem ser ilustradas como no exemplo dado na

Figura 2.3.

Finalmente, de�namos a relação “estar ao lado direito” entre dois subconjuntos deR3.

De�nição 2.4. SejamA e B subconjuntos deR3. Dizemos queA está ao lado direito deB e

escrevemosA � B quando para cadax 2 P com

p� 1(x) \ A 6= ? e p� 1(x) \ B 6= ? ;

temos que

inf
�
x1f p� 1(x) \ Ag

�
� sup

�
x1f p� 1(x) \ Bg

�
;
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Figura 2.3 Re�exão em relação ao planoP(r).

em quex1f Pg denota a primeira coordenada dos pontos emP � R3 e p é a projeção sobre o

planoP.

Observe que a relação “estar do lado direito” não é uma relação bem ordenada, visto que

existem subconjuntos deR3 que não necessariamente se relacionam desta forma. Podemos ver

um exemplo da relação “estar ao lado direito” na Figura 2.4.

Figura 2.4A está ao lado direito deB

Uma motivação para a De�nição 2.4 acima é dada na prova do Teorema de Alexandrov. No

caso de Alexandrov, se estuda superfíciesScompactas separandoR3 em duas componentes

conexas. Consideremos a componente conexa compactaW, cuja fronteira éSe analisamos o
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caso em queS�
+ (r) � int(W), como observado na Seção 1.5. Desta foram, quando tomamos

um plano verticalP(r) paralelo ao eixoz e consideramosS�
+ (r) a re�exão em relação a tal

plano, seS�
+ (r) � int(W), entãoS�

+ (r) � S� (r). Vemos um exemplo desta situação na Figura

2.5.

Figura 2.5 Motivação para a relação “estar ao lado direito”.

Enunciemos o Teorema de unicidade doBowl Sóliton emR3. As ideias para a sua demons-

tração serão apresentadas através das provas de três a�rmações e utilizando um argumento de

simetria. Apresentaremos as linhas gerais das provas das a�rmações, detalhando principalmente

aquelas etapas em que serão baseados a prova da unicidade doBowl Sóliton emH2 � R.

Teorema 2.1.Seja f : Mn ! R3 um sóliton de translação completo, mergulhado emRn+ 1,

com um único �m e assintótico aoBowl Sóliton. EntãoM = f (M) é oBowl Sóliton.

(Ideia da demonstração.)Nosso objetivo é provar que o sólitonM é simétrico em relação

a qualquer plano vertical que passa pela origem deR3. Provaremos inicialmente queM

é simétrico em relação ao plano verticalP de�nido anteriormente e, repetindo o mesmo

argumento apresentado a seguir, concluiremos queM é simétrico em relação a qualquer outro

plano vertical que passa pela origem deR3. Dessa forma, de�nimos o conjunto

A =
�

r 2 [0;+ ¥ ); M+ (r) é grá�co sobreP eM�
+ (r) � M� (r)

	
:

Prova-se, inicialmente que o conjuntoA é não vazio e conexo, em seguida, queA é um

subintervalo fechado de[0;+ ¥ ) e, por �m, mostra-se que0 = minA e assim teremos que

0 2 A . Como veremos a seguir, este fato será fundamental para obter a simetria mencionada

acima.
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De fato, de�namos o conjunto

A � =
�

r � 0; M� (r) é grá�co sobreP eM�
� (r) � M+ (r)

	
;

em que o símbolo “� ” denota a relação “estar ao lado esquerdo” de�nida analogamente a

relação “estar ao lado direito”. Assim nas A�rmações 2.1, 2.2 e 2.3, apresentadas a seguir,

concluímos queA � = ( � ¥ ;0] e, então,M�
� (0) � M+ (0). Portanto,M� (0) � M�

+ (0).

ComoM� (0) � M�
+ (0) concluímos queM�

+ (0) = M� (0) e P é um plano de simetria deM.

Repetimos estes argumentos anteriores, veri�camos queM é simétrica a qualquer outro plano

vertical que passa pela origem. Dessa forma,M é uma superfície de rotação, com um �m, que

toca o eixo de rotação ortogonalmente. Logo,M é oBowl Sóliton.

No que segue, mostraremos queA é não vazio e, ser 2 A , então[r;¥ ) � A . Na sequência,

mostraremos queA é um subconjunto fechado de[r;¥ ). Finalmente, daremos as linhas gerais

para a demonstração de que 02 A .

A�rmação 2.1. O conjuntoA é não vazio. Além disso, ser 2 A , então[r;¥ ) � A .

Provaremos esta a�rmação através dos dois passos a seguir.

Passo2.1. Pelo comportamento assintótico deM, temos que parax2
1 + x2

2 > r0> 0 su�ciente-

mente grande, podemos escreverM como o grá�co da função

g(x1;x2) =
1
2

�
x2

1 + x2
2
�

�
1
2

log
�
x2

1 + x2
2
�

+ O

0

@ 1
q

x2
1 + x2

2

1

A :

Assim,
¶g
¶x1

(x1;x2) > 0 quandox1 > r0. Neste caso, sendoM+ (r0) o grá�co deg, o vetor normal

h emM+ (r0) é dado por

h =
1

p
1+ jÑgj2

�
¶g
¶x1

;
¶g
¶x2

; � 1
�

;

e, então,hh ;e1i > 0. Além disso,M+ (r0) não tem auto-interseções, é conexa e, pelo compor-

tamento assintótico deM, vemos queM+ (r0) delimita o domínioM+ (r0) \ p
�
M+ (r0)

�
emR3.

Assim, concluímos queM+ (r0) é grá�co sobre o planoP. Em particular, para todor > r0temos

queM+ (r) é grá�co sobreP.
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Passo2.2. Sejar > r0> R su�cientemente grande. Pelo comportamento assintótico deM,

M�
+ (r) é dada pelo grá�co da funçãõg(x1;x2) := g(x̃1; x̃2), em quex̃ = ( x̃1; x̃2; x̃3) é a re�exão

dex = ( x1;x2;x3) em relação ao planoP(r) ex está à direita do planoP(r):

Consideremos(x1;x2) tal quex2
1 + x2

2 > R2 e x1 < r. Neste caso,(x1;x2;g(x1;x2)) é um

ponto deM� (r) e (x1;x2; g̃(x1;x2)) está emM�
+ (r). Observe que, pela forma que de�nimos a

funçãog̃, podemos escrevê-la como

g̃(x1;x2) =
1
2

n
(2r � x1)2 + x2

2

o
�

1
2

log
n

(2r � x1)2 + x2
2

o
+ O

0

@ 1
q

(2r � x1)2 + x2
2

1

A :

Queremos comparar as superfíciesM� (r) eM�
+ (r) na vizinhança de(x1;x2).

g̃(x1;x2) � g(x1;x2) = �
1
2

�
(2r � x1)2 + x2

2 �
�
x2

1 + x2
2
��

�
1
2

log
�
(2r � x1)2 + x2

2
�

+
1
2

log
�
x2

1 + x2
2
�

+ O

0

@ 1
q

(2r � x1)2 + x2
2

1

A � O

0

@ 1
q

x2
1 + x2

2

1

A

= 2r(r � x1) �
1
2

log
�

4r(r � x1)
x2

1 + x2
2

+ 1
�

+ O

0

@ 1
q

(2r � x1)2 + x2
2

1

A � O

0

@ 1
q

x2
1 + x2

2

1

A

� 2r(r � x1) �
1
2

log
�

4r(r � x1)
x2

1 + x2
2

+ 1
�

�
C

q
(2r � x1)2 + x2

2

�
C

q
x2

1 + x2
2

:

em queC é uma constante positiva. Por outro lado, sendoet � 1 � t, para todot 2 R, temos que

log
�

4r(r � x1)
x2

1 + x2
2

+ 1
�

�
4r(r � x1)

x2
1 + x2

2

e ainda

(2r � x1)2 + x2
2 = ( r + r � x1)2 + x2

2

> r2 + ( r � x1)2 + x2
2

> R2:
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Logo,

g̃(x1;x2) � g(x1;x2) � 2r(r � x1) �
2r(r � x1)

x2
1 + x2

2
�

2C
R

=
2r(r � x1)

x2
1 + x2

2
(x2

1 + x2
2 � 1) �

2C
R

>
2r(r � x1)

R2 (R2 � 1) �
2C
R

>
2R(r � x1)(R2 � 1) � 2RC

R2 :

Tomemos uma constante positivaa que não depende deRe quer � x1 > a. Então, paraR

su�cientemente grande, temos que

g̃(x1;x2) � g(x1;x2) >
2Ra(R2 � 1) � 2RC

R2 > 0: (2.6)

Utilizaremos(2.6)para veri�car queM�
+ (r) está ao lado direito deM� (r), segundo a De�ni-

ção 2.4. Observe que, pelo comportamento assintótico deM, parte deM� (r) é simultaneamente

dado pelo grá�co deg e por outro grá�co sobre o planoP.

Figura 2.6 Relação entreM� (r) eM�
+ (r) emR3.

Para analisarmos a relação entreM�
+ (r) e M� (r) é su�ciente considerarmos a parte em

M� (r) que é dada pelo grá�co sobreP. Logo, para cadax 2 P tal que a curvap� 1(x) intersepta

M�
+ (r) e M� (r), estas interseções acontecem em um único ponto em cada uma das superfícies.
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Sejamx̃ e y os únicos pontos de interseção da curvap� 1(x) com M�
+ (r) e comM� (r),

respectivamente. Para provarmos queM�
+ (r) � M� (r) é su�ciente veri�carmos que a primeira

coordenada de ˜x é maior ou igual à primeira coordenada dey.

Em coordenadas, escrevemosx̃ = ( x̃1; x̃2; g̃(x̃1; x̃2)) e y = ( y1;y2;g(y1;y2)) , em quex =

(x1;x2;g(x1;x2)) é a re�exão dẽx em relação ao planoP(r). Por hipótese,̃x, x ey estão sob a

curvap� 1(x), então

x̃2 = x2 = y2 e g(y1;y2) = g̃(x̃1; x̃2) = g(x1;x2):

Dessa forma, obtemos que

g(x1;x2) � g̃(x1;x2) = g(y1;y2) � g(x̃1;y2)

=
1
2

�
y2

1 � x̃2
1
�

�
1
2

log
�

y2
1 + y2

2

x̃2
1 + y2

2

�
+ O

0

@ 1
q

y2
1 + y2

2

1

A

� O

0

@ 1
q

x̃2
1 + y2

2

1

A :

Por outro lado, observe que

y2
1 + y2

2

x̃1
2 + y2

2
=

y2
1

x̃1
2 + y2

2
+

y2
2

x̃1
2 + y2

2
<

y2
1

x̃1
2 + y2

2
+ 1

e, então,

� log
�

y2
1 + y2

2

x̃1
2 + y2

2

�
> � log

�
y2

1

x̃1
2 + y2

2
+ 1

�
� �

y2
1

x̃1
2 + y2

2
:

Portanto,

g(x1;x2) � g̃(x1;x2) >
1
2

�
y2

1 � x̃2
1 �

y2
1

x̃2
1 + y2

2

�
�

C
q

y2
1 + y2

2

�
C

q
x̃2

1 + y2
2

=
1
2

" �
y2

1 � x̃2
1

� �
x̃1

2 � y2
1

�
� y2

1

x̃1
2 � y2

1

#

�
C

q
y2

1 + y2
2

�
C

q
x̃2

1 + y2
2

>
R2(y2

1 � x̃2
1) � 2RC� y2

1
2R2 :
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Suponha, por contradição quey2
1 � x̃2

1 > 0. Neste caso, paraR su�cientemente grande,

temos queg(x1;x2) � g̃(x1;x2) > 0. Contradizendo a equação (2.6). Portanto,M�
+ (r) � M� (r).

Além disto, ser0 > r provamos analogamente queM�
+ (r0) também está à direita deM� (r0) e,

como foi constatado na a�rmação anterior, concluímos que ser 2 A , então[r;¥ ) � A .

A�rmação 2.2. O conjuntoA é um subintervalo fechado de[0;+ ¥ ).

Consideremos uma sequência de númerosf rngn2N emA que converge parar0 e suponha,

por contradição, quer0 =2 A . Lembremos que, pela a�rmação anterior, ser 2 A então[r;+ ¥ ) �

A . Assim,f rngn2N decresce parar0 a menos de subsequências. Logo, ser1 > r0 e d = r1 � r0

então existen0 2 N tal quern 2 (r0; r1) para todon > n0. Portanto,r1 2 A e concluímos que

(r0;+ ¥ ) � A .

Nosso objetivo é provar quer0 2 A . Pela hipótese de contradição, suponha inicialmente

queM+ (r0) não é grá�co sobre o planoP. Neste caso, existem ao menos dois pontos diferentes

P = ( p1; p2; p3) e Q = ( q1;q2;q3) em M+ (r0) tais quep(P) = p(Q). Então, sem perda de

generalidade, podemos supor queq1 > p1.

Observe que, comoP 2 M+ (r0), temos quep1 � r0 e aindaP eQ são pontos deM+ (p1).

Casop1 > r0, sendo(r0;¥ ) � A , entãoM+ (p1) é grá�co sobre o planoP. Contudo, isto não

pode ocorrer, poisP e Q são pontos deM+ (p1) e estamos supondo quep(P) = p(Q). Dessa

forma,p1 = r0:

Provaremos queM+ (r0) é grá�co sobre o planoP. De fato, tomemos

r :=
q1 + 3r0

4
:

Comoq1 > p1 = r0, temos que

q1 + 3r0 > 4r0 , r =
q1 + 3r0

4
> r0:

Isto nos diz queP 2 M� (r) e quer 2 A . Por outro lado, note também que

q1 + 3r0 < 4q1 , r =
q1 + 3r0

4
< q1:

Logo,Q 2 M+ (r).
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Consideremos̃Q a re�exão deQ em relação ao planoP(r). Podemos escrever̃Q em

coordenadas como

Q̃ = ( q̃1; q̃2; q̃3) = ( 2r � q1;q2;q3) =
�

3r0 � q1

2
;q2;q3

�
:

Observe quẽq1 =
3r0 � q1

2
< r0 e assimQ̃ 2 M� (r0) = M� (p1). Portanto, existe umx 2 P tal

que

p� 1(x) \ M� (r) = f Pg 6= ?

p� 1(x) \ M�
+ (r) = f Q̃g 6= ? ;

e

q̃1 = inf
�
x1f p� 1(x) \ M�

+ (r)g
�

< r0 = sup
�
x1f p� 1(x) \ M� (r)g

�
:

Portanto,M�
+ (r) não está ao lado direito deM� (r). Contradizendor 2 A . A Figura 2.7, baseada

na Figura 5 de [31], auxilia na compreensão deste argumento.

Figura 2.7 Re�exão com respeito ao planoP(r).

Consequentemente,M+ (r0) é um grá�co sobre o planoP. Por esta condição e o fato de

que(r0;¥ ) � A , concluímos por continuidade queM�
+ (r0) � M� (r0) e, então,r0 2 A .

A�rmação 2.3. O mínimo deA é 0. Em particular,A = [ 0;¥ ):

A prova desta a�rmação é feita por Martinet al. em [31] supondo, por contradição, que

s0 := minA > 0. Em seguida, os autores provam que existee > 0 com s0 � e > 0 tal que

M+ (s0 � e) é grá�co sobre o planoP e queM�
+ (s0 � e) está à direita deM� (s0 � e), concluindo

que0 = minA . Também pode ser visto um argumento análogo a este na Seção 3.4 de [18] e
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em [30]. No entanto, não daremos detalhes sobre a prova desta a�rmação visto que esta não

será relevante para o Teorema de Unicidade doBowl emH2 � R.

2.3 Sólitons de Translação emH2 � R

Nosso objetivo nesta seção é apresentar a demonstração de alguns resultados fundamentais

para a teoria de sólitons de translação no espaçoH2 � R, como foi feito por Bueno em [5].

Exibiremos a prova de que, assim como no espaço Euclidiano, os sólitons de translação são

também superfícies mínimas com uma certa métrica conforme, enunciaremos um princípio da

tangência e apresentaremos um problema de Dirichlet o qual permite investigar a existência de

grá�cos sólitons de translação.

Por �m, introduziremos algumas notações e de�nições essenciais para a aplicação do

Método de Alexandrov. Utiliza-se a existência de solução do problema de Dirichlet e este

método para provar que existe um sóliton de translação rotacionalmente simétrico emH2 � R.

A partir de agora, denotaremos porM uma superfície deH2 � R isometricamente imersa,h

campo unitário de vetor normal aM e tomaremos emH2 � R a métrica produto usual denotada

por h:; :i . Assim como emR3, de�niremos um sóliton de translação emH2 � R como uma

superfícieM que evolui pelo �uxo de curvatura média como uma translação, como segue.

De�nição 2.5. SejaM uma superfície orientável imersa emH2 � R. Dizemos queM é um

sóliton de translação quando, para cadap 2 M, a curvatura médiaHM deM satisfaz a seguinte

equação:

HM(p)h (p) = ( ¶z)? ;

sendo¶z o gradiente da projeção deH2 � R sobreR.

Equivalentemente,M é um sóliton de translação emH2 � R quando sua curvatura média é

dada por

HM = hh ;¶zi :

Um exemplo trivial de sóliton de translação emH2 � R é dado pelo plano verticalPg =

g� R em queg é uma geodésica emH2. De fato,Pg é uma superfície mínima comhh ;¶zi = 0.

Além dos planos verticais, pode-se encontrar em [5] outros dois exemplos de sólitons de

translação emH2 � R: o Catenoide de Translação e oBowl Sóliton.
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Como em sólitons de translação emR3, o teorema a seguir garante que os sólitons de

translação emH2 � R também podem ser descritos como superfícies mínimas com uma certa

métrica conforme.

Teorema 2.2.SejaM uma superfície imersa emH2 � R eza coordenada emR de um ponto

p 2 H2 � R. Então, as a�rmações são equivalentes:

1) M é um sóliton de translação emH2 � R;

2) M é uma superfície mínima no espaço
�
H2 � R;ezh:; :i

�
;

3) M é uma superfície mínima com pesoz.

Demonstração.Provaremos, primeiramente que a A�rmação 1) é equivalente à A�rmação 2),

utilizaremos a Proposição 1.3 que nos diz que seN é uma hipersuperfície de(N;g), f uma

função diferenciável emN e g̃ = e2f g uma métrica conforme ag, então podemos relacionar as

curvaturas médiasHM e H̃M através da seguinte equação:

H̃M = e� f (HM(p) � 2g(Ñ f ;h )) :

No nosso problema, estamos supondo queN = H2 � R, g= ezh:; :i e queM é uma superfície

imersa emH2 � R. Nestas condições, obtemos que

HM(p) = e� z=2 (HM � h Ñz;h i ) :

ComoÑz= ¶z, em queÑ é o gradiente emH2 � R, concluímos queM é um sóliton de

translação se, e somente se,M é uma superfície mínima deH2 � R. A equivalência entre (1) e

(3) segue diretamente da Proposição 1.5.

2.3.1 Problema de Dirichlet

Nos dedicamos agora a estudar sólitons de translação emH2 � R grá�cos de funções suaves

de�nidas em um certo domínioW de H2. Através da proposição a seguir, que é um caso

particular da Proposição 6 de [11], vemos que os sólitons de translação grá�cos são soluções

de um operador diferencial quasilinear elíptico.

Proposição 2.2.Sejau : W� H2 ! R uma aplicação suave eM = f (x;u(x)) ; x 2 Wg� H2 � R

o grá�co deu. EntãoM é um sóliton de translação se, e somente se, a aplicaçãou satisfaz a
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seguinte equação.

divH

 
ÑHu

p
1+ jÑHuj2

!

=
2

p
1+ jÑHuj2

:

Além disso, o vetor normal deM é dado por

h =
ÑHu� ¶zp
1+ jÑHuj2

;

em que¶z é o gradiente da função alturaz, ÑH é o gradiente deu em relação a métrica

hiperbólica e divH é o operador divergente de�nido emH2.

Investigaremos a existência de sólitons de translação grá�cos no espaçoH2 � R. Fazemos

isto resolvendo umproblema de Dirichletpara hipersuperfíciesf-mínima. Tal problema foi

resolvido por Casteraset. alem [8].

Dizemos que uma hipersuperfícieS imersa em uma variedade RiemannianaM = M � R é

uma hipersuperfícief-mínimaquando, dada uma função diferenciávelf : M ! R, temos que

H = hÑ f ;Ni ;

ondeN denota o vetor normal aS. Observe que um sóliton de translação emM � R com a

funçãof (p;t) = � t;8(p;t) 2 M � R é um grá�cof-mínima.

O problema de Dirichlet para grá�cosf-mínimaconsiste em determinar uma soluçãou para

o seguinte problema:

8
><

>:

div
Ñu

p
1+ jÑuj2

= hÑ f ;vi ; emW;

uj¶W = f ;
(2.7)

em que os operadoresdiv e Ñ estão associados à métrica deM. SendoW� M um domínio

limitado,h um campo de vetor unitário normal aS que aponta para dentro do grá�co deu o

qual pode ser escrito como

h =
(Ñu; � 1)

p
1+ jÑuj2

:

Tal problema foi resolvido em [8] provando o teorema seguinte.

Teorema 2.3.SejaW� Mn um domínio limitado com fronteira¶M sendoC2;a . Suponha que

f 2 C2(W� R) é uma função diferenciável da formaf (x;t) = m(x)+ r(t), sendomer funções
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diferenciáveis. Se

F := sup
W� R

jÑ f j < ¥ ; RicW � �
F2

n� 1
; H¶M � F:

Então, para todof 2 C(¶M), existe uma soluçãou 2 C2;a \ C(W) para a equação (2.7) com

valoresf na fronteira.

No nosso caso, usaremos este teorema para provar a seguinte proposição:

Proposição 2.3.SejaW� H2 um domínio limitado com fronteiraC2;a e consideref 2

C2;a (¶W) paraa 2 (0;1). Suponha queH¶W � 2 ondeH¶W representa a curvatura geodésica

de¶W. Então, o problema de Dirichlet

8
><

>:

2HM =
2

p
1+ jÑuj2

= div

 
Ñu

p
1+ jÑuj2

!

emW;

u = f em¶W;

(2.8)

tem uma única soluçãou 2 C2;a (W).

Demonstração.Precisamos veri�car que esta proposição satisfaz as hipóteses do Teorema 2.3.

Neste caso, tomemosf (p) = 2s (p), parap 2 W, e de�namos

F := sup
W� R

jÑ f j = 2 sup
W� R

j¶zj = 2:

Observe que:

(1) É trivial queF � 2, satisfazendo a primeira condição de 2.3.

(2) Como a curvatura de Ricci deH2 é igual a� 1, temosRicW = � 1 > � F2, cumprindo a

segunda hipótese do Teorema 2.3.

(3) A condiçãoH¶W � F faz parte da hipótese.

Portanto, podemos concluir que existeu satisfazendo a equação (2.7), completando a prova

desta proposição.

Segue da Observação 1.5 e dos Teoremas 2.2 e 1.5 que dois sólitons de translaçãoM1 e M2

emH2 � R satisfazem o princípio da tangência enunciado a seguir. Além disso, os sólitons de

translação são superfícies analíticas visto que são superfícies mínimas em um espaço conforme

ao espaço Euclidiano.
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Teorema 2.4(Princípio da Tangência). SejamM1 e M2 dois sólitons de translação conexos

emH2 � R com suas respectivas fronteiras¶M1 e ¶M2 não vazias. Suponha que vale uma das

duas a�rmações:

� Existe ump 2 int(M1) \ int(M2) com (h1)p = ( h2)p, emhi : Mi ! S2 é o campo de

vetor unitário normal aMi ;

� Existe ump 2 ¶M1 \ ¶M2 e (x1)p = ( x2)p ondexi é o campo de vetor unitário normal

interior a¶Mi .

Então,M1 eM2 coincidem em uma vizinhança dep.

Além do Princípio da Tangência, estabeleceremos outro critério para comparar duas superfí-

cies emH2 � R. ConsidereS1 e S2 duas superfícies deR3, tangentes em um pontop 2 S1 \ S2.

Na vizinhança dep, tomemosSi como o grá�co de uma funçãofi de�nida emTpSi. Vemos

no Exercício 17 do Capítulo 3 de [33] que seS1 está acima deS2, ou seja,f1 � f2, então

H1(p) � H2(p), ondeHi denota a curvatura média deSi. Assim, através dessa a�rmação e da

Proposição 1.3, obtemos um resultado similar no espaço produtoH2 � R.

Proposição 2.4.SejamM1 e M2 duas superfícies emH2 � R e p 2 M1 \ M2 um ponto de

tangência. Em uma vizinhança dep, escrevemosMi como o grá�co da funçãoui de�nida em

TpMi . SeM1 está sobreM2, isto é,u1 � u2, entãoH1(p) � H2(p).

Demonstração.Considere o difeomor�smo conforme entreH2 � R e o espaço EuclidianoR3

que mencionamos na Observação 1.5, com um fator conformeej . SejamH̃i e Hi as curvaturas

médias deMi com respeito as métricas deH2 � R e Euclidiana, respectivamente. Pelo resultado

em [33], mencionado anteriormente, temos queH1(p) � H2(p). Por outro lado, comop é

um ponto de tangência, obtemos queh1 = h2, em quehi denota o normal aMi. Logo, pela

Proposição 1.4, obtemos que

H̃1(p) = ej (H1 � 2g(Ñj ;h1)) ( p)

= ej (H1 � 2g(Ñj ;h2)) ( p)

� (H2 � 2g(Ñj ;h2)) ( p)

= H̃2(p);

como queríamos provar.
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O princípio de tangência e o problema de Dirichlet são duas ferramentas indispensáveis

para o desenvolvimento desta dissertação. Em particular, na seção seguinte, usaremos ambos

resultados para provar que existe um sóliton de translação rotacionalmente simétrico (ver 2.1).

2.3.2 O Método de Re�exão de Alexandrov emH2 � R

Nesta subseção introduziremos algumas notações e de�nições fundamentais para estabelecer

o Método de Re�exão de Alexandrov emH2 � R. Utilizaremos este método e a existência de

soluções do problema de Dirichlet, visto na subseção anterior, para provarmos que existe um

sóliton de translação rotacionalmente simétrico. Além disto, o Método de Alexandrov será

usado também no Capítulo 4.

Consideraremos o modelo de Lorentz-Minkowski emH2 e transitaremos para o modelo do

Disco de Poincaré sempre que necessário. Em geral, recorreremos ao modelo do disco para

visualizarmos os elementos geométricos de�nidos em algumas �guras.

Tomemoss (t) = ( s1(t);z) uma geodésica emH2 � R � L3 � R com z 2 R constante

e suponha ques (0) = o e s 0(0) = e1, em queo = ( 0;0;1;0) denota a origem deH2 � R

e e1 = ( 1;0;0;0) é um vetor do plano tangente deH2 � R na origem. Chamaremoss de

geodésica horizontal visto quee1 é um vetor horizontal. Consideremosg(t) = ( g1(t);z) outra

geodésica horizontal emH2 � R, tal queg(0) = o e g0(0) = e2 ortogonal ae1. De�namos o

plano vertical passando pela origems , ortogonal ae1, porP = g1(t) � R. Pela Observação

1.3, podemos escreverP como

P = f (0;senh(t);cosh(t);z) : t;z2 Rg:

Sejaf Trg a família de translações hiperbólicas (como de�nidas na Seção 1.2) ao longo des

sendoTr (s (0)) = s (r). Dizemos que a família de planosf P(r)gr é umafolheação deH2 � R

por planos verticaisonde cadaP(r) := Tr (P) é a translação deP ao longo des . Observe que

o parâmetror é a distância entreP(r) ao planoP.
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Figura 2.8 Folheação deH2 � R por planos verticais, considerandoH2 no modelo da bola.

SejaM uma superfície deH2 � R, de�namos também os semi-espaçosP+ (r) eP � (r) e os

subconjuntosM+ (r) eM� (r) exatamente como feito emR3, isto é:

P+ (r) =
[

t� r

P(t);

P � (r) =
[

t� r

P(t);

M+ (r) = M \ P+ (r);

M� (r) = M \ P � (r):

Denotaremos porM�
+ (r) a re�exão deM+ (r) em relação ao planoP(r). Esta re�exão

é realizada da seguinte maneira: tomamosx =
�

x1;x2;
q

1+ x2
1 + x2

2;x3

�
2 M+ (r) e uma

geodésica horizontalb sobre o planoH2 � f x3g, parametrizada pelo comprimento de arco,

orientada, tal queb(0) intersecta o planoP(r) e b(r1) = x, para algumr1 > r. Então, a

re�exão x̃ de x em relação ao planoP(r) é o pontox̃ = b(2r � r1). Em coordenadas,̃x =�
x̃1; x̃2;

q
1+ x̃2

1; x̃2
2; x3

�
.

A seguir, de�namos a projeção de um ponto no planoP. Para cadax 2 H2 � R, considere-

mos a curvaax(r) := Tr (x), �uxo da translação hiperbólicaf Trg. Vimos no Capítulo 1 queax,

assim de�nida, é uma geodésica. Em particular, pela Observação 1.3,

ax(r) = cosh(r)x+ senh(t)e1:
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A projeçãop(x) dex no planoP é a interseção deax(r) comP. Observe que esta interseção é

única e, então,p(x) está bem de�nida.

Tomaremos a curvaax(r) parametrizada pelo comprimento de arco. Sem perda de generali-

dade, podemos supor queax intersecta o planoP emr = 0, ou sejaax(0) = p(x). Além disto,

orientamos de modo queax (( � ¥ ;0)) � P � (r) eax ((0;¥ )) � P+ (r).

Figura 2.9 Projeção no planoP

De�nimos também, para cadax 2 P, o instanteIx da seguinte forma: sey 2 p� 1(x), então

Ix(y) é o único instanter0 tal quey = ax(r0). Note que, sendoax uma geodésica parametrizada

pelo comprimento de arco, temos quer0 é a distância entre o pontoy ao planoP. Denotaremos

Ix
�
A\ p� 1(x)

�
, para algum subconjuntoA deH2 � R, como o conjunto de instantesIx(y) onde

y 2 A\ p� 1(x).

Por �m, de�namos a relação entre dois conjuntos de “estar ao lado direito”, motivada pela

de�nição emR3:

De�nição 2.6. SejamA e B subconjuntos deH2 � R. Dizemos queA está ao lado direito deB

quando, para cadax 2 P com

p� 1(x) \ A 6= ? ep� 1(x) \ B 6= ?

temos que

inf
�
Ix

�
p� 1(x) \ A

��
� sup

�
Ix

�
p� 1(x) \ B

��
:

Como podemos ver na Figura 2.9, sex 2 P está a uma alturaz da origem deH2 � R, então

a curvap� 1(x) = ax está sob o plano horizontalH2 � f zg. Logo, os conjuntosA\ p� 1(x) e

B\ p� 1(x) estão a uma mesma alturazem relação à origem. Vemos um exemplo da de�nição

de “estar ao lado direito” na Figura 2.10.
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Figura 2.10A está ao lado direito deB

Podemos também interpretar “A está à direita deB” como a condição que, para cadax 2 P

tal que a curvaax intersectaA e B, devemos ter queax passa primeiro porB antes ou, em

simultâneo, que chega emA. Essa relação é análoga ao caso do espaço Euclidiano. Observamos

na Figura 2.11 mais exemplos desta relação olhando apenas para uma projeção sobre um plano

horizontal.

Figura 2.11 Relação “estar ao lado direito” sobre plano horizontal.

Assim como emR3, a relação “estar ao lado direito” não é bem ordenada, visto que dois

subconjuntos deH2 � R não necessariamente se relacionam. Entretanto, é uma boa ordenação

para grá�cos sobre o planoP.

O Método da Re�exão de Alexandrov será ferramenta fundamental em demonstrações de

resultados deste trabalho. Como primeira aplicação, este método será utilizado para provar

um importante resultado sobre a geometria de soluções para o problema de Dirichlet dada na

subseção anterior.
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Lema 2.1. Existe um discoWcentrado na origem deH2 e uma funçãou : W! R tal que a

superfícieM := graf(u) é um sóliton de translação emH2 � R, rotacionalmente simétrico com

respeito ao eixo vertical passando pela origem e tocando o eixo de rotação ortogonalmente em

p 2 M. Além disto,M é o único grá�co, a menos de translação, entre os sólitons de translação

sobreWcom dados de Dirichlet constante.

Demonstração.SejaWum disco centrado na origem deH2 com raio su�cientemente pequeno.

Pela Proposição 2.3, existe uma aplicaçãou 2 C2 (W) tal queM := graf(u) é um sóliton de

translação. Provaremos que qualquer plano vertical passando pela origem deH2 � R é um

plano de simetria deM, aplicando o método de Alexandrov.

Consideremosr su�cientemente grande de forma queP(r) \ M = ? . Então, decrescemos

a distânciar até r0 tal queP(r0) intersecteM em um primeiro ponto de contato. Neste

caso, pode-se decrescerr0 ainda mais atér1 tal queM+ (r1) é grá�co sobre o planoP(r1) e

M�
+ (r1) � M� (r1). Continuemos a decrescerr1 até uma distânciar2 tal que uma dessas duas

condições mencionadas anteriormente não ocorra. Em ambas as situações, temos queM� (r2) e

M�
+ (r2), tem um ponto de tangênciap no interior ou na fronteira.

Por outro lado, note queM�
+ (r2) é também um sóliton de translação. Portanto, podemos

utilizar o princípio da tangência (Teorema 2.4) para concluir queM�
+ (r2) = M� (r2). Logo,

P(r2) é um plano de simetria.

ComoM é grá�co sobre o discoW, entãoP(r2) deve ser também um plano de simetria de

We isto só ocorre quandor2 = 0, uma vez queWestá centrado na origem. Dessa forma,M é

simétrica ao plano verticalP(0) = P. Analogamente, provamos queM é simétrica a qualquer

outro plano vertical que passa pela origem deH2 � R. Concluímos queM é uma superfície

de rotação que passa pela origem e, pela regularidade deM, temos queM deve intersectar o

eixo de rotação ortogonalmente. A unicidade, a menos de translação, segue diretamente do

princípio da tangência.

No que segue, apresentamos mais informações sobre sólitons de translação rotacionalmente

simétricos. Em particular, provamos que existe um sóliton de translação rotacionalmente

simétrico, grá�co inteiro emH2 � R, o Bowl Sóliton.



Capítulo 3

Sólitons de Translação Rotacionais

Neste capítulo apresentamos a prova de que existe um sóliton de translação rotacionalmente

simétrico, grá�co vertical inteiro emH2 � R. Este resultado denominamos por Teorema de

Existência doBowlSóliton e sua prova é apresentada na Seção 3.3. Para a demonstração do

Teorema de Existência doBowlSóliton, utiliza-se o Lema 2.1 e um estudo sobre o espaço de

fase de um certo sistema de equações diferencias.

Na primeira seção, discutimos brevemente acerca de sólitons de translação rotacionais e,

em seguida, veri�camos que estas superfícies são soluções desse sistema de equações. Assim,

a Seção 3.2 é dedicada ao estudo do espaço de fase de tal sistema. Finalizamos o capítulo

enunciando um Teorema de Existência dos Catenoides de Translação. Todos os resultados aqui

apresentados foram provados na Seção 3 de [5].

3.1 Sólitons de Translação Rotacionalmente Simétricos

Nesta seção apresentamos alguns resultados da teoria de sólitons de translação rotacio-

nalmente simétricos emH2 � R. Realizaremos um breve estudo acerca de um tal sóliton

determinando sua curvatura média e veri�cando que uma parametrização do mesmo é solução

de uma certa equação diferencial.

No que segue, consideramos o modelo de Lorentz-Minkowski e de�niremos o eixo vertical

no espaçoH2 � R como o conjuntof (0;0;1)g� R. Sejaa uma curva emH2 � R, parametrizada

pelo comprimento de arco, dada por

a (t) = ( senhr(t);0;coshr(t);w(t)) ;
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em quew;r : I � R ! R são funções de classeC2(I ). Ao rotacionar a curvaa em relação ao

eixo vertical obtemos em uma superfícieM imersa emH2 � R parametrizada por:

Y (t;q) = ( senhr(t) cosq;senhr(t) senq;coshr(t);w(t)) : (3.1)

Através da parametrização deM dada porY , determinamos um campo de vetor normal a

M em um pontoY(r;q), como mostrado na proposição a seguir.

Proposição 3.1.SejaM � H2 � R uma superfície de rotação parametrizada porY dada na

equação (3.1). Para cadap = Y(t;q) 2 M, o vetor normalN deM em p é dado por

N(t;q) = � (w0(t) coshr(t) cosq;w0(t) coshr(t) senq;w0(t) senhr(t); r0(t)) :

Demonstração.Escrevamos o vetor normalN em coordenadas(N1;N2;N3;N4). Observe que o

vetorx = ( senhr(t) cosq;senhr(t) senq;coshr(t);0) é normal aH2 � R emL4, de forma que

o espaço tangente deH2 � R é dado pelo complemento ortogonal dex . Além disso,Y t =
¶
¶t

Y ,

Y q =
¶

¶q
Y formam uma base paraTpM.

Como N é um vetor no espaço tangente deH2 � R, N satisfaz o seguinte sistema de

equações
8
>><

>>:

g(Y q ;N) = 0

g(x ;N) = 0

g(Y t ;N) = 0;

(3.2)

(3.3)

(3.4)

ondeg é a métrica produto emH2 � R (considerando emH2 � R a métrica induzida de

L4). No que segue, tomeq tal quesenq 6= 0 e cosq 6= 0. Pela equação (3.2), obtemos que

senqN1 = cosqN2, equivalentemente,

senq cosqN1 = cos2qN2: (3.5)

Pela equação(3.3), obtemos que

N3coshr = N1senhr cosq + N2senhr senq:
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Assim, multiplicando ambos os lados da equação acima porsenq e substituindosenq cosqN1 =

cos2qN2, temos que

N3coshr(t) senq = N2senhr(t)

e então

coshr(t) senhr(t) senqN3 = senh2 r(t)N2: (3.6)

Por �m, pela equação (3.4), obtemos

0 = r0coshr cosqN1 + r0coshsenqN2 � r0senhrN3 + w0N4:

Analogamente, multiplicamos a esta equação por senq temos que

0 = r0(t) coshr(t) cosq senqN1 + r0(t) coshr(t) sen2qN2

� r0(t) senhr(t) senqN3 + w0(t) senqN4

(3:5)
= r0cosh2 r(t)N2 � r0(t) senhr(t) senqN3 + senqw0(t)N4

(3:6)
= r0N2 + w0coshr(t) senqN4:

Portanto, tomandoN4 = � r0, podemos escrever o vetor normalN como segue:

N = � (w0(t) coshr(t) cosq;w0(t) coshr(t) senq;w0(t) senhr(t); r0(t)) :

Agora, podemos determinar a curvatura média deM em função de(t;q) utilizando a

parametrizaçãoY e a expressão do normalN dada na proposição acima. Nosso principal

interesse em determinar tal curvatura é, supondo queM é um sóliton de translação, encontrar

uma equação diferencial tal quer é uma solução desta.

Proposição 3.2.SejaM uma superfície emH2 � R dada pela rotação da curva

a (t) = ( senhr(t);0;coshr(t);w(t)) , parametrizada pelo comprimento de arco. Então, as curva-

turas principais deM são

k1 = ka = r0w00� r00w0e k2 = w0cothr;
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em queka denota a curvatura geodésica dea . Além disto, a curvatura média deM é dada por

2HM = r0(t)w00(t) � r00(t)w0(t) + w0(t) cothr(t):

Demonstração.SejamX eY campos diferenciáveis emM. Denotamos porÑYX, Ñ̃YX e DYX

as conexões Riemannianas emM � H2 � R � L4, H2 � R e emL4, respectivamente. No caso

deL4, DYX é a derivação usual. SejaSo operador forma dado porSX= �
�
Ñ̃XN

� T
, em queT

é a componente tangente deÑ̃YX.

Tomamos o campo normalN dado na Proposição 3.1, note queg(N;Y) = 0. Logo, pela

compatibilidade da conexão com a métrica, temos queg
�
� Ñ̃XN;Y

�
= g

�
Ñ̃XY;N

�
. Assim,

para quaisquer camposX eY emM, temos que

g(SX;Y) = g
�
� Ñ̃XN;Y

�
= g

�
Ñ̃XY;N

�
= g(DXY;N) : (3.7)

Por outro lado, observe que também que os vetores

Y t(t;q) =
�
r0(t) coshr(t) cosq;r0(t) coshr(t) senq;r0(t) senhr(t);w0(t)

�
e

Y q (t;q) = ( � senhr(t) senq;senhr(t) cosq;0;0)

formam uma base ortogonal deTpM em p = Y(t;q). Pela equação (3.7), obtemos que

g(SY t ;Y q ) = g(SY q ;Y t) = g(Y tq ;N) = 0:

Neste caso, comof Y t ;Y qg é uma base ortogonal, então

SY t = l 1Y t e SY q = l 2Y q :

Em particular, a basef Y t ;Y qg é uma base de direções principais e os coe�cientesl 1 e l 2 são

as curvaturas principais deM. Além disto, vemos que

l 1 =
g(SY t ;Y t)

jY t j2
(3:7)
=

g(Y tt ;N)
jY t j2

e l 2 =
g(SY q ;Y q )

jY q j2
(3:7)
=

g(Y qq;N)
jY q j2

:

Logo, as curvaturas principais deM sãol 1 = � w0r00+ r0w0e l 2 = w0cothr e a curvatura média

de 2HM = � w0r00+ r0w0+ w0cothr.
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Provaremos queka = r0w00� r00w0determinando a norma dẽÑa 0a 0. Observe que podemos

escrever o campoa 00como

a 00= Da 0a 0� g
�
a 00;x

�
x ; (3.8)

ondex é o campo normal aH2 � R. Consideremosq sobre a curvaa , neste caso,

x (q) = � (senhr(t);0;coshr(t);0). Por outro lado, temos que

a 00=
�
r00coshr + r02senhr;0; r00senhr + r02coshr;w00� :

Então, por (3.8), obtemos

Ñ̃a 0a 0=
�
r00coshr;0; r00senhr;w00� :

Logo,

ka =
�
�Ñ̃a 0a 0

�
�2

= w002 + r002:

Como a curvaa está parametrizada pelo comprimento de arco, ou sejar02 + w02 = 1, então,

r0r00+ w0w00= 0. Dessa forma,

0 = w002w02 + 2r0r00w0w00+ r002r02

0 = w002 � r02w002 + 2r0r00w0w00+ r002 � r002w02

, w002 + r002 =
�
r0w00� r00w0� 2

e concluímos queka = r0w00� r00w0.

Estamos interessados em analisar o caso em queM é um sóliton de translação, isto é,

HM = g(N;¶z). Em particular, pela parametrizaçãoY deM, temos queHM = r0(t). Observe

que garantir a existência desta funçãor é su�ciente para provar a existência de um sóliton de

translação rotacionalM. Assim, segue da Proposição 3.2 que

2r0= r0w00� r00w0+ w0cothr: (3.9)

Por simplicidade, omitimos o parâmetrot na equação acima.
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Enfatizamos, por hipótese, que a curvaa (t) = ( senhr(t);0;coshr(t);w(t)) está parametri-

zada pelo comprimento de arco, ou seja,

r02(t) + w02(t) = 1: (3.10)

Então, existe uma funçãoq(t) 2 [0;2p), comt 2 I , tal quer0ew0satisfazem, adicionalmente,

o sistema de equações (
r0(t) = cosq(t)

w0(t) = senq(t):

Substituindo estes valores der0ew0na equação (3.9), através de um cálculo direto, concluí-

mos que

q0(t) = 2cosq(t) � senq(t) cothr(t):

Assim, reescrevemos o sistema acima como

8
>><

>>:

r0(t) = cosq(t)

w0(t) = senq(t)

q0(t) = 2cosq(t) � senq(t) cothr(t):

(3.11)

Além disso, segue de (3.10) que

r0r00+ w0w00= 0 e w0= e
p

1� r02;

ondee = sign(w0) = � 1. Dessa forma, supondo quew06= 0 e então multiplicando (3.9) porw0

tem-se que
2w0r0 = r0w0w00� r00(w0)2 + ( w0)2coth(r)

= � (r0)2r00� r00(w0)2 +
q

1� (r0)2coth(r)

= � r00+ ( 1� (r0)2) coth(r):

Comow0= e
q

1� (r0)2, segue que

r00= ( 1� r02) cothr � 2r0e
p

1� r02: (3.12)

Portanto,r é uma solução desta EDO em um intervaloJ � I ondew06= 0.

Nosso objetivo é obter mais informações sobre a soluçãor e sua primeira derivadar0. No

entanto, a equação diferencial acima não pode ser resolvida algebricamente. Desse modo,
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utilizaremos uma técnica recorrente na teoria de sistemas dinâmicos, física e outras grandes

áreas das ciências exatas. Associamos a equação (3.12) a umespaço de fase, mais informações

a respeito de espaços de fase podem ser vistas em [34].

3.2 Análise do Espaço de Fase de um Sóliton de Translação

Rotacional

Nosso objetivo nesta seção é analisar a equação (3.12) através do espaço de fase e, por meio

desta análise, provar o Lema 3.1 enunciado ao �m desta seção. Os resultados aqui apresentados

são baseados na Seção 3 de [5] e [7].

Consideramos a mudança de coordenaday(t) = r0(t), pela equação (3.12) obtemos um

sistema autônomoF(r;y) descrito por

F(r;y) =

 
r0

y0

!

=

 
y

(1� y2) cothr � 2y
p

1� y2

!

: (3.13)

Chamaremos órbita deF a curvag(t) = ( r(t);y(t)) que satisfaz o sistema acima.

Note que, no nosso problema, para todot 2 I , temos quer(t) 2 [0;¥ ) dado quer mede a

distância deM ao eixo de rotação ey(t) 2 (� 1;1) poisy = r0(t) = cosq(t). Assim, de�nimos

o espaço de fasedo sistema (3.13) como o conjunto� e := ( 0;¥ ) � (� 1;1) em R2 com

coordenadas(r;y).

Observação3.1. Para cada ponto no espaço de fase� e, o problema de Cauchy (ver [4]) garante

que existe uma única órbita deF passando por este ponto. Em particular, uma órbitag deF não

pode ter como ponto �nal pontos da forma(x0;y0) tais quex0 6= 0 ey0 6= � 1. Caso contrário,

seg tem com ponto �nal(r0;y0), em quer0 6= 0 ey0 6= � 1, então podemos estender a curvag

a (x0;y0), obtendo uma nova órbita deF que passa por(r0;y0). Contradizendo a unicidade de

g. Daremos mais detalhes sobre o problema de Cauchy na seção posterior.
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Sejam(r(t);y(t)) os pontos em� e tais quey0(t) = 0. Usando a segunda equação do sistema

(3.13),

tanhr =
1� y2

2e
p

1� y2

=

p
1� y2

2e
;

e então

r = arctanh

 p
1� y2

2ey

!

:

Denotamos a curva acima porr = Ge(y) e de�namos aGe = � e \ Ge(y). Como a função

arctanhestá de�nida apenas no intervalo(� 1;1), então, a curvaGe(y) está de�nida apenas

paray tal que

� 1 <

p
1� y2

2ey
< 1:

Temos que

�
�
�
�
�

p
1� y2

2ey

�
�
�
�
�
< 1 e, assim, é fácil veri�car que

jyj >
1

p
5

:

Logo, a curvaGe possui duas assíntotas horizontaisy1 =
1

p
5

ey2 = �
1

p
5

.

De�namos os conjuntos acima e abaixo do eixoy = 0, respectivamente, por� +
e := � e \

f y > 0g e � �
e := � e \ f y < 0g. Note que interseçãoGe = � e \ Ge(y) é não-vazia apenas nos

pontos em queey � 0. Caso contrário,r = Ge(y) = arctanh

 p
1� y2

2ey

!

< 0.

Assim, o conjuntoG1 está de�nido em� 1 para os pontosy 2
�

1
p

5
;1

�
e, analogamente,

G� 1 está de�nido em� � 1 para os pontosy 2
�
� 1; �

1
p

5

�
. Observe queGe e o eixoy = 0

dividem o espaço� e em três componentes conexas. De fato, see = 1, temos a região� �
1 ,

enquanto� +
1 é dividida entre as regiões acima e baixo deG1. See = � 1, tais regiões são dadas

por � +
� 1 e as regiões de� �

� 1 divididas porG� 1.
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Desta forma, parae = 1, as regiões acima e abaixo da curvaGe, são dadas respectivamente,

por:

L +
1 =

�
(r;y);y >

1
p

5
;r > G1(y)

�
;

L �
1 =

�
� +

1 \
�

y �
1

p
5

��
[

�
(r;y);y >

1
p

5
;r < G1(y)

�
:

Analogamente, parae = � 1 temos

L +
� 1 =

�
(r;y);y < �

1
p

5
;r > G1(y)

�
;

L �
� 1 =

�
� �

� 1 \
�

y � �
1

p
5

��
[

�
(r;y);y < �

1
p

5
;r < G� 1(y)

�
:

Em cada uma dessas componentes conexas as funçõesy e r são monótonas. De fato, suponha

que existe uma órbita(r(t);y(t)) 2 L +
e tal quey0(t) muda de sinal. Então, teremos que

existe(r0;y(r0)) tal quey0(r0) = 0. De modo análogo, comoy não muda de sinal dentro das

regiões, temos quer0também mantém o seu sinal. Sendo assim, sempre quey 6= 0; podemos

escrevert em função der e considerary como uma função der em cada uma das regiões de

monotonicidade. Neste caso, temos

dy
dr

=
dy
dt

dt
dr

= y01
r0;

de forma quey
dy
dr

= y0: Então, pelo sistema (3.13), temos

y
d
dr

y(r) =
�
1� y2�

cothr � 2ye
p

1� y2: (3.14)
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Em particular, o sinal de
d
dr

y depende apenas do sinal dey e der � Ge(y), visto que

r � Ge(y) > 0 é equivalente a(1� y2) cothr � 2ey
p

1� y2 < 0. De fato,

r > Ge(y)

, r > arctanhr

 p
1� y2

2ey

!

, tanhr >

p
1� y2

2ey

, cothr <
2ey

p
1� y2

,
�
1� y2�

cothr < 2ey
p

1� y2:

Sob estas condições, analisaremos alguns casos de modo a determinar o sinal de
d
dr

y. Para

isto, tomemos(r0;y0) 2 � e e suponha que:

(i) y0 > 0 er0 < Ge(y0). Então
d
dr

y(r0) > 0;

(ii) y0> 0 er0 > Ge(y0). Então
d
dr

y(r0) < 0;

(iii) y0 < 0 er0 < Ge(y0). Então
d
dr

y(r0) < 0;

(iv) y0 < 0 er0 > Ge(y0). Então
d
dr

y(r0) > 0.

Para melhor interpretar as opções que temos acima, tomee = 1. Observe que se(r0;y0) 2

L +
1 , entãor0 > G1(y0) e y0 > 1=

p
5 > 0. Pelo item (ii) e pela monotonicidade desta região,

concluímos quey(r) é decrescente a partir der0. Além disto, se(r0;y0) 2 L �
1 é tal que

r0 < G1(y0) e 0 < y0 < 1=
p

5, então pelo item (i) e pela monotonicidade, temos quey(r) é

crescente a partir der0. Obtemos também resultados análogos para o caso dee = � 1:

Portanto, condensaremos essas informações obtidas com o estudo do espaço de fase deF

no lema a seguir. Ainda, podemos ver na Figura 3.1 as regiões de monotonicidade de uma

órbita(r;y(r)) e seu comportamento.

Lema 3.1. Conforme as con�gurações acima, para qualquer(r0;y0) 2 � e valem as proprieda-

des:

• Ser0 > Ge(y0) ey0 > 0, entãoy(r) é estritamente decrescente a partir der0 (respectiva-

mente parar0 < Ge(y0) ey0 < 0 ).
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