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Resumo

Nesta dissertacdo, baseando-se nos trabalhos de Bueno [5, 6], apresentamos um estudo
detalhado dos sélitons de translacdo do fluxo de curvatura média no espaco produto H? x R.
Utilizando ferramentas de equagdes diferenciais ordindrias, principio do méximo e o método
de reflexdo de Alexandrov sdo abordados resultados de existéncia de sélitons de translagcdo
rotacionalmente simétricos, um teorema de unicidade do Bow! Séliton em termos do seu
comportamento assintético e um teorema que afirma que, sob certas condi¢cdes na fronteira
de um sdliton de translacdo compacto, este soliton de translacdo € uma parte do Bow! Soéliton.
Prova-se também que nao existem soélitons de translacdo compactos sem bordo ou sélitons de

translacdo cilindricamente limitados.



Abstract

In this dissertation, based on articles due to Bueno [5, 6], we present a detailed study of
the translating solitons of the mean curvature flow in the product space H? x R. Using tools of
ordinary differential equations, the maximum principle and Alexandrov’s reflection method, we
discuss results on the existence of rotationally symmetrical translating solitons, a uniqueness of
the Bowl Soliton in terms of its asymptotic behaviour and a theorem which states that, under
certain conditions at the boundary of a compact translating soliton, this translating soliton is a
piece of the Bowl Soliton. We also prove that there is no translating solitons which is either

compact boundary or cylindrically bounded.
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Introducao

Os sdélitons de translagcédo do uxo de curvatura média (ou translatores) sdo hipersuper cies
gue evoluem pelo uxo de curvatura média como a translacao da superficie inicial na direcao
de um certo vetor vertical A partir disto, veri ca-se que qualquer hipersuperficie € um séliton
de translagcédo quando sua curvatura média é dada pelo produto interno entre o campo normal e
0 vetorv.

Nos ultimos anos, foram desenvolvidas importantes pesquisas acerca dessas superficies no
espaco Euclidiano. CitamoS8][[22], [30] e[31]. Em [22], Imanen prova que um séliton de
translacéo no espaco Euclidiano é uma hipersuperficie minima em um espaco conforme. Assim,
podemos utilizar importantes ferramentas da teoria de superficies minimas para investigar os
sélitons de translacédo, como por exemplo, o principio do maximo geométrico.

Além disso, surgiram diversos exemplos de sélitons de translac&5ehnos tltimos anos,
como ogrim reaper Bowl Sélitone o Catenoide de Translaca&m [30], os autores provam
um Teorema de Unicidade dpim reapere, em P], Clutterbucket. al provam que existem
sélitons de translacao rotacionalmente simétricos, gré cos inteirc®€rhconhecidos como
Bowl Séliton e Catenoide de Translagéo.

Martin et. al. mostram em 31] que o Unico sdliton de translacdo com um m que é
assintotico addowl Sdliton (propriedade a ser de nida no Capitulo 4) Bawl Sdliton. Para
provar este teorema, os autores utilizam uma ferramenta fundamental na teoria de superficies, a
saber, 0 Método de Re exao de Alexandrov.

Motivados por estes trabalhos, a teoria de solitons de translagéo se estendeu a variedades
Riemannianas mais gerais, como podemos ver®gn§], [11] e [26]. Nosso trabalho é
baseado nestas duas primeiras referéncias. Nelos, Bueno prova a exist@uwid 80liton e
do Catenoide de Translagdo no espaco proHidto R (inspirado por §]). Além disto, prova
um teorema de unicidade @wwl Soliton (como em31]) utilizando o principio do maximo e
o método de Re exdo de Alexandrov.
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O principio do maximo é uma poderosa ferramenta que nos permite investigar o maximo
(respectivamente o minimo) de solugbes de um operador linear eliptico. No contexto geométrico,
se duas superficiesimprem o principio do maxim@er 1.4) e sdo tangentes em um ponto,
entdo estas superficies coincidem na vizinhancga deste ponto. Este caso denominamos principio
do maximo geomeétrico (ou principio da tangéncia). Embora seja frequente o uso do principio
do maximo na teoria de superficies com curvatura média constante, encontramos também
aplicacBes em outras classes de superficies, como veremos neste trabalho. Pode-se encontrar
uma boa exposi¢ao do principio do maximo e suas aplicagbes em [14], [16], [19], e [21].

Uma das mais relevantes aplicacdes do principio do maximo € visto no Método de Re exao
de Alexandrov. Este método foi desenvolvido por Alexandrov gndnde ele demonstra
que uma superficie d&@® compacta, conexa, com curvatura média constante é uma esfera
geodeésica.

As ideias desenvolvidas por Alexandrov neste teorema foram generalizadas e utilizadas
em teoremas de existéncia nos quais a superficie em questao nao é necessariamente compacta.
Como feito por Schoen en3§], que utilizou o método de Alexandrov em superficies minimas.
Ainda, o método de Alexandrov foi aplicado no estudo de sdlitons de translacéo no espaco
Euclidiano e no espaco produt’ R. Este Gltimo é o principal interesse deste trabalho.

Nesta dissertacéo, discorremos sobre os sélitons de transla¢éd eR, como feito em
[5] e [6]. Prova-se que os sélitons de translacdo neste espaco produto sdo também superficies
minimas em uma meétrica conforme e assim, veri ca-se que tais superficies cumprem um
principio de tangéncia. Entre os principais resultados neste trabalho temos o Teorema de
Existéncia ddBowl Soliton e o Teorema de Unicidade Bowl Saliton.

Para a prova do Teorema de Existéncia do Bowl Séliton, apresentada na Secéo 3.3, utiliza-se
um estudo acerca de solitons de translacao rotacionalmente simétricos. Em particular, prova-
se, utilizando a existéncia da solucdao de um problema de Dirichlet (ver 2.3) e o Método de
Alexandrov, que existe um sdliton de translacda#Mm R rotacionalmente simétrico ortogonal
ao eixo de rotagao.

O Método de Re exédo de Alexandrov € usado para provar outros importantes resultados
neste trabalho. Dentre eles, o Teorema de Unicidad&osid Soliton. Veri ca-se também
(utilizando o Método de Alexandrov) que um séliton de translacdo comphotom algumas
hip6teses geométricas sob sua fronteira, € uma paB@dbSoliton.
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Além desses resultados, apresentamos a prova de que ndo existem sélitons de translacao
compactos sem fronteira, que ndo existem sélitons de translacao cilindricamente limitados e
gue ha uma estimativa de altura para soélitons de translagdo compactos.

Nosso objetivo aqui é apresentar uma demonstracao detalhada destes teoremas. Assim, no
Capitulo 1 apresentamos alguns resultados fundamentais para a prova dos teoremas principais.
Destacamos as Sec¢bes 1.4 e 1.5 e o Teorema 1.5.

No Capitulo 2, introduzimos a teoria de sélitons de translacédo, tanto no espaco Euclidiano
quanto no espaco produtt’ R. Apresentamos, em linhas gerais, a prova do Teorema de
Unicidade ddBowl Séliton emR3. Veri camos que os solitons de translacéo B R sdo
superficies minimas em um espaco conforme, que estes satisfazem um teorema de principio da
tangéncia. Analisamos, ainda, um problema de Dirichlet associado aos sélitons de translacéo
emH? R.

No Capitulo 3, vemos que os sélitons de translacéo rotacionalmente simétricos séo solucdes
de uma equacao diferencial e apresentamos uma descri¢cdo do espaco de fase desta equacao.
Além disto, exibimos a prova de um lema que garante a existéncia de um soliton de translagéo
rotacional. Por m, expomos a prova do Teorema de Existénciaaia Soéliton.

No Capitulo 4, apresentamos a prova de resultados sobre sélitons de translacdo compac-
tos, resultados de ndo existéncia e estimativa de altura. Finalizamos o trabalho exibindo a
demonstracdo do Teorema de Unicidadeéda Séliton emH?  R.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo faremos uma breve apresentacéo sobre imersdes isométricas e curvatura
média, modelos do espaco hiperbdlico, produtos Riemannianos, principio do maximo e Método
de Re ex@o de Alexandrov. Estes conceitos sdo fundamentais para o desenvolvimento deste
trabalho, especialmente o principio do méximo e o Método de Alexandrov, 0os quais sao
utilizados na prova de teoremas de nao-existéncia e UnicidaBewl5Soliton.

1.1 Imersdes isomeétricas e curvatura média

Iniciaremos nosso trabalho tratando de imersdes isométricas, de nindo a segunda forma
fundamental e a curvatura média de variedades Riemannianas isometricamente imersas. Discu-
tiremos alguns pontos sobre a curvatura média, importantes para o desenvolver da dissertacéo.
S&o eles: determinar a curvatura média de uma hipersuperficie ao efetuar uma mudancga con-
forme na métrica do espago ambiente e desenvolver a formula a primeira variagdo do volume
com peso. A abordagem sobre a segunda forma fundamental e curvatura média de imersdes
isométricas discutido a seguir foram baseados¥sh Plém disso, apresentaremos a formula
da primeira variagéo do volume com peso, como em [3].

Sejammmk uma variedade Riemanniana de dimens&ok, munida de uma métrica
h;ieF:M"! M™ ¥ uma imersdo, em qud € uma variedade diferenciavedimensional.
Consideremos eV a métrica Riemanniana induzida perdada da seguinte forma: se
u;v2 TpM entéo

hu; vi p == hdFp(u); dFp(V)i F ()

Com tal métricaF é uma imersao isométrica.
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Para todg 2 M, existe uma vizinhandd de p tal queF restrita dJ € um mergulho, de
modo queF(U) é uma subvariedade di¢. Como os calculos a seguir serdo locais, no que
segue, identi caremos para cag2 M, U comF(U), g2 U comF(q) 2 F(U) e TyM com
Tr(gF(M). Assim, para cadp 2 M, podemos escrever

TM=TM  (TpM)?

em que(TpM)? denota o complemento ortogonal §M emT,M. Neste caso, escrevemos
para cada 2 T,M,v= V' + v?, sendo que’ ev’ denotam, respectivamente, a parte tangente
e normal dev em relacdo aM. Pode-se mostrar que, quando consideramos um campo de
vetoresX emM, podemos estendé-lo localmeite um campX 2 X M . Esta extens&o nédo

€ necessariamente unica.

Dessa forma, sejand e Y campos de vetores eM e X; Y suas respectivas extensoes
locais, considerando-se a métrica induzida, podemos veri car que a conexao de Levi-Civita em
M é dada por .

NxY = NgY ;
ondeN é a conex&o de Levi-Civita eM.

No que segue, denote p@((U))? 0 conjunto de campos d¢ que sdo normaisd M.

Nas condi¢des estabelecidas acima, de nimos a aplicB¢aqU) X(U)! (X(U))7 por

B(X;Y)= NgY RxY: (1.1)
Proposicdo 1.1.SejamX eY emX(U), X eY extensdes locais d¢eY, respectivamente, e
B: X(U) X(U)! (X(U))? de nida em(1.1). EntdoB é uma aplicacédo bilinear simétrica
que ndo depende das extensBesY.

Demonstracdo A condicéo de bilinearidade segue imediatamente do faid sker uma cone-
xa0 a m. Observe que, em MX;Y =[X;Y]. Assim,

B(X;Y) NgY XY  (RxY [X;Y])
= N-7Y NYX

= B(Y;X):
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de onde concluimos qugé simétrica. Para mostrarmos gai@ao depende das extensdes,
consideremoX; outra extensdo d€. Temos que

-~ — ——

NyY NxY %,

NXY = wy X Y:

1

<

Note queX X; se anulaend e entdo, end temos que

-N-Y_ NXY wylv NXY =0:
Analogamente, tomando outra exten¥3aleY, comoY Y7 ao longo de trajetérias dé em
M se anula, provamos qiendo depende da extensaoie [

Pela proposicao acimB(X;Y)(p) depende apenas deeY emp. No que segue, escre-
vendox= X(p) ey= Y(p), entdo denotaremdXX;Y)( p) porB(x;y), de forma ques; y2 T,M
eB(xy) 2 (TpM)?. Assim, de nimos a forma bilinear simétrida, (x;y) := B(x;y);hi em
queh 2 (TpM)? . Atraveés dela, podemos de nir também a segunda forma fundamental.

De nigéo 1.1. A segunda forma fundamental de uma imersao isométriem p segundo o
vetor normah € a aplicagadly : T,M ! TpM dada por

Ih (X) = Hh (X X):

Observe que, comidy, € uma aplicacao bilinear e simétrica, podemos asso¢igriana
aplicacéo linea, : ToM ! TpM, auto-adjunta, tal que

Hn (X y) = 1S (X);yi:
- T

Além disso, como pode ser visto et Capitulo VI], a aplicaca&, satisfazs,x= NyN
em queN é uma extensdo local denormal aM. Denominaremo$;, deoperador forma

Estamos interessados em estudar o caso em que a diferenca entre a dimtkridama
dimensdm+ kdeM é1, ou sejak = 1. Neste caso, denominarem®sM ! M como uma
hipersuperficie. Para simpli car a notacdo e terminologia, identi careMasomF(M) e
escreveremobl” M™ . Diremos neste caso qi” é uma hipersuperficie dd" . Além
disso, nos restringiremos ao caso em ljue M sdo orientaveis e estdo orientadas. Neste caso,
ca determinado um Unico vetor unitario normal unitAn@® (TpM)? , paratodgp 2 M, no
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seguinte sentido: s8;::;; e, € uma base na orientacdoMeentdoe;;:::;ey;h € uma base na
orientacdo dé/.
Dessa maneira, @urvatura média de M dada como na de ni¢éo abaixo.

De nicdo 1.2. SejamM uma hipersuperficie del, p2 M eh 2 (TpM)? o vetor normal de
M em p. De nimos a curvatura média (ndo normalizadty)(p) deM em p como o trago do
operador form&;, emp.

Sejaey;::;;en uma base ortonormal ef,M e denotemosj := Hh(&;€j). Entdo, a
curvatura médiddy pode ser escrita como

n
Hu = & hi:
i=1
Observe que a curvatura média depende da métrica dada no espagco ambiente. Além disso, sendo
S, auto-adjunta, existe uma base ortonormal::; e, de autovetores d§,, isto €,5,6 = | jg.
Neste caso, dizemos geeel ; sdo as dire¢des principais e as curvaturas principdié.deegue
n

da de ni¢do da curvatura média qty = é li:
i=1
Posteriormente, provaremos um teorema em que é necessario relacionar a curvatura média
de uma superfici emH? R, munido de uma métricg, com a curvatura média de
tomando uma métrica conformeg@mH? R. Para isto, precisamos do seguinte resultado

([13, Exercicio 5, Capitulo VIII]).

Proposicéo 1.2.SejamM uma variedade Riemanniana munida da mégica: M! R uma
funcao diferenciavel § := mg uma métrica enM conforme &g. Consideremo$l e N as
conexdes Riemannianas ge §, respectivamente. Entdo, para todeY emX(M) temos que

NxY = NyY + %[(Xm)vﬂvm)x g(X;Y)Nni;

ondeNmdenota o gradiente dacalculado na métricg, isto &€,X(m) = g(X;Nm).

Demonstracado.Provaremos qu§| € a conexao de Levi-Civita eM;§), ou sejaﬁl € uma
conexao a m, simétrica e compativel com a métigca ~

SejamX, Y, Z campos de vetores ele f;h: M! R funcdes enM. Os itens (i), (ii) e
(iif) a seguir nos garantem qufdaé uma conexao a m.
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~ . 1
Ntx+hyZ Ntx+hyZ+ En[(fx"‘ hY)(mZ]

+ %n[(Zm)(fX+ hY) g(fX+ hY:Z)Nni

= fNxzZ+ hNyZ+ %n[mez+ hym

+ %n[(Zm)fX+(Zm)hY fg(X;Z)Nm hg(Y;Z)Nni
= f Nyxz+ %n(XmZ+ ZmX  g(X;Z)Nm)

+ h Nyz+ %n(YmZ+ zmy  g(Y;Z)Nm)

= fﬁIxZ + hmyz;

Re(Y+2) = Rx(Y+2)+ S X(M(Y+ 2)+(Y+ Z) ]
1 3
+ En[ g(X;Y+ Z)Nm|
= RNxY+ NxzZ+ %n[xmw XmZ+ YmX + ZmX]
S 1906 Y) N g(X; 2)Rin
= NxY+ %n(XrﬁwH YmX g(X;Y)Nm)

o 1 o
+ NxZ+ En(XmZ+ZmX g(X;Z)Nm)

= ﬁxY + ﬁxz;
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ii)

Nx(fY)

Rl (FY) + %n[(Xm)fY+( FYmX  g(X; fY) Rind
= fNxY+ X(f)Y + %n[f(Xm)Y+ fYmX+ fg(X;Y)Nm

= foY+f%n(XmY+YmX g(X;Y)Rm)+ X(f)Y

= fNxY+ X()Y:
Note que a condicdo de simetria Nedecorre imediatamente dé ser simétrica e da

simetria dgg. Resta-nos veri car qubl € compativel com a métrigg ou seja, basta provarmos
que

X§(Y;2)= § NxY;Z +§ Y;NxZ : (1.2)

DenotemosS(X;Y) = ( 1=2m) [(Xm)Y +(Ym)X g(X;Y)Nmi. Observe que o esquerdo da
equacéao (1.2) é

X(mg(Y;Z)) = X(mMg(Y;Z)+ mig(NxY;Z)+ g(Y;NxZ)]

e o lado direito é

g NxY;Z +§ Y;Nxz = mg(RixY;2)+ g(S(X;Y);2)]
+ mlg(Y;Nx2)+ g(Y;(X;2))] :

Dessa forma, basta veri carmos que
X(ma(Y;2) = mg(S(X;Y);2)+ g(Y; (X;2))]; (1.3)

0 que decorre de um calculo direto. De fato, desenvolvendo as expregSHEsY);Z),
g(Y; X;2)) e aplicanday(NmW) = W(m), para qualquew 2 X(M), obtemos que

OSGY)Z) = SCIX(MEYD)+ Y(MYXiZ) gOGY)Z(m)

GSGY)Z) = L IX(MEYiD)+ ZMg<Y)  gOG2)Y(m):

Portanto, substituindo tais expressdes na equacéo (1.3), o resultado segue. H
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Proposicéo 1.3.SejamM uma hipersuperficie deM;g , f uma funcéo diferenciavel eM e
g uma métrica conforme g@emM de nida por

§= &g
Entdo, a curvatura médidy deM emM com a métricay,”é
Hu=-e "(Hw(p) (n Dg(Nf;h));

em queHy é a curvatura média dd, Nf denota o gradiente dee h é o campo normal
unitario emM, dados em relacdo a métriga

DemonstracdoSejamX eY emX(M). Denotaremos pdTile a conexao de Levi-Civita de
M em relacdo & métricd e NxY a conexdo dé&1 em relacdo & métricg. Note que, pela
Proposicao 1.2 temos:

NxY = NxY+(XH)Y+(Y HX  g(X;Y)NF: (1.4)

Consideremop 2 M, E; um referencial ortonormal em uma vizinhancapdeh campo
unitario normal avl, ambos com respeito a métrigaEntao,

€ um referencial ortonormal d#; §) em uma vizinhanca dee
i=e 'h

€ um campo de vetor unitario norma(M; §) em p. Dessa forma, pela equacéo (1.4), obtemos
que

el
T,
I

1

el e fﬁlEjEi+ Ej(e f)Ei
e °f NEjEi+(Ejf)Ei+(Eif)Ej g EiE;j Nf :
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Por outro lado, temos qlmNEj Ei;h)(p) = ( B(Ej; Ei);h)(p) = hij(p). Analogamente
parag Portanto, comd € ortogonal &; eEj eg E;E; = dij, obtemos que

F]ij = § Kl~j|§i;ﬁ
= e 'g NgE djNf;h :
Entao,
y o
Hv = a hi
i=1
a - -
= aefg(NEiEi Nf;h)

i
AN

#

e §hii (n 1g(Nf;h))
i=1

e "(Hu (n Dg(Nf;h)):

]

Utilizaremos a Proposicao 1.3 acima para mostrar que superficies minimas em um espaco
conforme aR" cumprem o principio do maximo, em um sentido a ser estabelecido na Segéo 1.4.
Além disto, através desta proposi¢cao, pode-se veri car que solitons sao superficies minimas
em um espaco conforme (ver Teorema 2.2). Vejamos, a seguir, a Formula da Primeira variagdo
do volume com Peso.

1.1.1 Formula da Primeira Variacdo do Volume com Peso

Sejam M 1;g uma variedade Riemanniania; M! R uma funcao diferenciavel e
F:M"! M umaimersdo. Consideraremos Bfra métrica conforme dada pgr= €’'ge, em
M, a métrica induzida pela imers&o

Tomemos coordenadas locais ( x1;:::; %)) emM e denotamosjj = §(1xi; 1%;), para
i;j2f 1;::;ng. Temos quelin:= ~ detd; é um elemento de volume di& e, entdo, o volume
deM é dada pela fungéo 7

GM)=  dft
M
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Em nosso g@so, vemos que a fun€@pode também ser obtida em termos da méfjca

dado quedm= efgj = efp gij = efdm Assim, escrevemos a func&M) como:

z

G(M) = Mefdmr (1.5)

De nimos G(M ), dada na equacéo (1.5), como a areddsom pesof. Estamos interes-
sados em deduzir uma formula para a primeira variacdg, €to na Proposicéo 1.5 abaixo.
As ideias aqui desenvolvidas sdo baseadas na Secéo 4 de [3].

Inicialmente, precisamos de nir alguns elementos e enunciar dois resultaidiesitialade
de Jacobie o Teorema de DivergéncidNeste sentido, de namos a variacao
F:M ( e;e)! M com suporte compacto dada por

* F(p;0)= p,8p2 M;
» Parap fora de um conjunto compackd M, temos qué-(p;t)= F(p),8t2 ( e;e);

e consideramoks; = 1‘1[1_2 0 campo variacional dE.
No que seguep é um ponto dév, f x;giL ; um sistema de coordenadas ortonormal em torno
depeMs:= F(M;s). Identi caremosF(p;s) = F(x(q);s) comx(q) = peFy(s) = ﬂlXiF(p; 9S):
Entdo, para cads de nimos a métrica enMs dada por

gij(9) = g F(9);F(9) :

Assim,N}Y e Ny X s&o as conexdes de Levi-Civita &he emM, respectivamente. Note que
. - T
NyX = RgX

Identi caremos, aindaf comof(s)= f F(p;s). Dessa forma, temos qués) : R! R
nao depende da escolha do sistema de coordenadsls em

De namos a fungao D
f(9) . 9etGij(s) .

detg;ij (0)

Observe que, assim confgv também ndo depende da escolha do sistema de coordenadas em
M.

Enunciemos a seguir, sem demonstrar, a Identidade de Jacobi e o Teorema da Divergéncia.

v(s)= e

Estas demonstragdes ndo sdo relevantes para o objetivo desta subsec¢é&o, no entanto, vemos no
Capitulo 4 de 12] que o Teorema da Divergéncia € uma consequéncia do Teorema de Stokes,
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ou ainda, uma consequéncia do Teorema de GreenZd¥gppendix6). A ldentidade de
Jacobi pode ser consultada [27].

Proposicéo 1.4(Identidade de JacobibejaA, n(t) uma matrizn n. Entéo,

d d
—detA(t) = Tr adj(A(t)) —A(t
5 GetA(t) i(A) AW
Teorema 1.1(Teorema da DivergénciaejamM uma variedade Riemanniana orientada e
um campo de vetores ek com suporte compacto. Entéo,

z

divXdm= O:
M

Assim, enunciamos e apresentamos uma prova da variagdo do volume com peso, como
obtida por Arezzo emd. E importante observar que o resultado de Arezzo considera subvarie-
dades de codimenséao qualquer, enquanto aqui nos restringiremos ao caso de hipersuperficies.

Proposicao 1.5.Considerando as hipdteses mencionadas acimas, a primeira variagdo do
funcional volume com peso é dada por

Z
d . !
d_sG(M): Mg (Nf)?  Hwu;Fs efdm

ondeNf é o campo gradiente desegundo a métricg.

Demonstracao Primeiramente, determinemos a derivada(@p. Para isto, observe que

d d .
d—sf(S) = —f F(pg)= dfepy Fs= g(Nf(9);Fy):

ds
Logo,
dESV(S) = p%ij(o) qmd%ef(su ef(s)%q detgij (s)
detg;; (s i(9
= (‘Eg_i';((;))ef(s)%f(sh P dztgij © P deltgij (S)%detgij(s)
= V9g(Nf(s);Fs)+ p 5 L ddetgij(S):

detgi;(0) 2° detg;j(s) ds
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Pela Identidade de Jacobi, enunciada na Proposicao 1.4, segue que

d
ds detg;j(s)

) d
Tr adj gjj (S)a gij (9

detgij(s) Tr gl (9, 9

detg;; Tr é_l g'o?
r=

detgij & 9’ df};
1]

ondeg’ denota as entradas da matriz inversfgié e

d ,. -
o = 39 Fu(9iRg(9 =9 NeRoRy +9 FReRg

Dessa forma,
!
f
99 = W9aRf(9;F)+ p e p detg;; & 997
ds detgij(0) 2 detgij(s) it
P detg;j _—
= V(9g(Nf(9;F)+ e Op—=L 3 d'q]
detgijl(o) i

- 1o
w9 g(Nf(s):F)+ 58 o]
1]

Considerando um sistema de coordenadas local ortonormal em topd N temos quég;;]

, o i 1 . . , .
€ uma matriz diagonal. Ent@ = — = 1eg" = 0, paratoddi & j. Além disto, usando que
1
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a conexad\ ¢ simétrica, temos quUer,Fx = N, Fs. Logo,

1,

;89050 = ;4R
= é}g Nr,Fq (0); B (0)
= é}g N, Fs(0); F (0)
= éi‘g N, FZ (0); 4 (0) +é:1g N, B (0); R (0)
= é}g S0 (P (0));F(0) + Tr Fy(0) 7! N, (0)F5' (0)

g(Hw(p);Fs) + divmFJ (0):

Isto implica que

e’ g(Nf;Fs) g(Hw(p);Fs)+ divmFJ ()

e" g (NH?;F +g (NHT;Fs  g(Hu(p);Fe)+ divmFJ (0)

d :
SV9iso

el g (Nf)? Hum(p);Fs + divyFJ (0) :

Portanto, a primeira variacao de

Z q
G(Ms) = y v(s) detg;j(0)
€ dada por

Z q
s V(S) s=o detg;(0)
M

= el g (Nf)? Hum(p);Fs + divyFJ (0) dm
M

d
&G( M)

Uma vez que a variagao é de suporte compacto, pelo Teorema da Divergéncia, temos que
d z
gGM) = e'g (Nf)”  Hu(p)iFs dm
S M

e o resultado segue. ]
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Portanto, por meio dessa proposicao, encontramos uma condi¢cdo necessaria e su ciente
para garantir quando a hipersuperfikled um ponto critico da primeira variagdo do volume
com peso. Isto 1 é ponto critico d& quandoHy = ( Nf)”.

Veremos que as superficies que nos dedicamos a estudar neste trabalho, os soélitons de
translacdo, tanto elR3 quanto enH? R s&o pontos criticos de um funcional co@o

1.2 O Plano Hiperbdlico

Nesta secéo apresentaremos trés modelos para o plano HipeHbtlicalo semi-plano
superior, o do disco de Poincaré e o de Lorentz-Minkowski. Faremos apenas uma breve
introducdo sobre estes, enfatizando os principais resultados que utilizaremos no desenvolver do
trabalho. No entanto, estes e outros resultados podem ser consultados com mais detalhes em
[10], [13] e [37].

O Semi-Plano Superior: SejaR? o semi-plano superior eR? dado por

RZ= (x;%)2R%x%>0 :
De namos, no mesmo, a métrica Riemanniana

1
g= > d+dx :

X3
Veri ca-se que R?;g é uma variedade Riemanniana isométridd’a Neste modelo, as
geodésicas sao retas verticais e semi-circulos superiores que formam um angulo reto ao
intersectarem o eixg,.

O Modelo do Disco de Poincaré: SejaD? ;= (x1;%2) 2 R? X6+ x3< 1 um disco em

R? centrado na origem com raio re D! R uma funcdo dada por

2

X1, X9) = —————5—.
(1 2) 1 (X%'FX%)

De nimos a métricaj emD? comog = r 2h;:i, em queh;:i denota o produto interno dv?.
Dessa forma, o espac®?;§ , € uma variedade Riemanniana denominigeo de Poincaré
Pode-se ver no Capitulo 4 d&J] que as geodésicas do Disco de Poincaré sédo os arcos das
circunferéncias ortogonais a fronteBa
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O Modelo do Hiperboloide: Consideramos a forma quadrati@a R®! R dada por
Q(x1;X2;X3) = X2+ X5 X3, temos que induz uma métrica semi-RiemannialamR3. Neste
caso, R%;§ é conhecido comespaco de Lorentz-Minkowskénotado pot. 3.

De nimos o plano hiperbélicoemL* como o conjunto
H2:= (xX2;X3) 2 L3 Qxaixaixg) = 1lexg> 0 ;

munido da métrica induzida p@r Este espaco pode ser visto &hcoma a folha superior de
um hiperboloide de duas folhas e € uma variedade Riemanniana com a métrica indugida por

Observacadl.l Em [10], os autores se dedicam a estudar curvas e superficies no espaco
pseudo-RiemannianR)). Particularmente, sdo obtidas importantes informacdes a cerca do
espaco hiperbdlico no modelo de Lorentz-Minkowski, as quais resumimos na observacéo
seguinte.

i) O plano tangente B2 em um pontap 2 H? é um subespaco vetorial dé;
ii) Para cada pontp no espaco hiperbdlico, o vetor normatdempéh(p)= p;

i) Sejaf:H?! R uma funcdo diferenciavel. O gradiente filea métrica hiperbdlica é
dado por

- qf qf Nf
NLf(P = (P (P): o ;
P = g g (P g (P
em que% denota a derivada parcial decomo séo dadas eRr.
|

Observacad.2 Uma transformacéo linedx: L3! L2 é chamad#&ransformacéo de Lorentz
seA preserva o produtor interno induzido p@r No Capitulo 4 de]0], mostra-se que as
isometrias dé4? sdo dadas pelas restricdes de transformacdes de Loreitz &
Observagad.3. Sejap2 H? ev2 T,H?. A geodésicg emH? tal queg(0) = peg(0)= vé
dada por
0(t) = cost(jvit)p+ sentjv)

Deofato, basta observar qgfft) = jvj*h(g(t)), isto &, o camp@’’é normal aH?. Logo,
Dg

—() O

Y
Observacad.4. Considere o caso particular em qoe ( 0;0;1) ev=(0;1;0). Neste caso,
temos quex(t) = ( 0;senlft); cosh(t)): Para cada 2 R, considere o grupo a 1-parametro de
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transformacgdes de Lorentz dadas pelas matrizes

0 1
0 0

1
Tr = %O cosHr) senkr) §:

0 senlfr) cosHr)

Observe qud;(Gt)) = ( 4(r + t)). De acordo com37], T, € chamad#&anslacao hiperbdlica
ao longo deG. Para de nir translacdes hiperbélicas ao longo de uma outra geodésie?,
basta usar a unicidade das geodésicas para encontrar uma transformacgéo de\; @yqoez
levas aG, realizar a translacéo ao longo Ge depois aplicaA 1G ao resultado encontrado.
Além disto, s€T; é uma translacéo hiperbdlica, para cgdaH?, pelo Teorema 5.1 d€§], a
curvaa,(q) := T;(qg) € uma geodésica.

Nosso objetivo neste trabalho é investigar soélitons de translacdes imersos na variedade
Riemannian&? R. Dessa forma, utilizaremos fortemente os resultados apresentados nesta
sec¢dao e transitaremos entre os modelos do Espaco Hiperbdlico que nos referimos. Completamos
nosso estudo sobre o espatd R tratando de Produtos Riemannianos na secéo a seguir.

1.3 Produtos Riemannianos

Como mencionado anteriormente, os resultados apresentados neste trabalho, feito por
Bueno em ] e [6], sdo desenvolvidos na variedade Riemanntdfa R. Esta é, em particular,
um produto RiemannianoNesta se¢ao apresentando alguns resultados fundamentais sobre
estas variedades. Tais resultados séo baseados em [15] e no Capitulo 3 de [35].

Sejam(M1;01) e (M2; g2) duas variedades Riemanniandde M, o produto cartesiano
entre elas, este espaco € uma variedade diferencial a qual € conhecida como variedade produto
(vide [25]).

Consideremop; e p2 as projecdes naturais do produto cartesislno M, emM; e Mo,
respectivamente. Tomemos um po(pod) 2 M1 My, para quaisquar,v2 Ti,gM1 My,
de nimos uma métrica Riemanniana évhk M, como

g(u;v) = g1 (dpz(u) ;dpa (V) + g2(dp2(u);dp2(V)):

A métrica dada por esta equacdo acima é denomimaedca produto Dizemos que
M; M, munida com tal métrica € uproduto Riemanniandadas estas de nigbes, podemos
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determinar a conexao de Levi-Civita e as geodésicas no produto Riemahhiand,, através
de informacgdes sobre as variedatlgse M, como faremos nas proposi¢coes a seguir.

Primeiramente, como pode ser visto 28] para cadgdp;q) 2 M1 M,, podemos identi-
car o plano tangente dd;  M> em(p; ) da seguinte maneira:

TpgM1 M2= TyMp  TgMa:

Assim, escrevemos um campo2 X(M; My) comoX = X3+ Xo em queX; 2 X(My) e
X2 2 X(M2).

Proposicéo 1.6.SejaN! a conexdo de Levi-Civita eid; e sejal? a conexao de Levi-Civita
emM,. Entéo, a conexdo de Levi- CivithemM; M, é dada por:

Ry X = Ry, X + NE Xo:

Demonstracdo Observe queN estd bem de nida, provemos qid: é uma conexo a m,
simétrica e compativel com a métrica produto. Note que, difmeN? s&o conexdes a ns, é
imediato veri car quelN é também uma conexdo a m. Provaremos, agora,yjéecompativel
com a metricay.

Observe que, pela de nicdo da meétrigatemos que(X;Yj) = O paratodd 6 j e para
todo campoX = X3+ XoeY = Y1+ YoemM; My, TomemosX,Y eZ campos enM; Mo,
entao

XyY;2) Xg(Y1+ Yo, 21+ 2Z)

X[9(Y1;Z1) + 9(Y2; Z2)]
X1t (Ya;Z0) + Xo0? (Y2; Z2)

Pela compatibilidade da conex8id e N? com a métricay* e g2, respectivamente, concluimos
que
XoY;2) = g(NxY;2)+ g(Y;Nx2):

Por m, pela simetria déN e N?, & imediato veri car quéN também é simétrica. Logo, pela
unicidade do Teorema de Levi-Civita, obtemos L& a conexdo Riemanniana ém M,
COmMo queriamos provar. O
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De niremos o campdX = X3+ X emM; M, como umcampo verticauando a com-
ponenteX; é identicamente nula. Analogamente, dizemosXjgeumcampo horizontase
Xo 0. SejamX eY dois campos horizontais elty M, e Z um campo qualquer também
emM; My, pela formula de Koszul temos que

21XQ(%i2)+ YUZX) Zg(XiY)g

¢ S19GCYED+ 9(ZXEY)+ 9(Z:YX)g

g(NxY;Z)

1
= Efxlgl(Yl;Zl)'*' Y101 (Z1;X1)  Z101(X1; Y1) 9

1
+ éfgl([xlin];Zl)*' 01 ([Z2; Xa]; Y1) + 91 ([Z2; Y1) X1) g
= o N Y2y
= g(NXlYl,Z)

Logo, NxY é também um campo verticalNY = Ny Y;. Dessa forma, podemos também

veri car que seV eW s&o campos verticais eM; Mo, entdoNwV é um campo vertical

e NwV = NG\,ZVZ. Este resultado é dado na Proposi¢cdo 56 do Capitulo 39ed qual
enunciaremos a seguir. Através dele, determinamos todas as geodésicas do espaco produto
My My.

Proposicéo 1.7.SejamX;Y 2 X(My My) campos horizontaiséW 2 X (My Ms) campos
verticais. Entao,

1) NxY é um campo vertical BixY 2 X (My) ;
2) NwV € um campo horizontal lwV 2 X (M>) ;
3) vi = NxV =0

Corolario 1.1. Uma curvd (t) = (I 1(t);1 2(t)) € uma geodésica eM; M, se, e somente
se, as projecbes dg el , emM; e My, respectivamente, sdo geodésicas. Além didio, M,
€ um espaco completo quanklia e M, sdo também completos.

Observacad.5 Uma observacdo importante sobre a geometria dos espacos pBAduid

eH? R é aexisténcia de difeomor smos conformes entre estes espacos e alfertas.

Ou seja, suas correspondentes métricas produto sdo conformes a métrica Euclidiana. Este fato
sera importante para o estudo de sélitons de translac&t’enR. O leitor interessado nos
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difeomor smos mencionados acima podera consu8}.[Especi camente para o cast? R,

o difeomor smo dado emZ8] é como segue. Considere @t 0 modelo do hiperboloide e

tome emL 3 uma base pseudo-ortonorneg) e; e e tal quehey; epi = hey; eoi = 0, heg; eni =
%, he;ei = dhi,0 i 2. EntdoY :H? R! R3nR édado por

Y (00 + Xe81+ Xo62,2) = %(xl;cos(t);ser(t)):

Feitas essas consideracdes acerca de produtos Riemannianos, nos dedicaremos agora a

estudar superficies imersas no produto Riemanrti#no R. Nosso objetivo é veri car que a

funcéo alturae afuncéo angulale uma superficie satisfazem uma certa equacéo, como efetuado

no Lema 3.2.1 em [15] para espaddd R, em queM? é uma variedade Riemanniana.
Primeiramente, de nimos funcéo alturas : H> R! R como a projecéo natural eR

Isto é,s (p;2) = z paracaddp;z) 2 H> R. Segue quéls = 1, em queNs é o gradiente da

funcdo altura em relacdo & métrica produto. A altura de uma superfiicimersa emrH? R

€ de nida como a restricéb= sjy.

Observacadl.6. O campof; € um campo paralelo. De fato, sefa= X; + X, campo em
H? R,comX;2 X H? eX;2 X(R). Senddl, é uma base d¥ (R), podemos escrever as
componentes do campbcomo

X=X gX;1) M e X=9(X;1) 1z
Assim, pelo Item (3) da Proposicao 1.7, temos que
Nx, = RE g+ R§ 9, = R§ 1, = g(X; 1) NR 1.

Por outro lado, L
g Nﬂzﬂz; - = Eﬂzg(ﬂz; T2 =0
Logo, o campdNy 1, = 0 e, entdoNx T, = 0.

Consideramos a superfich imersa emH? R com a métrica induzida e sejamo
campo de vetor normal unitarioM e So operador form&X= Nxh. Note que, a conex&o
Riemanniana d& é dada por

N¥Y = RxY g(SXY)h: (1.6)
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Finalmente, de nimos &uncao angulaleM porn(p) = g(h;,). Dessa forma, provamos
0s principais resultados desta secao.

Proposicdo 1.8.SejamM uma superficie imersa em? R, h a funcdo altura d&, n a
funcdo angulo d&1 e So operador forma. Entéo, para todo campd X (M), temos que

NMNh= SXn;
sendoNh o gradiente dé na métrica induzida.

Demonstracdolnicialmente, escrevemos o camfpocomo a soma da componente normal a
M com a componente tangerfada superficie, ou seja,

.= T+ nh:

Comof, é o gradiente da funcéo altusg entdo devemos ter qie= Nh.
Pela observacéo feita anteriormerfke¢ um campo paralelo. Combinando estes ultimos
resultados com a equacéo (1.6), obtemos

0 = Nxﬂz= Nx(Nh+ nh) = NxNh+ anh + dn(X)h
= N¥Rh+ g(SX;Nhyh nSX+ dn(X)h
= NMNh nSX +(g(SX:Nh)+ dn(X)) h

Por outro lado, note qug(SX:Nh)+ dn(X) é a componente normal®Nh nSX é a
componente tangente do camgeY,. Logo, comoNx{, = 0, cada uma das suas componentes
também séo nulas. Em patrticular,

NMRh= nSx:

O

Corolério 1.2. SejaDy o operador de Laplace-Beltrami dvh Entéo, a curvatura média de
M satisfaz
Duh = 2Hyn: 1.7)
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Demonstracdo.Sejamp 2 M e f e(;e,g uma base d&,M formada por dire¢des principais.
Pela de ni¢do do operadd, temos que

2
Duh(p)= & g N§'Nh(p);e :
i=1

Por outro lado, pela Proposicéo anterior, concluimos que

2
Dvh(p) = & 9(n(p)Se;&) = n(p)g(Se; &) = n(p)Hm(p):
i=1

]

A equacdo 1.7 é importante para a provar que nao existe séliton de translacdo compacto sem
bordo. A prova deste resultado sera apresentada no ultimo capitulo deste trabalho. Por agora,
expomos brevemente uma ferramente que nos permite comparar localmente duas superficies:
principio do maximo.

1.4 Principio do Maximo

Nesta secdo faremos uma breve exposicao a respeito do principio do maximo (PM) de
Hopf (ver [19]), baseada enilp] e [16]. Enfatizamos o principio de tangéncia e o principio do
maximo geométrico, o qual nos permitira comparar duas hipersuperfici’¥ deOmitiremos
a demonstracéo de alguns resultados, que podem ser vistos com mais detaltigs[&6),

[19] e [21].

O teorema de principio do maximo e principio do maximo geométrico sao veri cados para
operadores de nidos no espaco Euclidiano e, consequentemente, valem para hipersuperficies
emR™ 1. No entanto, Fontenele e Silva efiY] e Souam em40] estabelecem um principio
de tangéncia para casos mais gerais. O nosso principal resultado apresentado nesta secéo é
provado no Teorema 1.5, onde mostramos que uma superficie minima em um espaco conforme
aR™ ! cumpre o principio do maximo (em um sentido a ser estabelecido).

SejamwWum dominio limitado d&R” eu: W! R uma funcéo de clas€? (W). De namos
o operador linear de segunda orderpor

Lu= é aij T5u(x) + <’:°'l bifiu(x) + cu(x)
i i
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em quex = (Xg;::55 %) 2 W, ajj, by e c séo fungBes continuas e a matrizA = (a;j) €
simétrica €ju(x) denota a derivada parcial deem relacéo &;.

Classi caremos unoperador linear elipticaomo o operadak tal que os coe cientes da
matriz A sdo positivos. Neste caso, sejhifx) eL (x) 0 minimo e 0 maximo dos auto valores
deA(X), respectivamente, entdo

0< | (Wixj? aj()xixj LX®jxj?

paratodax = ( xq1;::;;%n) 2 R" f 0g. Dizemos qué. é uniformemente elipticquandal. =l
é limitado. Além disto, de nimos também um operadimcalmente uniformemente eliptico
como segue.

De nigdo 1.3. Dizemos que o operadaré localmente uniformemente eliptico quando, para
todoxp, existem constantds, e L 4, tais que

| woiXj? a aij()xix;  Lyixj%
1]

De nimos operadores elipticos visto que o principio do maximo de Hopf é veri cado para
estes operadores. Uma ideia geral do principio do maximo € que dada algumas hip6teses sobre
0 operadot., sendau satisfazendd.u = 0, temos que sa atinge 0 maximo no interior d&/
entdou deve ser constante.

Enunciemos o teorema do principio do maximo de Hopf no interior e na fronteira e
um corolario que utilizaremos para provarmos o principio da tangéncia. Como estamos
interessados em uma breve exposicdo destes conceitos, ndo iremos prova-los, mas, suas
respectivas demonstragdes podem ser vistas detalhadamente em [16], [19] e [14].

Teorema 1.2(Principio do Maximo no Interior)SejalL. um operador uniformemente eliptico
emW. Suponha que

Lu= § a&;Tfu()+ § bifiu()+ cux) 0

i i
para uma funcda emC?(\W). Logo,
* sec= 0 euatinge um maximo erVentéou é constante erw,

* sec 0 euatinge um maximo nao negativo e entdou € constante e
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Teorema 1.3(Principio do Maximo na fronteira)SejaL. um operador eliptico erV com
fronteirafWduas vezes diferencidvel. Consideremmgem Wtal que

s u2 CY(W) emxo;
* Xp € um ponto de maximo deemW,

:TTE (X0) = 0, senddh o normal interior defW.
Entao,
» sec= 0temos quel é constante;

e sec 0Oeu(xg) Otemos quel é constante.

Coroléario 1.3. Suponha que a fronteifasVde W é regular,
Lu= & a&;jffu()+ & bifiu()+ cu(x)
i i

é um operador uniformemente eliptico coimitado. Sejau2 C*(W)\ C(W) comLu 0,
u OemWexg?2 W. Assim,

* Sexp2 Weu(xp) = Oentdou 0 em uma vizinhanca de;

e sexp2 TW u(xg) = 0Oeu2 CY{(W) emxg e %(XO) 0, ondeh é o normal interior,
entdou se anula em uma vizinhanca xgemW[f Xog.

Para os propositos desse trabalho, que ir4 abordar a curvatura média de gré cos de funcdes,
sera conveniente estudar uma classe mais geral de operadores, chapeaddsres quasi-
lineares Sejau: W! R uma funcéo de clas€e® W \ C?(W). Dizemos que) um operador
guasi-linearquandoQ é dado por

Qu:= & aj (xu;Nu) Tiju+ b(x;u; Nu)
i

sendo quex= ( Xg;:::; %)) 2 W, & eb séo funcde€! de nidasemW R R". Analogamente
a operadores lineares, classi camos o oper&laomo eliptico, uniformemente eliptico e
uniformemente localmente eliptico.
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Em alguns casos, podemos escrever o opei@ada sugdorma divergenteisto é,Q esta na
sua forma divergente quando existe uma funcéo veta(alz, p) = ( A1(X;z p); 5 An(X;Z p))
e uma funcéo escal&tal que o operadd € pode ser escrito como

Qu= div(A(x;u;Nu))+ B(x;u;Nu): (1.8)

Exemplo 1.1. SejaM uma hipersuperficie d8™ 1, para cadg 2 M, podemos tomar uma
vizinha dep em queM € o gra co de uma fungéo diferenciavelde nida sobre o plano
tangente deM em p. Sem perda de generalidade, identi camos este plano tangente com
R" f 0g. Como provado no Lema 1.2.1 ertd], a curvatura média del em p satisfaz a
seguinte equacao: !
. Nu

Hu = div —_—
1+ jNuj?
ou seja, podemos escrever a equacao acima da tég=aM u, em queM € um operador
guasi-linear na forma divergente.

Enunciemos um lema que, combinado com o principio do maximo, nos permitira provar
o teorema a seguir. A prova deste lema pode ser encontradicgifRl] e [40]. Quanto ao
teorema abaixo, apos estabelecermos a condi¢do de hipersuperficies cumprirem o principio do
maximo, esse € fundamental para a prova do principio do maximo geométrico.

Lema 1.1. SejamW2 R" um dominio eu : W! R, parak = 1;2 duas solu¢Ges da mesma
equacao quasiline@(uy) = 0. Entdo,u:= u; Uy satisfaz uma equacdo linear eliptiaa= 0.

Teorema 1.4(Principio da tangénciaSejamuy : W! R, parak = 1;2, duas funcdes diferen-
ciaveis em um dominio convext, comxy 2 We u, 2 C3(W)\ C(W). Assuma quel, S30
solu¢des da mesma equacao quase-linear eliptica. Dessa forma,

» SeXg € um ponto interior, comy(Xg) = Ux(Xg) eur up emW, entdou; U emuma
vizinhanca de.

* SeXp € um ponto de fronteira, com(x) Ux(X),u; W e %(xo) = %(xo), entao
Up  Up emuma vizinhanca de:

DemonstracdoDe namosu := u; Up. Pelo Lema anterioy € solucdo de uma equacao
linear elipticaLu= 0. Observe que satisfaz

ux)=0 e u=u uw
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guandaxg € um ponto do interior d&/ou da fronteird] W. Além disso,

flu _ ug Yue, o
ﬂ—h(xO)— h ."h(Xo)— O:
Pelo Corolério 1.3y 0 em uma vizinhanca d&. Logo,u; U, em uma vizinhanca de
Xo: O

Como ja mencionado, estamos interessados em utilizar o principio da tangéncia para
comparar duas superficies, em um certo sentido. Para isto, suponha que duas hipersuperficies de
R™1 M; e My, sdo escritas localmente como o gra co de uma funga®us, respectivamente,
sobre seu plano tangente. De nimos a seguir a condi¢do pardigue= 1;2, cumpra o
principio do maximo.

De nicdo 1.4. Dizemos queVi; = graf(u;), i = 1; 2, cumpre o principio do maximo quando
a diferencau= u; Uy veri ca uma equacao diferenciall 0 que satisfaz a concluséo do

principio da tangéncia (Teorema 1.4), em §u&um operador invariante por isometrias de
R™1,

Exemplo 1.2. SejamM; e M, duas hipersuperficies d&" 1 com curvatura média constante

igual ak e denotemos pdvl o operador quasi-linear eliptico tal que
!

~

Nu

M u= div ——
1+ jNuj2

Consideremos que, localmenké, é o gra co deu;. Entdo, pelo Exemplo 1.1; eu, satisfazem
aequacad u; k= 0. PeloLema 1.1, afungdo:= u; Uy é solugdo de um operador linear
eliptico. Logo,M1 e My cumprem o principio do maximo.

Introduziremos agora, outras duas de nicbes que nos permitird enunciar principio do
maximo geomeétrico.

De nigdo 1.5 (Ponto de Tangéncia InteriorpejamM;, parai = 1;2, duas hipersuperficies
deR" e p um ponto no interior d&/;. Dizemos quep é um ponto de tangéncia interior de
M; quando os planos tangentgsV; e T,M» coincidem e quando o campo de vetor normal
unitario deM; e M, em p também coincidem.

De nicao 1.6 (Ponto de Tangéncia na Fronteir&ejamM;, parai = 1;2, duas superficies
regulares com fronteirdfM; ndo-vazia e ponto da fronteira d&l;. Dizemos quep é ponto de
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tangéncia na fronteira dd; quando os planos tangentes e o0s vetores normdjseaconormais
a{M; em p coincidem.

Dadas estas de ni¢cdes, podemos nalmente enunciar o principio do maximo geomeétrico.
Observe que sua demonstragao decorre diretamente do Teorema 1.4. Por esta razdo, muitas
vezes nos referimos ao principio do maximo geométrico apenas como principio da tangéncia.

Proposicao 1.9(Principio do Mdximo GeométricoSejamM; = graf(u;), parai = 1;2, que
cumprem o principio do maximo. Suponha qué um ponto de tangéncia (no interior ou na
fronteira) deM; tal que existe uma vizinhanca gecomu;  up. Entdo,M1 coincide comM»

em uma vizinhanca dp.

Provaremos, agora, o principal resultado desta secdo. Por meio dele, veri caremos no
capitulo a seguir que sélitons de translacdd+m R satisfazem um principio de tangéncia
analoga ao que enunciamos anteriormente.

Teorema 1.5.Seja(M™ 1;§) uma variedade Riemanniana conformB&®. SeM; e M,

sao duas superficies minimas tangentes em um pmrantaoM; e M, coincidem em uma
vizinhanca dep.

DemonstracdoDada uma hipersuperfic  R™?!, sejamHy a curvatura média dé em
relacéo a métrica Euclidiana a curvatura média dél em relacdo & métrica confornje
Pela Proposicéo 1.3, temos que

Avw=e 2(Hu (n 1Hf;hi);

sendadh o campo vetorial normal®. SeM € uma hipersuperficie minima no espaco conforme
(ousejaHy 0), entdo
Hw (n 1)hNf:hi=0:

Por outro lado, sem perda de generalidade, ga2id/1, podemos tomar uma vizinhanca
depemM como sendo o gra co de uma funcéaliferenciavel de nida sobre um aberto do
plano tangente dil, o qual identi caremos conR" f Og, com coordenadas= ( Xy;:::;Xn)
eh(p) = Yx,., - Logo, pela equacéo acima, cada fung@atisfaz

div p—— (n 1f (x u):hi=0; (1.9)
U
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(Nu; 1)
1+ jNuj2’
Em particular, seM; e My, como na hipotese, sdo dadas localmente como gréa cos de

em queh =

funcdesu; e Uy, entdo temos que; e u; sao solucdes de uma mesma equacgao quasi-linear
do tipoQu = 0, onde o operada@ € dado po1.8). Pelo Lema 1.1y:= u; Uy satisfaz
a equacao linear eliptidau, assim, podemos aplicar o principio do maximo e o resultado
segue. O

Observacad..7. Na proxima secao veremos o Teorema de Alexandrov para superficies com-
pactas com curvatura média constanteRmO propdsito ao abordar este teorema é apresentar
uma das principais técnicas utilizadas em geometria diferencial, a saber, o Método de Re exao
de Alexandrov, que se baseia fortemente no Principio do Maximo Geométrico apresentado nesta
secdo na Proposicao 1.9. Aplica-se este principio para mostrar que uma superficie compacta
S com curvatura média constante possui um plano de simetria em toda dire¢do. Para isso,
sera necessario que duas superfitles graf(u;)) que cumpram o principio do maximo e
sejam tangentes em um porgopcoincidam enquanto sédo gra cos dee ndo apenas em uma
vizinhanca dep. De acordo com HopfJ1], vale tal propriedade uma vez que superficies de
curvatura constante sao analiticas.

De fato, de acordo com o Lema 1 do Capitulo 6 24,[se duas aplicacbes analiticas
f:g:M! MP coincidem em um aberto dé, em queM e M%s&o variedades analiticas, entdo
f eg coincidem enM. Por outro lado, o Teorema 13 do Capitulo 104§ hos diz que uma
solucéou de classe€® de uma equacéo eliptica da forfRéx; y; u; Uy; Uy; Uxx; Uxy; Uyy) = 0 €
analitica, desde que seja uma fun¢do analitica. Assim, gra cos de tais solucbes sobre abertos
deR? sdo superficies analiticas.

A ideia é entdo proceder como segue. Sejare M, duas superficies que cumprem o
principio do maximo para uma equacao eliptica dada por uma fuhcaémo acima. Podemos
escreveM;, parai = 1;2, localmente o gra co de uma func@pde nida sobre o plano tangente.
Segue do exposto qiM; e M, coincidem até que uma das destas duas superficies deixem de
ser gra co. Neste caso, temos um ponto de tangéncia limite e, pelo principio do m&&mo,

e M, coincidem novamente em outra vizinhanca em que ambas as superficies sdo tomadas
como o gra co. O argumento acima mostra que 0s subconjuntds; deM, em queM; e

M, coincidem séo abertos e fechados nas respectivas superficibg. €94, sdo conexas,
concluimos qué; = Mo.
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ObservacadlL.8 As técnicas que apresentamos foram desenvolvidas no eBfatoNo
entanto, em17], os autores provam um principio de tangéncia para variedades Riemannianas
mais gerais. Neste caso, dizemos que uma subvariedade Riemavifiide®™ ! é localmente

0 gra co de uma funcaa, de nida em uma vizinhanca abeNd da origem deT,M, com

p2 M, quandoM é parametrizada localmente por

f (X) = exp, (X+ u(x)h);

em queh é o campo normal M.
Dessa forma, consideM; e M- hipersuperficies dil, tangentes em um ponto, localmente
gra cos deu; e up sobre seus respectivos planos tangentes. Veri ca-seléhg(ie a funcao
U:= u; Uy é solucdo de um operador eliptico e, assim, obtém-se resultados de comparacéo
destas.

Concluimos que o principio do maximo é uma ferramenta poderosa para o estudo de superfi-
cies com curvatura média constante, como veremos a seguir, esse principio foi fundamental para
a prova do Teorema de Alexandrov. Além de superficies com curvatura média constante, vemos
em nosso trabalho que os sélitons de translacéo, tanR"emanto enH? R, sdo exemplos
de superficies que cumprem o principio do maximo e veri cam o principio da tangéncia.

1.5 Teorema de Alexandrov

Nesta secdo apresentaremos 0s principais passos para a demonstracdo do Teorema de
Alexandrov, baseados erif]. O Teorema de Alexandrov € visto na literatura como uma
das principais aplica¢gdes do principio do maximo. Além disto, as técnicas abordadas na
demonstracéo de tal teorema tem sido utilizadas por varios pesquisadores para a provar teoremas
de unicidade, citamos [6], [18], [31] e [32], [38].

O Método de Re exao de Alexandrov foi desenvolvido para o caso de superficies compactas
deR3 e podem ser estendidas para casos mais gerais. Por exemplo, Sf)amti¢a as
técnicas de Alexandrov em superficies minimas; Martin et5]a¢ Bueno ] utilizam o
Método de Re ex&o de Alexandrov para provarem a unicidadBalel Séliton emR" e em
H? R, respectivamente.

Introduziremos algumas notacdes e de nigcdes essenciais para o desenvolvimento da prova
do Teorema de Alexandrov. A comecar pela de nicadaleeacao por planosomo segue.
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De nicdo 1.7. SejaP plano deR® com vetor normal. De nimos a folheac&o por planos
associados B, denotada poP (t), como a familia de planos paralelo®a uma distancigj,
isto €, cad&@ (t) é dado por

P()=fp+tv, p2 P+ tvg:

Observe que, os plan®yt) sdo uma translagéo éena direcédo do vetor normal Dada
esta de ni¢éo, denotaremos per (t) e P (t) os semi-espacos dados por

[

P (1) = P(s);
T t
P (t) = P(9):
st
Para cada subconjunks de R3, de nimos:
M (@) = M\ P (t);
Mi(t) = M\ PT(1):

Vejamos na Figura 1.1 um exemplo destes conceitos apresentados em que o lado direito
mostra uma folheacao de planos Brhe o lado esquerdo os semi-planos e os conjulktog)
eM (t).

Figura 1.1 Folheacéo de planos &% semi-espacodd. (t) eM (t):

Por m, de namos os conjuntoM (t) e M, (t) como a re exdo déM (t) e M. (t), respec-
tivamente. Enunciaremos um lema, sem prova-lo, que sera util para garantir a concluséo do
Teorema de Alexandrov (vide Lem[21], pag.147).
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Lema 1.2. Se uma superficie compacddem um plano de simetria em toda direcdo, elf3&o
uma esfera.

Teorema 1.6(Alexandrov) SejaM uma superficie regular d@® conexa, compacta sem bordo,
com curvatura média constante. Enié@ uma esfera.

Demonstracao (Principais passosomo estamos consideraniliouma superficie conexa e
compacta, temos qud separaR® em duas componentes conexas. $¥éja regido compacta
deR® tal quefW = M. Assim, pela compacidade &¢, para qualquer direcaode R, existe
umP ortogonal avtal queP [W = ?:

Dessa forma, consideraremos uma folheacado de pRmasmW P (0). Podemos
decrescet até que o plan® (t) intercepteW. Neste caso, denotaremos @D primeiro
instante tal qué® (tp) \W 6= ?: A Figura 1.2 mostra um exemplo destas a rmagoes.

Figura 1.2 Primeiro ponto de contajaom o plandP (tp).

Assim, existee > Otal que, paratodb?2 (tg e;tp), temos que as condic¢des (a) e (b) sao
satisfeitas:

@ int M_(t) W ;
(b) M4 (t) € gra co sobre o plan® (t).

Continuemos a decresdeaté que uma das duas condi¢cdes acima ndo seja verdadeira. Tomemos
t1 0 primeiro instante tal qukli(ty) satisfaca (a) ou (b). Observe que o vetor norma\idét,)
€ uma re exdo do normal del. (t1).

Logo, caso a condicéo (a) ndo ocorra darat;, temos que
M (t)\ M, (t) 6 ?. Ainda,sep2 M (t)\ M, (t), entdop é um ponto de tangéncia no interior.
Pelo principio do maximo geométrico e analiticidade concluimosvjug:) = M (t).
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Analogamente, caso a condicao (b) ndo ocorra par#, temos que existe um ponto
p2 M\ P(ty) tal quep é um ponto de tangéncia na fronteira. A Figura 1.3 apresenta um
exemplo das a rmacdes feitas acima. Ao lado direito da gura, a condicéo (a) nao é satisfeita
e, ao lado esquerdo, a superficie ndo satisfaz a condigéo (b).

Figura 1.3M. (t;) ndo satisfaz as condi¢cdes (a) e (b).

Concluimos que, em ambos 0s casos, 0 pRi(te) € um plano de simetria dd na direcéo
v. Repetindo estas mesmas técnicas para qualquer direcid,qralo Lema 1.2, segue qiv
€ uma esfera. O

Estenderemos, naturalmente, as técnicas de re exao de Alexandrov em superficies néo-
compactas d&? para superficies ndo-compactasldfm R. Daremos mais detalhes sobre
isto no Capitulo 4. Agora, dedicaremos nossa atencao aos conceitos mais basicos da teoria do
uxo de curvatura meédia e de sélitons de translagéao.



Capitulo 2

Solitons de Translacéao

Neste capitulo introduzimos os sélitons de translagéo do uxo de curvatura média, tanto
no espaco Euclidiano quanto na variedade pro#ifto R. Como veremos, os sélitons de
translacdo constituem solucfes do uxo de curvatura média e tém propriedades interessantes,
como exemplo, satisfazer o principio do maximo.

Comecgamos discorrendo sobre o uxo de curvatura média. Em seguida, na Segao 2.2,
de namos sdlitons de translacdo no espaco Euclidiano de dimensdae citamos brevemente
alguns resultados sobre tais superficies. Em particular, apresentamos a prova de Unicidade do
Bowl Séliton dada em [31].

Por m, na Secdo 2.3, de nimos sdlitons de translacéo no espaco praotfutoR e
apresentamos alguns resultados fundamentais para a teoria de sélitons de translacdo neste
espaco, como foi feito nas Secdes 1 e 25]eAlém disto, introduzimos algumas de ni¢des e
notacdes essenciais para a aplicacdo do Método de Alexandrd¥ erR.

2.1 Introducéo ao Fluxo da Curvatura Média

O estudo do uxo de curvatura média (FCM) e suas singularidades se consolidou ao longo
dos anos e, atualmente, pode-se encontrar na literatura notaveis trabalhos que tratam a respeito
deste tema. Citamos [20] e [39], os quais nos baseamos para o desenvolver esta se¢ao.

O uxo de curvatura média, analiticamente, é retratado por um sistema de equacdes
diferenciais que envolve hipersuperficies Bfi ! e suas respectivas curvaturas médias. As
hipersuperficies se movimentam, em cada ponto, na diregdo do seu vetor normal com a
velocidade dada pela sua curvatura meédia, essas ideias sdo formalizadas na de ni¢do a seguir.
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De nicdo 2.1. SejaFy: M"! R™ ! umaimersdo. O uxo de curvatura média (FCM) é uma
familia de imerséeB : M! R™!comt 2 [0;T) tal que
R(p) := F(p;t) éumaaplicacdd : M [0;T)! R™!satisfazendo o seguinte sistema:

8

2T e

S0 = OGN o
EPO) = Ro(p)

ondeH(p;t) é a curvatura média de(M) e h(p;t) € um vetor normal & (M) emF(p;t).

Dada uma hipersuperficie inicieM), denotaremob;(M) = M; e diremos qué evolui
pelo uxo de curvatura médiguandoM satisfaz as condi¢gfes da De nigéo 2.1.

Um questionamento natural ao se de nir o uxo de curvatura media é quando a equacao
(2.1) possui solucéo. Para o caso de hipersuperficies compa8agafante que tais solucdes
existem em um tempo nitd . Vejamos um exemplo frequentemente encontrado na literatura
sobre a evolugdo de uma superficie compacta pelo uxo de curvatura média, a saber, a evolu¢ao
da esfera® de raior e dimenséo 2.

Exemplo 2.1. SejaS,Z0 uma esfera de raig e suponha que para cada [0;T) a evolugéo
de Srz0 pelo uxo de curvatura média é também uma esfera cuja dimeng&oceraio € uma
funcaor(t).
De modo geral, consideremos uma cuavaR ! Sé R> 0, parametrizada pelo compri-
mento de arco. Observe que
ha(s);aqs)i = 0:

Logo, a menos de uma escolha de orientagé%dem campo de vetores unitarios normais
a S é dado seguinte forma
a(s).

N(a(s) = R

Segue da equacgao acima que sabemos que a curvatura m%ié denstant%.

Busquemos entdo como solugdo para o uxo da curvatura média, uma familia de superficies
da forma,F(p;t) = r(t) p, em quep 2 § er(0) = ro. Ou seja, cad®dl € uma esfera de raio
r(t) eM é a esfera de rai. Pela de nicdo de uxo de curvatura média, obtemos que

_ 2 r(@®)p.
rt)p= ORI
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Portantoy(t) € solucdo do problema de valor inicial

W= 0= o

de forma que q
rty= r3 4t

A Figura 2.1 retrata esta evolucao da esfera derrpglo FCM, onde as setas indicam o
comportamento d@? apo6s um certo tempo Podemos observar que existe um tempo nito
T > 0 de tal forma que, quandcse aproxima dé, o raior(t) diminui se aproximando de O.

Figura 2.1 Esfera de raioevoluindo pelo uxo de curvatura média.

Utilizando um principio do maximo para equacdes parabdlicas, pode-se mostrar unicidade
de solucbes para o FCM quando a hipersuperficie inicial € compacta 2@jal)e forma que
a solugdo obtida acima é a Unica quando consideramos uma esfera como condicao inicial.

Vemos neste exemplo que, depois de um cértoito, a esferaSrZ(T) deixa de ser uma
superficie regular. Situa¢cbes como esta sdo conhecidos na literatura com singularidades do

uxo de curvatura média. O que acontece nestes casos € que a norma da segunda forma
fundamental explode.

No artigo B9], Smoczyk prova que hipersuperficies compactas tem singularidades em um
tempo nito. Pode-se consultar mais a respeito de singularidades do uxo da curvatura média
em [20] e [39].

Questionamos, entdo, o que acontece com uma superficie ndo-compacta quando evolui
pelo uxo de curvatura média. Veremos um caso especi co de superficies ndo-compactas que
evoluem pelo FCM e néo deixam de ser superficies regulares. Na verdade, esta evolucao se
comporta como uma translacao da superficie inicial.
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2.2 Soélitons de Translacdo enR™ 1

Nesta secao estudaremos resultados iniciais sobre a teoria de solitons de translacéo. De ni-
remos os sélitons de translacéo B * e, motivados por tal de nicdo, de niremos também
um séliton de translacéo no espa¢d R. Além disso, alguns resultados obtidos na teoria de
sélitons de translacdo eRi™ ! serdo generalizados para o espeéo R.

Esta secdo é baseada na Secéo 3tes[na Secao 3 d&[)]. No que segue, consideraremos
Fo:M"!1 R™lumaimersdoF :M ( eje)! R™?!uma variacéo d&y tal queF(p;0) =
Fo(p), para todogp emM eh campo de vetor normal unitario elh.

De nimos umsdliton de translacagou translator) emR™ * como uma hipersuperficid
gue evolui pelo uxo de curvatura média da seguinte forBt&2 R temos que

M= M+ tv (2.2)

ondev2 R™ ! é um vetor vertical xado chamadeetor de translacéo Equivalentementey!
€ um soliton de translacédo quando a imersaada por

F(p;t) = F(p;0)+ tv

€ uma solucao do uxo de curvatura média.
Através da equacéo (2.2) e da De nigdo 2.1, obtemos uma caracteriza¢éo simples para 0s
sélitons de translacéo eR™ ! dada pela seguinte proposic&o:

Proposicdo 2.1.Uma hipersuperfici& em R™ ! é um séliton de translacdo, a menos de
reparametrizagdes se, e somente se,

Hm = hh;vi: (2.3)
Demonstracdo.Suponha qu& € um soliton de translacéo, isto &,
My = F(t;p) = Fo(p) + tv (2.4)
€ uma solucdo do uxo de curvatura media

’%—f(p:t): Hu(p;Dh(pt) B(pY2 M R:
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Entao, qF
= ﬁ(p;t)= Hu(p;t)h(p;t);

paratodd p;t) 2 M R. ComoM é congruente &, para todd 2 R e para cad®, temos que

h(p;t) = h(p) eHm(p;t) = Hu(p): (2.5)

Portanto,
Hy = th;vi:

Reciprocamente, suponha gdg = hh;vi, para algum vetor unitarie2 R™ 1. Provaremos
queM; dada en(2.4)é uma solucéo do uxo da curvatura média, a menos de reparametrizacoes.
Usando novamente (2.5), temos que

F .

—;h(p;t) = hvyhi:

(P
Segue do Corolario 1.3.5 d2q] (veja também 36, Corolario 1.23]) que, a menos de repara-
metrizacdes, (2.4) € uma solucdo para 0 uxo da curvatura média. O

Vejamos agora, como exemplo de séliton de translaca®Emma superficie parametrizada
G denominada pogrim reaper.

p.p

Exemplo 2.2. SejaG : >y I R® uma superficie parametrizada por

G(x1;%2) = ( x1;%2; log(cosxy)):

Através de célculos dos coe cientes da primeira e da segunda forma fundamental, concluimos
que

tanx; . 1

N(x1;%2) = se@x; ' se@(x)

€ um campo de vetor unitario normaae que

H(X1;%2) =

sed X1

é a curvatura média d8 emG(xy;X2). Observe quél = hN;esi, dessa forma, pela Proposi¢éo
2.3, temos qué& é um soliton de translacédo eRT.
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Figura 2.2 Grim Reaper eR®

O grim reaperé um importante exemplo na teoria dos sélitons de translacao. Segundo os
autores em3Q], se um séliton de translacao € dado pelo produto cartesiano de uma curva plana
e R, entdo este pode ser obtido através de uma combinacdo adequada de rotacao e dilatacao do
grim reapet

Outros importantes exemplos encontrados na literatura BaovbSoliton e o Catenoide de
Translagao . EmJ], Altschuler e Wu provam a existéncia de um soliton de translacao de nido
como a sequir.

De nicédo 2.2 (Bowl Séliton). O Bowl Séliton imerso enR™ ! é um séliton de translacéo
rotacionalmente simétrico em relagdo a um eixo vertical passando pela origeth'degra co
inteiro e estritamente convexo.

Além disso, Clutterbucket al. [9] mostram que @owl Séliton é assintético ao gra co da
funcéou dada por
i

1
2(n 1) jxj2

u(x) = X2

%Iog x> +0

Os Catenoides de Translac&#io uma familia de um paramefi®©,g,>o em que cada
G € um solitons de translacao rotacionalmente simétrico. Quahd®, pode-se ver cada
Catenoide de Translac&b como doisBowl Sélitons conectados por um pequerezkde raio
r (ver [9], [20] e [31]).

Em [22], llamanen prova um dos principais resultados da teoria de séliton de translacdes.
Como consequéncia deste, uma superfitiemR3 é um soéliton de translagdo se, e somente se,
M é uma superficie minima no espaco conformRé; eh;:i , sendoxz a terceira coordenada
de cada ponto.

Além disto, veri ca-se em31] que os solitons de translacdo cumprem o principio do
maximo e, consequentemente, o Principio da Tangéncia. Assim, utilizando o Método de
Alexandrov e o Principio da Tangéncia, Margéihal. [31] provam que dBowl Séliton é o unico
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soliton de translacdo com um m assintotico ao gra cowdéApresentaremos as principais
ideias da prova deste teorema na secao a seguir.

2.2.1 Unicidade doBowl Séliton emR3

Nesta secdo apresentaremos a demonstracéo do Teorema de uniciBade $idliton em
R™ ! dada por Martiret. alem [31]. Utilizaremos o Método de Re ex&o de Alexandrov e o
principio de tangéncia para provarmos que um soliton de translacédo, com assintotico
ao Bowl Sélitoré o Bowl Séliton. Por simplicidade, apresentaremos a prova par& e,
conforme observado por Martiet. al a prova para dowl Séliton emR™ ! segue uma
estrutura analoga.

Introduziremos algumas notacdes e de ni¢cdes Uteis para o desenvolvimento da prova
do Teorema de Unicidade. A comecar pela De nigdosdeerficie assintéticao Bowl
Saliton, motivada pelo estudo do comportamento assintético de sélitons de translagédo gra cos
rotacionais, feito por Clutterbuck em [9].

Como mencionamos acima, provou-se &ie[[9] que oBowl Séliton emR™ * é um séliton
de translacéo rotacionalmente simétrico, gra co inteiro, estritamente convexo e assintotico ao
graco de
°

U= om D

1, . 1
— + -
51091+ O ik

em quex2 R".

De nig&o 2.3. Uma superficie emR3 é assintética aBowl quando, para 2 R su ciente-
mente grande, fora da baB{O;r), M é o gra co da funcao:
0 1

1 1 1
gx;X%) = = X2+ x5 Zlog X2+ x5 + 0@g———A:
2 2 X2+ X3

Esta de nicdo garante que $& é assintotica aBowl! Sdliton, entédo, fora de uma bola
centrada na origem com raio su cientemente grande, a distanciaMregre Bowl tende a
zero. De namos, agora, outros elementos que serdo utilizados na aplicacdo do Método de
Alexandrov.

SejaP o plano vertical enR3 ortogonal ao vetoe; = ( 1;0;0), isto &,

P= (x;%;%3) 2R3 x1=0 :
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Denotemos pop: R3! P a projecéo no planB de nida como
P(X1;X2;X3) = ( 0;%2; X3):

Consideremos a familia de planos vertider)g, ,em que cada planB(r) € a transla-
¢ao verticar deP na direcédo do vetog, ou seja,

P(r)= (x1;%2;X3) 2 R xy=r :

Deste modo, de nimos os semi-espa¢bs(r) eP (r) e os conjunto$/, (r) eM (r) como:

[

Pi(r) = P(t)

P (r) = f[ P(t)
tr

M+(r) = M\ P+(I’)

M (r) = M\ P (r):

Denotaremos pao¥l, (r) a re exado deM. (r) em relacdo ao planB(r). Observe que a
re exdo em relacéo & (r) € dada pop= p+ d(p;p(p)) e1, onde d é a distancia Euclidiana.
Sendo assim, podemos escreVir(r) como o conjunto de pontos

M, (r)= f(2r Xxg3;X%2;%3); (X1;%2;%3) 2 M+ (r)Q:

As de ni¢des e notacOes dadas até entdo podem ser ilustradas como no exemplo dado na
Figura 2.3.
Finalmente, de namos a relacéo “estar ao lado direito” entre dois subconjunis de

De nicdo 2.4. SejamA e B subconjuntos d&3. Dizemos queA esta ao lado direito de e
escrevemodé B quando para cada2 P com

plx\A8? e p X\ B6?;

temos que
inf xafp Y(¥)\ Ag supxifp (x)\ Bg ;
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Figura 2.3 Re exdo em relacao ao plaRgr).

em quex;f Pg denota a primeira coordenada dos pontosfemR3 e p é a projecéo sobre o
planoP.

Observe gue a relacao “estar do lado direito” ndo é uma relacdo bem ordenada, visto que
existem subconjuntos d&@® que ndo necessariamente se relacionam desta forma. Podemos ver
um exemplo da relac&o “estar ao lado direito” na Figura 2.4.

Figura 2.4A esta ao lado direito dB

Uma motivacao para a De ni¢do 2.4 acima € dada na prova do Teorema de Alexandrov. No
caso de Alexandrov, se estuda superfiSesmpactas separané® em duas componentes
conexas. Consideremos a componente conexa comaataja fronteira éSe analisamos o
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casoemqué&, (r) int(W), como observado na Secéo 1.5. Desta foram, quando tomamos
um plano verticaP (r) paralelo ao eixa e consideramos, (r) a re exdo em relagéo a tal
plano, seS, (r) int(W), entdoS, (r) S (r). Vemos um exemplo desta situacao na Figura
2.5.

Figura 2.5 Motivacéo para a relacéo “estar ao lado direito”.

Enunciemos o Teorema de unicidadeBtowl Séliton emR3. As ideias para a sua demons-
tracao serdo apresentadas através das provas de trés a rmacdes e utilizando um argumento de
simetria. Apresentaremos as linhas gerais das provas das a rmacoes, detalhando principalmente
aquelas etapas em que serdo baseados a prova da unicicBolel®dliton emH? R.

Teorema 2.1.Sejaf : M"!  R® um sdliton de translacdo completo, mergulhadoRdth?,
com um Unico m e assintético aBowl Séliton. Entaavi = f(M) € oBowl Sdliton.

(Ideia da demonstracdo.Nosso objetivo € provar que o solitdh € simétrico em relacao
a qualquer plano vertical que passa pela origeniRéle Provaremos inicialmente qué

€ simétrico em relacdo ao plano verti€alde nido anteriormente e, repetindo o mesmo
argumento apresentado a seguir, concluiremosvgssimétrico em relacdo a qualquer outro
plano vertical que passa pela origemRfe Dessa forma, de nimos o conjunto

A= r2][0;+¥); My(r) égracosobreP eM,(r) M (r) :

Prova-se, inicialmente que o conjurdoé ndo vazio e conexo, em seguida, dque& um
subintervalo fechado d@;+ ¥) e, por m, mostra-se qué = minA e assim teremos que

02 A. Como veremos a seguir, este fato sera fundamental para obter a simetria mencionada
acima.
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De fato, de namos o conjunto
A = 1 O0O;M (r)égracosobreP eM (r) Ms(r) ;

em que o simbolo “” denota a relagéo “estar ao lado esquerdo” de nida analogamente a
relagéo “estar ao lado direito”. Assim nas A rmagdes 2.1, 2.2 e 2.3, apresentadas a seguir,
concluimos qu& =( ¥;0]e, entdioM (0) M, (0). PortantoM (0) M, (0).

ComoM (0) M, (0) concluimos quéM, (0)= M (0) eP é um plano de simetria dd.
Repetimos estes argumentos anteriores, veri camoswéesimétrica a qualquer outro plano
vertical que passa pela origem. Dessa forli& uma superficie de rotacdo, com um m, que
toca o eixo de rotacao ortogonalmente. Laglog o Bowl Sdliton.

No gque segue, mostraremos qué ndo vazio e, se2 A, entdgr;¥) A . Nasequéncia,
mostraremos quA é um subconjunto fechado §te¥). Finalmente, daremos as linhas gerais
para a demonstracdo de qu2 A .

A rmacao 2.1 O conjuntoA é ndo vazio. Além disso, 3 A, entagr;¥) A .
Provaremos esta a rmacéao através dos dois passos a seguir.
Passa2.1 Pelo comportamento assintoético ke temos que par@+ x% > r%> 0su ciente-

mente grande, podemos escreviecomo o gra co da fungao
0 1

1
g(X1;%2) = =

1 1
5 X2+ %5 5 log X+x5 +0@g_—— A

2 2

Assim, %T—Xg(xl; Xo) > 0 quandax; > r® Neste caso, sendd. (r9 o gra co deg, o vetor normal
1
h emM™ (r9 é dado por

1+ jNgi2  Txa' Tx’ ’

e, entdoth;eji > 0. Além dissoM: (r% n&o tem auto-intersecdes, é conexa e, pelo compor-
tamento assintético dd, vemos queéM. (r delimita o dominiavls (r3\ p M. (r% emR3.
Assim, concluimos quil: (r9 é gra co sobre o plan®. Em particular, para todo> r°temos
queM. (r) é gra co sobreP.
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Passo2.2 Sejar > r°> R su cientemente grande. Pelo comportamento assintétickl de
M, (r) é dada pelo gra co da funcag{xs; x2) := g(X1;X2), em quex = ( X1;X2; X3) € a re exao
dex = (X1;X2;X3) em relacdo ao plan®(r) e x esta a direita do plan®(r):
Consideremogxs; xo) tal quex§+ x% > R2 ex; < r. Neste caso(Xi; X2;g(Xq; X2)) € um
ponto deM (r) e(x1;x2; §(x1;%2)) esta enM, (r). Observe que, pela forma que de nimos a
funcéogd;, podemos escrevé-la como
0 1

n 0
1 A-

1 1 n (0]
Gouix) = 5 (2 Xq)? + %3 Slog (2 x1)°+ x5 +0@q

2r x)*+x3

Queremos comparar as superfidigés(r) e M, (r) na vizinhanca déxy;x>).

9 1 1
Gx; %)  g(xiiXo) = 5 (2r x)%+x5 X+ x5 Elog (2r x1)%+ %3
0 1 0 1
+ élog X1+ x; + 0%q O@q——
(2r x)*+ % X+ %
1 4
= 2r(r xq) élo r(2+>z<21)+ 1
0 BT %, 1
1 1
+ 0@g—= A 0@g—_A
2r )%+ %3 X5+ %
1 ar(r xp)
2r(r X —log ——=*+1
( 1) 29 X+ %5

C C

fal

4 2.2 2.2
(2r Xq) + X5 X{+ X5

em queC é uma constante positiva. Por outro lado, se#idol t, para todd 2 R, temos que

Ar(r x1)+1 dr(r  Xx1)

log
24 o2 24 o2
X1+ %3 X1+ %3

e ainda

(r+r x)%+x

(2r x1)%+ %5

PPH(r x)2+ x5

> R

\Y
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Logo,
o _ 2r(r x1) 2C
O(x1;%2)  9(X1;%2) 2r(r xq) X+ R
_o2a(r X)), 0, 2 2C
= W (Xl + X2 1) ﬁ
2r(r  xq) 2C
2Rr x)(R® 1) 2RC
> = :

Tomemos uma constante positegue nao depende dee quer x; > a. Entéo, par&R
Su cientemente grande, temos que

2Ra(R? 1) 2RC

G(x1;%2)  9(x1;%2) > e

0: (2.6)

Utilizaremos(2.6) para veri car queM, (r) esta ao lado direito dd (r), segundo a De ni-
cdo 2.4. Observe que, pelo comportamento assintotidb, gerte deM (r) é simultaneamente
dado pelo gra co dey e por outro gra co sobre o plarn®.

Figura 2.6 Relacéo enti (r) e M, (r) emR3.

Para analisarmos a relacao entte(r) e M (r) € su ciente considerarmos a parte em
M (r) que é dada pelo gré co sobRe. Logo, para cada2 P tal que a curvg 1(X) intersepta
M, (r) eM (r), estas interse¢des acontecem em um Unico ponto em cada uma das superficies.
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SejamX ey os Unicos pontos de intersecdo da cysva(x) com M, (r) e comM (r),
respectivamente. Para provarmos dig(r) M (r) € su ciente veri carmos que a primeira
coordenada de € maior ou igual a primeira coordenadayde

Em coordenadas, escrevenios ( X1;X0;§(X1;X2)) ey = (y1;¥2;9(y1;¥2)), em quex =
(X1;%2;9(X1; %2)) € a re exdo dex em relacdo ao plan®(r). Por hipotese, x ey estdo sob a
curvap (x), entdo

Xo=X%=Y2 € g(Yuy2)= §(X;%) = 9(X1;%2):

Dessa forma, obtemos que

9(xaix2)  G0xaix2) = glviy2) 9(Xi;y2) 0 1
1 1 2+ y5 1
1Ty, y2+y3
0 1
@q—1_A-
O q~i .
R+ ys
Por outro lado, observe que
Vitys . ¥ 5 i g
Xi2+y2s  XP+ys XP+ys X2+ ys
e, entao, . , )
Yit Yz Y1 Y1
lo > +1
? 12+ Y5 J X%+ y5 X%+ y5
Portanto,
~ 1 o C C
Qoaxe) Goux) > 5 ¥ B Pl d=—— a——
) 17 Y2 y]#+ y3 R+ y2
_ 1l yi g Ry i _C o C
S 2 X%y 2,2 f24\2
L yityz X1t Y2

Ry %&) 2RC y2
2R2 '
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Suponha, por contradicéo qy% >”<§ > 0. Neste caso, pard su cientemente grande,
temos quey(xy;X2)  §(x1;%2) > 0. Contradizendo a equagéao (2.6). PortaMo(r) M (r).
Além disto, seg > r provamos analogamente ghMg (ro) também esta a direita dé (ro) e,
como foi constatado na a rmacao anterior, concluimos que2s& , entagfr;¥) A .

A rmacéo 2.2 O conjuntoA € um subintervalo fechado ¢ié& + ¥).

Consideremos uma sequéncia de numérgg,,n €MA que converge parng e suponha,
por contradicdo, quey ZA . Lembremos que, pela a rmacao anteriory A entao[r; + ¥)

A. Assim,frygnon decresce pamg a menos de subsequéncias. Loga;;se roed =r1 g
entdo existap 2 N tal quer, 2 (rp;r1) para todan > ng. Portantor; 2 A e concluimos que
(ro;+¥) A .

Nosso objetivo é provar qug 2 A . Pela hipotese de contradi¢cdo, suponha inicialmente
queM; (ro) ndo é gra co sobre o planB. Neste caso, existem ao menos dois pontos diferentes
P=(p1;p2; p3) € Q=(01;02;03) em M. (ro) tais quep(P) = p(Q). Entdo, sem perda de
generalidade, podemos supor gye> p;.

Observe que, comB 2 M. (rg), temos quep; o e aindaP e Q s&o pontos d#l, (p1).
Casop: > rg, sendd(rp;¥) A , entdoM. (p1) é gra co sobre o plan®. Contudo, isto nao
pode ocorrer, poi® e Q sédo pontos d&l, (p1) e estamos supondo qpéP) = p(Q). Dessa
forma, p1 = ro:

Provaremos qubl., (rg) é gra co sobre o plan® . De fato, tomemos

g1+ 3ro
4

Comoq; > p1 = ro, temos que

_ Gt 3ro S

Qut 3ro>4ro, r 7]

ro:
Isto nos diz qué®2 M (r) e quer 2 A . Por outro lado, note também que

_ C11+3ro< a

4

O+ 3ro< 4dqy, r

Logo,Q 2 M. (r).
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Consideremos) a re exdo deQ em relacdo ao planB(r). Podemos escrevé) em
coordenadas como

= .o o 3r
Q=(RiR@m=(2 qwhit)= — 5 W i
Observe qué = oG <rpeassimd2 M (ro)= M (py). Portanto, existe um2 P tal
que
p X\ M (r)= fPg6 ?
p 1)\ M, (r)=fQg$ ?;
e

G = inf xgfp ¥\ M, (r)g <ro=supxifp Y\ M (r)g :

PortantoM, (r) ndo esté ao lado direito d¢ (r). Contradizendo 2 A . A Figura 2.7, baseada
na Figura 5 de [31], auxilia na compreenséao deste argumento.

Figura 2.7 Re exdo com respeito ao plaRr).

Consequentement®l. (rg) € um gra co sobre o planB. Por esta condi¢do e o fato de
que(ro;¥) A , concluimos por continuidade qi, (ro) M (rp) e, entdorg2A.
A rmacéo 2.3 O minimo deA é 0. Em particularA =[0;¥):

A prova desta a rmacéo é feita por Martat al. em [31] supondo, por contradicao, que
S = minA > 0. Em seguida, os autores provam que exéste0 comsy e > 0tal que
M:(so €) égracosobreoplan® e queM, (o e) estdadireitad® (sp e€), concluindo
gue0= minA. Também pode ser visto um argumento analogo a este na Secao B8jale [
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em [30]. No entanto, ndo daremos detalhes sobre a prova desta a rmagao visto que esta nao
sera relevante para o Teorema de UnicidadBawlemH? R.
O

2.3 Solitons de Translacdo emi? R

Nosso objetivo nesta secdo € apresentar a demonstracédo de alguns resultados fundamentais
para a teoria de sélitons de translacédo no esptcoR, como foi feito por Bueno enb].
Exibiremos a prova de que, assim como no espaco Euclidiano, os sélitons de translagédo sao
também superficies minimas com uma certa métrica conforme, enunciaremos um principio da
tangéncia e apresentaremos um problema de Dirichlet o qual permite investigar a existéncia de
gra cos sélitons de translacéao.

Por m, introduziremos algumas notagdes e de nigdes essenciais para a aplicagao do
Meétodo de Alexandrov. Utiliza-se a existéncia de solugao do problema de Dirichlet e este
método para provar que existe um séliton de translacéo rotacionalmente simétkto efn

A partir de agora, denotaremos pdruma superficie del> R isometricamente imersh,
campo unitario de vetor normal\ e tomaremos erd?> R a métrica produto usual denotada
por h;:i. Assim como enR?3, de niremos um séliton de translagdo é#f R como uma
superficieM que evolui pelo uxo de curvatura média como uma translacéo, como segue.

De nigdo 2.5. SejaM uma superficie orientavel imersa éfd R. Dizemos quéM é um
soliton de translacdo quando, para cadaM, a curvatura médikly, de M satisfaz a seguinte
equacao:

Hw(Ph(p) = (12)";

senddf, o gradiente da projecdo ¢ R sobreR.

Equivalentementeyl é um séliton de translacdo @ff R quando sua curvatura média é
dada por
Hw = H;T4:

Um exemplo trivial de sdliton de translacao éfi R é dado pelo plano vertichlg =
g Rem quegé uma geodésica emt’. De fato,P g € uma superficie minima cohh; {i = O.
Além dos planos verticais, pode-se encontrar nro{itros dois exemplos de sdlitons de
translacdo erii® R: o Catenoide de Translacdo &owl Séliton
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Como em sdlitons de translacdo &m0, o teorema a seguir garante que os sélitons de
translacdo erii> R também podem ser descritos como superficies minimas com uma certa
métrica conforme.

Teorema 2.2.SejaM uma superficie imersa er? R eza coordenada e de um ponto
p2 H?> R. Entdo, as a rmacdes sdo equivalentes:

1) M é um séliton de translacdo dif R;
2) M é uma superficie minima no espad¢’® R;e?h::i ;
3) M é uma superficie minima com peso

DemonstracaoProvaremos, primeiramente que a A rmacao 1) € equivalente a A rmacao 2),
utilizaremos a Proposicéo 1.3 que nos diz qudl €euma hipersuperficie d&N;g), f uma
funcao diferenciavel el e § = €?'g uma métrica conforme @ entdo podemos relacionar as
curvaturas médialdy e Hy através da seguinte equac&o:

Hu=e "(Hu(p) 2g(Nf;h)):

No nosso problema, estamos supondogeH? R, g= €h;:i e queM é uma superficie
imersa enH? R. Nestas condicdes, obtemos que

Hwm(p) = e Z?(Hw h Nzhi):

ComoNz= {z em queN é o gradiente erii® R, concluimos qu é um séliton de
translacéo se, e somente Bb¢ uma superficie minima d¢*> R. A equivaléncia entre (1) e
(3) segue diretamente da Proposic¢éo 1.5. O

2.3.1 Problema de Dirichlet

Nos dedicamos agora a estudar sélitons de translac&t’enR gra cos de funcdes suaves
de nidas em um certo dominiwV/ de H2. Através da proposicao a seguir, que € um caso
particular da Proposicéo 6 d&l]], vemos que os solitons de translacdo gra cos sao solucdes
de um operador diferencial quasilinear eliptico.

Proposicdo 2.2.Sejau: W H?! Ruma aplicacdo suaveM = f(x;u(x)); x2Wg H? R
0 gra co deu. EntdoM é um soliton de translacéo se, e somente se, a aplicegdtsfaz a
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seguinte equacéao. !
NHu . 2

dv p—on— =p—=
D1+ jRHU2 0 1+ jRHy;

Além disso, o vetor normal dd é dado por

_ RNHMu 1,

em que, é o gradiente da funcéo altuzaN" é o gradiente de em relacdo a métrica
hiperbolica e di é o operador divergente de nido erf.

Investigaremos a existéncia de sélitons de translacéo gré cos no edpacB. Fazemos
isto resolvendo unproblema de Dirichlepara hipersuperficisminima Tal problema foi
resolvido por Casterast. alem [8].

Dizemos que uma hipersuperfid@mersa em uma variedade Riemannidha M R é
uma hipersuperficieminimaquando, dada uma funcéo diferenciafeM ! R, temos que

H=hNf:Ni;

ondeN denota o vetor normal & Observe que um soliton de translagdodm R com a
funcdof(p;t)= t;8(p;t)2 M R é um gra cof-minima

O problema de Dirichlet para gra cdsminimaconsiste em determinar uma solugfpara
0 seguinte problema:

8 -

2 div ﬂ_ = hNf;vi; emW
1+ jNuj? (2.7)
uTw = f;

em que os operadorés/ e N estdo associados & métricaMe Sendow M um dominio
limitado, h um campo de vetor unitario normaBaque aponta para dentro do gra co de

gual pode ser escrito como .
(Ny; 1)

TSNV
Tal problema foi resolvido em [8] provando o teorema seguinte.

Teorema 2.3.SejaW  M" um dominio limitado com fronteir§M sendoC>2. Suponha que
f2C3(W R)éuma funcao diferenciavel da fornfiéx;t) = m(x) + r(t), sendamer funcdes
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diferenciaveis. Se

e . F2
F := supjNfj< ¥; Ricy —; Hem F
W R n 1

Entéo, para todd 2 C(TM), existe uma solucdn?2 C>2\ C(W) para a equacao (2.7) com
valoresf na fronteira.

No nosso caso, usaremos este teorema para provar a seguinte proposicao:

Proposicao 2.3.SejaW H? um dominio limitado com fronteir€>2 e considerd 2
CZ;""(‘HV\I) paraa 2 (0;1). Suponha quélqy 2 ondeHqy representa a curvatura geodésica
deW. Entéo, o problema de Dirichlet

8 o
2 = p—2 =dv Y emw

T TE 1+ N2 ! (2.8)
" u=f em{W,

tem uma Unica solucao2 C%2 (W).

DemonstracaoPrecisamos veri car que esta proposicao satisfaz as hipéteses do Teorema 2.3.
Neste caso, tomemdgp) = 2s (p), parap 2 W, e de namos

F := supjNfj= 2 supjTyj = 2:
W R W R

Observe que:

(1) E trivial queF 2, satisfazendo a primeira condicéo de 2.3.

(2) Como a curvatura de Ricci d¢? é igual a 1, temosRicy= 1> F2, cumprindo a
segunda hipétese do Teorema 2.3.

(3) AcondicdoHgy, F faz parte da hipotese.

Portanto, podemos concluir que existeatisfazendo a equacéo (2.7), completando a prova
desta proposicéo. ]

Segue da Observacédo 1.5 e dos Teoremas 2.2 e 1.5 que dois sélitons de tratskaly§o
emH? R satisfazem o principio da tangéncia enunciado a seguir. Além disso, os sélitons de
translacéo séo superficies analiticas visto que séo superficies minimas em um espago conforme
ao espaco Euclidiano.



2.3 Sélitons de Translacdo déAf R 54

Teorema 2.4(Principio da TangénciaSejamM; e M, dois solitons de translacdo conexos
emH? R com suas respectivas fronteiffsl; e 1M, ndo vazias. Suponha que vale uma das
duas a rmacdes:

Existe ump 2 int(My)\ int(Mz) com (h1)p = (h2)p, emh;:M;! S* é o campo de
vetor unitario normal &;;

Existe ump 2 M1\ TM; e (x1)p = ( X2) p Ondex; € o campo de vetor unitario normal
interior af M;.

Entdo,M; e M, coincidem em uma vizinhanca e

Além do Principio da Tangéncia, estabeleceremos outro critério para comparar duas superfi-
ciesemH? R. Consideres; e S, duas superficies des, tangentes em um ponfw2 S\ S.
Na vizinhanca dep, tomemosS como o gra co de uma funcéaf de nida emT,S. Vemos
no Exercicio 17 do Capitulo 3 d83] que seS, esta acima d&, ou seja,f;  fp, entédo
Hi(p) Ha2(p), ondeH; denota a curvatura média 8e Assim, através dessa a rmacao e da
Proposicao 1.3, obtemos um resultado similar no espaco prétfutdR.

Proposicdo 2.4.SejamM; e M, duas superficies etd> R e p2 M;\ M, um ponto de
tangéncia. Em uma vizinhanca geescrevemo®l; como o gra co da funcaao; de nida em
ToMi. SeM; esta sobrd/,, isto €,u; Uy, entdoHi(p) Ha(p).

Demonstracéo.Considere o difeomor smo conforme ent¥ R e o espaco Euclidian@®

gue mencionamos na Observacdo 1.5, com um fator confdrrrféejamﬁi e H; as curvaturas
médias déVl; com respeito as métricas #¢ R e Euclidiana, respectivamente. Pelo resultado
em [33], mencionado anteriormente, temos didg€p) Ha(p). Por outro lado, comp é

um ponto de tangéncia, obtemos due= h,, em queh; denota o normal &j;. Logo, pela
Proposicao 1.4, obtemos que

Hup) = € (H1 29(Nj ;h1))(p)
=¢ (H1 29(Nj ;h2)(p)
(Hz  29(Nj ;h2))(p)
= Ha(p);

como queriamos provar. O
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O principio de tangéncia e o problema de Dirichlet sdo duas ferramentas indispensaveis
para o desenvolvimento desta dissertacdo. Em particular, na se¢ao seguinte, usaremos ambos
resultados para provar que existe um soliton de translacéo rotacionalmente simétrico (ver 2.1).

2.3.2 O Método de Re exdo de Alexandrov end? R

Nesta subsecéo introduziremos algumas notacdes e de ni¢des fundamentais para estabelecer
o Método de Re exdo de Alexandrov edf R. Utilizaremos este método e a existéncia de
solugdes do problema de Dirichlet, visto na subsec¢&o anterior, para provarmos que existe um
séliton de translagao rotacionalmente simétrico. Além disto, o Método de Alexandrov sera
usado também no Capitulo 4.

Consideraremos o modelo de Lorentz-Minkowski ldfne transitaremos para o modelo do
Disco de Poincaré sempre que necessario. Em geral, recorreremos ao modelo do disco para
visualizarmos os elementos geométricos de nidos em algumas guras.

Tomemoss (t) = ( s1(t);2) uma geodésica erd> R L2 R comz2 R constante
e suponha qus (0) = 0 e s {0) = e, em queo = (0;0;1;0) denota a origem d&l> R
ee; = (1;0;0;0) é um vetor do plano tangente & R na origem. Chamaremas de
geodésica horizontal visto qeg € um vetor horizontal. Consideremg@) = ( au(t); 2) outra
geodésica horizontal em? R, tal queg(0) = o e g0) = e; ortogonal ae;. De namos o
plano vertical passando pela origemortogonal &y, porP = gi(t) R. Pela Observacao
1.3, podemos escrevercomo

P = f(0;senlft);cosht);2) :t;z2 Rg:

Sejaf T;g a familia de translag6es hiperbdlicas (como de nidas na Secéo 1.2) ao losgo de
sendoT; (s (0)) = s (r). Dizemos que a familia de planbB (r)g, € umafolheagéo dH? R
por planos verticaionde cad# (r) := T, (P) € a translacdo de ao longo des . Observe que
0 parametra € a distancia entrig(r) ao planoP.
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Figura 2.8 Folheacdo d¢> R por planos verticais, considerandd no modelo da bola.

SejaM uma superficie dei’ R, de namos também os semi-espa¢ds(r) eP (r) e os
subconjuntod/. (r) eM (r) exatamente como feito eR?, isto é:

P+(r)=[ P(t);
tr

P (r)=[ P(t);
tr

|V|+(I‘)= M\ P+(r),
M (r)= M\ P (r):

Denotaremos pok, (r) a re exdo deM. (r) em reléfilgéo ao planB(r). Esta re exao
€ realizada da seguinte maneira: tomarmes Xp;Xp; 1+ x§+ x%;x3 2 M4 (r) e uma
geodésica horizontdl sobre o plandi? f xzg, parametrizada pelo comprimento de arco,
orientada, tal qud (0) intersecta o plan®(r) e b(r1) = x, para algunr; > r. Entdo, a
re exao %dex em relacdo ao planB(r) € o pontoX= b(2r r;). Em coordenadas =
Xi; Xo; 1+ %8;%; X3 .
A seguir, de namos a projecao de um ponto no pl&ndPara cada 2 H? R, considere-

mos a curva(r) := T;(X), uxo da translag&o hiperbolical;g. Vimos no Capitulo 1 quay,
assim de nida, € uma geodésica. Em patrticular, pela Observacéo 1.3,

ax(r) = cosh{r)x+ senlift)e;:
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A projecaop(x) dex no planoP é a intersecdo dax(r) comP. Observe que esta intersecao
Unica e, entaqy(x) esta bem de nida.

Tomaremos a curvay(r) parametrizada pelo comprimento de arco. Sem perda de generali-
dade, podemos supor gag intersecta o plan® emr = 0, ou sejaax(0) = p(x). Além disto,
orientamos de modo qus(( ¥;0) P (r) eax((0;¥)) P.(r).

Figura 2.9 Projecé&o no plai®

De nimos também, para cade2 P, o instantd, da seguinte forma: se2 p %(x), entédo
Ix(Y) é o Unico instantey tal quey = ax(rg). Note que, sendayx uma geodésica parametrizada
pelo comprimento de arco, temos qye a distancia entre o ponytao planoP . Denotaremos
Iy A\ p 1(x) , para algum subconjuntédeH? R, como o conjunto de instantegy) onde
y2 A\ p Yx).

Por m, de namos a relacao entre dois conjuntos de “estar ao lado direito”, motivada pela
de nicdo emR3:

De nicdo 2.6. SejamA e B subconjuntos dei’ R. Dizemos queA esta ao lado direito d@
guando, para cade2 P com

p 1)\ A6 ? ep (x)\ B6 ?

temos que
inf Iy p 100\ A suply p XX\ B

Como podemos ver na Figura 2.9, P est4 a uma alturada origem deH? R, entéo
acurvap 1(x) = ay esta sob o plano horizontel? f zg. Logo, os conjuntod\ p 1(x) e
B\ p 1(x) estdo a uma mesma alturam relacéo & origem. Vemos um exemplo da de nic&o
de “estar ao lado direito” na Figura 2.10.
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Figura 2.10A esta ao lado direito d&

Podemos também interpretak &sta a direita dB8” como a condicao que, para caxida P
tal que a curvay intersectaA e B, devemos ter quay passa primeiro pdB antes ou, em
simultaneo, que chega et Essa relacdo é analoga ao caso do espaco Euclidiano. Observamos

na Figura 2.11 mais exemplos desta relacdo olhando apenas para uma projecao sobre um plano
horizontal.

Figura 2.11 Relag&o “estar ao lado direito” sobre plano horizontal.

Assim como enR3, a relacéo “estar ao lado direito” ndo é bem ordenada, visto que dois
subconjuntos del? R ndo necessariamente se relacionam. Entretanto, é uma boa ordenacao
para gra cos sobre o plan®.

O Método da Re exdo de Alexandrov sera ferramenta fundamental em demonstragfes de
resultados deste trabalho. Como primeira aplicacédo, este método sera utilizado para provar
um importante resultado sobre a geometria de solugdes para o problema de Dirichlet dada na
subsecao anterior.
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Lema 2.1. Existe um discdN centrado na origem de? e uma funcdai: W! R tal que a
superficieM := graf(u) é um séliton de translacdo @ff R, rotacionalmente simétrico com
respeito ao eixo vertical passando pela origem e tocando o eixo de rotacao ortogonalmente em
p2 M. Além disto,M é o Unico gra co, a menos de translacdo, entre os sélitons de translacao
sobreWcom dados de Dirichlet constante.

Demonstracéo Sejawum disco centrado na origem & com raio su cientemente pequeno.
Pela Proposicéo 2.3, existe uma aplicag@C? (W) tal queM := graf(u) € um séliton de
translacédo. Provaremos que qualquer plano vertical passando pela origgm deé um
plano de simetria dil, aplicando o método de Alexandrov.

Consideremos su cientemente grande de forma gB¢r)\ M = ?. Entéo, decrescemos
a distanciar atérg tal queP (rp) intersecteM em um primeiro ponto de contato. Neste
caso, pode-se decresecgrainda mais até; tal queMs (r1) é gra co sobre o plan® (ry) e
M, (r1) M (r1). Continuemos a decresagraté uma distancig, tal que uma dessas duas
condicbes mencionadas anteriormente ndo ocorra. Em ambas as situacoes, tdvhas gue
M, (r2), tem um ponto de tangéncgano interior ou na fronteira.

Por outro lado, note qud, (r2) € também um saoliton de translacéo. Portanto, podemos
utilizar o principio da tangéncia (Teorema 2.4) para concluirMuérs) = M (r2). Logo,
P(r2) € um plano de simetria.

ComoM é gra co sobre o disctV, entdoP (r,) deve ser também um plano de simetria de
We isto s6 ocorre quande = 0, uma vez qu&Vesta centrado na origem. Dessa foriviag
simétrica ao plano verticé (0) = P. Analogamente, provamos qiveé simétrica a qualquer
outro plano vertical que passa pela origentHfe R. Concluimos qué/ é uma superficie
de rotacdo que passa pela origem e, pela regularidallle tlemos quéM deve intersectar o
eixo de rotacdo ortogonalmente. A unicidade, a menos de translacéo, segue diretamente do
principio da tangéncia. Il

No que segue, apresentamos mais informacdes sobre sdlitons de translacao rotacionalmente
simétricos. Em particular, provamos que existe um sdliton de translagao rotacionalmente
simétrico, gra co inteiro enH? R, o Bowl Séliton.



Capitulo 3

Solitons de Translacao Rotacionais

Neste capitulo apresentamos a prova de que existe um séliton de translacao rotacionalmente
simétrico, gré co vertical inteiro ertl> R. Este resultado denominamos por Teorema de
Existéncia ddBowl Sdliton e sua prova € apresentada na Sec¢éo 3.3. Para a demonstracao do
Teorema de Existéncia ddowl Séliton, utiliza-se o Lema 2.1 e um estudo sobre o espaco de
fase de um certo sistema de equacdes diferencias.

Na primeira secao, discutimos brevemente acerca de solitons de translagéo rotacionais e,
em seguida, veri camos que estas superficies sdo solucdes desse sistema de equacgdes. Assim,
a Secdao 3.2 é dedicada ao estudo do espaco de fase de tal sistema. Finalizamos o capitulo
enunciando um Teorema de Existéncia dos Catenoides de Translacéo. Todos os resultados aqui
apresentados foram provados na Secéo 3 de [5].

3.1 Sdlitons de Translacdo Rotacionalmente Simétricos

Nesta secdo apresentamos alguns resultados da teoria de soélitons de translacao rotacio-
nalmente simétricos etd?> R. Realizaremos um breve estudo acerca de um tal séliton
determinando sua curvatura média e veri cando que uma parametrizacdo do mesmo € solucao
de uma certa equacao diferencial.

No que segue, consideramos o0 modelo de Lorentz-Minkowski e de niremos o eixo vertical
no espacti?> R como o conjuntd(0;0;1)g R. Sejaa umacurvaent? R, parametrizada
pelo comprimento de arco, dada por

a(t) = ( senhr(t);0; coshr(t);w(t)) ;
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emquewr:l R! Rs&ofuncdes de clas€&(l). Ao rotacionar a curva em relacéo ao
eixo vertical obtemos em uma superfibleimersa enH? R parametrizada por:

Y (t;q) = ( senfr(t) cosq;senhr(t) senq; coshr(t); w(t)): (3.1)

Através da parametrizacdo Medada porY, determinamos um campo de vetor normal a
M em um pontoY (r;q), como mostrado na proposicao a seguir.

Proposicdo 3.1.SejaM H? R uma superficie de rotacdo parametrizadaYatada na
equacdao (3.1). Para cagea Y (t;q) 2 M, o vetor normaN deM em p é dado por

N(t;:q)=  (WXt) coshr(t) cosq;wlt) coshr(t) seng; wit) sentr(t); rqt)):

Demonstracao Escrevamos o vetor normidlem coordenadadNz; No; N3; Ng). Observe que o
vetorx = ( senkr(t) cosq;sentr(t) seng; costr(t);0) é normal aH?> R emL?, de forma que

0 espaco tangente ¢ R é dado pelo complemento ortogonabdeAlém disso.Y; = %Y,

Yq= ﬂﬂ—qY formam uma base paiigM.
ComoN é um vetor no espaco tangenteldé R, N satisfaz 0 seguinte sistema de

equacoes

8

39(Yg;N)=0 (3.2)
g(x;N)=0 (3.3)
g(Y;N) = 0; (3.4)

ondeg é a métrica produto erdl® R (considerando emii?> R a métrica induzida de
L4). No que segue, tome tal queseny 6 0 e cosg 6 0. Pela equacéo (3.2), obtemos que
semgN; = cosgNy, equivalentemente,

seng cosqN; = cog qNy: (3.5)
Pela equacgao(3.3), obtemos que

N3 coshr = Nj senlr cosg + N> senhr serg:
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Assim, multiplicando ambos os lados da equagéo acimaguoy e substituindseng cosqN; =
cos qN,, temos que
N3 coslr(t) seng = Nosentr(t)

e entao
coshr(t) sentr(t) semgNz = senlr(t)Ny: (3.6)

Por m, pela equacéo (3.4), obtemos
0= r%oshr cosqN; + r°coshsegN,  r%sentrNs + wiNy:
Analogamente, multiplicamos a esta equacéo poggtemos que

0 = rqt)cosh(t) cosqsemN; + rqt) coshr(t) serf gN,
rqt) sentr(t) semg Nz + wAt) semg N,
@9 10cosRr(t)N,  rdt) senfr(t) sengNs+ serqwdt)Ng
@9 10N, + wlcoshr (t) sergNy:

Portanto, tomandbdl; =  r° podemos escrever o vetor normhatomo segue:

N=(wWHt) coshr(t) cosq;wHt) coshr (t) seng; wAt) sentr (t); r{t)):
[l

Agora, podemos determinar a curvatura médidvdem funcdo d€t;q) utilizando a
parametrizacad e a expressao do normidldada na proposicado acima. Nosso principal
interesse em determinar tal curvatura €, suponddwgeum sadliton de translacdo, encontrar
uma equacéo diferencial tal gu& uma solucéo desta.

Proposicdo 3.2.SejaM uma superficie eril> R dada pela rotacéo da curva
a(t) =( senkhr(t);0;coshr(t);w(t)), parametrizada pelo comprimento de arco. Entéo, as curva-
turas principais d# séo

ki = kg = r9® r%Pe k, = wPcothr;
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em quek, denota a curvatura geodésicaaleAlém disto, a curvatura média dé € dada por

2Hm = ra)wWoRt)  ro8wdt) + wit) cothr (t):

Demonstracdo SejamX eY campos diferenciaveis eM. Denotamos poly X, ﬁyx eDyX
as conexdes Riemannianas Bm H?> R L% H? ReemL? respectivamente. No caso
deL? DyX é a derivacdo usual. Sefo operador forma dado p&X= NxN T, em quer
é a componente tangente KeX.

Tomamos o campo normBl dado na Proposicéao 3.1, note (g{&l;Y) = 0. Logo, pela
compatibilidade da conexdo com a métrica, temosgqueﬁlxN;Y =g NxY:N . Assim,
para quaisquer campdseY emM, temos que

g(sXY)=g NxN;Y =g RxY;N = g(DxY;N): (3.7)

Por outro lado, observe que também que os vetores

rqt) coshr(t) cosq; rqt) coshr(t) seng; rqt) sentr(t); wkt) e
( senfr(t) seng;sentr(t) cosq;0;0)

Y(t;q)
Yq(t;a)

formam uma base ortogonal @gM emp= Y (t;q). Pela equacao (3.7), obtemos que
9(SYt;Yq) = 9(SYq: Y1) = 9(Yiq:N) = O
Neste caso, combyY't; Y g € uma base ortogonal, entdo
SYi=11Yy e SYg=12Yg:

Em particular, a baskY ;Y g € uma base de dire¢des principais e os coe ciehies| ; sdo
as curvaturas principais dé. Além disto, vemos que

L= 9(S¥e Ye) @0 9(YwN) - | = 9(SYq:Yaq) @1 9(Yqa:N).
jY+j? jYtj? jY qi? iYqiz

Logo, as curvaturas principais 8saol 1= W% r&lel , = wlcothr e a curvatura média
de Hy = w4 rQP+ wlcothr.
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Provaremos quk, = rW® r°%°determinando a norma d¢, @ ® Observe que podemos
escrever o campa®como
a’: D@’ g a% x; (3.8)

ondex é o campo normal B2 R. Consideremos sobre a curva , neste caso,
x(g)= (senhr(t);0;coslr(t);0). Por outro lado, temos que

a%% %oshr + r®sentr; 0;r%enhr + r®coshr;w® ;
Entéo, por (3.8), obtemos
Nya®= r%oshr;0;r'entr;w:

Logo,
ka = Naoa®%= w02+ o2

Como a curva esta parametrizada pelo comprimento de arco, ourSefan® = 1, entéo,
r4%% W% 0. Dessa forma,

wOBWE + 2r G 0400 (0B @

0 = WP BB 2GORAY (08 0By
WP (0B Q00 (0G0 2

o
|

e concluimos qui, = rw®® O~
L]

Estamos interessados em analisar o caso eniMgaeum soliton de translagao, isto €,
Hm = g(N;1,). Em particular, pela parametrizaciode M, temos queHy = rqt). Observe
gue garantir a existéncia desta fung&osu ciente para provar a existéncia de um saéliton de
translacéo rotaciondll. Assim, segue da Proposi¢éo 3.2 que

2r%= r&®° %O+ wlcothr: (3.9)

Por simplicidade, omitimos o parametroa equacao acima.
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Enfatizamos, por hipotese, que a cuafd) = ( senlr(t);0; coshr(t); w(t)) esta parametri-
zada pelo comprimento de arco, ou seja,

r®(t) + we(t) = 1: (3.10)

Entdo, existe uma funcap(t) 2 [0;2p), comt 2 I, tal quer’e wPsatisfazem, adicionalmente,

o sistema de equacdes (
r{t) = cosq(t)

wi{t) = sem(t):
Substituindo estes valores dfte w’na equacao (3.9), através de um calculo direto, conclui-
mos que

qqt) = 2coxm(t) sem(t)cothr(t):

Assim, reescrevemos o sistema acima como

8

3 r{t) = cos(t)

5 wlt) = sem(t) (3.11)
“ qq) = 2coxm(t) sem(t)cothr(t):

Além disso, segue de (3.10) que

p
r$0% WL 0 e wl= e re:

ondee = signw) = 1. Dessa forma, supondo qué6 0 e entdo multiplicando (3.9) pov’
tem-se que

2Wq’0

r Qw0 ro?wc)2+(vxé)zcotr(r)
(r92r% w92+ 1 (r92coth(r)
r%% (1 (r9?) coth(r):

q
Comow’=e 1 (r92 segue que

P
%% (1 r®cothr 2r% re; (3.12)

Portantoy é uma solucéo desta EDO em um internv@lo | ondew’6 0.
Nosso objetivo é obter mais informagées sobre a solugésua primeira derivadd No
entanto, a equacao diferencial acima ndo pode ser resolvida algebricamente. Desse modo,
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utilizaremos uma técnica recorrente na teoria de sistemas dinamicos, fisica e outras grandes
areas das ciéncias exatas. Associamos a equacao (3.12)spago de fasemais informacdes
a respeito de espacos de fase podem ser vistas em [34].

3.2 Andlise do Espaco de Fase de um Soliton de Translacéo
Rotacional

Nosso objetivo nesta secéo é analisar a equacgéo (3.12) através do espaco de fase e, por meio
desta andlise, provar o Lema 3.1 enunciado ao m desta se¢do. Os resultados aqui apresentados
sao baseados na Secao 3 de [5] e [7].

Consideramos a mudanca de coordengtle= r&t), pela equacéo (3.12) obtemos um
sistema autbnomb(r;y) descrito por

o ! !
r y
F(ry) = v = (1 12 cothr 2y|0 Ty ; (3.13)
Chamaremos orbita de a curvag(t) = ( r(t);y(t)) que satisfaz o sistema acima.

Note que, no nosso problema, para to@d, temos que(t) 2 [0;¥) dado que mede a
distancia deM ao eixo de rotacao¥t) 2 ( 1;1) poisy = r4t) = cosq(t). Assim, de nimos
o0 espaco de fasdo sistema (3.13) como o conjuntg = (0;¥) ( 1;1) emR? com
coordenadaé;y).

Observaca@®.1l Para cada ponto no espaco de fageo problema de Cauchy (vef]) garante
gue existe uma Unica 6rbita &epassando por este ponto. Em particular, uma o6goitaF néo
pode ter como ponto nal pontos da forni&; o) tais quexg 6 0eyp6 1. Caso contrario,
segtem com ponto nakro;yo), em querg6 Oeyp6 1, entdo podemos estender a cugva
a(Xo;Yo), obtendo uma nova Orbita deque passa pdiro; yo). Contradizendo a unicidade de
g. Daremos mais detalhes sobre o problema de Cauchy na secé&o posterior.
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Sejam(r(t);y(t)) os pontos em  tais queyo(t) = 0. Usando a segunda equacao do sistema
(3.13),

1 2
tanhr = y_
26 1 y2
_ 1y
B 2
e entao I
V2
r = arctanh

Denotamos a curva acima pot Gs(y) e de namos &&= ¢\ G(y). Como a funcéo
arctanhesta de nida apenas no intervajo 1;1), entéo, a curv&e(y) esta de nida apenas
paray tal que

P
2
1< 2 Yo
2ey
P—
Temos que 2eyy < 1e, assim, é facil veri car que
iyi > P
3
. . . 1 1
Logo, a curvaz, possui duas assintotas horizontais 19—E ey, = 19—?3
De namos os conjuntos acima e abaixo do ejxo 0, respectivamente, porg = ¢\
fy>0ge . := ¢\f y<O0g. Note que interseca@. = e}) Ge(y) ¢ ndo-vazia apenas nos
2
pontos em quey 0. Caso contraria,= G(y) = arctanh ' < 0

. . , . 1
Assim, 0 conjuntd3; esta de nido em ; para os pontog 2 p—g; 1 e, analogamente,

. 1 .
G 1 esta de nido em 1 paraos pontog2 1; !{a—g . Observe qué&; e o eixoy= 0

dividem o espago . em trés componentes conexas. De fatce sel, temos a regiéo , ,
enquanto ; é dividida entre as regides acima e baixd@GleSee = 1, tais regides séo dadas
por *,easregidesde , divididas porG ;.
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Desta forma, para= 1, as regides acima e abaixo da cuGa sdo dadas respectivamente,

por:
1
LI = m)iy> poir> GOy
— + 1 1Y) -
L= 1V oy P [ iy pRir< G)

Analogamente, para= 1 temos

1
LY, = (ny)y< p—g;r>61(y) ;

— 1 . - 1 N
L, = VY 9—5 [ (ny)y< pT-S,r<Gl(y)

Em cada uma dessas componentes conexas as funedessio monotonas. De fato, suponha
que existe uma Orbitér(t);y(t)) 2 L tal queydt) muda de sinal. Entdo, teremos que
existe(ro; y(ro)) tal quey{rg) = 0. De modo analogo, compndo muda de sinal dentro das
regides, temos quétambém mantém o seu sinal. Sendo assim, semprg &u® podemos
escrevet em funcéo de e consideray como uma funcéo deem cada uma das regides de
monotonicidade. Neste caso, temos

dy _ dydt
dr ~ dtdr

1
YOF);

de forma quey%/ = y® Entdo, pelo sistema (3.13), temos

p__
y%y(r): 1 y? cothr 2ye 1 y2 (3.14)
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Em particular, o sinal d%d—ry depende apenas do sinal e der Gs(y), visto que

Y
r Ge(y)> 0éequivalente & y?)cothr 2ey 1 y2< 0. De fato,

ro> Gy 0 !

, r > arctanh
2ey

¥
2ey
, cothr < p%
y
p___
, 1 y?cothr<2ey 1 y

, tanhr >

. : . d.
Sob estas condi¢fes, analisaremos alguns casos de modo a determinar oaséyaRMa
isto, tomemogro;Yo) 2 e € suponha que:

() Yo 0 ero< Go(yo). ENt&0 1y(ro) > O
@i) yo>0erg> G(Yo). Entéo%y(ro) < 0;
(i) Yo< 0 ero< Gu(yo). ENtéo 1 y(1o) < O

(iv) Yo< Oerg> Gs(Yo). Entéo%y(ro) > 0.

Para melhor interpretar as op¢des que temos acima,eéeme Observe que s@o; Vo) 2
L1, entdorg > Gi(Yo) €Yo > 1= 5> 0. Pelo item (ii) e pela monotonicidade desta regiao,
concluimos que/(r) € decrescente a partir dg. Alem disto, se(ro;yo) 2 L, € tal que
ro< Gi(yo) e0< yp< 1= 5, entdo pelo item (i) e pela monotonicidade, temos y(upé
crescente a partir dg. Obtemos também resultados analogos para o casedel:

Portanto, condensaremos essas informacdes obtidas com o estudo do espaco de fase de
no lema a seguir. Ainda, podemos ver na Figura 3.1 as regides de monotonicidade de uma
orbita(r;y(r)) e seu comportamento.

Lema 3.1. Conforme as con guracdes acima, para qualqugryp) 2 e valem as proprieda-
des:

» Serg> Gs(Yo) eyo> 0, entdoy(r) € estritamente decrescente a partirglespectiva-
mente parag < Gs(yo) eyo< 0).
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