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Resumo

Esta dissertagdo trata do Problema de Desunificacdo Nominal, isto €, do problema em resolver
equacdes e desequacdes entre termos nominais, que sao uma extensio de termos de primeira
ordem com construtores para abstracdo de varidveis e renomeamento. Na sintaxe nominal via
ponto fixo, as varidveis que podem ser abstraidas sdo representadas por dtomos, e a igualdade
entre dois termos nominais s e ¢ € dada pela a-equivaléncia, denotada por s éa t, que consiste
na igualdade médulo renomeamento de d&tomos abstraidos. Por sua vez, a a-equivaléncia é
definida usando a relacdo de ponto fixo w A t, onde 7 é uma permutacdo e ¢ um termo nominal,
implementando o fato de que 7 - ¢ (a permutagdo 7 aplicada no termo ¢) é ¢t-equivalente a ¢,
simbolicamente 7 - ¢ éa t. Em trabalhos recentes, esta nova abordagem mostrou-se bastante
promissora para o tratamento de teorias equacionais no contexto nominal.

Com o objetivo de investigar em trabalhos futuros os problemas de desunificagdo nominal
modulo teorias equacionais, neste trabalho propomos uma extensdo do método para resolucdo
do problema de desunificacdo nominal utilizando a abordagem de ponto fixo: reformulamos
0s conceitos necessdrios para especificacdo do problema; provamos propriedades sintéticas;
e finalmente, apresentamos o algoritmo desunif ,: um algoritmo (provado correto) para
computar uma representacao finita e completa de solug¢des para o problema de desunificacao

nominal.






Abstract

This work is about the Nominal Disunification Problem, that is, the problem of solving
equations and disequations between nominal terms, which are extensions of first-order terms
with constructors for variable abstraction and renaming. In the nominal syntax via fixed
points, variables that can be abstracted are represented by atoms, and equality between two
nominal terms s and ¢ is given by a-equivalence, denoted by s Qa t, and consists of equality
modulo renaming of abstracted atoms. In turn, a-equivalence is defined using the fixed point
relation, 7 A t, where 7 is a permutation of atoms and 7 is a nominal term, and implements the
fact that 7 -t (permutation 7 applied on term ¢) is @-equivalent to ¢, symbolically 7 - ¢ éa t.
In recent works, this new approach has proven to be quite promising for the treatment of
equational theories in the nominal context.

With the aim of investigating nominal disunification problems modulo equational theories,
in this work we propose an extension of the method for solving the nominal disunification
problems using the fixed point approach: we reformulate the necessary concepts for the
specification of the problem; we prove the necessary syntactic properties; and finally, we
present the algorithm desunif ,: an algorithm (proven correct) to compute a finite and

complete representation of solutions for the nominal disunification problem.
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Capitulo 1

Introducao

O Problema de Desunificacdo de primeira ordem trata de resolver equagdes e desequacoes

entre termos de primeira ordem e tem a seguinte forma:

(si="t;(1<i<n)||pj# q; (1< j<m)),

onde s;,1;, pj € g sdo termos de primeira ordem.

Este problema tem sido bastante estudado nas ultimas décadas. Em 1984, Colme-
rauer [Col84] discute pela primeira vez sobre o problema de resolver equacdes e desequacdes
em programacdo logica, apresentando um algoritmo para solucionar esses problemas de
desunificacdo. Em 1986, Comon [Com86] investiga esse problema para certas aplicagdes
na especificag@o algébrica, e no ano seguinte Kirchner e Lescanne [KL87] tratam de uma
generalizacdo da desunificacdo em uma estrutura com sistemas de equacdes e desequacgdes

entre termos de primeira ordem, a dizer:

VY2, ey Vny VXL, X0, ooy X & P(V1, Y25 Yy X1, X2, -+ 3 Xim)

onde cada y; e x; sdo varidveis e P ¢ uma disjun¢do de sistemas, onde um sistema € uma
conjunc¢ao de equagdes e desequagdes entre termos. Em todos esses casos, a desunificacio é
estudada com respeito a igualdade sintatica de termos, isto €, com teoria equacional E = 0.

Extensdes do problema de desunificacido envolvendo um conjunto finito (e ndo-vazio) E
de axiomas equacionais, o chamado problema de E-desunificacdo, comecaram a ser desen-
volvidas a partir da década de 90. Em 1991, Hubert Comon [Com91] fez um levantamento
dos trabalhos que envolviam variagdes do problema de desunificacdo e inclui investigagdes
sobre E-desunificacdo para teorias em que o problema de E-unificacdo € decidivel (tais como
comutatividade (C), associatividade-comutatividade (AC)) e também da interpretacdo da solu-
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¢ao desse problema em algumas algebras. Em 1994, Lugiez [Lug94] propde investigacoes
para desunificacdo de ordem superior, isto €, o problema de resolver equacdes e desequacdes
no A-cdlculo (com tipos simples).

Em geral, a solubilidade do problema de desunificacao requer a mesma propriedade do
problema de unifica¢io correspondente. Como em unificagdo de ordem superior o problema
€ indecidivel, caracterizacdes de classes decidiveis sd@o de grande interesse. Dentre as
dificuldades encontradas na (des)unificacdo de ordem superior estd o tratamento de varidveis
ligadas, bem como a implementacdo de substitui¢des que efetuam o correto renomeamento

dessas varidveis quando necessario.

Técnicas nominais. Em 2002, Gabbay e Pitts [GP02], introduziram a sintaxe nominal
como uma nova abordagem para linguagens que envolvam ligadores de varidveis, a exemplo
da Légica de Primeira Ordem (LPO), que possui quantificadores existenciais (3) e universais
(V) ligando varidveis sob seu escopo em uma férmula légica. Por exemplo, a férmula
¢ := Vx.R(x) é uma férmula em LPO, com predicado undrio R, cuja varidvel x ocorre ligada.
Na abordagem nominal, as varidveis que podem ser ligadas/abstraidas sdo representadas
por dtomos e ligacdes como essa sdo implementadas através da abstragcdo desses atomos,
representada pelo uso de colchetes. Assim, utilizando a sintaxe nominal, a férmula ¢ seria
expressa por ¢ :=V[a]R(a).

Na linguagem nominal, os termos apresentam em sua estrutura elementos denominados
simbolos de funcgdo (f,g,...), dtomos (a,b,...) e indeterminadas (ou simplesmente varidveis)
(X,Y,...). Os simbolos sdo construtores de termos, ao passo que os dois tltimos possuem
uma distin¢ao sutil, mas fundamental, em sua fun¢do: dtomos (tomados de um conjunto
infinito enumeravel A) representam varidveis a nivel objeto e, como dissemos antes, podem
ser abstraidos/ligados; e indeterminadas representam varidveis do meta-nivel, isto €, indicam
um termo nominal indeterminado, ainda desconhecido, e ndo podem ser abstraidas/ligadas.
Assim, por exemplo, na expressio de ¢ dada anteriormente, V[a]R(a) é um termo nominal
onde nao ha ocorréncia de varidveis, V e R sdo simbolos de fun¢ao unérios e a € um atomo
sob abstracao.

A igualdade entre termos nominais € estabelecida através da o-equivaléncia (=), isto é,
igualdade médulo renomeamento de dtomos ligados, e a partir desse conceito surge, entao,
o problema de resolver equagdes entre termos nominais médulo @-equivaléncia (s %r’a 1),
objeto de estudo da teoria chamada de Unificagdo Nominal [UPGO4]. Essa teoria pode
ser vista como uma extensdo da unificacio de primeira ordem para termos que envolvem
ligadores, como a LPO, mencionada anteriormente, o A-célculo, ou até mesmo a liguagem

matematica corriqueira. Assim, sdo exemplos de problemas de unificacao:



Vx.P(x) =!, Vy.P(y) (1)
cos() ~hcos(y) ()
Ax.(x M) =} Ay.(y L) (3)

onde P é um predicado undrio, M, L sdo A-termos, x € y contém apenas ocorréncias ligadas.

Esses problemas expressos na linguagem nominal ficam:

V]alP(a) =, V[b]P(b) (1)
cos ([a]a) =, cos ([b]b) (2)
A(laapp(a.Y)) ~¢ A([blapp(b,Z)) (3)

quando consideramos uma assinatura ¥ = {V: 1,P: 1,cos: 1,A : 1,app: 2}.

A grosso modo, uma solugdo para um problema de unificacdo nominal s %?a t é uma
substituicdo o que torna ambos os lados da equacao iguais (mdédulo o-equivaléncia), isto €,
SO %?a to. Enquanto que os problemas (1) e (2) t€m como solugdo a substituicao identidade
(pois ndo contém varidveis), o problema (3) precisa ser tratado com mais cuidado devido a
presenca das varidveis Y e Z.

A ocorréncia desses elementos na estrutura de um termo nominal exige condi¢des iniciais,
chamadas de contexto, as quais dao informagdes prévias sobre indeterminadas e devem ser
consideradas juntamente com a substituicdo para que, entdo, solu¢des possam ser exibidas.
Esses contextos foram inicialmente tomados via uma abordagem denominada freshness,
desenvolvida em [GP02], a qual faz uso da relacdo de freshness simbolizada pelo caractere
#. Intuitivamente, a#t (1€-se: a fresco em ¢t) significa que o &tomo a ndo pode ocorrer livre
no termo ¢. Assim, uma solucdo para (3) pode ser exibida como um par composto por um
contexto de freshness ® e uma substiui¢do o, por exemplo (@, 6) = (a#Z,[Y — (a b) - Z]),
onde (a b) é uma permutagdo que troca a por b, e vice-versa.

Problemas de Desunificacio Nominal. A partir desses desenvolvimentos em unificaco, é
natural estender também o problema de desunifica¢do para o contexto da linguagem nominal.
Recentemente, Ayala-Rincén et. al. em [AFNV20] propuseram um método para decidir o
problema de desunificagdo nominal, que trata-se de uma extensdo para termos nominais do
problema de desunificagdo de primeira-ordem (definido por Comon e Lescanne [CL89] e
Buntine e Biirckert [BB94]), e tem a forma:

(simgti(1<i<n)|| pjieq; (1<j<m)),
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isto é, consiste de um conjunto que comporta equacdes nominais a serem solucionadas
no lado esquerdo e desequacdes nominais que restringem as solugdes no direito. Assim,
uma substituicao ¥, a afim de ser uma solugdo, deve ser tal que s;y %Zx t;'y mas de maneira
que p;Y 55(71 q;7Y- No entanto, o algoritmo de decis@o para desunificagdo nominal proposto
depende de que o problema de unificacdo nominal correspondente seja finitdrio, como ocorre
em primeira ordem. Nesse sentido, enquanto que o problema de unificagdo nominal (puro) é
finitario [UPGO04], quando teorias equacionais sdo envolvidas, esta propriedade € perdida,
como foi provado por Ayala-Rincén et al. [AdCSFN17], considerando, por exemplo, a teoria
equacional de comutatividade.

De fato, seja ~¢ ¢ a ot-equivaléncia modulo comutatividade. Usando freshness, a equacdo
(ab)-X “Zx.,c X possui um unificador principal ({a,b#X},id) [UPG04], o qual tem como
condi¢do inicial que os 4&tomos a e b ndo ocorram ligados nas instdncias de X. Porém, essa
nao € a unica solugdo. Na verdade, como ha comutatividade envolvida, existem infinitas
delas, como (0, [X — a+b]), (0,[X — (a+b)+ (a+Db)]), (0,[X — f(a+Db)]),...eassim
por diante, e em todas listadas, a e b ocorrem livres. Para resolver este problema, Ayala et
al. [AFN20] mostram que o algoritmo de unificagdo nominal (médulo comutatividade) via

ponto fixo computa um conjunto finito e completo de unificadores.

Sintaxe nominal via ponto fixo. Em 2013, Pitts apresentou uma formalizacao da relacdo
de freshness utilizando o quantificador new (M), o qual, em l6gica nominal, quantifica sobre

dtomos novos [Pitl13]. Essa formalizacdo € expressa pela sequinte sentenca:

atx se, e somente, se Vc.(a c¢)-x = x, (1.1)

isto é, a é fresco (ou, ndo ocorre livre) em x se, € somente se, para um atomo novo c arbitrario,
a permutacdo (a c), que troca a por ¢ e vice-versa, fixa x. Aqui, x € um elemento de um
conjunto nominal X', que intuitivamente, consiste de um conjunto que tenha definida um
acdo do grupo Perm(A)1 e cujos elementos tem suporte finito: para x € X', o conjunto de

atomos A C A tal que, se para todo @ € Perm(A).
(Va€eA)r(a)=a)=m-x=x

€ finito. Neste caso A € o suporte de x e = € a igualdade de elementos em conjuntos nominais
X. Um exemplo de conjunto nominal é o préprio conjunto de termos nominais, a verificacao

deste fato estd fora do escopo deste trabalho e pode ser encontrada em [Gab09].

Yorupo Perm(A) das permutacdes finitas de A.



Voltando a sentenca, (1.1) considere novamente o termo nominal ¢ := V[a]Pa. Nesse
caso, a ¢ um nome abstraido/ligado e, portanto, vale a#¢, o que € equivalente a dizer que o
renomeamento de a por um nome novo ¢ (que ndo ocorre em ¢) ainda preserva ¢, ou seja,
Ne.(ac) ¢ =9¢.

Essa observagdo levou a uma nova axiomatizacdo da a-equivaléncia entre termos nomi-
nais utilizando uma relagdo de ponto fixo (\) no lugar da relacio de freshness, trabalho feito
por Ayala-Rincén et al. [AFN20], aonde também foi desenvolvida a unificacdo nominal via
ponto fixo que surge como uma extensao para a unificacdo nominal via freshness devida a
Urban et al. [UPGO04]. Nessa nova abordagem, escreve-se 7 A t (1&-se: 7 fixa t) para dizer
que -t éa t (o simbolo éa representa a relagdo de a-equivaléncia axiomatizada com a
relacdo A), ou seja, que a agdo de uma permutacdo (finita) 7 em um termo nominal 7 € igual
ao proprio ¢, a menos de renomeamento de dtomos ligados.

Tratando-se de problemas de unificacdo nominal (pura, sem teoria equacional envolvida),
existe uma correspondéncia direta entre solugdes expressas usando freshness e aquelas usando

ponto fixo, que € feita a partir de dois mapeamentos:

1. [_] 1, que associa cada restri¢do de freshness em um contexto A a uma de ponto fixo:

[_])\ . A — ‘SA (1 2)
a#X +— (ac,) AX onde ¢, é um nome novo; '

2. e [_]#, que associa cada restri¢do de ponto fixo em um contexto Y a uma de freshness:

Y —
[]# S# (1.3)
TAX +~— dom(m)#X.
onde §, e §# denotam, respectivamente, as classes de contextos de ponto fixo e de freshness.
Mais detalhes sobre esta correspondéncia podem ser encontrados em [AFNV20].
E na presenca de teorias equacionais que a abordagem de ponto fixo se destaca. Quando

¢ utilizado o simbolo comutativo +, por exemplo, temos que:
(ab)-(a+b)=b+a=gca+b, (1.4)

ou seja, a permutagdo (a b) fixa o termo a + b, apesar do fato de que os atomos a e b

ocorrem livres em a + b. Reformulando o problema de unificacdo nominal utilizando
?

: A
a abordagem de ponto fixo, terfamos o seguinte problema (a b) - X =, X, € a solugio
deste problema seria ((a b) AcX,id), que incluiria a instancia em (1.4) que corresponde

a [X — a+b|, além de todas as outras que eram perdidas com a abordagem de freshness,
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ainda com uma representacao finita consistindo de um contexto e uma substitui¢do (mais
detalhes em [AFNV20]). Desta forma, extensdes de problemas equacionais utilizando esta

abordagem sao muito promissoras.

Objetivo. Esta dissertacdo trata do estudo sobre problemas de desunificacao nominal no
ambito sintdtico considerando a abordagem de ponto fixo, que foi desenvolvida recentemente.
A luz dessa nova abordagem, apresentamos uma reformula¢io do método para resolugio
desses problemas, o qual foi estabelecido anteriormente via freshness. Para tanto, adaptamos
as defini¢des, propriedades, exemplos e algoritmos. Em suma, este trabalho propde um
primeiro passo para o estabelecimento de uma técnica robusta para a resolu¢do de problemas

de desunificacdo envolvendo teorias equacionais que incluem comutatividade.

Contribuicoes. As contribui¢cdes do presente trabalho consistem na apresentacdo deta-
lhada de conceitos e resultados acerca do desenvolvimento de técnicas nominais utilizando
abordagem de ponto fixo que foram inicialmente establecidas em [AFN20]. Além disso
apresentamos algumas contribui¢des inéditas que sdo listadas abaixo:

1. Caracterizagdo do suporte de um termo nominal com varidveis e contexto de ponto fixo.

Ilustramos o conceito e damos a intui¢do de tal caracterizagdo atraves de exemplos;

2. Estabelecemos uma defini¢do para a solu¢do de um problema de emparelhamento
sob contexto que utiliza nomes novos (Defini¢do 3.10), e também estendemos essa

defini¢do para um sistema particular com multiplos problemas (4.1);

3. Definimos o problema de desunificagdo nominal via ponto fixo (Defini¢do 4.1), bem
como sua solucio (Defini¢cdo 4.2), a qual depende do conceito de instdncia de um par
com exce¢oes (Defini¢ao 4.4) que, por sua vez, leva em conta o possivel surgimento de

nomes novos para um problema de desunificacao;

4. Reformulamos, sob a abordagem de ponto fixo, o algoritmo que decide sobre a con-
sisténcia de um par com exceg¢des (Algoritmo 1: consistente, ). Este algoritmo é

baseado no Lema da Inconsisténcia (Lema 4.1) e no Coroléario 4.1.

5. Reformulamos o algoritmo que decide se um problema de desunificacdo nominal
tem solugdo (Algoritmo 2: desunif ), provamos que esse algoritmo retorna uma
representacdo completa de solugdes (Teorema 4.1), e, por fim, demonstramos sua

corre¢do (Teorema 4.2).



Parte deste trabalho, principalmente sobre o Capitulo 4, foi apresentada em 35¢th Internati-
onal Workshop on Unification com publicacdo informal [BFNV21] e no Segundo Workshop
Brasileiro de Légica, publicada nos anais [BN21].

Organizacao. Esta dissertacdo estd organizada da seguinte maneira:

 Capitulo 2 Sintaxe Nominal via Ponto Fixo. Estabelecemos as principais defini¢cdes
e propriedades sobre a sintaxe nominal via ponto fixo que serdo necessarias para o
desenvolvimento deste trabalho. Na se¢do 2.1, apresentamos a gramatica dos termos
nominais, bem como as defini¢des de permutagdo e substituicdo. Na se¢do 2.2, exi-
bimos as relagdes de ponto fixo (A) e a-equivaléncia (éa), bem como o conceito de
nomes novos, fundamental para a axiomatizacdo das relagdes por meio de regras de
derivagdo. Na secdo 2.3, descrevemos as principais propriedades sintdticas da lingua-
gem que serdo utilizadas no restante do trabalho. Por fim, na se¢do 2.4, definimos o

conceito de suporte para um termo nominal e enunciamos suas propriedades.

* Capitulo 3: Unificacio Nominal via Ponto Fixo. Apresentamos as defini¢des e
resultados a respeito da unificagdo nominal via ponto fixo. Na secdo 3.1, introduzimos
as defini¢des formais de um problema de unificagdo, de suas solucdes e também da
ordem parcial que as compara. Na se¢do 3.2, apresentamos as regras de simplificacdo
para problemas de unificagdo, mostramos sua termina¢do e confluéncia, descrevemos
o algoritmo que computa uma solu¢c@o mais geral e mostramos sua corre¢do. Por fim,
na secdo 3.3, exibimos a defini¢cdo do problema de emparelhamento sob contexto e de

sua soluc¢do, e descrevemos um procedimento para encontri-la.

* Capitulo 4: Desunificacado Nominal via Ponto Fixo. Apresentamos defini¢des e
resultados acerca da desunifica¢cdo nominal via ponto fixo. Na se¢@o 4.1, exibimos as
defini¢des de um problema de desunificacdo e de suas solu¢des, bem como a defini¢do
de pares com excegdes e 0s conceitos de instancia e consisténcia para essas estruturas.
Na secdo 4.2, descrevemos o algoritmo que verifica a consisténcia de pares com
exce¢oes. E finalmente, na se¢ao 4.3, a ultima do trabalho, definimos o que vem a ser
uma representacdo das solucdes de um problema de desunificagdo, e apresentamos o
algoritmo que decide sobre a solubilidade de problemas e exibe uma representacao

completa de solugdes para eles.

 Capitulo 5: Conclusao. Concluimos o trabalho com as principais observagdes do

desenvolvimento e também propomos algumas direcdes para trabalhos futuros.
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Nota. Atentamos o leitor em nossa escolha de ndo exibir diretamente as demonstracoes
de resultados j4 estabelecidos e, ao invés disso, dar a sua intui¢do através de exemplos. Por
isso e para facilitar a leitura, as provas exaustivas de lemas auxiliares que decorriam, em
sua maioria, de indugdes e outras estratégias tradicionais foram alocadas para o apéndice do
trabalho. Nossa ideia € priorizar a apresentacdo detalhada de provas daqueles resultados que

sdo inéditos, ou cuja demonstracao foi refeita por utilizarmos defini¢des alternativas.



Capitulo 2
Sintaxe Nominal via Ponto Fixo

A estrutura dos termos nominais € construida a partir de dtomos (ou nomes atéomicos),
indeterminadas (ou ou simplesmente varidveis) e simbolos de fungcdo (ou formadores de
termos). Os dtomos assumem um papel de varidveis a nivel objeto, isto €, na féormula Vx.¢ da
Légica de Primeira Ordem, por exemplo, a varidvel x que estd sob o escopo do quantificador
V seria representada por um dtomo na linguagem nominal. J4 as indeterminadas assumem
um papel de varidveis no meta-nivel, ou seja, representam um termo nominal qualquer, e
serdo chamadas neste trabalho apenas por varidveis.

Neste capitulo, serdo apresentadas a linguagem nominal utilizando a abordagem de
ponto fixo, primeiramente introduzida por Ayala-Rincén et al. [AFN20], e as principais
propriedades que serdo uteis no decorrer do trabalho. Atenc¢ao especial ao Teorema 2.1, que
trata da correcdo das relacdes de ponto fixo (L) e at-equivaléncia (éa), que serdo definidas
aqui, e também a Secdo 2.4, onde estabelecemos uma caracteriza¢do ao suporte de um termo
nominal (Teorema 2.3). As provas completas dos resultados auxiliares e lemas técnicos estao
disponiveis no Apéndice A.

Seguimos a notacao estabelecida em [AFN20] e assumimos conhecimento basico sobre
permutagdes e dlgebra de termos nominais, para mais detalhes referimos o leitor a [Pitl3,
Gab009].

2.1 Termos Nominais

Denotamos por A = {a,b,c,...} o conjunto infinito e enumerével de dtomos. Fixamos
também notagdes para o conjunto infinito e enumeravel de varidveis X = {X,Y,Z,...} e para
o conjunto enumeravel de simbolos de fun¢do ¥ = {f,g,h,...}, disjunto de A e X, tal que
cada f € X é associado a um tnico inteiro ndo-negativo n que chamamos de aridade de f.

Quando f tem aridade n = 0, dizemos que f € uma constante.
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Notacdo: Escrevemos f : n para dizer que f € de aridade n.

Observagdo 2.1. Neste trabalho seguimos a convengdo permutativa para atomos, variaveis e
simbolos de fung¢do, isto é, letras distintas representam elementos distintos. Por exemplo, ‘a
e b’ significa ‘dois dtomos distintos’, ‘X e Y’ significa ‘duas varidveis distintas’ e ‘f e g’, por
sua vez, ‘dois simbolos de func¢do distintos’.

A fim de tratar da a-conversao, precisamos lidar com o renomeamento de nomes atdmicos,
e para isso usamos permutacgoes de dtomos. Uma permutagao (finita) em A é uma bijecao
m: A — A tal que o conjunto {a € A | n(a) # a}, chamado dominio de © e denotado por
dom(7), € finito.

Abaixo, apresentamos a gramdtica dos termos nominais.

Definicao 2.1 (Gramadtica nominal). Termos nominais sdo gerados pela seguinte gramética:
s,tu=alw-X | lalt | f(t,...,tn),

onde a é um dtomo, - X é uma varidvel moderada (ou uma suspensdo) tal que @ € uma

permutagdo de dtomos, [a]t denota a abstracdo do dtomo a no termo ¢ e f(¢1,...,,) denota a
aplicacdo de f : n em termos t1,...,t,. O conjunto dos termos nominais serd denotado por
T, XA).

As permutagdes (finitas) de &tomos com a operagao de composicao, denotada pelo sim-
bolo ‘o’, formam um grupo, Perm(A), onde o elemento neutro é dado por Id (a permutagdo

1

identidade) e a inversa de uma permutacio 7 € representada por 7~ . Elas serdo representa-

das por listas finitas de transposi¢des, cuja notagdo é dada por (a b), que indica a troca de a
por b e vice-versa. Assim, uma permutacdo 7 € gerada pela gramética:

w:=1d|(ab)om.

Por exemplo, & = (a b) o (b ¢), a composi¢do de (b c¢) com (a b), é tal que n(a) = b,
n(b)=cen(c)=ae n(d) =1d(d) =d, para todo d € A\ {a,b,c}, portanto dom(7) =
{a,b,c}. Note que sua inversa é dada por 7' = (¢ b) o (b a).

Observagdo 2.2. O termo Id-X serd representado simplesmente por X.

A seguir, definimos a ocorréncia de 4tomos e varidveis na estrutura de um termo nominal.
Definicao 2.2. Definimos a € ¢ (I&-se: ‘a ocorre em ¢’) indutivamente por:

. act a € dom(7) acti (1<i<n)
aca a € [alt acblt aem-X acf(ty,...,tn)
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Quando a € 7 ndo vale, escrevemos a ¢ t e dizemos que ‘a ndo ocorre em #’. Além disso,

definimos Atm(7) := {a | a € t}, o conjunto dos d4tomos que ocorrem em ?.

Definicao 2.3. Definimos X € ¢ (1é-se: ‘X ocorre em ¢’) indutivamente por:

- Xet Xey 1<i<n)
XenX  “xep X ef(tr,... t)

Quando X € ¢t ndo vale, escrevemos X ¢ ¢ e dizemos que ‘X ndo ocorre em ¢’. Além disso,
definimos Var(¢) := {X | X €1}, o conjunto das varidveis que ocorrem em ¢. Os termos cujo
conjunto de varidveis € vazio, isto €, nao ha ocorréncia de varidveis em suas estruturas, sao

chamados de termos bdsicos.

Exemplo 2.1. 1. Se #r; = g(X,(c d)-Y), entdo Atm(t;) = {c,d} e t; ndo é um termo
bésico, ja que Var(r;) = {X,Y}.

2. Se t, = [a|f b, entdo Atm(ry) = {a,b} e Var(t,) = 0, e 1, € um exemplo de termo bésico.

3. Set; = [a]g(c,(a b)-Z), entdo Atm(t3) = {a,b,c} e t3 ndo é um termo bésico, ja que
Var(3) ={Z}.

A seguir definimos a a¢do de Perm(A) sobre T'(X,X,A).

Definicao 2.4 (Acdo de permutacdo). A acdo de uma permutacio 7 em um termo nominal ¢

€ definida por inducdo no numero de transposi¢cdes em 7:

Id-t=¢t e ((ab)om)-t=(ab) - (m-1)

onde
(ab)-a=b (ab)-(m-X)=((ab)om)-X (ab)-[a]t = [b](a D)t
(ab)-b=a (ab)-f(t1,....tn) =f((ab) -t1,...,(ab)-t,) (ab)-[b]t=][a](ab)-t
(ab)-c=c (ab)-[c]t=]c|(ab)-t

Definicao 2.5 (Substituicdo). Substituicdes sdo geradas pela gramatica:
c:=1id | [X — s]o.

Sera utilizada a notag@o pds-fixada para a aplicacdo de substituicdes em termos e o simbolo
o para a composi¢do: (0 06’) = (tc)o’. Substitui¢des agem homomorficamente sobre
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termos e sdo definidas indutivamente por:
tid=t tIX — slo = (t[X — s])o,

onde

alX —s|=a (- X)[X+—s|=m-s
(f(t1y. .. tn)[X = s] =f(t1[X = s],.. ., 12[X — 5]) (m-Y)X—s|=n-Y
(la]t)[X = 5] = [a](t[X = s])

O conjunto (finito) de varidveis que ¢ ndo mapeia para si mesmas, ou em outras palavras,
que 6 ndo mapeia como a identidade id, é chamado de dominio de ¢ e escrevemos dom(0) :=
{X € X | X0 # X}. O conjunto dos termos para os quais sd3o mapeadas tais varidveis é
chamado de imagem de o, e denotado por ran(c) := {Xo | X € dom(0)}, e o conjunto das
varidveis da imagem de ¢ € denotado por

VRan(o)= ] Var(Xo).
Xedon(o)

Terminologia:

1. Quando aplicamos uma substituicio ¢ em um termo s, o resultado dessa aplica-

¢ao € chamado de instdancia de s.

2. Dizemos que ¢ € uma substituicdo bdsica quando sua imagem € composta

apenas por termos bésicos, isto é, VRan(c) = 0.

3. Considerando Var(s) C dom(0), o resultado da aplicagdo de uma substitui¢do
basica ¢ em um termo s € chamada de instdncia bdsica de s, € nesse caso
Var(so) = 0.

J

O lema a seguir traz a propriedade de comutatividade entre substituicdes e permutacdes
que justifica a notacdo 7 - s&, sem o uso de parénteses.

Lema 2.1. Substitui¢des e permutagdes comutam: 7 - (s6) = (7 -5)0.

Demonstragdo. A prova completa encontra-se no Apéndice A, Lema A.6 U
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2.2 Ponto Fixo para o-equivaléncia

~ . . ~ e A A
Nesta se¢cdo, axiomatizamos as relacdes de ponto fixo (L) e -equivaléncia (=) para termos
nominais por meio de regras de derivagdo que serdo apresentadas mais adiante com as
Tabelas 2.1 e 2.2.

Iniciamos apresentando o conceito de restrigdes:

Defini¢ao 2.6. Uma restrigcdo de ponto fixo é um par T A t de uma permutacio 7 € um termo

. ~ . A . 2z A
t. Uma restricdo de at-equivaléncia é um par de termos da forma s ~ t.

Intuitivamente, considerando s e ¢ termos bdsicos, a restri¢do s éa t significa que s e ¢ sdo
a-equivalentes, ou seja, equivalentes moédulo renomeamento de dtomos abstraidos/ligados.
Por exemplo, os termos [a]a e [b]b sdo equivalentes ao renomear a por b, ou vice-versa, logo
escrevemos [ala = [b]b. Porém, é falso que [a]g(a, D) éa [blg(b,b), uma vez que b é livre
no termo a esquerda de ~.

Ja a restricdo 7 At significa que a permutacdo 7 fixa o termo ¢, isto é, 7 - ¢ éa t. Em
outras palavras, 7 ndo tem efeito sobre ¢ exceto pelo renomeamento de dtomos ligados, por
exemplo, (a b) A [a]g(a,g(c,d)) mas ndo (a ¢) A [alg(a,g(c,d)), uma vez que c € livre no
termo a direita da segunda restricao de ponto fixo.

No caso de termos ndo-bdsicos, ambas as restricdes precisam ser avaliadas sob um
contexto, que fornecerd informagdes sobre as permutagdes que fixam varidveis. Um contexto
(de ponto fixo) € um conjunto finito de restrigoes primitivas de ponto fixo, isto €, restricdes
da forma 7 A X, e usaremos as letras maidsculas Y,'¥,®, A, etc. para representi-los.

Essas restri¢des sob contexto, formam o que chamamos de sequentes:

Definicao 2.7 (Sequentes). Um sequente de ponto fixo, denotada por Y F 7w A ¢, é composta

por um contexto 1 e uma restricdo de ponto fixo, € um sequente de o-equivaléncia (ou
. )\ 2z

de igualdade), denotada por W - s = t, € composta por um contexto de ponto fixo e uma

restricdo de igualdade.

Dizemos que um sequente da forma A - R, onde R € uma restri¢do de ponto fixo ou de
igualdade, € vdlido ou derivdvel quando existe uma prova I a partir das regras dispostas nas

Tabelas 2.1 e 2.2, chamadas de regras de derivacdo (ou de deducdo), tal que
B O S
AFR
ou seja, existe uma aplicagdo em sequéncia de regras de derivacdo de maneira que, apds a

ultima regra aplicada, se obtém A - R. Quando um sequente ndo € derivavel, escrevemos
AW/ R.
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Antes de irmos as regras, precisamos explicar o conceito de nomes atémicos novos, ou
simplesmente nomes novos. Quando se trata de um termo nominal #, todo d4tomo que ndo estd
em Atm(z) (i.e., ndo ocorre em ¢) é novo para t, entdo, por exemplo, se t = [b]g(a, (¢ D) - X),
c1 é novo para t, bem como todo nome diferente de a, b e c. J4 para uma permutacio 7, todo
aquele que ndo estd em dom(7) é um nome novo para T, isto é, se m(a) = a entdo a é novo

para 7. Abaixo, definimos essa nocao também para restricoes, contextos e sequentes.
Definicao 2.8 (Nomes novos). Dizemos que o dtomo ¢ € A é um nome novo com relacio a
(i) um termo nominal ¢ quando c; ¢ t;
(ii) uma permutagdo 7 quando ¢ ¢ dom(7);
(iii) uma restri¢do de ponto fixo 7 A ¢ quando ¢; ¢ dom(7) e ¢| ¢ t;
(iv) uma restricio de igualdade s éa tquandocy ¢secy ¢t.

Da mesma maneira € estentida a nocdo de nomes novos para um contexto de ponto fixo A e

sequentes do tipo A - R, onde R € uma restricdo de ponto fixo ou de igualdade.

Observe que a definicdo acima estd bem posta, visto que termos sdao palavras finitas,
as permutacdes foram tomadas com dominio finito e contextos s@o conjuntos finitos de
restricoes primitivas, logo sempre haverd um nome atdmico que possa ser tomado como
novo.

Finalmente, apresentamos a seguir tais regras de derivacdo que axiomatizam as relacdes

de ponto fixo e de a-equivaléncia entre termos nominais.

Terminologia e notacao:

1. Quando dissermos que 4tomos ¢ € ¢ sa0 novos, sem especificar com relacdo
a quem, eles estardo sendo considerados novos com respeito ao sequente a ser
derivado. Por exemplo, na Tabela 2.1, regra (Aabs), c¢| e ¢ sdo novos para Y, 7
e [a]t.

2. perm(Y|x):={m|nAX €Y}

3. dom(perm(Y|x)) := U dom(7)
rweperm(Y|x)

4. wAVar(r):={m A X | X € Var(r)}
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Regras de Derivacao para A e éa. As regras utilizam o conceito de conjugado de uma
permutacgdo. No caso de Perm(A), dados 7, p € Perm(A), o conjugado de 7 com respeito a
p € a composi¢do po o p_1 denotada por 7, e serd o resultado da agdo p - 7. Propriedades
auxiliares sobre conjugados, que serdo utilizadas no decorrer deste e dos proximos capitulos,
podem ser encontradas na Se¢ao A.1 do Apéndice A.

n(a)=a (1a) dom(n* ) C dom(perm(Y|x)) (Avar)
TFrmha Yrran X
THFrnAty ... YERAL Y(clcz)AVar(t)l—nA(acl)-t
Af !
Trraf P YF 7 [dr (1abs)
Tabela 2.1 Regras de Derivacdo para A, onde ¢ € ¢; sd0 nomes novos.
. (éa a) dom((?t')_l om) C dom(perm(Y|x)) (fﬁ
YTha~ga Aoy R var)
THFrn-X=~qgn-X
Yho gt .. YrtRgl | YhiRg!
(Raf) x (~ala])

Y+ [a]t = [a]t’

Yl—séa (ab)-t Y,(cy c2) AVar(t) - (acy) At (A b)
Xga
Y- [as e Bl )

. X -
Tabela 2.2 Regras de Derivagao para ~, onde ¢ € ¢ s40 nomes novos.

Em cada regra, a linha horizontal que separa a parte superior da parte inferior pode ser
entendida como uma implicagdo l6gica. Entdo, por exemplo em (Aa), para deduzir que
Y F 7 A a, é necessdrio ter previamente que 7(a) = a, isto é, que a seja um ponto fixo de
7. A mesma linha de raciocinio baseia as regras sobre fungdes (Af) e (Qa f) e sobre a
o-igualdade entre abstragdes de um mesmo dtomo (éa [a]). Observe que a regra (X a)
tem premissa vazia, pois trata-se de uma trivialidade ja que a = a.
l\lIa regra (Avar) a condi¢do dom(ﬂ”hl) C dom(perm(Y|x)) impde que a permutagdo

7.[/

" tenha efeito apenas em atomos ja afetados pelas permutacdes que fixam X. Com isso, a

~ ~ . . . e , A P
permutagdo em questdo também fixard a varidvel. A intui¢@o por tras de (/2 var) é similar.
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A regra (Aabs) define quando uma permutagdo 7 fixa uma abstragcdo de um atomo a
em um termo ¢, € para isso pede que 7 fixe a troca de @ por um nome ¢ que seja novo

com relacao ao sequente a ser derivado. Observe que para essa derivacao, é adicionado ao

contexto Y o conjunto de restri¢des primitivas (c; ¢;) A Var(¢) onde ¢, também é um nome
novo, assim como ci. Isso tem a funcdo de informar ao préprio calculo do sequente que esses
dois nomes sdo novos e que, consequentemente, fixam as varidveis de 7.

Por fim, a regra (éa ab) estabelece que para duas abstragdes [a|t e [b]s serem o-
equivalentes deve-se obedecer duas condicdes: uma é que os termos s € ¢ devem ser ¢-
equivalentes se renomearmos em ¢ 0 &tomo abstraido b por a; e, segundo, a troca de a por

um atomo novo c| deve fixar ¢, garantindo assim que a nao ocorra livre em ¢. A adicdo de

(c1 ¢2) A Var(z) ao contexto cumpre a mesma fungéo que em (A abs).

Exemplo 2.2. Nos itens abaixo, explicitamos alguns cdlculos usando essas regras de deriva-
¢do, mas usamos algumas notagdes novas: a linha pontilhada na arvore de deducao serve
para indicar que o sequente abaixo dela é o mesmo do que vem acima, apenas escrito de uma

maneira diferente; e escrevemos 7y,..., T, At como abreviacdo para Ty Aft,..., T, At.

1. O sequente - (a b) A [a]f a é derivavel, isto é, a restri¢do (a b) A [alf a é derivavel sob
um contexto vazio. De fato,

(ab)(c1) =ci
F(ab) Ac
F(ab) Afcy

Note que [a|f a é um termo basico, logo (¢ ¢3) A Var([a|f a) = 0.

2. Como esperado, o sequente Y I (a b) A f a ndo é derivavel sob qualquer contexto Y,

pois a ndo € ponto fixo de (a b).
3. O sequente {(a b),(cd) AX}F (ad) A [a]h(a,c,X) é derivavel. De fato, seja IT; a

derivacdo

(ad)(c1) = e
{(ab),(cd),(c1 c2) AX}F(ad) k¢

(La),

I, a derivagdo
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(ad)(c)=c

{(ab),(cd),(c1 c2) AX}+(ad) Ac (La),

e I3 a derivacdo

{d,c1} C{a,b,c,d,c1,c2}

{(ab),(cd),(c1 c2) AX}F(ad) A(acy) X (Avar) ,
onde don((a d)' ) = {d,1}. Entio,
I I, I1; (Af)

{(ab),(cd) AX}t (ad) A a]h(a,c,X)

4. O sequente - [b][a]Y éa [a][b](a b) -Y é derivéavel. De fato,

- (éa var) {c1,¢3} C{er,e2,03,¢4} X
FYRa¥Y L {(c1c2)(c3ca) AV} (ber) A (bey)-((ab)y) aVar)

R (o [a]) (Aabs)
F[a]Y =q [a]Y {(cic2) AY}E(bc1) A[Dl(ab) Y

- (Rq ab)
F [D)[a]Y = [a][b](a b)Y

onde dom((b ¢;)? DY) = {¢ ¢3}. De fato, escrevendo p = (b a)o (c3 b) =
((b¢3)o(ab))!, temos

(bc1)P = (p(b) p(c1)) = (c3c1), pelo Lema A.1.

2.3 Propriedades

Esta secdo apresenta propriedades importantes das relacdes de ponto fixo (A) e x-equivaléncia
(éa) que serdo utilizadas durante todo o trabalho, e que foram inicialmente estabelecidas no
artigo [AFN20]. Para facilitar a leitura, a demonstracdo das propriedades apresentadas nesta
secdo estdo em sua maioria omitidas, e podem ser encontradas no Apéndice A. Vale ressaltar
que as demonstragdes feitas no trabalho original [AFN20] foram desenvolvidas com base no
uso do quantificador U, e nesta dissertacdo as mesmas demonstra¢des foram reestabelecidas

sem esse uso, manipulando de maneira explicita uma escolha de nomes novos, isto é, usamos
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sentencas do tipo “onde c,c; sd0 nomes novos com relacdo a ...”, ao invés de deixar essa
informacdo atrelada ao quantificador .

O resultado mais interessante € o Teorema 2.1 sobre a correcdo de A, o qual estabelece
que a relacdo axiomatizada pelas regras de derivacdo da Tabela 2.1 € de fato uma relagdo de
ponto fixo quanto a x-equivaléncia entre termos nominais.

Por exemplo, afirmar que vale
Y+ (ab)Alag(a,X)
€ equivalente a dizer que
T+ (ab)-dg(a.X) ~q lalg(a.X).

ou, em outras palavras, se uma permutacdo 7 fixa o termo ¢ sob um contexto Y, entdo a a¢do
de 7 sobre ¢, nessas condi¢des, ndo surte efeito, a menos de renomeamento de dtomos ligados
emf.

Comecamos com a propriedade de inversao, ou invertibilidade, das regras de derivagao

apresentadas na se¢do anterior.
Lema 2.2 (Inversdo). As regras de derivag@o presentes nas tabelas 2.1 e 2.2 sdo invertiveis.

Demonstracdo. Queremos provar que a conclusdo de cada uma dessas regras implica sua
respectiva premissa. Mas isso segue diretamente do fato de que cada regra corresponde a
uma unica classe de termos. Por exemplo, se Y - 7 A a, entdo existe uma prova II para essa
derivacdo, porém, a tnica regra aplicavel como dltimo passo é (Aa), jd que apenas essa regra
lida com termos atémicos e, portanto, devemos ter 7(a) = a. Esse mesmo raciocinio é feito

com todas as outras regras. O]

Uma outra propriedade importante é a chamada equivaridncia, a qual garante que as
relacdes de ponto fixo e a-equivaléncia sdo fechadas para permutagdes, ou, em outras

palavras, que essas relagdes sdo preservadas apds a aplicacdo de permutacoes.
Lema 2.3 (Equivariancia).
(i) Y+ m At se, e somente se, Y = P A p - £, para qualquer permutacdo p.
. A A .
(i) TH s~y se, e somente se, I - -5 <y 7 -1, para qualquer permutagao 7.

Demonstragdo. A prova detalhada pode ser encontrada no Apéndice A, Lema A.7. [



2.3 Propriedades 19

Exemplo 2.3. Vimos no Exemplo 2.2 que vale {(a b),(c d) AX} F (a d) A [a]h(a,c,X).

Usando a equivaridncia com p = (c a), temos que o sequente abaixo ¢ derivavel
{(ab),(cd) AX}F (cd) A[c]h(c,a,(ca)-X).

A proposi¢do a seguir mostra a propriedade de fortalecimento para as relagdes A e éa,
respectivamente, e estabelce quando é possivel fortalecer o contexto (i.e. retirar restrigdes
primitivas d o contexto) de um sequente que envolve uma restricdo de ponto fixo ou de
igualdade.

Proposicao 2.1 (Fortalecimento de A e éa).

(i) Se Y,m AX 7' A sedom(m) C dom(perm(Y|x)) ou X ¢ Var(s), entdo Y - 7’ A s.

(i) SeY,m AX Fs Nole dom(7) C dom(perm(Y|x)) ou X ¢ Var(s,z), entdo Y s Rt

Demonstragcdo. A prova completa desta proposicao pode ser encontrada no Apéndice A,
com a Proposi¢do A.2 e Proposicao A.1. 0

A propriedade de enfraquecimento permite deduzir que uma restri¢ao, de ponto fixo ou
igualdade, € valida sob um contexto Y dado que a mesma ja € védlida sob um contexto menor,
isto é, contidoem Y.

Proposicio 2.2 (Enfraquecimento). Suponha que Y/ C Y.
(i) SeY'F 7w As, entio Y - 7T As.
. , A . A
(1) SeY' Fs~gt,entdo Y F s~y t.

Demonstragdo. A prova de ambos os itens segue por inducdo na derivacdo dos respectivos
sequentes, e serd omitida ja que a maioria dos casos segue diretamente da hip6tese de que
Y’ C Y ou da hipétese indutiva. O

O resultado abaixo mostra que a relagdo de ponto fixo (A ) € preservada pela oc-equivaléncia

A
=a)-
Lema24. SeYH T AseYHs/ys, entio Y - 7T AL

Demonstragcdo. Prova por indugdo na estrutura de s, que induz uma estrutura a t. Apresenta-
. . / ~

remos apenas a prova de um caso interessante, a dizer s = [a]s’. A demonstragdo completa

pode ser encontrada no Apéndice A, Lema A.9.
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o s=als

Nesse caso, Y+ 7 A [a]s’, o que fornece

Y,(ci c3) AVar(s') - A (acy)-s, (2.1)

~ - A . ~ ~
onde ¢ € ¢; s3o nomes novos. Como por hipétese Y I [a]s’ X ¢, duas situagdes sdo

possiveis:
1. adltima regra aplicada foi (éa [a]) e forga-se t = [a]t’;
Com isso Y | [a]s’ éa [a]t" e, pela invertibilidade, Y - s’ éa t.
Observacdo 2.3. Se Y Fu éa v, entdo, por uma simples indug¢do nessa de-

rivagdo, temos que Var(u) = Var(v), para qualger contexto Y’ e quaisquer
u,v € T(Z,XA).

Pela propriedade de enfraquecimento (Prop. 2.2), Y, (c; ¢3) AVar(¢/) s éa t,
logo podemos usar o sequente em (2.1), a observagio acima — para trocar Var(s’)
por Var(t') — e a hipétese de indugdo para concluir que

Y,(c1 c2) AVar(t') A (acy)-t,

e usando a regra (Aabs) segue que Y - 7 A [a]t’.
2. adltima regra aplicada foi (éa ab) e forca-se t = [b]¢t';

Com isso Y I [a]s’ éa [b]t" e, pela invertibilidade, temos

Y+ g (ab) (2.2)
e Y,(c1 c2) AVar(¢') - (acy) At (2.3)

Queremos mostrar que Y I 7 A [b]¢’, mas para isso, precisamos primeiramente
mostrar que Y, (¢; ¢2) AVar(t') -7 A (bcy)-t.

De (2.2) e pela propriedade de enfraquecimento, temos

Y,(ci c3) AVar() s éa (ab)-t.

Note que Var(¢') = Var((a b)-t), pois (a b) -t' é apenas uma abreviagio e nio
interfere no conjunto de varidveis de . Com isso, podemos usar o sequente

em (2.1), a obs. 2.3 — para trocar Var(s') por Var(t') — e a hipétese de indugdo

para obter Y, (cy ¢2) AVar () 7 A (acy)-((ab)-t'), ou equivalentemente por
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equivariancia (Lema 2.3),

Y, (c| ¢z) AVar(f) - gl v a) x ¢ (2.4)
Observe que, pelo Lema A.4, temos

dom(71 )y C dom(x® V(1 U Udom((a c1)),

e com (2.3) e (2.4) podemos usar o Lema A.8 para concluir que Y, (¢; ¢3) A Var(¢')
c1 b)

71 b) 11" o que equivale a Y, (c1 ¢2) AVar(f') - w A (b ey) -, como querfamos.

O resultado segue ao aplicar a regra (A abs).

]

O resultado que segue é um caso de fortalecimento do contexto para quando se tem uma
restri¢cdo primitiva cuja permutacao contém apenas dtomos que nao ocorrem no restante do
sequente.

Lema 2.5. Suponha que ¢ e ¢; sejam dtomos que ndo ocorrem em Y, 7T, s € £. Assim,

(i) Y,(c1 c2) AVar(t) - m At se, e somente se, Y =T At; e

. A A
(ii) Y,(c1 c2) AVar(s,t) Fs~qt se, e somente se, L -5 1.
Demonstrag¢do. A demonstracdo pode ser encontrada no Apéndice A, Lema A.10. 0

O proximo resultado, comentado ao introduzir o capitulo, mostra a propriedade de
corregdo para a relacdo de ponto fixo, a qual afirma que a relacdo A € de fato uma relacdo de
ponto fixo para termos nominais.

Teorema 2.1 (Correcdo). Sejam Y, e t um contexto de ponto fixo, uma permutagdo e um
. ) - A

termo nominal, respectivamente. Entdo Y - 7 A ¢ se, e somente se, Y = -1 = t.

Demonstragdo. Como de costume, a prova nas duas dire¢des € por induc¢ao na estrutura de 7.

(Base da inducao)

e t=a

Nesse caso, por um lado, temos que Y - 7 A a, e a dltima e Unica regra aplicdvel
nessa derivagdo é (Aa), logo 7(a) = a. Com isso, podemos usar a regra (éa a) para
deduzirque Y F7-a éa a. Por outro lado, suponhaque Y -7 -a éa a seja derivavel.
Mas isso s6 acontece quando 7 -a = a, isto é, w(a) = a. Assim, usando a regra (Aa),

concluimos que Y = 7 A a, e o resultado segue.



22 Sintaxe Nominal via Ponto Fixo

L — p- X
Nesse caso, observe que pela invertibilidade das regras,

YHmAp-X se, esomente se, dom(npfl) C dom(perm(Y|x))

se, e somente se, dom(p ' omop) C dom(perm(Y|x))
se, e somente se, Ik (mop)-X éa p-X

se, e somente se, Ik 7m-(p-X) éa p-X
Com isso o resultado segue.
(Passo indutivo)
ot =1(t1,...,tn)
Nesse caso, temos como hipétese de inducgao que,
paratodo 1 <i<n, Y7’ At;se, e somentese Y \-7'-t; éa f. (HL1)
Observe que usando novamente a invertibilidade das regras, temos

YEmAf(ty,...,t,) se,esomentese, YHmwAt, paracadal <i<n

(HL1) R .
se, e somente se, I FT-t;~qyt;, paracadal <i<n

se, e somente se, YHf(m-tq,...,7w 1) éa f(t1,... 1)

A
se, e somente se, Y Emw-f(ty,....t,) =g f(t1,...,tn)
E com isso o resultado segue.

ot =|alt

Nesse caso, a hipdtese de indugdo € que
A
Y 7' &t se e somentese, Y -1t =gt (HL.2)

— caso n(a) = a:
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/

Queremos provar que Y 7 A [a]t’ se, e somente se, Y - [a]7 -t X [a]t’. Observe

que:

YH7rAla)t' se, esomentese, Y, (cjc2)AVar(t)FmA(acy) -t

N J/

Y

(HL.2) , A ,
se,esomentese, L' F7m-((acy)-t') =g (acy)-t

Lema A.1
se, e somente se, Y'F((n(a)cy)om)-t' éa (acy)-t

A
se, e somente se, Y F ((aci)om)-t' =g (acy) -t
Lema 2.3 , ;A ’
se,esomentese, V' Fm-t =gt
onde ¢ € ¢» S40 nOmMeS NOVos.

. ) A

Com isso, por um lado, usamos o Lema 2.5 para concluir que YF 7t o ¢/, 0
o A

que implica Y+ [a|7 -’ =¢ [a]t’.

Por outro lado, se Y F [a]|7 -1’ éa [a]t', usamos a propriedade de enfraqueci-

mento (Proposi¢io 2.2) para obter Y, (c1 ¢2) A Var(¢') - [a]7 - ¢/ éa [d]t’, o que,

. o A o
pela inversdo, implica Y, (¢; ¢2) A Var(¢') - -1’ =4 t', e pelo raciocinio acima,
Y+ 7 A [a]t’. E assim concluimos o que querfamos.

— caso 7(a) = b:

/ /

Queremos provar que Y - 7 A [a]t’ se, e somente se, Y+ [b] 7 -t éa [a]t’.

Por um lado, supondo que Y I~ 7 A [a]t’, precisamos mostrar que

Y7 R (ba)fe
Y, (cy c2) AVar(t') - (b cy) At

Observe que:

YH7xAla)t' se, esomentese, Y, (cjc2)AVar(t)FmA(acy) -t

N J/

T
(HL.2)
se, e somente se, Y F7-((acy)-t) éa (acy)-t
Lema A.1

se, e somente se, Y F ((n(a)cy)om)-t’ éa (acy)-t

se, e somente se, Y’ ((bcy)om) 1 R (acy)-t
Lema 2.3 , ;A '
se, e somente se, Yk ((cia)o(bci)om) -t =gt
(HL2) ;
Y+ (

se, e somente se, cia)o(bci)om At
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onde ¢ e ¢; sd0 nomes novos. Note que escrevendo Y= (¢; a) o (b ¢1) o, temos
que {b,c1} C dom(y), ja que y(b) # b e y(c1) # c1. Logo, pelo Lema A.8,

Y, (ci c2) AVar(t') = (b cy) At

Agora, tomando p = (a b) o, vemos também que dom(p) C dom(7), basta
analisar os dominios de p e y e notar que

dom(p) = dom(m)\ {a} ¢ don(y) = (dom(x) U{c1})\ {a}.

E, novamente pelo Lema A.8, temos que Y, (c1 ¢2) AVar(¢/) - (ab)omw A1, 0
que, por (HI.2) e pela equivariancia, implica

L 2.5
Y,(ci c2) AVar(t') -t éa (ba)-t' se, e somente se, Y- -7 éa (ba)-t.

!/ /

Logo, podemos usar a regra (éa ab) para concluir que Y I [b]7 - ¢ éa a]t’.

Por outro lado, supondo que Y + [b]x -1’ éa [a]t/, precisamos mostrar que
Y, (c1 ¢2) AVar(t) 7w A (acy)-t.

Pela invertibilidade da regra (éa ab) e pela propriedade de enfraquecimento e

de equivariancia, temos que

Y,(c1 ca) AVar(f) = (bcy) At (2.5)

eY,(c; c2) AVar(t)F ((ab)om) -t éa t', 0 que implica por (HI.2) que

Y,(c1 c2) AVar(f') - (ab)om At (2.6)
Assim, usando o Lema A.5, temos que

dom(7!1 9) C dom((a b) o ) Udom((b c1)),

e pelo Lema A.8, obtemos Y, (c| ¢2) A Var(') - 1“1 9 4 ¢, que por equivaridncia

implica Y, (c; ¢3) AVar(t') - A (a ¢;) -/, como querfamos. Por fim, basta

aplicar a regra (Aabs) para concluir que Y F 7t A [a]t’, e o resultado segue.

]

Proposiciio 2.3 (Preservacio por substituicdo). Sejam Y e Y’ contextos e suponha que
Y+ Y'o. Entio,
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() seY'FmAs,entdio Y+ 7 A so; e
.. A - A
(i) se Y Fs~qt, entdo Y F 50 ~q t0.
Demonstracdo. A demonstragcdo pode ser encontrada no Apéndice A, Proposicdo A.3. [

Exemplo 2.4. Mostramos no Exemplo 2.2, item 3, que Y' I (a d) A [a]h(a,c,X) é derivdvel,
onde Y = {(ab),(cd) AX}. Tome 6 = [X + (d e)-Z] esejaY = {(ac),(be) A Z}. Note
que:

* como dom((a b)(d e)) = {a,b} C dom(perm(Y|z)), vale Y+ (ab) A (de)-Z;e
* como dom((c d)(d e)) = {c,e} C dom(perm(Y|z)), também vale Y - (cd) A (d e) - Z.

Ou seja, Y +Y'o. Observe que ([a]h(a,c,X))o = [alh(a,c,(d €)-Z). Logo, pela propriedade
de Preservagdo por substitui¢do, temos que Y - (a d) A [a]h(a,c,(d e) - Z).

A partir dos dois mapeamentos apresentados na introdugdo, em (1.2) e (1.3), Ayala-
Rincén et al. [AFN20] mostram que as relacdes de a-equivaléncia axiomatizadas via ponto
fixo e a tradicional (via freshness [GP02]) sdo equivalentes. E ja que Urban et al. [UPG04]
mostram que a relacdo nessa ultima abordagem € uma relacdo de equivaléncia, entdo éa

também o €.

~ A ~ e Al
Teorema 2.2. A relacdo ~ € uma relacio de equivaléncia.

2.4 O Suporte de um Termo Nominal

Definiremos a seguir o conceito de suporte de um termo nominal que faz uso da nocao de
termos sob contexto': um par (Y, s), formado por um contexto de ponto fixo Y e um termo
nominal s, para o qual usamos a notacao I - s. De maneira breve, o suporte de um termo ¢
sob contexto Y € o menor conjunto finito de 4tomos tal que se uma permutagdo 7 fixar cada

um de seus elementos, o sequente Y - 7 A ¢ € derivdvel.

Definicao 2.9. Seja Y - um termo sob contexto. O suporte de t com relagdo a Y, denotado

por suppy(7), € o menor conjunto finito A de dtomos tal que, para qualquer permutagao 7,
(m(a) =a,VacA)=YFmAt.

Com o préximo exemplo, vamos investigar o suporte do termo em contexto 1 - X.

'do inglés ‘terms-in-context’
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Exemplo 2.5. Seja Y = {(d| d2) A X, (d| d3) A X} e considere um subconjunto finito P C
A\ {d;,d,,d;}. Observe que toda permutagdo 7 tal que w(a) = a, para todo a € P, deve ter
a propriedade de que dom(7w) C {d;,d>,ds3}, ja que

YHrmAX, sedom(w) C dom(perm(Y|x)) = {di,d>,d3}.

Por defini¢do, suppy(X) deve ser o menor conjunto que satisfaz tal propriedade, entdo
suppy(X) C P. Além disso, observe também que vale dom(7) N suppy(X) = 0.

Teorema 2.3 (Caracterizacio do suporte de um termo).

(i) suppy(a) = {a}.

(ii) suppy(p-X) C A\ dom(perm(Y|x))

(iii) suppy(f(t1,...,t)) = | suppy(t:).
=1

(iv) suppy([b]t) = suppy(?) \ {b}-

Demonstragcdo. A prova deste teorema € exaustiva e pode ser encontrada no Apéndice A,
Secdo A.3: Lema A.11, Lema A.12 e Lema A.14. L]

A seguir ilustraremos a caracteriza¢do do suporte de um termo com alguns exemplos:

Exemplo 2.6. Seja Y = {(c ¢2) A X,(c1 ¢3) AX}. Vamos analisar suppy([b]X):

Pelo Teorema 2.3 temos que suppy([p]X) C A\ (dom(perm(Y|x))U{b}) = A\{c1,c2,c3,b}.
De fato, considere a permutagio 7 tal que dom(7) C dom(perm(Y|x))U{b}. Note que

mt(a) = a para todo a € A\ {cy,cz,c¢3,b}. Além disso, Y - 7 A [b]X pois, para by,b; €

A\{cy,c2,¢3,b}, vale Y, (b by) A X F 71 A (b by)-X. De fato,

* se b ¢ dom(m) entdo:
dom(7'? V) = dom(7r) C dom(perm(Y|x)) C dom(perm(Y|x)) U{by,bs}
* se b € dom(m) entdo:

dom(xr? 21)) Lema A3 dom(m) \ {p}U{b;} C dom(perm(Y|x)) U{b1,bs}

e o resultado segue.
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Exemplo 2.7. Seja Y = {(Cl Cz) AX, (61 63) AX}.

Entdo suppy(b) = {b} e suppy(c1) = {c1}. De fato, para todo 7, tal que 7(b) = b, vale
Y F 7 A b, e similarmente, para Y = 7 A c;.

Portanto, suppy(f(b,c1)) = {b,c1} = suppy(c1) U suppy(d).

Exemplo 2.8. Seja Y = {(c ¢2) A X,(c1 ¢3) A X}
Note que suppy(ci) = {c1} e pelo Teorema 2.3 temos que suppy(X) C A\ {c1,¢c2,¢3}.
De fato, para todo 7 tal que dom(7r) C dom(perm(Y|x)) \ {c1}, vale que m(a) = a para
todoa € A\ {c2,c3}. Além disso, Y F 7w A f(c,X) uma vez que:

e TH (Cz C3) A c1, pois (Cz 63)(61) =cC1;€
* Y+ (c3¢3) A X, pois {c2,c3} € dom(perm(Y|x)).
Logo, suppy(f(c1,X)) C A\ dom(perm(Y|x))U{ci}.

Finalmente, conseguimos estabelecer uma relacdo entre o suporte de um termo e a

derivabilidade de restri¢des de igualdade e ponto fixo.
Teorema 2.4.

(i) SeYFs Qa t entdo suppy(s) = suppy ()

(ii) YF & At se, e somente se, dom(7) N suppy (1) = 0.

Demonstragdo. A prova deste teorema encontra-se no Apéndice A, Teorema A.1. 0






Capitulo 3
Unificacao Nominal via Ponto Fixo

Introduzida e desenvolvida por Ayala-Rincén et al. [AFN20], a Unificagdo Nominal via ponto

~ A .
fixo, baseada nas relagdes ~ € A apresentadas anteriormente, trata de resolver o problema
?

da satisfatibilidade de restri¢des do tipo s 2 ;X t e m A’t. Mais especificamente, dados os
termos 5,7 € T(X,X,A) e uma permutagio 7, o problema consiste em verificar se existem
um contexto ¢ e uma substitui¢do ¢ para os quais valem @ - so Qa toce®PrmAto.

Neste capitulo, discorremos acerca desse tema apresentando as defini¢cdes e resultados
necessdarios para a constru¢do do algoritmo unif , (Tabela 3.1), que computa uma solugdo
para um problema de unificagdo nominal via ponto fixo. Mostraremos que o algoritmo é
terminante (Teorema 3.1), preserva solucdes (Lema 3.4) e € correto (Teoremas 3.2 e 3.3).
A utilizacdo desse procedimento serd importante para alcancar o objetivo principal deste
trabalho, que serd discutido no préximo capitulo.

Vale ressaltar que apesar deste capitulo ser baseado em partes do trabalho desenvolvido
por Ayala-Rincén et al. em [AFN20], foram acrescentados novos exemplos, algumas defini-
coes foram ajustadas e as provas dos resultados comuns a ambos foram refeitas retirando-se
o quantificador V. Além disso, a dltima secao sobre emparelhamento sob contexto é uma
reformulacdo inédita que foi necessdria para se ter um tratamento adequado quando nomes

novos sao considerados.

3.1 Definicoes Basicas

Introduzimos nesta se¢d@o as defini¢des formais de um problema de unificacdo nominal e suas
solucdes, bem como a ordem parcial que as compara e que possibilita definir uma solugdo

principal ou mais geral para um problema.



30 Unificagdo Nominal via Ponto Fixo

Definicao 3.1. Um problema de unificagdo nominal Pr é um conjunto finito de restri¢des de
9

. A .
igualdade e de ponto fixo da formas~,te T A, respectivamente.

Na sequéncia de todo o capitulo, a menos que seja dito o contrdrio, um “problema Pr” se

refere a um “problema de unificagdo nominal Pr”” como definido acima.

Defini¢do 3.2. Uma solugdo para um problema Pr é um par (®, 6) onde sdo satisfeitas as

seguintes condigdes:

(i) &+ mAto,se 7rA7t€Pr,

.. A A7
(i) P50~y to,ses~,t € Pr,

e o conjunto de solugdes para Pr é denotado por U (Pr).

Notacao:

1. Quando for conveniente, escreveremos ® - Pro para dizer que PH T Atc e
2

A A
b+ 50 ~q to, para todo Vtes R, temPr.
2. Sejam ¢ e ¢’ duas substitui¢des. Escrevemos

A
dFoxyq0

para dizer que ® - X o g X0, para todo X € X.

As solugdes de um problema Pr, elementos do conjunto U/ (Pr), podem ser comparadas

utilizando a ordem de instanciacdo definida a seguir:

Definicao 3.3 (Ordem de instanciacdo). Sejam ®;, &, contextos e 07,0, substituicdes.
Dizemos que (®,, 6,) é uma instdncia de (P, 01), e denotamos (P, 01) < (P;, 6,), quando
existe alguma substitui¢ao o tal que

CDQ F 0> éa 615 (S (I)2 H @15.

Se quisermos explicitar a substitui¢do 9, escrevemos (D1, 07) S (P2, 02). Além disso, no
caso em que (@1, 07) < (P, 00) e (P, 00) < (P, 01), dizemos que sdo pares equivalentes
e escrevemos (P, 01) ~ (Py, 07).

A ordem de instanciac¢do € de fato uma ordem parcial (i.e, é reflexiva, transitiva) no

conjunto de solu¢des de um problema Pr.
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Lema 3.1. A relagdo < define uma ordem parcial entre os elementos de U (Pr).
Demonstragdo. De fato, < satisfaz as propriedades:

1. Reflexividade:

Basta notar que para todo par (®, o) vale: (®,0) <iq (®,0).

2. Transitividade:

Suponha que <CI)1,61> 551 <(132,62> e <CI)2,62> ng <(I33,G3>. Entao

* (132 H (62 éa 6151 (S CI)Z H @151; €

b @3 F 03 éoc 6262 c (I)3 |—CI)262.
Tome 0 = §;6,. Como @3+ P, e P, - P 9;, segue da preservabilidade por
substitui¢cdes (Proposicao 2.3) que @3 F P 9; 9, isto é, D3 - D 6.

. . A . c .
Além disso, como ®; - 0, ~ 010, ainda pela Proposi¢do 2.3, podemos concluir que
)\ )\ Zz ~ M A . .-, . .
D3+ 028, ~¢ 01010;. Como =, é relagdo de equivaléncia, segue da transitividade,
X L
que 3 F 03 ~¢ 0100y, isto é,

A
(O2 F O3 ¢ 616.

Logo (®1,01) Ss (P3,03).

9

Exemplo 3.1. Considere o problema de unificagdo Pr = {g(f ¥) éa gX}.
Se 61 = [X — f Y], é facil ver que o par (0, 01) é uma solucdo para Pr, jd que

0k (g(f Y))o1 R (g X)01.

Observe que se tomarmos 6, = [X — f X, Y — X|, entdo o par (0,0,) € instincia de
(0,01) por 6 =[Y — X|, isto é, (0,01) g (0,07).
Além disso, (0, 02) € solugdo para Pr.

Defini¢ao 3.4. Um par (®, o) € dito ser uma solugdo mais geral (smg) para um problema Pr
quando é um menor elemento de I/ (Pr) com respeito a <, isto é, para todo (®', ') € U(Pr),
(@,0) S (¥,0").

Problemas de unificagdo sdo fechados por instanciagdo, isto €, toda instancia de uma

solucdo também € uma solug@o. O préximo lema retrata examente essa propriedade.



32 Unificagdo Nominal via Ponto Fixo

Lema 3.2 (Fechamento por Instanciacdo). Seja Pr um problema de unificacdo nominal e
tome (P, 0) € U(Pr). Se (P,0) < (A L), entdo (A, A) € U(Pr).

Demonstragdo. De fato, como (®, o) € U (Pr), entdo ® - Pro. Agora suponha que (P, o) S5
(A,A), ou seja,
AFARG 08 ¢ AF DS

Com isso e pela Preservabilidade por substitui¢des (Proposi¢do 2.3), segue que A+ PrA,
logo, (A,A) € U(Pr). O

3.2 O Algoritmo unif

A Tabela 3.1 a seguir apresenta as Regras de Simplificagdo para problemas de unificagao
nominal, as quais sdo uma extensao das tradicionais regras de Martelli e Montanari para
unificacdo de primeira ordem [BN98] com adi¢des de regras para o tratamento de restri-
¢coes de ponto fixo e construtores de termos nominais, proprios da abordagem usada no
presente trabalho. Elas permitem o desenvolvimento do algoritmo que chamamos de unif
fornecendo, cada uma, um passo do procedimento.

Essas regras agem em problemas de unifica¢io transformando-os em outros “mais sim-
ples”, ora retirando restricdes ora adicionando restricdes cujos termos envolvidos possuem
uma estrutura simplificada, caracteristica que € usufruida pela prova de terminagao (veja
Lema 3.1), pois diminui o “tamanho de restrigdes”. Os conceitos formais de problemas “mais

simples” e “tamanho de restricdes” serdo estabelecidos mais adiante.

Notacao:
Para abreviar tuplas (1, .. .,t,) escrevemos (7),, € para um termo ¢, usamos a notagao
m A?Var(r) ;= {m A\’ X | X € Var(r)}. Além disso, usamos o simbolo & para indicar

uma unido disjunta e para um problema Pr e uma substitui¢do o, escrevemos Pro
9 9

. PN AS
para representar o conjunto {7 A’ 16, s X, 16 | w A 1,5 =, t € Pr}.
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~~ N N /N o~ N/~~~

- - X W= X N R

Aa) Pri{mA’a} = Pr, se w(a)=a
Af) Priv{n A’ f(1),} =Pru{mA’n,...,xA',}
Aabs) Priv{m A’ [a]t} — Pr U{r A" (aci)-1,(c| c2) A?Var(r)}

Avar) prv{nA’n-X} = Pru{n®™ " A’X}, sen #1Id
?

adel) Prw{r éa t} — Pr

9 9

AT~ A A?
Pri{f(t), =g f(t')n} = PrU{ti Ry 1], - sta g 1o}
? ?

Q
>

wabsl) Prw{lar &y, [} = Pru{ra, '}

? ?
éa [b]t} = PrU{s éa (ab)-t,(ac)) X’t, (c1 c2) A?Var(r)}
wvar) Prw{m-X A, -X} = Pr U{(x) 'om A’X}, sen £

?
oinstl) Prw{m-X éa t} == Pro, se X ¢ Var(t), onde 6 = [X +— 717! -1
?

o abs2) Prw{[a]s

o inst2) Prw{r éa T-X} == Pro, se X ¢ Var(r), onde 6 = [X — ! 4]

Tabela 3.1 Regras de Simplificagdo de Problemas. Em (Aabs) e (Qa abs2), ¢y e ¢y sdo
nomes atdmicos novos quaisquer com relagdo a Pr.

A A . .
Observe que, com excecdo de (R instl) e (¢ inst2) chamadas de regras de instanci-

agdo,

a simplificacdo consiste basicamente na aplicacdo de baixo para cima das regras de

derivacdo presentes nas Tabelas 2.1 e 2.2. Abaixo descrevemos com detalhes as regras mais

interessantes:

Quando identificamos uma restricio de ponto fixo do tipo 7« A’ la]t, aplicamos a

regra (Aabs) que consiste em remové-la do problema, porém, conservando as outras

o~ P . . 2
restricdes que 14 haviam e as unindo com {T A" (a ¢1) ¢, (c1 ¢3) A?Var(¢)}, um
conjunto de restricdes cujos termos sao estruturalmente mais simples que a abstracao
presente anteriormente e que pede uma verificacdo de que o &tomo a nao ocorra livre

em t, fazendo uso de d&tomos c; e ¢, que sdo novos com relacdo ao problema;

A regra (Avar) é aplicada quando se tem uma restri¢do de ponto fixo 7 A Xe
n' # 1d, e como consequéncia da aplicagio, ela é removida do problema e acrescenta-
se a restri¢do de ponto fixo primitiva 2™ XX no lugar. Observe que a condic¢ao
n’ # 1d garante que a regra nio ocasione um loop no procedimento, ji que evita que
possa ser aplicada novamente a mesma regra em restri¢des primitivas;

Caso seja identificada uma restricao de igualdade envolvendo dois termos com a
2

. A . A
abstracdo de dtomos distintos como [a]s =~ [b]t, aplicamos a regra (~y abs2), que
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N
.~ Al
a remove do problema e une as restricdes restantes com {s <, (a b) -1, (a c1) A’ 1,

(c1 ¢2) A?Var(r)}, um conjunto semelhante aquele visto na primeira regra descrita
acima, mas nesse caso pede a verificacdo de uma «-equivaléncia entre s e a troca de b

por a (e vice-versa) em ¢, € também de que a ndo ocorra livre em ¢;

* Por fim, as regras (éa instl) e (éa inst2) sdo aplicadas ao ser identificada uma
restri¢ao de igualdade na qual um dos lados seja uma varidvel suspensa. Em seguida,
como efeito da aplicacao, essa restri¢do € retirada do problema bem como a varidvel
em questdo, que € instanciada por ¢ nas restri¢des restantes. Porém, observe que hi

uma condi¢do prévia para se aplicar essas duas regras: que X ¢ Var(z). Isso evita uma
9

. . - - ; At . . ~ . ~
simplicac@o de uma restri¢do do tipo X ~,, f X que pode induzir uma ndo terminagao.

Observagdo 3.1. Originalmente em [AFN20], uma outra regra chamada (éa a), a qual retira
?

do problema restri¢des do tipo a & 'a a, aparece no lugar de (éa del), e a condigio 7w # 7’
em (éa var) ndo é considerada. Porém, escolhemos substitui-la no nosso procedimento
e também adicionar tal condic@o na regra sobre varidveis, afim de cobrir de maneira mais
eficiente a simplificagdo do problema

? ?

A A
{Xl %a X2, Xz %a Xl},

que apesar de simples pode ser tratado de duas maneiras diferentes, como discutimos a

seguir:

A . A p
1. Sem (= del) e sem a condigdo em (= var), terfamos que

? ?

A L7 (X)X A
(X1 Ry X0, Xomg X1} =7 {Xo Ry Xo} = ) {1a A7 X},

A
(Ra
ou
2 9

A L7 (XX A
(X1 Ry X0, Xomg X1} =" X Ry X1} = ) {1a A7X:},

(R

de maneira que nenhuma outra regra é aplicdvel, e uma tautologia seria deixada como

resto;
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: A - A . - .
2. Considerando (= del) e a condi¢do em (= var), isso ndo acontece, pois nesse caso

{X1 =y X2, Xo =y X1} =’ X2 =y X2} :>(éadel) 92

ou

? ?

{Xl R X2, X2 =, Xl} = {Xl ~a Xl} :>(é del) {}

Com a nossa escolha, também se evita a decomposicao desnecessdria de tautologias do tipo
? ? ?

A rA £ PA T4l

t =, t,comoemft x,ft ouldt =, [a]t.

Escrevemos Pr = Pr’ quando Pr’ é obtido a partir de Pr aplicando uma regra de
simplificagdo, e —= denota o fecho reflexivo-transitivo da relacdo =. Se Pr = vpPr'e
Pr’ & irredutivel, isto é, nenhuma regra pode ser aplicada, dizemos que Pr’ é uma forma
normal de Pr e escrevemos Pr’ = (Pr)ys. A seguir mostramos como a aplicagio das regras
da Tabela 3.1 operam em um dado problema de unificagao.

?
Exemplo 3.2. Considere o problema Pr = {(a c) A’ X, (b¢) A’Y, [a]g(a,X) éa [blg(b,Y)}.
Entao,

?

Pr :>(é bs2) {(ac) A’X, (be) MY, gla,X) =y gla,(ab)-Y), (ac)) A g(b,Y), (c1 c2) XY}  (Pry
aabs ) )

=40 {(ac) \"X, (be) \'Y, arya, X éa (ab)-Y, (ac) A g(b,Y), (c; c2) A7 Y} (Pr,
?

:><£ del) {(ac) A7 X, (bc)A?Y,Xéa (ab)-Y, (ac)) X' gb,Y), (c1 c2) 'Y} (Pr3
ade 9

= (1f) {(ac) A’ X, (bc)A?Y,Xéa (ab)-Y, (ac)) X’b, (ac)) K'Y, (c1 ) A7 Y} (Pry4
?

= (1a) {(ac) A’X, (be) Y, X éa (ab)-Y, (ac)) K'Y, (c1 ) A7V} (Prs

= {(ac) A’ (ab)-Y, (bc) \'Y, (aci) X'Y, (c1 c2) A Y},onde 6 = [X — (ab)-Y] (Prg

= (Jvar) {(be) XY, (ac)) XY, (c1c2) MY} (Pry

No tltimo passo a restri¢io (a ¢) A’ (a b) - Y foi reduzida para (b ¢) A’ Y, onde (b ¢) é o
resultado da conjugac@o (a c)(b ). Como ndo hd mais regras aplicdveis apds esse passo,
Pr' = {(bc) XY, (ac)) \'Y, (¢) ¢2) A7 Y} é uma forma normal de Pr.

3.2.1 Terminacao e Confluéncia de —-

As regras de simplificacdo apresentam duas caracteristicas que sdo essenciais para sua
terminacgdo: elas podem diminuir o nimero de varidveis distintas do problema ou manté-lo e,
nesse caso, reduzir o tamanho de restri¢cdes ndo-primitivas. A seguir, definimos o tamanho

de um termo nominal e de uma restricdo qualquer.
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Definicao 3.5.

(i) O tamanho de um termo t € T(X,X,A), denotado por |¢|, é definido indutivamente por:

jal =1 7-X| =1 |72 = ]
|[alt| =1+ | (1, 1) = 10| - [

(i) O tamanho de uma restrigdo € dado por:

%
mA e =t e |smgtl=s|+r]

Para provar a terminacdo de =, definimos uma medida para o tamanho de um problema
Pr como sendo [Pr| = (n,M), onde n é o niimero de varidveis distintas usadas em Pr e M
¢ o multiconjunto dos tamanhos das restri¢cdes de igualdade e restricdes ndo-primitivas de
ponto fixo ocorrendo em Pr. Além disso, comparamos a medida de dois problemas usando
a ordem denotada por >, que consiste na combinacao lexicogréfica da ordem usual dos

naturais (>) e sua extensdo para multiconjuntos (> ;).

Exemplo 3.3. Para ilustrar a medida definida acima, vamos voltar ao Exemplo 3.2 e analisar

a medida dos problemas em cada passo da simplificacdo: Pr = Pr| —> ... = Pry,
?

onde Pr = {(a ¢) A’ X, (b c) XY, [d]g(a,X) éa [blg(b,Y)} e os problemas indexados

correspondem aqueles ali expostos respeitando a ordem em que aparecem. Assim, temos

[Pr] = (2,{8}) [Pra] = (2,{2,1})
[Pri] = (2,{6,3}) [Prs] = (2,{2})
[Pro] = (2,{2,2,3}) [Pre] = (1,{1})

( [Pr7] = (

[PI‘3] = (2, {27 3})

e portanto [Pr] >jey [Pri] >jex -+ >ex [Pr7].

Agora estamos prontos para mostrar a terminacdo de = e garantir que sempre € possivel

se chegar a uma forma normal de um problema.

Teorema 3.1 (Terminagdo). A relacdo —> € terminante, isto €, ndo existe cadeia infinita de
redu¢des =—> partindo de um problema Pr.

Demonstragcdo. A terminagdo da relacdo segue do fato de que a medida definida acima é
estritamente decrescente com respeito a ordem >,,,. Com efeito, quando Pr —> Pr’,ouo

numero de varidveis distintas diminui caso tenha sido aplicada uma regra de instanciacdo, ou



3.2 O Algoritmo unif 37

ele se mantém o mesmo enquanto que restricdes de Pr sdo substiuidas em Pr’ por outras de
menor tamanho, no caso em que as regras restantes sio usadas. Assim, [Pr] >, [Pr'] e com
isso ndo € possivel haver uma cadeia infinita de reducdes descendentes.

Apresentamos alguns casos abaixo, onde consideramos My como o multiconjunto dos
tamanhos das restricdes de igualdade e restrigcdes nao-primitivas de ponto fixo ocorrendo em

Prg. Os casos restantes sao andlogos.
* Se Pr == ()4 Pr’, entdo

[Pr] = [ProW{m A" n'-X}] = ([Var(Pr)|, MoU{1}) e
[Pr] = [Prou{n(”/)fl A?X}} = (]Var(Pr/)|, Mo),

onde 7’ # Id. Como essa regra nio tem efeito sobre o niimero de varidveis distintas em
Pr, segue que |Var(Pr)| = |Var(Pr’)|. Porém, MyU {1} >, Mo, logo [Pr] >, [PT'].

e Se Pr — Pr’, entio
(Rqabs2)

[Pr] = [ProW{[a]s é; [b]r}] = (JVar(Pr)|, MoU{2+|s|+t[}) e

[Pr] = [Pro U{s éa (ab)-t,(acy) A, (c1 ¢2) A?Var(t)}}

(|[var(pr')|, MoU{|s|+¢|, [t|}) . sePr’ for uma unido disjunta
(|var(Pr')|, MoU{|s| + |¢t]}) ,se (acy) At €Prg
B (|var(pr')|, MoU{|t]}) ,sesé?a (ab)-t €Prg
\ (|var(Pr’)|, M) , sesé; (ab)-t,(acy) L't €Prg

Essa regra também ndo afeta o nimero de varidveis distintas em Pr, entdo |Var(Pr)| =
[Var(Pr')|. Como MU {2+ |s| + [t|} >mu Mo U{|s| + [t], ||}, segue que [Pr] >y
[Pr'].

e SePr— , Pr/,entio

(Rginstl)

[Pr] = [ProW{m-X é; t}] = (|Var(Pr)|, MoU{1+11]}) e
[Pr'] = [Proo] = (]Var(Pr')], ﬁo),

onde X ¢ Var(t), 6 = [X — 1! -1] e My é o multiconjunto correspondente a Pryc.
Nesse caso, a varidvel X € instanciada por ¢ e ndo volta a ocorrer mais em Pr'. Logo,

|Var(Pr’)| = |Var(Pr)| — 1 e, com isso, segue que [Pr] >, [PT'].
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]

No Exemplo 3.2, poderiamos ter escolhido aplicar (éa inst2) ao invés de (éa instl),
usando a substitui¢do [Y — (b a) - X], o que ao final resultaria em uma forma normal distinta:
{(ac) A*X, (be)) A'X, (c1 ¢2) A7 X}, Isso mostra que a relagio = ndo é confluente.
Entretanto, sem o uso das regras de instanciagdo, todo problema possui uma tnica forma

normal.

Corolario 3.1 (Confluéncia). A relacio = definida pelas regras da Tabela 3.1 sem as regras

(éa instl) e (éa inst2) é confluente.

Demonstragdo. Suponha que Pr; <= Pr = Pr, sem o uso das regras de instanciagdo.
Basta observar a defini¢do das regras para concluir que, no caso em que foram usadas regras
que tratam de restri¢des de ponto fixo, ndo € possivel haver sobreposicio entre elas pois cada
uma corresponde a uma classe de termos distinta, portanto, hd confluéncia local. Agora, com
respeito aquelas que tratam de restricdes de igualdade, vemos que existe sobreposi¢do apenas
entre (éa del) e as regras (éa fe (éa abs1), porém, a confluéncia local ainda é mantida
pois trata-se de uma sobreposicao trivial.

(fragfo) {[alt 2 [at}
{t &a t} {t éa t}

(Bq del) R del)

{ } (Rq del) { } (R del)

Logo, como a relacio = € terminante, sua confluéncia segue diretamente do Lema de
Newman [BN98]: “se uma relac@o terminante € localmente confluente, entio ela € conflu-

ente”. O]

Apesar de conseguirmos a confluéncia apenas quando desconsideramos as regras de
instanciacdo, todo problema possui uma forma irredutivel e as solu¢cdes computadas por
unif , (Definicdo 3.8), quando existem, sdo equivalentes com relagdo a ordem de instanciagdo
< como veremos mais adiante (Teorema 3.2).

A seguir definimos o conceito de restricoes reduzidas que serd usado para caracterizar as

formas normais de um problema de unificacdo nominal.
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Definicao 3.6 (Restricoes reduzidas).

0
. . A . A . .
(1) Dizemos que uma restri¢do de igualdade s ~, t estd reduzida quando acontece um dos

seguintes casos:

0
. A
* s et sdo atomos distintos (e.g., a =, b);
0
. A
e s et sdo encabegados por simbolos de fungdo diferentes (e.g., f s’ =, g t');

* s et ndo sdo varidveis suspensas e t€ém construtores de termos distintos na raiz
? ?

A A
(e.g., [a]s =y ft'ouax,gt);
N
. . )\ .
* sersdotaisques =m-X e X € Var(r), ou vice-versa (e.g., X ~,, f X).

(i) Uma restricdo de ponto-fixo A’s esté reduzida quando € da forma 7 Kae n(a) #
a, ou T A’X. A primeira forma é dita inconsistente enquanto que a tltima é dita

consistente.

Definicao 3.7 (Caracterizagcdo de formas normais). Seja Pr um problema de unificagdo tal
que (Pr)ns = Pr'. Dizemos que Pr’ estd reduzido quando é composto apenas por restrigdes
reduzidas, e (Pr)ns é bem-sucedido quando Pr’ = 0 ou contém apenas restri¢des de ponto

fixo reduzidas consistentes; caso contrario, (Pr)ps falha.

Definicao 3.8 (Solugdes computadas). Se (Pr)n¢ falha ou contém restrigdes equacionais
reduzidas, dizemos que Pr € insoliivel; caso contrério, Pr é soliivel e a solugdo de (Pr)ys,
denotada por (Pr),;, é definida como sendo o par (®,5) composto pelo contexto de ponto
fixo ® = {m AX | A’ X € (Pr)ss} e pela substituicio ¢ = Id, caso ndo tenham sido
aplicadas regras de instanciacdo nos passos de simplificacdo, ou ¢ = o0 --- 0 0,, caso

tenham sido aplicadas n dessas regras, com as substitui¢des oy, ..., Oy.

Em suma, dado um problema Pr como entrada, o algoritmo unif , consiste em aplicar as
regras de simplicaficacdo até encontrar uma forma normal (Pr),s; se (Pr),¢ falha, o algortimo
retorna falha, e se (Pr),s é bem-sucedido, 0 mesmo retorna o par (Pr),;,. Lembrando que,
neste trabalho, substitui¢cdes sdo aplicadas a direita, (e.g., X[X — t] =1), assim a substitui¢ao
da solucdo € o resultado da composicao das substitui¢des, oriundas das regras (éa inst1) ou
(éa inst2), na ordem em que sdo aplicadas (e.g., 6 = 6] o - - - 0 G, se foram aplicadas regras
%, . ,%, nessa ordem, em meio aos passos de simplificacdo usados para atingir uma

forma normal). Abaixo, apresentamos uma descricdo em pseudo-algoritmo para unif ) :
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unif, (Pr) = enquanto existir Pr’ tal que Pr = Pr' fa¢a Pr := Pr’;
se Pr = (Pr)ys e (Pr),¢ € bem-sucedido entdo
retorna (Pr);,;;

se nao retorna falha.

Observagcdo 3.2. Vimos que a relagdo = ndo é confluente, portanto ndo se pode falar
s . *

em uma znica forma normal de um problema. Assim, quando Pr = Pr’ e escrevemos

Pr' = (Pr)n¢, queremos dizer que Pr’ é uma forma irredutivel de Pr, isto é, ndo ha mais

regras de simplificagcdo aplicaveis.

Exemplo 34. 1. Pr; = {[a][b]g(X,D) Q; [b]lalg(a,X)}

Pri = {[bla( X,b>é Blg(b,(ab) - X), (acr) X’ alg(a.X), (c1 ¢2) A*X}
= {wa,bA (ab)-X, (ac)) A’ [ag(a,X), (c1 c2) A" X}
e {bN a, (aci) A" dg(a,b), (c1 c2) A b}

= {b Na a, (ac) A g(c),b), (c1 c2) A7b}

\'J

\'}

= {bx Ry a} = (Pry)ms

/ ~ ~
onde ¢y, ¢ e ¢] sd0 4tomos novos.

Solucdo: nenhuma.

?

2. Pry = {[d|[b]g(X,b) % b][dlg(a,¥)}

*

Pr, = {XN() b, bN (ab)-Y, (acy) A [dlg(a,Y), (c1 c2) )\?Y}
XHb {bN (ab)-Y, (acy) X' [dg(a,Y), (c1 c2) Y}
[YZHg] {(a c1) A dlg(a,a), (e cz))\'a}
= {} = (Pro)us

onde c; € ¢y s40 4tomos Novos.

Solugdo: (0,[X +— b, Y — a]).
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9

3. Prs = {[allalg(a,f X) Ay [al[bla(b.Y), ¥ A £ 2}

dlg(af X) 2 [dPlg(6.7 2))
8(a.f X) o [tlg(b.f 2)}
= {gafx) Ry glaf(ab)-Z), (ac)) \'g(b,fZ), (c1 c2) A Z}
= {XRy(ab)-Z (ac)) K Z, (c1 ) A" Z}
PO o)A (ba)-X, (c1 e) AP (ba)-X)
== {(bcy) KX, (c1 ) A?X} = (Pr3)ns

Pry 25 (4]
]

— {[a

onde c; € ¢y s40 4tomos NOvos.

Solugdo: <{(b C)AZ, (c1c)) AZY[X > f (ba)-Z, Y r—>fZ]>.
Lema 3.3. Se (Pr),, = (P, 0) entdo dom(c) NVRan(o) = 0.

Demonstragdo. Por constru¢do temos que ¢ = O o - - - 0 0, onde supomos que foram apli-
cadas n regras de instanciagdo e, para cada 1 <i<n, 0; = [X; — t;] e X; € Var(Pr). Se
Pr = Pr’ == Pr’;, entdo X; ¢ adicionada a dom(o) de maneira que X; ¢ Var(z;) e todas
as suas ocorréncias em Pr’ sdo instanciadas por o;, logo X; ndo volta a aparecer em nenhuma

simplificagdo futura do problema. Com isso, temos que dom(c) = {X1,...,X,} e
n
X; ¢ | JVar(t;), paracadal < j<n. (3.1)
i=)
Além disso, por defini¢do VRan(o) = | Var(X;o). Analisando X;0, vemos que
X;€dom(o)

X0 =X;010---00y,
= (X;0;)0;110--- 00,

=1;0;410---00y.

Assim, para caracterizar Var(X;o), precisamos entender mais sobre Var(z;). Sabemos
por (3.1) que, para 1 < j <i, X; ¢ Var(t;), e com isso vemos que X; ¢ Var(X;o). Entdo
suponha que X; € Var(t;) para algum j € {i+1,...,n}. Nesse caso, escrevemos f; = 1;[X|]

para expressar €Sse fato e temos
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ti[Xj]Gi—H 0---00, = (tiGi—H O-~-OGj_1)[Xj]GjO---OGn

o
=h[]0js10---00,

=1,

onde usamos a notagdo #[X;] para dizer que X; ¢ Var(f), de modo que X; ¢ Var(%;), isto
¢, X ¢ Var(X;o). Portanto, com todo esse raciocinio, vemos que se ¥ € dom(o) NVar(s;),
entdo Y ¢ Var(X;o), para todo i € {1,...,n}. Como, pela prépria construgio de o,

n
VRan(o) C U Var(t),
i=1

concluimos, enfim, que dom(c) NVRan(o) = 0.
0

Defini¢do 3.9. Dizemos que (P, 0) € U(Pr) é uma solucdo idempotente para o problema
Pr quando vale ® - o éa co,isto é, P+ Xo éa Xoo, paratodo X € Var(Pr).

Observagdo 3.3. No exemplo 3.1, o par (0, 01) é uma solucdo idempotente, enquanto que
sua instancia (@, 02) ndo. Isso motiva o fato de ndo ser pedido idempoténcia & solu¢do de um
problema na Defini¢do 3.2, apesar do algoritmo unif , sempre computar uma solugdo que é
uma smg e idempotente quando bem-sucedido (Teorema 3.2).

3.2.2 Correcao do Algoritmo

A palavra corregdo é um traducio do termo em inglés correctness, que indica a qualidade
de ser correto, sem falhas, e usada para englobar os conceitos de solidez/robustez (do inglés
soundess), e completude (do inglés completeness). Portanto, dizemos que um algoritmo é
correto quando ele € sélido e completo. Nesta se¢ao, tratamos sobre a solidez e a completude

do algoritmo unif , isto é:

1. unif, é sélido/robusto: se o algoritmo for bem-sucedido a partir de um problema Pr
dado como entrada, entdo o que ele retorna como saida é, de fato, uma solu¢do para
Pr;

2. unif, é completo: se for dado como entrada um problema Pr que possua solucio,
entdo o algoritmo ndo falha (ou equivalentemente, se o algoritmo falha, entdo o

problema ndo possui solugdo).
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O lema a seguir mostra que unif , preserva as solu¢des durante todo o processo de

simplificagdo de problemas quando regras de instanciacdo ndo sao usadas.

Lema 3.4 (Preservabilidade). Seja Pr um problema de unificacdo tal que Pr —= Pr’ sem o
uso das regras (éa instl) e (ga inst2). Entdo U (Pr) = U(Pr’).

Demonstragdo. A prova serd feita por indugdo sobre o nimero de passos na simplificacao
Pr = Pr'.
(Base da inducio)

A base da indugdo corresponde ao caso em que Pr = pr/ , 0 que implica que Pr’' =Pre
o resultado segue trivialmente.
(Passo indutivo)

Agora vamos provar que o resultado vale para reducdes de comprimento n, isto €,

Pr == Pr’, tomando como hipétese de inducio que:
se Pr' =L Py entdo U(Pr") =U(Pr"). (HD)

Observe que podemos escrever Pr "~ pr — Pr’. Por HI, segue que U(Pr) =U(Pr) e
agora basta analisar a dltima regra aplicada.

1. A dltima regra aplicada foi (Aa).

Nesse caso
Pr =Prow{w A’a} = Pr’ = Pry,

onde 7(a) = a. Se tomarmos (®,0) € U(Pr), entdo (P, o) é solugdo para todas as
restri¢des de igualdade e de ponto fixo em Pr e, em particular, para todas aquelas
em Pry = Pr'. Logo, (®,0) € U(Pr'). A outra inclusio segue do fato de que, como
nt(a) = a, para qualquer par (®,0) temos @ - 7 A ac. Com isso, se (®,c) € U(Pr'),
entdo (®,0) € U(Pr), e portanto U (Pr) = U(Pr’).

2. A iltima regra aplicada foi (A f).

Nesse caso
Pr=ProW{m A f(t,---,1,)} = Pr’ =ProU{m A711,....,m A 1, }.
Note que pelo Lema da inversdo (Lema 2.2):

d+rmAf(yo, - ,1,0) se,esomentese, ®P+FmTAtO,...,TALC
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Com isso, se (®,0) € U(Pr), entdo (P, 0) € U(Pr') e vice-versa.

Logo U(Pr) =U(Pr'), e o resultado segue.

. A tltima regra aplicada foi (Aabs). Nesse caso

Pr=ProW{n A’ [a]t} = Pr' =ProU{m A’ (ac)-t,(c| c2) \?Var(r)},

onde c| e ¢y s30 nomes Novos.

Primeiro, vamos provar que U (Pr) C U (Pr’). Para isso, tome (®, c) € U(Pr). Entdo
(®, o) é solugdo para Pro e @ F 7 A [a]to. Pelo Lema da inversdo (Lema 2.2), temos

que

D, (c; cp) AVar(to)Fmw A (acy)-to. (3.2)

Como c; e ¢, sdo novos, dom((c] ¢3)) Nsuppg (1) = 0, logo, pelo Teorema 2.4, segue
que @ (¢] ¢) Ato e, em particular,

P (c) c2) AVar(to).

Entdo, denotando @ := ®U (¢| ¢3) A Var(to), temos que ® - @' .
Como @' I~ 7t A (a cy) - to por (3.2), segue da Proposi¢do 2.3 que @ - 7 A (a cy)-to.
Assim, (®,0) € U(Pr').

Segundo, para a inclusdo oposta, tome (®, o) € U (Pr'). Entdo, além de ser solugio
para Prg, (®,0) é tal que @+ (| c) AVar(to) e @7 A (acy)-to. Como ® C P/,
segue da Proposi¢do do enfraquecimento (Proposi¢do 2.2) que ®' - A (a cy)-to, e

usando a regra de derivagdo (Aabs) da Tabela 2.1 temos que
®F 7 Afajto.

Assim, (®, 6) € U(Pr) e, finalmente, podemos concluir que I/ (Pr) = U (Pr').

. A ultima regra aplicada foi (Avar).

Nesse caso
5= _ 5= 2 I 5= (71'/)71 9
Pr=ProW{n A'mw -X} = Pr' =ProU{m A'X},
onde 7’ # Id. Observe que, por equivariancia (Lema 2.3),

O+ -Xo sse dF 1) A Xo.
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Logo, se (®,0) € U(Pr), entdo (®,0) € U(Pr') e vice-versa. Portanto, U (Pr) =
U(Pr').

5. A dltima regra aplicada foi (éa del).

Nesse caso )

JE— JE— A ’ —
Pr =Prow{r~, t} = Pr = Pry.
Note que com uma simples indug@o na estrutura de z, € possivel derivar @ -t éa to,
para qualquer par (®,0). Assim, se (®,0) € U(Pr), entdo (P,0) € U(Pr') e vice-
versa. Logo, U (Pr) = U(Pr’).
6. A tltima regra aplicada foi (éa var).

Nesse caso

?
Pr=ProW{m-X Qa n' X} = Pr =Prou{(n) lom A7 X}.

Seja (®,0) € U(Pr). Entdo (P, o) é solugdo paraProe PH7-Xo Xo T Xo. Por
equivariancia (Lema 2.3), ® + (7r’)_1 ow-Xo éa X o, e pelo Teorema 2.1,

oF (r) loniXo.

Logo (®,0) € U(Pr').

Por outro lado, tome (®,0) € U(Pr’). Entdo, além de ser solugdo para Pry, o par
(®,0) étal que ® - (') ' o A X5. Pelo Teorema 2.1, &+ (7/) 'on-Xo éa Xo

e por equivariancia,
A
- Xore ' -Xo.

Assim, (®, 6) € U(Pr) e, portanto, U (Pr) = U(Pr').
As provas para os casos omitidos sao andlogas. [

A seguir, mostramos que as solucdes computadas por unif , sdo solu¢des do problema

de unificacdo dado como entrada, isto &, o algoritmo € sélido.

Teorema 3.2 (Solidez). Seja Pr um problema de unificacdo, e suponha que (Pr),,; = (P, o).
Entéo:

(i) (®,0) €U(Pr), e

(ii) (®,0) é uma smg idempotente de Pr.
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Demonstracdo. (i) Primeiro, observamos que (Pr),,; denota a solug¢do de (Pr),s (veja
Definigdo 3.8), isto é, (®,0) € U((Pr)n¢). Para mostrar que (Pr),, € U(Pr), con-
sidere a cadeia de reducdes Pr = (Pr)ns. Supondo que foram usadas n regras de
instanciac@o nessa cadeia, a prova serd feita por inducao sobre n.

(Base da inducio)

Nesse caso, n = 0, ou seja, ndo foram usadas regras de instanciacdo na cadeia de
redugdes mencionada. Pelo Lema da Preservabilidade (Lema 3.4), U (Pr) = U ((Pr)ns),
logo (Pr)s, € U(Pr).

(Passo indutivo)

Tomamos como hipétese de inducao que:

* . . ~
se Pr' = (Pr') s usando n — 1 regras de instanciagao,

(HL1)
entdo (Pr')y, € U(PTY'),

e vamos mostrar que o resultado vale para n.

Separamos a cadeia de redugOes do inicio da seguinte forma:
— O] —
Pr = Pr —& Pr; = (Pr)nt,

onde na redugdo Pr == Pr nio sdo usadas regras de instanciacgao, ZL¢o primeiro
uso, e em Pr; = (Pr)y¢ sdo usadas as n — 1 outras. Note que com essa construgio,
temos que (Pr|)ns = (Pr)ae, logo podemos escrever Pr; = (Pry)ys €, por (HL1),
segue que (PT) )y € U(PT}). Se Pr = Pr) usando (ga inst1) (com a outra regra é
andlogo), temos que

. 2! -
Pr:ProLﬂ{ﬂ'l ‘X1 Ry l‘]} e Pri =Prooy,

onde 6] = [X; — m ' -] e X; ¢ Var(t;). Assim, (Pr|)s = (®,6”), onde ¢ =
00+ 0 0y.
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Agora, basta mostrar que (Pr),,; = (P, 0) é uma solugdo para Pr, a qual por constru¢do
é tal que 6 = 0} 0--- 0 0y. Aplicando 6 em Pr, temos
- L7
Pro =ProoU{m -Xj0 =, 10}
)
N A
= Pr()GlG”U {7171 . (X161)6” Ry - (del)O'//}
_ A7
= PrlG//U{TL'] - X10 =, T 'XlG}.

Como (®, 6”) ¢ solugdo para Pry, temos que ® - Pr;6”, o que implica que ® I- Pryo.
Logo (Pr)s, € U(Pr), como queriamos. Como U (Pr) = U(Pr), pois na redugdo
Pr == Pr consideramos que nenhuma regra de instanciagio foi usada, temos que
(Pr)so1 € U(Pr) e o resultado do item (i) é, enfim, provado.

(i1) Como no item anterior, suponha que na cadeia de reducdes Pr = (Pr)ys tenham
sido usadas n regras de instancia¢do. A prova de que (Pr),, = (®,0) é uma smg
idempotente de Pr serd por indugado sobre n.

(Base da inducio)

Se n = 0, entdo nao foram usadas regras de instanciacdo na cadeia, logo o = Id.
Além disso, U (Pr) = U((Pr)ns). Assim, para qualquer (@', 6') € U(Pr) temos que
@+ dc’, jaque ®={nAX | TA'X € (Pr)ys}. Como & F Xo éa X1do' para
todo X, segue que (®,0) <o (@', 0') e (Pr)y, € uma smg de Pr. A sua idempoténcia
nesse caso segue trivialmente.

(Passo indutivo)

Vamos tomar como hipétese de indugdo que:

se Pr’ = (Pr')ns usando n— 1 regras de instanciagdo, (HL2)
entdo (Pr')y, é uma smg idempotente de Pr/, '

e vamos mostrar que o resultado vale para n. Novamente, separamos a cadeia de

redugdes como no item (i):
Pr == Pr =% Pr| = (Pr)q:.

Por um raciocinio andlogo ao feito ali, usamos a (HI.2) para obter que (®, 6”) é uma

smg idempotente de Pry, lembrando que 6" = 6, 0---0 0y,
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9

Agora, seja (®',0") € U(Pr) = U(Pr). Entdo, como 7 - X; éa t| € Pr, temos que
D'+ 7 - X0’ éa t16” e por equivariancia (Lema 2.3), ® - X; 6’ éa (X,01)0’. Como
Xro1 = Xy, para todo 2 < k < n, segue que:

'+ o' Xy 010, (33)
Com isso, e sabendo que Pry C Pr e Pr| = Pr(0j, temos que
@' +Proo’ implica @+ Pryo;o’ (por (3.3))
implica @' Pr;o’
Portanto, (&', 6') € U(Pr}), e assim, (®,0”) < (P, 07), isto é, existe & tal que

P DS e (3.4)
O+ o Ay a8, 3.5)

Note que, para todo i € {1,...,n}, temos que

' - X;01 Ny X;01  implica @ F X;610' R X;016"8  (por (3.5))
implica @ F X;0' 2 X;616"8  (por (3.3))
implica @' X;o’ éa X;00.

Logo, (®,0) < (®',0') e (Pr)y, é uma smg de Pr. A sua idempoténcia, dessa vez,
segue diretamente do Lema 3.3, o qual fornece que dom(c) NVRan(o) = 0 e com isso
é facil ver que (Xo)o = X0, para todo X € Var(Pr) e, portanto, ® - o éa cOo.

O

Exemplo 3.5 (Continuacdo do Exemplo 3.2.). Vimos que o problema

9

Pr—{(ac) \’X,(bc) \'Y, [alg(a,X) &y [blg(b,Y)}
possui duas formas normais distintas a depender da regra de instanciacao usada:
e Pr)l={(bc) 7Y, (ac)) A7V, (c1 ) A Y} e,
« Pr)2. ={(ac) \'X, (bc)) A'X, (c] ¢2) ' X}

e com isso obtemos duas solucdes computadas correspondentes:
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o (o)l = ({(B ) AY, (@er) LY, (1 2) AY] X > (ab) Y] )

(o o1

. (Pr)2, = <{(a &) AX, (ber) AX, (c1 c2) X}, [V = (ba) - X] >

.

~~ -~

P, (¢p]

O item (ii) do Teorema 3.2 nos permite concluir que (Pr)! , ~ (Pr)? . isto &, essas

solucdes sdo equivalentes. E, de fato, observe que ®; = ®,01 e P, = P10,. Com isso, €
facil ver que:

1. &+ D0y, e como

A A
O Xor =y X010p e Do Yoo ¢ Y010,
~— —— ~~ ~——

X X (b a)X (b a)-X
segue que (P1,01) So, (P2,02);

2. &+ dy0q, e como

A A
P - Xop ¢ X0r01 ¢ @Yo =q YOro0,
~— ——— ~— ——
(a b)Y (a b)Y Y Y

segue que ($2,02) Soy (P1,01)-

Logo, (Pr) o ~ (PT);

sol*

Enfim, apresentamos o Teorema da Completude, que vem mostrar que unif , é completo,

isto é, se o algoritmo falha, entdo o problema ndo possui solucao.

Teorema 3.3 (Completude). Seja Pr um problema de unificacio tal que Pr = Pr’. Se Pr’

contém restri¢cdes reduzidas de igualdade ou de ponto fixo inconsistentes, entdo U (Pr) = 0.

Demonstragcdo. Suponha, sem perda de generalidade, que Pr’ = (Pr),s. Nesse caso, ndo hé
mais regras que possam ser aplicadas, jd que as restricdes em Pr’ estdo reduzidas (Defini-
¢d0 3.6). Com isso, Pr’ = (Pr),¢ e falha, logo Pr € insoldvel e U (Pr) = 0. O

3.3 O Problema de Emparelhamento sob Contexto

A definicdo de emparelhamento (ou casamento) sob contexto, que é uma traducdo livre! da
expressao inglesa matching-in-context, faz uso de termos sob contexto do tipo W - s, que
apresentamos no capitulo anterior.

"Escolhemos a palavra “emparelhamento” pelo seu uso mais comum em traducdes para o portugués de
materiais sobre teoria de grafos.
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Intuitivamente, um problema de emparelhamento sob contexto trata de uma versao do
problema de unificagdo nominal, no qual apenas um lado (o direito, no nosso caso) das

restri¢cdes de igualdade pode ser instanciado. A defini¢do formal € dada a seguir.

Notacao:
Dado um contexto de ponto fixo Y, escrevemos Y’ para indicar o conjunto de restri¢des
{r ’X | mAX €Y}

Definicao 3.10. Um problema de emparelhamento sob contexto MPr é um par
(PEs)y=(YH1),

onde s e ¢ sdo termos sob contextos ¥ e Y, respectivamente. Uma solugdo para esse problema
de emparelhamento, caso exista, ¢ uma substitui¢do 9 tal que

9

. A
(1) <T?75 o t>sol = <1P/7 5>’
(i) ¥X - ¥, onde

e ¢:={cy,...,cn} € 0 conjunto finito de dtomos novos (possivelmente vazio)
gerados em (i);
o X :=Var(¥,¥) = {X1,....Xn};

L m [n—1n—i
lP’X :TL-H U U{(Cici—o—j)kxk} ;
k=1 \i=1 j=1

(iii) dom(d)NVar(¥,s)=0.

Note que, para encontrar a solu¢@o para um problema de emparelhamento sob contexto,
?

usamos o algoritmo unif, no problema de unificagio Pr = Y’ U {s éa t}. Com isso, é
possivel que sejam gerados dtomos novos com relacdo a Pr no processo de computar a
solugdo (¥, 8), de maneira que permutagdes em P’ possam menciona-los. Por esse motivo,
a fim de garantir que problemas de emparelhamento sob contexto soliveis na abordagem
via freshness [FGO7] assim também o sejam na abordagem via ponto fixo, adotada neste
trabalho, consideramos ¥eX no segundo item, uma extensao do contexto V.

Apesar de intimidadora, a unido de restricdes que adicionamos € apenas um jeito formal

de dizer que unimos a ¥ um conjunto de restri¢des primitivas (¢ d) A X, para cada par ¢,d € ¢
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e para cada X € X. Por exemplo, se ¢ = {c1,c2,¢3} € X = {X|,X2}, entdo
PAX =W {(c e2) A X1, (c1 ¢3) A X7, (c2 ¢3) A X1, (€1 €2) A X, (c1 ¢3) A X, (c2 ¢3) A Xa

Observe que esse conjunto adicionado retne uma série de tautologias, ja que c¢; foi
escolhido de tal forma que ele é novo para qualquer instancia de Xy, e s6 é considerado para
manter a coeréncia de solucdes com a abordagem que nos propomos a estender com este
trabalho.

Ja o item (iii) é a condi¢@o que garante que a aplicagdo da substitui¢do 6 afete apenas as
varidveis do lado direito das restricdes de igualdade. Ademais, quando existe uma solugao,

as trés condi¢des da defini¢do acima garantem que
A
YEY0 e Phs=qy10,

e, portanto, (¥,8) € U(Pr). Segundo Fernandez e Gabbay [FG07], podemos entender a

solugdo para (¥ I s)~(Y I ) como sendo uma substituicdo mais geral 6 tal que o par
9

(¥, §) soluciona Y, s ~ » | sem instanciar o termo s.
Exemplo 3.6. 1. MPr; = (- f b),~( F f a) é insoldvel.

?
De fato, seja Pr; = {f b éa f a}. Entdo

?
Pri = {b é(x a} = <Pr1>nf.

Logo, (Pr|)ys falha e MPr| ndo possui solugdo.

2. MPry = ((ac) AY F[a]Y) o~ ((a ¢) A X I [a]X) tem solugdo & = [X — Y.

De fato, seja Pry = {(a c) XX, [alY éa [a]X }. Entao

?
Pr, = {(ac)A'X, Y~y X}
U Lae) 7YY = (Pro)as.

Com isso, temos que:

(i) (Pry)sor = (W5,8,), onde & = [X — Y], ¥, ={(ac) A’Y} e obtemos =0 e
X ={r};

(ii) como ¢ = 0, a extenséo {(a c) A Y}E’Y = {(a ¢) LY}, e claramente segue que
{(ac) \YY* -,
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(iii) e dom(dy) NVar((ac) LY F[a]Y) =0.
Logo, 6, é solucdo para MPr;.
3. MPr3 = ((cd) AX Fg(X,a)) =~ ((cd) A X Fg(X,X)) é insoldvel.

?
De fato, seja Pr3 = {(c d) A'X, g(X,a) éa g(X,X)}. Entdo

? ?
Pro — {(cd) X, XXy X, arg X}
?
= {(cd)\'X,aru X}
[X:Hg} {(cd) A?a}
— (= <Pr3>nf

Com isso, temos que (Pr3)s,; = (0,[X — a]). Porém, dom([X > a]) NVar((cd) A X
g(X,a)) = {X} e ndo hd outra substitui¢cdo 0 # [X — a| que acompanhe um par de
solucdo para Pr3. Logo, o problema MPr3 nao possui solucao.

4. MPry = (F [a][b]Y) +~( F [b][a]X) tem solucdo 84 = [X +— (b a)-Y].

Q-

De fato, seja Pry = {[a][b]Y ~, [b][a]X }. Entdo

9

{[b]yqé;x bl(ab)-X, (aci) A [a)X, (c1 ca) A7 X}

o (@b)-X, (acy) A dX, (c1 e2) A7 X}

ab)-X, (ac)) AN (ac3)-X, (c; c2) A X, (c3 ¢4) A?X}

ac)) N (ac3)(ba)-Y, (c;ca) A (ba)-Y, (c3c4) A (ba) Y}

{ (c3cp) Ay, (c1 ¢2) Ay, (c3 ¢q) A?Y} = (Pr4)ns-
—— —— ——

(a Cl)<“ b)(c3 a) (c1 cz)(a b) (c3 ca)@ b

Pry

I

Com isso, temos que:

(1) <Pr4>s01 = <‘P£‘, 64>, onde &; = [X — (b a) -Y],
W, ={(c3c1) LY, (ci c2) LY, (c3ca) AV}

e obtemos ¢ = {cy,c2,c3,¢c4 e X = {Y};

(ii) como o termo ( F [a][b]Y) tem contexto ¥ = 0, temos que

peX — {(ci c2) Y, (c2¢3) LY, (c3¢4) AY }.
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Note que dom(perm(W,|y)) C dom(perm(¥<X|y)) e, portanto, ¥ + W,;
(iii) e dom(d4) NVar( F [a][b]Y) = 0.

Logo, &4 € solugdo para MPry.

Como esperado, € possivel obter um algoritmo para computar uma solucao de um pro-
blema de emparelhamento sob contexto MPr a partir de unif ;. Denotamos por matching
o algoritmo de emparelhamento sob contexto, e o descrevemos com o pseudo-algoritmo

abaixo, aplicando em um problema de emparelhamento MPr = (W' I s) y=(Y I 7):

?
matching, (MPr) = facaunif  ({Y’,s éa t});

?
se unif  ({Y7,s éa t}) = falha entdo

retorna falha;

2! £? 5
seunif, ({Y’,s <, 1}) = ({Y’,s =, 1} )50 entio

. A?
seja (W', 8) := ({X7, s = 1}) 015
se X -9 e dom(d) NVar(¥,s) = 0 entdo
retorna o;

se nao retorna falha.

Emparelhamento sob contexto foi introduzido em [FGO7] para definir Reescrita Nominal
usando a abordagem de freshness. No presente trabalho, ele serd fundamental para a constru-
¢do do Algoritmo 1 no Capitulo 4, que por sua vez serd usado para determinar solugdes para

problemas de Desunificacdo Nominal.






Capitulo 4
Desunificacao Nominal via Ponto Fixo

Como visto no capitulo anterior, o processo de resolver equacdes entre termos nominais,
chamado de unificacdo nominal, consiste em encontrar um contexto adequado e uma subs-
tituicdo que instancie igualmente os termos de ambos os lados das equagdes de um dado
problema. Neste capitulo, vamos desenvolver um procedimento para resolver o problema de
desunificacdo nominal que consiste em resolver equagdes e diferencas entre termos nominais.

Nesse cendrio, uma diferenca entre termos serd chamada de desequagdo e denotada por

s %a t, e um problema de desunificagdo nominal, expresso por

(P [[ D),

e M ~ M z ~ )\
serd composto por um problema de unificagdo nominal Pr, que conterd equacoes s; ¢ 1,

1 <i < nepossiveis restricdes de ponto fixo, e uma parte desequacional D, , formada por
desequacoes p; ajéa gj,1<j<m.

Dado um problema de desunificacdo nominal, nosso objetivo € definir um procedimento
(Algoritmo 2: desunif ) ) correto e terminante que encontre uma representacdo completa de
solucdes, o qual, intuitivamente, utiliza o algoritmo unif , para resolver a parte contendo
Pr e entende a parte desequacional como limita¢des ao unificador encontrado, e apds feita
uma andlise de consisténcia (Algoritmo 1: consistente,) no sentido que definiremos
aqui, retorna, finalmente, a desejada representacdo completa de solugdes (Teorema 4.1).
Alguns resultados e algoritmos do presente capitulo foram apresentados nos eventos 35th
International Workshop on Unification e 11 Workshop Brasileiro de Logica, e publicados
informalmente em [BFNV21, BN21].
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4.1 Definicoes Principais

A seguir definimos um problema de desunificagdo nominal via ponto fixo.

Definicao 4.1. Um problema de desunificagdo nominal P, é um par (Pr || D, ) da forma

? ?
Pr=(Pr||lp ?dafh,m,pm%zaqm%

onde Pr é um problema de unificacio nominal e D consiste em um conjunto finito (possi-

velmente vazio) de desequagdes nominais.

Para o préximo exemplo, uma instdncia bdsica de um par (®,0), é um par (A, 1) tal
que (P,0) < (A,A) e A € uma substituicao basica, isto € mapeia cada X € Dom(A ) para um
termo nominal basico. O exemplo ilustra como interpretar uma solu¢do para um problema de

desunificacdo nominal.

? ? ?
Exemplo 4.1. Uma solugio para o problema P! = (X > ofY Y %a a,Y %a b), enquanto
92

A S . . )
resolve a equacdo X =~ f Y, deve também respeitar a limitacdo imposta pela parte desequa-
cional: que ndo se é permitido mapear X para f a ou para f b. Assim, o par (0, [X — f Y]),
9

A A
que é uma smg para {X ~, f Y}, também ¢ uma solugdo 731, bem como sua instancia bésica
(0,[X — f c,Y — c]). O mesmo ndo acontece com a instincia bdsica (0, [X —fa,Y— al),

que apesar de resolver a equagdo, ndo respeita a restrigdo imposta por Y % a.

Quando dizemos que um par ndo respeita (ou ndo satisfaz) as restricdes impostas pela
parte desequacional significa dizer, precisamente, que o par em questdo é solucdo para

uma ou mais equagoes associadas as desequagdes. No exemplo anterior, hd duas equacdes

At A
associadas a Y % aeY 9)3 b, a dizer, Y =, a e Y ~, b, respectivamente. Note que a

primeira instincia bésica apresentada ali ndo soluciona essas igualdades, enquanto que a
?

ultima € solugdo para Y =~ a, e por isso € descartada.

Terminologia:
) ?
Dada uma desequagdo p éza q € D, , chamaremos p éa q de equacdo associada a

?
p%aq

:’

Exemplo 4.2. Seja P2 = (g(X,Y ) ~, gk,a) || X ¥ ) um problema de desunificagio

nominal, onde k : 0 € uma constante.
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)\‘7

Observe que o par (0, [X — k,Y — a]) é uma smg para {g(X,Y) =, g(k,a)}, porém,
9

~ . ' . A
ao mesmo tempo, nao satisfaz X %a k, pois 0 F k =4 k. O mesmo acontece com qualquer
instancia desse par, e portanto, Pi nao possui solucao.

Feita essa breve explanacdo sobre a no¢ao de uma solug¢@o para um problema de desunifi-
cacdo nominal, estamos prontos para apresentar sua definicao formal.

Defini¢do 4.2. Seja P, = ( Pr || D, ) um problema de desunificagdo nominal, onde D, =
9

? !
{p1 %a qi,---sPn %a qn}- Uma solucdo para P, é um par (A, 1) formado por um contexto
A e uma substituicdo A satisfazendo as seguintes condigdes:

(i) (A,A) é uma solugdo para Pr; e

(ii) (A,A) satisfaz a parte desequacional de P, isto é:
A
A |7/ pa‘ ~a qka

?
para toda p %a qeD,.

Em geral, instanciagdo possui um papel importante na teoria de unificacdo nominal,
pois os problemas de unificacdo possuem a propriedade de serem fechados por instanciacao
(Lema 3.2) e, por esse motivo, é possivel obter uma representagdo finita de todas as suas
solucdes por meio da solucdo mais geral (smg) produzida pelo algoritmo unif .

Entretanto, como vimos no Exemplo 4.1, o par (0,[X — f Y]) é solucéo para PL, porém,
instanciando-a por 0 = [Y + a| obtemos o par (0,[X — f a,Y — a]), e vimos que esse
nao pode ser soluc¢ao. Portanto, infelizmente, perdemos a propriedade de fechamento por
instanciacdo na desunificagdo nominal.

Apesar disso, existe uma maneira de obter uma representacao finitaria para as solugdes
de um problema de desunificacio nominal por meio de uma estrutura denominada par com
excecoes, a qual definimos a seguir.

Definicao 4.3 (Par com excecdes). Seja P, um problema de desunificagdo. Um par com
excegdes para P, , denotado por (P, ) — O, consiste em um par (P, o), e uma familia inde-
xada de pares © = {(V}wWV? 6,) | € I}, onde V7 é um contexto de ponto fixo (possivelmente

vazio) cujas restricdes primitivas envolvem nomes novos relativos a P, .

Na prética, como veremos no Algoritmo 2, se (®,5) —©® é um par com exce¢des para
um problema P, = (Pr || D, ), entdo (P, 5) serd uma smg para Pr enquanto que a familia
O ird colecionar smg’s correspondentes a cada equacao associada as desequacdes de D, , ou

seja, cada par (V;, 0;) € © serd uma smg de uma equagéo associada.
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Mas como essa estrutura representard de fato uma solucao? Bem, mais adiante, dado um
problema de desunificagdo P, , construiremos um conjunto formado por pares com excegdes
vinculados ao problema (Defini¢do 4.6), de modo que toda instdncia de algum desses pares
com excecdes serd uma solucao para P .

Essa nova noc¢do de instincia € definida a seguir, onde utilizamos como base a no¢ao de
instdncia da Defini¢do 3.3 e a extensdo de um contexto por nomes novos, dada no final do
capitulo anterior:

X :=dw{(cd) AX|c,dec e X €X}

onde @ é um contexto de ponto fixo, X := {X,...,X,;} é o conjunto de varidveis que ocorrem
em P, ec:={cy,...,cp} € um conjunto finito (possivelmente vazio) de dtomos novos para
Py

Definicao 4.4 (Instancia de um par com excegdes). Sejam P, um problema de desunificacio
nominal, ¢ um conjunto finito (possivelmente vazio) de nomes novos para P, e X = Var(P, ).

Dizemos que:

(i) um par (A, A) é uma instancia de uma familia ® = {(V} &V?,6;) | | € I} se, e somente
se, toda instancia de (A“* | 1) é uma instancia de algum (V; WV7, 6;) € ®, onde V7 é

um contexto de ponto fixo cujas restricdes primitivas envolvem dtomos em c.

Notacdo: O < (A 1);

(ii) um par (A,A) é uma instdncia de um par com excegoes (®,0) — O se, e somente se,

(A, 1) é uma instancia de (P, ) mas nio de ©.

Notacdo: (P,0) — 0 < (A A).

Durante todo o trabalho, mostramos que a ideia de &tomos novos aparece quando precisa-
mos lidar com a o-equivaléncia entre termos nominais que possuem abstracdo de dtomos
distintos (e.g., Y F [als éa [b]r). A necessidade de uma extensdo do contexto no item (i) da
defini¢do acima surge como uma resposta ao caso em que a parte desequacional de problemas
de desunificacdo contém desequacdes entre esses tipos de termos.

Nesse cendrio, restri¢des de ponto fixo envolvendo permutacdes cujo dominio contém
atomos novos (para P, ) aparecem indiretamente como uma limitagdo imposta pela parte
desequacional, conforme mostra o exemplo a seguir.

9

?
Exemplo 4.3. Considere o problema P, = (X éa (ab)-Y || [a]X %a [b]Y). Entdo o par
—_———

Pr
(®,0) = (0,[X — (a b)-Y]) ¢ solugdo para Pr ao mesmo tempo em que satisfaz a parte
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. . . A . ~
desequacional, isto é, ® / [a]X 0 ~¢ [b]Y O e, portanto, é uma solugdo para P, . Por outro

lado, aplicando a regra (= abs2) da Tabela 3.1 4 equag@o associada segue que

? 2

(X ~, b)Y} =  {X~,(ab)-Y, (ac)) XY, (c1c2) A'Y}

KDY ae) A7Y, (c1 ca) ATYY

onde c1,c; sio nomes novos para P, e nesse caso temos ¢ = {cy,c2} e X = {X,Y}.

Ou sej a; existem restri¢des de ponto fixo como uma limita¢do implicita dada pela desequa-
¢do [alX % (.x [b]Y e € justamente pelo fato de a ¢ perm(dom(®|y)) que a parte desequacional
¢ satisfeita.

Além disso, observe que o par (V,0) = ({(a c1) LY, (c1 ¢2) LAY}, [X — (a b)-Y])
resolve a equacdo associada. Tomando ® = {(V,0)} e como

temos que (V,0) & (CIDE’Y ,0) o que, pela Defini¢do 4.4, implica que ® £ (®, o) e, portanto,
(®,0) -0 5 (P,0).

Antes do proximo e ultimo conceito desta secdo, vamos a um outro exemplo sobre pares
com excegoes.

Exemplo 4.4. Apresentamos dois problemas de desunificacdo nos Exemplos 4.1 e 4.2:
?

. 7 ? ? % ?
P.=X=,fY|Y %a a,Y %a byeP? = (g(X,Y) =, glk,a) || X %a k), respectivamente,
com o primeiro contendo solucdes e o segundo, insolivel. Observe que podemos vincular a
P! o par com excegdes

(®1,01) —0=(0,[X —fY])—{(0,]Y —a]), (0,[Y — b))}

eaPi,
(@y,00) —Q=(0,[X > k,Y —a]) — {{(0,[X — k) }.

Vimos que o par <(Z), X —fc,Y— c]> € solucdo para P i e é facil ver que também € instancia
do par com excegdes (®1,01) — 0, jd que

(®1,01) Spyese (X = fe,Y =) e®Z(0,[X = fe,Y =),

enquanto que nada disso acontece com <®, X +—faY—d > Ja para o segundo problema, o

par <®, X =k, Y — a]> nao ¢é solugdo para Pie toda instancia dele, inclusive ele prorprio, €
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instancia de (®,, 05) mas também de Q, logo o par com exceg¢des (D, 02) — Q ndo possui

instancias.

O conceito de consisténcia de um par com excecdes apresentada pela definicio a se-
guir terd fundamental importancia para a representacao de solugdes de um problema de

desunificacao.

Definicao 4.5. Dado um problema de desunificacdo nominal P, um par com excecdes

(®,0) — O para P, ¢é consistente se, e somente se, possui pelo menos uma instancia.

No exemplo anterior, o par (®;, 01) — ® é consistente enquanto que (D, 0r) — Q exem-

plifica um par com exceg¢des inconsistente.

4.2 O Algoritmo consistente

Esta secao apresenta os resultados necessdrios para construir o algortimo consistente
(Algoritmo 1) o qual, dado um problema de desunificacdo, testa a consisténcia de pares com
excegoes vinculados a ele.

A seguir, apresentamos uma caracteriza¢do importante sobre a consisténcia de pares com

excegoes.

Lema 4.1 (Lema da Inconsisténcia). Seja P, um problema de desunificacio nominal. Um

par com excecdes (P, o) — O para P, é inconsistente se, e somente se, @ < (P, o).

Demonstragcdo. Por um lado, suponha que (®,0) — ® seja inconsistente. Entdo ele ndo
possui qualquer instincia, ou seja, para todo par (A, 1), temos que (P, 0) £ (A, A) ou é uma
instancia de ®, ® < (A, A). Em particular, como (P, o) < (P, 0), segue que © < (P, 0).
Por outro lado, suponha que ® < (®,0), i.e., (P,0) é uma instincia da familia @. Pela
Definicéo 4.4, para todo par (A, 1) tal que <CI>E’Y, o) < (A L), entdo (V;,0)) < (A L), para
algum (V;, 6;) € ©, onde ¢ € um conjunto de nomes novos para P, e X = Var (P, ). Suponha,

por contradi¢do, que (P, 0) — O seja consistente, isto €, que exista um par (¥, y) tal que
(@,0) S (¥,7) e @ Z (W, 7).
Afirmacdo: Se (®,0) < (¥,7), entdo (®°X, ) <5 (¥°¥, 7).

De fato, se (®,0) <5 (¥,7), entio P FH D5 ¢ YF vy éa 09. Pela propriedade de
Enfraquecimento (Proposicdo 2.2), temos que

WX LS e WX Fyay 68,
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Assim, para provar a afirmagdo, falta mostrar que woX | {(cd)AX8|c,deceX X},

-

X\ @
lembrando que ¥°X = Wy {(cd)AX |c,d eceX € X}. Mas, como (®,0) — O é um par
com excecoes vinculado a P, e os 4&tomos em ¢ sdo novos para P, , podemos considerar,
sem perda de generalidade, que Var(®,¥) C Var(P, ) e VRan(o,7,8) C Var(P, ) e que ¢
também € novo para os contextos @, ¥ e substitui¢des o,y e 6. Com isso, segue por indugdo
na derivacio WX I (¢ d) A Y8, paracada Y € X, que WX - {(cd) AX§ | c,d €ce X € X}.
Portanto, <<I>E’Y, o) s (‘PE’Y,}/), como querfamos.

Agora, como ® £ (¥, ¥) e usando a afirmagdo anterior e a transitividade de <, temos que
existe um par (A', ') tal que (@, &) < (WX, 9) < (A, 1) e (V,,6,) £ (A',A'), para todo
(V,6;) € O, 0 que é uma contradicdo com a hipétese de que ® < (P, ). Logo, (P,0) — 0O
€ inconsistente.

]

Apesar desse lema apresentar uma maneira simples de verificar a consisténcia, é o
préximo coroldrio que nos permite construir o algoritmo consistente, (Algoritmo 1) que
testa a consisténcia de pares com excecoes.

Dado um par com exce¢do (®,5) — ® para um problema de desunificagéo P, , para de-
terminar se ® < (®, ¢), o coroldrio propde que resolvamos um problema de emparelhamento

sob contexto com mdltiplas equagdes, uma para cada varidvel X € Var(P, ) = {X,...,Xn}:

((I) F XlG) ?%(Vl - Xlel)
: 4.1)
(P + Xn0) = (V F X6))

onde (Vy, ;) é algum par na familia ®.

Observe que na definicdo de emparelhamento sob contexto dada ao final do capitulo
anterior (Defini¢cdo 3.10), o problema possui uma tnica equagdo € a solu¢do também ¢é
apresentada em fung@do disso. Agora, para que uma substitui¢do 0 seja solugdo para (4.1),
estendemos aquela defini¢do requerindo que:

9 9

, A A
(1) <Vl?7 Xlo- ~a Xl 917 ) Xmo- o Xmel>sol - <‘P/7 6>,
(i) @°X - W;

(iii) dom(0)NVar(®,X,0,...,X,0)=0.

Além disso, usaremos um método proposto por Ayala-Rincén et al. [ARACSF121] o

qual utiliza um conjunto de varidveis protegidas para resolver problemas de emparelhamento.
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Intuitivamente o conjunto das variaveis protegidas X de um problema de emparelhamento
consistird das varidveis que ocorrem do lado esquerdo do problema, bem como do seu
contexto. Basicamente o método consiste em aplicar as regras de simplificagdo para unifi-
cagao nominal, com o cuidado de que as regras (éa instl) e (Qa inst2) nao instanciem
varidveis protegidas. Este procedimento foi provado ser terminante e correto, mas a descricao
detalhada do algoritmo, que chamaremos de matching?, bem como suas propriedades estdo

fora do escopo deste trabalho, e podem ser verificadas em [ARACSF121].

Corolario 4.1. Seja (®,0) — ©® um par com excegdes para um problema de desunificacdo
P,_e denote por X :=Var(P, ) = {Xi,..., X, }. Se para algum par (V,, 0;) € ® existe uma

substitui¢do 0 que seja solucdo para o sistema de emparelhamento sob contexto

((I) F XlG) ?%(Vl - X1 91)
: 4.2)
(P F Xin0)o=(Vi+ Xn6)

entdo o par (P, o) — O ¢é inconsistente.

Demonstragdo. Suponha que 0 seja solugdo para (4.2). Entdo

? ?

, A A
(1) <Vl?7 X]G %a X] 91, ceey XmG %oc Xmel>sol = <\P/,5>;
(i) X W',

(iii) dom(d)NVar(®,X,0,...,X,0)=0.

De (i) segue que ¥' -V, e V' + X;68 éa X;6,8, para todo X; € X. Como X - e
usando a Preservabilidade por Substiui¢des (Proposi¢do 2.3), temos que

X1 V,§

e X - X656 éa X;6,6, para todo X; € X. Porém, por (iii), X;08 = X;0, para todo X; € X,
logo
CI)E’X F X0 éa Xi915,

para todo X; € X. Portanto, (V;,0;) < <(I)?X, o), e pela defini¢do de instancia de um par
com excegdes (Defini¢do 4.4) segue que O < (P, o). Assim, pelo Lema da Inconsisténcia

(Lema 4.1), temos que o par com excecdes (P, ) — O € inconsistente. [

Agora, estamos prontos para apresentar o algoritmo do teste de consisténcia de um par

com excecoes, o qual chamaremos por consistente, . Ele comeca a partir de um par com
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excegoes finito, isto €, cuja familia © é finita, e decide sobre sua consisténcia usando como
apoio o algoritmo matching da seguinte maneira: para cada par (V;,6;) € @ € verificado
se o sistema de emparelhamento sob contexto (4.2) possui uma solu¢do; em caso afirmativo,
o algoritmo retorna falha e € finalizado, o que significa que o par com exce¢des dado como
entrada € inconsistente; caso nao haja solucao apds ter analisado todos os pares em 0, o

procedimento retorna sucesso, o0 que significa que a entrada € consistente.

Algoritmo 1 consistente

entrada: (®,0) — O, um par com excegdes finito para um problema de desunificagio P
saida: sucesso, se a entrada € consistente; falha, caso contrario
para (V;, 6;) € O faca

se matching] ((®F X,0),~(V,FX16),...,(®+ X,,0),~(V; - X,,6,)) = & entdo

retorne falha e pare

fim se

fim para
retorne sucesso

Observe que, de fato, consistente, trata-se de um algoritmo terminante, pois matching |

0 é, e correto: quando € retornado falha, pelo Corolério 4.1, o par com exce¢des dado como
entrada € inconsistente; caso seja retornado sucesso, significa que o problema de empare-
lhamento ndo possui solugdo, logo ® £ (P, o) e pelo Lema da Inconsisténcia (Lema 4.1) a

entrada é consistente.

4.3 Representacao Completa de Solucoes

Vimos que em Desunificacdo Nominal as solu¢des para os problemas podem ndo ser preserva-
das por instanciagdes, o que dificulta representa-las de maneira finitaria. Entretanto, dado um
problema de desunificacdo P, , com o auxilio dos pares com exceg¢des e suas propriedades
sobre instanciacdo e consisténcia, € possivel definir um conjunto S contendo essas estruturas
de forma que toda instancia de seus elementos € solucao para P, . Esse conjunto é o que

chamaremos de Representacdo Completa de Solucoes.

Definicao 4.6 (Representacdo Completa de Solucdes). Dizemos que um conjunto S de pares
com excecdes € uma representacdo completa de solucoes para um problema de desunificacio

P, se, e somente se, S satisfaz as seguintes condicoes:
(i) se (®,0) — O < (A, A) para algum (P, 0) — @ em S, entdo (A, A) é solugdo para P ;

(ii) se (A,A) é solugdo para P, entdo ele ¢ uma instancia de algum (P, 0) — ® em S;
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(iii) (P,0) — O é consistente, para todo (®,6) —0 € S.
A seguir apresentamos o principal resultado deste trabalho.

Teorema 4.1 (Teorema da Representag@o). Seja P, = (Pr || D) um problema de desunifi-
? ?

cacdo nominal, onde D, = {p; %a qi,---\Pn %a gn}- Defina a familia

)\?
0= | Upizqaq)

pi%;x(IiEDA

Entdo o conjunto S := {(®,0) — 0O | (®,0) € U(Pr) e ® £ ($,0)} € uma representagio
completa de solugdes para o problema P, .

Demonstragdo. Mostraremos que S satisfaz os itens da Defini¢do 4.6:

(i) Tome (A, A) uma instincia de algum par com exce¢des (®, ) — @ € S. Por defini¢do,
(P,0) < (A, A) mas © £ (A, A). Logo, existe uma substitui¢do 6 tal que

AF®S ¢ A 08 X A. (4.3)

Como (®,0) € U(Pr), pela propriedade de Fechamento por Instanciagdo (Lema 3.2)
segue que (A, A) € U(Pr).

Falta mostrar que o par satisfaz a parte desequacional D, . Para isso, suponha por
contradi¢do que A - p;A éa g;jA, para algum p; aAéa qj € D,. Logo, pela defini¢do de
@, temos que (A, A1) € O. Note que, pela propriedade de Enfraquecimento (Proposi-
¢80 2.2), (A,A) <iq (AE’Y, A), onde € é um conjunto finito de nomes novos para P,_e
X =Var(P,). Com isso, toda instancia de <AE’Y, A) é instancia de (A,A) que estd em
®, ou seja, ® < (A, A1), o que contradiz com a hip6tese inicial. Portanto, o par (A, A1) é
solucdo para P, ;

(ii) Suponha que (A, A) seja solugdo para P, . Entdo, (A,A) € U(Pr) e A/ piA éa qil,

?
para toda p; %a qi € D,.. Vamos mostrar que o par com exce¢des que procuramos &

(A,A) —®, ouseja, que (A\A) —@ €S e (AL)—0O < (AA).

Afirmacio: (A“Y 1) <iq (A, A).

De fato, como os dtomos de ¢ sdo novos para P, entdo dom((c d)) Nsupp, (X) = 0,
para todo ¢,d € ¢ e todo X € X. Logo, pelo Teorema 2.4, segue que A+ (¢ d) A X, para
todoc,d €cetodo X € X, isto é, A ASX. Como AF A éa A, a afirmacéo segue.
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Note também que (V/, ;) £ (A, A), para todo (V,, 6;) € @, pois caso contrario, pela
defini¢do de ®, o par (A, A) seria instancia da solugdo de alguma desequagdo p; %;
q; € Dy, o que implicariaem A+ p;A éa ¢gjA, uma contradicdo. Com isso, provamos
que (A, A) é uma instancia de (A%, 1) tal que (V;,6;) £ (A, 1), paratodo (V,,6;) € ©,
ou seja, @ £ (A 1).

Logo, (AL A)—@ €S e (AA)—© < (A1),

(iii.) Se (®,0) — 0O € S, sua consisténcia segue diretamente da construcédo de S, pois @ £
(®,0).

]

Finalmente, apresentamos o algoritmo que computa uma representacdo das solugdes para
um problema de desunificacdo nominal, o qual chamaremos por desunif ,. Em suma, o
algoritmo tem inicio a partir de um problema de desunificacao P, dado como entrada, e
utiliza como apoio o algoritmo unif , para encontrar a smg para Pr e construir a familia ®
contendo as smg’s correspondentes a cada desequagdo presente em D, ; com isso, ¢ formado
um par com excecdes cuja consisténcia € testada pelo algoritmo consistente,, e, em caso
positivo, é retornado tal par com excecdes que serd uma representacao completa de solucdes
para P, ; caso contrdrio, retorna um conjunto vazio, o que representa que P, ndo possui
solucgdo.

Algoritmo 2 desunif ;

entrada: um problema de desunificagdo P, = (Pr || D).

saida: um conjunto unitario S de um par com excecoes para P, se P, for solivel; um
conjunto vazio, caso contrario.

seja (®,0) :=unif, (Pr)

9

. 2 A '
seja @:= | {(V,6) :=unif,(p; =g q)}

pl%&QleDA
se consistente, ((P,0) — O) entdo
retorne {(®,c) — 0O}
se nao
retorne ()
fim se

A terminacdo de desunif , segue do fato de que os algoritmos unif , e consistente

sdo terminantes e o seguinte resultado mostra que ele também € correto, isto é:
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1. desunif, é sélido/robusto: se o algoritmo for bem-sucedido a partir de um problema
de desunificacdo P, dado como entrada, entdo o que ele retorna como saida €, de fato,

uma representacdo completa de solugcoes para P ;

2. desunif, € completo: se o algoritmo falha (ou, no nosso caso, retorna @), entdo o

problema de desunificacdo nao possui solucao.

Teorema 4.2 (Correcdo). Seja P, = (Pr || D, ) um problema de desunificagdo nominal,
?

onde D, = {p; %a q1y---sPn %a Gn}, considere (®, o) := (Pr)y, e defina a familia

K
0= U {(V,6) = (p1 = aé]zsol}

pl%a‘IIED)\

Se (®,0) — © ¢ consistente, entdo o conjunto unitdrio S := {(®,0) — O} é uma representa-
cdo completa para P, . Caso contrario, P, ndo possui solucao.

Demonstragcdo. A prova de que S € uma representacdo completa de solugdes para P
segue de maneira andloga ao demonstrado no Teorema da Representacao, basta observar
que (®,0) é uma smg para Pr e que todo par (V;,6,) € ® é uma smg para alguma equagio
assoc?iada aD,,eportanto (P,0) cU(Pr)e (V;,0) cU(p; éa q1), para alguma desequagdo
P )%La q1 €D,

Agora, suponha que (®, 5) — O seja inconsistente. Entdo, pelo Lema da Inconsisténcia
(Lema 4.1), segue que ® < (®, o), ou seja, toda instincia de <<I>E’Y, o) é instancia de algum
par (V;,6;) € ©, onde ¢ é um conjunto finito de nomes novos para P, e X = Var (P, ).

Seja (A,A) € U(Pr). Como (P, o) é uma smg para Pr, temos que (P, 0) < (A, 4). Pela
afirmaciio provada na demonstragio do Teorema da Representagio, vimos que (P X ,0) <
(@, 0). Logo, por hipétese, (V;,60;) < (A A), para algum (V,;, 6;) € ©. Como (V;,6;) é uma
smg para uma equagdo associada p; =, ¢;, por defini¢do, entdo A - plﬂt ~q qiA, ou seja,
ndo satisfaz a parte desequacional D .

Assim, provamos que toda solu¢do para Pr ndo satisfaz D, portanto, P, ndo possui
solucdo nesse caso. [

Por fim, finalizaremos os trabalhos aplicando o algoritmo desunif , em um problema de
desunificacdo para ilustrar seu funcionamento.
Exemplo 4.5. Considere o problema

?

Pl =((ad) A Z, g(X.Y) R e((ab)-Y.fZ) || la X 2, (b

~
Pr
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Vamos aplicar desunif , para encontrar uma representacao de sua solucgdo.

1. Unificar Pr utilizando unif :

Aplicando unif , em Pr, temos:

\')

Pr =  {(ad)ArZ, XN (ab)-Y, YN wfZ}
X(a b)Yl {(ad) 1 Z, Y%afZ}
Ssing {(ad) 1 Z}

Portanto, o procedimento retorna (®,6) = ({(ad) A Z},[X — f((ab)-Z), Y —f Z]).

2. Unificar as equacdes associadas as desequagdes de D, utilizando unif , e colecionar

as solugdes no conjunto ®:
?
A parte desequacional D, possui apenas uma equagcdo associada, a saber [a]X 2 o [PIf Z.

Aplicando unif ,, temos:

lax A bf ) =  {x
= X
[Xr—>f((:a>b)~Z)] {(

f((a b)-Z), (ac)) N'fZ, (c cz)A?Z}
f(( b)-Z), (ac)) A Z, (e cz)A?Z}

aci) A Z, (c1c2) A?Z},

22> 22>

onde ¢ e ¢ s3o nomes novos. Portanto, obtemos ® = {(V,0;)},onde Vi ={(ac;) A
Z, (c1c2) AZ} e 6y =[X —f((ab)-Z)]. Nesse passo, é formado o conjunto de nomes

novos para Py, ¢ = {cy,c2}.

3. Testar a consisténcia do par com excecdes gerado pelos passos 1 e 2, utilizando

consistente :

Como © possui um tnico par € X = Var(P, ) = {X,Y,Z}, consideramos o sistema de

emparelhamento sob contexto:

(q)l—XG) N(V] |‘X91)
(®FY0)m(Vi HY6)
(q)l—ZG) %(VI FZQI)

que equivale a
(®Hf((ab) Z)~(Vikf((ab) Z))

(®FfZ)om(Vi FY) (4.4)
(@ +Z),~(V, F 2)
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Note que 8 = [Y — f Z] é solug@o para (4.4), ja que:

? ? ?

A A
f((a b) -Z), fZ%a Y> Z%a Z>sol - <V176>;

22>

i) (Vi’, f((ab)-2)

(ii) como ®°X = {ad)AZ, (cr ) A Z} e Vi={(ac1) LZ, (c1 c2) A Z}, temos
7)) C dom(perm(Vy|z)) e portanto XV,

que dom(perm(®©
(iii) e como dom(8) = {Y} e Var(®,X0,Y0,Z0) = {Z}, temos também que
dom(d) NVar(®,X0,Y0,Zo) = 0.

Portanto, consistente, retorna falha, o que faz com que desunif , retorne 0, e

. / ~ . ~
concluimos que P, ndo possui solugado.



Capitulo 5
Conclusao

Esta dissertacdo fez uso da linguagem nominal via ponto fixo para estender, no ambito
sintatico, o trabalho existente sobre desunificacio nominal, desenvolvido recentemente,
mas sob a abordagem de freshness, por Ayala-Rincon et al. em [AFNV20]. Inicialmente,
foi apresentada a sintaxe dos termos nominais e suas propriedades, para, em um segundo
momento, tratar da unificacdo nominal via ponto fixo, aonde foi exibido um procedimento
que decide sobre a solubilidade destes problemas, chamado unif ,.

Uma vez que fizemos a escolha de implementar a relacdo de ponto fixo sem utilizar o
quantificador W, assumindo a possibilidade de sempre poder escolher nomes novos (fora
do suporte), foi necessario reformular e verificar as demonstracdes de todos os resultados.
Além disso, também estabelecemos uma nova defini¢do para o problema de emparelhamento
sob contexto utilizando a abordagem de ponto fixo, que foi fundamental para obtencao dos
resultados principais.

Por fim, usufruindo de tudo o que foi feito até entdo, foram desenvolvidas ferramentas
importantes, como o algoritmo consistente, que testa a consisténcia de pares com exce-
¢oes, para se alcangar um dos resultados principais do trabalho, o Teorema 4.2, que fornece
a correcdo para o algoritmo desunif ,, o qual decide sobre a solubilidade de problemas
de desunificacdo nominal via ponto fixo e computa uma representagao finita e completa de
solucdes (Teorema 4.1).

Trabalhos Futuros. Pretendemos investigar extensdes do problema de desunificagao no-

minal via ponto fixo. Imediamente, vemos trés possibilidades interessantes:

1. A exploragdo de extensdes envolvendo teorias equacionais, na dire¢do do trabalho
proposto por Fernandez [Fer93] que utiliza técnicas de narrowing para o tratamento de

desunifi¢do equacional, parece bastante promissora, uma vez que Nominal Narrowing
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j4 foi estabelecido em trabalhos anteriores [AFN16]. Além disso, este trabalho teria
potencial para aplicagdes préaticas, por exemplo, na andlise de seguranca de protocolos
criptograficos;

2. Por outro lado, generalizagdes do problema de desunificagdo nominal, utilizando quan-
tificadores e disjun¢des, como € o caso do Problema Equacional Nominal introduzido
em [AFNV21], utilizando a abordagem de ponto fixo, permitiria também o tratamento

de teorias equacionais permutativas (aquelas que incluem comutatividade);

3. A generalizacido do chamado Problema de AC-Complemento, investigado em [Fer93],

para sintaxe nominal seria tratavel utilizando a abordagem nominal via ponto fixo.

Finalmente, acreditamos que este trabalho tem ainda muitas outras possibilidades de ex-
tensoes e aplicacdes, como € o caso de combinagdo de teorias equacionais, generaliza¢do para
desunificacdo de ordem superior, o estudo de aplicacdes em sufficient completeness [Com86],

elimina¢do de nega¢do em linguagens de programacao légica, formalizacgdes, entre outros.
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Apéndice A

Resultados Técnicos

A.1 Resultados Técnicos Auxiliares

Nesta secdo apresentamos algumas propriedades sobre composicdo de permutacdes € conju-
gados.

Lema A.1. Dada uma trasposi¢io (a b), temos que
(i) (ab)? = (p(a) p(b)), para qualquer permutagio p € Perm(A); e
(i) po(ab) = (p(a) p(b))op, para qualquer permutagdo p € Perm(A).

Demonstragdo. (i) De fato, suponha por contradi¢io que exista d € A tal que (a b)P (d) =
dye (p(a) p(b))(d) =dp, com d; 7& ds.

* Se d|; =d, entdo d, # d, e temos dois casos a anlisar:
— sed=p(a)ed,=p(b),entio (a b)’(d)=p(ab)p ' (p(a)) =p(b). Como
permutacdes sdo bijegdes, temos que d; = p(b) = dy, uma contradi¢io;
- sed=p(b) e d> = p(a), entdo (a b)’(d) = p(a b)p~'(p(b)) = p(a). E
analogamente ao caso anterior, temos que d; = p(a) = d», uma contradicio.
* Se dy =d, entdo d| # d. Nesse caso, d ¢ {p(a),p(b)}, o que implica que
p~Y(d) ¢ {a,b}. Logo, (ab)?(d) =p(a b)p~'(d) =d, isto é, d| = d, uma
contradicdo.

» Caso d| #d e dy # d, entdo temos outros dois casos:

— d=p(a) edy=p(b), e comisso (ab)’(d) =p(ab)p~'(p(a)) = p(b), 0

que implica d; = p(b) = d», uma contradicio;
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~ oud = p(b) dy = p(a), e com isso (a b)° (d) = p(a b)p ™' (p (b)) = p(a),

o que implica d; = p(a) = d5, uma contradicao.

Em todo caso, chega-se a um absurdo, logo d| = da, e (a b)? = (p(a) p(b)), como
queriamos.

(i1) Note que, usando o item anterior, temos

polab)=polab)o(p~op)=(ablopZ(p(a)p(b))op,

e o resultado segue.

Lema A.2. Sejam p, 7 € Perm(A) e defina

p-dom(n) :={p(a) | a € dom(m)}.
Entdo dom(7”) = p - dom(7).

= a, para algum a € dom(p) \ {a}.

Tome b= p~!(a). Como pomop~'(a) # a, entdo w(b) # b, isto é b € dom(x). Note que,
p(b) =p(p~'(a)) = a,logoa € p - don(r).

Por outro lado, suponha que a € p - dom(7). Entdo existe b € dom(7) tal que a = p(b).

Note que 7° (a) = p(n(p~'(a))) = p(n(b)) # a, pois n(b) # b e p é uma bijecio. Logo,

a € dom(7?), e concluimos que dom(7P) = p - dom(7). O

Demonstracdo. Se a € dom(zniP), entdo pomwop ' (a)

Lema A.3. Sejam p, 7 € Perm(A). Entdo

p - don(m) = (dom(7) Udom(p)) \ {y € dom(p) [ p~'(y) ¢ dom() }.

Demonstragdo. A prova serd feita por andlise dos casos de como dom(7) e dom(p) se

relacionam:

1. dom(x)Ndom(p) = 0;
Afirmacao: p - dom(7) = dom(7).

Nesse caso, p(a) = a para todo a € dom(7), isto é,
p-dom(m) ={p(a)|a € dom(n)} ={a|a € dom(x)} = dom(x),

como foi afirmado.
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Note que nesse caso, como dom(p ') = dom(p) e dom(7) Ndom(p) = 0, temos que

{y€dom(p) [ p~'(y) ¢ dom(r) } = dom(p),

logo (dom(7) Udom(p)) \ {y € dom(p) | p ) ¢ dom(7) } = dom(7), e o resultado
segue.

2. dom(7w) = dom(p);
Afirmacdo: p - dom(7) = dom(7).

De fato, por um lado, p(a) € dom(7x) para todo a € dom(7), isto é, p -dom(7) C dom(7).
Por outro lado, se a € dom(7), entdo existe b € dom(p) tal que a = p(b) € p - dom(7),

ou seja, dom(m) C p -dom(7), e a afirmagdo é verdadeira.

Note que nesse caso, temos que dom(7) Udom(p) = dom() e, como dom(p ') =
dom(p), entdo {y € dom(p) | p ) ¢ dom(7) } = 0, e com isso o resultado segue.

3. dom(p) C dom(7);

Afirmacéo: p - dom(7) = dom(7).

De fato, por um lado, temos que p(a) € dom(x) para todo a € dom(7), pois
* sea € dom(p), temos que p(a) € dom(p) C dom(7); e
* sea € dom(m)\ dom(p), temos que p(a) = a € dom(7),

logo p -dom(7) C dom(x). Por outro lado,
* se a € dom(m) mas a ¢ dom(p), entdo a = p(a) € p -dom(w);
* sea € dom(p) C dom(7m), entdo p(a) € p - dom(7),

logo, dom(m) C p - dom(7), e afirmag@o segue.

Note que, como dom(p) C dom(7) e dom(p ') = dom(p), temos que

dom(7) Udom(p) = dom(7) e {y € dom(p) | p 'y ¢ dom(7) } =0,
e com isso o resultado segue.

4. dom(z) C dom(p);

Afirmacdo: p -dom(7) = dom(p)\ {y € dom(p) | p Ly ¢ dom(7) }.
De fato, seja b € p -dom(x). Entdo b = p(a), para algum a € dom(7). Como dom(7) C
dom(p), temos que b € dom(p). Porém, p~!(b) = p~!(p(a)) = a € dom(x), ou seja,
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b¢ {yedom(p) | ply) ¢ dom(7) }. Com isso, mostramos que p -dom(7) C dom(p) \
{y €dom(p) [ p~'(y) ¢ dom(m)}.

Por outro lado, seja b € dom(p) \ {y € dom(p) | p ) ¢ dom(7) }. Entdo b € dom(p)
e pl(b) € dom(m). Logo, m(p~ (b)) # p~L(b) e, como p é bijecdo, segue que
p(z(p~! (b)) # b.isto &,

Lema A.2
) =

b € dom(mP p -dom(7),

e a afirmacdo segue.

Note que nesse caso, temos que dom(7) Udom(p) = dom(p) e com isso o resultado

segue.

. dom(p)Ndom(x) # 0, de modo que dom(p) ¢ dom(m) e dom(7) Z dom(p).

Nesse caso, existem dtomos que estdo na intersec@o, dtomos que estdo apenas em

dom(p) e dtomos que estdo apenas em dom(7).

Denote C := {y € dom(p) | p ) ¢ dom(7) }. Queremos mostrar que p - dom(7) =
(dom(7) Udom(p)) \ C. Para isso, tome b € p - dom(7). Entdo b = p(a) para algum

a € dom(m). Pela configuracdo dada por hipétese, temos duas possibilidades:
* a € dom(7) \ dom(p), ou seja, a ¢ dom(p), o que implica que b = p(a) =a €
dom(7). Além disso, p~!(b) = p~'(p(a)) = a € dom(x), logo b ¢ C:;
* oua € dom(p)Ndom(7), isto é, também temos a € dom(p), o que implica que
b =p(a) € dom(p). Além disso, p~!(b) =p~!(p(a)) =a € dom(x), logo b ¢ C;
Portanto, b € (dom(7) Udom(p)) \ C.

Por outro lado, seja b € (dom(7) Udom(p)) \ {y e dom(p) [ p 1 (y) ¢ dom(7) }. Entdo
1

b étal que p~ ' (b) € dom(7). Logo, w(p ' (b)) # p~'(b) e, como p é bijecio, segue
que p(n(p~" (b)) # b, isto &,
b € dom(nP) ™22 p . dom(r),
e o resultado segue.
[

Lema A.4. Sejam 7 € Perm(A) e um dtomo c; tal que ¢; ¢ dom(7). Entdo

dom(71 ) C dom(7® V(1 D) Udom((a c1)),
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onde a,b € A sdo arbitrarios.

Demonstragdo. Denote D := dom(n” ¥ ) Udom((a c)). Pelo Lema A.3,
dom(n'“1 )y = (dom(m) U {b,c1}) \ {b}

e no pior dos casos
D = (dom(7) \ {a,b,c1}) U{a,c1}.

Como b ¢ dom(7(“! ?)), segue que dom((“! ¥)) C D, e o resultado vale. O

Lema A.5. Sejam 7 € Perm(A) e um atomo c; tal que ¢; ¢ dom(7). Entdo
dom(7'1 V) C dom((a b) o ) Udom((b c1)),

onde a,b € A sdo arbitrérios.

Demonstracdo. Denote D := dom((a b) o) Udom((b c1)). Pelo Lema A.3,
dom (71 V) = (dom(m)U{a,c1})\ {a}.

Como ¢} € D, o pior dos casos é quando a,b € dom(x) de tal forma que 7(a) =b e n(b) =a,
pois nesse caso dom((a b) o) = dom(7w) \ {a,b}. Porém, b € D devido a dom((b c1)) C D,
e, de qualquer forma, a ¢ dom(7z:(c1 “)). Logo, dom(n(cl b)) C D, e o resultado vale O

Lema A.6 (Referente ao Lema 2.1). Substitui¢des e permutagdes comutam: 7 - (sG) =
(m-s)o.

Demonstragdo. A prova sera por inducdo sobre a estrutura de s.
(Base da inducio)
Esse caso corresponde aos termos cuja estrutura nao envolve simbolos de fungdo ou

abstracdes de dtomos.

(Passo indutivo)
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Agora supomos como hipétese de indugdo (HI) que o resultado vale para termos com

estrutura mais simples que s € mostramos que isso implica ser valido para s.

A.2 Provas da Secao 2.3

Nesta secao apresentamos as provas completas dos resultados apresentados na Secdo 2.3.
Lema A.7 (Referente ao Lema 2.3).
(i) Y+ m At se, e somente se, Y - 7 A p - ¢, para qualquer permutagéo p.
. A A .
(i) TH s~y se, e somente se, I - -5 <y 7 -1, para qualquer permutagdo 7.

Demonstracdo. (i) Por um lado, se Y F 7 A p -t para qualquer permutacdo p, entdo, em
particular, vale para p = Id, logo Y - 7 A ¢. Por outro lado, suponha que Y - 7 A 7.
Essa prova € por indugdo nas regras da Tabela 2.1, e consideramos os casos a partir da

ultima regra aplicada na derivacao.

* A dltima regra aplicada é (\a).

Nesse caso, t = a e mw(a) = a. Com isso, temos que

7 (p(a)) =pomop™'(p(a)) = p(n(a)) = p(a).

Isto €, p(a) é ponto fixo de 7”. Logo, podemos usar a regra (Aa) para concluir
que Y - 7P A p(a), € o resultado segue.
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* A iltima regra aplicada é (Avar).
n—1
Nesse caso, = ' - X, e dom(7™) ) C dom(perm(Y|x)). Queremos mostrar que

YH7aP A (por’)-X. Note que,

(7P) ™) = (por')o(pomop t)o(por)

=((7) ' opHo(pomopo(por)

Logo, dom((ﬂp)(p‘m/)il) = dom(ﬂ(”/)il) C dom(perm(Y|x)) e agora basta usar a

regra (A var) e concluir o que queriamos.

* A ultima regra aplicada é ( Af).

Nesse caso, t = f(11,...,1,), e a hipétese de indugdo pressupde que existem n
provas Iy, ... II, tais que, para cada 1 <i < n e para qualquer substitui¢io p,
IT;
Ykl Ap-t;

Usando a regra (Af), temos que Y+ z° A f(p-11,...,p 1), ouseja, Y= 7P A p-

f(t1,...,ty), e o resultado segue.

* A dltima regra aplicada é (Aabs).

Nesse caso, t = [a]t’ e temos que Y, (c| ¢3) AVar(t) - A (a cy)-t, onde ¢
¢ um nome novo. Pela hipétese de indugdo, existe uma prova II tal que, para
qualquer substitui¢do p,
IT
Y,(c1 o) AVar(p-t) 7P Ap-((acy)-t)

Note que pelo Lema A.1, temos que

polaci)=(p(a)p(ci))op.

Como p(c1) = ¢y, pois ¢; é novo, entdo
IT
Y, (c1 c2) AVar(p-t') - 7P A (p(a) c1)- (p-1')
Y 7P Afp(a)p-

(Aabs)

e com isso o resultado segue.
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(i) A prova desse item € andlogo ao item anterior, e abaixo apresentamos um caso da
induc¢do nas regras da Tabela 2.2.

* A dltima regra aplicada é (Qa ab).

Nesse caso, s = [a]s’ e t = [b]t’, e temos que T, (c; ¢2) AVar(t) - (ac)) At e
A

YF s~y (ab)-t,onde c; e c; sdo nomes novos. Note que, usando o Lema A.1

novamente, temos que

po(ab)=(p(a)p(b))op e (aci)’=(p(a)ci)

Com isso e pela hipétese de indugdo, existem provas I1; e I, tais que

I, L,
C YEpRep-(@h)d) v ere) KVar(pr) - (ac)® Ap -t
Thp-s' % (p(a) p(b))-(p-1')  Y.(cica) AVar(p-t)F (p(a)cr) Apt'
(Ra ab)
A
YH[p(a)p-s' =alp(b)]p-t
Logo, o resultado segue.
[

O seguinte lema é um resultado auxiliar que nos permite derivar uma restricdo de
ponto fixo composta por um termo ¢ € uma permutacdo 7 cujo suporte estd contido no
suporte de outras permutacdes que fixam 7. Por exemplo, dado que Y+ (a b) A g(e,X) e
YF (cd) Ag(e,X), podemos deduzir Y F (ac) A g(e,X).

Lema A.8. Seja / um conjunto de indices. Se Y - 7; A ¢, paratodo i € I, e & € uma permutagdo

tal que dom(m) C Udom(m), entdo Y F 1 At.
icl

Demonstragcdo. A prova € por inducao na estrutura de t. Abaixo, fazemos os casos da base,
e o passo indutivo segue diretamente da hipdtese de inducdo e serd omitido.

e ft=a

Nesse caso, Y = m; A a e mj(a) = a, paratodo i € I, isto &, a ¢ Ujerdom(7;). Como por
hipétese dom(m) C Ujesdom(T;), segue que m(a) = a, e o resultado segue usando a
regra (Aa).

ct=p-X
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Nesse caso, paratodoie [, vale Y - m; A p-X e dom 7r,-”_1 C dom(perm(Y|x)), logo
p

Uierdom(m? ) C dom(perm(Y|x)).

1

Como por hipétese dom(7) € Ujerdom(m;), se a € dom(ﬂp_]) entdo p~ omop(a) #a,

o que implica que p(a) € dom(x) C dom(7;), para algum j € 1.

Assim, a € dom(npfl) implica que p~' omjop(a) # a, isto é, a € dom(ﬂjpfl), para
algum j € I. Com isso, dom(npfl) C dom(ﬂjpfl) C Uieldom(m-pfl), e o resultado
segue com uso da regra (Avar).

O

Proposi¢io A.1 (Referente ao item (i) da Proposi¢do 2.1). Se Y,w A X - 7’ A s e dom(7) C
dom(perm(Y|x)) ou X ¢ Var(s), entdo Y - 7’ A s.

Demonstragdo. A prova € por inducao na estrutura de s.

s s=a
Nesse caso, temos que Y, A X - 7’ A a, 0 que, pela inversdo da regra (Aa), implica
que n'(a) = a. Com isso, podemos derivar Y, 7w A X + 7’ A a, usando a mesma regra, €
o resulado segue.
o ¢ — p -X
Nesse caso, Y, T AX 7' A p-X e ainversdo da regra (Avar) garante que
—1

dom((n')? ) C dom(perm(Y|x)) Udom(r).

Mas, como X € Var(s), temos por hipétese que dom(7w) C dom(perm(Y|x)), logo

dom((n')? ) C dom(perm(Y|x)) e, usando a regra (Avar), segue que Y -7’ A p - X.
-1
No caso em que s = p - Y, com Y # X, temos da inversio de (Avar) que dom((')" )
C dom(perm(Y|y)), e o resultado segue diretamente com o uso da regra (A var).
o s=1(s1,...,8)

Nesse caso, Y, T A X = 7’ A f(s1,...,s,) €, pela inversdo da regra (Af), temos que
Y, mAXF7a As, para cada 1 < i < n. Pela hipétese indutiva, segue que Y + ' A,
para cada 1 <i < n, e o resultado é alcangado aplicando a regra (Af).

o 5= a]s
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Proposicao A.2 (Referente ao item (ii) da Proposicdo 2.1). Se Y, T A X s éa t e dom(7r)

Nesse caso, Y, @ A X - 71’ A [a]s’ e, pela inversdo da regra (A abs), temos que

Y, wAX,(c; c3) AVar(s') 7' A(acy)-s,

onde c; e ¢ s@o nomes novos. Pela hipdtese indutiva, segue que

Y,(ci c2) AVar(s) =7’ A(acy)-s,

e o resultado € alcangado aplicando a regra (A abs).

O
C

dom(perm(Y|x)) ou X ¢ Var(s,7), entdo Y s éa t.

Demonstragdo. Essa prova também é por inducdo na estrutura de s, que por sua vez induz a

estrutura de .

sS=a

A . .
Nesse caso, temos que Y, T A X - a =~y t e forca-se t = a. Com isso, podemos derivar

A A
Y,m A Xt a=yausando aregra (X a), e o resulado segue.

S:p1~X

A . ~
Nesse caso, V', T A X F p;-X =4t e forca-se t = p> - X. Logo, a inversdo da regra

i
(R var) garante que
dom(p, o p;) C dom(perm(Y|x)) Udom(r).

Mas, como X € Var(s), temos por hipdtese que dom(7) C dom(perm(Y|x)), logo

dom(p, ' op;) C dom(perm(Y]|x)) e, usando a regra (éa var), segue que Y, w A X
A

p1-X =g p2-X.

No caso em que s = p; - Y, com Y # X, for¢a-se t = p, - Y e temos da inversao de
(Avar) que dom(p, ' o p;) C dom(perm(Y]y)), e o resultado segue diretamente com
0 uso da mesma regra.

s="1(s1,...,5n)

A . -
Nesse caso, Y, T A X - f(sy,...,s,) =gt e for¢a-se t =f(ty,...,t,). Pela inversdo da

A . ) .
regra (o f), temos que Y, w A X F s; A t;, para cada 1 < i < n. Pela hipétese indutiva,
segue que Y F s; A t;, para cada 1 <i < n, e o resultado € alcancado aplicando a regra
(AF).
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o 5= a]s
A o N
Nesse caso, Y, T A X I [a]s’ = t e temos duas situagdes induzidas 2 estrutura de ¢:
- t=la]t

. A .
Com isso, temos que Y, A X I [a]s’ = [a]t’, e o resultado segue diretamente

da inversdo da regra (= [a]), seguida da hipétese indutiva.
- t=[b)

. : - A A
Assim, pela inversdo da regra (Xq ab), temos que Y, T A X 5" =y (a b) -1’ e

Y, T AX, (c1 c2) AVar(t') - (a c;) A1, onde c; e ¢; sdo nomes novos. Pela

hipétese de indugdo, existem derivacdes I1; e Il tais que
ITy I,
Yhs R (ab)-f Y, (c] c2) AVar(?) - (acy) At

(éa ab)

E o resultado segue.

Lema A.9 (Referente ao Lema 2.4). SeYFx AseYFs éa t,entdo Y+ A t.

Demonstragdo. Prova por inducdo na estrutura de s, que induz uma estrutura a z.
(Base da inducio)

¢ s=a

A . . . ~ P £

Nesse caso, I - a ~ t e a dltima regra aplicdvel na derivacio desse tltimo sequente €
A .

(~q a), 0 que obrigat = a. Como Y - 7 A a, temos que 7(a) = a, e o resultado segue

usando a regra (Aa).

* 5§ =P X
Nesse caso, ' p-X éa ¢ € como no caso anterior, for¢a-se t = p, - X. Com isso, temos
YHEp-X éa p2-X,edom(p, ' opy) C dom(perm(Y|x)). Além disso, dom(n’pl_]) C
dom(perm(Y|x)), pois Y - A p; - X, e logo

dom(p, ' opy) Udom(ﬂplfl) C dom(perm(Y|x)).

(. J/

s

) -1
Queremos mostrar que Y = 7T A p, - X, e para isso afirmamos que dom(71”2 ) C S. De

—1 -1
fato, suponha por contradi¢io que dom(7”? ) Z S. Nesse caso, existe a € dom(7P? )
tal que a ¢ S. Entao
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1. po 'opi(a) = a, o que implica p; (a) = p2(a), e

2. P (a) = a, o que implica

pr ' omopi(a) =a = m(p

-1 .~
= a ¢ dom(7P? '), uma contradigdo.
: : -1
Logo a afirmagdo € verdadeira, e concluimos que dom(7”? ) C dom(perm(Y|x)). O
resultado segue usando a regra (A var).
(Passo indutivo)
o s="f(s1,...,8)
Esse caso segue diretamente da hipétese de indugdo, e sua prova serd omitida.
o s=[als

Nesse caso, Y - 7 A [a]s, o que fornece

Y,(ci c2) AVar(s) F A (acy)-s, (A.1)

A
~ ., / . ~ ~
onde ¢ e ¢; sdo nomes novos. Como por hipétese Y F [as’ ~ ¢, duas situagdes sdo

possiveis:

1. adltima regra aplicada foi (éa [a]) e forga-se t = [a]t’;

Comisso Y [a]s’ X [a]f’ e, pela invertibilidade, Y F 5’ X £'.

Observacdo A.1. Se Y F u éa v, entdo, por uma simples indugdo nessa de-
rivagdo, temos que Var(u) = Var(v), para qualger contexto Y’ e quaisquer
u,v e T(E,X,A).

Pela propriedade de enfraquecimento (Prop. 2.2), Y, (c| ¢3) AVar (') s éa t,
logo podemos usar o sequente em (A.1), a observagdo acima — para trocar Var(s’)

por Var(t') — e a hipétese de indugdo para concluir que

Y,(ci c2) AVar(t)F A (acy)-t,
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e usando a regra (Aabs) segue que Y+ 7 A [a]t’.

2. adltima regra aplicada foi (éa ab) e forga-se t = [b]t';

Com isso Y I [a]s’ X [b]t' e, pela invertibilidade, temos

Y+ s g (ab) (A.2)
e Y,(c1 o) AVar(¢') - (acy) At (A.3)

Queremos mostrar que Y I 7 A [b]¢/, mas para isso, precisamos primeiramente
mostrar que Y, (c; ¢2) AVar(t') 7w A (bcy)-t.

De (A.2) e pela propriedade de enfraquecimento, temos

Y,(c1 ¢2) AVar(t') s’ éa (ab)-t.

Note que Var(¢') = Var((a b)-t), pois (a b) -t é apenas uma abreviagdo e ndo
interfere no conjunto de varidveis de . Com isso, podemos usar o sequente

em (A.1), a obs. A.1 — para trocar Var(s') por Var(¢') — e a hipétese de indugdo

para obter Y, (c; ¢2) AVar () -7 A (acy)-((ab)-t'), ou equivalentemente por
equivariancia (Lema 2.3),

Y, (c1 c2) AVar (/) - gl Olra) y ¢, (A4)
Observe que, pelo Lema A.4, temos

dom(7'1 ©)) C dom(x® 1 VY Udom((a c1)),

e com (A.3) e (A.4) podemos usar o Lema A.8 para concluir que Y, (¢; ¢2) A Var(¢') F
(c1 b)
T

At' o queequivale a Y, (cy ¢2) AVar(t') - A (b cy)-t', como querfamos.

O resultado segue ao aplicar a regra (A abs).

]

Lema A.10 (Referente ao Lema 2.5). Suponha que c; e ¢, sejam dtomos que ndo ocorrem
em Y, 7,set. Assim,

(i) Y,(cy ) AVar(t) - m At se, e somente se, Y =7 At e

. A i
(i) Y,(cy c2) AVar(s,t) s ~qt se, e somente se, ' 5 ~q t.

Demonstragdo. A volta de ambos os itens segue diretamente da propriedade de Enfraqueci-

mento (Proposi¢do 2.2). Abaixo, fazemos a prova da ida.
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(i) A prova serd por inducdo na derivagdo de Y, (cj ¢) A Var(t) - m At

* A dltima regra aplicada foi (Aa)

Nesse caso, t = a e com isso (¢ ¢p) AVar(r) = 0. Logo, na verdade, temos

Y 7 A aeoresultado segue.

* A iltima regra aplicada foi (Avar)

Nesse caso, Y, (c; c;) AXFrmAp-Xe
dom(?tpfl) C dom(perm(Y|x))U{c1,c2}-
Como cj e ¢; sio novos, dom(ﬂpfl) N{cy,c2} = 0. Com isso,
dom(?tpfl) C dom(perm(Y|x)),

e usando a regra (Avar) obtemos Y -7 A p - X.

* A dltima regra aplicada foi (Af)

Nesse caso, Y, (c] ¢2) A U;?ZIVar(tj) Fm Af(ty,...,1,) e, pela invertibilidade da
regra, temos que 1, (¢1 ¢2) A Uj_,Var(t;) - m A1;, para todo 1 <i < n. Mas pela

propriedade de fortalecimento (Proposi¢ao 2.1), temos apenas que

Y, (c1 c2) AVar(f;) = w At;, paratodo 1 <i<n.

Assim, pela hipétese de inducao, Y = 7 A ¢;, para todo 1 < i < n, e o resultado

segue usando a regra (Af).

* A tltima regra aplicada foi (_Aabs)

Nesse caso, T, (c; ¢2) A Var(t') - 7 A [a]t’ e, pela invertibilidade da regra, te-

mos que Y, (c; ¢2),(c]| ¢5) AVar(¢') - A (a c})-#'. Pela hipétese de indugdo

Y,(c| ¢y) AVar(t') b A (a c}) -1’ e o resultado segue usando a regra (A abs).

(ii) A prova também é por induc@o, mas, dessa vez, na derivagdo de Y, (¢; ¢3) A Var(s,7) -
s /g t, € 0 resultado segue com raciocinio inteiramente andlogo ao feito no item

anterior.
O

Proposi¢io A.3 (Referente & Proposi¢do 2.3). Sejam Y e Y’ contextos e suponha que Y - Y’o.
Entdo,

() seY'FmAs,entdio Y+ 7 A so; e
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.. A 3 A
(i) se X' Fs~qt,entdo Y - s0 ~y tO.

Demonstragcdo. A prova de ambos os itens € por inducdo nas regras de derivacdo. Abaixo,

mostramos 0s casos mais interessantes.

(i) A dltima regra aplicada foi

* (Avar)
Nesse caso, s = p -X etemos Y’ - 7 éa p - X, o que implica pela invertibilidade
que
dom(ﬂp_]) C dom(perm(Y'|x)) = U dom(7).
' eperm(Y'|x)

Por hipétese, Y - Yo, isto é, Y F 7’ A X0, para todo ' A X € Y. Logo, pelo
Lema A.8 e por Equivariancia, temos que Y - 7 X , € por Equivariancia o
resultado segue.

* (Aabs)

Nesse caso, s = [a]s’ e temos que

Y, (ci o) AVar(s) A (acy) s
Y7 A [a]s’

Por hipétese Y - Yo e portanto,

Y, (c| c2) AVar(s'o) Yo, (ci ¢2) AVar(s'c).

Assim, pela hipétese de indugdo e o fato de permutacdo comutar com substitui¢ao,

temos Y, (ci ¢) AVar(s'c) - A (a c¢1) - (s'0), e o resultado segue usando a
regra (Aabs).

(i) A ultima regra aplicada foi
. (éa var)

Nesse caso, temos que Y+ p1-X Qa p2 - X e, pela invertibilidade da regra,

dom(p, ' op;) C dom(perm(Y'|x)) = U dom(7’).
7' eperm(Y’|x)

Por hipétese, Y + Yo,istoé, Y+7' A X0, para todo TiXeY. Logo, pelo
Lema A.8 temos que Y - pz_l op; A X0, que por usa vez é equivalente a Y
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A
(szl opy) X0 ~¢ X0, pelo Teorema da Correcdo. O resultado segue por
equivariancia.

A
s (=g ab)

Nesse caso, s = [a]s’, t = [b]t' e temos que

Y5 R (ab)-t  Y.,(c ) iVar(t)F (ac)) At
Y+ [d]s A [bf

Por hipétese Y - Yo e portanto,

Y, (c; c2) AVar(t'o) FY'o,(c; cz) AVar(t'o).

Assim, pela hipdtese de inducdo e o fato de permuta¢do comutar com substitui¢ao,
temos Y, (c| ¢3) AVar(f'o) - w A (acy)- (f'o). Mas, também pela hipétese de

. ~ A
indugdo, temos que Y 5’6 X (a b) - ('0) e o resultado segue usando a regra

i
(~q ab).

A.3 Provas da Secao 2.4

Nesta se¢do apresentamos as provas detalhadas dos resultados referentes ao suporte de um
termo nominal.

Exemplo A.1. Seja Y = {(d| d») A X,(d) d3) AX} e P C A\ {di,d»,d3} finito. Vamos
—————

dom(perm(Y|x))
analisar o suporte de Y p - X para quando p = (by by), ou p = (d; by) ou p = (d3 b3) onde

by,by, b3 € P:

* Y+ (b; by)-X (esse exemplo ilustra o item (ii) do Lema A.11):

Observe que para toda permutag@o 7 tal que dom(7) C {d,d>,d3 }, temos que (a) =a,
para todo @ € P. Além disso, Y - 7w A (by by) - X, pois a1 b)) — g e, portanto,
dom(?2 V) C {d},d,,d3}. Logo, o menor tal conjunto P é canditado a suporte de
Y+ (b1 by) - X.

* Y+ (dy by)-X (esse exemplo ilustra o item (iii) do Lema A.11):
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Note que (d; dy)(a) = a, para todo a € P. Mas, Yt/ (d) d2) A (d; b2) - X, ja que
(dy )2 ) = (by dy) e, dom((dy dp) > V) = {by,ds} Z {dy,d2,d3}. logo P niio
pode ser o suporte.
Agora, seja Q C A\ {d»,d3} = (A\{d1,dr,d3})U{d;, Dby} finito:
—_——— ———
dom(7) dom(p)
Note que © = (d» d3) que fixa todo a € Q e vale Y I (d d3) A (d; by) - X, ja que
dom(w¥1 22)) = dom(7) = {d>,d3} C dom(perm(Y|x)). Entdo suppy((d; b2)-X) C Q.
Note também que dom(7) NQ = 0.
* Y+ (d3 b3)- X (esse exemplo ilustra o item (iii) do Lema A.11):

Considere um subconjunto P’ C A\ {dy,d>} = (A\ {d1,d>,d3}) U{d3,b3} finito.
—_——— ~——
dom(7) dom(p)

Note que 7 = (d; d;) é tal que (a) = a, para todo a € P'. Além disso, temos que
Y+ A (d3 b3) - X, pois dom((d; dp) > ?3)) = {d,,d»} C dom(perm(Y|x)).

Logo, suppy((d; b3)-X) C P'.
Lema A.11. (i) Se p = Id, entdo suppy(p-X) C A\ dom(perm(Y|x)).

(ii) Sep # Idedom(p)Ndom(perm(Y|x)) =0, entdo suppy(p-X) C A\ dom(perm(Y|x)).

(iii)) Sejam

A = dom(p)Ndom(perm(Y|x));

B =domn(p) N (A\ don(perm(Y|x)));
C={x|xeAep '(x) €A\ dom(perm(Y|x))};
D={x|x€Bep '(x) € dom(perm(Y|x))}.

Se p #IdeA # 0, entdo

A\ dom(perm(Y|x)) , se B=10;

-X) C
suppy(p - X) {(A\(dom(perm(Y\x))UD))UC , caso contrario.

Demonstragdo. (i) Suponha que p = Id.

Seja 7 tal que dom(7) C dom(perm(Y|x)). Entdo, m(a) = a paratodo a € A\ dom(perm(Y|x))
e além disso, Y A p - X, jd que dom(?tp_l) = dom(7) C dom(perm(Y|x)).

Logo, suppy(p -X) C A\ dom(perm(Y|x)).
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(ii) p # Id e dom(p) Ndom(perm(Y|x)) = 0:

Nesse caso, temos que dom(p) C A\ dom(perm(Y|x)). Note que para todo 7 tal que
dom(7) C dom(perm(Y|x)), valem:

* m(a) = a, paratodo a € A\ dom(perm(Y|x)); e

. dom(ﬂ?pfl) = dom(7) C dom(perm(Y|x)).
Logo, suppy(p -X) C A\ dom(perm(Y|x)).
(iii) p # Id e A = dom(p) Ndom(perm(Y|x)) # 0:

* B=dom(p)N(A\dom(perm(Y|x))) =0
Nesse caso, dom(p) C dom(perm(Y|x)).
Seja 7 tal que dom(7) C dom(perm(Y|x)). Note que m(a) = a, para todo a €
A\ dom(perm(Y|x)). Além disso, dom(?tp_]) C dom(perm(Y|x)), o que implica
YFmAp-X. Logo, suppy(p-X) C A\ dom(perm(Y|x)).
* B=dom(p)N(A\ dom(perm(Y|x))) # 0
Nesse caso, p tem dtomos em dom(perm(Y|x))) e dtomos fora de dom(perm(Y|x))).
Considere os conjuntos
~C={x|xcAep (x) € A\ dom(perm(Y|x))}:
- D={x|xeBep !(x) € dom(pern(Y|x))}.
e seja 7 tal que dom(7) C (dom(perm(Y|x)) UD) \ C. Entdo 7(a) = a para todo
a € (A\ (dom(perm(Y|x))UD)) UC.
Além disso, se x € dom(7), entdo
— x € dom(perm(Y|x)) \ C, e nesse caso p ! (x) € dom(perm(Y]x));
— oux € D\ C, e nesse caso também temos p ' (x) € dom(perm(Y|x)).

Com isso dom(n’rl) C dom(perm(Y|x)), o que implica Y+ 7 A p - X. Portanto,
suppy(p-X) C (A (dom(perm(Y|x)) UD)) UC.

]

n
Lema A.12. suppy(f(t1,...,t)) = U suppy ().
i=1

n

Demonstracdo. Seja T uma permutacdo tal que 7(a) = a, paratodo a € U suppy (#). Entdo,
i=1

vale Y - 7 A t;, para cada 1 <i < n e, usando a regra (Af) (da Tabela 2.1), temos que

Y+ mAf(ty,... t,). Ouseja, suppy(f(ty,...,t,)) C UL suppy ().
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Por outro lado, seja T uma permutacéo tal que 7(a) = a, para todo a € suppy(f(t1,...,%))-
Entdo, vale Y+ m A f(71,...,1,) e, pela propriedade de Inversdo (Lema 2.2), temos que
Y+ 7 At;, paracada 1 <i<n. Ouseja, suppy(#;) C suppy(f(f1,...,4,)), paratodo 1 <i<n,

n
ou mais precisamente, U suppy(t;) C suppy(f(#1,...,t:)). O
i=1

Proposicao A.4. suppy([a]t) = supp, ( acy)-t), para cy,cp nomes nOVos com

1 cz)AVar(t)«
relagdo a Y - [a]r.

Demonstragdo. Seja w tal que 7(c) = ¢ para todo ¢ € suppy([a]t). Entdo, Y - 7w A [a]t, e

pelo Lema da Inversdo (Lema 2.2), segue que Y, (¢ ¢2) A Var(t) - 7w A (a c;) - t. Portanto,

SUPPy (o o) ivar(n) (B A (a c1) - 1) € suppy([a]r).
Reciprocamente, seja 7 tal que 7(c) = ¢ para todo ¢ € suppy CIE0] Cz)war(t)((a c1)-t).

Entdo, Y, (¢ ¢2) AVar(t) - A (a cy)-t, que implica, Y F & A [a]t;
Portanto suppy([a]t) C suppnm((a c1)-1). O

Lema A.13. Seja 7 tal que 7(c) = c, para todo ¢ € suppy(¢) \ {d}, e d ndo ocorre em Y ,7.

Entdo Y, (c; d) A Var(t) - m A ¢, para c; arbitrdrio que ndo ocorre em Y, z.
Demonstragcdo. Existem duas possibilidades:

* d ¢ suppy(t).

Entdo, (c) = ¢ para todo ¢ € suppy() implica que Y F 7 A ¢. Por enfraquecimento

(Proposicao 2.2) temos que Y, (d ¢;) A Var(f) - m A t, e o resultado segue.

* d € suppy(?).

A prova € por inducao sobre ¢.

l.t=p-X
Seja 7 tal que 7(c) = ¢ para todo ¢ € suppy(p -X) \ {d}, e d ndo ocorre em Y, p.

- d ¢ dom(m).
Neste caso, 7(c’) = ¢ para todo ¢’ € suppy(p - X) (inclusive d).
Entdo Y+ 7 A p - X e, por inversao, temos dom(npfl) C dom(perm(Y|x)) C
dom(perm(Y|x))U{cy,d}. Portanto, Y, (d ¢;) AVar(t) F T Ap-X

- d € dom(m).
Afirmacio: d € dom(npfl) C dom(perm(Y|x)) U{c1,d}.
Caso contrdrio existiria a € 7 (a # d) tal que p(a) ¢ dom(perm(Y|x)). Mas

tal a também ocorre no caso acima, e teriamos uma contradi¢ao com o fato
-1
de dom(zP ) C dom(perm(Y|x)).
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2.t=a
Este caso € trivial.
3. t=A1(t1,...,tn)
Este caso segue por hipétese de indugao.
4. t = [a]t’
Seja 7 tal que 77(c) = ¢ para todo ¢ € suppy([a]t’) \ {d}, e d ndo ocorre em Y, [a]t’.

Pela Proposicio A.4, suppy([a]t’) = supme((a d)-t'), para dy,d> nomes

novos. Desta forma, 7(c) = ¢ para todo ¢ € suppYW((a dy)-t')\{d}.
Por hipétese de indugdo,

Y,(dy da) AVar(t'),(d c;) AVar(t) - A (ady) -t

que implica, pela regra A — abs,

Y,(d c1) AVar(¢') -t A [a]t’

e o resultado segue.

Lema A.14. suppy([b]t) = suppy(¢) \ {b}.
Demonstragcdo. Por inducdo em t:

l.t=p-X:
Neste caso, consideraremos C e D como na Proposi¢do A.11.

Afirmacao: suppy([p](p-X)) C (A\ dom(perm(Y|x))UDU{b})U(C\{b}).

N J/
-~

P

* bedom(p):
Tome 7 tal que 7(a) = a para todo a € P.
Entdo dom(7) C (dom(perm(Y|x) UD)\ C)U{b}. A seguir cj,c2 sdo nomes

novos com relacioa w,p e Y.

- b € don(r):
Como ¢; ¢ dom(m) Udom(p) and dom(r) Ndom(p) = {b} UD, temos que
gt enop)™ — b e Algm disso,

dom(7? V) C (dom(x) \ {b}) Up(D) U{c1} C dom(perm(Y|x)) U{ci,c2}
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- b ¢ dom(7):
Como ¢; ¢ dom(7) Udom(p), segue que 7(° e°p)! = rp~' = 1. Logo,
dom(x!(? Cl)op)fl) = dom(7) C dom(perm(Y|x)).
Assim, Y+ 7 A [b](p - X) segue das equivaléncias abaixo.

YEaAbl(p-X) =T, (ci ) AXFrA(ber)(p-X)

@T,(Cl C2)AX|—7'L'A((b Cl)op)-X
——

& dom(r((® Cl)op)fl) C dom(perm(Y|x)) U{c1,c2}
(A.S)

* b¢dom(p):
Tome 7 tal que 7(a) = a para todo a € (A \ (dom(perm(Y|x))U{b}UD))UC.
Entdo dom(7) C (dom(perm(Y|x))U{b} UD)\C.

- b€ don(m):
Entdo dom(((? ©)°P) ") C (dom(m)\ {b}) U{c1 }Up (D) C dom(perm(Y|y))U
{c1,¢2}. Pelas equivaléncias em (A.5) segue que Y - 7 A [b](p - X).

- b ¢ dom(7):
Neste caso 7(? ©)°P)"" = £°™" ¢ portanto dom(n? ') C dom(7) Up(D) C
dom(perm(Y|x)). Pelas equivaléncias em (A.5) segue que Y = 7 A [b](p - X).

Pela Proposicao A.11, temos que

suppy (P - X) C (A \ (dom(pern(Y[x)) UD))UC.

E pela afirmacdo do inicio:
suppy([b](p - X)) = (A\ (dom(perm(Y[x)) U{b} UD)) U(C\ {b}).

Portanto, suppy(([#](p - X)) = suppy(p - X) \ {b}, e o resultado segue.
2.t=a
Afirmacéo: suppy([bla) = {a}.

Note que para todo 7 tal que 7(a) = a temos que:
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YFrmA[plaeYFrA(bCy)-a
SYFrnAa (A.6)

s n(a)=a
Logo, suppy([bla) = {a} = suppy(a) \ {b}, e o resultado segue.

3. t=1t

Seja 7 tal que 7(a) = a para todo a € suppy([b]ft’). Entdo vale Y - 7 A [b]ft' e temos

as seguintes equivaléncias: dj,d, sdo nomes novos.

Y+ 7mA[blft! &Y, (d) dy) AVar(t) A (bdy)-ft
&Y, (dy da) AVar(t) - A f((bdy)-1')
&Y, (d dy) AVar () - A (bdy) -1
SYHxAlb)l
& THxAf([bl)

Logo,
suppy ([b]ft") = suppy (f([b]t')) = suppy([b]t") = suppy(+') \ {b} = suppy(ft') \ {b}.
4. t =[alt
Afirmago: suppy([b][a]t’) = suppy([a]r') \ {b}.
« Seja 7 tal que 7(c) = ¢ para todo ¢ € suppy([a]r’) \ {b}. Entdo ¢ € suppy([a]')

ec ¢ {b}. Como c € suppy(|a]t’), entdo vale Y - 7 A [a]t’. Sejam c},c, nomes

novos com relacioa Y, w,aet’.

YExAlalt = YFa®) L [a)(be;)-1, por equivariancia

- b ¢ dom(7):
Neste caso, 7% 1) = 7, e entiio:

YEAb DA [a(bey) ! =YHrAld(bcr)-1
=Y, (c1 c2) AVar(t) - A [a](bcy) -t
=Y+ 7 Ab]a] -t
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por enfraquecimento (Lema 2.2) e inversao das regras de derivabilidade de
A. Logo, ¢ € suppy([b][a]t’).

- b € dom(7):
Neste caso, ¢ € 72 ) e 7P € (¢) = ¢, para todo ¢ € suppy([a]t’) \ {c1}.
Entdo Y, (c; ¢2) AVar(r') F % ¢V A [a]¢’ pelo Lema A.13. Novamente, por

equivariancia (Lema 2.3), seguindo de inversdo, obtemos:

Y, (ci ) AVar(f) - n <) i [a] - =X, (ci ¢2) AVar(d) b A [a](bcy) -1
=YrnAb]a] -t

Logo, ¢ € suppy([B][al), e portanto, suppy([alt') \ {b} € suppy([B][al’).
— Por hipétese de inducio,

suppy ([a]t’) = suppy (1) \ {a}.

Seja 7 tal que 7(c) = ¢ para todo ¢ € suppy([a]t’). Entdo, Y + 7 A [a]t’, €
7(c) = ¢, para todo ¢ € suppy(r') \ {a}. Observe que 7' “V)(¢) = ¢, para
todo ¢ € (suppy (') \ {a}) \ {b}. Desta forma, Y - (> V) x [a]¢’

Assim, 7(c) = c, para todo ¢ € SupPy 1~y (2 1) )\ {a}, o que
implica

Y,(c1 c2) AVar(t) A (bey) -t

Teorema A.1 (Referente ao Teorema 2.4).
(i) SeYFs éa t entdo suppy(s) = suppy ()
(i) YF & At se, e somente se, dom(7) N suppy(7) = 0.

Demonstragdo. (i) Seja m uma permutagdo tal que 7(a) = a, para todo a € suppy(s).
Pela Definicao 2.9, Y - w A s. Como por hipétese Y s Qa t, segue pelo Lema 2.4
que Y - 7 A t. Logo, suppy(f) C suppy(s). Analogamente, temos que suppy(s) C
suppy(?), e com isso, a igualdade segue.
(i) A prova € por inducao sobre ¢:

(=) Suponha que Y - 7 A ¢.

() t=p-X.
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Entdo, a hipétese fica Y + 7 A p - X, e portanto, dom(7P) C dom(perm(Y|x)).
Suponha que p # Id:
* dom(m)Ndom(p) =0.
Entdo 7P = 7 e dom(7) = dom(7”) C dom(perm(Y|x)).
Pelo Teorema 2.3, suppy(p - X) C (A \ (dom(perm(Y|x)) UD))UC, e por-
tanto, suppy(p - X) Ndom(7) = 0.
* dom(m) Ndom(p) # 0.
Entdo dom(7”) C dom(7) Udom(p) C dom(perm(Y|x)).
Suponha, por absurdo, que a € dom(7) Nsuppy(p -X) # 0. Pelo Teorema 2.3,
segue que a € suppy(p-X) C (A\ (dom(perm(Y|x)) UD))UC. Vamos
analisar os dois casos:
i. a€ A\ (dom(perm(Y|x))UD).
(*)Se a € dom(7)\ dom(p) entdo 7’ = e a € dom(7”) C dom(perm(Y|x)).
Absurdo, pois tomamos a € A \ dom(perm(Y|x)).
(*) Se a € dom(7) Ndom(p) entdo p(a) € dom(nP) C dom(perm(Yy)).
Absurdo, pois a € A\ D.
ii.aeC
Neste caso, a c C={a|ac€Aep(a) € A\ dom(perm(Y|x))}, onde
A = dom(p) Ndom(perm(Y|x)).
Ento, p(a) € dom(n”) C dom(perm(Y|x)). Absurdo, pois de a € C,
temos que p(a) € A\ dom(perm(Y|x)).
Logo, dom(7) Nsuppy(p-X) =0.
O caso em que p = Id € trivial.
(b) t=a.
Suponha que Y+ 7 A a. Entdo w(a) = a e a ¢ dom(T).
Por defini¢do, suppy(a) = {a}. Portanto, dom(7) N suppy(a) = 0.
(c) t =f(t1,12,...,1n).
Suponha que Y+ 7 A f(zy,...,t,),entdo Y = 7 A 1y,..., Y @ A t,. Por hipétese
de indugdo, dom(7) N suppy(t;) = 0, para cada i = 1,...,n. Pelo Teorema 2.3,
segue que dom(7) N suppy (f(t1,...,%)) = 0.
(d) t = [b]t
Suponha que Y I~ 7 A [b]¢’. Entdo,

Y,(ci c2) AVar(t') A (bey)-t.
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~ ~ /
onde C1,C€2 Sa0 nOmMes novos, que nao ocorrem €m Y, Tnememt¥ .

Por hipdtese de indugdo, dom(7) N suppy | bcy)-t')=0.

c cz))\Var(t’)((
Pelos Lemas A.13 e A.14:
suppy([b)t') = suppy (1) \ {b} = suppy vz (0 c1) 1)

Logo, dom(7t) Nsuppy([b]t') = 0, e o resultado segue.
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