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Resumo

Esta dissertacdo apresenta um estudo sobre as Técnicas Nominais, introduzidas por Murdoch
J. Gabbay e Andrew M. Pitts, que consistem em uma gama de técnicas, baseadas no conceito
de conjuntos nominais, que descrevem novas maneiras de apresentar a sintaxe de sistemas
formais envolvendo operacdes de ligacao varidvel. Uma de suas principais aplicacdes envolve
a determinacao de um modelo nominal abstrato para a Logica cldssica de primeira ordem
com igualdade 11, alicergado em uma generalizagdo nominal dos conceitos da teoria de
reticulados usual. Com este propdsito em mente, iremos explorar os conceitos necessarios
referentes as técnicas nominais para, em seguida, utilizd-los para realizar uma extensao das
nogdes bdsicas da teoria de reticulados, onde definiremos conjuntos nominais parcialmente
ordenados, bem como estabeleceremos as nogdes de infimos e supremos, para entdo obtermos
a nocao de reticulados nominais.

Estabeleceremos também nogdes de distributividade e complementacdo para reticulados
nominais e relacionaremos isso com o conceito de o-algebra, o qual ird nos permitir nao sé
incorporar a operagdo de substituicdo no nosso modelo, como também generalizar a no¢ao
de substituicdo. Todas essas defini¢des irdo culminar na defini¢do de uma estrutura algébrica
nominal chamada de dlgebra 1L e serd esta estrutura que usaremos para interpretar a 16gica
de primeira ordem IL; e provar a sua corre¢do, no¢ao esta que liga a sintaxe e a semantica da
l16gica L. Mais precisamente, a correc¢do afirma que se @ - ¥ for um sequente derivdvel em

L, entdo a sua interpretacio [® - W] sobre uma dlgebra IL; é verdadeira.



Abstract

This dissertation presents a study of Nominal Techniques, introduced by Murdoch J. Gabbay
and Andrew Pitts, which consist of a range of techniques, based on the concept of nominal
sets, that describe new ways of presenting the syntax of formal systems involving variable-
binding operations. One of its main applications involves the determination of an abstract
nominal model for the Classical first-order logic with equality 1L, based on a nominal
generalization of the concepts of usual lattice theory. With this purpose in mind, we will
explore the necessary concepts regarding nominal techniques and then use them to extend
the basics of lattice theory, where we will define partially ordered nominal sets (nominal
posets), as well as establish the notions of infimum and supremum, in order to obtain the
notion of nominal lattices.

We will also establish notions of distributivity and complementation and we will relate
this to the concept of o-algebras, which will allow us not only to incorporate the substitution
operation in our model, but also to generalize the notion of substitution. All these definitions
will culminate in the definition of a nominal algebraic structure called IL; algebra and it will
be this structure that we will use to interpret the first-order logic IL; and prove its soundness,
a notion that links the syntax and semantics of the logic IL;. More precisely, soundness states
that if ® - ¥ is a derivable sequent in L, then its interpretation [® - W] over a L, algebra

18 true.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

As Técnicas Nominais, criadas por Murdoch J. Gabbay e Andrew M. Pitts [14] no inicio
deste século, t€m raizes histéricas nos modelos de permutacdo da Teoria de Conjuntos de
Zermelo-Fraenkel com dtomos (ZFA) elaborada por Fraenkel e Mostowski na década de
1930, a fim de provar a independéncia do Axioma da Escolha dos outros axiomas de uma

teoria dos conjuntos com atomos.

ZFA e técnicas nominais. A teoria de conjuntos ZFA € definida pelo acréscimo de objetos
chamados dtomos. Aqui, &tomos sdo interpretados como entidades que nao possuem ele-
mentos e que sdo distintos do conjunto vazio. Por essa razdo, atomos sdo indistinguiveis
em termos da relacdo de pertinéncia €, fazendo assim com que estes sejam objetos sem
uma estrutura interna e que possuem a capacidade de identificar-se e distinguir-se de outros
atomos. Sendo assim, 4&tomos também podem ser vistos como identificadores, sendo assim
uma excelente ferramenta para modelar nomes e variaveis.

Em geral, em ZFA assume-se que é dado um conjunto infinito enumerédvel A de dtomos,
cujos elementos sdo denotados por a,b,c,.... Usando a Hierarquia Cumulativa de von Neu-
mann pode-se construir um universo U de conjuntos sobre A comecando com A, adicionando
todos os subconjuntos de A e iterando transfinitamente. Desse modo, o universo ¢/ assim
definido é um modelo bem-fundado para ZFA, um ambiente rico o suficiente em estrutura
para expressar muita matematica, mais ainda as técnicas nominais de forma natural.

Em U construimos o grupo das permutacdes finitas S, como sendo o conjunto das
bijecdes 7 : A — A tais que o conjunto {a € A | w(a) # a} é finito, ou seja, sdo as permutacdes
que fixam “quase” todos os dtomos. Esta ideia induz uma agdo do grupo Sy sobre os

elementos x € U que preserva a estrutura do universo 4. Esta a¢do de permutagdo, denotada
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por 7 - x, cria uma relagdo de dependéncia entre os elementos do universo e subconjuntos de
atomos. Mais especificamente, essa relacdao se manifesta na ideia-chave de suporte finito:
para um elemento x € U/, dizemos que um subconjunto finito B C A suporta x quando
T -x = x, para toda permutacdo 7 que fixa os atomos de B. Neste seguimento, define-se
um conjunto nominal X como um conjunto em que todo elemento de x € X € finitamente
suportado por algum subconjunto finito B, C A. Intuitivamente, pensamos em um conjunto
nominal X como sendo um conjunto equipado com uma Sj-a¢do em que cada elemento
x € X “contém” uma quantidade finita de &tomos em sua “composi¢do”.

Na abordagem nominal, conjuntos nominais possuem um papel protagonista. No en-
tanto, o universo U apresenta outras propriedades fundamentais. Essencialmente, equipar o
universo 4 com uma a¢do de permutagdo sobre dtomos cria resultados meta-tedricos muito
interessantes, sendo o principal deles chamado de Principio da Equivaridncia. Intuitiva-
mente, este principio nos d4 maneiras de manusear eficientemente no¢des de renomeamentos
e a-equivaléncia na sintaxe de sistemas formais e captura por que € tdo ttil usar &tomos
nos fundamentos das técnicas nominais. Mais formalmente, seja ¢ (x1,...,x,) um predicado
expresso na linguagem de ZFA, onde x1,...,x, € a lista de fodas as varidveis ocorrendo em ¢,
as quais representam elementos de /. Nestas condi¢des, o principio da equivariincia afirma

que para toda permutacio 7w € Sy vale

O(x1,..., %) =O(m-x1,...,7T-xp).

Assim, @ (x1,...,x,) é vilida independentemente de como permutamos 0s 4tomos que
ocorrem nos elementos xp,...,x,. Murdoch J. Gabbay e Andrew M. Pitts [15] descrevem o

este principio da seguinte forma:

“[...] the validity of assertions about syntactical objects should be sensitive only to

distinctions between variable names, rather than to the particular names themselves.”.

Portanto, as técnicas nominais surgem com o proposito de fornecer uma nova andlise
matematica promissora a respeito de nomes em linguagens formais, com muitas aplicagdes
para a sintaxe e semantica de linguagens de programacdo e sistemas formais que envolvem

operadores de ligacdo de varidveis.

Logica de primeira ordem e substituicdo. Um exemplo paradigmatico destas aplicagdes
envolve o estudo da Ldgica cldssica de primeira ordem e a no¢@o da operagdo de substituicao
em sistemas formais. Em [10] e [11], Murdoch J. Gabbay e Aad Mathijssen, usam as técnicas
nominais para axiomatizar a légica de primeira ordem e a nocao de substitui¢io, assim como

tradicionalmente se axiomatizam algebras booleanas, grupos, anéis, corpos etc.
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Com essas axiomatizacgdes estabelecidas, uma série de artigos emergiram dos esfor¢os
para compreender a semantica por trds dessas axiomatizagdes. A ideia era determinar
estruturas algébricas nominais equipadas com fungdes satisfazendo os axiomas nominais
estabelecidos anteriormente. Um dos artigos nesta direcdo é o Nominal semantics for
predicate logic: algebras, substitution, quantifiers, and limits [16]. Neste artigo, Murdoch
J. Gabbay e Gilles Dowek definem estruturas algébricas capazes de incorporar a operagao
de substituicdo, a estas estruturas ddo-se os nomes de dlgebras de substitui¢do de termos
e dlgebras de substitui¢do. Basicamente, estas estruturas generalizam, respectivamente, o
conjunto de termos e o conjunto de predicados (identificados por ¢-equivaléncia) da 16gica
de primeira ordem equipados com suas respectivas operagdes usuais de substituicdo. Apos
isso, € realizada uma generalizacdo nominal da Teoria de Reticulados usual. Em resumo, para
subconjuntos finitos B C A definem-se no¢des nominais de infimos e supremos, chamadas
de B#infimos e B#supremos, para definir estruturas nominais de reticulados. Entdo faz-se
uma combinagdo entre as dlgebras de substituicao e reticulados nominais, criando entdo uma
estrutura nominal com poder expressivo para interpretar de forma “absoluta” a 16gica de
primeira ordem.

O que faz este modelo nominal ser tdo diferente e util estd em parte nos detalhes técnicos
ndo-triviais e bonitos de sua construcao, que também oferecem certas vantagens em relacio
aos modelos ja existentes da 1dgica de primeira ordem. Os modelos padrdes sao baseados na
ideia de valoragdo de varidveis. Especificamente, uma valoracio de varidveis € uma fungio
v que mapeia varidveis em elementos do dominio de uma estrutura. Consequentemente,
a interpretacdo de termos r e predicados ¢ dependem do contexto criado pela valoracdo
v. Em outras palavras, r e ¢ fornecem a sintaxe enquanto v fornece o contexto. Dessa
maneira, na no¢ao usual de modelos, nomes denotam objetos semanticos, porém, iSso se
torna um problema pois objetos seménticos ndo possuem uma no¢ao inerente sobre 0os nomes
envolvidos em sua construgao.

Com isso em mente, Murdoch J. Gabbay e Gilles Dowek [16] propdem uma alternativa:
produzir uma semantica para a légica de primeira ordem na qual os objetos semanticos
se tornem “conscientes” dos nomes envolvidos em suas “composicdes”. Neste modelo,
cada varidvel a é mapeada em uma “copia” dela mesma no modelo nominal. Logo, no
modelo nominal fornecido, todo termo e predicado possui uma interpretacao ‘“absoluta”
independentemente da valoracdo das varidveis. Sendo assim, termos e predicados sao
interpretados diretamente como elementos de um reticulado nominal, sujeitos a interpretagcdes
adequadas dos conectivos e quantificadores. Isso € feito aplicando a tecnologia das técnicas

nominais a teoria das reticulados, em particular identificando B#infimos e B#supremos como
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as nocdes unificadoras necessarias para modelar a conjuncdo (A), quantificac@o universal (V),
disjuncdo (V) e quantificacdo existencial (J).

Estabelecida entdo a seméantica algébrica nominal para a l6gica de primeira ordem, vém-
se o estudo da sua correcdo. A correcdo afirma que se @ = W for um sequente derivavel
na légica de primeira ordem, entdo a sua interpretagio [ - ¥] sobre o modelo nominal
€ verdadeira. Intuitivamente, isto significa que tudo o que pode ser provado na légica de
primeira ordem €, de fato, verdade.

Por fim, em seu artigo Semantics out of context: nominal absolute denotations for first-
order logic and computation [9], principal referéncia deste trabalho, Murdoch J. Gabbay
expande e refina todas estas ideias para a ldgica de primeira ordem com igualdade 1.

Objetivo. O nosso objetivo neste trabalho serd, nao s6 expor os fundamentos das técnicas
nominais, como também investigar as no¢des por trds da constru¢do do modelo nominal para
a logica de primeira ordem com igualdade ;. Uma vez feito isso, definiremos o modelo
nominal e estabeleceremos uma interpretacao de IL; sobre este modelo e provaremos a sua

COITECAO.

Contribuicoes As contribui¢des do presente trabalho consistem na apresentagdo detalhada
de conceitos e resultados acerca do desenvolvimento das técnicas nominais e de suas aplica-
coes em logica de primeira ordem. Além disso apresentamos algumas contribui¢des que sao

listadas abaixo:

1. Apresentamos algumas figuras originais (Figuras 2.2, 3.1, 4.1 e 4.2) e um exemplo
(Exemplo 4.2) inédito para ilustrar os conceitos e facilitar o entendimento do leitor em

relag@o a esses temas.

2. Detalhamos diversas demonstracdes dos teoremas e exemplos apresentados. Como
exemplo, podemos citar a demonstragdo da corre¢do da interpretacdo da légica L

sobre uma élgebra L.

3. Com este trabalho, propomos fornecer um material mais completo e com uma lingua-
gem mais acessivel para quem deseje se inteirar no assunto futuramente.

1.2 Organizacao do Trabalho

Finalizamos estas notas iniciais observando que esta dissertacdo esta divida em 5 capitulos

da seguinte maneira:
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Capitulo 2: Nocoes Preliminares Exporemos as ferramentas fundamentais a serem uti-
lizadas ao longo do trabalho. Mais especificamente, trataremos de conjuntos parcialmente
ordenados (CPOs), reticulados, distributividade, complementagdo e dlgebras booleanas.
Veremos também a linguagem e os axiomas da teoria de conjuntos ZF com dtomos (ZFA)
e exibiremos um universo para ZFA baseado na hierarquia cumulativa de von Neumann.
Introduziremos os conjuntos equipados com uma acdo de permutacdo sobre dtomos. Fina-
lizaremos o capitulo estabelecendo a sintaxe da l6gica de primeira ordem com igualdade
]Ll .

Capitulo 3: Técnicas Nominais E onde introduziremos as principais notacdes, defini¢des
e resultados basicos das técnicas cominais que serdo de suma importancia para a defini¢ao
do modelo nominal da légica IL;. Iremos, essencialmente, obter resultados fundamentais
sobre suporte finito, conjuntos nominais, suporte de um elemento, frescor, principio da

equivaridncia, c-dlgebras de termos e o-dlgebras.

Capitulo 4: Reticulados Nominais Aqui nos devotaremos a explorar os conceitos envol-
vidos na generalizacdo nominal da teoria de reticulados. Definiremos as no¢des de conjuntos
parcialmente ordenados com as técnicas nominais, definindo assim conjuntos nominais
parcialmente ordenados (CNPQOs), B#infimos, B#supremos, reticulados nominais e extensoes

das nogdes usuais de distributividade e complementacao.

Capitulo 5: Modelo nominal para L.; Combinaremos as no¢des de o-algebra com CN-
POs obtendo a definicdo de uma estrutura de o-dlgebra compativel e exploraremos as
principais propriedades relacionadas a este conceito. Definiremos um elemento (a =* b)
pertencente a um reticulado nominal £ para interpretar igualdade l6gica =. ApOs isso,
finalmente definiremos a estrutura nominal que serd o modelo para a 16gica I, chamada de
dlgebra IL1. Encerramos o capitulo fazendo a interpretacio da l6gica I sobre uma algebra

L] € provar€mos a sua corregﬁo.

Capitulo 6: Consideracoes Finais Concluimos o trabalho com as principais observag¢des

do desenvolvimento e também propomos algumas dire¢des para trabalhos futuros.

Nota. Atentamos o leitor em nossa escolha de ndo exibir diretamente as demonstracdes de
todos resultados ja estabelecidos nas preliminares e também nocdes laterais que sao utilizadas
neste trabalho, mas cujo desenvolvimento estd fora do escopo deste trabalho. Ao invés disso,

preferimos dar a sua intuicdo através de exemplos e discussodes. Por isso e para facilitar a
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leitura, as provas exaustivas de lemas auxiliares que decorriam, em sua maioria, de indugdes
e outras estratégias tradicionais foram aladas para o apéndice do trabalho. Nossa ideia é
priorizar a apresentacdo e detalhamento dos resultados principais relacionados as construcdes
do Capitulo 4 que lida com reticulados nominais e do Capitulo 5 que trata sobre o modelo
nominal para L.



Capitulo 2
Nocoes Preliminares

Este capitulo tem por objetivo expor as nocdes preliminares necessarias para um melhor
entendimento deste trabalho. O capitulo serd divido em quatro se¢des principais.

Na Secdo 2.1 exploramos os conceitos elementares relacionados a teoria de reticulados.
Comecaremos definindo conjuntos parcialmente ordenados e reticulados distributivos; com
esta terminologia estabelecida, definiremos dlgebras booleanas, que serdo fundamentais para
o Capitulo 4, como um tipo especifico de reticulado distributivo. Na Secao 2.2 discutimos
sobre os fundamentos das técnicas nominais apresentando a linguagem e os axiomas da
Teoria de Conjuntos ZF com dtomos (ZFA) e exibimos um universo para ZFA baseado na
hierarquia cumulativa de von Neumann. Basicamente, este serd o ambiente natural para
trabalharmos e desenvolver as técnicas nominais que introduziremos no proximo capitulo.

Na Secdo 2.3 introduzimos o conceito de conjuntos equipados com uma acdo de per-
mutacdo de dtomos e exemplos que serdo fundamentais para todo o desenvolvimento dos
proximos capitulos. Finalizamos o capitulo com a Se¢do 2.4 sobre a sintaxe da Ldgica
cldssica de primeira ordem com igualdade L. O leitor pode se sentir livre para ignorar este
capitulo em uma primeira leitura caso ja possua alguma familiaridade com os conceitos aqui

apresentados, retornando apenas quando precisar realizar algum tipo de consulta.

2.1 Conjuntos Parcialmente Ordenados

Nesta secao seguindo [3], apresentaremos as defini¢des e resultados principais sobre con-
juntos parcialmente ordenados, bem como estabeleceremos as notacdes utilizadas. As
demonstracoes e defini¢des relacionadas estdo no Apéndice A.

Um conjunto L dotado de uma ordem parcial ndo-estrita < € chamado conjunto parcial-
mente ordenado, abreviado por CPO e denotado por (L,<). Quando a relagio < for clara
pelo contexto, nos referiremos a um CPO (L, <) via seu conjunto subjacente L.
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Exemplo 2.1. Para qualquer conjunto X, o conjunto das partes de X, denotado por P(X), é
a colegdo de todos os subconjuntos de X, isto é, P(X) = {Y | Y C X}. O conjunto das partes

de X ordenado pela relacdo de inclusdo de conjuntos C forma um CPO.
Definicdo 2.1. Seja (L, <) um CPO. Se X C Le x € L, entdo:

* x é 0 maior elemento de X, se x € X e paratodo x' € X, x' < x.

e x é 0 menor elemento de X, se x € X e paratodo x’ € X, x < x'.

 x é uma cota superior de X, se x ndo necessariamente estd em X e para todo x’ € X,

X <x.

 x é uma cota inferior de X se x ndo necessariamente estd em X e para todo x’' € X,

x<x.
* x é o infimo de X se x € a maior cota inferior de X.
* x é o supremo de X se x € a menor cota superior de X.

O infimo e o supremo de X s@o Unicos se existirem e serdo denotados por AX e VX,
respectivamente.

Notacao 2.1. Se considerarmos um subconjunto contendo apenas dois elementos, digamos
{x,y}, entdo escrevemos xVy para denotar o supremo de {x,y} (se este existir) e xAy para

denotar o infimo de {x,y} (se este existir).

2.1.1 Reticulados

Introduzimos o estudo de reticulados como um tipo especial de CPO.
Defini¢do 2.2. Um CPO (L, <) é chamado de

* A-semireticulado (1€-se inf-semireticulado) se todo subconjunto ndo-vazio X C L

possui um infimo AX.

* V-semireticulado (l1&-se sup-semireticulado) se todo subconjunto nao-vazio X C L

possui um supremo \/X.

e reticulado se (L, <) for um A-semireticulado e um V-semireticulado.
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Dizemos que um reticulado (L, <) é limitado quando possui um maior elemento e um

menor elemento, isto €, quando a ordem < € limitada.

Observagdo 2.1. Seja (L, <) um reticulado.

* Se V0 existe em L, entdo todo x € L é uma cota superior de & uma vez que por
vacuidade x majora todo y € 0. Em particular, \/0 é majorado por todo x € L,
donde concluimos que \/0 existe em L se, e somente se, L possui um menor
elemento. Neste caso, \/0 € igual ao menor elemento de L e o denotamos por L.

* Analogamente, AQ existe em L se, e somente se, L tem um maior elemento, o
qual é igual a A® e o denotamos por T.

J

O Lema 2.1 estabelece uma caracterizagc@o para A-semireticulados e V-semireticulados.

Lema 2.1. Sejam (L, <) um CPO e X = {xy,...,x,} C L um subconjunto finito ndo-vazio.

Entao,

1. L ¢ um A-semireticulado se, e somente se, xAy existe para todos x,y € L.

2. Similarmente, L ¢ um V-semireticulado se, e somente se, xVy existe para todos x,y € L.
Demonstragcdo. A prova pode ser encontrada no Apéndice A, no Lema A.1 [

Uma consequéncia direta deste lema é que um CPO (L, <) é um reticulado se, e somente

se, xAy e xVy existem para todos x,y € L.
Exemplo 2.2. O conjunto das partes P(X) é um reticulado limitado com menor elemento 0,
maior elemento X e para quaisquer Y,Z € P(X),

YNZ=YNZ e YVZ=YUZ

Durante o resto desta sec¢do, exceto quando indicado o contrério, L denotard um reticulado
arbitrério (L, <).
Para X = {xy,...,x,} C L, a prova do Lema 2.1 nos dé que

¢ /\{xlv"'vxn} = ( .. ((xl/\xz)/\X3) .. .)/\xn.

e Ve omd = (o (AR)AR) . ) A,

Observe que o lado esquerdo ndo depende da forma como os elementos x; sdo listados.
Assim, V e A sdo idempotentes, comutativos € associativos — isto €, satisfazem as seguintes

condicdes para todos x,y,z € L:
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XAXx =X

(Idem) { VE=X Com) { WY=IWVE 4 6s0) { XXEWZ) = (xVy)Vz

Notagio 2.2. Como consequéncia da associatividade, para X = {xi,...,x,} C L po-

demos adotar a seguinte notacao sem parénteses:
« AX 2 XA Ax,.

O \/X é)CIV...V)Cn.

Ha outro par de regras que conecta V e A. Para derivé-los, observe que se x <y, entdo

V{x,y} =y, isto é, xVy = y. Reciprocamente, se xVy = y entdo x < y, por defini¢do. Portanto
x <y se, e somente se xVy = y. (2.1)

Dualmente, para A obtemos que
x <y se, e somente se XAy = Xx. (2.2)

Assim, aplicando (2.1) e (2.2) para as desigualdades xAy < x e x < xVy (as quais sao

obtidas por defini¢do), obtemos as identidades de absor¢do:

xV (xAy) = x,
A (xVy) = x.

(Absor) {

Se o reticulado L for limitado, entdo L < x < T e, portanto, por (2.1) e (2.2) inferimos

que
VT =T, xVL1 =ux,

(2.3)
AL =1, AT =x.

Definicao 2.3. Um reticulado L € dito distributivo quando satisfaz a seguinte identidade

distributiva para todos x,y,z € L:
DA)  xV(yAz) = (xVy)A(xVz).
A identidade (DA) possui uma versao dual:

DV)  xA(WVz) = (xAy)V(xAz).
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As identidades (DA) e (DV) sdo equivalente no seguinte sentido: se um reticulado L
satisfaz uma das identidades (DA) ou (DV) entdo L satisfaz as duas. O préximo lema

estabelece esta equivaléncia.
Lema 2.2. Seja L um reticulado. Entdo as identidades (DA) e (DV) sdo equivalentes.
Demonstragdo. A prova pode ser encontrada no Apéndice A. [

Exemplo 2.3. Nao ¢ dificil ver que P(X) é um reticulado distributivo pois a interse¢do N e a

unido U sdo operagdes que se distribuem entre si.

Nem todo reticulado é distributivo, isto é, satisfaz as identidades distributivas. Porém,
todo reticulado satisfaz uma série de desigualdades importantes que estdo relacionadas as
identidades distributivas:

Lema 2.3. As seguintes desigualdades valem em qualquer reticulado:
) (xAy)V(xAz) < xA(yVz).
i) xV(yAz) < (xVy)A(xVz).
i) (xAy)V(yAZ)V(zAx) < (xVy)A(YV2)A(zVx).
iv) (xAy)V(xAz) < xA(YV(xAz)).
Demonstragdo. A demonstragdo pode ser encontrada no livro [3], Lemma 60. U

Definicio 2.4. Dado um reticulado limitado L, um elemento x’ € L é um complemento de
um elemento x € L se
A =1L e xvX'=T.

Se todo elemento x € L possuir um complemento entdo dizemos que L é um reticulado

complementado e denotamos o complemento de x por —x.

Exemplo 2.4. P(X) é também um reticulado complementado com =Y = X \ Y para todo
Y € P(X). Veja

YV-Y =YUX\Y)=X=T e YA Y=YNX\Y)=0=L1.

Lema 2.4. Seja L um reticulado limitado distributivo.

1. Um elemento x € L possui um unico complemento e =—x = x.
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2. Se os elementos x e y possuem complementos, —x e -y, respectivamente, entdo xVy e

xAy possuem complementos, 1 (xVy) e = (xAy), respectivamente. Além disso,

A(xVy) = xA-y,
(DeMorgan) (evy) Y
2 (xAy) = V.

3. Se x < yentdo 1y < .

Demonstragcdo. As provas dos items 1. e 2. podem ser encontradas no Apéndice A, nos
Lemas A.3 e A.4, respectivamente. Para o item 3., note que se x <y entdo por (2.2), xAy = y.
Aplicando — em ambos os lados e usando De Morgan vem —xV—y = —x, o que implica por
(2.1) que =y < —x. O

Portanto, temos que "AX = /=X onde =X = {—x | x € X}. Logo,

Lem. 2.4

Definicao 2.5. Uma dlgebra booleana é um reticulado limitado distributivo complementado.

Observamos que a defini¢do apresentada aqui € a de uma dlgebra booleana vista como
um tipo particular de reticulado. No entanto, dlgebras booleanas geralmente sdo definidas
como uma estrutura algébrica. Mais precisamente, uma 4lgebra booleana B € um sistema
(B,V,A,), onde V,A e — sio operacdes satisfazendo certos axiomas. E importante destacar
que dlgebras booleanas como uma dlgebra e dlgebras booleanas como reticulados s@o con-
ceitos “equivalentes”, no sentido de que a partir de uma dlgebra booleana como dlgebra se
obtém uma algebra booleana como reticulado e vice-versa. Para mais detalhes sobre esta
questao, consultar o livro [3].

Exemplo 2.5. 1. P(X) com a relagdo C é o exemplo protétipo de uma dlgebra booleana.

2. Oconjunto B={L, T} com_L <T ¢éuma édlgebra booleana.

2.2 ZFA: Teoria de Conjuntos ZF com atomos

Nesta secao exporemos as principais no¢des bdsicas relacionadas aos fundamentos das
técnicas nominais, onde discutiremos principalmente sobre a Teoria de Conjuntos ZF com
dtomos (ZFA).

A Teoria de Conjuntos ZFA ¢ caracterizada pela adi¢dao dos chamados dtomos. Aqui, por

atomo entende-se um individuo puro, ou seja, uma entidade sem elementos e, no entanto,
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distinta do conjunto vazio. Logo, um dtomo ndo pode ser um conjunto, porém, 4tomos
podem ser colecionados em conjuntos, isto €, &tomos podem ser elementos de um conjunto.
Representamos o conjunto de todos os atomos por A. Estaremos interessados no caso em

que A ¢ infinito enumeravel, cujos elementos serdo denotados por a,b,c,....

Observagdo 2.2. Atomos sio, sobretudo, objetos que ndo tem uma estrutura interna, o
que os torna uma ferramenta muito util para modelar nomes. Por essa razdo, atomos
e nomes serdo tratados como sindnimos. Uma consequéncia desta construgdo € que
atomos podem ser distinguidos separadamente — a ## b € sempre verdadeiro e a = b
€ sempre falso. Refletimos isso em uma convencao chamada de permutativa, isto €,
a,b,c,... variam sobre dtomos distintos.

Para esta secdo, nos basearemos especialmente no artigo [8], mas o leitor também pode
complementar sua leitura com [7], [15] e [19]. Também faremos uso da no¢ao de nimeros

ordinais. Mais detalhes sobre ordinais estdo no Apéndice A.

2.2.1 Linguagem e Axiomas de ZFA

No que se segue, iremos apresentar a linguagem e os axiomas da Teoria de Conjuntos ZFA,

um ambiente rico o suficiente para se formalizar e trabalhar as técnicas nominais.

Definicao 2.6. A linguagem da Teoria de Conjuntos ZFA consiste da linguagem da légica

de primeira ordem com igualdade cuja assinatura contém os seguintes simbolos:
* um simbolo constante A (conjunto de dtomos).
* um simbolo de relacdo bindria € (relagdo de pertinéncia).
Os termos t e predicados ¢ sao definidos indutivamente pela gramdtica:

t=x,92,... | A
pu=L|tet|t=t]9=0¢|Yx.¢

Escrevemos:
—¢ para ¢ = L O Ny para —(¢ = —y)
¢V y para (=) =y ¢ <y para (¢ = y)A(y=9)
T para L= 1 dx.¢ para —Vx.—¢

Na Figura 2.1 ([8], Figura 2) estdo listados os axiomas da Teoria de Conjuntos ZFA, onde
¢ e F variam sobre predicados e fun¢des expressadas na linguagem de ZFA, respectivamente.
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(Conjuntos) Vx,y.yeEx=x¢ A

(Extensdo) Vx.(x¢ A=x={z]|zex})

(Compreensdo) Vx.dy. y¢ ANy={zex|¢(2)}) y ndo é livre em ¢
(e-inducio) (Vx.(Vy €x.9(y)) = ¢(x)) = Vx.0(x)

(Substituicdo) Vx.3z. (z¢ AAz={F(y) |y €x}) F fungdo em ZFA
(Par) Vx,y.3z. z={x,y}

(Uniao) Vx.3z. (z¢ ANz=x)

(Poténcia) Vx.3z. z = pow(x)

(Infinito) . (0 exAVy exyU{y} €x)

(AtmInf) Jz.(A ¢ zA (Va € AVx e zxU{a} €7))

Figura 2.1. Axiomas para a Teoria de Conjuntos Zermelo-Fraenkel com dtomos.

Observagdo 2.3. Na Figura 2.1 utilizamos as seguintes convengdes notacionais:

Vx,y.¢ significa Vx.Vy.¢
Vx € y.9 significa Vx.(x ey = 9¢)
x={z|z€x} significa Vy.(Vz.(z€xez€ey)=x=y

y={z€x|¢(z)} significa Vz.(z€y& (z€xAP(2)))

z={F(y) |y€x} significa Vu.(u€z< 3y.(F(y)=uAy€x))
z={x,y} significa Vu.(u€ze (u=xVu=y))

z=Ux significa Vy.(y€z< 3y.(yey Ay €x))

7 = pow(x) significa Vy.(yezeVWy.(y ey=y €x))

0ex significa Jz.(z€xAVZ.Z ¢ 2)

yU{z}ex significa  Ju.(u exAVY.(W/ EusueyVu=7z))

Assim, os axiomas da Teoria de Conjuntos ZFA sdo os axiomas da Teoria de Conjuntos ZF
levemente modificados, com o acréscimo de dois novos axiomas: (Conjuntos) e (AtmInf).

Facamos uma descricao informal sobre cada axioma:

1. O axioma (Conjuntos) expressa o fato de que apenas objetos que ndo sejam atomos
podem conter elementos. Isso corrobora com o que observamos no comego desta
secdo: “dtomos sdo objetos que ndo contém elementos”. Ou seja, este axioma faz a

distin¢do entre o que sao 4tomos € 0 que sao conjuntos.

2. O axioma (Extensao) nos diz que para todo conjunto x (ou seja, x ndo é um atomo)
podemos expressar x como sendo o conjunto {z | z € x}. Em outras palavras, se dois

conjuntos x e y possuem os mesmos elementos, entdo x = y. E importante destacar
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10.

que este € um axioma da Teoria de Conjuntos ZF, porém, com uma restricio na
quantificacdo para quando x deve variar apenas sobre conjuntos em vez de conjuntos e
atomos. Se tomdssemos este axioma sem esta restri¢do teriamos que todo dtomo seria

igual ao conjunto vazio, o que contradiria a no¢do do que sdo 4tomos.

. O axioma (Compreensao) assegura que se ¢ ¢ uma propriedade, entdo para todo

elemento x (seja ele um conjunto ou um atomo) existe elemento y que € um conjunto
(isto é, ndo é um atomo) tal que um y = {z € x | #(z)}, ou seja, y é o conjunto que
contém todos aqueles z € x que possuem a propriedade ¢. No caso em que x for um
atomo temos que y = (). Neste axioma também precisamos fazer uma restricdo na

quantificacdo devido a diferenciac@o entre &tomos e conjuntos.

. O axioma (€-inducio) afirma que, para qualquer propriedade ¢, se para cada elemento

x (conjunto ou atomo), a validade de ¢(x) segue da validade de ¢ para todos os
elementos de x, entdo esta propriedade ¢ € védlida para todo elemento x (conjunto ou
dtomo). Para o caso em x for um dtomo a validade de ¢ (x) é sempre garantida por

vacuidade pois 4&tomos ndo contém elementos.

O axioma (Substituicao) nos diz que se F for uma funcao especificada na linguagem
de ZFA, entdo existe um conjunto z = {F(y) | y € x}. Assim, este axioma afirma que
a imagem de um conjunto x sob qualquer funcdo definivel em ZFA também serd um

conjunto. Neste axioma também restringimos a quantificacao.

. O axioma (Par) estabelece que para quaisquer elementos x e y (conjuntos ou 4tomos)

existe um conjunto {x,y} contendo exatamente x e y.

. O axioma (Unido) garante que para qualquer conjunto x, existe um conjunto z igual a

unido de todos os elementos de x. Veja que neste axioma também fazemos a restricao

para conjuntos na quantificacao.

. O axioma (Poténcia) nos diz que para todos elementos x (conjuntos ou 4tomos) existe

um conjunto z = pow(x), o conjunto de todos os subconjuntos de x. Se x for um dtomo,

teremos que z = 0.

. O axioma (Infinito) basicamente certifica que existe um conjunto infinito.

Por fim, o axioma (AtmInf) atesta que o conjunto de 4tomos A é um conjunto infinito.
De fato, é importante perceber que o conjunto z especificado no axioma (AtmInf) nada
mais € do que o conjunto de todos os subconjuntos finitos de A, isto €, o menor conjunto

de subconjuntos de A que contém o vazio 0 e é fechado para a operacgio de adicdo de
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um elemento x — xU {a}, para cada a € A. Assim, o conjunto A deve ser infinito ja
que este nao pertence a z. Neste sentido, se definirmos pow,;,(x) como sendo o termo

que denota o conjunto de todos os subconjuntos de x, dado indutivamente por

0 € powgi(x) e wu€ExAwEpowg;,(x) =wU{u} € powgy, (%),

entdo o axioma (AtmInf) também pode ser enunciado de forma equivalente como:
A ¢ powy, (x).

Observagdo 2.4. O axioma (€-inducdo) é um principio de inducao realmente forte,
porque € uma indugao sobre fodos os conjuntos, ndo apenas 0s nimeros naturais ou
os ordinais. De fato, este axioma € uma variante do principio da inducao transfinita
(Teorema A.1) e € equivalente ao axioma da regularidade ou fundacdo. O axioma da
regularidade diz que se x ndo € vazio, entdo existe um conjunto y € x tal que yNx = 0.
Em outras palavras, todo conjunto ndo vazio deve conter um elemento com o qual
€ disjunto. Uma implicag@o disso € que nenhum conjunto pode se conter, pois se
supormos, por absurdo, que Jx.x € x, entdo podemos usar o axioma (Par) e podemos
emparelhar x com ele mesmo para formar {x}. O conjunto {x} ndo é vazio, entdo
deve conter um elemento com o qual € disjunto. Mas seu Unico elemento € x, e esse
elemento ndo é disjunto de {x}.

Outra implicacdo do axioma da regularidade € que a relacdo € € bem-fundada (ver
Definicao A.1), ou seja, que ndo pode haver uma sequéncia descendente infinita de
conjuntos

X0DX1DX22X32X4DX5D ...

Equivalentemente, isso significa que se x € ndo-vazio entdo existe um menor elemento
y € x, i.e. um elemento y € x tal que z ¢ x para todo z € y.

Com efeito, uma sequéncia de conjuntos € uma fungdo f cujo dominio é N. Como
de costume, para cada n € N escrevemos f(n) como f,. Suponha que f seja uma
funcdo com a propriedade de que para cadan € N, f,11 € f,. Entdo, pelo axioma
(Substituicdo), existiria o conjunto {fo, f1, f2,-..}. Cada elemento desse conjunto
contém o seguinte elemento, portanto, nenhum dos elementos € disjunto de todo o

conjunto. Portanto, a sequéncia com a qual come¢amos nao poderia existir.
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2.2.2 Hierarquia Cumulativa com atomos

Agora, iremos definir um universo para a Teoria de Conjuntos ZFA. Tal constru¢do serd feita
tomando como base o conceito da hierarquia cumulativa de von Neumann. Na matemética,
especialmente na Teoria de Conjuntos, a hierarquia cumulativa de von Neumann ou universo
de von Neumann € a classe, denotada por V, definida por inducdo transfinita da seguinte

forma:
* Vo £0.
* Vi1 = P(Vy), para cada ordinal .
« Vy 2 Up<a Vg, se o € um ordinal limite.

A classe V € definida tomando a unido de todos os V:
vE | Ve
acOrd

onde Ord ¢ a classe de todos os nimeros ordinais. O universo de von Neumann possui a
finalidade de fornecer um modelo para interpretar a Teoria de Conjuntos ZF. Na Figura 2.2

apresentamos um esboco da hierarquia cumulativa de von Neumann.

>w2

Figura 2.2. Um segmento do universo de von Neumann.

Neste seguimento, interpretando A como o conjunto infinito enumeravel de todos os
atomos podemos generalizar esta ideia e definir uma hierarquia cumulativa de “‘conjuntos

envolvendo atomos de A”.

Definicao 2.7. Definimos o universo nominal, denotado por U, como sendo a classe definida

por indugdo transfinita como se segue:

® U()éA.
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e Uy i1 = Uy UP(Ug), para cada ordinal a.
* Uy = Up<aUp. se & € um ordinal limite.

Escrevemos x € U para representar que “x € Uy, para algum ordinal o”. Definimos U/

como sendo a unido de todos o0s Uy :

U J Ua.
acOrd

Dizemos que x é um conjunto quando x € U e x ¢ A. Se X é um conjunto, entdo
X = {x|x € X}. Este ndo é o caso para dtomos, pois a # {x |x € a} = 0.
Vejamos, por exemplo, como sdo as “caras’” de Uy, U; e U:

Up=A

Uy =UgUPUy) = AUP(A) = {a,b,...,0,{a},{b},{a,b},....A,...}

U, = U, UP(U])
= (AUP(A)) U'P(AU'P(A))
—{a,b,...,0,{a}, (b}, A, ... {01, {0, {a}, (B}),... . {A),... {a,b,...,A},...}
—_——

AU{A}

Note que a € A, mas a ¢ P(A) devido ao fato de que 4tomos séo objetos que ndo possuem
elementos, logo ndo podem ser subconjuntos de nenhum conjunto. Consequentemente,
A ¢ P(A). Isso justifica a definigdo U1 = U UP(Uy), pois queremos que 0s conjuntos
do universo possuam dtomos. Isso nio ocorreria se tivéssemos definido Uy 1 = P(Uy).

Na Figura 2.3 ([8], Figura 1) exibimos alguns exemplos de elementos do universo U/.

acly bely celU 0 Uy A CUy
{a} e U, {a,b} e U {a,b,c} e U, 0cl, A el

{a,{a},{a,b}} €Uy {0} ey AU{A} el

N=1{0,1,2,...} €Uy

Figura 2.3. Exemplos de elementos do universo nominal /.

O universo U possui uma estrutura rica o bastante para formalizar os principais conceitos

nominais de forma natural. Abaixo passamos brevemente por algumas constru¢des padroes
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em U, como pares ordenados, produtos cartesianos e fungdes. Nao temos a intencao de fazer
algo novo ou diferente do habitual em relacdo a essas constru¢gdes. Nos limitamos apenas
a dizer que as construcdes sdo feitas como se espera e ndo sao afetadas pela presencga (ou

auséncia) de atomos. Para mais detalhes, consultar [8].

Defini¢do 2.8. Sejam x,y € U (dtomos ou conjuntos). Definimos o par ordenado (x,y) por

(x,y) = {{x}, {xy}}-
Sejam X,Y € U conjuntos. Definimos produto cartesiano X X Y por
XxY = {(xy)|xeX,yeyr}.
Implementamos fun¢des no universo U como grdficos:
Definicao 2.9. Seja f € U. Dizemos que f é uma func¢do quando
Vz € f.3xTy.(z= (x,y))

(o que nos da que f € um conjunto de pares ordenados) e

V(x,y) € fY(X,Y) € filx=x=y=)),

ou seja, f € o conjunto dos pares ordenados em que dois pares ordenados sdo iguais
quando a primeira componente for a mesma.

Assim, para cada x definimos f(x) como sendo o Unico y tal que (x,y) € f se y existir, e
f € indefinida caso contrario.

Definicao 2.10. Seja f uma funcio. Definimos

dom(f) = {x €U | 3y.(x,y) € f}
ing(f) = {y el |Ix.(x,y) € f}

Dizemos que dom(f) é o dominio de f e que img(f) é a imagem de f.

Definicao 2.11. Sejam X, Y conjuntos. Definimos o espaco de funcoes de X para Y, denotado
por X — Y, como sendo o conjunto

X =Y 2{f| féumafungio, dom(f) =X, img(f) CY}.
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Ou seja, X — Y € o conjunto das fungdes que mapeiam elementos de X em elementos de

Y, onde Y € o contradominio.

Precisamente, uma fun¢do f € X — Y € um subconjunto de X x Y caracterizado pela
propriedade de que para cada x € X existe exatamente um y € Y tal que (x,y) € f. Assim,

podemos interpretar o espago das fungdes X — ¥ como um subconjunto de P(X x Y).

2.3 Acao de Permutacao

Como observamos na introducao, queremos definir um modelo nominal para a Légica de
primeira ordem com igualdade em que os objetos semanticos se tornem “conscientes’” dos
atomos envolvidos em suas construgdes. Para fazer isso, dotaremos os conjuntos do nosso
universo com uma ac¢ao de grupo de permutacdes de dtomos. A seguir assumiremos que
o leitor possui conhecimento sobre conceitos elementares da teoria de grupos. Para mais
detalhes sobre tais no¢des indicamos o livro [5].

Fixaremos pelo resto do trabalho o conjunto infinito enumerdvel de dtomos A. Di-
zemos que um subconjunto B C A € cofinito quando o seu complementar A \ B ¢ finito.
Eventualmente faremos uso do conjunto das partes cofinitas de A,

Peot(A) = {BC A | A\ B é finito}
e do conjunto das partes finitas de A,
Pfin(A) £ {B CA ’ Bé ﬁnito}.

Considere (Sim(A), o) o grupo de todas as permutagdes sobre A, i.e. bije¢des m: A — A,

onde o € a composi¢ado usual de funcdes.

Defini¢do 2.12. Seja © € Sim(A). Dizemos que 7 é uma permutacdo finita quando o
I

conjunto nontriv(nw) = {a € A | w(a) # a} é finito.

Denotamos por Sy o conjunto de todas as permutagdes finitas sobre A. Note que
Sa C Sim(A) e (Sp,0) forma um subgrupo préprio do grupo Sim(A). O seguinte tipo

particular de permutacao finita serd muito util:

Defini¢do 2.13. Dados dtomos a,b € A. A transposi¢do de a e b, denotada por (a b), é a
permutacdo dada por (a b)(a) = b, (a b)(b) = ae (a b)(c) = c para todos os outros 4tomos
ccA.
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O seguinte lema d4 uma caracterizacdo de uma permutacio 7 em termos de transposicoes.

A prova esta fora do escopo deste trabalho e pode ser encontrada em [1].

Lema 2.5. Seja 7w € S, tal que 7 # id. Entao & pode ser expressa como uma composicao

nao-vazia de uma quantidade finita de transposicoes.

Ocasionalmente, faremos uso do conjunto das semelhangas. Sejam 1, &' € Sy, 0 conjunto
das semelhangas AS(7, ') de w e 7’ € dado por

AS(z, ') 2 {ac A|n(a) =7'(a)}.

Definicao 2.14. Um Sy -conjunto (ou conjunto com uma agdo de permuta¢do) é um par
(X, -) composto de um conjunto subjacente X e uma Sy -agdo (ou agdo de permutacdo) em

X, a qual é uma funcédo - : Sy x X — X que satisfaz as propriedades:
* id-x=x.
o - (n'-x) = (wom)-x, quaisquer que sejam 7,7 € Sy e x € X.

Além disso, dizemos que Y é um Sy -subconjunto de X quando Y C X e a Sp-acdo -
restrita a Y forma uma Sy-acdo em Y bem definida -|y : Sy x Y — Y.

Quando a Sy-agdo for clara pelo contexto, nos referiremos a um Sy-conjunto (X, -)
através do seu conjunto subjacente X.

Abaixo exibiremos os exemplos centrais de S, -conjuntos que ilustrardo muitos resultados
deste trabalho.

Exemplo 2.6 (S -subconjuntos). Se (X, ) é um Sy-conjunto e Y € um Sy -subconjunto de

X, entdo Y equipado com a Sy-agdo -|y € um Sy -conjunto.

Exemplo 2.7 (S, -conjuntos triviais). Todo conjunto X equipado com a Sy -acdo dada por
7 -x = x para todo x € X e toda T € S, forma um Sy -conjunto. Chamamos esta Sy -acdo de

trivial.

Exemplo 2.8 (Atomos). O conjunto de dtomos A é um Sy -conjunto com a Sy -acdo natural
definida por 7 -a = 7(a) para todo a € A e toda T € Sy.

Exemplo 2.9 (Universo nominal). O universo / da Defini¢do 2.7 pode ser considerado
como um “grande” Sj-conjunto, i.e. uma Sp-classe (uma classe equipada com uma Sy -a¢@o)

com a Sy-a¢do dada por

n-a= n(a) (a é um 4tomo),
n-X={m-x|x€X} (X éum conjunto).



2.3 Ac¢do de Permutacio 22

Um exemplo muito util envolve o conjunto de d&tomos A. Para todo B C A temos que
B €U pois Be Uy = AUP(A). Assim,

n-B={n-b|beB}={n(b)|becB}=n(B).

Em particular, 7- A = m(A) = A pela injetividade de w € S, .

Notacdo 2.3. Na sequéncia, quando for conveniente e ndo houver confusao, utiliza-
remos 7 - B e m(B) de maneira indistinguivel para subconjuntos B C A. Ja quando

estivermos tratando apenas de dtomos individualmente, 7 - a e 7(a) serdo sindnimos.

Exemplo 2.10 (Produto cartesiano). Sejam (Xi,-),...,(X,,) Sy-conjuntos. O produto
cartesiano
Xy x - x Xy 2 {(x1,. 0 ,%) | X1 € X1,y X0 € X}

€ um Sy -conjunto quando equipado com a Sy -acdo definida em cada componente por
A
T (X1yeeyXn) = (X1, 00, T 2p),

para todo (xp,...,x,) € X1 X --- x X, etoda w € Sy. Quando X; = ... = X, = X, denotare-

mos o produto cartesiano por X".

Exemplo 2.11 (Conjunto das partes). Seja (X,-) um Sg-conjunto. O conjunto das partes

P(X) é um Sy-conjunto com a Sy-agdo definida pontualmente por
T-X2{m-x|xeX},

para todo X € P(X) e toda m € Sy.

Exemplo 2.12 (Fungdes). Sejam (X,-) e (Y,-) Sa-conjuntos. O espago das fungdes X — Y

€ um Sp-conjunto com a Sy-acdo de conjugagdo definida por

(m-f)x) & (f(n="-x)),

paratoda f € X — Y, todox € X etoda w € Sy.

Lembre-se que pela Defini¢do 2.11 uma funcido f € X — Y € um conjunto de pares
ordenados {(x, f(x)) | x € X}. Assim, o espaco de fungdes X — Y é um subconjunto de
P(X xY). Desse modo, também podemos pensar em uma Sy -a¢do em X — Y como sendo
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uma Sy -acdo sobre P(X x Y):

n-f=m-A0f(0) |xeX}={(m-x,7-f(x)) [ xeX}.

2.4 1.;: Logica classica de Primeira Ordem com igualdade

Concluimos este capitulo introduzindo a sintaxe da linguagem da Légica cldssica de primeira
ordem com igualdade IL;. A defini¢do aqui feita serd padrdo, mas principalmente inspirada
na construcao fornecida por Murdoch J. Gabbay em [16] e [9], a qual surgiu de [11] onde
Murdoch J. Gabbay e Aad Mathijssen axiomatizam a 16gica de primeira ordem usando dlgebra
nominal. Também nos basearemos no artigo [13], o qual € uma vers@o mais detalhada do

artigo [11] que foi publicada posteriormente, e também no livro [4].

Definicao 2.15. O alfabeto da linguagem da Légica de primeira ordem com igualdade L,

contém os seguintes simbolos:

1. a,b,c,... (uma quantidade infinita enumerdvel de simbolos de varidveis);
2. L, T,—,A,V,=,<,V, d (conectivos);

3. ), (. (parénteses e ponto)

4. = (igualdade);

5. (a) simbolos de fungdes f,g,h,...; e
(b) simbolos de relagdes P,Q,R, ...

a cada um dos quais estd associado uma aridade ar(f),ar(P) € {0,1,2,...}.

A representa os simbolos de (1) — (4), enquanto que X, chamada de assinatura, representa
os simbolos de (5). Os simbolos da assinatura devem ser distintos dos simbolos em A.

Simbolos de fun¢des com aridade 0 sdo chamados de constantes.

Definicao 2.16. Dada uma assinatura X. Os fermos t e predicados ¢ de L sdo definidos

indutivamente por:

tii=a ’ f(tl,...,tar(f))
0= Lt =1|P(t1,..starp) | 9 A0 | 0 | Va.

onde a varia sobre dtomos de A, f varia sobre simbolos de funcdes e P varia sobre simbolos
de relacdes. Denotamos por € o conjunto de termos r e por B o conjunto de predicados ¢.
Os predicados L,r =t e P(ty,...,t,) sdo chamados de atomicos.
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Note que dtomos desempenham o papel de simbolos de varidveis. Um dos motivos para
esta escolha estd no fato de que dtomos possuem propriedades muito boas para modelar
varidveis. Outra razdo se deve ao fato de que a convencdo permutativa também serve
para modelar a pratica informal de que quando escrevemos “Ax.Ay.xxyy” ou “Vx.3y.¢ (x,y)”
normalmente assumimos que “x” e “y” denotam um par de simbolos de varidveis distintos.
Portanto, é conveniente refletir isso delxando que as varidveis variem sobre dtomos distintos.

Como estamos considerando a ldgica cldssica, usamos as seguintes abreviacoes:
* 9V para =((=9) A (my)). * T para —L.
* ¢ =y para (—¢)Vy. e Jx.¢ para —Vx.—¢.

* 9=y para (¢ = Y)A (Y= 9).
Em qualquer predicado Va.@, a ocorréncia de a é um dromo de ligacdo com escopo ¢.
Todos os 4tomos a no escopo, mais o atomo de ligagcdo, sdo ocorréncias ligadas. Dizemos

que as ocorréncias sao capturadas no escopo pelo atomo de ligagdo a.

Definicao 2.17. 1. O conjunto de todos os &tomos que ocorrem em termos e predicados,

denotado por ats(—), é definido indutivamente como se segue:

ats(a) = {a} ats(P(t1,- - lar(p))) = U ats(t)
ats(f (11, tar(f))) = U ats(t;) ats(¢ A¢') = ats(¢)Uats(¢’)
i=1
ats(L) =0 ats(—¢) = ats(9)
ats(t; =) = ats(f) Uats(tp) ats(Va.¢) = {a}Uats(¢).

2. O conjunto de dtomos livres, denotado por fa(—) é definido da seguinte maneira:

fa(t) £ ats(t), paratermos t € T
fa(¢) = ats(¢), se ¢ é um predicado atdmico.
fa(g A\ ¢') = fa(9) Uta(9'),
fa(~¢) = fa(¢),
fa(Va.¢) = fa(¢)\ {a}.

3. Analogamente, definimos indutivamente o conjunto dos dtomos ligados:

ba(¢) = 0, se ¢ é um predicado atdmico.
ba(9 A 9') £ ba(9) Uba(g)),
pa(=9) = ba(9),
ba(Va.¢) = {a} Uba(o).
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Por exemplo, para o predicado Va.—P(a,b,c) temos que
* ats(Ya.—P(a,b,c)) ={a,b,c}.
» fa(Va.—P(a,b,c)) = {b,c}.

* ba(Va.—P(a,b,c)) = {a}.

Definicao 2.18. Definimos a o-equivaléncia de predicados da l6gica IL; (denotada por =)
indutivamente pelas seguintes regras:

1L=¢ L P(ll,...,lar(P)) =a P(l‘l,...,l‘ar(p)) (l‘lzl‘z) =a (tl :tz)
¢=a¢’ ¢=a¢’ V=aVy (ba)-¢=ay  (b¢ats(9))
9 =¢ ¢’ OAY=q ' AY Va.¢ =¢ Vb.y

Em termos = coincide com —=.

Denotamos por B/, o conjunto das classes de a-equivaléncia de predicados e [@]q
representa a classe de a-equivaléncia de um predicado ¢.

Definicao 2.19. Dotamos o conjunto de termos T com a Sj-acdo definida por indu¢do na
estrutura de ¢ € ¥ da seguinte forma:

T -

a = n(a),
ﬂ-f(ll,...,l‘ar(f))

f(?'C-tl,...,TC-tar(f)).

> >

Esta Sp-acdo induz uma Si-a¢@o no conjunto 3:

-1 =1,
7T~(11:t2)é717't1:7r‘t2,
ﬂ-P(tl,...,tar(p))éP(ﬂ' t,...,0 tar(P))a
T (YAY)E (- y)A(r-y),
=
=

Da mesma forma, isso induz uma Sy -ac¢do em 3 /=, dada por

- [$la = 7 9la.
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Se ¢ =q @', entdo T- ¢ = 7+ ¢’ por inducdo nas regras de =,. Portanto, a Sy -acdo em
B /= estd bem-definida.
Definimos de forma usual a operagdo de substituicdo que evita a captura de ocorréncia de

atomos.

Defini¢do 2.20. Sejam ¢ e s termos em T, entdo t[a := s] é definido indutivamente por:

, ala:
2 { bla:

(D) f(t1,- - star(p))a = s 2 f(t)]a:= S|y s tar(p)la:=s])

s]

9

s
b.

(1> 1>

s]

Definicdo 2.21. Para predicados ¢ € B, ¢[a := s] é definido indutivamente por:

lla:=s]= 1,
@D § Pt starp))a:=s] 2 P(t)|a:= sly -+ starpyla i=5]),
(t1 =t)[a:=s] 2 t]a:=s] =tla:=s].

(~y)la:=s] = ~(yla:=s])
(VYa.y)[a :=s] = Va.y,
(iii) ¢ (Vb.y)[a:=s] = Vb.(yla :=s)), b ¢ fa(s)
(Vb.y)]a :=s] = Ve.(y[b:=cl|la:=5]), b€ fa(s), c um dtomo novo,

Notacao 2.4. ® e ¥ variam sobre conjuntos finitos de predicados. Escreveremos ¢, ® para
{9} UD ¢ £a(®) para Ugea £a(9).

Definicao 2.23. Um sequente € um par de conjuntos finitos de predicados & V. Definimos
as regras de derivacdo do célculo de sequentes para a 16gica L de forma usual pelas regras
da Figura 2.4 (Figura 2, [9]):
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O s=sF¥
— [Hyp] —[LL] ——[=R]
D0, W O 1LFW R
N Dy ¥ DFyp, P O =50la:=5]FD
1,62 L Vi vt R s =s,0la:=s] —L]
DN FEY Dy Ay, ¥ D5 =5,0la:=s|F P
OF v, ¥ D0 W ®,pla:=s] ¥
—[-L] —[R] [VL]
@, -y W DF ¢, W ®,Va.p -

Py ¥Y (a¢fa(PUV¥
Y @gna@un) o
DF Va.y,¥

Figura 2.4. Regras de derivacdo para L.

O principal resultado do presente trabalho serd, ndo sé a defini¢do de uma semantica
totalmente nova para a légica I, como também a demonstracdo da sua correcdo. Na logica
matematica, um sistema logico € dito correto se, e somente se, todos os argumentos sobre
predicados que podem ser provados no sistema forem logicamente validos no que diz respeito
a semantica do sistema. Em outras palavras, se @ - W for um sequente derivavel no sistema,
entdo @ F W, onde F € a notagdo usual utilizada para indicar a consequéncia semantica, isto
€, que toda interpretacdo que é modelo de ® também € modelo de . Na maioria dos casos,
a correcdo se resume as regras de derivacao do sistema terem a propriedade de preservar
a “verdade”. Dessa forma, corre¢do € um dos conceitos l6gicos que relaciona a nocao de
“provabilidade” () e a nocdo de “verdade” (F). No Capitulo 4, fazemos uma prova da
correcdo da semantica nominal para a l6gica L, a qual afirma que se ® - ¥ for um sequente
derivével na 16gica de primeira ordem L, entdo a sua interpretacdo [® + ¥] sobre o modelo

nominal criado € verdadeira, o que significa que

A{[¢] | ¢ € @} <\/{[v] | ve ¥},

onde [@] é a notacéo para a interpretacdo do predicado ¢ sobre o modelo nominal.

O lema abaixo serd util no préximo capitulo.
Lema 2.6. Para quaisquer 7 € T e ¢ € 13 e permutagdes 7, T’ € Sy,
1. ats(mw 1) =rm(ats(r)) e ats(mw- @) = w(ats(9)).

2. fa(n-1) = n(fa(t)) e fa(m- ¢) = m(fa(9)).
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3. (a) ats(t) CAS(m, )= m-t=7'1.

(b) ats(¢) CAS(m, ) =79 =7'-¢.
4. fa(¢) CAS(m, ) =7 - = - @.

Demonstragdo. A demonstracdo € feita por indugd@o na estrutura dos termos e predicados, e

serd omitida. Uma ideia mais detalhada da demonstrac¢do pode ser encontrada em [18]. [



Capitulo 3

Técnicas nominais

Para a defini¢do do modelo nominal da l6gica L, as nocdes basicas das técnicas nominais se
tornam imprescindiveis. Por esta razdo, neste capitulo, introduziremos as nocdes principais
das técnicas nominais. Este capitulo se divide da seguinte forma:

Na Secdo 3.1, iniciaremos com a no¢ao de suporte finito e usaremos isso para definir
um conjunto nominal X como um conjunto com uma acao de permutacio no qual todos os
seus elementos possuem suporte finito. Definiremos o suporte de um elemento x € X, o qual
denotaremos por supp(x). Em seguida, exploraremos a nogdo de frescor (cf. freshness), onde
attx (1&-se a é fresco para x) e a ¢ supp(x) significam a mesma coisa: “x ndo depende do
atomo a”. Nao s6 isso, como também apresentaremos exemplos e construcdes de conjuntos
nominais que usaremos ao longo do trabalho.

Na Secdo 3.2, demonstraremos o principio da equivaridncia e a conservacdo de suporte,
resultados centrais para o desenvolvido dos préximos capitulos.

Finalizaremos o capitulo com a Secdo 3.3, onde falaremos sobre dlgebras sobre conjuntos
nominais, i.e. conjuntos nominais equipados com fun¢des que satisfazem certos axiomas
nominais. Mais especificamente, estudaremos os conceitos de o-dlgebra de termos e C-
dlgebra, os quais nos permitirdo modelar a operacdo de substituicdo. Este capitulo serd

baseado principalmente nos artigos [8] e [9], juntamente com a tese [7] e o artigo [15].

3.1 Conjuntos Nominais

Na Secdo 2.3 do Capitulo 2, estudamos os conjuntos equipados com uma ac¢ao de permutacao
sobre atomos (Definicdo 2.14). Em geral, uma acdo de permutacdo de atomos em um
conjunto X nos d4 uma maneira abstrata de considerar os elementos x € X sob o ponto de
vista de que a construcdo de x “envolve dtomos de A”. Neste sentido, a acdo de permutag¢io

nos diz como um elemento x € X é alterado quando permutamos os atomos pertencentes a
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sua “‘composicdo”. Extraimos daf a ideia-chave de suporte, ideia esta que cria uma nocdo de

dependéncia de um elemento de um conjunto com um subconjunto de dtomos.

Definicao 3.1. Seja (X, ) um Sy-conjunto. Um subconjunto B C A suporta um elemento
x € X quando
Vr.(w € fix(B) = w-x =x),

onde fix(B) = {n € Sy | Va € B.n(a) = a}. Em outras palavras, B C A suporta x € X
quando 7 - x = x sempre que 7 € £ix(B), ou ainda, toda permutaco que fixa os dtomos de B,
fixa x. No caso em que B C A ¢ finito, dizemos que x tem suporte finito, ou que € finitamente

suportado por B, ou ainda que x € finito-suportado.

Observacdo 3.1. Observe que S, € igual ao conjunto de todas as permutagdes que
fixam (. Isso se deve ao fato de que toda permutagdo & € S, fixa @ por vacuidade, ja
que 0 ndo possui elementos.

Um ponto importante em relagdo a essa observacao esta relacionado ao Exemplo 2.7,
onde equipamos um conjunto X com a Sg-ac¢ao trivial - x = x. Com esta Sj-acdo,
cada elemento x € X deve ser finitamente suportado por @, pois, por defini¢ao, temos
que 7 -x = x para toda T € S) e, como observamos acima, isto € equivalente a dizer

que 7 -x = x para toda permutacdo 7w € £ix(0).

J

Agora, nos atentamos ao fato de que nem todo elemento de um Sy-conjunto possui

suporte finito. O seguinte exemplo ilustra isso:

Exemplo 3.1. Tome o Sy-conjunto X como sendo o conjunto das partes P(A). Como
o conjunto de dtomos A ¢ infinito enumerével, considere uma enumeragio (a,),cn de A.
Afirmamos que o subconjunto pente = {ay, | n € N} C A ndo tem suporte finito. De fato,

suponha que exista B C A finito tal que para toda & € £ix(B)
T - pente = pente. (3.1)

Se oy, € pente\ B € ay, ¢ pente B defina T £ (ag,, a,,). Note que T € £ix(B) e

3.1
pente &) T-pente ={7(a) | a € pente}.

Dai, a,, = t(az,,) € pente, 0 que gera uma contradigao.
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Observagdo 3.2. O conjunto pente recebe esse nome pois imaginamos a enumeragao
de A como um pente infinito onde cada “dente” representa os dtomos cujos subindices
sdo numeros pares € 0s “vaos” entre os dentes representam os dtomos cujos subindices

sdo nimeros impares. Veja a Figura 3.1 abaixo.

a az ds aj; dg dai 4z dais

ap ay a4 as ag dapp dpx di

Figura 3.1. O conjunto pente.

Estamos interessados naqueles Sy -conjuntos em que todos os elementos possuem suporte

finito. Isso nos leva a seguinte defini¢do:

Definicdo 3.2. Seja (X,-) um Sy-conjunto. Dizemos que X é um conjunto nominal quando

para cada elemento x € X existe um subconjunto finito B, C A suportando x.

Conjuntos nominais s@o o alicerce das técnicas nominais. Intuitivamente, podemos pensar
em um conjunto nominal X como sendo “um conjunto cujos elementos x € X “contém” uma
quantidade finita de &tomos de A em sua composi¢ao”. Todavia, notamos que a nog¢ao de
“conter” usada aqui ndo € no sentido de “¢ um elemento de”. Formalmente, o que queremos

dizer com isso € que x tem suporte finito.
Exemplo 3.2. Vejamos alguns exemplos de conjuntos nominais:

1. Seja (X,-) um conjunto nominal e Y um Su-subconjunto de X. Neste caso, (Y,-|y) é
também um conjunto nominal, pois se y € Y C X entdo existe B, C A finito suportando
y em relagdo a Sy-acdo de X, isto é, w € £ix(By) = -y =y. Consequentemente, B,
também suporta y em relagdo a Sy-acdo -|y visto que -|y estd bem definida em Y e
T-|yy=m-y =y paratoda 7w € fix(B,). Desta maneira, podemos interpretar Y como

um “subconjunto nominal” de X.

2. Pela Observacao 3.1, todo conjunto X equipado com a S -agdo trivial forma trivial-
mente um conjunto nominal, onde cada elemento x € X € finitamente suportado por
0.
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3. O conjunto de &tomos A com a S -a¢do natural do Exemplo 2.8 € um conjunto nominal.
De fato, para cada a € A o subconjunto B, = {a} C A suporta a, pois 7-a = w(a) =a
para toda w € £ix(By).

4. Se Xy,...,X, sdo conjuntos nominais, entdo X; x --- x X, também é um conjunto
nominal, pois cada (xp,...,x,) € X; X --- x X, é finitamente suportado por Ji_; By,,

onde By, C A € o subconjunto finito que suporta x; paracadai=1,...,n.

5. Os conjuntos T e *J3 com as suas respectivas Sy -a¢oes introduzidas na Definicio 2.19
formam conjuntos nominais. De fato, cada termo ¢ € ¥ € finitamente suportado por
ats(r) C A. Ora, se w € fix(ats(r)) entdo para todo a € fix(ats(t)) temos que
n(a) = a =id(a). Logo, fix(ats(t)) C AS(x,id) e pelo Lema 2.6(3) segue que
T-t=id-t=t.

Analogamente, mostra-se que cada predicado ¢ € ‘P € finitamente suportado por
ats(9) C A.

Usando o Lema 2.6(4) também possivel mostrar de forma semelhante que o conjunto
P/ € um conjunto nominal, onde cada [@]y € B/ € finitamente suportado por fa(¢).

Note que isso ndo depende da escolha do predicado representante da classe [¢]q: seja
Yy € tal que ¢ =4 Y, entdo [@]y = [W]q. Considere € fix(supp(y)),

n-[9la =7 Yo =[7T Va=[V]a= (9]

O Teorema 3.1 a seguir serd ttil para construcao de mais exemplos de conjuntos nominais.

Teorema 3.1 ([8], Theorem 2.19). Sejam (X,-) um Sy-conjunto e x € X. Entdo, para toda
permutacdo € Su, B C A suporta x se, e somente se, 7-B C A suporta 7 - x.

Demonstragdo. Comegamos lembrando ao leitor que como estamos tratando de subconjuntos
de dtomos, entdo 7 - B = m(B) para todo B C A. Suponha que B C A suporte x € X e considere
7 € fix(m(B)). Paratodo b € B,

(" orom)(b) = 1 (x(x(v)) “E W 2 (n(b)) = b.

1

Entio 7~ 'otox € fix(B) e, consequentemente, (T~ o To ) -x = x. Assim,

(7 lotom)-x=x=m-(("'otom)-x) =x-x, aplicando 7 em ambos os lados
= (mo(xlotom) x=m-x
= (Tom) -x=7"x, pois ton ™! =id
=T (m-x)=7m-x.
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Portanto, (B) suporta 7 - x.

Reciprocamente, seja & € Sy e suponha que 7(B) suporta 7 - x. Podemos entdo aplicar
0 que acabamos de demonstrar para a inversa de 7. Assim, obtemos que o subconjunto
7' (n(B)) suporta ! - (7 - x). Mas

rl(mx)=(n"tom) x=id -x=nx.
Entdo B suporta x, como queriamos. 0

Um exemplo importante envolve o conjunto das partes de um Sy -conjunto X. Vimos no
Exemplo 2.11 que se X é um Sy -conjunto entdo o seu conjunto das partes P(X) também é
um Sy -conjunto. Da mesma forma, nos perguntamos se P(X) também serd um conjunto
nominal sempre que X for um conjunto nominal. Isso ndo é verdade em geral como nos
mostra o Exemplo 3.1 visto acima.

Apesar disso, ainda gostariamos de possuir um tipo de “conjunto das partes” que fosse

um conjunto nominal. Por conta disso, definimos:

Definicio 3.3. Seja (X,-) um Sy-conjunto. O conjunto das partes de X com suporte finito

ou simplesmente conjunto das partes nominais € o conjunto
N(X) = {X € P(X) | X tem suporte finito} C P(X).

O conjunto N(X) é um Sy -subconjunto de P(X), ja que ndo é dificil ver pelo Teorema 3.1
que a Sy-a¢do do conjunto P(X) restrita ao conjunto A/(X) forma uma Sy -a¢do bem definida
em N(X), pois qualquer que seja a permutagdo 7 € Sy, se X C X € finitamente suportado por
Bx C A entdo 7 - X é finitamente suportado por 7(Bx) C A. Portanto, pelo Exemplo 3.2(1)
temos que N(X) com esta Sy-agdo restrita forma um conjunto nominal.

Exemplo 3.3. Considere o Sp-conjunto P(A).
1. Se B € P(A) é finito, entdo B é finitamente suportado por B, pois para cada 7 € £ix(B)
temos que w-B = 7(B) = B.
2. Se B € P(A) for cofinito, entdo A \ B é finito e suporta B. Realmente, para toda
m e fix(A\B),

A\rn(B) =n(A)\n(B), poisw(A)=A
=n(A\B), pois 7 é uma bijecao
= A\ B, pois w € £ix(A\ B).
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Logo, n(B) = B.

Isso nos mostra que Psin(A) € Peos (A) sdo subconjuntos de N(A). Além disso, como
consequéncia do Teorema 3.1, temos que Psin(A) € Peos(A) sdo Sy-subconjuntos de N(A).
Desta forma, pelo Exemplo 3.2(1), Prin(A) € Peor (A) sdo conjuntos nominais.

Assim como fizemos para o conjunto das partes, podemos levantar a mesma questao
em relacdo ao Sy -conjunto X — Y (ver Exemplo 2.12): se X e Y forem conjuntos nominais
entdo X — Y € um conjunto nominal?

O seguinte exemplo elucida esta questao:

Exemplo 3.4. Considere os conjuntos nominais X = A e Y = B. A fungio f: A — B dada
por

T, sea € pente,
-]
1, sea¢ pente.

€ um elemento do espaco de fungdes A — B e ndo possui suporte finito. Para ver
isso, suponhamos que exista um subconjunto finito By C A suportando f. Escolha dtomos
a € pente e b ¢ pente tais que a,b ¢ By e defina T = (a b). Entdo temos que T- f = f pois
T € fix(By) por construgdo. Daf

T = f(a), pois a € pente
=(1-f)(a), pois T- f = f pelo que observamos acima
=1-(f-(t7'-a)), pelaSy-agio do Exemplo 2.12
=1-(f(b)), poist'-a=1"1a)=b
=7-1, pois b ¢ pente
=1, pois _L é suportado por 0.

O que nos da uma contradicao. Assim, a funcdo f realmente ndo possui suporte finito e,

portanto, A — B ndo é um conjunto nominal.
Em vista disso, definimos:

Definicao 3.4. Sejam X e Y Sy-conjuntos. O espaco de fungcoes nominais € o conjunto
X=Y={feX—Y| ftem suporte finito} C X — Y.

Repare, ainda, que se restringirmos a Sy-acdo de X — Y para o subconjunto X = Y
obtemos uma Sy -a¢do bem definida em X = Y visto que, novamente pelo Teorema 3.1, para
toda permutacdo 7 € Sy, se f € X — Y € finitamente suportada por By C A entdo 7 - f serd
finitamente suportada por (B f) C A. Logo, X = Y é um S, -subconjunto de X' — Y e é um
conjunto nominal por consequéncia do Exemplo 3.2(1).
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3.1.1 Suporte, Equivariancia e Frescor

Agora, pensando na noc¢ao de suporte como sendo a ideia que nos fornece um conjunto
contendo os possiveis dtomos “pertencentes a composi¢do” de um elemento x, estaremos a
fim de determinar o menor destes conjuntos, ou melhor, determinar quais sdo exatamente 0s

atomos que ocorrem “em” um elemento x. Esta ideia € capturada pela seguinte defini¢cdo:

Definicao 3.5. Seja X um Sy -conjunto. Definimos o suporte de x € X por

» | [{BCA|BEéfinito e suportax}, sex tem suporte finito;

Supp(x) =4 . . (.
(x) indefinido, caso contrario.

Dizemos que x é equivariante quando supp(x) = 0.

Observagdo 3.3. Para facilitar o entendimento de tal nogao, o leitor pode pensar no
suporte de um elemento x € X como sendo uma generalizacio da nocao sintdtica de
“varidveis livres em” objetos de uma linguagem formal para o nivel abstrato de um

elemento pertencente a qualquer conjunto equipado com uma Sy -agao.

J

Até agora nos limitamos apenas aos dtomos que estdo em supp(x). Nao obstante,
gostariamos de raciocinar também sobre os dtomos que ndo estio em supp(x). A esta ideia

damos o nome de frescor (cf.freshness):

Definicdo 3.6. Seja (X, -) um Sp-conjunto. Se x € X possui suporte finito, entdo escrevemos
atx para denotar que a ¢ supp(x) e lemos isso como: a € fresco para x (ou que a é fresco em

relacdo a x). Se x ..., x,;, € X possuem suporte finito e ay,...,a, € A. Escrevemos

ai,...,ap#xy, ... x, para denotar que {aj,...,a,}N U supp(x;) | = 0.
i<j<m

Em outras palavras, a;#x; paratodos 1 <i<nel < j<m.
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Observagdo 3.4. Cabe aqui salientar que:

1. Se x € X tem suporte finito, entdo da infinitude de A e da finitude de supp(x),
sempre € possivel escolher um novo dtomo a € A tal que a#x. Sendo assim, a no¢ao
de frescor oferece um aspecto gerativo de dtomos frescos em relacdo ao elemento

X.

2. Seguindo o raciocinio da Observacdo 3.3, a#x € uma generalizacdo da nocdo

sintatica de “a nao € livre em x”.

A Proposicao 3.1 abaixo serd ttil na demonstracao do Teorema 3.2, o qual estabelece o

esperado: supp(x) é tinico e é o menor subconjunto de 4tomos que suporta x.

Proposicdo 3.1 ([9], Proposition 2.1.10). Seja (X,-) um Sg-conjunto. Se B C A € finito e
suporta x € X, b € A e b#x, entdo B\ {b} suporta x.

Demonstragdo. Vamos mostrar que o subconjunto B\ {b} C A suporta x. Primeiro, observe
que se b ¢ B entdo B\ {b} = B ¢ o resultado segue trivialmente. Segundo, suponha que b € B
e considere uma permutagdo 7 tal que w € £ix(B\ {b}). Como b#x, segue da defini¢do de
supp(x) que existe um subconjunto C C A finito suportando x tal que b ¢ C. Da infinidade
de A podemos escolher um dtomo a € A tal que a ¢ BU{b} UC.

Tome a transposi¢io T = (b a). Por defini¢do, T € fix(A \ {a,b}). Em particular,
T € £ix(C) pois a,b ¢ C. Entdo T-x = x, uma vez que C suporta x. Assim, para todo
d € B\ {b} vale que

(vomot)(d) =t (x- (z-d))
= 7(7(7(d)))
=1(n(d)), pois 7 € fix(A\ {a,b})
= 1(d), pois w € £ix(B\ {b})
=d, pois 7 € fix(A\ {a,b}).

Por outro lado, podemos supor sem perda de generalidade que o d&tomo a escolhido € tal

que m(a) = a, uma vez que o conjunto nontriv(x) é finito. Desse modo,
(tomort)(b) =1(n(t(h))) =1(n(a)) = t(a) =b.

Portanto, Tomo 7 € £ix(B). Como B suporta x, segue que (To o 7)-x = x. Daf
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(
=7-(t-(w-(t-x))) =7-x, aplicando T em ambos os lados
(

=7-(1-(m-x)) =x, pois T-x =x

= (to1)-(m-x)=x

=id-(m-x)=x, pois ToT = id

=T X=X ]

Teorema 3.2 ([9], Theorem 2.1.11). Seja (X,-) um Sy -conjunto e suponha que x € X tenha
suporte finito. Entdo supp(x) é o menor conjunto finito de 4tomos que suporta x. Ainda,

supp(x) € tnico.

Demonstracdo. Digamos que x seja finitamente suportado por C C A. Entdo supp(x) existe
por definicao.

Primeiro, vamos mostrar que supp(x) suporta x. Considere 7w € fix(supp(x)) (i.e.
m(a) = a para todo a € supp(x)) tal que nontriv(w) = {ay,...,a,}. Note que se b €
nontriv(m) entdo devemos ter b#x, caso contrdrio terfamos que 7(b) = b pois 7 fixa
supp(x), o que seria uma contradi¢do com o fato de b € nontriv(x). Assim, temos que
ai,...,ap#x e apos sucessivas aplicagdes da Proposi¢do 3.1 obtemos que C \ nontriv(m)
ainda suporta x. Pela defini¢do de nontriv(m) decorre que @ € £ix(C \ nontriv(7)) e,
consequentemente, T -x = Xx.

A minimalidade e a finitude de supp(x) seguem por defini¢do, pois para qualquer sub-
conjunto finito D C A suportando x temos que

supp(x) = ﬂ{B C A | Bé finito e suportax} C D.

Resta apenas verificar a sua unicidade. Para tanto, considere £ C A um outro menor
subconjunto finito que suporta x. Da minimalidade de supp(x) vem supp(x) C E. Por outro
lado, a minimalidade de E implica E C supp(x). Logo E = supp(x). O

Exemplo 3.5. Abaixo listamos alguns exemplos do suporte de elementos.

1. Continuando o Exemplo 3.2(3) temos que supp(a) = {a} para todo a € A. Em

particular, inferimos que a#b < a # b para todos dtomos a,b € A.

2. Em relago ao Exemplo 3.2(4), para cada (x1,...,x,) € X1 X ... x X, temos que

supp((x1,---,Xn)) = U supp(x;).
i—1

Para facilitar os cdlculos, fixemos as abreviagdes M = (x1,...,x,) e N =J| supp(x;).
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Pelo Teorema 3.2, supp(x;) suporta x; para todo i = 1,...,n. Portanto, o subconjunto
(finito) N suporta M, visto que

m € £ix(N) = & € fix(supp(x;)) paratodo 1 <i <n.

Dai, - (x1,...,%,) = (T -x1,...,T-x,) = (x1,...,X,). Assim, pela minimalidade de
supp(M) concluimos que supp(M) C N. Resta provar que N C supp(M). Como
supp(M) suporta M, segue que T - (xy,...,Xx,) = (x1,...,X,), para toda permutagio
m € fix(supp(M)).

Entdo (- xy,...,7-x,) = (x1,...,X,), donde 7 - x; = x; para todo i = 1,...,n. Portanto,
supp(M) suporta cada x;. Desse modo, pela minimalidade de supp(x;) temos que

supp(x;) € supp(M) paracadai=1,...,n. Logo,
n
N = | supp(x;) C supp(M).

i=1

Proposicao 3.2 ([9], Proposition 2.3.4). Sejam X um Sy-conjunto e x € X finito-suportado.

Entdo, para toda permutagdo 7w € Sy, valem:
1. m-x tem suporte finito;
2. supp(m-x) = 7 supp(x);
3. a#rw-x < a)#x
4. attx < w(a)#m-x.

Demonstragdo. 1. Como supp(x) suporta x e é finito, segue pelo Teorema 3.1 que 7 - x é
finitamente suportado por 7 - supp(x).

2. Pelo item anterior 7 - supp(x) suporta 7 - x. Da minimalidade de supp(7 - x) decorre
que

supp(m-x) C 7 - supp(x).

Como supp(7 - x) suporta 7 - x segue pelo Teorema 3.1 aplicado a inversa 7! que
n~ ! supp(7 - x) suporta 7' - (7 - x) = x. Pela minimalidade de supp(x) vem que

supp(x) C 7' - supp(7 - x),

donde obtemos que 7 - supp(x) C supp(7 - x) pela injetividade de 7.
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3. A prova segue das equivaléncias:

a#tr-x &  a¢supp(mw-x)

Por22?) 7 1 (supp(x))

& Vb e supp(x).w(b) #a
& Vbesupp(x).b#n a)
& n'(a) ¢ supp(x)
& 1 (a)#x
4. De fato, n(a)n-x &Y 4 = 1 ((a))hx. O

Exemplo 3.6. Dando seguimento ao Exemplo 3.2(5), sejam parat € T,¢ € ‘Pe [@|q € P/ a-
Entdo

supp(7) = fa(r)
supp(¢9) = ats(¢),
supp([9]a) = fa(9).

Y

Com efeito, no Exemplo 3.2(5) mostramos que fa(t) suportar € T e ats(¢) suporta
¢. Assim, da minimalidade do suporte de um elemento decorre que supp(t) C fa(z) e
supp(@) C ats(¢). Para mostrar a inclusdo contrdria, suponha por absurdo que exista
a € fa(t) tal que a ¢ supp(r). Escolha b ¢ fa(t). Entdo b ¢ supp(t) pois supp(r) C fa(r).
Pelo Coroldrio 3.1(1), (a b) -t = t. Por isso,

fa((ab)-t)=fa(t). (3.2)
Agora note que,
(ab)(fa(t)) = fa((ab)-t), peloLema 2.6(2)
= fa(r), por (3.2).

Como b ¢ fa(r) , segue a = (b a)(b) ¢ (a b)(fa(t)) = fa(t), o que é uma contradicao.
De forma anédloga, mostra-se que supp(¢) = ats(¢) e supp([@]«) = fa(¢).

Na Definicdo 3.5, definimos uma nog¢do de equivariancia para elementos x de um Sy -

conjunto X. E ttil entender o que isso significa:
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Lema 3.1. Sejam (X,-) um Sy-conjunto e x € X. Entdo
supp(x) = 0 se, e somente se, 7 -x = x para toda T € Sy.

Ou seja, x € equivariante se, e somente se, 7 fixa x paratoda & € Sy.

Demonstracdo. Suponha que supp(x) = 0. Entdo pelo Teorema 3.2, supp(x) = @ suporta
x. Pela Definigdo 3.1, isso significa que 7 - x = x para toda permutagido 7w € £ix(0). Pela
Observagdo 3.1 o conjunto Sy € igual ao conjunto de todas as permutacdes @ € £ix(0).
Concluimos, portanto, que 7 -x = x paratoda T € Sy.

Agora, se T -x = x para toda permutacdo T € S, entdo novamente pela Observacdo 3.1
temos que 7 - x = x para toda permutacgdo 7w € £ix(0), o que implica, pela Defini¢do 3.1, que
(0 suporta x. Da minimalidade de supp(x) garantimos entdo que supp(x) C 0 e o resultado

segue, pois a incluséo contrdria @ C supp(x) é imediata. O
Exemplo 3.7. Dando sequéncia ao Exemplo 3.3, seja B C A.

1. Se B € Psin(A) entdo supp(B) = B.

De fato, se B = @ entdo o resultado segue pelo Lema 3.1 pois

() =0, paratoda w € Sy,

Agora, suponha B € Psin(A) ndo-vazio. No Exemplo 3.3, mostramos que B é finita-
mente suportado por B. Logo, supp(B) C B pela minimalidade de supp(B). Resta

mostrar a inclusdo contrdria, isto é, B C supp(B).

Suponha, por absurdo, que exista a € B tal que a#B (a ¢ supp(B)). Note que supp(B)
ndo pode ser vazio, do contrario terfamos que 7(B) = B para toda permutagio 7 € Sy .
Entretanto, isso € claramente falso se escolhermos, por exemplo, &tomos c,d € A tais
que ¢ € Bed ¢ B. Disso, decorre (¢ d)(B) ={(cd)(b) | b€ B} = (B\{c})U{d} #B.
Entdo existe b € supp(B). Isso implica que (b a)(B) = B pois a € B por suposi¢ao e
b € B pelo fato de que supp(B) C B. Logo, a € (b a)(supp(B)). Como

(b a)(supp(B)) ""P=""") supp((b a)(B)) = supp(B),

segue que a € supp(B), o que é uma contradigdo. Portanto, B C supp(B) ¢ o resultado

segue.

2. B € Peos(A) entdo supp(B) = A\ B.
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Se B € Peot(A), entdo o Exemplo 3.3 nos mostra que B € finitamente suportado
por A\ B. Sendo assim, pela minimalidade de supp(B) temos que supp(B) C A\ B.
Analogamente, mostra-se que A \ B C supp(B).

Observagdo 3.5. Uma fonte de confusdo comum € interpretar supp(x) como sendo
igual a xN A. Isso nem sempre é verdade pois pelo Exemplo 3.7, A € Pcos(A) e
supp(A) = A\ A =0, enquanto que ANA = A.

Intuitivamente, o supp(x) contém os dtomos “visiveis” de x. E importante perceber
que um atomo pode ser “visivel” tanto por sua auséncia quanto por sua presenga em x.
Por exemplo, se considerarmos A \ {a} € Peo¢(A) entdo novamente pelo Exemplo 3.7

temos que
supp(A\ {a}) = A\ (A\{a}) = {a},

porém, a ¢ A\ {a}. Ou seja, a é um dtomo “visivel” em A \ {a}, todavia a ndo
pertence a A\ {a}.

A Defini¢do 3.7 a seguir se relaciona com este aspecto de equivariancia e serd relevante

nos capitulos seguintes:

Definicao 3.7. Sejam (X, -) e (Y, ) Sa-conjuntos. Uma funcdo f € X — Y € dita equivariante
quando para todo x € X e toda w € Sy,

n-(f(x) = f(7-x).

Lema 3.2 ([9], Lemma 2.2.1). Sejam (X,-) e (Y,-) Spy-conjuntos. Se f € X — Y entdo para
todox € X etoda w € Sy,

- (f(x) = (- f)(7-x).

Demonstragcdo. Dados T € Sy e x € X arbitrarios,

(m-f)(m-x)=m-(f(x~! (ﬁx))), pela Sp-agdo do Ex. 2.12
=7 (f((m"'om) X))
=7 (f(id - x))
=7 (f(x). O

Adiante, o Lema 3.3 fornece uma equivaléncia entre a equivariancia de uma funcio f no
sentido da Definigdo 3.5, i.e. supp(f) = 0, e a equivaridncia de uma func¢do no sentido da
Definicdo 3.7.
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Lema 3.3 ([9], Lema 2.2.2). Sejam X e Y conjuntos nominais e f € X = Y (ver Defini¢do 3.4).
Entao
supp(f) = 0 se, e somente se, - f(x) = f(7-x), paratoda w € Sy.

Demonstracdo. Como f € X = Y entdo f possui suporte finito e, portanto, supp(f) existe
e estd bem definido.
Suponha supp(f) = 0. Pelo Lema 3.1, m- f = f para toda © € Sp. Assim, para cada
xeX
Lem. 3.2
n-(f(x) =" (- f)(7-x) = f(7-x),

e o resultado segue.
Reciprocamente, suponha que 7 - (f(x)) = f(7 - x) para todo x € X e toda 7 € S,. Entdo

(- f)(x) =xn-(f(z~'-x)), pelaSy-agdo do Ex. 2.12

(
n-(n~'-x)), pois f é equivariante
(]

Da arbitrariedade de x concluimos que 7 - f = f vale para toda permutagdo 7 € Sy.
Portanto, supp(f) = 0 pelo Lema 3.1 e o resultado segue. O

Definicao 3.8. Sejam Xy, ...,X, conjuntos nominais. Definimos o produto tensorial como

sendo o subconjunto
n
X®...0X, & {(xl,...7xn) eXyx...xX,| msupp(xi) :Q)} CXyx---xX,.
i=1
No caso em que X = ... = X,, = X, expressamos o produto tensorial por @X".

O conjunto X; ®...® X, € um Sy -subconjunto de Xy x - -- x X, pois a Sp-acdo definida
em X X --- x X, restritaa X1 ®...® X, forma uma Sy -acdo bem definidaem X| ®...® X,.
Para ver isso, basta verificarmos que para cada permutacdo T € Sy,

(X1yee X)) EX1R... QX = (T-X1ye o, T Xy) =T (X1, x0) EX1R ... QX,.

Ou, equivalentemente,

n n
ﬂ supp(x;) =0 = ﬂ supp(7-x;) = 0.

i=1 i=1

Realmente,
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n n
ﬂ supp(7-x;) = ﬂ 7 (supp(x;)), pela Proposic¢do 3.2(2)
i=1

Il
)
"

n
ﬂ supp(7 -xi)> , pois € bijecdo
i=1

= m(0), pois (] supp(x;) =0

i=1

Logo, pelo Exemplo 3.2(1) o conjunto X; ® ... ® X,, € um conjunto nominal.

Corolario 3.1 ([9], Corollary 2.1.12). Seja X um Sp-conjunto. Suponha que x € X seja
finitamente suportado por B C A.

1. Se a,b € A sdo tais que a,b ¢ Bentdo (b a) -x = x.
2. Sejam ', w € Sy. Se n(b) = 7' (b) paratodo b € B, entdo m-x = 7’ - x.
3. at#x se, e somente se, existe b € A tal que b#xe (ba)-x=nx.

Demonstragdo. 1. Note que (b a) € £ix(B), pela Defini¢do 3.1, (a b) -x = x e o resultado
segue.

2. Paracada 7', w € Sy e b € B arbitrario temos que 7(h) = 7' (b) implica (7'~ o) (b) =

b. Da arbitrariedade de b € B segue que 7'~ ! o

(71'/_1

7 € fix(B) e, como consequéncia,
om)-x = x. Entdo,

(r'lom)-x=x=n""1-(m-x)=x, pelaspropriedades da Sy-agio
=T-x=7-x, aplicando 7’ em ambos os lados.

3. Vamos provar as duas implicacdes:

(<) Suponha que at#x, isto é, a ¢ supp(x). Tome um outro dtomo b € A tal que

b ¢ supp(x); entdo pelo item 2 desse resultado segue que (b a) - x = x.

(=) Suponha que exista b € A tal que b#x e (b a) -x = x. Pela Proposicdo 3.2(3) segue
que
a=(ba)(b)#(a) -x=nx. O

Teorema 3.3 ([8], Theorem 2.29). Seja X um conjunto nominal. Se X C X € finito, entdo X
tem suporte finito e

supp(X) = | J supp(x).
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Demonstracdo. Vamos verificar que X tem suporte finito.

O conjunto |J, supp(x) € finito, pois X é finito e supp(x) é finito para cada x € X.
Afirmacao 3.1. |, supp(x) suporta X.

Tome 7 € fix(|J,c supp(x)). Entdo para cadax € X, w € fix(supp(x)) e, consequente-

mente, 7T -x = x. Assim,
- X=n-{x|xeX}={m-x|xeX}={x|xeX}=X
e o resultado da afirmagdo segue. Da minimalidade de supp(X) inferimos que

supp(X) C J supp(x).
xeX
Agora vamos demonstrar a inclusdo contrdria. Suponha, por absurdo, que existe um
atomo a € |J,cx supp(x) mas a ¢ supp(X). De a € J,cx supp(x) segue que existe X' € X
tal que a € supp(x').
Escolha um atomo b tal que b#X,z para cada z € X (podemos fazer esta escolha pois
supp(X) e U,ex supp(x) sdo finitos). Pelo Corolério 3.1(1), (b a)-X = X. Como X' € X,
segue que (b a)-x' € (ba)-X =X. Além disso, note que

b= (ba)(a)€ (ba)(supp(x)) Frop. 322 supp((b a) -x). (3.3)

Como supomos b#z para todo z € X, segue que ndo existe z € X tal que b € supp(z).
Logo, por (3.3) devemos ter (b a) -x’ ¢ X, contradigdo. O

3.2 Principio da Equivariancia

As demonstragdes das propriedades sobre os elementos do universo nominal ¢/ podem ser
formalmente escritas na linguagem de ZFA. Utilizaremos isso para formalizar e provar
propriedades meta-matemdticas, isto €, propriedades sobre propriedades dos elementos de /.
Um resultado neste sentido € o principio da equivaridncia ou simplesmente equivaridncia,
uma meta-propriedade central para as técnicas nominais. Tal principio nos permite criar um
gerenciamento particularmente eficiente sobre renomeamentos e ®-equivaléncia na sintaxe
de linguagens formais.

Antes de enunciarmos o principio da equivariancia, vamos estabelecer algumas conven-

cOes notacionais que serdo uteis adiante:
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Notacao 3.1. Seja xy,...,x, uma lista qualquer de varidveis que representam elementos de
U. Escrevemos

1. X para abreviar xp,...,x,.
2. Sey=yi,...,ym for uma outra lista de varidveis, entdo escrevemos XU y para repre-
sentar a lista xy,...,X,,y1,...,Vm. E importante destacar que esta unido € a usual e nao

a de multiconjuntos. Por exemplo, se X = u,v,w e y = z,v,w entdo

XUy =u,v,w,z,vyw=u,v,w,z.

=0

y
Assim, podemos interpretar XUy como sendo a unido das listas X e y vistas como

conjuntos {xy,...,x,} € {y1,-...,Ym}, respectivamente.

3. T-X para abreviar 7 -xy,..., 7 -x,. Note que essa nota¢ao funciona bem a unido de
listas pois

T-(XUY) =T X1y, WXy T-V],yee ey T Yy =T-XUT- Y.

4. a#x para abreviar a#xy,...,x,, 1.. a#tx; A ... \a#x,.

Teorema 3.4 (Principio da equivariincia - [8], Theorem 4.4). Se ¢(x) é um predicado
expresso na linguagem de ZFA sobre uma lista de varidveis ¥ = xp,...,x,'. Entio para toda
permutacdo 7w € Sy vale que

9(%) = ¢(m-%).

Demonstragdo. Vamos demonstrar por inducio na estrutura de ¢ (Defini¢do 2.6). Durante o
decorrer desta demonstragdo ¢, € 7 representardo termos e permutagdes arbitrarias, respecti-
vamente.

1. Se ¢(X) for da forma L. Entdo o resultado segue trivialmente, pois | ndo contém

nenhuma varidvel, em particular L ndo contém as varidveis presentes em X.

2. Suponha que ¢(x) seja da forma ¢ € 5. Entdo separamos os seguintes casos:

(@ x;exjcoml<i, j<n.

' Aqui a lista ¥ deve conter fodas as varidveis mencionadas no predicado ¢
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Lembre-se que x; € x; representam elementos de /. Como x; € x; entdo pelo
axioma (Conjuntos) temos que x; ndo € um dtomo. Assim, x; s6 pode ser um
conjunto,

xj={x|xex;}.

Pela Sy-acdo do Exemplo 2.9 inferimos que
woxj={m-x|x€x;}.

Logo,xiexj<:>7r~xi€n'~xj.
(b) x; e Acom1<i<n.

Neste caso, x; necessariamente ¢ um dtomo. Entdo 7 -x; € A e o resultado segue

pois - A = A. Para a reciproca, basta aplicar a inversa 7!

(c) O caso A € x; segue de uma andlise andloga aos itens anteriores.

3. Se ¢(x) for da forma r = s, entdio a argumentacdo é semelhante ao do caso do item 2

trocando apenas o simbolo € por =.

4. Suponha que ¢ (X) seja da forma ¢ (y) = ¢(Z) com yUZ = &, onde ¢ () e ¢2(Z) sdo
predicados em ZFA. Por hipétese de indugdo, vale o principio da equivariancia, isto €,

$1(7) & 01(7-) e ga2(2) & (7 - 2).

Vamos demonstrar que ¢ (X) < ¢ (7 -x) vale. Faremos isso mostrando que

O(X) = ¢(r-3) e ¢(n-%)= (%)

(=) Suponha que ¢(X) seja verdadeira, ou seja, ¢ (7) = ¢(Z) € vale. Entdo
01(75) % 01(5) = 62(2) = (7).

Isso implica que ¢ (7 - X) vale, pois t-x=n-(yUZ) =7 -yUT-Z.
(<) Suponha que ¢ (7 - X) seja vélida.

Acima nés mostramos que ¢ (¥) = ¢ (7 - X). Entdo da arbitrariedade de 7, basta

aplicar o resultado para a permutagio inversa 7!,

o(n-3)=9(n " (%)) = (%)

e o resultado segue.
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5. Por fim, suponha que ¢ (%) seja da forma Vz.¢'(7) com ¥ = yUz, onde ¢'(¥) é um
predicado na linguagem de ZFA, para o qual vale o principio da equivariancia por

hipétese de indugd@o. Queremos demonstrar que
o) =o(x-%) e ¢(m-3)= ().

Vamos a demonstragdo:

(=) Suponha que ¢ (%) seja verdadeira, isto é, que Vz.¢'(¥) é verdadeira. Temos entdo
duas possibilidades a analisar: z € uma varidvel na lista y ou z ndo é uma varidvel

na lista y.

(i) Se z ndo € uma varidvel na lista y, entdo 7 - z ndo € uma varidvel na lista
7 -y. De fato, digamos y = yy,...,y,, entdo z # x; paratodo i = 1,...,n. Se
7 -z fosse uma varidvel nalista -y = m-yy,..., -y, entdo existiria algum
i €{l,...,n} talque -z =7 y;. Entdo

mz=n-yy<a ' -(x-z)=n"'-(x-ys), peloitem 3 desta prova

S zZ=yy Contradi¢do!
Com isso estabelecido, procedemos com a demonstragao:
Vz.0'(¥) & ¢'(9), pois z ndo ocorre em
& ¢'(m-y), por H.L

& Vr-z.¢'(m-y) pois -z ndo ocorre em T -y
e o resultado segue pois T-x=7m- (yUz) =m-yUT-Z.
(i1) Agora suponha que z ocorra em y.
Como Vz.¢'(7) vale, entdo ¢’(y) vale. Pela hipétese de indugdo, isso significa
que ¢’ (7 -y) é vale para todo z € U. Em vista disso, temos em particular que
¢'(m-y,m-z) é vélida para todo 7 -z € U.

(<) Em contrapartida, para demonstrar a reciproca, ou seja, que ¢ (7 - %) = @ (x) vale,
basta aplicarmos o resultado que mostramos ha pouco para a permutacio inversa

r 1

o(m-%) = ¢(n " (m-X)) = 9(%). O

Assim, @ (x) é valida independentemente de como permutamos os 4tomos que ocorrem
em X. Este principio formaliza uma importante propriedade sobre assercoes meta-tedricas
envolvendo a no¢do de varidvel. Nas palavras de Murdoch J. Gabbay e Andrew M. Pitts [15]:

“[...] the validity of assertions about syntactical objects should be sensitive only to

distinctions between variable names, rather than to the particular names themselves.”.
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Na pratica, este principio € muito ttil pois transforma provas longas em provas mais
concisas. Por exemplo, com o principio da equivariancia a demonstra¢do da Proposi¢do 3.2
pode ser feita em “uma linha”.

Finalizamos esta se¢do explorando algumas das principais consequéncias deste principio.

Definicao 3.9. Especificamos uma fungfo n-dria Y usando uma férmula ¢y (X,z) expressa

em ZFA mencionando varidveis incluidas em ¥, z tal que
VE((Fz.0(%,2) A (V2,2 ((0(%2) A 9(,2) = 2=7)).

Assim, para cada X definimos Y(X) como sendo o tnico z tal que ¢y(X,z) vale, i.e.

Vx.(z=Y(%) & ¢y (%,2)).

O Corolario 3.2 abaixo basicamente afirma que todas as funcdes especificadas em ZFA

sdo equivariantes.

Corolario 3.2 (Equivariancia de fungdes - [8], Corollary 4.6). Seja Y uma fungio especificada
usando um predicado ¢y (¥,z). Entao para toda permutacdo w € S, vale que

T-Y(x)=Y(m-X).
Demonstragdo. Para cada X, Y(x) é definido como sendo o unico z para o qual ¢y(¥,z)
)

também vale. Da unicidade da defini¢do de Y (7 - x) decorre que Y (7 - %) = - Y(X). O

é verdadeiro. Assim, ¢y (%, Y (X)) vale e pelo principio da equivaridncia ¢ (7 - X, 7 - Y(X)

A seguir, o Teorema 3.5 essencialmente nos ajuda a determinar o suporte da imagem de

funcoes especificadas em ZFA.

Teorema 3.5 (Conservacdo de suporte - [8], Theorem 4.7). Seja Y(X) uma fungio espe-
cificada usando as varidveis de uma lista X = x1,...,x,. Suponha que os elementos em X

possuam suporte finito. Entao
n
supp(Y'(%)) C | supp(x)-
i=1
Além disso, se Y for injetiva entdo
n
supp(Y'(%)) = | supp(x).
i=1

Demonstragdo. Suponha que 7 € £ix (|, supp(x;)). Entdo
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w-Y(X) =Y(m-x) pelo Corolério 3.2
=Y(X) pois € fix(supp(x;)) paratodo 1 <i<n.
Concluimos assim que |J_; supp(x;) suporta Y(X). Da minimalidade de supp(Y (X)),
segue que supp(Y (X)) C U, supp(x;) e a primeira parte do resultado segue. Assim, mos-

tramos que para todo a € A,

a € supp(Y(x)) =ac U supp(x;).
i=1

Note que pela contrapositiva isto € equivalente a dizer que

a ¢ | Jsupp(x;) = a ¢ supp(Y(%)),

i=1

ou mais concisamente,
a#xX = a#Y (X). (3.4)

Agora suponha que Y seja injetiva. Entdo Y admite inversa i esquerda Y~!. Resta
demonstrar que |J_; supp(x;) C supp(Y(X)) ou, equivalentemente, que para todo dtomo
acA,

a#Y (X) = a#tx. (3.5)

Provaremos a implicag¢do (3.5). Para isto, € suficiente aplicar o resultado (3.4) que
mostramos ha pouco para a inversa a esquerda. Assim, para todo a € A:

a#Y (%) = a#r (Y (%)) = & O

Este teorema afirma, sobretudo, que o suporte da imagem de uma fungdo Y (X) especificada
em ZFA é determinado pelos suportes de cada x; na lista X. Ou seja, o suporte de Y () “ndo
aumenta”, pois para calcular ou “limitar” supp(Y (X)) basta saber calcular supp(x;) para cada

X; em X.

3.3 Algebras sobre Conjuntos Nominais

Com as nocdes preliminares das técnicas nominais estabelecidas, podemos entdo comegar a
pensar na construgdo dos conceitos envolvidos na definicdo do modelo nominal da l6gica
LL;. Para isso, nesta sec¢do introduziremos a no¢ao de dlgebras sobre conjuntos nominais,

i.e. um conjunto nominal com funcdes sobre ele satisfazendo certos axiomas nominais.
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Especificamente, estudaremos os conceitos de o-dlgebra de termos e G-dlgebra, conceitos
estes que nos ajudardo a incorporar a no¢ao de substituicdo no nosso modelo. Observaremos
também que uma o-acio simultinea também pode ser facilmente implementada. A principal
referéncia para este capitulo sera o artigo [9], porém, também utilizaremos o artigo [16] para

complementar algumas ideias.

3.3.1 G-Algebra de termos

Substituicdo € um conceito fundamental para a Légica e Ciéncia da Computagdo. Intuitiva-

mente, uma substitui¢do é a operagio v[a — u| que significa:
Troque as ocorréncias livres de a em v por u.

Por exemplo, podemos pensar nas substitui¢des de termos e predicados da légica de
primeira ordem ou, também, na tdo conhecida substitui¢do do A-cdlculo ([2] para mais
detalhes). Estes sdo exemplos particulares de substitui¢cdes que, apesar de se tratarem de
sistemas formais distintos, dispdem de propriedades semelhantes, como o evitamento da
captura de variaveis livres pelos ligadores de suas respectivas linguagens.

Sendo assim, tendo em mente a operacéo de substitui¢do v[a — u| como uma fungéo
satisfazendo certas propriedades, isso nos faz pensar se ndo seria possivel usar as técnicas
nominais para generalizar tal noc@o no seguinte sentido: gostariamos de saber se existe
alguma estrutura algébrica nominal que descreva exatamente as propriedades de v]a — u]
independentemente do que v e u sejam (A-termos, termos ou predicados de uma logica, etc).

Como uma analogia pensemos, por exemplo, na no¢io de corpo da Algebra Abstrata.
Sabemos que existe uma caracterizacao algébrica que nos diz exatamente quais propriedades
um corpo deve satisfazer, independentemente de qual corpo estejamos falando. Seria possivel
o obter algo assim para a substitui¢ao?

Com este prop6sito em mente, Murdoch J. Gabbay e Aad Mathijssen [10] (conferir
também [12] para uma abordagem mais detalhada desse assunto) usam as técnicas nominais
para argumentar que os axiomas (ca) — (6c) da Figura 3.2 abaixo axiomatizam a ideia de
substituicdo, tudo de substitui¢io, e nada além de substituicao.

(ca) alav— u) =

(oid) xla—a] =x

(o#) attx= xla—u] =x

(co) bitx= xla—u] = ((ba) -x)[b~— u

(c0) a#v=x[a— u][b— V] =x[b+>v][ar> ulb— V]

Figura 3.2. Axiomas para a nocao de substituicao.
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Informalmente, os axiomas expressam o seguinte:

(ca):

(oid)

(o#)

(ca):

(co):

este axioma busca capturar aquilo que ja é esperado que uma substitui¢do satisfaca, a
saber que se em uma variavel a trocarmos a por um objeto u, entdo isso deve resultar

€em u novamente.

assim como o axioma anterior, este axioma também & esperado e nos diz que nao
alteramos um objeto x se trocarmos as ocorréncias de uma varidvel a em x pela mesma

variavel a.

para entender melhor este axioma, lembre-se que a noc¢ao de frescor a#x significa
que a ¢ supp(x), isto é, que a ndo é um atomo na “composi¢do” de x. Além disso,
lembre-se também a#x também pode ser interpretado como uma generalizacdo da
nocao sintatica de que a “varidvel a ndo € livre em x”. Assim, este axioma afirma que
se a ndo € livre em x, entdo a substitui¢cdo das ocorréncias livres de @ em x nao alteram

X, pois x ndo possui ocorréncias livres de a.

este axioma requer um pouco mais de ateng¢do. Basicamente ele garante que um dtomo
a a ser substituido por u em x pode ser renomeado por um dtomo b, e a substituicao
de b por u em (a b) - x produzird o mesmo elemento. Essencialmente, este axioma se
relacionard com a no¢ao de substitui¢do com evitamento de captura de varidveis. Este

fato ficard mais claro no Capitulo 5.

este axioma € conhecido como o Lema da Substitui¢do, um resultado que nos permite

reordenar substitui¢des simultaneas de forma consistente.

Com os axiomas estabelecidos vieram entdo os esforcos para entender a semdntica

por trds dessa axiomatizagao, isto €, a determinacdo de estruturas algébricas nominais que

satisfazem os axiomas da Figura 3.2. Disso surgem os conceitos de dlgebras de substituicdo

de termos e dlgebras de substituicdo definidas em [16] e mais tarde chamados em [9] de

o-dlgebras de termos e G-dlgebras, respectivamente?’.

Defini¢do 3.10. Uma o-dlgebra de termos é uma tupla (U, -, suby, atmy ) onde:

1.

2.

(U,-) é um conjunto nominal;

suby : U x A x U — U é uma funcdo equivariante, a qual chamamos de o-acdo e
denotamos suby(x,a,u) por x[a — ul;

20 “6” em G-acdo significa “substituicio”. Nenhuma conexio é sugerida com as c-algebras da Teoria da
Medida.
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3. atmy : A — U é uma funcdo injetiva equivariante,

tal que os axiomas (ca) — (o0) da Figura 3.2 sdo satisfeitos, onde x,u,v € U. Quando
for conveniente, nos referiremos a uma c-dlgebra de termos (U, -, suby, atmy) através do

conjunto subjacente U do conjunto nominal (U, -).

Observacdo 3.6. Note que:

1. A funcdo atmy possui a finalidade de injetar o conjunto de 4&tomos no conjunto
nominal U. Note que como atmy € uma funcdo injetiva, segue pela conservacao
do suporte (Teorema 3.5) que supp(atmy(a)) = supp(a) = {a} para todo a € A.
Por isso, quando for conveniente trataremos a e atmy(a) como sendo “iguais” e

denotaremos atmy (a) por ay ou simplesmente por a quando nio houver confusdo.

2. A o-acdo satisfazer o axioma (oa) significa

atmy(a)[a — u] = u,

jé satisfazer o axioma (oid) significa

x[a — atmy(a)] = x.

3. A equivariincia da o-ag80 x[a — u| pode ser interpretada do seguinte modo:

7 (xla v u]) = - suby(x,a,u) = suby(w-x,w(a),w-u) = (w-x)[n(a) — x-u,

para todos x,u € U, todoa € A etoda w € Sy.

Abaixo estdo alguns exemplos de o-dlgebras de termos. As fungdes definidas serdo todas

equivariantes devido ao Coroldrio 3.2.

Exemplo 3.8. Como um exemplo simples, podemos pensar no conjunto de conjunto de

atomos A. O conjunto de dtomos A ¢é uma o-dlgebra de termos com:
e ay 2 a;
s alarsc] = c;

* blarsc] 2 b.



3.3 Algebras sobre Conjuntos Nominais 53

O préximo exemplo € o exemplo candnico de uma c-algebra de termos e € por sua causa

que a o-dlgebra de termos recebe este nome.
Exemplo 3.9. O conjunto de termos ¥ da légica | é uma o-4lgebra de termos com:
A
® ag = a;
* rlars s] 2 rla:=s|, onde r[a := s] é a substituicdo usual em termos da Defini¢io 2.20.

Exemplo 3.10. O conjunto das partes finitas de A, Psin(A), é uma o-dlgebra de termos

com:
* apy,n) = {ak:
* Bla—C]|2Bsea¢B;
* Bla— C] 2 (B\{a})UCseacB.
Para ilustrar os axiomas, uma demonstracdo desse fato pode ser encontrada no Lema B.1

do Apéndice B.

3.3.2 o-Algebra

Com o Exemplo 3.9 vimos que o conjunto de termos ‘T forma uma c-algebra de termos. Isso
nos faz questionar sobre o que ocorre em relacao aos predicados de L.
Para um melhor entendimento vejamos um exemplo envolvendo os predicados da 16gica

LL; identificados por a-equivaléncia com a substitui¢io usual.

Exemplo 3.11. Considere ¢ = Vc.P(a) e tome b#Vc.P(a) (entdo b ¢ ats(¢) = {a,c}).
Como c € {c} = fa(c), segue que

(Ve.P(a))la :=c] =Vd.(P(a)[c:=d|[a:=c]) =Vd.P(c)

((ba)-VYe.P(a))b:=c]= (Vc.P(b))[b:=c] =Ve.(P(b)|c:=e][b:=c]) =Ve.P(c).
Entao,

(Ve.P(a))la:=c] =Vd.P(c) =¢ Ve.P(c) = ((b a)-Vc.P(a))[b:=c|.
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O Exemplo 3.11 nos mostra que o conjunto  ndo satisfaz o axioma (Ge) pois
(Ve.P(a))]a = c] = Vd.P(c) # Ve.P(c) = ((b a) - Ve.P(a))[b = c].
Por outro lado,
(Ve.P(a))[a = c] = Vd.P(c) =q Ye.P(c) = ((b a) -Ve.P(a))[b = c].

Ou seja, [Vc.P(a)|qla:=c] = ((ba)-[Vc.P(a)]a)[b := ]

Entdo seria razodvel pensar que o conjunto 3/, seja uma o-dlgebra de termos. Bom,
este ndo € o caso ja que para que a substituicdo usual em predicados (identificados por
o-equivaléncia) (@] [a := s] formasse uma o-acdo, precisariamos que [@]q[a := s] fosse uma
funcdo do tipo P/ X A XB/o — B/, 0 que ndo é o caso visto que [@]y[a := s] forma
uma fungdo do tipo P/o X A X T — B/4.

No entanto, a seguir veremos que 3/, com a substitui¢do usual [@]y[a := s] forma uma

o-dlgebra:

Definicao 3.11. Seja U uma o-dlgebra de termos. Uma o-dlgebra sobre U é uma tupla
(X,-, U, suby) onde:

1. (X,-) é um conjunto nominal;

2. suby : X x A x U — X é uma funcgdo equivariante, a qual também chamamos de

0-acdo e denotamos por x[a — u],

tal que os axiomas (cid) — (00) da Figura 3.2 sdo satisfeitas, onde x € X e u,v € U.
Como de costume, quando nao houver confusdo e for conveniente, nos referiremos a uma

o-algebra (X, -, U, suby) através do conjunto subjacente X do conjunto nominal (X, ).

As Defini¢oes 3.10 e 3.11 s@o similares. Em uma o-dlgebra de termos, quando escreve-
mos x[a — u] temos que x e u pertencem ao mesmo conjunto U; ja no caso da Defini¢do 3.11,
ao escrevermos x[a — u] temos que u ainda pertence a U, porém, x pertence a um conjunto
X, o qual pode ou ndo ser igual a U. De fato, X pode vir a ser igual a U pois por defini¢do
toda o-dlgebra de termos U €, em particular, uma o-algebra sobre U, i.e. sobre si mesma.
Assim, nesta situagdo X = U.

Na sequéncia, exceto quando indicado o contrario, U serd uma o-dlgebra de termos e X
serd uma o-algebra sobre U. Além disso, quando a o-algebra de termos associada estiver
clara pelo contexto, diremos apenas que “X é uma o-dlgebra”.
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Observagdo 3.7. Note que:

1. Em uma o-dlgebra X sobre U todos os axiomas da Figura 3.2 sdo satisfeitos exceto
0 axioma (oa), uma vez que nao estamos assumindo uma fungdo atmy : A — X.

2. A equivariincia da 0-a¢@o x[a — u] em uma o-dlgebra X sobre U € interpretada
como em 3.6(3):
- (xla— u]) = (w-x)[m(a) — - ul,

paratodo x € X, todo u € U, todo a € A etoda w € S,.

Exemplo 3.12. Vejamos exemplos de o-dlgebras.

1. Como observamos no inicio desta se¢do, o conjunto das ¢-classes de equivaléncia
de predicados 3/, com a c-acdo tomada como sendo a substitui¢do [@]y[a := s
(Definicao 2.22) forma uma o-algebra sobre ¥.

2. Sejam X e Y o-dlgebras sobre a mesma o-algebra de termos U. O conjunto nominal
X x Y é uma o-dlgebra sobre U com a o-a¢do definida por

(x,y)[a — u] = (x[a — u,y[a > u]).

Em particular, se U € uma o-algebra de termos (e, portanto, uma c-algebra sobre si
mesma) entdo U x U serd uma o-dlgebra sobre U. Entretanto, U x U ndo pode ser uma

o-algebra de termos com a o-ag¢do dada acima visto que esta ndo forma uma fungao
do tipo (U X U) x A x (U x U) — (U x U), mas sim (U x U) x A x U — (UxU).

Finalizamos esta subse¢ao com alguns lemas técnicos que serdo tteis no préximo capitulo.
Lema 3.4 ([9], Lemma 3.1.8). Se x € X, u € U e a#u, entdo a#x|a — u|. Mais ainda,
supp(x[a — u]) C (supp(x) \ {a}) Usupp(u).

Demonstragdo. Note que x|a — u] é finito-suportado pois x[a — u] € X e X é um conjunto
nominal. Usando a conservacgao de suporte (Teorema 3.5) na 6-acdo, obtemos que

supp(x[a — u]) C supp(x) U{a}Usupp(u). (3.6)

Escolha b#x, u. Entdo b#x[a — u] e daf
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(ba)-(xla—u])=((ba) x)[(ba)(a)— (ba)-u], pelaequivaridncia da c-agio
)

ba)-x)[bw— ul, pelo Cor. 3.1(1), pois a, b#u
av— ul, por (o), pois b#x.

Portanto, pelo Coroldrio 3.1(3) temos que a#x|a — u]. Logo, pela continéncia em (3.6)

devemos ter que
supp(x[a — u]) C (supp(x) \ {a}) U supp(u). O

Lema 3.5 ([9], Lemma 3.1.10). Se x € X e b#x, entdo x[a — b] = (b a) - x.

Demonstragdo. De fato,

xla— bl = ((ba)-x)[b— b], por(co) pois b#x
=(ba)-x, por (cid). O

Lema 3.6 ([9], Lemma 3.1.11). Se U C U tem suporte finito, x € X e a € A é tal que a#U,
entdo a#{x[a — u| |u € U}. Além disso, a#{x[a — u] | u € U} e a#t{x[a — n] | n € A}.

Demonstragdo. Vamos mostrar que supp(U) U supp(x) U {a} suporta {x[a +— u| |u € U}.
Se m € fix(supp(U) Usupp(x) U{a}), entdo

m € fix(supp(U)),
7 € fix(supp(x)),
e fix({a}).

Sendo assim, 7-U =U,w-x =xe w(a) = a. Dai,

w-{xla—ul|lucU}={n - (xla—u]) |luecU}, acdo que age sobre conjuntos
={(m-x)[n(a)—~ 7w -u] |[uc U}, equivaridncia da c-acdo
={xla—m-ul|lucU}, poism-x=xem(a)=a
={xla—u]l|lueU}, poisw-U=U,

e o resultado segue.
Agora, escolha b#x,U. Como b,a#U, pelo Coroldrio 3.1(1) temos que (b a)-U =U.

Entao,

(ba)-{xja—ul|lucU}={(ba) - (xla—u]) |lucU}
={((ba)-x)[br— (ba)-u] lucU} equivariancia
={((ba)-x)lb—~u]l|lucU} pois (ba)-U=U
={xla—ul|lucU} por (o), pois b#x
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Logo, pelo Corolério 3.1(3), a#{x[a > u] |u € U}.

Para os conjuntos {x[a — u] |u € U} e {x[a+— n] | n € A} observe que 7- U =U e
m(A) = A paratoda m € S,. Entéo pelo Lema 3.1 temos que supp(U) = supp(A) =0, do
que resulta a#U, A. Agora basta repetir o argumento feito acima. O

3.3.3 o0-Acao simultanea

Na Definicao 3.11 definimos uma ¢-a¢do em um tnico atomo por vez. Na Secdo 5.2 do
préximo capitulo precisaremos considerar uma ¢-acao simultanea, ou seja, a aplicacao de
uma o-a¢do mais de uma s6 vez. Veremos a seguir que os axiomas da Figura 3.2 nos ddo o

poder para definir uma o-ac¢do simultanea para o-algebras.

Definicao 3.12. Sejam uy,...,u, € Ueay,...,a, € A dtomos tais que ay ...,a,#uy,... u,.
Para cada x € X definimos

xlay v uy,. .. an = uy] 2 xlag = g an o).

A Definicdo 3.12 é basicamente baseada no axioma (0 0) juntamente do axioma (c#)
em razdo da suposic¢do de que a;#u; para todos 1 < i, j < n. Por conta disso, note que a
Definicdo 3.12 estd bem-definida no sentido de ndo depender da ordem em que tomamos 0s

u’js. Vejamos o caso em que n = 2:

x[a1 = up,ax — uz] = x[a1 — I/tl][az — uz]
= x[ap — upl[a) — uy[a; — up]]  por (06), pois a#uy
= x[ap — uzllay — uy), por (o#), pois ax#u;.

Uma demonstracao do caso geral pode ser encontrada no Lema B.2 do Apéndice B.
Podemos estender a Defini¢do 3.12 para o caso onde 0s as ndo sdo necessariamente

frescos em relacdo aos u’js.
Definicao 3.13. Sejam uy,...,u, € Ueay,...,a, € A. Entdo para x € X definimos

xlay = uy,. .. a — ] £ ((byay)o---o(byay) -x)[by = uy]...[by+— uyl,

onde escolhemos by,...,b, frescos em relagdo a x e u; paratodo j=1,...,n.

Assim como na Defini¢do 3.12, a Defini¢ao 3.13 ndo depende da escolha dos dtomos

frescos bls e nem da ordem que tomamos os u’js. Claro, para a independéncia da ordem que
/.
J
do axioma (o@); ja para a escolha dos b;’s considere uma outra lista de dtomos frescos

tomamos os u’;s o argumento € o mesmo que fizemos para a Defini¢do 3.12 com o auxilio
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em relagdo a x e u; para todo j = 1,...,n, digamos c,...,c,. O argumento completo da
independéncia da escolha dos d&tomos que estabelece esta definicao pode ser encontrada no
Lema B.3 do Apéndice B.



Capitulo 4
Reticulados Nominais

A constru¢do do modelo nominal da 16gica L serd alicercada numa generalizagdo nominal
das nocdes da teoria de reticulados usual. Portanto, neste capitulo definiremos um conjunto
nominal parcialmente ordenado £, abreviado por CNPO, como sendo um conjunto nominal
equipado com uma ordem parcial equivariante. Em seguida, para um CNPO £ definiremos
os Bi#infimos (denotados por A2X) e os B#supremos (denotados por \/*BX’) em relacio a
um subconjunto finito X C £ e um subconjunto finito B C A como sendo, respectivamente, a
maior B#cota inferior de X e a menor B#cota superior de X'. Feito isso, faremos uma andlise
sobre ABX e \V*B X em relacdo a conjuntos particulares X' e B, estabelecendo assim algumas
convengdes notacionais. Definiremos um reticulado nominal £ como sendo um CNPO que
possui NPX e \/*BX para todo X C £ e todo B. Isso posto, iremos entdo apresentar diversos
resultados mostrando propriedades interessantes que estas nocdes dispdem. Veremos também
como estas ideias se relacionam entre si, assim como também exploraremos como elas se
relacionam com as nogdes usuais da teoria de reticulados. Um ponto importante nesta direcdo
serd a generalizacdo das no¢Oes usuais de distributividade e complementagdo.

A nossa principal fonte serdo os artigos [16] e [9].

4.1 Conjuntos Nominais Parcialmente Ordenados

O nosso objetivo agora, nesta se¢do, € utilizar as técnicas nominais para estender as nocdes e

resultados que estudamos na Secdo 2.1 sobre conjuntos parcialmente ordenados.

Definicio 4.1. Um conjunto nominal parcialmente ordenado (CNPO) é uma tupla (£, -, <)
onde:

* (£,-) € um conjunto nominal.
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* Arelacdo < é uma relacdo de ordem parcial (ndo-estrita) equivariante, ou seja, < €

reflexiva, antissimétrica, transitiva e para toda permutacio = € Sy,

x < yse,esomente se, T-x < T-Y.
Quando a Sj-acdo - e a relagdo < forem claras pelo contexto, iremos nos referir ao CNPO
(£,-,<) via seu conjunto subjacente L.
Exemplo 4.1. Abaixo estdo alguns exemplos simples de CNPOs:
1. Todo CPO usual equipado com a Sy -acdo trivial (Exemplo 2.7) forma um CNPO.

2. O conjunto das partes nominais N/(X) (Defini¢do 3.3) ordenado pela relagdo de inclusdo
C € um CNPO, onde a equivariancia da relacdo C € garantida pelo principio da

equivariancia (Teorema 3.4).
3. O conjunto Prin(A) forma um CNPO com a relagdo de incluséo C.

Queremos estender nominalmente as nocdes usuais de infimos e supremos. Para isso,

precisamos antes definir uma extensao da noc¢do de cotas inferiores e superiores:

Defini¢do 4.2. Sejam (£,-,<) um CNPO, x’ € £ e subconjuntos finitos ¥ C L e B C A.

Entao
1. x' é uma B#cota inferior de X (1é-se cota inferior B-fresca) se

e ¥’ é uma cota inferior de X, e

* BNsupp(¥') = 0.

Denotamos por Xz 0 conjunto de todas as B#cotas inferiores de X':

Xp 2 {x¥ € L | BNsupp(x) e x' < xparatodox € X}.
Assim, definimos o B#infimo de X (Ié-se infimo B-fresco) como sendo a maior B#cota
inferior de X’ (se existir), o qual denotamos por NZX.
2. x' é uma B#cota superior de X (1&-se cota superior B-fresca de X) se

e x' é uma cota superior de X, e

* BNsupp(x') = 0.
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Denotamos por X2 o conjunto de todas as B#cotas superiores de X:

XB L (¥ e £L|Bnsupp(x) ex <x paratodox e X}.

O Bt#tsupremo de X (1é-se supremo B-fresco) € definido como sendo a menor B#cota
superior de X’ (se existir), o qual denotamos por \/*BX .

O B#infimo €, portanto, a maior cota inferior entre as cotas inferiores que ndo possuem
atomos de B em seus suportes. Da mesma forma, o B#supremo € a menor cota superior entre

as cotas superiores que nao possuem dtomos de B em seus suportes.

Observagdo 4.1. Observamos o seguinte:

1. No presente trabalho adotamos uma terminologia diferente dos artigos de re-
feréncia. Em [9], Murdoch J. Gabbay chama de B#limits e B#colimits o que
aqui chamamos, respectivamente, de B#infimos e B#supremos. A terminologia
adotada por Murdoch J. Gabbay tém raizes na Teoria de Categorias, onde os

B#limits e B#colimits sdo relacionados com limites e colimites categoricos.

2. Quando quisermos falar sobre B#infimos e B#supremos de forma geral, isto €,
sem a inten¢do de especificar o conjunto B, escreveremos apenas #infimos e

#supremos.

J

Na Figura 4.1 abaixo fazemos um esbo¢o de uma situa¢do envolvendo um subconjunto
X C L e suas respectivas B#cotas para um conjunto de B C A.

Bitcotas superiores de X’

Bitsupremo de X’

B#infimo de X

Bftcotas inferiores de X'

Figura 4.1. Ilustracdo das B#cotas de um conjunto X C L.

O Lema 4.1 garante a unicidade de B#infimos e B#supremos.
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Lema 4.1 ([9], Lemma 4.1.7). Sejam (£,-, <) um CNPO e subconjuntos finitos X C L e
B C A. Entdo ABX e \V*BX sdo tnicos se existirem.

Demonstracdo. Vamos mostrar apenas a unicidade de AP X, pois a demonstracdo da uni-
cidade de \/*BX ¢ dual. Suponha que Xz possua um outro maior elemento y. Entdo pela
maximalidade de N2X e de y e do fato de que NBX € Xp ey € A, segue que y < NBX e
NBX <y donde concluimos que y = NBX. 0

No exemplo a seguir ilustramos as notacdes introduzidas até 0 momento no conjunto
nominal Peipn(A), que é uma o-dlgebra de termos (Exemplo 3.10) mais ainda uma o-algebra

sobre si mesma.
Exemplo 4.2. Sejam X € Pgin(A) ea € A.

Afirmacao 4.1. O conjunto
X £({X[ar C]|C € Pein(A)} (4.1)

¢ o {a}#infimo de {X}.
Para ver isso, precisamos mostrar que

D ("X € Pein(A).
De fato, X € finito e

Nx = ({X[a— C]| C € Pesn(A)} € X[a s {a}] " x. 4.2)

2) ﬂ#“X ¢ a maior {a}#cota inferior de {X}.

Agora, note que (4.2) garante que (**X é uma cota inferior de {X}.

(a) N*X é uma {a}#cota inferior de {X}.
Para isto, precisamos mostrar que {a} N supp(N*X) = 0, isto &, que a#N*X.

Comecamos interpretando ()**X como uma fungio
N (=) 1 A X Pein(A) = Pein(A)
e aplicamos a conservacdo de suporte (Teorema 3.5) para concluir que
(X)=

supp (ﬂ#"X) C supp(X)U{a} *TPE *xu {a}. 4.3)

Escolha b#X, entdo pela inclusio em (4.3), temos que b#(**X. Dai,
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ba)-(ﬂ#“X> Cor.:3.2 ﬂ#(ba)(a)(ba)(x)

ﬂ#b ba)(X),
N{((ba)(X))[b+sC]|C € Pein(A)}
‘9 N{X[ar C]|C € Prin(A)}

(4:1) ﬂ#aX.

Sendo assim, pelo Coroldrio 3.1(3) segue que a#(*X.

(g)

(b) N*X é a maior {a}#cota inferior de {X}.
Tome D € Psin(A) uma {a}#cota inferior de {X }. Entdo a#D e D C X. Temos
duas possibilidades: a € X oua ¢ X.
* Sea ¢ X, entdo a#X e
Nfx Y Xl | C e Pean(a)}
‘X |C e Prin(A)}
= (X
= X
Entio D C X = N*X.
* Agora suponha a € X. De a#D decorre que a ¢ D e portanto D C X \ {a}.

Se mostrarmos que ()*X = X \ {a} entdo o resultado segue.

X =({X[a— C]| C € Pein(A)}, por (4.1)
= ﬂ {(X\{a})UC|C € Psin(A)}, pela 6-acdo em Prin(A)
=(X\{a}hU <ﬂ {C|Ce Pfin(A)}> , pois U e N se distribuem
= (X \{a})U0, pois @ € Psin(A)
=X\ {a}.

Portanto, (*X é a maior {a}#cota inferior de {X}. Da,

{a} ANtav ) X, sea¢ X
/\# {X}_m#X_{X\{a}, sea€X

Isso é razodvel, uma vez que determinar o {a}#infimo de {X } é o mesmo que determinar
0 maior subconjunto de X que ndo tem a em seu suporte, ou seja, que nao contém a. A

resposta é claramente X se a ndo estiem X e X \ {a} se a estd em X.

Exemplo 4.3. Vejamos exemplos envolvendo os subconjuntos de {a,b,c}:
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N {{a,b,c}} = {b,c} N@H{{a}} =0
N {{a,b}} = {b} N@H{{p}} = {b}
NH{{a,c}} = {c} N H{c}} = {c}
N {{b,c}} = {b,c} N {0} =0

Na Figura 4.2 abaixo ilustramos estes {a}#infimos. As setas em azul apontam para o
{a}#infimo do conjunto correspondente e os caminhos pontilhados estabelecem a relacdo de

inclusio.

{a,b,c}

{a,b} _ {a,c}\\, {bi}J

N o8

Figura 4.2. Tlustragio dos {a}#infimos dos subconjuntos de {a,b,c}.

ll

Exemplo 4.4. Continuando o Exemplo 4.2, vejamos o que ocorre com os {a }#supremos de
um subconjunto {X} C Psin(A). O Exemplo 4.2 nos induz a pensar que o B#supremo de
{X} poderia ser

J* X £ J{X[ar C] | C € Pein(A)}. (4.4)

No entanto, iss0 ndo parece muito certo pois esse conjunto aparenta ser infinito. De fato,

facamos uma anélise em relagdo a pertinéncia de a em relacio a X:

1. Sea¢ X, entaoX[a|—>C] X e daf
Urx=Jx=x.
2. SeacX, entaoX[ar—>C] (X\{a})UCedal
U#aX = U{X[a — C] ‘ Ce Pfin(A)}
= H{&X\{a)UC|C € Prin(A)}

= (x\{ahu (UfC| C € Prun()})

= (X\{a})UA
=A
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Logo, neste caso [J*X ¢ Prin(A).

A anélise acima confirma o esperado: se a ¢ X entdo o {a}#supremo de {X} é X; se
a € X entdo {X} ndo possui {a}#supremo. Claro, o {a}#supremo de {X} é, por defini¢do, a
menor {a }#cota superior de {X}, isto é, 0 menor conjunto X’ € Psipn(A) contendo X tal que
a#X' (a ¢ X'). Assim, se a ¢ X entdo o menor conjunto com estas propriedades é o préprio X.
Agora, se a € X entido todo todo X’ que contém X também conterd a, logo a estard no suporte
de X’. Tsso significa que o conjunto das {a}#cotas superiores € vazio e, consequentemente,
nao existe {a}#supremo neste caso.

Para finalizar, observe na Figura 4.2 que os {a}#supremos dos subconjuntos do conjunto

{a,b,c} que ndo contém a sdo justamente aqueles subconjuntos com um loop.
O préximo lema serd util para estabelecer o suporte de B#infimos e B#supremos.

Lema 4.2. Seja (£,-,<) um CNPO. Se X C £ e B C A sio finitos e N2X e \/*BX existem,

entao

1. supp (/\#BX> - (U{supp(x) | x € X}) \ B.
2. supp (V#BX> C (U{supp(x) |x € X}) \ B.

Demonstragdo. Mostraremos apenas o primeiro item, pois o segundo € inteiramente andlogo.
Afirmacdo 4.2. A'BX ¢ finitamente suportado por supp(X)UB.
Realmente, se 7 € fix(supp(X)UB) entdo 7 € fix(supp(X’)) e w € £ix(B). Logo,
T ( NPx ) = N*B)r. X, pelo principio da equivaridncia (Teo. 3.4)
= NBXx, pois 7T € fix(supp(X)) e & € £ix(B)

e isso estabelece a afimracdo.

Pela minimalidade de supp(N2X) decorre que

supp (NBX) C supp(&X) UB,
= (U{supp(x) |x € X}) UB, pelo Teo 3.3, pois X é finito.

O resultado segue visto que, por defini¢io, BN supp(NEX) = 0. O

Na sequéncia, sejam (£, -, <) um c.n.p.o arbitrdrio e subconjuntos finitos ¥ C L e B C A.
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4.1.1 #Cotas e o Conjunto Vazio

1. Se B =0 entdo a condi¢do BN supp(x’) = 0 se torna supérflua jd que neste caso ela é
sempre valida. Entdo, nestas circunstancias, o conjunto das Q#cotas inferiores Xp € o
conjunto das Q#cotas superiores X' coincidirdo, respectivamente, com o conjunto das

cotas inferiores de X’ e o conjunto das cotas superiores de X'. Assim, escrevemos
Nx=Ax e Vx=\/x

Ou seja, o G#infimo e o P#supremo de X sdo, respectivamente, o infimo e o supremo
de X.

2. Se B=0e X = 0 entdo pelo item anterior temos que
No=No=T e \[o=\o=L1.

3. Nocasoem que B=0¢ X = {x,y} temos que

Nzt =xny e \[*{xy} =xvy.

Observacao 4.2. Se B # 0 e X = ( entdo ndo necessariamente valem
NPo=N% < \/[*o=\/.
Por exemplo, o conjunto das B#cotas inferiores de @ é

0p = {x' € L | BNsupp(x') =0 e x < x paratodo x € 0}
={x¥' € £L | BNnsupp(x') = 0}.

enquanto que o conjunto das @#cotas inferiores de () €

0p={x' € L|0Nsupp(x’) =0ex <xparatodoxec 0} =L.
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4.1.2 #Cotas e Quantificadores

Na sequéncia as notacdes V e 3 se justificam pelo fato de que pretendemos utilizar Va.x e
Ja.x para modelar o quantificador universal Va.¢ e o quantificador existencial Ja.¢, assim
como xAy modela a conjunc¢do logica ¢ A y.

Considere o caso em que B = {a} e X = {x}.

1. N9 {x} é chamado de a#infimo de {x} e o denotamos por Va.x. Por defini¢do,

Va.x é o maior elemento de {x' € £ | a#x’ e X' < x}, 4.5)

2. Dualmente, \/*{¢} {x} é chamado de a#tsupremo de x e o denotamos por Ja.x. Por
defini¢do,

Ja.x é o menor elemento de {x' € £ | a#x’ e x < X'}, (4.6)

Observagdo 4.3. Lembre-se que a#x pode ser interpretado como uma generalizagcao
da nocgao sintatica “ndo pertence as variaveis livres”. Como, por definig¢do, a#Va.x e
a#3a.x, entdo isso corrobora com o fato de que a ocorréncia de a na quantificagdo Va.¢

e Ja.¢ ndo é livre. Isso motiva a condi¢do a#x’ nas a#cotas inferiores e superiores.

4.2 Reticulados Nominais

A Defini¢do 4.3 generaliza de forma natural a Defini¢do 2.2 de semireticulados.
Defini¢do 4.3. Um CNPO (£,-,<) é

1. um A-semireticulado nominal se para todo subconjunto finito X C £ e todo subcon-
junto finito B C A existe um B#infimo NBX.

2. um V-semireticulado nominal se para todo subconjunto finito X C £ e todo subcon-
junto finito B C A existe um B#supremo \/*2X.

3. um reticulado nominal se £ for um A-semireticulado nominal e um V-semireticulado

nominal.

Repare que um reticulado nominal é, em particular, um reticulado ordindrio uma vez que
todo subconjunto ndo-vazio X C £ possui O#infimos e Q#supremos, os quais sao os infimos

e supremos usuais. Nao apenas isso, note ainda que, por definicdo, todo reticulado nominal
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¢ limitado, ja que para X = 0 e B = 0 existem o @#infimo e o @#supremo de 0, ou seja, o
infimo e o supremo de 0.

A proposicao a seguir estabelece uma caracterizacio para os semireticulados nominais.
Proposicao 4.1 ([9], Proposition 4.1.5). Seja (£, -, <) um CNPO. Entdo
1. £ é um A-semireticulado nominal se, e somente se,

e T existe;
* xAy existe para todos x,y € £;

* Va.x existe paratodosa € Aex e L.
2. Similarmente, £ € V-semireticulado nominal se, e somente se,

e | existe;
* xVy existe para todos x,y € £;

* Jda.x existe paratodosa € Aex e L.

Demonstragdo. Mostraremos apenas o primeiro item, pois o segundo € andlogo.

Se £ for um A-semireticulado nominal, entdo o resultado segue trivialmente pela propria
defini¢ao de A-semireticulado nominal.

Reciprocamente, suponha que T,xAy e Va.x existam para todos a € A e x,y € £. Sejam
X =A{x1,...,xn} CLeB={ay,...,a,} C A subconjuntos finitos. Precisamos mostrar que
o conjunto de B#cotas inferiores de X’ tem um maior elemento.

Afirmacao 4.3. Va;.(... Va,—1.(Va,.(x]A...Ax;,)))) é a maior Bi#cota inferior de X'.

Note que x|A ... Ax,, existe pois xAy existe para todos x,y € £ (ver Lema 2.1). Assim,
para a, temos que Va,.(x;A...Ax,) existe devido a existéncia de Va.x para todos x € £ e
a € A. Pelo mesmo motivo, Va,_;.(Va,.(x;A...Axy))) existe. Procedendo dessa maneira,
temos que Va;.(...(Va,—1.(Va,.(x]A ... Axy)))) existe em L.

Agora vamos mostrar que Vay.(...(Va,—1.(Va,.(xiA ... Axy)))) é uma B#cota inferior
de X. Por definicdo, temos que

Vap.(... Yay—1.(Vay.(xiA ... Axp)))) <Vay.(...(Vay—1.(Va,.(x;A .. . Axp))))

<Va,.(xiA...Axp)
< xIA ... AXxy,
<ux, Vie{l,...,m}
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Disso, concluimos que Vay.(...(Va,—1.(Va,.(x;A...Axy)))) é uma cota inferior de X'.

Resta mostrar que
BNsupp(Vaj.(... (Vap—1.(Van.(xiA ... Axp))))) =0

Com efeito, isso € uma consequéncia do Lema 4.2 pois

supp(Vai.(... Vay—1.(Va,.(xiA ... Axp))))) C supp(Vaa(... (Van—1.(Van.(xiA ... Ax)))) \{a1}

C supp(Va,.(xiA ... Axp)) \{a1,...,an—1}
C supp((xiA ... Axm)) \{a1,...,an—1,an}
C supp((x1A ... Axy)) \ B
Sendo assim, Va,.(... (Va,—1.(Va,.(xiA...Axy)))) é uma Bécota inferior de X'. S6 falta
entdo mostrar que esta ¢ a maior delas.
Seja X' € L outra B#cota inferior de X'. Entdo BN supp(x’) =0 e x’ < x; para todo

1 <i < m. Desse modo, temos que x' < xjA...Ax,, e dai,

X <Vay.(xiA\...Axy) pois a,#x’
= x' <Va,_1.(Va,.(x;\...Axp)) pois a,_ 1 #x’

=x <Vaj.(...(Vap—1.(Vap.(x;A...Axyy)))) pois aj#x’

Com isso mostramos a maximalidade de Va;.(...(Va,_;.(Va,.(x;A...Axy)))), concluindo
assim que este € o B#infimo de X. [

Como consequéncia imediata da Proposigdo 4.1 temos que um CNPO (£,-,<) é um
reticulado nominal se, e somente se, T,xAy,Va.x, L, xVy,da.x existem para todos a € A e
x,ye L.

Exemplo 4.5. No Exemplo 4.2 vimos que Pzin(A) possui a#infimos para {B} C Psin(A).
Nao € dificil ver que Psin(A) também possui infimos para {B,C} C Psi,(A): basta tomar
BAC =BNC.

No entanto, Psin(A) ndo possui infimo para @ C Pein(A) pois T = A ¢ Prin(A) e, pelo
Exemplo 4.4, Psin (A) ndo possui a#supremos para {X} C Psin(A) sea € X.
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4.2.1 Propriedades

Comutatividade e Idempoténcia

Para X = {x1,...,x,} e B={ay,...,a,}, a demonstracdo da Proposicdo 4.1 nos di as
seguintes igualdades:

N L v} =Var (. (Yap—1.(Van. (xiA - Ax)))) 4.7)
\/Ha s Ly} = 3ar(c Qap1.Qan.(x1V .. V) (4.8)

Note que o lado esquerdo ndo depende da forma como os elementos x; € os 4tomos a; sao
listados. Assim, além das propriedades de idempoténcia, comutatividade, associatividade e
absor¢do para A e V continuarem vélidas, também teremos propriedades de idempoténcia e

comutatividade paraV e 3:

(Idem) { Va.(Va.x) =Va.x
Jda.(da.x) =Fa.x

Va.(Vb.x) =Vb.(Va.x)
(Com) { Ja.(Ab.x) = Ib.(Ja.x)

A idempoténcia e a comutatividade de V e 3 seguem diretamente dos seguintes lemas:

Lema 4.3. Sejam (£, -, <) um reticulado nominal, x € L e a € A. Se a#x entdioVa.x=xe

da.x=x.

Demonstragdo. Por defini¢do, Va.x < x. Como a#x e x < x, segue que x é uma a#cota

inferior de x. Logo, x < Va.x pela maximalidade de Va.x. O caso 3 é analogo. O
Lema 4.4 ([17] - Lemma 4.1.6). Sejam £ um reticulado nominal, x € £ e a,b € A. Entao
a) Va.(Vb.x) =Vb.(Va.x).
b) Ja.(b.x) = 3b.(Fa.x).

Demonstracdo. Mostraremos apenas o primeiro item, pois o caso 3 € similar. De fato, por

definicao (ver (4.5)) temos que
i) atVa.(Vb.x) eVa.(Vb.x) <Vb.x,

i) b#Vb.x e Vb.x < x.
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Assim, temos que a#Va.(Vb.x) e Va.(Vb.x) < x. Isso significa que Va.(Vb.x) é uma a#cota

inferior de x. Pela maximalidade de Va.x, decorre
Va.(Vb.x) <Va.x. 4.9)

Como a#Va.(Vb.x) e b#Vb.x, segue do Lema 4.2 que b#Va.(Vb.x). Logo, de (4.9) resulta
que Va.(Vb.x) é uma b#cota inferior de Va.x e, portanto, pela maximalidade de Vb.(Va.x)
devemos ter que Va.(Vb.x) <Vb.(Va.x). Analogamente mostra-se que Vb.(Va.x) <Va.(Vb.x)
e o resultado segue. [

Notacdo 4.1. Por conta da comutatividade de V e 3, para X = {xy,...,x,} e B={ay,...,a,}

adotamos a seguinte notagdo sem parénteses:
. NBX 2Vay.. Va,. (xiA...Axyp).

. V#BX 2 3a;...3a,.(x1V ... V).

Distributividade

A Defini¢do 4.4 estabelece a distributividade em reticulados nominais, generalizando a no¢ao
usual de distributividade (Defini¢do 2.3): V se distribui sobre A e também sobre Va, sujeito a

uma condic¢do lateral de frescor.

Definicao 4.4. Seja (£, -, <) um reticulado nominal. Dizemos que £ € distributivo quando
para todos x,y,z € £:

(DA)  xV(yAz) = (xVy)A(xVz), e
(DY)  attx = xV(Va.y) =Va.(xVy).

Como vimos no Capitulo 2, o Lema 2.2 garante a equivaléncia da identidade (DA) com a

sua versdo dual (DV). A identidade (DV) também possui uma versao dual:
(D3) a#tx = xA(da.y) =Ja.(xAy).

Em geral (DV) e (D3) ndo sdo equivalentes. Contudo, na presenga de complementagao, as
duas sdo equivalentes no sentido de que se (DV) € satisfeita, entdo (D3) também € satisfeita,

€ vice-versa.



4.2 Reticulados Nominais 72

Complementacao

Defini¢do 4.5. Seja £ um reticulado nominal, um elemento x’ € £ é um complemento de um
elemento x € £ se
A =1 e xvxX=T.

Se todo elemento x € £ possuir um complemento entdo dizemos que £ € complementado

e denotamos o complemento de x por —x.

A defini¢do de complementagdo em reticulados nominais € a mesma da Defini¢do 2.4
com as devidas mudancas feitas. Consequentemente, em um reticulado nominal distributivo,
os resultados do Lema 2.4 se mantém validos.

O Lema 4.5 determina que o suporte do complemento —x € igual ao suporte de x:

Lema 4.5 ([9], Corollary 4.1.8). Suponha que (£, -, <) seja um reticulado nominal distribu-
tivo complementado. Entdo supp(—x) = supp(x) para todo x € L.

Demonstragdo. Como complementos sdo tnicos, podemos considerar = como uma funcao
- : L — L que leva cada elemento x € £ em seu complemento —x. Assim, segue da
unicidade dos complementos e do fato de que =—x = x que a fungdo — € sua prépria
inversa. Em particular — € injetiva e, portanto, pela conservacdo de suporte (Teo. 3.5),

supp(—x) = supp(x). O

Lema 4.6. Suponha que £ seja um reticulado nominal distributivo complementado e sejam
x € L ea€ A. Entdo vale que Ja.x = ~Va.—x.

Demonstragdo. Por definicdo,
i) a#tVa.—~x eVa.~x < —x,
il) a#da.x e x <da.x.

Note que

Va.~x < -x = ——x < =Va.—x, peloitem 3 do Lema 2.4

= x < Va.x, pois X = x.

Pelo Lema 4.5, supp(—Va.—x) = supp(Va.—x). Da mesma forma, x < Ja.x implica que
—Ja.x < —x e também supp(—Ja.x) = supp(Ja.x).

Entdo a#-Va.~x e a#t—~3Ja.x. De x < -Va.~x e 7da.x < —x, segue que
* —Va.—x é uma attcota superior de x,

e —Ja.x é uma a#cota inferior de —x.
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Da maximalidade de Va.—x segue que ~da.x < Va.—x. Ja pela minimalidade de da.x

segue que da.x < —Va.—x, do que decorre

da.x <-Va.~x = -—Va.—~x <-da.x, peloitem 3 do Lema 2.4

= Va.~x <-da.x, pois 7= Va.~x = Va.~x.

Portanto, =da.x = Va.—x. Dai,

—3da.x =Va.-x = -—~da.x = -Va.~x, aplicando - em ambos os lados

= da.x =-Va.~x, pois ~—da.x = da.x. O

Observacdo 4.4. Em vista do Lema 4.6, da igualdade (4.7) e das identidades de De
Morgan, para subconjuntos finitos X C £ e B C A segue a igualdade:

NPx =-\/"-x, (4.10)
onde "X = {—x | x € X}. Do mesmo jeito se obtém a igualdade:

V2x =-N\P-x. (4.11)

Agora temos o necessério para provar a equivaléncia entre (DV) e (D3).

Lema 4.7. Suponha que £ seja um reticulado nominal distributivo complementado. Entao
(DV) e (D3) sdo equivalentes.

Demonstragdo. Suponha que (DY) vale em £ e tome um elemento x € £. Seja a € A tal

que a#x. Entdo paratodoy € £

xA(Ja.y) = xA(—Va.ny), pelo Lema 4.6
= ——A(—Va.ny), pois " x=x
= =(—xV(Va.my)), por De Morgan
= —Va.(-xVvV-y),  por (DV)
= Va.~(xAy), De Morgan novamente

= Ja.(xAy), pelo Lema 4.6 novamente.

A volta € andloga. 0

Finalizamos a se¢do com alguns lemas técnicos. O proximo lema pode ser interpretado

como uma ¢-equivaléncia para os a#infimos e a#supremos:

Lema 4.8 ([9], Lemma 4.1.9). Sejam £ um reticulado nominal, x € £ e b € A. Se b#x entdo
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i) Vax=Vb.(ba)-x.
ii) da.x=3b.(ba)-x.

Demonstragdo. Por defini¢do, a#Va.x. Pelo Lema 4.2, supp(Va.x) C supp(x) \ {a}. Entdo
b#Va.x visto que b#x por hipdtese. Dat,

Va.x = (ba)-Va.x, pelo Corolario 3.1(1), pois a, b#Va.x
=V(ba)(b).(ba)-x, peloTeorema 3.2)
=Vb.(ba) - x.
O caso da.x é dual. ]

As identidades (DV) e (D3) nos permitem, com uma condic@o de frescor, distribuir V em
relacdo a V e d em relacdo a A, respectivamente. Na sequéncia, o Lema 4.9 mostra que V
se distribui em relacdo A e d se distribui em relagido a V, sem qualquer condigdo lateral de

frescor.

Lema 4.9 ([17] - Lemma 4.1.5). Sejam £ um reticulado nominal, x{,...,x, € L e a € A.
Entao

1. Va.(xiA ... Axp) = Vax))A .. .A(Va.xy).
2. Ja.(x;V...Vx,) = (Fa.x;))V...V(da.x,).

Demonstracdo. Demonstraremos apenas o primeiro item pois o segundo € andlogo. Com

efeito, paratodoi = 1,...,n, segue da defini¢do que
i) a#tVa.x; eVa.x; < x;
ii) (Vax))A...A(Va.x,) <Va.x;.

Considerando (—)A...A(—) como uma fun¢do £" — £,

N
=

supp((Va.x))A...A(Va.x,)) supp(Va.x;), pelo Teorema 3.5

~
—

(supp(x;)\{a}), peloLema4.2

N
s

1

U Supp(xz')> \ {a}.
i=1

~.

I
~—
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Entdo a#(Va.x;)A...A(Va.x,). Como paratodoi=1,...,n
Max)A...AVax,) <Vax; e Vax;<x,

segue que
(Va.xi)A...A(Va.x,) < x;, paratodoi=1,...,n.

Juntando com o fato de que a#(Va.x;)A...A(Va.x,) inferimos que (Va.x;)A...A(Va.x,)
¢ uma attcota inferior de {xi,...,x,}.

Vamos mostrar que (Va.x;)A...A(Va.x,) é a maior a#cota inferior de {xj,...,x,}.

Seja z € £ uma attcota inferior de {xi,...,x,}. Fixe j € {1,...,n}. Por defini¢do, a#z
e z < x;. Disso decorre que z é uma a#cota inferior de x;. Logo, z < Va.x;. Como j é

arbitrario, segue que z < Va.x; para todo i = 1,...,n. Portanto, z é uma cota inferior de
{Va.xy,...,Va.x,} donde concluimos que z < (Va.x;)A...A(Va.x,), donde concluimos que
(Va.x;)A...A(Va.x,) é a maior a#tcota inferior de {xi,...,x,} como querfamos.

Sendo assim, o resultado segue da unicidade de Va.(x|A ... Ax,), pois este é, por defini¢do,
a maior a#tcota inferior de {xi,...,x,}. O

Lema 4.10 ([17] - Lemma 4.1.7). Sejam £ é um reticulado nominal e x,x’ € £. Se x < X/,
entdo Va.x <Va.x' e Ja.x <3Ja.x.

Demonstragdo. Suponha x < x’. Por defini¢do, a#Va.x e Va.x < x. Entdo Ya.x < X’ pois
x < x'. Assim, Va.x é uma a#cota inferior de x’. Logo, pela maximalidade de Va.x’ devemos
ter que Va.x <Va.x'. O caso 3 € anélogo. O

Observagdo 4.5. Vamos nos concentrar nos #infimos de agora em diante visto que
os resultados para #supremos sdo andlogos e na presenca da complementacao estes

podem ser obtidos diretamente dos #infimos.




Capitulo 5
Modelo Nominal para I,

Na Secdo 2.1 do Capitulo 2 definimos conjuntos parcialmente ordenados (CPOs) e reticulados
distributivos para entdo definir dlgebras booleanas como um tipo especifico de reticulado
distributivo. No Capitulo 4 estendemos nominalmente as nocdes da teoria de reticulados para,
no presente capitulo, definirmos uma estrutura algébrica nominal baseada em reticulados
para interpretar a logica ;. O capitulo estd separado da seguinte forma:

Na Secao 5.1 relacionaremos os conceitos de o-dlgebra estudados na Secdo 3.11 com
os conceitos de reticulados nominais do capitulo anterior, definindo assim a nocdo de
estrutura de 6-dlgebra compativel. Com isso estabelecido, provaremos algumas propriedades
importantes decorrentes dessas definicdes. Na Secdo 5.2 definimos o elemento (a =* b)
em um reticulado £, chamado de igualdade. Esse conceito serd usado para interpretar a
igualdade = da légica ;.

Na Secao 5.3 definiremos a estrutura chamada dlgebra 1| e sera esta estrutura que
usaremos para interpretar a logica ;. Uma édlgebra L; € uma estrutura algébrica booleana
que nos dd uma interpretacio “absoluta” de L. Uma interpretagdo € dita “absoluta” para um
sistema formal que envolve varidveis e ligadores quando as varidveis forem mapeadas para
entidades fixadas na semantica. Ou seja, uma interpretacio € “absoluta” quando a semantica
de uma varidvel a é uma cOpia dela mesma na estrutura do modelo nominal. Em semanticas
dessa natureza, as nocodes de varidveis, substituicao e quantificacdo também fardo parte do
modelo assim como conjungdo, disjuncio e negacdo fazem parte de uma dlgebra booleana
ordindria. Assim, dlgebras L; generalizam &lgebras booleanas usuais. Finalizaremos o
capitulo com a Se¢do 5.4, onde interpretaremos a légica [L; em uma dlgebra IL; e provaremos
a sua corre¢do, mais precisamente mostramos que se ® - W for um sequente deriviavel em
L, entdo a sua interpretacdo [® + W] sobre uma dlgebra IL; é verdadeira, o que significa
que A{[¢] | ¢ € @} <V{[vy] | v € ¥}, onde A{[¢] | ¢ € ®} é o infimo do conjunto
{l[o] | ¢ € P} e V{[v] | v € ¥} é o supremo do conjunto {[y] | y € ¥}.
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As referéncias ainda serdo os artigos [16] e [9].

5.1 Estrutura de o-Algebra Compativel

No Capitulo 3 determinamos como incorporar a no¢ao de substituicdo em conjuntos nominais.
Agora iremos conectar essa ideia com reticulados nominais e ver como a o-ac¢ao interage

com uma ordem < equivariante, #infimos, #supremos e complementos.

Definicdo 5.1. Sejam (£, -, <) um reticulado nominal e U uma c-dlgebra de termos. Dizemos
que £ tem uma estrutura de o-dlgebra sobre U ou uma o-estrutura quando £ for uma o-

dlgebra sobre U. Nestas condigdes,
* A estrutura de o-dlgebra é dita monotona quando para todos x,y € L e u € U:

x <y se, e somente se, x[a — u] < y[a — u].

* Se, além disso, £ for um reticulado distributivo, entdo a estrutura de o-dlgebra é chamada
de compativel quando para todos a € A, u € U,x € £ e subconjuntos finitos X C L, B C A,
as seguintes igualdades sdo satisfeitas:

(oN) (/\#BX [a—u] = NB{x[a —ul |x e X}, se BN (supp(u)U{a})=0.
(oV) (V#BX [a+— u] = V#B{x[a —ul | x e X}, se BN (supp(u)U{a})=0.

(o7) (—x)[a — u] = = (x[a — u]).

Note que poderiamos definir a compatibilidade de uma estrutura de o-dlgebra usando
apenas a primeira e a terceira igualdade, uma vez que (o) pode ser obtido de (oA) e (6):

<V#BX> [a— u] = <—INB{—|x|x€X}> la— u], por (4.11)
- ((/\#B{m Ixe X}) la s u]> . por ()
:—-/\#B{(—-x)[an—>u] |x e X}, por (GA)
:—-/\#B{—n(x[a»—>u]) |xe X}, por ()
:\/#B{x[a»—>u] |xe X}

O préximo lema estabelece algumas propriedades da compatibilidade de uma estrutura
de o-algebra.

Lema 5.1 ([9], Lemma 4.2.3). Sejam (£, -, <) um reticulado nominal distributivo com uma

o-estrutura sobre U compativel, x,y € £ e u € U. Entao:
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L (xAy)la = u] = (xla = y)Ala = u]) e (vy)la = u] = (x[a = y[)V (y[a = u]).
2. Se x <y entdo x[a — u] < y[a — ul, isto &, a o-estrutura ¢ mondtona.

3. Se b#u entio (Vb.x)[a— u] =Vb.(x[a > u]) e (3b.x)[a s u] = Ib.(x]a > u]).

4 Tlamu=TeLlar u =

Demonstragdo. Provaremos apenas os casos envolvendo #infimos, jd que os casos para

#supremos sao andlogos.
1. Basta tomar B =0 (logo BN (supp(u) U{a}) =0) e X = {x,y} e aplicar (CA).

2. Como x <y, segue por (2.2) que xAy = x. Dai, pelo item 1 deste lema temos que

xla— u] = (xAy)[a — u] = (x[a— u])A(y|a — u]).

Portanto, por (2.2) segue que x[a — u] < y[a — u].
3. Diretamente de (0A) tomando B = {b} (logo BN (supp(u) U{a}) =0)e X = {x}.
4. De fato,

(xV—x)[a — u]

= (x[a — u])V((—x)[a > u]), peloitem 1 deste lema

= (xla = ul)V(=(xla = u])), por (6-)

=T. O

Tla— u] =

O seguinte lema técnico ilustra a estrutura extra que um reticulado nominal possui:

Lema 5.2 ([9], Lemma 4.2.4). Seja (£,-, <) um reticulado nominal com uma o-estrutura

sobre U. Entdo:
1. Se z< xea#zentdo z <Va.x.

2. Se a o-estrutura for mondétona, z < x e a#z, entdo z € uma cota inferior do conjunto

{x[a — u] | u € U}. Em particular,

Va.x < x[a— u]

paratodox € Leu c U.
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Demonstragdo. 1. Segue diretamente da definicdo de maximalidade do a#infimo de x
Va.x, ver (4.5).

2. Dados x € £ e u € U arbitrarios. Entdo

z<x=z[la—u] <x[a— u], pela monotonicidade da c-estrutura
= z <x[a > u] por (o#) pois atz.

Agora, observe que por defini¢do a#Va.x e Va.x < x. Aplicando o que acabamos de

demonstrar para z = Va.x, obtemos que Va.x < x[a — u] para todo u € U 0

5.2 Igualdade

A seguir considere (£, -, <) um reticulado nominal com uma estrutura de o-dlgebra compati-

vel sobre uma c-algebra de termos U.

Definicfio 5.2. Uma igualdade é um elemento (a =* b) € £ com supp(a =* b) C {a,b} tal

que:

1. Paratodou € U,

2. Paratodosu,veUeze L,

(a="b)|ars u,b— v|Azlar u] = (a =" b)[a— u,b s v|Az[a — V).

Veja o esquema a seguir:

(a=* b)ar u,b+v) zla v u] (a=* b)a— u,b— v zla V]
b)la—ub—=vAZla—u] = (a=F [ab—)ubl—ﬂ//\z[ab—)v

A notacdo do elemento igualdade como (a =* b) é conveniente e motivada pelo futura
interpretacdo da igualdade em £, tal elemento poderia ter sido denotado como x € £ tal que
supp(x) = {a,b}. A escolha de a e b na Defini¢do 5.2 € arbitrdria. Estamos tratando sobre

uma igualdade, porém, se uma igualdade existir entdo ela € tinica:

Proposicio 5.1 ([9], Proposition 4.3.3). Se uma igualdade a =* b existir em £, entio ela é

Unica a menos da escolha de a e b.
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Demonstragcdo. Suponha que existam duas igualdades a :f bea zf b. Entdao tomando
z=(a=5b),u=aev=Db,segue que da Condigdo 1 da Definigdo 5.2 que

Za—vb—v|=T = zla—bb—Db =T
= zla—b][b—D]=T

AD tas b =T. (5.1)
Pela Condicao 2 da Defini¢do 5.2,
(a=F b)|ars u,b— v|Azlar u] = (a =% b)[a— u,b— v|Az[a — V).
Comu =aev=>btemos
(a =7 b)|ar a,b— blAzla— a] = (a =T b)[a— a,b — b]Az]a— b].

Pelo axioma (oid),

(a=F b)Az = (a =} b)Azla > b] ) (a=F b)Az= (a =} b)AT
D (=t b)az=(a=F b).

Entdo, pela Observacdo (2.2) temos que (a =} b) < z. Mas z = (a =5 b) por hipétese.
Logo, (a =} b) < (a=5 b).

Por um argumento anlogo obtém-se (a =5 b) < (a =f b) e o resultado segue. O

5.3 Algebral,

Finalmente temos as ferramentas necessarias para definir a estrutura algébrica nominal que

usaremos para interpretar a légica L.

Defini¢do 5.3. Uma dlgebra L. sobre uma o-dlgebra de termos U é um CNPO (£, -, <) com
as seguintes propriedades:

e [ € um reticulado nominal (Defini¢cao 4.1).
» [ € distributivo (Definicao 4.4).
» [ é complementado (Definicao 4.5).

» £ tem uma estrutura de o-dlgebra compativel sobre U (Definicao 5.1).
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* £ possui uma igualdade (Defini¢do 5.2).

Como o nome sugere, a nocao de dlgebra L é uma especificacdo nominal abstrata do
que € ser um modelo de LL;. A conexdo entre a Defini¢do 5.3 e a l6gica IL; € clara:

1. ser um reticulado nominal nos da A,V,V,3, que sdo versdes algébricas nominais da

conjungdo (A), disjuncdo (V), quantificagdo universal (V) e existencial (3);

2. ser distributivo nos garante que V,3,A e V se distribuam assim como se espera que se

distribuam os conectivos logicos cldssicos V,3, A e V;

3. ser complementado nos proporciona a complementagdo —, a qual € a versao algébrica

nominal da negagao —;

4. ter uma o-estrutura nos fornece uma “acdo de substituicdo”, ou seja, nos da meios de

incorporar a nocao de substituicdo na nossa estrutura; e

5. possuir uma igualdade nos da a ferramenta para interpretar a igualdade =.

Observacdo 5.1. Nao é facil ver que a defini¢do de uma algebra IL; (Defini¢do 5.3)
ndo € apenas uma reafirmacgdo direta dos axiomas da légica de primeira ordem. Para
entender isso, € preciso compreender que ao mesmo tempo que € util pensar intui-
tivamente nos conceitos nominais de frescor “a#x” e de o-acdo “x[a — u]” como,
respectivamente, as generalizacdes das nogdes sintdticas de varidveis livres e subs-
tituicdo usuais, também temos que ter cuidado, pois isso cria a ideia de que estes
conceitos nominais sdo sobre a sintaxe, visto que essas no¢des (varidveis livres e
substituicdo) sdo propriedades que, normalmente, s6 sdo aplicdveis a sintaxe. Mas
agora, os objetos x, a e u que estamos lidando e operando sdo abstratos e ndo precisam

ser necessariamente sintaxe de termos e predicados.

5.4 Interpretacao e Correcao

Durante esta se¢do fixaremos (£, -, <) como uma élgebra IL; sobre uma c-dlgebra de termos

U. Iremos estabelecer uma interpretacio da l6gica IL| sobre £ e demonstrar a sua corre¢ao.
Definicao 5.4. Uma interpretacdo J de uma assinatura X sobre £ é uma designacao tal que

* para cada simbolo de funcdo f € X com aridade n estd associado uma fun¢do equivari-
ante fj QA = U, e



5.4 Interpretacdo e Correcdo 82

* para cada simbolo de relacdo P € X com aridade n estd associado uma funcio equivari-
ante P’ : @"A — L.

Observagio 5.2. Sejam f € ¥ um simbolo de fun¢io com aridade n. A fungdo f” ser
equivariante significa que

(r(ay),...,n(an) =7 f(ar,...,an), paratoda & € Sy.

Assim, para uma lista ay, ..., a, de dtomos distintos, as informacdes de que precisamos
para calcular f’(n(ay),...,m(a,)) estio contidas em f”(ay,...,a,). Em outras pala-
vras, se soubermos calcular f7 na lista de 4tomos ay, . .., a,, entio saberemos calcular
f7 para qualquer outra lista de n dtomos distintos. Claro, se tomarmos outra lista de to-
mos distintos, digamos by, ..., b, entdo para a permutacio T = (a; by)o...o (a, by),

Fby,....by) = f(t(ay),...,T(an) = T- f(ay,...,an).

O mesmo raciocinio pode ser aplicado para um simbolo de relacao P.

Definicao 5.5. Estendemos a interpretacdo J da Definicdo 5.4 da seguinte forma:
* Para cada simbolo de fun¢do f € X de aridade n estd associada uma fung¢do equivariante
7 U" — U dada por

fj(ul,...,un) éfj(al,...,an)[al P ULy Ay > Uy

* Para cada simbolo de relagdo P € ¥ de aridade n estd associada uma func¢do equivariante
P’ : U" — £ dada por

Pj(ul,...,un) éPj(6117...,cz,1)[611 B UL, Ay > Uy

onde escolhemos ay,...,a, sendo dtomos distintos e frescos em relacdo a todos os ugs.

Além disso, estendemos a igualdade @ =* b para uma funcio equivariante U> — £ pondo

=) (uy,u) 2 (a=*b)[a— uy,b— u).

Denotamos = (u1,up) pela notagdo u =7 u,.

A Definicdo 5.5 estd bem-definida no sentido de que ela ndo depende da escolha dos
atomos frescos ay,...,a, e a,b. De fato, sejam ay,...,a, € by,...,b, duas listas de n &tomos
distintos frescos em relagdo aos u's. Entdo
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uy, ... uy) = fj(al,...,an)[alHul,...,anHun]
= ((\(bl ay)o...o(b, an)J) ~fj(a1,...,an))[b1 UL, by Uy

-~

CEL(Fea@), . (@) un. by o ]
= fj(bl,...,bn)[b]'—>u17"‘abn'_>un]'

O mesmo raciocinio pode ser aplicado para P’ e =7.

Observagdo 5.3. As Condigdes 1 e 2 da Defini¢do 5.2 podem ser reescritas da seguinte

forma:

u="u=T e W="v)Azla— u]=(u="v)Az[a—V].

A seguir, o Lema 5.3 estabelece como a G-acio age sobre f(uy,...,u), P’(uy,... uy)

e u =~ u.

Lema 5.3. Sejama € A, uy,...,u,,u € U, f € X um simbolo de fungdo e P € £ um simbolo
de relagdo, ambos com aridade n. Entao

Loy, u)a—u)l = fFP(ufas ul, ... u.[a— ul).
2. (u; =* wp)la > u] = (uy[a— u] =* uzla — ul).
3. Puy,...,uy)[a— u] = P (uia s ul,... u,la— ul).

Demonstra¢do. Demonstraremos apenas o item 1 pois os outros itens sdo anidlogos.

Por defini¢ao temos que
Flur,...u)aul = f(ar,....an)]ar = u1]...[an — un)[a — ul,

onde somos livres para escolher ay,...,a, frescos em relagdo u e u; paratodoi=1,...,n
e de tal forma que nenhum dos a’s seja o dtomo a.
Usando o fato de que os a;’s sdo frescos em relacdo aos u;’s podemos aplicar o axioma

(o0) quantas vezes for preciso até obter
Flur,...ou)aul = f(ay,....an)[a— ullay = w[a—ul]...[ap — upla—u]] (5.2)
A conservacao de suporte (Teo. 3.5) nos da que

supp(fj(al,...,an)) Clay,...,an}.
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Portanto, a#f”(ay,...,a,) pois a ¢ {ai,...,a,} devido a escolha feita. Assim, pelo

axioma (o#), obtemos que

Flay,....a)a—ul = f(ai,... an) (5.3)
do que resulta
Pl uams u] 2 Plar,...anars ullar = ula—s ul] .. [an = unla > u]]
32) flay,....an)a1 — wila— u]]...[ay — uyla — u]]
Pel>3 Flularul,... umla— u]). O

Definicao 5.6. Estendemos a interpretacao J da Definicdo 5.5 para termos e predicados
da l6gica IL; como sendo uma fun¢@o equivariante [—] definida indutivamente como na

Figura 5.1 abaixo:

la] £ atmy(a) [1]&L
[f(t1s-st)] = £ ([0 - Teal) [t =s] =[] =" [sD
[P(t1,....t.)] & P ([t1], ..., [ta])
[9 Aw] = [o]Alw]
[=¢] = —[¢]
[Va.¢] = Va.[¢]

Figura 5.1. A interpretacdo de termos e predicados da l6gica [L; sobre uma élgebra L.

Observagdo 5.4. A equivariancia da funcdo [—] pode ser interpretada do seguinte

modo:
m-[f]=[x-t] e =m-[¢]=[x-0].

paratodaw € Sp,t € Te ¢ €°B.

Agora iremos demonstrar alguns resultados técnicos que nos ajudardo a demonstrar a

corre¢do da interpretagdo da légica [L; sobre uma édlgebra L.
Lema 5.4. Sejamt € T e ¢ € °B. Entdo
i) supp([¢]) < fa(r).

ii) supp([¢]) € fa(¢).
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Demonstragcdo. Considerando [t] e [¢] como fungdes T — £ e P — L, respectivamente.

Pela conservacgdo de suporte (Teo 3.5),

supp([7]) C supp(r) e supp([¢]) C supp(9)

e o resultado segue pois pelo Exemplo 3.6, supp(¢) = fa(¢) (estamos considerando ¢

identificado por o-equivaléncia) e supp(t) = fa(t). O
Lemas5.5. [T]=T.

Demonstracdo. [T] =[-L]=-[L]=-L=T. O
Definicdo 5.7. Escrevemos J = ¢ quando [¢] = T e dizemos que ¢ é vdlida em J.

Na sequéncia, o Lema 5.6 basicamente estende a interpretacdo J para a operagdo de

substituicdo na sintaxe de termos e predicados.

Lema 5.6. Dados ¢,s € T e ¢ € ‘3. Entdo,
1. t[a:=s]] = [t][a— [s]]-
2. [¢la:=s]] = [9]la— [s]].

Demonstragcdo. A demonstracdo é por inducao na estrutura de termos e predicados. Faremos
apenas os casos interessantes. A demonstragao dos casos restantes poderd ser encontrada no
Lema C.1 do Apéndice C.

2. (a) Suponha que ¢ seja da forma y A Y’ e que, por hipétese de indugdo, o resultado
valha para ¥ e . Entdo

[wAy)la=s]] =21 [(yla:=s)A(y']a:=s))]
DL yfa:=s]JALY[a = 5]
= [wlla [sIATYTa - [s])
2t (ALY D a > [s]]

Def. 5.6

[v Ay']la— [s]]-
(b) Suponha que ¢ seja da forma —y que o resultado vale por hipétese de indugao
para y.

[wla:=s]]
[wlla— [s]]

= (=[w]Da [s]], o-estruturade £ é compativel
=" [~vllaI[sll.
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(c) Por fim, suponha que ¢ seja uma quantificacdo universal. Entdo temos duas
possibilidades: Va.y ou Vb.y, onde o predicado y satisfaz a propriedade desejada

por hipdtese de indugdo.

i. Para o caso Va.y,

[(Va.y)la:=s]]

Def.:2.21 HVCI W]]

Def. 5.5
=" Valy]
(Va.[y])[a+ [s]], por (c#), aiVa.|y]
[Va.ylla— [s]]-
ii. Para o caso Vb.y temos duas situacdes a analisar: b € fa(s) ou b ¢ fa(s).

Def. 5.5

I) Se b ¢ fa(s) entdo pelo Lema 5.4 temos que b ¢ supp([s])-
Def. 2.21

[(Vb.y)[a :=s]] = [Vb.(yla :=s))]
Def.55 ) Tyl = s]]
o b ([ylla [s])
Lem. 5.1(3) (Vb.[w])[a — [s]]

P b.y]a s [s]).

IT) Se b € fa(s), entdo tome c#a,b, y,s.
Note que c#y, s implica, pelo Lema 5.4, c#[y], [s]. Pela Prop. 3.2(4),
b#(bc)-[y], (b c)-[s]. Além disso, como

(be)-[be)sl=M(be)-(bec)-s]=Isl,

segue que

(be)-yllar[(be)-sll = [(bc)- ylla— [s]] (5.4)
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[(Wb.y)la:=s]] = [e(ylb:=clla:= )]
DL e[yl = cla:=]]

FR ve((be) y)la=s]]

= Vel(be)-(yla=(bc)-s))]

Ve(be)-[yla:=(be)-s]]

[I=H

Ve.(be)-[ylla [(be)-s]]
Ve (b o)yl [s])
Lem. 5

2O e[ o) wl)a s [s]]
(Ve(b o) [w])lar [s]]
Vb.[y][a > [s]]. 0

—
o
2 |
B~
o0

Definicao 5.8. Dado um sequente ® - W, estendemos a interpretacao J da Definicdo 5.6

para sequentes da seguinte forma:

[® F ] € verdadeiro quando /\{[[q)]] |9 €D} < V{[[I,U]] | y e P}

O Teorema 5.1 estabelece a correcdo da interpretagdo J.

Teorema 5.1 (Correcdo - [9] - Theorem 5.2.13). A interpretacdo J € solida no seguinte

sentido:
Se ® - ¥ é um sequente derivével, entdo [® F ¥] é verdadeiro.

Demonstracdo. A demonstragdo € feita por inducdo na estrutura das regras da Figura 2.4.
Em razdo da demonstragdo ser longa e repetitiva, apresentaremos aqui apenas 0s casos mais
interessantes e o outros casos poderdo ser encontrados no Lema C.1 do Apéndice C.
@ pla:=s|F¥
®' Va.p F¥
Neste caso, ® = @', Va.¢. Por hipétese de indugio,

1. (VL)

N1 ¢ € ®,9la:=s]} <\/{[v] | v e ¥} (5.5)

Pelo Lema 5.2(2),

Va.[¢] < [¢][a— [t]], paratodor € T (5.6)

Entao,
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Aol 19 e vagy = (A0 €®})Alva]
(ALI91 19 € @}) AVa.[9].

Logo,

N{[9] | ¢ € @,Va.9} < A{[9] | ¢ € @},
A{[9]|¢ € ®,Va.p} <Va.[4].

Por (5.6), vem

A{[9] | ¢ € @, Va.9} < A{[9] | ¢ € @},
N{[9] | ¢ € ®,Va.9} < [9][ars [s]].

Portanto,

/\{[[(P]] | ¢ € ®,Va.¢} é uma cota inferior de {/\{[[q)]] | ¢ € @}, [9][a— [[s]]]}
Pela maximalidade de (A{[¢] | ¢ € ®})A([¢][a — [s]]).

Aol 1@ vasr < (AI9119€®})A9llars 1)
20 (AI9116 € @}) Alola =]
= N]9c@gla=s)

Vil vew.

-y, (a ¢ fa(®PUW))
- Vay ¥

Neste caso W = Va.y', ¥'. Para facilitar o entendimento, considere

2. (VR)

®={01,....0) © ¥={yl.. v}

Como a ¢ fa(PUY), segue que a ¢ fa(¢;) e a ¢ fa(y;) paratodo 1 <i<ne todo
1 < j < m. Entdo pelo Lema 5.4, a#[¢;], [[l//;]] paratodo 1 <i<netodo 1< j<m.

Usando a hipétese de indugdo garantimos que [@ - y', W'] € verdadeiro. Assim,

Aol 90 €@} <\/{[v] | vev, ¥},
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o qual pode ser escrito como
[o1IA - Alga] < [wilV-. . VIv VIV
Pelo Lema 4.10,
Va.([o1]A. .. A[a]) <Va([V V... VIVLIVIV]):
Pelo Lema 4.9,
(Va.[g1 DA ... ANVa.[9,]) <Va.([y{]V... V], IVI¥']).
Como a#[¢;] para todo i = 1,...,n, segue pelo Lema 4.3

[10A - Al¢a] <Va.([yi]V... Vv, IVIV]).

Como a#[[w}]] para todo j = 1,...,m, podemos usar (DY) quantas vezes for preciso

para obter

[o1A .. Afon] < [wi]V...V][y,]WWa.[y].

Pela Defini¢do 5.6, Va.[y'] = [Va.y’] e dai
[610A. AL < VIV VIV, IV [Fay]
Logo,

Ao 0 € @} <\/{[v] | v evay ¥} =\/{[v]|ve¥}

e o resultado segue. 0



Capitulo 6
Consideracoes Finais

Esta dissertac@o fez uso das técnicas nominais para fornecer um modelo algébrico nominal
para a l6gica cldssica de primeira ordem com igualdade IL;. Inicialmente, foram apresentados
0s conceitos de conjuntos nominais, suporte, equivariancia, frescor e suas propriedades,
para, em um segundo momento, tratar de dlgebras sobre conjuntos nominais definindo assim
estruturas abstratas que modelam a operacao de substituicdo em sistemas formais.

Uma vez que fizemos isso, aplicamos a tecnologia das técnicas nominais a teoria de
reticulados, em particular identificando B#infimos e B#supremos como as no¢des unificadoras
necessdrias para modelar a conjungdo (A), quantificagdo universal (V), disjuncdo (V) e
quantificacdo existencial (3). Conectamos isso com dlgebras de substituicio e desenvolvemos
as dlgebras L1, estruturas adequadas para interpretar a 16gica IL; e a nocdo de substitui¢do de
maneira “absoluta”. Por fim, realizamos a interpretacio da sintaxe de IL; sobre uma 4lgebra
IL; e provamos a sua correcao, ou seja, que a légica IL; pode expressar e derivar todas as
propriedades que sdo verdadeiras de acordo com a semantica nominal.

As semanticas usuais para linguagens formais que envolvem varidveis e ligadores se
baseiam na nocdo de designacdo de varidveis. Assim, nomes existem na sintaxe, mas nao na
semantica. A nocao de designacio de varidveis cria uma dependéncia em relacio ao contexto
em que as nomes estdo envolvidos. Em contraste com essa ideia, nas semanticas “absolutas”
nao temos este problema. Nomes sdo levados em cOpias deles mesmos numa semantica
imersa numa linguagem nominal. Fazer isso permite que os objetos da semantica adquiram
“consciéncia” sobre os nomes envolvidos em si mesmos, criando assim uma semantica em que
o contexto dos nomes nio importa. Neste tipo de semantica somos capazes de interpretar os
conectivos logicos classicos =, A\, V,—,V e 3 de forma direta como elementos =L AV,AY

e 3 de uma estrutura nominal de reticulados.
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Trabalhos futuros e relacionados. Com tudo isso estabelecido, agora o leitor poderia se
perguntar sobre qual direcdo seguir a partir daqui. Abaixo levantamos cinco tépicos que
pretendemos investigar e que também servem para guiar o leitor no estudo de algumas das

extensoes e aplicacOes das ideias aqui desenvolvidas:

1. A exploragdo de extensdes da semantica nominal para outras linguagens formais parece
bastante promissora, uma vez que estudos nesta direcdo ja foram feitos, como por
exemplo, apds a publicacdo do artigo [9], principal referéncia desta dissertacdo, na
sequéncia Murdoch J. Gabbay constréi em [17] uma semantica no estilo nominal para
o A-célculo ndo-tipado de forma relacionada a seméantica que aqui apresentamos para
a légica de primeira ordem.

2. A Defini¢do 5.3 € uma definicdo abstrata, ndo concreta. Alguns exemplos concretos de
o-élgebras s@o apresentados em [9], sendo o principal deles construido a partir de uma
no¢ao chamada de ©-dlgebra (lida como amgis-algebra) e dual a no¢ao de ¢-dlgebra
no sentido de que podemos construir uma ©-dlgebra a partir de uma o-algebra e
vice-versa. O outro exemplo € construido sobre a partir do conceito de dlgebras de
Lindenbaum-Tarski. Devido a complexidade de tais exemplos, faz-se necessdrio a

procura de exemplos concretos de ¢-dlgebras que sejam mais simples.

3. Nos encarregamos de provar apenas a corre¢ao da semantica nominal da l6gica L.
No entanto, a completude também € estabelecida em [9]. A completude afirma que se
[® - W] é verdadeiro em todas as interpretacdes de uma dlgebra I qualquer, ento,
de fato, @ - ¥ é um sequente derivavel na légica LL;. Sendo assim, a completude € a
reciproca da correcdo e intuitivamente significa que tudo o que é verdade possui uma

prova.

A prova da completude é um pouco fora do padrio, pois ao invés de vez de uma prova
direta, s@o apresentadas duas demonstracdes feitas pela contrapositiva, isto é, supde-se

que @ I ¥ e mostra-se que existe uma algebra [L; e uma interpretacio de IL; sobre esta
L, tal que [® - W] € falso, ou seja, que A{[¢] | ¢ € P} L V{[v]| v e ¥}.

Na primeira abordagem, constrdi-se uma no¢do chamada de pontos a partir de conjuntos
de predicados consistentes maximais. A nocdo de pontos forma uma ©-algebra e,
usando a dualidade entre ¢ e ©, mostra-se que o conjunto de pontos forma uma o-
dlgebra que, por sua vez, também forma uma 4lgebra LL;. Ento, a interpretacdo ¢ feita
sobre este conjunto de pontos, onde cada ¢ € mapeado em um conjunto de pontos e

usa-se isso para demonstrar a completude.
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A segunda abordagem envolve o estudo dos modelos usuais da l6gica de primeira
ordem. Mostra-se que a partir dos modelos usuais pode-se fazer uma extensao para os
nossos modelos nominais. Isto dd uma tradugdo direta da semantica familiar para a

nossa semantica nova e nés permite obter a completude.

Ambas as abordagens envolvem conceitos muito elaborados e complexos e, por esta
razdo, decidimos ndo demonstrar a completude no presente trabalho. Desse modo, um
possivel ponto de partida daqui em diante, seria estudar a completude da seméantica
nominal ndo s6 pelas abordagens ja feitas por Murdoch J. Gabbay, como também
procurar métodos alternativos de demonstrar tal resultado. A exploracio de extensdes
envolvendo o método de Henkin, na direcao da prova feita no livro [4], que utiliza as
nog¢des de satisfatibilidade e consisténcia para o tratamento da completude, parece
bastante promissora. Para isso, precisariamos estudar qual seria o tratamento para as
nogdes de completude para negacdo e existéncia de testemunhas e se seria possivel uti-
lizar as estruturas algébricas aqui apresentadas, por exemplo, o-dlgebras e dlgebras L
(ou também 0-4dlgebras), para demonstrar que a consisténcia implica satisfatibilidade.

. Acreditamos que um caminho promissor seja explorar as fronteiras da expressividade
da semantica nominal para outros resultados conhecidos no estudo da 16gica de primeira

ordem, como os Teoremas de Lowenheim—Skolem e o Teorema da Compacidade.

. Cremos que este trabalho tem ainda muitas outras possibilidades de extensdes e aplica-
¢oes, por exemplo, em reescrita nominal. Muitos trabalhos puramente sintdticos sobre
este tema foram feitos ao longo dos anos (conferir [6] para mais detalhes). Portanto,
agora pretendemos explorar o lado seméntico destes trabalhos. Por exemplo, resol-
ver equagdes dentro de dlgebras nominais utilizando estruturas algébricas nominais,

explorar a unificacdo nomina sobre estas estruturas, entre outros.
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Apéndice A

Demonstracoes do Capitulo 2

A.1 Conjuntos Parcialmente Ordenados

Definicao A.1. Sejam L um conjunto € < uma relagdo bindria arbitraria em L. Dizemos

que

< € reflexiva quando paratodox € L, x < x .

< ¢ irreflexiva quando x < x nao vale para todo x € L.

< €& assimétrica quando para todos x,y € L, se x < y entdo ndo vale y < x.
< € antissimétrica quando para todos x,y € L, se x < yey < x entdo x = y.
=< € transitiva quando para todos x,y,z € L,sex <yey < zentdo x < z.

< & tricotomica quando para todos x,y € L vale exatamente uma das seguintes

afirmagdes: x < y,ouy < x,oux=y.

Escrevemos x > y para denotar y < x. A relagdo < €& bem-fundada quando ndo existir

uma cadeia descendente infinita, isto €, quando x| > xp > x3 > ... € impossivel.

< € uma relacdo de ordem parcial ndo-estrita quando R é reflexiva, antissimétrica e

transitiva. Neste caso, denotamos < por <.

< € uma relacdo de ordem parcial estrita quando < ¢& irreflexiva, assimétrica e

transitiva. Neste caso, denotamos R por <.

No caso em que a relagdo de ordem parcial (seja ela estrita ou ndo-estrita) for tricoto-

mica, dizemos que a relacao de ordem ¢é total.
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Observagdo A.1. A irreflexividade e a transitividade juntas implicam assimetria. Além
disso, a assimetria implica irreflexividade. Em outras palavras, uma relagdo transitiva
€ assimétrica se, e somente se, for irreflexiva. Portanto, a definicdo de uma ordem
parcial estrita € a mesma se omitirmos a irreflexividade ou a assimetria (mas nao

ambas).

Lema A.1. Sejam (L, <) um CPO e X = {x1,...,x,} C S um subconjunto finito ndo-vazio.

Entdo,
1. L é um A-semireticulado se, e somente se, xAy existe para todos x,y € L.
2. Similarmente, L é um V-semireticulado se, e somente se, xVy existe para todos x,y € L.

Demonstragcdo. Faremos apenas o caso para A-semireticulados vista que o caso para V-
semireticulados € inteiramente analogo.
Se L é um A-semireticulado, entdo por defini¢do existe xAy para todos x,y € L.
Reciprocamente, suponha que xAy exista para todos x,y € L. Queremos usar isso para

mostrar que X possui um infimo. Afirmamos que,
AX = (. (x1A)Ax3) .. ) Ax,

Vamos provar por indu¢do em n. Os casos n = 1,2 sdo imediatos. Suponha que a

igualdade seja verdadeira para algum n > 2. Entdo
(o ((IAR)ARS) . AT A1 o (/\x) A1
Por defini¢do, temos que
(/\X) NXpy1 < /\X e (/\X> AXp1 < Xpt1-
Como AX < x; paratodoi=1,...,n, segue que
(/\X)/\xn+1§x,~ paratodoi=1,...,n,n+ 1.

Com isso, mostramos que ((...((x;Ax2)Ax3)...)Ax,)Ax,+1 é uma cota inferior do con-
junto X U{x,+1}. Se conseguirmos mostrar que ((...((xjAx2)Ax3)...)Ax;)Ax,+1 é a maior
cota inferior de X U {x,+1} entdo o resultado estd estabelecido. Assim, seja y € S uma
cota inferior arbitraria de X U {x, 1 }. Entdo y < x; para todo 1 <i < n+ 1. Portanto, pela
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defini¢do de infimo, temos que y < AX e y < x,,11. Logo,

y< (/\x) At 2 (o (1 AX)AXS) - A A

e o resultado segue da unicidade de AX U {x,,}. Analogamente demonstra-se o caso

para o supremo de X. l
Lema A.2. Seja (L, <) um reticulado. Entdo as identidades (DA) e (DV) sdo equivalentes.

Demonstragdo. Suponha que (DV) vale em L e sejam u,v,w € L arbitrdrios; entdo, usando
(DV) com x = uVv,y = u,z = w, obtemos

WA Vw) 2 (V) AV (V) Aw)
A0V (V) Aw)
W (uAw)V (vAW))
A (v (uAw) )V (vAW)
(Absor) uV (vAw).
A reciproca € anéloga. 0

Lema A.3. Em um reticulado limitado distributivo L, um elemento x € L possui um tinico

complemento € = —x = x.

Demonstragdo. Suponha que y e z sejam ambos complementos de x, entao
(2.3)

y YAT
wET YA(xVz)
DV)
=" (YAY)V(yAz)
WEL )y (yAz)
(23)
= YAZ.

Portanto, obtemos que yAz =y donde, por (2.2), concluimos que y < z. Analogamente
obtém-se que z < y e o resultado segue pela antissimetria. Agora, pela Defini¢do 2.4 temos

que
xV-x=T, V=T,
XA x =1, —XA-—x = L.

Ou seja, =—x e x s@o complementos de —x donde obtemos que -—x = x pela unicidade

da complementagdo que acabamos de demonstrar. [
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Lema A.4 (Identidades de De Morgan). Em um reticulado limitado distributivo, se os
elementos x e y possuem complementos, —x € 1y, respectivamente, entao xVy e xAy possuem

complementos, = (xVy) e = (xAy), respectivamente, e

~(xVy) = A=y,
= (xAy) = —xV-y.

Demonstragdo. Pela unicidade dos complementos, € suficiente provar que

(XAY)A(mxV-y) =1, e
(xAY)V(—xV-y) =T

para verificar a segunda identidade; a primeira € dual. De fato:

(AAY)A(mxV=y) = ((xAy)Ax)V((xAy)A-y),  por (DA)
= ((xA=x)Ay)V(xA(yA—y)), por (Com) e (Assoc)

= (LAy)V(xAL), pois xA—x = yA-y =L
=1vl, por (2.3)
=1, por (Idem).

Analogamente, (xAy)V(—xV-y) =T. O

A.2 Numeros ordinais

Na teoria de conjuntos, um nimero ordinal, ou simplesmente ordinal, ¢ uma generaliza¢ao
do conceito de um nimero natural que é usado para descrever uma maneira de organizar
uma colecdo (possivelmente infinita) de objetos em ordem, um apds o outro. Introduzidos
por Georg Cantor em 1883, o campo de estudo sobre ordinais tornou-se muito vasto com o
tempo, entdo, dedicamos este apéndice para delinear apenas o necessario para este trabalho,

apresentando defini¢cdes e resultados basicos. Nos embasaremos principalmente no livro
[19].

Definicao A.2. Uma relagdo de ordem total estrita < em um conjunto P € uma boa-ordem
se todo subconjunto ndo-vazio de P possui um menor elemento. Neste caso, dizemos que o
conjunto P € bem-ordenado.

Observagdo A.2. Uma boa-ordem pode ser definida, equivalentemente, como sendo
uma relacdo ordem total estrita < que € bem-fundada.
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Por exemplo, o conjunto dos inteiro Z nao € bem-ordenado, enquanto que o conjunto dos
numeros naturais N é.

Usualmente, nimeros ordinais sdo definidos formalmente como um tipo de classe de
equivaléncia sobre conjuntos bem-ordenados. No entanto, apresentaremos aqui uma definicao
diferente, mas equivalente, atribuida a von Neumann, chamada de niimeros ordinais de von

Neumann.

Definicao A.3. Um conjunto T € transitivo se cada elemento de 7 € um subconjunto de 7,
i.e. se x € T entdo x C T (equivalentemente, JT C T ouT C P(T)).

Definicdo A.4. Um conjunto é um niimero ordinal, ou simplesmente um ordinal, se é

transitivo e bem-ordenado pela relagdo de pertinéncia €.

Denotamos ordinais por letras gregas mintisculas o, 3,7, . ... A classe de todos os ordinais

€ denotada por Ord. Definimos a seguinte relagao
o < fB se, e somente se & € f3.

Como exemplos, os conjuntos @ e {0} sdo trivialmente ordinais. Néo é dificil ver também
que o conjunto {0,{0}} é um ordinal. De fato, todo nimero natural é um ordinal quando

pensamos em sua construcao indutiva:
A A
0=0 e n=nU{n}.

Mais geralmente,
Lema A.5. Se o é um ordinal, entdo ot + 1 := oe U { ¢} também é um ordinal.

Chamamos o + 1 de ordinal sucessor de ¢.. Alternativamente, se & nio € um ordinal
sucessor de algum ordinal f3, i.e. o é tal que ndo existe um ordinal 8 com 8 + 1 = ¢, entdo o
€ dito ser um ordinal limite. Os exemplos mais simples de ordinais limites sdo 0 e o conjunto
dos niimeros naturais, geralmente denotado por ®, o qual é o menor ordinal limite infinito.

Como consequéncia do Lema A.5 conseguimos gerar a seguinte lista de ordinais:
(0]
o+1,0+2,...,0-2,0-2+1,....0-3,...,0°,...,0° ... 0%, ...

O Teorema a seguir € uma generalizacdo da indu¢do usual dos ndmeros naturais:
Teorema A.1 (Indugdo Transfinita). Seja C uma classe de ordinais e assuma que:

1. 0€C;
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2. SeaeC,entaiox+1 € C;

3. Se a é um ordinal limite ndo-nulo e B € C paratodo 8 < &, entdo & € C.

Entdo C = Ord.



Apéndice B

Demonstracoes do Capitulo 3

B.1 G-Algebra de termos

Lema B.1. O conjunto das partes finitas de A, Psin(A), é uma o-dlgebra de termos com:
* apy, ) = {ak:
* Bla>C]£Bsea¢ B,
* Blar C] = (B\{a})UCseacB.

Demonstracdo. Sejam B,C,D € P¢in(A) e a,b,c € A. Lembre-se que, supp(B) = B para
todo B € Psin(A). Entdo, nos axiomas, a#B é equivalente a a ¢ B. A seguir, vamos verificar
cada um dos axiomas:

* (ca) ap, (4 (a)la—C]=C:

Como atmy(a) = {a}, segue que
{a}[a = (] = ({a} \{a})UC=C.
* (oid) Blar ap,, (a)(a)] = B:

B sea¢ B

B[“H{“”:{ (B\{a)U{a} =B, seacB.

* (o#) a#B= Bla— C|=B5B:

Suponha que a ¢ B. Entdo por defini¢do, Bla — C] = B.
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* (ca) b#B=Bla—C|=((ba)-B)[b—C]:
Suponha b ¢ B. Entdo temos duas possibilidades: a € Bou a ¢ B.

— Sea € Bentdo (a b)(B) = (B\ {a})U{b},
((ab)(B))[b— C] = ((B\{a})U{b})[b— C],
= ((B\{a})U{b})\{b})UC, poisb e (B\{a})U{b}
= (B\{a})uUC
= Bla— (], pois a € B.

— Se a ¢ B entdo
((ab)(B))[p+ C] =Bl[b+ C], pois(ab)(B)=Bjiquea,b¢ B
=B, pois b ¢ B
= Bla+— C], poisa ¢ B.
* (00) a#D = Bla— C|[b+— D] =B[b+— Dlla— C[b— D]]:
Suponha que a ¢ D.
— Se a ¢ B, entdo a ¢ B[b+— D] (independentemente se b € B ou b ¢ B). Dai,
Bla — C|[b— D] = Blb — D], poisa ¢ B
= B[b+> D][a— C[b+ DJ], poisa ¢ B[b+— D].
— Se a € B, entdo temos quatro possibilidades para analisar:

s beBebeC(C:
Bla—Clb—D] “Z ((B\{a})UC)b+s D]
PR (B {a})uC)\ {p})UD
(B\ {a,b}) U (C\ {b})UD.

-

€
Blb— D|[a~s Clb— D] "
aeB\{b}

S

(B\{b})UD)[a — C[b+ D]
((B\{p})UD)\{a})UC[b— D]
B\{a,b})U(D\{a})UC[b+ D]
B\{a,b})UDUCI[b+— D]
B\{a,b})UDU(C\{b})UD
B\ {a,b})U(C\{b})UD.

-

a¢D

be

a

N N N

* beBeb¢C:
Bla— C][b— D] = (B\{a,b})U(C\{b})UD, por (%)
= (B\{a,b})UCUD, béC.
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Blb+— D|la+— C[b+— D]] = ((B\{b})UD)|a+— C], beBeb¢C
= ((B\{p})UD)\{a})UC, acB\{b}
= (B\{a,b})U(D\{a})UC
= (B\{a,b})UDUC, a¢D.

x* b¢BebeC:

Bla— C|[b+— D] = ((B\{a})UC)[b+— D]
= ((B\{a})UC)\{b})UD, beC
= (B\{a,b})U(C\{b})UD
= (B\{a})U(C\{p})UD, b¢B.
B[b+ Dl|[a — C[b— D]] = Bla+ C[b+— D]], b¢B
= (B\{a})UC[b~ D]
= (B\{a})U(C\{b})UD, BeC.
x* b¢Bebd¢C:
Bla— C][b+— D] = ((B\ {a})UC)[b > D]
= (B\{a})UC, b¢Ceb¢ B\ {a}.
B[b +— D]|[a — C[b — D]] = Bla+— C], b¢Bebd¢C
= (B\{a})UC.

B.2 o©-Acao simultanea

Lema B.2. A Defini¢do 3.12 ndo depende da ordem em que tomamos 0s u}s.

Demonstragcdo. O caso n =2 ja foi verificado. Agora suponha que o resultado seja valido

para qualquer lista de n d&tomos frescos. Queremos mostrar que o resultado vale para qualquer

lista de n+ 1 dtomos distintos. Para isso, considere ay, ..., ay,a,+1 dtomos frescos em relacao
aos u’js. Fixe um i/ € {1,...,n} e aplique o axioma (00) e (0#) quantas vezes for preciso
até obter:

(ic[al — ul] R [ai/,l — ui/,l][ailﬂ — u,-/H] . [an — un] [an+1 — Lt,H_ID [ai’ — u,-/].

v~

(%)

Em (%) temos n dtomos distintos, entdo por hipdtese de indugio niao importa a ordem

que tomamos oS u}s. O resultado segue da arbitrariedade de 7. 0

Lema B.3. A Defini¢do 3.13 ndo depende da escolha dos dtomos frescos b;’s.
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Demonstragdo. Escrevendo

Tea = (Cl al)o---o(cn an)»
Teb = (Cl bl)o"'o(Cn bn)7

Tpg = (b1 a1)o---o (b, ap),

temos que Teq = Tep © Tpg © Tep. Além disso, note também que como b;, ¢;#x,u; para todos

1 <i, j <n, segue pelo Corolario 3.1(1) que T, - x =x € Tz - u; = u;. Entdo por defini¢do:
x[ay = uyp, ... an = up) = (Tpg - X)[b1 = uy] ... [y — up).
Aplicando 7., em ambos os lados, vem
Tep - (xX[ar = uy, ... an = uy]) = Tep - ((Tpa - X)[b1 — wr] ... [by — up)).
Usando a equivariincia da 0-a¢do e o fato que T, - x = x € T, - uj = uj, obtemos
xlay = uy, ... an = up| = (Tep - (Tpa - x))[c1 = ur] ... [cn = uy).
Trocando x por 7., - x (ndo esquega! 7., - x = x) no lado direito,
xlay = uy, ... an = up| = (Tep - (Tpa - (Tep - X)) [c1 = ur] .. [cn — uy).
Usando propriedades de acdo de grupos,
xlay = uy, ... a4y ] = ((Tep 0 Tpg 0 Tep) - X) [c1 —> Uy] ... [Cn — Uy]-

O resultado segue pois Teq = Tep © Thy © Tep- ]



Apéndice C

Demonstracoes do Capitulo 5

C.1 Interpretacao e Solidez

Lema C.1. Dados t,s € T e ¢ €*13. Entdo,
1. [t[a:=s]] = [t][a — [s]]-
2. [9la:=s]] = [¢]la [s].

Demonstrag¢do. Facamos 0s casos restantes.

1.

(a) Para o caso em que ¢t € um 4tomo, temos duas possibilidades: ¢ € o &tomo a ou ¢ €

um atomo b.

* No caso em que ¢ = a temos que [a] = ay = a e dai
[ala =512 [s] 2 alar [s]) = [alla ~ [s])-

* No caso t = b, [b] = b e portanto

(o#) (o#)

[bla:=s]]"="[p] =b =" bla [s]] = [b][a — [s]].

(b) Agora considere o caso em que r é da forma f(¢1,..., tn) € suponha por hipétese
de inducdo que o resultado valha para cada ¢;. Entdo
Lt t)a:=s]] 22 [flla:=s],....ta[a:=s])]
PL2O f((nfa:=sl],..., [tala = s]])
= Anlla [ Tala [ST)
Fr2 A e [ST)
(

[f (1, stn)]la = [s]].

Def. 5.6
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2. (a) Suponha que ¢ seja L. Entdo
Def. 2.21
[Lla:=s]] =7 [4]

Def.56 |
Lem. 5.1(4) Liaes [s]]
P [l B
(b) A demonstragdo para o caso em que ¢ for da forma P(zy,...,1,) et = s é comple-

tamente andloga a demonstragdo feita em no item 1(b) acima.

]

Teorema C.1 (Solidez - [9] - Theorem 5.2.13). A interpretacdo J € solida no seguinte sentido:
Se @ W é um sequente derivével, entdo [® + W] é verdadeiro.

Demonstragdo. Fagamos a demonstracao dos casos restantes.

LOHyp)
@4 ¢

Neste caso, ® = @', ¢’ e ¥ = ¢/, ¥'. Entdo da defini¢do de infimo e supremo e do fato
de que [¢'] € {[9] | ¢ € P} e [¢] € {[w] | w € ¥} segue que

Aol 19 @} <[0T <\{lv]lve¥}

2. (L) ——
LY

Aqui ® =9’ 1. Como L =[L] € {[¢] | ¢ € P}, segue da defini¢do de infimo e do
fato de L ser o menor elemento de £ que

Aol e@t < L <\/{[yllyew)
[L]

b s=sFY
dHY

Por hipétese de indugdo, [P, s = s - W] é verdadeiro. Assim,

3. (=R)
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Vilvl lvewt = A9l ¢cds=s)
= (A{I9119 € ®}) Als =]
P (ALI9] 19 € @) Alls] = [s])
PR (A{I911 0 € @}) AT
= A6 ¢ € @},

@ s =s5,0[a:=5|FP

D s =5,0la:=s] P

Temos que ® =P’ 5" =5,¢[a := 5] e ¥ = ®'. Da hipétese de indugio temos que
[®,s" =s,¢la:= 5|+ P é verdadeiro. Entdo

4. (=L)

Vilblloewy "= V{9l c@)
T M6 €@ = 50lai=s])
= (AUl € @) Al =s]A[pla:= 5]
L0 (Aol 16 € @) AlST=" [DAIla:= 5]
20D (L1911 9 € @) ALST=" DAT9Tla — [5]
P22 E/\{m 16 € @'}) A1 =" [sDAT9]la - [s]]
= (A9 €®})Als' = sJA[9]a:=s]]
= Agl9ed.s =50[a:=s]}.
5. (AL) 91,020
CID’,¢1A¢2|—‘I’
Neste caso, @ = @' ¢ A ¢». Por hipétese de indugdo, [@', ¢, ¢ - P] é verdadeiro.
Entio,
Vilvllwewt = A{o]]¢c®. 61,0}

- A{I9]1 ¢ € @'}) A([9:1]A[92])
LI (ALI9] 10 € @'} ) ALor 7 92]
= A9 ]¢ €@ oA}

N{I0] ] ¢ € cb'}; N

q)l—l,lll,‘P/ (Dl—l/!z,lP/

6. (VR)
D+ Y1 A ‘I’Z,\P/
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Temos ¥ = y; Ay, W', Aplicando a hipétese de indugdo, obtemos que [® - vy, ¥']

¢ verdadeiro. Entao,

H.

ANolloeor < V{lvllyew,¥)}

S VIVl v e v )
V{[[W]] |y ey A, '),

em (1) usamos a propriedade: {[y] | v € y1,¥'} C{[v] | v € y1,y», ¥} implica

—

—
~—

A
A

VA{lvl lvew, ¥} <\A{lvlvevy,wm ¥}

Ja em (2) repetimos o argumento do caso (AL).

Aqui @ = @', -y’ e a hipétese de indugdo nos dé

Aol 19 e} <\/{lvl|wevy ¥} (C.1)
Como
A6] 19 € @, ~v'} = (AI0] 9 € @'}) Al-v]. (€2)
Dai, pela defini¢do de infimo temos que
AT 0@~y ‘< AIo]|ocd}
(C.1)
< VAlvllvevy ¥
= (Vv v e ?}) ALY
< ((VAvI Ly e w3 ATWD) ALV

= (Vivl v e ®}) AlWIAL-D)
DL (\{Iw] | w € ¥}) A(IWIA-TY])
= (VHlvllvew})AL
(2.3)

IN

1
VAlvl | v e ¥}
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Temos que ¥ = —¢/, V. A hipétese de inducio nos fornece
N9 19 €@.0's <\/{lv] |y e ¥} (C3)

Digamos que ® = {¢y, ..., O} eV = {yq,..., v, }. Entdo (C.3) pode ser escrito

como

[ Alo)IA[O] < [wilV...V]w,]. (C.4)

Sendo assim,

Vivl lwe—¢' ¥} =  ([WIV..VIy])VI-9]
(C.4)
> ([$1IA - AIGDALYTIVI-9']
Y ([oi]A. . ALBDVI-0' DA TVI-9'T)
PO ([0iIA - ALDVI-O DA (9 IV-[9])
= (([&i]A- - A[BI)VI-0'DAT
f——f ([01]A... Alo])V 9]
2.1
> (oA AL0]

A{ls]] ¢ € @}. [
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