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Resumo

Introduzimos uma transformacao geométrica de superficies nos espacos produto R3 = R? x R,
S?xR e H?xR, onde S? e H? denotam, respectivamente, a esfera unitaria com a métrica canonica e
o plano hiperbolico com curvatura —1. Aplicamos esta transformacao para obter novos exemplos
de superficies minimas nestes espacos a partir de superficies minimas conhecidas. Mostramos

também um teorema de permutabilidade para estas transformagdes.

Palavras-Chaves: Superficies minimas, congruéncia de circulos, transformacao de Ribaucour

horizontal, permutabilidade.
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Abstract

We introduce a geometric tranformation for surfaces in the product spaces R? = R? x R,
S? x R and H? x R, where S? and H? denote, respectively, the unit sphere with the standard
metric and the hyperbolic plane with curvature —1. We apply this transformation to produce
new examples of minimal surfaces in these spaces by starting with some well known minimal

surfaces. We also show a permutability theorem for such transformations.

Key-Words: Minimal Surfaces, Congruence of Circles, horizontal Ribaucour transformation,

permutability.

iv



Sumario

Introducao 1
1 Preliminares 4
1.1 Espacos Produtos . . . . . . . . . . . . 4
1.1.1 Superficiesem M? xR . . . . . . ... ... 5

1.1.2  Superficies do tipo X (u,v) = (N(u,v),w) . . . ... ... ... ... 7
Transformacoes de Ribaucour Horizontais em R? e Superficies Minimas 11
2.1 Transformagao de Ribaucour Horizontal e o Sistema de Equagoes Associado . . . 12
2.2 Transformagoes de Ribaucour Horizontais entre Superficies Minimas . . . . . . . 19

Transformacoes de Ribaucour Horizontais em M? x R e Superficies Minimas 27
3.1 Transformagcao de Ribaucour Horizontal e o Sistema de Equagoes Associado . . . 27

3.2 Transformacdes de Ribaucour horizontais entre Superficies Minimas em M?(e) x R 36

Permutabilidade 43
4.1 Permutabilidade Envolvendo Superficies Minimas em R . . . . . . . .. ... .. 43
4.2  Permutabilidade Envolvendo Superficies Minimas em M? xR . . . . .. ... .. 52
Aplicagoes 60
5.1 Familias de Superficies Minimas em R® . . . . . . . . . . ... ... ... .. ... 62
5.2 Familias de Superficies Minimas em M? xR . . . . . .. .. ... .. ... .... 67

5.3 Famfilias de Superficies Minimas pelo Teorema de Permutabilidade . . . . . . .. 71



Introducao

O tema central desta tese é a introdugdo de uma teoria de transformacoes de superficies
bem adaptada aos espacos produto R? = R2 x R, S2 x R e H? x R, onde S? ¢ H? denotam,
respectivamente, a esfera unitaria com a métrica canoénica e o plano hiperbélico com curvatura
—1. Como um caso especial importante, aplicaremos nossa teoria ao caso das superficies minimas,
gerando novos exemplos de tais superficies nos espagos produto mencionados acima.

Ao longo das tltimas décadas, o interesse pelas superficies minimas em S? x R e H? x R
é evidente ([1], [2], [3], [10], [13], [14], [16], [18], [22]). Acreditamos que métodos para gerar
exemplos explicitos de tais superficies sao bem vindos, tanto do ponto de vista teérico quanto
para possivelmente inspirar novos teoremas.

Ja o estudo das transformagoes de superficies em que certas propriedades geométricas sao
preservadas é um tema da geometria diferencial classica, ([5], [11], [12] ), mas que tem interessado
os gedmetras até os dias atuais ([6], [9],[17], [21], 23], [24], [25]). Dentre estas transformacoes,
destacamos as chamadas transformagoes de Ribaucour, onde, a grosso modo, associa-se a uma
superficie ¥ imersa no espaco Euclidiano uma outra superficie 3, de tal forma que ¥ e ¥ sejam
as envoltorias de uma familia a dois parametros de esferas. A correspondéncia entre ¥ e ¥ é tal
que as linhas de curvatura de ¥ sdo levadas nas linhas de curvatura de X.

Um caso particular importante das transformagoes de Ribaucour ocorre quando as superficies
¥ e ¥ sdo superficies minimas. Em termos analiticos, para determinar ¥ a partir de uma dada
superficie minima 3, faz-se necessério resolver um sistema integravel de equacgoes diferenciais
parciais lineares. Desta maneira, pode-se gerar exemplos novos e interessantes via transformacao
de Ribaucour.

A simplicidade das esferas geodésicas no espaco Euclidiano possibilita uma teoria relativa-
mente simples para as transformagoes de Ribaucour neste espago. Esta simplicidade das esferas,
infelizmente, nao esta presente de maneira clara nos espacgos produtos nao Euclidianos. No en-
tanto, como os circulos geodésicos de S? e H? sao objetos simples, a estrutura de produto nos
levou a considerar as envoltorias de familias a dois pardmetros de circulos horizontais, como um
analogo natural das transformacoes de Ribaucour classicas.

Uma questao basica que se coloca nessa tentativa de introduzir uma tal transformacao em
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espagos produtos é se iremos exigir que algo semelhante as linhas de curvatura seja preservado por
uma tal transformacao. Escolhemos estudar o caso em que a correspondéncia entre as envoltérias
de uma familia a dois parametros de circulos horizontais preserva a malha ortogonal induzida
pelas segoes horizontais de uma superficie e as suas trajetérias ortogonais. Chamaremos estas
transformagoes de transformagoes de Ribaucour horizontais.

Localmente, as transformagoes de Ribaucour horizontais nos conduzem ao estudo de um
sistema de equagoes diferenciais. Veremos que, para o caso especial em que queremos transformar
uma superficie minima em outra superficie minima, é possivel introduzir uma funcao auxiliar no
sistema e chegar assim a um sistema de equagoes diferenciais integravel no sentido de Frobenius.
A integrabilidade deste sistema nos permite produzir novos exemplos explicitos de superficies via
transformagao de Ribaucour horizontal.

Na teoria das transformagoes de Ribaucour, um dos teoremas mais interessantes é o célebre
teorema da permutabilidade de Bianchi ([5]). Motivados por esse resultado classico, obtivemos
um teorema de permutabilidade, andlogo ao de Bianchi, para as transformacoes de Ribaucour
horizontais entre superficies minimas. Notamos que as consideragoes feitas ao longo da demons-
tragao deste teorema nos permitem obter novas superficies sem a necessidade de novas integragoes
do sistema. Este fato é chamado de principio de superposi¢cdo nao linear na teoria das trans-
formacgoes de superficies ou na teoria de equagoes diferenciais parciais integraveis. Exemplos de
aplicagoes do teorema da permutabilidade de Bianchi podem ser encontrados [19].

Esta tese esta organizada da seguinte forma. O Capitulo 1 é dedicado & exposicao de fatos
elementares que serao utilizados no decorrer do texto. Em particular, estabeleceremos alguns
resultados sobre superficies parametrizadas por se¢oes horizontais, isto é, superficies parametriza-
das de tal forma que uma das familias de curvas coordenadas seja formada por se¢oes horizontais.

O capitulo 2 trata da teoria das transformacoes de Ribaucour horizontais em R3. Iniciamos
com a teoria geral, associando um sistema de equagoes diferenciais as transformacgoes (Teorema
2.1.1), e, posteriormente, particularizamos para o caso especial das superficies minimas. O
principal resultado deste capitulo (Teorema 2.2.3) é a determinagao de um sistema integravel de
equagoes diferenciais que permite gerar novas superficies minimas a partir de uma dada, via a
transformacao de Ribaucour horizontal.

O capitulo 3, essencialmente, segue a linha do capitulo anterior, com a diferenca de que
o espaco ambiente agora é S? x R ou H? x R. Embora a unificacdo dos trés casos para o
espaco ambiente seja possivel, optamos, na esperanca de tornar a apresentacao mais palatavel,
separar os casos. O principal resultado deste capitulo (Teorema 3.2.3) é a determinagao de
um sistema integravel de equagoes diferenciais que permite gerar novas superficies minimas nos
espagos produto a partir de uma dada, via a transformacao de Ribaucour horizontal.

No capitulo 4 enunciamos e provamos o teorema da permutabilidade (Teoremas 4.1.2 e 4.2.2)
para transformagoes de Ribaucour horizontais entre superficies minimas.

O capitulo 5 é dedicado ao célculo de alguns exemplos para ilustrar a teoria das transfor-
magoes. Através da resolucido do sistema de equactes, obtemos novas superficies minimas nos

espacos produto e em R?. Também consideramos um exemplo para ilustrar o teorema de per-
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mutabilidade.



Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo, vamos introduzir alguns conceitos basicos, fixar a notagao utilizada e enunciar
alguns resultados para superficies imersas em R? e nos espacos produtos (para mais informacdes

sobre esses espagos ver [15] e [20]).

1.1 Espacos Produtos

Um espaco produto do tipo M? x R é formado por uma variedade Riemanniana (M2, g), que
chamaremos de base, e a reta real com a métrica padrio (R,dt?), que chamaremos fibra. Se
considerarmos as projecdes m, : M2 x R — M? sobre a base e Ty M? x R — R sobre a fibra,
entdo é possivel induzir sobre a variedade produto M? x R uma métrica Riemanniana (,) da

forma
(,) = m (9) + w5 (dt?).

Em uma variedade Riemanniana produto (M? x R, (,)), chamaremos de segdao horizontal
M2 x {t} = Wj?l(t), a pré imagem por 7 de um ponto ¢ da fibra e seqdo vertical {p} xR = m, ' (p)
a pré imagem por 7, de um ponto p da base.

A geometria da base e da fibra influencia fortemente a geometria do espaco produto. Para ver
um pouco dessa dependéncia, uma ferramenta bésica é a no¢ao de campos horizontais e verticais,
isto é, a projecao na base e na fibra, respectivamente, de um campo na variedade.

Dado X € X(M? x R) um campo de vetores, temos que
X(p,t) = (Xh(p),X”(p)) € Ty (M? x R) = T,M2 x TR

onde X" = dmy(X) € X(M?) e X? = dr(X) € X(R) sdo campos "projetdveis". Entdo, dizemos
que X € X(M? x R) é um campo horizontal (respectivamente campo vertical) se X” = 0 (res-
pectivamente X" = 0). Consideraremos um caso particular deste tipo de variedade cuja base

é superficie simplesmente conexa com curvatura constante, podemos supor ser +1 e 0. Assim,
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teremos que quando a curvatura da base é 1, nossa base ¢ S?, quando é —1 a base é H? e quando

¢ 0, nossa base é R?; ou seja,

S?, see=1
M?(e) = H?, see=-—1
R?, see=0

1.1.1 Superficies em M? x R

Nessa se¢ao destacaremos alguns resultados necesséarios que uma superficie imersa no espago
produto devem satisfazer. Para isso, vamos considerar o espaco homogéneo S? x R como a

hipersuperficie do espaco Euclidiano R*, com métrica usual, dada por
S? X R = {z1, 29, 23,24) € R* : 2% + 22 4 22 = 1}.

Vamos também denotar H? x R como a subvariedade Riemanniana do espaco de Lorentz L,

com métrica induzida 23 + 23 — 2% + 23 dada por
H? x R = {z1, 20, 23, 24) € R*: 2 + 22 — 22 = -1, 23 > 0}.

Seja f : ¥ — M?2(e) x R uma imersdo. Entdo consideraremos sobre ¥ a métrica induzida
(primeira forma fundamental) de M? x R a qual denotaremos por I. Seja V a conexdo de ¥
e A o endormofismo de Weingarten associado ao vetor normal unitario n da superficie. Entao
II(X,Y) = (-VxN,Y) = (AX,Y) ¢ a Segunda Forma Fundamental da superficie onde V
¢ a conexdao Riemanniana de M? x R. Além disso, por ser uma imersdo, f ¢ localmente um
mergulho. Logo, se p € ¥ existe uma vizinhanga U de p em ¥ tal que f(U) é uma subvariedade
de M2 () x R. Assim, se X e Y sdo campos locais de vetores em ¥, e X, Y sdo extensoes locais
aM?(e) x R entdo VxY = (ﬁy?)T é a conexao Riemanniana relativa a métrica induzida de 3.
Desde que o operador linear A é auto-adjunto, temos que a matriz de A numa base ortonormal

é simétrica e consequentemente os autovalores de A s&o reais, digamos A1 e As.

Definigao 1.1.1. A curvatura média H = H(n) e a curvatura de Gauss K de ¥ sao definidas

por
A1+ A2 trago A

2 2

H(n)

KZ)q')\Q:detA,

respectivamente. Os autovalores de A, A1 e Ay sGo chamados de curvaturas principais. O vetor

curvatura média € definido por H= H(n)n onde n € o vetor normal unitdrio.

Observacao 1.1.1. Seja X : Q C R? — M? x R uma parametrizacdao local de uma superficie

Y. Em termos dos coeficientes da primeira e sequnda formas fundamentais na base {X,, X,}
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associada & parametrizagao dada, a curvatura média H(n) e a curvatura de Gauss K podem ser

expressas da sequinte maneira, respectivamente:

1 leG —2fF +gF
Hn) = Simo(d) = L G2

2 EG — F?
(&
o 91"
EG — F2
onde £ = <Xu,Xu>; F = <XU7X’U>; G = <XvaXfu>; e = _<77u>Xu>7 f = _<77U7Xu> e g =

— Ny, Xo) . Uma imersdo X C M? x R em que H = 0 € dita imersio minima. Note que se uma

imersdo ¢ conforme (E =G e F =0), entdo tomando E = G = o temos que

_etg
202

_eg—f?
ol

K

Proposicao 1.1.1. Seja X : Q — M2 x R wma imersio conforme, temos que 202H = Vx,Xu+

Vx, Xy, onde u e v sao coordenadas de 2.

Demonstrag¢ao. Como X é conforme, (X,, X,) = (X, Xy) € (Xyu, Xy) = 0. Derivando, obtemos
<vXuXu7Xu> = <VXUX'LL7X'U> = - <Xu> VXUX'U> .

Logo
<VXuXu + VXEXU,XQ =0.

Analogamente,
(Vx,Xu+ Vx, Xy, X,) =0.

Segue que Vx, X, + Vx, X, é paralelo a . Como X é conforme,

g_9te
202
Assim,
202 H = g+e=nVx,Xu+Vx,X0);
donde

Vx,Xu+ Vx, X, = 202H.
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1.1.2 Superficies do tipo X (u,v) = (N(u,v),u)

Nesta secio veremos alguns resultados sobre imersoes em M(g)? x R de superficies ¥ cuja
parametrizagao ¢ da forma X (u,v) = (N(u,v),u). Assumamos > orientével e transversal a
folheagao por secoes horizontais nos espagos correspondentes citados acima (geometricamente,

observe que as curvas coordenadas u — X(u,v) sao hélices com respeito a e3). Além disso

considere os campos da seguinte forma: e; = e e como sendo a rotagao positiva por um

v
| Ny |
angulo § do campo e; no plano horizontal que denotaremos por ey := ie.

Proposicao 1.1.2. Todo ponto de uma superficie reqular ¥ em M?(g) x R orientdvel e trans-
versal a folheagdo de M2(g) x R por segées horizontais possui uma vizinhanca U que pode ser

parametrizada através de uma parametrizag¢ao ortogonal da forma X (u,v) = (N (u,v),u).

Demonstracao. Tomando e; como citado acima e es ortogonal a e; e tangente a superficie, dois
campos de vetores unitarios em um conjunto aberto U C ¥ de algum ponto p € U, existe uma
parametrizacao X (u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)) de uma vizinhanca V' C U de p de tal maneira
que para cada g € V' as curvas coordenadas dessa parametrizagao passando por g sao tangentes

aos vetores e1(q) e ea(q) (Ver [8], Teorema principal da se¢ao 3.4, pag. 216), logo X é uma

~ z ~
parametrizacao ortogonal. Como X, é tangente ao vetor e, segue que 9 =0, entdo z = z(u)
v

0
e assim, X (u,v) = (z(u,v),y(u,v),z(u)) tal que 8—2 # 0 pois ¥ é transversal a folheagao de
u

M?(g) x R por segdes horizontais. Sendo X um sistema de coordenadas (locais) em p, entdo

existe 27! tal que z~!(@) = u, onde @ := z(u). Portanto

X(u,v) = X(z"Y(a),v) = (x

O

Proposicao 1.1.3. Seja X imersa em M?(e) x R uma superficie orientdvel minima e transversal
a folheagio de M?(g) x R por planos horizontais tal que p € . Entdo existe wma parametrizagdo
local conforme X : U C R? — M?(e) x R tal que X (u,v) = (N(u,v),u) e p € X(U).

Demonstragio. Suponha Y (x,y) = (N(x,y), h(z,y)) imersio conforme de um aberto V —
M2 (g) x R tal que Y (xo,%0) = p, queremos X (u,v) = (N(u,v),u). Como a imersio Y conforme é
minima, temos que h é harmonica (Ver [4], Proposigao (3.3.9), pg. 75). Se W é um aberto simples-
mente conexo tal que W C V e (xg,yo) € W, entao existe h* harmonica conjugada de h definida
em W. Defina S : W C R?2 — U tal que S(z,y) = (h +ih*)(z,y) = (h(z,y), h*(z,y)) = (u,v).
Note que S é analitica e como Vh(xg,yo) # 0 pois ¥ é tranversal a folheagao por segdes hori-

zontais, entao pelo Teorema da funcao Inversa, S é um difeomorfismo local, ou seja, existe um
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aberto W’ em U contendo S(zg,yo), e uma fun¢ao T': W/ — W tal que T'(u,v) = (z,y). Logo

X(u,v) = Y(T(u,v))
= Y(z(u,v),y(u,v))

= (N(u,v),u)
O
Proposicao 1.1. Seja X uma imersao conforme parametrizada por X : U C R? — R3 da forma
N,
X(u,v) = (N(u,v),l(u)) com campos de vetores ey = Wv’, € = ]Nu\ e Ny nao nulo. Entao ¥
v u

é minima se e somente se l(u) = au + b.

Demonstracao. Desde que a parametrizacao seja conforme, podemos escrever a curvatura média

da seguinte forma: AX = 202Hn onde A ¢ o laplaciano em coordenadas (u,v) e E = G = o2

(%

Note X, e X, podem ser escrito como X, = ea|N,| + lyes e X, = |Nyler, onde e; = m,
v

u

N

€2 e ez = (0,0,1). Fazendo o produto vetorial entre X,, e X,, temos que

Xu X Xv = ‘Nu|€2 + lueg X ]Nv\el = ‘NuHNv‘€2 X e1 + |N»U‘lu€3 X e = —‘NUHNU|€3 + ‘Nv|lu€2.

Entao

Xy x Xy Xy X Xy Xy X Xy _ —|Ny||Nyles + | Ny|lyeo

T T I Xux X VEG_F2 _E E
—|Nu”Nv|€3 + |N@‘lu€2 lu€2 — |Nu|€3

[ No|? N

Comparando a tltima coordenada da igualdade AX = 20%Hn concluimos que

[V
[N

|V
[N
Portanto H = 0 se s6 se [(u) = au + b. O

luw = 2Ho? = 2H|N,|? = 2H|N,|| Ny|.

Observagao 1.1.2. Se ¥ ¢ uma superficie imersa em M?(e) x R parametrizada da forma
X(u,v) = (N(u,v),u), entio X, = (Ny,1) e X, = (NV,,0) Além disso, se X € uma aplica-
¢do conforme, temos que (Ny, Ny) +1 = (N, N,), isto é, |[N,|> +1 = |N,|>. Agora supondo
que ¥ € uma superficie minima (Vn, Ny = =V, N,) e derivando (N, Ny) +1 = (N,, Ny) em

relagdo a u e v temos

<vNuNU7Nu> - <VNUNuaN’U> — _<VNUN1HN’LL>
<vNqu7Nu> = <vaNv7Nv> = _<vNuNuan>
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respectivamente.

Lema 1.1.1. Seja X : U C R2 — M?(¢) xR a parametrizagao conforme da superfz’cie > de forma
v

T~ e |Nu| # 0.

i w2 TR

Entao |Nyly = 01|Ny|, |Nulu = 02|Ny|, |Ny|u = 02|Ny| € |Nyly = 01|Ny| onde 0 := (eay, 1), €

01 := (e1u, e2). Além disso Oy, + 01, = €| Ny||Ny).

X(u,v) = (N(u,v),u) e os campos de vetores ortonormais e; = €y =

Demonstracao. Derivando e; em relagao a v e u temos:

. (NU ) N, Nuy|Ny| — Ny|Nylo VN, N, |N |v
lv = =
| No| [Ny [? | Ny | N

€1y = =
|V \Nvl \N!

€9y = (Nu) :vNu |N |U
TN, N [Nul %

B ( Ny ) _ VnNu Ny |u
€2u = =
| Ny | | N IN\

Segue dai que

[Nalo = (N, N = Y20, N :<VNuN

‘Nu| |Nv|”,€2>|Nu| :<61u,62> ’Nv| :91|Nv|7

<vaNua Nv)

1
|NU’u - <N’U7Nv>5 = |Nu|

= (VN,Nu, e1) = (€20, €1) [Nu| = 02| Ny|.

Como X é conforme, temos que

Bulo] = eanen) V] = (S 1) N = (T, N )
= (VN M) e = <vNuNu,e2> Nula
.
N = fernen) Nl = (T 2 ) [Nl = (90N N
(VNN Vo) o = (T, Ny 1) = [Nl

[N
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Além disso, como e e es sdo ortonormais temos que

HQU = <62v7 €1>u = <62uv7 €1> + <62v7 €1u>
= <€2uu 61>v - <€21u €1v> + <62v7 61u>
= _<627 61u>v - <€2u7 611}) + <621)7 e1u>

= _911) - <€2u7 elv) + <62U7 elu>‘

Novamente usando o fato e; e ey serem ortonormais podemos escrever es, = Oseq, €1, = 01e2,
ey = —(e1u, €2)e1 + | Ny|N e e1, = —(eay, €1)ea + | Ny| N, dai temos que (egy, €14) = €| Ny||Ny| €
(€2v, €14) = 0. Portanto O, + 61, = €| Ny || Ny|.

OJ

Observacao 1.1.3. Em R3, 0; e 0 definidos como no Lema anterior sio (a menos de sinal) as
curvaturas geodésicas das curvas u — N(u,v) e v — N(u,v) (consequéncia Lema 2, pg 254, [8])

e Oy + 61, =0 € a condi¢ao para que a rede formada pelas curvas u e v seja isotérmica [7].



Capitulo

2

Transformacoes de Ribaucour

Horizontais em R> e Superficies

Minimas

Neste capitulo, primeiramente, iremos definir as transformacoes de Ribaucour horizontais e
determinar um sistema de equagoes diferenciais associado a elas. Estas transformacoes sao defi-
nidas a partir de um difeomorfismo entre uma superficie ¥ imersa em R3, transversal a folheacio
de R3 por planos horizontais, e uma nova superficie 3 imersa em R?, também transversal a folhe-
acdo, de maneira que as se¢oes horizontais de ¥ e de 3 sejam as envoltérias de uma congruéncia
de circulos a 1 parametro. Além disso, iremos impor que o difeomorfismo ligando ¥ e X leve
curvas de nivel horizontais de ¥ em curvas de nivel de X, e curvas ortogonais as curvas de nivel
de ¥ em curvas ortogonais as curvas de nivel de 3.

Tais transformacgoes assemelham-se as transformacgoes de Ribaucour classicas, onde, grosso
modo, as superficies em questdao sao envoltérias de uma congruéncia de esferas, e familias de
linhas de curvatura ortogonais sao levadas em familias de linhas curvatura ortogonais via corres-
pondéncia entre as superficies. Um dos aspectos interessantes das transformacgoes de Ribaucour é
a possibilidade de gerar novas superficies minimas a partir de uma superficie minima inicial ([5],
[25]). Na sequéncia deste capitulo, tentaremos estender este aspecto interessante das transfor-
magcoes de Ribaucour classicas para as transformacoes de Ribaucour horizontais, determinando
um sistema de equacoes integravel cujas solugdes permitem comecar com uma superficie minima
inicial e gerar familias de novas superficies minimas.

Ao longo deste capitulo, as nossas consideracoes serao essencialmente locais, e faremos uso
constante de parametrizagoes convenientes para estudar a geometria das transformacoes em
questao. Salvo meng¢ao em contrério, todas as superficies mencionadas nete capitulo estao imersas

em R3 e todos os objetos sdo diferenciaveis.
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2.1 Transformagao de Ribaucour Horizontal e o Sistema de Equa-

coes Associado

Vamos comegar a nossa discussao com uma definigao fundamental.

Definigao 2.1.1. i) Uma congruéncia de circulos a 2-pardmetros em R3 é uma familia a 2-
pard@metros de circulos em R3, tal que o conjunto de centros dos circulos é wma superficie

de R3 com fungdo raio (dos circulos) diferencidvel e positiva.

i) Uma envoltéria de uma congruéncia circulos a 2-pardmetros é uma superficie ¥ C R3, tal

que em cada ponto p € X3 a superficie 2 € tangente a um circulo da congruéncia de circulos.

iii) Dizemos que duas superficies ¥ e ¥ de R? estdo associadas por uma congruéncia de circulos
se existe um difeomorfismo L : ¥ — X tal que em pontos correspondentes p e L(p) as

superficies sdo tangentes ao mesmo circulo da congruéncia de circulos.

Um caso especial do item (iii) é quando dL leva 2 campos vetoriais ortogonais de ¥ em 2
campos vetoriais ortogonais de >

Em particular, vamos considerar a situagao geométrica em que > é orientavel e transversal
a folheacdo de R? por planos horizontais. Denotaremos de agora em diante por e; um campo
unitario tangente as curvas de nivel de 3, e por ey a rotagao positiva de e; por um angulo §
no plano horizontal contendo a curva de nivel, onde a orientacdo de cada plano horizontal é
a orientacdo induzida pela orientacdo canénica do R3. Definimos e3 = (0,0,1) e ajustamos a
orientacdo de e; para que {eg, ez, e3} seja uma base positiva de R?. Finalmente, consideramos

™

também o campo Jei, que é a rotagao positiva de e; por um angulo § no fibrado tangente de

>.. Com esta notagao, chegamos enfim & definigdo de transformada de Ribaucour horizontal.

Definicao 2.1.2. Seja ¥ uma superficie transversal a folheacio de R3 por planos horizontais.
Uma superficie Y estd associada a ¥ por uma transformacao de Ribaucour horizontal com respeito
a e e Je se existe uma funcio diferencidvel positiva h : ¥ — R, um difeomorfismo L : ¥ — %
campos de vetores normais unitdrios n e 1 as curvas Xy = %N {R2 X (t)} e, =%nN {]R2 X (t)}

respectivamente, tais que:

i) p+h(p)n(p) = Lp) + h(p)7(L(p)), V p € %.

ii) O subconjunto p + h(p)n(p), onde p € 3, é uma superficie de R3.

iii) L preserva curvas de nivel e dL(ey) e dL(Jey) sio campos ortogonais de 3.

Para associar um sistema de equagoes diferenciais as transformagoes de Ribaucour horizon-
tais, vamos impor uma leve restrigdo sobre a geometria da transformacgéo. Consideremos para
cada p € X, o vetor p — P nao seja ortogonal & reta tangente a secao horizontal de X por p. Com

isso garantimos a existéncia dos campos da seguinte definigao.
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Definigao 2.1.3. Uma transformacao de Ribaucour horizontal de % é nao degenerada se os
campos de vetores horizontais unitdrios ey, es, €1, €2, com 0s respectivos pares sendo ortogonais,

e fungoes positivas Ry e Ra satisfazem

Vp €L, p+ Ri(pei(p) =P + Ri(p)éi(p), i = 1,2,
onde p = L(p).
Observamos que a definigdo acima, no qual ilustramos na figura abaixo nos permitira concen-
trar a nossa atengdo em aspectos geométricos interessantes, sem corrermos o risco de que uma

excessiva complicagao técnica em busca de generalidade possa deixar a geometria em segundo

plano.

~

X X

Figura 2.1: Transformagao de Ribaucour Horizontal de uma superficie nao degenerada vista
lateralmente e por cima, respectivamente.

Com o intuito de determinar um sistema de equacgoes diferenciais associado a uma transfor-
magao de Ribaucour horizontal nao degenerada, vamos a partir de agora assumir a existéncia
de uma tal transformacao e utilizar coordenadas locais (u,v) definidas em um dominio simples-
mente conexo de R?, de forma que o difeomorfismo L seja expresso localmente em termos de

parametrizagoes ortogonais de X e ¥ dadas respectivamente pelas expressoes abaixo.
X (u,v) = (N(u,v),u), (2.1)

X(u,v) = (N(u,v),u). (2.2)

Observa-se que a Proposicao 1.1.2 garante a existéncia destas parametrizagoes. Esse modo de
chegar a um sistema de equagoes associado a transformagoes geométricas é inspirado na discussao

classica de Bianchi sobre as transformacoes de Ribaucour.

Definigao 2.1.4. O par de parametrizagoes (2.1) e (2.2) (definido em um dominio simplesmente
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conexo) associado localmente a uma transformacgao de Ribaucour horizontal é chamado uma

representacdo local candénica.

Lema 2.1.1. Seja X uma superficie associada & superficie ¥ por uma transformacao de Ribau-
cour horizontal nao degenerada. Se & = aqe; + ages, [£| =1 € um campo unitdrio horizontal e

T € uma funcao definida em X tais que

p=p+T¢,
entao T
R; =
7 20%7
e
éi = €; — 20(1‘6 (23)

Demonstra¢do. Para uma altura t fixada definimos N e N tais que p = (N,t) e p = (N, ).
Podemos escrever

{ N + Rie; = N + R;¢;

Segue que
- 1 -
éi=ei+—=(N—-N),i=1,2 (2.4)
R;
Seja & um campo horizontal tal que
N =N +T¢.

Entao substituindo a igualdade acima em (2.4) segue que

S
R

€, — €;
Devemos ter que |€;| = 1. Desde que |§] =1 e (£, ¢;) = «;, deduzimos da igualdade anterior que

- = 20[7;,

R;

logo

€, = €; — 2017;5.
O

Lema 2.1.2. Sejam X e ¥ associadas por uma transformacio de Ribaucour nio degenerada e
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com representacao local candnica tais que

Ny Ny

= —— 6= —, se N, #0.
RARCR AR

€1

Entao as fungoes T, a1 e ao introduzidas no Lema 2.1.1 sdo solugdes do sequinte sistema de

equagoes:

Tu = wlT—2|Nu|oz2

Tv = CL)2T - Q\Nv|a1 (2 5)
ap, = oqwy — azer, ezy)
gy, = aowy — ai{ez, e1y)
onde wi e we sao dadas por
01y + Oé2<€17 €2u>
w1 = )
aq
gy Fag(es, ery)
w9 = .

a2

Demonstragao. A condigao de ortogonalidade iii) da Definigao 2.1.2 implica:

i) <é17Nu> = 07

ii) (€2, N,) =0,

onde €; e é2 sao como no Lema 2.1.1. Pela primeira das equagoes acima e usando as equagoes

do Lema 2.1.1, temos que:

<él, Nu> = <61 - 20‘157 Ny, + Tuf + T§u>
= T,o1 + T(Oélu —+ Oz2<€1, €2u>) — 2a1(]Nu\a2 + Tu)
= —Tyar +T (o1 + aer, e2u)) — 201 | Nylan
=0

Segue dai que

Tu+2|Nyloa @y + azler, ezy)

T aq

De maneira anéloga, analisando a equagao (i)

Ty + 2| Nylar oy + ai1{e, e1y)

T a9 ’

e, portanto, as equagoes (2.5) sdo satisfeitas.
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As fungoes w; e wo nos permitem introduzir, via o proximo Lema, uma nova funcéo local que
serd fundamental em nosso sistema de equagGes associado a uma transformacao de Ribaucour

horizontal nao degenerada.
Lema 2.1.3. Nas condigoes do Lema anterior, a 1-forma local dada por widu + wodv € fechada.

Demonstracao. Como T é diferencidvel, Ty, = T,,. Veremos que esta igualdade implica que

w1y = way. De fato, para pontos em que N, # 0, e utilizando o sistema (2.5) segue que

(Tu)v = wi, L + wl(ng — 2’Nv|041) — 2]Nu|va2 — 2|Nu|a2v
(Ty)u = wo T + wa(wiT — 2| Ny|aa) — 2| Ny |y — 2| Ny|aiy,

(Tu)v - (Tv)u == WIUT - 2’Nv|(a1u + a2<617 62u>) - 2’Nu‘va2 - 2u\fu|a2v - wZuT
+2|Nu’(agv + o <82, €1v>) + Q\Nvlual + 2|Nvla1u
= wlvT — 2042 (’Ny‘<€1, €2u> + |Nu’v) — w2uT + 2061 (’Nu‘<€27€1v> + ‘Nv’u) .

Logo

se e somente se

w1yl — 2|Nv|(a1u + 042<61, 62u>) - 2|Nu‘va2 - 2|Nu|a2v = wo, T
_2’Nu|(a2v + CM1<62, 611})) - 2|]\7U|uO[l - 2’Nv|alu

se e somente se
w1yl — 209 (’Nerla 62u> + ‘Nu|v) = wo, T — 20 (|Nu’<627 elv) + ‘Nv|u) .

Resta entao mostrar que os termos multiplicando a; e as nas expressoes acima sao ambos nulos.
Para isso, basta usar que |Ny|, = (e1u,€2)|Ny| € |Nyly = (eay,e1)|Ny| (Lema 1.1.1) e que os
campos €] e ey sao ortogonais.

Trataremos agora o caso dos pontos em que N, = 0. Se um tal ponto é o limite de alguma
sequéncia de pontos em que N, # 0, por continuidade podemos concluir que wi, = way.

Caso o ponto néo seja o limite de uma sequéncia de pontos com N,, # 0, o ponto esta contido
em um conjunto aberto em que N, é identicamente nulo. Assim, neste aberto teremos T, = wiT
e T, = Twy — 2|Ny|ay. Um calculo simples, anilogo ao anterior e utilizando Ty, = Ty, mostra

que wi, = Wy, Se, e somente se

a1|Nyly — [ No|az(er, ezq) = 0. (2.6)
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Mas

Além disso, temos

N, 1 N,
= = Nyu|Ny| — Ny | N, = ——|Nyly.
€lu (‘Nv|)u |Nv’2( Uu’ U‘ v‘ v‘u) |Nv‘2’ U‘u
Assim, vale a igualdade (2.6) e, portanto, wi, = way. O

Utilizando o Lema anterior e o Lema de Poincaré, definimos localmente uma funcao positiva

Q tal que
Qy
W, = ——
(glv (2.7)
w9 = _ﬁ

Utilizando esta nova fungao € e o sistema (2.7), reescrevemos o sistema (2.5) da seguinte maneira:

(QT)y = —2|Ny|axf2
(QT)y = —2|Nyla1Q2 (2.8)
(1) = a2¥eru, e2)
(@2€2)y = a1Qezw, 1)
O sistema acima fica um pouco mais elegante se definimos novas fungoes ; e ¢ por
1 .
0= —§QT, v =), 1 =1,2. (2.9)
Note que, como |£| = 1, temos que
0% =17 +15.
Substituindo estas novas fungoes em (2.8), temos o seguinte sistema:
ou = |Nulr2
v = [Nolm (2.10)
Yu = 2(€1u,€2)
Yoo = 7i{e2w,e1)

A discussdo acima nos leva aos teoremas que essencialmente nos permitem comecar com
superficies parametrizadas e obter transformadas de Ribaucour horizontais a partir de solu¢oes
de um sistema de equagoes diferenciais. Por simplicidade, decidimos enunciar dois teoremas,
dependendo da geometria da superficie que seré transformada. Em um deles restringimos a
superficie inicial a ndo ter nem planos tangentes horizontais nem verticais, e no outro assumimos

que o plano tangente sempre é vertical.
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Teorema 2.1.1. Seja X : U C R? — X uma superficie parametrizada dada por X (u,v) =

N,
(N(u,v),u) tal que (X, X,) =0 e Ny # 0. Sejam ey = ﬁ e ey = Wu’, ey, 2, p:U—=R
v u
uma solugao do sistema (2.10). Entao se a aplicagdo
X=X = =22 (1 +y09) (2.11)
= A = 5 ———571e1 T 7262 .
7+ 3

€ uma imersao, as imagens de X e X estdo associadas por uma transformacdo de Ribaucour

horizontal.

Demonstragio. Assumindo que X seja uma imersdo, é imediato verificar que as curvas de nivel
sao levadas em curvas de nivel. Resta entdo verificar que X é uma parametrizacio ortogonal
e que X e X sdo tangentes a uma congruéncia de circulos a 2 parametros. Tal verificacio
consiste basicamente em fazer o caminho inverso dos célculos dos Lemas anteriores, definindo

—92 . .
T = £ ;= ——L i=1,2e &= aje; + ages.
Vi Vatts’ ’
Assim, N = N + T¢ e teremos

Nv = Nv + va + T£v~

Portanto,

(Ny, No) = Ty(Nu, &) + TNy, &) + TNy, &) + Ty Ty + T{Eyy No) + T (Eu, &)

Como, por hipotese, as fungoes 71, 72 € ¢ constituem uma solugao do sistema (2.10), as fungoes

a1, ag e T satisfazem (2.5). Utilizando as equagdes (2.5), temos

(Nu, Ny = (woT — 2|Ny|ay) [ Ny|ag + (@ T — 2| Ny |o)| Ny |y +
T(|Nu’0.)2a2 + ]Nv|w1a1) + (ng — 2|Nv\a1)(w1T — Q\Nu|oz2) —
T2w1w2 =0.

Os centros dos circulos da congruéncia de circulos sdo dado por

T
C:N—£62:N+762.
V2 200
Para mostrar que as se¢oes horizontais de X e X sio envoltorias desta congruéncia de circulos,
temos que verificar que (C'— N,e;) =0e (C — N, Nv> = 0. A primeira igualdade é imediata, a
segunda é obtida por um calculo simples, notando que
T

C—N=_—"—¢y—TE,
20&2
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utilizando a expressdo acima para N, e o sistema (2.5). O

O préximo teorema trata da transformacao de superficies que essencialmente sao cilindros
sobre curvas planas horizontais. Embora este seja um caso degenerado, decidimos estudé-lo pois
ele permitiréd obter superficies minimas interessantes a partir de uma transformacao de Ribaucour

horizontal de um plano vertical.

Teorema 2.1.2. Seja X : U C R? — X uma superficie parametrizada dada por X (u,v) =

(N(u,v),u) tal que (X, Xy) = 0 e N, = 0. Sejam e; = ﬁ, es = iley, e sejam yi, Yo,
v
¢ : U — R uma solugao do sistema (2.10). Entao, se a aplicagao
~ 2@
X=X- 7(’)’161 + 7262)
7"+

€ uma tmersao, as imagens de X e X estdo associadas por uma transformacdo de Ribaucour

horizontal.

Demonstracao. A demonstragdo é inteiramente analoga e mais simples do que a anterior. O

2.2 Transformacoes de Ribaucour Horizontais entre Superficies

Minimas

Nesta secao apresentaremos um resultado que fornece condigoes suficientes para que a trans-
formacao de Ribaucour horizontal de uma superficie minima seja também uma superficie minima.

Vale lembrar que para as transformagoes de Ribaucour classicas isso é obtido, grosso modo,
ao impormos uma relagao algébrica particular envolvendo as fungoes que constituem a solugao
do chamado sistema de Ribaucour (ver [25], Teorema 1.7). E natural imaginarmos que algo
semelhante aconteca no caso das transformagoes de Ribaucour horizontais. No entanto, a situacao
nao é inteiramente analoga, e faz-se necessario adicionar uma nova fungao as que constituem uma
solugao de (2.10).

Veremos a seguir que, partindo de uma superficie minima com uma parametrizacao conforme
com representagao local canoénica, é possivel localmente introduzir uma nova fungao, que deno-
taremos por w. Acrescentando w ao nosso sistema, e considerando uma certa relagao algébrica
particular entre as fungoes originais v1, 2, ¢, juntamente com w, obtemos um sistema integrével,
no sentido de Frobenius, cujas solu¢bes genericamente fornecem transformagoes de Ribaucour
horizontais entre superficies minimas.

Iniciamos nossa discussao com a seguinte proposi¢ao.

Proposigao 2.2.1. Seja X : U — R3 uma imersao minima e conforme na forma X (u,v) =
(N (u,v),u) e assuma que
, Ny Ny
i) e1 = —— eeg = —— se |Ny| #0.
ST o g
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. Ny .
1) e1 = —— e ey =1iey se |Ny| =0.

Seja o a 1-forma tal que o = Yo|Ny|du + v1|Ny|dv onde ~; sao fungoes reais satisfazendo (2.10).
Entao do = 0.

Demonstragao. Caso i) : Seja
o = 72| Ny|du + 71| Ny |dv,
temos que
do = (Yoo Ny| + 72| Nylo)dv A du — (14| Nu| + 71| Nulu)dv A du.
Pelo sistema (2.10) e Lema 1.1.1 segue que
do = (7102 No| + 7201 Nu|)dv A du — (7201 Nu| + 7102| Ny |)dv A du.

Portanto do = 0.

Caso i) : Nesse caso, note que o = yodu pois N,, = 0 e a parametrizacdo é conforme. Além
disso, Ny, = —Ny, = 0 pois a superficie é minima, consequentemente e;, = Ny, = 0. Assim
do = vy9,dv A du. Segue do sistema (2.10) que do = 71 (eay, €1)dv A du = ~y1{ea, e1,)du A dv.

Portanto do = 0.
O

A proposi¢ao anterior e o Lema de Poincaré garantem a existéncia de uma fun¢ao w, definida
em um dominio simplesmente conexo, tal que o = dw, isto &, w, = Y2|Ny| € wy, = 71| Ny|. Isso

naturalmente nos leva a considerar o seguinte sistema:

Pu = [Nul72
Pv = ‘thl
Yiu = Y2(€1u,€2) (2.12)
Yoo = 71{e2v,e€1)
Wy = 72’Nv‘
| Wv = 71|Nu‘
Observagao 2.2.1. No caso em que e] = |xv e ey = iey se |Ny| =0, as fungoes gy, Y1y € wy
v

do sistema anterior sao nulas.

Em um primeiro momento, ndo parece vantajoso considerar o sistema (2.12), no entanto,

veremos a seguir que as solugoes de um tal sistema tais que

i+ 75 =m(w® — ¢?),

onde m é uma constante nao nula, podem ser associadas a transformacoes de Ribaucour hori-

zontais entre superficies minimas.
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Teorema 2.2.1. Seja X : U C R? — R3 uma imersdo minima conforme na forma X (u,v) =

(N (u,v),u) tal que e; = ‘]]g:’ e ey = ’%Z‘ se |Ny| # 0. Entao o sistema
pu = [Nu|r2
o = [Nolm
Yiw = 72bh
Yoo = 7102 (2.13)
Wy = ’72|Nv‘
wy = 71| Ny
Yo = m(w|[Ny| — @[ Ny|) — 7202
You = m(w|[No| = @|Nu|) = 1161

0
onde 01 := (e1y, €2) € Oy := (eay, €1), € integrdvel.
Demonstracao. Devemos verificar a comutatividade das derivadas parciais com relacao a u e v,
isto é:

i) (eu)o = (Po)u

i) (Mu)v = (V10)u

i) (v20)u = (Y2u)u

iv) (wu)o = (Wo)u

Vamos provar o item 4): Note que

(Pu)o — (Po)u = (’72|NU|)U - ('7’1’Nv|)u
= 72U|Nu| + '72|Nu|v - 71u|Nv| - '71|Nu|u
= 7102|Nu| + 72| Nulo — 71201 No| — 71| Nolu
=0

pois pelo Lema 1.1.1 temos |Ny|, = 01|Ny| € |Ny|y = 02| Ny|. Analogo mostrar-se o item (iv)
Para mostrar o item (i7) vamos definir por conveniéncia, 71 = m(w|Ny| — ¢|Ny|) e 72 =

m(w|Ny| — ©|NVy|). Novamente utilizando o Lema 1.1.1, observe que

T = M(wu|Nu| + w[Nulu — @u|Ny| — ¢ Nyly)
= m(72|Nu||No| + wba| Ny| — 72| Ny|[Ny| — 2| Nou|)
= m(w|Ny| — | Ny|)02

= by,

e analogamente

Top = T101.
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Assim

M)y — (V10)y = (7201), — (11 — 7202),

= o001 + 7201y — T1u + Y2ub2 + Y202,

= 10201 + Y201y, — T1y + T202 — 710102 + 202,

= 72(010 + 24)

= 0.

Analogamente mostra-se que Yaouy = Yovu-

O

No caso das superficies minimas com planos tangentes sempre verticais, s6 temos planos

verticais. Esse caso especial nos leva a considerar o teorema abaixo.

Teorema 2.2.2. O sistema

Pu
Pv
Yiu
Y2v

Wy
Y1v
Y2u

€ integravel.

Demonstracao. A verificagao da comutatividade das derivadas é imediata.

0
Al
(2.14)
V2
0
mw
]

O nosso proposito agora é mostrar que as solugoes do sistema (2.12) associadas a uma imersao

minima X com a condi¢io adicional 4% + 72 = m(w

2 p?), m # 0, geram, via (2.11) uma nova

imersao minima X. Para isso, vamos obter uma expressao para os coeficientes da métrica de X.

Lema 2.2.1. Seja X uma superficie parametrizada dada por X (u,v) = (N(u,v),u) e tal que

(Xu, Xy) = 0. Sejam ey e ey definidos por:

. N, N,
i) elzﬁ e ey = \Nu| , se |Ny| # 0.
v u
N,
it) elzﬁ e ey =1iey , se [Ny| =0.
v
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Se X ¢é uma imersio definida por (2.11), onde 1, 2, ¢ : U — R € uma solug¢do do sistema

(2.10), tal que A = ’y% + 722 nunca se anula, entao os campos definidos por (2.3) sao dados por

- 2
€T = e — %(%61 + Y2e2)
5 (2.15)
~ Y2
€2 = ex— 7(7161 + 12€2)

Além disso, os coeficientes g;; da primeira forma fundamental de X sao dados por:

- 4T T
gi1 = g11 + b (&_’Nu‘)'

A A
~ 4Ty (Wl
g2 =92+ — | N |
e
g12 =0,
onde g;; sao os coeficientes da primeira forma fundamental de X, 11 = %% €Ty = %2‘;‘.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.2.1, X é uma transformada de Ribaucour horizontal de X e pelo

Lema 2.1.1, temos é; = e; — 2a;§, onde aq, ag e § estdo relacionadas com ~; e ¢ por (2.9). Assim

2

€1 =€ — 2 =e1 — 2041(0[161 + 04262) =e1 — Q

2
(%61 + %62) =e — % (m1e1 +2e2) .

Da mesma maneira mostra-se para és e as equagoes (2.15) sao satisfeitas. Para obter as expressoes

de g;j, ¢ conveniente introduzir

N = vyie1 + 12e2

e calcular N, e N,.

Ny = 71u€1 + Me1u + 12u€2 + V2€24-
Mostraremos o célculo apenas para o caso i), o caso i) ¢ obtido de maneira similar. Usando o
fato que ey e eg sao ortonormais, temos
1y = (€1u; €2)€2 € €2y = (€2u, €1)€1 = — (€14, €2)€1.
Usando o sistema (2.10), segue que

Ny = v2(e1u, €2)e1 + 71 (€1u, €2)€2 + Y2ue2 — y2(€1u, €2)€1.

Portanto

Ny = (y2u + 711(€10, €2))e€2.

Analogamente mostra-se

Ny = (710 + 12(e20, €1))e1.
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Como A = 'y% + 722, e novamente usando o sistema (2.10), temos que

14,

T2 = 5% = You + Y1{€10, €2)
1A4,
T = 3y Yiv + Y2(€20, €1).

Assim N, e N, podem ser reescritas da seguinte maneira:
N uw — T2€9

NU = Ti1€1.

Estamos agora em condigoes de calcular ]Vu e Nv. Usando a definicao de N e A temos que

~ 2@7
N=N-—/N.
A

Derivando a igualdade acima em relacdao a u obtemos,

N, o, 2eud - Aui)z)(%m +72e2) 290;'1262‘

Observe que N, = |Nylea, ¢u = |Nu|v2, Ay = 27272 e usando (2.15) a igualdade anterior fica

assim:
~ 2(|Nu”}/2A — 27’272(,0)(52 — CQ)A 2g07'262
N, = |N, _
u = [Nufea + 2477, A
isto é,
~ 2T -
Nu = <’Nu’ — j¢> €9,

pois os coeficientes de es se anulam. Analogamente

~ 2T ~
Nv = <|Nv’ - 1;@) €1.

Portanto, os coeficientes g;; tem as seguintes expressoes,

+1

21500\ ? o doma|Nu| | 4973
1=|N,|> -
A ) * [N A A

511 = <Xua)zu> = |Nu’2 t1l= (‘NU| -

ou seja,

- 4019 (gprg
gi1 = g11 + A ) N

Analogamente,

- 4o11 [ 0T1
= — —|N, )
g2=g2+— ( l | Ny |
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g12 =0

pois €1 e €y sao ortonormais.

O

Teorema 2.2.3. Seja X : U C R? — R3 uma imersao minima conforme na forma X (u,v) =
(N (u,v),u). Se X :U C R? = R> ¢ uma imersio dada por (2.11), onde

. N, N, . N, _ N,
i) e1 = , 9= — € = —— eéy = —— se |N,| #0.
N, N,
i) e] = ﬁ ey =ieq, 61 = ﬁ e &3 = ié; se [N,| =0,
v v

e as fungoes ¢, w e y1 e Y2 sao solugoes do sistema (2.12) tais que
2 2 _ 2 2
Y1+ =mw” —¢)
onde m # 0 € uma constante real, entdo X é uma imersao minima conforme.

Demonstrac¢io. Novamente mostraremos apenas o primeiro caso. Como g3 = 0 resta mostrar

que g11 = ga22. Note que

. - 4 T2 72
gi11 — g22 = g11 — 922 + ZSD (i{p — | Ny|m2 — 17('0 + INu!ﬁ)
4 72 _ 12
=911 — 922+ ZSO (@(2Al) + \Nv|7'1 - ’Nu\ﬁ) .

Desde que X é conforme, temos que g11 — goo = 0. Logo a condigao para X ser minima é

o(13 — 11)

1 + |Ny|m1 — |Ny|m2 = 0.

Para provar essa igualdade vamos utilizar o sistema (2.13). Desde que
A= 97 +9F = m(w® - 9?),
segue que

AU = 2m<wwv - (PQDU) = 2m(w'71|Nu’ - 90'71|Nv’) = 2m71(w|Nu’ - QO‘N’UD

Ay = 2m(wwy — ©oy) = 2m(wye|Ny| — 72| Nu|) = 2mry2(w|Ny| — ¢ Nu|).

Por definicao
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1A, 1A,
T = €Ty = -—,
27 2y
logo as igualdades acima podem ser reescritas da seguinte maneira:
71 = m(w[Nu| — @[ Ny|) € 72 = m(w|Ny| — o[ Nul).
Note que
1+ 72 = m(w — @) (| Nu| + [Ny])
e
1 — T2 = m(w + @) (| Nu| = [Ny]).
Assim 2 2 2 2 2 2
of_emiR = AN = INuf)
A m(w? — ¢?)
por outro lado,
| Nulre = |Nolm1i = m| Nu| (@] No| = @|Nu|) = m|No|(W]| Nu| = oI No|) = mp(INo|? = [No[*)) = mep,
portanto a condicao é satisfeita. O



Capitulo

3

Transformacoes de Ribaucour

Horizontais em M? x R e Superficies

Minimas

Neste capitulo trataremos das transformacoes de Ribaucour horizontais para espagos produto
M? x R, onde M? pode ser a esfera S? com a métrica candnica ou o plano hipérbolico H?. Para
unificar a apresentacido destes casos, introduziremos a notacio M2(e), tal que ¢ = +1, com
M2(—1) = H? e M?(1) = 2.

O resultado principal deste capitulo é a determinacao de sistemas integraveis cujas solucoes
permitem comegar com uma imersdo minima em M2(g) x R e obter novas imersdes minimas.
Como os argumentos e a ordem de apresentagdo dos resultados expostos sdo similares as do
capitulo anterior, iremos abreviar algumas das nossas consideragoes para nao tornar este trabalho

excessivamente extenso.

3.1 Transformacao de Ribaucour Horizontal e o Sistema de Equa-

coes Associado

Comegamos com uma definicao.

Definicao 3.1.1. i) Uma congruéncia de circulos horizontais a 2-pardmetros em M2(g) x R
€ uma familia a 2-pardmetros de circulos geodésicos contidos em se¢oes horizontais de
M2 (e) x R, tal que o conjunto de centros dos circulos é uma superficie de M2(g) x R com

fung¢ao raio (dos circulos geodésicos) diferencidvel e positiva.

i) Uma envoltdria de uma congruéncia circulos a 2-parametros é uma superficie ¥ C M2 (e) x
R, tal que em cada ponto p € X a superficie ¥ € tangente a um circulo da congruéncia de

circulos horizontais.
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iii) Dizemos que duas superficies ¥ e ¥ de M?(e) x R estdo associadas por uma congruéncia
de circulos horizontais se existe um difeomorfismo L : ¥ — ¥ tal que em pontos correspon-
dentes p e L(p) as superficies sao tangentes ao mesmo circulo da congruéncia de circulos

horizontais.

Como no capitulo anterior, vamos considerar superficies orientaveis Y imersas em M2(5) x R
transversais & folheagao por se¢oes horizontais. Denotaremos por e; um campo unitario tangente
as curvas de nivel (i.e. se¢oes horizontais) de X. Definimos es = (0, 0,0, 1) e denotamos por Jey

a rotagao positiva por um angulo § do campo e no fibrado tangente de X.

Definigao 3.1.2. Seja ¥ uma superficie imersa em M2(g) xR e transversal a folheagdo por se¢oes
horizontais. Uma superficie S estd associada a X por uma transformagio de Ribaucour horizontal
com respeito a ey e Jey se existe uma fungao diferencidvel positiva ¢ : 3 — R, um difeomorfismo
L:% — ¥ e campos de vetores normais unitdrios n e 7 das curvas ¥y = % N {M2(e) x (t)} e
S =30 {M?(g) x (t)} respectivamente, tais que:

i) exp,(@(p)n(p)) = expr ) (¢(p)i(p)), ¥V p € X, onde exp € a aplicagdo exponencial de M2 (e) x
R.

ii) O subconjunto exp,(¢(p)n(p)), ¥V p € X, € uma superficie M?(e) x R.
iii) L preserva curvas de nivel e dL(e;) e dL(Jey) sio campos ortogonais de .

Observagao 3.1.1. Considerando M?(g) x R como H? x R C L* ¢ S x R C R?* ¢ utilizando as
conhecidas expressoes para as geodésicas de H? e S%, por conveniéncia reescreveremos a condi¢do

(1) acima da sequinte maneira.
p+ h(p)n(p) = h(p)n(L(p)) p €%,
onde

tanh(¢p(p)), ¢: ¥ - R see=—1
tan(¢(p)), ¢: L — (0,%) see=1

Também serd conveniente utilizar a sequinte notacao

senh(x), see=—1
se(x) =

sen(zx), see=1

cosh(x), see= -1
ce(w) =

cos(z), see=1
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tanh(x), see= -1

tan(x), see=1

Para que possamos direcionar nossa atencao aos aspectos geométricos e nao entrar em ex-
cessivas complicaces técnicas, consideremos para cada p € X, que p — p nao seja ortogonal &
reta tangente a secao horizontal de ¥ por p. Com isso garantimos a existéncia dos campos da

seguinte defini¢ao.

Definicao 3.1.3. Uma transformacao de Ribaucour horizontal de 3 é nao degenerada se o0s
campos de vetores horizontais unitdrios ey, es, €1, €2, com 0s respectivos pares sendo ortogonais,

e fungoes positivas Ry e Ra satisfazem

Vp € X, exp,(Ri(p)ei(p)) = expr,) (Ri(p)éi(p)), i = 1,2,

onde p = L(p).

Lema 3.1.1. Seja & uma superficie associada & superficie ¥ por uma transformacio de Ribau-
cour horizontal nao degenerada em M2(5) xR. Se & =are; +ages, || =1 é um campo unitdrio

horizontal e T € uma funcao definida em X tais que

p= C&(T)p + SE(T)&

entao

ts(Ri) = ta(gg)
éi=¢e —a;[§(1+c.(T)) —eNs(T)]. (3.1)

Demonstra¢do. Para uma secao horizontal definida por ¢t € R, definimos NV e N tais quep = (N, t)

e p = (N,t). Por hipotese, temos
N +t.(R;)e; = N +t.(R;)é;.
Logo,

&i=e + N-N),i=1,2 3.2
M&% ) (3.2)

Agora considerando £ e T' dados por hipotese tal que

N = c.(T)N + s.(T), (3.3)
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podemos reecrever (3.3) como

N=N+(E-dt (g) | (3.4)

onde & = eNs.(T) — £c.(T). Agora substituindo (3.4) em (3.2), temos que

= (-6 () £ ().

ou seja

& =e;—te <€) t-V(R) (E(1 4 ¢o(T)) — eNs(T)). (3.5)

Desde que €; ¢ unitario, || =1 e (&, e;) = a; deduzimos da igualdade anterior que
1 = (&,6)

= 1o () e (R @l ) + 2 () (620 () (14 D) 4 252(T)

= 12 () e (R (st + D)+ 222 (5 ) 022 (R) (0 + )

Fazendo os devidos cancelamentos, podemos concluir que

T
o = ts (2> tg_l (RZ) s

e substituindo em (3.5) temos que
& =e; — a;(§(1+ c(T)) —eNs(T)).

O

Lema 3.1.2. Sejam X e X associadas por wma transformacio de Ribaucour nio degenerada em

M?(g) x R e com representagdo local candnica tais que

Ny Ny

=——,e=——, se N, #0.
AR AL

€1

Entao as fungoes T, a1 e ag introduzidas no Lema 3.1.1 sdo solugdes do sequinte sistema de

equagoes:
T, = 2(w1t€(%)—a2|NuDCE(%)
T, = 2wate(%) — | No|)cE(E) (3.6)
aly = oqwi — as(er, ezy)

agy = ows — agles, ery)
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onde wi e we sao dadas por
oy +aser, ey)
w1 = )
a1

gy tag{es, )
Wy = o .

Demonstracio. Como X e 3 estdo associadas por uma transformacio de Ribaucour horizontal,
a condicao (7ii) da definigdo implica nas seguintes igualdades:
i) (61, Nu) =0

ii) (ég, N,) =0,

onde é; sdo como no Lema 3.1.1. Segue de (i) e da derivada de (3.4) em relac@o u, que:
_ ~ T =Ty _ofT
@50 = (- a6+ elD) - eNs (D] Nt (6 - Gt (5 ) + 6~ HFe? ()

onde £ = eNs(T) — &ce(T). Fazendo a distribui¢ao desse produto, temos que

@) = e+ () et - b + e (3 ) (6 - fend)

—an(L+ (T N + an (1 D) (5 ) (6.6

(ke e (3) ot e R (5) €6

reas (Tt (3 ) (V.6 = (.60) + can FoDe? (35 ) (€)= (3,

Seguindo a ordem, vamos analisar os produtos internos. Note que

<€17 Nu> = 07 <€17§u> = Qiy + 042<€1, 62u>7 <elagu> = _CE(T)(alu + a2<617 62u>) + €a1TuSE(T)7
<€17§> = o, <€17§~> = _alc€(T)7 <€7Nu> = QQ‘NU|7 <§75u> = Esa(T)(a2|Nu’ + Tu)?
<§7€> = _Cé(T)ﬂ <N7 §u> - _QQ‘NU|7 (Na gu) = Cg(T)(Tu + O@’Nu‘)? <N7 £> =0, <N7 g> = SE(T)'

Substituindo essas igualdades em cada respectivo parénteses, temos

<él, Nu> = . <§> (Oélu + a2<61, €2u> + CE(T)(Oqu + 042<61, 62u>) — EOunSE(T))

il (2) (0 + a1ex(T)) — o (1 + ex(T)) (| N

T

tean(L+ ce(T))te (Z) se(T) (0| Nu| + Tu) — on (1 + cE(T))%c;2 (2>

—an(1+ cE(T))%c;2 <§> ¢(T) + eanse(T)te (g) (—as| Nu| = e=(T)(To + s Nu )
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Colocando os termos comum em evidéncia, segue

<é1, Nu> = 1 (Z) ((Oélu + 052<61, 62u>)(1 + CE(T)) — EOtlTuss(T))

T, T

ton e (2> (1+ e(T)) = anaa| N (1 + (1))
T

+earan|Ny|ts <2

| N

) 5o(T)(1 + e.T) + eanTite ( ) 5:T(1 + o(T))
cage? () aren - a3 ) el )
~eamaalNilte (5 ) 511+ eT) - s s (5 )
—eal%sg(T)c;Q (g) .

Agora fazendo os devidos cancelamentos, temos

(61, Ny) = t. (g) (14 c(T))(a1y + az(er, e2y)) — aran(1 + co(T))| Ny |

~arge? () D) + &) + )

Segue dai que

a1y + az(er, eay) _ 20| Ny | + Tucs_2 (g)
m 20 (3)

De maneira anéloga, analisando a equagao a (ii) temos que,

g + o1 (e, e10) 201Ny | + Tye? ()
e %3 2t (%)

Definindo as igualdades acima como w; e wy respectivamente, concluimos que as equagoes (3.6)
sao satisfeitas.
O

No proximo Lema, introduziremos uma nova funcdo local que serda fundamental em nosso
sistema de equagoes associado a uma transformagao de Ribaucour horizontal nao degenerada em

termos de wy e ws.
Lema 3.1.3. Nas condi¢des do Lema anterior, a 1-forma local dada por widu + wadv € fechada.

Demonstracao. Como T é diferenciavel, Ty, = T,,. Notemos que essa igualdade equivale a
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W1y = Way. De fato, para pontos em que N, # 0, segue que

(Ty)u = 2Ty 1| Ny|se (Z) Ce (Z) + 2wo T2 ( ) — 2001y | Ny |2 <§>
—20a1|Nyluc? < > + 2wy 8¢ ( > () —wa Ty,
(Ty)y = 2Ty |Ny|ag se (Z) Ce (Z) + 2w TycZ ( ) — 209 | Ny |2 (Z)
—2005| Ny |2 ( ) + 2148 <§> < > w1 Ty

(Ty)y = €Ty |Ny|se(T) + woTyce(T) — iy Nyle(T)
— 14| No| — 1| Nyluce(T) — a1 Ny|u + w2use(T)
(Tw)y = eTyaz|Ny|se(T) + wiTyce (T) — agy|Nylce(T)
—gy | Ny| — | Ny|vee(T) — aa| Nuly + wivse(T).

Sl

Combinando,

Utilizando o sistema (3.6)

(Ty)u — (Tu)y = eTyas|Nylse(T) + waTyce(T) — aru|Ny|ee(T) — aru|No| — a1 | Ny|uee(T)
—a1|Nylu + wause (T) — eTyag|Nylse(T) — wiTye-(T) + agy|Nylce(T)
+a2v’Nu| + a2|Nu|vcs(T) + 052’Nu|v - less(T)-

Usando os fatos que

_ | Ny |u - | Nu o
Qy = Qw2 + o e 0y = Wi + 0 )
e fazendo os devidos cancelamentos, concluimos que
(Tu)v = (Tv)u
se e somente se T
<w2u wlv)ss <2> =0
se e somente se
Wiy = W2y-
O caso que N, = 0 segue similar ao caso R>, O

Pelo Lema anterior e o Lema de Poincaré, definimos localmente uma funcao positiva 2 tal

que

W], = —

Wy = —

Q
sglv (3.7)
9
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Utilizando €2 e o sistema (3.7), reescrevemos o sistema (3.6) da seguinte maneira:

(o2, - i

(o () - .
(1) = —ae1, e2n)
(a2€)y = —a19Q(ez,e1y)

Como fizemos no capitulo anterior, definimos novas fungoes ~; e ¢ por

T
o =—QOt. <2> , i =, i =1,2. (3.9)

Note que, como [£| = 1, temos que

0% =7 +13.

Substituindo estas novas fungoes em (3.8), temos o seguinte sistema:

Yu = |[Nu|y2
= |N,
P [Nl (3.10)
Yiu = 72(611“ €2>
Yo = M <€2v, €1>

O préximo Teorema nos permite comegar com superficies parametrizadas e obter transfor-
madas de Ribaucour horizontais a partir de solugoes de um sistema de equagoes diferenciais.
Ressaltamos que o seguinte Teorema, a superficie inicial ndo tem nem planos tangentes horizon-

tais nem verticais, porém é valido para superficie cujo plano tangente sempre é vertical.

Teorema 3.1.1. Seja X : U C R? — M?(¢) x R wma superficie parametrizada dada por

N,
X(u,v) = (N(u,v),u) tal que (Xy,Xy) = 0 e N, # 0. Sejam ey = ‘N—v| e ey = ‘N—u|, e
v u
Y1, 2, ¢ : U = R uma solugao do sistema (3.10). Entao, se a aplicag¢ao
2 2 2
- + 75 —¢ 2
ot ey i S (y1e1 +2€2) (3.11)

) 2 2 T 2 2
M te ey 7t e ey
€ uma imersao, as imagens de X e X estdo associadas por uma transformacdo de Ribaucour

horizontal.

Demonstracio. Como em R3, fazendo o caminho inverso dos calculos dos Lemas anteriores,
vamos verificar que X é uma parametrizacao ortogonal e que X e X sao tangentes a uma

congruéncia de circulos a 2 parametros. Definimos
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0?2 —€<p2
T =———">=
CE( ) Q2+5§02
2¢82
T)=——""
(D) =g (3.12)
a; = %z ~1,2
§ = ajer + ages.

Assim,
N = c.(T)N + s:(T)¢
e teremos
Ny = —eTyse(T)N + ¢o(T)Ny + Tyee(T)E 4 5:(T)Eu,
N, = —eTys.(T)N + co(T)N, 4 Tyco(T)E + s¢(T)E,.
Portanto

(Nu, Ny) = eT,Tys2(T) — eTus2(T)N, &) + Ty (T)(Nu, ) + co(T) s (T) (Nu, &)
+ Tucg(T)<§a Ny) + TuTng(T) - 5Tv33(T) (€uy N) + 8e(T)ce(T) (§us Nu)
+ s2(T)(Eu, &)

Como por hipotese, as fungoes 71, 72 € ¢ constituem uma solugado do sistema (3.10), as fungoes

a1, ag e T satisfazem (3.6). Juntamente utilizando as equagoes (3.12), temos

(Nu, No) = TuTo + Tu| Nolag + Ty Ny|ag + co(T)se(T) (| Ny|oows + | Ny|agwr)
+52(T)(—wiw2 + arag| Nu[|Ny|)
= wiwes(T) — w1 |Ny|se(T) — wio | Ny|se(T)ee(T) — waa| Ny|se(T)
—waa| Ny|ee (T)s:(T) + araz|Ny||No|(1 + co(T))? + arwi | Ny|s:(T)
—a10g|Ny|[No|(1 + co(T)) + waaa|Nyse(T) — araa|Ny|[Ny|(1 + = (T))
Fwaa| Ny|se(T)ee(T) + wion | Ny|se(T)ee(T) — wiwas?(T)
+aras|Ny|[Ny|s2(T) = 0.

Os centros dos circulos da congruéncia de circulos sdo dado por
C = CE(RQ)N + Sa(Rg)eg.

Para mostrar que as se¢oes horizontais de X e X sao envoltérias desta congruéncia de circulos
é preciso calcular a velocidade da geodésica partindo de C' e chegando em N e N. Dessa maneira,

temos que verificar que (N,,ez) = 0 e (—eg — t-'(R2)N,N,) = 0. A primeira igualdade &
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imediata, a segunda é obtida notando que (Lema 3.1.1)

_ 4 (T
ts 1(R2) = 012156 1 <2> .

Assim
(—eg —t-Y(Ro)N,N,) = auT,s.(T)t:! (g) — agse (Tt ! (Z) (€vs N)
—Tyee(T)ae — s-(T)(e2, &)

Usando o fato que s.(T)t;! ($) = c.(T) + 1, (&, N) = —|Ny|az e (e2,&) = asws temos que
(—eq — t;l(Rg)N, Nv> = Tyag + |Ny|lajas(cos(T) + 1) — sc(Twaaa).
Por fim, substituindo T}, por sua expressao de (3.6), concluimos que

<—62 - t;l(Rg)N, Nv> = 0.

3.2 Transformagoes de Ribaucour horizontais entre Superficies Mi-

nimas em M?(¢) x R

Nesta se¢ao apresentaremos um resultado que fornece condigoes suficientes para que a trans-
formacao de Ribaucour horizontal de uma superficie minima seja também uma superficie minima.

De maneira anédloga ao que vimos no capitulo anterior, partindo de uma superficie minima
com uma parametrizagdo conforme na forma (2.1), chegaremos a um sistema integravel, no
sentido de Frobenius, cujas solugoes genericamente fornecem transformagoes de Ribaucour hori-
zontais entre superficies minimas.

Iniciamos nossa discussao com a seguinte proposicao.

Proposigao 3.2.1. Seja X : U — M2(e) x R uma imersio minima e conforme na forma

X(u,v) = (N(u,v),u) e assuma que

) N,
i) elzﬁ eezzﬁseﬂ\fuhﬁ().
v u

ii) ep = ﬁ e eg =iey se [N,|=0.
v

Seja o a 1-forma tal que 0 = 2| Ny|du + 71| Ny|dv onde 7; sao fungoes reais satisfazendo (3.10).
Entao do = 0.

Demonstracao. A demostracao é semelhante & demonstracao da Proposicao 2.2.1. O
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A Proposicao anterior e o Lema de Poincaré garantem a existéncia de uma funcio w, definida
em um dominio simplesmente conexo, tal que o = dw, isto &, w, = Y2|Ny| e wy = 71| Ny|. Isso

naturalmente nos leva a considerar o seguinte sistema:

ou = [Nu|l72

o = [No|m
= €1y, €

Yu Y2 (€1u; €2) (3.13)

T2u = 71(62u,€1>

Wy = 72|Nv‘

Wy = ’Yl’NU‘

- N, ) N
Observacao 3.2.1. No caso em que e; = A e eg =iey se |Ny| =0, as fungoes py, Y1u € Wy

v

do sistema anterior sao nulas.

As solugdes do sistema (3.13) tais que

Vi + 7+ ep® = m(w?® — ¢?),

onde m é uma constante nao nula, podem ser associadas a transformacoes de Ribaucour hori-

zontais entre superficies minimas.

Teorema 3.2.1. Seja X : U C R? — M(e) x R uma imersio minima conforme na forma

X (u,v) = (N(u,v),u) tal que e; = N o er = D e [Nu| # 0. Entdo o sistema
| N, | | Nu|

' Pu = |Nu|'Y2
o = |NoIm
Yiu = 7201
Yoo = b2 (3.14)
wy = 72| Ny
wy = 71Ny
Vv = m(w|[Nu| = @|Ny|) = 7202 — ep| Ny|
You = M(W|Ny| = @|Ny|) = 7101 — ep| Ny

onde 01 = (e1y, e2) € 0o := (€9, e1), € integravel.

Demonstragio. As derivadas trocadas de ¢ e w sdo similares as contas em R3. Usando o sistema
(3.13) e lembrando que 71 = m(w|Ny| — ¢|Ny|), 72 = m(w|Ny| — @|Nu|), 01 = {(e1u,€2), 62 =
(e2v,€1), Tiy, = Tob2, | Nyl = 02| Ny| vamos verificar as derivadas trocadas de v1 e 2. Note que

por um lado

(Y1u)y = (1201), = Y2001 + 12010 = 1160201 + 1201,.
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Por outro lado,

(V10)y = (11— 7202 — €@ Nyl),
= Tlu _'72u02 _7292u _Ecpu’Nv| _590|Nv|u
= 710102 — Y202y — 72| Ny||Ny|.

Logo,
(Mu)y = (V10)y, = 72 (O10 + O2u — [ Nu|[No]) -

Portanto, pelo Lema 1.1.1,
(Vlu)v - (’Ylv)u =0.

Raciocinio andlogo mostra que Y2uy = Y2uu- O

No caso das superficies minimas com planos tangentes sempre verticais, s6 temos planos
verticais, isto ¢, um produto de uma geodésica de M?(¢) com R. Esse caso especial nos leva a

considerar o Teorema abaixo.

Teorema 3.2.2. O sistema

ou = 0

Yo = M

Yuw =

Tw =0 (3.15)
Wy = 72

wy = 0

T = —(m+e)p

You = MW

€ integrdvel.

Demonstracao. Basta observar que e, = e, = 01 = 0 pois N, = 0 e 65 = 0 pois a superficie é

minima. O

Para mostrar que as solugdes do sistema (3.13) associadas a uma imersao minima X com a
condigao adicional v3 + 73 + ep? = m(w? — p?), m # 0, geram, via (3.11) uma nova imersio

minima X, iremos obter uma expressao para os coeficientes da métrica de X.

Lema 3.2.1. Seja X wma superficie parametrizada dada por X(u,v) = (N(u,v),u) tal que
(Xu, Xy) = 0. Sejam ey e ey definidos por:

) Ny Ny,
i) 61:—|N| 662:‘N|
v u

, se |Ny| #0.
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N,

v .
— = Nyl =0.
| e ey =iey , se |Ny|

ZZ) €] =
Se X ¢é uma imersio definida por (3.10), onde 1, Y2, ¢ : U — R € uma solug¢do do sistema
(3.14), tal que A = v} +~3 + ep? nunca se anula, entdo os campos definidos por (3.1) sio dados
por

~ i

e = € I (m1e1 + Y2e2 + epN) (3.16)

Além disso, os coeficientes §;; da primeira forma fundamental de X sao dados por:

~ 4Ty (PTY
gi1 = g11 + 1 (W — ]Nu|) .

- 4T T
g22 = g22 + e (Q - ’Nv\)

A \Q2
e
g12 =0,
onde g;; sao os coeficientes da primeira forma fundamental de X, 11 = %% €Ty = %%

Demonstracao. Pelo Teorema 3.1.1, X é uma transformada de Ribaucour horizontal de X e pelo
Lema 3.1.1 temos que é; = e; — a; [(1 + c-(T")) — eNs.(T')], onde a, s e £ estao relacionadas
com v; e o por (3.9). Assim, como fizemos em R?, usando as definigoes de aq, as e & podemos

escrever os vetores €j e e3 como (3.16). Além disso, podemos reescrever (3.11) como

~ 2
N =N — Xgp(fylel + y2e2 + epN).

Vamos tentar relacionar as métricas g;; com g;; e as fungoes 1, 72 e . Faremos o calculo

apenas para o caso (i), pois o caso (i7) é similar. Para isso é conveniente introduzir

N =me1 +7ie2 +epN
e calcular N, e N,. Seja

Ny = Y1ue1 + Y1€1u + Y2ue2 + Y2620 + QuN + €Ny

Entao, pelo o sistema (3.10), temos,

Ny = y2(e1u, €2)e1 + Y1{e1u, e2)e2 + Yauea + y2(—(€1u, €2)e1 — €| Ny|N) + €| Ny| 2N + £¢| Ny ez

Portanto

Ny = (’YQU + ’Yl<€11u €2> + EW‘NuDeQ-

Analogamente

N, = (PYIU +’Y2<62U761> + 590‘Nv’>61-
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Seja A =~% + 73 + e¢? e novamente usando o sistema (3.10) temos que

_ 1A 2(nium + 72072 + E0u®)
2 v 279

T = You + V1(€1u, €2) + €| Ny |

14 2(v1oy1 + Youy2 + €
LA 2(mem vz HEQp) V1o -+ Y2 {0, €1) + 0| No|.
27 2m

1

Assim N, e N, podem ser reescritas da seguinte maneira:

N, = me

N, = mes.
Estamos agora em condigoes de calcular Nu e Nv. Usando a definicio de N e A temos que

~ 2g07
N=N-—/—N.
A

Derivando a igualdade anterior em relagao a u obtemos,

Nu N, - 2(puA — Au<;04)2(’7161 + Vzez)ﬁ _ 2@17;1262.

Como N, = |Nyle2, pu = |Nu|y2, Ay = 27272 e usando (3.16) a igualdade anterior pode ser

reescrita como:

2(|Nu|v2A — 2m7200) (€2 — e2)A  2pmoe0
2427, A

Nu = |Nu‘62 +

Observe que os coeficiente de ey se anulam, assim

Analogamente

Portanto, os coeficientes g;; tem as seguintes expressoes:

2790 4p7o|Ny| | 4?73

G = (KX = NP+ 1= (N = 222 1= NP - 22 "7
= g+ EEE2 Ny,
Da mesma maneira,
dpm

~ ©T1
= _— v
g22 = g22 + A ( A |No)
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g12=20
pois €1 e €y sao ortonormais. O

Teorema 3.2.3. Seja X : U C R? — M?(e) x R wma imersio minima conforme na forma
X (u,v) = (N(u,v),u). Se X : U C R? = M?(¢) x R € uma imersio dada por (3.11), onde

. N, N, . N, _ N,
yer=ivp = =—<-eé=—_se|NJ#O0.
[N, [N [N, N
N, N,
i) e1 = W ey =iey, 61 = ‘—” e €3 = ié1 se |[Ny| =0,
v v

e as fungoes ¢, w e y1 e Y2 sao solugoes do sistema (3.13) tais que
7+ 7 e’ =mw? - ¢?),

onde m # 0 € uma constante real, entao X é uma imersao minima conforme.

Demonstra¢do. Novamente mostraremos apenas o primeiro caso. Como g1o2 = 0 resta mostrar

que g11 = go22. Note que

- - 4 72 72
gi1 — g2 = 911—922%—% (ff— |Nu|7_2_i4(p+|Nv|Tl)
4 T2 _ 12
= g11— g2+ ZSD (W + \Nv’ﬁ - ’Nu\ﬁ) .

Desde que X é conforme, temos que g11 — goo = 0. Logo a condigdo para X ser minima é

o(13 — 11)

1 + | Ny|11 — | Ny|m2 = 0.

Para provar essa igualdade vamos utilizar o sistema (3.13). Desde de que
A=77+75 +ep® =m(w® — ¢?),
segue que
Ay = 2m(wwy — ppy) = 2m(wyi[Nu| = ¢m|No|) = 2my1 (W[ Nu| = @[ No|)

Ay = 2m(wwy, — ppu) = 2m(wy2|Ny| — 72| Nu|) = 2mrye(w|Ny| — @[ Nu|).
Por definicao
1A, _ 1A,
leiquQ—EW,

logo podem ser reescritos da seguinte maneira:
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71 = m(W[Nu| = ¢[No|) e 79 = m(w|Ny| = @[ Nul).

Note que

T4 72 = m(w — @)(|Nu| + [Ny])
e

T — T2 = m(w + @) (| Nu| = [Ny]).
Assim

Tt emP(w? — ?) (N2 — [Nuf?)

A v m(w? — ¢?) - me

Por outro lado,
| Nul2 = [No|71 = m| Nu| (@ No| = @[ Nu|) = m[No| (0| Nu| = ¢[Nu|) = mp(|No[* = [Nu|?) = mep,

logo a condicao é satisfeita. O



Capitulo

4

Permutabilidade

Neste capitulo estabeleceremos um resultado analogo ao classico Teorema de permutabilidade
de Bianchi para transformagoes de Ribaucour . Embora provavelmente seja possivel estabelecer
um teorema geral de permutabilidade envolvendo as transformagdes de Ribaucour horizontais,
iremos nos limitar ao caso em que as transformacoes envolvem exclusivamente superficies mini-
mas.

A situacdo geomeétrica que iremos abordar é basicamente a seguinte. Dada uma imersao
minima conforme com representagio local canonica em R3 ou M?(e) x R, consideramos duas
transformadas de Ribaucour horizontais de X obtidas a partir dos Teoremas 2.2.3 e 3.2.3, X e
X , escolhendo, respectivamente, constantes distintas mi e mo. Mostraremos que é possivel obter
uma imersao minima )*( , que é, simultaneamente, uma transformada de Ribaucour horizontal de

X, para a constante mi, e de X, para a constante mo.
’ 1, ; 2
*
Um dos aspectos interessantes do caso especial das supeficies minimas, é que a imersao X
pode ser obtida a partir das solugoes dos sistemas (2.13) e (3.14) que geram X e X de maneira
puramente algébrica, sem a necessidade de resolver equacoes diferenciais.
Para que os célculos fiquem mais claros, decidimos tratar primeiramente o caso em que o

espaco ambiente é R3 e, posteriormente, o caso em que o espago ambiente é Mz(e) x R.

4.1 Permutabilidade Envolvendo Superficies Minimas em R3

Sejam X, X e X imersdes minimas em R3 tais que X e X estejam associadas a X por uma
transformagao de Ribaucour horizontal via o Teorema 2.2.3. Sejam 71, 42, @ e @, respectivamente,
1, Y2, W e ¢ as solugbes do sistema (2.12) associadas a X e X, com respectivas constantes m;
€ mao.

~ * . .

O nosso objetivo é definir uma imersao X que seja, simultaneamente, uma transformada de

Ribaucour horizontal de X, para a constante mq, e de X, para a constante ms. Com o auxilio da

ilustragao seguinte, faremos isso usando como inspiragao a demonstracao de Bianchi do Teorema



4.1 Permutabilidade Envolvendo Superficies Minimas em R3 44

da permutabilidade para transformagoes de Ribaucour envolvendo superficies minimas.
*

Vamos supor que X seja uma imersio que ¢ a transformada de Ribaucour horizontal de X
para m = mg. Entao, denotando a solugao do sistema (2.12) associada a esta transformagao por

* * *x % . . ~ . . .
(71,79, w, @), iremos supor que existe uma fungao incognita I' tal que

* * *

* ~ ~ ~ o~ ~ ~ ~ A
(Y1, Y2, w, @) =T (A1, Y2, =@, @) + (51, H2, —@, ). (4.1)

O Lema abaixo mostra que podemos determinar I" explicitamente e também as suas derivadas

de primeira ordem.

Figura 4.1: Permutabilidade da Transformacao de Ribaucour Horizontal.

~ A *
Lema 4.1.1. Sejam X, X, X e X imersoes minimas com representacdo local canonica em R3.

Suponha que X e X estejam associadas por uma transformacdo de Ribaucour horizontal via o
Teorema (2.2.3) e que (1,72, @, @) € solu¢do do sistema (2.12) para m = my, e que X e X
estejam associadas por uma transformagao de Ribaucour horizontal via o Teorema (2.2.3) e que
(41, 42,0, @) € solugio do sistema (2.12) para m = my. Se (X e )?') estao associadas por uma

transformacao de Ribaucour horizontal via (:;1,’?2,51, QZ) satisfazendo

£2 %2 +2 k2
'h+72=mz<w w)- (42)

tal que

* * *

* ~ ~ ~ ~ ~ ~ A A
(717727(‘)7 80) - F(’yla’YQv —Ww, ‘P) + (717’)/27 —Ww, ()0)7
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onde I' é uma funcdo que nao se anula, entdo

mi1 — my @2 - (,52 ’
Além disso,
27y . R
Ty === (72 +32)
e
Tl v~ | 2
r, = —7,.1(11")/1 —‘r’yl)
onde A = my(&? — @?).
Demonstracao. De fato, por hipotese temos
75 = ma (@ = ¢7) (vesp. 47 + 45 = ma (&% — %)) . (4.4)
Utilizando (4.4) e (4.1) temos
2 2
Yitd2 = Cn+5) + (D2 +42)* = T°57 + 20924 + 47 + I%45 + 20904,

= T2(3] +43) + 2T (i + Aod2) + (% +43)
= D*mi(@® — ¢%) + 2T (71h1 + F2¥2) + ma(@® — ¢%).
Por outro lado,

ma(@ =) = ma[(-Td — @)% — (T@ + ¢)?]

= my [I%0% + 2TQ0 + & — T?@% — 2gp — 7]
= ma [T%(@* - ¢%) + 20 (@0 — ¢p) + &% — ¢?] .
Portanto (4.2) é equivalente a
P2my (@ = ¢%) + 200G + od2) + ma(@? — %) = ma [T*(&* — &7) + 20 (@0 — 9) + (©* — 7)) .
Resolvendo a equacao acima para I' obtemos
2 ma (@0 — $P) — (111 + F292)

I'= — —
mi — mo @2 — P2

Para as derivadas parciais de I' é conveniente escrever

= f’j (4.5)
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onde
- 2m1
- mi1 — My
e
¢ =ma(0w — $P) — (1191 + F2792)-
Assim,
P i i P pCAy
F'u, == = ’U,A - Au = —= — = .
L (Gud — ¢y = 2 - 2

Pela defini¢do de I' a igualdade anterior pode ser rescrita da seguinte forma:

p, — P DAL, _ pGu TA,
YA A2 A A2

Sabemos que A, = 279972 (Lema 2.2.1) entao

F:&_m&:&_wM
YA A2 A A2

Note que para a igualdade acima ser igual a do enunciado basta mostrar

pCu = _27:2’3/2-

Mas observe que

Sabemos que {71,%2, @, @} (resp. {%1,%2,w,®)} ) sdo fungdes que satisfazem o Teorema 3.2.3

logo
Cu = ma[|No|(@2 + @%2) — |[Nu|(320 + P2)]
— 13261 + F19201 + o2 — Y2Y161 + Y272 — Y29164]
= Fama(|No|@ — [Ny|@) + Fama(|Ny|@ — [Ny|@) — TaYe — FoTo.
Desde que
Ty = ma(|Ny|@w — [Nu|@)
(§]

Ty = ml(‘Nv":j - |Nu’¢)7
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segue que

mo . . . mo —myp . .
—2Y2 — V22 = — 7272
my m1

Cu:

Portanto,

2m1 mo — M1 . . n ~
PQu = YoTo = —292T2.
m1 — mag m1

O calculo de T',, é analogo.

O

Lema 4.1.2. Sejam X, X e X como no Lema anterior, e sejam e;, €; € €;, 1 = 1,2, 0s campos

horizontais associados. Entao

L 2797
(E1us E2) = (€1, €2) — —21,
A
- 27192
<€2m€1> = <€2v761> - ~7 ,
A
PO 279"
(f1u,€2) = (eru,e2) = =50,
[
. 2714
<€2v761> = (62v,61> - ;{YQ

~

onde A =m1(@? — 3%) e A =my(@? — $?).

Demonstra¢ao. Vamos calcular apenas 61 := (€14, €2) pois as outras igualdades sdo semelhantes.

Seja
. 2% o
e1=e1 — —=N
A
tal que N = d1e1 + A2es. Entéo
o 291 o\ _ 2(71.A = 1ANN 291 o
€ly = <61—~N>u—elu— T — ANu
_ 0 (72614 — 291 T0%2) (€2 —e2) 291 .
= Ui1eg — = — —=T2€2
A’}/Q A
- _ —é1)A _
onde usamos que A1, = Vo1, Ay = 27072, N = (612~61), N, = Taeg € e, = B1e2. Note que os
71

termos com ey se anulam. Assim,

€1y = <91 - ﬁlﬁ) €2
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Portanto

5 _ 27172
01 = (é1y,€2) = 01 — —
1= (€1u, €2) 1 Y

O

Teorema 4.1.1. Considere os pares (X e X) e (X e X) de imersoes minimas em R® associa-
das por uma transformacgao de Ribaucour horizontal via o Teorema 2.2.3, respectivamente, para
constantes distintas my e ma. Sejam (31, Y2, @, @) e (31, Y2, @, @ ) as correspondentes solugoes
do sistema (2.12). Entio as funcoes {3y, @, ¢} dadas por (4.1), onde T' ¢ dada por (4.3)

satisfazem (4.2) e constituem uma solugao do sistema:

* -~ *

Pu = ‘Nu|'72

* ol *

O = |[Nulm

* * ~ ~
Yiu = 7Vol€ru,€2)
* * ~ ~
Yoo = Y1(€20,€1)
* * -~

Wy = 72‘Nv’

* * ~

Wy = 71|NU|

Demonstra¢ao. Vamos provar apenas os itens
N 2 ~ %
1) Pu = |Nu|72
.. * * ~
11) Yiuw = V2 <61U7 62)
* * 7
i) wy = 71| Nu|
pois as outras igualdades seguem o mesmo raciocinio. Nos célculos que seguem utilizaremos a
expressao de I', obtida no Lema 4.2.1, 6; pelo Lema anterior e o fato de que (A1, F2, @, @ ) €
(41, J2, @, ¢ ) sao solugdes solugdes do sistema (3.14).

i) Derivando 9*0 =TI'¢ 4+ ¢ com relagao a u, temos
0 =Tu@ +TGu + ¢u = Tud + TINulF2 + [ Nulf2 = Tu + [Nu| (TF2 + 32)
Logo,

Gu— [NV = Tu@+ N2 +42) — [Ny [T + 52)
= Tup — (D9 +42) (| Nu| — | Nu)
272 (T2 +‘Y2)¢

= T.G+ =

= 0.
i1) Derivando % =I'y1 + 41 com relagdo a u, temos

H1e = Tuft + D1u + 410 = Du1 + D201 + 4261 = Tudn + (D32 + 92)61.
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Assim,
Yiu = Volfru€2) = Tt + (D72 +42)01 — (D72 + 42)01
= Tui + (T2 + 42) (61 — 61)
. 2T +492) .
= 15y T2t
A
= 0.
i41) Derivando & =-T%— & com relacao a v, temos

Oy = To@ — Ty — @y = Do — T34 | Ny | — 31| Nu| = To@ — (D31 + 41) | N

Dali,
&)v - al‘Nﬂ = —Tw-— (Fﬁl +'AV1)|NU| - (F:Yl + '?1)|Nu|
= *Fufb - (F:Yl +'AYl)(|NU| + |Nu|>
. 5 R 270
= —I'wo—T%+%) (]Nu| — jgp + |Nu|>
- - R ToP
= 1o -2+ 40 (1] - )
_ 2(A|N,| — 7). .
= —-I'yw-— (4] U|~ 27) (T3 + A1).
Note que
AN, = 72p = m(@ — &) Nu| — m1(@|N,| — @|Nu|)@
= ml(@2‘NU|_@85|NvD
= @my(0|Nu| = ¢|Ny|)
= wn.
Portanto,

. 25
Gy — 31| Ny| = Ty — jl(l”yl +41)@ = 0.

O

As fungoes {:;/1,:;/2,51, c:)} definidas no Teorema anterior nos permitem definir uma imersao
* ~ A~
minima X a partir do Teorema 2.2.3. Evidentemente, permutando os papéis de X e X na
*
construgao acima, poderfamos obter uma outra imersao minima, digamos, )} . O teorema abaixo
afirma no entanto que estas duas imersoes minimas coincidem.

~ ~ * **k
Teorema 4.1.2. Sejam X, X e X como no Teorema 4.1.1, e sejam X e X imersoes minimas

obtidas a partir a partir de transformadas de Ribaucour horizontais, respectivamente, de X e X,
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. ~ * * * % *k  kk kk okk
via as fungoes {7y, Y9, w, 9} € {7,72, w, ©}, para constantes mo e my, onde

*k  kk kk kK

(71,72, W, 90) = A(’A)/la’AY% —d}, @) + (5’17;5/27 _(D’ @)7

Ao 2 my (0o — ¢@) — (51 + F22)
mo — My @2 — (,272 ’
* **
Entao X = X.
* *k *

Demonstracao. Para mostrar que X = X, iremos verificar que a expressao de X é simétrica com

relacao & permutagdo mj <> ma, @ <> P, W <> W e Y; <> i, jA que esta permutacao forneceria a
*x

expressao de X.

~ *
Como X esté associada a X por uma transformagao de Ribaucour horizontal, temos que

*

* . N x .
N=N - (7161 _7262)7

k| S

* *x2 %2 - x . - -
onde A = ma(w —¢ ). Mostraremos que a expressao de IV é simetrica com relagdo a permutagao

mencionada acima. Por conveniéncia, denotemos

r— 2mq <m2:1:—y>
my — ma A ’

onde T = W — @Y e y = y1y1 + F2Y2. Assim,

25 % w 25 . 3 20 ‘. %
(V161 — 72€2) = N — j(’Ylel + Y2e2) — ——5 5 (7161 — 72€2)

* -
A ma(w — ¢
2

20 [ <61_2f71<%e1+%e2)> * (62_2fy2(%e1+%e2>)]

- <2 <2 71 A — 72 A
ma(w — ¢
* *
2671 20 * 291\ 2927172
A I = e L R B A
ma(w —¢ )
~~ * o - . %
202 n 2¢ (:; (1 2’y§> 2717271>
- T 2 2 o\t ) 5
S (L A 4

Vamos verificar a simetria apenas para o coeficiente de e1, que denotaremos por C1, ja que

a analise do coeficiente de es é bastante semelhante. Seja

2 2
c1="21 1L %%q
A4
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onde

* 2’7%) 27)/2’3/1’,)(/2
Q = 11— — -
[Vl < A A

Faremos essa verificagdo por etapas. Primeiramente, observamos que () pode ser reescrito da

seguinte maneira:

(2R 2
o - ()

A
232(TA1 + A 29291 (T2 + 4
— (T3 4 A4) — T +5) 252 +52)
A A
- 2V 2 s 2 s e s
= T +5) - I (1 (T3 +91) + 252 + 2)]

. . 2% . .
= Dh+h-— [T(3% +42) +9] .

Mas A = 42 + 42, entdo
. - 2ym
Q=%—-Tn yi

Substituindo I' por sua expressao em @, temos que

. 2miy (mor —y 2y
Q = N- ( = -
mip — ma A A
_ A 2mimaz 2miyy 2y
A(m1 — mQ) A(m1 — m2> A

N 2~1 mi1meox mi
= -1 ( + Y +y>

A \mp—mg  mp—mg
. 2n <m1m2x—m1y—|—y(m1 —m2)>
= M- —=
A m1 — mg
L 2mayi(mux —y)
= M- —= .

A(m1 — mQ)

*
Agora analisaremos o denominador A:

* *2 *2

A=my(o —¢) = me[(-T&—)* - (T + )]
= mp(T20% + 200 + &% — T23% — 20pp — ¢?)
= mo [[%(@* — &) + 2Tz + &° — ¢

24 A rA A
= mpy <+2F:U+> = mol’ <+2az> + A
mi mo mi

:2mﬁ<y—mW>+A
mo — M
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Voltamos agora ao coeficiente de e;:

*

20 | 29, _ 260 2(Lg + ) [’?1 _ 2mo (maz — y)]

Cl = 1 * + *

A A A A

_ 2yima(maiz — y))
A(m1 — mQ)

A(m1 — mg)

* ~
2554 + 240 + 9) (al

~ x
AA
_ 927 _
23D + 20p + ) (A - T2 =)
_ (my —mo)
AA
. (2mel'(y — myx A A - 291me(miz —
2@%( 2 (y 1)+A>+2<F¢+¢)(A%_ F1ma(my Z/))
_ mo —my (m1 —ma)
%
AA
. - _ 25 _
2 [«ﬁw TG A4 + g, — 2malme y)]
mi1 — My

i (2Fm1(y — mix) n A)

m2 —my

Substituindo I' por sua expressao na igualdade anterior, temos:

20%1ma(mez —y) 297 1ma(miz — y)}

2 [@%A + A4 +
mi — Mo mip —ma

C1 =
_dmimg(mez — y)(Zux —y) 4 AA

(m1 — mg)

Observe que tanto o numerador quanto o denominador sdo simétricos com relagao & permutagao.
Efetuando o célculo analogo para o coeficiente de es, podemos verificar a mesma simetria, e,
* *k

portanto, X = X.
O

4.2 Permutabilidade Envolvendo Superficies Minimas em M? x R

Similar ao caso de Superficies Minimas em R3, vamos considerar nessa secio trés imersoes
minimas, X, X e X em M?2(g) x R tais que XeX estejam associadas a X por uma transformacao
de Ribaucour horizontal via Teorema (3.2.3). Sejam (31,32, @, @) e (31,72, w, ) solugoes do
sistema (3.14) associadas a X e X com constantes m; e mg respectivamente.

O nosso objetivo é definir uma imersao )*( em M2(g) x R que seja, simultaneamente, uma
transformada de Ribaucour horizontal de X, para a constante my, e de X , para a constante mo.
Faremos isso baseado pela demonstracao do Teorema da permutabilidade para transformacoes
de Ribaucour horizontal envolvendo superficies minimas em R3.

*

Vamos supor que X seja uma imersao que ¢é a transformada de Ribaucour horizontal de X

para m = msg. Entao, denotando a solugao do sistema (3.14) associada a esta transformagao
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por (%,%,cﬁ,c}), iremos supor que existe uma funcdo incognita I' satisfazendo (4.1). Nestas
condigoes é possivel determinar I' explicitamente e suas derivadas de acordo com o seguinte

Lema:

~ ~ *
Lema 4.2.1. Sejam X, X, X e X imersoes minimas com representacdo local candnica em
M2(g) x R. Suponha que X e X estejam associadas por uma transformacao de Ribaucour hori-
zontal via o Teorema 3.14 e que (31,72, @, @) € solugao do sistema (3.14) para m = mq, e que X

e X estejam associadas por uma transformacgao de Ribaucour horizontal via o Teorema (3.2.3) e
~ *
que (31, Y2, w, @) € solugao do sistema (3.14) para m = mg. Se (X e X) estdo associadas por

wma transformagio de Ribaucour horizontal via (3.11) e (31, Y9, &, @) satifazendo

2 2 2 2 2
A A, :m(; —sz) (4.6)

tal que

* *

* * ~ ~ ~ ~ A A~ A ~
(717727"‘)7 30) = F(VlafYQa —w, ()0) + (717'727 —w, 90)7

onde I' € uma funcdo que nao se anula, entdo

2 ma (@& — @@) — (Y1 + F292 + €9P)
F = P ~9 — ~9 . (4'7)
1— M2 ws =
Além disso,
2T - R
Ty = — =272 +42)
e
2T - A
Ty = -~ (D31 +41)

onde A =m(&? — &?).

Demonstracao. De fato, por hipbtese temos
52 +38 + 6% = mu (3% — %) (resp. 47 + 33 + 4% = ma (&7 — 7))

Segue dai e da expressao (4.1) que,

x2 %2 x2 < A2 < A2 S a2
Y1ty tep = THn+5) "+ TF+92)" +e(l@+ @)

= D232 4 209991 + 432 + 1233 4 29092 + eT23% + 2eT¢ + e?
= T2(3] + 9 + @) + 20 (A1 + F2d2 + €89) + (A1 + 45 +€4?)
= I?my (0% — $%) 4 2T (A1 + Fod2 + @) + ma(@? — ¢?).
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Por outro lado,

ma( = &) = ms[(-Td — &) — (0@ + ¢)?]

= my [[%0% + 200 + &% — 2@ — 2T'¢p — @]
= my [[2(@% — &%) +20(0d — $9) + &* — 7]

Comparando os dois lados da igualdade, (4.6) pode ser reescrito como:
(m1 — mo)T*(@* — 3°) = 2T [ma(@@ — $@) — 191 — F2d2 — £B¢) -

Resolvendo a equacao anterior para I', obtemos o procurado.
Agora vamos calcular as derivadas de I', mostraremos apenas I';, pois a demonstracao de I,

é similar. Por conveniéncia escrevemos

r—
A
onde
2m1
p=—""
mi1 — Mmy
€

¢ =mox —y

tal que x = WW — P e y = Y191 + Y2Y2 + €pP. Assim,

_L A A _&_pgﬁu
Py = £ (A - Ay = B - 0

Pela definigao de I', a igualdade anterior pode ser rescrita da seguinte forma:

o _ P TAA, _ pG TA,
A AR A4 A&

Sabemos que A, = 2327 (Lema (3.2.1)) entdo

PG TAA, _ plu  2TFa7

Fu:f— = — —

A A2 A A2

Note que para a igualdade acima ser igual a do enunciado basta mostrar

pCu = _27:2:)/2 .
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Mas observe que

Cu = MaTy — Yu = M2(00 — PP)y — (171 + V292 + 6P
= Mo(Wuw + DWWy — PuP — PPu) — (F1u¥1 + N1Y1u + F2uF2 + F2Y2u + EPuP + €PPy)

Sabemos que {%1,%2,@, ¢} (resp. {y1,92,@,®)} ) sdo fungdes que satisfazem o sistema (3.14),

logo
Cu = ma[|[No|(0F2 + @F2) — [Nul(F2@ + $92)]
— 117201 + 19201 + ToY2 — 27101 — €PNyl + F2T2 — 27101 — €PN, |
+5@’NU|'~Y2 +585’NU|'A72]
= Fama(|No|w — [Nu|@) + ama(|Ny|@ — [Nu|@) — T2y2 — YT
Desde que
Ty = ma(|Ny|w — [Nu|@)
e
Ty = m1(|Nv|‘D - |Nu|95)’
segue que
ma . _ N mo —my. .
Cu=—"%%2 — Y2 = ——2T2.
mi mi
Portanto,

2m1 mo — M1 . . a ~
Y2Te = —272T2.

pCu =
mip —ma mi

O

Teorema 4.2.1. Considere os pares (X e X) e (X e X) de imersies minimas em M?(e) x R
associadas por uma transformacao de Ribaucour horizontal via o Teorema 3.2.3, respectivamente,
para constantes distintas mi e ma. Sejam (31, Y2, @, @) e (Y1, Y2, @, P) as correspondentes
solugoes do sistema (3.13). Entao as fungoes {%,’?2,5,&} dadas por (4.1), onde T’ € dada por

(4.3) satisfazem (4.2) e constituem uma solugdo do sistema:

* -~ *

Pu = ‘Nu|’>/2

* -~ *

O = |[Nolm

* * ~ ~
Y1 = 7Yol€ru,€2)
* * ~ ~
Yoo = Y1(€20,€1)
* * -~

Wy = VZ‘Nv’

*

Wy = :;’1‘]\771’
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Demonstrag¢io. Semelhante ao caso em R3. O

Vamos verificar agora que o diagrama é comutativo, isto é, trocando m; <> ma, @ & @,
*
W <> w e 7; ¢ 9; a superficie 3 é a mesma.

~ ~ * **k
Teorema 4.2.2. Sejam X, X e X como no Teorema 4.2.1, e sejam X e X imersoes minimas

obtidas a partir a partir de transformadas de Ribaucour horizontais, respectivamente, de X e X,

. ~ * * * K *k kK kk kk
via as fungoes {y1, 79, w, 0} e {71,72, w, @}, para constantes ma e my, onde

*k  kk Kk Kk

(’71772’ w, 90) = A(ﬁ/la;y% —(.:J, ()5) =+ (’717:727 _“Nja ()5)7

A2 my (00 — @) — (7191 + Fod2 + €99)
mo — My QQ_@Q

* *%
Entao X = X.

*
Demonstra¢ao. Vamos verificar que a expressao de X é simétrica com relacdo a permutagao.

* ~
Como X esta associada a X por uma transformacao de Ribaucour horizontal, temos que

*
N=N-

*

(’Ylél + "’;/Qég + EQZN)

:“*‘%D*

*
Mostraremos que a expressao de N é simétrica em relagao (1,72, , ¢, m1) e (91,92, w, , m2).

r— 2my <m2x—y)
mp —ma A ’

onde £ =W0W — P e y = 111 + VY2 + €pP. Assim

Por conveniéncia denotemos

[\)
C*

*

* ~ - * * =~
N = N— (7161 + 7262 +pN)

=
A
20 - _
= N- %(7161 + J2e2 +epN)
20 291(F1e1 + Foea + epN 292(F1e1 + Yae2 + €N
= [2;1 <61 _ 2n(Guer + 9062 €9 )> 43, <62_ F2(Fer +Fee2 + ¢ ))
A A A
e <N _ 2¢(her + }262 + 895]\7))]
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2671 | 20 (* (1__2ﬁ%>__2afh§2__2e$¢ﬁ1)

= = "‘ e
i \U T i i
~~ * ~9 ~ ~ % * o~
|22, 20 (x (1 B 272> 2% 269872
A3\ A A A
2¢% 20 2¢%\ 22PNy 261 B
M P _a;;(l_ 2 >+ V2PV | 22NN | N
Ay A A A

Vamos verificar primeiro a simetria para o coeficiente de e1, que denotaremos por C1. Seja

207, 2%
o1 2 20

AT
onde
* £2 42
A=ma(w —¢)
e

Q:§O_ﬁ6_%m%_%@%
! A A A

Faremos essa verificagao por etapas. Note que () pode ser reescrito da seguinte maneira:

~ ~ ~ K * o~
0 = % <1 2%) 299172 2608
— 3 (1- _ 2N 2E

A A A
272(C31 +41)  2971(TH2 +92)  26913(0@ + ¢
_ (T 44y - 2 ’E+’h)_ ’ml(gﬁw)_ mw(AWrsO)

. . 21 . . U . P
= TH+%) - T F1(TA1 +91) + %2 (T2 + A2) + ep(Td + ¢@)]

s | N S s
= Dhtdn— = [CGi+9% +2°) +].

Mas A = ’y% + 'Nyg + e(?, entdo

. - 2y
=4 — Ay — 212
Q=%—-Tm 1

Substituindo I' por sua expressao em @, temos que

. 2miy Moz —y 2y
Q = M- = - T
mp — mg A A
. 2mimaxy1 2miymn 2y
= M- = + = T

A(m1 — mg) A(m1 — mQ) A

. 271 ( mimox myy
= - < + +y

A \m1—m2 mp—mg
. <m1m2$mly+y(m1 m2)>
= M- —=

A mp — ma
L 2mayi(miz —y)
= M- —= .

A(m1 — mz)
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*
O denominador A é semelhante ao caso R3, isto é,

A — 2myT (M) LA

ma —my

Logo, temos que o coeficiente de e; é dado como:

2¢y1ma(miz — y)
mi1 — my
i (Qle(y —mix) n /1)

ma —my

2 [@%A +T@AA + pAy —
Cl=

Substituindo I' por sua expressao na igualdade anterior, temos:

2051 (mex —y)  2971me(max — y)
mi — Mo mip —ma

dmyma(mox — y)(?;wc - ) 1 AA
(m1 — ma)

2 [sbwi + oA +

Ccl =

Observe que tanto o numerador quanto o denominador sdo simétricos com relagao a permutagao.
O calculo para o coeficiente de ey segue andlogo ao caso anterior. Vamos agora analisar o

coeficiente de IV, para isso consideramos

+ = -
A A A

25% 2 252\ 299GV, 2eh4BA
¢ i (_ES*O (1_ ¢ >+ V272 | 2ENPT |
Ay

Podemos reecrever C'2 como:

2¢% 2
c2=1-2°1220
42
232c\ 292Gy 264157
onde Q2 = —sg*p (1 _ P + 1292 + mem, Substituindo '*yl, '*yQ, g*p pelas suas expressoes

A A
dada por (4.1) em @2, temos

* * *
29171PE | 27y9YepE 2pp2%e?
Q2 = Te + 7272 —€<2+ ve
A A
2y1pe(I'y1 +4 2%2pe(I'y + 4 23%€2(Tg + ¢ L
_ ‘e ( "N Y1) T Yope( 2 Y2) n ¥ (NSD ) —e(Tg+P)
A A A
206 e AN A (TR 1 A S s ~ s
= 2 (T +91) + 32(0F2 + 92) + ¢e(T'p + @) — (g + @)
2¢e 9

= 7 [POT+%5 +28°) + 3101 + ode + 29 — (09 +9)

20e [~ .
= E[FAer]—a(FgoJrap)
5
= g et XY

A
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Substituindo I' em Q2:

2eomq (mox — . 2pe
Q2 = gma (my Y_ o4 2P
A(m1 — TTLQ) A
2epmimox 2epmyy . 2pey
= = - = —ep+ =
A(m1 — mg) A(m1 — TTLQ) A
2e@ [ mimaox m .
_ ad ( 1M 1y +y> — e
A \mi—m2 m1—mg
2epmsa (mlx — y) )
= — - 8()0.
A mp —mg

Retomando ao coeficiente de IV,

202 24 202 TG + @) [2:5 _
02 = 1-2°5 42012254 (pr@{a@m(m” y)—sga}
A

A A A A(my —ma)

2epma(mix — y)

AA - 2@252 +2(I'g — @) [ e g@fx]

~ %

AA

* — ~
Agora substituindo A = 2mol’ <W) + A no numerador,

m2 — My

24maly —miz) | 54 92p% [ngl_‘ <y — mlx) n A}

mo — My mo — My

Cc2 =

AA
- | 2epmo(mix — -
2(l'g —¢) [ Somgl(_ ing v _ €<PA]

+

Al
2AmoI' (y — myx) L AA - 4@%emal (miz — y)

mo — My mp —ma
~ K
AA
4@%emal’ (miz — y) n 4ppemal’ (miz — y)

—2¢2%c A — A @epA — 2p Ac

mp —ma mip —ma

~ %
AA

_l’_

Novamente substituindo I' por sua expressao na igualdade anterior, temos que

. - AQ¢ — 450 _
2% A + 2p e  22PTmlmar —y) _ Agemy(miz —y)
C2=1— mp —ma mi1 — msy

dmomy (miz — y)(mex — y) 4 A

(m1 — ma)?

Note que C2 também é simétrico com relacao a permutagao, portanto segue o resultado. O



Capitulo

5

Aplicacoes

Nesse capitulo apresentaremos exemplos de novas superficies minimas como aplicagoes da
teoria desenvolvida nos capitulos anteriores. Em nosso primeiro exemplo, calculamos uma trans-
formada de Ribaucour horizontal de uma esfera em R3. Em seguida, calculamos as transformadas
de Ribaucour horizontais de um plano vertical e um catenoéide. A escolha destas superficies re-
presenta bem os casos que consideramos no Teorema 2.2.3. Posteriormente exibimos também
novos exemplos de superficies minimas nos espagos produto via a transformacdo de Ribaucour
horizontal. Por tltimo, usaremos os resultados do Teorema de Permutabilidade para construir

algumas novas superficies.
Proposigao 5.0.1. Considere a esfera parametrizada por
X (u,v) = (cos(u) cos(v), cos(u)sen(v), sen(u)).

Seja X a aplicacio dada por (2.11) em que

¢ = —f(v)cos(u)+ g(u)
o= —f(v /
Y2 = f(U) + Sg(ETT(,EZ)

onde f e g sio fungoes reais. Entio as imagens de X (u,v) e X(U), em que U € o conjunto dos

pontos requlares de X, estao associadas por uma transformagao Ribaucour horizontal.

Demonstragao. Seja X (u,v) = (cos(u) cos(v), cos(u)sen(v), sen(u)) uma parametrizagdo orto-
gonal da esfera. Entdo de acordo com Teorema 2.1.1 basta mostrar que as fungdes acima sao

solugoes do sistema (2.10). Para isso, observe que
o N(u,v) = (cos(u)cos(v),cos(u)sen(v),0)

e N, = (—sen(u)cos(v), —sen(u)sen(v),0) e N, = (—cos(u)sen(v),cos(u)cos(v),0), logo

|Ny| = sen(u) e |[Ny| = cos(u). Assim,
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o ¢ = (—sen(v),cos(v),0) e ea = (— cos(v), —sen(v),0)
® 91 =0e 92 =—1

Pelos itens acima, temos que o sistema (2.10) é dado da seguinte forma:

ou = 72sen(u)

¢y = mcos(u)

Y = 0

Yo = TN
Desde que v1,, = 0 podemos considerar

m=—f"(v)

logo o2, = f'(v) e assim,

Yo = f(v) + 2(u)

onde f e z sdo fungdes reais. Segue do sistema que ¢, = 71 cos(u), dai @,

desse modo,
p = —f(v)cos(u) + g(u)
com g uma fungao real. Derivando ¢ em relagdo a u, temos que

pu = Fw)sen(u) + ¢ ()
Comparando (5.2) com a expressao ¢, do sistema temos
f(v)sen(u) + g'(u) = sen(u)yz = sen(u)(f(v) + 2(u)),

logo

g'(u)
sen(u)

2(u) =

Portanto o resultado segue substituindo (5.3) em (5.1).

(5.1)

= —f'(v) cos(u) e

(5.2)

(5.3)

O

Observacgao 5.0.1. Seja X a superficie do exemplo anterior. Entio considerando f(v) = cos(v)

e g(u) = u, temos por (2.11) que sua parametrizacio X é dada por

)

o (cos(v) cos(u)® 4 2u cos(v)sen(u) — 2ucos(u)? + 2u
X = ( 2sen(u) cos(v) — cos(u)? + 2
—sen(v)(cos(u)?® — 2sen(u)u — 2 cos(u)
2sen(u) cos(v) — cos(u)? + 2

, sen(u))
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a qual também € ortogonal.

Figura 5.1: Transformada de Ribaucour horizontal da esfera com v = [0,47] e u = [—1, 1]

5.1 Familias de Superficies Minimas em R?

Nesta secao, usando a transformacao de Ribaucour horizontal, obteremos familias de super-

ficies minimas a partir do plano vertical e do catenéide em R3.
Proposigao 5.1.1. Considere o plano parametrizado por
X(u,v) = (0,v,u).

Seja X a aplicagio dada por (2.11), em que

c1sen(vy/m) + ¢z cos(vy/m)

= (@,e“m — 046_“‘/%) %

M = m(ercos(vy/m) — casen(vy/m))
Yo = C3e“\/m + qe‘"ﬁ

¥

e as constantes ¢;, 1 = 1, ..., 4 satisfazem
2 2, _
deseym~+ci'm—+ce"m =0

com m # 0. Entdo as imagens de X (u,v) e X(U), em que U € o conjunto dos pontos requlares
de X, estdao associadas por uma transformacao Ribaucour horizontal e X(U) € uma imersao

minima.

Demonstragao. Note que pelo Teorema 2.2.3 basta verificar que a fungao (¢, w,vy1,v2) dada acima
é solugao do sistema (2.14). Para isso observe que se X (u,v) = (0,v,u) é uma parametrizagao

do plano vertical, entao
e N(u,v)=(0,v)

e N, =(0,0,0), N, = (0,1), logo |[Ny,| =0 e |N,| = 1. Assim,



5.1 Familias de Superficies Minimas em R?

63

e ¢ =(0,1,0) e e2 = ie; = (1,0,0)

o 0 =0, =0.

Usando os itens acima, pelo Teorema 2.14, temos que o seguinte sistema

Pu
Po
Tu
Y2v
Wy,
Wy
Y2u
Tiv

Il
o o

é integravel. Desde que 9, = 0, entdo v2 = f(u) onde f é uma fungao real e assim, segue da

pentltima igualdade que

Derivando w em relagédo a u,

Mas pelo sistema acima w, = 72, entao

Dali,

2 = f(u) = cgexp(uy/m) + c3 exp(uy/m).

Portanto,
1

w = ——/(cs exp(uy/m) + c3 exp(uy/m).

N

Além disso, temos que @, = 71, logo da tltima igualdade do sistema segue que

Resolvendo essa equagao, concluimos

© = c1sen(vy/m) + co cos(vy/m)

logo,

y1 = v/m(eq cos(vy/m) — cosen(vy/m)).

f(w)

W= —

m

Poy = —MP.
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Tendo as fungoes, para encontrar a relacao entre as constantes basta usar a expressao

7+ = mw? - ¢P).
O

Conhecendo-se as fungoes (¢,w,v1,72), podemos através do Teorema 2.2.3 construir uma
nova familia de superficies minimas associadas ao plano por uma transformacao de Ribaucour

horizontal a qual ilustramos pelas figuras abaixo.

Figura 5.2: Transformada do plano.

A figura 5.2 ilustra a transformada do plano obtida tomando v = [0, 27], u = [— In(2) — %, —2]

e escolhendo as constantes ¢c; =0, co =1, ¢c3 = -2, ¢4 = % em =4.
Proposicao 5.1.2. Considere o catendide parametrizado por

X (u,v) = (cosh(u) cos(v), cosh(u)sen(v), u).

Seja X a aplicacdo dada por (2.11) em que

o = 7;[g’(u)senh(u)—cosh(u)(—mf(v) o(w))]
w = [g/(w)cosh(u) — senh(u)(~m(v) + g(u)]
1 o= fl(v)

v = f()+g(u)

onde

flv) = sen(vy/1+m)es + cos(vy/1+m)ey
eu\/1+mc2 + efu\/l#»mcl

e as constantes satisfazem

a (a012 +acs? —ci2—co?+4es 04)
a—1

coma=1+m em # 0. Entio as imagens de X (u,v) e X(U), em que U é o conjunto dos
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pontos requlares de X, estdo associadas por uma transformagio Ribaucour horizontal e X(U) é

uma 1mersao minima.

Demonstrag¢ao. Note que pelo Teorema 2.2.3 basta verificar que as fungoes (¢, w,y1,72) dadas

acima sao solugoes do sistema (2.13). Para isso observe que se
X (u,v) = (cosh(u) cos(v), cosh(u)sen(v),u)

é a parametrizacao do catendide, pelo Teorema 2.2.1 temos que o seguinte sistema é integréavel:

pou = senh(u)ya

©y = cosh(u)y

Yiuw = 0

Y20 = N (5.4)
wy = cosh(u)y2

wy, = senh(u)y

Yo = m(cosh(u)w — senh(u)p)

Yo = m(senh(u)w — cosh(u)p) —y2

Sejay; = f/(v). Entao ya, = f'(v), logo v2 = f(v) +g(u). Segue das duas ultimas igualdades

que
{ g (u) = m(cosh(u)w — senh(u)p)

f"(v) = m(senh(u)w — cosh(u)p) — o

substituindo v

(5.5)

{ g (u) = m(cosh(u)w — senh(u)p)
")+ f'(v) +g(u) = m(senh(u)w — cosh(u)p)

multiplicando a primeira igualdade do sistema acima por cosh(u) e a segunda por —senh(u)

temos

{ cosh(u)g’(u) = mcosh(u)?w — m cosh(u)senh(u)p
—senh(u)(f"(v) + f'(v) + g(u)) = —msenh(u)?w+ mcosh(u)senh(u)p
segue entao que

cosh(u)g(u) — senh(u) (£ (v) + f'(v) + g(u)) = mew.

Portanto )
w = = (cosh(u)g/ () — senh(u)(f"(0) + '(v) + g(u))

Agora multiplicando a primeira igualdade do sistema (5.5) por senh(u) e a segunda por — cosh(u)
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temos

{ senh(u)g'(u) = mcosh(u)senh(u)w — msenh(u)?p
—cosh(u)(f"(v) + f'(v) + g(u)) = +4mcosh(u)?p —m cosh(u)senh(u)w

segue entao que
senh(u)g' (u) — cosh(u)(f"(v) + f'(v) + g(u)) = me.

Portanto .
= —(senh(u)g'(u) — cosh(u)(f"(v) + f'(v) + g(u)).

Podemos encontrar f e g. Para isso basta derivar w em relagao a u e usar o sistema (5.4):

Wy = %(senh(u)g'(u) + cosh(u)g” (u) — cosh(u)(f"(v) + f(v) + g(u)) — senh(u)g'(u))
= cosh(u)ye = cosh(u) f(v) + cosh(u)g(u).

Dai temos que
cosh(u)g” (u) — cosh(u)(f"(v) + f(v) + g(u)) = m(cosh(u) f(v) + cosh(u)g(u)),
cosh(u)g” (u) — cosh(u)g(u) — mcosh(u)g(u) = mcosh(u) f(u) + c(f”’(v) + f(v)).

Entao

g"(u) = g(u)(1 +m) = f"(v) + f(v)(m +1).

Como um lado da igual esta em fungao de u e a outra em fungao de v, temos o seguinte sistema:

{g"<u>—g<u><l+m> =k (56)

ffw)+ f)(m+1) = k

tal que k é constante. Observe da segunda igualdade do sistema acima, podemos reescrever w e

@ da seguinte forma:

{ w = Z(cosh(u)g'(u) — senh(u)(k — mf(v) + g(u))
p = (senh(u)g'(u) - cosh(u)(k —mf(v) +g(u))

Resolvendo o sistema (5.6) segue que

f(v) = sen(vy/1+m)ca + cos(vy/1+m)ey + Him
k
g(u) _ 6u\/lerC2 + efu\/1+mcl _

1+m

Para encontrar a relagao das constantes basta substituir as expressoes de 7;, w e ¢ em 2 + 73 —
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m(w? — %) = 0. O

Novavente utilizando o Teorema 2.2.3 e conhecendo-se as fungoes (¢,w,~1,72), podemos
construir uma nova familia de superficies minimas associadas ao catenoide por uma transformacao

de Ribaucour horizontal no qual ilustramos pelas figuras abaixo.

(a) (b) ()

Figura 5.3: Transformada de Ribaucour horizontal do catendide.

As figuras de 5.3 ilustram trés superficies associadas ao catendide pela transformacao de

Ribaucour horizontal com v = [—m, 7], u = [-0.01,0.9] e constantes,
5.3 : cp=1,ca=1,c3=—4,c4 =1,m =28,
15
53b : c1=1,c0=1,c3= —?,04 =1,m = 15,

5.3c : aa=1,co=1,c3=—-12,¢c4 =1,m = 24.

Observe que podemos controlar os ntumeros de fins de cada superficie escolhendo valores apro-

priado para m.

5.2 Familias de Superficies Minimas em M? x R

Nesta secao, usando as transformagoes de Ribaucour horizontal, obteremos familias de su-

perficies minimas em M2(e) x R, ¢ = +1.
Proposicao 5.2.1. Considere a superficie minima imersa em H? x R parametrizada por
X (u,v) = (2coshv, —senhv, /5 cosh v, u).

Seja X a aplicagio dada por (3.11) em que

¢ = casen(vy/m — 1) + ¢4 cos(vy/m — 1)
w = cle“\/m + CQe*“m + k

71 = (cgsen(vy/m —1) —cqcos(vy/m —1))v/m — 1
Y2 = (cle“\/771 — cze_“\/m> vm
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e as constantes satisfazem
—4¢c; com—+ 032m—}- 042m — 032 — 042 =0

com m # 0. Entdo as imagens de X (u,v) e X(U), em que U € o conjunto dos pontos regulares
de X, estao associadas por uma transformagio Ribaucour horizontal e X(U) € uma imersao

minima.

Demonstragao. Note que pelo Teorema 3.2.3 basta verificar que as funcdo (p,w,v1,72) dadas

acima é uma solugao do sistema (3.15). Para isso observe que se
X (u,v) = (2cosh(v), —senh(v), V5 cosh(v), u)

parametrizacao local da superficie minima Y. Entao temos que:

e N = (2cosh(v), senh(v), /5 cosh(v),0)

e N, =(0,0,0,0) e N, = (2senh(v), — cosh(v), /(5)senh(v),0), logo |N,| = 0 e |N,| = 1.
Assim,

e ¢ = (2senh(v), — cosh(v), \/(5)senh(v),0) e es = ie; = (v/5,0,2,0)

o 91 = 92 =0

Usando os itens acima, pelo Teorema (3.2.2), temos que o seguinte sistema

Y, = 0
Po = M
Yu = 0
Yoo = 0
Wy = 72
wy = 0
You = MW
Tv = (1 —m)p

\

¢ integravel. Note que o sistema é semelhante ao caso do plano em R3, entdo seguindo a mesma

ideia de resolucao, chegamos que

W o= 1™V 4 cgem VM 4k

0 = czsen(vvm — 1) + cqcos(vvm — 1)

1 = (ezsen(vvm —1) —cqcos(vvm —1))vVm — 1
Yo = (cle"‘/ﬁ — 0267“\/%)\/%
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Para encontrar a relagdo das constantes c1, co, c3, € ¢4, basta usar a expressao
2 2 2 _ 2 2
M+ - =mw” — 7).

O

Seguindo as ideias das proposigoes anteriores no espago Euclidiano exibimos abaixo exemplos
de novas familias de superficies minimas associadas a superficies da proposi¢ao anterior por uma

transformagao de Ribaucour horizontal via Teorema 3.2.3.

(a) (c)

Figura 5.4: Transformada de Ribaucour horizontal em H? x R.

Usando o modelo do hiperboléide ([ Xy , Xy ,X4| onde X;, i =1,...,4, sdo as coordenadas
1+X3’ 1+ X3

da parametrizacao da superficie transformada ), as figuras de 5.4 correspondem a transformada

de Ribaucour horizontal da superficie parametrizada como na Proposi¢do 5.2.1 com v = [0, 7],

u = [—0.01,0.01] e as constantes escolhidas para cada figura foram

4

54a : c¢1 = §,C2 =l,ecs=1l,c4=1,m=9
15

54b : aa=—=,c0=1,c3=1,c4=1,m =16
32
12

54c : ¢ = %,62 =1l,cs=1,¢c4 =1,m = 25.

Observe que semelhante ao caso do catendide, podemos controlar os ntmeros de fins de cada

superficie de acordo com o valor de m.
Proposicao 5.2.2. Considere a superficie minima imersa em S?> x R parametrizada por
X(u,v) = (—cos(v), —sen(v),0,u).

Seja X a aplicagio dada por (3.11) em que

¢ = casen(vym+ 1)+ cycos(vym + 1)
1
= — (cya“ﬁ + 046_“\/7" — k)
m
71 = (acos(vym+1) —cosen(vv/m +1)) vVm +1

Y2 = eV 4 eV _ |
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e as constantes satisfazem
cilm+ e’ m+ e+ co® +4cg c; =0

com m # 0. Entdo as imagens de X (u,v) e X(U), em que U € o conjunto dos pontos regulares
de X, estao associadas por uma transformagio Ribaucour horizontal e X(U) € uma imersao

minima.

Demonstracdgo. Com os mesmos argumentos da proposi¢ao anterior, vamos verificar que a fungao
(p,w, 71, 72) dada acima é uma solucao do sistema (3.15). Desde de que X (u,v) = (— cos(v), —sen(v), 0, u)

é parametrizagao local de alguma superficie minima, entao
e N = (—cos(v), —sen(v),0,0)
e N, =1(0,0,0,0) e N, = (sen(v), —cos(v),0,0), logo |[N,| =0 e |N,| = 1. Assim,
e ¢ = (sen(v),—cos(v),0,0). e ea =ie; = (0,0,1,0)
e 01 =0=0

Usando os itens acima, pelo Teorema (3.2.2), temos que o sistema

oy = 0
P = M
Y = 0
Yov =
Wy = 72
wy, = 0
You = MW
Yo = —(1+m)p

¢ integravel. Note que o sistema também é semelhante ao caso em R?, entdo seguindo a mesma

ideia de resolucao, chegamos que

636“‘/5 + 046*1‘% —k

w =
m
¢ = casen(vvVm+ 1)+ cycos(vvm + 1)
11 = (c1cos(vvm+1) — casen(vvm + 1)) vVm + 1

Yo = 03e“m + 046_”“% —k

Além disso, a expressao

Y+ 7+ ¢° =m(w® — ¢?)

nos permite encontrar a relagao das constantes ci, ¢, c3, € ¢4. O
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Com essas fungoes, vamos apresentar através das figuras abaixo, uma familia de superficies
minimas associadas a superficie da proposicao anterior por uma transformacao de Ribaucour
horizontal. Nesses exemplos também se observa que os valores de m tem relacao com os niameros

de fins.

(a) (b) ()

Figura 5.5: Transformada de Ribaucour horizontal em S? x R.

As figuras de 5.5 correspondem a transformada de Ribaucour horizontal da superficie pa-
rametrizada como na Proposigio 5.2.2 onde usamos o modelo [exp(u) X1, exp(u) X, exp(u) X3,

com X;, i = 1,2,3 sendo as coordenadas (u altima coordenada) da parametrizacao da superficie

transformada, v = [0, 27], u = [—0.5,0.5] e as constantes escolhidas para cada superficie foram
54a : c1=1l,co=1,c3=—-95,c4=1,m=9
17
54b : g =1l,co=1,c3= —o = 1,m=16

54c : cg=1,c0=1,c3=—-13,c4 =1, m = 25.

5.3 Familias de Superficies Minimas pelo Teorema de Permutabi-
lidade

Tomaremos como exemplo as familias de superficies minimas do catenéide em R3 e da Propo-
sicao 5.2.2 em S? x R. Seguindo a notacdo do Teorema de permutagio, tomaremos (1,72, @, @),
respectivamente (41,92, @, @) solucdes do sistema (2.12) associadas a X e X com respectivas
constante que escolhemos casualmente.

Seja o catendide parametrizado por
X (u,v) = (cosh(u) cos(v), cosh(u)sen(v),u).

Vamos considerar duas superficies X e X minimas associadas a X via Proposicao 5.1.2 da

seguinte maneira respectivamente:
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onde,

onde

% [g’(u)senh(u) — cosh(u)(—3f(v) + §(U))}
3 [g’(u) cosh(u) — senh(u)(=3f(v) + g(“))}
7'

f) +g(u)

(v) = sen(2v)es + cos(2v)cy

v
(u) = eXey+e g

= [ @seniw) — coshu)(-15f(0) + ()
o= [/ coshiu) — senh(u) (~15f(0) + ()
7(v)

Fw) + g(u)

f(v) = sen(4v)ds + cos(4v)dy
g(u) = e*dy + e *dy

Com essas informagoes, podemos encontrar a expressao de I' dada por (4.3) e consequente-
* * *x % . . ~ ~
mente {7;,79,w, ¢} que satifaz (4.1). Note que apesar da diferenca das fungoes solugoes serem

pequenas, temos duas superficies diferentes.

Essas funcgoes, de acordo com o Teorema 4.1.1

constitui uma nova familia de superficies minimas associadas a X por uma transformacao de

Ribaucour horizontal no qual ilustramos pela figura abaixo.

Figura 5.6: Permutagao do catendide.

As figuras de 5.6 ilustram a permutagao do catendide com v = [0,27], u = [0.55,0.9] e
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constantes d1 =c1 =2,dy =co =1, c3 = —%, ds = —% edy=cy = 1.

Agora seja a superficie minima em S? x R parametrizada por
X(u,v) = (—cos(v), —sen(v),0,u).

Consideramos duas superficies minimas também nesse espago, X e X associadas a X por uma

transformagao de Ribaucour horizontal via Proposi¢ao 5.2.2 com constantes my e mo da seguinte

maneira,
¢ = csen(vy/my + 1) + cacos(vy/my + 1)
1
O = — (036“\/"71 + 046_“\/”71)
m1
o= (01 cos(vy/my — 1) — casen(vy/my + 1)) vmi+1
Yo = g™V A cpem V™
e
¢ = disen(vy/ma + 1)+ da cos(vy/ma + 1)
1
O = — (dse™VTE + dye= VT2
ma
Y1 = (dicos(vy/mg + 1) — dasen(vy/my + 1)) v/mg + 1
Fo = d3e™VT2 4 dygeVm2
respectivamente.

Anélogo ao exemplo anterior, essas fungoes nos permite calcular a expressao de I' em (4.7)

* * *x % . ~
e consequentemente temos {7y, 7vq,w, ¢} que satifaz (4.1). Essas fungoes, pelo Teorema 4.2.1,
constitui uma nova familia de superficies minimas associadas a X por uma transformacgao de

Ribaucour horizontal no qual também ilustramos pelas figuras abaixos.

Figura 5.7: Permutacdo em S? x R.

As figuras de 5.7 correspondem a permutagao da superficie X com v = [0,27], u = [4,5] e

constantes m; =4, my =9,dy =¢1 = %,dg =c=1,c = %, ds = % ed4:C4:—% e modelo
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lexp(u) X7, exp(u) X, exp(u)X3]. Nesse exemplo, observamos com maior clareza a relagao das
constantes escolhidas mi e mg com os numeros de fins, sendo que a transformada com m = 4
teria 2 fins e m = 9 teria 3 fins. Na figura acima, pela permutagao, temos a soma desses fins

quando escolhemos esses valores para m.
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