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Introducao

Um fluxo Browniano é, sob algumas condigoes, determinado por sua média e
covariancia infinitesimais (vide [16, capitulo 4]), ou seja, os processos de 1 e 2 pontos
determinam o movimento de N pontos, N > 2. Entretanto, para processos Markovianos,

em geral, esse resultado nao ¢ valido.

Assim, o objetivo deste trabalho é explorar resultados relacionados ao conceito de
bifurcagao estocastica apresentado por Hogele e Ruffino[11] e da Costa, Hogele e Ruffino[7],
estudando seus exemplos e teoremas. Esse conceito estende a nocgao classica de bifurcacgao
para dinamicas estocésticas apresentada em |Arnold[3], generalizando-a para o contexto de

dindmicas Markovianas de N pontos.

Essas dinamicas surgem a partir do fluxo induzido no espaco produto, isto é, tal
fluxo representa o processo de N pontos associado e o interesse em estuda-las se deve ao
fato de que esse contexto fornece informacoes que, em geral, ndo podem ser observadas

com o movimento de 1 ponto.

Na teoria classica deterministica uma bifurcacao ocorre quando uma mudancga no
parametro altera o suporte da media invariante associada ao fluxo, por exemplo, quando
ocorre a separagao do suporte em dois dominios invariantes e desconexos (como referéncia
para a teoria clssica de sistemas dindmicos veja Katok e Hasselblatt[15], onde a defini¢ao
de bifurcagao é dada em termos da ruptura topolégica do suporte das medidas invariantes).
Em sistemas gerados por equacgoes diferencias estocasticas as bifurcagoes podem ser estudas
seguindo esta mesma ideia (veja por exemplo, [3]), entretanto essa ruptura topolédgica
da medida ocorre em diferentes niveis. Além disso, diferentemente do caso estocastico
explicado em [6], no caso deterministico a medida invariante é estendida de modo natural

ao espaco produto como sendo a respectiva medida produto.

O ponto central do trabalho esta ligado a discussao da rigidez imposta pelo fluxo
Browniano pois, como demonstrado em [I6], a Gaussianidade do fluxo garante uma
dependéncia de modo que o movimento de N pontos fica completamente conhecido a
partir das leis de 1 e 2 pontos. Por outro lado, retirando-se a continuidade do fluxo, o
chamado fluxo de Lévy, nao ha razoes, a principio, para esperar que esse mesmo resultado

(veja por exemplo [2], 8, O, [17]). Logo, a questao natural que surge é saber quantos niveis
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sao necessarios para se determinar um fluxo de Lévy em geral. Esta dissertacao trabalha
esta questao para cadeias de Markov em espacos de estados finitos aborda, sendo baseada

nos resultados apresentados em [I1] e [7].

Assim, este trabalho esta organizado da seguinte forma: no Capitulo [1] foi feito um
esforco de concatenacao de resultados afim de que o trabalho se torne autocontido num
contexto de primeira leitura e também uma tentativa de incentivar a busca em detalhes
desses conceitos nas referencias nele deixadas. Ja no Capitulo [2| serdo definidos um sistema
homogéneo de Markov e uma bifurcacao estocastica de n pontos, a qual ocorre no contexto
de um sistema de Markov. O Capitulo [3] serd destinado a apresentacao de exemplos de
fluxos estocasticos onde ocorre uma bifurcacao para n > 2, incluindo o exemplo minimo, ou
seja, o menor numero de pontos necessarios para haver uma bifurca¢ao de 3 ou mais pontos,
enquanto o Capitulo [ discutird formas de determinar o nivel em que uma bifurcagao

acontece.
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Capitulo 1

Nocoes preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar defini¢cbes e teoremas que serao utilizados
de ao longo do trabalho para que o mesmo seja autocontido. As principais referéncias
utilizadas foram [Kunitaf16], |Ash e Déleans-Dade[5], |Arnold[3] e Rudnicki, Pichér e Tyran+
Kaminska[23]. Além dessas, como referéncia em tépicos da algebra utilizou-se |Jacobson[12]

enquanto para a area de topologia cita-se Munkres[18], Rudin|22] e Baxendale|[6].

Definigao 1.1. Uma topologia em um conjunto nao-vazio S é uma colecao T de subcon-

juntos de S tal que:

i. ) e S pertencem a T;
ii. a unido de qualquer colecao de elementos de T pertence a T; e

iii. a intersecao finita de elementos de T pertence a T .

Um par (S,7) é chamado de espaco topoldgico.

Observacao 1.1. E comum referir-se a um conjunto .S como sendo um espaco topologico

ficando entao subentendida a respectiva topologia 7g.

Definigao 1.2. Seja (S,7) um espago topoldgico.

1. Um subconjunto A C S é dito aberto se A € T.

2. Um subconjunto A C S é dito fechado se o seu complementar é aberto, isto é, se

Ac=S\AeT.

3. O fecho de um subconjunto A C S é a intersecao de todos os subconjuntos fechados

que contém A.

4. Dada uma funcao f : S — R, o fecho do conjunto f~H(R\{0}) ={s € S: f(s) #0}

¢ chamado suporte de f.

5. Um subconjunto A C S é denso em S se o fecho de A é igual a S.
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6. O espago (S,7T) é dito separavel se possui um subconjunto denso contavel.

Exemplo 1.1. O conjunto dos nimeros reais com a topologia gerada por Ty = {[a,b) :
a,b € R,a < b} é um espago topoldgico separdvel pois Q C R é denso e contavel. Para

mais detalhes, consulte [I8, capitulos 2 e 4].

A definicao a seguir mostra que é possivel construir uma topologia para um conjunto

S a partir de uma fungao (ou de um conjunto de fungoes) que possui S como dominio.

Defini¢ao 1.3. Seja S um conjunto e 4 uma colecao de funcoes f : S — Y, onde cada
(Y7, Ty;) é um espaco topoldgico. A colegao T de todas as unides de intersecoes finitas de

conjuntos f~1(V),com fe AeV € Tv;, ¢ uma topologia em S chamada topologia fraca.

Exemplo 1.2. Seja S o produto cartesiano de uma colegao de espagos topolégicos (Ya, Ty, )-
Se para todo «, f, : S — Y, é uma fungao tal que f,(s) apresenta a a-ésima coordenada
de s € S entao a topologia fraca induzida por esse conjunto de func¢oes é chamada de

topologia produto. Para mais detalhes, consulte [22, secao 3.8].

Como caso particular de espago topolégico, definido em [[.1] tem-se os espagos

métricos, cuja definicao sera apresentada a seguir.
Definicao 1.4. Uma métrica em um conjunto S é uma fungado d : S x S — R tal que:
i. d(z,y) > 0,Ve,y € S, sendo d(z,y) =0 < = =y;
ii. d(z,y) =d(y,z), Vx,y € S; e
iii. d(z,y) +d(y, z) > d(z, z), VYz,y,z € S, chamada desigualdade triangular.
O par (S, d) é dito um espago métrico.

Se d é uma métrica em S entao a colegao dos conjuntos By(x,¢) = {y : d(z,y) < €},
com x € S e e > (0, chamados de bolas abertas, forma uma base para uma topologia em 5,

chamada topologia induzida por d.

Um espaco topologico (S, T) é dito metrizavel se existe uma métrica d que induz a

topologia T .

No contexto de espacos métricos, é possivel caracterizar a convergéncia de uma

sequéncia utilizando o conceito de sequéncias de Cauchy.

Definigao 1.5. Seja (S, d) um espaco métrico. Uma sequéncia (z,),en de pontos de S
é dita uma sequéncia de Cauchy, se dado ¢ > 0 existe N = N(¢) tal que d(z,,z,) < &,

Vn,m > N. Se toda sequéncia de Cauchy em S converge entao (S,d) é dito completo.

Um caso especifico de espaco topoldgico sao os chamados espagos poloneses, muito

utilizados na area de probabilidade.
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Definicao 1.6. Um espago polonés é um espaco topoldgico separavel e metrizavel de

forma a se tornar completo.

Definicao 1.7. Uma relacao de equivaléncia em um conjunto S é uma relagdo ~ em S

tal que:
i x~x, Vres,
i.x~y=y~zx, z,ye€s;e
iii. z~yey~z=>x~2z2 2,y,2€8.

Dada uma relacao de equivaléncia ~ em S e x € S, o subconjunto £, = {y € S:x ~ y} é

chamado de classe de equivaléncia de .

Definigao 1.8. Seja (S, 7) um espago topolégico como na Defini¢do e A um subcon-
junto de S. O par (A,T4), onde Ty ={ANU :U € T} é uma topologia em A, é dito um
subespaco de S.

Para a demonstracao de que T4 descrito na definicao anterior é uma topologia em

A consulte [I8, pagina 89].

Definigao 1.9. Dado (S, T) um espago topologico, uma separagao de S é um par U,V € T
tal que U,V # 0, UUV =S e UNV = (. O conjunto S é conexo (com respeito a topologia

T) se nao existe uma separagao de S.

Defini¢ao 1.10. Dado (S, 7s) um espago topolégico qualquer e definindo ~ uma relagao

de equivaléncia em S dada por
x ~ Yy < existe um subespago conexo de S contendo x e vy,

as classes de equivaléncia dessa relagdo sao chamadas de componentes conexos de S.

Para demonstracao de que ~ na defini¢ao anterior é uma relagao de equivaléncia,

consulte [I8, pagina 159].

No contexto de espagos topoldgicos, a caracterizacao de continuidade de uma fungao

¢é dada por:
Definig¢ao 1.11. Sejam (S, Ts) e (Y, Ty) espacos topolégicos e f : S — Y uma funcao.
1. f:S—Y édita continua se f(U) € Ty, VU € Ts.

2. Se f: S — Y é uma bijecao tal que f é continua e a sua inversa f~':Y — S

também ¢é continua, entao f é chamada de homeomorfismo.

3. Se existe f : S — Y um homeomorfismo entre (5, 7s) e (Y, Ty) entao diz-se que

esses sao espacos equivalentes topologicamente.
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Observacio 1.2. E facil notar que se T é a topologia fraca em S como na Defini¢do

entdo 7 é a menor topologia em S onde todas as fungoes de A sdo continuas.

Ao longo do trabalho, serao utilizadas algumas nogoes usuais de probabilidade que

estao listadas a seguir.

Definicao 1.12. Dado 2 um conjunto nao vazio, uma colecao F de subconjuntos de €2 é

uma o-algebra se satisfaz:
i. Qe F,;

ii. se B € Fentao B°e€ F;e

iii. se By, Bo,... € F entdo | J B; € F.

=1

Uma dupla (2, F) é chamada espago mensuravel.

Ao longo do texto, com excecao de explicitado o contréario, €2 representard um

conjunto nao vazio e F uma o-algebra referente ao conjunto de interesse.

Observe que, em um experimento aleatério, o espaco amostral {2 é o conjunto que
contém todos os resultados possiveis do experimento e os elemento da o-algebra F sao

chamados eventos de 2.

Exemplo 1.3. O conjunto B = B(R) é definido como sendo a menor o-algebra de
subconjuntos de R contendo os intervalos da forma (a, ], a,b € R. Tal conjunto é chamado

de o-algebra de Borel e seus elementos sao chamados de borelianos da reta.

Se M é um espago métrico entao o conjunto B(M) é definido como sendo a o-algebra

gerada pelos abertos de M e seus elementos sao chamados de borelianos de M.
Definiciao 1.13. Uma medida é uma funcio p : F — R tal que:

i w(B)>0,VB € F;e

ii. se B;,By,... € F, BbNB; =0, 1 # j, entdo u <U Bl-> =Y pu(B;), isto é, p &
i=1 i=1
o-aditiva.

A tripla (Q, F, 1) é chamada espaco de medida.

Se 11 : F — R satisfaz [i e [ii| acima e é tal que p(Q2) = 1 entdo p é chamada
medida de probabilidade e (€2, F, ) é chamada espago de probabilidade. Tradicionalmente,

utiliza-se P no lugar de p nesse contexto.

Exemplo 1.4. Um determinado jogo consiste no lancamento de dois dados honestos de

cores distintas e na observacao dos resultados. Assim, para esse experimento tem-se que:

e Espago amostral: Q = {(4,7) : 4,7 € {1,2,3,4,5,6}}
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e g-algebra: F = {todos os subconjuntos de Q} (parte de 2)
1

e Probabilidade: P((i,7)) = 36

Vi, j€{1,2,3,4,5,6} e P(A) =Y P(w), VA€ F

wEA

Defini¢ao 1.14. Dado um espago de medida (€2, F, i), diz-se que uma determinada
afirmacao é valida quase-certamente com relacdo a p se existe N € F tal que u(N) =0e

essa afirmacao é véalida para N¢.

Defini¢ao 1.15. Um espaco de medida (2, F, i) é dito o-finito se existe (A,)nen € F
tal que Q = [ J 4, e u(A,) < o0, Vn € N.

i=1
Definigao 1.16. Sejam (€2, Fy) e (Qq, F2) espagos mensuraveis. Uma fungdo f: Qp — €y
é mensuravel com respeito as o-algebras F; de Q; e F;5 de €2, se, para todo A € F5, vale

fTHA) ={w e : f(w) € A} € Fi.

Definicao 1.17. Uma variavel aleatéria com valores em um espac¢o métrico separavel e
completo M é uma funcao mensuravel X : (2, F) — (M, B(M)).

Teorema 1.1 (Teorema da Medida Induzida). Seja 7w : (2, F) — (Q9, Fo) uma fungio

mensurdvel, pu uma medida em F e defina a medida j1g = m.pu em Foy como
o(A) = mp(A) = pu(x(4)), VA€ F.
Dada uma funcio f: (Qo, Fo) — (R, B(R)) entio, VA € Fy,
[y F@dnte) = [ F@)dioe) (1.1)

no sentido que se uma das integrais existe entdo a outra também existe e as duas sao

1gUQIS.

Demonstragio. A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [5, paginas 52 e 53].
m

Uma classe de fung¢oes muito utilizada no contexto de probabilidade é a classe de
funcoes integraveis, isto é, fungoes cuja integrais com relacdo a uma determinada medida

sdo finitas. O espaco dessas funcoes, denotado por L! estd definido a seguir.

Definigao 1.18. Dado um espago de probabilidade (2, F, P), o espago L' = LY(Q, F, P)
é definido como sendo o conjunto de todas as fungoes P-integraveis sobre €2, ou seja,

o= {f Qo R| [ fw)aP) é ﬁnita}.

O principal objeto de estudo neste trabalho sao as Cadeias de Markov, um caso
especifico de processo estocastico que, como sera apresentado posteriormente, podem ser

caracterizadas por uma familia de niicleos de transicao.
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Defini¢ao 1.19. Dado (€2, F) um espaco mensuravel, um nicleo de transigao é uma
fungao P : Q x F — [0, 1] tal que:

i. VB € F fixo, P(-,B) : Q — [0,1] é mensuravel (com relagao a F); e

ii. Ve € Q, P(z,-) : F — [0,1] é uma medida em (€2, F).

Uma familia de variaveis aleatérias indexadas em 7" com valores em um espago
métrico M, isto é, X : Q x T'— M, é chamada de um processo estocéastico. As defini¢oes
formais de processo estocastico e de seus casos particulares que serao mencionados ao

longo do texto encontram-se a seguir.

Definig¢ao 1.20. Dados (€2, F) um espago mensuravel e M um espago métrico completo
e separavel, uma familia de varidveis aleatérias (X;);er com valores em M, onde T' é um

conjunto relacionado ao tempo, é um processo estocastico com espago de estados M.

Observando a dindmica temporal quando o parametro aleatério w € €2 é fixado,
isto é, as fungbes X (w) : T'— M, chamadas trajetérias de um processo estocastico X,
constroi-se o chamado processo candnico. Tal processo é uma versao de X, isto é, suas
distribuicoes de dimensao finita sao iguais, motivando portanto o estudo de processos

estocasticos a partir das chamadas probabilidades de transicao.

Um caso particular de processo estocastico cujo espaco de estados é um conjunto

enumeravel é chamado Cadeia de Markov.

Definigao 1.21. Seja M um conjunto enumeravel (finito ou infinito), chamado espaco de
estados, II = [p;;]; jem uma matriz estocéstica, ou seja, p;; > 0, Vi,j € M, e Z pij = 1,
jEM
Vi e M, eIly = [prlrer tal que pp > 0, Vk € M, e Z pr = 1, chamada distribuicao
keM
inicial.

Existe entao (vide [B, Theorem 4.11.2]) uma sequéncia de varidveis aleatérias
(Xt)ter, T = N U {0}, definidas em um mesmo espaco de probabilidade (2, F, P) e
assumindo valores em M tais que P(Xo=k) = P{w € Q: Xo(w) =k}) =pi, Yk € M, e

P(XO :iO;Xl :il,...,Xn :Zn) = P({w e Q: Xo(W) :io,...,Xn<QJ) :Zn})

(1.2)
= piopio’il o 'pin—l’irw Vio, Ce ,in € M, n e N

O processo estocastico definido por essas variaveis aleatorias é chamado de Cadeia

de Markov (homogénea).

As entradas p;; da matriz 1I, chamada matriz de transi¢ao, sao chamadas de
probabilidades de transicao pois, de (L.2)), tem-se que p;; = P(Xp41 = J | Xp = 1),
Vi,j € M, n € N. Tal valor ¢ interpretado como como a probabilidade de, estando no

estado 7, o processo estar no estado j depois de uma 1 tempo de transicao.
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E importante observar que (I.2) é equivalente a
P(Xn+1 :] | X() :io,...,Xn_l :in—laXn :Z) = P(Xn+1 :j | Xn :Z) :pija

Vi, J, 00, ... ,0p—1 € M, n € N. A primeira igualdade é chamada de propriedade de Markov
e, pela equivaléncia entre as equagoes, é suficiente para caracterizar uma Cadeia de Markov.

Para mais detalhes, consulte [4], se¢do 7.1], [0, capitulo 4], [24] capitulo 2] entre outros.

Exemplo 1.5. Suponha que um jogo de aposta sobre o lancamento de um dado honesto
ocorra da seguinte forma: se o resultado for um niimero par, o jogador ganha 1 real, caso

contrario, o jogador perde 1 real.

Supondo que o jogo acabe quando o jogador atingir 5 reais ou perder todo o dinheiro
(ficar com 0 reais), a quantidade de dinheiro que o jogador possui a cada rodada pode ser
representado como uma Cadeia de Markov com espago de estados M = {0,1,2,3,4,5} e

matriz de probabilidades de transicao

100000
10212000

Pﬁo%o%oo}
00o0o1io
00011014
000001

ou seja, se X, indica quantidade de dinheiro do jogador apds n langamentos, entao

1, set=j53=0oui=75=5
P(Xn=i[Xna=J)=1L sei=j—loui=j+1, comj=123/4

0, caso contrario
Visualmente, em cada langcamento tem-se:

EOBINO S oS o CNN oS

1 1 1
2 2 2

1
> 2

A extensao de uma Cadeia de Markov para um espago de estados M que nao é

necessariamente enumeravel é o chamado processo de Markov, definido a seguir.
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Definigao 1.22. Sejam (M, F) um espago mensuravel e (P;);er uma familia de probabili-
dades de transicao (homogéneas) em (M, F), isto é, para cada t € T, P, é um ntcleo de
transigao, com FPy(z, B) = §,(B) e

Proy(z, A) = /MB(Z,A)PS(x,dz), Vi, s e, (1.3)

chamada equagao ou condi¢do de Chapman-Kolmogorov. O teorema da extensao de
Kolmogorov (vide [24, Teorema 2.2]) garante que existe entdo um processo estocdstico
associado a essas probabilidade de transigdo chamado processo de Markov (homogéneo)

com espacgo de estados M.
De forma andloga ao caso da cadeia de Markov, P,(x, A) é interpretada como a

probabilidade de, partindo de x € M, o processo estar em A € F depois de um periodo t.

Definigao 1.23. Um processo estocéstico (X;)ier, T = NU O definido em um espago de
probabilidade (€2, F, P) é chamado de processo de Lévy se:

i. Xy = 0 quase-certamente (isto é, P(X, =0) = 1);

ii. os incrementos sao independentes, isto é, para todon e Ne 0 <t; < --- <{t,41 as

varidveis aleatorias X ., — X;., 1 < j < n, sdo independentes;
. . L . d
iii. os incrementos sao estacionarios, ou seja, Xy — Xy = X — Xo, Vi, k € N; e
iv. paratodoa >0e s €N, }timP(|Xt — X >a)=0
—S

Definigao 1.24. Seja M um espago polonés, T = N U {0} e (2, F, P) um espago de
probabilidade completo. Uma familia (¢;)er, ¢r(w) : M — M, w € 2, é chamada de um
(semi)fluxo estocastico de Lévy de aplicagdes se existe N € F com P(N) = 0 tal que:

L prrs(w) = pr(w) 0 ps(w), para todo s,t € T e w € N
ii. ¢o(w) = idys, para todo w € N¢;

iii. para todon € Nety,...t, € T a familia de incrementos (¢y,, ..., ¢, ) € indepen-

dente;

iv. t = ¢i(w) é continua a direita e limitada a esquerda, para w € N°¢ fixo. Se, em
particular, ¢ — ¢;(w) é continua, para w € N€ fixo, entdo o fluxo estocastico é

chamado de Browniano.

Definigao 1.25. Seja (2, F, 1) um espago de medida o-finito. Denotando por D o subcon-
junto de L' (2, F, 1) que contém as densidades, ou seja, D = {f € L' : f > 0,||f|| = 1},
uma fungao P : L' — L' é chamada de operador de Markov se P(D) C D.
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Utilizando a definicdo acima, é possivel introduzir o conceito de semigrupo de
Markov.

Definigdo 1.26. Um semigrupo de Markov consiste em uma familia { P}, , de operadores

de Markov satisfazendo:
i. Py=1d,
ii. Phs=PFPP,,t,s>0;e
iii. a funcdo t — P.f é continua para todo f € L.

Observagao 1.3. Em [20, pagina 80] sdo definidas as fungoes de transigdo e a equagao de

Chapman-Kolmogorov para semigrupo.

Definigao 1.27. Sejam (M, F,pu) um espago de probabilidade e X um processo de
Markov com valores em M e probabilidades de transicao associadas a P. Para A € F,
defina . P(A) = /P(:L’,A)/L(dl‘). A medida p @ F — R é dita invariante se pu(A) =

/P(x, A)p(dr), YA € F, isto é, . P = u. Se o processo tem espaco de estados discreto
entao P pode ser representada como uma matriz e g como um vetor de forma que p é

invariante se Py = p, isto é, se p é um autovetor de P.

Uma medida invariante p é dita ergddica se para todo conjunto A € F P-invariante,
isto é, P(a, A) =1, Va € A, tem-se que pu(A) =0 ou u(A) = 1.
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Capitulo 2

Bifurcacao estocastica de n pontos

Seja (2, F, P) um espago de probabilidade, M um espago polonés e t € T, com
T =NU{0} ou T = R>. Uma familia de probabilidades de transi¢do homogéneas (P;)icr
satisfazendo a equagao de Chapman-Kolmogorov como na equagao (|1.3)), isto é, dados
xe M, AecB(M),

Pz, A) = /M Pz, A)P,(z, d2)

para todo para s,t € T', s < t, gera um processo de Markov com valores no espaco de

estados M. Para mais detalhes, consulte [20].

Nesse contexto, o processo X; é considerado o movimento de 1 ponto que pode ser
estendido de diversas formas para um processo no espaco produto MY = M x ... x M,

com N < |M]|, cujas probabilidades de transi¢ao sao denotadas por
PN(x,B), = (x1,...,05) € MY e B € B(M™).

As malis intuitivas sao:

1. Assumir que as dindmicas aleatérias sdo provenientes de um fluxo de bije¢bes men-

surdveis como nos exemplos que serdo apresentados no Capitulo [3] e no Exemplo

2. Considerar um fluxo estocastico de Lévy de fungoes de mensuraveis ¢ : M — M,
como descrito na Definigao [I.24] permitindo coalescéncia de particulas. A extensao

de para o movimento de N pontos induzido por ¢ serd descrita na Se¢ao [2.1]

3. Permitir que o sistema nao venha de um fluxo, como sera o caso apresentado no

Exemplo [2.2]

A defini¢ao de bifurcacao de n pontos que sera dada nas proximas sec¢oes é aplicavel

para todos os casos acima.
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2.1 Sistema homogéneo de Markov de N pontos

Seja ¢ = (¢¢)rer um fluxo estocéstico de Lévy, como na Definigao[1.24. O movimento
de N € N pontos em M?" induzido por ¢ é dado por

oi(x) = (pe(z1), ..., pe(zN)), VEET, (2.1)

com x = (z1,...,zx5) € MY. Como descrito em [7] as probabilidades de transigao desse

processo sao dadas por

PN(z,A) := P(pi(x) € A), A B(MY). (2.2)

Dados k € Nel € {l,...,k}, a projecao cuja imagem omite a [-ésima coordenada

sera denotada por mf : M*¥ — M*1 ou seja, para cada (z1,...,7;) € M* tem-se que

ﬂ-lk(xla s 7xk) = ('Tla s L1, Ti41y - - 7Ik) € Mk_l' (23)

Considerando um processo de Markov com valores em M e suas diferentes extensoes
para um processo de N pontos em MY, se qualquer projecao do processo de M* para M*,
com k < N, leva a um processo com a mesma estrutura de probabilidade, de tal forma
que, apés N — 1 projecoes as probabilidades originais de transi¢ao de 1 ponto em M sao
eventualmente recuperadas, entdo o processo de Markov de N pontos é dito compativel.
Essa nocao de compatibilidade sera utilizada na definicdo de um sistema homogéneo de

Markov apresentada a seguir.

E importante observar que dois processos diferentes de N pontos podem coincidir
quando observada a estrutura do processos de k pontos, para algum 1 < k < N. Neste
caso, as probabilidades de transicao desses processos sao distintas apenas para movimento

de j pontos, com k < 57 < N suficientemente grande.

Definigao 2.1. Seja M um espago polonés, B(M) sua o-algebra de Borel, N € N tal que

N < |[M] e (P
ke{l,.,N}

teT,z€ MFeBeB(M). Se essa familia de probabilidades de transicio é compativel,

uma familia de ntcleos de transigio homogéneos PF(z, B), com

ou seja, se para cada k > 1 tem-se que
P (, ()1 (A)) = P (wf (), 4) . (24)

Vi e T, e M, AC M-Yele{l,. .. k) entio (M, (P¥)

sistema homogéneo de Markov de N pontos.

é chamado um
1<k<N

Exemplo 2.1. Se |M| = m < oo, o sistema homogéneo de Markov de N pontos, N < m
coincide com o fluxo estocéstico de Lévy, isto é, dado ¢ um fluxo estocastico de Lévy em
M, os movimentos de k pontos, 1 < k < N, induzidos por ¢, obtidos como descrito na

equagao ([2.1), formam um sistema homogéneo de Markov de N pontos.
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Exemplo 2.2. Para M = {1, 2} considere os movimentos de 1 ponto em M e de 2 pontos
em M? = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)} com suas respectivas probabilidades de transigao

descritas abaixo.

e Processo em M = {1,2}

SoNN O}

1
onde todas as probabilidades de transicao sao iguais a 2 ou seja, a matriz de transicao do

pl — (P11,1 P11,2) _ ( )
Py Paa

e Processo em M? = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}:

onde todas as probabilidades de transicao sao iguais a T ou seja, a matriz de transicao do

movimento de 1 ponto é

NI N
N—= DN

movimento de 2 pontos ¢é

P(Ql,l),(l,l) P(Ql,l),(LQ) P(21,1)7(2,1) P(21,1),(2,2)
po_ | Phoany Hioay Fioen Paaes
Ponan Ponae Poney Pones

N N N e
N N L N N
N e N N N
N N T N e L

Pooyan ooy Pracy Peaee

1
1
semifluxo, pois, caso contrario, tal funcao teria 1 e 2 como imagens de 1, uma contradigao

Como, por exemplo, P(2171)7(172) = 7 > 0, tem-se que o sistema nao vem de um

com a defini¢cao de funcao.

E possivel obter P! a partir de P? utilizacdo projecdes como descrito na equacio
2.4l A relagao entre as probabilidades de transigdo serdo apresentadas de forma mais
detalhada no Capitulo [4

Dados um sistema homogéneo de Markov de N pontos <M, (Pk)1<k<N> e uma

funcdo continua e limitada f : M* — R, o semigrupo de Markov associado é dado por

PEF( /f (y)PE(x,dy), teT, = e M"
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A condicao de compatibilidade da familia (Pk) apresentada na equacao (2.4)

ke{1,...N}’
¢ dada no semigrupo por PFf(zy,...,x) = Plg(x1,...,2;), onde | < k, f: M* - Re
g: M' — R sdo fungdes continuas e limitadas tais que f(y1,...,9x) = 9(Yi, - - -, ¥i,), sendo

(1, ..y 21) = Yy, - - -+ Yiy), Para algum conjunto {iy,...,4} C {1,... k}.

Em [13, def. 1.1] é apresentada uma defini¢io andloga e sua respectiva condigao de

compatibilidade para um semigrupo de Feller.

Lema 2.1. Seja X um processo de Markov gerado pelas probabilidades de transicio PN
em MY ey uma medida invariante de X. Se 7 (X) também é um processo de Markov,
entdo a medida induzida (7). € uma medida invariante para o processo i (X) em

MN=L Além disso, se p é ergédica entio (w)).u € ergédica em MN1.

Demonstragio. Para t € T fixo, seja PN (z, A) a familia das probabilidades de transicao
do processo X em M™ no tempo ¢, com z € MY e A C M¥. Como, por hipétese, 75 (X)
gera um processo de Markov em M™~! as probabilidades de transicio em MY ! sdo
dadas por

PV (2 (@), B) & PY (. (x))'(B)) (2.5)

Vo e MY, B C MN~1. Assim, denotando v = (7). e utilizando o Teorema da Medida
Induzida (Teorema [1.1]),

1(B) = (r)ou(B) = () 1(B)) = [ PV (w, (m))7'(B)) du(a)

PY (=)~ (), ()1 (B)) it (=) (9)

= [ PN () W) () B)) d)nly) (2.6)
[ R Bd)a(y)

= (7)) BN H(B) = 7P 7H(B)

e, portanto, (72 ).u também ¢é invariante.

Se p é ergodica como na Definicao entdo a ergodicidade de (7l),u segue

diretamente do resultado obtido na equacao ([2.6]).

]

2.2 Bifurcacdo estocastica de n pontos

A ideia de bifurcagao em um sistema dindmico, tanto em um contexto deterministico
quanto para sistemas estocasticos, esta relacionada com a mudanca da topologia do suporte
da medida invariante. A definicdo a seguir generaliza essa ideia para um sistema de Markov

de N pontos em um espaco polonés.
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Definigao 2.2. Seja M um espago polonés e ((P"“E)KKN) uma familia de sistemas
== eel
homogéneos de Markov de N pontos, como na Defini¢do [2.1] indexada por € € I, onde I é

um intervalo da reta. Diz-se que ((Pk’€> possui uma bifurcacao estocastica de

1§k§N> el
n pontos em g € I, com n < N, se

1. para todo x € M* 1 <k < n, tem-se que € — P"%(x,-) é continua com respeito a

topologia fraca no espaco de medidas de probabilidade P(M¥)

2. para todo ¢ € I existe uma medida invariante p. com respeito a P™® em M™ tal que

a) para todo € em uma vizinhanga V., C I de gy a medida pu. é ergddica e todos os
conjunto de (supp(ie))ev., sdo topologicamente equivalentes entre si, como na
Definigao [1.11} mas supp(p.) nao é topologicamente equivalente ao supp(fie,);

b) para toda sequéncia de projecoes 7y, ,...,mp , ki € {1,...,4i}, i € {2,...,n},
tem-se que supp((my, © ... 0 L )utte) € SUPP((7F, © ... O T )ulle,) 88O topologi-

camente equivalentes.

O exemplo a seguir ilustra a definicao acima apresentando um processo que possui

uma bifurcagao estocastica.

Exemplo 2.3. Considere um processo de Markov com espago de estados M = {1,2} e
matriz das probabilidades de transicao

Pl — (Pll,l P11,2> — (; )
P Ph) 3
11

Note que pu! = (5, 5) ¢ a medida invariante para P! uma vez que p'P! = ut.

N — N

J4 para o processo em M? = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}, ou seja, para o sistema de

2 pontos, suponha que a matriz das probabilidades de transicao é

P(21,1),(1,1) PA a2 P(21,1),(2,1) P(21,1),(2,2) 3 003
p?_ P(21,2),(1,1) P(21,2),(1,2) P(21,2),(2,1) P(21,2),(2,2) _ Iioiq
11 1 1
P(22,1),(1,1) P(22,1),(1,2) P(22,1),(2,1) P(22,1),(2,2) 4 4 4 4
P(22,2),(1,1) P(22,2),(1,2) P(22,2),(2,1) P(22,2),(2,2) 3 003
Se p? = (N%,l)?#é,z)a#%2,1)#?2,2)) ¢ uma medida invariante com relacdo a P?, entdo

purP? = p%. Assim,

2 2 2

(M%u)a 12y F2,1)> M(2,2)> = (M%l,l)? /L%Lz), M?m)a M%zz))

(e BN N )
O Bl= a= O
N~ = S~ N

SIS N i G
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2 1,2 1,2 1,2 1
iy = shant 0T dlent 3o s 3
2 _ 1,2 1,2 Pan = Mae)
- K2y = 4#(1,2)‘1“ 1H2,1) N 9 9
Hi12) = Hi2,1)
2 frg l 2 + l 2 ) 5
Hi21) 1H(1,2) aH(21) qu _3,“2
(2,1) = OH(1,2)
#%2,2) = %N%1,1)+ %N%1,2)+ %N%z,l)jL %M%z@)

Portanto, como ”%1,1) + “%172) + “%2,1) + /‘%2,2) = 1, pois * é uma medida de probabilidade,
obtém-se p? = (%,0,0, %)

Para € € [—i, ﬂ, seja
2, 2, 2, 2,
Finay Pinas Fovey Fies ite 1-¢ 1€ ite
P2,E PZ,&‘ PQ,E PQ,E l l l l
P2,£ _ (1,2),(1,1) (1,2),(1,2) (1,2),(2,1) (1,2),(2,2) — 4 4 4 4
2, 2, 2, 2, !
P(2:€1),(1,1) P(Zzsl),(lﬂ) P(Q,El),(2,1) P(2,€1),(2,2) i i i i
2, 2, 2, 2, 1 1 1 1
Foyan Pemay Poaey Feaer iT€ 1€ 1-¢€ 3+te¢

e note que P*1 = P2, Utilizando a equacio ,

NI N
NI N

2. 2. 2. 2.e

mas, se < = (N(1,1)= 11 ) 13 1) '“(2,2)> ¢ medida invariante com relacdo a P>¢, entdo

1 1 1 1
1te 1—¢ 1—¢ ;+¢
2 2 2 2 2 : y 1 2 2 2 2
£ £ £ £ £ £ € €
(N(l,l)’ H,2)r K21 ,U(z,g)) 411 411 111 ;1 = (:u(l,l)a Fi2yr B(2,1) NJ(Q,Q))
4 4 4 4
1 1 1 1
1te 1—¢ 1—¢ 1+¢
2, 1 2, 1, 2e 1, 2,e 1 2.
My = (Z + 5) HanyT zHa2T 1He)T (Z + 5) H2,2)
2, 2, 2, 2, 2,
L) e = (et Gt dniyt (5-e) iy
2, 2, 2, 2, 2,
o = (i—¢)min+ iuint iyt (i — ) Hiza)
2, 2, 2, 2, 2.
oy = () uiinT it ient (3+e)ni
2¢ 92
iy = Mz
2, 2
=\ Koy = Koo
2, 2,
Heny = (—de + 1):“(2,2)
Como p?¢ é uma medida de probabilidade, ,u?fl) + u?fQ) + u?;l) + ,u?éfz) =1, logo p*¢ =

1 1 1 1 1
1_25(171 &1 5@)-

Tem-se entdo que, para € # 1,
1
supp (1) = M? # {(1,1),(2,2)} = supp (u*) = supp (?)

e, portanto, P%¢ apresenta uma bifurcacao estocastica de 2 pontos.
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Capitulo 3

Familias de bifurcacoes estocasticas

de n pontos

O objetivo das préoximas se¢oes sera apresentar alguns casos particulares, com
familias de processos estocdsticos, e obter condi¢oes para a existéncia de uma bifurcacao

estocastica, cuja definicdo foi apresentada no capitulo anterior.

3.1 Exemplo minimo

O exemplo a seguir mostra que para M = {1,2, 3,4} existe bifurcacdo estocéstica
de n > 2 pontos. Esse é o exemplo minimo, isto é, 4 ¢ o menor nimero de pontos necessario

para haver uma bifurcagao estocastica de n > 2 pontos.

Exemplo 3.1. Para M = {1,2,3,4}, denote G = S;, o grupo simétrico, e H = Ay, o

subgrupo alternado, dado pelas permutagoes pares de GG, ou seja,

numero de numero de

H=A4 transposicoes G\H transposicoes
id 0 (12) 1
(123) 2 (13) 1
(132) 2 (14) 1
(124) 2 (23) 1
(142) 2 (24) 1
(134) 2 (34) 1
(143) 2 (1234) 3
(234) 2 (1432) 3
(243) 2 (1324) 3
(12)(34) 2 (1423) 3
(13)(24) 2 (1243) 3
(14)(23) 2 (1342) 3
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Sejam Ay = U(H) e Ag\g = U(G\H) as distribui¢oes uniformes sobre H e G\ H,

respectivamente, e ¢, € > 0, o fluxo com distribuicao dada por

A.=Ag+e <Ag\H - AH> = (1 - E)AH + EAg\H. (31)

Para cada par (7,7), (k,1) € M? comi# jek # ]EL a probabilidade de transigao

do movimento de 2 pontos relativo ao fluxo ¢. é dado por

1—¢ 15 1
154 _ J—
ou seja, nao depende de . Isso ocorre pois, para cada par, existem exatamente dois
elementos de G que levam (i, j) para (k,1), sendo uma permutagdo par e uma impar, ou
seja, um elemento de H e um de G\ H. Por exemplo, dada a condigao inicial (1, 2), tem-se

que

Figura 3.1 — Movimento de 2 pontos em M = {1,2,3,4}

onde os ciclos em azul sdo os elementos de H e os ciclos em rosa sao os elementos de G\ H.

Portanto, uma medida invariante e ergédica para o movimento de 2 pontos nao

depende de ¢ e nao ha bifurcacao.

Entretanto, considerando o movimento de 4 pontos, se € = 0 e a condicao inicial
estd fora das subdiagonais, entao as trajetdrias de g estdo quase-certamente em 12 = |H|
pontos, logo a medida invariante é tal que |supp(ug)| = |H| = 12. Por outro lado, se € > 0
entdo |supp(ud)| = |G| = 24. Logo, existe uma bifurcacio estocdstica de n pontos no nivel

n=3oun=4.

1 Note que, como os elementos de G sdo bijeces, a probabilidade de (i,7) € M?, com i # j, ir para um

elemento do tipo (I,1) € M? é zero.
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O exemplo a seguir mostra que, para M = {1, 2,3} nao existe bifurcagao estocastica

de n = 3 pontos e, portanto, o nimero minimo de pontos no qual uma dinamica de bijegoes

apresenta uma bifurcacao de n > 2 pontos é m = 4.

Exemplo 3.2. Considere agora M = {1,2,3} e o grupo simétrico

Sy = {id, (12), (13), (23), (123), (132)}.

Utilizando a distribuicao uniforme sobre S3 tem-se que:

1. Para o movimento de 1 ponto, as probabilidades de transicao sao

1 1 1
Piy Py, Pig

1 _ 1 1 1| =

Pr=1\Py Py Pyy| =
1 1 1
Py, Pg, P

e, portanto, a medida invariante pra P! é u!

supp(u') = M.

Wl Wl Wl
Wl W= Wl
Wl Wl Wl

= (%,%,%), pois ptPt = put, e

2. J4 para movimento em M?2, considerando a ordem lexicografica, as probabilidades
b )

de transicao de 2 pontos sao

W= O O O w O O O w=
O ol ol ol O ol ol ol O

Assim, se

O ol ol o= O ol ol ol O

O ol ol o= O ol ol ol O

w= O O O we O O O w
O ol o= o= O ol= o= o= O

A% = {(17 1)7 (27 2)7 (3’ 3)}
A3 ={(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2)}

entdo A? e A2 formam uma partigio de M? de modo que as possiveis medidas

invariantes e ergddicas pra P? sao

00 2
s 50
s 5 0
s 50
00 3
s 5 0
s 5 0
s 5 0
00 3

medida suporte
2 _ (1 1 1 2
MA% - (570707 0757070707 g) Al
2 _ 111111 2
Haz = (07676767076767670) A
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3. Por fim, para descrever o movimento em M3, considere a seguinte particao desse

conjunto:

A3 ={(1,1,1),(2,2,2),(3,3,3)}

A3 =1{(1,1,2),(1,1,3),(2,2,1),(2,2,3),(3,3,1), (3
A3 ={(1,2,1),(1,3,1),(2,1,2),(2,3,3),(3,1,3), (3
A3 ={(1,2,2),(1,3,3),(2,1,1),(2,3,3),(3,1,1), (3
A2 =1{(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2), (3

Assim, para x,y € M3, as probabilidades de transicdo do movimento de 3 pontos

sao dadas por

1 3

3, semw,y € Ay
3
P(z,y) = 5, sex,ye Al

0, caso contrario

i€{2,3,4,5} -

Se 1 é a medida invariante e ergbdica associada a esse processo, entao, pela Defini-

¢ao m u? esté concentrada em um dos conjuntos A%, i =1,...,

Tabela 3.1 — Movimento de 3 pontos

5 e, portanto

medida suporte | projecao
i = (35,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,3) | A} 12
iwhs = (0,4,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,%,0,£,0,0,0,0,0,0,0,0,0, £, 1,0) | A3 12
iwhs = (0,0,0,4,0,0,£,0,0,0,£,0,0,0,0,0,%,0,0,0,1,0,0,1,0,0,0) | A 12
s = (0,0,0,0,,0,0,0,4,%,0,0,0,0,0,0,0,%,£,0,0,0,£,0,0,0,0) | A3 12
iwhs = (0,0,0,0,0,£,0,4,0,0,0,1,0,0,0,£,0,0,0,4,0,1,0,0,0,0,0) | A3 12

O objetivo é mostrar que nao existe uma bifurcacao estocastica de 3 pontos para

M = {1,2,3}. Para isso, as tabelas a seguir apresentam todos esses subgrupos, denotados

por H;, I =1,...,5, e os respectivos conjuntos G\ H;, com G = Ss.
Tabela 3.2 — Subgrupos de S5

H1 G\Hl HQ G\H2 H3 G\Hg H4 G\H4 H5 G\H5

id | (12) id (13) id (12) id (12) id (12)
(13) (12) | (23) (13) | (23) (23) | (13) (123) | (13)
(23) (123) (123) (123) | | (132) | (23)
(123) (132) (132)
(132)
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Como no Exemplo[3.1} Ay, = U(H;) e Agvn, = U(G\H;) denotario as distribuicoes

uniformes sobre H; e G\ H;, respectivamente, e

Al = Ay, +e (Ao, — An) = (1= €)An, + e, € >0,

a distribui¢ao do fluxo L, associado.

E importante notar que, como quando considerado todo o conjunto Ss, para cada
subconjunto H;, as probabilidades de transicao Pl?”s(u, v), u,v € M3, do movimento de 3
pontos podem ser nao nulas apenas quando u e v pertencem a um mesmo conjunto A?,
i=1,...,5 Assim, para u = (i,,k),v = (v,y,2) E M3 ei # j# ke x # y # z, ou seja,
u,v € A2, as probabilidades de transigdo do movimento de 3 pontos sdo:

e Grupo H; = {id}:
1—¢, seu=w
P13,€ (u’ U) =
< se u # v
e, portanto, as possiveis medidas invariantes e ergddica para o processo sao as mesmas

apresentadas na Tabela [3.1], de forma que ndo héd bifurcagao estocdstica de 3 pontos.

e Grupo H, = {id, (12)}:

[y

=, sei=zx=3ouj=y=30ouk=z2z=3

Y

M ‘

Py (u,0) =

, caso contrario

[

;. . . . 7 1: , 3 ~ ,
Nesse caso, a unica medida invariante e ergddica é py° = 1%, e, portanto, nao ha
1

bifurcacao de 3 pontos.

Os grupos Hs = {id, (13)} e Hy = {id, (23)} seguem de forma anéloga.

e Grupo Hj = {id, (123), (132)}:

l—gs, se (i,7,k) = (r,y,z) ou{i£xej#yek#z}

caso contrario

nga('m U) =

Como para os grupos Hy, Hs e Hy, a tinica medida invariante e ergdédica no caso Hj

é ug’s = uif e, portanto, nao ha bifurcacao de 3 pontos.

Logo, nao existe bifurcacao estocastica para M = {1,2,3} e, como afirmado

anteriormente, o Exemplo [3.1] é o exemplo minimo.

A proposigao a seguir estende o Exemplo [3.1], mostrando que sempre existe uma

bifurcagdo em niveis maiores.
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Proposicao 3.1. Dado um espago de estados finito M = {1,...,m}, m > 3, existe uma
dinamica estocastica com bifurca¢io de n pontos em n =m — 1 ou n = m que preserva as

probabilidades de transicdo do movimento de m — 2 pontos.

Demonstragdo. De forma analoga a construcao feita no Exemplo [3.1] considere o grupo
simétrico G = S,, e H = A,, < G o subgrupo alternado. Existem exatamente dois
elementos de G que levam uma (m — 2)-upla sem repeticao (iy,...,inm_2) € M™ 2 em
outra (m — 2)-upla sem repeticdo (ji,...,jm-2) € M™% sendo uma permutaciao par e
outra impar, ou seja, uma em H e outra em G\H. Logo, o efeito da perturbagao € nas
probabilidades de transicao de m — 2 pontos é cancelado e a bifurcacao das medidas

invariante segue de forma andloga ao Exemplo [3.1]

3.2 Generalizagdo da construgdo para H < G < S,

Seguindo a ideia da secao anterior, serd apresentado a seguir um resultado referente
a existéncia de uma bifurcacao estocastica valido para quando o grupo G nao é o grupo
simétrico. Tal resultado sera apresentado primeiramente em um exemplo para, em seguida,

ser apresentado o caso geral.
Exemplo 3.3. Considere M = {1,...,6}, o grupo
G = {id, (12), (34), (56), (12)(34), (12)(56), (34)(56), (12)(34)(56) }
com a operagao de composicao de fungoes e o seu subgrupo
H = {id, (12)(34), (12)(56), (34)(56) } .

O movimento de 6 pontos de um fluxo ¢, gerado pela composicao i.i.d. de bije¢oes
concentrado em H, com distribui¢ao uniforme, isto é, Ag = Ay = U(H), tem trajetorias
aleatérias com a seguinte propriedade: para cada condicdo inicial em MS a 6rbita aleatéria

do processo estd concentrada em no méaximo 4 de 6% possiveis elementos de M®. Por

exemplo, dada a condigdo inicial (1,2,3,4,5,6) € MY, tem-se que
Figura 3.2 — Fluxo sem perturbagao para a condigdo inicial (1,2,3,4,5,6)

(1,2,3,4,5,6)

0 (2,1,4,3,5,6)
(1,2,3,4,5,6) Sz,
T (2,1,3,4,6,5)
619

&

(1,2,4,3,6,5)
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ou seja, a 6rbita do processo estd concentrada em {(1, 2, 3,4, 5,6), (2,1,4,3,5,6), (2,1, 3,4,6,5),
(1,2,4,3,6,5)}.

E facil notar que para toda condicao inicial fora das subdiagonais, ou seja, onde
todas as entradas sao diferentes entre si, o suporte da medida invariante concentra-se em

exatamente 4 elementos de MS.
Para ¢ > 0, o fluxo . gerado pela perturbagao € na distribuigao
A, =Ag +e(Ag\m — Ag), (3.3)
onde Ay = U(H) e Ag\g = U(G\H) sao as distribui¢oes uniformes sobre H e G\H,
respectivamente, tem medida invariante com suporte em exatamente 8 elementos para

qualquer condicdo inicial em M® fora das subdiagonais. Por exemplo, se a condicdo inicial
¢ (1,2,3,4,5,6) € M entao

Figura 3.3 — Fluxo com perturbagao ¢ para a condigdo inicial (1,2,3,4,5,6)

(1,2,3,4,5,6)

(2,1,4,3,6,5) (2,1,4,3,5,6)

(12)(56)

4,5,6) (2,1,3,4,6,5)

(27 17 37 47 57 6)

ou seja, a 6rbita do processo estd concentrada em {(1, 2, 3,4, 5,6), (2,1,4,3,5,6), (2,1, 3,4,6,5),
(1’ 27 47 37 6’ 5)7 (27 17 37 4’ 57 6)7 (17 27 4’ 37 57 6)7 (1’ 27 37 47 6’ 5)’ (27 17 47 3’ 67 5)}'

Além disso, observando a equacao (3.3)), é possivel notar que as probabilidades
de transicao dos movimentos de 1 e de 2 pontos nao depende de . Existe portanto uma

bifurcacao estocastica de n pontos para algum 3 < n < 6.

A construcao do Exemplo pode ser estendida da seguinte forma: sejam k e g
ndimeros naturais, com k par e ¢ > k, e m = kq. Para M = {1,...,m} considere a partigao

de M em g subconjuntos disjuntos dada por

q
M= J{lk—k+1,... 1k}

=1
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e denote by = (lk — k+1,...,lk), para cada [ € {1,...,q}. O conjunto das composigdes

desses ciclos

G={bo-obitliy,...ige{0,1,....k—1}}

é um grupo abeliano de ordem |G| = k? que preserva os subgrupos da partigdo de M.

Considere também o subgrupo préprio de G dado por

H={bo--obie|iy,....ig€{0,1,....k =1} e (is + ... +1,) é par}

G
que possui ordem |H| = ‘2|
Seja Ay e Ag\u as distribui¢des uniformes em H e G\H, respectivamente, e

considere a distribuicdo A. em G dada por

AszAH—l-E(Ag\H—AH), (34)

com € > 0, e seja ¢, o fluxo estocastico discreto gerado pela composigao i.i.d. de elementos

aleatorios de GG de acordo com a equagao acima.

Proposicao 3.2. As probabilidades de transicio do movimento de k pontos em MF*
induzido pelo fluxo p. nao depende de € e p. possui uma bifurcagdo estocdstica de n pontos

para algum n > k.

Demonstragdo. Dado u = (ay,...,ar) € M* fixo, um elemento fora das subdiagonais,
como a particao de M possui ¢ > k subconjuntos e u possui £ componentes, existe
pelo menos um Iy € {1,..., ¢} tal que o ciclo b, ndo possui intersecao com {ay,...,ax}.

Consequentemente, todo elemento g = b o--- o bféo 0---0 bf]q € G ¢ tal que

k ) )
1. existem B elementos g = bi' o---0 b o---obla € H, ou seja, tais que a € {1,...,k}

satisfaz a paridade dos expoente, e

k ) ,
2. existem 5 elementos g = bj'o- - -obﬁ)o- -wob € G\ H, ou seja, tais que 3 € {1,...,k}

nao satisfaz a paridade dos expoente.

Assim, como o ciclo b, nao altera u, tem-se que, para quaisquer « e 5 como nos itens
acima,

billo-uoblao---obiq Cy = billo-uoblﬁo--«obiq ‘u .
0 q 0 q

Portanto, a probabilidade dos elementos de G\H cancela com a dos elementos de H
em (3.4) que possuem a mesma agao sobre u, ou seja, a probabilidade de que u va para

qualquer outro elemento de M* nao depende de ¢.

De forma andloga ao Exemplo [3.1] conclui-se que existe uma bifurcagao estocdstica

de n pontos para algum n > k. O
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Além de garantir uma bifurcacao estocastica para algum n > k, a Proposicao

garante que as probabilidades de transi¢cao sao invariantes para ordens menores ou iguais

ak.

Uma extensao da construgao dada neste capitulo para processo a tempo continuo

no espago euclidiano ¢é feita em [I1), secao 3.3] e [7), segao 3.4].
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Capitulo 4

Deteccao do nivel de uma bifurcacao

estocastica de n pontos

Seja M ={1,...,m}, m > 2, e considere duas medidas invariantes do movimento
de m pontos cujas projecoes coincidem exceto em alguns niveis k, com 1 < k < m. O
nivel da bifurcagao estocéstica é dado pelo menor valor n € {1,...,m} para o qual essas

medidas diferem.

Obter esse nivel utilizando sequéncias de projecoes pode ser trabalhoso e, por isso,
serd apresentado a seguir um algoritmo, desenvolvido em [I1] e [7], que fornece o resultado

desejado.

Para cada 1 < n < m, seja P" a matriz estocastica m™ x m”" cujas entradas
sdo as probabilidades de transicdo do processo em M™ em ordem lexicografica. Pela
Definigao 2.1}, um sistema homogéneo de Markov de n pontos possui probabilidades de
transi¢do compativeis, P"~! pode ser obtido utilizando as proje¢oes 7", para qualquer
r € {1,...,n}. Dessa forma, para todo r € {1,...,n} e (i1,...,in), (J1,---,Jn) € M"

tem-se que

n—1 _ n
Pﬂ’;’-l(il ----- in)v”’ﬁ(jl ----- jn) - Z P(il1'-"1‘”)1(‘7.11--':.].7'71alvjr+17~"7jn) : (41)
leM
A equacdo acima define P"~! em termos de P" de forma que, como ilustrara o
exemplo a seguir, para cada i, € M existe um par (R, _1,@,_1), onde R, 1 é uma matriz
m™» ! xm" e Q,_; ¢ uma matriz m™ x m" ! ambas com entradas todas nulas exceto por

uma tunica entrada igual a 1 em cada linha, satisfazendo

Pt =R, 1P"Q. 1. (4.2)

O exemplo abaixo ilustra uma maneira de se determinar R, 1 e ),,_1 que, como

descrito anteriormente, nao sao necessariamente tinicas.
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Exemplo 4.1. Para m = n = 2, os itens a seguir mostram que, seguindo a equagao (4.1)),

diferentes escolhas do par (r,i,) levam a diferentes matrizes R; € R*** e ; € R**2,

e Parar=1ei, =1,

Panany Panay Pioey Piney) (L0
(1 00 0) Ploay Phoay Plioen Phses| |0 1| _ <P11,1 P11,2)
O ]‘ O O P(22,1),(1,1) P(22,1),(1,2) P(22,1),(2,1) P(22,1),(2,2) ]‘ O P21,1 P21,2
P(22,2),(1,1) P(22,2),(172) P(22,2),(2,1) P(22,2),(2,2) O 1
eparar =1e i, =2,
P(Ql,l),(l,l) P(Ql,l),(l,Q) P(Ql,l),(Z,l) P(zl,l),(2,2) 1 O
(O 01 O) Plaay Phoae Phoen Pies | |0 1 _ <P11,1 P11,2)
0 O O 1 P(22,1),(1,1) P(22,1),(172) P(22,1),(2,1) P(2271),(2,2) 1 O P21,1 P21,2
Pooyan Poony Praey Péaey) \0 1
eparar=2et, =1,
P(Ql,l),(l,l) P(Ql,l),(l,Q) P(21,1)7(2,1) P(Zl,l),(Q,Q) ]‘ O
(]‘ O O O) P(21,2),(1,1) P(21,2),(172) P(21,2),(2,1) P(2172),(2,2) 1 O _ (Pll,l Pll,Q)
0010 P(22,1),(1,1) P(22,1),(1,2) P(22,1),(2,1) P(22,1),(2,2) 0 1 p21,1 P21,2
Pooyan ooy Praey Peaez) \0 1
eparar =2e1, =2,
P(21,1),(1,1) P(Ql,l),(LQ) P(21,1)7(2,1) P(2171),(2,2) 1 O
(0 Lo O) Fizan Famay Faoen Fioes ||t 0 _ (Pf,1 Pf,z)
0001 P(22,1),(1,1) P(22,1),(1,2) P(22,1),(2,1) P(22,1),(2,2) 0 1 P21,1 P21,2
Pooyan Pooay Praey Peaez) \0 1

Para m > 2, fixando r = i,, = 1, como as matrizes das probabilidades de transi¢ao

foram definidas utilizando a ordem lexicogréfica, tem-se que

Ryo1 = (Idyr 0 ) (4.3)
onde 0 representa uma matriz nula quadrada de dimensdo m" !, e
_[dmnfl
Qua=| : . (4.4)
[dmn—l

mnxmn—1
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Proposicao 4.1. Dada uma cadeia de Markov em M"™ compativel e v, uma medida

. . . n ~
invariante para o processo, representada como um vetor linha em R™ | entao

Up—1 = 'UnQn—l (45)

’ . . . _ n—1
¢ uma medida invariante em M" ', representada como um vetor em R™" .

Demonstragio. A equagao (4.5]) representa a projegao (7). da medida v, logo o resultado

segue utilizando o Lema 2]

]

O resultado apresentado na proposicao anterior pode ser observado de forma simples

no exemplo a seguir.

Exemplo 4.2. Considere um processo de Markov com espago de estados M = {1,2} e
matriz das probabilidades de transicao

o (Pf,l ag) ( )
Py, Py

e, para o sistema de 2 pontos (processo em M? = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)})

NI N
N|— N

P(Ql,l),(Ll) P(Ql,l),(l,Q) P(21,1)7(2,1) P(21,1)7(2,2)
P2 _ P(21,2),(1,1) P(21,2),(1,2) P(21,2),(2,1) P(2172),(2,2)
Ponan Ponay Peney Pene

Pooyan ooy Pracy FPeee

[N N T ST
O A= A= O
O RI= AR O
= = = N

Como visto no Exemplo , ut = (%, %) e p? = (%,0,0, %) e, ¢ facil notar que,
como na equacao (4.5)), u' = p?Q;.

Vale ressaltar que, como visto no Exemplo , a matriz (),,_; dada em (4.4]) nao é
unica e, portanto, outra escolha de (r,14,) e, consequentemente, de ,,_1, pode resultar em

uma medida v,,_; diferente.

O exemplo a seguir apresenta um algoritmo para deteccao de uma bifurcagao

estocéstica de 3 pontos.

Exemplo 4.3. No Exemplo concluiu-se que, para M = {1,...,6}, o fluxo ¢. (fluxo
gerado pela perturbagao € > 0 na distribuicio A, = eAg\uy + (1 — €)Ap) possui uma
bifurcacao estocastica de n pontos para algum 3 < n < 6. Utilizando a Proposicao
¢é possivel obter para qual nivel a bifurcacao ocorre dada uma medida invariante para o

movimento de 6 pontos.
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Sejam v) e vf as medidas invariantes do sistema de [ pontos sem perturbagio (fluxo

©o, € = 0) e com perturbagao ¢ > 0 (fluxo ¢.), respectivamente.

Para ambos os sistemas, considerando as medidas que contém o ponto (1,2,3,4,5,6),

a representacao em coluna das respectivas medidas é

1123456
1123465
1123456

) 1124356

124365 1
W0 = e 5= 1124365
Lo13465 213456
] 1213465
214356 ) 5. Lyasse
1214365

66x1

demais sao zero. Vale ressaltar que, como no Exemplo , as distribuicoes v e v§ sao

uniformes em seus respectivos suportes.

Utilizando a Proposicao , com as devidas alteragoes uma vez que os vetores vj e

vg foram apresentados nesse exemplo em forma de colunas, tem-se que a distribuicao para

o movimento de 5 pontos do sistema sem perturbacao é dada por

Li23456 L1365
0_ AT,0 _ L124365 | Liasse
Vs = W56 = (Ides -+ Idgs) . =
6° %6 1 1
213465 23456
1 1
214356 ) 45, 24365 ) 5.

Analogamente, é possivel obter as demais projecoes, apresentadas a seguir.

Tabela 4.1 — Sistema sem perturbacao com valor inicial (1,2,3,4,5,6)

v? vY V9 9 v9 V9
1123456 113465 L3456 1356
Projecao 1124365 114356 L3465 1365 Is6 15
1213465 123456 L4356 Lys6 Les Lg
1214356 124365 L4365 Lyes
Dimensao | 6% x 1 6° x 1 6Yx1 | 62x1 |[62x1|6'x1

Para o sistema com a perturbacao ¢, utilizando novamente a equagao (4.5)), tem-se

que
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113456
1
13465 1123456
114356 .
e __ T & 114365 124365 0
Us =%5% = |4 a = U5
23456 1213465
193465 1
Lossse 214356 ) 46,
194365

6°x1

mas v§ = U?, para todo 1 < 5 < 4. Os calculos necesséarios para a obtencao dessas matrizes
foram feitos no software R [19] e encontram-se no Anexo [Cédigo|

Assim, conclui-se que o fluxo apresenta uma bifurcagao estocastica de 5 pontos

para a medida invariante que contem o valor inicial (1,2, 3,4,5,6) (vide representacao do
fluxo na Figura [A.1]).

Tomando agora a medida invariante cujo suporte contém o ponto (1,2,1,4,1,6),

de forma analoga ao procedimento anterior, obtém-se

Tabela 4.2 — Sistema sem perturbagao com valor inicial (1,2,1,4,1,6)

v? v? VY v9 V9 VY
1121315 112326 L1315 I315 115
Projecao 1121416 112425 L1416 1326 116 (15>
1212326 L21315 L2326 L416 1o Lg
1212425 121416 L2425 Ly25 1o
Dimensao 6% x 1 6° x 1 6* x 1 63x1 | 62x1[6'x1

Tabela 4.3 — Sistema com perturbacao com valor inicial (1,2,1,4,1,6)

Vg vg U] U5 U5 vf
1121315 112325 L1315 I315
121316 112326 1316 316 145
o 1121415 112425 Lia1s 1325
Projegao 1121416 112426 L1416 1326 Lis Ls
212325 Lo1gis Logos La1s 1os 1g
1912326 121316 L2326 La16
1912425 191415 1495 L1495 Lag
1912426 121416 12426 L1426
Dimensao 65 x 1 6° x 1 6*x1 | 62x1 |62x1]|6'x1

Assim, como v5 = v e v = 0¥, tem-se que o fluxo apresenta uma bifurcagao

estocastica de 3 pontos (vide representagao do fluxo na Figura [A.2)).
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Apéndice A

Fluxos

A seguir serao apresentados os fluxos presentes no Exemplo Esse exemplo é
uma continuagao do Exemplo onde foram considerados o conjunto M = {1,...,6}, o
grupo
G = {id, (12),(34), (56), (12)(34), (12)(56), (34)(56), (12)(34)(56) }

e o seu subgrupo
H = {id, (12)(34), (12)(56), (34)(56)} .

Tomando a distribuicao uniforme sobre H e G\ H, denotadas por Ay e Ag\ y, respectiva-
mente, o objetivo desses exemplos era estudar o fluxo ¢., que possui distribuicao dada

pela mistura dessa uniformes

Aa = (1 — €)AH + €Ag\H.

No Exemplo [3.3], concluiu-se que o fluxo (. possuia uma bifurcacao estocastica de
n pontos para algum 3 < n < 6. Posteriormente, no Exemplo [£.3] utilizando o resultado
apresentado na Proposigao |4.1,, concluiu-se que, para a medida invariante cujo suporte
possui o ponto (1,2,3,4,5,6) a bifurcagdo ocorre em 5 pontos mas, quando observado a

medida com (1,2, 1,4,1,6) no suporte, tem-se uma bifurca¢ao de 3 pontos.

As figuras a seguir, onde as fungoes azuis sao elementos de H enquanto as rosas

pertencem a G\ H, buscam facilitar a visualizagao desse resultado.

Na Figura é possivel perceber que nos movimentos de 1, 2, 3 e 4 pontos, todas
as trajetorias possuem tanto elementos de H quanto do seu complementar mas isso nao
ocorre nos movimentos de 5 e 6 pontos onde, quando considerado todos os elementos grupo

(G, tem-se um maior nimero de trajetérias possiveis do que apenas com os de H.

J4 na Figura [A.2] que apresenta as trajetérias possiveis para o valor inicial
(1,2,1,4,1,6) e suas respectivas projegoes, é possivel notar que essa distingao entre
considerar todo o grupo G e os elementos de H aparece ja no movimento de 3 pontos,

onde ocorre a bifurcacao estocastica do fluxo.
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Figura A.1 — Fluxos para o valor inicial (1,2,3,4,5,6) e suas respectivas projegoes

(a) 6 pontos (b) 5 pontos
(1,2,3,4,5,6) (2,3,4,5,6)
(2,1,4,3,6,5) (2,1,4,3,5,6) (1,4,3,6,5) (1,4,3,5,6)
id i
o P
@’\\ \

(56) (12)(56)

5 (12)(56)
(1,2,3,4,6,5) <—  (1,2,3,4,5,6) — (2,1,3,4,6,5)

— (1,3,4,6,5)

(1,2,4,3,5,6) (1,2,4,3,6,5) (2,4,3,5,6) (2,4,3,6,5)

A,

(2,1,3,4,5,6) (1,3,4,5,6)

(c) 4 pontos (d) 3 pontos
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Figura A.2 — Fluxos para o valor inicial (1,2,1,4,1,6) e suas respectivas projegoes

(2,1,2,3,2,5)

o

(56)
(1,2,1,4,1,5) <—

(1,2,1,3,1,6)

(1,3,1,6)

(a) 6 pontos

(1,2,1,4,1,6)

(1,2,1,4,1,6)

(2,1,2,4,2,6)

(¢) 4 pontos

(174ﬂ 17 6)

(27 47 27 6)

(2,1,2,3,2,6)

12)(56
B0 5 1,2,4,2,5)

(1,2,1,3,1,5)

(2,3,2,6)

(1,3,1,5)

(e) 2 pontos

(1,2,3,2,5)

(b) 5 pontos

(2,1,4,1,6)

(1,2,3,2,6)

56
@14.15) «

(2,1,3,1,6)

(2,1,4,1,6)

(1,2,4,2,6)

(d) 3 pontos

(1,3,1,6)

12)(56
U2 1 9,4,2,5)

(2,1,3,1,5)
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A seguir serao apresentadas as linhas de comando utilizadas no software R [19]

para a obtengao dos resultados apresentados no Exemplo [4.3]

# Biblioteca da funcao permutations

library (gtools)

# matriz que ira indicar qual
todos6 <~ permutations(6, 6,

todos5 <— permutations (6,

todos4 <— permutations

5
4,
) 9
todos2 <— permutations 2
1

(
(
todos3 <— permutations (
(
(

todosl <— permutations

\'

vV =

\'%

VvV =

1 e o e e o
1777 1777 T 77777 1777 1777 7

# valor inicial (1,2,3,4,5,6) #

o o 111 o e e
1777 1777 TTTT 777777 1777 TTTT 777777

# medidas v06 e veb

L T = S = S S G

linha e

correspondente a cada entrada
= T

.allowed =

repeats

repeats

repeats.
repeats.
repeats.

repeats.

v06.valores <— matrix(c(c(1,2,3,4,5,6),
C(1,2,4,3,6,5), C(2,1,3,4,6,5), C(2,1,4,3,5,6)),

ncol = 6, byrow =T)

v06 <— matrix(rep(0, nrow(todos6)))

i=1
while (i<nrow(v06.valores)+1){
v06 [which (apply(todos6, 1,

function(x) all(x=v06.valores|[i,]))).,1]=1/4;

i=i+1;

.allowed

allowed

allowed =
allowed =

allowed =

—~4 4 4 -

_|
~— N N N

)
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ve6.valores <— matrix(c(c(1,2,3,4,5,6),

c(2,1,3,4,5,6), c(1,2,4,3,5,6), c(1,2,3,4,6,5),
c(1,2,4,3,6,5), c(2,1,3,4,6,5), c(2,1,4,3,5,6),

c(2,1,4,3,6,5)),
ncol = 6, byrow = T)

ve6 <— matrix(rep(0, nrow(todos6)))

i=1

while(i<nrow(ve6.valores)+1){
ve6 [which (apply(todos6, 1,

function (x)

i=i+1;

}

all (x=ve6.valores[i,]))).,1]=1/8,;

# matrizes Q e projecoes
Q5T <— matrix(rep(diag(675),6), nrow = 675)

v05h

veb

v05 .

veb .

QAT

v04

ve4d

v04 .

ved .

Q3T

v03

ve3

v03

ve3

<— Q5T %%
< Q5T %%

valores <—

valores <—

v06

veb

todos5 [which (v05!=0),]
todos5 [which (ve5!=0),]

<— matrix(rep(diag(674),6), nrow = 674)

<— Q4T %%
<— Q4T %%

valores <—

valores <—

v05

veb

todos4 [which(v04!=0),
todos4 [which(ve4!=0),

]
]

<— matrix(rep(diag(673),6), nrow = 6" 3)

<— Q3T %%
< Q3T %%

.valores <—

.valores <—

v04

ved

todos3 [which(v03!=0),

]
todos3 [which (ve3!=0),]
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Q2T <— matrix(rep(diag(672),6), nrow = 6~ 2)

v02 <— Q2T %+% v03
ve2 < Q2T %% ve3

v02.valores <— todos2[which(v02!=0),]
ve2.valores <— todos2[which(ve2!=0),]
Q1T <— matrix(rep(diag(6”~1),6), nrow = 671)

v0l < Q1T %+% v02
vel < Q1T %% ve2

v0l.valores <— todosl[which(v01l!=0),
vel.valores <— todosl[which(vel!=0),

]
]

S]] 1l /] S]] 1l /] I 1]
I i e s ro i e e s o
7 7 1777 1777 1777 1777 7

# valor inicial (1,2,1,4,1,6) #
/
il

/

1

1777

S]] L) L) ) ) ) ] S ]
s 1 wns s e e

f 1
Ty TTTT777T

1 11
T

# medidas v06 e veb

v06.valores <— matrix(c(c(1,2,1,3,1,5), c(1,2,1,4,1,6),
c(2,1,2.3,2,6), c(2,1,2,4,2,5)),

ncol = 6, byrow = T)

v06 <— matrix(rep(0, nrow(todos6)))

i=1

while (i<nrow(v06.valores)+1){

v06 [which (apply(todos6, 1,

function(x) all(x=v06.valores[i,]))),1]=1/4;
i=i+1;

}

ve6.valores <— matrix(c(c(1,2,1,3,1,5), ¢(1,2,1,3,1,6),
c(1,2,1,4,1,5), c(1,2,1,4,1,6),

c(2,1,2,3,2,5), c(2,1,2,3,2.,6),

c(2,1,2,4,2,5), c(2,1,2.4,2,6)),

ncol = 6, byrow = T)
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veb6 <— matrix(rep(0, nrow(todos6)))
i=1

while (i<nrow(ve6.valores)+1){

ve6 [which (apply(todos6, 1,

function(x) all(x=ve6.valores[i,]))).1]=1/8;

i=i+1;

}
# matrizes Q e projecoes
Q5T <— matrix(rep(diag(675),6), nrow = 675)

v05 <— Q5T %% v06
veb <— Q5T %+% veb

v05.valores <— todos5[which(v05!=0),]
ve5.valores <— todos5[which(ve5!=0),]

Q4T <— matrix(rep(diag(674),6), nrow = 674)

v04 <— Q4T %+% v05
ved <— Q4T %% veb

v04 . valores <— todos4[which(v04!=0),]
ved.valores <— todos4 [which(ve4!=0),]
Q3T <— matrix(rep(diag(673),6), nrow = 673)

v03 < Q3T %% v04
ve3d <— Q3T %% ve4d

v03.valores <— todos3[which(v03!=0),]
ve3.valores <— todos3[which(ve3!=0),]

Q2T <— matrix(rep(diag(672),6), nrow = 6"2)

v02 <— Q2T %+% v03
ve2 <— Q2T %+% ve3

v02.valores <— todos2[which(v02!=0),
ve2.valores <— todos2[which(ve2!=0),

]
]
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Q1T <— matrix(rep(diag(6~1),6), nrow = 671)

v0l <— Q1T %%
vel <— Q1T %%

vO0l.valores <—

vel .valores <—

v02

ve?2

todosl [which(v01!=0),
todosl [which(vel!=0),

]
]
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