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Introdução

Um fluxo Browniano é, sob algumas condições, determinado por sua média e
covariância infinitesimais (vide [16, capítulo 4]), ou seja, os processos de 1 e 2 pontos
determinam o movimento de N pontos, N > 2. Entretanto, para processos Markovianos,
em geral, esse resultado não é válido.

Assim, o objetivo deste trabalho é explorar resultados relacionados ao conceito de
bifurcação estocástica apresentado por Högele e Ruffino[11] e da Costa, Högele e Ruffino[7],
estudando seus exemplos e teoremas. Esse conceito estende a noção clássica de bifurcação
para dinâmicas estocásticas apresentada em Arnold[3], generalizando-a para o contexto de
dinâmicas Markovianas de N pontos.

Essas dinâmicas surgem a partir do fluxo induzido no espaço produto, isto é, tal
fluxo representa o processo de N pontos associado e o interesse em estudá-las se deve ao
fato de que esse contexto fornece informações que, em geral, não podem ser observadas
com o movimento de 1 ponto.

Na teoria clássica determinística uma bifurcação ocorre quando uma mudança no
parâmetro altera o suporte da media invariante associada ao fluxo, por exemplo, quando
ocorre a separação do suporte em dois domínios invariantes e desconexos (como referência
para a teoria clássica de sistemas dinâmicos veja Katok e Hasselblatt[15], onde a definição
de bifurcação é dada em termos da ruptura topológica do suporte das medidas invariantes).
Em sistemas gerados por equações diferencias estocásticas as bifurcações podem ser estudas
seguindo esta mesma ideia (veja por exemplo, [3]), entretanto essa ruptura topológica
da medida ocorre em diferentes níveis. Além disso, diferentemente do caso estocástico
explicado em [6], no caso determinístico a medida invariante é estendida de modo natural
ao espaço produto como sendo a respectiva medida produto.

O ponto central do trabalho está ligado à discussão da rigidez imposta pelo fluxo
Browniano pois, como demonstrado em [16], a Gaussianidade do fluxo garante uma
dependência de modo que o movimento de N pontos fica completamente conhecido a
partir das leis de 1 e 2 pontos. Por outro lado, retirando-se a continuidade do fluxo, o
chamado fluxo de Lévy, não há razões, a princípio, para esperar que esse mesmo resultado
(veja por exemplo [2, 8, 9, 17]). Logo, a questão natural que surge é saber quantos níveis
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são necessários para se determinar um fluxo de Lévy em geral. Esta dissertação trabalha
esta questão para cadeias de Markov em espaços de estados finitos aborda, sendo baseada
nos resultados apresentados em [11] e [7].

Assim, este trabalho está organizado da seguinte forma: no Capítulo 1 foi feito um
esforço de concatenação de resultados afim de que o trabalho se torne autocontido num
contexto de primeira leitura e também uma tentativa de incentivar a busca em detalhes
desses conceitos nas referencias nele deixadas. Já no Capítulo 2 serão definidos um sistema
homogêneo de Markov e uma bifurcação estocástica de n pontos, a qual ocorre no contexto
de um sistema de Markov. O Capítulo 3 será destinado à apresentação de exemplos de
fluxos estocásticos onde ocorre uma bifurcação para n > 2, incluindo o exemplo mínimo, ou
seja, o menor número de pontos necessários para haver uma bifurcação de 3 ou mais pontos,
enquanto o Capítulo 4 discutirá formas de determinar o nível em que uma bifurcação
acontece.
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Capítulo 1

Noções preliminares

O objetivo deste capítulo é apresentar definições e teoremas que serão utilizados
de ao longo do trabalho para que o mesmo seja autocontido. As principais referências
utilizadas foram Kunita[16], Ash e Dóleans-Dade[5], Arnold[3] e Rudnicki, Pichór e Tyran-
Kamińska[23]. Além dessas, como referência em tópicos da álgebra utilizou-se Jacobson[12]
enquanto para a área de topologia cita-se Munkres[18], Rudin[22] e Baxendale[6].

Definição 1.1. Uma topologia em um conjunto não-vazio S é uma coleção T de subcon-
juntos de S tal que:

i. ∅ e S pertencem à T ;

ii. a união de qualquer coleção de elementos de T pertence à T ; e

iii. a interseção finita de elementos de T pertence à T .

Um par (S, T ) é chamado de espaço topológico.

Observação 1.1. É comum referir-se a um conjunto S como sendo um espaço topológico
ficando então subentendida a respectiva topologia TS.

Definição 1.2. Seja (S, T ) um espaço topológico.

1. Um subconjunto A ⊆ S é dito aberto se A ∈ T .

2. Um subconjunto A ⊆ S é dito fechado se o seu complementar é aberto, isto é, se
Ac = S\A ∈ T .

3. O fecho de um subconjunto A ⊆ S é a interseção de todos os subconjuntos fechados
que contêm A.

4. Dada uma função f : S → R, o fecho do conjunto f−1(R\{0}) = {s ∈ S : f(s) 6= 0}
é chamado suporte de f .

5. Um subconjunto A ⊆ S é denso em S se o fecho de A é igual a S.
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6. O espaço (S, T ) é dito separável se possui um subconjunto denso contável.

Exemplo 1.1. O conjunto dos números reais com a topologia gerada por T0 = {[a, b) :
a, b ∈ R, a < b} é um espaço topológico separável pois Q ⊆ R é denso e contável. Para
mais detalhes, consulte [18, capítulos 2 e 4].

A definição a seguir mostra que é possível construir uma topologia para um conjunto
S a partir de uma função (ou de um conjunto de funções) que possui S como domínio.

Definição 1.3. Seja S um conjunto e A uma coleção de funções f : S → Yf , onde cada
(Yf , TYf ) é um espaço topológico. A coleção T de todas as uniões de interseções finitas de
conjuntos f−1(V ), com f ∈ A e V ∈ TYf , é uma topologia em S chamada topologia fraca.

Exemplo 1.2. Seja S o produto cartesiano de uma coleção de espaços topológicos (Yα, TYα).
Se para todo α, fα : S → Yα é uma função tal que fα(s) apresenta a α-ésima coordenada
de s ∈ S então a topologia fraca induzida por esse conjunto de funções é chamada de
topologia produto. Para mais detalhes, consulte [22, seção 3.8].

Como caso particular de espaço topológico, definido em 1.1, tem-se os espaços
métricos, cuja definição será apresentada a seguir.

Definição 1.4. Uma métrica em um conjunto S é uma função d : S × S → R tal que:

i. d(x, y) ≥ 0, ∀x, y ∈ S, sendo d(x, y) = 0 ⇔ x = y;

ii. d(x, y) = d(y, x), ∀x, y ∈ S; e

iii. d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z), ∀x, y, z ∈ S, chamada desigualdade triangular.

O par (S, d) é dito um espaço métrico.

Se d é uma métrica em S então a coleção dos conjuntos Bd(x, ε) = {y : d(x, y) < ε},
com x ∈ S e ε > 0, chamados de bolas abertas, forma uma base para uma topologia em S,
chamada topologia induzida por d.

Um espaço topológico (S, T ) é dito metrizável se existe uma métrica d que induz a
topologia T .

No contexto de espaços métricos, é possível caracterizar a convergência de uma
sequência utilizando o conceito de sequências de Cauchy.

Definição 1.5. Seja (S, d) um espaço métrico. Uma sequência (xn)n∈N de pontos de S
é dita uma sequência de Cauchy, se dado ε > 0 existe N = N(ε) tal que d(xn, xm) < ε,
∀n,m > N . Se toda sequência de Cauchy em S converge então (S, d) é dito completo.

Um caso específico de espaço topológico são os chamados espaços poloneses, muito
utilizados na área de probabilidade.
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Definição 1.6. Um espaço polonês é um espaço topológico separável e metrizável de
forma a se tornar completo.

Definição 1.7. Uma relação de equivalência em um conjunto S é uma relação ∼ em S

tal que:

i. x ∼ x, ∀x ∈ S;

ii. x ∼ y ⇒ y ∼ x, x, y ∈ S; e

iii. x ∼ y e y ∼ z ⇒ x ∼ z, x, y, z ∈ S.

Dada uma relação de equivalência ∼ em S e x ∈ S, o subconjunto Ex = {y ∈ S : x ∼ y} é
chamado de classe de equivalência de x.

Definição 1.8. Seja (S, T ) um espaço topológico como na Definição 1.1 e A um subcon-
junto de S. O par (A, TA), onde TA = {A ∩ U : U ∈ T } é uma topologia em A, é dito um
subespaço de S.

Para a demonstração de que TA descrito na definição anterior é uma topologia em
A consulte [18, página 89].

Definição 1.9. Dado (S, T ) um espaço topológico, uma separação de S é um par U, V ∈ T
tal que U, V 6= ∅, U ∪V = S e U ∩V = ∅. O conjunto S é conexo (com respeito à topologia
T ) se não existe uma separação de S.

Definição 1.10. Dado (S, TS) um espaço topológico qualquer e definindo ∼ uma relação
de equivalência em S dada por

x ∼ y ⇔ existe um subespaço conexo de S contendo x e y,

as classes de equivalência dessa relação são chamadas de componentes conexos de S.

Para demonstração de que ∼ na definição anterior é uma relação de equivalência,
consulte [18, página 159].

No contexto de espaços topológicos, a caracterização de continuidade de uma função
é dada por:

Definição 1.11. Sejam (S, TS) e (Y, TY ) espaços topológicos e f : S → Y uma função.

1. f : S → Y é dita contínua se f(U) ∈ TY , ∀U ∈ TS.

2. Se f : S → Y é uma bijeção tal que f é contínua e a sua inversa f−1 : Y → S

também é contínua, então f é chamada de homeomorfismo.

3. Se existe f : S → Y um homeomorfismo entre (S, TS) e (Y, TY ) então diz-se que
esses são espaços equivalentes topologicamente.



20 Capítulo 1. Noções preliminares

Observação 1.2. É fácil notar que se T é a topologia fraca em S como na Definição 1.3
então T é a menor topologia em S onde todas as funções de A são contínuas.

Ao longo do trabalho, serão utilizadas algumas noções usuais de probabilidade que
estão listadas a seguir.

Definição 1.12. Dado Ω um conjunto não vazio, uma coleção F de subconjuntos de Ω é
uma σ-álgebra se satisfaz:

i. Ω ∈ F ;

ii. se B ∈ F então Bc ∈ F ; e

iii. se B1, B2, . . . ∈ F então
∞⋃
i=1

Bi ∈ F .

Uma dupla (Ω,F) é chamada espaço mensurável.

Ao longo do texto, com exceção de explicitado o contrário, Ω representará um
conjunto não vazio e F uma σ-álgebra referente ao conjunto de interesse.

Observe que, em um experimento aleatório, o espaço amostral Ω é o conjunto que
contém todos os resultados possíveis do experimento e os elemento da σ-álgebra F são
chamados eventos de Ω.

Exemplo 1.3. O conjunto B = B(R) é definido como sendo a menor σ-álgebra de
subconjuntos de R contendo os intervalos da forma (a, b], a, b ∈ R. Tal conjunto é chamado
de σ-álgebra de Borel e seus elementos são chamados de borelianos da reta.

SeM é um espaço métrico então o conjunto B(M) é definido como sendo a σ-álgebra
gerada pelos abertos de M e seus elementos são chamados de borelianos de M .

Definição 1.13. Uma medida é uma função µ : F → R̄ tal que:

i. µ(B) ≥ 0, ∀B ∈ F ; e

ii. se B1, B2, . . . ∈ F , Bi ∩ Bj = ∅, i 6= j, então µ
( ∞⋃
i=1

Bi

)
=

∞∑
i=1

µ (Bi), isto é, µ é

σ-aditiva.

A tripla (Ω,F , µ) é chamada espaço de medida.

Se µ : F → R̄ satisfaz i. e ii. acima e é tal que µ(Ω) = 1 então µ é chamada
medida de probabilidade e (Ω,F , µ) é chamada espaço de probabilidade. Tradicionalmente,
utiliza-se P no lugar de µ nesse contexto.

Exemplo 1.4. Um determinado jogo consiste no lançamento de dois dados honestos de
cores distintas e na observação dos resultados. Assim, para esse experimento tem-se que:

• Espaço amostral: Ω = {(i, j) : i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}}
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• σ-álgebra: F = {todos os subconjuntos de Ω} (parte de Ω)

• Probabilidade: P ((i, j)) = 1
36 ,∀i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} e P (A) =

∑
ω∈A

P (ω), ∀A ∈ F

Definição 1.14. Dado um espaço de medida (Ω,F , µ), diz-se que uma determinada
afirmação é válida quase-certamente com relação a µ se existe N ∈ F tal que µ(N) = 0 e
essa afirmação é válida para N c.

Definição 1.15. Um espaço de medida (Ω,F , µ) é dito σ-finito se existe (An)n∈N ⊆ F

tal que Ω =
∞⋃
i=1

An e µ(An) <∞, ∀n ∈ N.

Definição 1.16. Sejam (Ω1,F1) e (Ω2,F2) espaços mensuráveis. Uma função f : Ω1 → Ω2

é mensurável com respeito às σ-álgebras F1 de Ω1 e F2 de Ω2 se, para todo A ∈ F2, vale
f−1(A) = {ω ∈ Ω1 : f(ω) ∈ A} ∈ F1.

Definição 1.17. Uma variável aleatória com valores em um espaço métrico separável e
completo M é uma função mensurável X : (Ω,F)→ (M,B(M)).

Teorema 1.1 (Teorema da Medida Induzida). Seja π : (Ω,F) → (Ω0,F0) uma função
mensurável, µ uma medida em F e defina a medida µ0 = π∗µ em F0 como

µ0(A) = π∗µ(A) = µ(π−1(A)), ∀A ∈ F0.

Dada uma função f : (Ω0,F0)→ (R̄,B(R̄)) então, ∀A ∈ F0,∫
π−1(A)

f(π(ω))dµ(ω) =
∫
A
f(ω)dµ0(ω) (1.1)

no sentido que se uma das integrais existe então a outra também existe e as duas são
iguais.

Demonstração. A demonstração desse teorema pode ser encontrada em [5, páginas 52 e 53].

Uma classe de funções muito utilizada no contexto de probabilidade é a classe de
funções integráveis, isto é, funções cuja integrais com relação a uma determinada medida
são finitas. O espaço dessas funções, denotado por L1 está definido a seguir.

Definição 1.18. Dado um espaço de probabilidade (Ω,F , P ), o espaço L1 = L1(Ω,F , P )
é definido como sendo o conjunto de todas as funções P -integráveis sobre Ω, ou seja,
L1 =

{
f : Ω→ R

∣∣∣ ∫
Ω
f(ω)dP (ω) é finita

}
.

O principal objeto de estudo neste trabalho são as Cadeias de Markov, um caso
específico de processo estocástico que, como será apresentado posteriormente, podem ser
caracterizadas por uma família de núcleos de transição.
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Definição 1.19. Dado (Ω,F) um espaço mensurável, um núcleo de transição é uma
função P : Ω× F → [0, 1] tal que:

i. ∀B ∈ F fixo, P (·, B) : Ω→ [0, 1] é mensurável (com relação à F); e

ii. ∀x ∈ Ω, P (x, ·) : F → [0, 1] é uma medida em (Ω,F).

Uma família de variáveis aleatórias indexadas em T com valores em um espaço
métrico M , isto é, X : Ω× T →M , é chamada de um processo estocástico. As definições
formais de processo estocástico e de seus casos particulares que serão mencionados ao
longo do texto encontram-se a seguir.

Definição 1.20. Dados (Ω,F) um espaço mensurável e M um espaço métrico completo
e separável, uma família de variáveis aleatórias (Xt)t∈T com valores em M , onde T é um
conjunto relacionado ao tempo, é um processo estocástico com espaço de estados M .

Observando a dinâmica temporal quando o parâmetro aleatório ω ∈ Ω é fixado,
isto é, as funções X·(ω) : T → M , chamadas trajetórias de um processo estocástico X,
constrói-se o chamado processo canônico. Tal processo é uma versão de X, isto é, suas
distribuições de dimensão finita são iguais, motivando portanto o estudo de processos
estocásticos a partir das chamadas probabilidades de transição.

Um caso particular de processo estocástico cujo espaço de estados é um conjunto
enumerável é chamado Cadeia de Markov.

Definição 1.21. Seja M um conjunto enumerável (finito ou infinito), chamado espaço de
estados, Π = [pij]i,j∈M uma matriz estocástica, ou seja, pij ≥ 0, ∀i, j ∈M , e

∑
j∈M

pij = 1,

∀i ∈ M , e Π0 = [pk]k∈M tal que pk ≥ 0, ∀k ∈ M , e
∑
k∈M

pk = 1, chamada distribuição

inicial.

Existe então (vide [5, Theorem 4.11.2]) uma sequência de variáveis aleatórias
(Xt)t∈T , T = N ∪ {0}, definidas em um mesmo espaço de probabilidade (Ω,F , P ) e
assumindo valores em M tais que P (X0 = k) = P ({ω ∈ Ω : X0(ω) = k}) = pk, ∀k ∈M , e

P (X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn = in) = P ({ω ∈ Ω : X0(ω) = i0, . . . , Xn(ω) = in})

= pi0pi0i1 · · · pin−1in , ∀i0, . . . , in ∈M, n ∈ N.
(1.2)

O processo estocástico definido por essas variáveis aleatórias é chamado de Cadeia
de Markov (homogênea).

As entradas pij da matriz Π, chamada matriz de transição, são chamadas de
probabilidades de transição pois, de (1.2), tem-se que pij = P (Xn+1 = j | Xn = i),
∀i, j ∈ M , n ∈ N. Tal valor é interpretado como como a probabilidade de, estando no
estado i, o processo estar no estado j depois de uma 1 tempo de transição.
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É importante observar que (1.2) é equivalente a

P (Xn+1 = j | X0 = i0, . . . , Xn−1 = in−1, Xn = i) = P (Xn+1 = j | Xn = i) = pij,

∀i, j, i0, . . . , in−1 ∈M , n ∈ N. A primeira igualdade é chamada de propriedade de Markov
e, pela equivalência entre as equações, é suficiente para caracterizar uma Cadeia de Markov.
Para mais detalhes, consulte [4, seção 7.1], [5, capítulo 4], [24, capítulo 2] entre outros.

Exemplo 1.5. Suponha que um jogo de aposta sobre o lançamento de um dado honesto
ocorra da seguinte forma: se o resultado for um número par, o jogador ganha 1 real, caso
contrário, o jogador perde 1 real.

Supondo que o jogo acabe quando o jogador atingir 5 reais ou perder todo o dinheiro
(ficar com 0 reais), a quantidade de dinheiro que o jogador possui a cada rodada pode ser
representado como uma Cadeia de Markov com espaço de estados M = {0, 1, 2, 3, 4, 5} e
matriz de probabilidades de transição

P1 =



1 0 0 0 0 0
1
2 0 1

2 0 0 0
0 1

2 0 1
2 0 0

0 0 1
2 0 1

2 0
0 0 0 1

2 0 1
2

0 0 0 0 0 1


,

ou seja, se Xn indica quantidade de dinheiro do jogador após n lançamentos, então

P (Xn = i | Xn−1 = j) =


1, se i = j = 0 ou i = j = 5
1
2 , se i = j − 1 ou i = j + 1, com j = 1, 2, 3, 4

0, caso contrário

.

Visualmente, em cada lançamento tem-se:

0 1 2 3 4 5

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1 1

A extensão de uma Cadeia de Markov para um espaço de estados M que não é
necessariamente enumerável é o chamado processo de Markov, definido a seguir.
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Definição 1.22. Sejam (M,F) um espaço mensurável e (Pt)t∈T uma família de probabili-
dades de transição (homogêneas) em (M,F), isto é, para cada t ∈ T , Pt é um núcleo de
transição, com P0(x,B) = δx(B) e

Pt+s(x,A) =
∫
M
Pt(z, A)Ps(x, dz), ∀t, s ∈ T, (1.3)

chamada equação ou condição de Chapman-Kolmogorov. O teorema da extensão de
Kolmogorov (vide [24, Teorema 2.2]) garante que existe então um processo estocástico
associado a essas probabilidade de transição chamado processo de Markov (homogêneo)
com espaço de estados M .

De forma análoga ao caso da cadeia de Markov, Pt(x,A) é interpretada como a
probabilidade de, partindo de x ∈M , o processo estar em A ∈ F depois de um período t.

Definição 1.23. Um processo estocástico (Xt)t∈T , T = N ∪ 0 definido em um espaço de
probabilidade (Ω,F , P ) é chamado de processo de Lévy se:

i. X0 = 0 quase-certamente (isto é, P (X0 = 0) = 1);

ii. os incrementos são independentes, isto é, para todo n ∈ N e 0 ≤ t1 < · · · < tn+1 as
variáveis aleatórias Xtj+1 −Xtj , 1 ≤ j ≤ n, são independentes;

iii. os incrementos são estacionários, ou seja, Xt+k −Xt
d= Xk −X0, ∀t, k ∈ N; e

iv. para todo a > 0 e s ∈ N, lim
t→s

P (|Xt −Xs| > a) = 0

Definição 1.24. Seja M um espaço polonês, T = N ∪ {0} e (Ω,F , P ) um espaço de
probabilidade completo. Uma família (ϕt)t∈T , ϕt(ω) : M →M , ω ∈ Ω, é chamada de um
(semi)fluxo estocástico de Lévy de aplicações se existe N ∈ F com P (N) = 0 tal que:

i. ϕt+s(ω) = ϕt(ω) ◦ ϕs(ω), para todo s, t ∈ T e ω ∈ N c;

ii. ϕ0(ω) = idM , para todo ω ∈ N c;

iii. para todo n ∈ N e t1, . . . tn ∈ T a família de incrementos (ϕt1 , . . . , ϕtn) é indepen-
dente;

iv. t 7→ ϕt(ω) é contínua a direita e limitada a esquerda, para ω ∈ N c fixo. Se, em
particular, t 7→ ϕt(ω) é contínua, para ω ∈ N c fixo, então o fluxo estocástico é
chamado de Browniano.

Definição 1.25. Seja (Ω,F , µ) um espaço de medida σ-finito. Denotando por D o subcon-
junto de L1 (Ω,F , µ) que contém as densidades, ou seja, D = {f ∈ L1 : f ≥ 0, ‖f‖ = 1},
uma função P : L1 → L1 é chamada de operador de Markov se P (D) ⊆ D.
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Utilizando a definição acima, é possível introduzir o conceito de semigrupo de
Markov.

Definição 1.26. Um semigrupo de Markov consiste em uma família {Pt}t≥0 de operadores
de Markov satisfazendo:

i. P0 = Id;

ii. Pt+s = PtPs, t, s ≥ 0; e

iii. a função t 7→ Ptf é contínua para todo f ∈ L1.

Observação 1.3. Em [20, página 80] são definidas as funções de transição e a equação de
Chapman-Kolmogorov para semigrupo.

Definição 1.27. Sejam (M,F , µ) um espaço de probabilidade e X um processo de
Markov com valores em M e probabilidades de transição associadas a P . Para A ∈ F ,
defina µ∗P (A) =

∫
P (x,A)µ(dx). A medida µ : F → R é dita invariante se µ(A) =∫

P (x,A)µ(dx), ∀A ∈ F , isto é, µ∗P = µ. Se o processo tem espaço de estados discreto
então P pode ser representada como uma matriz e µ como um vetor de forma que µ é
invariante se Pµ = µ, isto é, se µ é um autovetor de P .

Uma medida invariante µ é dita ergódica se para todo conjunto A ∈ F P -invariante,
isto é, P (a,A) = 1, ∀a ∈ A, tem-se que µ(A) = 0 ou µ(A) = 1.
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Capítulo 2

Bifurcação estocástica de n pontos

Seja (Ω,F , P ) um espaço de probabilidade, M um espaço polonês e t ∈ T , com
T = N∪ {0} ou T = R≥0. Uma família de probabilidades de transição homogêneas (Pt)t∈T
satisfazendo a equação de Chapman-Kolmogorov como na equação (1.3), isto é, dados
x ∈M , A ∈ B(M),

Pt+s(x,A) =
∫
M
Pt(z, A)Ps(x, dz)

para todo para s, t ∈ T , s ≤ t, gera um processo de Markov com valores no espaço de
estados M . Para mais detalhes, consulte [20].

Nesse contexto, o processo Xt é considerado o movimento de 1 ponto que pode ser
estendido de diversas formas para um processo no espaço produto MN = M × . . .×M ,
com N ≤ |M |, cujas probabilidades de transição são denotadas por

PN
t (x,B), x = (x1, . . . , xN) ∈MN e B ∈ B(MN).

As mais intuitivas são:

1. Assumir que as dinâmicas aleatórias são provenientes de um fluxo de bijeções men-
suráveis como nos exemplos que serão apresentados no Capítulo 3 e no Exemplo 4.3.

2. Considerar um fluxo estocástico de Lévy de funções de mensuráveis ϕ : M → M ,
como descrito na Definição 1.24, permitindo coalescência de partículas. A extensão
de para o movimento de N pontos induzido por ϕ será descrita na Seção 2.1.

3. Permitir que o sistema não venha de um fluxo, como será o caso apresentado no
Exemplo 2.2.

A definição de bifurcação de n pontos que será dada nas próximas seções é aplicável
para todos os casos acima.
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2.1 Sistema homogêneo de Markov de N pontos
Seja ϕ = (ϕt)t∈T um fluxo estocástico de Lévy, como na Definição 1.24. O movimento

de N ∈ N pontos em MN induzido por ϕ é dado por

ϕt(x) := (ϕt(x1), . . . , ϕt(xN)) , ∀t ∈ T, (2.1)

com x = (x1, . . . , xN) ∈MN . Como descrito em [7] as probabilidades de transição desse
processo são dadas por

PN
t (x,A) := P (ϕt(x) ∈ A), A ∈ B(MN). (2.2)

Dados k ∈ N e l ∈ {1, . . . , k}, a projeção cuja imagem omite a l-ésima coordenada
será denotada por πkl : Mk →Mk−1, ou seja, para cada (x1, . . . , xk) ∈Mk tem-se que

πkl (x1, . . . , xk) := (x1, . . . , xl−1, xl+1, . . . , xk) ∈Mk−1. (2.3)

Considerando um processo de Markov com valores emM e suas diferentes extensões
para um processo de N pontos em MN , se qualquer projeção do processo de MN para Mk,
com k ≤ N , leva a um processo com a mesma estrutura de probabilidade, de tal forma
que, após N − 1 projeções as probabilidades originais de transição de 1 ponto em M são
eventualmente recuperadas, então o processo de Markov de N pontos é dito compatível.
Essa noção de compatibilidade será utilizada na definição de um sistema homogêneo de
Markov apresentada a seguir.

É importante observar que dois processos diferentes de N pontos podem coincidir
quando observada a estrutura do processos de k pontos, para algum 1 ≤ k < N . Neste
caso, as probabilidades de transição desses processos são distintas apenas para movimento
de j pontos, com k < j ≤ N suficientemente grande.

Definição 2.1. Seja M um espaço polonês, B(M) sua σ-álgebra de Borel, N ∈ N tal que
N ≤ |M | e

(
P k
)
k∈{1,...,N}

uma família de núcleos de transição homogêneos P k
t (x,B), com

t ∈ T , x ∈Mk e B ∈ B(M). Se essa família de probabilidades de transição é compatível,
ou seja, se para cada k > 1 tem-se que

P k
t

(
x, (πkl )−1(A)

)
= P k−1

t

(
πkl (x), A

)
, (2.4)

∀t ∈ T , x ∈ Mk, A ⊆ Mk−1 e l ∈ {1, . . . , k}, então
(
M,

(
P k
)

1≤k≤N

)
é chamado um

sistema homogêneo de Markov de N pontos.

Exemplo 2.1. Se |M | = m <∞, o sistema homogêneo de Markov de N pontos, N ≤ m

coincide com o fluxo estocástico de Lévy, isto é, dado ϕ um fluxo estocástico de Lévy em
M , os movimentos de k pontos, 1 ≤ k ≤ N , induzidos por ϕ, obtidos como descrito na
equação (2.1), formam um sistema homogêneo de Markov de N pontos.
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Exemplo 2.2. Para M = {1, 2} considere os movimentos de 1 ponto em M e de 2 pontos
em M2 = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)} com suas respectivas probabilidades de transição
descritas abaixo.

• Processo em M = {1, 2}

1 2

onde todas as probabilidades de transição são iguais a 1
2, ou seja, a matriz de transição do

movimento de 1 ponto é

P 1 =
P 1

1,1 P 1
1,2

P 1
2,1 P 1

2,2

 =
1

2
1
2

1
2

1
2

 .
• Processo em M2 = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}:

(1, 1)

(1, 2)

(2, 1)

(2, 2)

onde todas as probabilidades de transição são iguais a 1
4, ou seja, a matriz de transição do

movimento de 2 pontos é

P 2 =


P 2

(1,1),(1,1) P 2
(1,1),(1,2) P 2

(1,1),(2,1) P 2
(1,1),(2,2)

P 2
(1,2),(1,1) P 2

(1,2),(1,2) P 2
(1,2),(2,1) P 2

(1,2),(2,2)

P 2
(2,1),(1,1) P 2

(2,1),(1,2) P 2
(2,1),(2,1) P 2

(2,1),(2,2)

P 2
(2,2),(1,1) P 2

(2,2),(1,2) P 2
(2,2),(2,1) P 2

(2,2),(2,2)

 =



1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

 .

Como, por exemplo, P 2
(1,1),(1,2) = 1

4 > 0, tem-se que o sistema não vem de um
semifluxo, pois, caso contrário, tal função teria 1 e 2 como imagens de 1, uma contradição
com a definição de função.

É possível obter P 1 a partir de P 2 utilização projeções como descrito na equação
2.4. A relação entre as probabilidades de transição serão apresentadas de forma mais
detalhada no Capítulo 4.

Dados um sistema homogêneo de Markov de N pontos
(
M,

(
P k
)

1≤k≤N

)
e uma

função contínua e limitada f : Mk → R, o semigrupo de Markov associado é dado por

P k
t f(x) =

∫
Mk

f(y)P k
t (x, dy) , t ∈ T, x ∈Mk.
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A condição de compatibilidade da família
(
P k
)
k∈{1,...,N}

, apresentada na equação (2.4)
é dada no semigrupo por P k

t f(x1, . . . , xk) = P l
t g(x1, . . . , xl), onde l ≤ k, f : Mk → R e

g : M l → R são funções contínuas e limitadas tais que f(y1, . . . , yk) = g(yi1 , . . . , yil), sendo
(x1, . . . , xl) = (yi1 , . . . , yil), para algum conjunto {i1, . . . , il} ⊆ {1, . . . , k}.

Em [13, def. 1.1] é apresentada uma definição análoga e sua respectiva condição de
compatibilidade para um semigrupo de Feller.

Lema 2.1. Seja X um processo de Markov gerado pelas probabilidades de transição PN

em MN e µ uma medida invariante de X. Se πNk (X) também é um processo de Markov,
então a medida induzida (πNk )∗µ é uma medida invariante para o processo πNk (X) em
MN−1. Além disso, se µ é ergódica então (πNk )∗µ é ergódica em MN−1.

Demonstração. Para t ∈ T fixo, seja PN
t (x,A) a família das probabilidades de transição

do processo X em MN no tempo t, com x ∈MN e A ⊆MN . Como, por hipótese, πNk (X)
gera um processo de Markov em MN−1, as probabilidades de transição em MN−1 são
dadas por

PN−1
t

(
πNk (x), B

) (2.4)= PN
t

(
x, (πNk )−1(B)

)
(2.5)

∀x ∈MN , B ⊆MN−1. Assim, denotando γ = (πNk )∗µ e utilizando o Teorema da Medida
Induzida (Teorema 1.1),

γ(B) = (πNk )∗µ(B) = µ
(
(πNk )−1(B)

)
=
∫
MN

PN
t

(
x, (πNk )−1(B)

)
dµ(x)

(1.1)=
∫
MN−1

PN
t

(
(πNk )−1(y), (πNk )−1(B)

)
dµ
(
(πNk )−1(y)

)
=
∫
MN−1

PN
t

(
(πNk )−1(y), (πNk )−1(B)

)
d(πNk )∗µ(y)

(2.5)=
∫
MN−1

PN−1
t (y,B)d(πNk )∗µ(y)

= ((πNk )∗µ)∗PN−1
t (B) = γ∗P

N−1
t (B)

(2.6)

e, portanto, (πNk )∗µ também é invariante.

Se µ é ergódica como na Definição 1.27 então a ergodicidade de (πNk )∗µ segue
diretamente do resultado obtido na equação (2.6).

2.2 Bifurcação estocástica de n pontos
A ideia de bifurcação em um sistema dinâmico, tanto em um contexto determinístico

quanto para sistemas estocásticos, está relacionada com a mudança da topologia do suporte
da medida invariante. A definição a seguir generaliza essa ideia para um sistema de Markov
de N pontos em um espaço polonês.
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Definição 2.2. Seja M um espaço polonês e
((
P k,ε

)
1≤k≤N

)
ε∈I

uma família de sistemas
homogêneos de Markov de N pontos, como na Definição 2.1, indexada por ε ∈ I, onde I é
um intervalo da reta. Diz-se que

((
P k,ε

)
1≤k≤N

)
ε∈I

possui uma bifurcação estocástica de
n pontos em ε0 ∈ I, com n ≤ N , se

1. para todo x ∈Mk, 1 ≤ k ≤ n, tem-se que ε 7→ P k,ε(x, ·) é contínua com respeito à
topologia fraca no espaço de medidas de probabilidade P(Mk)

2. para todo ε ∈ I existe uma medida invariante µε com respeito à P n,ε em Mn tal que

a) para todo ε em uma vizinhança Vε0 ⊆ I de ε0 a medida µε é ergódica e todos os
conjunto de (supp(µε))ε∈Vε0

são topologicamente equivalentes entre si, como na
Definição 1.11, mas supp(µε) não é topologicamente equivalente ao supp(µε0);

b) para toda sequência de projeções π2
k2 , . . . , π

n
kn , ki ∈ {1, . . . , i}, i ∈ {2, . . . , n},

tem-se que supp((π2
k2 ◦ . . . ◦ π

n
kn)∗µε) e supp((π2

k2 ◦ . . . ◦ π
n
kn)∗µε0) são topologi-

camente equivalentes.

O exemplo a seguir ilustra a definição acima apresentando um processo que possui
uma bifurcação estocástica.

Exemplo 2.3. Considere um processo de Markov com espaço de estados M = {1, 2} e
matriz das probabilidades de transição

P 1 =
P 1

1,1 P 1
1,2

P 1
2,1 P 1

2,2

 =
1

2
1
2

1
2

1
2

 .
Note que µ1 =

(
1
2 ,

1
2

)
é a medida invariante para P 1 uma vez que µ1P 1 = µ1.

Já para o processo em M2 = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}, ou seja, para o sistema de
2 pontos, suponha que a matriz das probabilidades de transição é

P 2 =


P 2

(1,1),(1,1) P 2
(1,1),(1,2) P 2

(1,1),(2,1) P 2
(1,1),(2,2)

P 2
(1,2),(1,1) P 2

(1,2),(1,2) P 2
(1,2),(2,1) P 2

(1,2),(2,2)

P 2
(2,1),(1,1) P 2

(2,1),(1,2) P 2
(2,1),(2,1) P 2

(2,1),(2,2)

P 2
(2,2),(1,1) P 2

(2,2),(1,2) P 2
(2,2),(2,1) P 2

(2,2),(2,2)

 =



1
2 0 0 1

2
1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
2 0 0 1

2



Se µ2 =
(
µ2

(1,1), µ
2
(1,2), µ

2
(2,1), µ

2
(2,2)

)
é uma medida invariante com relação à P 2, então

µ2P 2 = µ2. Assim,

(
µ2

(1,1), µ
2
(1,2), µ

2
(2,1), µ

2
(2,2)

)


1
2 0 0 1

2
1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
2 0 0 1

2

 =
(
µ2

(1,1), µ
2
(1,2), µ

2
(2,1), µ

2
(2,2)

)
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⇒



µ2
(1,1) = 1

2µ
2
(1,1)+ 1

4µ
2
(1,2)+ 1

4µ
2
(2,1)+ 1

2µ
2
(2,2)

µ2
(1,2) = 1

4µ
2
(1,2)+ 1

4µ
2
(2,1)

µ2
(2,1) = 1

4µ
2
(1,2)+ 1

4µ
2
(2,1)

µ2
(2,2) = 1

2µ
2
(1,1)+ 1

4µ
2
(1,2)+ 1

4µ
2
(2,1)+ 1

2µ
2
(2,2)

⇒


µ2

(1,1) = µ2
(2,2)

µ2
(1,2) = µ2

(2,1)

µ2
(2,1) = 3µ2

(1,2)

.

Portanto, como µ2
(1,1) + µ2

(1,2) + µ2
(2,1) + µ2

(2,2) = 1, pois µ2 é uma medida de probabilidade,
obtêm-se µ2 =

(
1
2 , 0, 0,

1
2

)
.

Para ε ∈
[
−1

4 ,
1
4

]
, seja

P 2,ε =



P 2,ε
(1,1),(1,1) P 2,ε

(1,1),(1,2) P 2,ε
(1,1),(2,1) P 2,ε

(1,1),(2,2)

P 2,ε
(1,2),(1,1) P 2,ε

(1,2),(1,2) P 2,ε
(1,2),(2,1) P 2,ε

(1,2),(2,2)

P 2,ε
(2,1),(1,1) P 2,ε

(2,1),(1,2) P 2,ε
(2,1),(2,1) P 2,ε

(2,1),(2,2)

P 2,ε
(2,2),(1,1) P 2,ε

(2,2),(1,2) P 2,ε
(2,2),(2,1) P 2,ε

(2,2),(2,2)

 =



1
4 + ε 1

4 − ε
1
4 − ε

1
4 + ε

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4 + ε 1

4 − ε
1
4 − ε

1
4 + ε

 ,

e note que P 2, 1
4 = P 2. Utilizando a equação 2.4,

P 1,ε =
P 1,ε

1,1 P 1,ε
1,2

P 1,ε
2,1 P 1,ε

2,2

 =
1

2
1
2

1
2

1
2

 = P 1,

mas, se µ2,ε =
(
µ2,ε

(1,1), µ
2,ε
(1,2), µ

2,ε
(2,1), µ

2,ε
(2,2)

)
é medida invariante com relação à P 2,ε, então

(
µ2,ε

(1,1), µ
2,ε
(1,2), µ

2,ε
(2,1), µ

2,ε
(2,2)

)


1
4 + ε 1

4 − ε
1
4 − ε

1
4 + ε

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4 + ε 1

4 − ε
1
4 − ε

1
4 + ε

 =
(
µ2,ε

(1,1), µ
2,ε
(1,2), µ

2,ε
(2,1), µ

2,ε
(2,2)

)

⇒



µ2,ε
(1,1) =

(
1
4 + ε

)
µ2,ε

(1,1)+ 1
4µ

2,ε
(1,2)+ 1

4µ
2,ε
(2,1)+

(
1
4 + ε

)
µ2,ε

(2,2)

µ2,ε
(1,2) =

(
1
4 − ε

)
µ2,ε

(1,1)+ 1
4µ

2,ε
(1,2)+ 1

4µ
2,ε
(2,1)+

(
1
4 − ε

)
µ2,ε

(2,2)

µ2,ε
(2,1) =

(
1
4 − ε

)
µ2,ε

(1,1)+ 1
4µ

2,ε
(1,2)+ 1

4µ
2,ε
(2,1)+

(
1
4 − ε

)
µ2,ε

(2,2)

µ2,ε
(2,2) =

(
1
4 + ε

)
µ2,ε

(1,1)+ 1
4µ

2,ε
(1,2)+ 1

4µ
2,ε
(2,1)+

(
1
4 + ε

)
µ2,ε

(2,2)

⇒


µ2,ε

(1,1) = µ2,ε
(2,2)

µ2,ε
(1,2) = µ2,ε

(2,1)

µ2,ε
(2,1) = (−4ε+ 1)µ2,ε

(2,2)

.

Como µ2,ε é uma medida de probabilidade, µ2,ε
(1,1) + µ2,ε

(1,2) + µ2,ε
(2,1) + µ2,ε

(2,2) = 1, logo µ2,ε =
1

1−2ε

(
1
4 ,

1
4 − ε,

1
4 − ε,

1
4

)
.

Tem-se então que, para ε 6= 1
4 ,

supp
(
µ2,ε

)
= M2 6= {(1, 1), (2, 2)} = supp

(
µ2, 1

4
)

= supp
(
µ2
)

e, portanto, P 2,ε apresenta uma bifurcação estocástica de 2 pontos.
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Capítulo 3

Famílias de bifurcações estocásticas
de n pontos

O objetivo das próximas seções será apresentar alguns casos particulares, com
famílias de processos estocásticos, e obter condições para a existência de uma bifurcação
estocástica, cuja definição foi apresentada no capítulo anterior.

3.1 Exemplo mínimo

O exemplo a seguir mostra que para M = {1, 2, 3, 4} existe bifurcação estocástica
de n > 2 pontos. Esse é o exemplo mínimo, isto é, 4 é o menor número de pontos necessário
para haver uma bifurcação estocástica de n > 2 pontos.

Exemplo 3.1. Para M = {1, 2, 3, 4}, denote G = S4, o grupo simétrico, e H = A4, o
subgrupo alternado, dado pelas permutações pares de G, ou seja,

H = A4
número de

transposições G\H número de
transposições

id 0 (12) 1
(123) 2 (13) 1
(132) 2 (14) 1
(124) 2 (23) 1
(142) 2 (24) 1
(134) 2 (34) 1
(143) 2 (1234) 3
(234) 2 (1432) 3
(243) 2 (1324) 3

(12)(34) 2 (1423) 3
(13)(24) 2 (1243) 3
(14)(23) 2 (1342) 3
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Sejam ∆H = U(H) e ∆G\H = U(G\H) as distribuições uniformes sobre H e G\H,
respectivamente, e ϕε, ε ≥ 0, o fluxo com distribuição dada por

∆ε = ∆H + ε
(
∆G\H −∆H

)
= (1− ε)∆H + ε∆G\H . (3.1)

Para cada par (i, j), (k, l) ∈M2, com i 6= j e k 6= l1, a probabilidade de transição
do movimento de 2 pontos relativo ao fluxo ϕε é dado por

P ε
(i,j),(k,l) = 1− ε

12 + ε

12 = 1
12 (3.2)

ou seja, não depende de ε. Isso ocorre pois, para cada par, existem exatamente dois
elementos de G que levam (i, j) para (k, l), sendo uma permutação par e uma ímpar, ou
seja, um elemento de H e um de G\H. Por exemplo, dada a condição inicial (1, 2), tem-se
que

Figura 3.1 – Movimento de 2 pontos em M = {1, 2, 3, 4}

(1, 2)

(1, 2)
(1, 3)

(1, 4)

(2, 1)

(2, 3)

(2, 4)
(3, 1)

(3, 2)

(3, 4)

(4, 1)

(4, 2)

(4, 3)

id

(34)

(2
34

)
(2

3)

(243)

(24)

(12)(34)

(12)

(123)(1234)(124)

(1243)

(132)

(1342)(1
34

)
(1

3)

(13)(24)

(1324)

(142)

(1432)

(143)
(14)

(14)(23)

(1423)

onde os ciclos em azul são os elementos de H e os ciclos em rosa são os elementos de G\H.

Portanto, uma medida invariante e ergódica para o movimento de 2 pontos não
depende de ε e não há bifurcação.

Entretanto, considerando o movimento de 4 pontos, se ε = 0 e a condição inicial
está fora das subdiagonais, então as trajetórias de ϕ0 estão quase-certamente em 12 = |H|
pontos, logo a medida invariante é tal que | supp(µ4

0)| = |H| = 12. Por outro lado, se ε > 0
então | supp(µ4

ε)| = |G| = 24. Logo, existe uma bifurcação estocástica de n pontos no nível
n = 3 ou n = 4.
1 Note que, como os elementos de G são bijeções, a probabilidade de (i, j) ∈M2, com i 6= j, ir para um

elemento do tipo (l, l) ∈M2 é zero.
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O exemplo a seguir mostra que, paraM = {1, 2, 3} não existe bifurcação estocástica
de n = 3 pontos e, portanto, o número mínimo de pontos no qual uma dinâmica de bijeções
apresenta uma bifurcação de n > 2 pontos é m = 4.

Exemplo 3.2. Considere agora M = {1, 2, 3} e o grupo simétrico

S3 = {id, (12), (13), (23), (123), (132)}.

Utilizando a distribuição uniforme sobre S3 tem-se que:

1. Para o movimento de 1 ponto, as probabilidades de transição são

P 1 =


P 1

1,1 P 1
1,2 P 1

1,3

P 1
2,1 P 1

2,2 P 1
2,3

P 1
3,1 P 1

3,2 P 1
3,3

 =


1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3


e, portanto, a medida invariante pra P 1 é µ1 =

(
1
3 ,

1
3 ,

1
3

)
, pois µ1P 1 = µ1, e

supp(µ1) = M .

2. Já para movimento em M2, considerando a ordem lexicográfica, as probabilidades
de transição de 2 pontos são

P 2 =



1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3

0 1
6

1
6

1
6 0 1

6
1
6

1
6 0

0 1
6

1
6

1
6 0 1

6
1
6

1
6 0

0 1
6

1
6

1
6 0 1

6
1
6

1
6 0

1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3

0 1
6

1
6

1
6 0 1

6
1
6

1
6 0

0 1
6

1
6

1
6 0 1

6
1
6

1
6 0

0 1
6

1
6

1
6 0 1

6
1
6

1
6 0

1
3 0 0 0 1

3 0 0 0 1
3


Assim, se


A2

1 = {(1, 1), (2, 2), (3, 3)}

A2
2 = {(1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (3, 1), (3, 2)}

então A2
1 e A2

2 formam uma partição de M2 de modo que as possíveis medidas
invariantes e ergódicas pra P 2 são

medida suporte
µ2
A2

1
=
(

1
3 , 0, 0, 0,

1
3 , 0, 0, 0,

1
3

)
A2

1

µ2
A2

2
=
(
0, 1

6 ,
1
6 ,

1
6 , 0,

1
6 ,

1
6 ,

1
6 , 0

)
A2

2
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3. Por fim, para descrever o movimento em M3, considere a seguinte partição desse
conjunto:



A3
1 = {(1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 3)}

A3
2 = {(1, 1, 2), (1, 1, 3), (2, 2, 1), (2, 2, 3), (3, 3, 1), (3, 3, 2)}

A3
3 = {(1, 2, 1), (1, 3, 1), (2, 1, 2), (2, 3, 3), (3, 1, 3), (3, 2, 3)}

A3
4 = {(1, 2, 2), (1, 3, 3), (2, 1, 1), (2, 3, 3), (3, 1, 1), (3, 2, 2)}

A3
5 = {(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1)}

Assim, para x, y ∈ M3, as probabilidades de transição do movimento de 3 pontos
são dadas por

P 3(x, y) =



1
3 , se x, y ∈ A3

1

1
6 , se x, y ∈ A3

i , i ∈ {2, 3, 4, 5}

0, caso contrário

.

Se µ3 é a medida invariante e ergódica associada a esse processo, então, pela Defini-
ção 1.27, µ3 está concentrada em um dos conjuntos A3

i , i = 1, . . . , 5 e, portanto

Tabela 3.1 – Movimento de 3 pontos

medida suporte projeção
µ3
A3

1
=
(

1
3 , 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,

1
3 , 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,

1
3

)
A3

1 µ2
A2

1

µ3
A3

2
=
(
0, 1

6 ,
1
6 , 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,

1
6 , 0,

1
6 , 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,

1
6 ,

1
6 , 0

)
A3

2 µ2
A2

2

µ3
A3

3
=
(
0, 0, 0, 1

6 , 0, 0,
1
6 , 0, 0, 0,

1
6 , 0, 0, 0, 0, 0,

1
6 , 0, 0, 0,

1
6 , 0, 0,

1
6 , 0, 0, 0

)
A3

3 µ2
A2

2

µ3
A3

4
=
(
0, 0, 0, 0, 1

6 , 0, 0, 0,
1
6 ,

1
6 , 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,

1
6 ,

1
6 , 0, 0, 0,

1
6 , 0, 0, 0, 0

)
A3

4 µ2
A2

2

µ3
A3

5
=
(
0, 0, 0, 0, 0, 1

6 , 0,
1
6 , 0, 0, 0,

1
6 , 0, 0, 0,

1
6 , 0, 0, 0,

1
6 , 0,

1
6 , 0, 0, 0, 0, 0

)
A3

5 µ2
A2

2

O objetivo é mostrar que não existe uma bifurcação estocástica de 3 pontos para
M = {1, 2, 3}. Para isso, as tabelas a seguir apresentam todos esses subgrupos, denotados
por Hl, l = 1, . . . , 5, e os respectivos conjuntos G\Hl, com G = S3.

Tabela 3.2 – Subgrupos de S3

H1 G\H1 H2 G\H2 H3 G\H3 H4 G\H4 H5 G\H5

id (12) id (13) id (12) id (12) id (12)
(13) (12) (23) (13) (23) (23) (13) (123) (13)
(23) (123) (123) (123) (132) (23)
(123) (132) (132)
(132)
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Como no Exemplo 3.1, ∆Hl = U(Hl) e ∆G\Hl = U(G\Hl) denotarão as distribuições
uniformes sobre Hl e G\Hl, respectivamente, e

∆l
ε = ∆Hl + ε

(
∆G\Hl −∆Hl

)
= (1− ε)∆Hl + ε∆G\Hl , ε ≥ 0,

a distribuição do fluxo ϕlε, associado.

É importante notar que, como quando considerado todo o conjunto S3, para cada
subconjunto Hl, as probabilidades de transição P 3,ε

l (u, v), u, v ∈M3, do movimento de 3
pontos podem ser não nulas apenas quando u e v pertencem a um mesmo conjunto A3

i ,
i = 1, . . . , 5. Assim, para u = (i, j, k), v = (x, y, z) ∈M3 e i 6= j 6= k e x 6= y 6= z, ou seja,
u, v ∈ A3

5, as probabilidades de transição do movimento de 3 pontos são:

• Grupo H1 = {id}:

P 3,ε
1 (u, v) =


1− ε, se u = v

ε
5 , se u 6= v

.

e, portanto, as possíveis medidas invariantes e ergódica para o processo são as mesmas
apresentadas na Tabela 3.1, de forma que não há bifurcação estocástica de 3 pontos.

• Grupo H2 = {id, (12)}:

P 3,ε
2 (u, v) =


1−ε

2 , se i = x = 3 ou j = y = 3 ou k = z = 3
ε
4 , caso contrário

Nesse caso, a única medida invariante e ergódica é µ3,ε
2 = µ3

A2
1
e, portanto, não há

bifurcação de 3 pontos.

Os grupos H3 = {id, (13)} e H4 = {id, (23)} seguem de forma análoga.

• Grupo H5 = {id, (123), (132)}:

P 3,ε
5 (u, v) =


1−ε

3 , se (i, j, k) = (x, y, z) ou {i 6= x e j 6= y e k 6= z}
ε
3 , caso contrário

Como para os grupos H2, H3 e H4, a única medida invariante e ergódica no caso H5

é µ3,ε
5 = µ3

A2
1
e, portanto, não há bifurcação de 3 pontos.

Logo, não existe bifurcação estocástica para M = {1, 2, 3} e, como afirmado
anteriormente, o Exemplo 3.1 é o exemplo mínimo.

A proposição a seguir estende o Exemplo 3.1, mostrando que sempre existe uma
bifurcação em níveis maiores.
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Proposição 3.1. Dado um espaço de estados finito M = {1, . . . ,m}, m > 3, existe uma
dinâmica estocástica com bifurcação de n pontos em n = m− 1 ou n = m que preserva as
probabilidades de transição do movimento de m− 2 pontos.

Demonstração. De forma análoga à construção feita no Exemplo 3.1, considere o grupo
simétrico G = Sm e H = Am < G o subgrupo alternado. Existem exatamente dois
elementos de G que levam uma (m − 2)-upla sem repetição (i1, . . . , im−2) ∈ Mm−2 em
outra (m − 2)-upla sem repetição (j1, . . . , jm−2) ∈ Mm−2 sendo uma permutação par e
outra ímpar, ou seja, uma em H e outra em G\H. Logo, o efeito da perturbação ε nas
probabilidades de transição de m − 2 pontos é cancelado e a bifurcação das medidas
invariante segue de forma análoga ao Exemplo 3.1.

3.2 Generalização da construção para H < G � Sm

Seguindo a ideia da seção anterior, será apresentado a seguir um resultado referente
à existência de uma bifurcação estocástica válido para quando o grupo G não é o grupo
simétrico. Tal resultado será apresentado primeiramente em um exemplo para, em seguida,
ser apresentado o caso geral.

Exemplo 3.3. Considere M = {1, . . . , 6}, o grupo

G = {id, (12), (34), (56), (12)(34), (12)(56), (34)(56), (12)(34)(56)}

com a operação de composição de funções e o seu subgrupo

H = {id, (12)(34), (12)(56), (34)(56)} .

O movimento de 6 pontos de um fluxo ϕ0 gerado pela composição i.i.d. de bijeções
concentrado em H, com distribuição uniforme, isto é, ∆0 = ∆H = U(H), tem trajetórias
aleatórias com a seguinte propriedade: para cada condição inicial em M6 a órbita aleatória
do processo está concentrada em no máximo 4 de 66 possíveis elementos de M6. Por
exemplo, dada a condição inicial (1, 2, 3, 4, 5, 6) ∈M6, tem-se que

Figura 3.2 – Fluxo sem perturbação para a condição inicial (1, 2, 3, 4, 5, 6)

(1, 2, 3, 4, 5, 6)

(1, 2, 3, 4, 5, 6)

(2, 1, 4, 3, 5, 6)

(2, 1, 3, 4, 6, 5)

(1, 2, 4, 3, 6, 5)

id

(12)(34)

(12)(56)

(34)(56)
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ou seja, a órbita do processo está concentrada em {(1, 2, 3, 4, 5, 6), (2, 1, 4, 3, 5, 6), (2, 1, 3, 4, 6, 5),
(1, 2, 4, 3, 6, 5)}.

É fácil notar que para toda condição inicial fora das subdiagonais, ou seja, onde
todas as entradas são diferentes entre si, o suporte da medida invariante concentra-se em
exatamente 4 elementos de M6.

Para ε > 0, o fluxo ϕε gerado pela perturbação ε na distribuição

∆ε = ∆H + ε(∆G\H −∆H), (3.3)

onde ∆H = U(H) e ∆G\H = U(G\H) são as distribuições uniformes sobre H e G\H,
respectivamente, tem medida invariante com suporte em exatamente 8 elementos para
qualquer condição inicial em M6 fora das subdiagonais. Por exemplo, se a condição inicial
é (1, 2, 3, 4, 5, 6) ∈M6 então

Figura 3.3 – Fluxo com perturbação ε para a condição inicial (1, 2, 3, 4, 5, 6)

(1, 2, 3, 4, 5, 6)

(1, 2, 3, 4, 5, 6)

(2, 1, 4, 3, 5, 6)

(2, 1, 3, 4, 6, 5)

(1, 2, 4, 3, 6, 5)

(2, 1, 3, 4, 5, 6)

(1, 2, 4, 3, 5, 6)

(1, 2, 3, 4, 6, 5)

(2, 1, 4, 3, 6, 5)
id

(12
)(3

4)

(12)(56)

(34)(56)

(12)

(34
)

(56)

(12)(34)(56)

ou seja, a órbita do processo está concentrada em {(1, 2, 3, 4, 5, 6), (2, 1, 4, 3, 5, 6), (2, 1, 3, 4, 6, 5),
(1, 2, 4, 3, 6, 5), (2, 1, 3, 4, 5, 6), (1, 2, 4, 3, 5, 6), (1, 2, 3, 4, 6, 5), (2, 1, 4, 3, 6, 5)}.

Além disso, observando a equação (3.3), é possível notar que as probabilidades
de transição dos movimentos de 1 e de 2 pontos não depende de ε. Existe portanto uma
bifurcação estocástica de n pontos para algum 3 ≤ n ≤ 6.

A construção do Exemplo 3.3 pode ser estendida da seguinte forma: sejam k e q
números naturais, com k par e q > k, e m = kq. Para M = {1, . . . ,m} considere a partição
de M em q subconjuntos disjuntos dada por

M =
q⋃
l=1
{lk − k + 1, . . . , lk}
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e denote bl = (lk − k + 1, . . . , lk), para cada l ∈ {1, . . . , q}. O conjunto das composições
desses ciclos

G =
{
bi11 ◦ · · · ◦ biqq | i1, . . . , iq ∈ {0, 1, . . . , k − 1}

}
é um grupo abeliano de ordem |G| = kq que preserva os subgrupos da partição de M .
Considere também o subgrupo próprio de G dado por

H =
{
bi11 ◦ · · · ◦ biqq | i1, . . . , iq ∈ {0, 1, . . . , k − 1} e (i1 + . . .+ iq) é par

}

que possui ordem |H| = |G|2 .

Seja ∆H e ∆G\H as distribuições uniformes em H e G\H, respectivamente, e
considere a distribuição ∆ε em G dada por

∆ε = ∆H + ε
(
∆G\H −∆H

)
, (3.4)

com ε ≥ 0, e seja ϕε o fluxo estocástico discreto gerado pela composição i.i.d. de elementos
aleatórios de G de acordo com a equação acima.

Proposição 3.2. As probabilidades de transição do movimento de k pontos em Mk

induzido pelo fluxo ϕε não depende de ε e ϕε possui uma bifurcação estocástica de n pontos
para algum n > k.

Demonstração. Dado u = (a1, . . . , ak) ∈ Mk fixo, um elemento fora das subdiagonais,
como a partição de M possui q > k subconjuntos e u possui k componentes, existe
pelo menos um l0 ∈ {1, . . . , q} tal que o ciclo bl0 não possui interseção com {a1, . . . , ak}.
Consequentemente, todo elemento g = bi11 ◦ · · · ◦ b

il0
l0 ◦ · · · ◦ b

iq
q ∈ G é tal que

1. existem k

2 elementos g = bi11 ◦ · · · ◦ bαl0 ◦ · · · ◦ b
iq
q ∈ H, ou seja, tais que α ∈ {1, . . . , k}

satisfaz a paridade dos expoente, e

2. existem k

2 elementos g = bi11 ◦· · ·◦b
β
l0 ◦· · ·◦b

iq
q ∈ G\H, ou seja, tais que β ∈ {1, . . . , k}

não satisfaz a paridade dos expoente.

Assim, como o ciclo bl0 não altera u, tem-se que, para quaisquer α e β como nos itens
acima, (

bi11 ◦ · · · ◦ bαl0 ◦ · · · ◦ b
iq
q

)
· u =

(
bi11 ◦ · · · ◦ b

β
l0 ◦ · · · ◦ b

iq
q

)
· u .

Portanto, a probabilidade dos elementos de G\H cancela com a dos elementos de H
em (3.4) que possuem a mesma ação sobre u, ou seja, a probabilidade de que u vá para
qualquer outro elemento de Mk não depende de ε.

De forma análoga ao Exemplo 3.1, conclui-se que existe uma bifurcação estocástica
de n pontos para algum n > k.
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Além de garantir uma bifurcação estocástica para algum n > k, a Proposição 3.2
garante que as probabilidades de transição são invariantes para ordens menores ou iguais
a k.

Uma extensão da construção dada neste capítulo para processo a tempo contínuo
no espaço euclidiano é feita em [11, seção 3.3] e [7, seção 3.4].
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Capítulo 4

Detecção do nível de uma bifurcação
estocástica de n pontos

Seja M = {1, . . . ,m}, m ≥ 2, e considere duas medidas invariantes do movimento
de m pontos cujas projeções coincidem exceto em alguns níveis k, com 1 ≤ k ≤ m. O
nível da bifurcação estocástica é dado pelo menor valor n ∈ {1, . . . ,m} para o qual essas
medidas diferem.

Obter esse nível utilizando sequências de projeções pode ser trabalhoso e, por isso,
será apresentado a seguir um algoritmo, desenvolvido em [11] e [7], que fornece o resultado
desejado.

Para cada 1 ≤ n ≤ m, seja P n a matriz estocástica mn × mn cujas entradas
são as probabilidades de transição do processo em Mn em ordem lexicográfica. Pela
Definição 2.1, um sistema homogêneo de Markov de n pontos possui probabilidades de
transição compatíveis, P n−1 pode ser obtido utilizando as projeções πnr , para qualquer
r ∈ {1, . . . , n}. Dessa forma, para todo r ∈ {1, . . . , n} e (i1, . . . , in), (j1, . . . , jn) ∈ Mn

tem-se que

P n−1
πnr (i1,...,in),πnr (j1,...,jn) =

∑
l∈M

P n
(i1,...,in),(j1,...,jr−1,l,jr+1,...,jn) . (4.1)

A equação acima define P n−1 em termos de P n de forma que, como ilustrará o
exemplo a seguir, para cada ir ∈M existe um par (Rn−1, Qn−1), onde Rn−1 é uma matriz
mn−1 ×mn e Qn−1 é uma matriz mn ×mn−1 ambas com entradas todas nulas exceto por
uma única entrada igual a 1 em cada linha, satisfazendo

P n−1 = Rn−1P
nQn−1. (4.2)

O exemplo abaixo ilustra uma maneira de se determinar Rn−1 e Qn−1 que, como
descrito anteriormente, não são necessariamente únicas.
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Exemplo 4.1. Para m = n = 2, os itens a seguir mostram que, seguindo a equação (4.1),
diferentes escolhas do par (r, ir) levam a diferentes matrizes R1 ∈ R2×4 e Q1 ∈ R4×2.

• Para r = 1 e ir = 1,

1 0 0 0
0 1 0 0



P 2

(1,1),(1,1) P 2
(1,1),(1,2) P 2

(1,1),(2,1) P 2
(1,1),(2,2)

P 2
(1,2),(1,1) P 2

(1,2),(1,2) P 2
(1,2),(2,1) P 2

(1,2),(2,2)

P 2
(2,1),(1,1) P 2

(2,1),(1,2) P 2
(2,1),(2,1) P 2

(2,1),(2,2)

P 2
(2,2),(1,1) P 2

(2,2),(1,2) P 2
(2,2),(2,1) P 2

(2,2),(2,2)




1 0
0 1
1 0
0 1

 =
P 1

1,1 P 1
1,2

P 1
2,1 P 1

2,2

 ,

• para r = 1 e ir = 2,

0 0 1 0
0 0 0 1



P 2

(1,1),(1,1) P 2
(1,1),(1,2) P 2

(1,1),(2,1) P 2
(1,1),(2,2)

P 2
(1,2),(1,1) P 2

(1,2),(1,2) P 2
(1,2),(2,1) P 2

(1,2),(2,2)

P 2
(2,1),(1,1) P 2

(2,1),(1,2) P 2
(2,1),(2,1) P 2

(2,1),(2,2)

P 2
(2,2),(1,1) P 2

(2,2),(1,2) P 2
(2,2),(2,1) P 2

(2,2),(2,2)




1 0
0 1
1 0
0 1

 =
P 1

1,1 P 1
1,2

P 1
2,1 P 1

2,2

 ,

• para r = 2 e ir = 1,

1 0 0 0
0 0 1 0



P 2

(1,1),(1,1) P 2
(1,1),(1,2) P 2

(1,1),(2,1) P 2
(1,1),(2,2)

P 2
(1,2),(1,1) P 2

(1,2),(1,2) P 2
(1,2),(2,1) P 2

(1,2),(2,2)

P 2
(2,1),(1,1) P 2

(2,1),(1,2) P 2
(2,1),(2,1) P 2

(2,1),(2,2)

P 2
(2,2),(1,1) P 2

(2,2),(1,2) P 2
(2,2),(2,1) P 2

(2,2),(2,2)




1 0
1 0
0 1
0 1

 =
P 1

1,1 P 1
1,2

P 1
2,1 P 1

2,2

 ,

• para r = 2 e ir = 2,

0 1 0 0
0 0 0 1



P 2

(1,1),(1,1) P 2
(1,1),(1,2) P 2

(1,1),(2,1) P 2
(1,1),(2,2)

P 2
(1,2),(1,1) P 2

(1,2),(1,2) P 2
(1,2),(2,1) P 2

(1,2),(2,2)

P 2
(2,1),(1,1) P 2

(2,1),(1,2) P 2
(2,1),(2,1) P 2

(2,1),(2,2)

P 2
(2,2),(1,1) P 2

(2,2),(1,2) P 2
(2,2),(2,1) P 2

(2,2),(2,2)




1 0
1 0
0 1
0 1

 =
P 1

1,1 P 1
1,2

P 1
2,1 P 1

2,2

 .

Para m ≥ 2, fixando r = ir = 1, como as matrizes das probabilidades de transição
foram definidas utilizando a ordem lexicográfica, tem-se que

Rn−1 =
(
Idmn−1 0 · · · 0

)
mn−1×mn

(4.3)

onde 0 representa uma matriz nula quadrada de dimensão mn−1, e

Qn−1 =


Idmn−1

...
Idmn−1


mn×mn−1

. (4.4)
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Proposição 4.1. Dada uma cadeia de Markov em Mn compatível e vn uma medida
invariante para o processo, representada como um vetor linha em Rmn, então

vn−1 = vnQn−1 (4.5)

é uma medida invariante em Mn−1, representada como um vetor em Rmn−1.

Demonstração. A equação (4.5) representa a projeção (πn1 )∗ da medida vn, logo o resultado
segue utilizando o Lema 2.1.

O resultado apresentado na proposição anterior pode ser observado de forma simples
no exemplo a seguir.

Exemplo 4.2. Considere um processo de Markov com espaço de estados M = {1, 2} e
matriz das probabilidades de transição

P 1 =
P 1

1,1 P 1
1,2

P 1
2,1 P 1

2,2

 =
1

2
1
2

1
2

1
2

 ,
e, para o sistema de 2 pontos (processo em M2 = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)})

P 2 =


P 2

(1,1),(1,1) P 2
(1,1),(1,2) P 2

(1,1),(2,1) P 2
(1,1),(2,2)

P 2
(1,2),(1,1) P 2

(1,2),(1,2) P 2
(1,2),(2,1) P 2

(1,2),(2,2)

P 2
(2,1),(1,1) P 2

(2,1),(1,2) P 2
(2,1),(2,1) P 2

(2,1),(2,2)

P 2
(2,2),(1,1) P 2

(2,2),(1,2) P 2
(2,2),(2,1) P 2

(2,2),(2,2)

 =



1
2 0 0 1

2
1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
2 0 0 1

2



Como visto no Exemplo 2.3, µ1 =
(

1
2 ,

1
2

)
e µ2 =

(
1
2 , 0, 0,

1
2

)
e, é fácil notar que,

como na equação (4.5), µ1 = µ2Q1.

Vale ressaltar que, como visto no Exemplo 4.1, a matriz Qn−1 dada em (4.4) não é
única e, portanto, outra escolha de (r, ir) e, consequentemente, de Qn−1, pode resultar em
uma medida vn−1 diferente.

O exemplo a seguir apresenta um algoritmo para detecção de uma bifurcação
estocástica de 3 pontos.

Exemplo 4.3. No Exemplo 3.3 concluiu-se que, para M = {1, . . . , 6}, o fluxo ϕε (fluxo
gerado pela perturbação ε > 0 na distribuição ∆ε = ε∆G\H + (1 − ε)∆H) possui uma
bifurcação estocástica de n pontos para algum 3 ≤ n ≤ 6. Utilizando a Proposição 4.1
é possível obter para qual nível a bifurcação ocorre dada uma medida invariante para o
movimento de 6 pontos.
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Sejam v0
l e vεl as medidas invariantes do sistema de l pontos sem perturbação (fluxo

ϕ0, ε = 0) e com perturbação ε > 0 (fluxo ϕε), respectivamente.

Para ambos os sistemas, considerando as medidas que contêm o ponto (1, 2, 3, 4, 5, 6),
a representação em coluna das respectivas medidas é

v0
6 =


1123456

1124365

1213465

1214356


66×1

e vε6 =



1123456
1123465
1124356
1124365
1213456
1213465
1214356
1214365


66×1

onde 1i1i2i3i4i5i6 significa que (i1, i2, i3, i4, i5, i6) é estritamente positiva, enquanto todas as
demais são zero. Vale ressaltar que, como no Exemplo 3.3, as distribuições v0

6 e vε6 são
uniformes em seus respectivos suportes.

Utilizando a Proposição 4.1, com as devidas alterações uma vez que os vetores v0
6 e

vε6 foram apresentados nesse exemplo em forma de colunas, tem-se que a distribuição para
o movimento de 5 pontos do sistema sem perturbação é dada por

v0
5 = QT

5 v
0
6 =

(
Id65 · · · Id65

)
65×66


1123456

1124365

1213465

1214356


66×1

=


113465

114356

123456

124365


65×1

.

Analogamente, é possível obter as demais projeções, apresentadas a seguir.

Tabela 4.1 – Sistema sem perturbação com valor inicial (1, 2, 3, 4, 5, 6)

Projeção

v0
6 v0

5 v0
4 v0

3 v0
2 v0

1
1123456

1124365

1213465

1214356




113465

114356

123456

124365




13456

13465

14356

14365




1356

1365

1456

1465


(

156

165

) (
15

16

)

Dimensão 66 × 1 65 × 1 64 × 1 63 × 1 62 × 1 61 × 1

Para o sistema com a perturbação ε, utilizando novamente a equação (4.5), tem-se
que
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vε5 = QT
5 v

ε
6 =



113456
113465
114356
114365
123456
123465
124356
124365


65×1

6=


1123456

1124365

1213465

1214356


66×1

= v0
5

mas vεj = v0
j , para todo 1 ≤ j ≤ 4. Os cálculos necessários para a obtenção dessas matrizes

foram feitos no software R [19] e encontram-se no Anexo Código.

Assim, conclui-se que o fluxo apresenta uma bifurcação estocástica de 5 pontos
para a medida invariante que contem o valor inicial (1, 2, 3, 4, 5, 6) (vide representação do
fluxo na Figura A.1).

Tomando agora a medida invariante cujo suporte contém o ponto (1, 2, 1, 4, 1, 6),
de forma análoga ao procedimento anterior, obtêm-se

Tabela 4.2 – Sistema sem perturbação com valor inicial (1, 2, 1, 4, 1, 6)

Projeção

v0
6 v0

5 v0
4 v0

3 v0
2 v0

1
1121315

1121416

1212326

1212425




112326

112425

121315

121416




11315

11416

12326

12425




1315

1326

1416

1425




115

116

125

126


(

15

16

)

Dimensão 66 × 1 65 × 1 64 × 1 63 × 1 62 × 1 61 × 1

Tabela 4.3 – Sistema com perturbação com valor inicial (1, 2, 1, 4, 1, 6)

Projeção

vε6 vε5 vε4 vε3 vε2 vε1

1121315
1121316
1121415
1121416
1212325
1212326
1212425
1212426





112325
112326
112425
112426
121315
121316
121415
121416





11315
11316
11415
11416
12325
12326
12425
12426





1315
1316
1325
1326
1415
1416
1425
1426




115

116

125

126


(

15

16

)

Dimensão 66 × 1 65 × 1 64 × 1 63 × 1 62 × 1 61 × 1

Assim, como vε2 = v0
2 e vε1 = v0

1, tem-se que o fluxo apresenta uma bifurcação
estocástica de 3 pontos (vide representação do fluxo na Figura A.2).
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Apêndice A

Fluxos

A seguir serão apresentados os fluxos presentes no Exemplo 4.3. Esse exemplo é
uma continuação do Exemplo 3.3 onde foram considerados o conjunto M = {1, . . . , 6}, o
grupo

G = {id, (12), (34), (56), (12)(34), (12)(56), (34)(56), (12)(34)(56)}

e o seu subgrupo
H = {id, (12)(34), (12)(56), (34)(56)} .

Tomando a distribuição uniforme sobre H e G\H, denotadas por ∆H e ∆G\H , respectiva-
mente, o objetivo desses exemplos era estudar o fluxo ϕε, que possui distribuição dada
pela mistura dessa uniformes

∆ε = (1− ε)∆H + ε∆G\H .

No Exemplo 3.3, concluiu-se que o fluxo ϕε possuía uma bifurcação estocástica de
n pontos para algum 3 ≤ n ≤ 6. Posteriormente, no Exemplo 4.3, utilizando o resultado
apresentado na Proposição 4.1, concluiu-se que, para a medida invariante cujo suporte
possui o ponto (1, 2, 3, 4, 5, 6) a bifurcação ocorre em 5 pontos mas, quando observado a
medida com (1, 2, 1, 4, 1, 6) no suporte, tem-se uma bifurcação de 3 pontos.

As figuras a seguir, onde as funções azuis são elementos de H enquanto as rosas
pertencem a G\H, buscam facilitar a visualização desse resultado.

Na Figura A.1 é possível perceber que nos movimentos de 1, 2, 3 e 4 pontos, todas
as trajetórias possuem tanto elementos de H quanto do seu complementar mas isso não
ocorre nos movimentos de 5 e 6 pontos onde, quando considerado todos os elementos grupo
G, tem-se um maior número de trajetórias possíveis do que apenas com os de H.

Já na Figura A.2, que apresenta as trajetórias possíveis para o valor inicial
(1, 2, 1, 4, 1, 6) e suas respectivas projeções, é possível notar que essa distinção entre
considerar todo o grupo G e os elementos de H aparece já no movimento de 3 pontos,
onde ocorre a bifurcação estocástica do fluxo.
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Figura A.1 – Fluxos para o valor inicial (1, 2, 3, 4, 5, 6) e suas respectivas projeções

(a) 6 pontos

(1, 2, 3, 4, 5, 6)

(1, 2, 3, 4, 5, 6)

(2, 1, 4, 3, 5, 6)

(2, 1, 3, 4, 6, 5)

(1, 2, 4, 3, 6, 5)

(2, 1, 3, 4, 5, 6)

(1, 2, 4, 3, 5, 6)

(1, 2, 3, 4, 6, 5)

(2, 1, 4, 3, 6, 5)
id

(12
)(3

4)

(12)(56)

(34)(56)
(12)

(34
)

(56)

(12)(34)(56)

(b) 5 pontos

(2, 3, 4, 5, 6)

(2, 3, 4, 5, 6)

(1, 4, 3, 5, 6)

(1, 3, 4, 6, 5)

(2, 4, 3, 6, 5)

(1, 3, 4, 5, 6)

(2, 4, 3, 5, 6)

(2, 3, 4, 6, 5)

(1, 4, 3, 6, 5)
id

(12
)(3

4)

(12)(56)

(34)(56)
(12)

(34
)

(56)

(12)(34)(56)

(c) 4 pontos

(3, 4, 5, 6)

(3, 4, 5, 6)(4, 3, 5, 6)

(3, 4, 6, 5)(4, 3, 6, 5)

id

(12
)

(12)(34)(34)

(12)(56)(56)(34
)(5

6)

(12
)(3

4)(
56

)

(d) 3 pontos

(4, 5, 6)

(4, 5, 6)(3, 5, 6)

(4, 6, 5)(3, 6, 5)

id

(12
)

(12)(34)(34)

(12)(56)(56)(34
)(5

6)

(12
)(3

4)(
56

)

(e) 2 pontos

(5, 6)

(5, 6)

(6, 5)

id, (12)(34)

(12), (34)

(12)(56), (34)(56)
(56), (12)(34)(56)

(f) 1 ponto

6

6

5

id, (12)(34)

(12), (34)

(12)(56), (34)(56)(56), (12)(34)(56)
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Figura A.2 – Fluxos para o valor inicial (1, 2, 1, 4, 1, 6) e suas respectivas projeções

(a) 6 pontos

(1, 2, 1, 4, 1, 6)

(1, 2, 1, 4, 1, 6)

(2, 1, 2, 3, 2, 6)

(2, 1, 2, 4, 2, 5)

(1, 2, 1, 3, 1, 5)

(2, 1, 2, 4, 2, 6)

(1, 2, 1, 3, 1, 6)

(1, 2, 1, 4, 1, 5)

(2, 1, 2, 3, 2, 5)
id

(12
)(3

4)

(12)(56)

(34)(56)
(12)

(34
)

(56)

(12)(34)(56)

(b) 5 pontos

(2, 1, 4, 1, 6)

(2, 1, 4, 1, 6)

(1, 2, 3, 2, 6)

(1, 2, 4, 2, 5)

(2, 1, 3, 1, 5)

(1, 2, 4, 2, 6)

(2, 1, 3, 1, 6)

(2, 1, 4, 1, 5)

(1, 2, 3, 2, 5)
id

(12
)(3

4)

(12)(56)

(34)(56)
(12)

(34
)

(56)

(12)(34)(56)

(c) 4 pontos

(1, 4, 1, 6)

(1, 4, 1, 6)

(2, 3, 2, 6)

(2, 4, 2, 5)

(1, 3, 1, 5)

(2, 4, 2, 6)

(1, 3, 1, 6)

(1, 4, 1, 5)

(2, 3, 2, 5)
id

(12
)(3

4)

(12)(56)

(34)(56)
(12)

(34
)

(56)

(12)(34)(56)

(d) 3 pontos

(4, 1, 6)

(4, 1, 6)

(3, 2, 6)

(4, 2, 5)

(3, 1, 5)

(4, 2, 6)

(1, 3, 1, 6)

(4, 1, 5)

(3, 2, 5)
id

(12
)(3

4)

(12)(56)

(34)(56)
(12)

(34
)

(56)

(12)(34)(56)

(e) 2 pontos

(1, 6)

(1, 6)(2, 6)

(1, 5)(2, 5)

id
(34

)

(12)(34)(12)

(34)(56)(56)(12
)(5

6)
(12

)(3
4)(

56
)

(f) 1 ponto

6

6

5

id, (12)(34)

(12), (34)

(12)(56), (34)(56)(56), (12)(34)(56)
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Apêndice B

Código

A seguir serão apresentadas as linhas de comando utilizadas no software R [19]
para a obtenção dos resultados apresentados no Exemplo 4.3.

# B i b l i o t e c a da funcao pe rmuta t i on s
l i b r a r y ( g t o o l s )

# mat r i z que i r a i n d i c a r qua l l i n h a e co r r e s ponden t e a cada en t r ada
todos6 <− pe rmuta t i on s (6 , 6 , v = 1 : 6 , r e p e a t s . a l l owed = T)
todos5 <− pe rmuta t i on s (6 , 5 , v = 1 : 6 , r e p e a t s . a l l owed = T)
todos4 <− pe rmuta t i on s (6 , 4 , v = 1 : 6 , r e p e a t s . a l l owed = T)
todos3 <− pe rmuta t i on s (6 , 3 , v = 1 : 6 , r e p e a t s . a l l owed = T)
todos2 <− pe rmuta t i on s (6 , 2 , v = 1 : 6 , r e p e a t s . a l l owed = T)
todos1 <− pe rmuta t i on s (6 , 1 , v = 1 : 6 , r e p e a t s . a l l owed = T)

###############################
# va l o r i n i c i a l ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ) #
###############################

# medidas v06 e ve6
v06 . v a l o r e s <− mat r i x ( c ( c ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ) ,
c ( 1 , 2 , 4 , 3 , 6 , 5 ) , c ( 2 , 1 , 3 , 4 , 6 , 5 ) , c ( 2 , 1 , 4 , 3 , 5 , 6 ) ) ,
n co l = 6 , byrow = T)

v06 <− mat r i x ( r ep (0 , nrow ( todos6 ) ) )
i=1
wh i l e ( i<nrow ( v06 . v a l o r e s )+1){
v06 [ which ( app l y ( todos6 , 1 ,
f u n c t i o n ( x ) a l l ( x==v06 . v a l o r e s [ i , ] ) ) ) , 1 ]= 1 / 4 ;
i=i +1;
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}

ve6 . v a l o r e s <− mat r i x ( c ( c ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ) ,
c ( 2 , 1 , 3 , 4 , 5 , 6 ) , c ( 1 , 2 , 4 , 3 , 5 , 6 ) , c ( 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 5 ) ,
c ( 1 , 2 , 4 , 3 , 6 , 5 ) , c ( 2 , 1 , 3 , 4 , 6 , 5 ) , c ( 2 , 1 , 4 , 3 , 5 , 6 ) ,
c ( 2 , 1 , 4 , 3 , 6 , 5 ) ) ,
n co l = 6 , byrow = T)

ve6 <− mat r i x ( r ep (0 , nrow ( todos6 ) ) )
i=1
wh i l e ( i<nrow ( ve6 . v a l o r e s )+1){
ve6 [ which ( app l y ( todos6 , 1 ,
f u n c t i o n ( x ) a l l ( x==ve6 . v a l o r e s [ i , ] ) ) ) , 1 ]= 1 / 8 ;
i=i +1;
}

# ma t r i z e s Q e p r o j e c o e s
Q5T <− mat r i x ( r ep ( d i ag (6^5 ) , 6 ) , nrow = 6^5)

v05 <− Q5T %∗% v06
ve5 <− Q5T %∗% ve6

v05 . v a l o r e s <− todos5 [ which ( v05 !=0 ) , ]
ve5 . v a l o r e s <− todos5 [ which ( ve5 !=0 ) , ]

Q4T <− mat r i x ( r ep ( d i ag (6^4 ) , 6 ) , nrow = 6^4)

v04 <− Q4T %∗% v05
ve4 <− Q4T %∗% ve5

v04 . v a l o r e s <− todos4 [ which ( v04 !=0 ) , ]
ve4 . v a l o r e s <− todos4 [ which ( ve4 !=0 ) , ]

Q3T <− mat r i x ( r ep ( d i ag (6^3 ) , 6 ) , nrow = 6^3)

v03 <− Q3T %∗% v04
ve3 <− Q3T %∗% ve4

v03 . v a l o r e s <− todos3 [ which ( v03 !=0 ) , ]
ve3 . v a l o r e s <− todos3 [ which ( ve3 !=0 ) , ]
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Q2T <− mat r i x ( r ep ( d i ag (6^2 ) , 6 ) , nrow = 6^2)

v02 <− Q2T %∗% v03
ve2 <− Q2T %∗% ve3

v02 . v a l o r e s <− todos2 [ which ( v02 !=0 ) , ]
ve2 . v a l o r e s <− todos2 [ which ( ve2 !=0 ) , ]

Q1T <− mat r i x ( r ep ( d i ag (6^1 ) , 6 ) , nrow = 6^1)

v01 <− Q1T %∗% v02
ve1 <− Q1T %∗% ve2

v01 . v a l o r e s <− todos1 [ which ( v01 !=0 ) , ]
ve1 . v a l o r e s <− todos1 [ which ( ve1 !=0 ) , ]

###############################
# va l o r i n i c i a l ( 1 , 2 , 1 , 4 , 1 , 6 ) #
###############################

# medidas v06 e ve6
v06 . v a l o r e s <− mat r i x ( c ( c ( 1 , 2 , 1 , 3 , 1 , 5 ) , c ( 1 , 2 , 1 , 4 , 1 , 6 ) ,
c ( 2 , 1 , 2 , 3 , 2 , 6 ) , c ( 2 , 1 , 2 , 4 , 2 , 5 ) ) ,
n co l = 6 , byrow = T)

v06 <− mat r i x ( r ep (0 , nrow ( todos6 ) ) )
i=1
wh i l e ( i<nrow ( v06 . v a l o r e s )+1){
v06 [ which ( app l y ( todos6 , 1 ,
f u n c t i o n ( x ) a l l ( x==v06 . v a l o r e s [ i , ] ) ) ) , 1 ]= 1 / 4 ;
i=i +1;
}

ve6 . v a l o r e s <− mat r i x ( c ( c ( 1 , 2 , 1 , 3 , 1 , 5 ) , c ( 1 , 2 , 1 , 3 , 1 , 6 ) ,
c ( 1 , 2 , 1 , 4 , 1 , 5 ) , c ( 1 , 2 , 1 , 4 , 1 , 6 ) ,
c ( 2 , 1 , 2 , 3 , 2 , 5 ) , c ( 2 , 1 , 2 , 3 , 2 , 6 ) ,
c ( 2 , 1 , 2 , 4 , 2 , 5 ) , c ( 2 , 1 , 2 , 4 , 2 , 6 ) ) ,
n co l = 6 , byrow = T)



58 Apêndice B. Código

ve6 <− mat r i x ( r ep (0 , nrow ( todos6 ) ) )
i=1
wh i l e ( i<nrow ( ve6 . v a l o r e s )+1){
ve6 [ which ( app l y ( todos6 , 1 ,
f u n c t i o n ( x ) a l l ( x==ve6 . v a l o r e s [ i , ] ) ) ) , 1 ]= 1 / 8 ;
i=i +1;
}

# ma t r i z e s Q e p r o j e c o e s
Q5T <− mat r i x ( r ep ( d i ag (6^5 ) , 6 ) , nrow = 6^5)

v05 <− Q5T %∗% v06
ve5 <− Q5T %∗% ve6

v05 . v a l o r e s <− todos5 [ which ( v05 !=0 ) , ]
ve5 . v a l o r e s <− todos5 [ which ( ve5 !=0 ) , ]

Q4T <− mat r i x ( r ep ( d i ag (6^4 ) , 6 ) , nrow = 6^4)

v04 <− Q4T %∗% v05
ve4 <− Q4T %∗% ve5

v04 . v a l o r e s <− todos4 [ which ( v04 !=0 ) , ]
ve4 . v a l o r e s <− todos4 [ which ( ve4 !=0 ) , ]

Q3T <− mat r i x ( r ep ( d i ag (6^3 ) , 6 ) , nrow = 6^3)

v03 <− Q3T %∗% v04
ve3 <− Q3T %∗% ve4

v03 . v a l o r e s <− todos3 [ which ( v03 !=0 ) , ]
ve3 . v a l o r e s <− todos3 [ which ( ve3 !=0 ) , ]

Q2T <− mat r i x ( r ep ( d i ag (6^2 ) , 6 ) , nrow = 6^2)

v02 <− Q2T %∗% v03
ve2 <− Q2T %∗% ve3

v02 . v a l o r e s <− todos2 [ which ( v02 !=0 ) , ]
ve2 . v a l o r e s <− todos2 [ which ( ve2 !=0 ) , ]
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Q1T <− mat r i x ( r ep ( d i ag (6^1 ) , 6 ) , nrow = 6^1)

v01 <− Q1T %∗% v02
ve1 <− Q1T %∗% ve2

v01 . v a l o r e s <− todos1 [ which ( v01 !=0 ) , ]
ve1 . v a l o r e s <− todos1 [ which ( ve1 !=0 ) , ]
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