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ESPAÇO PSEUDO-EUCLIDIANO

Dissertação de Mestrado apresentada ao Pro-
grama de Pós-Graduação em Matemática da
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RESUMO

Sobre o espaço pseudo-euclidiano (Rn, g), n ≥ 3, consideramos tensores

simétricos constantes T =
∑
i,j

εjcijdxidxj, εj = ±1 e cij ∈ R, e tensores não-diagonais

T =
∑
i,j

fijdxidxj, onde fij são funções diferenciáveis de xi e xj, e estudamos o problema

de encontrar métricas ḡ, conformes a métrica g, satisfazendo Ricḡ = T e Ricḡ− ḡK/2 = T .

Mostramos que tais tensores ficam determinados pelos elementos da diagonal e obtemos

explicitamente a métrica ḡ. Além disso, obtemos soluções globalmente definidas sobre Rn

para a equação −φ∆gφ+
n
2
|∇gφ|2+λφ2 = 0, e mostramos que, para determinadas funções

K, existem métricas conformes à métrica pseudo-euclidiana, com curvatura escalar K.

Palavras-chave: métricas conformes; espaço pseudo-euclidiano; equação de Ricci; equação

de Einstein.



ABSTRACT

On the pseudo-euclidean space, (Rn, g), n ≥ 3, we consider constant sym-

metric tensors T =
∑
i,j

εjcijdxidxj, εj = ±1, cij ∈ R, and nondiagonal tensors T =∑
i,j

fijdxidxj, where fij are differentiable functions of xi and xj, and we study the pro-

blem of finding metrics ḡ conformal to the pseudo-Euclidean metric g such that Ricḡ = T

and Ricḡ − ḡK/2 = T . One show such tensors are determined by the diagonal elements

and one obtain explicitly metrics ḡ. Moreover, one get solutions globally defined on Rn

for the equation −φ∆gφ+ n
2
|∇gφ|2 + λφ2 = 0, and we show that for certain K functions

defined on Rn, there are metrics conformal to the pseudo-euclidean metric with scalar

curvature K.

Keywords: conformal metrics; pseudo-Euclidean space; Ricci equation; Einstein equa-

tion.
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Introdução

Nos últimos anos, muitos autores estudaram variações do seguinte problema:

“Dado um tensor simétrico de ordem 2, T =
∑
i,j

Tijdxidxj, definido sobre uma

variedade (M, g), existe uma métrica ḡ, conforme à métrica g, tal que Ricḡ = T?”

Utilizando-se de um resultado clássico da geometria riemanniana, o qual for-

nece uma relação envolvendo as curvaturas de Ricci de g e ḡ, mostra-se que encontrar

solução para este problema equivale a resolver um sistema não-linear de equações diferen-

cias de segunda ordem.

Em 1981, DeTurck [5] mostrou que o problema possui solução local quando o

tensor T é não singular e dimM ≥ 3. Quando M é uma variedade de dimensão 2, sempre

existe solução local quando Tij = p(x)Qij, onde p : M −→ R é uma função diferenciável

e Q é um tensor positivo definido (ver [6]). Para uma variedade compacta, resultados

podem ser encontrados em [4], [8] e [23].

Em [2], Cao e DeTurck estudaram a existência e unicidade de soluções globais

em Rn e Sn considerando um tensor rotacionalmente simétrico e não singular. Para Rn,

mostraram que o problema admite única solução e que, para certos tensores, existe uma

métrica ḡ completa, globalmente definida em Rn, tal que Ricḡ = T . Em Sn, mostraram

resultados de não existência e encontraram condições necessárias sobre um tensor T não

singular, de maneira que exista uma métrica ḡ satisfazendo Ricḡ = T . Eles consideraram

apenas tensores não singulares, pois fora do contexto rotacionalmente simétrico, a unici-

dade pode falhar [4]. Além disso, há exemplos de tensores não singulares para os quais

não há métrica satisfazendo a equação de Ricci, Ricḡ = T , mesmo localmente [19].

Posteriormente, Künel e Rademacher [10] mostraram que, se (M, g) é uma

variedade semi-riemanniana e ḡ é uma métrica conforme a g tal que Ricg = Ricḡ, sendo

uma delas completa, então g e ḡ são homotéticas. Desse modo, provaram que o pro-

blema possui solução única em variedades semi-riemannianas para uma classe de métricas

conformes.

Em [23], Xingwang Xu mostrou que o problema de Ricci possui solução em

Rn e em Sn para tensores esfericamente simétricos, sem a condição de o tensor ser não

9
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singular. Romildo Pina [18], considerou tensores da forma T = Ricg +
∑
i,j

cij
x2n
dxidxj, no

espaço hiperbólico (Rn, g), n ≥ 3, onde gij =
δi,j
x2
n
. Neste trabalho, ele mostrou condições

necessárias e suficientes para a existência de uma métrica ḡ, conforme a métrica g, satis-

fazendo a equação de Ricci, Ricḡ = T .

Em [19], Romildo Pina e Keti Tenenblat analisaram em Sn, n ≥ 3, um tensor da

forma T = fg, onde f é uma função diferenciável e g é a métrica usual. Os mesmos autores

[20], consideraram o espaço pseudo-euclidiano (Rn, g), com n ≥ 3, gij = εiδij, εi = ±1, e

tensores da forma T =
∑
i

εifi(xk)dx
2
i , em que fi(xk) é uma função diferenciável de xk,

para algum k fixado, 1 ≤ k ≤ n. Neste trabalho, eles encontraram condições necessárias e

suficientes para que exista uma métrica ḡ satisfazendo os seguintes sistemas de equações

ḡ =
g

φ2
,

Ricḡ = T,


ḡ =

g

φ2
,

Ricḡ −
K

2
ḡ = T.

A equação envolvendo a curvatura escalar K é chamada de equação de Einstein. Eles for-

neceram soluções expĺıcitas que dependem de uma função diferenciável arbitrária de uma

única variável. Em [21], estudaram este mesmo problema no espaço pesudo-euclidiano e

no espaço hiperbólico para tensores da forma T = fg, como em [19].

Sobre a equação de Einstein, com n = 4, DeTurck [5] considerou o problema de

Cauchy para tensores não singulares. Além disso, para tensores que representam diversos

problemas f́ısicos, a equação tem sido estudada por diversos autores, dos quais destacamos

[23].

No presente estudo, seguimos os passos apresentados em [14,15], por Romildo

Pina e Keti Tenenblat, e consideramos M = Rn, n ≥ 3, e g a métrica pseudo-euclidiana,

e estudamos o problema da equação de Ricci em dois casos. No Caṕıtulo 2, consideramos

um tensor simétrico constante da forma

T =
∑
i,j

εjcijdxidxj, cij ∈ R, εj = ±1,

e buscamos condições necessárias e suficientes para que exista uma métrica ḡ satisfazendo

o sistema 
ḡ =

1

φ2
g

Ricḡ = T.

Nos Teoremas 2.1 e 2.2 consideramos T um tensor simétrico constante não-diagonal. No

Teorema 2.1 (respectivamente Teorema 2.2), admitimos que
∑

i cii ̸= 0 (resp.
∑

i cii = 0)

e mostramos que tais tensores ficam determinados pelos elementos da diagonal cii, 1 ≤
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i ≤ n, e que tais elementos pertencem a determinados subconjuntos do Rn. Em ambos os

casos, apresentamos explicitamente as métricas. Para cada n-upla (c11, . . . cnn), existem

2n−1 tensores para os quais existem, a menos de homotetia, duas métricas ḡ satisfazendo

Ricḡ = T .

Como consequência dos resultados obtidos, encontramos infinitas soluções de

classe C∞, definidas em Rn, para a equação

−φ∆gφ+
n

2
∥∇gφ∥2 + λφ2 = 0,

onde ∆gφ e ∇gφ denotam o laplaciano e o gradiente de φ na métrica g, respectivamente,

e λ ∈ R, com λ ≤ 0 quando g é a métrica euclidiana. Além disso, mostramos que,

para certas funções K, existem métricas ḡ, conforme à métrica pseudo-euclidiana g, com

curvatura escalar K.

No Caṕıtulo 3, contexto no qual comtemplamos também o espaço pseudo-

euclidiano, consideramos um tensor simétrico não-diagonal, da forma

T =
∑
i,j

fijdxidxj,

onde, para i ̸= j, fij são funções diferenciáveis dependentes de xi e xj. No Teorema

3.1, apresentamos soluções para a equação da curvatura de Ricci para tal tensor, ou seja,

obtemos condições necessárias e suficientes para a existência de uma métrica ḡ = g/φ2

satisfazendo Ricḡ = T . No Teorema 3.2, apresentamos condições necessárias e suficientes

para que exista uma métrica ḡ, conforme g, satisfazendo a equação de Einstein, ou seja,

encontramos soluções para o sistema
ḡ =

1

φ2
g,

Ricḡ −
K

2
ḡ = T,

onde K é a curvatura escalar. Em ambos os resultados, se T é um tensor satisfazendo o

problema, então ele pode ser de duas formas, ou T é da forma

T =
n∑

i,j=1

fij(x1, x2)dxidxj + h(x1, x2)
n∑

i=3

dx2i ,

e φ = φ(x1, x2) é solução de uma equação hiperbólica, ou T é determinado por p funções

diferenciáveis não constantes ξj = ξj(xj), 1 ≤ p ≤ n. Neste caso, T e φ são dados

explicitamente em função de ξj.
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Como consequência, apresentamos soluções de classe C∞ para a equação

4(n− 1)

n− 2
∆gu+Ku

n+2
n−2 = 0,

para certas funções K dependentes de ξj(xj). Esta equação está relacionada com o se-

guinte problema da curvatura escalar:

“Dada uma função diferenciável K, sobre uma variedade riemanniana (M, g),

existe uma métrica ḡ, conforme g, com curvatura escalar K?”

Quando K é constante, este problema é chamado de Problema de Yamabe.

Por fim, exibimos exemplos de métricas completas em Rn, a saber, sobre o

toro n-dimensional T n e sobre cilindros T k ×Rn−k, que são soluções do problema de Ricci

ou da Equação de Einstein.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo fixaremos notações e apresentaremos algumas definições e re-

sultados que serão úteis no decorrer do trabalho. Iniciamos definindo uma variedade dife-

renciável e caminhamos de modo a introduzir conceitos como variedade semi-riemanniana

e curvatura. Os conceitos e resultados aqui mencionados podem ser encontrados em [9] e

[13].

Definição 1.1. Seja M um espaço topológico de Hausdorff com base enumerável. Um

sistema de coordenadas para M é uma famı́lia

ϕ = {φα}α∈A

de homeomorfismos φα : Uα → Vα de um aberto Uα ⊂ Rn sobre um aberto Vα de M , para

cada α ∈ A, que satisfazem as seguintes propriedades:

i)
⋃
α∈A

Vα =M ;

ii) Para todo par α, β ∈ A, com Vαβ = Vα ∩ Vβ ̸= ∅, as funções

φαβ = φ−1
β ◦ φα : φ−1

α (Vαβ) −→ φ−1
β (Vαβ),

φβα = φ−1
α ◦ φβ : φ−1

β (Vαβ) −→ φ−1
α (Vαβ),

são diferenciáveis de classe C∞.

As aplicações φα são chamadas sistema de coordenadas (ou parametrizações

ou cartas) para uma vizinhança em M , denotada (Uα, φα). Vα = φα(Uα) é chamada uma

vizinhança coordenada. Se p = φα(x1, . . . xn), então x1, . . . xn sã chamados de coordenadas

locais de p no sistema de coordenadas φα.

Uma variedade diferenciável de dimensão n é um espaço topológico de Haus-

dorff com base enumerável munido com uma estrutura diferenciável.

Dada uma variedade diferenciável M , um campo de vetores X em M é uma

13
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aplicação que a cada ponto p ∈ M associa um vetor X(p) no espaço tangente TpM .

Considerando uma parametrização φα : Uα ⊂ Rn −→ M , para cada ponto p ∈ φα(Uα),

podemos escrever

X(p) =
n∑

i=1

σi(p)
∂

∂xi
(p),

onde { ∂
∂x1

(p), . . . , ∂
∂xn

(p)} é a base de vetores tangentes em p ∈ M associada à φ, e

σ1, . . . , σn são funções diferenciáveis em Uα. Denotaremos por X (M) o conjunto dos

campos de vetores C∞ em M , e por D(M) o conjunto das funções C∞ em M .

Escrevendo apenas f para simbolizar f ◦ φα, podemos pensar em um campo

de vetores como uma aplicação X : D(M) −→ F(M), definida por

X(f)(p) =
n∑

i=1

σi(p)
∂f

∂xi
(p),

onde F(M) é o conjunto das funções em M .

Exemplo 1.1. Considere os campos de vetores dados por

X =
∑
i

ai
∂

∂xi
e Y =

∑
i

bi
∂

∂xj
.

Então [X, Y ] := XY − Y X é um campo de vetores em M . De fato, um cálculo direto

revela que

XY (f) =
∑
j

∑
i

ai
∂bj
∂xi

∂f

∂xj
+
∑
j

∑
i

aibj
∂2f

∂xi∂xj
,

e

Y X(f) =
∑
i

∑
j

bj
∂ai
∂xj

∂f

∂xi
+
∑
i

∑
j

bjai
∂2f

∂xi∂xj
.

Assim, pelo teorema de Schwarz, podemos escrever

XY (f)− Y X(f) =
∑
i

∑
j

(
ai
∂bj
∂xi

− bj
∂ai
∂xj

) ∂f
∂xi

,

o que mostra que [X, Y ] ∈ X (M). O campo [X, Y ] é chamado Colchete de Lie.

Vamos agora apresentar uma ferramenta importante da Geometria Diferencial.

Os tensores são objetos indispensáveis no estudo local e global de variedades diferenciáveis,

eles generalizam a ideia de campos de vetores, funções reais e 1-formas.

Dado um espaço vetorial de dimensão finita V , seja V ∗ = {f : V → R|f é linear}
o seu espaço dual, e seja L(V ) o espaço dos operadores lineares em V . Além disso, para

inteiros r, s ≥ 1, considere (V ∗)r = V ∗× . . .×V ∗ (r-vezes) e (V )s = V × . . .×V (s-vezes).
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Definição 1.2. Um tensor do tipo (r,s) (ou (r,s)-tensor) em V , r, s ≥ 0, é uma aplicação

multilinear T : (V ∗)r × V s → R. O conjunto dos (r,s)-tensores em V será denotado por

Tr
s(V ). O número r+s é a ordem de T.

Diremos ainda que T ∈ Tr
s(V ) é r−vezes contravariante e s−vezes covariante.

Com operações definidas pontualmente, Tr
s(V ) torna-se um espaço vetorial.

Definição 1.3. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita. Uma forma bilinear

simétrica sobre V é uma função bilinear b : V × V → R, tal que

b(u, v) = b(v, u), ∀u, v ∈ V.

Definição 1.4. Uma forma bilinear simétrica b sobre um espaço vetorial V é:

(1) positiva (negativa) definida se b(v, v) > 0 (< 0), ∀ ≠ 0 ∈ V ;

(2) positiva (negativa) semi-definida se b(v, v) ≥ 0 (≤ 0), ∀ ≠ 0 ∈ V ;

(3) não-degenerada b(u, v) = 0, ∀v ∈ V , implica u = 0.

Definição 1.5. Seja b uma forma bilinear sobre um espaço vetorial V . O ı́ndice v de b

é o maior inteiro que é a dimensão de um subespaço W ⊂ V tal que b restrita a W é

negativa definida.

Dada uma base β = {e1, . . . en} de V , a matriz de b relativa a base β é a matriz

bij = b(ei, ej). Prova-se que uma forma bilinear simétrica é não degenerada se, e somente

se, bij = b(ei, ej) é inverśıvel.

Definição 1.6. Um tensor métrico g, em uma variedade diferenciável M , é um (0, 2)-

tensor simétrico não-degenerado em M de ı́ndice constante.

Definição 1.7. Uma variedade semi-riemanniana é uma variedade diferenciável (M,g),

munida com um tensor métrico g.

Em um sistema de coordenadas (Uα, φα) em torno de um ponto p de M , as

coordenadas do tensor métrico g são gij = g( ∂
∂xi
, ∂
∂xj

). Desde que g é não-degenerada,

temos que (gij(p)) é inverśıvel com inversa (gij(p)). Em Uα, temos

g =
∑
i,j

gijdxidxj.

Para um inteiro v, 1 ≤ v ≤ n, o espaço Rn
v , munido com o tensor métrico

g = −
v∑

i=1

viwi +
n∑

j=v+1

vjwj (1.1)

de ı́ndice v, é uma variedade semi-riemanniana chamada espaço pseudo-euclidiano. Fi-
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xando a notação

εi =

−1, 1 ≤ i ≤ v,

1, v+ 1 ≤ i ≤ n.

podemos escrever o tensor (1.1) como

g =
∑
i

εidxidxj.

Definição 1.8. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

∇ : X (M)×X (M) → X (M),

indicada por (X, Y ) 7→ ∇XY , que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ,

(ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇X ,

(iii) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y , onde X, Y, Z ∈ X (M) e f, g ∈ D(M).

Em coordenadas locais, Xi = ∂/∂xi, podemos ver, para X =
∑
i

xiXi e Y =∑
i

yiYi, que

∇XY =
∑
k

(∑
i,j

xiyjΓ
k
ij +X(yk)

)
Xk,

em que os coeficientes Γk
ij, definidos por ∇Xi

Xj =
∑
k

Γk
ijXk, são os śımbolos de Christoffel

da conexão.

Desse modo, ∇XY é chamada de derivada covariante de Y na direção de X

com relação à conexão ∇.

Em [13], mostra-se que sobre uma variedade semi-riemanniana existe uma

única conexão D tal que

i) [X, Y ] = DXY −DYX,

ii) X(g(Y, Z)) = g(DXY, Z) + g(Y,DXZ), ∀ X, Y, Z ∈ X (M).

D é chamada Conexão de Levi-Civita de M , e é caracterizada pela expressão

2g(DYZ,X) = Y g(Z,X)+Zg(X, Y )−Xg(Y, Z)−g(Y, [Z,X])+g(Z, [X, Y ])+g(X, [Y, Z]).

Considerando (M, g) uma variedade semi-riemanniana com a conexão de Levi-

Civita D, mostra-se em [3] que a aplicação R : X (M)3 → X (M) dada por

R(X, Y, Z) = DYDXZ −DXDYZ +D[X,Y ]Z, Z ∈ X (M),

é um (1, 3)-tensor em M , chamado tensor de curvatura de (M, g). Assim, em um sistema
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de coordenadas {xi}, temos

R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
=

∑
i

Ri
jkl

∂

∂xi
,

onde os coeficientes

Ri
jkl =

∂

∂xl
Γi
kj −

∂

∂xk
Γi
lj +

∑
m

Γi
lmΓ

m
kj −

∑
m

Γi
kmΓ

m
lj

são denominados componentes do tensor curvatura. A curvatura seccional S é definida

por

S =
g(R(X, Y )X, Y )

g(X,X)g(Y, Y )− g2(X, Y )
.

Definição 1.9. Seja R o tensor curvatura de uma variedade semi-riemanniana (M, g).

O tensor curvatura de Ricci é o (0, 2)-tensor definido por

Ric(X, Y ) := tr(Z → R(X,Z)Y ),

onde X, Y, Z ∈ TpM . Suas componentes são dadas por

Rij =
n∑

k=1

Rk
kij =

n∑
k,m=1

gkmRkljm.

Definição 1.10. Considere (M, g) uma variedade semi-riemanniana. A curvatura escalar

de M é uma aplicação K :M −→ R, definida por

K = traço de A,

onde A é uma aplicação linear auto-adjunta, A : TpM −→ TpM , associada ao tensor de

Ricci,

Ricg : TpM × TpM −→ R,

que é uma forma bilinear simétrica.

Em um sistema de coordenadas locais, temos

K =
∑
i,j

gijRij =
∑
i,j,k

gijRk
ijk.

Definição 1.11. Duas métricas g e ḡ em uma variedade M são conformes se existe uma

função diferenciável φ :M → R tal que para todo p ∈M e todo u, v ∈ TpM se tem

ḡp(u, v) =
1

φ2
gp(u, v).
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Uma variedade riemanniana (M, g) é local conformemente plana (flat, em

inglês) se, para cada p ∈ M , existe uma vizinhança V ⊂ M de p que é conforme a

um aberto U de Rn, isto é, se para todo p ∈M , existe um difeomorfismo ϕ : U ⊂ Rn −→
V ⊂M tal que

(ϕ∗g)(X, Y ) = g(dϕ(X), dϕ(Y )) = f 2g0(X, Y )

onde f é uma função não-nula e g0 a métrica canônica.

Se g e ḡ são métricas conformes e g for uma métrica flat, ḡ é dita conformemente

flat.

O resultado a seguir apresenta uma relação entre os tensores de Ricci nas

métricas conformes g e ḡ.

Proposição 1.1. Sejam (Mn, g), n ≥ 3, uma variedade semi-riemanniana e ḡ = g/φ2

uma métrica conforme à métrica g. Então os tensores de Ricci de g e ḡ satisfazem a

seguinte relação

Ricḡ − Ricg =
1

φ2

{
(n− 2)φHessg(φ) + (φ∆gφ− (n− 1)∥∇gφ∥2)g

}
,

onde

∆gφ =
∑
i

εiφxixi
, Hessg(φ)ij = φxixj

, ∥∇gφ∥2 =
∑
i

φ2
xi
.

Considerando o espaço pseudo-euclidiano (Rn, g) e a métrica ḡ = g/φ2, con-

forme a métrica g, segue da Proposição 1.1 que o tensor de Ricci na métrica ḡ é da

forma

Ricḡ =
1

φ2

{
(n− 2)φHessg(φ) + (φ∆gφ− (n− 1)∥∇gφ∥2)g

}
.

Assim, em um sistema de coordenadas locais, a curvatura escalar é dada pela expressão

K = Rḡ =
∑

i,j ḡ
ijR̄ij =

∑
i,j φ

2εiδiR̄ij = φ2
∑

i R̄iiεi

= φ2
[∑

i
1
φ2

{
(n− 2)φ(Hessgφ)ii + (φ∆gφ− (n− 1)∥∇gφ∥2)εi

}]
εi

= (n− 2)(φ∆gφ) + nφ∆gφ− n(n− 1)∥∇gφ∥2

= (n− 1)[2φ∆gφ− n∥∇gφ∥2],

(1.2)

onde δij é o delta de Kronecker.

O tensor de Weyl de (M, g) é definido pela seguinte fórmula de decomposição

W = R− C ⊙ g,
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onde R denota o tensor de curvatura e C denota o tensor de Schouten

C =
1

n− 2

(
Ric− R

2(n− 1)
g
)
,

e C ⊙ g é o produto Kulkarni-Nomizu dado por

C ⊙ g =
1

n− 2
(Ric(X,Z)Y + g(X, Y )Ric(Z)− g(Y, Z)Ric(X)− Ric(Y, Z)X)

− R

(n− 1)(n− 2)
(g(X,Z)Y g(Y, Z)X).

A classe das variedades riemannianas localmente conformemente plana tem uma caracteri-

zacão clássica em termos dos tensores de Schouten e de Weyl. Uma variedade riemanniana

(Mn, g), n ≥ 3, é conformemente plana se, e somente se, W = 0 e o tensor de Schouten é

Codazzi, isto é,

(∆XC)(Y, Z) = (∆YC)(X,Z),

para todo X, Y, Z ∈ X (M) (ver [9]).

Definição 1.12. Uma variedade semi-riemanniana (M, g) é (geodesicamente) completa

se toda geodésica de M está definida em todo R.

Uma curva divergente em uma variedade riemanniana (M, g) é uma aplicação

diferenciável α : [0,∞) → M tal que para todo compacto K ⊂ M , existe um t0 ∈ (0,∞)

com α(t) /∈ K, para todo t > t0. O comprimento de uma curva divergente é definido por

lim
t→∞

∫ t

0

∥α′(t)∥gdt.

Mostra-se que uma variedade riemannianaM é completa se, e somente se, o comprimento

de qualquer curva divergente é ilimitado.



Caṕıtulo 2

Soluções da equação de Ricci e da

equação de Einstein para um tensor

constante em espaços

pseudo-euclidianos

Neste caṕıtulo, seguimos os mesmos passos de Keti Tenenblat e Romildo Pina,

em [15], e estudamos o problema da equação de Ricci para um tensor constante. Antes

de apresentar os resultados principais, definimos alguns conceitos importantes.

Seja (Rn, g) o espaço pseudo-euclidiano, n ≥ 3, gij = εiδij, εi = ±1, com

coordenadas x = (x1, . . . , xn). Neste caṕıtulo consideramos um tensor simétrico constante,

de ordem dois, da forma

T =
∑
i,j

εjcijdxidxj, cij ∈ R, (2.1)

e apresentamos condições necessárias e suficientes para a existência de uma métrica ḡ,

satisfazendo

(R)


ḡ =

1

φ2
g,

Ricḡ = T.

Os resultados apresentados farão uso de alguns subconjuntos do Rn. Para

definir tais conjuntos, considere, para uma métrica pseudo-euclidiana gij = εiδij fixada,

as funções lineares βi : Rn → R, 1 ≤ i ≤ n, dadas por

βi(x1, . . . , xn) = (n− 1)xi −
n∑

k=1

xk. (2.2)

Assim, definimos os seguintes subconjuntos não vazios de Rn

D = {x ∈ Rn | εjβj(x) ≥ 0, ∀ j, 1 ≤ j ≤ n}, (2.3)

20
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L = {x ∈ Rn | εjβj(x) ≤ 0, ∀ j, 1 ≤ j ≤ n}, (2.4)

obtidos como a interseção de semi-espaços de Rn, cuja fronteira consiste na união dos

hiperplanos dados por

πi = {x ∈ Rn | βi(x) = 0}, 1 ≤ i ≤ n. (2.5)

Admitindo a existência de uma métrica ḡ, conforme à métrica g, tal que Ricḡ =

T , na próxima seção, detalharemos o sistema de equações diferenciais que deverá ser

satisfeito pelo fator conforme φ.

2.1 Resultados de caracterização

Para estudar o problema (R), utilizaremos um sistema não-linear de equações

diferenciais de segunda ordem, de acordo com o que mostra o lema a seguir.

Lema 2.1. Resolver o problema (R) equivale à resolver o seguinte sistema de equações:
φxixi

= εi

(
λiφ+

∥∇gφ∥2

2φ

)
,

φxixj
=

εjcij
n− 2

φ,

(2.6)

onde 1 ≤ i ̸= j ≤ n e

λi =

2(n− 1)−
∑
ℓ

cℓℓ

2(n− 1)(n− 2)
.

Demonstração. Considere (Rn, g) espaço pesudo-euclidiano, n ≥ 3. Se ḡ = g/φ2 é uma

métrica conforme à métrica pseudo-euclidiana g, como Ricg = 0, temos da Proposição 1.1

que

Ricḡ =
1

φ2

{
(n− 2)φHessg(φ) + (φ∆gφ− (n− 1)∥∇gφ∥2)g

}
. (2.7)

Sendo g =
∑

i,j gijdxidxj e T =
∑

i,j εjcijdxidxj, segue de (2.7) que estudar o problema

(2) equivale a resolver o seguinte sistema de equações

1

φ2

{
(n− 2)φHessg(φ)ij + (φ∆gφ− (n− 1)∥∇gφ∥2)gij

}
= εjcij, 1 ≤ i, j ≤ n.

Note que, como gij = εiδij, podemos escrever o sistema acima como
1

φ2

{
(n− 2)φφxixi

+ (φ∆gφ− (n− 1)∥∇gφ∥2)εi
}
= εicii,

φxixi
=

εjcij
n− 2

φ, 1 ≤ i ̸= j ≤ n.

(2.8)
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Substituindo ∆gφ =
∑

i εiφxixi
nas n pimeiras equações do sistema (2.8), obtemos

(n− 2)φxixi
+ εi

∑
j

φxjxj
= εiciiφ+

(n− 1)∥∇gφ∥2

φ
εi,

ou, equivalentemente,

(n− 1)φxixi
εi +

∑
j ̸=i

εjφxjxj
= ciiφ+

(n− 1)∥∇gφ∥2

φ
. (2.9)

Para um i fixado, multiplicando (2.9) por 2n− 3, temos

(2n−3)(n−1)φxixi
εi+(2n−3)

∑
j ̸=i

εjφxjxj
= (2n−3)ciiφ+

(2n− 3)(n− 1)∥∇gφ∥2

φ
. (2.10)

Somando as demais n− 1 equações de (2.9), temos

∑
ℓ̸=i

∑
j ̸=ℓ

εjφxjxj
+ (n− 1)

∑
ℓ̸=i

εℓφxℓxℓ
= φ

∑
ℓ̸=i

cℓℓ +
(n− 1)2∥∇gφ∥2

φ
. (2.11)

Notando que, ∑
ℓ ̸=i

∑
j ̸=ℓ

εjφxjxj
= (n− 1)εiφxixi

+ (n− 2)
∑
j ̸=i

εjφxjxj
,

podemos escrever (2.11) como

(n−1)εiφxixi
+(n−2)

∑
j ̸=i

εjφxjxj
+(n−1)

∑
ℓ̸=i

εℓφxℓxℓ
= φ

∑
ℓ̸=i

cℓℓ+
(n− 1)2∥∇gφ∥2

φ
(2.12)

Agora, subtraindo (2.12) de (2.10), obtemos

2(n− 1)(n− 2)εiφxixi
= 2(n− 1)ciiφ− φ

∑
ℓ cℓℓ + (n− 1)(n− 2)

∥∇gφ∥2

φ
,

ou, equivalentemente,

φxixi
= εi

(
2(n− 1)φcii − φ

∑
ℓ cℓℓ

2(n− 1)(n− 2)
+

∥∇gφ∥2

2φ

)
. (2.13)

Fazendo

λi =
2(n− 1)cii −

∑
ℓ cℓℓ

2(n− 1)(n− 2)
,
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obtemos de (2.8) e (2.13) que
φxixi

= εi

(
λiφ+

∥∇gφ∥2

2φ

)
,

φxixj
=

εjcij
n− 2

φ, j ̸= i.

Considere c = (c11, . . . , cnn). Pela definição de βi e λi, observamos que valem

as seguintes relações:

(n− 2)λi −
∑
k

λk =
βi(c)

n− 1
(2.14)

e ∑
i

βi(c)

n− 1
= −2

∑
i

λi = −
∑
i

cii
n− 1

. (2.15)

Veremos agora que se φ é uma solução do sistema (2.6), é posśıvel relacionar

as derivadas parciais de primeira ordem de φ. Mais precisamente, temos o seguinte lema.

Lema 2.2. Se φ : Rn → R é uma solução do sistema de equações
φxixi

= εi

(
λiφ+

∥∇gφ∥2

2φ

)
,

φxixi
=

εjcij
n− 2

φ,

então as derivadas de primeira ordem de φ satisfazem

cijφxi
=

βi
n− 1

φxj
, ∀ i ̸= j.

Demonstração. Desde que φ satisfaça o sistema (2.8), dado 1 ≤ ℓ ≤ n, temos que

εiφxixjxℓ
=

cij
n− 2

φxℓ
.

Assim, derivando a primeira equação de (2.8) com relação à xj, segue da comutatividade
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das derivadas de terceira ordem que

εiφxixixj
= λiφxj

+

[∑
ℓ

4εℓφxℓ
φxℓxj

φ−
∑
ℓ

2εℓφ
2
xℓ
φxj

]
1

4φ2

= λiφxj
+
∑
ℓ

εℓφxℓ
φxℓxj

φ
− ∥∇gφ∥2

2φ2
φxj

= λiφxj
+

∑
ℓ ̸=i,j

εℓφxℓ
φxℓxj

φ
+
εiφxi

φxixj

φ
+
εjφxj

φxjxj

φ
− ∥∇gφ∥2

2φ2
φxj

= (λi + λj)φxj
+

∑
ℓ̸=i,j

φxjxℓ

φ
φxℓ

+
εiφxi

φxixj

φ
+
εjφxj

φxjxj

φ
− ∥∇gφ∥2

2φ2
φxj

− λjφxj

= (λi + λj)φxj
+

∑
ℓ̸=i,j

cjℓ
n− 2

φxℓ
+
εiφxi

φxixj

φ
+
εjφxj

φxjxj

φ
− ∥∇gφ∥2

2φ2
φxj

− λjφxj
.

Por outro lado, segue da primeira equação do sistema (2.8) que

εiφxi
φxixj

φ
+
εjφxj

φxjxj

φ
= εiφxixjxi

+ λjφxj
+

∥∇gφ∥2

2φ2
φxj

.

Assim, obtemos que

(λi + λj)φxj
+

∑
ℓ ̸=i,j

cjℓ
n− 2

φxℓ
= 0. (2.16)

Se n = 3, segue de (2.14) que λk + λj = −βi/2, e dáı,

cijφxi
=
βi
2
φxj

, ∀ i ̸= j.

Se n > 3, multiplicando a equação (2.16) por −(n − 3) para algum par (i, j) fixado, e

somando com as n− 2 equações dadas pelos pares (k, j), com k ̸= i e k ̸= j, obtemos

cijφxi
=

(
(n− 2)λi +

∑
k

λk

)
φxj

, ∀i ̸= j.

Segue novamente de (2.14) que

cijφxi
=

βi
n− 1

φxj
, ∀ i ̸= j.

O Lema a seguir mostra que os tensores T , para os quais o sistema (R) tem

solução, ficam inteiramente determinados pelos elementos da diagonal, isto é, os elemen-

tos cij, i ̸= j, podem ser expressos em função de c = (c11, . . . , cnn).
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Lema 2.3. Seja (Rn, g) um espaço pesudo-euclidiano e T =
∑

i,j εjcijdxidxj um tensor

simétrico constante não-diagonal. Se existe uma métrica ḡ = g/φ2 tal que Ricḡ = T ,

então
∥∇gφ∥2

2φ
= −

n∑
k=1

λkφ

n− 2
,

e as componentes do tensor T são tais que c = (c11, . . . , cnn) ∈ {D ∪ L} \ {πt ∪ πℓ} para

algum par (r, ℓ), 1 ≤ r ̸= ℓ ≤ n, D, L, e πr são dados por (2.3), (2.4) e (2.5), e

cij = ±
√
εiεjβiβj

n− 1
(c11, . . . , cnn), i ̸= j, (2.17)

onde βi(c11, . . . , cnn) é dado por (3) e λi é dado por (16).

Demonstração. Segue do Lema 2.1 e do Lema 2.2 que, se existe ḡ = g/φ2 tal que Ricḡ = T ,

então

cijφxi
=

βi
n− 1

φxj
, ∀ i ̸= j. (2.18)

Derivando (2.18) com respeito a xj, j ̸= i, temos

cijφxixj
=

βi
n− 1

φxjxj
, i ̸= j.

Pelo Lema 2.1, podemos escrever a igualdade acima como

c2ij
n− 2

εiφ =
εjβi
n− 1

(
λjφ+

∥∇gφ∥2

2φ

)
. (2.19)

Agora, derivando (2.18) com respeito a xi, obtemos

cijφxixi
=

βi
n− 1

φxjxi
, i ̸= j.

Novamente, pelo Lema 2.1, podemos escrever a igualdade acima como

cij

(
λiφ+

∥∇gφ∥2

2φ

)
=

βi
(n− 1)(n− 2)

cijφ. (2.20)

Como T é um tensor não diagonal, existe pelo menos um termo cij não nulo, i ̸= j. Assim,

podemos escrever
∥∇gφ∥2

2φ
=

βi
(n− 1)(n− 2)

φ− λiφ.

Substituindo (2.14) na expressão acima, obtemos

∥∇gφ∥2

2φ
= − φ

n− 2

∑
k

λk.
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Da equação anterior e de (2.19), temos que

c2ij
n− 2

=
εiεjβi
n− 1

(
λiφ− φ

n− 2

∑
k

λk

)
.

Usando (2.14) novamente, obtemos

c2ijφ

n− 2
=
εiεjβiφ

n− 1

(
βj

(n− 1)(n− 2)

)
=

εiεjβiβj
(n− 1)2(n− 2)

φ.

Como φ não se anula, conclúımos que

cij = ±
√
εiεjβiβj

n− 1
(c11, . . . , cnn), i ̸= j.

Note que, pela igualdade acima, devemos ter εiεjβiβj ≥ 0, para todo i ̸= j. Assim,

c ∈ D ∪ L. Além disso, como T é um tensor não diagonal, existe pelo menos um par

(r, ℓ) tal que crℓ ̸= 0. Dáı e da igualdade acima, temos que (βrβℓ)(c) ̸= 0 e, portanto,

c /∈ πr ∪ πℓ. Logo, c ∈ D ∪ L\{πr ∪ πℓ}.

Em posse desses lemas, na próxima seção apresentaremos os principais resul-

tados deste caṕıtulo.

2.2 Teoremas de classificação

Iniciamos estudando o problema (R) considerando um tensor T da forma (3.1)

tal que
∑
i

cii ̸= 0.

Teorema 2.1. Seja (Rn, g) um espaço pesudo-euclidiano e T =
∑
i,j

εjcijdxidxj um tensor

simétrico não-diagonal tal que
∑
i

cii ̸= 0. Então existe uma métrica ḡ = g/φ2 tal que

Ricḡ = T se, e somente se, c = (c11, . . . , cnn) ∈ D \ {πℓ ∪ πs} para algum ℓ ̸= s e

cij =
εjγiγj
n− 1

√
εiεjβi(c)βj(c) ∀ i ̸= j,

onde γj = ±1, 1 ≤ j ≤ n. Além disso, para algum tentor T fixado, φ é dada por

φ(x) = k exp

(
δ√

(n− 1)(n− 2)

(∑
j

γj

√
εjβj(c)xj

))
,

onde k é uma constante não nula e δ = ±1.

Demonstração. Suponha que existe uma métrica ḡ = g/φ2 tal que Ricḡ = T . Então pelo



27

Lema 2.1, φ satisfaz 
φxixi

= εi

(
λiφ+

∥∇gφ∥2

2φ

)
,

φxixj
=

εjcij
n− 2

φ.

(2.21)

Além disso, pelo Lema 2.3, c ∈ D ∪ L \ {πr ∪ πs}, para algum par (r, s), r ̸= s, e

∥∇gφ∥2

2φ
=

n∑
k=1

λkφ

n− 2
. (2.22)

Substituindo (2.14) e (2.22) em (2.21), obtemos
φxixi

= αiφ,

φxixj
=

εjcij
n− 2

φ,
(2.23)

onde

αi =
εiβi(c)

(n− 1)(n− 2)
, cij = ±

√
εiεjβi(c)βj(c)

n− 1
. (2.24)

Suponha que c ∈ L \ {πr ∪πs}. Então αs < 0 e as soluções de (2.23) são dadas

por

φ(x1, . . . , xn) = f(x̂s) cos
(√

−αs xs
)
+ g(x̂s) sin

(√
−αs xs

)
,

onde f e g são funções diferenciáveis de x̂s = (x1, . . . , xs−1, xs+1, . . . , xn). Derivando φ

com relação a xs e xj, j ̸= s, respectivamente, obtemos

φxsxj
=

√
−αs

(
− fxj

sin
(√

−αsxs
)
+ gxj

cos
(√

−αsxs
))
. (2.25)

Por outro lado, por (2.23),

φxsxj
=

εjcij
n− 2

(
f(x̂s) cos

(√
−αsxs

)
+ g(x̂s) sin

(√
−αsxs

))
. (2.26)

Comparando (2.25) e (2.26), vemos que

fxj
= − εjcsj

(n− 2)
√
−αs

g, gxj
=

εjcsj
(n− 2)

√
−αs

f, ∀ s ̸= j.

Assim,

φxj
=

εjcsj
(n− 2)

√
−αs

(
f sin

(√
−αsxs

)
− g cos

(√
−αsxs

))
.
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Assim, utilizando (2.24), temos que

∥∇gφ∥2 = −
n∑

i=1

εicsi
(n− 2)2αs

(
f sin

(√
−αsxs

)
− g cos

(√
−αsxs

))2
= −

n∑
i=1

βi
(n− 1)(n− 2)

(
f sin

(√
−αsxs

)
− g cos

(√
−αsxs

))2
.

Por outro lado, por (2.14), φ satisfaz

∥∇gφ∥2 = − 2

n− 2

n∑
i=1

λiφ
2

= − 2

n− 2

n∑
i=1

λi
(
f cos

(√
−αsxs

)
+ g sin

(√
−αsxs

))2
Comparando as duas igualdades acima, obtemos

(f 2 + g2)
n∑

i=1

cii = 0.

Ora, como, por hipótese,
n∑

i=1

cii ̸= 0, então devemos ter f 2 + g2 = 0. Além disso, como

f 2 ≥ 0 e g2 ≥ 0, então temos f = g = 0. Assim, supondo c ∈ L \ {πr ∪ πs}, obtemos que

φ = 0, ou seja, (2.23) não admite solução não-nula.

Considere agora o conjunto I = {j, 1 ≤ j ≤ n | αj > 0}. Se c ∈ D \ {πr ∪ πs},
então αj ≥ 0, para todo j, e

φ(x) = f̃ exp

(∑
j∈I

γj
√
αjxj

)
+ g̃ exp

(
−
∑
j∈I

γj
√
αjxj

)
(2.27)

é solução de (2.23), onde γj = ±1 e f̃ e g̃ são funções diferenciáveis de xi com i ∈ I.
Por (2.24), se i /∈ I, então βi(c) = 0 e, consequentemente, cij = 0. Assim, pela segunda

equação de (2.23), temos que φxixj
= 0, e por (2.27) obtemos

0 = φxixj
=

(
f̃xi

exp

(∑
j∈I

γj
√
αjxj

)
− g̃xi

exp

(
−
∑
j∈I

γj
√
αjxj

))
γj
√
αj.

Conclúımos que f̃ e g̃ são constantes. Se i, j ∈ I, então

φxi
= γi

√
αi

(
f̃ exp

(∑
k∈I

γk
√
αkxk

)
− g̃ exp

(
−

∑
k∈I

γk
√
αkxk

))
, (2.28)
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e

φxixj
= γiγj

√
αiαj

(
f̃ exp

(∑
k∈I γk

√
αkxk

)
+ g̃ exp

(
−
∑

k∈I γk
√
αkxk

))
=

γiγj
(n− 1)(n− 2)

√
εiεjβiβjφ.

(2.29)

Comparando (2.23) e (2.29), conclúımos que

cij =
εjγiγj
n− 1

√
εiεjβi(c)βj(c).

Lembremos agora que, pelo Lema (2.3), φ satisfaz

∥∇gφ∥2 = − φ2

n− 2
2
∑
i

λi =
φ2

(n− 1)(n− 2)

∑
i

βi. (2.30)

Ora, por (2.24) e (2.28), temos que

∥∇gφ∥2 =
1

(n− 1)(n− 2)

∑
i

βiφ
2
xi

(2.31)

Comparando (2.31) em (2.30), obtemos que∑
i

βiφ
2 =

∑
i

βiφ
2
xi
.

Substituindo (2.27) e (2.28) na igualdade acima, vemos que

f̃ g̃ = 0,

donde f̃ = 0 ou g̃ = 0. Portanto, se δ = ±1, conclúımos que φ é da forma

φ(x) = k exp

(
δ√

(n− 1)(n− 2)

(∑
j

γj

√
εjβj(c)xj

))
.

Reciprocamente, para cada c = (c11, . . . , cnn) ∈ D \ {πℓ ∪ πs}, com
∑

i cii ̸= 0,

para algum ℓ ̸= s, seja

cij =
εjγiγj
n− 1

√
εiεjβiβj(c), ∀ i ̸= j,

onde γj = ±1, 1 ≤ j ≤ n. Considere o tensor T =
∑

i,j εjcijdxidxj. Um cálculo direto

revela que a função

φ(x) = k exp

(
δ√

(n− 1)(n− 2)

(∑
j

γj

√
εjβj(c)xj

))
,
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satisfaz o sistema (2.6). Segue então do Lema 2.1 que existe ḡ = g/φ2 tal que Ricḡ =

T .

No próximo resultado, consideramos o caso particular em que T é da forma

(3.1) com
∑
i

cii = 0.

Teorema 2.2. Seja (Rn, g) um espaço pesudo-euclidiano e T =
∑
i,j

εjcijdxidxj um tensor

simétrico não-diagonal tal que
∑
i

cii = 0. Então existe uma métrica ḡ = g/φ2 tal que

Ricḡ = T se, e somente se, c = (c11, . . . , cnn) ∈ {D ∪ L} \ {πℓ ∪ πs} para algum ℓ ̸= s e

cij =

εjγiγj
√
εiεjciicjj ∀ i ̸= j, se c ∈ D \ {πℓ ∪ πs},

−εjγiγj
√
εiεjciicjj ∀ i ̸= j, se c ∈ L \ {πℓ ∪ πs},

(2.32)

onde γj = ±1 para 1 ≤ j ≤ n. Além disso, para algum tensor T fixado, a função φ é

constante se g é a métrica euclidiana e, caso contrário, φ é dada por

φ(x) =


k1 exp

(∑
j

√
εjcjj
n− 2

γjxj

)
+ k2 exp

(
−
∑
j

√
εjcjj
n− 2

γjxj

)
, se c ∈ D \ {πℓ ∪ πs},

k1 cos

(∑
j

√
−εjcjj
n− 2

γjxj

)
+ k2 sin

(∑
j

√
−εjcjj
n− 2

γjxj

)
, se c ∈ L \ {πℓ ∪ πs}.

(2.33)

Demonstração. Admita que existe uma métrica ḡ = g/φ2 tal que Ricḡ = T . Como, por

hipótese,
∑

i cii = 0, segue do Lema 2.1, φ satisfaz o sistema (2.6), com

λi =
cii

n− 1
.

Além disso, usando que
∑

i cii = 0 no Lema 2.3 e na equação (2.15), temos que

∥∇gφ∥2 = − φ2

(n− 1)(n− 2)

∑
i

cii = 0, (2.34)

e

βi = (n− 1)(n− 2)λi = (n− 2)cii. (2.35)

Substituindo (2.35) em (2.17), obtemos

cij = ±√
εiεjciicjj.

Assim, temos que φ satisfaz

φxixi
=

εicii
n− 2

φ, (2.36)
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e

φxixj
=

εjcij
n− 2

φ, (2.37)

com c = (c11, . . . , cnn) ∈ {D ∪ L} \ {πℓ ∪ πs}, e cij = ±√
εiεjciicjj. Note que se g é a

métrica euclidiana, segue de (2.34) que φ é constante.

Se c ∈ D \ {πℓ ∪ πs}, então εicii ≥ 0 para todo i. Considere o conjunto

I = {i | cii ̸= 0}. Segue, então, de (2.36) que φ é dada por

φ(x) = k1 exp

(∑
j∈I

√
εjcjj
n− 2

γjxj

)
+ k2 exp

(
−
∑
j∈I

√
εjcjj
n− 2

γjxj

)
,

onde k1 e k2 são funções dependentes de xi, com i /∈ I. Derivando φ com relação à xi e

xj, i, j ∈ I, respectivamente, e substituindo φxixj
em (2.37), obtemos que

cij = εjγiγj
√
εiεjciicjj.

Além disso, derivando ambos os lados da equação (2.37) com relação a xk, k /∈ I, obtemos

que k1,xi
= k2,xi

= 0, para todo i /∈ I, donde k1 e k2 são constantes.

Por outro lado, se c ∈ L \ (πℓ ∪ πs), então εicii ≤ 0, e φ é dada por

φ(x) = k1 cos

(∑
j∈I

√
−εjcjj
n− 2

γjxj

)
+ k2 sin

(∑
j∈I

√
−εjcjj
n− 2

γjxj

)
,

com k1 e k2 funções diferenciáveis de xi, i /∈ I. De maneira análoga, encontramos que k1

e k2 são constante e

cij = −εjγiγj
√
εiεjciicjj.

Reciprocamente, supondo que φ é dada por (2.33), com c ∈ (D ∪L) \ (πℓ ∪ πs) e cij dado
por (2.32), então φ satisfaz (2.36) e (2.37). Segue então do Lema 2.1 que ḡ = g/φ2 é tal

que Ricḡ = T .

Para o próximo resultado, observamos que se i1 ̸= i2 são inteiros tais que

βi1(c) = βi1(c) = 0, então ci1i1 = ci2i2 . De fato, como βi é dada por

βi(x1, . . . , xn) = (n− 1)xi −
n∑

j=1

xj,

então,

βi1(c) = βi2(c)

⇒ (n− 1)ci1i1 −
∑

j cjj = (n− 1)ci2i2 −
∑

j cjj

⇒ ci1i1 = ci2i2 .
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Teorema 2.3. Sejam (Rn, g) um espaço pseudo-euclidiano e T =
∑n

i=1 εiciidx
2
i um tensor

diagonal não-nulo. Então, existe uma métrica ḡ = g/φ2 tal que Ricḡ = T se, e somente

se,

T = Tk = b
∑
i ̸=k

εidx
2
i , 1 ≤ k ≤ n e bεk < 0.

Nesse caso,

ḡij = δijεi exp

(
a+ 2δ

√
−bεk
n− 2

xk

)
,

onde δ = ±1 e a ∈ R.

Demonstração. Suponha que ḡ = g/φ2 é tal que Ricḡ = T . Então φ satisfaz o sistema

(2.6). Como T é um tensor diagonal, então cij = 0 para todo i ̸= j, e segue do Lema 2.2

que

βi(c)φxj
= 0, ∀i ̸= j.

Se k for um inteiro tal que φk ̸= 0, então βi(c) = 0 para todo i ̸= k, e portanto, cii = b

para todo i ̸= k, e podemos escrever∑
j

cjj = (n− 1)b+ ckk.

Logo, para todo i ̸= k, segue da definição de βi que

0 = βi(c) = (n− 1)b−
n∑

j=1

cjj = −ckk.

Ou seja, se um inteiro k é tal que φxk
̸= 0, então ckk = 0. Note que φ não depende de

mais do que uma variável. De fato, se r ̸= k é um inteiro tal que φxr ̸= 0, então segue

da conclusão acima que crr = 0. Ora, como cii = b, para todo i ̸= k, então 0 = crr = cii,

para todo i, o que é uma contradição, uma vez que T é um tensor não-nulo. Portanto,

φ = φ(xk), para algum 1 ≤ k ≤ n, e cii = b, para todo i ̸= k. Assim, podemos escrever,

T = b
∑
i ̸=k

εidx
2
i = Tk.

Nesse caso, o sistema (2.6) do Lema 2.1 se torna
εk(φ

′)2

φ
+

bφ

n− 2
= 0,

2εkφ
′′ +

bφ

n− 2
− εk(φ

′)2

φ
= 0.

(2.38)
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Segue da primeira equação de (2.38) que

εkb = −(φ′)2

φ2
(n− 2) < 0,

e assim, φ é dada por

φ(xk) =
1

A
exp

(
δ

√
−bεk
n− 2

xk

)
, (2.39)

onde A ̸= 0 é constante e δ = ±1. Observe que φ satisfaz a segunda equação de (2.38).

Assim, como
1

φ2
= exp

(
a+ 2δ

√
−bεk
n− 2

xk

)
,

onde A2 = exp(a), então ḡ = g/φ2 dada por

ḡij = δijεi exp

(
a+ 2δ

√
−bεk
n− 2

xk

)
,

satisfaz o sistema Ricḡ = T .

Reciprocamente, se T = Tk = b
∑

i ̸=k εidx
2
i , então ḡ = g/φ2, com φ dada em

(2.39), satisfaz Ricḡ = T .

Concluiremos a presente seção considerando o problema (R) para o qual T seja

um tensor nulo.

Teorema 2.4. Seja (Rn, g) um espaço pseudo-euclidiano. Existe uma métrica ḡ = g/φ2

tal que Ricḡ = 0 se, e somente se,

φ(x) =
n∑

j=1

(Aεjx
2
j +Bjxj + C), (2.40)

onde A,Cj, Bj ∈ R são constantes tais que

4A
∑
j

Cj −
∑
j

εjB
2
j = 0.

Demonstração. Se T = 0, ou seja, cij = 0, para todo 1 ≤ i, j ≤ n, então o sistema (2.6)

do Lema 2.1 se torna 
φxixi

= εi
∥∇gφ∥2

2φ
,

φxixj
= 0,

1 ≤ i ̸= j ≤ n. (2.41)
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Segue da segunda equação de (2.41) que

φ(x) =
∑
j

Ajx
2
j +Bjxj + Cj.

Assim,

∥∇gφ∥2 =
∑
j

εj(4A
2
jx

2
j + 4AjBjxj +B2

j ).

Substituindo ∥∇gφ∥2 em (2.41) e comparando os respectivos termos, obtemos que, para

todo 1 ≤ j ≤ n,

Aj = εiA e 4AiCj = εjB
2
j .

Reciprocamente, se

φ(x) =
n∑

j=1

(Aεjx
2
j +Bjxj + C),

com A,Bj, Cj ∈ R e

4A
∑
j

Cj −
∑
j

εjB
2
j = 0,

então φ satisfaz o sistema (2.41). Segue, então, do Lema 2.1 que a métrica ḡ = g/φ2

satisfaz Ricḡ = T .

Como consequência dos resultados anteriores, na próxima seção apresentamos

soluções para a equação

−φ∇gφ+
n

2
∥∇gφ∥2 + λφ2 = 0,

e, além disso, exibimos a expressão da curvatura escalar para algumas métricas.

2.3 Aplicações

Finalizaremos o presente caṕıtulo com algumas ocorrências particulares dos

principais resultados tratados na seção anterior. Ressaltamos os aspectos anaĺıtico e

geométrico presentes no estudo proposto.

Corolário 2.1. Seja (Rn, g) um espaço pesudo-euclidiano. Para cada λ ∈ R (λ ≤ 0 se g

é a métrica euclidiana), a equação

− φ∇gφ+
n

2
∥∇gφ∥2 + λφ2 = 0 (2.42)

possui infinitas soluções, de classe C∞, globalmente definidas em Rn:
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a) Se λ ̸= 0, então as funções dadas por

φ(x) = k exp

(
δ√

(n− 1)(n− 2)

(∑
j

γj

√
εjβj(c)xj

))
, (2.43)

satisfazem (2.42), sempre que c = (c11, . . . , cnn) ∈ D \ (πℓ ∪ πs) é escolhido de modo

que
n∑

i=1

cii
2(n− 2)

.

b) Se λ = 0, então as funções (2.33) e (2.40), onde c = (c11, . . . , cnn) ∈ (D∪L)\(πℓ∪πs)
é tal que

∑
i

cii = 0, satisfazem (2.42). Em particular, as soluções dadas por (2.33)

satisfazem ∥∇gφ∥ = ∆gφ = 0.

Demonstração. Se φ é deifinida como em (2.43), (2.33) ou (2.40), segue dos Teoremas 2.1,

2.2 e 2.4, respectivamente, que φ é solução do sistema
φxixi

= εi

(
λiφ+

∥∇gφ∥2

2φ

)
,

φxixj
=

εjcij
n− 2

φ.

Em particular, φ satisfaz

1

φ2

{
εi(n− 2)φφxixi

+ φ∆gφ− (n− 1)∥∇gφ∥2
}
= cij,

para todo 1 ≤ i ≤ n. Somando, para cada i = 1, . . . , n, as equações acima, temos que

2(n− 1)φ∆gφ− n(n− 1)∥∇gφ∥2 = φ2
∑
i

cii. (2.44)

Dividindo (2.44) por 2(n− 1) e fazendo λ2(n− 1) =
∑
i

cii, obtemos

−φ∆gφ+
n

2
∥∇gφ∥2 + λφ2 = 0.

Assim, supondo λ ̸= 0, existem infinitas formas de obter λ =
∑
i

cii/2(n− 1) e, portanto,

existem infinitas soluções de (2.42) da forma (2.43), onde c ∈ D\(πℓ∪πs). Se g é a métrica

euclidiana e c ∈ D, então εi = 1 e cii ≤ 0, para todo i = 1, . . . , n, donde λ ∈ (−∞, 0].

Analogamente, se λ = 0, existem infinitas formas de se obter
∑
i

cii = 0, e

portanto, existem ifinitas soluções de (2.42) da forma (2.33). Além disso, pelo Teorema

2.4, 2.40 satisfaz (2.42). Se λ = 0, então
∑
i

cii = 0, e segue de (2.34) que ∥∇gφ∥ = 0, e

de (2.42) que ∆gφ = 0.
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Corolário 2.2. Seja (Rn, g) um espaço pseudo-euclidiano. Para cada n-upla c = (c11, . . . , cnn)

∈ D \ (πℓ ∪ πs) tal que
∑
i

cii ̸= 0, seja βj(c) definida em (2.2). Considere a função

K : Rn → R definida por

K(x1, . . . , xn) =
∑
i

cii exp

(
2δ√

(n− 1)(n− 2)

∑
j

γj

√
εjβj(c)xj

)
, (2.45)

onde γj ± 1, δ = ±1 para 1 ≤ j ≤ n. Então, a métrica ḡ = g/φ2, onde φ é dada por

φ(x) = k exp

(
δ√

(n− 1)(n− 2)

(∑
j

γj

√
εjβj(c)xj

))
,

tem K como curtvatura escalar. Além disso, se g e a métrica euclidiana, então K < 0.

Demonstração. Derivando φ, obtemos

∥∇gφ∥2 = k2 exp

(
2δ√

(n− 1)(n− 2)

(∑
j

γj

√
εjβj(c)xj

))∑
i

βi(c)

(n− 1)(n− 2)
,

e

2φ∆gφ = 2k2 exp

(
2δ√

(n− 1)(n− 2)

(∑
j

γj

√
εjβj(c)xj

))∑
i

βi(c)

(n− 1)(n− 2)
.

Sabemos que a curvatura escalar na métrica ḡ = g/φ2 é dada por

K = (n− 1)(2φ∆gφ− n∥∇gφ∥2). (2.46)

Substituindo 2φ∆gφ e ∥∇gφ∥2 na expressão acima, vemos que

K = k2
∑
i

cii exp

(
2δ√

(n− 1)(n− 2)

∑
j

γj

√
εjβj(c)xj

)
,

onde ∑
i

βi(c)

n− 1
= −

∑
i

cii
n− 1

.

Segue então do Corolário 2.1 que φ satisfaz (2.46). Desse modo, ḡ = g/φ2 possui curvatura

escalar dada por (2.45). Além disso, se (Rn, g) é o espaço euclidiano, então
∑
cii < 0 e,

portanto, K < 0.
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Corolário 2.3. Seja (Rn, g) um espaço pseudo-euclidiano. A métrica ḡ = g/φ2, para

φ dada por (2.33) ou (2.40) possui curvatura escalar flat K. Neste caso, as métricas

possuem curvatura seccional flat.

Demonstração. Se φ é dada por (2.40), então Ricḡ = 0. Ora, como

K(p) =
1

n

∑
j

Ricp(zj),

para uma base ortonormal {z1, . . . zn−1} de TpM , segue que K = 0. Por outro lado, se φ

é dada por (2.33), com
∑

i cii = 0, então ∆gφ = ∥∇gφ∥ = 0, e dáı

K = (n− 1)[2φ∆gφ− n∥∇gφ∥2] = 0.

A seguir, provaremos que para qualquer tensor simétrico constante, T , não

existem métricas ḡ completas, conformes e não-homotéticas a g tal que Ricḡ = T . Para

isso, faremos uso do seguinte resultdo cuja demonstração pode ser encontrada em [10].

Corolário 2.4. Assuma que duas métricas pseudo-euclidianas na mesma classe conforme

têm, pontualmente, o mesmo tensor de Ricci. Se uma delas é completa, então elas são

homotéticas entre si.

Corolário 2.5. Seja (Rn, g) um espaço pseudo-euclidiano. Para qualquer tensor simétrico

constante T , não existem métricas ḡ completas, conformes e não-homotéticas a g, tal que

Ricḡ = T .

Demonstração. Para cada tensor T fixado como nos Teoremas 2.1 e 2.3, existem duas

métricas pseudo-riemannianas (dadas por δ = ±1) na mesma classe conforme tais que,

pontualmente, têm o mesmo tensor de Ricci. Como tais métricas não são homotéticas

entre si, segue-se do Corolário 2.4 que elas não são completas. Um argumento semelhante

pode ser aplicado às métricas obtidas no Teorema 2.2 quando c ∈ D \ {πℓ ∪ πk}. Nos

demais casos, a métrica conforme ḡ = g/φ2 tem pontos singulares.
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2.4 Soluções da equação de Einstein para um tensor

constante não diagonal

Nesta seção agimos de maneira análoga às seções anteriores e estudamos o

problema da equação de Einstein, isto é, consideramos um tensor simétrico, constante e

não-diagonal, da forma T =
∑
i,j

εjcijdxidxj, e buscamos condições necessárias e suficientes

para a existência de uma métrica ḡ satisfazendo

(E)


ḡ =

g

φ2
,

Ricḡ −
K

2
ḡ = T,

onde K representa a curvatura escalar. Para isto, definimos os subconjuntos de Rn

D = {x ∈ Rn | εjβj(x) ≥ 0, ∀ j, 1 ≤ j ≤ n},

L = {x ∈ Rn | εjβj(x) ≤ 0, ∀ j, 1 ≤ j ≤ n},

πi = {x ∈ Rn | βi(x) = 0}, 1 ≤ i ≤ n,

onde βi é uma funcão linear definida por

βi(x1, . . . , xn) = (n− 1)(n− 2)xi − (n− 3)
n∑

k=1

xk.

Utilizando a Proposição 1.1 e as expressões

K =
∑

ḡijR̄ij e K = (n− 1)(2φ∆gφ− n∥∇gφ∥2),

vemos que o problema (E) pode ser estudado pelo seguinte sistema de equações
φxixi

= εi

(
λiφ+

∥∇gφ∥2

2φ

)
,

φxixj
=

εjcij
n− 2

φ,

(2.47)

em que λi = cii/(n− 2)−
∑

ℓ cℓℓ/(n− 1)(n− 2). Assim, supondo que φ é uma solução do

sistema 2.47, as derivadas de primeira ordem de φ se relacionam da seguinte forma,

cijφxi
=

βi(c)

(n− 1)(n− 2)
φxj

,
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em que c = (c11, c22, . . . , cnn) e , além disso, vale

∥∇gφ∥2

2φ
+

φ

n− 1

∑
k

λk = 0.

Seguindo os passos apresentados em [10], prova-se os seguintes resultados.

Teorema 2.5. Seja (Rn, g) o espaço pseudo-euclidiano e T =
∑
i,j

εjcijdxidxj um tensor

simétrico não-diagonal tal que
∑

i cii ̸= 0. Então existe uma métrica ḡ = g/φ2 satisfa-

zendo Ricḡ − (K/2)ḡ = T se, e somente se, c = (c11, . . . , cnn) ∈ D \ {πℓ ∪ πr}, ℓ ̸= r,

cij =
εjγiγj

(n− 1)(n− 2)

√
εiεjβiβj(c), ∀ i ̸= j,

onde γj = ±1, para 1 ≤ j ≤ n, e δ = ±1.

Teorema 2.6. Se T =
∑
i,j

εjcijdxidxj é um tensor simétrico constante não-diagonal tal

que
∑

i cii = 0, então existe uma métrica ḡ = g/φ2 satisfazendo Ricḡ = T se, e somente

se, c = (c11, . . . , cnn) ∈ (D ∪ L) \ (πℓ ∪ πs) para alguns ℓ ̸= s e

cij =

εjγiγj
√
εiεjciicjj ∀ i ̸= j, se c ∈ D \ (πℓ ∪ πs),

−εjγiγj
√
εiεjciicjj ∀ i ̸= j, se c ∈ L \ (πℓ ∪ πs),

onde γj = ±1 para 1 ≤ j ≤ n. Neste caso, para algum tensor T fixado, temos que K = 0.

Além disso, a função φ é constante se g é a métrica euclidiana e, caso contrário, φ é

dada por

φ(x) =


k1 exp

(∑
j

√
εjcjj
n− 2

γjxj

)
+ k2 exp

(
−
∑
j

√
εjcjj
n− 2

γjxj

)
, se c ∈ D \ (πℓ ∪ πs),

k1 cos

(∑
j

√
−εjcjj
n− 2

γjxj

)
+ k2 sin

(∑
j

√
−εjcjj
n− 2

γjxj

)
, se c ∈ L \ (πℓ ∪ πs).

Teorema 2.7. Se T =
∑
i

εiciidx
2
i é um tensor diagonal não-nulo, então existe uma

solução ḡ para (E) se, e somente se,

T =


bεkdx

2
k, n = 3,

b
∑
i ̸=k

εidx
2
i +

n− 1

n− 3
bεkdx

2
k, n ≥ 4.
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para algum k fixado, 1 ≤ k ≤ n, onde b ∈ R é tal que bεk > 0. Neste caso,

ḡij =


δijεi exp(a− 2δ

√
bεkxk), n = 3,

δijεi exp(a− 2δ

√
2bεk

(n− 2)(n− 3)
xk), n ≥ 4,

onde δ = ±1 e a ∈ R.

Demonstração. Se φ é solução de (2.47), então suas derivadas satisfazem

cijφxi =
βi(c)

(n− 1)(n− 2)
φxj

, ∀ i ̸= j..

Desde que T é um tensor diagonal, ou seja, cij = 0 para todo i ̸= j, então βi(c)φxj
= 0.

Assim, se n = 3, então cii = 0, para i ̸= k, e ckk = b ̸= 0. Além disso, φ depende somente

de xk e T é dado por

T = bεkdx
2
k.

Neste caso, o sistema (2.47) se torna
2φ′′ + εib−

εi(φ
′)2

φ
= 0,

εk(φ
′)2

φ
+ bφ = 0.

Dáı, φ é dada por

φ(xk) =
1

A
exp

(
δ
√

−εkbxk
)
,

donde

ḡij = δijεi exp
(
a− 2δ

√
−εkbxk

)
.

Se n ≥ 4 e k é um inteiro tal que φxk
̸= 0, então βi(c) = 0 para todo i ̸= k, donde cii = b,

para todo i ̸= k, e ckk = (n − 1)b/(n − 3). Novamente, φ depende somente de xk e T é

dado por

T = b
∑
i ̸=k

εidx
2
i +

n− 1

n− 3
bεkdx

2
k.

Neste caso, o sistema (2.47) se torna
φ′′ − bφ

(n− 2)(n− 3)
+
εk(φ

′)2

φ
= 0,

εk(φ
′)2

2φ
− bφ

(n− 2)(n− 3)
= 0.
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Dáı, φ é dada por

φ(xk) =
1

A
exp

(
δ

√
2bεkxk

(n− 2)(n− 3)

)
,

donde

ḡij = δijεi exp
(
a− δ

√
2bεkxk

(n− 2)(n− 3)

)
.

Por fim, se T = 0, então existe uma solução para (E) se, e somente se,

φ =
n∑

j=1

(Aεjx
2
j +Bjxj + Cj),

onde

4A
∑
j

Cj −
∑
j

εjB
2
j = 0,

e A,Bj, Cj ∈ R. Neste caso, K ≡ 0, isto é, Ricḡ ≡ 0.



Caṕıtulo 3

Soluções da equação de Ricci e da

equação de Einstein para um tensor

não-diagonal

Considere o espaço pseudo-euclidiano (Rn, g), n ≥ 3, com coordenadas (x1, . . . , xn)

e gij = δijεi, εi = ±1, onde ao menos um εi é positivo. Outrossim, seja T um tensor não-

diagonal da forma

T =
∑
i,j

fijdxidxj, (3.1)

tal que, para todo i ̸= j, fij são funções diferenciáveis dependentes de xi e xj.

Nosso principal objetivo é estudar resultados de caracterização que fornecem

métricas ḡ = g/φ2 que solucionam a equação de Ricci ou a equação de Einstein, seguindo

os passos de Romildo Pina e Keti Tenenblat em [14]. Isto é, em linhas gerais, queremos

resolver os seguintes problemas

(R)


ḡ =

1

φ2
g

Ricḡ = T. (equação de Ricci)

e

(E)


ḡ =

1

φ2
g

Ricḡ − ḡK
2
= T. (equação de Einstein)

A seguir, faremos alguns cálculos preliminares que serão importantes para a

demonstração dos principais teoremas.

42
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3.1 Resultados preliminares

Os dois lemas tratados nessa seção é de interesse anaĺıtico, para os quais φ

será a solução de uma equação diferencial de segunda ordem.

Lema 3.1. Considere φ = φ(x1, . . . , xp), p ≥ 3, uma função diferenciável, não identica-

mente anula e que satisfaz o sistema

φxixj
− fijφ = 0, ∀ i ̸= j, (3.2)

onde fij = fij(xi, xj) são funções diferenciáveis de xi e xj. Assuma que existe um sub-

conjunto aberto U ⊂ Rp sobre o qual todas as funções fij não se anulam. Então existe

um aberto denso V ⊂ U onde
∏

i φxi
não se anula. Além disso, sobre cada componente

conexa de V , existem funções diferenciáveis ξi(xi) ̸= 0, 1 ≤ i ≤ p, tais que

fij = εξi(xi)ξj(xj), ε = ±1, ∀ 1 ≤ i ̸= j ≤ p.

Demonstração. Seja φ = φ(x1, . . . , xp), p ≥ 3, uma função diferenciável que não se anula

tal que

φxixj
= fijφ, ∀ i ̸= j, (3.3)

onde fij = fji é uma função diferenciável de xi e xj. Seja U um aberto de Rp onde fij

não se anula, para todo i ̸= j. Como φ é uma função que não se anula, segue de (3.3) que

o conjunto {x ∈ U | φxi
(x) = 0} tem medida nula em U . Assim, existe um subconjunto

aberto denso de U onde, para todo i = 1, . . . , p, φxi
não se anula. No que segue, iremos

nos restringir às componentes conexas de tal subconjunto de U .

Dados ı́ndices i, j, k, temos de (3.3) que

φxixjxk
= fijφxk

.

Pela comutatividade das derivadas de terceira ordem, obtemos que

fijφxk
= fikφxj

= fjkφxi
, (3.4)

para todo i, j, k distintos. Em particular,

f1jφxk
= f1kφxj

, ∀ j ̸= k ≥ 2.

Logo, para todo j ≥ 2, o quocientes φxj
/f1j são iguais e, portanto, existe uma função

g1 = g1(x1, . . . , xp), que não se anula, tal que

φxj
= g1f1j, ∀ j ≥ 2.
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Derivando a igualdade acima com relação à x1, temos

φxjx1 = g1,x1f1j + g1f1j,x1 . (3.5)

Substituindo (3.5) em (3.3), obtemos, para j ̸= k, que

f1jφ = g1,x1f1j + g1f1j,x1 ,

f1kφ = g1,x1f1k + g1f1k,x1 .

Dáı,

g1(f1kf1j,x1 − f1jf1k,x1) = 0, ∀ j ̸= k ≥ 2.

Como g1 não se anula, devemos ter

f1j,x1

f1j
=
f1k,x1

f1k
.

Portanto, como a igualdade acima vale para todo j ̸= k ≥ 2, segue que existe

uma função ξ1 = ξ1(x1), que depende apenas de x1, tal que

f1j,x1

f1j
=
ξ′1
ξ1
, ∀ j ≥ 2.

E dáı,

f1j = ξ1ξj, ∀j ≥ 2. (3.6)

Agora vamos mostrar, por indução, que para qualquer l ≥ 2, flk = cξlξk, para todo k ≥ 2,

com k ̸= l e c é uma constante não-nula. Considere l = 2. Temos de (3.4) que

φxk
= g2(x, . . . , xn)f2k, ∀ k ̸= 2.

Analogamente, considerando k = 1 e k ≥ 3, derivando a equação acima com

relação a x2, obtemos que

f21,x2f2k − f2k,x2f21 = 0, ∀k ≥ 3.

Por (3.6), temos que

f2k = ξ2ξ̄k, ∀k ≥ 3. (3.7)

Novamente por (3.4), temos que

f1kφx2 = f2kφx1 , ∀k ≥ 3.

Derivando essa equação com relação a x2 e usando as expressões em (3.2), (3.4) e (3.7),
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obtemos

ξ̄k = c2kξk, ∀k ≥ 3, (3.8)

onde c2k é uma constante não-nula. Se p ≥ 4, então as constantes c2k são iguais. De fato,

derivando a equação

f1kφx2 = f2kφx1

com relação a xl, l ̸= k e l ≥ 3, e usando as equações (3.2), (3.6), (3.7) e (3.8), obtemos

que c2k = c2l.

Portanto, temos que

f1j = ξ1ξj, ∀k ≥ 2,

e

f2k = cξ1ξj, ∀k ≥ 3.

Afirmamos que, se

fik = cξiξk, ∀k ≥ 2, 2 ≤ i ≤ l − 1, k ̸= i,

para um 2 ≤ l ≤ p − 1 fixado, então flk = cξlξk, para todo k ≥ 2 e k ̸= l. Com efeito,

desde que flk = fkl, segue da hipótese que basta provar que flk = cξlξk para k ≥ l + 1.

Por (3.4),

φxk
= gl(x1, . . . , xn)flk, ∀k ̸= l.

Por (3.6),

flk = ξlξ̃k(xk), ∀k ≥ l + 1.

Analogamente, obtemos que ξ̃k = cξk.

Obtemos então que

f1j = ξ1ξj, ∀j ≥ 2,

e

fjk = cξjξk, ∀j ̸= k ≥ 2.

Se c > 0, então podemos considerar ξ̃j =
√
cξj e ξ̃1 = ξ1/

√
c. Então fij = ξ̃1ξ̃j,

para todo k ̸= j.

Se c < 0, então podemos considerar ξ̃j = −
√
−cξj, para j ≥ 2, e ξ̃1 = ξ1/

√
−c.

Então fij = −ξ̃1ξ̃j, para todo k ̸= j.

Lema 3.2. Uma função diferenciável e não nula φ = φ(x1, . . . , xp), p ≥ 3, é uma solução

de
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a) φxixj
− φ = 0, para todo i ̸= j, se e somente se

φ = a exp

( p∑
j=1

xi

)
+ b exp

(
−

p∑
j=1

xi

)
, (3.9)

b) φxixj
+ φ = 0, para todo i ̸= j, se e somente se

φ = a cos

( p∑
j=1

xi

)
+ b sin

(
−

p∑
j=1

xi

)
, (3.10)

onde a, b ∈ R são tais que a2 + b2 ̸= 0.

Demonstração. Seja φ uma função não nula e que satisfaz

φxixj
= φ, ∀i ̸= j.

Como p ≥ 3, considere k diferente de i e j. Então

φxixjxk
= φxk

, (3.11)

para todo i, j, k distintos. Por outro lado, como φ não se anula, podemos escrever

φxi

φ
= β(x1, . . . , xn), ∀i, (3.12)

em que β é uma função diferenciável. Derivando (3.12) com relação à xj, j ̸= i, temos

que
φxixj

φ
−
φxi

φxj

φ2
= βxj

.

Dáı, utilizando (3.11), obtemos

βxj
+ β2 − 1 = 0.

As soluções dessa equação são dadas por

β = c

a exp

(∑
j xj

)
− b exp

(
−
∑

j xj

)
a exp

(∑
j xj

)
+ b exp

(
−
∑

j xj

) ,
onde a, b ∈ R são tais que a2 + b2 ̸= 0. Isso mostra que φ é dada por (3.9). A rećıproca é

clara.

Analogamente se verifica o item (b).

Nas próximas duas seções mostraremos que, quaisquer tensores T da forma

(3.1) que satisfazem os problemas (R) ou (E), são de dois tipos, a saber: a menos de
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mudança da ordem das variáveis independentes, T é da forma (Seção 3.2)

T =
2∑

i,j=1

fij(x1, x2)dxidxj + h(x1, x2)
n∑

i=3

dx2i

onde φ(x1, x2) é uma solução de uma equação hiperbólica; ou, (Seção 3.3) T é determinado

por r funções diferenciáveis não constantes ξr(xr), 3 ≤ r ≤ n, caso em que φ e T são

dadas explicitamente em termos de ξr.

3.2 Soluções da equação curvatura de Ricci para um

tensor não diagonal

Seja T , dado por (3.1), um tensor simétrico não-diagonal no espaço pseudo-

euclidiano (Rn, g), onde fij = fij(xi, xj) é uma função diferenciável de xi e xj, para todo

1 ≤ i ̸= j ≤ n. Segue da Proposição 1.1 que existe uma métrica ḡ = g/φ2 tal que

Ricḡ = T se, e somente se,

φxixj
=

fij
n− 2

φ, ∀i ̸= j, (3.13)

fii = (n− 2)
φxixi

φ
+ εi

∆gφ

φ
− εi(n− 1)

∥∇gφ∥2

φ2
, ∀i. (3.14)

Desse modo, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.1. Seja (Rn, g), n ≥ 3, um espaço pseudo-euclidiano com coordenadas x =

(x1, . . . , xn), gij = εiδij, εi = ±1. Considere um tensor simétrico não-diagonal T =
n∑

i,j=1

fijdxidxj e assuma que, para i ̸= j, fij = fij(xi, xj) é uma função diferenciável de xi

e xj. Então, existe uma métrica ḡ = g/φ2 tal que Ricḡ = T se, e somente se,

fii = (n− 2)
φxixi

φ
+ εi

∆gφ

φ
− εi(n− 1)

∥∇gφ∥2

φ2
, ∀i,

e a menos de uma mudança na ordem das variáveis independentes, ocorre um dos seguintes

casos:

a) f12(x1, x2) é uma função diferenciável não-nula, fij ≡ 0 para todo i ̸= j tal que i ≥ 3

ou j ≥ 3, e φ = φ(x1, x2) é uma solução que não se anula da equação hiperbólica

(n− 2)φx1x2 − f12φ = 0.

b) Existe um inteiro p, 3 ≤ p ≤ n, tal que fij = 0 se i ̸= j, i ≥ p + 1 ou j ≥ p + 1.

Além disso, existem funções diferenciáveis não-constantes ξj(xj), para 1 ≤ j ≤ p,
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tais que, para todo i ̸= j, 1 ≤ i ̸= j ≤ p,

fij = (n− 2)ξ′iξ
′
j (3.15)

e

φ = a exp

( p∑
j=1

ξj(xj)

)
+ b exp

(
−

p∑
j=1

ξj(xj)

)
, (3.16)

ou

fij = −(n− 2)ξ′iξ
′
j (3.17)

e

φ = a cos

( p∑
j=1

ξj(xj)

)
+ b sin

(
−

p∑
j=1

ξj(xj)

)
, (3.18)

onde a, b ∈ R são tais que a2 + b2 ̸= 0. Além disso, em cada caso φ está definida

em um subconjunto aberto e conexo de Rn onde não se anula.

Demonstração. Se ḡ = g/φ2 é uma métrica conforme à métrica pseudo-euclidiana g,

satisfazendo Ricḡ = T , então segue das considerações feitas acima que φ é solução de

(3.13) e (3.14). Dado um inteiro k ̸= i, j, como fij = fij(xi, xj), temos de (3.13) que

φxixjxk
=

fij
n− 2

φxk
, i ̸= j.

Segue dáı e da comutatividade das derivadas de terceira ordem que

fijφxk
= fikφxj

= fjkφxi
. (3.19)

Além disso, como que T é um tensor simétrico não-diagonal, existe um par (i0, j0) tal que

fi0j0 = fj0i0 ̸= 0 sobre um aberto U ⊂ Rn. Se fi0k ≡ 0 sobre U , para todo k diferente

de i0 e j0, então podemos assumir, a menos de uma mudança na ordem das variáveis

independentes, que f12 ̸= 0 e f1j = 0 para todo j ≥ 3. Assim, por (3.19),

f12φxk
= f1kφx2 = f2kφx1 .

Segue da primeira igualdade acima que, para k ≥ 3, φk = 0 sobre U . Note que, por (3.13),

não podemos ter φx1 = 0 ou φx2 = 0 (em nenhum subconjunto aberto de U), pois φ e f12

não se anulam sobre U . Logo, segue da segunda igualdade acima que f2k = 0 sobre U , para

todo k ≥ 3. Desse modo, existe U1 ⊂ U onde φx1 e φx2 não se anulam e, consequentemente,

f2k ≡ 0 sobre U1, para todo k ≥ 3. Por (3.19), temos que fjkφx2 = f2jφxk
= 0, para todo

j ̸= k ≥ 3, e portanto fjk ≡ 0 sobre U1. Assim, conclúımos que φ depende apenas de x1

e x2 e por (3.13), satisfaz

(n− 2)φx1x2 = f12φ.
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Alem disso, os elementos da diagonal são determinados por (3.14).

Suponha agora que i, j, k são ı́ndices distintos tais que fij e fik não se anulam

sobre um aberto U de Rn. Então, por (3.13), φxj
e φxk

não se anulam sobre nenhum

aberto U . Considere U1 subconjunto aberto de U tal que φxk
e φxj

não se anulam. Então,

por (3.13), fjk e φxi
não se anulam sobre U1. Reordenando as variáveis independentes,

se necessário, podemos considerar i = 1 e f1j ̸= 0, sobre um aberto U2 ⊂ U1, para todo

j, tal que 2 ≤ j ≤ p, onde p é um inteiro 3 ≤ p ≤ n, e f1s ≡ 0, sobre U2 para todo

p+1 ≤ s ≤ n. Além disso, como φ é uma função diferenciável, segue de (3.13) que existe

um aberto V ⊂ U2 onde φxj
não se anula, para j = 1, . . . , p, e segue de (3.19) que, sobre

V ,

f1jφxk
= fjkφx1 , 2 ≤ j ̸= k ≤ p,

f12φxs = f1sφx2 , p+ 1 ≤ s ≤ n,

fkjφxs = fsjφxk
, 2 ≤ j ̸= k ≤ p, p+ 1 ≤ s ≤ n,

fksφxr = fsrφxk
, p+ 1 ≤ s, r ≤ n.

(3.20)

A partir de cada equação em (3.20) podemos concluir, respectivamente, que

fjk ̸= 0 em V,

φxs ≡ 0 em V,

fsj ≡ 0 em V,

fsr ≡ 0 em V.

Consequentemente, φ depende apenas das variáveis x1, . . . , xp. Como φ satisfaz

φxixj
− fij
n− 2

φ = 0, ∀ 1 ≤ i ̸= j ≤ p,

segue do Lema 3.1 que, sobre cada componente conexa W ⊂ V , onde
∏
fijφxk

̸= 0,

existem funções diferenciáveis não-constantes ξi = ξi(xi), com 1 ≤ i ≤ p, tais que

fij
n− 2

= εξ′iξ
′
j, 1 ≤ i ̸= j ≤ p, (3.21)

onde ε = ±1 para todo i ̸= j. Assim, podemos escrever

φxixj
− ξ′iξ

′
jφ = 0, ∀ 1 ≤ i ̸= j ≤ p,

Considerando, sobre W , a mudança de variáveis yi = ξi(xi), segue da regra da cadeia e

da igualdade acima que

φyiyjξ
′
iξ

′
j − εξ′iξ

′
jφ = 0, ∀ i ̸= j,

ou, como ξi(xi) ̸= 0,

φyiyj − εφ = 0, ∀ i ̸= j. (3.22)
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Assim, se ε = 1, temos de (3.21) que fij = (n− 2)ξ′iξ
′
j, e do Lema 3.2 que

φ = a exp

( p∑
j=1

ξj(xj) +

)
b exp

(
−

p∑
j=1

ξj(xj)

)
.

Se ε = −1, temos de (3.21) que fij = −(n− 2)ξ′iξ
′
j, e do Lema 3.2 que

φ = a cos

( p∑
j=1

ξj(xj)

)
+ b sin

(
−

p∑
j=1

ξj(xj)

)
.

Reciprocamente, suponha que T =
n∑

i,j=1

fijdxidxj é tal que

fii = (n− 2)
φxixj

φ
+ εi

∆gφ

φ
− εi(n− 1)

∥∇gφ∥2

φ2
, ∀i.

Se vale a), então φ satisfaz (3.13), donde segue que existe uma métrica ḡ = g/φ2 tal que

Ricḡ = T. Se vale b), suponha que φ e fij, i ̸= j, são dadas por

fij = (n− 2)ξ′iξ
′
j

e

φ = a exp

( p∑
j=1

ξj(xj)

)
+ b exp

(
−

p∑
j=1

ξj(xj)

)
.

Então,

φxixj
= ξ′iξ

′
j

[
a exp

( p∑
j=1

ξj(xj)

)
+ b exp

(
−

p∑
j=1

ξj(xj)

)]
=

fij
n− 2

φ.

Se, porém, φ e fij, i ̸= j, são dadas por

fij = −(n− 2)ξ′iξ
′
j

e

φ = a cos

( p∑
j=1

ξj(xj)

)
+ b sin

(
−

p∑
j=1

ξj(xj)

)
.

Logo,

φxixj
= −ξ′iξ′j

[
a cos

( p∑
j=1

ξj(xj)

)
+ b sin

(
−

p∑
j=1

ξj(xj)

)]
=

fij
n− 2

φ.

Em ambos os casos, (3.13) e (3.14) são satisfeitas e, portanto, existe uma métrica ḡ = g/φ2
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tal que Ricḡ = T .

As seguintes ocorrências particulares do Teorema 3.1 estão relacionadas ao

problema da curvatura escalar prescrita.

Corolário 3.1. Seja (Rn, g) um espaço pseudo-euclidiano, n ≥ 3, com coordenadas x =

(x1, . . . , xn), gij = εiδij, onde εi = ±1. Seja K : Rn → R a função dada por

K = (n− 1)

{
2(a2γ2 − b2γ−2)

∑
j

εjξ
′′
j + [2(n+ 2)ab− (n− 2)(a2γ2 + b2γ−2)]

∑
j

εj(ξ
′
j)

2

}
,

(3.23)

onde ξj = ξj(xj) são funções diferenciáveis não-constantes, 1 ≤ j ≤ p, para algum inteiro

p com 3 ≤ p ≤ n, a2 + b2 ̸= 0 e γ = exp

(∑
ξj

)
. Então, a equação diferencial

4(n− 1)

n− 2
∆gu+ u

n+2
n−2K = 0,

possui solução globalmente definida em Rn, dada por

u = (aγ + bγ−1)−
n−2
2 . (3.24)

Demonstração. Inicialmente, observamos que a funçãoK dada acima é a curvatura escalar

de Rn segundo a métrica ḡ dada no Teorema 3.1, e φ é dada por

φ = a exp

( p∑
j=1

ξj(xj)

)
+ b exp

(
−

p∑
j=1

ξj(xj)

)
.

De fato, se ḡ = g/φ2 e φ = aγ+bγ−1, onde γ = e
∑p

j=1 ξj e a, b ∈ R são tais que a2+b2 ̸= 0,

então

φxi
= ξ′i(aγ − aγ−1)

e

φxixi
= ξ′′i (aγ − aγ−1) + (ξ′i)

2(aγ + aγ−1).

Por outro lado, temos que

K = (n− 1)

(
2φ

∑
j

εiφxixi
− n

∑
j

εi(φ
′
xi
)2
)
. (3.25)

Substituindo φ, φxi
e φxixi

em (3.25), obtemos

K = (n− 1)

{
2(a2γ2 − b2γ−2)

∑
j

εjξ
′′
j + [2(n+ 2)ab− (n− 2)(a2γ2 + b2γ−2)]

∑
j

εj(ξ
′
j)

2

}
.
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Agora, fazendo φ = u−2/(n−2), temos que

φxi
=

4

(n− 2)2
u

−2n
n−2u2xi

,

e

φxixi
= − 2

n− 2

(
u

−n
(n−2)uxixi

− n

n− 2
u

2−2n
n−2 u2xi

)
.

Dáı,

2φ∆gφ = − 4

n− 2
u−

n+2
n−2∆gu+

4n

(n− 2)2
u

−2n
n−2∥∇gu∥2, (3.26)

e,

n∥∇gφ∥2 =
4n

(n− 2)2
u

−2n
n−2∥∇gu∥2. (3.27)

Substituindo (3.26) e (3.27) em (3.25), obtemos

K =
−4(n− 1)

n− 2
u−

n+2
n−2∆gu.

Donde u = (aγ + bγ−1)−(n−2)/2 é solução de

4(n− 1)

n− 2
∆gu+ u

n+2
n−2K = 0.

Corolário 3.2. Seja (Rn, g) um espaço pseudo-euclidiano, n ≥ 3, com coordenadas x =

(x1, . . . , xn), gij = εiδij, onde εi = ±1. Seja K : Rn → R a função dada por

K = −(n− 1)(a2 + b2)
∑
j

{
εj sin 2

(∑
k

ξk + θ

)
ξ′′j

+

[
(n− 2) sin2

(∑
k

ξk + θ

)
+ 2

]
(ξ′j)

2

}
,

(3.28)

onde ξj(xj), 1 ≤ j ≤ p, são funções diferenciáveis não-constantes, 3 ≤ p ≤ n, a2+b2 ̸= 0 e

θ é definido por cos(θ) = a/(a2+b2) e sin(θ) = −b/(a2+b2). Então, a equação diferencial

4(n− 1)

n− 2
∆gu+ u

n+2
n−2K = 0 (3.29)

possui solução globalmente definida em Rn, dada por

u =

(√
a2 + b2 cos

(∑
j

ξj + θ

))−n−2
2

. (3.30)

Demonstração. Seguindo os mesmos passos do Corolário 3.1, vamos mostrar que a função
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(3.28) é a curvatura escalar na métrica ḡ = g/φ2 dada pelo Teorema 3.1, com

φ = a cos

( p∑
j=1

ξj(xj)

)
+ b sin

(
−

p∑
j=1

ξj(xj)

)

onde a, b ∈ R são tais que a2 + b2 ̸= 0. Assim, a equação (3.29) terá solução dada por

u = φ−n−2
2 =

(√
a2 + b2 cos

(∑
j

ξj − θ

))−n−2
2

.

Derivando φ, temos

φxi
= −ξ′i

[
a sin

(∑
j

ξj

)
+ b cos

(
−
∑
j

ξj

)]
,

e

φxixi
= −ξ′′i

[
a sin

(∑
j

ξj

)
+ b cos

(∑
j

ξj

)]
− (ξ′i)

2

[
a cos

(∑
j

ξj

)
b+ sin

(
−
∑
j

ξj

)]
.

Dáı,

−2φ∆gφ =
∑

j εiξ
′′
i

[
(a2 − b2) sin

(
2
∑

j ξj

)
+ 2ab cos

(
2
∑

j ξj

)]

+2
∑

i εi(ξ
′
i)
2

[
a cos

(∑
j ξj

)
+ b sin

(
−
∑

j ξj

)]2 (3.31)

e

∥∇gφ∥2 =
[
a2 sin2

(∑
j

ξj

)
+ b2 cos2

(∑
j

ξj

)
+ ab sin

(
2
∑
j

ξj

)]∑
i

εi(ξ
′
i)
2. (3.32)

Note que, usando

a =
√
a2 + b2 cos(θ) e − b =

√
a2 + b2 sin(θ),

podemos escrever a primeira soma de (3.31) como

∑
j

εiξ
′′
i

[
(a2−b2) sin

(
2
∑
j

ξj

)
+2ab cos

(
2
∑
j

ξj

)]
= (a2+b2)

∑
j

εiξ
′′
i sin 2

(∑
j

ξj−θ
)

Quanto à segunda parte de (3.31), somamos com (3.32) e, além disso, somamos e sub-
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tráımos a expressão (n− 2)
(
a2 sin2

(∑
j ξj

)
+ b2 cos

(∑
j ξj

))
, obtendo a expressão

(a2 + b2)
∑
i

εi

[
(n− 2) sin2

(∑
j

ξj − θ

)
+ 2

]
(ξ′i)

2.

Substituindo na expressão da curvatura escalar obtida em (1.2) as expressões encontradas

acima, vemos que a curvatura seccional na métrica ḡ é dada pela expressão (3.28). Como

queŕıamos.

Corolário 3.3. Seja (Rn, g) um espaço pseudo-euclidiano, n ≥ 3, e K a função dada por

(3.23) (resp. (3.28)). Então existe uma métrica ḡ = u4/(n−2)g, onde u é dada por (3.24)

(resp. (3.30)), cuja curvatura escalar é dada por K. Em particular, se (Rn, g) é o espaço

euclidiano e u é limitada, então ḡ é uma métrica completa.

Demonstração. Segue da demonstração dos Corolários 3.1 e 3.2.

3.3 Soluções da equação de Einstein para um tensor não

diagonal

O teorema seguinte caracteriza o tensor T , dado por (3.1), no caso da equação

de Einstein relacionada ao problema (E).

Teorema 3.2. Seja (Rn, g), n ≥ 3, um espaço pseudo-euclidiano com coordenadas x =

(x1, . . . , xn), gij = εiδij, εi = ±1. Considere um tensor simétrico não-diagonal T =∑n
i,j=1 fijdxidxj e assuma que, para i ̸= j, fij = fij(xi, xj) é uma função diferenciével de

xi e xj. Então existe uma métrica ḡ = g/φ2 tal que Ricḡ − K
2
g = T se, e somente se,

fii = (n− 2)

(
φxixi

φ
− εi

∆gφ

φ
+ εi(n− 1)

∥∇gφ∥2

2φ2

)
, ∀i,

e a menos de uma mudança na ordem das variáveis independentes, ocorre um dos seguintes

casos:

a) f12(x1, x2) é uma função diferenciável não-nula, fij ≡ 0 para todo i ̸= j tal que i ≥ 3

ou j ≥ 3, e φ = φ(x1, x2) é uma solução que não se anula da equação hiperbólica

(n− 2)φx1x2 − f12φ = 0.

b) Existe um inteiro p, 3 ≤ p ≤ n, tal que fij = 0 se i ̸= j, i ≥ p + 1 ou j ≥ p + 1.

Além disso, existem funções diferenciáveis não-constantes ξj(xj), para 1 ≤ j ≤ p,

tal que, para todo i ̸= j, 1 ≤ i ̸= j ≤ p,

fij = (n− 2)ξ′iξ
′
j
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e

φ = ae
∑p

j=1 ξj(xj) + be−
∑p

j=1 ξj(xj),

ou

fij = −(n− 2)ξ′iξ
′
j

e

φ = a cos

( p∑
j=1

ξj(xj)

)
+ b sin

(
−

p∑
j=1

ξj(xj)

)
,

onde a, b ∈ R são tais que a2 + b2 ̸= 0. Além disso, em cada caso φ está definida

em um subconjunto aberto conexo de Rn onde não se anula.

Demonstração. Iniciamos observando que, como Ricg = 0 e K = (n − 1)(2φ∆gφ −
n∥∇gφ∥2), segue da Proposição 1.1 que ḡ = g/φ2 é tal que Ricḡ − K/2ḡ = T se, e

somente se,

T =
1

φ2

{
(n− 2)φHessgφ+

[
− (n− 2)φ∆gφ+

(n− 1)(n− 2)

2
∥∇gφ∥2

]
g

}
,

ou, equivalentemente,

φxixj
=

fij
n− 2

φ,

fii = (n− 2)

(
φxixi

φ
− εi

∆gφ

φ
+ εi(n− 1)

∥∇gφ∥2

2φ2

)
.

O restante da demonstração segue exatamente os mesmos passos da demonstração do

Teorema 3.1.

Na próxima seção contemplaremos algumas ocorrências particulares dos Teo-

remas 3.1 e 3.2.

3.4 Aplicações

Antes de passarmos ao estudo de uma situação mais geral envolvendo os pro-

blemas (R) e (E), vamos abordar alguns exemplos que poderão elucidar didaticamente

todos os esforços despendidos nas seções anteriores.

Corolário 3.4. Se (Rn, g) é o espaço euclidiano e 0 < |φ(x)| ≤ C, para alguma constante

C, então as métricas dadas pelos Teoremas 3.1 e 3.2 são completas sobre Rn.

Demonstração. Desde que 0 < |φ(x)| ≤ C, então dado v ∈ Rn, temos que ∥v∥ḡ ≥ m∥v∥g,
onde m = 1/C. Assim, se γ é uma curva divergente em Rn, como a métrica euclidiana g
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é completa, segue que

lim
t→∞

∫ t

0

|γ′(t)|ḡdt ≥ m lim
t→∞

∫ t

0

|γ′(t)|gdt = ∞.

Portanto, ḡ é uma métrica completa.
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Exemplo 3.1. Para cada j = 1 . . . , n, seja ξj : Rn −→ R a função definida por

ξj(x1, . . . , xn) = −x2mj

j , onde mj é um inteiro positivo. Seja T o tensor dado no Te-

orema 3.1 com a = 1, b = 0 e φ definida como

φ(x1, . . . , xn) = exp
(
−

p∑
j=1

x
2mj

j

)
.

Desse modo,

fii = (n− 2)(−2mix
2mi−2
i + 4m2

ix
4mi−2
i ) + εi

∑
j εj(−2mjx

2mj−2
j + 4m2

jx
4mj−2
j )

−εi(n− 1)
∑

j εj4m
2
jx

4mj−2
j ,

e

fij = 4(n− 2)mimjx
2mi−1
i x

2mj−1
j .

Dáı,

T = (n− 2)
∑

i

(
(−2mix

2mi−2
i + 4m2

ix
4mi−2
i ) + εi

∑
j εj(−2mjx

2mj−2
j + 4m2

jx
4mj−2
j )

−εi(n− 1)
∑

j εj4m
2
jx

4mj−2
j

)
dx2i + 4(n− 2)

∑
i ̸=j mimjx

2mi−1
i x

2mj−1
j dxidxj.

Assim, a métrica ḡ = g/φ2 satisfaz Ricḡ = T . Além disso, segue do Corolário 3.4 que no

caso euclidiano, a métrica ḡ é completa sobre Rn, com curvatura de Ricci negativa. Por

fim, a curvatura escalar na métrica ḡ é

K = (n− 1) exp
(
− 2

∑
j

x
2mj

j

)∑
j

εj

(
− 4mjx

2mj−2
j (2mj − 1)− 4(n− 2)m2

jx
4mj−2
j

)
.

Exemplo 3.2. Seja (T n, g) o toro n-dimensional, com g a métrica pseudo-euclidiana.

Considere o tensor T definido no Teorema 3.1

T =
∑
i

fiidx
2 +

∑
i ̸=j

fijdxidxj,

com

fii = (n− 2)
φxixi

φ
+ εi

∆gφ

φ
− εi(n− 1)

∥∇gφ∥2

φ2
, ∀i,

e

fij = −(n− 2)ξ′iξ
′
j,

onde

φ = a cos

( p∑
j=1

ξj(xj)

)
+ b sin

(
−

p∑
j=1

ξj(xj)

)
,

a e b são constantes positivas e ξi = ξi(xi) são funções periódicas de xi, i = 1, . . . , n. Então



58

a métrica ḡ = g/φ2 é tal que Ricḡ = T . Se g é a métrica euclidiana, então ḡ é completa

sobre T n, uma vez que T n é compacto. Além disso, considerando k funções periódicas ξi,

3 ≤ k < n, então, para cada k, a métrica ḡ, definida sobre T n ×Rn−k, satisfaz a equação

de Ricci. Se g é a métrica euclidiana e φ é limitada, então ḡ é completa sobre T n×Rn−k.

Analogamente, considerando T definido no Teorema 3.2, com

fii = (n− 2)
(φxixi

φ
+ εi

∆gφ

φ
− εi(n− 1)

∥∇gφ∥2

φ2

)
, ∀i,

temos que ḡ = g/φ, definida sobre T n, satisfaz Ricḡ − K
2
ḡ = T . Além disso, dadas k

funções periódicas ξi = ξi(xi), 3 ≤ k ≤ n, obtemos soluções para a equação de Einstein

definidas sobre T n × Rn−k.

Exemplo 3.3. Sejam (Rn, g) o espaço euclidiano e T o tensor definido no Teorema 3.1

com a = 1, b = 0 e

fij = (n− 2)ξ′iξ
′
j, 1 ≤ i ̸= j ≤ p,

fij = 0, i ̸= j, i ≥ p+ 1 ou j ≥ p+ 1,

fii = (n− 2)ξ′′i +
∑
ξ′′j − (n− 2)

∑
j ̸=i(ξ

′
j)

2,

onde ξj(xj) são funções diferenciáveis de xj tais que ξj(xj) < 0 para todo 1 ≤ j ≤ p e

p ≥ 3. Então a métrica ḡ = g/φ2 possui curvatura de Ricci negativa. Se, além disso, φ é

limitada, então ḡ é completa sobre Rn.

3.5 Algumas generalizações

Finalizaremos o presente caṕıtulo considerando uma variedade riemanniana lo-

calmente conformemente plana (flat, em inglês) (Mn, g), e, por conseguinte, analisamos os

problemas (R) e (E) para qualquer vizinhança V ⊂M para a qual existem coordenadas lo-

cais (x1, . . . , xn) com gij =
δij
F 2

, onde F é uma função diferenciável que não se anula em V .

Teorema 3.3. Seja (Mn, g), n ≥ 3, uma variedade riemanniana localmente conforme-

mente plana. Seja V ⊂Mn subconjunto aberto com coordenadas x = (x1, . . . , xn) tal que

gij = δij/F
2. Considere um tensor simétrico não-diagonal T =

n∑
i,j=1

fijdxidxj, onde cada

fij é uma função diferenciável de xi e xj, para i ̸= j. Então existe uma métrica ḡ = g/ψ2

tal que Ricḡ = T se, e somente se, ψ = φ/F , com

fii = (n− 2)
φxixi

φ
+

∆gφ

φ
− (n− 1)

∥∇gφ∥2

φ2
, ∀i,
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e, a menos de uma mudança na ordem das variáveis independentes, ocorre um dos se-

guintes casos:

a) f12 é uma função diferenciável não-nula, fij ≡ 0 para todo i ̸= j tal que i ≥ 3 ou

j ≥ 3, e φ = φ(x1, x2) é uma solução que não se anula da equação hiperbólica

(n− 2)φx1x2 − f12φ = 0.

b) Existe um inteiro p, 3 ≤ p ≤ n, tal que fij = 0 se i ̸= j, i ≥ p + 1 ou j ≥ p + 1.

Além disso, existem funções diferenciáveis não-constantes ξj(xj), para 1 ≤ j ≤ p,

tal que, para todo i ̸= j, 1 ≤ i ̸= j ≤ p,

fij = (n− 2)ξ′iξ
′
j

e

φ = ae
∑p

j=1 ξj(xj) + be−
∑p

j=1 ξj(xj),

ou

fij = −(n− 2)ξ′iξ
′
j

e

φ = a cos

( p∑
j=1

ξj(xj)

)
+ b sin

(
−

p∑
j=1

ξj(xj)

)
,

onde a, b ∈ R são tais que a2 + b2 ̸= 0. Além disso, em cada caso φ está definida

em um aberto de Rn onde não se anula.

Demonstração. Suponha que existe uma métrica ḡ, satisfazendo Ricḡ = T , com

ḡij =
δij
ψ2F 2

.

Desde que (Mn, g) é localmente conformemente plana, temos que Ricg = 0, e segue da

Proposição 1.1 que

1

φ
{(n− 2)φφxixj

+ (φ∆g̃φ− (n− 1)∥∇g̃φ∥2)g̃ij} = fij,

onde g̃ é tal que g̃ij = δij e φ = ψF . Assim,
(n− 2)

φxixi

φ
+

∆φg̃φ

φ
− (n− 1)

∥∇g̃φ∥2

φ2
= fii, ∀ i,

(n− 2)
φxixj

φ
= fij, i ̸= j.

O restante da demonstração segue os mesmos passos da demonstração do Teorema 3.1.
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Uma versão análoga ao teorema anterior para a equação de Einstein é tratado

no seguinte resultado.

Teorema 3.4. Seja (Mn, g), n ≥ 3, uma variedade riemanniana localmente conforme-

mente plana. Seja V ⊂Mn subconjunto aberto com coordenadas x = (x1, . . . , xn) tal que

gij = δij/F
2. Considere um tensor simétrico não-diagonal T =

n∑
i,j=1

fijdxidxj, onde cada

fij é uma função diferenciável de xi e xj, para i ̸= j. Então existe uma métrica ḡ = g/ψ2

tal que Ricḡ − K
2
ḡ = T se, e somente se, ψ = φ/F , com

fii = (n− 2)

(
φxixi

φ
− ∆gφ

φ
+ (n− 1)

∥∇gφ∥2

2φ2

)
, ∀i,

e, a menos de uma mudança na ordem das variáveis independentes, ocorre um dos se-

guintes casos:

a) f12 é uma função diferenciável não-nula, fij ≡ 0 para todo i ̸= j tal que i ≥ 3 ou

j ≥ 3, e φ = φ(x1, x2) é uma solução que não se anula da equação hiperbólica

(n− 2)φx1x2 − f12φ = 0.

b) Existe um inteiro p, 3 ≤ p ≤ n, tal que fij = 0 se i ̸= j, i ≥ p + 1 ou j ≥ p + 1.

Além disso, existem funções diferenciáveis não-constantes ξj(xj), para 1 ≤ j ≤ p,

tal que, para todo i ̸= j, 1 ≤ i ̸= j ≤ p,

fij = (n− 2)ξ′iξ
′
j

e

φ = ae
∑p

j=1 ξj(xj) + be−
∑p

j=1 ξj(xj),

ou

fij = −(n− 2)ξ′iξ
′
j

e

φ = a cos

( p∑
j=1

ξj(xj)

)
+ b sin

(
−

p∑
j=1

ξj(xj)

)
,

onde a, b ∈ R são tais que a2 + b2 ̸= 0. Além disso, em cada caso φ está definida

em um aberto de Rn onde não se anula.

Demonstração. Se g̃ é a métrica euclidiana, como Ricg = 0, segue da Proposição 1.1 que

a métrica ḡ = g̃/ψ2F 2 satisfaz Ricḡ − (K/2)ḡ = T se, e somente se,

T =
1

φ2

{
(n− 2)φHessg̃φ+

[
− (n− 2)φ∆g̃φ+

(n− 1)(n− 2)

2
∥∇g̃φ∥2

]
g̃

}
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onde ψ = φ/F . Equivalentemente, temos que

φxixj
=

fij
n− 2

φ

e

fii = (n− 2)

(
φxixi

φ
− ∆g̃φ

φ
+ (n− 1)

∥∇g̃φ∥2

2φ2

)
O restante da demonstração segue exatamente os mesmos passos da demonstração do

Teorema 3.1.
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