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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo acerca da relacdo entre a geragao de grupos fini-
tos e os grupos crown-based power. Mais precisamente, respondemos a seguinte per-
gunta: qual a estrutura dos grupos finitos que precisam de mais geradores do que qual-
quer quociente préprio? Em paralelo com esta questdo, estudamos a funcéo f(L, m),
apresentada no artigo Finite groups that need more generators than any proper quotient [8]],
para um grupo primitivo monolitico m-gerado L. Além disso, fazemos um estudo dos
grupos eficientemente gerados, definidos no artigo Generating sets of finite groups [4],
mostrando que um grupo soltvel finito é eficientemente gerado se, e somente se, ou é
um p-grupo finito, ou o quociente do subgrupo de Frattini é um certo grupo do tipo

crown-based power.

Palavras-chave: grupos crown-based power; primitivo; monolitico; grupos eficien-

temente gerados.
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Abstract

This work presents a study about the relationship between the generation of fi-
nite groups and crown-based power groups. More precisely, we answer the following
question: what is the structure of finite groups that need more generators than any
proper quotient? In parallel with this question, we study the function f(L,m), pre-
sented in the article Finite groups that need more generators than any proper quotient [8]],
for a monolithic primitive m-generated group L. Furthermore, we study the efficiently
generated groups, defined in the article Generating sets of finite groups [4], showing that
a finite solvable group is efficiently generated if only if it is either a finite p-group or its

quotient over the Frattini subgroup is a certain crown-based power group.

Keywords: crown-based power groups; primitive; monolithic; efficiently genera-

ted groups.
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Introducao

Dado X um subconjunto de um grupo G, o subgrupo gerado por X é definido como
a intersecdo de todos os subgrupos de G que contém X, e este é denotado por (X).
Quando X é vazio, (X) = {1}. Se G = (X), entdo dizemos que X gera G. E se
|X| = n para algum inteiro positivo n, dizemos que G é finitamente gerado, ou mais
precisamente, n-gerado. Observamos que se N é um subgrupo normal de G, entdo
G = (x1,...,x, N) se, e somente se, G/N = (Nx1,...,Nxy).

Seja G um grupo finito. Definimos d(G) como a menor das cardinalidades dos con-
juntos geradores de G. Temos, por exemplo, que d(G) = 1 se, e somente se, G é ciclico
e ndo trivial. O grupo trivial é gerado pelo conjunto vazio, por isso d({1}) = 0. Tam-
bém, como mostrado em [I} 25], se G é um grupo simples, entdo d(G) < 2. Agora,
sabemos do Teorema de Cayley que todo grupo finito G pode ser visto como um sub-
grupo de S, (com n = |G|). Uma vez que S, = ((12),(12---n)) é ndo ciclico, temos
que d(S,) = 2 (para n > 3), mas d(G) ndo é necessariamente menor ou igual a 2. Ou
seja, se H é um subgrupo de G, ndo é valido em geral que d(H) < d(G). Ainda que H
seja um subgrupo normal de G, esta afirmagdo continua sendo falsa. Como exemplo,
podemos tomar G = S C, (produto entrelacado entre um grupo simples ndo abeliano
finito Se C, = ((12-- - n)) — vide Defini¢ao . E possivel mostrar que d(G) = 2,
todavia, considerando H = S§" x {1} < G, temos que d(H) tende a infinito com .

Observamos que, para espagos vetoriais, o conceito andlogo a funcdo d(G) é a di-
mensdo. A diferenca é que, quando tratamos de geragdo de espacos vetoriais, esta-
mos falando de combinagGes lineares, enquanto que para grupos ndo temos necessa-
riamente um produto escalar definido sobre um corpo qualquer, ou seja, a geracdo de

grupos é baseada apenas em sua operacado, o que deixa o estudo mais complicado.

Contudo, os grupos abelianos elementares sdo uma interse¢do dessas teorias. Mais
precisamente, os grupos Cy, com n € IN, podem ser vistos de maneira natural como

espagos vetoriais de dimenséo 1 sobre o corpo finito Z, de modo que um subconjunto
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X gera Cj; como um grupo se, e somente se, X gera C; como um espago vetorial. Isto

€,
d(Cp) = dimgz, C, = n.

Esses grupos também fornecem-nos que é sempre possivel obter um grupo G com
d(G) = n, paran € N arbitrério.

O subgrupo de Frattini de um grupo G, denotado por ®(G), é definido como a in-
tersecdo de todos os subgrupos maximais de G; e se G ndo possui tais subgrupos,
®(G) = G. Observamos que d(G) = d(G/P(G)), e se G é um p-grupo finito, entdo

G/®(G) = Cj, para algum primo p e algum ntimero natural 7, de maneira que
d(G) =d(G/®(G)) =n.
Dado N um subgrupo normal de um grupo finito G, temos
d(G/N) <d(G) <d(N)+d(G/N).

Se existe {1} # N < G tal que d(G) = d(G/N), o problema de calcular o valor
de d(G) é reduzido a um grupo quociente. Dessa forma, faz sentido estudar grupos
em que esta igualdade nunca acontece, ou seja, d(G/N) < d(G) para todo subgrupo
normal ndo trivial N de G. O objetivo deste trabalho é caracterizar os grupos finitos
com esta propriedade.

Seja {1} # N < G. Dizemos que N é um subgrupo normal minimal de G se ndo
existe subgrupo normal K de G tal que {1} < K < N. No sentido de comparar d(G)
com d(G/N), Andrea Lucchini, em seu artigo Generators and minimal normal subgroups
[18], de 1995, mostrou que se N é um subgrupo normal minimal de um grupo finito G,
entdo

d(G) < max{2,d(G/N) +1}.

Também, nos artigos [1] e [20], os autores provaram que se G é um grupo nao ciclico
finito contendo um tinico subgrupo normal minimal N, entdo

d(G) = max{2,d(G/N)}.

Para um grupo finito G, o socle de G é definido como o produto dos subgrupos
normais minimais e é denotado por soc(G). Nesse sentido, dizemos que G é um grupo
monolitico se este contém um tnico subgrupo normal minimal N, isto é, N = soc(G).

Também, G é dito primitivo se existe um subgrupo maximal M de G tal que o corac¢do
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normal de M em G,
Mg = (] M3,
g€t
é trivial. Temos que um grupo monolitico G é primitivo se, e somente se,
®(G) = {1}. Dessa forma, S,, para n > 3, é um grupo primitivo monolitico. Um
exemplo de um grupo primitivo ndo monolitico é o grupo S x S, sendo S um grupo
simples ndo abeliano. Este é primitivo, pois diag(S x S) = {(s,s) | s € S} é um
subgrupo maximal com coragdo normal trivial, e ndo é monolitico porque S x {1} e

{1} x S s@o subgrupos normais minimais de S x S.

Seja L um grupo primitivo monolitico ndo ciclico finito, com M = soc(L). Obser-
vamos que se M é abeliano, este é complementado em L, ou seja, existe um subgrupo
H de L tal que HM = Le HNM = {1}. Para cada inteiro positivo k, definimos o
subgrupo crown-based power Ly de L¥ por

Li={(l,....[) e LY | =--- =1 mod M}.

Temos que o socle de Ly é M, um produto direto de k subgrupos normais minimais,
e que Ly/MF = L/M. Além disso, o grupo quociente de L, sobre qualquer sub-
grupo normal minimal U é isomorfo a L, e soc(Lyy1/U) = soc(Lgy1)/U. Comisso, a
sequéncia d(Ly),...,d(Ly),... é ndo decrescente. E possivel mostrar que esta é ilimi-
tada, e, pelo resultado acima, provado por Lucchini, (L, 1) < d(L;) + 1. Desse modo,
se L é um grupo m-gerado, entdo existe um (tnico) k tal que d(Lx) = m < d(Lii1), e,
entdo, definimos f(L,m) = k + 1. Escrevemos simplesmente f(m) se L pode ser iden-

tificado no contexto.

Com esta defini¢do da fungdo f, Francesca Dalla Volta e Andrea Lucchini, em [8],

provaram o seguinte teorema estrutural:

Teorema A. Seja m um inteiro positivo e H um grupo finito tal que d(H/N) < m para todo
subgrupo normal ndo trivial N, mas d(H) > m. Sem = 1, entdo ou H = Cp x Cp para algum
primo p, ou H é um grupo primitivo monolitico com socle M e H/ M é ciclico. Se m > 2, entdo
existe um grupo primitivo monolitico L tal que H = Ly ).

Ou seja, este resultado nos fornece uma caracterizagdo dos grupos finitos com a
propriedade que, para algum inteiro positivo m, todo grupo quociente préprio pode
ser gerado por m elementos, mas o grupo nao.

Dados G um grupo finito e m um inteiro positivo, seja ¢ (m) o nimero de m-bases

de G, ou seja, m-uplas ordenadas (g1, ...,¢m) de elementos de G que geram G. Esta
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funcéo foi introduzida em 1936, por Philip Hall [15], com o nome de fungdo Euleriana.
Considerando L como acima, dizemos que um automorfismo 7y : L — L age trivialmente

em L/ M se o homomorfismo induzido
Yy:L/M—L/M, MIl— MI"

é a identidade. Isto equivale a dizer que I” € MI, para todo | € L. Observamos que
7 esta bem definida, ja& que M é um subgrupo caracteristico de L. O grupo dos auto-
morfismos de L que agem trivialmente em L/M é denotado por I';. Com o intuito de
estudar o valor da funcéo f, Francesca Dalla Volta e Andrea Lucchini também prova-

ram em [8] o seguinte teorema:

Teorema B. Se m > d(L), entdo

¢L(m)/|TL|¢pr/m(m) se M' = M,

f(m)=1+
log, (1+ (g — 1)¢r(m)/[Trl¢r/m(m))  se M" = {1},

sendo g = |Endp(M)].
Para M abeliano, Wolfgang Gaschiitz mostrou em [13] que
pr(m)/¢r/m(m) =M™ — w,

sendo que w é o nimero de complementos para M em L. Além disso, temos que
T.| = (g — 1)w, logo o Teorema Bjnos d4 que

f(m) =1+ log, (IM|" /).
Como exemplos do célculo da fungédo f, temos que
f(As,2) =20,
porque d(Al%) =2 < d(A2), e
n!/8+1< f(Ay,2) <nl/d+1,

para n suficientemente grande (vide Exemplos e[2.4.8). Em geral, ndo é uma tarefa

facil calcular o valor da fungéo f.

Agora, dado G um grupo finito, definimos a relagdo de equivaléncia =, em G por:
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X =m Y se, e somente se, x e i estdo exatamente nos mesmos subgrupos maximais de

G. Equivalentemente, x =, y se, e somente se,

(Vr)(Vz1,...,zr € G)(({x,21,...,2¢) = G) & ((y,21,...,2:) = G)).

()

Dado um inteiro positivo r, definimos a relacdo de equivaléncia =y, pela regra:

(r)

X =m’ Y se, e somente se,

(Vz1,...,2,-1 € G)(({x,21,...,2,-1) = G) & ((y,21,.-.,2,-1) = G)).

()

Observamos que as relagdes =5’ tornam-se mais finas a medida que r aumenta, e

se r = |G|, entdo ={") coincide com =, Logo, definimos (G) como o valor de r

1 ivaléncias =\ bilizam, isto & 1 1 que =\
para o qual as equivaléncias =p,’ se estabilizam, isto é, o menor valor 7 tal que =n,
coincide com a relagdo limite =,,. Para um grupo soltvel finito G, é possivel provar

que Y(G) € {d(G),d(G) +1}.

Dado um subconjunto X de um grupo finito G, denotamos por dx(G) a menor cardi-
nalidade de um conjunto de elementos de G que gera G juntamente com os elementos
de X. Notemos que dx(G) < d(G). Um grupo finito G é dito eficientemente gerado se,
para todo x € G, d,}(G) = d(G) implicaem x € ®(G). Temos que todo p-grupo finito
é eficientemente gerado. Também, o grupo diedral D5 é um tal grupo, e S4 é um exem-
plo de um grupo néo eficientemente gerado, pois dy,}(S4) = 2 para todo elemento x

do subgrupo de Klein.

Se G é um grupo soltavel finito, entdo G é eficientemente gerado se, e somente se,
P(G) = d(G). Nesse sentido, Peter Cameron, Andrea Lucchini e Colva Mary Roney-
Dougal, em [4], provaram um resultado que caracteriza os grupos soltiveis eficiente-
mente gerados. Esse, por sua vez, é uma aplicacdo dos Teoremas |Ale [Bl Mais precisa-

mente,

Teorema C. Um grupo soliivel finito G satisfaz P(G) = d(G) se, e somente se, ou G é um
p-grupo finito, ou existe um espago vetorial finito V, um subgrupo soliivel irredutivel nio
trivial H de Aut(V') e um inteiro d > d(H) tal que

G/®(G) = V'd-2+1 H,

sendo r a dimensdo de V sobre Endy (V) e H age da mesma maneira em cada um dos
r(d —2) + 1 fatores.

Aqui, um subgrupo irredutivel H de Aut(V) significa que se W é um subespago
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H-invariante de V (w" € W para todos w € Weh € H), entio W = {0} ou W = V.
Neste trabalho, apresentaremos as demonstra¢des dos Teoremas e

No primeiro capitulo, apresentaremos resultados fundamentais acerca da Teoria de
Grupos, como por exemplo a caracterizagdo dos subgrupos normais minimais de um
grupo finito, o Teorema da Base de Burnside, Lema de Schur, etc. Estes serdo utilizados

ao longo do trabalho.

O segundo capitulo é destinado ao assunto principal deste trabalho. Iremos cons-
truir as nogdes essenciais sobre grupos primitivos e monoliticos, a funcdo d(G), bem
como apresentar as defini¢des e resultados a respeito dos subgrupos crown-based

power, que serdo necessdrios para demonstrar os Teoremas |A|e

No terceiro e dltimo capitulo, iremos inicialmente expor algumas nog¢des de proba-
bilidade envolvendo geracao de grupos e, posteriormente, vamos desenvolver a teoria

necessdaria para a demonstragdo do Teorema



Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos conceitos bdsicos e resultados preliminares, que va-
mos utilizar ao longo deste trabalho. Resultados como Teorema de Lagrange, Teorema
dos Isomorfismos, Teorema da Correspondéncia, Teorema de Sylow, bem como resul-
tados a respeito de Grupos Simétricos e Algebra Linear, serdo assumidos como conhe-

cidos, podendo ser encontrados em [12} 16, 22], por exemplo.

1.1 Teoria de Grupos
Os resultados presentes nesta secdo podem ser encontrados em [12}, 22, 24]]. Inicia-
mos com algumas defini¢des e resultados bdsicos acerca de geracdo de grupos.

Seja X um subconjunto de um grupo G. Definimos o subgrupo gerado por X
(X)

como a interse¢do de todos os subgrupos de G que contém X. Notemos que sempre
existe pelo menos um tal subgrupo, a saber G. Uma vez que a intersegdo de subgrupos
de um grupo é um subgrupo, segue-se que (X) é de fato um subgrupo de G. Mais
ainda, (X) é o menor subgrupo de G contendo X: se X C S < G, entdo (X) < S. No
caso em que X = &, temos (X) = {1}. Se G = (X), entdo dizemos que X gera G; e 0s

elementos de X sdo chamados geradores.

Proposicao 1.1.1. Seja X um subconjunto nio vazio de um grupo G. Entdo

(X) ={x'--x}* | x; € X, ¢ = £1, k € N}.
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(Quando k = 0, o produto é interpretado como 1.)

Demonstragdo. Seja S = {x{'---x;* | x; € X, ¢ = 1, k € N}. Temos que S é um
subgrupo de G. De fato, 1 = xx~! € S, x € X (visto que X # &). Além disso, dados

x=x' - xfey = y‘lsl > -y?’ elementos arbitrarios de S,

xy_l = _xil cen xlikyfél Ce y{él c S.
Assim, S < G, e este contém X. Pela definicdo de (X), obtemos que (X) C S. Por
fechamento, S C (X), e, portanto, S = (X). O

Seja n um inteiro positivo. Um grupo é dito n-gerado se pode ser gerado por algum
subconjunto {xq,x2,...,x,}. Um grupo é finitamente gerado se é n-gerado para algum
n.

Se {X) | A € A} é um conjunto de subgrupos de G, o subgrupo gerado pelos X,’s é
definido como ((Jycp X)) Este é denotado por

<XA | A€ A>
No caso em que A = {Aq,...,A,}, escrevemos

(Xap, -, X,)-

Se G é um grupo gerado por um subconjunto X, entdo qualquer homomorfismo de
G em um grupo H é unicamente determinado pelas imagens dos elementos de X. Mais

precisamente,

Proposicao 1.1.2. Sejam G e H dois grupos, e suponhamos que G seja gerado por X. Se ¢ e i
sido homomorfismos de G em H, e se ¢ e i coincidem em X, entio ¢ = 1p.

Demonstragio. Seja § € G, logo pela Proposigdo g=x1"-xf, comk € N, e,
paracadai=1,...,k x; € Xee; = £1. Dai,

g = ()P = (x;l’)el e (x;f)ek — (xllP)el . (x;f)ek = (x5 x)Y = g¥,

ja que ¢ e P coincidem em X. Como g é arbitrario, concluimos que ¢ = . O

Proposic¢do 1.1.3. Se ¢ é um homomorfismo de um grupo G em um grupo H, e se G = (X),
entdo Im(¢) = (X¥), sendo X¥ = {x¥ | x € X}. Em particular, se i é sobrejetiva, entio
H = (X¥).
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Demonstragio. Seja h € Im(¢). Entdo, existe ¢ € G tal que h = ¢¥. Pela Proposicao
g=x1""-xF comkeN, e paracadai=1,...,k x; € Xee; = +1. Logo,

h=g¥= (' x)¥ = (xllP)q . (x;f)ek e (X¥).
Isto nos d& que Im(y) C (X¥). Por outro lado, Im(¢) é um subgrupo de H que contém
XY¥. Por defini¢do, obtemos que (X¥) C Im(y). Portanto, Im(¢y) = (X?). O

Em particular, se G é um grupo o qual admite um subgrupo normal N tal que G =
(x1,...,x¢,N), entdo G/N = (Nxi,...,Nxy) (basta considerar a projecdo canodnica
7 : G — G/N e aplicar a Proposi¢do([1.1.3). Por outro lado, se G/N = (Nx,..., Nxy),
entdo considerando H = (x1, ..., xx, N), temos que

G/N = (Nxq,...,Nx;) CH/N

donde, por correspondéncia, G = H. Ou seja, mostramos que G = (x1,...,xx, N)
se, e somente se, G/N = (Nxy,...,Nxi). Nesse sentido, dizemos que xi,..., Xk Sdo
geradores para G médulo N.

Dado G um grupo, definimos o comutador de dois elementos x,y € G como
[x,y] = xtytay = x 1o,

Com isso, segue-se facilmente que [x,y] = [y,x] ! e [x,y] = 1 se, e somente se, x e y

comutam.

Agora, dados dois subgrupos H e K de G, definimos o comutador de H e K por
[H,K] = ([h,k] | h € H, k € K).

Como [h, k] = [k, h] ! paratodosh € Hek € K, temos que [H, K] = [K, H]. Denotamos
por G’ o subgrupo [G, G].

Observagado 1.1.4. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entdo, G' < H se, e somente
se, H < G e G/H é abeliano. De fato, basta notar que dados h € H e x,y € G, temos que
W = [x,h~']h (logo H < G se G’ < H), como também [Hx, Hy| = H|x,y] de modo que

[Hx,Hy| = H < H[x,y] = H< [x,y] € H,

e, portanto, a observagio segue.
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Definic¢ao 1.1.5. Sejamn > 2e Gy, ..., G, grupos. O produto direto (externo) de G, ..., Gy
é definido como sendo o produto cartesiano Gy X - - - X Gy com a operagio

(x1/~ . ~/xn) : (yll . ~/yn) = (xl]/lr- . -/xnyn)/

e este é denotado por 1<D£ GiouGy xX---xXGy. Se Gy = --- = Gy, =: G, entido usamos a
<i<n

notagido G" para indicar o grupo G x - - - x G (produto direto de n cdpias de G). Além disso, se
a operagio de G for aditiva, chamamos G" por a soma direta de n cépias de G.

Observamos que os subconjuntos

G ={(1,...,1,8,1,...,1) |gi€ G} (1<i<n)

sdo subgrupos normais de G; x - - - X G;. Estes sdo chamados os fatores diretos.
Teorema 1.1.6. Sejam G, Gy, ..., G, grupos. Entdo o grupo G é isomorfo ao grupo 122 nGi
se, e somente se, G admite subgrupos Hy = Gy,...,H, = Gy, tais que:

(i) G=Hy---Hy.

(i) H; 4G, Vi=1,...,n.
(i) H;N(Hy---H;_1Hjy1---Hy) ={1}, Vi=1,...,n
Ou, equivalentemente,

(iv) Paracada g € G, existem iinicos elementos x1 € Hy,...,x, € Hy taisque g = x1 - - - xy.

(v) Paracadai # jem {1,...,n}, temos xy = yx, Vx € H;eVy € H;.

Um grupo G o qual admite subgrupos Hj, . .., H, satisfazendo as condigdes (i), (ii)
e (iii) do Teorema é chamado o produto direto interno de Hy, ..., H, e é denotado
por Dr) H;.

1<i<n
Definicao 1.1.7. Seja H um subgrupo de um grupo G. Definimos o normalizador e o centra-
lizador de H em G como sendo, respectivamente, os conjuntos Ng(H) = {g € G| HS = H}
eCc(H) ={ge G |h8=h,VheH}.

Ambos sdo subgrupos de G, e Cg(H) < Ng(H). De fato, sejam ¢ € Ng(H) e
x € Cg(H) arbitrarios, e vamos mostrar que x§ € Cg(H). Sendo Ng(H) < G, temos
que ¢! € Ng(H). Assim, dado h € H, temos ghg~! € HS ' =He

xSh =g 'xgh(g 'g) = g 'x(ghg™')g
= ¢ '(ghg ")xg = hg 'xg = hxs,
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pois x € Cg(H). Pela arbitrariedade dos elementos envolvidos, segue-se que
Cg(H) < Ng(H). Em particular, se H < G, entdo Cg(H) < G, pois neste caso
Ng(H) = G.

Proposic¢do 1.1.8. Sejam G um grupo e H, K < G tais que HN K = {1}. Entdo H < Cg(K)
e K < Co(H).

Demonstragio. Seja h € H. Dado k € K, temos

[h,k] = h~Y(k'hk) € H,  pois H < G,

[h,k] = (" k'h)k € K,  pois K < G.

Portanto, [i,k] € HNK = {1} de sorte que k" = k. Desse modo, i € Cg(K), e isto
mostra que H < C(K). A segunda parte da proposicao é analoga. O

Proposicao 1.1.9. Sejam Gy, ..., G, grupos e H < Gy, ..., H, < Gy. Consideremos G =
Gy X--+-xGyeH=Hj x---x H,. Entdo

CG(H) = CG1 (Hl) X oo X CGn(Hn)-

Em particular, sek € Z+ e H < G, entio Cqr(H¥) = Cq(H)k.

Demonstragdo. Seja § € Cg,(Hy) x -+ x Cg,(Hy), entdo § = (g1,...,8n), sendo que,
paracadai, 1 <i<n,g; € Cg(H;). Assim,dadoh = (hy,...,h,) € H, temos

Sh=(g1,...,8n) - (h1,..., ) = (g1h1, ..., gnhn)
- (hlglz---/hngn) - (hll---/hn) : (gll---/gi’l) - hg/

logo ¢ € Cg(H). Isto nos da que Cg,(H;) x -+ x Cg,(Hn) < Cg(H). Por outro
lado, seja ¢ € Cg(H). Temos que ¢ = (g1,...,8n) com g; € G; (1 < i < n). Dados
hy € Hy,...,hy € Hy, seja h = (hy,..., hy). Assim, gh = hg, ja que ¢ € Cg(H).
Isto implica gih; = h;g; (1 < i < n). Entdo g; € Cg,(H;) (1 < i < n) de maneira

que g € Cg,(Hy) x -+ x Cg, (Hy). Concluimos entdo a segunda inclusdo, e, assim, a
proposigao segue. [
Observamos que se Gy, ..., G, sdo grupos quaisquer, entdo Z(Gy X --- X G,) =

Z(Gy1) % - -+ x Z(Gp). Isto é um caso particular da Proposi¢do basta escolher
H; = Gjparacadai€ {1,...,n}.
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Definicao 1.1.10. Um subgrupo H de um grupo G é dito um subgrupo caracteristico
(denotado por H <. G) se este é estdvel por todos os automorfismos de G, isto é, se
HY < H, Yo € Aut(G). (Equivalentemente, se H = H, Yo € Aut(G)).

Se H <. G, entdo H < G, pois HE = H% < H paratodo g € G,sendo %, : G — G

o automorfismo interno dado por x”3 = x8, sempre que x € G. Como exemplos de

subgrupos caracteristicos, temos {1}, G, Z(G) e G'.

Proposicao 1.1.11. Se H <. Ke K < G, entdo H < G.

Demonstragio. Seja ¢ um elemento arbitrario de G. Dado que K < G, temos que a
aplicagdo o : K — K,
x7 = x7s = &8, x €K,

é um automorfismo de K. Como por hip6tese H é caracteristico em K, obtemos que
HY < H, ou seja, H$ < H. Pela arbitrariedade de g, concluimos que H < G. O

1.2 Acoes de Grupo em Conjuntos

Nesta se¢do, G denota um grupo arbitrario.

Definicao 1.2.1. Dizemos que G age em um conjunto ndo vazio X se, para cada § € G e cada
x € X, corresponde um inico elemento xg € X de forma que, para todos x € X e g1,$ € G,

(x81)82 = x(8182)
e x1 = x.

Mais precisamente, dizemos que, nessas condigdes, G age em X a direita. De forma

analoga, podemos definir a¢des a esquerda.

Exemplo 1.2.2. Seja S o conjunto dos subgrupos de G. Entdo G age em S por conjugacio, ou
seja, para cada § € Gecada H € S, Hg := HS. De fato, para todos H € Se g1,$ € G,

(Hg1)go = (HS1)go = (H$1)82 = H182 = H(g190) e H1=H'=H.

Teorema 1.2.3. Seja G agindo em X. Entdo, para cada § € G, corresponde uma aplicagio
pg : X — X definida por pg : x > xg, e esta é uma permutacio de X. Além disso, a aplicagdo
p : G = Sim(X) definida por p : g — pg é um homomorfismo; esta é chamada a representagio
permutacional de G correspondende a agdo do grupo.
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Demonstragdo. Seja g € G. Por definicao, p, € uma aplicagdo de X em si préprio. Dados
31,92 €GexcX,

xPs82 = x(8182) = (x81)82 = (xpg,)pg, = xF51Fs2,

logo
Pg182 = Pg1Pg- (1.1)

Além disso, temos x°1 = x1 = x, dai
p1 =1 € Sim(X). (1.2)
Por (1.1) e (1.2)), segue-se que

PsPg1 = 1= pg-10g.

Portanto, pg € uma aplicagdo inversivel de X em si mesmo, ou seja, uma permutagao
de X. E (1.1) nos da que p é um homomorfismo de G em Sim(X). O

Teorema 1.2.4. Seja o um homomorfismo de G em Sim(X), onde X é um conjunto nio vazio.
Entdo, G age em X quando definimos, paracada g € Gex € X,

g

xg = (x)g%;
e a representagio permutacional de G correspondente a esta agio é o.

Demonstragio. Para g1,82 € G e x € X, temos, por definicdo de composigdo de aplica-
¢oes, que

((x)e7)((x)82) = (x)(8782)

g

= (¥)(£182)%,

pois ¢ é um homomorfismo; e (x)17 = x, poiscleval € Gem 1 € Sim(X). Portanto,
definindo

xg = (x)g’,

definimos uma agdo de G sobre X. Seja p a representagdo permutacional de G corres-

pondente. Entdo,
s = xg = (x)g%,

logo pg = ¢7, para todo ¢ € G, de modo que p = 0. O
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Suponhamos que G age em X. Definimos a relagdo ~ em X como segue: x ~ y
se, e somente se, x,y € X e existe um elemento ¢ € G tal que xg = y. Notemos
que esta é uma relagdo de equivaléncia em X. A classe de equivaléncia de x € X é
chamada a drbita de x: é o subconjunto Og(x) = {xg | g € G} de X. A acdo é chamada
transitiva se existe algum x € X tal que Og(x) = X, ou seja, existe uma tinica 6rbita.
Também, nesse sentido, definimos o estabilizador de x em G como sendo o subgrupo
Stabg (x) = {g € G| xg = x}. O préximo resultado estabelece uma relagdo entre esses

dois conjuntos.

Teorema 1.2.5 (Principio da Contagem). Sejam G agindo em um conjunto X e
x € X. Entdo |G : Stabg(x)] = |0c(x)|. Em particular, se a acio for transitiva, entio
|X| =[G : Stabg(x)].

Demonstragio. Seja H = Stabg(x), e vamos construir uma bijecdo entre o conjunto C
das classes laterais a direita de H em G e o conjunto 0 (x). Com efeito, definamos
f:C— Og(x) por

(Hg)f = xg, sempre que g € G.

Se Hg = Hgp, entdo g1g, ' € H, ouseja, x(g19, ') = x. Mas isto nos dé que xg; = x£»
de maneira que (Hg1)f = (Hgy)f. Portanto, f estd de fato bem definida. Além disso,
se xg1 = xg», entdo x(g1g, ') = x,logo 19, © € H, isto é, Hg; = Hgy. Isto mostra que
f é injetiva. Por fim, dado xg € Og(x), temos que xg = (Hg)f, o que nos fornece a
sobrejetividade de f. Concluimos entdo que

(G : H] = [C] = [0c(x)].

Em particular, se a agdo é transitiva, 0g(x) = X, e, portanto, | X| = [G : Stabg(x)]. O

No exemplo[1.2.2] a 6rbita 0g(H) = {H$ | g € G} de um subgrupo H é chamada
a classe de conjugacio de H. O estabilizador Stabg(H) = {g € G| HS = H} éo
normalizador de H em G. O Teorema nos dd que o ndamero de conjugados de
H em G é igual ao indice [G : Ng(H)].

Definic¢do 1.2.6. Definimos o niicleo de uma agio de G em X como o niicleo da representagio

permutacional de G correspondente a esta agdo. Uma agdo é dita fiel se seu niicleo é trivial.

Suponhamos G agindo em X e consideremos p : G — Sim(X) a representagdo

permutacional de G correspondente. Assim, o nticleo é

ker(p) ={g€G|x* =x, Vxe X} ={geG|xg=x Vxe X} = () Stabg(x),

xeX
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isto é, o nicleo de uma agdo € a intersegdo dos estabilizadores.

1.3 Subgrupos Normais Minimais

O objetivo desta secdo é mostrar que todo subgrupo normal minimal de um grupo
finito é um produto direto de uma quantidade finita de c6pias de um grupo simples.
Esta se¢do é baseada no livro A Course on Group Theory [24].

Definigdo 1.3.1. Seja {1} # K < G. Dizemos que K é um subgrupo normal minimal de G se
ndo existe subgrupo normal L de G tal que {1} < L < K.

Observamos que, em um grupo finito, todo subgrupo normal néao trivial contém

um subgrupo normal minimal.

Proposic¢ao 1.3.2. Sejam G um grupo e N, K dois subgrupos normais minimais de G distintos.
Entido N < Cg(K) e K < Cg(N).

Demonstragio. Pela Proposigdo basta mostrar que NN K = {1}. E, de fato, dado
que N,K < G, temos que NN K < G. Além disso, NNK < Ne NNK < K. Se
NNK # {1}, entdo, pela minimalidade de N e K, obtemos que NNK = N e
NNK =K, ouseja, N = K, um absurdo. Portanto NN K = {1}, como queriamos. [

Seja K um subgrupo normal minimal de G e v € Aut(G), entdo K7 é um subgrupo
normal minimal de G. Com efeito, K7 < G,ese L < K7 com L < G, entdo L <K
e L' < G. Uma vez que K é um subgrupo normal minimal de G, obtemos que
LY ={1}oul" =K. Logo, L = (LY )7 ={1}ouL = (L7 )7 = K7, 0 que nos dé4
que K7 é normal minimal em G. Além disso, K = K7, pois 7 restrita a K possui ntcleo

trivial e imagem K.

Definigao 1.3.3. Um grupo ndo trivial G é dito caracteristicamente simples se 0s 1inicos sub-

grupos caracteristicos de G sio {1} e G.
Grupos simples sdo exemplos de grupos caracteristicamente simples.

Proposicao 1.3.4. Suponhamos que K é um subgrupo normal minimal de G. Entdo K é um

grupo caracteristicamente simples.

Demonstragio. Seja L um subgrupo caracteristico de K. Entdo L <. K < G de modo
que, pela Proposicdo(l.1.11, L < G. Como L < K e K é normal minimal em G, segue-se

que L = {1} ou L = K. Portanto, K é caracteristicamente simples. [
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Definicao 1.3.5. Um grupo abeliano A é dito elementar se existe um primo p tal que aP =1
para todo a € A.

Proposicao 1.3.6. Seja A um grupo abeliano. Entdo as duas afirmagdes seguintes sido equiva-
lentes:

(i) A é elementar.
(ii) Existe um primo p e um espago vetorial V sobre Z, tal que A = V* := (V,+).

Demonstragio. Suponhamos que A é elementar, entdo existe um primo p tal que a? =1
para todo a € A. Definimos um espaco vetorial V sobre Z, como segue. Os elementos
de V sdo os elementos de A. A soma vetorial de dois elementos de V é definida como o
produto de dois elementos de A. Os elementos de Z, sdo classes residuais de inteiros
modulo p. Seja i € Z, e seja n um inteiro na classe residual 71. Entdo, para cadaa € V,
o produto escalar 7ia é definido como o elemento 4" € A. Notemos que este produto
ndo depende da escolha de n na classe residual 7. Com efeito, se r € 7, entdo p|(n —r),
logo n — r = pq para algum q € Z, o que implica a"~" = a7 = (a?)7 =1, pois a? =1,
e isto nos da que a" = a". Agora, é facil ver que V é um espago vetorial sobre Z,; e

claramente, como grupos, A = V.

Reciprocamente, seja V um espago vetorial sobre Z,. Entdo, V* é um grupo abeli-
ano. Além disso, como pv = 0 para todo v € V, VT é elementar. Consequentemente,

se A= VT, entdo A é elementar. O

Proposic¢do 1.3.7. Seja A um grupo abeliano finito, A # {1}. Entdo A é caracteristicamente
simples se, e somente se, A é elementar.

Demonstragio. Suponhamos que A é elementar. Pela Proposicao podemos supor
que A = V%, com V é um espago vetorial sobre Z, para algum primo p; e, como A
é finito, segue-se que V é de dimensao finita. Seja W um subgrupo caracteristico ndo
trivialde VT e 0 # w € W. Dado 0 # v € VT, temos que v e w sdo elementos de
certas bases de V. Logo, existe uma transformagcao linear inversivel T : V — V tal que
(w)T = v. Desse modo, T € Aut(V™) e, como W é caracteristico em V1, obtemos que
v € W. Portanto, W = V. Concluimos, assim, que VT é caracteristicamente simples.

Reciprocamente, suponhamos que A é caracteristicamente simples e consideremos

p um primo divisor de |A|. Definimos entdo

B={aec Ala’ =1}.
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Dado que A é abeliano, temos que B < A. Sejab € Be v € Aut(A). Entdo
() = )7 =1,

logo b € B. Portanto, B é caracteristico em A. Pelo Teorema de Sylow, existe em A um
elemento a de ordem p. Dai, 1 # a € B, logo B # {1}. Como A é caracteristicamente

simples, segue-se que B = A, ou seja, A é elementar. O

Dados G um grupo e Hy, ..., H; < G, com n um inteiro positivo, vamos denotar
por [T H; o subconjunto Hy - - - Hy = {hy---hy | h; € H; (1 <i<n)} deG.

Teorema 1.3.8. Sejam K1, Ky, . . ., Ky, subgrupos normais minimais de G, com n um inteiro po-
sitivo, e consideremos K = [1i_, K;. Entdo existe um subconjunto {ir,...,im} de {1,...,n}

tal que K é o produto direto interno de K; , ..., K; . Em particular, K = 1<D£ K.
<j<m

Demonstragio. Seja T' o conjunto de todos os subconjuntos ndo vazios {iy, ..., i} de
{1,...,n} tais que iy,..., i, sdo distintos e H}“:l Kl-], é o produto direto interno de
K ., K; . Trivialmente, {j} € ' paracadaj=1,...,n.

ipre -
Agora, escolhamos {ij,...,in} € I com m maior possivel, e seja L = ;”:1 Kij =

1[<)I‘S) K;. Temos que K e L sao subgrupos normais de G e certamente L < K. Se
<j<m

K # L, entdo existe um inteiro I € {1,...,n} tal que K; € L. Uma vez que K; é normal
minimal em G e L 9 G, segue-se que K; N L = {1}. Seja i1 = . Como K;; < L
paracadaj=1,...,m, obtemos que i, é distinto de iy, ..., i,. Por outro lado, sejam

Xi, Vi, € Kil’ e X Vi € K,‘m+1 tais que

xil T ximxim+1 = yll e yimyinH»l'

Entao,
yim .. .yil Xip o Xg, = ylmeZ.mH - Kl NL = {1}

dondex; - x;, =Y Vi, €Xi,.,, =VYi,., Hajavistaque L é o produto direto interno

de Kil’ ceey K

H}";El Kl-]. é o produto direto internode K; , ..., K

i, Segue-se que x;; = yi, Vj = 1,...,m + 1. Com isso, concluimos que
in., demodoque {iy, ..., in, ins1} €T,

uma contradi¢do com a escolha de m. Portanto,

K=L=DrK;.

1<j<m /
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Em particular, pelo Teorema[1.1.6)

K= Dr K;.

1<j<m
O

Observacao 1.3.9. No teorema acima, se n > 2, entdo m > 2, pois neste caso N1Np é o
produto direto interno de N1 e N, de modo que {1,2} € T.

Defini¢do 1.3.10. Seja G um grupo. Dizemos que G é completamente redutivel seou G = {1},

ou G é o produto direto de um niimero finito de grupos simples.
Em particular, todo grupo simples é completamente redutivel.

Lema 1.3.11. Suponhamos que G é um grupo completamente redutivel finito nio trivial: diga-

mos G = 1gl?£ij' sendo que, para cada j =1, ..., n, K; é um subgrupo normal simples de G.

Se Z(G) = {1}, entdo Ky, Ky, . .., Ky, sdo os tinicos subgrupos normais minimais de G.
Demonstragio. Paracadaj=1,...,n, K; ¢ um subgrupo normal simples de G de modo
que K; é normal minimal em G. Agora, assumamos que Z(G) = {1} e suponhamos

por absurdo que existe um subgrupo normal minimal L distinto de Kj, ..., K. Entdo,
paracadaj=1,...,n, K; < Cg(L) (vide Proposigdo . Logo,

n
Ce(L) >J]Kj =G,
j=1

istoé, L < Z(G) = {1}, uma contradi¢do. Portanto, Kj, . . ., K}, sdo os tinicos subgrupos

normais minimais de G. O]

Teorema 1.3.12. Seja G um grupo finito ndo trivial. Entdo G é caracteristicamente simples se,
e somente se, G é um produto direto de um niimero finito de copias de um grupo simples.

Demonstragio. Suponhamos que G é caracteristicamente simples. Seja K; um subgrupo
normal minimal de G. Para cada y € Aut(G), sabemos que KIY é um subgrupo normal

minimal de G e KIY = Kj;. Como G é finito, existem somente um numero finito de

subgrupos distintos da forma K] com v € Aut(G), digamos n deles: Kj, . .., K,. Seja
n
K= HK]
]:

Agora, seja ¢ € Aut(G). Paracadaj € {1,2,...,n}, K; = K{ para algum y € Aut(G),
e, entdo, como y¢p € Aut(G), K;P = KY(P = K; paraalgum [ € {1,...,n}. Além disso,
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sei,j € {1,...,n} comi # j, entdo K;P # Kf Consequentemente, {K‘P,...,Kﬂ} =
{Ky,...,Ky,}, e, entdo,

n n
K? =TTk =TTk =K
=1 j=1

Isto é verdadeiro para todo ¢ € Aut(G), portanto K é caracteristico em G. Como
{1} < K < G e G é caracteristicamente simples, segue-se que K = G. Pelo Teorema
obtemos que G é o produto direto de alguns dos subgrupos Kj, ..., K. Podemos
escolher a notagao

G= Dr K,

1<j<m

com m < n. Agora, qualquer subgrupo normal de K; é normal em G. Uma vez que K;
é normal minimal em G, segue-se que Kj é simples. Portanto, como Kj = K para cada
j=12,...,m,G é o produto direto de m cépias isomorfas ao grupo simples Kj.

Reciprocamente, suponhamos que G é o produto direto de m cépias isomorfas de

Kj, com m é um inteiro positivo e K; é um grupo simples: digamos,

G= Dr K]',
1<j<m
onde, para cada j = 1,...,m, K; = Kj. Se K; é abeliano, entdo |K;| = p para algum

primo p. Dai, |K;| = pparacadaj=1,...,m,e, assim, G é um grupo abeliano elemen-
tar de ordem p™. Como visto na Proposicao G é caracteristicamente simples. Se
Kj é ndo abeliano, entdo G é um produto direto de grupos simples ndo abelianos donde
Z(G) = {1}. Seja K um subgrupo caracteristico ndo trivial de G. Entdo K contém um
subgrupo normal minimal de G de modo que, pelo Lema K > K; para algum
i€{l,...,m}. Sem perda de generalidade, podemos supor que

K > K;.

Sem > 1,sejaj € {2,...,m}. Temos que existe um isomorfismo ¢ : K; — K;. Cada
elemento de G tem uma tnica expressdo da forma kik; - - -k, com k; € K;, para cada
i=1,...,m. Entdo, podemos definir uma aplicacdo v : G — G por

-1
v kaky e kgoakikio ke kY kKK Ko,

para todos k1 € Ky, ...,k € Ky;. Desse modo, temos que y é um automorfismo de G,
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e claramente KY = K]-. Como K é caracteristico em G,

K = K" > K| =K;

Portanto, K > Kj paratodoj =1,...,m, o que implica K = G. Consequentemente, G
é caracteristicamente simples. Isto completa a prova do teorema. [

Segue-se em particular que todo grupo finito caracteristicamente simples é comple-

tamente redutivel.

Coroldrio 1.3.13. Seja K um subgrupo normal minimal de um grupo finito G. Entdo existem
um grupo simples S e um inteiro positivo n tais que

K = S§"

Demonstragdo. Pela Proposicéo|[1.3.4} temos que K é caracteristicamente simples. Se K é
abeliano, entdo K é elementar (vide Proposicdo de sorte que existe um primo p e
um espago vetorial V sobre Z,, tal que K = V', pela Proposicao Assim, tomando
n= dimzp VeS=Cy, obtemos que

K2Vt x~g",

Agora, se K é ndo abeliano, usamos o Teorema [1.3.12| para concluir que existem um

grupo simples ndo abeliano S e um inteiro positivo 7 tais que
K=s",

pois se S fosse abeliano, teriamos Z(S) = Se Z(S") = Z(S)" = §", um absurdo. Isto
encerra a demonstragdo do corolério. O

1.4 Grupos Solaveis e Nilpotentes

Esta secdo é baseada no livro A Course in the Theory of Groups [22, Capitulo 5].

Definicao 1.4.1. Uma sequéncia finita de subgrupos
{1}9Gy <G <--- 4G, =G

é chamada uma série (subnormal) de G de comprimento n. Os subgrupos Gy, Gy, ..., Gy sdo
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chamados os termos da série e os grupos quocientes G;11/G; (0 < i < n —1) sdo os fatores da
série. Se G; I G para todoi € {0,1,...,n}, entdo a série é dita normal.

Definicao 1.4.2. Um grupo G é dito soliivel se este admite uma série abeliana, ou seja, uma
série
{1}9Gy <G <---<9G, =G

em que cada fator G; 1/ G; é abeliano.

Naturalmente, todo grupo abeliano é soltvel. Por outro lado, o grupo simétrico S3

é soluvel (pois {1} < Az < S3 é uma série abeliana de S3), mas este é ndo abeliano.

Se G é um grupo soltvel, o comprimento de uma menor série abeliana de G é
chamado o comprimento derivado de G. Nesse sentido, G tem comprimento derivado
0 se, e somente se, tem ordem 1. Também, os grupos com comprimento derivado no

méximo 1 sdo apenas os grupos abelianos.

O préximo resultado nos fornece algumas propriedades basicas de grupos soltiveis.

Proposicdo 1.4.3 ([22], 5.1.1). A classe de grupos soliiveis é fechada com respeito a formagdo
de subgrupos, imagens homomorficas e produtos diretos finitos.

Definicao 1.4.4. Seja G um grupo. A série derivada de G é dada por

G=G0>gl>g?>...

7

sendo G+t = (G(mY’,
Notemos que esta é uma série normal de G e cada fator G /G("*+1) ¢ abeliano.

Proposigdo 1.4.5 ([22], 5.1.8). Um grupo G é soliivel se, e somente se, G") = {1} para algum
inteiro n. O comprimento derivado de G é igual ao comprimento da série derivada de G.

Proposicao 1.4.6. Seja K um subgrupo normal minimal de um grupo soliivel finito G. Entdo

K é abeliano elementar.

Demonstragio. Pela Proposi¢ao temos que K' < G, haja vista que
K’ <. K 4 G. Como K é normal minimal em G, segue-se que K’ = {1} ou K’ = K. Mas
por hipotese G é soltvel, logo K também o ¢ (vide Proposi¢ao[1.4.3), e, entdo, K’ = {1},
pela Proposigdo Portanto, K é abeliano.

Agora, como K é ndo trivial, existe um primo p divisor de |K|. Consideremos

A={xeK|x\ =1}
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Como visto na demonstragdo da Proposicdo A é um subgrupo caracteristico ndo
trivial de K, logo A < G e A = K, pela minimalidade de K. Ou seja, K é abeliano
elementar. O

Definicao 1.4.7. Um grupo G é dito nilpotente se este possui uma série central, isto é, uma
série normal

{1} =G 9G4 4G, =G
tal que G;11/ G; estd contido no centro de G/ G;, para todo i € {0,1,...,n —1}.

Segue-se da definigdo que todo grupo nilpotente néo trivial possui centro nao tri-
vial, pois G1 < Z(G).

O comprimento de uma menor série central de G € a classe de nilpoténcia de G. Um
grupo nilpotente de classe 0 tem ordem 1, enquanto grupos nilpotentes de classe no
méximo 1 sdo abelianos. Um exemplo de grupo soltavel ndo nilpotente é o S3 (seu
centro é trivial).

Proposicao 1.4.8. Todo p-grupo finito é nilpotente.

Demonstragio. Seja G um p-grupo finito de ordem > 1. Entdo Z(G) # {1} [12| Afirma-
cdo 1, Pagina 256] de modo que G/Z(G) é nilpotente por indugdo sobre |G|. Usando
o Teorema da Correspondéncia nos termos de uma série central de G/Z(G) e adicio-

nando {1}, obtemos uma série central de G. Portanto, G é nilpotente. O

Proposicao 1.4.9 ([24], Teoremas 7.46 e 7.49). A classe de grupos nilpotentes é fechada com
respeito a formagdo de subgrupos, imagens homomoérficas e produtos diretos finitos.

Definic¢ao 1.4.10. Seja M um subgrupo préprio de G. Dizemos que M é um subgrupo maximal
de G se ndo existe subgrupo H tal que M < H < G.

Observamos que, em um grupo finito, todo subgrupo préprio estd contido em um
subgrupo maximal.

O seguinte resultado nos fornece uma caracterizagdo dos grupos nilpotentes finitos.

Teorema 1.4.11 ([22], 5.2.4). Seja G um grupo finito. Entdo as segquintes propriedades sdo

equivalentes:

(i) G é nilpotente.
(ii) Todo subgrupo maximal de G é normal.
(iii) Todo subgrupo de Sylow de G é normal.

(iv) G é o produto direto de seus subgrupos de Sylow.
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1.5 Subgrupo de Frattini

Definicdo 1.5.1. Seja G um grupo. O subgrupo de Frattini de G é definido como a intersegdo
de todos os subgrupos maximais de G e é denotado por ®(G). Caso G ndo possua subgrupos

maximais, definimos ®(G) = G.

Temos que ®(G) é um subgrupo caracteristico de G. Observamos também que, em
um grupo finito, o subgrupo de Frattini é sempre préprio, uma vez que existe pelo

menos um subgrupo maximal.

Agora, seja G um grupo finito. Suponhamos que G’ < ®(G), e seja M um subgrupo
maximal de G. Entdo G’ < M de forma que M /G’ é um subgrupo do grupo abeliano
G/G'. Desse modo, obtemos que M/G’ < G/G' e, por correspondéncia, M < G.

Reciprocamente, assumamos que todo subgrupo maximal de G é normal. Assim,
dado M um tal subgrupo, temos que M < G, e, usando o Teorema da Correspondén-
cia juntamente com a maximalidade de M, obtemos que G/ M ndo possui subgrupos
proprios ndo triviais, logo é um grupo ciclico de ordem prima, em particular abeliano.
Pela Observagdo segue-se que G’ < M. Isto é verdadeiro para todo subgrupo
maximal M de G, e, entdo, pela defini¢io de ®(G), G' < ®(G).

Ou seja, se G é um grupo finito, entdo pelo Teorema [1.4.11| G é nilpotente se, e
somente se, G’ < ®(G).

Exemplo 1.5.2. Seja n > 3. Entdo ®(S,) = {1}. Com efeito, vamos considerar primeiro
n # 4. Temos que S), < Sy, logo S), € {{1}, Ay, Su}. Mas S,/ A, tem ordem 2 (portanto
abeliano) de modo que Sl < A,. E sendo S,, ndo abeliano, concluimos que S, = Ay Agora,
®(S,) € {{1}, An}, jd que (S,) < Sy e Sy é um grupo finito. Por outro lado, uma vez
que S, ndo é nilpotente (pois tem centro trivial), temos que A, = S, ¢ ®(Sy). Portanto,
®(S,) = {1}. Paran = 4, basta considerar os subgrupos maximais H = ((12), (123)),
K =((12),(124)) e L = A, para concluir que ®(S,) < HNKNL = {1}.

Lema 1.5.3 ([24], Lema 11.4). Sejam G um grupo finito e K Q G. Entdo K < ®(G) se, e
somente se, ndo existe subgrupo préprio H de G tal que HK = G.

Lema 1.5.4 (Argumento de Frattini). Se H é um subgrupo normal finito de um grupo G e P
é um p-subgrupo de Sylow de H, entdo G = Ng(P)H.

Demonstragio. Seja g € G. Dado que H < G, temos

P$ <H&=H
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de modo que P$ é um p-subgrupo de Sylow de H. Pelo Teorema de Sylow, existe x € H
tal que P8 = P*, o que implica P$* =P, ou seja, gx 1 € Ng(P). Assim,

g = (gx ")x € Ng(P)H.

Portanto, G = Ng(P)H. O
Teorema 1.5.5 (Frattini). Seja G um grupo finito. Entido ®(G) é nilpotente.

Demonstragdo. Seja P um subgrupo de Sylow qualquer de ®(G). Haja vista que
®(G) < G, o Argumento de Frattini (Lema nos da que G = Ng(P)®(G). Assim,
pelo Lema segue-se que G = Ng(P), ou seja, P < G. Portanto, pelo Teorema
concluimos que ®(G) é nilpotente. O

Lema 1.5.6 ([24], Lemas 11.7 e 11.8). Sejam G um grupo finito, H < Ge K < G.
(i) Se K < ®(H), entdo K < ®(G).

(ii) ®(K) < O(G).

(iii) Se K < ®(G), entdo ®(G)/K = ®(G/K).

Proposi¢do 1.5.7. Seja G um p-grupo finito. Entdo ®(G) = {1} se, e somente se, G é abeliano
elementar.

Demonstragdo. Podemos assumir que G # {1}. Suponhamos primeiro que G ¢ abeli-
ano elementar. Como G # {1}, ®(G) < G. Além disso, pela Proposi¢do Gé
caracteristicamente simples. Entdo, como ®(G) <. G, obtemos que ®(G) = {1}.

Reciprocamente, suponhamos que ®(G) = {1}. Pela Proposigdo G é nilpo-
tente de modo que G’ < ®(G). Assim, G’ = {1} e G é abeliano. Sejam M um subgrupo
maximal de G e ¢ € G. Pelo Teorema M < G donde G/M tem ordem prima.
Como G é um p-grupo, |G/ M| = p. Portanto, g¥ € M. Isto é verdadeiro para todo
subgrupo maximal M de G, o que produz

o € ®(G) = {1}.

Pela arbitrariedade de g, concluimos que G é abeliano elementar. O

Seja G um p-grupo finito. Pelo item (iii) do Lema o subgrupo de Frattini de
G/®(G) é trivial. Desse modo, a Proposigédo nos fornece que G/P(G) é abeli-
ano elementar, e, assim, G/®(G) pode ser visto de maneira natural como um espago
vetorial de dimenso finita sobre Z,,. (vide Proposicao [1.3.6).
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Proposicdo 1.5.8. Seja G um grupo finito tal qgue G/®(G) é um p-grupo. Entio G é um
p-grupo.

Demonstragido. Suponhamos que exista um primo g # p divisor de |G|. Dado que
G/®(G) é um p-grupo, temos que g nio divide |G/P(G)| de modo que ®(G) con-
tém um g-subgrupo de Sylow Q de G. Pelos Teoremas e obtemos que
Q < ®(G). Agora, notemos que mdc(|Q|, [G : Q]) = 1. Assim, pelo famoso Teorema
de Schur-Zassenhaus [22, 9.1.2], existe H < G tal que

G=QH e QNH-=1{1}.

Desse modo, H < G (porque |Q| > 1) donde existe um subgrupo maximal M de G
com H< M.Dai,Q <®(G) <Me

G=QH<M,

um absurdo. Portanto, G é um p-grupo. O

Observacao 1.5.9. Para um grupo finito G, um niimero primo divide a ordem de G se, e
somente se, divide a ordem do grupo G/®(G). A demonstragio é essencialmente a mesma da

Proposigio[1.5.8}

Definic¢ao 1.5.10. Seja H um subgrupo de um grupo G. Um subgrupo K é dito um comple-
mento para H em G se
G=HK e¢ HNK=/{1}.

Proposicao 1.5.11. Seja G um grupo finito. Se A é um subgrupo normal abeliano de G tal que
®(G) N A = {1}, entdo existe um complemento H para A em G.

Demonstragio. Escolhamos H < G minimal sujeito a G = HA. Como A < G, temos
que HNA < H. Também, HN A < A, pois A é abeliano. Logo HN A < HA = G. Se
HNA < ®(H), entdo, pelo item (i) do Lema[1.5.6, HN A < ®(G) N A = {1}. Assim,
podemos assumir que HNA ¢ M, para algum subgrupo maximal M de H. Neste
caso,

H=M(HNA) e G=HA=MA,

uma contradi¢do com a minimalidade de H. ]

Observacgdo 1.5.12. Seja K um subgrupo normal minimal abeliano de um grupo finito G. Se
K & ®(G), entido ®(G) N K = {1} (pela minimalidade de K) de modo que, pela Proposigio
1.5.11} K admite um complemento em G. Reciprocamente, se existe um complemento H para K
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em G, entdo H < G (jd que K # {1}) donde K ¢ ®(G), pelo Lema Ou seja, K admite
um complemento em G se, e somente se, K 51 P(G).

Finalizamos esta se¢do com um resultado importante a respeito de geracdo de
p-grupos, devido a William Burnside.

Teorema 1.5.13 (Teorema da Base de Burnside). Seja G um p-grupo finito. Entdo
®(G) = G'G'P),

sendo G\P) = (gP | ¢ € G). Também, se [G : ®(G)] = p’, todo conjunto de geradores de G
possui um subconjunto de r elementos que também gera G.

Demonstragio. Como visto na demonstragio da Proposigdo temos que
G',G'P) < ®(G) de forma que G'GP) < ®(G). Por outro lado, G/G'G'P! é abeliano
elementar, logo a Proposicao nos dé que

®(G/G'GP) = {1} = GG /GG,
Mas pelo item (iii) do Lema(l.5.6,
®(G/G'GP) = o(G)/G'GP,

portanto ®(G) = G'G'P).

Agora, suponhamos que G = (xq,...,;), e seja F = ®(G). Assim, G = G/F é
gerado por Fxi,...,Fx;. Haja vista que G é um espago vetorial de dimensio r sobre
Zy, G tem uma base da forma

{inl, .. .,inr}.

Escrevendo Y = {x;,...,x; }, obtemos que
G={(Fx;,...,Fx;) <(Y)F/F e G=(Y)F,

portanto G = (Y), pelo Lema[1.5.3] O

1.6 Produto Semidireto de Grupos

Definic¢do 1.6.1. Sejam H e K grupos. Dizemos que H age em K (como um grupo) se, para cada
h € Hecada k € K, corresponde um tinico elemento k" € K tal que, para todos k, ki, k, € K e
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h,hy,hy € H,

(khl)hz — kh1h2’ kl =k,
e (kiko)" = KiKh.

Exemplo 1.6.2. Seja H < Aut(K). Entido H age em K. Neste caso, cada h € H é um
automorfismo de K e, para k € K, k" é a imagem de k por meio de h. Esta é chamada a agdo
natural de H em K.

Exemplo 1.6.3. Seja K < G. Entdo G age em K (como um grupo) por conjugacio: para cada
k € Kecada g € G, corresponde o elemento

k8 = ¢ kg € K.

Teorema 1.6.4. Seja H agindo em K. Entdo, para cada h € H, corresponde uma aplicagio
op © K — K, definida por @y, : k — k', e esta é um automorfismo de K. Além disso, a
aplicagio ¢ : H — Aut(K), definida por ¢ : h — ¢y, é um homomorfismo. Chamamos ¢
como a representagido de H no grupo de automorfismos de K correspondente a agdo, ou, com

mais frequéncia, ¢ é simplesmente a agdo.

Demonstragio. Seja h € H. Como a acdo de H em K é em particular uma a¢do em K
como conjunto, o Teorema nos da que ¢;, € Sim(K). Dados k1, k; € K,

(k1ka)?r = (kiko)" = Kkl = k9 k5",
logo ¢y, € Aut(K). Com isso, a aplicagdo ¢ : h — ¢y, (definida para todo h € H) é uma
aplicacdo de H em Aut(K) e, pelo Teorema ¢ um homomorfismo. O

Teorema 1.6.5. Seja ¢ um homomorfismo de H em Aut(K). Entdo, H age em K quando
definimos, paracadah € Hek € K,
K" = k"

e a agdo correspondente é ¢.

Demonstragio. Como Aut(K) < Sim(K), o Teorema nos dé que a equacdo acima
define uma acdo de H em K como conjunto. Esta é uma acdo em K como um grupo
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porque, dadosh € Heky, ky € K,

(kak2)" = (kyko)™
= (Ki") (K5")  (pois h? € Aut(K))
= Kb,

Por fim, pelos Teoremas|1.2.3}1.2.4/e(1.6.4} obtemos que a agdo correspondente é ¢. [

Teorema 1.6.6. Seja H agindo em K. Entdo o conjunto K X H adquire a estrutura de um
grupo G quando definimos, para todos k1,ky € Ke hy,hy € H,

h—l
(k1,h1) (ko ho) = (kaky' , hihy).

Demonstragio. O fechamento é claro da defini¢do de multiplicacdo. Sejam k1, kp, k3 € K

e hy,hy, h3 € H arbitrarios. Entdo, usando a associatividade da multiplicacdo em H e

em K,
(k1,h1)((ko, ho)(ks, h3)) = (kllhl)(kzk h2h3)
= (ky (kzk i h1h2h3)
ny!
(k1 ( ) h1h2h3)
= (ki kt k ko)™ 1 iyhs),
pela Defini¢ao e

h—l
((k1,h1)(ka, 1)) (ks, h3) = (kaky' , hiha) (ks, h3)
-1 _
— (kokat K127 ghs).

Portanto, a operacdo definida é associativa. Pela Definigdo k! = k para todo
k € K. Também, pelo Teorema a aplicacdo k — k" é um automorfismo de K para
todo h € H. Assim, 1" = 1 e (k™1)" = (k*)~1. Segue-se, pela regra de multiplicacéo,
que (1,1) é o elemento neutro de G e que qualquer (k, i) € G tem um elemento inverso
(k=Y n=1) e G. O

Definigao 1.6.7. O grupo G, como no Teorema é dito o produto semidireto externo de K
por H e é denotado por K x H.

Notemos que K x {1} e {1} x H sédo subgrupos de G, e K x {1} < G. De fato,
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dados k,k; € Ke h € H, temos

(k1) (k, 1) (k, 1) = ((k™1)", 1) (kak, )
(K"~ (k)" i~ k) = ()~ EK", 1) e K x {1},

Observamos também que se k" = k para todos k € K e h € H, entdo G é na verdade
o produto direto de K e H.

Teorema 1.6.8 ([12], Teorema V.9.16). Sejam G, H, K grupos. Entdo, existe uma agido de H
em K (como um grupo) tal que G seja isomorfo a K x H se, e somente se, G possui subgrupos
Hy = H e Ky = K tais que:

(i) G = K1H;.

(ii) K1 < G.
(ifi) Ky N Hy = {1}.
Defini¢do 1.6.9. Sejam G um grupo, K < Ge H < G. Se G = KH e KN H = {1}, dizemos
que G é o produto semidireto interno de K por H.

Pelo Teorema se G é o produto semidireto interno de K por H, entdo
G = K x H. Notemos também que se G = K x H, entdo G é o produto semidireto
interno de K x {1} por {1} x H.

Definic¢do 1.6.10. Sejam H e K dois grupos com K < S,,. O produto entrelagado entre H
e K, denotado por H K, é o produto semidireto H" x K, onde K age em H" permutando as

coordenadas. Mais precisamente, = € K age em H" por

(xll' . 'Ixﬂ)n — (xlr(fl,. . .,xm.[,l).

Vamos mostrar que esta é de fato uma acdo de grupo. Sejam 7, T e 0 elementos
de K, e (x1,...,%xn), (Y1,---,Yn) € (21,...,2x) elementos de H". Definindo t; = x;,.-1,

temos t;1 = Xjr-1,-1 = Xj(7)-1, 10O

((xl, .. .,xn)n)T = (x17r1, cee ,xnn.—l)T = (x1r1n71, cee ,xnr—lnfl)
)7‘CT.

o (xl(ﬂ’t')*l’ ce 'xn(rm')*l) = (xlr v Xn
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Também, (x1,...,%0)" = (X1y1,- -, X)) = (¥1,...,Xu) €

(Y1, yn) - (z1eozn)? = (121, ¥nzn)® = (Y19 12191, -+ Yo 120 1)
= (Y19-1/++ 1 Yng—1) - (Z1g-1/- -/ Zyp-1)

=1, yn)? (21, z0)"

O subgrupo H" é dito a base do grupo H K.

Proposicao 1.6.11. Seja S um grupo simples nio abeliano e n um inteiro positivo. Entdo os

subconjuntos
Ni:{l}X"'X{l}XSX{l}X---X{l}, 1<i<mn,

onde apenas a i-ésima coordenada é igual a S, sdo os inicos subgrupos normais minimais de S".

Demonstragio. Sabemos que os fatores diretos Ny, ..., N;, sdo subgrupos normais de S”.
Além disso, dadoi € {1,...,n}, N; é isomorfo a S, pois a aplicagdo

s—(1,...,1,51,...,1)

é um isomorfismo. Logo N; é simples, e, por conseguinte, é normal minimal em S".

Agora, suponhamos que exista um subgrupo normal minimal K de S" distinto de
Nj, ..., Ny. Pela Proposicdo temos

K < Cgn(N1) M-+ -NCsn(Np) = Cgn(S") = Z(5") = {1},
pois Z(S") = (Z(S))" e S é um grupo simples ndo abeliano. Esta contradi¢do nos leva

a concluir que Nj, ..., N; sdo os tinicos subgrupos normais minimais de S". O

Definicdo 1.6.12. Seja H um subgrupo de um grupo G. Um subconjunto T C G é dito um

transversal a direita de H em G se o grupo G é uma unido disjunta

G=JHt
teT

Em outras palavras, T contém exatamente um elemento de cada classe lateral a direita de H em
G.

Definicdo 1.6.13. Sejam G um grupo e H < G. Definimos o coragio normal de H em G como

Hg = () HS.
g€G
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Temos que Hg é o maior subgrupo normal de G contido em H.

Lema 1.6.14 (Lema da Imersdo, [23], Resultado (4.1)). Sejam H um subgrupo de um grupo
finito G, {x1,...,xn} um transversal a direita para H em G e { um homomorfismo qualquer
com dominio H, digamos ¢ : H — X. Entdo a aplicagio
f:G— H% S,
—1)¢ —1)¢
x = (((xrxxg ;)5 ..., (nxx, 7)), 7T),
onde T € Sy, é a tinica permutagio que satisfaz x;x € Hx;, para todoi € {1,...,n}, é um

homomorfismo bem-definido com niicleo igual ao coragio normal de ker(¢) em G, em outras
palavras, ker(f) = (ker(¢))g.

Teorema 1.6.15. Sejam S um grupo simples nio abeliano finito e n um inteiro positivo. Entdo
Aut(S") = Aut(S)1S,.
Demonstragio. Primeiro, definamos -y : Aut(S)S, — Aut(S") por

((p1,.--,9n),0)T = af[g;, 0], sempreque ¢1,...,¢, € Aut(S), o € S,

sendo «a[@;, 0] € Aut(S") dada por

i
(sl,...,sn)”‘[(/’l I = (S15-1Q15-1/ -+ -1 Syg-1Ppy—1), Sempreque Si,...,5, € S".

Afirmamos que 7y ¢é um homomorfismo injetivo. Com efeito, sejam
(@1, @n), (P1,..., Pn) € Aut(S)", 0,7 € Sy e (s1,...,5,) € S". Temos que

(@1, @), 0) (($1, -, Pu), T)
(
(
= (

-1

(4’1,-- /(Pn (4’1/---/4171)0 ,O'T)
(q)ll"'/qon) (¢10/-~-r¢na),0'77)
P1Y10, - -+ PnPnc, OT).

(@1 s @), ) (Y1, 1), 0)T = (91810, -, PuiPne, 0T)Y = &[@itpi, 0 T]
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de modo que

a0t _
(Slr ceey Si’l) (it ] = (SlT*10*1 QlT*la*1¢17*10*10/ oo Sprlg-l q)nrflaflll]nrflafla)

= (517*10*1 Prr-1g-1P10-1, o Syr-1g-1Ppr-10-1P 1 )
Por outro lado,

(51, ) lorlelbin] — ((s1,-- .,Sn)“[%‘f])a[’/’iﬁ]

= (510'_1 P1o-17++ 1 S30-1Ppo-1 )“[lpirT]

= (Slr—la—l q)lr—la—llplr—l/ cee s Syrlg-l q)n’r—la—llpnr—l )

Portanto, v € um homomorfismo.

Agora, seja ((¢1,...,¢n),0) € ker(vy). Entdo

(S191P15-1/ -1 Spg1@Ppy—1) = (51,...,5,) paratodo (s1,...,s,) € S",

ou seja, s, 19;,1 = s; paratodoi € {1,...,n} e para todo s; € S. Suponhamos que
existai € {1,...,n} tal que ic # i. Escolhendo sj =1, para todo j # i, e s; um elemento
ndo trivial de S, obtemos que s;; = 1 de modo que

5iPi = S(ig)o1P(io)o-1 = Sic = L,

e isto nos da que s; = 1 (pois ¢; é um automorfismo), uma contradi¢do. Assim, ¢
é a permutacdo identidade 1 donde s;¢; = s; para todoi € {1,...,n} e para todo
s; € S, isto é, ¢; é a aplicagdo identidade idg para todo i € {1,...,n}. Portanto,
((¢1,.--,¢n),0) = ((idg, . ..,ids), 1) donde ker(7y) é trivial, e a afirmacao segue.

Pelo Teorema dos Isomorfismos, segue-se que Aut(S)! S, é isomorfo a
Im(y) < Aut(S"), logo

[Aut(5) 1 Sn| = [Im(7)| < [Aut(S")].

Entdo, basta mostrar que |Aut(S")| < |Aut(S) ¢ S,| para concluir que 7 é um isomor-
fismo. Para isto, vamos usar o Lema da Imersdo (Lema|1.6.14). Sabemos da Proposi¢do
1.6.11| que os subgrupos normais minimais de S" sdo os fatores diretos

Ni={1} x---x {1} xSx {1} x--- x{1} (1<i<n)
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com S na i-ésima entrada. Se f € Aut(S"), entdo § leva um subgrupo normal minimal
N; de §" em um subgrupo normal minimal N; de S". Desse modo, consideremos a
acdo (B, N;) — Nl-/3 de Aut(S") em {Ny,..., N,}. Esta agdo é transitiva. De fato, dado
ie€{l,...,n}, considerando f € Aut(S") dado por

(51,...,51,...,5,4)5 = (Si,-+-,S1,---,5n),

temos que N; = N p , Ou seja, existe apenas uma Orbita. Agora, temos que o estabiliza-

dor de Nj é o conjunto
{p € Aut(S") [ Ny = Ni} = Nauy(sn)(N)

Seja H = Npyt(sn)(N1). Pelo Teoremal[l.2.5] [Aut(S") : H] = n. Vamos entdo considerar
7 : H — Aut(N7) o homomorfismo induzido pela a¢do natural de H em Nj. Dado
6 € Aut(N;), temos que v : " — S" dado por

(51,...,50)" = (s5,...,s%) (6° =571605),

onde ¢ : Ny — S é o isomorfismo (s,1,...,1) +— s, ¢ um automorfismo de S” tal que

v = 0. Logo, 1 é sobrejetiva. Além disso,
ker(y7) = {B € Aut(S") | xF = x, Vx € N1} =: Cpyesm) (N1)-
Vamos calcular o coragdo normal de ker(7) em Aut(S"). Temos

(ker(1)) aut(sr) = (Cautsny N1))autsn = [} (Caursny(N1))P =
BEAut(S")

ﬂ( )CAut(S")(Nlﬁ) = Caut(sn)(N1) N+ N Caye(sny (Nn) = Causny (") = {1}
BeAut(S"

Agora, considerando ¢ = n{ : H — Aut(S), onde ¢ : Aut(N7) — Aut(S) é o isomor-

fismo 6 — 6%, temos, pelo Lema da Imersdo, que existe um homomorfismo
f:Aut(S") — Aut(S) Sy,

tal que ker(f) = (ker({))auwsy = (ker(n))awsy = {1}.  Portanto,
|Aut(S")| < |Aut(S)1S,|, como queriamos. Isto completa a prova do teorema. O
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1.7 G-Grupos e G-Mddulos

Nesta secdo, G denota um grupo arbitrario.

Definic¢ao 1.7.1. Um G-grupo é um grupo H com uma agio (como grupo) de G em H

¢:G— Aut(H)
g—g¢¥:H—H
h — h8,

para quaisquer § € Geh € H.

Notemos que se N < G, entdo N é um G-grupo com ¢ sendo a agdo de conjugacao
de Gem N.

Dados dois G-grupos H e K, dizemos que y : H — K é uma G-aplicagdo se
(hg)’Y = (h’Y)g,

para quaisquer # € He g € G. Se v é um homomorfismo, dizemos que y é um
G-homomorfismo. Se além disso H = K, -y é dita um G-endomorfismo de H, e denotamos

por
EndG (H)

o conjunto dos G-endomorfismos de H. E se 7y é um isomorfismo, dizemos que esta
aplicacdo é um G-isomorfismo. Neste caso, H e K sdo ditos G-isomorfos, e denotamos por
H 2 K. Observamos que 7! : K — H também é um G-isomorfismo: dados h € H e
k € K tais que h" = k, temos que

(R)T " = ((HM)9)7 " = (W)T)7 =18 = (k).

Sejam H um G-grupo e L < H. Dizemos que L é um G-subgrupo se
I8 e,

para todos ! € L e g € G. Nesse sentido, H é dito ser um G-grupo simples se H é ndo

trivial e os tinicos G-subgrupos de H sdo {1} e H.

Proposicao 1.7.2. Sejam H e K dois G-grupos. Se H é um G-grupo simples e H = K, entdo
K também é um G-grupo simples.
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Demonstragio. Temos que existe um G-isomorfismo 7y : K — H, pois H =¢ K. Seja L
um G-subgrupo de K e consideremos N = L7 < H. Dados g € Gen € N, existel € L
tal que n =17, e dado que L é um G-subgrupo, temos [¢ € L. Dai,

n8 = (IM)8 = (18)Y € N,

pois v é um G-isomorfismo. Desse modo, N é um G-subgrupo de H. Mas H é um
G-grupo simples, consequentemente N = {1} ou N = H. No primeiro caso, obtemos
L = {1}, eno segundo, L = K. Concluimos, assim, que K é um G-grupo simples. [

Proposicao 1.7.3. Sejam G um grupo e H, K < G. Entio

KH/K =¢ H/(HNK).

Além disso, se H e K sdo subgrupos normais minimais distintos de G, entdo KH/K é um

subgrupo normal minimal de G /K.

Demonstragio. Temos que KH/K e H/(H N K) sdo G-grupos com as respectivas agdes
(Kh)8 =Kh8 e ((HNK)h)S = (HNK)hS (sendo h8 = ¢~ 'hg),

haja vista que H < G. Pelo Teorema dos Isomorfismos, temos que a aplicagdo
v:KH/K — H/(HNK) dada por

(Kh)" = (HNK)h, sempreque h € H,
é um isomorfismo. Por outro lado, temos
((KR))Y = (KKS)Y = (HNK)K = ((H N K))S = ((Kh)")S,
para quaisquer h € H e g € G. Portanto,
KH/K =¢ H/(HNK).

Agora, suponhamos que H e K sdo subgrupos normais minimais distintos de G.
Dado que H e K sdo normais em G, temos que KH < G e KH/K < G/K. Pelo que
provamos acima, segue-se que

KH/K = H,

pois, como visto na demonstragdo da Proposi¢do HNK = {1}. Assim, KH/K é
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ndo trivial. Seja L < G/K tal que L < KH/K. Sendo ¢ : KH/K — H o G-isomorfismo
envolvido, temos que LY < H.Dadosx e Le g €gG,

(x¥)8 = (x8)¥ e LY,

porque x8 € L. Ou seja, L¥ < G de modo que {1} = Y oul’ =H, ja que H é normal
minimal em G. Portanto,
{1}=L ou L=KH/K,

isto é, KH /K é normal minimal em G/K. O

Definicao 1.7.4. Seja H um G-grupo. Uma G-série (de comprimento finito) de H é uma
sequéncia finita
(1} =Hy<dH < <H, =H,

onde cada termo H; é um G-subgrupo. Os grupos quocientes G, 1/ G; sdo chamados os fatores
da série.

Consideremos o conjunto de todas as G-séries de um G-grupo H. Este é ndo vazio,
pois contém a G-série {1} < H. Se S e T sdo G-séries de H, dizemos que S é um
refinamento de T se todo termo de T é também um termo de S. Se existe pelo menos um

termo de S o qual ndo é um termo de T, entdo S é dita um refinamento préprio de T.

Uma G-série que ndo admite refinamentos préprios é chamada uma G-série de com-
posicdo. Equivalentemente, como mostrado em [22, 3.1.3], uma G-série é uma G-série

de composicdo se, e somente se, todos os seus fatores sdo G-simples.

Duas G-séries S e T de um G-grupo H sdo ditas G-isomorfas se existe uma bijegdo
entre o conjunto dos fatores de S e o conjunto dos fatores de T tal que os fatores corres-

pondentes sdo G-isomorfos. Nesse sentido, temos o:

Teorema 1.7.5 (Teorema de Jordan-Holder, [22], 3.1.4). Seja H um G-grupo. Se S é uma
G-série de composigio de H e T é uma G-série qualquer de H, entdo T admite um refinamento
o0 qual é uma série de composicio G-isomorfa a S. Em particular, se T é uma G-série de compo-
si¢do, esta é G-isomorfa a S.

Agora, seja A um G-grupo abeliano. Neste caso, dizemos que A é um G-mddulo. Os
G-subgrupos de A sdo chamados de G-submddulos. Um G-submoédulo M < A é dito
maximal se ndo existe G-submoédulo H tal que M < H < A.

Lema 1.7.6 (Schur). Se f : A — B é um G-homomorfismo entre G-mddulos simples e f # 1,
entdo f é um G-isomorfismo.
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Demonstragdo. Temos que ker(f) é um G-submédulo de A, porque f é um
G-homomorfismo. Como A é simples, segue-se que ker(f) = {1} ou ker(f) = A.
Contudo, dado que f # 1, concluimos que ker(f) = {1} e f é injetiva. Analogamente,
Im(f) = {1} ouIm(f) = B, mas uma vez que f # 1, segue-se que Im(f) = Be f é
sobrejetiva. Portanto, f € um G-isomorfismo. O

Sejam G um grupo finito e A um G-moédulo simples finito. Vamos usar a no-
tagdo aditiva para a operagdo em A. Consideremos F = Endg(A) o anel dos G-
endomorfismos de A com as operagdes de soma e composicdo de aplicagdes. Dado que
A é um G-modulo simples, o Lema de Schur nos fornece que f é um G-isomorfismo
para todo elemento f # 0 de F. Com isso, F é um anel de divisdo donde, pelo Teorema
de Wedderburn [17, Pagina 453], F é um corpo. Mais ainda, A é um espago vetorial
sobre F (basta considerar a multiplicacao escalar fa sendo af, para quaisquer f € F e
a € A). Notemos também que uma soma direta de cépias de A também pode ser vista
como um espaco vetorial sobre F.

Proposicao 1.7.7 ([2], Lema 2). Sejam G um grupo finito, A um G-médulo simples e
F = Endg(A). Seja V uma soma direta de d copias de A, com uma estrutura de G-médulo
dada pela agdo por componentes. Entio o niimero de G-submédulos maximais de V é

com q = |F]|.

Demonstragido. Temos V = {(ay,...,a4) | a; € A} e aplicagdes
Yi - A—-V,

definidas por a” = (0,...,0,4,0,...,0), sempre que a € A, onde a entrada ndo nula é

a i-ésima coordenada.
Seja M um G-submoédulo maximal de V. Entdo existe um G-homomorfismo sobre-
jetivo
Pp: VA
com ker(¢) = M. De fato, temos que a série

S:{0}<A<A’<...<A'=V

é uma G-série de composic¢do de V, pois seus fatores sdo todos G-isomorfos a A donde,
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pela Proposigdo sdo G-simples. Desse modo, pelo Teorema de Jordan-Holder

(Teoremal(1.7.5)), a G-série
{0} <M<V

admite um refinamento que é uma G-série de composicdo G-isomorfa a S. Consequen-
temente, uma vez que M um G-submoédulo maximal de V, segue-se que existe um
G-isomorfismo ¢ : V/M — A. Portanto, basta considerar ¢y = ¢, commr:V = V/M
sendo a projecdo canonica.

Agora, dadoi € {1,...,d}, temos A; € F definido por
A= ’)’qu A — A

Assim,
(aq,...,a9)¥ = (a1,0,...,00¥ +---4(0,...,0,a5)¥ =

d d
7Y Yy _ Yy _ A
A" eyt =) el =) ar
i=1 i=1

Em particular, Ay,...,A; ndo podem ser todos nulos j4 que ¥ ndo é nulo. E
(a1,...,a4) € ker(p) = M se, e somente se, Y9, a?"' = 0. Observamos também que
P é F-linear. Para ver isto, seam A € F e (a1,...,a;) € V. Haja vista que F é um
corpo, a operacgdo de composi¢do em F é comutativa, logo para qualquer A; € F temos
AA; = AjA. Consequentemente,

Sejam agora A1, ..., A; € F,ndo todos nulos, e definamos ¢ : V.— A por

d
(a1, .. .,ad)"’ = Za?i, sempre que (ai,...,a4) € V.
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Afirmamos que 1 é um G-homomorfismo sobrejetivo. Com efeito, dado g € G,

d

d
(af, - a)? = Y (a) = Y (@) = (@, 80) )%,

pois cada A; é um G-endomorfismo. Assim, i é um G-homomorfismo. Agora, to-
mando um A; ndo nulo, temos que a restri¢do de ¢ ao i-ésimo fator de V coincide com
A, 0 qual é um isomorfismo (Lema de Schur). Logo ¢ é sobrejetiva, pois admite uma
restri¢do sobrejetiva. Seja M = ker(1), entdo V/M =; A, e sendo A um G-moédulo
simples, segue-se que M é um G-submoédulo maximal de V.

Ou seja, mostramos que os G-submoddulos maximais de V sdo da forma ker(y),
com ¢ : V — A um G-homomorfismo sobrejetivo da forma

d

/\.
(al,...,ad)lp = Zail,

i=1

onde Ay,..., Ay € Fndosdo todos nulos. Agora, dado0 # A € F, (AAq,...,AA,) define
o mesmo G-submédulo maximal que (Aq,...,Ay). De fato, se 7 : V. — A é definida

por

entao

isto é, ker(n) = ker(y). Reciprocamente, sejam ¢ : V. — Aeny : V — A
G-homomorfismos sobrejetivos com ker(n) = ker(¢) := M, cujas respectivas expres-

soes sao

<
I
1~
X
T
(¢
—
X
—_
~
~
X
U
~—
=
I
1~
X
-
~

(al,. . .,ad)

sendoque Ay,...,A; € Fndosdo todos nulos, assim como By, ..., By € F. Pelo Teorema
dos Isomorfismos, i e 77 induzem G-isomorfismos ¢ : V/M — Ae7: V/M — Ade
forma que, considerando A = E_lﬁ, temos que A € F* e = ¢A. Dadosi € {1,...,d}
ea; € A, temos

a? =(0,...,0,8;,0,...,00 = (0,...,0,a;,0,...,0)¥* = a}* = g,

1 1

ji que F é comutativo. Pela arbitrariedade de i e a;, segue-se que (B1,...,B4) =
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(AAq,...,AA4). Portanto, o nimero de G-submédulos maximais de V é

g —1
g—1"

1.8 Grupos Livres

Defini¢ao 1.8.1. Sejam F um grupo, X um conjunto ndo vazio e vy : X — F uma fungdo.
Dizemos que F, ou mais precisamente (F,y), é livre sobre X se para cada fungio  de X em um
grupo G, existe um tinico homomorfismo B : F — G tal que

= yp.
Um grupo que é livre sobre algum conjunto é chamado um grupo livre.

A funcdo v : X — F é necessariamente injetiva. Com efeito, suponhamos que

x] = x] e x1 # x,. Seja G um grupo com pelo menos dois elementos distintos g; e g,
e escolhamos uma funcdo a : X — G tal que x{ = g1 e x5 = ¢». Entdo, xzﬁ = xgﬁ ,

consequentemente x{ = x5 e g1 = g», um absurdo.

Agora, seja 0 : Im(y) — F a aplicagdo incluséo, e consideremos 7' : X — Im(vy)
a restricdo de <. Esta dltima, como visto acima, é uma bije¢do, logo admite inversa

(7). Notemos que para cada x € X,
70 = () = (M) =7,

ouseja, 7’0 = vy e (')~ ly = 6. Assim, dada uma fungéo a : Im(y) — G, onde G é um

grupo qualquer, consideremos a fungdo y'a : X — G. Dado que (F,y) é livre sobre X,

existe um tunico homomorfismo B : F — G tal que y'a = 7, logo
a= (1) a=(")"p=0p.
Agora, seja 1 : F — G um homomorfismo tal que a = 0. Dai,
v'a=7'0B1 = 71p1.

Pela unicidade de 8, segue-se que f; = B. Portanto, F também é livre sobre Im(vy),
isto é, um grupo livre é sempre livre em um subconjunto. Neste caso, de acordo com a
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definicdo de grupo livre, a restricdo de fa X é «, logo B é a tinica extensdo de x a F.

Observamos que os grupos livres sempre existem, mais precisamente:

Teorema 1.8.2 ([22], 2.1.1). Se X é um conjunto ndo vazio, existem um grupo F e uma fungio
v : X — F tais que (F,y) é livre sobre X e F = (Im(7y)).

Proposicado 1.8.3. Se F; é livre sobre Xy e F, é livre sobre X5, e se | X1| = | Xz|, entdo F; = F,.

Demonstragio. Sejam 1 : X7 — Fy e 72 : Xp — F, as fungdes injetoras dadas, e seja
a : X; — X uma bijecdo. Desse modo, existem homomorfismos 1 : F; — F, e
B2 : F» — Fj tais que

MmPr=ar, e mPfr=a "l

Logo,
Y1B1B2 = ayaBr = aa 1y = 1.

Como a aplicagdo identidade idr, composta com 71 é igual a 71, segue-se pela unici-
dade que 1> = idf,. Por outro lado,

Y2BaB1 = a 1B = alayy = 7o

Uma vez que idp, composta com 7, é igual a 7, obtemos pela unicidade que
B2B1 = idf,. Portanto, f1 é um isomorfismo e F; = F,. O

Reciprocamente, se F; = F,, entdo |X1| = |Xy| (vide [5, Teorema D.2.8]). Assim,
definimos o posto de um grupo livre F como a cardinalidade de qualquer conjunto no

qual F é livre.

Seja (F, ) livre sobre um conjunto X. Pela Teorema existem um grupo F; e
uma fungdo 1 : X — Fj tais que (Fj, y1) € livre sobre X e F; = (Im(-y1)). Usando a
prova da Proposi¢do (considerando « : X — X como a identidade), obtemos um
isomorfismo ¢ : F| — F tal que y1¢ = <. Isto nos da que Im(y) = (Im(71))¥ donde,

pela Proposigdo F = (Im(y)).

Para finalizar esta se¢do, vamos fazer a seguinte observacao:

Observacao 1.8.4. Seja G um grupo gerado por um subconjunto X e seja F um grupo livre.
Pelo que vimos anteriormente, existe um subconjunto Y de F tal que F é livre sobre Y e F = (Y').
Assim, se « 1 Y — X é uma sobrejecio, esta se estende a um homomorfismo de F em G, o qual
é sobrejetivo, ji que G = (X).



Capitulo

2

Geracao de Grupos Finitos

Neste capitulo, abordaremos a relacdo entre a geragdo de grupos finitos e os grupos
crown-based power, a fim de classificar os grupos finitos G tais que todo grupo quo-
ciente proprio de G pode ser gerado por m elementos (com m € Z.), mas o proprio
G néo pode. Também, vamos descrever como a funcdo f, apresentada na introdugao,
pode ser calculada. Ou seja, o objetivo deste capitulo é demonstrar os Teoremas |A| e
O estudo foi baseado no artigo Finite groups that need more generators than any proper
quotient [8] de Francesca Dalla Volta e Andrea Lucchini.

2.1 Grupos Primitivos e Monoliticos

Nesta secdo, vamos introduzir alguns conceitos que serdo necessarios para apro-

fundar na teoria de geracdo de grupos finitos.

Definicdo 2.1.1. Seja G um grupo finito. Dizemos que G é um grupo primitivo se existe um
subgrupo maximal M de G tal que Mg = {1}.

Notemos que se G é um grupo primitivo, entdo ®(G) = {1}. De fato, por defini¢do
existe um subgrupo maximal M de G tal que Mg = {1}. Assim, ®(G) < Me

®(G) = ®(G)? < MS, VgeG,

pois ®(G) < G. Portanto, (G) < Mg = {1}.
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Exemplo 2.1.2. O grupo alternado A4 é primitivo porque M = ((123)) é um subgrupo ma-
ximal de A4 (pois A4 ndo possui subgrupos de ordem 6), e

My, < MNMBGY = ((123)) N ((124)) = {1}.

Defini¢do 2.1.3. Seja G um grupo. Definimos o socle de G, denotado por soc(G), como o
subgrupo gerado por todos os subgrupos normais minimais de G.

Observamos que, para um grupo finito G, se Ni, Ny, ..., Ni sdo todos os subgrupos
normais minimais de G, entdo soc(G) = NiN; - - - Ni.. Desse modo, pelo Teorema(1.3.8
segue-se que soc(G) é o produto direto de alguns dos N;’s.

Definicao 2.1.4. Dizemos que um grupo finito G é monolitico se existe um iinico subgrupo
normal minimal N = soc(G).

Exemplo 2.1.5. Sejam n um inteiro positivo e G = S Cy, sendo que C,, = ((12---n)) e
S é um grupo simples nio abeliano. Vamos mostrar que G é um grupo monolitico. Para isto,
afirmamos que N = S" x {1} é o vinico subgrupo normal minimal de G. Com efeito, sabemos
que N < G. Agora, seja K < G com {1} < K < N. Assim, K é um subgrupo normal nio
trivial de N, logo, pela Proposigdo K contém algum dos fatores diretos de N, digamos

Ny =(Sx {1} x---x{1}) x {1}.
Sejac = (12---n). Dadoi € {0,1,...,n — 1}, temos que (i +1)(c*) ™' = 1, dai
((1,...,1,5,1,...,1),1) = ((s, 1,...,1),1)(<1,~~,1>,af) ek,

para todo s € S (observamos que s estd na (i + 1)-ésima entrada no elemento da esquerda), pois
N1 < K < G (em outras palavras, C,, age transitivamente no conjunto dos fatores diretos de
N). Isto é vdlido para todo i, logo K contém todos os fatores diretos de N, e, portanto, K = N.
Dessa forma, N é normal minimal em G.

Resta mostrar a unicidade. Pela Proposigio é suficiente provar que Cg(N) = {1}.
Entdo, seja 1 # a € S. Qualquer elemento da forma ((sy,...,s,),0"), comi € {1,...,n—1},
ndo pertence ao centralizador Cg (N), pois, caso contrdrio, teriamos

(51, Sp—(i—1)@, - - Lsn), ) = ((s1,...,50),0)((a,1,...,1),1)
= ((a,l,...,1),1)((51,...,sn),0i) = ((asl,...,sn),ai)

de modo que as; = s; e a = 1, um absurdo. Por outro lado, se ((s1,...,51),1) € Cg(N),
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entdo dados uq, . ..,u, € S, temos

((s1t41, -+, Snun), 1) = ((s1,---,5n), 1) (U1, ..., un),1)
= ((u1,.--,un), 1)((s1,---,80),1) = (U181, - ., UnSn), 1),

ou seja, s1,...,5n € Z(S). Consequentemente, s1 = - -- = s, = 1. Portanto, Cg(N) = {1},
como queriamos. A afirmacio segue, e concluimos que G é um grupo monolitico.

Proposic¢do 2.1.6. Seja G um grupo monolitico, com N = soc(G). Entdo, G é primitivo se, e
somente se, ®(G) = {1}.

Demonstragido. Suponhamos que ®(G) = {1}. Se, para todo subgrupo maximal M
de G, tivéssemos N C M, entdio N C ®(G) donde N = {1}, uma contradigao, pois
N é normal minimal. Assim, existe um subgrupo maximal M de G tal que N ¢ M.
Sabemos que Mg < G. Desse modo, se Mg # {1}, entdo Mg conteria um subgrupo
normal minimal de G, logo Mg 2 N, j4 que por hipétese N é o tinico subgrupo normal
minimal de G. Isto nos daria

N C Mg C M,

um absurdo. Portanto, Mg = {1} e G é primitivo. A reciproca ja foi observada anteri-

ormente. O

Em outras palavras, a Proposicao nos diz que G é um grupo primitivo mo-

nolitico se, e somente se, admite um tnico subgrupo normal minimal e &(G) = {1}.

Exemplo 2.1.7. O grupo G = S C,, do Exemplo[2.1.5|acima é primitivo monolitico. De fato,
se ®(G) é ndo trivial, entdo este contém N = S" x {1} (pois ®(G) < G e N é o tinico normal
minimal de G). Agora, Z(N) <. N < G, logo Z(N) < G (vide Proposi¢io[1.1.11). Isto nos
fornece que Z(N) = {1}, uma vez que N é normal minimal em G. Ou seja, N é ndo nilpotente.
Por outro lado, pelo Teorema[1.5.5, ®(G) é nilpotente de modo que N é nilpotente, um absurdo.
Portanto, ®(G) = {1} e G é primitivo monolitico.

Exemplo 2.1.8. Paran > 3, o grupo simétrico S, é primitivo monolitico. De fato, mostramos
no Exemplo que ®(S,) = {1}. Além disso, se n # 4, entdo A, é o tinico subgrupo
normal minimal de S, e se n = 4, temos que o subgrupo de Klein é o iinico tal subgrupo de S,,.

Exemplo 2.1.9. Todo grupo simples finito é primitivo monolitico. Com efeito, seja S um
grupo simples finito. Por definicdo, S # {1} e é o iinico subgrupo normal minimal. Como
d(S) < S, temos que ®(S) = {1} ou ®(S) = S. Mas o segundo caso nio acontece, por-
que S ¢é finito e ndo trivial. Portanto, ®(S) = {1} e S é primitivo monolitico. Observamos
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que o grupo G = S X S é primitivo ndo monolitico. De fato, pela Proposicdo S x {1}
e {1} x S sdo (0s) dois subgrupos normais minimais de G de modo que G é nio monolitico.
Agora, consideremos D = diag(G). Afirmamos que D é um subgrupo maximal de G com
D¢ = {1}. De fato, suponhamos primeiro que H é um subgrupo de G tal que D < H, e seja
N ={s€ S| (s,1) € H}. Claramente N é um subgrupo de S. Se (s,1) € Her € S, entdo

(rflsr,l) = (rfl,rfl) -(s,1)-(r,r) € H,
pois D < H. Consequentemente, N < S. Por outro lado, dados x,y € S, temos

(xy™ 1) (y,y) = (x,y),

logo
(x,y) e He (xy L,1) € He xy~ 1 € N.

Ou seja, H = {(x,y) € G| xy~! € N}. Dado que S é simples, N = {1} ou N = S de forma
que H = D ou H = G. Isto mostra que D é um subgrupo maximal de G. Agora, seja d um
elemento arbitrdrio de Dg. Pela definiciio de D¢, temos d € D™V) para todo x € S, isto ¢,
d = (s,s) com s* = s para todo x € S. Ou melhor dizendo, d = (s,s) coms € Z(S). Mas
o centro de S é trivial, pois S é simples e nio abeliano; portanto, d = (1,1) e Dg = {1}. A

afirmagdo segue, e concluimos que G é primitivo ndo monolitico.

Vamos agora demonstrar um resultado bastante importante acerca de grupos pri-
mitivos, devido a Jystein Ore e Reinhold Baer. Mas antes, precisaremos de alguns

lemas auxiliares.

Lema 2.1.10 (Lei Modular de Dedekind). Sejam A, B, C subgrupos de um grupo G, e supo-
nhamos que A < B. Entdo, A(BNC) = BN AC.

Demonstragio. A inclusdo C segue-se do fato de que A C Be BN C C C. Agora, seja
x € BNAC,logox € Bex = ac, paracertosa €¢ Aec € C. Dai, c = alx € B, ja
que A < B. Portanto, c € BNC, e, assim, x € A(BNC). Isto mostra a inclusdo D.
Concluimos entdo que A(BNC) = BN AC. O

Lema 2.1.11. Seja G um grupo. Se H I K < Ge N < G, entdo HN < KN.

Demonstragido. Vamos mostrar que K, N < Ng(HN). Para isto, sejam h € H, n,n; € N
e x € K arbitrarios. Temos que

(hn)* = h*n* € HN,
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pois H < Ke N < G. Por outro lado,
(hn)™ = K"n™ = h(n;Y)'nin™ € HN,

ja que N < G. Pela arbitrariedade dos elementos envolvidos, o lema segue. O

Lema 2.1.12. Sejam G um grupo, H < G e g € G. Entdo
Ng(H#) = (Ng(H))%.

Demonstragio. Primeiro, mostremos que Ng(HS) C (Ng(H))8. Para isto, seja
x € Ng(H?). Por defini¢do, temos que (H$)* = HS. Dai, H$* = HS de modo que
H$*% ' = H, ou seja, x8 ' € Ng(H). Portanto, x = (x8 )€ € (Ng(H))S. Pela arbitrari-

edade de x, a inclusdo segue.

Agora, vamos mostrar a outra inclusdo. Seja x € Ng(H), entdo H* = H. Dai,
(HS)™ — H$* — {38 X8 — H' — (HY)$ = HS,

Portanto, x8 € Ng(H$). Pela arbitrariedade de x, obtemos que (Ng(H))8 C Ng(HS).

Com isso, a proposigdo segue. [

Definicao 2.1.13. Seja p um niimero primo e G um grupo finito.

0,(G)=JI N

NeZy
¢ 0 maior p-subgrupo normal de G, sendo que %, é o conjunto dos p-subgrupos normais de G.

Se G é um grupo soltavel finito nao trivial, entdo G admite um subgrupo normal
minimal N, o qual é abeliano elementar para algum primo p (vide Proposigéo (1.4.6).
Dessa forma, O,(G) # {1}.

Teorema 2.1.14 (Teorema de Ore-Baer, [24], 11.14). Seja G um grupo finito tal que
Oy(G) # {1}, para algum primo p. Seja L = Op(G) e |L| = p". Suponhamos também
que G é primitivo, ou seja, existe um subgrupo maximal M de G com Mg = {1}. Entio

(i) L é abeliano elementar,
(i) M é um complemento para L em G; em particular, |G : M] = p",

(iii) L é normal minimal em G, e
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(iv)

Cg(L) = L; consequentemente, L é o tinico subgrupo normal minimal de G, ou seja, G é
primitivo monolitico.

Suponhamos ainda que existe um primo q tal que Oy(M) # {1}. Entdo, para qualquer tal g,

(v)
(vi)

p" =1 mod g; em particular, g # p, e

todo complemento para L em G é conjugado a M.

Demonstracdo.

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Sendo G um grupo primitivo, temos ®(G) = {1}. Dai, como L < G, o item (if)
do Lema nos da que (L) = {1}. Mas L é um p-grupo, logo pela Proposigdo
L é abeliano elementar.

Como {1} # L < Ge Mg = {1}, temos que L € M. Assim, M < ML < G,
e, entdo, pela maximalidade de M, obtemos que ML = G. Uma vez que L < G,
MNL < M e como, por (i), L é abeliano, MNL < L. Logo MNL < ML = G,
e, entdo, MNL < Mg = {1}. Portanto, ML = Ge MNL = {1}, isto é, M é um
complemento para L em G. Em particular, [G : M] = |L| = p".

Seja {1} < K < Gcom K < L. Entdio M < MK < G. Como Mg = {1},
K SZ M e MK # M. Pela maximalidade de M, MK = G. Além disso,
MNK < MNL = {1}, por (ii). Portanto, M é um complemento para K em
G, e, assim, |[K| = [G : M] = |L|, por (ii). Uma vez que K < L, segue-se que
K = L. Dessa forma, L é normal minimal em G.

Por (i) e (ii),
L < Cs(L) < G=ML.

Usando a Lei Modular de Dedekind (Lema [2.1.10),
Co(L) =Co(L)NG =Cg(L)NML = (MNCg(L))L.

Como L < G, temos Cg(L) < G de modo que MNCg(L) < M. Além
disso, L centraliza, e, entdo, normaliza M N Cg(L). Consequentemente,
MNCg(L) < ML = G. Dado que Mg = {1}, segue-se que MNCL(G) = {1}, e,
portanto,

Cg(L) = L.

Suponhamos que G admite um subgrupo normal minimal N # L. Pela Proposi-
¢do N < Cg(L) = L. Mas isto contradiz a minimalidade de L. Com isso,
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concluimos que L é o tnico subgrupo normal minimal de G, isto é, G é primitivo

monolitico.

Agora, suponhamos que O,;(M) # {1} para algum primo q. Seja Q = O,4(M).

(v)

(vi)

ComoQ dMelLJG,
QL < ML =G,

por (ii) e pelo Lema[2.1.11} Também, por (ii), QN L = {1}, e, entdo,
QL[ = [Q] - [L.

Dado que Q # {1} e L = 0,(G), segue-se que q # p. De fato, se g = p, entdo
QL seria um p-subgrupo normal de G de forma que QL < Le Q < L, o que
implicaria QN L = Q # {1}, um absurdo. Portanto 4 # p, e, entdo, Q é um
g-subgrupo de Sylow de QL.

Agora, 1 < Q 9 M e, como Mg = {1}, Q ﬂ G. Pela maximalidade de M,
obtemos que

Ng(Q) = M.
Consequentemente,
Now(Q) = (QL)NN6(Q) = (QL)NM = Q(LNM) = Q,

pela Lei Modular de Dedekind e (7). Portanto,

IL| =[QL: Q] =[QL: Ng.(Q)] =1 mod g,
pelo Teorema de Sylow; ou seja,

p” =1 modg.

Seja M* um complemento qualquer para L em G, e seja Q* = O,(M*). A projecdo
candnica 7 : G — G/Lleva Qem QL/L e Q* em Q*L/L. Como, por (ii), M é
um complemento para L em G, a restrigdo de 7t a M é um isomorfismo de M em
G/L. Portanto, 7w leva Q = Oy;(M) em O4(G/L). De modo andlogo, 7 leva Q*
em Oy(G/L). Assim,

QL/L =04(G/L) = Q"L/L
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donde
QL = QL.

Por (v), g # p, logo Q e Q* sdo g-subgrupos de Sylow de QL. Desse modo, pelo
Teorema de Sylow, existe x € QL tal que

Q" =Q"
Como mostrado em (v), M = Ng(Q), e uma vez que Q* < M*, temos
M* < Ng(Q") = Ng(Q") = M,
pelo Lema2.1.12] Como M e M* sdo complementos para L em G,
M| = |G/L| = [M] = M.

Portanto,
M* = M*.

]

Observacao 2.1.15. Seja G um grupo soliivel finito ndo trivial com um subgrupo maximal M
tal que Mg = {1}. Como visto anteriormente, existe um primo p tal que O,(G) # {1}. Logo
as afirmagoes (i) — (iv) do Teorema|2.1.14|sdo vdlidas.

Agora, |G| = p se, e somente se, M = {1}. De fato, se |G| = p, entdo, pelo Teorema
de Lagrange, |M| € {1,p}, mas sendo M < G, seque-se que M = {1}. Reciprocamente, se
M = {1}, entdo G ndo possui subgrupos préprios nio triviais, logo |G

é um nmiimero primo.
Dado que p divide |G|, concluimos que |G| = p.

Ou seja, a menos que |G| = p, temos que M # {1}. Como G é soliivel, seque-se que M
também o é e existe um primo q tal que Oy (M) # {1} de modo que as afirmagdes (v) e (vi) do
Teorema [2.1.14 também sdo vdlidas.

Em resumo, se G é um grupo soliivel primitivo, entdo todos os complementos do socle de G
sdo conjugados.

Finalizamos esta se¢do com um fato a respeito da quantidade de subgrupos normais

minimais de um grupo primitivo.

Proposicao 2.1.16 (Baer). Um grupo primitivo G admite no mdximo dois subgrupos normais

minimais.
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Demonstragio. Seja N um subgrupo normal minimal de G, e seja M um subgrupo ma-
ximal de G tal que Mg = {1}. Se C5(N) é trivial, entdo N é o tnico subgrupo normal
minimal de G. Assim, assumamos que Cg(N) # {1}; logo, existe L < Cg(N) um
subgrupo normal minimal de G. Com argumentos analogos aos das demonstragdes
dos itens (ii) e (iv) do Teorema obtemos que G = ML e Cg(N) = L, ou seja,
Cg(N) é normal minimal em G. Suponhamos que existam A # B normais minimais
de G distintos de N. Pela Proposicdo temos que A, B < Cg(N) de modo que
A = Cg(N) = B, um absurdo. Portanto, G admite no maximo dois subgrupos nor-

mais minimais. O]

2.2 A Fungio d(G)

O objetivo desta segdo é introduzir a func¢do d(G) para um grupo finito G, bem como
apresentar trés resultados que serdo necessarios para a teoria das préximas segdes,
especialmente para a demonstracdo do Teorema [Al Aqui, todos os grupos sao finitos.
Esta secdo é baseada nos artigos Zu einem von BH und H. Neumann gestellten Problem
[14] (de W. Gaschiitz) e Generators and minimal normal subgroups [18] (de A. Lucchini).

Defini¢do 2.2.1. Sejam G um grupo e F = {X C G | (X) = G}. Definimos
d(G) = min{|X| | X € F}, ou seja, a menor das cardinalidades dos conjuntos geradores
de G.

A funcdo d(G) estd bem definida, na medida em que {|X| | X € .#} C N é ndo
vazio (G = (G)). Como uma consequéncia imediata da defini¢do, temos que um grupo
G é ciclico e ndo trivial se, e somente se, d(G) = 1. Notemos que d({1}) = 0, haja vista
que o grupo trivial é gerado pelo conjunto vazio. Observamos que todo grupo simples
G pode ser gerado por 2 elementos, ou seja, d(G) < 2. Isto foi provado para certos
grupos simples em 1962, por Robert Steinberg [25]. Mais tarde, em 1984, Aschbacher e

Guralnick [1] completaram a prova para os grupos simples restantes.

Para n > 3, temos d(S,) = 2, pois S, = ((12),(12---n)) é um grupo ndo ciclico.
Em geral, ndo é vélido que d(H) < d(G) para H < G: o Teorema de Cayley nos
fornece que todo grupo G pode ser visto como um subgrupo de S, (com n = |G|),
mas d(G) ndo precisa ser menor ou igual a 2. Mesmo que H seja um subgrupo normal
de G, ndo temos a validade dessa afirmagdo. De fato, basta tomar o subgrupo normal
H = S§" x {1} do grupo G = $1C,, visto nos Exemplos 2.1.5e Como veremos
mais adiante,

d(G) < max{2,d(G/H)+1} = max{2,d(C,) +1} =2,
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e a sequéncia d(S),...,d(S"),... é ndo decrescente e ilimitada.

Se N é um subgrupo normal de um grupo G, entdo
d(G/N) <d(G) <d(N)+d(G/N).

A primeira desigualdade segue da Proposigdo aplicada a projecdo canodnica
m:G— G/N, ouseja,

G= <x1,...,xk) = G/N = <le,...,ka>.
E como observado logo ap6s a demonstracdo desta proposicao,
G/N = (Nxq,...,Nx;) = G = (xq,...,x, N).

Portanto, a segunda desigualdade segue.

Uma outra consequéncia da Proposicado é que se G = H sdo dois grupos, entdo
d(G) = d(H).

Agora, temos a seguinte questdo: dado um ntamero natural 1, é possivel obter um
grupo G com d(G) = n? A resposta é sim, como veremos no préximo exemplo. Para
este, lembremos que dado um conjunto finito de geradores de V (onde V é um espaco

vetorial de dimensao finita sobre um corpo F), podemos extrair uma base.

Exemplo 2.2.2. Seja p um niimero primo. Entdo, d(C};) = n. Para ver isto, primeiro observa-
mos que Cyy = Z = (Z}, +), este uiltimo sendo um grupo abeliano elementar. Sabemos que
Z3; é um espago vetorial de dimensdo n sobre o corpo Zp, basta definir a soma de dois vetores
como a soma de dois elementos do grupo Z, e o produto escalar v como sendo rv (ver Propo-
si¢do . Agora, seja X C Zj,. Entiio, X gera Zj, como um grupo se, e somente se, X gera
Z; como um espago vetorial. De fato, se X = {v1,..., v} gera Zj como um espago vetorial,
entdo dado § € Z7, existem &y, ..., %] € Zp tais que

g=m0+ -+ a0 =m0+ -+ a0y

:Ul+...+vl+...+vl+...+vl_

Portanto, g pertence ao grupo gerado por X, ou seja, X gera Zi, como um grupo. A reciproca é

similar, observando que um elemento do grupo gerado por X é da forma

€1X1 + -+ €EmXm,
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come; = 1, x; € X em € IN. Desse modo, g é uma combinagio linear dos vetores de X.
Portanto,
d(C;) = d(Z’;) = dimg, Z’; =n.

Exemplo 2.2.3. Dado um grupo G, temos que
d(G) =d(G/®(G)).

De fato, sabemos que d(G/P(G)) < d(G). Agora, sejam F = ®(G) ed = d(G/F). Esco-
lhendo geradores Fxy, ..., Fx; para o grupo G/ F, temos que

G= <x1,...,xd,F> = <X1,...,xd>F = <x1,...,xd>,

pelo Lema Portanto, d(G) < d, e a igualdade seguie. Recordamos que se G é um p-grupo,
entdo G/ F pode ser visto de maneira natural como um espago vetorial de dimensdo finita sobre

Z,. Desse modo, pelo exemplo
d(G) = d(G/F) = dimyz, G/F.

Enunciaremos e provaremos agora um resultado muito importante que nos auxi-
liard na demonstracdo do Teorema [A] como também nas demonstra¢des de outros re-

sultados posteriores. Mas antes, precisaremos do seguinte lema:

Lema 2.2.4. Sejam G um grupoe H,N < G. Sex € G, entio NxNH = @G ou NxNH =
(NN H)t paraalgum t € Nx N H. Ademais, se Nx N H # &, entio NxNH = (NN H)t
para todo t € Nx N H.

Demonstracido. Suponhamos que Nx N H # &, logo existe t € Nx N H. Desse modo,
t = nx € Hparaalgumn € N. Sejal € NN H, entdo It € H (pois [,t € H) e
It = (In)x € Nx, portanto It € Nx N H. Isto nos déd que (NN H)t C Nx N H. Por outro
lado, se g € NxN H, entdo § = mx € H para algum m € N. Dai,

g = mxt 't = mx(nx) "'t = mxx"nt = (mn M)t

Temos que mn~1 € Nemn~! = gt~! € H, consequentemente ¢ € (N N H)t. Portanto,
NxNH C (NN H)t, eolema segue. O

Teorema 2.2.5 (Gaschiitz, [14], Teorema 1). Seja N um subgrupo normal de um grupo G e
sejam g1,...,8m € G tais que G = (g1,...,¢m, N). Se d(G) < m, entdo existem elementos
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Ui, ..., Uy de N tais que G = (U191, - .., Um8m). Além disso, a cardinalidade do conjunto

A(g1, - 8m) ={(u1, ..., um) € N" | G = (U181, .-, UmQm) }

é independente da escolha de g1, . . ., gm.

A demonstracdo é baseada na prova do Teorema 1 do artigo [14]. Outras demons-
tracdes podem ser encontradas em [3, Teorema 16.1], [11, Lema 17.7.2] e [21}, Proposicdo
2.5.4].

Demonstragio. Se todo subgrupo maximal de G contém N, entdo A(g1,...,9m) = N™.
De fato, seja (uy, ..., un) € N™esuponhamos que (4141, - - ., Umgm) 7 G. Assim, existe
um subgrupo maximal M de G tal que (4141, ..., Umgm) < M. Dessa forma, N < M de
modo que g; = u; *(1;g;) € M paratodoi € {1,...,m}eG = (g1,...,gm N) <M <
G, um absurdo. Portanto, (u1,...,um) € A(g1,---,9m)-

Entdo, suponhamos que nem todo subgrupo maximal de G contenha N. Para cada
H < G, definamos
0 se NH #G,

1 se NH =G.

Ey =

Separacadai € {1,...,m}, existe y; € Ng; N H, entdo

NH G

—> = —
N_(Nyl,...,Nym> (Ng1,...,Ngm) N

donde G < NH e ey = 1. Por outro lado, se ey = 1, entdo por definicdto NH = G.
Assim, dadoi € {1,...,m}, temos g; = n,y;, para certos n; € N ey; € H, de modo que
y; =n; 'g; € Ng; N H. Ouseja, ey = 1se, e somente se, Ng; NH # &, Vi € {1,...,m}.
Consequentemente, ey = 0 se, e somente se, Ng; N H = & para algumi € {1,...,m}.

Agora, sejam My, ..., M, os subgrupos maximais de G que ndo contém N (obser-
vamos que r # 0). Também, consideremos o conjunto

{(y1,---,ym) € Ng1 X -+ x Ngy, | E falso que existe H < G com y1, ...,y € H}.

Esta condigdo é equivalente a (y1,...,ym) = G. De fato, se (y1,...,ym) # G, en-
tdo existe um subgrupo maximal M de G tal que (y1,...,ym) < M de modo que
Yi,---,Yym € M < G. Reciprocamente, se existe H < G com vyy,...,y, € H, entdo
(Y1,.-.,ym) < H < G, 0 que implica (y1,...,ym) # G.
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Sendo @y a cardinalidade do conjunto acima, afirmamos que

q)N—|N|m+Z Z ( 1)k|NﬂMhﬂ---ﬂM]k| SM N NMj,
=1 1<]1< <]k<1’

Com efeito, para cadaj € {1,...,r}, definamos

Seja (y1,...,Ym) uma m-upla pertencente a Ng1 X --- X Ngy, tal que existe H < G
com y1,...,Yym € H. Entdo Ng; N H é ndo vazio para todo i € {1,...,m} de sorte
que eg = 1e G = NH; sendo H < G, existe um subgrupo maximal M de G tal que
H < M. Desse modo, N ,CZ M, pois, caso contrdrio, G = NH < M < G.Istoé, M = M]-
para algum j € {1,...,r} donde (y1,...,ym) € X; € X1 U---UX,. Por outro lado,
e (y1,...,ym) € Xy U---UX,, entdo existe j € {1,...,r} tal que (y1,...,ym) € X;.
Assim, (y1,...,Ym) é uma m-upla tal que y; € Ng; para todo i e existe H < G com
Yi,---,Ym € H (nesse caso, H = M]-). Portanto,

Oy = |N|" — | X1 U---UX,|.
Usando o Principio da Inclusdo-Exclusdo, obtemos que
r
UX| = Z Y (=DM NN X
j=1 =1 1<j1<- <y <r
Notemos que
Xhﬂ---ﬂX]'k = (NglﬂMjlﬂ"'ﬂMjk) X e X (NgmﬂMjlﬂ"'ﬂMjk).

Como vimos acima, EM; N-NM;, = 1 se, e somente se, Ng; " M;, N --- N M;, # O para
todoi € {1,...,m}. Pelo Lema[2.2.4, temos

|NgiﬂMjlﬂ---ﬂMjk| = |NﬂMjlﬁ---ﬂM]’k|

quando este conjunto é ndo vazio, logo

1X;, N

h Xjk| =[NN Mj1 AR Mjk|m €M N--NM; s

e a afirmagdo segue.
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Com isso, mostramos o interessante fato que ®x ndo depende de gy, ..., gn. A fim
de garantir a existéncia de elementos uy, ..., u, de N tais que G = (U181, ..., UmSm),
precisamos provar que Py # 0. Ora, por hipétese, d(G) < m, logo existem
li,...,Im € G tais que (l4,...,l;) = G de modo que G = (Iy,...,l;y, N). Assim, como
®y ndo depende de gy, ..., gm, podemos escolher Iy, ...,1, para fazerem o papel de
Q1,---,8m acima, isto é, existem ®y m-uplas (y1,...,¥m) € NIy X --- X Nl tais que
(Y1,.--,Yym) = G. Uma vez que (I, ...,l,) = G, segue-se que Oy # 0, como queria-
mos.

Por fim, a aplicacdo (u1,...,um) — (4181,...,Umgm) € uma bijecdo entre os con-
juntos A(g1,...,9m) e {(y1,.-., ym) € Ng1 X -+ X Ngm | (y1,--.,ym) = G}, ou seja,
a cardinalidade do conjunto A(g1,...,9m) independe da escolha de g1, ...,gm. Isto
completa a prova do teorema. O

Dado um grupo simples ndo abeliano S, podemos identificd-lo com o subgrupo
dos automorfismos internos Inn(S) de Aut(S), pois temos que Z(S) = {1}, e é conhe-
cido da teoria bésica de grupos que S/Z(S) = Inn(S). Isto é, cada elemento s € S é
identificado com o automorfismo interno .% : x — x°. O seguinte resultado pode ser
encontrado no artigo Generation of almost simple groups [9] de Francesca Dalla Volta e

Andrea Lucchini.

Teorema 2.2.6. Seja S um grupo simples nio abeliano e identifiquemos S com o subgrupo
normal Inn(S) de Aut(S). Entdo, para todo par x,y de elementos de Aut(S), o subgrupo
(x,y,S) de Aut(S) pode ser gerado por dois elementos.

Observacao 2.2.7. Pelo Teorema a afirmagdo do Teorema pode ser reformulada da
sequinte maneira: para todos x,y € Aut(S), existem u,v € S tais que (x,y,S) = (ux,vy).

Como visto acima, temos d(G) < d(N) 4+ d(G/N) para um subgrupo normal N de
um grupo G. Agora, vamos comparar d(G) com d(G/N) quando N é um subgrupo
normal minimal de G, a fim de estabelecer uma cota melhor para d(G).

Teorema 2.2.8 (Lucchini, [18], Teorema 1.3). Se N é um subgrupo normal minimal de um
grupo G, entio
d(G) < max{2,d(G/N) + 1}.

Demonstragio. Se G = N, entdo G é simples e d(G) < 2. Além disso, o teorema pode
ser provado diretamente se N é abeliano: neste caso, se g1, ..., sdo geradores para
G médulo N, entdo para todo x € N, x # 1, temos G = (g1,...,%4,x). Com efeito,
dadox € N, x # 1, sejam H = (g1,...,84,x) e K = (x8| g € (g1,...,84)) < N.
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Vamos mostrar que K < G. Dados g € (g1,...,84) €t € G, temos que f = t; - - - t; com
ti€ {gi',...,87 } UN. Dai,

(xg)t - (xg)fl'“fk = (--- ((xg)h) - )tk — ngz‘l-"fi,/

sendo t;,...,t; os elementos dentre ty,...,t, que ndo estdo em N, haja vista que
N < G e N ¢é abeliano. Assim, gt;, ---t;, € (g1,...,84) € (x8)" € K donde se segue
que K < G. Dado que 1 # x € K e N é normal minimal em G, obtemos K = N.
Dessa forma, H contém N (pois contém os conjugados de x em (g1, ...,g4)) de sorte
que H > (g1,...,84,N) = Ge H = G. Portanto, d(G) < d(G/N) + 1.

Entdo, vamos assumir N # G e N néo abeliano.

Por induc¢do na ordem de G, reduzimos ao caso: N é o tinico normal minimal em
G. De fato, suponhamos que M é um subgrupo normal minimal de G com M # N
esejad = d(G/N). Existem g1,...,94 € G tais que G = (g1,...,%4, N). Agora, pela
Proposigao NM/M =g N é um subgrupo normal minimal de G/M, logo por
inducao

d (%) < max{d <NC];\//I—/N]I\/I> +1,2} = max {d (%) +1,2} =

G/N G G B

onde a ultima desigualdade vale pois N # G. Afirmamos que existem ele-
mentos Xi,...,X4, X411 € N tais que x50 # 1 e (Mx191,..., Mx394, Mx4.1) =
G/M. De fato, temos G = (g1,...,84,N), logo G = (g1,...,84,NM) e G/M =
(Mgy,...,Mgs, NM/M). Se d(G/M) < d, entdo, pelo Teorema existem
x1,...,X3 € N tais que (Mx141,..., Mx38;) = G/M. Assim, tomando x;,1 # 1
em N (N # {1}), obtemos que (Mx1g1,..., Mx484, Mx4,1) = G/M. Agora, as-
sumamos que d(G/M) = d + 1. Haja vista que G/M = (Mgy,..., Mgs, NM/M),
temos que G/M = (Mgy,...,Mgs, M,NM/M). Aplicando o Teorema exis-
tem x1,...,X45, X541 € N tais que (Mx1g1, ..., Mx394, Mxz11) = G/M. Neste caso,
X411 # 1,jd que d(G/M) = d + 1. Portanto, a afirmagdo segue. Agora, consideremos
o subgrupo L = (x181,...,%484, X4+1). Como (Mx141,..., Mx;84, Mx;,11) = G/ M,
temos que G = (X141, -.,%X484, X4+1, M) de modo que LM = G. Por outro lado,
G = (g1,.-.,%4,N) donde LN = G. Além disso, LN N < L (pois N < G) e é centrali-
zado por M (M < Cg(N) < Cg(LNN) -vide Proposicao[1.3.2),logo LNN < LM = G.
Dado que N é normal minimal em G e LN N # {1} (contém x,,1), deduzimos que
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LNN = N;masentdo, G=LN=Led(G)=d(L) <d+1=d(G/N)+ 1.

Entdo, para concluir nossa demonstragdo, temos apenas que considerar o caso: N é
0 unico subgrupo normal minimal de G. Pelo Corolério|1.3.13

N =_5",

o produto direto de n cépias de um grupo simples nao abeliano. Além disso, conside-
rando a agdo por conjugagdo de G em N, temos que o ntcleo desta é o centralizador
Cg(N), o qual é trivial, pois, caso contrério, conteria o subgrupo normal minimal N

donde este seria abeliano, um absurdo. Isto é, temos S” < G < Aut(S"). Pelo Teorema

[L.6.15
Aut(S") = Aut(S)1S,,

o produto entrelagado entre Aut(S) e o grupo simétrico de grau n. Logo, os elementos
de G sdo da forma ((hy,...,hy,),0), comh; € Aut(S)eo € S,. Paracadai, 1 <i < n,
seja

Si={1} x---x {1} x Sx {1} x---x {1} (S nai-ésima entrada),

ouseja, Sy, ...,Sy sdo os fatores diretos de S”. Sejam d = d(G/N) e g1,...,84 € G tais
que G = (g1,...,84,N). Dai, G= NRcomR = (g1, ...,84) (pois N < G) de modo que

N = Slc = S{\]R = (S{\])R — S:Il{ _ S§g1,...,gd>,

onde a primeira igualdade vale porque S < G e S¢ < N, e a quarta porque S; < N.
Para concluir nossa demonstragao, é suficiente provar:
(x) para todo ¢ € Aut(S"), existem x,y € S" tais que S1 < (xg, V).
Com efeito, se (x) é verdadeiro, tomemos ¢ = g1 e escolhamos x,y € N tais que

S1 < (xg,y). Afirmamos que

_ cl81-8d) (x81,-/84)

N = Sl 1 d S Sl 1 d .
De fato, seja u € (g1,...,84), logou = x1---x,comr € Neux; € {gfﬂ,...,g;tl}
(1 <i < r). Agora, notemos que dado v € G, S} = S; para algum j € {1,...,n},

pois G < Aut(S") e os normais minimais de S" sdo os fatores diretos Sy, ..., S, (vide

Proposigdo(1.6.11). Além disso, dado k € {1,...,n},

—1 -1 .1 ~1,.-1 -
=S =85" e S = (50)" =507 =58
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pois x € N normaliza Sy, ..., Sy. Portanto,

/ /
u __ QX1 Xr X1y

com x € {(xg1)*!,.. .,gdﬂ}, ou seja, S C S§Xg1""’gd>. Pela arbitrariedade de u, a

afirmagdo segue. Como S; < (xg1,y), o subgrupo T = (xg1,%2,--.,84,Y) de G contém

S§xgl/'-'/gd> 2 Sigl/-~~/gd> — N

donde T = G (pois G = NR), e, portanto,
d(G)=d(T) <d+1.

Entdo, vamos provar (x): seja ¢ = ((hy,...,hy),0) € Aut(S"). Vamos dividir em

dois casos:

(@) (1)c = 1. Considerando os elementos h; e idg de Aut(S), temos, pelo Teo-

rema (vide Observagdo 2.2.7), que existem x1,y; € S tais que S < (x1hy,¥1):
em particular, isto implica S = (y;)®"¥1), De fato, (y1)° < Sey; # 1 (pois, caso
contrario, S < (x1h1,1) = (x1h1) seria abeliano). Como S é simples, segue-se que
S = (11)5 < (y1)®M¥), Por outro lado, (y1) < Se S < Aut(S), logo (y;)M1my1) < g
donde S = (y;)™1m¥1) | Agora, consideremos os elementos x,y € Sy assim definidos:

x=(x,1,...,1), y=(y,1...,1).

Dado que (1)0 = 1, temos que y° = y e os dois elementos (x1h1,1,...,1) e xg =

((x1h1,ha, ..., hy),0) agem por conjugagdo em S; da mesma maneira:

(5,1,..., D) mled) = (gh 1 1) = (511, 1)7
=(s,1,..., 1)((x1hlrh2,...,hn),0')

= (s,1,...,1)%, Vs € S.
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Também, dado s € S,

Isto nos fornece ()% = ((y1,1,...,1)) {1 1) 1-1)) - Afirmamos que
((t1,...,1)|t€ <y1><x1h1,y1>> < {(y1,1,...,1)) hde )yl 1))

De fato, seja (t,1,...,1) tal que t € (y1)<x1h1'y1>, entdo t = til ---#;" comr € N e para
cadai € {1,...,r},e;==*let; = (y|")% comm; € Zez; € (x1h1,y1). Agora, notemos
que

(t1,...,1) = (- 1,1,...,1) = (1,1,..., 1) - (£,1,...,1)7,

logo é suficiente mostrar que cada (t,1,...,1) pertence a
(y1,1,..., 1)) L)yl 1)) Temos t; = (y;")% com m; € Z ez € (x1h1,y1).
Assim, z; = up---us coms € Neu; € {(xi)*,y77'} (1 < j < s). Como
(5,1,..., 1)L — ()™ 1 gy e (5,1,...,1) 0D = (71,0, 1),
paratodos € S,

(t,1,...,1)

((y1H#,1,...,1)
— (yflni’ 1’ e, 1)(1/[1,1,..‘,1)--'(Ms,l,.‘.,l)

((yL 1,..., 1)171,-)(ul,l,...,l)-~-(us,1,...,1) c <(]/1; 1,..., 1)> ((xlhl,l,...,1),(y1,1,...,1)),

e a afirmacdo segue. Mas entdo (xg, y) contém

< >x8]/ <(]/1/ | )>((x1h1,1,...,1),(yl,l,...,l))
> ((, 1) [t € (yp)m¥ly = ((t,1,...,1) | t€ S) = §;.

(b) (1)o # 1. Escrevamos ¢ = 07 - - - 0; como um produto de ciclos disjuntos e seja
o1 = (1,ny,...,n,) ociclo contendo 1. Além disso, seja h = hyhy, - - - hy, € Aut(S). No-
vamente, pelo Teorema existem x1,y1 € Stais que S < (x1h,y1) e S = (yy) 1),

Definamos

x=(x,1,...,1), y=(y,1...,1).



62 Geragdo de Grupos Finitos

Dadoi € {1,...,r — 1}, temos que (xlhl,hz,...,hn)(airl = (hn;,,s---), pois sendo

t1 = xihy et; = hjparatodoj € {2,...,n}, temos t,; =ty = h Com isso,

Mit1-
obtemos que

g = (xg) = (xg)(xg) - - (xg) = ((xah1hny,...),0°)(xg) - - - (xg)
= ((x1hilnyhy, .. ), 0°) (x8) - - - (xg)

= ((x1hihy, -+ hy,,...),0")
= ((x1h,...),0").

Agora, (1)c" = 1demodo que ge (x1h,1,...,1) agem por conjugagdo em S; da mesma
maneira. Como no caso anterior, obtemos

S1< ((y, 1., 1))kl DAl = () @Y < (g, y) < (xg,y).

Isto completa a prova de (), e, entdo, o teorema segue. O

Para um grupo monolitico nao ciclico, conseguimos uma igualdade. Mais precisa-
mente, temos o:

Teorema 2.2.9. Se um grupo ndo ciclico G contém um inico subgrupo normal minimal M,
entio d(G) = max{2,d(G/M)}.

Esse resultado é uma generalizacdo do fato de que todo grupo simples é 2-gerado.
Usé-lo-emos nas demonstracdes dos Teoremas [A] e [Cl Observamos que a prova do
Teorema é feita por uma redugdo aos grupos simples, de modo a usar a classi-
ficagdo dos grupos simples finitos.

O caso M abeliano foi considerado no artigo Some applications of the first cohomology
group [1] de Michael Aschbacher e Robert Guralnick. Para M ndo abeliano, isto foi
provado no artigo Generators for finite groups with a unique minimal normal subgroup [20],

por Andrea Lucchini e Federico Menegazzo.

2.3 Grupos Crown-Based Power

Esta e a proxima se¢do sdo baseadas em [8].

Seja L um grupo primitivo monolitico néo ciclico finito, com M = soc(L). Em toda
esta se¢do, L sempre denotard um tal grupo. Observamos que se M é abeliano, entdo
este é complementado em L, pela Proposi¢do|1.5.11|(uma vez que (L) = {1}).



2.3 Grupos Crown-Based Power 63

Para cada inteiro positivo k, definimos o subgrupo crown-based power Ly do produto
direto L¥ por
Ly = {(11,...,Zk) S Lk ‘ L=---=1, mod M}

Vamos verificar que Ly é, de fato, um subgrupo de L¥. Claramente, (1,...,1) € L,
logo Ly # @. Sejam (I, ...,1Ix), (r1,...,tx) € Ly arbitrarios. Entdo

Lh=---=l modM e n=---=r modM,

ou seja,
Ml = --- = MlI e Mry = --- = Mry.

Desse modo, obtemos
Mlyry = -+ = Mlirg e Mll_lz"':Mlk_l,
isto €,
hri=---=Lr modM e Iy E---Elk_1 mod M.

Isto nos fornece que (Iy,...,lk) - (r1,..., ) € (Ii,..., I~ 1 pertencem a L. Portanto,
Ly < Lk,

Observagio 2.3.1. Temos Ly = MF* - diag(L¥). De fato, sejam (my,...,m;) € MFe
(1,...,1) € diag(L¥). Entdo, para todos i,j € {1,...,k}, temos m;l = m;l mod M, pois
Mm;l = Ml = Mmjl. Consequentemente,

(my,...,mg)-(L,...,1) = (mil,...,ml) € Ly.

Portanto, M* - diag(L¥) C Ly. Reciprocamente, seja (I1,...,ly) € Ly, logoly = -+ = I
mod M. Dai, Ml; = --- = MlIy donde, para cada i € {1,...,k}, existe m; € M tal que
li = m;ly, sendo my = 1. Desse modo, obtemos que

(ll,...,lk) = (mlll,...,mkll) = (ml,...,mk) . (11,. . .,11) € Mk dlag(Lk)

Por conseguinte, Ly C Mk . diag(Lk), e, portanto, Ly = Mk . diag(Lk).
Vamos agora mostrar algumas propriedades desses subgrupos.

Proposicio 2.3.2. O socle de Ly é MF, um produto direto de k subgrupos normais minimais
(cada um isomorfo a M), e Lk/Mk =L/M.
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Demonstragdo. Primeiro, vamos mostrar que L/ MK = L/M. Para isto, definamos a
aplicacdo 7y : Ly — L/ M por

(ll,. ey lk)’Y = Mll, sempre que (ll,. ey lk) € L.

Temos que, de fato, y estd bem definida, pois se (I1,...,Ix) = (r,..., 1), entdo l; = rq
de modo que Mly = Mry e (Iy,...,Ix)" = (ry,...,7¢)7. Dado Mr € L/M, temos
Mr = (r,...,r)7,com (r,...,r) € diag(LF) C L. Isto mostra que 7 é sobrejetiva.

Agora, sejam (Iy,...,1k), (r1,..., 1) € Lg. Dai,

(e i) - (r1 e )Y = (ire, oo k)T = My = (M) (Mrq)

= (ll,. . .,lk)’y(l’l,. . .,Tk)’y.

Assim, 7 é um homomorfismo. Vamos entdo calcular o ker(7)
(I,...,Ix) € ker(y). Temos (ly,...,lx) € L e Ml = M. Isto implica

. Para isto, seja
M = Ml = --- = Ml donde Iy,..., Iy € M, e, portanto, (I1,...,Iy) € ME.

Por outro lado, dado (mq,...,my) € MF, temos Mmy = --- = Mmy = M, logo
(my,...,mg) € ker(v). Dessa forma, concluimos que ker(y) = M, em particular,

Mk < L. Portanto, pelo Teorema dos Isomorfismos, L/ Mk~ 1/M.

Agora, vamos mostrar que soc(Ly) = MF. Com efeito, paracadai, 1 <i <k, seja
M;={1} x -+ x {1} x M x {1} x --- x {1},

onde M estéd na i-ésima entrada. Claramente, M; = M, e como M < L, obtemos que
M; < L¥donde M; < Ly, pois M; < Ly (M; < MK < L,). Afirmamos que cada M; é um
subgrupo normal minimal de Ly. De fato, seja N um subgrupo normal néo trivial de
Ly contido em M;. Assim, existe (1,...,m,...,1) € Ncomm # 1. Dado ! € L, temos
que (I,...,1) € Ly; logo, pela normalidade de N, obtemos que

Além disso, (m' | 1 € L) é um subgrupo normal de L contido em M donde é igual a M,
ja que M é normal minimal em L e m # 1. Com isso, concluimos que M; < N, e, entdo,
N = M,;, completando a prova da afirmagdo. Por conseguinte,

soc(Ly) > M - - - My = MF.
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Resta mostrar que soc(L;) < M. Para isto, vamos primeiro calcular C; (M). Dado
que M < L, temos que Cr (M) < L. Agora, vamos dividir em casos.

Caso 1. M ndo abeliano: neste caso, C (M) = {1}, pois, caso contrdrio, Cr(M)
conteria um subgrupo normal minimal de L, o qual seria M (por ser o tinico), e, assim,

M seria abeliano.

Caso 2. M abeliano: temos que M admite um complemento em L, digamos
K. Afirmamos que C (M) N K = {1}. Com efeito, visto que Cr (M) < L, temos
CL(M)NK < Kdonde K < N (Cp(M)NK). Também, M centraliza, e, entdo, nor-
maliza Cr (M) N K; consequentemente,

L = MK < NL(CL(M)NK).

Ouseja, CL(M)NK < L. Se CL (M) NK # {1}, entdo teriamos M < Cp (M) N K donde
M < K, e assim, MNK = M # {1}, um absurdo. Portanto, a afirmacdo segue.
Usando a Lei Modular de Dedekind (Lema [2.1.10), concluimos que

CL(M) = CL(M)NL = CL(M)N MK = M(CL(M)NK) = M.

Pela Proposigéo Crx(MF) = Cr(M)K,logo C;«(MF) = {1} se M é nao abeliano,
e C;x(MF) = MF se M é abeliano.

Agora, seja N um subgrupo normal minimal de Ly distinto de todos os M;’s. Dai,
pela Proposigéo paracadai, 1 <i <k temos N < Cp, (M;) donde N < CLk(Mk).
Como Ly < Lk, temos que Cp (M*) < Cjx(MF). Se M é nao abeliano, obtemos
N = {1}, um absurdo. Portanto, os tinicos subgrupos normais de L, neste caso,
sdo os fatores diretos My, ..., My de modo que soc(Ly) = MF. Se M é abeliano,
N < Cix(MF) = MF e, neste caso, concluimos também que soc(L;) = MF¥. Isto com-
pleta a prova da proposigao. O

Lema 2.3.3. O socle de Ly admite um complemento quando M = soc(L) é abeliano.

Demonstragido. Sabemos que M é complementado em L, logo existe H < L tal que
L= MHeMnNH = {1}. Afirmamos que

Ly = M* - diag(H").

De fato, M* e diag(H*) estao contidos em L; de modo que M* - diag(H*) < L;. Reci-
procamente, seja x = (I1,...,Ix) € Ly, entdo x = (mqhy, ..., mghy) para certos m; € M
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eh;j€ H(1 <i<k),pois L= MH. Mas como x € L, temos Mh; = --- = Mhy, e visto
que M N H = {1}, obtemos Iy = - - - = . Ou seja,

x = (mhy,...,mghy) = (my,...,myg) - (hy, ..., ) € M- diag(Hk).

Portanto, Ly < M* - diag(H¥), e a afirmacao segue. Agora, M* N diag(H¥) = {1}, uma
vez que MNH = {1}. O

Proposicao 2.3.4. Seja U um subgrupo normal minimal de L. Entdo Li/U = Li_q e
soc(Lx/U) = soc(Ly)/U.

Demonstragdo. Vamos dividir a demonstragdo em dois casos.

Caso 1. M é ndo abeliano: vimos na prova da Proposicdo que os Unicos sub-
grupos normais minimais de Ly nesse caso sdo My, ..., My, os fatores diretos de ME.
Assim, sem perda de generalidade, suponhamos U = My, e definamos « : Ly — Li_1
por

(..., )= (I, ..., k1), sempre que (Iy,...,I;) € Ly.

Dados (Iy,...,Ix), (r1,..., 1) € Lg, temos

((ll,. . -/lk) : (1’1,. . .,T’k))“ = (111’1,. . .,lki’k)a = (111’1,. . -/lkflrkfl)

= (llr---/lkfl) . (7’1,. . -/rkfl) = (ll,...,lk)a : (1’1,...,1’]{)“.

Isto mostra que « é um homomorfismo de grupos. Além disso, dado (I,...,lk_1) €
Ly_q, temos por definicio de Ly 1 que Iy = -+ = I[_; mod M. Dai, x =
(I,... k1, 1k 1) € Lye (I, ..., Ix_1) = x*. Portanto, a é sobrejetiva. Agora, vamos
calcular ker(«). Seja (I, ..., Ix) € ker(a). Entdo (I1, ..., Ix_1) = (I,...,. Ip)*=(1,...,1)
demodoquely =--- =1I;_1 =1.Dadoque (I1,...,Ilx) € Ly, temos Mly = Ml,_1 =M
donde Iy € M e (I1,...,Ix) € U. Ou seja, ker(a) < U. Por outro lado, U < ker(w),
e, consequentemente, ker(a) = U. Pelo Teorema dos Isomorfismos, @ : Ly/U — Ly 4
dada por (Ux)* = x* para cada x € L, ¢ um isomorfismo. Portanto, L, /U = L_;.

Agora, notemos que se T < L, entdao (TU/U)* = T*, logo (soc(Ly)/U)* =
(soc(Lg))* = soc(Lg_1) (pois MF —— M*-1). Por outro lado, como & é um isomor-
fismo, temos que (soc(Ly/U))* = soc(Ly_1). Portanto (soc(Ly)/U)* = (soc(Ly/U))*%,
e aplicando @ !, obtemos soc(L;/U) = soc(Ly)/U.

Caso 2. M ¢é abeliano: se para todo i € {1,...,k}, U C HM~, entao
jFi
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k

uc ﬂ HM]' = {1}, o que é uma contradicdo. Portanto, existem k — 1 fatores dire-

i=1j#i
tos de M]k tais que U ndo esta contido no produto destes. Sem perda de generalidade,
assumamos que U € M - - - My_1. Desse modo, UNM; --- M1 = {1},jd que U é
normal minimal em L;. Observamos que nesse caso (M abeliano), existe H < L um
complemento para M em L tal que diag(H*) é um complemento para M* em L (vide
Lema[2.3.3).

Agora, M é um H-grupo simples (a agdo é por conjugacdo). Com efeito, se K é um
H-subgrupo de M, entdo por definicdio H < Nr(K). E uma vez que M é abeliano,
K < M donde M < Ni(K). Dai,

L=MH<N.(K) e K<L

Como M é normal minimal em L, segue-se que K = {1} ou K = M. Portanto, M é um
H-grupo simples. Com isso, obtemos que

S:{1} <My < MMy < --- < MiM; - - - My = MF

é uma H-série de composigao de Mk, pois os fatores sdo todos H-isomorfos a M, e,
portanto, sio H-grupos simples (vide Proposi¢do [.7.2). Por outro lado, temos que
U também é um H-grupo simples (a agio de H sobre U é dada por (uy,...,u;)" =
(uﬁl, cer, uZ), para cada (uy,...,u;) € U). De fato, seja V um H-subgrupo de U, entdo

por definicdo
(01, ..., 00)P) = (Do) = (0,...,00) €V,

para todos (vy,...,vx) € Veh € H. Isto §, diag(Hk) <N (V).EVZSUCL MF, logo
VaIMe MF<N 1, (V) (pois M é abeliano). Portanto,

Ly = MF - diag(H") < N, (V) e V QL.

Dado que U é normal minimal em Ly, segue-se que V = {1} ou V = U. Dessa forma,
concluimos que U é um H-grupo simples. Entdo, pelo Teorema de Jordan-Holder (Te-
orema , a H-série {1} < U < MF admite um refinamento o qual é uma série de
composi¢do H-isomorfa a S, e, entdo, U =y M. Consequentemente, |U| = |[M| e

UMy - My_q| = [U] - [ My -+ M| = [M] - [ M[F = | M[f
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de modo que M¥ = UM; - - - Mj_;. Portanto,
Ly = UM, - - - M - diag(H¥)

e todo elemento de Ly pode ser escrito unicamente como umy - - - my_1h, com u € U,
m; € M; (1 <i<k—1)eh € diag(H*). Com isso, definamos 8 : Ly — Ly_1 por

(umy -+ - mg_1h)P =my - - my_sh,

semprequeu € U, mj e M1 <i<k—-1)eh ¢ diag(Hk). Vamos mostrar que S
é um homomorfismo de grupos. Sejam umy - - - my_1h e vny - - - nx_1h’ dois elementos
arbitrarios de L;. Temos

-1 -1 -1
(uml Ce mk*lh -ong - - leflh/)'B = (uml e mkilvh nﬁl .. nilil . hh/)ﬁ
-1 —1 -1 -1 -1
= (wo" mynl gl WP = mynl g _qnl
1 1
:ml..'mk_lnﬁl ..'nll;l_l.hh,:ml"'mk—lh'nl'..nk—lh/

= (umy - -my_1)P - (ong - mg_11')P,

pois M é abeliano. Pela arbitrariedade dos elementos, concluimos que  é um homo-
morfismo. Além disso, 8 é sobrejetiva, pois como observado anteriormente, Ly 1 =
MF1. diag(H*1). Por fim, ker(8) = U. Entao, pelo Teorema dos Isomorfismos,
Ly/U = Lg_1. Com o mesmo argumento do Caso 1, soc(Ly/U) = soc(Ly)/U, pois
(soc(Ly))P = (MF)P = M1 = soc(Ly_4). Isto completa a prova da proposigao. O

Corolario 2.3.5. Seja N um subgrupo normal de Ly. Entdo, ou soc(Ly) < N, ou
N < soc(Lg).

Demonstragio. A prova serd feita por indugdo sobre k. Consideremos k = 1. Se N =
{1}, entdo N < soc(Ly). Caso contrério, N contém um subgrupo normal minimal de
Ly = L, o qual deve ser M = soc(Ly), pois M é o tinico subgrupo normal minimal de
L. Portanto, o caso k = 1 é verdadeiro.

Entdo, suponhamos k > 1 e N # {1}, logo existe U um subgrupo normal minimal
de L; tal que U < N. Pela Proposigao existe um isomorfismo vy : Ly/U — Li_4
e soc(Ly/U) = soc(Lg)/U. Por indugdo, obtemos que ou soc(Ly_1) < (N/U)?, ou
(N/U)" < soc(Lg_1). Dai, ou soc(L;) /U = soc(Lg/U) = (soc(Lx_71))? < N/U, ou
N/U < (soc(Li_1))"" = soc(Lg/U) = soc(Ly)/U (pois v é um isomorfismo). Ou
seja, ou soc(Ly) < N, ou N < soc(Ly), completando a indugéo. O
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A Proposicao nos da que o grupo quociente de L sobre qualquer subgrupo
normal minimal é isomorfo a Ly ;. Em particular, a sequéncia d(Lq),...,d(Lg),... é

nao decrescente.

Vamos agora nos concentrar em provar que esta sequéncia é ilimitada.

Definicdo 2.3.6. Um automorfismo 7y : L — L age trivialmente em L/ M se o homomorfismo
induzidoy : L/M — L/ M,
Y :Ml— M7,

é a identidade. Isto equivale a dizer que 17 € MI, para todo | € L.

Notemos que 7 esta bem definido, pois M é um subgrupo caracteristico de L (é o
tinico subgrupo normal minimal de L). O grupo dos automorfismos de L que agem

trivialmente em L/M é denotado por I';.

Para um grupo finito G e um inteiro positivo m, seja ¢ (m) o nimero de m-bases de
G, ou seja, m-uplas ordenadas (xy,...,x;) de elementos de G tais que (xq,...,xy) =
G. Esta fungdo foi introduzida por Philip Hall [15], em 1936, com o nome de fungdo
Euleriana.

Lema 2.3.7. Seja F um grupo livre de posto m > d(L). Dado um homomorfismo sobrejetivo
B : F — L/M, consideremos o conjunto % dos subgrupos normais N de F os quais sio
niicleos de homomorfismos sobrejetivos de F em L que, compostos com a projegdo candnica
mt: L — L/ M, produzem B. Entdo, a cardinalidade do conjunto % é

¢L(m)
ITLlpr m(m)

Demonstragdo. Seja x1, ..., X, uma base de F. Pelas Proposi¢oes e temos que
B é unicamente determinado por xf =ML,..., xﬁ =MlyeL=(,...,Ilu, M). Agora,
seja A o conjunto dos homomorfismos sobrejetivos de F em L que, compostos com a

projecdo candnica 7t : L — L/M, produzem B. Seja também
B={(z1,-..,zm) € M" | L = (z1l1, ..., Zmlm) }.

Definindo f : B —+ A por
(er .. ,Zm)f — ,)/(Zl,..-,zm)’

onde y é 0 tinico homomorfismo sobrejetivo tal que
(21,e2Zm)

Y(zq,zm)
x; M =z, o, X = Zmlm,
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temos que f é uma bijecdo. De fato, f estd bem definida, j4 que F é um grupo livre de
posto m (vide Observagdo|1.8.4). Dado y € A, uma vez que y7T = f, temos

Y _ 2
;= zl;, e como 7y € so-

brejetivo, obtemos que L = (z1ly,...,zmly) (vide Proposigdo [1.1.3). Isto nos d4 que
(z1,...,2m) € Be (z1,...,zm)f = v, ou seja, f é sobrejetiva. A injetividade segue do

Assim, para cada i, 1 < i < m, existe z; € M tal que x

fato de que os [;’s estdo fixados.

Vamos entdo calcular o nimero de elementos do conjunto B. Para isto, considere-

mos T um transversal a direita de M em L,

c (0171, -, Omrm) €L |1, 1t €T, v1,...,0m €M,
L/M = (Mry,...,Mry) e L= (vir1,...,0m"m)

D={(1--.,ym) L™ [L={y1,..., Yym)}-

Claramente, C C D. Agora, seja (y1,...,Ym) € D. Como T é um transversal a direita
de M em L, temos que paracadai, 1 <i < m,y; = v;rj, paracertosv; € Mer; € T
(de modo tinico). Dado que L = (y1, - ..,Ym), segue-se que (y1,...,ym) € C. Portanto,
D C C, e, assim,

C=D.

Dada uma m-upla (rq,...,tm) € L™ talque rq,...,1m € Te L/M = (Mry,..., Mry),
o namero de m-uplas (vy,...,v,) € M™ tais que L = (vir1,...,0mrm) € |B|,
pelo Teorema Seja (t1,...,tm) € L™ uma m-upla tal que t1,...,t,, € T e
L/M = (M#t,...,Mty), distinta de (r,...,7y), digamos t; # rq, e consideremos

(wq,...,wy) € M™tal que L = (w1ty, ..., Wnty). Entdo, (wity, ..., wyty) é distinta de
todas as m-uplas (v171, ..., Umrm) acima, pois Mt; # Mry. Isto nos d4 que o namero
de elementos do conjunto C é

Cl = ¢r/m(m)|Bl.

Como |C| = |D| = ¢r.(m), concluimos que

|Al = |B| = ¢r(m)/ P m(m).

Para finalizar, sejam 1,72 € A. Entdo, ker(y1) = ker(y2) = N se, e somente se,
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existe um automorfismo a de L que age trivialmente em L/M tal que 7> = y1a. Com
efeito, se ker(y1) = ker(72) = N, consideremos os isomorfismos 77 : Nx — x71 e
Y2 : Nx — x7" de F/N em L (via Teorema dos Isomorfismos). Seja a« = 71 '75. Assim,
« é um automorfismo de L. Dado x € F, temos

AN = N2 = (Nx)72 = x72,

ou seja, 2 = 7. Além disso, o age trivialmente em L/ M, pois dado | € L, existe
x € Ftal que ! = x7 donde

MI® = MITT 72 = Mx"2 = Mx™ = MI,

ja que y17T = B = Y27t Reciprocamente, suponhamos que exista um tal automorfismo
« de L. Como 7, = ¥4, temos que

x€ker(yp)erM=1cx""=1<x"=1%& x € ker(n).

Portanto, ker(7y1) = ker(77). Com isso, podemos definir uma relagdo de equivaléncia
~ em A da seguinte forma: dados y1, 72 € A, 71 ~ 72 < ker(y1) = ker(2). A classe
de equivaléncia de um elemento 7y € A por essa relagao é

[v] ={0 € A| ker(6) =ker(y)} ={0 € A|JaeT comb =vya} ={ya|a T}

Dado que <y é sobrejetivo, ya; = yap = a1 = ap, consequentemente a aplicagdo
a — 7y é uma bijecdo entre os conjuntos I'; e [7y]. Portanto,

pr(m)/prym(m) = Al = |Z] - T'|
donde |Z| = ¢r(m)/|TL|$pL/m(m). Isto completa a prova do lema. O
Proposicdo 2.3.8. A sequéncia d(Ly),...,d(Lg),... éilimitada.

Demonstragio. Suponhamos que esta seja limitada. Logo, existe um inteiro positivo m
tal que d(Lx) < m, para todo k > 1 (em particular, d(L) < m). Seja F um grupo livre
de posto m (vide Teorema [1.8.2), e consideremos o conjunto I dos inteiros positivos
i tais que existe um homomorfismo sobrejetivo de F em L;. Notemos que I é ndo
vazio, pela Observagdo Afirmamos que I tem um maior elemento. Com efeito,

basta mostrar que I é limitado. Para isto, sejai € I, logo existe um homomorfismo
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sobrejetivo i : F — L;. Dado j,1 < j <, seja
i = ¥,

onde T L; — L é a projecdo na j-ésima coordenada, isto é, (I, .. L) = lj, sempre
que (l,...,1l;) € L;. Assim, cada 7vj € um homomorfismo sobrejetivo de F em L. Além
disso, dado x € F, temos que x¥ = (I,...,];), para algum (I,...,I;) € L;. Dai,
Ml = --- = Ml;, o que implica

XN == VT
onde 77 : L — L/M é a projegdo candnica. Desse modo,

M= == p,

com § : F — L/M um homomorfismo sobrejetivo. Sejam j; # j» em {1,...,i}, e seja
(mi,...,mj) € M' C Ly com m;, = 1emj, # 1 (M # {1}). Entdo existe x € F tal que

x¥ = (my,...,m;) de modo que
Vii — . — YVio — 1.
x=mj =1 e xfz—mjz#l,

ou seja, x € ker(y;) e x ¢ ker(yj,). Isto implica em ker(y;) # ker(vj,).
Consequentemente, |{ker(y1),...,ker(7;)}| = i e, pelo Lema 2.3.7, obtemos que
i < ¢r(m)/|TL|¢r,pm(m). Com isso, a afirmagdo segue, isto é, existe k o maior ele-

mento de [.

Agora, d(Li.1) > m, pois, caso contrario, existiria um homomorfismo sobrejetivo
de F em L (ja que F é um grupo livre de posto m — vide Observagdo donde
k + 1 pertenceria a I, contradizendo a maximalidade de k. Mas d(Ly,1) > m é uma
contradi¢do com a suposi¢do inicial, portanto a sequéncia d(L1),...,d(Lg),... é ilimi-
tada. O

Em particular, tomando L = S um grupo simples ndo abeliano finito, obtemos que a
sequéncia d(S),d(S?),...,d(S¥),... éilimitada. Ao final deste trabalho, daremos uma

outra prova para esse fato.

Mostramos que a sequéncia d(Li),...,d(Lg),... é ndo decrescente e ilimitada.

Agora, seja k € Z. Tomando um subgrupo normal minimal de L, digamos U,



2.3 Grupos Crown-Based Power 73

temos, pela Proposigao e pelo Teorema que
d(Lgy1) < d(Lgr/U) +1=d(Ly) + 1.

Portanto, se m > d(L), entdo existe um tinico k tal que

d(Ly) = m < d(Lgt1)-

Desse modo, definimos f(L,m) := k+ 1. Quando L pode ser identificado a partir do
contexto, escrevemos f(m) em vez de f(L,m). Na préxima se¢do, vamos fazer um

estudo sobre como a fungdo f pode ser calculada.

Lema 2.3.9. Sejam G um grupo finitoe Ny, . . ., Ny todos 0s seus subgrupos normais minimais.
Se para cada i € {1,...,k}, N; é nio abeliano, entio soc(G) é o produto direto interno de
Ni, ..., Ny. Ademais, soc(G) = Ny X - -+ X N.

Demonstragio. Dadoi € {1,...,k}, consideremos T = N; Ny ---N;_1N;;q - - Ni. Te-
mosT < GeT < N;. SeT # {1}, entdo T = N; (pois N; é normal minimal em G)
donde

N; < Np--+NiogNijy1 - N < Co(N;),

pela Proposigdo Mas isto é uma contradigao, ja que N; é ndo abeliano. Portanto,
T = {1}. Usando o Teorema o lema segue. O

Os grupos Lj tém sua importancia no estudo de grupos que necessitam de mais

geradores do que qualquer quociente préprio. Mais precisamente, temos o:

Teorema A. Seja m um inteiro positivo e H um grupo finito tal que d(H/N) < m para todo
subgrupo normal ndo trivial N, mas d(H) > m. Sem = 1, entdo ou H = C, x Cp, para algum
primo p, ou H é um grupo primitivo monolitico com socle M e H/ M é ciclico. Se m > 2, entdo

existe um grupo primitivo monolitico L tal que H = Ly ).

Por motivos de clareza, vamos usar a notagdo de classe lateral a esquerda na de-
monstragdo. Observamos que isto é indiferente quando o subgrupo em questao é nor-

mal.

Demonstragido. Dado que d(H) > m > 1, temos que H é um grupo ndo ciclico. Su-
ponhamos m = 1, ou seja, todo quociente préprio de H é ciclico. Como visto no
Exemplo d(H) =d(H/®(H)). Dai H/®(H) é também néo ciclico de modo que
P(H) ={1}.
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Se H é nilpotente, entdo este é um produto direto [T ; P;, sendo que P; é um p;-
grupo para cada i € {1,...,n}, e os p;’s sdo ntmeros primos dois a dois distintos.
Visto que H é nao ciclico, podemos supor que P; é ndo ciclico. Mas notemos que P é
um quociente de H via o subgrupo normal [T, P;. Dado que os quocientes préprios
de H sio ciclicos, deduzimos que H = P;. Uma vez que ®(H) = {1}, segue-se da
Proposigao que H ¢ abeliano elementar, isto ¢, H = Cj, (com p = p1), er > 2
porque H é nao ciclico. Contudo, o grupo C;_l é um quociente de H, logo é ciclico, e,

assim, concluimos quer =2e H = Cy x C,,.

Agora, assumamos H ndo nilpotente. Com isso, temos que existe um subgrupo
maximal K de H que nédo é normal em H (vide Teorema [I.4.1T). Se o coragdo normal
Kp é ndo trivial, entdo H/Kp € ciclico (por hip6tese) de forma que K/ Ky é normal em
H/Kpg e, por correspondéncia, K é normal em H, uma contradi¢gdo. Portanto, Ky =
{1}. Isto prova que H é um grupo primitivo.

Se H é ndo monolitico, entdo este admite pelo menos dois subgrupos normais mi-
nimais, digamos A e B. Pelo Teorema de Ore-Baer (Teorema [2.1.14), obtemos que H é
nao soltvel (haja vista que H é primitivo). Por conseguinte, A e B sdo nao abelianos, ja
que por hipétese H/ A e H/ B séo ciclicos. Por outro lado, AB/B = A é um subgrupo
do grupo ciclico H/B, logo A é ciclico, um absurdo. Portanto, H é monolitico. Sendo

M = soc(H), segue-se da hipotese que H/ M é ciclico.

Assumamos, agora, m > 2, e suponhamos que H contém um tinico subgrupo nor-

mal minimal, digamos N. Sendo H ndo ciclico, temos, pelo Teorema que
d(H) = max{2,d(H/N)},

o que implica d(H) = 2 ou d(H) = d(H/N), uma contradi¢do com as hipéteses do
teorema. Portanto, H contém pelo menos dois subgrupos normais minimais distintos.
Sejam Ni,..., Ny, ... os subgrupos normais minimais de H. Como d(H/N;) < m por
hipétese, existem m elementos hy, ..., h, de H tais que H = (hy,...,hy, Nq). Agora,
consideremos N, com r # 1. Uma vez que N1 < N1N,, temos H = (hy, ..., Iy, N1N;).
Dai, H/N, = (N, ..., hyu Ny, NN, /N;). Também, N1N, /N, é um subgrupo normal
de H/N; (pois NN, < H) e H/ N, é m-gerado por hip6tese. Entao, pelo Teorema[2.2.5,
existem m elementos x1,...,x, € Nj tais que H/N, = ((hix1)Ny, ..., (huXm)Ny), ou
seja, H = (h1x1, ..., hmXm, Ny).

Seja K, = (hix1,..., hmxy). Afirmamos que Nj e N, sdo ambos complementados

por K, em H. Claramente, H = K;N,, pois H = (hixy,...,huXyu, Ny). Agora, H =
(h1,...,hm, N1). Temos N7 < K;Nj e h; = (h,-xi)xi_1 € K,Ny, Vi =1,...,m de modo



2.3 Grupos Crown-Based Power 75

que H < K;Ny, e, assim, H = K,Nj. Resta provar que K, N N; é trivial (j = 1,7). Pela
Proposigao [1.3.2) N, < Cy(Nq) e Ny < Cy(N;). Assim, dados «, € K;, n, € Ny e
x € K, N Ny, temos

xfotr = () = x* € K NNy,

isto é, K, N N; < K;N, = H. Como este subgrupo normal estd contido no subgrupo
normal minimal N; de H, se K, " N; # {1}, entdio N; < K, e H = K,N; = K, é
m-gerado, um absurdo. A afirmagdo K, N N, = {1} é provada de forma analoga.

Agora, é facil mostrar que as projegdes 7, : K, N (N3 x N;) — Nj e

pr : Ky N (N7 X N;) — N sdo isomorfismos. Consideremos primeiro 7t,. Temos
= 2\ 7T = 7\ 7T = T (77— 57\ 7T
(mny -1y ny)™ = (mymnyy)™ = mny = (man,)™ (n1 1),

para todos min,ny n, € K,N (N7 x N;), logo 7, é um homomorfismo. Dado
n € Ny < H = K\N,, existem t € K, e n, € N, tais que n; = tn,: en-
tdo, t = nmn,! € K, N(Ny x N;) e " = ny donde 71, é sobrejetiva. Por fim, se
x = mn, € ker(m,), entdo ny = ¥ = 1, ouseja, x = n, € K, NN, = {1}. Isto
nos fornece que ker(7r,) = {1} e 7, é injetiva. Argumentos anédlogos podem ser apli-

cados para p;.

O que vamos usar a partir disso é que, para cada r > 1, existe um subgrupo K; que
complementa ambos Nj e N;, e um isomorfismo ¢, : Ny — N, (a saber ¢, = 7, 1pr) tal
que

K, N (Ny x N;) = {xx? | x € Ny }.
Para ver esta ultima igualdade, seja t = nin, € K, N (N7 x N;). Assim, ¢ = ny, logo

-1
n? =t = nyn, donde

- 1
n{" =n" " = (n]" )r=(mn,) =n,

ou seja, t = nln(lp’ € {xx? | x € Nj}. Reciprocamente, dado x € Nj, existe

t =mnn, € K, N (N7 X Ny) tal que x = "7 (pois 71, é sobrejetiva) de modo que
P = tﬂr(tﬂr)”r_lpr =t = pn, =t € K, N (Ny X N,).

Portanto, K, N (Ny X N;) = {xx? | x € N1 }. Como Nj e N, sdo normais em H, obtemos
que K; N (N7 x N;) 9 K, logo este é um K,-grupo (com a agdo por conjugacao), assim
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como Nj e N;. Além disso, dado t = nyn, € K, N (N x N;), temos

(£9)7 = ((mane)*)™ = (ny'ny)™ = ny" = ((mn,) ™) = ()",

() = ((mane))fr = (ny nyr)Pr = myr = ((namy)Pr)* = (#7)",

paratodo x, € K;,isto é, ambos 71, e p, sdo K;-isomorfismos de maneira que ¢, = 7, 1 Or

também o é.

Quando N; é abeliano, os ¢,’s sdo na verdade H-isomorfismos. De fato, dados
x € Nyeh € H = K;Nj, existem x, € K, e n; € Nj tais que h = x,ny. Dai,

(E) = () = () = (e = () = () = (o = (),

pois N; < Cy(N;). Provamos nesse caso que cada subgrupo normal minimal de H é
abeliano e complementado de modo que ®(H) = {1} (vide Observacao[1.5.12), e, por
conseguinte, soc(H) admite um complemento. Com efeito, pelo Teorema [1.3.8] (vide
Observagao[1.3.9), existe um inteiro k > 2 tal que soc(H) é o produto direto interno de
Nj,, Nj,, ..., N; . Sem perda de generalidade, assumamos que Nz-]. =N;, Vji=12,...,k
Assim, soc(H) é abeliano e soc(H) N ®(H) < ®(H) = {1}, logo a Proposigao
nos da que existe K < H tal que H = soc(H)K e soc(H) N K = {1}.

Agora, seja L = N1K. Temos N; < L, pois N < H e N; < L. Suponhamos que
exista N < Ltal que {1} < N < Ny. Dadosh =nyny---nyk € Hen € N,

= (cIn ) 1 1

R Y ﬂl_l)n(mnz - nkK) = x nk = n*,

jaquen € Ny < Cy(N;), Vi=1,...,k. Dadoque xk € K < Le N < L, obtemos que
n* € N. Ouseja, N < H, uma contradi¢do com a hipétese de Nj ser normal minimal
em H. Portanto, N; é normal minimal em L. Afirmamos que este é o tinico subgrupo
normal minimal de L. Para ver isto, mostremos primeiro que o cora¢do normal de K
em L é trivial: K = {1}. Ora, dado i, 1 <i <k, temos

N;NKp; < N,NK < SOC(H) NK = {1}
Por conseguinte, pela Proposi¢éo[I.1.§]

N; < Cr(Ky) < CH(Kp) < Ny(Kp).
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E K < Ny(Kp), pois Kp < L e K < L. Portanto,
H = NiN;---NK < Ny(Kp)

donde K; < H. Se K; # {1}, entdo K conteria um subgrupo normal minimal de H,
digamos T. Assim,
T <soc(H)NKy <soc(H)NK = {1},

o que seria um absurdo. Logo K; = {1}, como queriamos. Visto que N; < L, temos
Cr(N7) < Ldonde C (N7) NK 9 KeK < Nr(Cr(N7) NK). Também, Nj estd contido
neste normalizador de modo que L = N;K < N (Cr(N7) NK) e CL(N7) NK < L. Haja
vista que K; = {1}, segue-se que C1(N7) N K = {1}. Pela Lei Modular de Dedekind

(Lema(2.1.10),
CrL(N7) =Cr(N7) NL = Cp(N7) N N1K = N1(Cr(N7) NK) = Nj.

Se existisse N # Nj normal minimal em L, entdo, pela Proposicao[1.3.2) N < C(N;) =
Ni. Mas isto seria uma contradigdo, ja que N7 é normal minimal em L. Portanto, a
afirmacdo segue, ou seja, L é monolitico. Pela Observacdo temos que Ny ¢ L
donde ®(L) = {1}. Desse modo, L é primitivo monolitico (vide Proposigdo 2.1.6).

Vamos entdo mostrar que H = L;. Definamos ¢ : H — L por

— - 1
¢t ¢
XK, X0 K, X K,

(x1x2 - - x5) P = ( onde ¢; = idy;.

1 1
Paracadai € {1,2,...,k}, xj)i K= K(Kflx?" k) € kNj, ou seja,

xfl_lk = xfglx == x;f"_lx mod Nj.
Além disso, se x1xp - - - Xkk1 = Y1Yy2 - - - Yk, entdo x; = y;, Vi = 1,2,..., ke x; = xp,
pois H é o produto semidireto interno de soc(H) por K e soc(H) é o produto direto
interno de Ny, Ny,...,Ni. Dessa forma, x?flkl = y?flxz, Vi = 1,2,...,k, donde
(x1x2 - - xpk1)? = (y1y2 - - - yxk2)? e @ estd bem definida. Dado (I1,1p,...,1lk) € Ly,
cadal; = yjxjcomy; € Nyex; € K.Comol; =l =--- =y mod Nj, obtemos que

K1N1 = K2N1 == KkNl-

Dai,Ki_lxl e NiNK={1}, Vi=2,...,k, isto é, k1 = kp = - -+ = K. Visto que ¢; é um
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¢

isomorfismo, y; = x;' , para algum x; € N;, donde

-1 1 -1
(I, b, ..., 1) = (x(lp1 Kl,xg)z K1,...,x;fk K1) = (x1x2 - - - xxkep)?.

Isto mostra que ¢ é sobrejetiva. Dados h; = x1x2 - - xk1 € hy = y1y2 - - - yxko em H,
temos

Kfl K;l Kfl
hlhz = (X1.X'2 e kal)(ylyz .. .ysz) = X1Xp ‘- xkyl yz .. yk K1Kp

VI R o Ky !
—x1y1 XQyz ---xkyk K1K2.

Assim,
-1 -1 -1

1 -1 —~1
(hp)? = ((xay' )1 Kixo, (xayy' )2 Kara, ..., (et )% Kaxa)?.

Paracadai € {1,2,...,k}, temos

4 - -1

-1 o, ¢t ¢! o
i ko =x;T (v ) Kk =x] Ky Ko,

-1 4 -1 -1
eyl ) ey = 27 (Y

pois ¢; é um H-isomorfismo. Dai,

-1 -1 —1 —1 -1 —1
(hhy)? = (xf)1 K1y(f1 Kz,xgjz Kﬂ/qzb2 Kz,---,x,(fk KWZ)" K2)

¢t ¢! ¢t ¢!
= (67" K1, %% K1, K1) - (Y K2, Y Ko, YK K2)

= (xle ce kal)(p . (ylyz .. ,ysz)QD = hip . hg)

~1
Portanto, ¢ é um homomorfismo. Seja x1x; - - - xxk € ker(¢). Entéo, x;P" k=1, Vi=
-1
1,2,...,k. Dai, xfl =x1eNNK={1},0 que implica x; = ¥ = 1. Analogamente,
-1 —1
xg)z =... = xf" = ldonde x; = --- = x; = 1. Isto nos fornece que ker(¢) = {1},

ou seja, ¢ € injetiva. Concluimos que ¢ é um isomorfismo e H = L.

Agora, assumamos que Nj é ndo abeliano. Para este caso, escolhamos k tal que os
subgrupos normais minimais de H sdo Ny, ..., Ni. Seja a; : H — Aut(N;j) o homo-
morfismo definido pela acdo de conjugacdo de H em Nj,

h

x> x sempre que h € H, x € Nj.

Observamos que ker(a1) = Cy(Nj). Seja L aimagem de a. Este grupo possui somente

um subgrupo normal minimal, a saber o grupo ndo abeliano M = Inn(N;). Com



2.3 Grupos Crown-Based Power 79

efeito, Z(N;) = {1}, pois Z(N;) < H (ja que Z(N;) <. Ny < H), Z(N;) < Nj,
Z(N1) # Ni (N7 é ndo abeliano) e N; é normal minimal em H. Entdo, dado que
N; # {1}, existe 1 # n; € Nj. Se .%,, = idy,, entdo ¥ = x, Vx € Nj, donde
ny € Z(N7) = {1}, um absurdo. Assim, M # {1}. Se .%, € Inn(Ny), entdo .%, € L,
pois .%, = n*1. Logo, M < L, e como Inn(N;) < Aut(Np), segue-se que M < L.
Suponhamos que exista K < L tal que {1} < K < M, logo existe n # 1 em Nj tal que
n“ € K. Considerando N = (n' | h € H), temos que N # {1} (poisn € N), N < He
N < Nj, consequentemente N; = N, ja que Nj é normal minimal em H. Dessa forma,
como K < L,
(n")M = (n*)" € K, Vh € H,

isto 6, M < K de modo que M = K, um absurdo. Com isso, concluimos que M é
normal minimal em L. Agora, vamos calcular C.(M). Seja h*t € C(M), entdo

hin*t = n™1h™, VYn € Ny,

isto é, x"M = x"h, para todos x,n € Nj, ou melhor dizendo, hn=1hn € Z(Ny), para

todos x,n € Ny (h~'n~'hn € Ny, pois N; < H). Como Z(N;) = {1}, n" = n, Vn € Ny,
isto é, hi*1 = idy;,. Portanto C; (M) = {1} donde M é ndo abeliano e é o tinico subgrupo
normal minimal de L. Isto nos fornece que Z(M) = {1} (pois Z(M) <. M < L) donde
M n&o é nilpotente, e, por conseguinte, (L) = {1} (vide Teorema . Ouseja, L é
um grupo primitivo monolitico, pela Proposicao[2.1.6

Para r > 1, definamos «, : H — Aut(Nj) por
W sx e (x7)M)%' sempreque h e H, x € Ny.
Seja h € H. Dados x1, x, € Nj, temos
a=nead =xd e () =) e (N = (M e =2,

pois ¢ é um isomorfismo. Isto nos dd que h*" estd bem definida e é injetiva. Além

disso,

(x1x2)™ = (((r12)))0 = () = ()" ()
= ()M () = A

logo h* é um homomorfismo. Dado 1 € Ny, n = x', onde x = ((n?)" )%"' € Ny, de

Z

modo que h* é sobrejetiva. Portanto, h*" é, de fato, um automorfismo de Nj, e, assim,
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«, estd bem definida. Também, dados h1,hy € He x € Ny,
Qy oy -1 ay -1 -1 -1 ay
P = ()Y = (e iyt = (e = ),
logo (hihy)® = hi"hy" e a, é um homomorfismo. Notemos que

ker(a,) = {h € H|h* =idy, } = {h € H| (x?))?" = x, Vx € N;}
={he H| ()" =x", ¥x € N;} = Cy(N,),

pois ¢, é um isomorfismo. Agora, como H = K;Nj, podemos escrever cada h € H
comoh =uvcomu € K,, v € Ny, e, entdo, dado x € Ny,

-1

()" = ((x) )9 = 2t = ()0, 2.1)

onde a primeira igualdade vale pois N; centraliza N, e a segunda porque ¢, é uma
K;-aplicagdo: assim, h*" é h"1 seguido por um automorfismo interno de N; induzido

por oL, Consequentemente,
1 =...=h"% mod M (2.2)

Além disso, provamos acima que K, N (Nj x N;) = {xx? | x € N;}. Entdo, por (2.1),

dado n € Nj, visto que ¢ é um K,-isomorfismo e N, centraliza Nj,
I =y — (xn)n‘7” _ xnn‘/’r _ ((xtpr)nn‘/’f)gbfl _ x(mﬂ”)‘”/

para todo x € Np, ou seja, M < Im(a,). Portanto, (2.2) nos da que cada &, tem imagem

L. Por fim, vamos mostrar que H = L; (lembremos que k > 2 é o inteiro tal que os

subgrupos normais minimais de H sdo Nj, ..., Ni). Definamos ¢ : H — Ly por
W= (h™,... h™), sempre que h € H.

Temos que i estd bem definida por e, como cada «; € um homomorfismo, segue-
se facilmente que ¢ também o é. O niicleo desse homomorfismo é a intersecdo dos
nucleos dos g;’s, isto €, dos centralizadores Cy(N;) (com i = 1,...,k). Esta interse¢ao
é um subgrupo normal de H, e, portanto, é trivial, pois, caso contrdrio, conteria algum
N; de modo que este seria abeliano, um absurdo. Com isso, concluimos que ¢ é um
homomorfismo injetivo de forma que |H| < |Lg|. Para obter que i é um isomorfismo,
basta verificar que |H| > |Lk|. Pelo Lema soc(H) é o produto direto interno de
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Nj, Ny, ..., Ni. Sabemos que N1/Z(Nj) = Inn(N;) = M, logo N1 = M e |soc(H)| =
IM|¥. Como Ny NN, - - - N = {1}, temos

Np|- [Nz - - Nyl

M[F = H)| = [NiNs -+ Ny | = 1 = |M|-|N,---N,

|M|" = [soc(H)| = [N1Np - - - Ng| Ny AN, - N [ M] - [Nz - - N
donde |N;---Ni| = |M[*"l. Agora, afirmamos que L/M = H/N;C, onde
C = Cg(Np). De fato, pelo Teorema dos Isomorfismos, a1 induz o isomorfismo

a7 : H/C — L dado por (hC)® = h*1. Seja K a pré-imagem de M por &7. Temos
NiC/C < Ke |[NiC/C| = |N1| = |M| = |K|, logo N;C/C = K. Consideremos

8 = ayr, onde 7t : L — L/ M é a projecdo candnica. Assim,
ker(0) = {hC € H/C | (hC)ﬂM =M} ={hCe H/C| (hC)ﬂ € M} =K=N,C/C.

Pelo Teorema dos Isomorfismos,

L, H/C _ H
M~ NiC/C ™~ NiC

donde a afirmacdo segue. Como N5 ---N; < C, obtemos que |[M|F~1 < |C|. Além
disso, pela Proposicéo Ly/MF = L/M. Dai,
H

vk
N.C |M]|

H _MF
Nl [C] = ] - [M[T

Lyl = [M[*| | = [M[* [H| = [H],

L
M
isto é, |H| > |Lg|, como queriamos. Portanto, H = L.

Independentemente de N; ser abeliano, provamos que H = L com k > 2, conse-
quentemente H/N; = Li_;. Ora, basta notar que se ¢ : H — L; é um isomorfismo,
entdo Ny é normal minimal em L; e ¢ induz um isomorfismo ¢ : H/Nj — Li/N7,
a saber hN; — h”NY. Pela Proposigdo obtemos que Ly/N{ = L;_; donde
H/N; = Ly_4. Portanto, d(Ly_1) = d(H/Ny) < med(Ly) = d(H) > m. Sabemos
que d(Ly) < d(Lx_1)+1,logo d(Ly_1) = m, pois, caso contrdrio, teriamos

d(Lk) < d(kal) +1< (m — 1) +1=m,
um absurdo. Em resumo, temos
d(Li—1) = m < d(Lg).

Pela defini¢do da funcdo f, isto significa que k = f(L,m), e a prova do teorema esta
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completa. O

Observacgao 2.3.10. Em ambos os casos de m = 1, temos que H é do tipo Ly para algum inteiro
positivo k. De fato, se H = Cp x Cp para algum primo p, entdo H = Ly com L = Cp. Mais
ainda, H & Lf( L1), Uma vez que

d(L) =1<2=4d(L?) =d(Ly),

pelo Exemplo Agora, no caso em que H é um grupo primitivo monolitico, basta considerar
L sendo o préprio H de modo que H = L.

2.4 Cilculo da Fungédo f(L, m)

Agora, descreveremos como a fung¢do f pode ser calculada. Aqui, L também de-
nota um grupo primitivo monolitico ndo ciclico finito, com M = soc(L). O objetivo
principal desta se¢do é demonstrar o Teorema B} Para isto, vamos comegar com alguns

lemas.

Lema 2.4.1. Suponhamos que M é nio abeliano e seja N um subgrupo normal ndo trivial de Ly
contido em soc(Ly). Entdo N é um produto de alguns dos fatores M;. Ademais, se L/ N = L,
entdo N é um produto de k — 1 fatores M;, e o conjunto A" dos subgrupos normais de Ly

contidos em soc(Ly) tais que o quociente é isomorfo a L tem cardinalidade k.

Demonstracio. Sabemos que soc(Ly) = MF = M; x --- x My, onde M; = M, para
cadai = 1,...,k. Pelo Corolario [1.3.13} existe um grupo simples ndo abeliano S tal

que M = S, para algum inteiro positivo m. Paracadai = 1,...,k, escrevamos M; =
Si1 X -+ X Sy

Agora, seja N < Ly com {1} # N C soc(Ly). Temos que soc(L;) = MF =2 §"k logo
N é da forma

m

k
T11X--'><T1mXT21X"-XTZmX~~-XTk1><---><Tkm:H TI]/
i=1j=1

onde cada Tj; é {1} ou Sij (vide [22) 3.3.12]). Afirmamos que se T;; = S;; para algum

pari,j, entdo T;; = S; paratodo! € {1,...,m}. De fato, claramente,

NOAM;,=Tq xX---x Ty,
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Além disso, NN M; < Ly, jaque N < Ly e M; < L. Uma vez que existe j tal que
T;j = Sij, obtemos N N M; # {1} donde N N M; = M;, pois M; é normal minimal em
Lg. Consequentemente, M; C N de modo que T;; = S;; paratodo! € {1,...,m}. Como
N é um produto de alguns fatores S;j, segue-se que N é um produto de alguns M;’s.

Com isso, temos que |[N| = |M|", onde r é a quantidade de fatores do produto
(notemos que r < k). Suponhamos que Ly/N = L. Entdo

|Li| = [Le/ NI - IN| = [L] - [N].
Por outro lado, a Proposicdo nos fornece L/ M* = L/ M de modo que
Ll = |Le/ M| M = |L/M] - [M]* = |L] - [ M

Assim, [N| = |[M[|F1, e segue-se que r = k — 1. Ou seja, N é um produto de k — 1
fatores M;.

Agora, seja K um produto de k — 1 fatores M;. Sem perda de generalidade, as-
sumamos que K = Mj --- Mj_q1. Entdo K < Lj (pois cada fator M; 0 é) e K < Mk,
Considerando a k-ésima projegdo ¢ : Ly — L, temos L;/K = L. De fato, temos que 1
é um homomorfismo sobrejetivo. Se (I, ..., 1) € ker(¢y), entdo Iy = (I3,..., L) = 1.
Dado que (Iy,...,lx) € Lg, temos Ml; = --- = Mly = M donde I,...,l;_1 € M, e,
assim, (Iy,...,lx) = (I3,...,Ix_1,1) € K. Portanto, ker(¢) = K e, pelo Teorema dos
Isomorfismos, Ly /K = L. Com isso, concluimos que a cardinalidade de .4” é a quanti-
dade de produtos de k — 1 fatores diretos de M¥, ou seja, é k. Isto completa a prova do
lema. H

Lema 2.4.2. Sejam g : G — H e h : G — K homomorfismos sobrejetivos tais que ker(g) =
ker(h). Entdo existe um isomorfismo ¢ : H — K tal que g¢ = h.

Demonstragio. Seja N = ker(g) = ker(h). Pelo Teorema dos Isomorfismos, § = 75 e
h = 7th, onde 71 : G — G/N é a projecdo candnicae g : G/N — Hel : G/N — K sdo
os isomorfismos induzidos por g e h, respectivamente. Assim,

T=g3 ' = h=rmnh=g3 'h

Escolhendo ¢ = §’1ﬁ, o lema segue. O

Lema 2.4.3. Dado um homomorfismo sobrejetivo p : Ly — L/M tal que p = B, onde
B : Ly — L é um certo homomorfismo sobrejetivo e 7t : L — L/M é a projeciio candnica,
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consideremos o conjunto . dos subgrupos normais N de Ly os quais sdo niicleos de homomor-
fismos sobrejetivos de Ly em L que, compostos com 1T, produzem B. A cardinalidade de .7 é
k quando M é ndo abeliano; e é (¢ — 1)/ (q — 1) quando M é abeliano, sendo q o niimero de

L-endomorfismos de M.

Demonstragio. Pelo Teorema dos Isomorfismos, L/ ker(p) = L/ M. Por outro lado, sa-
bemos que L;/M* = /M (vide Proposigao 2.3.2). Com isso, obtemos que | ker(8)| =
|M|¥ e, usando o Corolario concluimos que ker(8) = M,

Agora, seja A = {T < Ly | T < soc(Ly) e Ly/T = L}. Afirmamos que .’ = 4.
De fato, seja N € .7, entdio N = ker(B*), onde B* : Ly — L é um homomorfismo
sobrejetivo tal que B*7 = B. Isto nos fornece que N < soc(Ly) (pois ker(8) = M), e
pelo Teorema dos Isomorfismos, Ly/N = L. Portanto, N € .#". Reciprocamente, seja
Te ¥, logoT < L, T < soc(Ly) e Ly/T = L. Por hipétese, B = 1. Vamos entdo
construir um homomorfismo sobrejetivo B : Ly — L tal que ker(B) = T e Bt = B. Para

isso, vamos dividir em dois casos.

Caso 1. M ndo abeliano: notemos que ker(p) < soc(Ly) (pois ker(B) = soc(Ly)),
ker(B) < Ly e L/ ker(B) = L. Como na prova do Lema ker(B) = ker(;) para
algumi € {1,...,k},onde ¢; : Ly — L éa i-ésima projecéo. E isto implica § = ¢;y para
algum ¢ € Aut(L), pelo Lema Usando novamente o Lema T = ker(y;)
para algum j € {1,...,k}. Notemos que T = ker(y;7), pois v € Aut(L). Afirmamos
que

iy =iy

De fato, sejam x € Ly, y = x¥%i ez = x¥. Pela definicdo de Ly, temos My = Mz. Logo
yz~! € M. Agora, M <. L, jd que M = soc(L); dai,

(yzfl)v eEM = yv(zv)fl EM = My = Mz" = " =17 = x¥7 = x¥77,

Pela arbitrariedade de x, a afirmagéo segue. Portanto, considerando f = Pjy, temos

ker(B) =Te
Bt = yjym =gy = P = B,
como querfamos. Nesse caso, a cardinalidade de .4 é k, pelo Lema

Caso 2. M abeliano: notemos que M é um L-grupo abeliano (a agdo é por conjuga-
¢do), ou seja, M é um L-médulo. Dado que M é normal minimal em L, temos que M é
um L-médulo simples. Notemos também que M¥ é um L-médulo (com a agdo de L em
MF dada por (ml,...,mk)l = (mll, . .,mi), para cada (mjy,...,my) € M), Afirmamos

que T é um L-submédulo maximal de M¥. De fato, T é um L-submédulo de M* (pois
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T < LieT <soc(Ly))e|T| = |M[*! (vide prova do Lema[2.4.1). Agora, suponhamos
que exista K um L-submédulo de M tal que T < K < M, e consideremos a seguinte
L-série:

S: {1} <M< M <--- <M
Temos que S é uma L-série de composicado, pois seus fatores sdo todos L-isomorfos a

M, e, portanto sdo L-simples (vide Proposi¢do|1.7.2). Pelo Teorema de Jordan-Holder
(Teorema [1.7.5), existe um refinamento

{1}<---<T=Hy<H < ---<H_j<H=K<---<M' (r>1),

o qual é uma série de composicdo L-isomorfa a S de modo que os fatores sdo
L-isomorfos a M. Entédo |K/T| = |H,/H,-1| - - - |H1/Hp| = |[M/", 0 que implica

K| = [K/T|-|T| = [M]"- [M[*"! = [M""*L,

Como K < MK, temos |M|"**~1 = |K| < |[M|Fdonder+k—1 < ker < 1,um absurdo.
Portanto, a afirmagao segue. Usando a prova da Proposi¢ao[I.7.7, obtemos que existem
A1, ..., A € F = Endp (M) nédo todos nulos, tais que

T={(my,...,m) € M| m} - m* =1},
Entdo, consideremos ¢ : Ly — L definida por
((my,...,mp)h)¥ = mi‘l e ml/(\kh,

sempre que (my,...,m;) € MFeh € diag(H") (lembremos que quando M é abeliano,
Ly = M* - diag(HF) - vide prova do Lema . Vamos mostrar que 1 é um homomor-
fismo sobrejetivo cujo ntcleo é T. Com efeito, dados (my, ..., my), (ny,...,ng) € Mk e
h, i € diag(H"), temos

((m1,...,mh- (n1, ..., m )W) = ((ma, ..., mg)(na, ..., 0" W)Y

= ((mlnlil71/ . mknk ) ]’Zh ) (mlnilil)/\l Ce (mkn;clil))\k X hh/

=y (] )M () W il
_mi\l( M) .. ( ) W (Ay..., A € Endy (M)
- m?l T Qk( ar ”Qk)h Lo (M é abeliano)

= mj1.. mkkh oyt nkkh’ = ((my,...,m)h)¥ - ((nq,...,n)H')¥.
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Assim, 1 é um homomorfismo de grupos. Se (my,...,my)h € ker(y), entdo
m}' - m*h = 1donde m) - --m* = h"' € MO H = {1}. Logo h = m} - - -m* = 1,
ou seja, (my,...,mg)h € T. Por outro lado, T < ker(¢), e, portanto, ker(y) = T. Por
fim, sejal € L = MH, entdo existem m € M e h € H tais que | = mh. Tomando um A;

ndo nulo (1 < i < k), temos que este é um isomorfismo (vide Lema de Schur — Lema

1.7.6), logo m = m?i para algum m; € M. Dessa forma,

l=mh=m)h=((1,...,1,m1,... 1)k

Isto é, i é sobrejetiva.

Agora, da mesma forma, existem A, ..., A; € F tais que

kef(g) = {(my,...,my) € MF | mi‘ll . -m;{\;f =1},

e existe um homomorfismo sobrejetivo ¢’ : Ly — L tal que ker(p) = ker(y’), a saber

/ A A
(ma,...,m)h)¥ =mit---m*h,
sempre que (my,...,my) € MFeh € diag(H*). Pelo Lema B = ¢/ para algum
v € Aut(L). Dado x = (my,...,m)h € Ly, notemos que

Max¥ = M(mi\i . m,é;‘h) = Mh = M(mi\1 e m?"h) = Max¥.

Desse modo, com o mesmo argumento do Caso 1, escolhendo B = 1, obtemos que
ker(B) = T e Bt = B. Isto conclui o Caso 2.

Portanto, . = .#". No caso M nédo abeliano (Caso 1), vimos que |.4'| = k, logo
|| = k. No caso M abeliano (Caso 2), mostramos que todo elemento de .4 é um
L-submédulo maximal de M. Mais ainda, mostramos que se R é um L-submédulo
maximal de M¥, entdo existe um homomorfismo sobrejetivo de Ly em L cujo nticleo é
R. Consequentemente, R < Ly e, pelo Teorema dos Isomorfismos, Ly/R = L. Ou seja,
¥ é 0 conjunto dos L-submédulos maximais de M¥. Pela Proposigéo concluimos
que

(L =4 =" ~1)/(q-1),

onde g = |Endy(M)|. Isto completa a prova do lema. O

Lema 2.4.4. Sejam G um grupo e Ny, ..., Ny subgrupos normais de G. Se N; - ﬂ;-‘:l Ni =G
J#i
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paratodoi € {1,...,k}, entio

G . G G
E—— e R
Nin---NN, N N
Demonstragio. A prova sera feita por inducdo sobre k. Consideremos k = 2, ou seja,

G = N1N; = N;Nj. Seja ¢ : G = G/N; x G/Np dada por
(xy)? = (N1y, Nox), sempreque x € Njey € Na.

Afirmamos que ¢ é um homomorfismo de grupos bem-definido e sobrejetivo. De fato,
sejam x,u € Nj e y,v € N tais que xy = uv. Entdo u~'x = vy~! € Ny N N,. Dai,
oyl € Ny nos dd que Njo = Nyy. E u~lx € N, implica xu™' = (u~1x)¥ ' € N,
(pois N, < G) donde Npx = Npu. Assim, (Nyy, Nox) = (Njv, Nyu), ou seja, (xy)? =
(uv)? e ¢ estd bem definida. Seja (N1g, Noh) € G/N;j x G/ N, arbitrario. Dado que
G = NiN; = NNy, existem x,u € Ny ey,v € Np taisque ¢ = xy e h = vu. Logo
(N1g, Noh) = (Nixy, Npvu) = (N1y, Nou) = (uy)?. Portanto, ¢ é sobrejetiva. Agora,
dados x,u € Ny ey,v € Ny, temos

(xy - uv)? = (xuf1 y0)? = (N1yo, Nzxuyfl) = (Nyyv, Noxyuy 1)
= (N1yov, Nox - Npy - Nou - Npy™ 1) = (Nyyo, Noxu)
= (Nyy, Nox) - (N19, Nou) = (xy)? - (uv)?.

Com isso, ¢ € um homomorfismo, e a afirmagdo segue. Temos que
ker(q)) = {xy € N\N, =G | xeNreye Nl} = N1 N Na.

Pelo Teorema dos Isomorfismos,

G G G

Y

Nlﬂszﬁlxﬁz'

Isto é, 0 caso k = 2 é verdadeiro.

Agora, suponhamos k > 2 e sejam A; = Nj e Ap = NpN---N Ng. Dado
i € {2,...,k}, notemos que N; - ﬂ;;z N; = G, pois por hipétese N; - NN, =G, e
j#i r#
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ﬂlf;l N, C ﬂ;‘zz N;. Consequentemente, por indugéo, obtemos que
7 j#i

Usando o caso k = 2 (ja que A1 Ay = G), segue-se que

G — G QExEEEXU.Xg
NiNn---NN, ANA, A~ A N N
Portanto, pelo Principio de Inducédo Finita, o lema segue. O

Com isso, vamos entdo provar o Teorema Bl

Teorema B. Se m > d(L), entdo

¢r(m)/|Tr|pr m(m) se M' =M,

f(m)=1+
log, (1+ (q = 1)¢r(m)/[Tr|¢r/m(m))  se M" = {1},

sendo g = |Endp (M)].

Demonstragio. Seja F um grupo livre de posto m (vide Teorema [I.8.2). Dado um ho-
momorfismo sobrejetivo  : F — L/M, consideremos o conjunto % definido no Lema
(o conjunto dos subgrupos normais N de F os quais sdo nticleos de homomorfis-
mos sobrejetivos de F em L que, compostos com a projecdo candnica 7w : L — L/ M,
produzem ), e seja R = (ye4 N. Sabemos do Lema[2.3.7|que Z é finito e sua cardina-
lidade ndo depende de . Suponhamos R = Nj N - - - N Ni, onde k é minimal com esta
propriedade, e vamos mostrar que F/R = L;. Lembremos que dado i € {1,...,k},
N; = ker(7;) com v; : F — L um homomorfismo sobrejetivo tal que ;7 = B, onde

mm: L — L/M é a projecdo candnica. Se k = 1, basta usar o Teorema dos Isomorfis-

mos em 7y1. Assim, assumamos k > 1. Notemos que y1771 = -+ = 71 = B implica
x7 = ... =x" mod M para todo x € F. Entdo, definamos . : F — L por
e = (xm, ..., x7), sempre que x € F.

Vamos mostrar que 1 é um homomorfismo. Com efeito, dados x,y € F,

(xy)? = ((xy) ™, (xy) ™) = (™, Xy ™)
= (x",...,x7) - (y", .. y0) = x ¥k .yzl)k‘
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Agora, ker(ipx) = Ny N --- N Ni = R. Pelo Teorema dos Isomorfismos,

P2

Afirmamos que ¢ é sobrejetiva. De fato, dado H < F, vamos denotar
H(N; N Ny)/(N; N Np) por H (observamos que este é finito, haja vista que F/Nj
e F/N, o sdo). Agora, temos que {1} # NjN,/Nj, pois, caso contrério,
N> C NyeNiN---NNp = NpN---N Ny, contradizendo a minimalidade de k. Dai,
{1} # N1N»/N; < F/N; = L. Uma vez que L é monolitico (soc(L) = M), segue-se
que

M = soc(F/Ny) € N1Np/Nj.

Por outro lado, N\N»/N; = N,/N; NN, = N, donde |I\A7;| > |M|. Considerando
P F— Ly (Y2 : x — (x71,x72), sempre que x € F), temos
F=F/Ny NNy = F/ker(y;) = Im(¢)
de modo que
La| > |E| = [Na| - |[E/Np| = [No| - [L| 2 [M] - |L| = [M] - [M] - |L/ M| = | Lo,

pois

F/NiN Ny

—— =2F/Np =L

N>/N; N N, /N2

e Ly/M? = L/M (vide Proposi¢io[2.3.2). Assim, |Ny|-|L| = |[M| - |L| donde |N| =

|M|. Poderiamos ter feito esse argumento com indices i # jem {1,...,k} arbitrarios,

F/N, =

ou seja, |N;| = M| para todoi € {1,...,k}. Entdo, como
N2 = No/Ni NN = NiN2/ Ny

e NyNy/N;j D soc(F/Np) = M, obtemos que N1N,/N; = soc(F/Njp), como também
N;N;/N; = soc(F/N;) para todos i # jem {1,...,k}. Isto nos fornece que N;N; 2 Nj,
paratodo! € {1,...,k}, donde

Nlnn.Nk:NiN]‘

para todos i # jem {1,...,k}. Agora, temos que Ny (N; N--- N Ng) = Ni--- N
Com efeito, sejam S = Nj---Nye T = Ni(NpN---NNg). Assim, T # Nj, pois,
caso contrario, NoN--- NNy C Nye Ny N--- NN = NN ---N N, contradizendo a
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minimalidade de k. Dai, {1} # T/N; < F/N; = L donde
S/N1 = N1N2/N1 = SOC(P/Nl) - T/N1
eSCT.ComoT C S, obtemos que S = T. Esse argumento pode ser feito com outros

indices, isto é, Nj - (f_; Nj = S. Pelo Lema|2.4.4
j#i

;Eix...xi
NiN---ON, N Ny

Além disso, S/N; = N1N;/N; = soc(F/N;) = M, logo

5 k
—— = M".
NiN---N N
Com isso,
F_F _ F/N _ FN _ L L
S NN NiN,/N; soc(F/N;)  soc(L) M

de modo que

F

F k
‘E“‘m —[F:S][S:Nin--- AN = [L: M]- [M[F = |Lg],

pois Ly/ MF = L/ M (vide Proposicao 2.3.2). Portanto,
[F/R| = [Im(ihi)| < [Li| = [F/R]

donde ¢ é sobrejetiva e F/R = L. Dessa forma, a afirmacédo segue.

Agora, consideremos I = {i € Z, | F admite um quociente isomorfoa L;} # &,
esejai € I. Entdo existe T < F tal que F/T = L;, ou seja, existe ¢ : F/T — L;
um isomorfismo. Dado j € {1,...,i}, consideremos a proje¢do na j-ésima coordenada
mj + Li — L, e notemos que @77t (onde 7 : L — L/M € a projegdo candnica) néo
depende de j, pela defini¢do de L;. Assim, sendo 7t : F — F/T a proje¢do candnica,
temos que

MY = -+« = AP = i,

com B; : F — L/M um homomorfismo sobrejetivo. Seja %p, e Rg, = ﬂNe%i N como
visto anteriormente, logo existe k; < |%Zg,| = ¢r.(m)/|T1|¢pr/m(m) (vide Lema
tal que F/Rg, = Ly,. Paracadaj € {1,...,i}, N; := ker(nrom;) € %p,. Afirmamos
que T = NyN---NN;. De fato, se x € NyNn---NN;, entdo ((Tx)?)™ = 1 para
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todo j € {1,...,i}, o que implica (Tx)? = 1, e, entdo, Tx = T (j4 que ¢ é um
isomorfismo), isto é, x € T. Reciprocamente, se x € T, entdo x™"?"% = T%" = 1 para
todoj € {1,...,i},logo x € Ny N ---N Ni. Desse modo, a afirmacéo segue. Com isso,

F/R:Bi

TQR'LJ,Z, e F/T'ET/R’B.

Consequentemente,
|Li| = |F/T| < |F/Rg,| = |Ly|

de modo que [M|'- |[L/M| < |M|K-|L/M| ei < k;. Portanto, obtemos um con-
junto | = {k; | i € I} de cotas superiores para o conjunto I. Haja vista que cada
ki < ¢r(m)/|TL|¢pr pm(m), segue-se que | possui um maior elemento, digamos k (ob-
servamos que existe § : F — L/ M um homomorfismo sobrejetivo com B = y7r, onde
v : F — L é um homomorfismo sobrejetivoe 7 : L — L/M é a projegdo canodnica. E
F/Rg = Ly). Temos

d(Ly) = d(F/Rg) < d(F) < m.

Se d(Lxy1) < m, entdo existiria 6 : F — Li,1; um homomorfismo sobrejetivo (pois F é
livre de posto m — vide Observagao de modo que F/ ker(6) & Ly ek+1 <k,
pela maximalidade de k, o que seria um absurdo. Portanto, d(Ly 1) > m, e isto nos da
que f(m) =k+1.

Por fim, notemos que p induz wum homomorfismo sobrejetivo
B:F/Rg=1Li— L/M ((Rﬁx)g = xP, para cada x € F), pois Rg C ker(y) C ker(B).
Assim, vamos estabelecer uma bije¢do entre os conjuntos % e g (vide Lema .
Definamos a : #Z5 — /g por

N* = N/Rg, sempre que N € Zp.

Vamos verificar que &, de fato, estd bem definida. Seja N € %, entdo N = ker(#) com
17 : F — L um homomorfismo sobrejetivo tal que 771 = . Temos que Rg € N de modo
que existe 6 : F/Rg — L um homomorfismo sobrejetivo (a saber, (Rﬁx)‘s = x', para
cada x € F). Agora, sendo 7g, : F — F/Rg a projecdo canonica, temos (7tg,)d = 7
donde

(7TRy )0 =y = B.

Se x € F, entdo B
(Rpx)°™ = P (Rpx)P.
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Portanto, 677 = B e ker(6) = N/ Rg. Comisso, N/Rg € 5”3, e « estd bem definida.
Claramente, « é injetiva. Mostremos que « é sobrejetiva. Com efeito, seja N € g
arbitrdrio. Temos que N = ker (), onded : F/Rg — L é um homomorfismo sobrejetivo
tal que 7t = B. Pelo Teorema da Correspondéncia, N = N/Rg com N < F. Temos que
N € Zpg. De fato, seja 7 = (7g,)J, entdo

7t = (ﬂRﬁ)éTC = (nRﬁ)B = :B

ker(n) = {x € F| (Rgx)" =1} = N,

pois N/Rg = N = ker(4). Dai,
N*=N/Rg =N,

e, entdo, a é sobrejetiva. Portanto, « é uma bijecdo. Usando os Lemas e
obtemos que

¢ (m) _ o se M' = M,
ITLl¢pr/m(m) 5l =175 {(qk -1)/(g—1) seM ={1},

sendo g = |Endy (M)|. Haja vista que k = f(m) — 1, o teorema segue. O

Proposic¢ao 2.4.5. Se M é abeliano, entio
Trl = (9 - e,

onde g = |Endy(M)| e w é 0 niimero de complementos para M em L.

Demonstragio. Se v € I'r, entdo a restri¢do de v a M é um elemento de Endy (M), pois
M<.L,edadosm e Mel €L,

(mh)7 = (7' ml)Y = (1) 'm "1 = 17\ imnl = 17 'm0 = (m")!,

onde |7 = nl comn € M (jad que v € I'r), e usamos a hipétese de M ser abeliano.
Observamos que y leva um complemento de M em outro complemento de M.

Agora, fixemos um complemento H de M em L (lembremos que existe pelo menos
um, haja vista que L é primitivo monolitico com M = soc(L) abeliano). Seja K outro
complemento, entdo

K= {hh¥|h € H},
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para alguma funcdo ¢ : H — M. De fato, dado h € H, existem x € Ken € M tais que

1

h = xn (pois L = KM), logo hm = x € Kcom m = n"", ou seja, existe m € M tal que

hm € K. Mais ainda, se m € M é tal que hm € K, entdo
m tm = (hm) Y (hm) € KNM = {1}

donde m = m. Portanto, dado h € H, existe um tnico m;, € M tal que hm;, € K. Assim,
¥ levando h em mj, é uma fungdo bem-definida tal que K = {hh¥ | h € H}.

Dados hy, hy € H, temos
¥ hohd = hyhy (kY)Y

de modo que
(hha)? = (h{)"2h5.

Uma funcdo com esta propriedade é dita é um cociclo. Entdo, reciprocamente, se
¢ : H = M é um cociclo, esta define um complemento para M em L. Com efeito,
consideremos K = {hh¥ | h € H}. Temos

W=01-1)r=>a"1¥=1v.1¥
de maneiraque 1¥ =1e1=1-1% € K. Também,
Il iohd = hyhy (W0Y21Y = hyhy (hyhy)¥ € K,

para todos hy,hy € H. Portanto, K < L. Além disso, dado ! € L, existem h € H e
m € M tais que | = hm = (hh¥)((h¥)~'m) € KM. Isto é, L = KM. Por fim,se h € H é
tal que hh¥ € M, entdo existe m € M com hh¥ = m de forma que

h=mh¥)"' e HNM = {1}.
Consequentemente, h = 1 e h¥ = 1 donde KN M = {1}. Com isso, a fungdo

a:{¢p:H— M| ¢éumcociclo} — {Complementos para M em L}
¥ +— Ky = {hh¥ | h € H}

¢ bem-definida e sobrejetiva. Se ¢ e ¢ sdo dois cociclos tais que Ky, = Ky,, entdo
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dado h € H, temos hh¥t = h E%, para algum h € H, de maneira que

B h=n"m e HnM = {1},

e, por conseguinte, i = h e h¥1 = h¥2. Pela arbitrariedade de &, concluimos que ¢; = 1,
e w é injetiva. Portanto, o ntiimero de cociclos de H em M é w.

Agora, seja C denotando o conjunto dos cociclos de H em M, e consideremos
B:CxEndr(M)* — I' dada por

(,0)P = Yyo:L— L, sempre que ¢ € C, 6 € End; (M),

onde
(hm)70¢ = hh¥m®,  paratodos h € H, m € M.

Vamos primeiro mostrar que Yyp € I';. Dados hy,hy € Hemq,my € M, temos

(hymyhgmy) Y80 = (hyhgm!2my) 190 = hyhy (hY)2hY (m)2m

(hamy) 79 (hymp) Y0 = hyhd mihohgml = hyhy (hY)"2 (md)"2nYm3,

que € igual a expressdo anterior, pois M € abeliano. Assim, 7y € um homomorfismo.
Se hm € ker(7y,), entdo hh¥m® = 1 de modo que h = 1 e m’ = 1. Uma vez que
0 € End(M)*, segue-se do Lema de Schur (Lema(1.7.6) que m = 1, ou seja, ker(y,9) =

{1} e 74,6 ¢ um automorfismo de L. Por fim, notemos que
M(hm)"¥# = Mhh¥m® = Mh = Mhm,

para todos h € H e m € M, logo 7vyy age trivialmente em L/M. Por-
tanto, B estd bem definida. Afirmamos que B é uma bijecdo. De fato, sejam

(1,01), (2,62) € C x Endp(M)* tais que vy, 9, = Yy, 0,- Entdo,
¥ m® = hh¥2m®,

para todos h € H e m € M. Escolhendo h = 1, obtemos mf = m?%, para todom € M,
donde 6; = 6. Por outro lado, escolhendo m = 1 e usando que M N H = {1}, obtemos
que P = Pp. Ou seja, B é injetiva. Agora, seja y € I'L. Consideremos 6 a restrigdo de
v a M (como visto no inicio da demonstragdo) e ¢ o cociclo associado ao complemento
H7. Dado h € H, temos h" € Mh = hM donde h" = hm com m € M. Mas h" = nnY



2.4 Célculo da Funcdo f(L,m) 95

para algum h € H, logo hm = hhleh=n (pois HNM = {1}). Isto é, dadosh € He
me M,
(hm)" = W'm" = hh¥m® = (hm) 7.

Por conseguinte, v = vy0 = (¥, 0)f e B é sobrejetiva. A afirmacio segue, e, portanto,
Tr] = [End(M)"] - |C] = (g = D,

como querfamos demonstrar. O

Observacao 2.4.6. Para M abeliano, Gaschiitz provou ([13| Teorema 2]) que

or(m)/prym(m) = |M|™ —w,

sendo que w é o niimero de complementos para M em L. Desse modo, pelo Teorema |B|e pela
Proposigio|2.4.5
f(m) =1+ log, (IM["/w).

Vamos finalizar esta se¢ao com dois exemplos acerca do calculo da fungéo f.

Exemplo 2.4.7. Dado G um grupo, lembremos que ¢ (m) é a cardinalidade do conjunto .7
de m-uplas (g1,...,9m) € G™ tais que (g1,...,§m) = G. Notemos que Aut(G) age natural-

mente em ./ por

(81, 8m), @) = (87, &m)-

Esta agdo é semirregular (isto significa que os estabilizadores pontuais sdo triviais): o estabiliza-
dor de qualquer (g1, ...,9m) € % em Aut(G) é trivial, pois se ¢ € Aut(G) fixa g1,...,gm,
entdo este é a identidade, jd que g1,...,gm sdo geradores de G (vide Proposicio [1.1.2). O
Principio da Contagem (Teorema agora nos fornece que todas as orbitas dessa agdo tém
cardinalidade | Aut(G)| de modo que |7

é divisivel por |Aut(G)|.

Em 1936, Philip Hall [15] provou que se G é um grupo simples nio abeliano, entdo a fragdo
¢c(m)/|Aut(G)| é igual ao niimero mdximo k tal que G pode ser gerado por m elementos.
Notemos que este é um caso particular do Teorema|B|, com L = M = G. De fato, G/M = {1}
de sorte que pgpm(m) =1, e |Tg| = |Aut(G)|, pois todo automorfismo de G age trivialmente
em {1}. Observamos que k = f(m) — 1, pela definicdo de f.

Se G = As, temos que Aut(G) = Ss, como estd provado em [26] (2.17), Pdgina 299].
Desse modo, |Aut(G)| = 120. Usando o GAP, é possivel ver que ¢ (2) = 19 - 120. Portanto,
o resultado de Hall nos fornece que d(AY) = 2 e d(AZ) > 2, ou seja, f(2) = 20.
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Exemplo 2.4.8. A probabilidade Py, (G) que uma m-upla (g1, ...,9m) de elementos de G gere
G éiguala
|{m-uplas que geram G}|  ¢pc(m)
[{m-uplas}| I

Consideremos G = A,. Por um resultado de Dixon [10], a probabilidade que 2 elementos de G

gerem G tende a 1 quando n tende a oo, logo se n é suficientemente grande, digamos n > N,
entio P,(G) = ¢(2)/|G|* > 1/2. Por outro lado, ¢5(2)/|G|* < 1. Como provado em [26),
(2.17), Pdgina 299], Aut(G) = S, (para n > 7). Assim, para n suficientemente grande,

262 g o 18F 4o <op =

2 2
o2 2 GP _ $5(2) _ G|

< .
2[Su|  [Aut(G)| T[Sy

N| =

Haja vista que f(2) = 1+ ¢g(2)/|Aut(G)|, obtermos

n!

n!
< — .
8+1<f(2)_4+1

Como f(2) é o menor k tal que G* ndo é 2-gerado, entdo G¥% ¢ 2-gerado pois n!'/8 < f(2).
Agora, G+l nio 6 2-gerado pois f(2) < n!/4+ 1. De fato, se d(G"T!“) < 2, entdo usando
a propriedade dos grupos Ly (a sequéncia d(Lq),...,d(Lg),... é ndo decrescente), teriamos
d(Gf?) < d(G%!H) < 2 donde d(Gf®) < 2, um absurdo. Portanto,

d(Af)=2 ¢ d(ai™y>2



Capitulo

3

Grupos Soluveis Eficientemente

Gerados

()

Neste capitulo, faremos um estudo a respeito das relagdes de equivaléncia =y, com
r € Z., apresentadas na introdugéo, a fim de definir a fungdo (G) e caracterizar os
grupos solaveis finitos G tais que ¥(G) = d(G), ou seja, demonstrar o Teorema
O estudo foi baseado no artigo Generating sets of finite groups [4] de Peter Cameron,
Andrea Lucchini e Colva Mary Roney-Dougal.

3.1 A Probabilidade de Gerar um Grupo Finito

Antes de comegar o assunto principal deste capitulo, vamos tratar de alguns con-
ceitos sobre probabilidade em geracdo de grupos finitos, os quais serdo necessarios
para introduzir um resultado que serd de grande importancia para a demonstragdo do
Teorema C| Esta se¢do é baseada no artigo Bias of group generators in the solvable case [6]
de Eleonora Crestani e Andrea Lucchini.

Seja Z o anel dos polindmios de Dirichlet P(s) = Y, a,/n® com coeficientes inteiros.
Suponhamos que G é um grupo finito e fixemos um subconjunto X de G. Para qualquer
inteiro positivo ¢, seja ¢ (X, t) o ntimero de t-uplas ordenadas (g1, . . ., §¢) de elementos

do grupo tal que G = (X, g1, ..., ). O numero
Po(X,t) = po(X, 1) /|G

é a probabilidade que t elementos escolhidos aleatoriamente gerem G juntamente com
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os elementos do subconjunto X.

Observacao 3.1.1. Seja G um grupo finito e X um subconjunto de G. Entdo

Y. ¢u(Xt)=|G[".

XCH<G

Com efeito, dado H um subgrupo de G que contém X, definamos
Ap(X,t) ={(hy,...,ls) € H' | H = (X, hy, ..., h1)},

o qual tem cardinalidade ¢y (X,t).  Claramente, Ap(X,t) C G' de modo que
Uxcr<c Au(X,t) € G Por outro lado, seja (g1,...,8) € G'. Tomando H =
(X,81,--.,8t), temos que X C H < Ge (g1,...,8) € Au(X,t). Com isso, a outra in-
clusdo segue, e obtemos
U Au(Xt) =G
XCH<G

Agora, notemos que, pela definigio dos conjuntos A (X,t), estes sio dois a dois disjuntos,
portanto

Y. ¢n(Xt)=|c[".

XCH<G

Definicdo 3.1.2. Seja G um grupo finito e consideremos S o reticulado dos subgrupos de G. A
fungdo de Mobius ug é definida pelas equagoes

us(G) =1, (3.1)
e Y us(K) =0 (3.2)
K>H

para todo H < G, sendo que a soma é tomada sobre todos os elementos K de S que contém H.

As equagdes (3.1) e (3.2) sdo suficientes para determinar a fun¢do yg unicamente.
Com efeito, seja K < G. Se K = G, entdo por defini¢do pg(K) = 1. Assim, assumamos
que K < G, e seja n = n(K) o maior indice n tal que existem Kj, ..., K, < G com

K=Ky<K; <---<K,=G.

Vamos mostrar que is(K) é determinada por (3.2), usando indugdo sobre n(K). Se
n(K) = 0, entdo K é um subgrupo maximal de G; neste caso, ug(K) = —1, pelas
equagoes (3.1) e (3.2). Agora, suponhamos que seja conhecido o valor de pg(L) para
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todo L < G com n(L) < n(K), e vamos calcular yg(K). Por (3.2),

us(Ky=— Y pus(H).

K<H<G

Notemos que, dado H < G com K < H,
K<H<H1<"'<Hn(H):G

de modo que n(K) > n(H) + 1, isto é, n(K) > n(H). Por indugéo, obtemos o valor de
ps(K).

Agora, seja t um inteiro positivo, e definamos

f(H){O se X ¢ H,

or(X,t) caso contrario.

Pela Observacgao temos

Y, f(K)= ). o¢x(X,t)=]H[,

K<H XCK<H
logo
Y, wus(H)H|'= Y us(H) ( )3 f(K)> = ), ps(H)f(K)
XCH<G XCH<G K<H XCK<H<G
= ) ( Y. ﬂs(H)) f(K) = f(G) = ¢pc(X, 1),
XCK<G \K<H

onde a pendltima igualdade é valida pela Defini¢do Ou seja, temos

pc(X,t)= Y wus(H)[H|" (3.3)
XCH<G

Em vista de (3.3), podemos escrever

Pe(X,t)= Y ”S.(H). (3.4)
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Reorganizando os adendos em (3.4), obtemos um polinémio de Dirichlet como segue:

a
Ps(X,s):= ) — onde a,:= Y  wus(H).
neN [G:H]=n,
XCH<G

Nesse sentido, temos o seguinte resultado:

Proposic¢ao 3.1.3 ([19], Proposicdo 16). Seja N um subgrupo normal de um grupo finito G e
seja NX/N = {Nx | x € X}. Entdo

Ps(X,s) = Pg/N(NX/N,s) - Pon(X,s),

onde b
Pon(X,s):= ) —= onde by:= Y pus(H).
neN (G:H]=n
XCH<G
HN=G

Set € NePs/N(NX/N,t) # 0, entdo Pg N(X,t) expressa a probabilidade condi-
cional que t elementos aleat6rios de G gerem G juntamente com os elementos de X,

dado que eles geram G médulo N juntamente com NX/N.

Lema 3.1.4. Sejam G um grupo finito, H < G e N um subgrupo normal minimal de G. Se N
é abeliano, entdo NH = G se, e somente se, ou H = G, ou H é um complemento para N em G
e é um subgrupo maximal de G.

Demonstragido. Assumamos que NH = Ge H # G. Entdo existe um subgrupo maximal
Mde Gtalque H < M. Dai, G = NH < NM de modo que NM = G. SejaT = NN M.
Como N < G, temos que T < M. Além disso, por hip6tese N é abeliano, logo T < N.
Assim, T < NM = G. Se T ndo fosse trivial, existiria um subgrupo normal minimal
L de G contido em T donde L = N (pois L < N e N é normal minimalem G) e G =
NM = M (ja que L < M), um absurdo. Portanto T é trivial, e M é um complemento

para N em G. Pelo Teorema dos Isomorfismos,

H H _NH G NM_ M M
{1} NnH N N N NnM {1}

1%

H = M.

Com isso, |[H| = |M]|, e haja vista que H < M, segue-se que H = M é um subgrupo
maximal de G. A reciproca é imediata. O

Seja {1} = N; < --- < Ny = G uma série principal de G, ou seja, uma série tal
que cada termo N; < G (1 < i < ) e cada fator (principal) N;_1/N; é um subgrupo
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normal minimal de G/N; (1 < i < [). Iterando a Proposi¢do obtemos, para cada
fator principal N;_1/N;, um polindmio de Dirichlet associado P¢/n, N, ,/n;(X,5), com
coeficientes inteiros e com a propriedade que

Po(X,s) = [T Pe/noN,/N(X)5). (3.5)
1<i<

Se G é um grupo soltvel, entdo

i
P /NNy N (X8) =1 — ot '
G/NN;1/N; (X, ) IN;_1/Nj|* o

sendo ¢; o nimero de complementos de N;_;/N; em G/ N; contendo N;X/N;. De fato,
sem perda de generalidade vamos estudar os subgrupos normais minimais de G. Seja
N um tal subgrupo. Pela Proposi¢ao[3.1.3)

pus(H)
[G: HJ?

PG,N(X ’ S) =
XCH,HN=G
Como G é solavel, N é abeliano (vide Proposicao[1.4.6). Dado H < G tal que NH = G,
temos, pelo Lema que ou H = G, ou H é um complemento para N em G e
é um subgrupo maximal de G. No segundo caso, notemos que us(H) = —1, pela
defini¢do da fungdo ys, uma vez que H e G sdo os tinicos subgrupos de G contendo H,
e us(G) = 1. Portanto,

CN
Pon(X,8) =1— ——,
G,N( S) ‘N|S

sendo cy o nimero de complementos para N em G contendo X.
Seja agora N um subgrupo normal de G e suponhamos que
{1}:W1<---<W0:N:Um<---<U0:G
¢ uma série principal de G passando por N. Pela Proposicdo e por (3.5), temos
PG (X, S)
P, X,s) =
(Th<i<i Poywyw, /i (X, 8)) (Th<j<m Posuyu;_y /ui(X,8))

[i<j<m Poyuu;yu, (X, s)
= H PG/wi,w,-,l/wl-(X,S), (3.7)

1<i<]
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pois
{1} =Uuy/N<---<U;/N <Uy/N =G/N
é uma série principal de G/N.

Agora, vamos nos concentrar na seguinte situagdo: V é um espacgo vetorial finito
sobre Z,, para algum primo p, e H é um subgrupo soltavel irredutivel ndo trivial de
Aut(V), ou seja, se W é um subespago H-invariante de V (w" € W para todos w € W
eh € H), entaio W = {0} ou W = V. O Lema de Schur (Lema juntamente com
o Teorema de Wedderburn ([17, Pdgina 453]) nos dd que F = Endy (V) é um corpo, e
notemos que V é um espago vetorial sobre F (o produto escalar yv é definido como v7,
paray € Fev € V arbitrarios). Nesse sentido, dado i € H, temos que

Cy(h)={veV|v=0,YoeV} e [V,h]z(Uh—v\v€V>Zp

sdo F-subespacos vetoriais de V. De fato, estes sdo fechados para a adi¢do porque
h € Aut(V). Edadosy € F,v € Vew € Cy(h), temos que

10" —0) = (0"~ )" = (") =07 = (") — v = (y0)" o € [V, ]

(yw)" = ()" = (@")7 =" = v,
uma vez que y é um H-endomorfismo de V.

Seja q = |F| e u a dimens&o de V sobre F. Consideremos também o produto semi-
direto G = V" x H, onde H age da mesma maneira em cada um dos n fatores. Entdo,
temos o:

Lema 3.1.5 ([6], Lema 5). Fixemos um elemento § = ((v1,...,v4),h) € G. Sejam a =

dimp Cy(h) eb =n —dimp([V, h],v1,...,04) + dimg[V, h]. Temos

P (.8 1 seb =0,
G,V” g/ _= a a a+b—
<1 _ %) (1 _ %) . (1 — ‘7;Tl> caso contrdrio.

A ideia da demonstracdo deste lema consiste em considerar a série principal

{0} =W, <W, 1< <Wp=V"<G,
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onde W; = {(34,...,7,) € V" | 0; = O paracadaj < i}. Pore,

Poyn({8}t) = 11 Poyww, w({8}s) =1 —cr/q")---(1—cu/q"),

1<i<n

sendo c¢; o namero de complementos para W;_; /W, em G/W; contendo o elemento W;g
(notemos que cada fator W;_;/W; é isomorfoa V (1 < i < n)). Com isso, o objetivo
é determinar o valor de cy, ..., ¢y, a partir de técnicas e resultados que fogem do foco
deste trabalho.

3.2 Grupos Soluveis com P(G) = d(G)

Nesta tltima secdo, demonstraremos o Teorema |C}, que é uma aplicagcdo dos Teo-
remas [A] e [B} vistos no Capitulo 2. O contetido é baseado em [4]. Iniciamos com a
definicdo da relagdo de equivaléncia =p,.

Definicao 3.2.1. Seja G um grupo finito. Definimos a relagido de equivaléncia =n, (m para
"subgrupos maximais”) em G por: x =n Y se, e somente se, x e y estdo exatamente nos
mesmos subgrupos maximais de G.

Notemos que a =y -classe contendo a identidade é precisamente o subgrupo de Frat-
tini de G. Também, qualquer =,-classe é a unido de classes laterais do subgrupo de

Frattini. De fato, seja ¢ um elemento arbitrario de G e seja [¢]=,, a =m-classe de g. Da-

dos h € ®(G) e M um subgrupo maximal de G tal que ¢ € M, temos, pela defini¢do de
®(G), que h € M de modo que hg € M. Por outro lado, se K é um subgrupo maximal
de G tal que hg € K, entdo h € Ke g = h™!(hg) € K. Desse modo, hg € [g]=, . Pela

arbitrariedade de g e h, segue-se que ®(G)g C [¢]=,, para todo g € G, e, portanto,

gl=n= U @Gy
YE§l=m

A relagdo de equivaléncia =, também pode ser caracterizada por uma propriedade
de substituicdo:

Proposicao 3.2.2. Seja G um grupo finito, e sejam x e y elementos de G. Entdo x =, y se, e
somente se,

(Vr)(Vz1,...,zr € G)(({x,21,...,2¢) = G) & ((y,21,...,2:) = G)).

Demonstragido. Suponhamos primeiro que (x,z1,...,z,) = G, mas (y,z1,...,2z;) # G.
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Entdo existe um subgrupo maximal M de G contendo y,zy,...,z,. Dai, x ¢ M, e
segue-se que X Znm V.

Reciprocamente, suponhamos que x #n, Y, logo sem perda de generalidade existe
um subgrupo maximal M de G contendo y mas nédo x. Escolhamos geradores z, ... ., z,
para M. Entdo (y,z1,...,z,) = M < G, mas (x,z1,...,2,) contém M propriamente
(pois x ¢ M), o que nos da que (x,z1,...,z,) = G. O

_(r)

Definic¢ao 3.2.3. Dado um inteiro positivo r, definimos a relagdo de equivaléncia =y’ pela

,
regra: x Er(n) y se, e somente se,

(Vz1,..., 271 € G)(({x,21,...,2-1) = G) & ((y,z1,...,2,-1) = G)).

Lema 3.2.4.
(r)

(i) As relagoes =y tornam-se mais finas a medida que v aumenta.

(ii) O menor valor de r para o qual =) naoéa relagiio universal é d(G). Parar = d(G),

existem pelo menos r + 1 classes de equivaléncia.
(iii) O wvalor limite dessa sequéncia de relagoes é =p,.
Demonstracdo.

(i) Sex Er(;) y, entdo

(Vz1,...,2,-1 € G)(({x,2z1,...,2v-1) = G) & ({y,21,...,2-1) = G)).

(r=1)

Escolhendo z,_1 como sendo a identidade, vemos que x =, ' y.

(ii) Suponhamos que r < d(G), entdo a dupla implicagdo (x,zi,...,2z,—1) =
G & (y,z1,...,2z,-1) = G é sempre verdadeira, quaisquer que sejam
X,Y,21,..-,2r—1 € G, pois (x,z1,...,2,-1) = Ge (y,z1,...,2,-1) = G ndo acon-
tecem, jd que r < d(G). Ou seja, zﬁ[) ¢ a relacdo universal. Agora, suponha-
mos que r = d(G), logo existem zy,...,z, € G tais que (zy,...,z,) = G. Dai,
Z1 7—ér(;) 1 pois (1,zp,...,2r) = (z2,...,2;) # G, uma vez que r = d(G).
Por conseguinte, Er(;) ndo é a relagdo universal, e a primeira parte do item se-
gue. Para a segunda parte, notemos que z; ;7_51(1? 1 para todo i € {1,...,r},
pelo mesmo argumento acima. Também, z; #{3 zj para todos i # j em
{1,...,r}. De fato, sem perda de generalidade sejam i < jem {1,...,r}. En-
tdo (zl,...,z,-_l,z]-,ziH,. o zr) = (21,4 ,2i-1,Zi41,- - -, Zr) # G, pois r = d(G).
Portanto, existem pelo menos r 4 1 classes de equivaléncia.
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(iii) Segue-se imediatamente da Defini¢ao[3.2.3|

]
(r)

Notemos que se r = |G|, entdo =y, coincide com =p,. Com efeito, sejam x,y € G

()

tais que x =p, y. Sejam também s um inteiro positivo e zy,...,z; € G. Ses < r —1,
entdo ((x,z1,...,2z5) = G) < ((y,z1,...,2s) = G), pela definicdo de =) As
sim, assumamos s > r. Temos que {x,z1,...,2zs} = {x,z;,...,2;_,}, para certos
Ziy,---,Zi,_, € {21,...,2s} (aqui estamos retirando algumas repeti¢des, pois r = |G|).
Dessa forma, se (x,z1,...,2zs) = G, entdo (x,z;,...,z;,_,) = G. Dado que x zﬁrﬁ) Y,
obtemos que (y,z;,...,z;_,) = G. Consequentemente, (y,z1,...,zs) = G. De modo
an(é)logo, (V,z1,...,25) = G = (x,21,.. .(, ;zs) =G,e conclugr?os que x =n, y. Portanto,
r r

=/ C=p, e como por definicdo = C=y,/, segue-se que =, coincide com =p,.
Dessarte, temos a seguinte defini¢do:
Definig¢do 3.2.5. Seja ¢(G) o valor de r para o qual as equivaléncias zﬁf} se estabilizam, isto

; lor r tal que =) coincid lagio limite =
é, o menor valor r ta que =m’ coinciae com a relagao mite =p,.
Vamos agora estudar algumas cotas inferiores e superiores para ¢(G).

Lema 3.2.6. Seja G um grupo finito, e seja d = d(G). Entido ¢(G) > d, e se G tem um
subgrupo normal N tal que N ¢ ®(G) ed(G/N) = d, entio $(G) > d + 1.

Demonstragio. Primeiro, suponhamos que §(G) < d, entdo pelo item (ii) do Lema

3.2.4 Em:Er(ff (@) é a relagdo universal, um absurdo. Portanto, (G) > 4.

Agora, para a segunda a parte do lema, notemos que os elementos de N ndo per-
tencem a nenhum conjunto gerador de G com cardinalidade d. De fato, seja x € N
e suponhamos que existam zi,...,z51 € G tais que (x,z1,...,z5.1) = G. Dai,
(Nz1,...,Nzy_q) = (Nx,Nzj,...,Nzy_1) = G/Ndonde d(G/N) <d —1 < d (ja que
Nx = N), um absurdo. Ou seja, x zr(ff) 1 para todo x € N. Desse modo, ¥(G) > d + 1.
Com efeito, se ndo fosse assim, (G) = d e x =n, 1 para todo x € N. Haja vista que a
=m-classe de equivaléncia da identidade é ®(G), teriamos N < ®(G), uma contradi-
cdo. [

Seja G um grupo finito. E verdade que ¥(G) € {d(G),d(G) + 1}? Veremos que
para grupos soltveis isto é vélido.

Definigdo 3.2.7. Sejam G um grupo finito e M um subgrupo maximal de G tal que Mg = {1}
(isto é, G é um grupo primitivo). Para cada g € G\ M, seja dg p(g) a menor cardinalidade de
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um subconjunto X de M com a propriedade que G = (g, X), e seja

vm(G) = sup d¢,m(g)-
gEM
Notemos que vp1(G) < d(M). De fato, sejad = d(M). Suponhamos que d < vp1(G),
entdo, pela defini¢do de supremo, existe ¢ € G\ M tal que d < g m(g). Temos que
existe Y C M com |Y| = d talque M = (Y). Dai, (g,Y) # G donde, pela maximalidade
de M, (g,Y) = M e g € M, um absurdo. Portanto, vj;(G) < d(M).

Lema 3.2.8. Sejam G um grupoe K <1 G. Se K < H < G, entdo
(H/K)g,x = Hg/K.
Demonstracdo. Temos

(H/K)g/x= () (H/K)* = H8/K=(() HS)/K=Hg/K.
KgeG/K g€t geG

O

Dessa forma, se M é um subgrupo maximal de um grupo finito G, o Lema nos
da que G/ Mg é um grupo primitivo, pois M/ Mg é um subgrupo maximal de G/ Mg
tal que o coragdo normal é trivial. Assim, temos a seguinte defini¢ao:

Definigdo 3.2.9. Seja 11 (G) o mdximo de vy, n(G/ N) sobre todos os subgrupos maximais M
de G, onde N = Mg (coragio normal de M em G).

Dado um subconjunto X de um grupo finito G, vamos denotar por dx(G) a menor
cardinalidade de um conjunto de elementos de G que gera G juntamente com os ele-
mentos de X. Notemos que dx(G) < d(G). De fato, seja d = d(G), entdo existe um
subconjunto Y de G com cardinalidade d tal que G = (Y). Dai, G = (X,Y) e, pela
defini¢do de dx(G), segue-se que d = |Y| > dx(G). O seguinte resultado generaliza o
Teorema de Gaschiitz (Teorema para X = .

Lema 3.2.10 ([7], Lema 6). Sejam X um subconjunto de G e N um subgrupo normal de G,
e suponhamos que (g1,...,8k, X)N = G. Se k > dx(G), entdo existem ny, ..., n; € N tais
que (g1n1,...,8kNk, X) = G.

Com isso, vamos provar o seguinte teorema:

Teorema 3.2.11. Seja G um grupo finito. Entdo ¢(G) < max{m(G),d(G)} + 1.
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Demonstragio. Seja t = max{m(G),d(G)}. Vamos mostrar que == Com

efeito, sejam x e y dois elementos de G tais que x #n y. Sem perda de generali-
dade, assumamos que exista um subgrupo maximal M de G talque x € M ey € M.
Sejam N = Mg e X = {x}. Uma vez que t > m(G), temos t > vp;,N(G/N); conse-
quentemente, existem g1,...,4: € M tais que (x,81,...,8)N = G. De fato, dado que
x ¢ M, temos Nx ¢ M/N. Como t > vp;,n(G/N), segue-se que t > dg,nn/N(NX)
donde existem gi,...,9+ € M tais que (Nx,Ngi,...,Ng;) = G/N, e, assim,
(x,81,...,8)N = G. Agora, t > d(G) > dx(G) de modo que, pelo Lema
existem ny,...,n; € N tais que G = (x,g1n1,...,9mt). Por outro lado,

(y,q1m1,...,gm) < M < G, pois y € M. Portanto, x 7‘ér(f1+1) y. Dessa

forma, Er(flﬂ)gzm e, entdo, Effrl):zm. Pela defini¢do de (G), concluimos que

P(G) <t-+1. O
Corolario 3.2.12. Se G é um grupo soliivel finito, entdo P(G) < d(G) + 1.

Demonstragiio. Seja M um subgrupo maximal de G, e seja K = Mg. Entio G = G/K é
um grupo solavel primitivo, pois M = M /K é um subgrupo maximal de G tal que M G
é trivial (vide Lema . Agora, seja N um subgrupo normal minimal de G. O Te-
orema de Ore-Baer (Teorema juntamente com a Observagao nos fornece
que M é um complemento para N em G. Por conseguinte,

G MN_ M M -
l = >~ M,

N N MnN {1}
e, consequentemente,

v;(G) <d(M) =d(G/N) <d(G) < d(G).

Esta desigualdade vale para todo subgrupo maximal de G, logo m(G) < d(G) e, pelo

Teorema3.2.11, ¢(G) < d(G) + 1. O

Agora, com o intuito de demonstrar o Teorema [C, vamos estudar os grupos G para
os quais P(G) = d(G). Iniciamos com a seguinte defini¢ao:

Definic¢ao 3.2.13. Um grupo finito G é dito eficientemente gerado se para todo x € G,
d(y(G) = d(G) implica em x € ®(G).

Exemplo 3.2.14. O grupo diedral

Ds = (a,b | ®=1="0a"= a_1> ={1,q, a?,a°,a* b,ab,a*b,a’p, a4b}
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é eficientemente gerado. Basta usar o Teorema de Lagrange para ver que d,,(Ds) =1 # 2 =
d(Ds), para todo x # 1 em Ds.

Exemplo 3.2.15. Seja G = S4. Afirmamos que G ndo é eficientemente gerado. De fato, vimos
no Exemplo [1.5.2) que ®(G) = {1}, e notemos que d(G) = 2, pois G = ((12), (1234)) e
G ndo é ciclico. Vamos entilo mostrar que dy,,(G) = 2 para todo elemento x do subgrupo de
Klein. Com efeito, temos que d((G) < 2 porque d;,(G) < d(G). Uma vez que G niio é
ciclico, d;,(G) > 1. Suponhamos que exista 1 # y € G tal que G = (x,y). Se y tem ordem 2
ou 4, entdo existe S um 2-subgrupo de Sylow de G tal que y € S de modo que G = (x,y) < S,
um absurdo. Mas entdo y tem ordem 3, o que significa que G < Ay, novamente um absurdo.
Portanto, d(,,(G) = 2, e a afirmagdo segue.

Proposicao 3.2.16. Se G é um p-grupo finito, entdo G é eficientemente gerado.

Demonstragido. Suponhamos que G ndo ¢é eficientemente gerado, logo existe
x € G\ ®(G) tal que d,}(G) = d, onde d = d(G). Desse modo, obtemos um sub-
grupo maximal M de G com x ¢ M. Dai M # (x, M) de modo que, pela maximali-
dade de M, (x, M) = G. Assim, pelo Teorema da Base de Burnside (Teorema ,
existe Y C {x} UM tal que |Y| =de G = (Y). Temos que x ¢ Y, pois, caso contrério,
G = (x,Y\{x})ed;1(G) <d—1 Portanto, Y C M e G = (Y) < M, um absurdo.

Esta contradi¢do nos leva a concluir que G é eficientemente gerado. O
Lema 3.2.17. Se ¢(G) = d(G), entdo G é eficientemente gerado.

Demonstragio. Sejad = d(G). Se G ndo é eficientemente gerado, entdo existe x ¢ ®(G)
tal que d(,}(G) = d. Isto implica em particular que x zr(ff) 1, pois é sempre falso que
(x,21,...,29-1) = Ge(l,z1,...,241) = G, quaisquer que sejam z1,...,z51 € G.

Agora, dado que x ¢ ®(G), temos que x Zp, 1 de modo que ¢(G) > d. O
Lema 3.2.18. Se G é eficientemente gerado e m(G) < d(G), entio ¢(G) = d(G).

Demonstragio. Seja d = d(G). Pelo Teorema [3.2.11} a hipétese m(G) < d(G) implica
em P(G) < d+1donde

d G d
Efn“)gzﬁn( )):Em e El(nﬂ)::m.
. _(d) ~_(d+1) .
Assim, é suficiente provar que =y’ C=p, ', pois sabemos do Lema [3.2.6] que

Sejam x,y € G tais que x ;‘éﬁgﬂ) y, e sejam dyx = d(1(G) e dy = dy,,(G). Temos
que existem subconjuntos X e Y de G de cardinalidades d e d,, respectivamente, tais
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que G = (x,X) e G = (y,Y). Pela minimalidade de d, e d, temos que x ¢ Xey ¢ Y
de modo que dy,d, > d —1. Se d, = dy, = d, entdo nossa suposicdo de que G é
eficientemente gerado implica em x,y € ®(G) donde x =n, y, uma contradi¢do pois

gﬂ):zm. Portanto, podemos supor sem perda de generalidade que dy = d —1;

em particular, G = (x,81,...,84-1) para certos gi,...,84-1 € G. Se d;, = d, entdo
G #(y,81,---,84-1) de modo que x #ﬁ) Y, e acabamos.

Assumamos entdo que dy = dy, = d — 1. Dado que x #n, y, sem perda de genera-
lidade existe um subgrupo maximal M de Gtalque x € M ey € M. Seja N = Mg.
Como d > m(G), temos d —1 > m(G). Com o mesmo argumento da demonstra-
¢do do Teorema existem g1,...,84-1 € M tais que (x,g1,...,84-1)N = G.
Como d, = d — 1, deduzimos do Lema que existem ny,...,1n5_1 € N tais que
G = (x,q111,...,84-114_1)- Poroutrolado, (y,g111,...,84-114-1) < M,jdquey € M.
Portanto, x zr(;f) y. Pela arbitrariedade de x e y, concluimos que Eg ) gzﬁﬁ“), eolema

segue. [

Notemos que se d(M) < d(G) para todo subgrupo maximal M de G, entdo G é
eficientemente gerado. De fato, caso contrério, existe x ¢ ®(G) tal que dy,,(G) =
d(G). Dado que x ¢ ®(G), existe um subgrupo maximal M de G tal que x ¢ M.
Escolhendo zy,...,z; € M tais que (z1,...,z5) = M (onde d = d(M)), temos
M < (x,z1,...,z5) < G donde, pela maximalidade de M, (x,z1,...,z;) = G, e, as-
sim, d > d,1(G). Dai,

d(G) = d,(G) <d(M) < d(G),

um absurdo. Portanto, G é eficientemente gerado.

Corolario 3.2.19. Se d(M) < d(G) para todo subgrupo maximal M de G, entio P(G) =
d(G).

Demonstragdo. Sendo m(G) o méximo de vpg/n(G/N) sobre todos os subgrupos maxi-
mais M de G (onde N = M), temos que 1(G) = v);/n(G/N) para algum subgrupo
maximal M de G. Mas sabemos que vy;,N(G/N) < d(M/N), logo

i(G) < d(M/N) < d(M) < d(G).

Além disso, como observado acima, G é eficientemente gerado, portanto o Lema|3.2.18
nos fornece que P(G) = d(G). O
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Lema 3.2.20. Seja G um grupo solivel finito. Se G é eficientemente gerado, entdo
m(G) < d(G).

Demonstragio. Pela defini¢do de 1(G), é suficiente provar que d(M/Mg) < d(G) =: 4,
para todo subgrupo maximal M de G. Assumamos o contrdrio, ou seja, que existe um
subgrupo maximal M de G tal que d(M/N) > d (onde N = Mg). Com o argumento
usado na demonstragdo do Corolério existe um subgrupo normal A de G tal
que A/N é ndo trivial e é complementado por M/N em G/N. Como ®(G) < M,
temos ®(G) < N, e visto que A/ N é ndo trivial, obtemos que ®(G) < A. Assim, seja
a € A\ ®(G). Sabemos que d(,,(G) € {d —1,d}. Se d(,,(G) = d — 1, entdo existem
z1,...,24-1 € G tais que G = (a,z1,...,2z4_1). Dai, G/A = (Az,...,Az; 1) donde
d(G/A) < d—1. Por outro lado,

G._G/N M/N-A/N_, M/N _M/N_M

A A/N A/N ~ M/NNA/N {1} ~ N’

o que nos fornece d(G/A) = d(M/N) > d, uma contradigao. Com isso, d,(G) =
d. Mas isto contradiz a hipétese de que G é eficientemente gerado. Portanto,
m(G) < d(G). O

O seguinte resultado segue imediatamente dos Lemas [3.2.17 [3.2.18|e[3.2.20

Corolario 3.2.21. Seja G um grupo soliivel finito. Entio ¢(G) = d(G) se, e somente se, G é

eficientemente gerado.

Observagdo 3.2.22. Um grupo finito G é eficientemente gerado se, e somente se, G/ P(G)
é eficientemente gerado. De fato, seja F = ®(G). Como visto no Exemplo [2.2.3
d(G) = d(G/F), e com o mesmo argumento, dados x € GeY C G, (x,Y) = Gse, e
somente se, (Fx,Y) = G/F (onde Y = {Fy | y € Y}), ou seja,

d((G) = d(r (G/F),

para todo x € G. Portanto, d;,1(G) = d(G) se, e somente se, d(py,(G/F) = d(G/F), ea
observagio seque.

Assim, feito os estudos preliminares, vamos finalizar esta se¢io demonstrando o
Teorema [C} o qual nos da uma caracterizagao dos grupos soltiveis eficientemente gera-

dos. Mais precisamente,

Teorema C. Um grupo soliivel finito G satisfaz {(G) = d(G) se, e somente se, ou G é um
p-grupo finito, ou existe um espago vetorial finito V, um subgrupo soliivel irredutivel nio
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trivial H de Aut(V') e um inteiro d > d(H) tal que
G/®(G) = V'd-2+1 H,

sendo r a dimensdo de V sobre Endy (V) e H age da mesma maneira em cada um dos
r(d —2) + 1 fatores.

Demonstragido. Suponhamos que G é um grupo solavel com (G) = d(G). Sejam
d = d(G) e F = ®(G). Pelo Corolério G é eficientemente gerado. Seja A/F
um subgrupo normal ndo trivial de G/F. Temos que F < Aed (g—ﬁ:) = d(G/A).
Pelo argumento usado na demonstragdo do Lema obtemos que d(G/A) < d,
e, portanto, d (i—ﬁ) < d. Por outro lado, d(G/F) = d(G) = d. Ou seja, G/F tem
a propriedade que todo quociente préprio pode ser gerado por d — 1 elementos, mas
G/ F nao. Vamos entao dividir em dois casos.

Caso 1. Quando d = 2: neste caso, d — 1 = 1 e, pelo Teorema |A} temos que ou
G/F = Cy x Cp para algum primo p, ou G/F € primitivo monolitico com socle M cujo
quociente é ciclico. A primeira ocorréncia implica que G é um p-grupo finito, pela Pro-
posi¢do Assumamos entdo que G/F é primitivo monolitico com M = soc(G/F).
Dado que G é soltvel, temos, pela Proposi¢do que M é abeliano elementar de
modo que este pode ser visto como um espago vetorial sobre Z;, para algum primo p,
pela Proposigdo Ou seja, M = Cj, para algum n. Lembremos que, pela Proposi-
¢do M admite um complemento em G/ F; vamos denota-lo por H. Desse modo,
temos que

G/F=MxH,

onde H age em M por conjugacgdo. Se H é trivial, entdo G/F = M = C, (porque
G/F é simples) donde novamente G é um p-grupo finito, pela Proposi¢ao[1.5.8] Mas se
H # {1}, entdao H é um subgrupo soluvel irredutivel de Aut(M), como veremos com
mais detalhes no préximo caso. E além disso, d(H) = d((G/F)/M) =1 <2 =d, uma
vez que o quociente (G/F)/M é ciclico.

Caso 2. Quando d > 2: temos agora que d —1 > 2. Dado que G é solavel, o
Teorema [A|nos fornece que
G/F = Ly,

ondek = f(L,d—1)eL = MHcom H < L, MNH = {1} e M o tnico subgrupo
normal minimal de L; além disso, M é abeliano. Lembremos que, pelo Lema [2.3.3}
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Ly = MF . diag(H*) com M* N diag(H*) = {1}, ou seja,
Ly = MfxH,

e H age da mesma maneira em cada um dos k fatores (por conjugacdo). Pelas Pro-
posi¢des e M pode ser visto como um espaco vetorial sobre Z,, para algum
primo p, isto ¢, M = C}; paraalgumn. Se H = {1}, entio L = M = Cpe Ly = MF = C],§
donde G/F é um p-grupo finito. Neste caso, pela Proposigdo segue-se que G é
um p-grupo finito.

Assim, assumamos que H # {1}. Consideremos ¢ : H — Aut(M) a agdo por
conjugacdo, e vamos mostrar que esta € injetiva. Para isto, sejam N = ker(¢) < H,

x € Nel=mh € L. Como x € N, temos xm = mx de modo que
xl =" =¥t e N,

pois N < H. Ouseja, N < L. Agora, se N # {1}, entdio M C N, ja que M é o tnico
subgrupo normal minimal de L. Dai, M C He MNH = M # {1}, um absurdo. Por-
tanto, ¢ é injetiva e H pode ser visto como um subgrupo de Aut(M). Pela Proposi¢do
2.3.2

H~L/M=2L/M

é um subgrupo soltvel, pois G é soltvel e G/F = L;. Também, dado que M é um
subgrupo normal minimal de L, segue-se que H é um subgrupo irredutivel de Aut(M).
Vamos mostrar que d > d(H). Com efeito, seja T = M*. Temos

d(H) = d(L/M) = d(L¢/T).

Além disso, existe um isomorfismo ¢ : Ly — G (onde G = G/ F), e este induz o
isomorfismo @ : Ly /T — G/T° dado por

(Tx)” = Tx7, sempre que X € Lj.

Temos que T é ndo trivial (pois M # {1}), logo T é também n&o trivial, j4 que o é um

isomorfismo. Portanto, pela propriedade de G,
d(H) =d(Li/T) =d(G/T°) <d—1 < d.

Com isso, d(L) < d, pois, pelo Teorema d(L) = max{2,d(H)}, e por hip6tese
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d> 2.

Agora, pelo Lema H é um subgrupo maximal de L. Também, o cora-
¢do normal Hj é trivial, pois, caso contrdrio, este conteria M (ja que Hy < L) e
H NM = M # {1}, um absurdo porque HL "M < HNM = {1}. Pela Observa-
cdo todos os complementos para M em L sdo conjugados a H. Desse modo, o
ntimero de complementos para M em L é dado por [L : N (H)] (vide Exemplo[1.2.2).
Uma vez que H é ndo trivial e H, = {1}, temos H 4 L. Pela maximalidade de H,
segue-se que N (H) = He

[L:Np(H)]=[L:H]=|M|.
Dessarte, pela Observagao [2.4.6}
k= f(Ld—1)=1+log,(|M|"?),

onde g = |End;(M)| = |Endy(M)|. Por outro lado, sendo r a dimensdo de M sobre
Endy (M) (notemos que M pode ser visto como um espago vetorial sobre Endy (M),
definindo a soma de dois vetores como o produto destes em M, e o produto escalar ym
sendo m", para v € Endy(M) e m € M arbitrarios), temos que |M| = q" de maneira
que |[M|?~2 = g"@=2) e k = r(d — 2) + 1. Portanto,

G/F = Ly g @M H.

Em ambos os casos, basta considerar V = M, e, assim, concluimos a primeira parte

do teorema.

Reciprocamente, se G é um p-grupo finito, entdo G é eficientemente gerado, pela
Proposigao donde ¥(G) = d(G), pelo Corolario Assim, pela Observa-
cdo é suficiente provar que se H é um subgrupo soltvel irredutivel nao tri-
vial (d — 1)-gerado de Aut(V) e r é a dimensdo de V sobre F = Endy(V), entdo
X = vrd=2)+1 5 H ¢ eficientemente gerado. Primeiro, afirmamos que d(X) = d. Com
efeito, temos por hipdtese que H age da mesma maneira em cada um dos r(d —2) + 1
fatores. Entdo, consideremos L = V x H. Uma vez que H é um subgrupo irredutivel
de Aut(V), temos que V é normal minimal em L. Além disso, Cr(V) = V, pois se
(v,h) € CL(V), entdo

(x",0) = ((v +x — )", 0) = (x,0)®" = (x,0)
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h

para todo x € V de modo que x" = x para todo x € V, e, consequentemente, 1 = idy e

(v,h) € V. Portanto, V é o tinico subgrupo normal minimal de L, isto é, L é monolitico.
Por conseguinte, L é primitivo, pois (L) = {1}, uma vez que H complementa V em
L e isto implicaem V ¢ ®(L) (vide Observagdo [1.5.12).

Sejam k = r(d —2) e (I1,...,lk;11) € Lgy1, entdo existem vy,...,v,1 € V e
hy,..., hxy1 € H tais que

(oo lkegr) = (0, h1), -, (Vg1 Prsn))-
Pela defini¢do de Ly 1,
(v1,h1) =+ = (Vgs1, Mky1) mod V,

ou seja,
0,h)=---=(0,hy1) modV e hy=---=hpy,

pois VN H = {0}. Com isso, definamos ¢ : Ly,; — X por
((v1,h), ..., (vks1,h)? = ((v1,...,0k41),h), semprequevy,..., v €V, heH.

Claramente, ¢ é uma bijecdo. Vamos mostrar que ¢ é um homomorfismo. Sejam
U1,01, ..., Ugp1, 041 € Veh i € H arbitrarios. Temos

((ull h)/ sy (ukJrll h)) : ( Ul/h/)/ ceey (vk+11h/)

_ K1 hh/ 1 hh/ ¢ h1 1 hh/

= (w1 +ovy ,hl'), ..., (U1 + 0y p, BH)) — ((u + 01 ..o g +0pyq), BH)
-1 —1 -1

= ((u1,...,ug1) + (0 o 0f ) B0 = ((u, ... ugsr) + (01, 0ks0)" )

= ((u1,. ., upq1), ) (01, .., 011), 1).
Portanto, ¢ é um isomorfismo e X = L, 1. Agora, por hipétese d > d(H) e H # {1},
logo d > 1. Pelo Teorema 2.2.9) d(L) = max{2,d(H)}. Sed = 2, entdo X = L de

maneira que
d(X) =d(L) =2 =d,

e acabamos. Assumamos entdo que d > 2; logo, d(L) < d. Novamente, vamos usar a
Observacao Temos que

f(Ld—1) =1+1og, ([V|"?) = 1+1log, (¢ ?) =1+ 7r(d-2) =k+1,
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onde g = |F|. Pela defini¢do de f, isto significa que
d(Ly) =d =1 <d(Lgt1)-
Mas sabemos que d(Ly.1) < d(Ly) + 1, logo
A(X) = d(Lir) =,

e a afirmagdo segue.

Para concluir que X ¢é eficientemente gerado, vamos mostrar que dy,(X) < d —1
para todo x # 1. Suponhamos primeiramente que d = 2: neste caso, precisamos
mostrar que dy,)(X) < 1 para todo x # 1. Seja entdo um tal elemento x € X. Pelo
Lema H é um subgrupo maximal de X. Por um argumento feito anteriormente,
temos que Hx = {1}. Dessa forma, x ¢ Hx de sorte que existe um conjugado de H em
X o qual ndo contém x, digamos H* com w € V. Uma vez que H é maximal, obtemos
que H” também o é, e, consequentemente, (x, H”) = X. Sendo h um gerador de H,
temos que (x, i) = (x, H"); portanto, X = (x,h"”) e d(X) < 1.

Agora, consideremos d > 2. Sejan = r(d —2) + 1. Fixemos um elemento néo trivial
x = ((v1,...,0n),h) € X, esejam a = dimg Cy(h) e b = n — dimg([V,h],v1,...,04) +
dimg[V,h]. Notemos que n > dimg([V,h],vq,...,v4). De fato, caso contrério,
r(d—2)+1 = n < r(visto que ([V,h],vq,...,v4) é um F-subespago vetorial de V)
de modo que r(d —3) +1 < 0, um absurdo pois d > 2. Portanto, b > 0. Pelo Lema

B.L5
B qa qa—H qa—f—b—l
Px,yn({x},d—1) = (1—W) <1—m> <1—m ;38

onde cada fator deste produto é ndo negativo. Além disso, pela Proposicio[3.1.3)
Px({x},d =1) = Px/yn({V"x},d = 1) - Pxyn({x},d 1),
e notemos que
di(X) <d-1¢¢x({x},d—1) >0 Px({x},d—1) >0.

Temos que X/V" = H. Se y é a imagem de V"x por meio do isomorfismo associado,

entao
Px yn({V"x},d = 1) = Pu({y},d —1) >0,
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pois H é (d — 1)-gerado e isto implica ¢y ({y},d —1) > 0.
Assim, resta analisar quando Px v« ({x},d — 1) > 0. Como visto em (3.8),

1— qa+j/qr(d—1) 2 0

para todo j € {0,1,...,a+b —1}, logo a+j < r(d— 1) para todo
je{01,...,a+b—1}. Sea+b—1 = r(d—1), entdio 1 — g°tt-1/47@-1) = ¢
e Pxyn({x},d —1) = 0. Por outro lado, se Pxy:({x},d —1) = 0, entdo existe
j€{0,1,...,a+b—1}talquea+j=r(d—1). Mas

rd—1)=a+j<a+b—-1<r({d-1),
o que implicaa +b —1 = r(d — 1). Portanto,
d{x}(X) <d-1 (:)levn({x},d—l) >0&a+b-1< T(d—l)

Em seguida, se i # 1, entdo Cy(h) # V donde a < r —1. Também, b < n pois
dimp[V,h] < dimg([V,h],v1,...,0). Se h = 1, entdo Cy(h) = Vea = r. E
dimp([V, h],v1,...,04) = dimp(vy,...,04) > 1,jda que x = ((v1,...,04),h) é um ele-

mento ndo trivial. Em qualquer caso,
a+b—-1<r4+n—-2=r+r(d—-2)—1=r(d—1)—-1<r(d—-1).

Isto completa a prova do Teorema. O
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Daremos aqui uma demonstragdo alternativa do fato de que a sequéncia
d(S),d(S?),...,d(S"),... é ilimitada, para S um grupo simples ndo abeliano finito.

Lembramos que isso foi visto como uma consequéncia imediata da Proposicdo[2.3.8

Primeiramente, vamos mostrar que, dado n € Z, os subgrupos maximais de S"

sdo de dois tipos:

1) Produto: dadoi € {1,...,n},
SX-+-XSXKXS§Sx---x85,

com K um subgrupo maximal de S na i-ésima entrada.

2) Diagonal: dadosi # jem {1,...,n}, e dado ¢ € Aut(S),

A(Pri/j = {(51/'-~/Sn) E Sn | Sl(P - S]}.

Com efeito, sejam G = S" = 51 X 55 X - -- X §;; e M um subgrupo maximal de G. Para
cadai € {1,...,n}, consideremos as i-ésimas proje¢des 77; : 5" — S. Se existe algum
i para o qual M™ # S, entdo M < K;, para algum subgrupo maximal K; de S, de
forma que

M< S XSy x-- %851 XK;xSj41 X+ XSy

Notemos que vale na verdade a igualdade, ja que M é maximal em G. Assim, assuma-
mos que todas as projegdes 1y, . .., 7T, restritas a M sejam sobrejetivas. Suponhamos o
caso n = 2 verdadeiro e consideremos entdo n > 2. Seja N = Mg < G. Pelo Lema
N é um produto de alguns dos fatores Sy, ...,S,. Temos que N ndo pode ser um
produto de n — 1 fatores, pois, caso contrario, M > N conteria o outro fator restante

(visto que as projecdes restritas a M sdo sobrejetivas) de modo que M = G, uma con-
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tradi¢do. Também, notemos que M /N é maximal em G/N com cora¢do normal trivial

(vide Lema [3.2.8), isto é, G/N é um grupo primitivo. Pela Proposi¢do 2.1.16| G/N
admite no maximo dois subgrupos normais minimais, logo N é da forma

N =251 X+ x8_ 1 X{1} xSip1 x---x8§_1 x {1} xSjyg X+ xSy,

para certos i # jem {1,...,n},e G/N = S x S pelo isomorfismo ¢ : G/N — S x S
dado por

N(s1,...,51) ,i) (si,sj), sempre que (s1,...,5n) € G.

Agora, observamos que (M/N)¥ ¢ um subgrupo maximal de S x S. Este ndo pode ser
da forma K x S nem S x K, com K um subgrupo maximal de S. De fato, suponhamos
por exemplo que (M/N)¥ = K x S, sendo K maximal em S. Seja t; € S\ K. Como

M"i=S, existe um elemento (s1,...,S;_1,t,Sit1,---,51) € M de sorte que
(N(Sl, e, 821, ti,Si+1,. . .,Sn))lp = (tl’,S]') % K x S,

um absurdo. Portanto, usando o caso n = 2, concluimos que existe um isomorfismo
¢:S5— Stalque (M/N)¥ = Ay, = {(x,y) € S x S| x? =y}. Daj,

M/N = (Ap)?" = {Ng|ge€Ge(g™)?=g"5}=0n,i/N

donde M = A, ;;. Dessarte, vamos nos concentrar em provar o caso n = 2, ou seja,
G = §1 X Sp com M™ = M™ = S. Primeiro, observamos que S; = S; x {1} ndo
estd contido em M. Para ver isto, suponhamos o contrério, e seja s € S. Dado que
M™ = S, existe t € S tal que (t,s) € M. Por outro lado, (t,1) € M porque S; < M.
Consequentemente

(1,5) = (t,s)- (t,1) "' € M.

Pela arbitrariedade de s, segue-se que M contém S, €, portanto, M = G, uma contra-
dicdo. Analogamente, S ndo estd contido em M. Agora, temos que S| N M < S;. Com
efeito, sejam (a,1) € S;NMe (s,1) € S;. Dado que M™ = S, obtemos um elemento
da forma (s, b) em M. Dai,

M3 (s,b)-(a,1) - (s,b) "t = (sas1,1) € &;

donde (2,1)Y) € §; N M. Uma vez que S; é um grupo simples, segue-se que S; N M
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é trivial, haja vista que S; ¢ M. Da mesma forma, S; N M é também trivial. Seja
s € S. Temos que existe m € M tal que m™ = s. Com isso, ponhamos s := m’2.
Afirmamos que ¢ : S — S é um isomorfismo. De fato, temos que ¢ estd bem definida:
se my,my € M sdo tais que m™ = m’™ = s, entdo

(my-my )™ =m (my') P =ss1=1

de maneira que my - m, ' € SN M = {1}; consequentemente, m; = my e my? = mj>.

Também, ¢ é injetiva: sejam s1,5p € S com s{ = sj. Pela definicdo de ¢, existem
elementos my = (x,y) e my = (u,v) de M tais que s; = m]' e s, = my!,isto é,57 = x e
sy =u.E

y=mp>?=s{ =s) =m)? =v.
Assim,

(xu™1,1) = (x,y) - (u,0) ' =mm,' € SN M = {1}

de forma que x = u e s; = s3. Logo, ¢ é de fato injetiva. Agora, sejam s1,5p € S
arbitrarios. Temos que existem mq, m, € M tais que m? =3¢ mg ! = s,. Observamos

que s1sp = my'myt = (my - mp)™, logo

(s152)¢ = (my - ma)™ = mP?m)> = s{s3.

Portanto, ¢ é um homomorfismo. Por fim, seja t € S arbitrario. Dado que M™ = S,
existe m = (s,t) € M. Dais = m™ demodo que t = m™ = s?. Ou seja, ¢ é sobrejetiva.

Concluimos, assim, que ¢ é um isomorfismo, e a afirmacao segue. Por construgéo,
M <Ay, ={(xy) € G|x? =y}

Dado que M é maximal em G, obtemos que M = A, encerrando a demonstragdo do

caso n = 2, como queriamos.

Vamos nos concentrar agora em mostrar que a sequéncia d(S),d(S?),...,d(S"),...

é ilimitada. Sejam m um inteiro positivo e

1= (xlllezr---/xli/---,xlj,---,xln)

Y2 = (x21,x22,---,x2i,---,x2]’,---,x2n)

Ym = (xmlrmez---/xmi/---/xm'z---/xmn)
]
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m elementos de S". Dizemos que as colunas C; = [x1; Xp; - - - Xpi] € Cj = [X1j Xpj - - - Xyp]
estdo na mesma Aut(S)-drbita se C/ = Cj, para algum ¢ € Aut(S), isto ¢, Xkj = Xy,
para todo k € {1,...,m}. Afirmamos que (y1,...,ym) = S" se, e somente se, cada
uma das colunas Cj,...,C, gera S e duas quaisquer destas estdo em Aut(S)-6rbitas
distintas. De fato, assumamos que (y1,...,ym) = S" e que existai € {1,...,n} tal que
C; = [x1; Xo; - - - x;;] ndo gere S. Dessa forma, existe um subgrupo maximal M de S
com X1, X2i, . . ., Xpi € M de modo que

W1, Ym) <SX - XSXMXxSx---xS5<§",

um absurdo. Assim, cada coluna gera S. Por outro lado, se existissem i # j em
{1,...,n} e ¢ € Aut(S) tais que C; = C/, entdo

Y1, ym) < Dgij < S",

novamente um absurdo. Ou seja, duas quaisquer colunas estio em Aut(S)-
Orbitas distintas. A reciproca se argumenta de forma parecida: basta supor que
(Y1,...,ym) # G, logo existird um subgrupo maximal H de S" que contém v, ..., Y.
Se H for do tipo produto, entdo vamos obter uma coluna que ndo gera S; e se H for
do tipo diagonal, chegaremos a duas colunas na mesma Aut(S)-6rbita. Portanto, a

afirmagéo segue.

Seja m um inteiro maior ou igual a 2. Vamos mostrar que

s{m
f(S,m) =1+ |1;Pui(s))|’
sendo f a fungdo estudada no Capitulo 2. Com efeito, queremos o maior valor de
n para o qual d(S") = m < d(S"*1). Isto equivale a determinar o maior nimero
de colunas (m-uplas de elementos de S) satisfazendo as duas condi¢des da afirmacado
provada acima. Seja . o conjunto das m-uplas (t1,...,t,) € S™ tais que (t1,...,tm) =
S. Como visto no Exemplo Aut(S) age de maneira natural em . por

((try e tm), @) = (1], th),

e todas as orbitas tém cardinalidade |Aut(S)|. Desse modo, sendo #n o nimero de 6rbi-
tas dessa agdo, temos que n = ¢s(m)/|Aut(S)|. Tomando uma m-upla de cada 6rbita e
colocando estas m-uplas em forma de colunas, obtemos uma matriz m x n, onde as m

linhas geram S", pois duas quaisquer dessas colunas estdao em Aut(S)-6rbitas distintas.
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Ou seja, S" é m-gerado. E S"T! ndo ¢ m-gerado pois caso contrério a acdo acima teria
mais do que n 6rbitas. Portanto, f(S,m) =1+ ¢s(m)/|Aut(S)|.

Por fim, se d(S),d(S?),...,d(S"),... fosse limitada, entdo existiria m > 2 tal que
d(S") < m para todo n € Z,. Mas tomando k = ¢s(m)/|Aut(S)|, teriamos, como
acabamos de ver, que d(S¥*1) > m, uma contradicdo. Concluimos, assim, que d(S")

tende a infinito com #n, como queriamos demonstrar.
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