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"Todas as vitórias ocultam uma
abdicação."

(Simone de Beauvoir)
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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo acerca da relação entre a geração de grupos fini-

tos e os grupos crown-based power. Mais precisamente, respondemos a seguinte per-

gunta: qual a estrutura dos grupos finitos que precisam de mais geradores do que qual-

quer quociente próprio? Em paralelo com esta questão, estudamos a função f (L, m),

apresentada no artigo Finite groups that need more generators than any proper quotient [8],

para um grupo primitivo monolítico m-gerado L. Além disso, fazemos um estudo dos

grupos eficientemente gerados, definidos no artigo Generating sets of finite groups [4],

mostrando que um grupo solúvel finito é eficientemente gerado se, e somente se, ou é

um p-grupo finito, ou o quociente do subgrupo de Frattini é um certo grupo do tipo

crown-based power.

Palavras-chave: grupos crown-based power; primitivo; monolítico; grupos eficien-

temente gerados.
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Abstract

This work presents a study about the relationship between the generation of fi-

nite groups and crown-based power groups. More precisely, we answer the following

question: what is the structure of finite groups that need more generators than any

proper quotient? In parallel with this question, we study the function f (L, m), pre-

sented in the article Finite groups that need more generators than any proper quotient [8],

for a monolithic primitive m-generated group L. Furthermore, we study the efficiently

generated groups, defined in the article Generating sets of finite groups [4], showing that

a finite solvable group is efficiently generated if only if it is either a finite p-group or its

quotient over the Frattini subgroup is a certain crown-based power group.

Keywords: crown-based power groups; primitive; monolithic; efficiently genera-

ted groups.
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Notações

∅ Conjunto vazio

|S| Cardinalidade do conjunto S

X ⊆ Y X é um subconjunto do conjunto Y

H ≤ G H é um subgrupo do grupo G

H < G H é um subgrupo próprio do grupo G

{1} Subgrupo trivial de um grupo

H ⊴ G H é um subgrupo normal do grupo G

H ⋬ G H não é um subgrupo normal do grupo G

H ⊴c G H é um subgrupo característico do grupo G

Hg Classe lateral à direita de H em G contendo g

gH Classe lateral à esquerda de H em G contendo g

[G : H] Índice de H em G

⟨Xλ | λ ∈ Λ⟩ Subgrupo gerado pelos subconjuntos Xλ de um grupo

xα, (x)α ou xα Imagem de x pela aplicação α

Xα {xα | x ∈ X}

xy y−1xy

Hg {hg | h ∈ H}

HG ⟨Hg | g ∈ G⟩

[x, y] x−1y−1xy

[H, K] ⟨[h, k] | h ∈ H, k ∈ K⟩

G′ Subgrupo comutador [G, G] de G
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H ∼= G H é isomorfo a G

H ∼=G K H é G-isomorfo a K

A1 × · · · × An Produto cartesiano dos conjuntos A1, . . . , An

Dr
1≤i≤n

Gi Produto direto (externo) de G1, . . . , Gn

Gn Produto direto de n cópias de G

diag(Gn) Subgrupo diagonal {(g, . . . , g) | g ∈ G} de Gn

Dr(i)
1≤i≤n

Hi Produto direto interno dos subgrupos H1, . . . , Hn

K ⋊ H Produto semidireto externo de K por H

H ≀ K Produto entrelaçado entre H e K

HG Coração normal de H em G

Z(G) Centro de G

CG(H), NG(H) Centralizador, normalizador de H em G

Φ(G) Subgrupo de Frattini de G

G⟨p⟩ ⟨gp | g ∈ G⟩

Op(G) Produto dos p-subgrupos normais de G

soc(G) Subgrupo gerado pelos normais minimais de G

Lk Subgrupo crown-based power de Lk

d(G) Número mínimo de geradores de G

dX(G) Número mínimo de elementos de G que geram G junta-
mente com X

ϕG(m) Número de m-bases de G

OG(x), StabG(x) Órbita, estabilizador de x em G

Im(φ), ker(φ) Imagem, núcleo do homomorfismo φ

Sim(X) Grupo das permutações do conjunto X

Sn, An Grupo simétrico, alternado de grau n

End(G), Aut(G) Grupo dos endomorfismos, automorfismos de G

Ig Automorfismo interno associado ao elemento g

Inn(G) Grupo dos automorfismos internos de G

x



EndG(H) Conjunto dos G-endomorfismos de H

Cn Grupo cíclico de ordem n

Zp Corpo com p elementos

dimF V Dimensão do espaço vetorial V sobre o corpo F

N, Z Conjunto dos números naturais, inteiros

Z+ Conjunto dos números inteiros positivos

R∗ Conjunto R \ {0}

ΓL Grupo dos automorfismos que agem trivialmente em L/M,
sendo L um grupo primitivo monolítico com soc(L) = M

f (L, m) Função associada a um grupo primitivo monolítico não cí-
clico m-gerado L

Pm(G) Probabilidade de uma m-upla gerar o grupo G

PG(X, t) Probabilidade de que uma t-upla gere G juntamente com os
elementos do subconjunto X

≡m Relação de equivalência associada aos subgrupos maximais
de um grupo finito
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Introdução

Dado X um subconjunto de um grupo G, o subgrupo gerado por X é definido como
a interseção de todos os subgrupos de G que contêm X, e este é denotado por ⟨X⟩.
Quando X é vazio, ⟨X⟩ = {1}. Se G = ⟨X⟩, então dizemos que X gera G. E se
|X| = n para algum inteiro positivo n, dizemos que G é finitamente gerado, ou mais
precisamente, n-gerado. Observamos que se N é um subgrupo normal de G, então
G = ⟨x1, . . . , xk, N⟩ se, e somente se, G/N = ⟨Nx1, . . . , Nxk⟩.

Seja G um grupo finito. Definimos d(G) como a menor das cardinalidades dos con-
juntos geradores de G. Temos, por exemplo, que d(G) = 1 se, e somente se, G é cíclico
e não trivial. O grupo trivial é gerado pelo conjunto vazio, por isso d({1}) = 0. Tam-
bém, como mostrado em [1, 25], se G é um grupo simples, então d(G) ≤ 2. Agora,
sabemos do Teorema de Cayley que todo grupo finito G pode ser visto como um sub-
grupo de Sn (com n = |G|). Uma vez que Sn = ⟨(12), (12 · · · n)⟩ é não cíclico, temos
que d(Sn) = 2 (para n ≥ 3), mas d(G) não é necessariamente menor ou igual a 2. Ou
seja, se H é um subgrupo de G, não é válido em geral que d(H) ≤ d(G). Ainda que H
seja um subgrupo normal de G, esta afirmação continua sendo falsa. Como exemplo,
podemos tomar G = S ≀ Cn (produto entrelaçado entre um grupo simples não abeliano
finito S e Cn = ⟨(12 · · · n)⟩ – vide Definição 1.6.10). É possível mostrar que d(G) = 2,
todavia, considerando H = Sn × {1} ⊴ G, temos que d(H) tende a infinito com n.

Observamos que, para espaços vetoriais, o conceito análogo à função d(G) é a di-
mensão. A diferença é que, quando tratamos de geração de espaços vetoriais, esta-
mos falando de combinações lineares, enquanto que para grupos não temos necessa-
riamente um produto escalar definido sobre um corpo qualquer, ou seja, a geração de
grupos é baseada apenas em sua operação, o que deixa o estudo mais complicado.

Contudo, os grupos abelianos elementares são uma interseção dessas teorias. Mais
precisamente, os grupos Cn

p , com n ∈ N, podem ser vistos de maneira natural como
espaços vetoriais de dimensão n sobre o corpo finito Zp de modo que um subconjunto
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X gera Cn
p como um grupo se, e somente se, X gera Cn

p como um espaço vetorial. Isto
é,

d(Cn
p) = dimZp Cn

p = n.

Esses grupos também fornecem-nos que é sempre possível obter um grupo G com
d(G) = n, para n ∈ N arbitrário.

O subgrupo de Frattini de um grupo G, denotado por Φ(G), é definido como a in-
terseção de todos os subgrupos maximais de G; e se G não possui tais subgrupos,
Φ(G) = G. Observamos que d(G) = d(G/Φ(G)), e se G é um p-grupo finito, então
G/Φ(G) ∼= Cn

p , para algum primo p e algum número natural n, de maneira que

d(G) = d(G/Φ(G)) = n.

Dado N um subgrupo normal de um grupo finito G, temos

d(G/N) ≤ d(G) ≤ d(N) + d(G/N).

Se existe {1} ̸= N ⊴ G tal que d(G) = d(G/N), o problema de calcular o valor
de d(G) é reduzido a um grupo quociente. Dessa forma, faz sentido estudar grupos
em que esta igualdade nunca acontece, ou seja, d(G/N) < d(G) para todo subgrupo
normal não trivial N de G. O objetivo deste trabalho é caracterizar os grupos finitos
com esta propriedade.

Seja {1} ̸= N ⊴ G. Dizemos que N é um subgrupo normal minimal de G se não
existe subgrupo normal K de G tal que {1} < K < N. No sentido de comparar d(G)

com d(G/N), Andrea Lucchini, em seu artigo Generators and minimal normal subgroups
[18], de 1995, mostrou que se N é um subgrupo normal minimal de um grupo finito G,
então

d(G) ≤ max{2, d(G/N) + 1}.

Também, nos artigos [1] e [20], os autores provaram que se G é um grupo não cíclico
finito contendo um único subgrupo normal minimal N, então

d(G) = max{2, d(G/N)}.

Para um grupo finito G, o socle de G é definido como o produto dos subgrupos
normais minimais e é denotado por soc(G). Nesse sentido, dizemos que G é um grupo
monolítico se este contém um único subgrupo normal minimal N, isto é, N = soc(G).
Também, G é dito primitivo se existe um subgrupo maximal M de G tal que o coração
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normal de M em G,
MG =

⋂
g∈G

Mg,

é trivial. Temos que um grupo monolítico G é primitivo se, e somente se,
Φ(G) = {1}. Dessa forma, Sn, para n ≥ 3, é um grupo primitivo monolítico. Um
exemplo de um grupo primitivo não monolítico é o grupo S × S, sendo S um grupo
simples não abeliano. Este é primitivo, pois diag(S × S) = {(s, s) | s ∈ S} é um
subgrupo maximal com coração normal trivial, e não é monolítico porque S × {1} e
{1} × S são subgrupos normais minimais de S × S.

Seja L um grupo primitivo monolítico não cíclico finito, com M = soc(L). Obser-
vamos que se M é abeliano, este é complementado em L, ou seja, existe um subgrupo
H de L tal que HM = L e H ∩ M = {1}. Para cada inteiro positivo k, definimos o
subgrupo crown-based power Lk de Lk por

Lk = {(l1, . . . , lk) ∈ Lk | l1 ≡ · · · ≡ lk mod M}.

Temos que o socle de Lk é Mk, um produto direto de k subgrupos normais minimais,
e que Lk/Mk ∼= L/M. Além disso, o grupo quociente de Lk+1 sobre qualquer sub-
grupo normal minimal U é isomorfo a Lk, e soc(Lk+1/U) = soc(Lk+1)/U. Com isso, a
sequência d(L1), . . . , d(Lk), . . . é não decrescente. É possível mostrar que esta é ilimi-
tada, e, pelo resultado acima, provado por Lucchini, d(Lk+1) ≤ d(Lk)+ 1. Desse modo,
se L é um grupo m-gerado, então existe um (único) k tal que d(Lk) = m < d(Lk+1), e,
então, definimos f (L, m) = k + 1. Escrevemos simplesmente f (m) se L pode ser iden-
tificado no contexto.

Com esta definição da função f , Francesca Dalla Volta e Andrea Lucchini, em [8],
provaram o seguinte teorema estrutural:

Teorema A. Seja m um inteiro positivo e H um grupo finito tal que d(H/N) ≤ m para todo
subgrupo normal não trivial N, mas d(H) > m. Se m = 1, então ou H ∼= Cp ×Cp para algum
primo p, ou H é um grupo primitivo monolítico com socle M e H/M é cíclico. Se m ≥ 2, então
existe um grupo primitivo monolítico L tal que H ∼= L f (L,m).

Ou seja, este resultado nos fornece uma caracterização dos grupos finitos com a
propriedade que, para algum inteiro positivo m, todo grupo quociente próprio pode
ser gerado por m elementos, mas o grupo não.

Dados G um grupo finito e m um inteiro positivo, seja ϕG(m) o número de m-bases
de G, ou seja, m-uplas ordenadas (g1, . . . , gm) de elementos de G que geram G. Esta
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função foi introduzida em 1936, por Philip Hall [15], com o nome de função Euleriana.
Considerando L como acima, dizemos que um automorfismo γ : L → L age trivialmente
em L/M se o homomorfismo induzido

γ : L/M → L/M, Ml 7→ Mlγ

é a identidade. Isto equivale a dizer que lγ ∈ Ml, para todo l ∈ L. Observamos que
γ está bem definida, já que M é um subgrupo característico de L. O grupo dos auto-
morfismos de L que agem trivialmente em L/M é denotado por ΓL. Com o intuito de
estudar o valor da função f , Francesca Dalla Volta e Andrea Lucchini também prova-
ram em [8] o seguinte teorema:

Teorema B. Se m ≥ d(L), então

f (m) = 1 +

ϕL(m)/|ΓL|ϕL/M(m) se M′ = M,

logq(1 + (q − 1)ϕL(m)/|ΓL|ϕL/M(m)) se M′ = {1},

sendo q = |EndL(M)|.

Para M abeliano, Wolfgang Gaschütz mostrou em [13] que

ϕL(m)/ϕL/M(m) = |M|m − ω,

sendo que ω é o número de complementos para M em L. Além disso, temos que
|ΓL| = (q − 1)ω, logo o Teorema B nos dá que

f (m) = 1 + logq(|M|m/ω).

Como exemplos do cálculo da função f , temos que

f (A5, 2) = 20,

porque d(A19
5 ) = 2 < d(A20

5 ), e

n!/8 + 1 < f (An, 2) ≤ n!/4 + 1,

para n suficientemente grande (vide Exemplos 2.4.7 e 2.4.8). Em geral, não é uma tarefa
fácil calcular o valor da função f .

Agora, dado G um grupo finito, definimos a relação de equivalência ≡m em G por:
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x ≡m y se, e somente se, x e y estão exatamente nos mesmos subgrupos maximais de
G. Equivalentemente, x ≡m y se, e somente se,

(∀r)(∀z1, . . . , zr ∈ G)((⟨x, z1, . . . , zr⟩ = G) ⇔ (⟨y, z1, . . . , zr⟩ = G)).

Dado um inteiro positivo r, definimos a relação de equivalência ≡(r)
m pela regra:

x ≡(r)
m y se, e somente se,

(∀z1, . . . , zr−1 ∈ G)((⟨x, z1, . . . , zr−1⟩ = G) ⇔ (⟨y, z1, . . . , zr−1⟩ = G)).

Observamos que as relações ≡(r)
m tornam-se mais finas à medida que r aumenta, e

se r = |G|, então ≡(r)
m coincide com ≡m. Logo, definimos ψ(G) como o valor de r

para o qual as equivalências ≡(r)
m se estabilizam, isto é, o menor valor r tal que ≡(r)

m

coincide com a relação limite ≡m. Para um grupo solúvel finito G, é possível provar
que ψ(G) ∈ {d(G), d(G) + 1}.

Dado um subconjunto X de um grupo finito G, denotamos por dX(G) a menor cardi-
nalidade de um conjunto de elementos de G que gera G juntamente com os elementos
de X. Notemos que dX(G) ≤ d(G). Um grupo finito G é dito eficientemente gerado se,
para todo x ∈ G, d{x}(G) = d(G) implica em x ∈ Φ(G). Temos que todo p-grupo finito
é eficientemente gerado. Também, o grupo diedral D5 é um tal grupo, e S4 é um exem-
plo de um grupo não eficientemente gerado, pois d{x}(S4) = 2 para todo elemento x
do subgrupo de Klein.

Se G é um grupo solúvel finito, então G é eficientemente gerado se, e somente se,
ψ(G) = d(G). Nesse sentido, Peter Cameron, Andrea Lucchini e Colva Mary Roney-
Dougal, em [4], provaram um resultado que caracteriza os grupos solúveis eficiente-
mente gerados. Esse, por sua vez, é uma aplicação dos Teoremas A e B. Mais precisa-
mente,

Teorema C. Um grupo solúvel finito G satisfaz ψ(G) = d(G) se, e somente se, ou G é um
p-grupo finito, ou existe um espaço vetorial finito V, um subgrupo solúvel irredutível não
trivial H de Aut(V) e um inteiro d > d(H) tal que

G/Φ(G) ∼= Vr(d−2)+1 ⋊ H,

sendo r a dimensão de V sobre EndH(V) e H age da mesma maneira em cada um dos
r(d − 2) + 1 fatores.

Aqui, um subgrupo irredutível H de Aut(V) significa que se W é um subespaço
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H-invariante de V (wh ∈ W para todos w ∈ W e h ∈ H), então W = {0} ou W = V.

Neste trabalho, apresentaremos as demonstrações dos Teoremas A, B e C.

No primeiro capítulo, apresentaremos resultados fundamentais acerca da Teoria de
Grupos, como por exemplo a caracterização dos subgrupos normais minimais de um
grupo finito, o Teorema da Base de Burnside, Lema de Schur, etc. Estes serão utilizados
ao longo do trabalho.

O segundo capítulo é destinado ao assunto principal deste trabalho. Iremos cons-
truir as noções essenciais sobre grupos primitivos e monolíticos, a função d(G), bem
como apresentar as definições e resultados a respeito dos subgrupos crown-based
power, que serão necessários para demonstrar os Teoremas A e B.

No terceiro e último capítulo, iremos inicialmente expor algumas noções de proba-
bilidade envolvendo geração de grupos e, posteriormente, vamos desenvolver a teoria
necessária para a demonstração do Teorema C.



Capítulo

1
Preliminares

Neste capítulo, apresentaremos conceitos básicos e resultados preliminares, que va-
mos utilizar ao longo deste trabalho. Resultados como Teorema de Lagrange, Teorema
dos Isomorfismos, Teorema da Correspondência, Teorema de Sylow, bem como resul-
tados a respeito de Grupos Simétricos e Álgebra Linear, serão assumidos como conhe-
cidos, podendo ser encontrados em [12, 16, 22], por exemplo.

1.1 Teoria de Grupos

Os resultados presentes nesta seção podem ser encontrados em [12, 22, 24]. Inicia-
mos com algumas definições e resultados básicos acerca de geração de grupos.

Seja X um subconjunto de um grupo G. Definimos o subgrupo gerado por X

⟨X⟩

como a interseção de todos os subgrupos de G que contêm X. Notemos que sempre
existe pelo menos um tal subgrupo, a saber G. Uma vez que a interseção de subgrupos
de um grupo é um subgrupo, segue-se que ⟨X⟩ é de fato um subgrupo de G. Mais
ainda, ⟨X⟩ é o menor subgrupo de G contendo X: se X ⊆ S ≤ G, então ⟨X⟩ ≤ S. No
caso em que X = ∅, temos ⟨X⟩ = {1}. Se G = ⟨X⟩, então dizemos que X gera G; e os
elementos de X são chamados geradores.

Proposição 1.1.1. Seja X um subconjunto não vazio de um grupo G. Então

⟨X⟩ = {xϵ1
1 · · · xϵk

k | xi ∈ X, ϵi = ±1, k ∈ N}.
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(Quando k = 0, o produto é interpretado como 1.)

Demonstração. Seja S = {xϵ1
1 · · · xϵk

k | xi ∈ X, ϵi = ±1, k ∈ N}. Temos que S é um
subgrupo de G. De fato, 1 = xx−1 ∈ S, x ∈ X (visto que X ̸= ∅). Além disso, dados
x = xϵ1

1 · · · xϵk
k e y = yδ1

1 · · · yδl
l elementos arbitrários de S,

xy−1 = xϵ1
1 · · · xϵk

k y−δl
l · · · y−δ1

1 ∈ S.

Assim, S ≤ G, e este contém X. Pela definição de ⟨X⟩, obtemos que ⟨X⟩ ⊆ S. Por
fechamento, S ⊆ ⟨X⟩, e, portanto, S = ⟨X⟩.

Seja n um inteiro positivo. Um grupo é dito n-gerado se pode ser gerado por algum
subconjunto {x1, x2, . . . , xn}. Um grupo é finitamente gerado se é n-gerado para algum
n.

Se {Xλ | λ ∈ Λ} é um conjunto de subgrupos de G, o subgrupo gerado pelos Xλ’s é
definido como ⟨⋃λ∈Λ Xλ⟩. Este é denotado por

⟨Xλ | λ ∈ Λ⟩.

No caso em que Λ = {λ1, . . . , λn}, escrevemos

⟨Xλ1 , . . . , Xλn⟩.

Se G é um grupo gerado por um subconjunto X, então qualquer homomorfismo de
G em um grupo H é unicamente determinado pelas imagens dos elementos de X. Mais
precisamente,

Proposição 1.1.2. Sejam G e H dois grupos, e suponhamos que G seja gerado por X. Se ϕ e ψ

são homomorfismos de G em H, e se ϕ e ψ coincidem em X, então ϕ = ψ.

Demonstração. Seja g ∈ G, logo pela Proposição 1.1.1, g = xϵ1
1 · · · xϵk

k , com k ∈ N, e,
para cada i = 1, . . . , k, xi ∈ X e ϵi = ±1. Daí,

gϕ = (xϵ1
1 · · · xϵk

k )ϕ = (xϕ
1 )

ϵ1 · · · (xϕ
k )

ϵk = (xψ
1 )

ϵ1 · · · (xψ
k )

ϵk = (xϵ1
1 · · · xϵk

k )ψ = gψ,

já que ϕ e ψ coincidem em X. Como g é arbitrário, concluímos que ϕ = ψ.

Proposição 1.1.3. Se ψ é um homomorfismo de um grupo G em um grupo H, e se G = ⟨X⟩,
então Im(ψ) = ⟨Xψ⟩, sendo Xψ = {xψ | x ∈ X}. Em particular, se ψ é sobrejetiva, então
H = ⟨Xψ⟩.
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Demonstração. Seja h ∈ Im(ψ). Então, existe g ∈ G tal que h = gψ. Pela Proposição
1.1.1, g = xϵ1

1 · · · xϵk
k , com k ∈ N, e, para cada i = 1, . . . , k, xi ∈ X e ϵi = ±1. Logo,

h = gψ = (xϵ1
1 · · · xϵk

k )ψ = (xψ
1 )

ϵ1 · · · (xψ
k )

ϵk ∈ ⟨Xψ⟩.

Isto nos dá que Im(ψ) ⊆ ⟨Xψ⟩. Por outro lado, Im(ψ) é um subgrupo de H que contém
Xψ. Por definição, obtemos que ⟨Xψ⟩ ⊆ Im(ψ). Portanto, Im(ψ) = ⟨Xψ⟩.

Em particular, se G é um grupo o qual admite um subgrupo normal N tal que G =

⟨x1, . . . , xk, N⟩, então G/N = ⟨Nx1, . . . , Nxk⟩ (basta considerar a projeção canônica
π : G → G/N e aplicar a Proposição 1.1.3). Por outro lado, se G/N = ⟨Nx1, . . . , Nxk⟩,
então considerando H = ⟨x1, . . . , xk, N⟩, temos que

G/N = ⟨Nx1, . . . , Nxk⟩ ⊆ H/N

donde, por correspondência, G = H. Ou seja, mostramos que G = ⟨x1, . . . , xk, N⟩
se, e somente se, G/N = ⟨Nx1, . . . , Nxk⟩. Nesse sentido, dizemos que x1, . . . , xk são
geradores para G módulo N.

Dado G um grupo, definimos o comutador de dois elementos x, y ∈ G como

[x, y] = x−1y−1xy = x−1xy.

Com isso, segue-se facilmente que [x, y] = [y, x]−1 e [x, y] = 1 se, e somente se, x e y
comutam.

Agora, dados dois subgrupos H e K de G, definimos o comutador de H e K por

[H, K] = ⟨[h, k] | h ∈ H, k ∈ K⟩.

Como [h, k] = [k, h]−1 para todos h ∈ H e k ∈ K, temos que [H, K] = [K, H]. Denotamos
por G′ o subgrupo [G, G].

Observação 1.1.4. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Então, G′ ≤ H se, e somente
se, H ⊴ G e G/H é abeliano. De fato, basta notar que dados h ∈ H e x, y ∈ G, temos que
hx = [x, h−1]h (logo H ⊴ G se G′ ≤ H), como também [Hx, Hy] = H[x, y] de modo que

[Hx, Hy] = H ⇔ H[x, y] = H ⇔ [x, y] ∈ H,

e, portanto, a observação segue.
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Definição 1.1.5. Sejam n ≥ 2 e G1, . . . , Gn grupos. O produto direto (externo) de G1, . . . , Gn

é definido como sendo o produto cartesiano G1 × · · · × Gn com a operação

(x1, . . . , xn) · (y1, . . . , yn) := (x1y1, . . . , xnyn),

e este é denotado por Dr
1≤i≤n

Gi ou G1 × · · · × Gn. Se G1 = · · · = Gn =: G, então usamos a

notação Gn para indicar o grupo G × · · · × G (produto direto de n cópias de G). Além disso, se
a operação de G for aditiva, chamamos Gn por a soma direta de n cópias de G.

Observamos que os subconjuntos

G̃i = {(1, . . . , 1, gi, 1, . . . , 1) | gi ∈ Gi} (1 ≤ i ≤ n)

são subgrupos normais de G1 × · · · × Gn. Estes são chamados os fatores diretos.

Teorema 1.1.6. Sejam G, G1, . . . , Gn grupos. Então o grupo G é isomorfo ao grupo Dr
1≤i≤n

Gi

se, e somente se, G admite subgrupos H1
∼= G1, . . . , Hn ∼= Gn tais que:

(i) G = H1 · · · Hn.

(ii) Hi ⊴ G, ∀i = 1, . . . , n.

(iii) Hi ∩ (H1 · · · Hi−1Hi+1 · · · Hn) = {1}, ∀i = 1, . . . , n.

Ou, equivalentemente,

(iv) Para cada g ∈ G, existem únicos elementos x1 ∈ H1, . . . , xn ∈ Hn tais que g = x1 · · · xn.

(v) Para cada i ̸= j em {1, . . . , n}, temos xy = yx, ∀x ∈ Hi e ∀y ∈ Hj.

Um grupo G o qual admite subgrupos H1, . . . , Hn satisfazendo as condições (i), (ii)
e (iii) do Teorema 1.1.6 é chamado o produto direto interno de H1, . . . , Hn e é denotado
por Dr(i)

1≤i≤n
Hi.

Definição 1.1.7. Seja H um subgrupo de um grupo G. Definimos o normalizador e o centra-
lizador de H em G como sendo, respectivamente, os conjuntos NG(H) = {g ∈ G | Hg = H}
e CG(H) = {g ∈ G | hg = h, ∀h ∈ H}.

Ambos são subgrupos de G, e CG(H) ⊴ NG(H). De fato, sejam g ∈ NG(H) e
x ∈ CG(H) arbitrários, e vamos mostrar que xg ∈ CG(H). Sendo NG(H) ≤ G, temos
que g−1 ∈ NG(H). Assim, dado h ∈ H, temos ghg−1 ∈ Hg−1

= H e

xgh = g−1xgh(g−1g) = g−1x(ghg−1)g

= g−1(ghg−1)xg = hg−1xg = hxg,
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pois x ∈ CG(H). Pela arbitrariedade dos elementos envolvidos, segue-se que
CG(H) ⊴ NG(H). Em particular, se H ⊴ G, então CG(H) ⊴ G, pois neste caso
NG(H) = G.

Proposição 1.1.8. Sejam G um grupo e H, K ⊴ G tais que H ∩ K = {1}. Então H ≤ CG(K)
e K ≤ CG(H).

Demonstração. Seja h ∈ H. Dado k ∈ K, temos

[h, k] = h−1(k−1hk) ∈ H, pois H ⊴ G,

e
[h, k] = (h−1k−1h)k ∈ K, pois K ⊴ G.

Portanto, [h, k] ∈ H ∩ K = {1} de sorte que kh = k. Desse modo, h ∈ CG(K), e isto
mostra que H ≤ CG(K). A segunda parte da proposição é análoga.

Proposição 1.1.9. Sejam G1, . . . , Gn grupos e H1 ≤ G1, . . . , Hn ≤ Gn. Consideremos G =

G1 × · · · × Gn e H = H1 × · · · × Hn. Então

CG(H) = CG1(H1)× · · · × CGn(Hn).

Em particular, se k ∈ Z+ e H ≤ G, então CGk(Hk) = CG(H)k.

Demonstração. Seja g ∈ CG1(H1) × · · · × CGn(Hn), então g = (g1, . . . , gn), sendo que,
para cada i, 1 ≤ i ≤ n, gi ∈ CGi(Hi). Assim, dado h = (h1, . . . , hn) ∈ H, temos

gh = (g1, . . . , gn) · (h1, . . . , hn) = (g1h1, . . . , gnhn)

= (h1g1, . . . , hngn) = (h1, . . . , hn) · (g1, . . . , gn) = hg,

logo g ∈ CG(H). Isto nos dá que CG1(H1) × · · · × CGn(Hn) ≤ CG(H). Por outro
lado, seja g ∈ CG(H). Temos que g = (g1, . . . , gn) com gi ∈ Gi (1 ≤ i ≤ n). Dados
h1 ∈ H1, . . . , hn ∈ Hn, seja h = (h1, . . . , hn). Assim, gh = hg, já que g ∈ CG(H).
Isto implica gihi = higi (1 ≤ i ≤ n). Então gi ∈ CGi(Hi) (1 ≤ i ≤ n) de maneira
que g ∈ CG1(H1)× · · · × CGn(Hn). Concluímos então a segunda inclusão, e, assim, a
proposição segue.

Observamos que se G1, . . . , Gn são grupos quaisquer, então Z(G1 × · · · × Gn) =

Z(G1) × · · · × Z(Gn). Isto é um caso particular da Proposição 1.1.9: basta escolher
Hi = Gi para cada i ∈ {1, . . . , n}.
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Definição 1.1.10. Um subgrupo H de um grupo G é dito um subgrupo característico
(denotado por H ⊴c G) se este é estável por todos os automorfismos de G, isto é, se
Hσ ≤ H, ∀σ ∈ Aut(G). (Equivalentemente, se Hσ = H, ∀σ ∈ Aut(G)).

Se H ⊴c G, então H ⊴ G, pois Hg = HIg ≤ H para todo g ∈ G, sendo Ig : G → G
o automorfismo interno dado por xIg = xg, sempre que x ∈ G. Como exemplos de
subgrupos característicos, temos {1}, G, Z(G) e G′.

Proposição 1.1.11. Se H ⊴c K e K ⊴ G, então H ⊴ G.

Demonstração. Seja g um elemento arbitrário de G. Dado que K ⊴ G, temos que a
aplicação σ : K → K,

xσ = xIg = xg, x ∈ K,

é um automorfismo de K. Como por hipótese H é característico em K, obtemos que
Hσ ≤ H, ou seja, Hg ≤ H. Pela arbitrariedade de g, concluímos que H ⊴ G.

1.2 Ações de Grupo em Conjuntos

Nesta seção, G denota um grupo arbitrário.

Definição 1.2.1. Dizemos que G age em um conjunto não vazio X se, para cada g ∈ G e cada
x ∈ X, corresponde um único elemento xg ∈ X de forma que, para todos x ∈ X e g1, g2 ∈ G,

(xg1)g2 = x(g1g2)

e x1 = x.

Mais precisamente, dizemos que, nessas condições, G age em X à direita. De forma
análoga, podemos definir ações à esquerda.

Exemplo 1.2.2. Seja S o conjunto dos subgrupos de G. Então G age em S por conjugação, ou
seja, para cada g ∈ G e cada H ∈ S, Hg := Hg. De fato, para todos H ∈ S e g1, g2 ∈ G,

(Hg1)g2 = (Hg1)g2 = (Hg1)g2 = Hg1g2 = H(g1g2) e H1 = H1 = H.

Teorema 1.2.3. Seja G agindo em X. Então, para cada g ∈ G, corresponde uma aplicação
ρg : X → X definida por ρg : x 7→ xg, e esta é uma permutação de X. Além disso, a aplicação
ρ : G → Sim(X) definida por ρ : g 7→ ρg é um homomorfismo; esta é chamada a representação
permutacional de G correspondende à ação do grupo.
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Demonstração. Seja g ∈ G. Por definição, ρg é uma aplicação de X em si próprio. Dados
g1, g2 ∈ G e x ∈ X,

xρg1g2 = x(g1g2) = (xg1)g2 = (xρg1)ρg2 = xρg1 ρg2 ,

logo
ρg1g2 = ρg1ρg2 . (1.1)

Além disso, temos xρ1 = x1 = x, daí

ρ1 = 1 ∈ Sim(X). (1.2)

Por (1.1) e (1.2), segue-se que

ρgρg−1 = 1 = ρg−1ρg.

Portanto, ρg é uma aplicação inversível de X em si mesmo, ou seja, uma permutação
de X. E (1.1) nos dá que ρ é um homomorfismo de G em Sim(X).

Teorema 1.2.4. Seja σ um homomorfismo de G em Sim(X), onde X é um conjunto não vazio.
Então, G age em X quando definimos, para cada g ∈ G e x ∈ X,

xg = (x)gσ;

e a representação permutacional de G correspondente a esta ação é σ.

Demonstração. Para g1, g2 ∈ G e x ∈ X, temos, por definição de composição de aplica-
ções, que

((x)gσ
1 )((x)gσ

2 ) = (x)(gσ
1 gσ

2 )

= (x)(g1g2)
σ,

pois σ é um homomorfismo; e (x)1σ = x, pois σ leva 1 ∈ G em 1 ∈ Sim(X). Portanto,
definindo

xg = (x)gσ,

definimos uma ação de G sobre X. Seja ρ a representação permutacional de G corres-
pondente. Então,

xρg = xg = (x)gσ,

logo ρg = gσ, para todo g ∈ G, de modo que ρ = σ.
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Suponhamos que G age em X. Definimos a relação ∼ em X como segue: x ∼ y
se, e somente se, x, y ∈ X e existe um elemento g ∈ G tal que xg = y. Notemos
que esta é uma relação de equivalência em X. A classe de equivalência de x ∈ X é
chamada a órbita de x: é o subconjunto OG(x) = {xg | g ∈ G} de X. A ação é chamada
transitiva se existe algum x ∈ X tal que OG(x) = X, ou seja, existe uma única órbita.
Também, nesse sentido, definimos o estabilizador de x em G como sendo o subgrupo
StabG(x) = {g ∈ G | xg = x}. O próximo resultado estabelece uma relação entre esses
dois conjuntos.

Teorema 1.2.5 (Princípio da Contagem). Sejam G agindo em um conjunto X e
x ∈ X. Então [G : StabG(x)] = |OG(x)|. Em particular, se a ação for transitiva, então
|X| = [G : StabG(x)].

Demonstração. Seja H = StabG(x), e vamos construir uma bijeção entre o conjunto C
das classes laterais à direita de H em G e o conjunto OG(x). Com efeito, definamos
f : C → OG(x) por

(Hg) f = xg, sempre que g ∈ G.

Se Hg1 = Hg2, então g1g−1
2 ∈ H, ou seja, x(g1g−1

2 ) = x. Mas isto nos dá que xg1 = xg2

de maneira que (Hg1) f = (Hg2) f . Portanto, f está de fato bem definida. Além disso,
se xg1 = xg2, então x(g1g−1

2 ) = x, logo g1g−1
2 ∈ H, isto é, Hg1 = Hg2. Isto mostra que

f é injetiva. Por fim, dado xg ∈ OG(x), temos que xg = (Hg) f , o que nos fornece a
sobrejetividade de f . Concluímos então que

[G : H] = |C| = |OG(x)|.

Em particular, se a ação é transitiva, OG(x) = X, e, portanto, |X| = [G : StabG(x)].

No exemplo 1.2.2, a órbita OG(H) = {Hg | g ∈ G} de um subgrupo H é chamada
a classe de conjugação de H. O estabilizador StabG(H) = {g ∈ G | Hg = H} é o
normalizador de H em G. O Teorema 1.2.5 nos dá que o número de conjugados de
H em G é igual ao índice [G : NG(H)].

Definição 1.2.6. Definimos o núcleo de uma ação de G em X como o núcleo da representação
permutacional de G correspondente a esta ação. Uma ação é dita fiel se seu núcleo é trivial.

Suponhamos G agindo em X e consideremos ρ : G → Sim(X) a representação
permutacional de G correspondente. Assim, o núcleo é

ker(ρ) = {g ∈ G | xρ = x, ∀x ∈ X} = {g ∈ G | xg = x, ∀x ∈ X} =
⋂

x∈X
StabG(x),
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isto é, o núcleo de uma ação é a interseção dos estabilizadores.

1.3 Subgrupos Normais Minimais

O objetivo desta seção é mostrar que todo subgrupo normal minimal de um grupo
finito é um produto direto de uma quantidade finita de cópias de um grupo simples.
Esta seção é baseada no livro A Course on Group Theory [24].

Definição 1.3.1. Seja {1} ̸= K ⊴ G. Dizemos que K é um subgrupo normal minimal de G se
não existe subgrupo normal L de G tal que {1} < L < K.

Observamos que, em um grupo finito, todo subgrupo normal não trivial contém
um subgrupo normal minimal.

Proposição 1.3.2. Sejam G um grupo e N, K dois subgrupos normais minimais de G distintos.
Então N ≤ CG(K) e K ≤ CG(N).

Demonstração. Pela Proposição 1.1.8, basta mostrar que N ∩ K = {1}. E, de fato, dado
que N, K ⊴ G, temos que N ∩ K ⊴ G. Além disso, N ∩ K ≤ N e N ∩ K ≤ K. Se
N ∩ K ̸= {1}, então, pela minimalidade de N e K, obtemos que N ∩ K = N e
N ∩ K = K, ou seja, N = K, um absurdo. Portanto N ∩ K = {1}, como queríamos.

Seja K um subgrupo normal minimal de G e γ ∈ Aut(G), então Kγ é um subgrupo
normal minimal de G. Com efeito, Kγ ⊴ G, e se L ≤ Kγ com L ⊴ G, então Lγ−1 ≤ K
e Lγ−1

⊴ G. Uma vez que K é um subgrupo normal minimal de G, obtemos que
Lγ−1

= {1} ou Lγ−1
= K. Logo, L = (Lγ−1

)γ = {1} ou L = (Lγ−1
)γ = Kγ, o que nos dá

que Kγ é normal minimal em G. Além disso, K ∼= Kγ, pois γ restrita a K possui núcleo
trivial e imagem Kγ.

Definição 1.3.3. Um grupo não trivial G é dito caracteristicamente simples se os únicos sub-
grupos característicos de G são {1} e G.

Grupos simples são exemplos de grupos caracteristicamente simples.

Proposição 1.3.4. Suponhamos que K é um subgrupo normal minimal de G. Então K é um
grupo caracteristicamente simples.

Demonstração. Seja L um subgrupo característico de K. Então L ⊴c K ⊴ G de modo
que, pela Proposição 1.1.11, L ⊴ G. Como L ≤ K e K é normal minimal em G, segue-se
que L = {1} ou L = K. Portanto, K é caracteristicamente simples.
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Definição 1.3.5. Um grupo abeliano A é dito elementar se existe um primo p tal que ap = 1
para todo a ∈ A.

Proposição 1.3.6. Seja A um grupo abeliano. Então as duas afirmações seguintes são equiva-
lentes:

(i) A é elementar.

(ii) Existe um primo p e um espaço vetorial V sobre Zp tal que A ∼= V+ := (V,+).

Demonstração. Suponhamos que A é elementar, então existe um primo p tal que ap = 1
para todo a ∈ A. Definimos um espaço vetorial V sobre Zp como segue. Os elementos
de V são os elementos de A. A soma vetorial de dois elementos de V é definida como o
produto de dois elementos de A. Os elementos de Zp são classes residuais de inteiros
módulo p. Seja n̄ ∈ Zp e seja n um inteiro na classe residual n̄. Então, para cada a ∈ V,
o produto escalar n̄a é definido como o elemento an ∈ A. Notemos que este produto
não depende da escolha de n na classe residual n̄. Com efeito, se r ∈ n̄, então p|(n − r),
logo n − r = pq para algum q ∈ Z, o que implica an−r = apq = (ap)q = 1, pois ap = 1,
e isto nos dá que an = ar. Agora, é fácil ver que V é um espaço vetorial sobre Zp; e
claramente, como grupos, A ∼= V+.

Reciprocamente, seja V um espaço vetorial sobre Zp. Então, V+ é um grupo abeli-
ano. Além disso, como pv = 0 para todo v ∈ V, V+ é elementar. Consequentemente,
se A ∼= V+, então A é elementar.

Proposição 1.3.7. Seja A um grupo abeliano finito, A ̸= {1}. Então A é caracteristicamente
simples se, e somente se, A é elementar.

Demonstração. Suponhamos que A é elementar. Pela Proposição 1.3.6, podemos supor
que A = V+, com V é um espaço vetorial sobre Zp para algum primo p; e, como A
é finito, segue-se que V é de dimensão finita. Seja W um subgrupo característico não
trivial de V+ e 0 ̸= w ∈ W. Dado 0 ̸= v ∈ V+, temos que v e w são elementos de
certas bases de V. Logo, existe uma transformação linear inversível T : V → V tal que
(w)T = v. Desse modo, T ∈ Aut(V+) e, como W é característico em V+, obtemos que
v ∈ W. Portanto, W = V+. Concluímos, assim, que V+ é caracteristicamente simples.

Reciprocamente, suponhamos que A é caracteristicamente simples e consideremos
p um primo divisor de |A|. Definimos então

B = {a ∈ A | ap = 1}.



1.3 Subgrupos Normais Minimais 19

Dado que A é abeliano, temos que B ≤ A. Seja b ∈ B e γ ∈ Aut(A). Então

(bγ)p = (bp)γ = 1,

logo bγ ∈ B. Portanto, B é característico em A. Pelo Teorema de Sylow, existe em A um
elemento a de ordem p. Daí, 1 ̸= a ∈ B, logo B ̸= {1}. Como A é caracteristicamente
simples, segue-se que B = A, ou seja, A é elementar.

Dados G um grupo e H1, . . . , Hn ≤ G, com n um inteiro positivo, vamos denotar
por ∏n

i=1 Hj o subconjunto H1 · · · Hn = {h1 · · · hn | hi ∈ Hi (1 ≤ i ≤ n)} de G.

Teorema 1.3.8. Sejam K1, K2, . . . , Kn subgrupos normais minimais de G, com n um inteiro po-
sitivo, e consideremos K = ∏n

j=1 Kj. Então existe um subconjunto {i1, . . . , im} de {1, . . . , n}
tal que K é o produto direto interno de Ki1 , . . . , Kim . Em particular, K = Dr

1≤j≤m
Kij .

Demonstração. Seja Γ o conjunto de todos os subconjuntos não vazios {i1, . . . , im} de
{1, . . . , n} tais que i1, . . . , im são distintos e ∏m

j=1 Kij é o produto direto interno de
Ki1 , . . . , Kim . Trivialmente, {j} ∈ Γ para cada j = 1, . . . , n.

Agora, escolhamos {i1, . . . , im} ∈ Γ com m maior possível, e seja L = ∏m
j=1 Kij =

Dr(i)
1≤j≤m

Kij . Temos que K e L são subgrupos normais de G e certamente L ≤ K. Se

K ̸= L, então existe um inteiro l ∈ {1, . . . , n} tal que Kl ⊈ L. Uma vez que Kl é normal
minimal em G e L ⊴ G, segue-se que Kl ∩ L = {1}. Seja im+1 = l. Como Kij ≤ L
para cada j = 1, . . . , m, obtemos que im+1 é distinto de i1, . . . , im. Por outro lado, sejam
xi1 , yi1 ∈ Ki1 , . . . , xim+1 , yim+1 ∈ Kim+1 tais que

xi1 · · · xim xim+1 = yi1 · · · yim yim+1 .

Então,
y−1

im · · · y−1
i1

xi1 · · · xim = yim+1 x−1
im+1

∈ Kl ∩ L = {1}

donde xi1 · · · xim = yi1 · · · yim e xim+1 = yim+1 . Haja vista que L é o produto direto interno
de Ki1 , . . . , Kim , segue-se que xij = yij , ∀j = 1, . . . , m + 1. Com isso, concluímos que

∏m+1
j=1 Kij é o produto direto interno de Ki1 , . . . , Kim+1 de modo que {i1, . . . , im, im+1} ∈ Γ,

uma contradição com a escolha de m. Portanto,

K = L = Dr(i)
1≤j≤m

Kij .
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Em particular, pelo Teorema 1.1.6,

K = Dr
1≤j≤m

Kij .

Observação 1.3.9. No teorema acima, se n ≥ 2, então m ≥ 2, pois neste caso N1N2 é o
produto direto interno de N1 e N2 de modo que {1, 2} ∈ Γ.

Definição 1.3.10. Seja G um grupo. Dizemos que G é completamente redutível se ou G = {1},
ou G é o produto direto de um número finito de grupos simples.

Em particular, todo grupo simples é completamente redutível.

Lema 1.3.11. Suponhamos que G é um grupo completamente redutível finito não trivial: diga-
mos G = Dr

1≤j≤m
Kj, sendo que, para cada j = 1, . . . , n, Kj é um subgrupo normal simples de G.

Se Z(G) = {1}, então K1, K2, . . . , Kn são os únicos subgrupos normais minimais de G.

Demonstração. Para cada j = 1, . . . , n, Kj é um subgrupo normal simples de G de modo
que Kj é normal minimal em G. Agora, assumamos que Z(G) = {1} e suponhamos
por absurdo que existe um subgrupo normal minimal L distinto de K1, . . . , Kn. Então,
para cada j = 1, . . . , n, Kj ≤ CG(L) (vide Proposição 1.3.2). Logo,

CG(L) ≥
n

∏
j=1

Kj = G,

isto é, L ≤ Z(G) = {1}, uma contradição. Portanto, K1, . . . , Kn são os únicos subgrupos
normais minimais de G.

Teorema 1.3.12. Seja G um grupo finito não trivial. Então G é caracteristicamente simples se,
e somente se, G é um produto direto de um número finito de cópias de um grupo simples.

Demonstração. Suponhamos que G é caracteristicamente simples. Seja K1 um subgrupo
normal minimal de G. Para cada γ ∈ Aut(G), sabemos que Kγ

1 é um subgrupo normal
minimal de G e Kγ

1
∼= K1. Como G é finito, existem somente um número finito de

subgrupos distintos da forma Kγ
1 com γ ∈ Aut(G), digamos n deles: K1, . . . , Kn. Seja

K =
n

∏
j=1

Kj.

Agora, seja ϕ ∈ Aut(G). Para cada j ∈ {1, 2, . . . , n}, Kj = Kγ
1 para algum γ ∈ Aut(G),

e, então, como γϕ ∈ Aut(G), Kϕ
j = Kγϕ

1 = Kl para algum l ∈ {1, . . . , n}. Além disso,
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se i, j ∈ {1, . . . , n} com i ̸= j, então Kϕ
i ̸= Kϕ

j . Consequentemente, {Kϕ
1 , . . . , Kϕ

n} =

{K1, . . . , Kn}, e, então,

Kϕ =
n

∏
j=1

Kϕ
j =

n

∏
j=1

Kj = K.

Isto é verdadeiro para todo ϕ ∈ Aut(G), portanto K é característico em G. Como
{1} < K ≤ G e G é caracteristicamente simples, segue-se que K = G. Pelo Teorema
1.3.8, obtemos que G é o produto direto de alguns dos subgrupos K1, . . . , Kn. Podemos
escolher a notação

G = Dr
1≤j≤m

Kj,

com m ≤ n. Agora, qualquer subgrupo normal de K1 é normal em G. Uma vez que K1

é normal minimal em G, segue-se que K1 é simples. Portanto, como Kj
∼= K1 para cada

j = 1, 2, . . . , m, G é o produto direto de m cópias isomorfas ao grupo simples K1.

Reciprocamente, suponhamos que G é o produto direto de m cópias isomorfas de
K1, com m é um inteiro positivo e K1 é um grupo simples: digamos,

G = Dr
1≤j≤m

Kj,

onde, para cada j = 1, . . . , m, Kj
∼= K1. Se K1 é abeliano, então |K1| = p para algum

primo p. Daí, |Kj| = p para cada j = 1, . . . , m, e, assim, G é um grupo abeliano elemen-
tar de ordem pm. Como visto na Proposição 1.3.7, G é caracteristicamente simples. Se
K1 é não abeliano, então G é um produto direto de grupos simples não abelianos donde
Z(G) = {1}. Seja K um subgrupo característico não trivial de G. Então K contém um
subgrupo normal minimal de G de modo que, pelo Lema 1.3.11, K ≥ Ki para algum
i ∈ {1, . . . , m}. Sem perda de generalidade, podemos supor que

K ≥ K1.

Se m > 1, seja j ∈ {2, . . . , m}. Temos que existe um isomorfismo φ : K1 → Kj. Cada
elemento de G tem uma única expressão da forma k1k2 · · · km com ki ∈ Ki, para cada
i = 1, . . . , m. Então, podemos definir uma aplicação γ : G → G por

γ : k1k2 · · · k j−1k jk j+1 · · · km 7→ kφ−1

j k2 · · · k j−1kφ
1 k j+1 · · · km,

para todos k1 ∈ K1, . . . , kn ∈ Km. Desse modo, temos que γ é um automorfismo de G,
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e claramente Kγ
1 = Kj. Como K é característico em G,

K = Kγ ≥ Kγ
1 = Kj.

Portanto, K ≥ Kj para todo j = 1, . . . , m, o que implica K = G. Consequentemente, G
é caracteristicamente simples. Isto completa a prova do teorema.

Segue-se em particular que todo grupo finito caracteristicamente simples é comple-
tamente redutível.

Corolário 1.3.13. Seja K um subgrupo normal minimal de um grupo finito G. Então existem
um grupo simples S e um inteiro positivo n tais que

K ∼= Sn.

Demonstração. Pela Proposição 1.3.4, temos que K é caracteristicamente simples. Se K é
abeliano, então K é elementar (vide Proposição 1.3.7) de sorte que existe um primo p e
um espaço vetorial V sobre Zp tal que K ∼= V+, pela Proposição 1.3.6. Assim, tomando
n = dimZp V e S = Cp, obtemos que

K ∼= V+ ∼= Sn.

Agora, se K é não abeliano, usamos o Teorema 1.3.12 para concluir que existem um
grupo simples não abeliano S e um inteiro positivo n tais que

K ∼= Sn,

pois se S fosse abeliano, teríamos Z(S) = S e Z(Sn) = Z(S)n = Sn, um absurdo. Isto
encerra a demonstração do corolário.

1.4 Grupos Solúveis e Nilpotentes

Esta seção é baseada no livro A Course in the Theory of Groups [22, Capítulo 5].

Definição 1.4.1. Uma sequência finita de subgrupos

{1} ⊴ G0 ⊴ G1 ⊴ · · · ⊴ Gn = G

é chamada uma série (subnormal) de G de comprimento n. Os subgrupos G0, G1, . . . , Gn são
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chamados os termos da série e os grupos quocientes Gi+1/Gi (0 ≤ i ≤ n − 1) são os fatores da
série. Se Gi ⊴ G para todo i ∈ {0, 1, . . . , n}, então a série é dita normal.

Definição 1.4.2. Um grupo G é dito solúvel se este admite uma série abeliana, ou seja, uma
série

{1} ⊴ G0 ⊴ G1 ⊴ · · · ⊴ Gn = G

em que cada fator Gi+1/Gi é abeliano.

Naturalmente, todo grupo abeliano é solúvel. Por outro lado, o grupo simétrico S3

é solúvel (pois {1} ⊴ A3 ⊴ S3 é uma série abeliana de S3), mas este é não abeliano.

Se G é um grupo solúvel, o comprimento de uma menor série abeliana de G é
chamado o comprimento derivado de G. Nesse sentido, G tem comprimento derivado
0 se, e somente se, tem ordem 1. Também, os grupos com comprimento derivado no
máximo 1 são apenas os grupos abelianos.

O próximo resultado nos fornece algumas propriedades básicas de grupos solúveis.

Proposição 1.4.3 ([22], 5.1.1). A classe de grupos solúveis é fechada com respeito à formação
de subgrupos, imagens homomórficas e produtos diretos finitos.

Definição 1.4.4. Seja G um grupo. A série derivada de G é dada por

G = G(0) ≥ G(1) ≥ G(2) ≥ · · · ,

sendo G(n+1) = (G(n))′.

Notemos que esta é uma série normal de G e cada fator G(n)/G(n+1) é abeliano.

Proposição 1.4.5 ([22], 5.1.8). Um grupo G é solúvel se, e somente se, G(n) = {1} para algum
inteiro n. O comprimento derivado de G é igual ao comprimento da série derivada de G.

Proposição 1.4.6. Seja K um subgrupo normal minimal de um grupo solúvel finito G. Então
K é abeliano elementar.

Demonstração. Pela Proposição 1.1.11, temos que K′ ⊴ G, haja vista que
K′ ⊴c K ⊴ G. Como K é normal minimal em G, segue-se que K′ = {1} ou K′ = K. Mas
por hipótese G é solúvel, logo K também o é (vide Proposição 1.4.3), e, então, K′ = {1},
pela Proposição 1.4.5. Portanto, K é abeliano.

Agora, como K é não trivial, existe um primo p divisor de |K|. Consideremos

A = {x ∈ K | xp = 1}.
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Como visto na demonstração da Proposição 1.3.7, A é um subgrupo característico não
trivial de K, logo A ⊴ G e A = K, pela minimalidade de K. Ou seja, K é abeliano
elementar.

Definição 1.4.7. Um grupo G é dito nilpotente se este possui uma série central, isto é, uma
série normal

{1} = G0 ⊴ G1 ⊴ · · · ⊴ Gn = G

tal que Gi+1/Gi está contido no centro de G/Gi, para todo i ∈ {0, 1, . . . , n − 1}.

Segue-se da definição que todo grupo nilpotente não trivial possui centro não tri-
vial, pois G1 ≤ Z(G).

O comprimento de uma menor série central de G é a classe de nilpotência de G. Um
grupo nilpotente de classe 0 tem ordem 1, enquanto grupos nilpotentes de classe no
máximo 1 são abelianos. Um exemplo de grupo solúvel não nilpotente é o S3 (seu
centro é trivial).

Proposição 1.4.8. Todo p-grupo finito é nilpotente.

Demonstração. Seja G um p-grupo finito de ordem > 1. Então Z(G) ̸= {1} [12, Afirma-
ção 1, Página 256] de modo que G/Z(G) é nilpotente por indução sobre |G|. Usando
o Teorema da Correspondência nos termos de uma série central de G/Z(G) e adicio-
nando {1}, obtemos uma série central de G. Portanto, G é nilpotente.

Proposição 1.4.9 ([24], Teoremas 7.46 e 7.49). A classe de grupos nilpotentes é fechada com
respeito à formação de subgrupos, imagens homomórficas e produtos diretos finitos.

Definição 1.4.10. Seja M um subgrupo próprio de G. Dizemos que M é um subgrupo maximal
de G se não existe subgrupo H tal que M < H < G.

Observamos que, em um grupo finito, todo subgrupo próprio está contido em um
subgrupo maximal.

O seguinte resultado nos fornece uma caracterização dos grupos nilpotentes finitos.

Teorema 1.4.11 ([22], 5.2.4). Seja G um grupo finito. Então as seguintes propriedades são
equivalentes:

(i) G é nilpotente.

(ii) Todo subgrupo maximal de G é normal.

(iii) Todo subgrupo de Sylow de G é normal.

(iv) G é o produto direto de seus subgrupos de Sylow.
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1.5 Subgrupo de Frattini

Definição 1.5.1. Seja G um grupo. O subgrupo de Frattini de G é definido como a interseção
de todos os subgrupos maximais de G e é denotado por Φ(G). Caso G não possua subgrupos
maximais, definimos Φ(G) = G.

Temos que Φ(G) é um subgrupo característico de G. Observamos também que, em
um grupo finito, o subgrupo de Frattini é sempre próprio, uma vez que existe pelo
menos um subgrupo maximal.

Agora, seja G um grupo finito. Suponhamos que G′ ≤ Φ(G), e seja M um subgrupo
maximal de G. Então G′ ≤ M de forma que M/G′ é um subgrupo do grupo abeliano
G/G′. Desse modo, obtemos que M/G′ ⊴ G/G′ e, por correspondência, M ⊴ G.

Reciprocamente, assumamos que todo subgrupo maximal de G é normal. Assim,
dado M um tal subgrupo, temos que M ⊴ G, e, usando o Teorema da Correspondên-
cia juntamente com a maximalidade de M, obtemos que G/M não possui subgrupos
próprios não triviais, logo é um grupo cíclico de ordem prima, em particular abeliano.
Pela Observação 1.1.4, segue-se que G′ ≤ M. Isto é verdadeiro para todo subgrupo
maximal M de G, e, então, pela definição de Φ(G), G′ ≤ Φ(G).

Ou seja, se G é um grupo finito, então pelo Teorema 1.4.11 G é nilpotente se, e
somente se, G′ ≤ Φ(G).

Exemplo 1.5.2. Seja n ≥ 3. Então Φ(Sn) = {1}. Com efeito, vamos considerar primeiro
n ̸= 4. Temos que S′

n ⊴ Sn, logo S′
n ∈ {{1}, An, Sn}. Mas Sn/An tem ordem 2 (portanto

abeliano) de modo que S′
n ≤ An. E sendo Sn não abeliano, concluímos que S′

n = An. Agora,
Φ(Sn) ∈ {{1}, An}, já que Φ(Sn) ⊴ Sn e Sn é um grupo finito. Por outro lado, uma vez
que Sn não é nilpotente (pois tem centro trivial), temos que An = S′

n ⊈ Φ(Sn). Portanto,
Φ(Sn) = {1}. Para n = 4, basta considerar os subgrupos maximais H = ⟨(12), (123)⟩,
K = ⟨(12), (124)⟩ e L = An para concluir que Φ(Sn) ≤ H ∩ K ∩ L = {1}.

Lema 1.5.3 ([24], Lema 11.4). Sejam G um grupo finito e K ⊴ G. Então K ≤ Φ(G) se, e
somente se, não existe subgrupo próprio H de G tal que HK = G.

Lema 1.5.4 (Argumento de Frattini). Se H é um subgrupo normal finito de um grupo G e P
é um p-subgrupo de Sylow de H, então G = NG(P)H.

Demonstração. Seja g ∈ G. Dado que H ⊴ G, temos

Pg ≤ Hg = H
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de modo que Pg é um p-subgrupo de Sylow de H. Pelo Teorema de Sylow, existe x ∈ H
tal que Pg = Px, o que implica Pgx−1

= P, ou seja, gx−1 ∈ NG(P). Assim,

g = (gx−1)x ∈ NG(P)H.

Portanto, G = NG(P)H.

Teorema 1.5.5 (Frattini). Seja G um grupo finito. Então Φ(G) é nilpotente.

Demonstração. Seja P um subgrupo de Sylow qualquer de Φ(G). Haja vista que
Φ(G) ⊴ G, o Argumento de Frattini (Lema 1.5.4) nos dá que G = NG(P)Φ(G). Assim,
pelo Lema 1.5.3, segue-se que G = NG(P), ou seja, P ⊴ G. Portanto, pelo Teorema
1.4.11, concluímos que Φ(G) é nilpotente.

Lema 1.5.6 ([24], Lemas 11.7 e 11.8). Sejam G um grupo finito, H ≤ G e K ⊴ G.

(i) Se K ≤ Φ(H), então K ≤ Φ(G).

(ii) Φ(K) ≤ Φ(G).

(iii) Se K ≤ Φ(G), então Φ(G)/K = Φ(G/K).

Proposição 1.5.7. Seja G um p-grupo finito. Então Φ(G) = {1} se, e somente se, G é abeliano
elementar.

Demonstração. Podemos assumir que G ̸= {1}. Suponhamos primeiro que G é abeli-
ano elementar. Como G ̸= {1}, Φ(G) < G. Além disso, pela Proposição 1.3.7, G é
caracteristicamente simples. Então, como Φ(G) ⊴c G, obtemos que Φ(G) = {1}.

Reciprocamente, suponhamos que Φ(G) = {1}. Pela Proposição 1.4.8, G é nilpo-
tente de modo que G′ ≤ Φ(G). Assim, G′ = {1} e G é abeliano. Sejam M um subgrupo
maximal de G e g ∈ G. Pelo Teorema 1.4.11, M ⊴ G donde G/M tem ordem prima.
Como G é um p-grupo, |G/M| = p. Portanto, gp ∈ M. Isto é verdadeiro para todo
subgrupo maximal M de G, o que produz

gp ∈ Φ(G) = {1}.

Pela arbitrariedade de g, concluímos que G é abeliano elementar.

Seja G um p-grupo finito. Pelo item (iii) do Lema 1.5.6, o subgrupo de Frattini de
G/Φ(G) é trivial. Desse modo, a Proposição 1.5.7 nos fornece que G/Φ(G) é abeli-
ano elementar, e, assim, G/Φ(G) pode ser visto de maneira natural como um espaço
vetorial de dimensão finita sobre Zp. (vide Proposição 1.3.6).
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Proposição 1.5.8. Seja G um grupo finito tal que G/Φ(G) é um p-grupo. Então G é um
p-grupo.

Demonstração. Suponhamos que exista um primo q ̸= p divisor de |G|. Dado que
G/Φ(G) é um p-grupo, temos que q não divide |G/Φ(G)| de modo que Φ(G) con-
tém um q-subgrupo de Sylow Q de G. Pelos Teoremas 1.4.11 e 1.5.5, obtemos que
Q ⊴ Φ(G). Agora, notemos que mdc(|Q|, [G : Q]) = 1. Assim, pelo famoso Teorema
de Schur-Zassenhaus [22, 9.1.2], existe H ≤ G tal que

G = QH e Q ∩ H = {1}.

Desse modo, H < G (porque |Q| > 1) donde existe um subgrupo maximal M de G
com H ≤ M. Daí, Q ≤ Φ(G) ≤ M e

G = QH ≤ M,

um absurdo. Portanto, G é um p-grupo.

Observação 1.5.9. Para um grupo finito G, um número primo divide a ordem de G se, e
somente se, divide a ordem do grupo G/Φ(G). A demonstração é essencialmente a mesma da
Proposição 1.5.8.

Definição 1.5.10. Seja H um subgrupo de um grupo G. Um subgrupo K é dito um comple-
mento para H em G se

G = HK e H ∩ K = {1}.

Proposição 1.5.11. Seja G um grupo finito. Se A é um subgrupo normal abeliano de G tal que
Φ(G) ∩ A = {1}, então existe um complemento H para A em G.

Demonstração. Escolhamos H ≤ G minimal sujeito a G = HA. Como A ⊴ G, temos
que H ∩ A ⊴ H. Também, H ∩ A ⊴ A, pois A é abeliano. Logo H ∩ A ⊴ HA = G. Se
H ∩ A ≤ Φ(H), então, pelo item (i) do Lema 1.5.6, H ∩ A ≤ Φ(G) ∩ A = {1}. Assim,
podemos assumir que H ∩ A ⊈ M, para algum subgrupo maximal M de H. Neste
caso,

H = M(H ∩ A) e G = HA = MA,

uma contradição com a minimalidade de H.

Observação 1.5.12. Seja K um subgrupo normal minimal abeliano de um grupo finito G. Se
K ⊈ Φ(G), então Φ(G) ∩ K = {1} (pela minimalidade de K) de modo que, pela Proposição
1.5.11, K admite um complemento em G. Reciprocamente, se existe um complemento H para K
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em G, então H < G (já que K ̸= {1}) donde K ⊈ Φ(G), pelo Lema 1.5.3. Ou seja, K admite
um complemento em G se, e somente se, K ⊈ Φ(G).

Finalizamos esta seção com um resultado importante a respeito de geração de
p-grupos, devido a William Burnside.

Teorema 1.5.13 (Teorema da Base de Burnside). Seja G um p-grupo finito. Então

Φ(G) = G′G⟨p⟩,

sendo G⟨p⟩ = ⟨gp | g ∈ G⟩. Também, se [G : Φ(G)] = pr, todo conjunto de geradores de G
possui um subconjunto de r elementos que também gera G.

Demonstração. Como visto na demonstração da Proposição 1.5.7, temos que
G′, G⟨p⟩ ≤ Φ(G) de forma que G′G⟨p⟩ ≤ Φ(G). Por outro lado, G/G′G⟨p⟩ é abeliano
elementar, logo a Proposição 1.5.7 nos dá que

Φ(G/G′G⟨p⟩) = {1} = G′G⟨p⟩/G′G⟨p⟩.

Mas pelo item (iii) do Lema 1.5.6,

Φ(G/G′G⟨p⟩) = Φ(G)/G′G⟨p⟩,

portanto Φ(G) = G′G⟨p⟩.

Agora, suponhamos que G = ⟨x1, . . . , xs⟩, e seja F = Φ(G). Assim, G = G/F é
gerado por Fx1, . . . , Fxs. Haja vista que G é um espaço vetorial de dimensão r sobre
Zp, G tem uma base da forma

{Fxi1 , . . . , Fxir}.

Escrevendo Y = {xi1 , . . . , xir}, obtemos que

G = ⟨Fxi1 , . . . , Fxir⟩ ≤ ⟨Y⟩F/F e G = ⟨Y⟩F,

portanto G = ⟨Y⟩, pelo Lema 1.5.3.

1.6 Produto Semidireto de Grupos

Definição 1.6.1. Sejam H e K grupos. Dizemos que H age em K (como um grupo) se, para cada
h ∈ H e cada k ∈ K, corresponde um único elemento kh ∈ K tal que, para todos k, k1, k2 ∈ K e
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h, h1, h2 ∈ H,

(kh1)h2 = kh1h2 , k1 = k,

e (k1k2)
h = kh

1kh
2.

Exemplo 1.6.2. Seja H ≤ Aut(K). Então H age em K. Neste caso, cada h ∈ H é um
automorfismo de K e, para k ∈ K, kh é a imagem de k por meio de h. Esta é chamada a ação
natural de H em K.

Exemplo 1.6.3. Seja K ⊴ G. Então G age em K (como um grupo) por conjugação: para cada
k ∈ K e cada g ∈ G, corresponde o elemento

kg = g−1kg ∈ K.

Teorema 1.6.4. Seja H agindo em K. Então, para cada h ∈ H, corresponde uma aplicação
φh : K → K, definida por φh : k 7→ kh, e esta é um automorfismo de K. Além disso, a
aplicação φ : H → Aut(K), definida por φ : h 7→ φh, é um homomorfismo. Chamamos φ

como a representação de H no grupo de automorfismos de K correspondente à ação, ou, com
mais frequência, φ é simplesmente a ação.

Demonstração. Seja h ∈ H. Como a ação de H em K é em particular uma ação em K
como conjunto, o Teorema 1.2.3 nos dá que φh ∈ Sim(K). Dados k1, k2 ∈ K,

(k1k2)
φh = (k1k2)

h = kh
1kh

2 = kφh
1 kφh

2 ,

logo φh ∈ Aut(K). Com isso, a aplicação φ : h 7→ φh (definida para todo h ∈ H) é uma
aplicação de H em Aut(K) e, pelo Teorema 1.2.3, é um homomorfismo.

Teorema 1.6.5. Seja φ um homomorfismo de H em Aut(K). Então, H age em K quando
definimos, para cada h ∈ H e k ∈ K,

kh = khφ
,

e a ação correspondente é φ.

Demonstração. Como Aut(K) ≤ Sim(K), o Teorema 1.2.4 nos dá que a equação acima
define uma ação de H em K como conjunto. Esta é uma ação em K como um grupo



30 Preliminares

porque, dados h ∈ H e k1, k2 ∈ K,

(k1k2)
h = (k1k2)

hφ

=
(
khφ

1
)(

khφ

2
)

(pois hφ ∈ Aut(K))

= kh
1kh

2.

Por fim, pelos Teoremas 1.2.3, 1.2.4 e 1.6.4, obtemos que a ação correspondente é φ.

Teorema 1.6.6. Seja H agindo em K. Então o conjunto K × H adquire a estrutura de um
grupo G quando definimos, para todos k1, k2 ∈ K e h1, h2 ∈ H,

(k1, h1)(k2, h2) =
(
k1kh−1

1
2 , h1h2

)
.

Demonstração. O fechamento é claro da definição de multiplicação. Sejam k1, k2, k3 ∈ K
e h1, h2, h3 ∈ H arbitrários. Então, usando a associatividade da multiplicação em H e
em K,

(k1, h1)((k2, h2)(k3, h3)) = (k1, h1)
(
k2kh−1

2
3 , h2h3

)
=
(
k1
(
k2kh−1

2
3
)h−1

1 , h1h2h3
)

=
(
k1kh−1

1
2
(
kh−1

2
3
)h−1

1 , h1h2h3
)

=
(
k1kh−1

1
2 k(h1h2)

−1

3 , h1h2h3
)
,

pela Definição 1.6.1, e

((k1, h1)(k2, h2))(k3, h3) =
(
k1kh−1

1
2 , h1h2

)
(k3, h3)

=
(
k1kh−1

1
2 k(h1h2)

−1

3 , h1h2h3
)
.

Portanto, a operação definida é associativa. Pela Definição 1.6.1, k1 = k para todo
k ∈ K. Também, pelo Teorema 1.6.4, a aplicação k 7→ kh é um automorfismo de K para
todo h ∈ H. Assim, 1h = 1 e (k−1)h = (kh)−1. Segue-se, pela regra de multiplicação,
que (1, 1) é o elemento neutro de G e que qualquer (k, h) ∈ G tem um elemento inverso
((k−1)h, h−1) ∈ G.

Definição 1.6.7. O grupo G, como no Teorema 1.6.6, é dito o produto semidireto externo de K
por H e é denotado por K ⋊ H.

Notemos que K × {1} e {1} × H são subgrupos de G, e K × {1} ⊴ G. De fato,



1.6 Produto Semidireto de Grupos 31

dados k, k1 ∈ K e h ∈ H, temos

(k, h)−1(k1, 1)(k, h) = ((k−1)h, h−1)(k1k, h)

= ((kh)−1(k1k)h, h−1h) = ((kh)−1kh
1kh, 1) ∈ K × {1}.

Observamos também que se kh = k para todos k ∈ K e h ∈ H, então G é na verdade
o produto direto de K e H.

Teorema 1.6.8 ([12], Teorema V.9.16). Sejam G, H, K grupos. Então, existe uma ação de H
em K (como um grupo) tal que G seja isomorfo a K ⋊ H se, e somente se, G possui subgrupos
H1

∼= H e K1
∼= K tais que:

(i) G = K1H1.

(ii) K1 ⊴ G.

(iii) K1 ∩ H1 = {1}.

Definição 1.6.9. Sejam G um grupo, K ⊴ G e H ≤ G. Se G = KH e K ∩ H = {1}, dizemos
que G é o produto semidireto interno de K por H.

Pelo Teorema 1.6.8, se G é o produto semidireto interno de K por H, então
G ∼= K ⋊ H. Notemos também que se G = K ⋊ H, então G é o produto semidireto
interno de K × {1} por {1} × H.

Definição 1.6.10. Sejam H e K dois grupos com K ≤ Sn. O produto entrelaçado entre H
e K, denotado por H ≀ K, é o produto semidireto Hn ⋊ K, onde K age em Hn permutando as
coordenadas. Mais precisamente, π ∈ K age em Hn por

(x1, . . . , xn)
π = (x1π−1 , . . . , xnπ−1).

Vamos mostrar que esta é de fato uma ação de grupo. Sejam π, τ e θ elementos
de K, e (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) e (z1, . . . , zn) elementos de Hn. Definindo ti = xiπ−1 ,
temos tiτ−1 = xiτ−1π−1 = xi(πτ)−1 , logo

((x1, . . . , xn)
π)τ = (x1π−1 , . . . , xnπ−1)τ = (x1τ−1π−1 , . . . , xnτ−1π−1)

= (x1(πτ)−1 , . . . , xn(πτ)−1) = (x1, . . . , xn)
πτ.
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Também, (x1, . . . , xn)1 = (x(1)1, . . . , x(n)1) = (x1, . . . , xn) e

((y1, . . . , yn) · (z1, . . . , zn))
θ = (y1z1, . . . , ynzn)

θ = (y1θ−1z1θ−1 , . . . , ynθ−1znθ−1)

= (y1θ−1 , . . . , ynθ−1) · (z1θ−1 , . . . , znθ−1)

= (y1, . . . , yn)
θ · (z1, . . . , zn)

θ.

O subgrupo Hn é dito a base do grupo H ≀ K.

Proposição 1.6.11. Seja S um grupo simples não abeliano e n um inteiro positivo. Então os
subconjuntos

Ni = {1} × · · · × {1} × S × {1} × · · · × {1}, 1 ≤ i ≤ n,

onde apenas a i-ésima coordenada é igual a S, são os únicos subgrupos normais minimais de Sn.

Demonstração. Sabemos que os fatores diretos N1, . . . , Nn são subgrupos normais de Sn.
Além disso, dado i ∈ {1, . . . , n}, Ni é isomorfo a S, pois a aplicação

s 7→ (1, . . . , 1, s, 1, . . . , 1)

é um isomorfismo. Logo Ni é simples, e, por conseguinte, é normal minimal em Sn.

Agora, suponhamos que exista um subgrupo normal minimal K de Sn distinto de
N1, . . . , Nn. Pela Proposição 1.3.2, temos

K ≤ CSn(N1) ∩ · · · ∩ CSn(Nn) = CSn(Sn) = Z(Sn) = {1},

pois Z(Sn) = (Z(S))n e S é um grupo simples não abeliano. Esta contradição nos leva
a concluir que N1, . . . , Nn são os únicos subgrupos normais minimais de Sn.

Definição 1.6.12. Seja H um subgrupo de um grupo G. Um subconjunto T ⊆ G é dito um
transversal à direita de H em G se o grupo G é uma união disjunta

G =
⋃̇
t∈T

Ht.

Em outras palavras, T contém exatamente um elemento de cada classe lateral à direita de H em
G.

Definição 1.6.13. Sejam G um grupo e H ≤ G. Definimos o coração normal de H em G como

HG =
⋂

g∈G
Hg.



1.6 Produto Semidireto de Grupos 33

Temos que HG é o maior subgrupo normal de G contido em H.

Lema 1.6.14 (Lema da Imersão, [23], Resultado (4.1)). Sejam H um subgrupo de um grupo
finito G, {x1, . . . , xn} um transversal à direita para H em G e ξ um homomorfismo qualquer
com domínio H, digamos ξ : H → X. Então a aplicação

f : G → Hξ ≀ Sn,

x 7→ (((x1xx−1
1π )

ξ , . . . , (xnxx−1
nπ)

ξ), π),

onde π ∈ Sn é a única permutação que satisfaz xix ∈ Hxiπ para todo i ∈ {1, . . . , n}, é um
homomorfismo bem-definido com núcleo igual ao coração normal de ker(ξ) em G, em outras
palavras, ker( f ) = (ker(ξ))G.

Teorema 1.6.15. Sejam S um grupo simples não abeliano finito e n um inteiro positivo. Então

Aut(Sn) ∼= Aut(S) ≀ Sn.

Demonstração. Primeiro, definamos γ : Aut(S) ≀ Sn → Aut(Sn) por

((φ1, . . . , φn), σ)γ = α[φi, σ], sempre que φ1, . . . , φn ∈ Aut(S), σ ∈ Sn,

sendo α[φi, σ] ∈ Aut(Sn) dada por

(s1, . . . , sn)
α[φi,σ] = (s1σ−1 φ1σ−1 , . . . , snσ−1 φnσ−1), sempre que s1, . . . , sn ∈ Sn.

Afirmamos que γ é um homomorfismo injetivo. Com efeito, sejam
(φ1, . . . , φn), (ψ1, . . . , ψn) ∈ Aut(S)n, σ, τ ∈ Sn e (s1, . . . , sn) ∈ Sn. Temos que

((φ1, . . . , φn),σ)((ψ1, . . . , ψn), τ)

=
(
(φ1, . . . , φn) · (ψ1, . . . , ψn)

σ−1
, στ

)
= ((φ1, . . . , φn) · (ψ1σ, . . . , ψnσ), στ)

= (φ1ψ1σ, . . . , φnψnσ, στ).

Daí,

(((φ1, . . . , φn), σ)((ψ1, . . . , ψn), τ))γ = (φ1ψ1σ, . . . , φnψnσ, στ)γ = α[φiψiσ, στ]
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de modo que

(s1, . . . , sn)
α[φiψiσ,στ] = (s1τ−1σ−1 φ1τ−1σ−1ψ1τ−1σ−1σ, . . . , snτ−1σ−1 φnτ−1σ−1ψnτ−1σ−1σ)

= (s1τ−1σ−1 φ1τ−1σ−1ψ1τ−1 , . . . , snτ−1σ−1 φnτ−1σ−1ψnτ−1).

Por outro lado,

(s1, . . . , sn)
α[φi,σ]α[ψi,τ] =

(
(s1, . . . , sn)

α[φi,σ]
)α[ψi,τ]

= (s1σ−1 φ1σ−1 , . . . , snσ−1 φnσ−1)α[ψi,τ]

= (s1τ−1σ−1 φ1τ−1σ−1ψ1τ−1 , . . . , snτ−1σ−1 φnτ−1σ−1ψnτ−1).

Portanto, γ é um homomorfismo.

Agora, seja ((φ1, . . . , φn), σ) ∈ ker(γ). Então

(s1σ−1 φ1σ−1 , . . . , snσ−1 φnσ−1) = (s1, . . . , sn) para todo (s1, . . . , sn) ∈ Sn,

ou seja, siσ−1 φiσ−1 = si para todo i ∈ {1, . . . , n} e para todo si ∈ S. Suponhamos que
exista i ∈ {1, . . . , n} tal que iσ ̸= i. Escolhendo sj = 1, para todo j ̸= i, e si um elemento
não trivial de S, obtemos que siσ = 1 de modo que

si φi = s(iσ)σ−1 φ(iσ)σ−1 = siσ = 1,

e isto nos dá que si = 1 (pois φi é um automorfismo), uma contradição. Assim, σ

é a permutação identidade 1 donde si φi = si para todo i ∈ {1, . . . , n} e para todo
si ∈ S, isto é, φi é a aplicação identidade idS para todo i ∈ {1, . . . , n}. Portanto,
((φ1, . . . , φn), σ) = ((idS, . . . , idS), 1) donde ker(γ) é trivial, e a afirmação segue.

Pelo Teorema dos Isomorfismos, segue-se que Aut(S) ≀ Sn é isomorfo a
Im(γ) ≤ Aut(Sn), logo

|Aut(S) ≀ Sn| = |Im(γ)| ≤ |Aut(Sn)|.

Então, basta mostrar que |Aut(Sn)| ≤ |Aut(S) ≀ Sn| para concluir que γ é um isomor-
fismo. Para isto, vamos usar o Lema da Imersão (Lema 1.6.14). Sabemos da Proposição
1.6.11 que os subgrupos normais minimais de Sn são os fatores diretos

Ni = {1} × · · · × {1} × S × {1} × · · · × {1} (1 ≤ i ≤ n)
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com S na i-ésima entrada. Se β ∈ Aut(Sn), então β leva um subgrupo normal minimal
Ni de Sn em um subgrupo normal minimal Nj de Sn. Desse modo, consideremos a
ação (β, Ni) 7→ Nβ

i de Aut(Sn) em {N1, . . . , Nn}. Esta ação é transitiva. De fato, dado
i ∈ {1, . . . , n}, considerando β ∈ Aut(Sn) dado por

(s1, . . . , si, . . . , sn)
β = (si, . . . , s1, . . . , sn),

temos que Ni = Nβ
1 , ou seja, existe apenas uma órbita. Agora, temos que o estabiliza-

dor de N1 é o conjunto

{β ∈ Aut(Sn) | Nβ
1 = N1} =: NAut(Sn)(N1).

Seja H = NAut(Sn)(N1). Pelo Teorema 1.2.5, [Aut(Sn) : H] = n. Vamos então considerar
η : H → Aut(N1) o homomorfismo induzido pela ação natural de H em N1. Dado
θ ∈ Aut(N1), temos que ν : Sn → Sn dado por

(s1, . . . , sn)
ν =

(
sθδ

1 , . . . , sθδ

n
)

(θδ = δ−1θδ),

onde δ : N1 → S é o isomorfismo (s, 1, . . . , 1) 7→ s, é um automorfismo de Sn tal que
νη = θ. Logo, η é sobrejetiva. Além disso,

ker(η) = {β ∈ Aut(Sn) | xβ = x, ∀x ∈ N1} =: CAut(Sn)(N1).

Vamos calcular o coração normal de ker(η) em Aut(Sn). Temos

(ker(η))Aut(Sn) = (CAut(Sn)(N1))Aut(Sn) =
⋂

β∈Aut(Sn)

(CAut(Sn)(N1))
β =

⋂
β∈Aut(Sn)

CAut(Sn)(Nβ
1 ) = CAut(Sn)(N1) ∩ · · · ∩ CAut(Sn)(Nn) = CAut(Sn)(S

n) = {1}.

Agora, considerando ξ = ηζ : H → Aut(S), onde ζ : Aut(N1) → Aut(S) é o isomor-
fismo θ 7→ θδ, temos, pelo Lema da Imersão, que existe um homomorfismo

f : Aut(Sn) → Aut(S) ≀ Sn

tal que ker( f ) = (ker(ξ))Aut(Sn) = (ker(η))Aut(Sn) = {1}. Portanto,
|Aut(Sn)| ≤ |Aut(S) ≀ Sn|, como queríamos. Isto completa a prova do teorema.
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1.7 G-Grupos e G-Módulos

Nesta seção, G denota um grupo arbitrário.

Definição 1.7.1. Um G-grupo é um grupo H com uma ação (como grupo) de G em H

φ : G −→ Aut(H)

g 7−→ gφ : H −→ H

h 7−→ hg,

para quaisquer g ∈ G e h ∈ H.

Notemos que se N ⊴ G, então N é um G-grupo com φ sendo a ação de conjugação
de G em N.

Dados dois G-grupos H e K, dizemos que γ : H → K é uma G-aplicação se

(hg)γ = (hγ)g,

para quaisquer h ∈ H e g ∈ G. Se γ é um homomorfismo, dizemos que γ é um
G-homomorfismo. Se além disso H = K, γ é dita um G-endomorfismo de H, e denotamos
por

EndG(H)

o conjunto dos G-endomorfismos de H. E se γ é um isomorfismo, dizemos que esta
aplicação é um G-isomorfismo. Neste caso, H e K são ditos G-isomorfos, e denotamos por
H ∼=G K. Observamos que γ−1 : K → H também é um G-isomorfismo: dados h ∈ H e
k ∈ K tais que hγ = k, temos que

(kg)γ−1
= ((hγ)g)γ−1

= ((hg)γ)γ−1
= hg = (kγ−1

)g.

Sejam H um G-grupo e L ≤ H. Dizemos que L é um G-subgrupo se

lg ∈ L,

para todos l ∈ L e g ∈ G. Nesse sentido, H é dito ser um G-grupo simples se H é não
trivial e os únicos G-subgrupos de H são {1} e H.

Proposição 1.7.2. Sejam H e K dois G-grupos. Se H é um G-grupo simples e H ∼=G K, então
K também é um G-grupo simples.



1.7 G-Grupos e G-Módulos 37

Demonstração. Temos que existe um G-isomorfismo γ : K → H, pois H ∼=G K. Seja L
um G-subgrupo de K e consideremos N = Lγ ≤ H. Dados g ∈ G e n ∈ N, existe l ∈ L
tal que n = lγ, e dado que L é um G-subgrupo, temos lg ∈ L. Daí,

ng = (lγ)g = (lg)γ ∈ N,

pois γ é um G-isomorfismo. Desse modo, N é um G-subgrupo de H. Mas H é um
G-grupo simples, consequentemente N = {1} ou N = H. No primeiro caso, obtemos
L = {1}, e no segundo, L = K. Concluímos, assim, que K é um G-grupo simples.

Proposição 1.7.3. Sejam G um grupo e H, K ⊴ G. Então

KH/K ∼=G H/(H ∩ K).

Além disso, se H e K são subgrupos normais minimais distintos de G, então KH/K é um
subgrupo normal minimal de G/K.

Demonstração. Temos que KH/K e H/(H ∩ K) são G-grupos com as respectivas ações

(Kh)g = Khg e ((H ∩ K)h)g = (H ∩ K)hg (sendo hg = g−1hg),

haja vista que H ⊴ G. Pelo Teorema dos Isomorfismos, temos que a aplicação
γ : KH/K → H/(H ∩ K) dada por

(Kh)γ = (H ∩ K)h, sempre que h ∈ H,

é um isomorfismo. Por outro lado, temos

((Kh)g)γ = (Khg)γ = (H ∩ K)hg = ((H ∩ K)h)g = ((Kh)γ)g,

para quaisquer h ∈ H e g ∈ G. Portanto,

KH/K ∼=G H/(H ∩ K).

Agora, suponhamos que H e K são subgrupos normais minimais distintos de G.
Dado que H e K são normais em G, temos que KH ⊴ G e KH/K ⊴ G/K. Pelo que
provamos acima, segue-se que

KH/K ∼=G H,

pois, como visto na demonstração da Proposição 1.3.2, H ∩ K = {1}. Assim, KH/K é
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não trivial. Seja L ⊴ G/K tal que L ≤ KH/K. Sendo ψ : KH/K → H o G-isomorfismo
envolvido, temos que Lψ ≤ H. Dados x ∈ L e g ∈ G,

(xψ)g = (xg)ψ ∈ Lψ,

porque xg ∈ L. Ou seja, Lψ
⊴ G de modo que {1} = Lψ ou Lψ

= H, já que H é normal
minimal em G. Portanto,

{1} = L ou L = KH/K,

isto é, KH/K é normal minimal em G/K.

Definição 1.7.4. Seja H um G-grupo. Uma G-série (de comprimento finito) de H é uma
sequência finita

{1} = H0 ⊴ H1 ⊴ · · · ⊴ Hn = H,

onde cada termo Hi é um G-subgrupo. Os grupos quocientes Gi+1/Gi são chamados os fatores
da série.

Consideremos o conjunto de todas as G-séries de um G-grupo H. Este é não vazio,
pois contém a G-série {1} ⊴ H. Se S e T são G-séries de H, dizemos que S é um
refinamento de T se todo termo de T é também um termo de S. Se existe pelo menos um
termo de S o qual não é um termo de T, então S é dita um refinamento próprio de T.

Uma G-série que não admite refinamentos próprios é chamada uma G-série de com-
posição. Equivalentemente, como mostrado em [22, 3.1.3], uma G-série é uma G-série
de composição se, e somente se, todos os seus fatores são G-simples.

Duas G-séries S e T de um G-grupo H são ditas G-isomorfas se existe uma bijeção
entre o conjunto dos fatores de S e o conjunto dos fatores de T tal que os fatores corres-
pondentes são G-isomorfos. Nesse sentido, temos o:

Teorema 1.7.5 (Teorema de Jordan-Hölder, [22], 3.1.4). Seja H um G-grupo. Se S é uma
G-série de composição de H e T é uma G-série qualquer de H, então T admite um refinamento
o qual é uma série de composição G-isomorfa a S. Em particular, se T é uma G-série de compo-
sição, esta é G-isomorfa a S.

Agora, seja A um G-grupo abeliano. Neste caso, dizemos que A é um G-módulo. Os
G-subgrupos de A são chamados de G-submódulos. Um G-submódulo M < A é dito
maximal se não existe G-submódulo H tal que M < H < A.

Lema 1.7.6 (Schur). Se f : A → B é um G-homomorfismo entre G-módulos simples e f ̸= 1,
então f é um G-isomorfismo.
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Demonstração. Temos que ker( f ) é um G-submódulo de A, porque f é um
G-homomorfismo. Como A é simples, segue-se que ker( f ) = {1} ou ker( f ) = A.
Contudo, dado que f ̸= 1, concluímos que ker( f ) = {1} e f é injetiva. Analogamente,
Im( f ) = {1} ou Im( f ) = B, mas uma vez que f ̸= 1, segue-se que Im( f ) = B e f é
sobrejetiva. Portanto, f é um G-isomorfismo.

Sejam G um grupo finito e A um G-módulo simples finito. Vamos usar a no-
tação aditiva para a operação em A. Consideremos F = EndG(A) o anel dos G-
endomorfismos de A com as operações de soma e composição de aplicações. Dado que
A é um G-módulo simples, o Lema de Schur nos fornece que f é um G-isomorfismo
para todo elemento f ̸= 0 de F. Com isso, F é um anel de divisão donde, pelo Teorema
de Wedderburn [17, Página 453], F é um corpo. Mais ainda, A é um espaço vetorial
sobre F (basta considerar a multiplicação escalar f a sendo a f , para quaisquer f ∈ F e
a ∈ A). Notemos também que uma soma direta de cópias de A também pode ser vista
como um espaço vetorial sobre F.

Proposição 1.7.7 ([2], Lema 2). Sejam G um grupo finito, A um G-módulo simples e
F = EndG(A). Seja V uma soma direta de d cópias de A, com uma estrutura de G-módulo
dada pela ação por componentes. Então o número de G-submódulos maximais de V é

qd − 1
q − 1

,

com q = |F|.

Demonstração. Temos V = {(a1, . . . , ad) | ai ∈ A} e aplicações

γi : A → V,

definidas por aγi = (0, . . . , 0, a, 0, . . . , 0), sempre que a ∈ A, onde a entrada não nula é
a i-ésima coordenada.

Seja M um G-submódulo maximal de V. Então existe um G-homomorfismo sobre-
jetivo

ψ : V → A

com ker(ψ) = M. De fato, temos que a série

S : {0} < A < A2 < · · · < Ad = V

é uma G-série de composição de V, pois seus fatores são todos G-isomorfos a A donde,
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pela Proposição 1.7.2, são G-simples. Desse modo, pelo Teorema de Jordan-Hölder
(Teorema 1.7.5), a G-série

{0} < M < V

admite um refinamento que é uma G-série de composição G-isomorfa a S. Consequen-
temente, uma vez que M um G-submódulo maximal de V, segue-se que existe um
G-isomorfismo φ : V/M → A. Portanto, basta considerar ψ = πφ, com π : V → V/M
sendo a projeção canônica.

Agora, dado i ∈ {1, . . . , d}, temos λi ∈ F definido por

λi = γiψ : A → A.

Assim,
(a1, . . . , ad)

ψ = (a1, 0, . . . , 0)ψ + · · ·+ (0, . . . , 0, ad)
ψ =

aγ1ψ
1 + · · ·+ aγdψ

d =
d

∑
i=1

aγiψ
i =

d

∑
i=1

aλi
i .

Em particular, λ1, . . . , λd não podem ser todos nulos já que ψ não é nulo. E
(a1, . . . , ad) ∈ ker(ψ) = M se, e somente se, ∑d

i=1 aλi
i = 0. Observamos também que

ψ é F-linear. Para ver isto, sejam λ ∈ F e (a1, . . . , ad) ∈ V. Haja vista que F é um
corpo, a operação de composição em F é comutativa, logo para qualquer λi ∈ F temos
λλi = λiλ. Consequentemente,

(λa1, . . . , λad)
ψ =

d

∑
i=1

(aλ
i )

λi =

d

∑
i=1

aλλi
i =

d

∑
i=1

aλiλ
i =

d

∑
i=1

(aλi
i )λ =(

d

∑
i=1

aλi
i

)λ

= λ(a1, . . . , ad)
ψ.

Sejam agora λ1, . . . , λd ∈ F, não todos nulos, e definamos ψ : V → A por

(a1, . . . , ad)
ψ =

d

∑
i=1

aλi
i , sempre que (a1, . . . , ad) ∈ V.
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Afirmamos que ψ é um G-homomorfismo sobrejetivo. Com efeito, dado g ∈ G,

(ag
1 , . . . , ag

d)
ψ =

d

∑
i=1

(ag
i )

λi =
d

∑
i=1

(aλi
i )g = ((a1, . . . , ad)

ψ)g,

pois cada λi é um G-endomorfismo. Assim, ψ é um G-homomorfismo. Agora, to-
mando um λi não nulo, temos que a restrição de ψ ao i-ésimo fator de V coincide com
λi, o qual é um isomorfismo (Lema de Schur). Logo ψ é sobrejetiva, pois admite uma
restrição sobrejetiva. Seja M = ker(ψ), então V/M ∼=G A, e sendo A um G-módulo
simples, segue-se que M é um G-submódulo maximal de V.

Ou seja, mostramos que os G-submódulos maximais de V são da forma ker(ψ),
com ψ : V → A um G-homomorfismo sobrejetivo da forma

(a1, . . . , ad)
ψ =

d

∑
i=1

aλi
i ,

onde λ1, . . . , λd ∈ F não são todos nulos. Agora, dado 0 ̸= λ ∈ F, (λλ1, . . . , λλd) define
o mesmo G-submódulo maximal que (λ1, . . . , λd). De fato, se η : V → A é definida
por

(a1, . . . , ad)
η =

d

∑
i=1

aλλi
i ,

então
d

∑
i=1

aλλi
i = 0 ⇔

d

∑
i=1

aλiλ
i = 0 ⇔

(
d

∑
i=1

aλi
i

)λ

= 0 ⇔
d

∑
i=1

aλi
i = 0,

isto é, ker(η) = ker(ψ). Reciprocamente, sejam ψ : V → A e η : V → A
G-homomorfismos sobrejetivos com ker(η) = ker(ψ) := M, cujas respectivas expres-
sões são

(a1, . . . , ad)
ψ =

d

∑
i=1

aλi
i e (a1, . . . , ad)

η =
d

∑
i=1

aβi
i ,

sendo que λ1, . . . , λd ∈ F não são todos nulos, assim como β1, . . . , βd ∈ F. Pelo Teorema
dos Isomorfismos, ψ e η induzem G-isomorfismos ψ : V/M → A e η : V/M → A de
forma que, considerando λ = ψ

−1
η, temos que λ ∈ F∗ e η = ψλ. Dados i ∈ {1, . . . , d}

e ai ∈ A, temos

aβi
i = (0, . . . , 0, ai, 0, . . . , 0)η = (0, . . . , 0, ai, 0, . . . , 0)ψλ = aλiλ

i = aλλi ,

já que F é comutativo. Pela arbitrariedade de i e ai, segue-se que (β1, . . . , βd) =
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(λλ1, . . . , λλd). Portanto, o número de G-submódulos maximais de V é

qd − 1
q − 1

.

1.8 Grupos Livres

Definição 1.8.1. Sejam F um grupo, X um conjunto não vazio e γ : X → F uma função.
Dizemos que F, ou mais precisamente (F, γ), é livre sobre X se para cada função α de X em um
grupo G, existe um único homomorfismo β : F → G tal que

α = γβ.

Um grupo que é livre sobre algum conjunto é chamado um grupo livre.

A função γ : X → F é necessariamente injetiva. Com efeito, suponhamos que
xγ

1 = xγ
2 e x1 ̸= x2. Seja G um grupo com pelo menos dois elementos distintos g1 e g2,

e escolhamos uma função α : X → G tal que xα
1 = g1 e xα

2 = g2. Então, xγβ
1 = xγβ

2 ,
consequentemente xα

1 = xα
2 e g1 = g2, um absurdo.

Agora, seja θ : Im(γ) → F a aplicação inclusão, e consideremos γ′ : X → Im(γ)

a restrição de γ. Esta última, como visto acima, é uma bijeção, logo admite inversa
(γ′)−1. Notemos que para cada x ∈ X,

xγ′θ = (xγ′
)θ = (xγ)θ = xγ,

ou seja, γ′θ = γ e (γ′)−1γ = θ. Assim, dada uma função α : Im(γ) → G, onde G é um
grupo qualquer, consideremos a função γ′α : X → G. Dado que (F, γ) é livre sobre X,
existe um único homomorfismo β : F → G tal que γ′α = γβ, logo

α = (γ′)−1γ′α = (γ′)−1γβ = θβ.

Agora, seja β1 : F → G um homomorfismo tal que α = θβ1. Daí,

γ′α = γ′θβ1 = γβ1.

Pela unicidade de β, segue-se que β1 = β. Portanto, F também é livre sobre Im(γ),
isto é, um grupo livre é sempre livre em um subconjunto. Neste caso, de acordo com a
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definição de grupo livre, a restrição de β a X é α, logo β é a única extensão de α a F.

Observamos que os grupos livres sempre existem, mais precisamente:

Teorema 1.8.2 ([22], 2.1.1). Se X é um conjunto não vazio, existem um grupo F e uma função
γ : X → F tais que (F, γ) é livre sobre X e F = ⟨Im(γ)⟩.

Proposição 1.8.3. Se F1 é livre sobre X1 e F2 é livre sobre X2, e se |X1| = |X2|, então F1
∼= F2.

Demonstração. Sejam γ1 : X1 → F1 e γ2 : X2 → F2 as funções injetoras dadas, e seja
α : X1 → X2 uma bijeção. Desse modo, existem homomorfismos β1 : F1 → F2 e
β2 : F2 → F1 tais que

γ1β1 = αγ2 e γ2β2 = α−1γ1.

Logo,
γ1β1β2 = αγ2β2 = αα−1γ1 = γ1.

Como a aplicação identidade idF1 composta com γ1 é igual a γ1, segue-se pela unici-
dade que β1β2 = idF1 . Por outro lado,

γ2β2β1 = α−1γ1β1 = α−1αγ2 = γ2.

Uma vez que idF2 composta com γ2 é igual a γ2, obtemos pela unicidade que
β2β1 = idF2 . Portanto, β1 é um isomorfismo e F1

∼= F2.

Reciprocamente, se F1
∼= F2, então |X1| = |X2| (vide [5, Teorema D.2.8]). Assim,

definimos o posto de um grupo livre F como a cardinalidade de qualquer conjunto no
qual F é livre.

Seja (F, γ) livre sobre um conjunto X. Pela Teorema 1.8.2, existem um grupo F1 e
uma função γ1 : X → F1 tais que (F1, γ1) é livre sobre X e F1 = ⟨Im(γ1)⟩. Usando a
prova da Proposição 1.8.3 (considerando α : X → X como a identidade), obtemos um
isomorfismo ψ : F1 → F tal que γ1ψ = γ. Isto nos dá que Im(γ) = (Im(γ1))

ψ donde,
pela Proposição 1.1.3, F = ⟨Im(γ)⟩.

Para finalizar esta seção, vamos fazer a seguinte observação:

Observação 1.8.4. Seja G um grupo gerado por um subconjunto X e seja F um grupo livre.
Pelo que vimos anteriormente, existe um subconjunto Y de F tal que F é livre sobre Y e F = ⟨Y⟩.
Assim, se α : Y → X é uma sobrejeção, esta se estende a um homomorfismo de F em G, o qual
é sobrejetivo, já que G = ⟨X⟩.



Capítulo

2
Geração de Grupos Finitos

Neste capítulo, abordaremos a relação entre a geração de grupos finitos e os grupos
crown-based power, a fim de classificar os grupos finitos G tais que todo grupo quo-
ciente próprio de G pode ser gerado por m elementos (com m ∈ Z+), mas o próprio
G não pode. Também, vamos descrever como a função f , apresentada na introdução,
pode ser calculada. Ou seja, o objetivo deste capítulo é demonstrar os Teoremas A e
B. O estudo foi baseado no artigo Finite groups that need more generators than any proper
quotient [8] de Francesca Dalla Volta e Andrea Lucchini.

2.1 Grupos Primitivos e Monolíticos

Nesta seção, vamos introduzir alguns conceitos que serão necessários para apro-
fundar na teoria de geração de grupos finitos.

Definição 2.1.1. Seja G um grupo finito. Dizemos que G é um grupo primitivo se existe um
subgrupo maximal M de G tal que MG = {1}.

Notemos que se G é um grupo primitivo, então Φ(G) = {1}. De fato, por definição
existe um subgrupo maximal M de G tal que MG = {1}. Assim, Φ(G) ≤ M e

Φ(G) = Φ(G)g ≤ Mg, ∀g ∈ G,

pois Φ(G) ⊴ G. Portanto, Φ(G) ≤ MG = {1}.
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Exemplo 2.1.2. O grupo alternado A4 é primitivo porque M = ⟨(123)⟩ é um subgrupo ma-
ximal de A4 (pois A4 não possui subgrupos de ordem 6), e

MA4 ≤ M ∩ M(12)(34) = ⟨(123)⟩ ∩ ⟨(124)⟩ = {1}.

Definição 2.1.3. Seja G um grupo. Definimos o socle de G, denotado por soc(G), como o
subgrupo gerado por todos os subgrupos normais minimais de G.

Observamos que, para um grupo finito G, se N1, N2, . . . , Nk são todos os subgrupos
normais minimais de G, então soc(G) = N1N2 · · · Nk. Desse modo, pelo Teorema 1.3.8,
segue-se que soc(G) é o produto direto de alguns dos Ni’s.

Definição 2.1.4. Dizemos que um grupo finito G é monolítico se existe um único subgrupo
normal minimal N = soc(G).

Exemplo 2.1.5. Sejam n um inteiro positivo e G = S ≀ Cn, sendo que Cn = ⟨(12 · · · n)⟩ e
S é um grupo simples não abeliano. Vamos mostrar que G é um grupo monolítico. Para isto,
afirmamos que N = Sn × {1} é o único subgrupo normal minimal de G. Com efeito, sabemos
que N ⊴ G. Agora, seja K ⊴ G com {1} < K ≤ N. Assim, K é um subgrupo normal não
trivial de N; logo, pela Proposição 1.6.11, K contém algum dos fatores diretos de N, digamos

N1 = (S × {1} × · · · × {1})× {1}.

Seja σ = (12 · · · n). Dado i ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, temos que (i + 1)(σi)−1 = 1, daí

((1, . . . , 1, s, 1, . . . , 1), 1) = ((s, 1, . . . , 1), 1)((1,...,1),σi) ∈ K,

para todo s ∈ S (observamos que s está na (i + 1)-ésima entrada no elemento da esquerda), pois
N1 ≤ K ⊴ G (em outras palavras, Cn age transitivamente no conjunto dos fatores diretos de
N). Isto é válido para todo i, logo K contém todos os fatores diretos de N, e, portanto, K = N.
Dessa forma, N é normal minimal em G.

Resta mostrar a unicidade. Pela Proposição 1.3.2, é suficiente provar que CG(N) = {1}.
Então, seja 1 ̸= a ∈ S. Qualquer elemento da forma ((s1, . . . , sn), σi), com i ∈ {1, . . . , n− 1},
não pertence ao centralizador CG(N), pois, caso contrário, teríamos

((s1, . . . , sn−(i−1)a, . . . , sn), σi) = ((s1, . . . , sn), σi)((a, 1, . . . , 1), 1)

= ((a, 1, . . . , 1), 1)((s1, . . . , sn), σi) = ((as1, . . . , sn), σi)

de modo que as1 = s1 e a = 1, um absurdo. Por outro lado, se ((s1, . . . , sn), 1) ∈ CG(N),
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então dados u1, . . . , un ∈ S, temos

((s1u1, . . . , snun), 1) = ((s1, . . . , sn), 1)((u1, . . . , un), 1)

= ((u1, . . . , un), 1)((s1, . . . , sn), 1) = ((u1s1, . . . , unsn), 1),

ou seja, s1, . . . , sn ∈ Z(S). Consequentemente, s1 = · · · = sn = 1. Portanto, CG(N) = {1},
como queríamos. A afirmação segue, e concluímos que G é um grupo monolítico.

Proposição 2.1.6. Seja G um grupo monolítico, com N = soc(G). Então, G é primitivo se, e
somente se, Φ(G) = {1}.

Demonstração. Suponhamos que Φ(G) = {1}. Se, para todo subgrupo maximal M
de G, tivéssemos N ⊆ M, então N ⊆ Φ(G) donde N = {1}, uma contradição, pois
N é normal minimal. Assim, existe um subgrupo maximal M de G tal que N ⊈ M.
Sabemos que MG ⊴ G. Desse modo, se MG ̸= {1}, então MG conteria um subgrupo
normal minimal de G, logo MG ⊇ N, já que por hipótese N é o único subgrupo normal
minimal de G. Isto nos daria

N ⊆ MG ⊆ M,

um absurdo. Portanto, MG = {1} e G é primitivo. A recíproca já foi observada anteri-
ormente.

Em outras palavras, a Proposição 2.1.6 nos diz que G é um grupo primitivo mo-
nolítico se, e somente se, admite um único subgrupo normal minimal e Φ(G) = {1}.

Exemplo 2.1.7. O grupo G = S ≀ Cn do Exemplo 2.1.5 acima é primitivo monolítico. De fato,
se Φ(G) é não trivial, então este contém N = Sn × {1} (pois Φ(G) ⊴ G e N é o único normal
minimal de G). Agora, Z(N) ⊴c N ⊴ G, logo Z(N) ⊴ G (vide Proposição 1.1.11). Isto nos
fornece que Z(N) = {1}, uma vez que N é normal minimal em G. Ou seja, N é não nilpotente.
Por outro lado, pelo Teorema 1.5.5, Φ(G) é nilpotente de modo que N é nilpotente, um absurdo.
Portanto, Φ(G) = {1} e G é primitivo monolítico.

Exemplo 2.1.8. Para n ≥ 3, o grupo simétrico Sn é primitivo monolítico. De fato, mostramos
no Exemplo 1.5.2 que Φ(Sn) = {1}. Além disso, se n ̸= 4, então An é o único subgrupo
normal minimal de Sn, e se n = 4, temos que o subgrupo de Klein é o único tal subgrupo de Sn.

Exemplo 2.1.9. Todo grupo simples finito é primitivo monolítico. Com efeito, seja S um
grupo simples finito. Por definição, S ̸= {1} e é o único subgrupo normal minimal. Como
Φ(S) ⊴ S, temos que Φ(S) = {1} ou Φ(S) = S. Mas o segundo caso não acontece, por-
que S é finito e não trivial. Portanto, Φ(S) = {1} e S é primitivo monolítico. Observamos
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que o grupo G = S × S é primitivo não monolítico. De fato, pela Proposição 1.6.11, S × {1}
e {1} × S são (os) dois subgrupos normais minimais de G de modo que G é não monolítico.
Agora, consideremos D = diag(G). Afirmamos que D é um subgrupo maximal de G com
DG = {1}. De fato, suponhamos primeiro que H é um subgrupo de G tal que D ≤ H, e seja
N = {s ∈ S | (s, 1) ∈ H}. Claramente N é um subgrupo de S. Se (s, 1) ∈ H e r ∈ S, então

(r−1sr, 1) = (r−1, r−1) · (s, 1) · (r, r) ∈ H,

pois D ≤ H. Consequentemente, N ⊴ S. Por outro lado, dados x, y ∈ S, temos

(xy−1, 1) · (y, y) = (x, y),

logo
(x, y) ∈ H ⇔ (xy−1, 1) ∈ H ⇔ xy−1 ∈ N.

Ou seja, H = {(x, y) ∈ G | xy−1 ∈ N}. Dado que S é simples, N = {1} ou N = S de forma
que H = D ou H = G. Isto mostra que D é um subgrupo maximal de G. Agora, seja d um
elemento arbitrário de DG. Pela definição de DG, temos d ∈ D(x,1) para todo x ∈ S, isto é,
d = (s, s) com sx = s para todo x ∈ S. Ou melhor dizendo, d = (s, s) com s ∈ Z(S). Mas
o centro de S é trivial, pois S é simples e não abeliano; portanto, d = (1, 1) e DG = {1}. A
afirmação segue, e concluímos que G é primitivo não monolítico.

Vamos agora demonstrar um resultado bastante importante acerca de grupos pri-
mitivos, devido a Øystein Ore e Reinhold Baer. Mas antes, precisaremos de alguns
lemas auxiliares.

Lema 2.1.10 (Lei Modular de Dedekind). Sejam A, B, C subgrupos de um grupo G, e supo-
nhamos que A ≤ B. Então, A(B ∩ C) = B ∩ AC.

Demonstração. A inclusão ⊆ segue-se do fato de que A ⊆ B e B ∩ C ⊆ C. Agora, seja
x ∈ B ∩ AC, logo x ∈ B e x = ac, para certos a ∈ A e c ∈ C. Daí, c = a−1x ∈ B, já
que A ≤ B. Portanto, c ∈ B ∩ C, e, assim, x ∈ A(B ∩ C). Isto mostra a inclusão ⊇.
Concluímos então que A(B ∩ C) = B ∩ AC.

Lema 2.1.11. Seja G um grupo. Se H ⊴ K ≤ G e N ⊴ G, então HN ⊴ KN.

Demonstração. Vamos mostrar que K, N ≤ NG(HN). Para isto, sejam h ∈ H, n, n1 ∈ N
e x ∈ K arbitrários. Temos que

(hn)x = hxnx ∈ HN,
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pois H ⊴ K e N ⊴ G. Por outro lado,

(hn)n1 = hn1nn1 = h(n−1
1 )hn1nn1 ∈ HN,

já que N ⊴ G. Pela arbitrariedade dos elementos envolvidos, o lema segue.

Lema 2.1.12. Sejam G um grupo, H ≤ G e g ∈ G. Então

NG(Hg) = (NG(H))g.

Demonstração. Primeiro, mostremos que NG(Hg) ⊆ (NG(H))g. Para isto, seja
x ∈ NG(Hg). Por definição, temos que (Hg)x = Hg. Daí, Hgx = Hg de modo que
Hgxg−1

= H, ou seja, xg−1 ∈ NG(H). Portanto, x = (xg−1
)g ∈ (NG(H))g. Pela arbitrari-

edade de x, a inclusão segue.

Agora, vamos mostrar a outra inclusão. Seja x ∈ NG(H), então Hx = H. Daí,

(Hg)xg
= Hgxg

= Hgg−1xg = Hxg = (Hx)g = Hg.

Portanto, xg ∈ NG(Hg). Pela arbitrariedade de x, obtemos que (NG(H))g ⊆ NG(Hg).
Com isso, a proposição segue.

Definição 2.1.13. Seja p um número primo e G um grupo finito.

Op(G) = ∏
N∈Rp

N

é o maior p-subgrupo normal de G, sendo que Rp é o conjunto dos p-subgrupos normais de G.

Se G é um grupo solúvel finito não trivial, então G admite um subgrupo normal
minimal N, o qual é abeliano elementar para algum primo p (vide Proposição 1.4.6).
Dessa forma, Op(G) ̸= {1}.

Teorema 2.1.14 (Teorema de Ore-Baer, [24], 11.14). Seja G um grupo finito tal que
Op(G) ̸= {1}, para algum primo p. Seja L = Op(G) e |L| = pn. Suponhamos também
que G é primitivo, ou seja, existe um subgrupo maximal M de G com MG = {1}. Então

(i) L é abeliano elementar,

(ii) M é um complemento para L em G; em particular, [G : M] = pn,

(iii) L é normal minimal em G, e
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(iv) CG(L) = L; consequentemente, L é o único subgrupo normal minimal de G, ou seja, G é
primitivo monolítico.

Suponhamos ainda que existe um primo q tal que Oq(M) ̸= {1}. Então, para qualquer tal q,

(v) pn ≡ 1 mod q; em particular, q ̸= p, e

(vi) todo complemento para L em G é conjugado a M.

Demonstração.

(i) Sendo G um grupo primitivo, temos Φ(G) = {1}. Daí, como L ⊴ G, o item (ii)
do Lema 1.5.6 nos dá que Φ(L) = {1}. Mas L é um p-grupo, logo pela Proposição
1.5.7, L é abeliano elementar.

(ii) Como {1} ̸= L ⊴ G e MG = {1}, temos que L ⊈ M. Assim, M < ML ≤ G,
e, então, pela maximalidade de M, obtemos que ML = G. Uma vez que L ⊴ G,
M ∩ L ⊴ M e como, por (i), L é abeliano, M ∩ L ⊴ L. Logo M ∩ L ⊴ ML = G,
e, então, M ∩ L ≤ MG = {1}. Portanto, ML = G e M ∩ L = {1}; isto é, M é um
complemento para L em G. Em particular, [G : M] = |L| = pn.

(iii) Seja {1} < K ⊴ G com K ≤ L. Então M ≤ MK ≤ G. Como MG = {1},
K ⊈ M e MK ̸= M. Pela maximalidade de M, MK = G. Além disso,
M ∩ K ≤ M ∩ L = {1}, por (ii). Portanto, M é um complemento para K em
G, e, assim, |K| = [G : M] = |L|, por (ii). Uma vez que K ≤ L, segue-se que
K = L. Dessa forma, L é normal minimal em G.

(iv) Por (i) e (ii),
L ≤ CG(L) ≤ G = ML.

Usando a Lei Modular de Dedekind (Lema 2.1.10),

CG(L) = CG(L) ∩ G = CG(L) ∩ ML = (M ∩ CG(L))L.

Como L ⊴ G, temos CG(L) ⊴ G de modo que M ∩ CG(L) ⊴ M. Além
disso, L centraliza, e, então, normaliza M ∩ CG(L). Consequentemente,
M ∩ CG(L) ⊴ ML = G. Dado que MG = {1}, segue-se que M ∩ CL(G) = {1}, e,
portanto,

CG(L) = L.

Suponhamos que G admite um subgrupo normal minimal N ̸= L. Pela Proposi-
ção 1.3.2, N ≤ CG(L) = L. Mas isto contradiz a minimalidade de L. Com isso,
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concluímos que L é o único subgrupo normal minimal de G, isto é, G é primitivo
monolítico.

Agora, suponhamos que Oq(M) ̸= {1} para algum primo q. Seja Q = Oq(M).

(v) Como Q ⊴ M e L ⊴ G,
QL ⊴ ML = G,

por (ii) e pelo Lema 2.1.11. Também, por (ii), Q ∩ L = {1}, e, então,

|QL| = |Q| · |L|.

Dado que Q ̸= {1} e L = Op(G), segue-se que q ̸= p. De fato, se q = p, então
QL seria um p-subgrupo normal de G de forma que QL ≤ L e Q ≤ L, o que
implicaria Q ∩ L = Q ̸= {1}, um absurdo. Portanto q ̸= p, e, então, Q é um
q-subgrupo de Sylow de QL.

Agora, 1 < Q ⊴ M e, como MG = {1}, Q ⋬ G. Pela maximalidade de M,
obtemos que

NG(Q) = M.

Consequentemente,

NQL(Q) = (QL) ∩ NG(Q) = (QL) ∩ M = Q(L ∩ M) = Q,

pela Lei Modular de Dedekind e (ii). Portanto,

|L| = [QL : Q] = [QL : NQL(Q)] ≡ 1 mod q,

pelo Teorema de Sylow; ou seja,

pn ≡ 1 mod q.

(vi) Seja M∗ um complemento qualquer para L em G, e seja Q∗ = Oq(M∗). A projeção
canônica π : G → G/L leva Q em QL/L e Q∗ em Q∗L/L. Como, por (ii), M é
um complemento para L em G, a restrição de π a M é um isomorfismo de M em
G/L. Portanto, π leva Q = Oq(M) em Oq(G/L). De modo análogo, π leva Q∗

em Oq(G/L). Assim,
QL/L = Oq(G/L) = Q∗L/L
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donde
QL = Q∗L.

Por (v), q ̸= p, logo Q e Q∗ são q-subgrupos de Sylow de QL. Desse modo, pelo
Teorema de Sylow, existe x ∈ QL tal que

Q∗ = Qx.

Como mostrado em (v), M = NG(Q), e uma vez que Q∗ ⊴ M∗, temos

M∗ ≤ NG(Q∗) = NG(Qx) = Mx,

pelo Lema 2.1.12. Como M e M∗ são complementos para L em G,

|M∗| = |G/L| = |M| = |Mx|.

Portanto,
M∗ = Mx.

Observação 2.1.15. Seja G um grupo solúvel finito não trivial com um subgrupo maximal M
tal que MG = {1}. Como visto anteriormente, existe um primo p tal que Op(G) ̸= {1}. Logo
as afirmações (i)− (iv) do Teorema 2.1.14 são válidas.

Agora, |G| = p se, e somente se, M = {1}. De fato, se |G| = p, então, pelo Teorema
de Lagrange, |M| ∈ {1, p}, mas sendo M < G, segue-se que M = {1}. Reciprocamente, se
M = {1}, então G não possui subgrupos próprios não triviais, logo |G| é um número primo.
Dado que p divide |G|, concluímos que |G| = p.

Ou seja, a menos que |G| = p, temos que M ̸= {1}. Como G é solúvel, segue-se que M
também o é e existe um primo q tal que Oq(M) ̸= {1} de modo que as afirmações (v) e (vi) do
Teorema 2.1.14 também são válidas.

Em resumo, se G é um grupo solúvel primitivo, então todos os complementos do socle de G
são conjugados.

Finalizamos esta seção com um fato a respeito da quantidade de subgrupos normais
minimais de um grupo primitivo.

Proposição 2.1.16 (Baer). Um grupo primitivo G admite no máximo dois subgrupos normais
minimais.
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Demonstração. Seja N um subgrupo normal minimal de G, e seja M um subgrupo ma-
ximal de G tal que MG = {1}. Se CG(N) é trivial, então N é o único subgrupo normal
minimal de G. Assim, assumamos que CG(N) ̸= {1}; logo, existe L ≤ CG(N) um
subgrupo normal minimal de G. Com argumentos análogos aos das demonstrações
dos itens (ii) e (iv) do Teorema 2.1.14, obtemos que G = ML e CG(N) = L, ou seja,
CG(N) é normal minimal em G. Suponhamos que existam A ̸= B normais minimais
de G distintos de N. Pela Proposição 1.3.2, temos que A, B ≤ CG(N) de modo que
A = CG(N) = B, um absurdo. Portanto, G admite no máximo dois subgrupos nor-
mais minimais.

2.2 A Função d(G)

O objetivo desta seção é introduzir a função d(G) para um grupo finito G, bem como
apresentar três resultados que serão necessários para a teoria das próximas seções,
especialmente para a demonstração do Teorema A. Aqui, todos os grupos são finitos.
Esta seção é baseada nos artigos Zu einem von BH und H. Neumann gestellten Problem
[14] (de W. Gaschütz) e Generators and minimal normal subgroups [18] (de A. Lucchini).

Definição 2.2.1. Sejam G um grupo e F = {X ⊆ G | ⟨X⟩ = G}. Definimos
d(G) = min{|X| | X ∈ F}, ou seja, a menor das cardinalidades dos conjuntos geradores
de G.

A função d(G) está bem definida, na medida em que {|X| | X ∈ F} ⊆ N é não
vazio (G = ⟨G⟩). Como uma consequência imediata da definição, temos que um grupo
G é cíclico e não trivial se, e somente se, d(G) = 1. Notemos que d({1}) = 0, haja vista
que o grupo trivial é gerado pelo conjunto vazio. Observamos que todo grupo simples
G pode ser gerado por 2 elementos, ou seja, d(G) ≤ 2. Isto foi provado para certos
grupos simples em 1962, por Robert Steinberg [25]. Mais tarde, em 1984, Aschbacher e
Guralnick [1] completaram a prova para os grupos simples restantes.

Para n ≥ 3, temos d(Sn) = 2, pois Sn = ⟨(12), (12 · · · n)⟩ é um grupo não cíclico.
Em geral, não é válido que d(H) ≤ d(G) para H ≤ G: o Teorema de Cayley nos
fornece que todo grupo G pode ser visto como um subgrupo de Sn (com n = |G|),
mas d(G) não precisa ser menor ou igual a 2. Mesmo que H seja um subgrupo normal
de G, não temos a validade dessa afirmação. De fato, basta tomar o subgrupo normal
H = Sn × {1} do grupo G = S ≀ Cn, visto nos Exemplos 2.1.5 e 2.1.7. Como veremos
mais adiante,

d(G) ≤ max{2, d(G/H) + 1} = max{2, d(Cn) + 1} = 2,
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e a sequência d(S), . . . , d(Sn), . . . é não decrescente e ilimitada.

Se N é um subgrupo normal de um grupo G, então

d(G/N) ≤ d(G) ≤ d(N) + d(G/N).

A primeira desigualdade segue da Proposição 1.1.3 aplicada à projeção canônica
π : G → G/N, ou seja,

G = ⟨x1, . . . , xk⟩ ⇒ G/N = ⟨Nx1, . . . , Nxk⟩.

E como observado logo após a demonstração desta proposição,

G/N = ⟨Nx1, . . . , Nxk⟩ ⇒ G = ⟨x1, . . . , xk, N⟩.

Portanto, a segunda desigualdade segue.

Uma outra consequência da Proposição 1.1.3 é que se G ∼= H são dois grupos, então
d(G) = d(H).

Agora, temos a seguinte questão: dado um número natural n, é possível obter um
grupo G com d(G) = n? A resposta é sim, como veremos no próximo exemplo. Para
este, lembremos que dado um conjunto finito de geradores de V (onde V é um espaço
vetorial de dimensão finita sobre um corpo F), podemos extrair uma base.

Exemplo 2.2.2. Seja p um número primo. Então, d(Cn
p) = n. Para ver isto, primeiro observa-

mos que Cn
p
∼= Zn

p = (Zn
p,+), este último sendo um grupo abeliano elementar. Sabemos que

Zn
p é um espaço vetorial de dimensão n sobre o corpo Zp, basta definir a soma de dois vetores

como a soma de dois elementos do grupo Zn
p e o produto escalar r̄v como sendo rv (ver Propo-

sição 1.3.6). Agora, seja X ⊆ Zn
p. Então, X gera Zn

p como um grupo se, e somente se, X gera
Zn

p como um espaço vetorial. De fato, se X = {v1, . . . , vl} gera Zn
p como um espaço vetorial,

então dado g ∈ Zn
p, existem α1, . . . , αl ∈ Zp tais que

g = α1v1 + · · ·+ αlvl = α1v1 + · · ·+ αlvl

= v1 + · · ·+ v1 + · · ·+ vl + · · ·+ vl.

Portanto, g pertence ao grupo gerado por X, ou seja, X gera Zn
p como um grupo. A recíproca é

similar, observando que um elemento do grupo gerado por X é da forma

ϵ1x1 + · · ·+ ϵmxm,
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com ϵi = ±1, xi ∈ X e m ∈ N. Desse modo, g é uma combinação linear dos vetores de X.
Portanto,

d(Cn
p) = d(Zn

p) = dimZp Zn
p = n.

Exemplo 2.2.3. Dado um grupo G, temos que

d(G) = d(G/Φ(G)).

De fato, sabemos que d(G/Φ(G)) ≤ d(G). Agora, sejam F = Φ(G) e d = d(G/F). Esco-
lhendo geradores Fx1, . . . , Fxd para o grupo G/F, temos que

G = ⟨x1, . . . , xd, F⟩ = ⟨x1, . . . , xd⟩F = ⟨x1, . . . , xd⟩,

pelo Lema 1.5.3. Portanto, d(G) ≤ d, e a igualdade segue. Recordamos que se G é um p-grupo,
então G/F pode ser visto de maneira natural como um espaço vetorial de dimensão finita sobre
Zp. Desse modo, pelo exemplo 2.2.2,

d(G) = d(G/F) = dimZp G/F.

Enunciaremos e provaremos agora um resultado muito importante que nos auxi-
liará na demonstração do Teorema A, como também nas demonstrações de outros re-
sultados posteriores. Mas antes, precisaremos do seguinte lema:

Lema 2.2.4. Sejam G um grupo e H, N ≤ G. Se x ∈ G, então Nx ∩ H = ∅ ou Nx ∩ H =

(N ∩ H)t para algum t ∈ Nx ∩ H. Ademais, se Nx ∩ H ̸= ∅, então Nx ∩ H = (N ∩ H)t
para todo t ∈ Nx ∩ H.

Demonstração. Suponhamos que Nx ∩ H ̸= ∅, logo existe t ∈ Nx ∩ H. Desse modo,
t = nx ∈ H para algum n ∈ N. Seja l ∈ N ∩ H, então lt ∈ H (pois l, t ∈ H) e
lt = (ln)x ∈ Nx, portanto lt ∈ Nx ∩ H. Isto nos dá que (N ∩ H)t ⊆ Nx ∩ H. Por outro
lado, se g ∈ Nx ∩ H, então g = mx ∈ H para algum m ∈ N. Daí,

g = mxt−1t = mx(nx)−1t = mxx−1n−1t = (mn−1)t.

Temos que mn−1 ∈ N e mn−1 = gt−1 ∈ H, consequentemente g ∈ (N ∩ H)t. Portanto,
Nx ∩ H ⊆ (N ∩ H)t, e o lema segue.

Teorema 2.2.5 (Gaschütz, [14], Teorema 1). Seja N um subgrupo normal de um grupo G e
sejam g1, . . . , gm ∈ G tais que G = ⟨g1, . . . , gm, N⟩. Se d(G) ≤ m, então existem elementos
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u1, . . . , um de N tais que G = ⟨u1g1, . . . , umgm⟩. Além disso, a cardinalidade do conjunto

A(g1, . . . , gm) = {(u1, . . . , um) ∈ Nm | G = ⟨u1g1, . . . , umgm⟩}

é independente da escolha de g1, . . . , gm.

A demonstração é baseada na prova do Teorema 1 do artigo [14]. Outras demons-
trações podem ser encontradas em [3, Teorema 16.1], [11, Lema 17.7.2] e [21, Proposição
2.5.4].

Demonstração. Se todo subgrupo maximal de G contém N, então A(g1, . . . , gm) = Nm.
De fato, seja (u1, . . . , um) ∈ Nm e suponhamos que ⟨u1g1, . . . , umgm⟩ ̸= G. Assim, existe
um subgrupo maximal M de G tal que ⟨u1g1, . . . , umgm⟩ ≤ M. Dessa forma, N ≤ M de
modo que gi = u−1

i (uigi) ∈ M para todo i ∈ {1, . . . , m} e G = ⟨g1, . . . , gm, N⟩ ≤ M <

G, um absurdo. Portanto, (u1, . . . , um) ∈ A(g1, . . . , gm).

Então, suponhamos que nem todo subgrupo maximal de G contenha N. Para cada
H ≤ G, definamos

εH :=

0 se NH ̸= G,

1 se NH = G.

Se para cada i ∈ {1, . . . , m}, existe yi ∈ Ngi ∩ H, então

NH
N

≥ ⟨Ny1, . . . , Nym⟩ = ⟨Ng1, . . . , Ngm⟩ =
G
N

donde G ≤ NH e εH = 1. Por outro lado, se εH = 1, então por definição NH = G.
Assim, dado i ∈ {1, . . . , m}, temos gi = niyi, para certos ni ∈ N e yi ∈ H, de modo que
yi = n−1

i gi ∈ Ngi ∩ H. Ou seja, εH = 1 se, e somente se, Ngi ∩ H ̸= ∅, ∀i ∈ {1, . . . , m}.
Consequentemente, εH = 0 se, e somente se, Ngi ∩ H = ∅ para algum i ∈ {1, . . . , m}.

Agora, sejam M1, . . . , Mr os subgrupos maximais de G que não contêm N (obser-
vamos que r ̸= 0). Também, consideremos o conjunto

{(y1, . . . , ym) ∈ Ng1 × · · · × Ngm | É falso que existe H < G com y1, . . . , ym ∈ H}.

Esta condição é equivalente a ⟨y1, . . . , ym⟩ = G. De fato, se ⟨y1, . . . , ym⟩ ̸= G, en-
tão existe um subgrupo maximal M de G tal que ⟨y1, . . . , ym⟩ ≤ M de modo que
y1, . . . , ym ∈ M < G. Reciprocamente, se existe H < G com y1, . . . , ym ∈ H, então
⟨y1, . . . , ym⟩ ≤ H < G, o que implica ⟨y1, . . . , ym⟩ ̸= G.
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Sendo ΦN a cardinalidade do conjunto acima, afirmamos que

ΦN = |N|m +
r

∑
k=1

∑
1≤j1<···<jk≤r

(−1)k|N ∩ Mj1 ∩ · · · ∩ Mjk |
m · εMj1

∩···∩Mjk
.

Com efeito, para cada j ∈ {1, . . . , r}, definamos

Xj = (Mj ∩ Ng1)× · · · × (Mj ∩ Ngm).

Seja (y1, . . . , ym) uma m-upla pertencente a Ng1 × · · · × Ngm tal que existe H < G
com y1, . . . , ym ∈ H. Então Ngi ∩ H é não vazio para todo i ∈ {1, . . . , m} de sorte
que εH = 1 e G = NH; sendo H < G, existe um subgrupo maximal M de G tal que
H ≤ M. Desse modo, N ⊈ M, pois, caso contrário, G = NH ≤ M < G. Isto é, M = Mj

para algum j ∈ {1, . . . , r} donde (y1, . . . , ym) ∈ Xj ⊆ X1 ∪ · · · ∪ Xr. Por outro lado,
se (y1, . . . , ym) ∈ X1 ∪ · · · ∪ Xr, então existe j ∈ {1, . . . , r} tal que (y1, . . . , ym) ∈ Xj.
Assim, (y1, . . . , ym) é uma m-upla tal que yi ∈ Ngi para todo i e existe H < G com
y1, . . . , ym ∈ H (nesse caso, H = Mj). Portanto,

ΦN = |N|m − |X1 ∪ · · · ∪ Xr|.

Usando o Princípio da Inclusão-Exclusão, obtemos que∣∣∣∣∣∣
r⋃

j=1

Xj

∣∣∣∣∣∣ =
r

∑
k=1

∑
1≤j1<···<jk≤r

(−1)k+1|Xj1 ∩ · · · ∩ Xjk |.

Notemos que

Xj1 ∩ · · · ∩ Xjk = (Ng1 ∩ Mj1 ∩ · · · ∩ Mjk)× · · · × (Ngm ∩ Mj1 ∩ · · · ∩ Mjk).

Como vimos acima, εMj1
∩···∩Mjk

= 1 se, e somente se, Ngi ∩ Mj1 ∩ · · · ∩ Mjk ̸= ∅ para
todo i ∈ {1, . . . , m}. Pelo Lema 2.2.4, temos

|Ngi ∩ Mj1 ∩ · · · ∩ Mjk | = |N ∩ Mj1 ∩ · · · ∩ Mjk |

quando este conjunto é não vazio, logo

|Xj1 ∩ · · · ∩ Xjk | = |N ∩ Mj1 ∩ · · · ∩ Mjk |
m · εMj1

∩···∩Mjk
,

e a afirmação segue.
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Com isso, mostramos o interessante fato que ΦN não depende de g1, . . . , gm. A fim
de garantir a existência de elementos u1, . . . , um de N tais que G = ⟨u1g1, . . . , umgm⟩,
precisamos provar que ΦN ̸= 0. Ora, por hipótese, d(G) ≤ m, logo existem
l1, . . . , lm ∈ G tais que ⟨l1, . . . , lm⟩ = G de modo que G = ⟨l1, . . . , lm, N⟩. Assim, como
ΦN não depende de g1, . . . , gm, podemos escolher l1, . . . , lm para fazerem o papel de
g1, . . . , gm acima, isto é, existem ΦN m-uplas (y1, . . . , ym) ∈ Nl1 × · · · × Nlm tais que
⟨y1, . . . , ym⟩ = G. Uma vez que ⟨l1, . . . , lm⟩ = G, segue-se que ΦN ̸= 0, como quería-
mos.

Por fim, a aplicação (u1, . . . , um) 7→ (u1g1, . . . , umgm) é uma bijeção entre os con-
juntos A(g1, . . . , gm) e {(y1, . . . , ym) ∈ Ng1 × · · · × Ngm | ⟨y1, . . . , ym⟩ = G}, ou seja,
a cardinalidade do conjunto A(g1, . . . , gm) independe da escolha de g1, . . . , gm. Isto
completa a prova do teorema.

Dado um grupo simples não abeliano S, podemos identificá-lo com o subgrupo
dos automorfismos internos Inn(S) de Aut(S), pois temos que Z(S) = {1}, e é conhe-
cido da teoria básica de grupos que S/Z(S) ∼= Inn(S). Isto é, cada elemento s ∈ S é
identificado com o automorfismo interno Is : x 7→ xs. O seguinte resultado pode ser
encontrado no artigo Generation of almost simple groups [9] de Francesca Dalla Volta e
Andrea Lucchini.

Teorema 2.2.6. Seja S um grupo simples não abeliano e identifiquemos S com o subgrupo
normal Inn(S) de Aut(S). Então, para todo par x, y de elementos de Aut(S), o subgrupo
⟨x, y, S⟩ de Aut(S) pode ser gerado por dois elementos.

Observação 2.2.7. Pelo Teorema 2.2.5, a afirmação do Teorema 2.2.6 pode ser reformulada da
seguinte maneira: para todos x, y ∈ Aut(S), existem u, v ∈ S tais que ⟨x, y, S⟩ = ⟨ux, vy⟩.

Como visto acima, temos d(G) ≤ d(N) + d(G/N) para um subgrupo normal N de
um grupo G. Agora, vamos comparar d(G) com d(G/N) quando N é um subgrupo
normal minimal de G, a fim de estabelecer uma cota melhor para d(G).

Teorema 2.2.8 (Lucchini, [18], Teorema 1.3). Se N é um subgrupo normal minimal de um
grupo G, então

d(G) ≤ max{2, d(G/N) + 1}.

Demonstração. Se G = N, então G é simples e d(G) ≤ 2. Além disso, o teorema pode
ser provado diretamente se N é abeliano: neste caso, se g1, . . . , gd são geradores para
G módulo N, então para todo x ∈ N, x ̸= 1, temos G = ⟨g1, . . . , gd, x⟩. Com efeito,
dado x ∈ N, x ̸= 1, sejam H = ⟨g1, . . . , gd, x⟩ e K = ⟨xg | g ∈ ⟨g1, . . . , gd⟩⟩ ≤ N.
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Vamos mostrar que K ⊴ G. Dados g ∈ ⟨g1, . . . , gd⟩ e t ∈ G, temos que t = t1 · · · tk com
ti ∈

{
g±1

1 , . . . , g±1
d

}
∪ N. Daí,

(xg)t = (xg)t1···tk = (· · · ((xg)t1) · · · )tk = xgti1
···tir ,

sendo ti1 , . . . , tir os elementos dentre t1, . . . , tn que não estão em N, haja vista que
N ⊴ G e N é abeliano. Assim, gti1 · · · tir ∈ ⟨g1, . . . , gd⟩ e (xg)t ∈ K donde se segue
que K ⊴ G. Dado que 1 ̸= x ∈ K e N é normal minimal em G, obtemos K = N.
Dessa forma, H contém N (pois contém os conjugados de x em ⟨g1, . . . , gd⟩) de sorte
que H ≥ ⟨g1, . . . , gd, N⟩ = G e H = G. Portanto, d(G) ≤ d(G/N) + 1.

Então, vamos assumir N ̸= G e N não abeliano.

Por indução na ordem de G, reduzimos ao caso: N é o único normal minimal em
G. De fato, suponhamos que M é um subgrupo normal minimal de G com M ̸= N
e seja d = d(G/N). Existem g1, . . . , gd ∈ G tais que G = ⟨g1, . . . , gd, N⟩. Agora, pela
Proposição 1.7.3, NM/M ∼=G N é um subgrupo normal minimal de G/M, logo por
indução

d
(

G
M

)
≤ max

{
d
(

G/M
NM/M

)
+ 1, 2

}
= max

{
d
(

G
NM

)
+ 1, 2

}
=

max
{

d
(

G/N
NM/N

)
+ 1, 2

}
≤ max

{
d
(

G
N

)
+ 1, 2

}
≤ d

(
G
N

)
+ 1 = d + 1,

onde a última desigualdade vale pois N ̸= G. Afirmamos que existem ele-
mentos x1, . . . , xd, xd+1 ∈ N tais que xd+1 ̸= 1 e ⟨Mx1g1, . . . , Mxdgd, Mxd+1⟩ =

G/M. De fato, temos G = ⟨g1, . . . , gd, N⟩, logo G = ⟨g1, . . . , gd, NM⟩ e G/M =

⟨Mg1, . . . , Mgd, NM/M⟩. Se d(G/M) ≤ d, então, pelo Teorema 2.2.5, existem
x1, . . . , xd ∈ N tais que ⟨Mx1g1, . . . , Mxdgd⟩ = G/M. Assim, tomando xd+1 ̸= 1
em N (N ̸= {1}), obtemos que ⟨Mx1g1, . . . , Mxdgd, Mxd+1⟩ = G/M. Agora, as-
sumamos que d(G/M) = d + 1. Haja vista que G/M = ⟨Mg1, . . . , Mgd, NM/M⟩,
temos que G/M = ⟨Mg1, . . . , Mgd, M, NM/M⟩. Aplicando o Teorema 2.2.5, exis-
tem x1, . . . , xd, xd+1 ∈ N tais que ⟨Mx1g1, . . . , Mxdgd, Mxd+1⟩ = G/M. Neste caso,
xd+1 ̸= 1, já que d(G/M) = d + 1. Portanto, a afirmação segue. Agora, consideremos
o subgrupo L = ⟨x1g1, . . . , xdgd, xd+1⟩. Como ⟨Mx1g1, . . . , Mxdgd, Mxd+1⟩ = G/M,
temos que G = ⟨x1g1, . . . , xdgd, xd+1, M⟩ de modo que LM = G. Por outro lado,
G = ⟨g1, . . . , gd, N⟩ donde LN = G. Além disso, L ∩ N ⊴ L (pois N ⊴ G) e é centrali-
zado por M (M ≤ CG(N) ≤ CG(L∩ N) – vide Proposição 1.3.2), logo L∩ N ⊴ LM = G.
Dado que N é normal minimal em G e L ∩ N ̸= {1} (contém xd+1), deduzimos que
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L ∩ N = N; mas então, G = LN = L e d(G) = d(L) ≤ d + 1 = d(G/N) + 1.

Então, para concluir nossa demonstração, temos apenas que considerar o caso: N é
o único subgrupo normal minimal de G. Pelo Corolário 1.3.13,

N = Sn,

o produto direto de n cópias de um grupo simples não abeliano. Além disso, conside-
rando a ação por conjugação de G em N, temos que o núcleo desta é o centralizador
CG(N), o qual é trivial, pois, caso contrário, conteria o subgrupo normal minimal N
donde este seria abeliano, um absurdo. Isto é, temos Sn ⊴ G ≤ Aut(Sn). Pelo Teorema
1.6.15,

Aut(Sn) = Aut(S) ≀ Sn,

o produto entrelaçado entre Aut(S) e o grupo simétrico de grau n. Logo, os elementos
de G são da forma ((h1, . . . , hn), σ), com hi ∈ Aut(S) e σ ∈ Sn. Para cada i, 1 ≤ i ≤ n,
seja

Si = {1} × · · · × {1} × S × {1} × · · · × {1} (S na i-ésima entrada),

ou seja, S1, . . . , Sn são os fatores diretos de Sn. Sejam d = d(G/N) e g1, . . . , gd ∈ G tais
que G = ⟨g1, . . . , gd, N⟩. Daí, G = NR com R = ⟨g1, . . . , gd⟩ (pois N ⊴ G) de modo que

N = SG
1 = SNR

1 = (SN
1 )R = SR

1 = S⟨g1,...,gd⟩
1 ,

onde a primeira igualdade vale porque SG
1 ⊴ G e SG

1 ≤ N, e a quarta porque S1 ⊴ N.

Para concluir nossa demonstração, é suficiente provar:

(∗) para todo g ∈ Aut(Sn), existem x, y ∈ Sn tais que S1 ≤ ⟨xg, y⟩.

Com efeito, se (∗) é verdadeiro, tomemos g = g1 e escolhamos x, y ∈ N tais que
S1 ≤ ⟨xg, y⟩. Afirmamos que

N = S⟨g1,...,gd⟩
1 ≤ S⟨xg1,...,gd⟩

1 .

De fato, seja u ∈ ⟨g1, . . . , gd⟩, logo u = x1 · · · xr com r ∈ N e xi ∈
{

g±1
1 , . . . , g±1

d

}
(1 ≤ i ≤ r). Agora, notemos que dado v ∈ G, Sv

1 = Sj para algum j ∈ {1, . . . , n},
pois G ≤ Aut(Sn) e os normais minimais de Sn são os fatores diretos S1, . . . , Sn (vide
Proposição 1.6.11). Além disso, dado k ∈ {1, . . . , n},

Sg1
k = (Sx

k )
g1 = Sxg1

k e Sg−1
1

k =
(
Sg−1

1
k

)x−1
= Sg−1

1 x−1

k = S(xg1)
−1

k ,
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pois x ∈ N normaliza S1, . . . , Sn. Portanto,

Su
1 = Sx1···xr

1 = Sx′1···x′r
1

com x′i ∈ {(xg1)
±1, . . . , g±1

d }, ou seja, Su
1 ⊆ S⟨xg1,...,gd⟩

1 . Pela arbitrariedade de u, a
afirmação segue. Como S1 ≤ ⟨xg1, y⟩, o subgrupo T = ⟨xg1, g2, . . . , gd, y⟩ de G contém

S⟨xg1,...,gd⟩
1 ≥ S⟨g1,...,gd⟩

1 = N

donde T = G (pois G = NR), e, portanto,

d(G) = d(T) ≤ d + 1.

Então, vamos provar (∗): seja g = ((h1, . . . , hn), σ) ∈ Aut(Sn). Vamos dividir em
dois casos:

(a) (1)σ = 1. Considerando os elementos h1 e idS de Aut(S), temos, pelo Teo-
rema 2.2.6 (vide Observação 2.2.7), que existem x1, y1 ∈ S tais que S ≤ ⟨x1h1, y1⟩:
em particular, isto implica S = ⟨y1⟩⟨x1h1,y1⟩. De fato, ⟨y1⟩S ⊴ S e y1 ̸= 1 (pois, caso
contrário, S ≤ ⟨x1h1, y1⟩ = ⟨x1h1⟩ seria abeliano). Como S é simples, segue-se que
S = ⟨y1⟩S ≤ ⟨y1⟩⟨x1h1,y1⟩. Por outro lado, ⟨y1⟩ ≤ S e S ⊴ Aut(S), logo ⟨y1⟩⟨x1h1,y1⟩ ≤ S
donde S = ⟨y1⟩⟨x1h1,y1⟩. Agora, consideremos os elementos x, y ∈ S1 assim definidos:

x = (x1, 1, . . . , 1), y = (y1, 1 . . . , 1).

Dado que (1)σ = 1, temos que yσ = y e os dois elementos (x1h1, 1, . . . , 1) e xg =

((x1h1, h2, . . . , hn), σ) agem por conjugação em S1 da mesma maneira:

(s, 1, . . . , 1)(x1h1,1,...,1) = (sx1h1 , 1, . . . , 1) = (sx1h1 , 1, . . . , 1)σ

= (s, 1, . . . , 1)((x1h1,h2,...,hn),σ)

= (s, 1, . . . , 1)xg, ∀s ∈ S.
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Também, dado s ∈ S,

(s, 1, . . . , 1)(x1h1,1,...,1)−1
= (s, 1, . . . , 1)((x1h1)

−1,1,...,1) =
(
s(x1h1)

−1
, 1, . . . , 1

)
=
(
(s, 1, . . . , 1)σ−1)(x1h1,h2,...,hn)−1

= (s, 1, . . . , 1)((x1h1,h2,...,hn),σ)−1

= (s, 1, . . . , 1)(xg)−1
.

Isto nos fornece ⟨y⟩⟨xg,y⟩ = ⟨(y1, 1, . . . , 1)⟩⟨(x1h1,1,...,1),(y1,1,...,1)⟩. Afirmamos que

〈
(t, 1, . . . , 1) | t ∈ ⟨y1⟩⟨x1h1,y1⟩

〉
≤ ⟨(y1, 1, . . . , 1)⟩⟨(x1h1,1,...,1),(y1,1,...,1)⟩.

De fato, seja (t, 1, . . . , 1) tal que t ∈ ⟨y1⟩⟨x1h1,y1⟩, então t = tϵ1
1 · · · tϵr

r com r ∈ N e para
cada i ∈ {1, . . . , r}, ϵi = ±1 e ti = (ymi

1 )zi com mi ∈ Z e zi ∈ ⟨x1h1, y1⟩. Agora, notemos
que

(t, 1, . . . , 1) = (tϵ1
1 · · · tϵr

r , 1, . . . , 1) = (t1, 1, . . . , 1)ϵ1 · · · (tr, 1, . . . , 1)ϵr ,

logo é suficiente mostrar que cada (ti, 1, . . . , 1) pertence a
⟨(y1, 1, . . . , 1)⟩⟨(x1h1,1,...,1),(y1,1,...,1)⟩. Temos ti = (ymi

1 )zi com mi ∈ Z e zi ∈ ⟨x1h1, y1⟩.
Assim, zi = u1 · · · us com s ∈ N e uj ∈ {(x1h1)

±1, y±1
1 } (1 ≤ j ≤ s). Como

(s, 1, . . . , 1)(x1h1,1,...,1)±1
= (s(x1h1)

±1
, 1, . . . , 1) e (s, 1, . . . , 1)(y1,1,...,1)±1

= (sy±1
1 , 1, . . . , 1),

para todo s ∈ S,

(ti, 1, . . . , 1) = ((ymi
1 )zi , 1, . . . , 1)

= (ymi
1 , 1, . . . , 1)(u1,1,...,1)···(us,1,...,1)

= ((y1, 1, . . . , 1)mi)(u1,1,...,1)···(us,1,...,1) ∈ ⟨(y1, 1, . . . , 1)⟩⟨(x1h1,1,...,1),(y1,1,...,1)⟩,

e a afirmação segue. Mas então ⟨xg, y⟩ contém

⟨y⟩⟨xg,y⟩ = ⟨(y1, 1, . . . , 1)⟩⟨(x1h1,1,...,1),(y1,1,...,1)⟩

≥
〈
(t, 1, . . . , 1) | t ∈ ⟨y1⟩⟨x1h1,y1⟩

〉
= ⟨(t, 1, . . . , 1) | t ∈ S⟩ = S1.

(b) (1)σ ̸= 1. Escrevamos σ = σ1 · · · σt como um produto de ciclos disjuntos e seja
σ1 = (1, n2, . . . , nr) o ciclo contendo 1. Além disso, seja h = h1hn2 · · · hnr ∈ Aut(S). No-
vamente, pelo Teorema 2.2.6, existem x1, y1 ∈ S tais que S ≤ ⟨x1h, y1⟩ e S = ⟨y1⟩⟨x1h,y1⟩.
Definamos

x = (x1, 1, . . . , 1), y = (y1, 1 . . . , 1).
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Dado i ∈ {1, . . . , r − 1}, temos que (x1h1, h2, . . . , hn)(σ
i)−1

= (hni+1 , . . . ), pois sendo
t1 = x1h1 e tj = hj para todo j ∈ {2, . . . , n}, temos t1σi = tni+1 = hni+1 . Com isso,
obtemos que

ḡ := (xg)r = (xg)(xg) · · · (xg) = ((x1h1hn2 , . . . ), σ2)(xg) · · · (xg)

= ((x1h1hn2 hn3 , . . . ), σ3)(xg) · · · (xg)

= · · ·
= ((x1h1hn2 · · · hnr , . . . ), σr)

= ((x1h, . . . ), σr).

Agora, (1)σr = 1 de modo que ḡ e (x1h, 1, . . . , 1) agem por conjugação em S1 da mesma
maneira. Como no caso anterior, obtemos

S1 ≤ ⟨(y1, 1, . . . , 1)⟩⟨(x1h,1,...,1),(y1,1,...,1)⟩ = ⟨y⟩⟨ḡ,y⟩ ≤ ⟨ḡ, y⟩ ≤ ⟨xg, y⟩.

Isto completa a prova de (∗), e, então, o teorema segue.

Para um grupo monolítico não cíclico, conseguimos uma igualdade. Mais precisa-
mente, temos o:

Teorema 2.2.9. Se um grupo não cíclico G contém um único subgrupo normal minimal M,
então d(G) = max{2, d(G/M)}.

Esse resultado é uma generalização do fato de que todo grupo simples é 2-gerado.
Usá-lo-emos nas demonstrações dos Teoremas A e C. Observamos que a prova do
Teorema 2.2.9 é feita por uma redução aos grupos simples, de modo a usar a classi-
ficação dos grupos simples finitos.

O caso M abeliano foi considerado no artigo Some applications of the first cohomology
group [1] de Michael Aschbacher e Robert Guralnick. Para M não abeliano, isto foi
provado no artigo Generators for finite groups with a unique minimal normal subgroup [20],
por Andrea Lucchini e Federico Menegazzo.

2.3 Grupos Crown-Based Power

Esta e a próxima seção são baseadas em [8].

Seja L um grupo primitivo monolítico não cíclico finito, com M = soc(L). Em toda
esta seção, L sempre denotará um tal grupo. Observamos que se M é abeliano, então
este é complementado em L, pela Proposição 1.5.11 (uma vez que Φ(L) = {1}).
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Para cada inteiro positivo k, definimos o subgrupo crown-based power Lk do produto
direto Lk por

Lk =
{
(l1, . . . , lk) ∈ Lk | l1 ≡ · · · ≡ lk mod M

}
.

Vamos verificar que Lk é, de fato, um subgrupo de Lk. Claramente, (1, . . . , 1) ∈ Lk,
logo Lk ̸= ∅. Sejam (l1, . . . , lk), (r1, . . . , rk) ∈ Lk arbitrários. Então

l1 ≡ · · · ≡ lk mod M e r1 ≡ · · · ≡ rk mod M,

ou seja,
Ml1 = · · · = Mlk e Mr1 = · · · = Mrk.

Desse modo, obtemos

Ml1r1 = · · · = Mlkrk e Ml−1
1 = · · · = Ml−1

k ,

isto é,
l1r1 ≡ · · · ≡ lkrk mod M e l−1

1 ≡ · · · ≡ l−1
k mod M.

Isto nos fornece que (l1, . . . , lk) · (r1, . . . , rk) e (l1, . . . , lk)−1 pertencem a Lk. Portanto,
Lk ≤ Lk.

Observação 2.3.1. Temos Lk = Mk · diag(Lk). De fato, sejam (m1, . . . , mk) ∈ Mk e
(l, . . . , l) ∈ diag(Lk). Então, para todos i, j ∈ {1, . . . , k}, temos mil ≡ mjl mod M, pois
Mmil = Ml = Mmjl. Consequentemente,

(m1, . . . , mk) · (l, . . . , l) = (m1l, . . . , mkl) ∈ Lk.

Portanto, Mk · diag(Lk) ⊆ Lk. Reciprocamente, seja (l1, . . . , lk) ∈ Lk, logo l1 ≡ · · · ≡ lk
mod M. Daí, Ml1 = · · · = Mlk donde, para cada i ∈ {1, . . . , k}, existe mi ∈ M tal que
li = mil1, sendo m1 = 1. Desse modo, obtemos que

(l1, . . . , lk) = (m1l1, . . . , mkl1) = (m1, . . . , mk) · (l1, . . . , l1) ∈ Mk · diag(Lk).

Por conseguinte, Lk ⊆ Mk · diag(Lk), e, portanto, Lk = Mk · diag(Lk).

Vamos agora mostrar algumas propriedades desses subgrupos.

Proposição 2.3.2. O socle de Lk é Mk, um produto direto de k subgrupos normais minimais
(cada um isomorfo a M), e Lk/Mk ∼= L/M.
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Demonstração. Primeiro, vamos mostrar que Lk/Mk ∼= L/M. Para isto, definamos a
aplicação γ : Lk → L/M por

(l1, . . . , lk)γ = Ml1, sempre que (l1, . . . , lk) ∈ Lk.

Temos que, de fato, γ está bem definida, pois se (l1, . . . , lk) = (r1, . . . , rk), então l1 = r1

de modo que Ml1 = Mr1 e (l1, . . . , lk)γ = (r1, . . . , rk)
γ. Dado Mr ∈ L/M, temos

Mr = (r, . . . , r)γ, com (r, . . . , r) ∈ diag(Lk) ⊆ Lk. Isto mostra que γ é sobrejetiva.

Agora, sejam (l1, . . . , lk), (r1, . . . , rk) ∈ Lk. Daí,

((l1, . . . , lk) · (r1, . . . , rk))
γ = (l1r1, . . . , lkrk)

γ = Ml1r1 = (Ml1)(Mr1)

= (l1, . . . , lk)γ(r1, . . . , rk)
γ.

Assim, γ é um homomorfismo. Vamos então calcular o ker(γ). Para isto, seja
(l1, . . . , lk) ∈ ker(γ). Temos (l1, . . . , lk) ∈ Lk e Ml1 = M. Isto implica
M = Ml1 = · · · = Mlk donde l1, . . . , lk ∈ M, e, portanto, (l1, . . . , lk) ∈ Mk.
Por outro lado, dado (m1, . . . , mk) ∈ Mk, temos Mm1 = · · · = Mmk = M, logo
(m1, . . . , mk) ∈ ker(γ). Dessa forma, concluímos que ker(γ) = Mk, em particular,
Mk ⊴ Lk. Portanto, pelo Teorema dos Isomorfismos, Lk/Mk ∼= L/M.

Agora, vamos mostrar que soc(Lk) = Mk. Com efeito, para cada i, 1 ≤ i ≤ k, seja

Mi = {1} × · · · × {1} × M × {1} × · · · × {1},

onde M está na i-ésima entrada. Claramente, Mi
∼= M, e como M ⊴ L, obtemos que

Mi ⊴ Lk donde Mi ⊴ Lk, pois Mi ≤ Lk (Mi ≤ Mk ≤ Lk). Afirmamos que cada Mi é um
subgrupo normal minimal de Lk. De fato, seja N um subgrupo normal não trivial de
Lk contido em Mi. Assim, existe (1, . . . , m, . . . , 1) ∈ N com m ̸= 1. Dado l ∈ L, temos
que (l, . . . , l) ∈ Lk; logo, pela normalidade de N, obtemos que

(1, . . . , ml, . . . , 1) = (1, . . . , m, . . . , 1)(l,...,l) ∈ N.

Além disso, ⟨ml | l ∈ L⟩ é um subgrupo normal de L contido em M donde é igual a M,
já que M é normal minimal em L e m ̸= 1. Com isso, concluímos que Mi ≤ N, e, então,
N = Mi, completando a prova da afirmação. Por conseguinte,

soc(Lk) ≥ M1 · · · Mk = Mk.
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Resta mostrar que soc(Lk) ≤ Mk. Para isto, vamos primeiro calcular CL(M). Dado
que M ⊴ L, temos que CL(M) ⊴ L. Agora, vamos dividir em casos.

Caso 1. M não abeliano: neste caso, CL(M) = {1}, pois, caso contrário, CL(M)

conteria um subgrupo normal minimal de L, o qual seria M (por ser o único), e, assim,
M seria abeliano.

Caso 2. M abeliano: temos que M admite um complemento em L, digamos
K. Afirmamos que CL(M) ∩ K = {1}. Com efeito, visto que CL(M) ⊴ L, temos
CL(M) ∩ K ⊴ K donde K ≤ NL(CL(M) ∩ K). Também, M centraliza, e, então, nor-
maliza CL(M) ∩ K; consequentemente,

L = MK ≤ NL(CL(M) ∩ K).

Ou seja, CL(M) ∩ K ⊴ L. Se CL(M) ∩ K ̸= {1}, então teríamos M ≤ CL(M) ∩ K donde
M ≤ K, e, assim, M ∩ K = M ̸= {1}, um absurdo. Portanto, a afirmação segue.
Usando a Lei Modular de Dedekind (Lema 2.1.10), concluímos que

CL(M) = CL(M) ∩ L = CL(M) ∩ MK = M(CL(M) ∩ K) = M.

Pela Proposição 1.1.9, CLk(Mk) = CL(M)k, logo CLk(Mk) = {1} se M é não abeliano,
e CLk(Mk) = Mk se M é abeliano.

Agora, seja N um subgrupo normal minimal de Lk distinto de todos os Mi’s. Daí,
pela Proposição 1.3.2, para cada i, 1 ≤ i ≤ k, temos N ≤ CLk(Mi) donde N ≤ CLk(Mk).
Como Lk ≤ Lk, temos que CLk(Mk) ≤ CLk(Mk). Se M é não abeliano, obtemos
N = {1}, um absurdo. Portanto, os únicos subgrupos normais de Lk, neste caso,
são os fatores diretos M1, . . . , Mk de modo que soc(Lk) = Mk. Se M é abeliano,
N ≤ CLk(Mk) = Mk e, neste caso, concluímos também que soc(Lk) = Mk. Isto com-
pleta a prova da proposição.

Lema 2.3.3. O socle de Lk admite um complemento quando M = soc(L) é abeliano.

Demonstração. Sabemos que M é complementado em L, logo existe H ≤ L tal que
L = MH e M ∩ H = {1}. Afirmamos que

Lk = Mk · diag(Hk).

De fato, Mk e diag(Hk) estão contidos em Lk de modo que Mk · diag(Hk) ≤ Lk. Reci-
procamente, seja x = (l1, . . . , lk) ∈ Lk, então x = (m1h1, . . . , mkhk) para certos mi ∈ M
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e hi ∈ H (1 ≤ i ≤ k), pois L = MH. Mas como x ∈ Lk, temos Mh1 = · · · = Mhk, e visto
que M ∩ H = {1}, obtemos h1 = · · · = hk. Ou seja,

x = (m1h1, . . . , mkh1) = (m1, . . . , mk) · (h1, . . . , h1) ∈ Mk · diag(Hk).

Portanto, Lk ≤ Mk · diag(Hk), e a afirmação segue. Agora, Mk ∩ diag(Hk) = {1}, uma
vez que M ∩ H = {1}.

Proposição 2.3.4. Seja U um subgrupo normal minimal de Lk. Então Lk/U ∼= Lk−1 e
soc(Lk/U) = soc(Lk)/U.

Demonstração. Vamos dividir a demonstração em dois casos.

Caso 1. M é não abeliano: vimos na prova da Proposição 2.3.2 que os únicos sub-
grupos normais minimais de Lk nesse caso são M1, . . . , Mk, os fatores diretos de Mk.
Assim, sem perda de generalidade, suponhamos U = Mk, e definamos α : Lk → Lk−1

por
(l1, . . . , lk)α = (l1, . . . , lk−1), sempre que (l1, . . . , lk) ∈ Lk.

Dados (l1, . . . , lk), (r1, . . . , rk) ∈ Lk, temos

((l1, . . ., lk) · (r1, . . . , rk))
α = (l1r1, . . . , lkrk)

α = (l1r1, . . . , lk−1rk−1)

= (l1, . . . , lk−1) · (r1, . . . , rk−1) = (l1, . . . , lk)α · (r1, . . . , rk)
α.

Isto mostra que α é um homomorfismo de grupos. Além disso, dado (l1, . . . , lk−1) ∈
Lk−1, temos por definição de Lk−1 que l1 ≡ · · · ≡ lk−1 mod M. Daí, x =

(l1, . . . , lk−1, lk−1) ∈ Lk e (l1, . . . , lk−1) = xα. Portanto, α é sobrejetiva. Agora, vamos
calcular ker(α). Seja (l1, . . . , lk) ∈ ker(α). Então (l1, . . . , lk−1) = (l1, . . . , lk)α = (1, . . . , 1)
de modo que l1 = · · · = lk−1 = 1. Dado que (l1, . . . , lk) ∈ Lk, temos Mlk = Mlk−1 = M
donde lk ∈ M e (l1, . . . , lk) ∈ U. Ou seja, ker(α) ≤ U. Por outro lado, U ≤ ker(α),
e, consequentemente, ker(α) = U. Pelo Teorema dos Isomorfismos, α : Lk/U → Lk−1

dada por (Ux)α = xα para cada x ∈ Lk, é um isomorfismo. Portanto, Lk/U ∼= Lk−1.

Agora, notemos que se T ≤ Lk, então (TU/U)α = Tα, logo (soc(Lk)/U)α =

(soc(Lk))
α = soc(Lk−1) (pois Mk α7−→ Mk−1). Por outro lado, como α é um isomor-

fismo, temos que (soc(Lk/U))α = soc(Lk−1). Portanto (soc(Lk)/U)α = (soc(Lk/U))α,
e aplicando α−1, obtemos soc(Lk/U) = soc(Lk)/U.

Caso 2. M é abeliano: se para todo i ∈ {1, . . . , k}, U ⊆ ∏
j ̸=i

Mj, então
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U ⊆
k⋂

i=1
∏
j ̸=i

Mj = {1}, o que é uma contradição. Portanto, existem k − 1 fatores dire-

tos de Mk tais que U não está contido no produto destes. Sem perda de generalidade,
assumamos que U ⊈ M1 · · · Mk−1. Desse modo, U ∩ M1 · · · Mk−1 = {1}, já que U é
normal minimal em Lk. Observamos que nesse caso (M abeliano), existe H ≤ L um
complemento para M em L tal que diag(Hk) é um complemento para Mk em Lk (vide
Lema 2.3.3).

Agora, M é um H-grupo simples (a ação é por conjugação). Com efeito, se K é um
H-subgrupo de M, então por definição H ≤ NL(K). E uma vez que M é abeliano,
K ⊴ M donde M ≤ NL(K). Daí,

L = MH ≤ NL(K) e K ⊴ L.

Como M é normal minimal em L, segue-se que K = {1} ou K = M. Portanto, M é um
H-grupo simples. Com isso, obtemos que

S : {1} < M1 < M1M2 < · · · < M1M2 · · · Mk = Mk

é uma H-série de composição de Mk, pois os fatores são todos H-isomorfos a M, e,
portanto, são H-grupos simples (vide Proposição 1.7.2). Por outro lado, temos que
U também é um H-grupo simples (a ação de H sobre U é dada por (u1, . . . , uk)

h =

(uh
1, . . . , uh

k), para cada (u1, . . . , uk) ∈ U). De fato, seja V um H-subgrupo de U, então
por definição

(v1, . . . , vk)
(h,...,h) = (vh

1, . . . , vh
k) = (v1, . . . , vk)

h ∈ V,

para todos (v1, . . . , vk) ∈ V e h ∈ H. Isto é, diag(Hk) ≤ NLk(V). E V ≤ U ≤ Mk, logo
V ⊴ Mk e Mk ≤ NLk(V) (pois M é abeliano). Portanto,

Lk = Mk · diag(Hk) ≤ NLk(V) e V ⊴ Lk.

Dado que U é normal minimal em Lk, segue-se que V = {1} ou V = U. Dessa forma,
concluímos que U é um H-grupo simples. Então, pelo Teorema de Jordan-Hölder (Te-
orema 1.7.5), a H-série {1} < U < Mk admite um refinamento o qual é uma série de
composição H-isomorfa a S, e, então, U ∼=H M. Consequentemente, |U| = |M| e

|UM1 · · · Mk−1| = |U| · |M1 · · · Mk−1| = |M| · |M|k−1 = |M|k
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de modo que Mk = UM1 · · · Mk−1. Portanto,

Lk = UM1 · · · Mk · diag(Hk)

e todo elemento de Lk pode ser escrito unicamente como um1 · · ·mk−1h, com u ∈ U,
mi ∈ Mi (1 ≤ i ≤ k − 1) e h ∈ diag(Hk). Com isso, definamos β : Lk → Lk−1 por

(um1 · · ·mk−1h)β = m1 · · ·mk−1h,

sempre que u ∈ U, mi ∈ Mi (1 ≤ i ≤ k − 1) e h ∈ diag(Hk). Vamos mostrar que β

é um homomorfismo de grupos. Sejam um1 · · ·mk−1h e vn1 · · · nk−1h′ dois elementos
arbitrários de Lk. Temos

(um1 · · ·mk−1h · vn1 · · · nk−1h′)β = (um1 · · ·mk−1vh−1
nh−1

1 · · · nh−1

k−1 · hh′)β

= (uvh−1
m1nh−1

1 · · ·mk−1nh−1

k−1 · hh′)β = m1nh−1

1 · · ·mk−1nh−1

k−1 · hh′

= m1 · · ·mk−1nh−1

1 · · · nh−1

k−1 · hh′ = m1 · · ·mk−1h · n1 · · · nk−1h′

= (um1 · · ·mk−1)
β · (vn1 · · · nk−1h′)β,

pois M é abeliano. Pela arbitrariedade dos elementos, concluímos que β é um homo-
morfismo. Além disso, β é sobrejetiva, pois como observado anteriormente, Lk−1 =

Mk−1 · diag(Hk−1). Por fim, ker(β) = U. Então, pelo Teorema dos Isomorfismos,
Lk/U ∼= Lk−1. Com o mesmo argumento do Caso 1, soc(Lk/U) = soc(Lk)/U, pois
(soc(Lk))

β = (Mk)β = Mk−1 = soc(Lk−1). Isto completa a prova da proposição.

Corolário 2.3.5. Seja N um subgrupo normal de Lk. Então, ou soc(Lk) ≤ N, ou
N ≤ soc(Lk).

Demonstração. A prova será feita por indução sobre k. Consideremos k = 1. Se N =

{1}, então N ≤ soc(Lk). Caso contrário, N contém um subgrupo normal minimal de
Lk = L, o qual deve ser M = soc(Lk), pois M é o único subgrupo normal minimal de
L. Portanto, o caso k = 1 é verdadeiro.

Então, suponhamos k > 1 e N ̸= {1}, logo existe U um subgrupo normal minimal
de Lk tal que U ≤ N. Pela Proposição 2.3.4, existe um isomorfismo γ : Lk/U → Lk−1

e soc(Lk/U) = soc(Lk)/U. Por indução, obtemos que ou soc(Lk−1) ≤ (N/U)γ, ou
(N/U)γ ≤ soc(Lk−1). Daí, ou soc(Lk)/U = soc(Lk/U) = (soc(Lk−1))

γ−1 ≤ N/U, ou
N/U ≤ (soc(Lk−1))

γ−1
= soc(Lk/U) = soc(Lk)/U (pois γ é um isomorfismo). Ou

seja, ou soc(Lk) ≤ N, ou N ≤ soc(Lk), completando a indução.
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A Proposição 2.3.4 nos dá que o grupo quociente de Lk sobre qualquer subgrupo
normal minimal é isomorfo a Lk−1. Em particular, a sequência d(L1), . . . , d(Lk), . . . é
não decrescente.

Vamos agora nos concentrar em provar que esta sequência é ilimitada.

Definição 2.3.6. Um automorfismo γ : L → L age trivialmente em L/M se o homomorfismo
induzido γ : L/M → L/M,

γ : Ml 7→ Mlγ,

é a identidade. Isto equivale a dizer que lγ ∈ Ml, para todo l ∈ L.

Notemos que γ está bem definido, pois M é um subgrupo característico de L (é o
único subgrupo normal minimal de L). O grupo dos automorfismos de L que agem
trivialmente em L/M é denotado por ΓL.

Para um grupo finito G e um inteiro positivo m, seja ϕG(m) o número de m-bases de
G, ou seja, m-uplas ordenadas (x1, . . . , xm) de elementos de G tais que ⟨x1, . . . , xm⟩ =

G. Esta função foi introduzida por Philip Hall [15], em 1936, com o nome de função
Euleriana.

Lema 2.3.7. Seja F um grupo livre de posto m ≥ d(L). Dado um homomorfismo sobrejetivo
β : F → L/M, consideremos o conjunto R dos subgrupos normais N de F os quais são
núcleos de homomorfismos sobrejetivos de F em L que, compostos com a projeção canônica
π : L → L/M, produzem β. Então, a cardinalidade do conjunto R é

ϕL(m)

|ΓL|ϕL/M(m)
.

Demonstração. Seja x1, . . . , xm uma base de F. Pelas Proposições 1.1.2 e 1.1.3, temos que
β é unicamente determinado por xβ

1 = Ml1, . . . , xβ
m = Mlm e L = ⟨l1, . . . , lm, M⟩. Agora,

seja A o conjunto dos homomorfismos sobrejetivos de F em L que, compostos com a
projeção canônica π : L → L/M, produzem β. Seja também

B = {(z1, . . . , zm) ∈ Mm | L = ⟨z1l1, . . . , zmlm⟩}.

Definindo f : B → A por
(z1, . . . , zm) f = γ(z1,...,zm),

onde γ(z1,...,zm) é o único homomorfismo sobrejetivo tal que

x
γ(z1,...,zm)

1 = z1l1 , . . . , x
γ(z1,...,zm)
m = zmlm,
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temos que f é uma bijeção. De fato, f está bem definida, já que F é um grupo livre de
posto m (vide Observação 1.8.4). Dado γ ∈ A, uma vez que γπ = β, temos

Mxγ
i = (xγ

i )
π = xγπ

i = xβ
i = Mli, ∀i = 1, . . . , m.

Assim, para cada i, 1 ≤ i ≤ m, existe zi ∈ M tal que xγ
i = zili, e como γ é so-

brejetivo, obtemos que L = ⟨z1l1, . . . , zmlm⟩ (vide Proposição 1.1.3). Isto nos dá que
(z1, . . . , zm) ∈ B e (z1, . . . , zm) f = γ, ou seja, f é sobrejetiva. A injetividade segue do
fato de que os li’s estão fixados.

Vamos então calcular o número de elementos do conjunto B. Para isto, considere-
mos T um transversal à direita de M em L,

C =

{
(v1r1, . . . , vmrm) ∈ Lm | r1, . . . , rm ∈ T, v1, . . . , vm ∈ M,

L/M = ⟨Mr1, . . . , Mrm⟩ e L = ⟨v1r1, . . . , vmrm⟩

}

e
D = {(y1, . . . , ym) ∈ Lm | L = ⟨y1, . . . , ym⟩}.

Claramente, C ⊆ D. Agora, seja (y1, . . . , ym) ∈ D. Como T é um transversal à direita
de M em L, temos que para cada i, 1 ≤ i ≤ m, yi = viri, para certos vi ∈ M e ri ∈ T
(de modo único). Dado que L = ⟨y1, . . . , ym⟩, segue-se que (y1, . . . , ym) ∈ C. Portanto,
D ⊆ C, e, assim,

C = D.

Dada uma m-upla (r1, . . . , rm) ∈ Lm tal que r1, . . . , rm ∈ T e L/M = ⟨Mr1, . . . , Mrm⟩,
o número de m-uplas (v1, . . . , vm) ∈ Mm tais que L = ⟨v1r1, . . . , vmrm⟩ é |B|,
pelo Teorema 2.2.5. Seja (t1, . . . , tm) ∈ Lm uma m-upla tal que t1, . . . , tm ∈ T e
L/M = ⟨Mt1, . . . , Mtm⟩, distinta de (r1, . . . , rm), digamos t1 ̸= r1, e consideremos
(w1, . . . , wm) ∈ Mm tal que L = ⟨w1t1, . . . , wmtm⟩. Então, (w1t1, . . . , wmtm) é distinta de
todas as m-uplas (v1r1, . . . , vmrm) acima, pois Mt1 ̸= Mr1. Isto nos dá que o número
de elementos do conjunto C é

|C| = ϕL/M(m)|B|.

Como |C| = |D| = ϕL(m), concluímos que

|A| = |B| = ϕL(m)/ϕL/M(m).

Para finalizar, sejam γ1, γ2 ∈ A. Então, ker(γ1) = ker(γ2) = N se, e somente se,
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existe um automorfismo α de L que age trivialmente em L/M tal que γ2 = γ1α. Com
efeito, se ker(γ1) = ker(γ2) = N, consideremos os isomorfismos γ1 : Nx 7→ xγ1 e
γ2 : Nx 7→ xγ2 de F/N em L (via Teorema dos Isomorfismos). Seja α = γ1

−1γ2. Assim,
α é um automorfismo de L. Dado x ∈ F, temos

xγ1α = xγ1γ1
−1γ2 = (Nx)γ2 = xγ2 ,

ou seja, γ2 = γ1α. Além disso, α age trivialmente em L/M, pois dado l ∈ L, existe
x ∈ F tal que l = xγ1 donde

Mlα = Mlγ1
−1γ2 = Mxγ2 = Mxγ1 = Ml,

já que γ1π = β = γ2π. Reciprocamente, suponhamos que exista um tal automorfismo
α de L. Como γ2 = γ1α, temos que

x ∈ ker(γ2) ⇔ xγ2 = 1 ⇔ xγ1α = 1 ⇔ xγ1 = 1 ⇔ x ∈ ker(γ1).

Portanto, ker(γ1) = ker(γ2). Com isso, podemos definir uma relação de equivalência
∼ em A da seguinte forma: dados γ1, γ2 ∈ A, γ1 ∼ γ2 ⇔ ker(γ1) = ker(γ2). A classe
de equivalência de um elemento γ ∈ A por essa relação é

[γ] = {θ ∈ A | ker(θ) = ker(γ)} = {θ ∈ A | ∃ α ∈ ΓL com θ = γα} = {γα | α ∈ ΓL}.

Dado que γ é sobrejetivo, γα1 = γα2 ⇒ α1 = α2, consequentemente a aplicação
α 7→ γα é uma bijeção entre os conjuntos ΓL e [γ]. Portanto,

ϕL(m)/ϕL/M(m) = |A| = |R| · |ΓL|

donde |R| = ϕL(m)/|ΓL|ϕL/M(m). Isto completa a prova do lema.

Proposição 2.3.8. A sequência d(L1), . . . , d(Lk), . . . é ilimitada.

Demonstração. Suponhamos que esta seja limitada. Logo, existe um inteiro positivo m
tal que d(Lk) ≤ m, para todo k ≥ 1 (em particular, d(L) ≤ m). Seja F um grupo livre
de posto m (vide Teorema 1.8.2), e consideremos o conjunto I dos inteiros positivos
i tais que existe um homomorfismo sobrejetivo de F em Li. Notemos que I é não
vazio, pela Observação 1.8.4. Afirmamos que I tem um maior elemento. Com efeito,
basta mostrar que I é limitado. Para isto, seja i ∈ I, logo existe um homomorfismo
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sobrejetivo ψ : F → Li. Dado j, 1 ≤ j ≤ i, seja

γj = ψπj,

onde πj : Li → L é a projeção na j-ésima coordenada, isto é, (l1, . . . , li)πj = lj, sempre
que (l1, . . . , li) ∈ Li. Assim, cada γj é um homomorfismo sobrejetivo de F em L. Além
disso, dado x ∈ F, temos que xψ = (l1, . . . , li), para algum (l1, . . . , li) ∈ Li. Daí,
Ml1 = · · · = Mli, o que implica

xγ1π = · · · = xγiπ,

onde π : L → L/M é a projeção canônica. Desse modo,

γ1π = · · · = γiπ = β,

com β : F → L/M um homomorfismo sobrejetivo. Sejam j1 ̸= j2 em {1, . . . , i}, e seja
(m1, . . . , mi) ∈ Mi ⊆ Li com mj1 = 1 e mj2 ̸= 1 (M ̸= {1}). Então existe x ∈ F tal que
xψ = (m1, . . . , mi) de modo que

xγj1 = mj1 = 1 e xγj2 = mj2 ̸= 1,

ou seja, x ∈ ker(γj1) e x /∈ ker(γj2). Isto implica em ker(γj1) ̸= ker(γj2).
Consequentemente, |{ker(γ1), . . . , ker(γi)}| = i e, pelo Lema 2.3.7, obtemos que
i ≤ ϕL(m)/|ΓL|ϕL/M(m). Com isso, a afirmação segue, isto é, existe k o maior ele-
mento de I.

Agora, d(Lk+1) > m, pois, caso contrário, existiria um homomorfismo sobrejetivo
de F em Lk+1 (já que F é um grupo livre de posto m – vide Observação 1.8.4) donde
k + 1 pertenceria a I, contradizendo a maximalidade de k. Mas d(Lk+1) > m é uma
contradição com a suposição inicial, portanto a sequência d(L1), . . . , d(Lk), . . . é ilimi-
tada.

Em particular, tomando L = S um grupo simples não abeliano finito, obtemos que a
sequência d(S), d(S2), . . . , d(Sk), . . . é ilimitada. Ao final deste trabalho, daremos uma
outra prova para esse fato.

Mostramos que a sequência d(L1), . . . , d(Lk), . . . é não decrescente e ilimitada.
Agora, seja k ∈ Z+. Tomando um subgrupo normal minimal de Lk+1, digamos U,
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temos, pela Proposição 2.3.4 e pelo Teorema 2.2.8, que

d(Lk+1) ≤ d(Lk+1/U) + 1 = d(Lk) + 1.

Portanto, se m ≥ d(L), então existe um único k tal que

d(Lk) = m < d(Lk+1).

Desse modo, definimos f (L, m) := k + 1. Quando L pode ser identificado a partir do
contexto, escrevemos f (m) em vez de f (L, m). Na próxima seção, vamos fazer um
estudo sobre como a função f pode ser calculada.

Lema 2.3.9. Sejam G um grupo finito e N1, . . . , Nk todos os seus subgrupos normais minimais.
Se para cada i ∈ {1, . . . , k}, Ni é não abeliano, então soc(G) é o produto direto interno de
N1, . . . , Nk. Ademais, soc(G) ∼= N1 × · · · × Nk.

Demonstração. Dado i ∈ {1, . . . , k}, consideremos T = Ni ∩ N1 · · · Ni−1Ni+1 · · · Nk. Te-
mos T ⊴ G e T ≤ Ni. Se T ̸= {1}, então T = Ni (pois Ni é normal minimal em G)
donde

Ni ≤ N1 · · · Ni−1Ni+1 · · · Nk ≤ CG(Ni),

pela Proposição 1.3.2. Mas isto é uma contradição, já que Ni é não abeliano. Portanto,
T = {1}. Usando o Teorema 1.1.6, o lema segue.

Os grupos Lk têm sua importância no estudo de grupos que necessitam de mais
geradores do que qualquer quociente próprio. Mais precisamente, temos o:

Teorema A. Seja m um inteiro positivo e H um grupo finito tal que d(H/N) ≤ m para todo
subgrupo normal não trivial N, mas d(H) > m. Se m = 1, então ou H ∼= Cp ×Cp para algum
primo p, ou H é um grupo primitivo monolítico com socle M e H/M é cíclico. Se m ≥ 2, então
existe um grupo primitivo monolítico L tal que H ∼= L f (L,m).

Por motivos de clareza, vamos usar a notação de classe lateral à esquerda na de-
monstração. Observamos que isto é indiferente quando o subgrupo em questão é nor-
mal.

Demonstração. Dado que d(H) > m ≥ 1, temos que H é um grupo não cíclico. Su-
ponhamos m = 1, ou seja, todo quociente próprio de H é cíclico. Como visto no
Exemplo 2.2.3, d(H) = d(H/Φ(H)). Daí H/Φ(H) é também não cíclico de modo que
Φ(H) = {1}.
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Se H é nilpotente, então este é um produto direto ∏n
i=1 Pi, sendo que Pi é um pi-

grupo para cada i ∈ {1, . . . , n}, e os pi’s são números primos dois a dois distintos.
Visto que H é não cíclico, podemos supor que P1 é não cíclico. Mas notemos que P1 é
um quociente de H via o subgrupo normal ∏n

i=2 Pi. Dado que os quocientes próprios
de H são cíclicos, deduzimos que H ∼= P1. Uma vez que Φ(H) = {1}, segue-se da
Proposição 1.5.7 que H é abeliano elementar, isto é, H ∼= Cr

p (com p = p1), e r ≥ 2
porque H é não cíclico. Contudo, o grupo Cr−1

p é um quociente de H, logo é cíclico, e,
assim, concluímos que r = 2 e H ∼= Cp × Cp.

Agora, assumamos H não nilpotente. Com isso, temos que existe um subgrupo
maximal K de H que não é normal em H (vide Teorema 1.4.11). Se o coração normal
KH é não trivial, então H/KH é cíclico (por hipótese) de forma que K/KH é normal em
H/KH e, por correspondência, K é normal em H, uma contradição. Portanto, KH =

{1}. Isto prova que H é um grupo primitivo.

Se H é não monolítico, então este admite pelo menos dois subgrupos normais mi-
nimais, digamos A e B. Pelo Teorema de Ore-Baer (Teorema 2.1.14), obtemos que H é
não solúvel (haja vista que H é primitivo). Por conseguinte, A e B são não abelianos, já
que por hipótese H/A e H/B são cíclicos. Por outro lado, AB/B ∼= A é um subgrupo
do grupo cíclico H/B, logo A é cíclico, um absurdo. Portanto, H é monolítico. Sendo
M = soc(H), segue-se da hipótese que H/M é cíclico.

Assumamos, agora, m ≥ 2, e suponhamos que H contém um único subgrupo nor-
mal minimal, digamos N. Sendo H não cíclico, temos, pelo Teorema 2.2.9, que

d(H) = max{2, d(H/N)},

o que implica d(H) = 2 ou d(H) = d(H/N), uma contradição com as hipóteses do
teorema. Portanto, H contém pelo menos dois subgrupos normais minimais distintos.
Sejam N1, . . . , Nr, . . . os subgrupos normais minimais de H. Como d(H/N1) ≤ m por
hipótese, existem m elementos h1, . . . , hm de H tais que H = ⟨h1, . . . , hm, N1⟩. Agora,
consideremos Nr com r ̸= 1. Uma vez que N1 ≤ N1Nr, temos H = ⟨h1, . . . , hm, N1Nr⟩.
Daí, H/Nr = ⟨h1Nr, . . . , hmNr, N1Nr/Nr⟩. Também, N1Nr/Nr é um subgrupo normal
de H/Nr (pois N1Nr ⊴ H) e H/Nr é m-gerado por hipótese. Então, pelo Teorema 2.2.5,
existem m elementos x1, . . . , xm ∈ N1 tais que H/Nr = ⟨(h1x1)Nr, . . . , (hmxm)Nr⟩, ou
seja, H = ⟨h1x1, . . . , hmxm, Nr⟩.

Seja Kr = ⟨h1x1, . . . , hmxm⟩. Afirmamos que N1 e Nr são ambos complementados
por Kr em H. Claramente, H = KrNr, pois H = ⟨h1x1, . . . , hmxm, Nr⟩. Agora, H =

⟨h1, . . . , hm, N1⟩. Temos N1 ≤ KrN1 e hi = (hixi)x−1
i ∈ KrN1, ∀i = 1, . . . , m de modo
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que H ≤ KrN1, e, assim, H = KrN1. Resta provar que Kr ∩ Nj é trivial (j = 1, r). Pela
Proposição 1.3.2, Nr ≤ CH(N1) e N1 ≤ CH(Nr). Assim, dados κr ∈ Kr, nr ∈ Nr e
x ∈ Kr ∩ N1, temos

xκrnr = (xκr)nr = xκr ∈ Kr ∩ N1,

isto é, Kr ∩ N1 ⊴ KrNr = H. Como este subgrupo normal está contido no subgrupo
normal minimal N1 de H, se Kr ∩ N1 ̸= {1}, então N1 ≤ Kr e H = KrN1 = Kr é
m-gerado, um absurdo. A afirmação Kr ∩ Nr = {1} é provada de forma análoga.

Agora, é fácil mostrar que as projeções πr : Kr ∩ (N1 × Nr) → N1 e
ρr : Kr ∩ (N1 × Nr) → Nr são isomorfismos. Consideremos primeiro πr. Temos

(n1nr · n1 nr)
πr = (n1n1nrnr)

πr = n1n1 = (n1nr)
πr(n1 nr)

πr ,

para todos n1nr, n1 nr ∈ Kr ∩ (N1 × Nr), logo πr é um homomorfismo. Dado
n1 ∈ N1 ≤ H = KrNr, existem t ∈ Kr e nr ∈ Nr tais que n1 = tnr: en-
tão, t = n1n−1

r ∈ Kr ∩ (N1 × Nr) e tπr = n1 donde πr é sobrejetiva. Por fim, se
x = n1nr ∈ ker(πr), então n1 = xπr = 1, ou seja, x = nr ∈ Kr ∩ Nr = {1}. Isto
nos fornece que ker(πr) = {1} e πr é injetiva. Argumentos análogos podem ser apli-
cados para ρr.

O que vamos usar a partir disso é que, para cada r > 1, existe um subgrupo Kr que
complementa ambos N1 e Nr, e um isomorfismo ϕr : N1 → Nr (a saber ϕr = π−1

r ρr) tal
que

Kr ∩ (N1 × Nr) = {xxϕr | x ∈ N1}.

Para ver esta última igualdade, seja t = n1nr ∈ Kr ∩ (N1 × Nr). Assim, tπr = n1, logo
nπ−1

r
1 = t = n1nr donde

nϕr
1 = nπ−1

r ρr
1 = (nπ−1

r
1 )ρr = (n1nr)

ρr = nr,

ou seja, t = n1nϕr
1 ∈ {xxϕr | x ∈ N1}. Reciprocamente, dado x ∈ N1, existe

t = n1nr ∈ Kr ∩ (N1 × Nr) tal que x = tπr (pois πr é sobrejetiva) de modo que

xxϕr = tπr(tπr)π−1
r ρr = tπr tρr = n1nr = t ∈ Kr ∩ (N1 × Nr).

Portanto, Kr ∩ (N1 × Nr) = {xxϕr | x ∈ N1}. Como N1 e Nr são normais em H, obtemos
que Kr ∩ (N1 × Nr) ⊴ Kr, logo este é um Kr-grupo (com a ação por conjugação), assim
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como N1 e Nr. Além disso, dado t = n1nr ∈ Kr ∩ (N1 × Nr), temos

(tκr)πr = ((n1nr)
κr)πr = (nκr

1 nκr
r )πr = nκr

1 = ((n1nr)
πr)κr = (tπr)κr ,

e
(tκr)ρr = ((n1nr)

κr)ρr = (nκr
1 nκr

r )ρr = nκr
r = ((n1nr)

ρr)κr = (tρr)κr ,

para todo κr ∈ Kr, isto é, ambos πr e ρr são Kr-isomorfismos de maneira que ϕr = π−1
r ρr

também o é.

Quando N1 é abeliano, os ϕr’s são na verdade H-isomorfismos. De fato, dados
x ∈ N1 e h ∈ H = KrN1, existem κr ∈ Kr e n1 ∈ N1 tais que h = κrn1. Daí,

(xh)ϕr = (xκrn1)ϕr = ((xκr)n1)ϕr = (xκr)ϕr = (xϕr)κr = ((xϕr)κr)n1 = (xϕr)κrn1 = (xϕr)h,

pois N1 ≤ CH(Nr). Provamos nesse caso que cada subgrupo normal minimal de H é
abeliano e complementado de modo que Φ(H) = {1} (vide Observação 1.5.12), e, por
conseguinte, soc(H) admite um complemento. Com efeito, pelo Teorema 1.3.8 (vide
Observação 1.3.9), existe um inteiro k ≥ 2 tal que soc(H) é o produto direto interno de
Ni1 , Ni2 , . . . , Nik . Sem perda de generalidade, assumamos que Nij = Nj, ∀j = 1, 2, . . . , k.
Assim, soc(H) é abeliano e soc(H) ∩ Φ(H) ≤ Φ(H) = {1}, logo a Proposição 1.5.11
nos dá que existe K ≤ H tal que H = soc(H)K e soc(H) ∩ K = {1}.

Agora, seja L = N1K. Temos N1 ⊴ L, pois N1 ⊴ H e N1 ≤ L. Suponhamos que
exista N ⊴ L tal que {1} < N < N1. Dados h = n1n2 · · · nkκ ∈ H e n ∈ N,

nh = (κ−1n−1
k · · · n−1

2 n−1
1 )n(n1n2 · · · nkκ) = κ−1nκ = nκ,

já que n ∈ N1 ≤ CH(Ni), ∀i = 1, . . . , k. Dado que κ ∈ K ≤ L e N ⊴ L, obtemos que
nκ ∈ N. Ou seja, N ⊴ H, uma contradição com a hipótese de N1 ser normal minimal
em H. Portanto, N1 é normal minimal em L. Afirmamos que este é o único subgrupo
normal minimal de L. Para ver isto, mostremos primeiro que o coração normal de K
em L é trivial: KL = {1}. Ora, dado i, 1 ≤ i ≤ k, temos

Ni ∩ KL ≤ Ni ∩ K ≤ soc(H) ∩ K = {1}.

Por conseguinte, pela Proposição 1.1.8,

Ni ≤ CL(KL) ≤ CH(KL) ≤ NH(KL).
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E K ≤ NH(KL), pois KL ⊴ L e K ≤ L. Portanto,

H = N1N2 · · · NkK ≤ NH(KL)

donde KL ⊴ H. Se KL ̸= {1}, então KL conteria um subgrupo normal minimal de H,
digamos T. Assim,

T ≤ soc(H) ∩ KL ≤ soc(H) ∩ K = {1},

o que seria um absurdo. Logo KL = {1}, como queríamos. Visto que N1 ⊴ L, temos
CL(N1) ⊴ L donde CL(N1) ∩ K ⊴ K e K ≤ NL(CL(N1) ∩ K). Também, N1 está contido
neste normalizador de modo que L = N1K ≤ NL(CL(N1) ∩ K) e CL(N1) ∩ K ⊴ L. Haja
vista que KL = {1}, segue-se que CL(N1) ∩ K = {1}. Pela Lei Modular de Dedekind
(Lema 2.1.10),

CL(N1) = CL(N1) ∩ L = CL(N1) ∩ N1K = N1(CL(N1) ∩ K) = N1.

Se existisse N ̸= N1 normal minimal em L, então, pela Proposição 1.3.2, N ≤ CL(N1) =

N1. Mas isto seria uma contradição, já que N1 é normal minimal em L. Portanto, a
afirmação segue, ou seja, L é monolítico. Pela Observação 1.5.12, temos que N1 ⊈ L
donde Φ(L) = {1}. Desse modo, L é primitivo monolítico (vide Proposição 2.1.6).

Vamos então mostrar que H ∼= Lk. Definamos φ : H → Lk por

(x1x2 · · · xkκ)φ =
(
xϕ−1

1
1 κ, xϕ−1

2
2 κ, . . . , x

ϕ−1
k

k κ
)
, onde ϕ1 = idN1 .

Para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}, x
ϕ−1

i
i κ = κ(κ−1x

ϕ−1
i

i κ) ∈ κN1, ou seja,

xϕ−1
1

1 κ ≡ xϕ−1
2

2 κ ≡ · · · ≡ x
ϕ−1

k
k κ mod N1.

Além disso, se x1x2 · · · xkκ1 = y1y2 · · · ykκ2, então xi = yi, ∀i = 1, 2, . . . , k e κ1 = κ2,
pois H é o produto semidireto interno de soc(H) por K e soc(H) é o produto direto

interno de N1, N2, . . . , Nk. Dessa forma, x
ϕ−1

i
i κ1 = y

ϕ−1
i

i κ2, ∀i = 1, 2, . . . , k, donde
(x1x2 · · · xkκ1)

φ = (y1y2 · · · ykκ2)
φ e φ está bem definida. Dado (l1, l2, . . . , lk) ∈ Lk,

cada li = yiκi com yi ∈ N1 e κi ∈ K. Como l1 ≡ l2 ≡ · · · ≡ lk mod N1, obtemos que

κ1N1 = κ2N1 = · · · = κkN1.

Daí, κ−1
i κ1 ∈ N1 ∩ K = {1}, ∀i = 2, . . . , k, isto é, κ1 = κ2 = · · · = κk. Visto que ϕi é um
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isomorfismo, yi = x
ϕ−1

i
i , para algum xi ∈ Ni, donde

(l1, l2, . . . , lk) =
(
xϕ−1

1
1 κ1, xϕ−1

2
2 κ1, . . . , x

ϕ−1
k

k κ1
)
= (x1x2 · · · xkκ1)

φ.

Isto mostra que φ é sobrejetiva. Dados h1 = x1x2 · · · xkκ1 e h2 = y1y2 · · · ykκ2 em H,
temos

h1h2 = (x1x2 · · · xkκ1)(y1y2 · · · ykκ2) = x1x2 · · · xkyκ−1
1

1 yκ−1
1

2 · · · yκ−1
1

k κ1κ2

= x1yκ−1
1

1 x2yκ−1
1

2 · · · xkyκ−1
1

k κ1κ2.

Assim,

(h1h2)
φ =

(
(x1yκ−1

1
1 )ϕ−1

1 κ1κ2, (x2yκ−1
1

2 )ϕ−1
2 κ1κ2, . . . , (xkyκ−1

1
k )ϕ−1

k κ1κ2
)φ.

Para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}, temos

(xiy
κ−1

1
i )ϕ−1

i κ1κ2 = x
ϕ−1

i
i (yκ−1

1
i )ϕ−1

i κ1κ2 = x
ϕ−1

i
i (y

ϕ−1
i

i )κ−1
1 κ1κ2 = x

ϕ−1
i

i κ1y
ϕ−1

i
i κ2,

pois ϕi é um H-isomorfismo. Daí,

(h1h2)
φ = (xϕ−1

1
1 κ1yϕ−1

1
1 κ2, xϕ−1

2
2 κ1yϕ−1

2
2 κ2, . . . , x

ϕ−1
k

k κ1y
ϕ−1

k
k κ2)

= (xϕ−1
1

1 κ1, xϕ−1
2

2 κ1, . . . , x
ϕ−1

k
k κ1) · (y

ϕ−1
1

1 κ2, yϕ−1
2

2 κ2, . . . , y
ϕ−1

k
k κ2)

= (x1x2 · · · xkκ1)
φ · (y1y2 · · · ykκ2)

φ = hφ
1 · hφ

2 .

Portanto, φ é um homomorfismo. Seja x1x2 · · · xkκ ∈ ker(φ). Então, x
ϕ−1

i
i κ = 1, ∀i =

1, 2, . . . , k. Daí, xϕ−1
1

1 = κ−1 ∈ N1 ∩ K = {1}, o que implica x1 = κ = 1. Analogamente,

xϕ−1
2

2 = · · · = x
ϕ−1

k
k = 1 donde x2 = · · · = xk = 1. Isto nos fornece que ker(φ) = {1},

ou seja, φ é injetiva. Concluímos que φ é um isomorfismo e H ∼= Lk.

Agora, assumamos que N1 é não abeliano. Para este caso, escolhamos k tal que os
subgrupos normais minimais de H são N1, . . . , Nk. Seja α1 : H → Aut(N1) o homo-
morfismo definido pela ação de conjugação de H em N1,

hα1 : x 7→ xh sempre que h ∈ H, x ∈ N1.

Observamos que ker(α1) = CH(N1). Seja L a imagem de α1. Este grupo possui somente
um subgrupo normal minimal, a saber o grupo não abeliano M = Inn(N1). Com
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efeito, Z(N1) = {1}, pois Z(N1) ⊴ H (já que Z(N1) ⊴c N1 ⊴ H), Z(N1) ≤ N1,
Z(N1) ̸= N1 (N1 é não abeliano) e N1 é normal minimal em H. Então, dado que
N1 ̸= {1}, existe 1 ̸= n1 ∈ N1. Se In1 = idN1 , então xn1 = x, ∀x ∈ N1, donde
n1 ∈ Z(N1) = {1}, um absurdo. Assim, M ̸= {1}. Se In ∈ Inn(N1), então In ∈ L,
pois In = nα1 . Logo, M ≤ L, e como Inn(N1) ⊴ Aut(N1), segue-se que M ⊴ L.
Suponhamos que exista K ⊴ L tal que {1} < K < M, logo existe n ̸= 1 em N1 tal que
nα1 ∈ K. Considerando N = ⟨nh | h ∈ H⟩, temos que N ̸= {1} (pois n ∈ N), N ⊴ H e
N ≤ N1, consequentemente N1 = N, já que N1 é normal minimal em H. Dessa forma,
como K ⊴ L,

(nh)α1 = (nα1)hα1 ∈ K, ∀h ∈ H,

isto é, M ≤ K de modo que M = K, um absurdo. Com isso, concluímos que M é
normal minimal em L. Agora, vamos calcular CL(M). Seja hα1 ∈ CL(M), então

hα1nα1 = nα1 hα1 , ∀n ∈ N1,

isto é, xhn = xnh, para todos x, n ∈ N1, ou melhor dizendo, h−1n−1hn ∈ Z(N1), para
todos x, n ∈ N1 (h−1n−1hn ∈ N1, pois N1 ⊴ H). Como Z(N1) = {1}, nh = n, ∀n ∈ N1,
isto é, hα1 = idN1 . Portanto CL(M) = {1} donde M é não abeliano e é o único subgrupo
normal minimal de L. Isto nos fornece que Z(M) = {1} (pois Z(M) ⊴c M ⊴ L) donde
M não é nilpotente, e, por conseguinte, Φ(L) = {1} (vide Teorema 1.5.5). Ou seja, L é
um grupo primitivo monolítico, pela Proposição 2.1.6.

Para r > 1, definamos αr : H → Aut(N1) por

hαr : x 7→ ((xϕr)h)ϕ−1
r sempre que h ∈ H, x ∈ N1.

Seja h ∈ H. Dados x1, x2 ∈ N1, temos

x1 = x2 ⇔ xϕr
1 = xϕr

2 ⇔ (xϕr
1 )h = (xϕr

2 )h ⇔ ((xϕr
1 )h)ϕ−1

r = ((xϕr
2 )h)ϕ−1

r ⇔ xhαr
1 = xhαr

2 ,

pois ϕr é um isomorfismo. Isto nos dá que hαr está bem definida e é injetiva. Além
disso,

(x1x2)
hαr

= (((x1x2)
ϕr)h)ϕ−1

r = ((xϕr
1 xϕr

2 )h)ϕ−1
r = ((xϕr

1 )h(xϕr
2 )h)ϕ−1

r

= ((xϕr
1 )h)ϕ−1

r ((xϕr
2 )h)ϕ−1

r = xhαr
1 xhαr

2 ,

logo hαr é um homomorfismo. Dado n ∈ N1, n = xhαr , onde x = ((nϕr)h−1
)ϕ−1

r ∈ N1, de
modo que hαr é sobrejetiva. Portanto, hαr é, de fato, um automorfismo de N1, e, assim,
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αr está bem definida. Também, dados h1, h2 ∈ H e x ∈ N1,

xhαr
1 hαr

2 = (((xϕr)h1)ϕ−1
r )hαr

2 = (((((xϕr)h1)ϕ−1
r )ϕr)h2)ϕ−1

r = ((xϕr)h1h2)ϕ−1
r = x(h1h2)

αr ,

logo (h1h2)
αr = hαr

1 hαr
2 e αr é um homomorfismo. Notemos que

ker(αr) = {h ∈ H | hαr = idN1} = {h ∈ H | ((xϕr)h)ϕ−1
r = x, ∀x ∈ N1}

= {h ∈ H | (xϕr)h = xϕr , ∀x ∈ N1} = CH(Nr),

pois ϕr é um isomorfismo. Agora, como H = KrN1, podemos escrever cada h ∈ H
como h = uv com u ∈ Kr, v ∈ N1, e, então, dado x ∈ N1,

((xϕr)h)ϕ−1
r = ((xϕr)u)ϕ−1

r = xu = (xh)v−1
, (2.1)

onde a primeira igualdade vale pois N1 centraliza Nr e a segunda porque ϕr é uma
Kr-aplicação: assim, hαr é hα1 seguido por um automorfismo interno de N1 induzido
por v−1. Consequentemente,

hα1 ≡ · · · ≡ hαk mod M (2.2)

Além disso, provamos acima que Kr ∩ (N1 × Nr) = {xxϕr | x ∈ N1}. Então, por (2.1),
dado n ∈ N1, visto que ϕr é um Kr-isomorfismo e Nr centraliza N1,

xIn = xn = (xn)nϕr
= xnnϕr

= ((xϕr)nnϕr
)ϕ−1

r = x(nnϕr )αr ,

para todo x ∈ N1, ou seja, M ≤ Im(αr). Portanto, (2.2) nos dá que cada αr tem imagem
L. Por fim, vamos mostrar que H ∼= Lk (lembremos que k ≥ 2 é o inteiro tal que os
subgrupos normais minimais de H são N1, . . . , Nk). Definamos ψ : H → Lk por

hψ = (hα1 , . . . , hαk), sempre que h ∈ H.

Temos que ψ está bem definida por (2.2) e, como cada αi é um homomorfismo, segue-
se facilmente que ψ também o é. O núcleo desse homomorfismo é a interseção dos
núcleos dos αi’s, isto é, dos centralizadores CH(Ni) (com i = 1, . . . , k). Esta interseção
é um subgrupo normal de H, e, portanto, é trivial, pois, caso contrário, conteria algum
Ni de modo que este seria abeliano, um absurdo. Com isso, concluímos que ψ é um
homomorfismo injetivo de forma que |H| ≤ |Lk|. Para obter que ψ é um isomorfismo,
basta verificar que |H| ≥ |Lk|. Pelo Lema 2.3.9, soc(H) é o produto direto interno de
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N1, N2, . . . , Nk. Sabemos que N1/Z(N1) ∼= Inn(N1) = M, logo N1
∼= M e |soc(H)| =

|M|k. Como N1 ∩ N2 · · · Nk = {1}, temos

|M|k = |soc(H)| = |N1N2 · · · Nk| =
|N1| · |N2 · · · Nk|
|N1 ∩ N2 · · · Nk|

= |M| · |N2 · · · Nk|

donde |N2 · · · Nk| = |M|k−1. Agora, afirmamos que L/M ∼= H/N1C, onde
C = CH(N1). De fato, pelo Teorema dos Isomorfismos, α1 induz o isomorfismo
α1 : H/C → L dado por (hC)α1 = hα1 . Seja K a pré-imagem de M por α1. Temos
N1C/C ≤ K e |N1C/C| = |N1| = |M| = |K|, logo N1C/C = K. Consideremos
θ = α1π, onde π : L → L/M é a projeção canônica. Assim,

ker(θ) = {hC ∈ H/C | (hC)α1 M = M} = {hC ∈ H/C | (hC)α1 ∈ M} = K = N1C/C.

Pelo Teorema dos Isomorfismos,

L
M

∼=
H/C

N1C/C
∼=

H
N1C

donde a afirmação segue. Como N2 · · · Nk ≤ C, obtemos que |M|k−1 ≤ |C|. Além
disso, pela Proposição 2.3.2, Lk/Mk ∼= L/M. Daí,

|Lk| = |M|k
∣∣∣∣ L

M

∣∣∣∣ = |M|k
∣∣∣∣ H
N1C

∣∣∣∣ = |M|k |H|
|N1| · |C|

≤ |M|k
|M| · |M|k−1 |H| = |H|,

isto é, |H| ≥ |Lk|, como queríamos. Portanto, H ∼= Lk.

Independentemente de N1 ser abeliano, provamos que H ∼= Lk com k ≥ 2, conse-
quentemente H/N1

∼= Lk−1. Ora, basta notar que se σ : H → Lk é um isomorfismo,
então Nσ

1 é normal minimal em Lk e σ induz um isomorfismo σ : H/N1 → Lk/Nσ
1 ,

a saber hN1 7→ hσNσ
1 . Pela Proposição 2.3.4, obtemos que Lk/Nσ

1
∼= Lk−1 donde

H/N1
∼= Lk−1. Portanto, d(Lk−1) = d(H/N1) ≤ m e d(Lk) = d(H) > m. Sabemos

que d(Lk) ≤ d(Lk−1) + 1, logo d(Lk−1) = m, pois, caso contrário, teríamos

d(Lk) ≤ d(Lk−1) + 1 ≤ (m − 1) + 1 = m,

um absurdo. Em resumo, temos

d(Lk−1) = m < d(Lk).

Pela definição da função f , isto significa que k = f (L, m), e a prova do teorema está
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completa.

Observação 2.3.10. Em ambos os casos de m = 1, temos que H é do tipo Lk para algum inteiro
positivo k. De fato, se H ∼= Cp × Cp para algum primo p, então H ∼= L2 com L = Cp. Mais
ainda, H ∼= L f (L,1), uma vez que

d(L) = 1 < 2 = d(L2) = d(L2),

pelo Exemplo 2.2.2. Agora, no caso em que H é um grupo primitivo monolítico, basta considerar
L sendo o próprio H de modo que H = L1.

2.4 Cálculo da Função f (L, m)

Agora, descreveremos como a função f pode ser calculada. Aqui, L também de-
nota um grupo primitivo monolítico não cíclico finito, com M = soc(L). O objetivo
principal desta seção é demonstrar o Teorema B. Para isto, vamos começar com alguns
lemas.

Lema 2.4.1. Suponhamos que M é não abeliano e seja N um subgrupo normal não trivial de Lk

contido em soc(Lk). Então N é um produto de alguns dos fatores Mi. Ademais, se Lk/N ∼= L,
então N é um produto de k − 1 fatores Mi, e o conjunto N dos subgrupos normais de Lk

contidos em soc(Lk) tais que o quociente é isomorfo a L tem cardinalidade k.

Demonstração. Sabemos que soc(Lk) = Mk = M1 × · · · × Mk, onde Mi
∼= M, para

cada i = 1, . . . , k. Pelo Corolário 1.3.13, existe um grupo simples não abeliano S tal
que M ∼= Sm, para algum inteiro positivo m. Para cada i = 1, . . . , k, escrevamos Mi =

Si1 × · · · × Sim.

Agora, seja N ⊴ Lk com {1} ̸= N ⊆ soc(Lk). Temos que soc(Lk) = Mk ∼= Smk, logo
N é da forma

T11 × · · · × T1m × T21 × · · · × T2m × · · · × Tk1 × · · · × Tkm =
k

∏
i=1

m

∏
j=1

Tij,

onde cada Tij é {1} ou Sij (vide [22, 3.3.12]). Afirmamos que se Tij = Sij para algum
par i, j, então Til = Sil para todo l ∈ {1, . . . , m}. De fato, claramente,

N ∩ Mi = Ti1 × · · · × Tim.
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Além disso, N ∩ Mi ⊴ Lk, já que N ⊴ Lk e Mi ⊴ Lk. Uma vez que existe j tal que
Tij = Sij, obtemos N ∩ Mi ̸= {1} donde N ∩ Mi = Mi, pois Mi é normal minimal em
Lk. Consequentemente, Mi ⊆ N de modo que Til = Sil para todo l ∈ {1, . . . , m}. Como
N é um produto de alguns fatores Sij, segue-se que N é um produto de alguns Mi’s.

Com isso, temos que |N| = |M|r, onde r é a quantidade de fatores do produto
(notemos que r ≤ k). Suponhamos que Lk/N ∼= L. Então

|Lk| = |Lk/N| · |N| = |L| · |N|.

Por outro lado, a Proposição 2.3.2 nos fornece Lk/Mk ∼= L/M de modo que

|Lk| = |Lk/Mk| · |M|k = |L/M| · |M|k = |L| · |M|k−1.

Assim, |N| = |M|k−1, e segue-se que r = k − 1. Ou seja, N é um produto de k − 1
fatores Mi.

Agora, seja K um produto de k − 1 fatores Mi. Sem perda de generalidade, as-
sumamos que K = M1 · · · Mk−1. Então K ⊴ Lk (pois cada fator Mi o é) e K ≤ Mk.
Considerando a k-ésima projeção ψk : Lk → L, temos Lk/K ∼= L. De fato, temos que ψk

é um homomorfismo sobrejetivo. Se (l1, . . . , lk) ∈ ker(ψk), então lk = (l1, . . . , lk)ψk = 1.
Dado que (l1, . . . , lk) ∈ Lk, temos Ml1 = · · · = Mlk = M donde l1, . . . , lk−1 ∈ M, e,
assim, (l1, . . . , lk) = (l1, . . . , lk−1, 1) ∈ K. Portanto, ker(ψk) = K e, pelo Teorema dos
Isomorfismos, Lk/K ∼= L. Com isso, concluímos que a cardinalidade de N é a quanti-
dade de produtos de k − 1 fatores diretos de Mk, ou seja, é k. Isto completa a prova do
lema.

Lema 2.4.2. Sejam g : G → H e h : G → K homomorfismos sobrejetivos tais que ker(g) =
ker(h). Então existe um isomorfismo φ : H → K tal que gφ = h.

Demonstração. Seja N = ker(g) = ker(h). Pelo Teorema dos Isomorfismos, g = πg̃ e
h = πh̃, onde π : G → G/N é a projeção canônica e g̃ : G/N → H e h̃ : G/N → K são
os isomorfismos induzidos por g e h, respectivamente. Assim,

π = gg̃−1 ⇒ h = πh̃ = gg̃−1h̃.

Escolhendo φ = g̃−1h̃, o lema segue.

Lema 2.4.3. Dado um homomorfismo sobrejetivo β : Lk → L/M tal que β = β̃π, onde
β̃ : Lk → L é um certo homomorfismo sobrejetivo e π : L → L/M é a projeção canônica,
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consideremos o conjunto S dos subgrupos normais N de Lk os quais são núcleos de homomor-
fismos sobrejetivos de Lk em L que, compostos com π, produzem β. A cardinalidade de S é
k quando M é não abeliano; e é (qk − 1)/(q − 1) quando M é abeliano, sendo q o número de
L-endomorfismos de M.

Demonstração. Pelo Teorema dos Isomorfismos, Lk/ ker(β) ∼= L/M. Por outro lado, sa-
bemos que Lk/Mk ∼= L/M (vide Proposição 2.3.2). Com isso, obtemos que | ker(β)| =
|M|k e, usando o Corolário 2.3.5, concluímos que ker(β) = Mk.

Agora, seja N = {T ⊴ Lk | T ≤ soc(Lk) e Lk/T ∼= L}. Afirmamos que S = N .
De fato, seja N ∈ S , então N = ker(β∗), onde β∗ : Lk → L é um homomorfismo
sobrejetivo tal que β∗π = β. Isto nos fornece que N ≤ soc(Lk) (pois ker(β) = Mk), e
pelo Teorema dos Isomorfismos, Lk/N ∼= L. Portanto, N ∈ N . Reciprocamente, seja
T ∈ N , logo T ⊴ Lk, T ≤ soc(Lk) e Lk/T ∼= L. Por hipótese, β = β̃π. Vamos então
construir um homomorfismo sobrejetivo β : Lk → L tal que ker(β) = T e βπ = β. Para
isso, vamos dividir em dois casos.

Caso 1. M não abeliano: notemos que ker(β̃) ≤ soc(Lk) (pois ker(β) = soc(Lk)),
ker(β̃) ⊴ Lk e Lk/ ker(β̃) ∼= L. Como na prova do Lema 2.4.1, ker(β̃) = ker(ψi) para
algum i ∈ {1, . . . , k}, onde ψi : Lk → L é a i-ésima projeção. E isto implica β̃ = ψiγ para
algum γ ∈ Aut(L), pelo Lema 2.4.2. Usando novamente o Lema 2.4.1, T = ker(ψj)

para algum j ∈ {1, . . . , k}. Notemos que T = ker(ψjγ), pois γ ∈ Aut(L). Afirmamos
que

ψjγπ = ψiγπ.

De fato, sejam x ∈ Lk, y = xψi e z = xψj . Pela definição de Lk, temos My = Mz. Logo
yz−1 ∈ M. Agora, M ⊴c L, já que M = soc(L); daí,

(yz−1)γ ∈ M ⇒ yγ(zγ)−1 ∈ M ⇒ Myγ = Mzγ ⇒ yγπ = zγπ ⇒ xψiγπ = xψjγπ.

Pela arbitrariedade de x, a afirmação segue. Portanto, considerando β = ψjγ, temos
ker(β) = T e

βπ = ψjγπ = ψiγπ = β̃π = β,

como queríamos. Nesse caso, a cardinalidade de N é k, pelo Lema 2.4.1.

Caso 2. M abeliano: notemos que M é um L-grupo abeliano (a ação é por conjuga-
ção), ou seja, M é um L-módulo. Dado que M é normal minimal em L, temos que M é
um L-módulo simples. Notemos também que Mk é um L-módulo (com a ação de L em
Mk dada por (m1, . . . , mk)

l = (ml
1, . . . , ml

k), para cada (m1, . . . , mk) ∈ Mk). Afirmamos
que T é um L-submódulo maximal de Mk. De fato, T é um L-submódulo de Mk (pois
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T ⊴ Lk e T ≤ soc(Lk)) e |T| = |M|k−1 (vide prova do Lema 2.4.1). Agora, suponhamos
que exista K um L-submódulo de Mk tal que T < K < Mk, e consideremos a seguinte
L-série:

S : {1} < M < M2 < · · · < Mk.

Temos que S é uma L-série de composição, pois seus fatores são todos L-isomorfos a
M, e, portanto são L-simples (vide Proposição 1.7.2). Pelo Teorema de Jordan-Hölder
(Teorema 1.7.5), existe um refinamento

{1} < · · · < T = H0 < H1 < · · · < Hr−1 < Hr = K < · · · < Mk (r ≥ 1),

o qual é uma série de composição L-isomorfa a S de modo que os fatores são
L-isomorfos a M. Então |K/T| = |Hr/Hr−1| · · · |H1/H0| = |M|r, o que implica

|K| = |K/T| · |T| = |M|r · |M|k−1 = |M|r+k−1.

Como K < Mk, temos |M|r+k−1 = |K| < |M|k donde r + k− 1 < k e r < 1, um absurdo.
Portanto, a afirmação segue. Usando a prova da Proposição 1.7.7, obtemos que existem
λ1, . . . , λk ∈ F = EndL(M) não todos nulos, tais que

T = {(m1, . . . , mk) ∈ Mk | mλ1
1 · · ·mλk

k = 1}.

Então, consideremos ψ : Lk → L definida por

((m1, . . . , mk)h)ψ = mλ1
1 · · ·mλk

k h,

sempre que (m1, . . . , mk) ∈ Mk e h ∈ diag(Hk) (lembremos que quando M é abeliano,
Lk = Mk ·diag(Hk) - vide prova do Lema 2.3.3). Vamos mostrar que ψ é um homomor-
fismo sobrejetivo cujo núcleo é T. Com efeito, dados (m1, . . . , mk), (n1, . . . , nk) ∈ Mk e
h, h′ ∈ diag(Hk), temos

((m1, . . . , mk)h · (n1, . . . , nk)h′)ψ = ((m1, . . . , mk)(n1, . . . , nk)
h−1 · hh′)ψ

= ((m1nh−1

1 , . . . , mknh−1

k ) · hh′)ψ = (m1nh−1

1 )λ1 · · · (mknh−1

k )λk · hh′

= mλ1
1 (nh−1

1 )λ1 · · ·mλk
k (nh−1

k )λk · hh′

= mλ1
1 (nλ1

1 )h−1 · · ·mλk
k (nλk

k )h−1 · hh′ (λ1, . . . , λk ∈ EndL(M))

= mλ1
1 · · ·mλk

k (nλ1
1 · · · nλk

k )h−1 · hh′ (M é abeliano)

= mλ1
1 · · ·mλk

k h · nλ1
1 · · · nλk

k h′ = ((m1, . . . , mk)h)ψ · ((n1, . . . , nk)h′)ψ.
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Assim, ψ é um homomorfismo de grupos. Se (m1, . . . , mk)h ∈ ker(ψ), então
mλ1

1 · · ·mλk
k h = 1 donde mλ1

1 · · ·mλk
k = h−1 ∈ M ∩ H = {1}. Logo h = mλ1

1 · · ·mλk
k = 1,

ou seja, (m1, . . . , mk)h ∈ T. Por outro lado, T ≤ ker(ψ), e, portanto, ker(ψ) = T. Por
fim, seja l ∈ L = MH, então existem m ∈ M e h ∈ H tais que l = mh. Tomando um λi

não nulo (1 ≤ i ≤ k), temos que este é um isomorfismo (vide Lema de Schur – Lema
1.7.6), logo m = mλi

i para algum mi ∈ M. Dessa forma,

l = mh = mλi
i h = ((1, . . . , 1, mi, 1, . . . , 1)h)ψ.

Isto é, ψ é sobrejetiva.

Agora, da mesma forma, existem λ′
1, . . . , λ′

k ∈ F tais que

ker(β̃) = {(m1, . . . , mk) ∈ Mk | mλ′
1

1 · · ·mλ′
k

k = 1},

e existe um homomorfismo sobrejetivo ψ′ : Lk → L tal que ker(β̃) = ker(ψ′), a saber

((m1, . . . , mk)h)ψ′
= mλ′

1
1 · · ·mλ′

k
k h,

sempre que (m1, . . . , mk) ∈ Mk e h ∈ diag(Hk). Pelo Lema 2.4.2, β̃ = ψ′γ para algum
γ ∈ Aut(L). Dado x = (m1, . . . , mk)h ∈ Lk, notemos que

Mxψ′
= M(mλ′

1
1 · · ·mλ′

k
k h) = Mh = M(mλ1

1 · · ·mλk
k h) = Mxψ.

Desse modo, com o mesmo argumento do Caso 1, escolhendo β = ψγ, obtemos que
ker(β) = T e βπ = β. Isto conclui o Caso 2.

Portanto, S = N . No caso M não abeliano (Caso 1), vimos que |N | = k, logo
|S | = k. No caso M abeliano (Caso 2), mostramos que todo elemento de N é um
L-submódulo maximal de Mk. Mais ainda, mostramos que se R é um L-submódulo
maximal de Mk, então existe um homomorfismo sobrejetivo de Lk em L cujo núcleo é
R. Consequentemente, R ⊴ Lk e, pelo Teorema dos Isomorfismos, Lk/R ∼= L. Ou seja,
N é o conjunto dos L-submódulos maximais de Mk. Pela Proposição 1.7.7, concluímos
que

|S | = |N | = (qk − 1)/(q − 1),

onde q = |EndL(M)|. Isto completa a prova do lema.

Lema 2.4.4. Sejam G um grupo e N1, . . . , Nk subgrupos normais de G. Se Ni ·
⋂k

j=1
j ̸=i

Nj = G
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para todo i ∈ {1, . . . , k}, então

G
N1 ∩ · · · ∩ Nk

∼=
G
N1

× · · · × G
Nk

.

Demonstração. A prova será feita por indução sobre k. Consideremos k = 2, ou seja,
G = N1N2 = N2N1. Seja φ : G → G/N1 × G/N2 dada por

(xy)φ = (N1y, N2x), sempre que x ∈ N1 e y ∈ N2.

Afirmamos que φ é um homomorfismo de grupos bem-definido e sobrejetivo. De fato,
sejam x, u ∈ N1 e y, v ∈ N2 tais que xy = uv. Então u−1x = vy−1 ∈ N1 ∩ N2. Daí,
vy−1 ∈ N1 nos dá que N1v = N1y. E u−1x ∈ N2 implica xu−1 = (u−1x)x−1 ∈ N2

(pois N2 ⊴ G) donde N2x = N2u. Assim, (N1y, N2x) = (N1v, N2u), ou seja, (xy)φ =

(uv)φ e φ está bem definida. Seja (N1g, N2h) ∈ G/N1 × G/N2 arbitrário. Dado que
G = N1N2 = N2N1, existem x, u ∈ N1 e y, v ∈ N2 tais que g = xy e h = vu. Logo
(N1g, N2h) = (N1xy, N2vu) = (N1y, N2u) = (uy)φ. Portanto, φ é sobrejetiva. Agora,
dados x, u ∈ N1 e y, v ∈ N2, temos

(xy · uv)φ = (xuy−1 · yv)φ = (N1yv, N2xuy−1
) = (N1yv, N2xyuy−1)

= (N1yv, N2x · N2y · N2u · N2y−1) = (N1yv, N2xu)

= (N1y, N2x) · (N1v, N2u) = (xy)φ · (uv)φ.

Com isso, φ é um homomorfismo, e a afirmação segue. Temos que

ker(φ) = {xy ∈ N1N2 = G | x ∈ N2 e y ∈ N1} = N1 ∩ N2.

Pelo Teorema dos Isomorfismos,

G
N1 ∩ N2

∼=
G
N1

× G
N2

.

Isto é, o caso k = 2 é verdadeiro.

Agora, suponhamos k > 2 e sejam A1 = N1 e A2 = N2 ∩ · · · ∩ Nk. Dado
i ∈ {2, . . . , k}, notemos que Ni ·

⋂k
j=2
j ̸=i

Nj = G, pois por hipótese Ni ·
⋂k

r=1
r ̸=i

Nr = G, e
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⋂k
r=1
r ̸=i

Nr ⊆
⋂k

j=2
j ̸=i

Nj. Consequentemente, por indução, obtemos que

G
A2

∼=
G
N2

× · · · × G
Nk

.

Usando o caso k = 2 (já que A1A2 = G), segue-se que

G
N1 ∩ · · · ∩ Nk

=
G

A1 ∩ A2

∼=
G
A1

× G
A2

∼=
G
N1

× · · · × G
Nk

.

Portanto, pelo Princípio de Indução Finita, o lema segue.

Com isso, vamos então provar o Teorema B.

Teorema B. Se m ≥ d(L), então

f (m) = 1 +

ϕL(m)/|ΓL|ϕL/M(m) se M′ = M,

logq(1 + (q − 1)ϕL(m)/|ΓL|ϕL/M(m)) se M′ = {1},

sendo q = |EndL(M)|.

Demonstração. Seja F um grupo livre de posto m (vide Teorema 1.8.2). Dado um ho-
momorfismo sobrejetivo β : F → L/M, consideremos o conjunto R definido no Lema
2.3.7 (o conjunto dos subgrupos normais N de F os quais são núcleos de homomorfis-
mos sobrejetivos de F em L que, compostos com a projeção canônica π : L → L/M,
produzem β), e seja R =

⋂
N∈R N. Sabemos do Lema 2.3.7 que R é finito e sua cardina-

lidade não depende de β. Suponhamos R = N1 ∩ · · · ∩ Nk, onde k é minimal com esta
propriedade, e vamos mostrar que F/R ∼= Lk. Lembremos que dado i ∈ {1, . . . , k},
Ni = ker(γi) com γi : F → L um homomorfismo sobrejetivo tal que γiπ = β, onde
π : L → L/M é a projeção canônica. Se k = 1, basta usar o Teorema dos Isomorfis-
mos em γ1. Assim, assumamos k > 1. Notemos que γ1π = · · · = γkπ = β implica
xγ1 ≡ · · · ≡ xγk mod M para todo x ∈ F. Então, definamos ψk : F → Lk por

xψk = (xγ1 , . . . , xγk), sempre que x ∈ F.

Vamos mostrar que ψk é um homomorfismo. Com efeito, dados x, y ∈ F,

(xy)ψk = ((xy)γ1 , . . . , (xy)γk) = (xγ1yγ1 , . . . , xγk yγk)

= (xγ1 , . . . , xγk) · (yγ1 , . . . , yγk) = xψk · yψk .
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Agora, ker(ψk) = N1 ∩ · · · ∩ Nk = R. Pelo Teorema dos Isomorfismos,

F/R ∼= Im(ψk) ≤ Lk.

Afirmamos que ψk é sobrejetiva. De fato, dado H ≤ F, vamos denotar
H(N1 ∩ N2)/(N1 ∩ N2) por H̃ (observamos que este é finito, haja vista que F/N1

e F/N2 o são). Agora, temos que {1} ̸= N1N2/N1, pois, caso contrário,
N2 ⊆ N1 e N1 ∩ · · · ∩ Nk = N2 ∩ · · · ∩ Nk, contradizendo a minimalidade de k. Daí,
{1} ̸= N1N2/N1 ⊴ F/N1

∼= L. Uma vez que L é monolítico (soc(L) = M), segue-se
que

M ∼= soc(F/N1) ⊆ N1N2/N1.

Por outro lado, N1N2/N1
∼= N2/N1 ∩ N2 = Ñ2 donde |Ñ2| ≥ |M|. Considerando

ψ2 : F → L2 (ψ2 : x 7→ (xγ1 , xγ2), sempre que x ∈ F), temos

F̃ = F/N1 ∩ N2 = F/ ker(ψ2) ∼= Im(ψ2)

de modo que

|L2| ≥ |F̃| = |Ñ2| · |F̃/Ñ2| = |Ñ2| · |L| ≥ |M| · |L| = |M| · |M| · |L/M| = |L2|,

pois

F̃/Ñ2 =
F/N1 ∩ N2

N2/N1 ∩ N2

∼= F/N2
∼= L

e L2/M2 ∼= L/M (vide Proposição 2.3.2). Assim, |Ñ2| · |L| = |M| · |L| donde |Ñ2| =
|M|. Poderíamos ter feito esse argumento com índices i ̸= j em {1, . . . , k} arbitrários,
ou seja, |Ñi| = |M| para todo i ∈ {1, . . . , k}. Então, como

Ñ2 = N2/N1 ∩ N2
∼= N1N2/N1

e N1N2/N1 ⊇ soc(F/N1) ∼= M, obtemos que N1N2/N1 = soc(F/N1), como também
NiNj/Ni = soc(F/Ni) para todos i ̸= j em {1, . . . , k}. Isto nos fornece que NiNj ⊇ Nl,
para todo l ∈ {1, . . . , k}, donde

N1 · · · Nk = NiNj

para todos i ̸= j em {1, . . . , k}. Agora, temos que N1(N2 ∩ · · · ∩ Nk) = N1 · · · Nk.
Com efeito, sejam S = N1 · · · Nk e T = N1(N2 ∩ · · · ∩ Nk). Assim, T ̸= N1, pois,
caso contrário, N2 ∩ · · · ∩ Nk ⊆ N1 e N1 ∩ · · · ∩ Nk = N2 ∩ · · · ∩ Nk, contradizendo a
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minimalidade de k. Daí, {1} ̸= T/N1 ⊴ F/N1
∼= L donde

S/N1 = N1N2/N1 = soc(F/N1) ⊆ T/N1

e S ⊆ T. Como T ⊆ S, obtemos que S = T. Esse argumento pode ser feito com outros
índices, isto é, Ni ·

⋂k
j=1
j ̸=i

Nj = S. Pelo Lema 2.4.4,

S
N1 ∩ · · · ∩ Nk

∼=
S

N1
× · · · × S

Nk
.

Além disso, S/Ni = N1Ni/Ni = soc(F/Ni) ∼= M, logo

S
N1 ∩ · · · ∩ Nk

∼= Mk.

Com isso,
F
S
=

F
N1N2

∼=
F/N1

N1N2/N1
=

F/N1

soc(F/N1)
∼=

L
soc(L)

=
L
M

de modo que∣∣∣∣ F
R

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ F
N1 ∩ · · · ∩ Nk

∣∣∣∣ = [F : S] · [S : N1 ∩ · · · ∩ Nk] = [L : M] · |M|k = |Lk|,

pois Lk/Mk ∼= L/M (vide Proposição 2.3.2). Portanto,

|F/R| = |Im(ψk)| ≤ |Lk| = |F/R|

donde ψk é sobrejetiva e F/R ∼= Lk. Dessa forma, a afirmação segue.

Agora, consideremos I = {i ∈ Z+ | F admite um quociente isomorfo a Li} ̸= ∅,
e seja i ∈ I. Então existe T ⊴ F tal que F/T ∼= Li, ou seja, existe φ : F/T → Li

um isomorfismo. Dado j ∈ {1, . . . , i}, consideremos a projeção na j-ésima coordenada
πj : Li → L, e notemos que φπjπ (onde π : L → L/M é a projeção canônica) não
depende de j, pela definição de Li. Assim, sendo πT : F → F/T a projeção canônica,
temos que

πT φπ1π = · · · = πT φπiπ = βi,

com βi : F → L/M um homomorfismo sobrejetivo. Seja Rβi e Rβi =
⋂

N∈Rβi
N como

visto anteriormente, logo existe ki ≤ |Rβi | = ϕL(m)/|ΓL|ϕL/M(m) (vide Lema 2.3.7)
tal que F/Rβi

∼= Lki . Para cada j ∈ {1, . . . , i}, Nj := ker(πT φπj) ∈ Rβi . Afirmamos
que T = N1 ∩ · · · ∩ Ni. De fato, se x ∈ N1 ∩ · · · ∩ Ni, então ((Tx)φ)πj = 1 para
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todo j ∈ {1, . . . , i}, o que implica (Tx)φ = 1Li , e, então, Tx = T (já que φ é um
isomorfismo), isto é, x ∈ T. Reciprocamente, se x ∈ T, então xπT φπj = Tφπj = 1 para
todo j ∈ {1, . . . , i}, logo x ∈ N1 ∩ · · · ∩ Nk. Desse modo, a afirmação segue. Com isso,

T ⊇ Rβi e F/T ∼=
F/Rβi

T/Rβi

.

Consequentemente,
|Li| = |F/T| ≤ |F/Rβi | = |Lki |

de modo que |M|i · |L/M| ≤ |M|ki · |L/M| e i ≤ ki. Portanto, obtemos um con-
junto J = {ki | i ∈ I} de cotas superiores para o conjunto I. Haja vista que cada
ki ≤ ϕL(m)/|ΓL|ϕL/M(m), segue-se que J possui um maior elemento, digamos k (ob-
servamos que existe β : F → L/M um homomorfismo sobrejetivo com β = γπ, onde
γ : F → L é um homomorfismo sobrejetivo e π : L → L/M é a projeção canônica. E
F/Rβ

∼= Lk). Temos
d(Lk) = d(F/Rβ) ≤ d(F) ≤ m.

Se d(Lk+1) ≤ m, então existiria θ : F → Lk+1 um homomorfismo sobrejetivo (pois F é
livre de posto m – vide Observação 1.8.4) de modo que F/ ker(θ) ∼= Lk+1 e k + 1 ≤ k,
pela maximalidade de k, o que seria um absurdo. Portanto, d(Lk+1) > m, e isto nos dá
que f (m) = k + 1.

Por fim, notemos que β induz um homomorfismo sobrejetivo
β : F/Rβ

∼= Lk → L/M ((Rβx)β = xβ, para cada x ∈ F), pois Rβ ⊆ ker(γ) ⊆ ker(β).
Assim, vamos estabelecer uma bijeção entre os conjuntos Rβ e Sβ (vide Lema 2.4.3).
Definamos α : Rβ → Sβ por

Nα = N/Rβ, sempre que N ∈ Rβ.

Vamos verificar que α, de fato, está bem definida. Seja N ∈ Rβ, então N = ker(η) com
η : F → L um homomorfismo sobrejetivo tal que ηπ = β. Temos que Rβ ⊆ N de modo
que existe δ : F/Rβ → L um homomorfismo sobrejetivo (a saber, (Rβx)δ = xη, para
cada x ∈ F). Agora, sendo πRβ

: F → F/Rβ a projeção canônica, temos (πRβ
)δ = η

donde
(πRβ

)δπ = ηπ = β.

Se x ∈ F, então
(Rβx)δπ = x

(πRβ
)δπ

= xβ = (Rβx)β.
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Portanto, δπ = β e ker(δ) = N/Rβ. Com isso, N/Rβ ∈ Sβ, e α está bem definida.
Claramente, α é injetiva. Mostremos que α é sobrejetiva. Com efeito, seja N ∈ Sβ

arbitrário. Temos que N = ker(δ), onde δ : F/Rβ → L é um homomorfismo sobrejetivo
tal que δπ = β. Pelo Teorema da Correspondência, N = N/Rβ com N ⊴ F. Temos que
N ∈ Rβ. De fato, seja η = (πRβ

)δ, então

ηπ = (πRβ
)δπ = (πRβ

)β = β.

E
ker(η) = {x ∈ F | (Rβx)η = 1} = N,

pois N/Rβ = N = ker(δ). Daí,

Nα = N/Rβ = N,

e, então, α é sobrejetiva. Portanto, α é uma bijeção. Usando os Lemas 2.3.7 e 2.4.3,
obtemos que

ϕL(m)

|ΓL|ϕL/M(m)
= |Rβ| = |Sβ| =

k se M′ = M,

(qk − 1)/(q − 1) se M′ = {1},

sendo q = |EndL(M)|. Haja vista que k = f (m)− 1, o teorema segue.

Proposição 2.4.5. Se M é abeliano, então

|ΓL| = (q − 1)ω,

onde q = |EndL(M)| e ω é o número de complementos para M em L.

Demonstração. Se γ ∈ ΓL, então a restrição de γ a M é um elemento de EndL(M), pois
M ⊴c L, e dados m ∈ M e l ∈ L,

(ml)γ = (l−1ml)γ = (lγ)−1mγlγ = l−1n−1mγnl = l−1mγl = (mγ)l,

onde lγ = nl com n ∈ M (já que γ ∈ ΓL), e usamos a hipótese de M ser abeliano.
Observamos que γ leva um complemento de M em outro complemento de M.

Agora, fixemos um complemento H de M em L (lembremos que existe pelo menos
um, haja vista que L é primitivo monolítico com M = soc(L) abeliano). Seja K outro
complemento, então

K = {hhψ | h ∈ H},
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para alguma função ψ : H → M. De fato, dado h ∈ H, existem κ ∈ K e n ∈ M tais que
h = κn (pois L = KM), logo hm = κ ∈ K com m = n−1, ou seja, existe m ∈ M tal que
hm ∈ K. Mais ainda, se m ∈ M é tal que hm ∈ K, então

m−1m = (hm)−1(hm) ∈ K ∩ M = {1}

donde m = m. Portanto, dado h ∈ H, existe um único mh ∈ M tal que hmh ∈ K. Assim,
ψ levando h em mh é uma função bem-definida tal que K = {hhψ | h ∈ H}.

Dados h1, h2 ∈ H, temos

h1hψ
1 h2hψ

2 = h1h2(h
ψ
1 )

h2 hψ
2

de modo que
(h1h2)

ψ = (hψ
1 )

h2 hψ
2 .

Uma função com esta propriedade é dita é um cociclo. Então, reciprocamente, se
ψ : H → M é um cociclo, esta define um complemento para M em L. Com efeito,
consideremos K = {hhψ | h ∈ H}. Temos

1ψ = (1 · 1)ψ = (1ψ)1 · 1ψ = 1ψ · 1ψ

de maneira que 1ψ = 1 e 1 = 1 · 1ψ ∈ K. Também,

h1hψ
1 h2hψ

2 = h1h2(h
ψ
1 )

h2 hψ
2 = h1h2(h1h2)

ψ ∈ K,

para todos h1, h2 ∈ H. Portanto, K ≤ L. Além disso, dado l ∈ L, existem h ∈ H e
m ∈ M tais que l = hm = (hhψ)((hψ)−1m) ∈ KM. Isto é, L = KM. Por fim, se h ∈ H é
tal que hhψ ∈ M, então existe m ∈ M com hhψ = m de forma que

h = m(hψ)−1 ∈ H ∩ M = {1}.

Consequentemente, h = 1 e hψ = 1 donde K ∩ M = {1}. Com isso, a função

α : {ψ : H → M | ψ é um cociclo} −→ {Complementos para M em L}
ψ 7−→ Kψ = {hhψ | h ∈ H}

é bem-definida e sobrejetiva. Se ψ1 e ψ2 são dois cociclos tais que Kψ1 = Kψ2 , então
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dado h ∈ H, temos hhψ1 = h h
ψ2 , para algum h ∈ H, de maneira que

h
−1

h = h
ψ2(hψ1)−1 ∈ H ∩ M = {1},

e, por conseguinte, h = h e hψ1 = hψ2 . Pela arbitrariedade de h, concluímos que ψ1 = ψ2

e α é injetiva. Portanto, o número de cociclos de H em M é ω.

Agora, seja C denotando o conjunto dos cociclos de H em M, e consideremos
β : C × EndL(M)∗ → ΓL dada por

(ψ, θ)β = γψ,θ : L → L, sempre que ψ ∈ C, θ ∈ EndL(M)∗,

onde
(hm)γψ,θ = hhψmθ, para todos h ∈ H, m ∈ M.

Vamos primeiro mostrar que γψ,θ ∈ ΓL. Dados h1, h2 ∈ H e m1, m2 ∈ M, temos

(h1m1h2m2)
γψ,θ = (h1h2mh2

1 m2)
γψ,θ = h1h2(h

ψ
1 )

h2 hψ
2 (m

θ
1)

h2mθ
2

e
(h1m1)

γψ,θ(h2m2)
γψ,θ = h1hψ

1 mθ
1h2hψ

2 mθ
2 = h1h2(h

ψ
1 )

h2(mθ
1)

h2 hψ
2 mθ

2,

que é igual a expressão anterior, pois M é abeliano. Assim, γψ,θ é um homomorfismo.
Se hm ∈ ker(γψ,θ), então hhψmθ = 1 de modo que h = 1 e mθ = 1. Uma vez que
θ ∈ EndL(M)∗, segue-se do Lema de Schur (Lema 1.7.6) que m = 1, ou seja, ker(γψ,θ) =

{1} e γψ,θ é um automorfismo de L. Por fim, notemos que

M(hm)γψ,θ = Mhhψmθ = Mh = Mhm,

para todos h ∈ H e m ∈ M, logo γψ,θ age trivialmente em L/M. Por-
tanto, β está bem definida. Afirmamos que β é uma bijeção. De fato, sejam
(ψ1, θ1), (ψ2, θ2) ∈ C × EndL(M)∗ tais que γψ1,θ1 = γψ2,θ2 . Então,

hhψ1mθ1 = hhψ2mθ2 ,

para todos h ∈ H e m ∈ M. Escolhendo h = 1, obtemos mθ1 = mθ2 , para todo m ∈ M,
donde θ1 = θ2. Por outro lado, escolhendo m = 1 e usando que M ∩ H = {1}, obtemos
que ψ1 = ψ2. Ou seja, β é injetiva. Agora, seja γ ∈ ΓL. Consideremos θ a restrição de
γ a M (como visto no início da demonstração) e ψ o cociclo associado ao complemento
Hγ. Dado h ∈ H, temos hγ ∈ Mh = hM donde hγ = hm com m ∈ M. Mas hγ = h h

ψ
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para algum h ∈ H, logo hm = h h
ψ

e h = h (pois H ∩ M = {1}). Isto é, dados h ∈ H e
m ∈ M,

(hm)γ = hγmγ = hhψmθ = (hm)γψ,θ .

Por conseguinte, γ = γψ,θ = (ψ, θ)β e β é sobrejetiva. A afirmação segue, e, portanto,

|ΓL| = |EndL(M)∗| · |C| = (q − 1)ω,

como queríamos demonstrar.

Observação 2.4.6. Para M abeliano, Gaschütz provou ([13, Teorema 2]) que

ϕL(m)/ϕL/M(m) = |M|m − ω,

sendo que ω é o número de complementos para M em L. Desse modo, pelo Teorema B e pela
Proposição 2.4.5,

f (m) = 1 + logq(|M|m/ω).

Vamos finalizar esta seção com dois exemplos acerca do cálculo da função f .

Exemplo 2.4.7. Dado G um grupo, lembremos que ϕG(m) é a cardinalidade do conjunto S

de m-uplas (g1, . . . , gm) ∈ Gm tais que ⟨g1, . . . , gm⟩ = G. Notemos que Aut(G) age natural-
mente em S por

((g1, . . . , gm), φ) 7→ (gφ
1 , . . . , gφ

m).

Esta ação é semirregular (isto significa que os estabilizadores pontuais são triviais): o estabiliza-
dor de qualquer (g1, . . . , gm) ∈ S em Aut(G) é trivial, pois se φ ∈ Aut(G) fixa g1, . . . , gm,
então este é a identidade, já que g1, . . . , gm são geradores de G (vide Proposição 1.1.2). O
Princípio da Contagem (Teorema 1.2.5) agora nos fornece que todas as órbitas dessa ação têm
cardinalidade |Aut(G)| de modo que |S | é divisível por |Aut(G)|.

Em 1936, Philip Hall [15] provou que se G é um grupo simples não abeliano, então a fração
ϕG(m)/|Aut(G)| é igual ao número máximo k tal que Gk pode ser gerado por m elementos.
Notemos que este é um caso particular do Teorema B, com L = M = G. De fato, G/M = {1}
de sorte que ϕG/M(m) = 1, e |ΓG| = |Aut(G)|, pois todo automorfismo de G age trivialmente
em {1}. Observamos que k = f (m)− 1, pela definição de f .

Se G = A5, temos que Aut(G) ∼= S5, como está provado em [26, (2.17), Página 299].
Desse modo, |Aut(G)| = 120. Usando o GAP, é possível ver que ϕG(2) = 19 · 120. Portanto,
o resultado de Hall nos fornece que d(A19

5 ) = 2 e d(A20
5 ) > 2, ou seja, f (2) = 20.
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Exemplo 2.4.8. A probabilidade Pm(G) que uma m-upla (g1, . . . , gm) de elementos de G gere
G é igual a

|{m-uplas que geram G}|
|{m-uplas}| =

ϕG(m)

|G|m .

Consideremos G = An. Por um resultado de Dixon [10], a probabilidade que 2 elementos de G
gerem G tende a 1 quando n tende a ∞, logo se n é suficientemente grande, digamos n > N,
então P2(G) = ϕG(2)/|G|2 > 1/2. Por outro lado, ϕG(2)/|G|2 ≤ 1. Como provado em [26,
(2.17), Página 299], Aut(G) ∼= Sn (para n ≥ 7). Assim, para n suficientemente grande,

1
2
<

ϕG(2)
|G|2 ≤ 1 ⇒ |G|2

2
< ϕG(2) ≤ |G|2 ⇒ |G|2

2|Sn|
<

ϕG(2)
|Aut(G)| ≤

|G|2
|Sn|

.

Haja vista que f (2) = 1 + ϕG(2)/|Aut(G)|, obtemos

n!
8
+ 1 < f (2) ≤ n!

4
+ 1.

Como f (2) é o menor k tal que Gk não é 2-gerado, então G
n!
8 é 2-gerado pois n!/8 < f (2).

Agora, G
n!
4 +1 não é 2-gerado pois f (2) ≤ n!/4 + 1. De fato, se d

(
G

n!
4 +1) ≤ 2, então usando

a propriedade dos grupos Lk (a sequência d(L1), . . . , d(Lk), . . . é não decrescente), teríamos
d(G f (2)) ≤ d

(
G

n!
4 +1) ≤ 2 donde d(G f (2)) ≤ 2, um absurdo. Portanto,

d
(

A
n!
8

n
)
= 2 e d

(
A

n!
4 +1

n
)
> 2.



Capítulo

3
Grupos Solúveis Eficientemente

Gerados

Neste capítulo, faremos um estudo a respeito das relações de equivalência ≡(r)
m com

r ∈ Z+, apresentadas na introdução, a fim de definir a função ψ(G) e caracterizar os
grupos solúveis finitos G tais que ψ(G) = d(G), ou seja, demonstrar o Teorema C.
O estudo foi baseado no artigo Generating sets of finite groups [4] de Peter Cameron,
Andrea Lucchini e Colva Mary Roney-Dougal.

3.1 A Probabilidade de Gerar um Grupo Finito

Antes de começar o assunto principal deste capítulo, vamos tratar de alguns con-
ceitos sobre probabilidade em geração de grupos finitos, os quais serão necessários
para introduzir um resultado que será de grande importância para a demonstração do
Teorema C. Esta seção é baseada no artigo Bias of group generators in the solvable case [6]
de Eleonora Crestani e Andrea Lucchini.

Seja R o anel dos polinômios de Dirichlet P(s) = ∑n an/ns com coeficientes inteiros.
Suponhamos que G é um grupo finito e fixemos um subconjunto X de G. Para qualquer
inteiro positivo t, seja ϕG(X, t) o número de t-uplas ordenadas (g1, . . . , gt) de elementos
do grupo tal que G = ⟨X, g1, . . . , gt⟩. O número

PG(X, t) = ϕG(X, t)/|G|t

é a probabilidade que t elementos escolhidos aleatoriamente gerem G juntamente com
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os elementos do subconjunto X.

Observação 3.1.1. Seja G um grupo finito e X um subconjunto de G. Então

∑
X⊆H≤G

ϕH(X, t) = |G|t.

Com efeito, dado H um subgrupo de G que contém X, definamos

AH(X, t) = {(h1, . . . , ht) ∈ Ht | H = ⟨X, h1, . . . , ht⟩},

o qual tem cardinalidade ϕH(X, t). Claramente, AH(X, t) ⊆ Gt de modo que⋃
X⊆H≤G AH(X, t) ⊆ Gt. Por outro lado, seja (g1, . . . , gt) ∈ Gt. Tomando H =

⟨X, g1, . . . , gt⟩, temos que X ⊆ H ≤ G e (g1, . . . , gt) ∈ AH(X, t). Com isso, a outra in-
clusão segue, e obtemos ⋃

X⊆H≤G
AH(X, t) = Gt.

Agora, notemos que, pela definição dos conjuntos AH(X, t), estes são dois a dois disjuntos,
portanto

∑
X⊆H≤G

ϕH(X, t) = |G|t.

Definição 3.1.2. Seja G um grupo finito e consideremos S o reticulado dos subgrupos de G. A
função de Möbius µS é definida pelas equações

µS(G) = 1, (3.1)

e ∑
K≥H

µS(K) = 0 (3.2)

para todo H < G, sendo que a soma é tomada sobre todos os elementos K de S que contêm H.

As equações (3.1) e (3.2) são suficientes para determinar a função µS unicamente.
Com efeito, seja K ≤ G. Se K = G, então por definição µS(K) = 1. Assim, assumamos
que K < G, e seja n = n(K) o maior índice n tal que existem K1, . . . , Kn ≤ G com

K = K0 < K1 < · · · < Kn = G.

Vamos mostrar que µS(K) é determinada por (3.2), usando indução sobre n(K). Se
n(K) = 0, então K é um subgrupo maximal de G; neste caso, µS(K) = −1, pelas
equações (3.1) e (3.2). Agora, suponhamos que seja conhecido o valor de µS(L) para
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todo L ≤ G com n(L) < n(K), e vamos calcular µS(K). Por (3.2),

µS(K) = − ∑
K<H≤G

µS(H).

Notemos que, dado H ≤ G com K < H,

K < H < H1 < · · · < Hn(H) = G

de modo que n(K) ≥ n(H) + 1, isto é, n(K) > n(H). Por indução, obtemos o valor de
µS(K).

Agora, seja t um inteiro positivo, e definamos

f (H) =

0 se X ⊈ H,

ϕH(X, t) caso contrário.

Pela Observação 3.1.1, temos

∑
K≤H

f (K) = ∑
X⊆K≤H

ϕK(X, t) = |H|t,

logo

∑
X⊆H≤G

µS(H)|H|t = ∑
X⊆H≤G

µS(H)

(
∑

K≤H
f (K)

)
= ∑

X⊆K≤H≤G
µS(H) f (K)

= ∑
X⊆K≤G

(
∑

K≤H
µS(H)

)
f (K) = f (G) = ϕG(X, t),

onde a penúltima igualdade é válida pela Definição 3.1.2. Ou seja, temos

ϕG(X, t) = ∑
X⊆H≤G

µS(H)|H|t. (3.3)

Em vista de (3.3), podemos escrever

PG(X, t) = ∑
X⊆H≤G

µS(H)

[G : H]t
. (3.4)
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Reorganizando os adendos em (3.4), obtemos um polinômio de Dirichlet como segue:

PG(X, s) := ∑
n∈N

an

ns onde an := ∑
[G:H]=n,
X⊆H≤G

µS(H).

Nesse sentido, temos o seguinte resultado:

Proposição 3.1.3 ([19], Proposição 16). Seja N um subgrupo normal de um grupo finito G e
seja NX/N = {Nx | x ∈ X}. Então

PG(X, s) = PG/N(NX/N, s) · PG,N(X, s),

onde
PG,N(X, s) := ∑

n∈N

bn

ns onde bn := ∑
[G:H]=n
X⊆H≤G
HN=G

µS(H).

Se t ∈ N e PG/N(NX/N, t) ̸= 0, então PG,N(X, t) expressa a probabilidade condi-
cional que t elementos aleatórios de G gerem G juntamente com os elementos de X,
dado que eles geram G módulo N juntamente com NX/N.

Lema 3.1.4. Sejam G um grupo finito, H ≤ G e N um subgrupo normal minimal de G. Se N
é abeliano, então NH = G se, e somente se, ou H = G, ou H é um complemento para N em G
e é um subgrupo maximal de G.

Demonstração. Assumamos que NH = G e H ̸= G. Então existe um subgrupo maximal
M de G tal que H ≤ M. Daí, G = NH ≤ NM de modo que NM = G. Seja T = N ∩ M.
Como N ⊴ G, temos que T ⊴ M. Além disso, por hipótese N é abeliano, logo T ⊴ N.
Assim, T ⊴ NM = G. Se T não fosse trivial, existiria um subgrupo normal minimal
L de G contido em T donde L = N (pois L ≤ N e N é normal minimal em G) e G =

NM = M (já que L ≤ M), um absurdo. Portanto T é trivial, e M é um complemento
para N em G. Pelo Teorema dos Isomorfismos,

H ∼=
H
{1} =

H
N ∩ H

∼=
NH
N

=
G
N

=
NM

N
∼=

M
N ∩ M

=
M
{1}

∼= M.

Com isso, |H| = |M|, e haja vista que H ≤ M, segue-se que H = M é um subgrupo
maximal de G. A recíproca é imediata.

Seja {1} = Nl ≤ · · · ≤ N0 = G uma série principal de G, ou seja, uma série tal
que cada termo Ni ⊴ G (1 ≤ i ≤ l) e cada fator (principal) Ni−1/Ni é um subgrupo
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normal minimal de G/Ni (1 ≤ i ≤ l). Iterando a Proposição 3.1.3, obtemos, para cada
fator principal Ni−1/Ni, um polinômio de Dirichlet associado PG/Ni,Ni−1/Ni(X, s), com
coeficientes inteiros e com a propriedade que

PG(X, s) = ∏
1≤i≤l

PG/Ni,Ni−1/Ni(X, s). (3.5)

Se G é um grupo solúvel, então

PG/Ni,Ni−1/Ni(X, s) = 1 − ci

|Ni−1/Ni|s
, (3.6)

sendo ci o número de complementos de Ni−1/Ni em G/Ni contendo NiX/Ni. De fato,
sem perda de generalidade vamos estudar os subgrupos normais minimais de G. Seja
N um tal subgrupo. Pela Proposição 3.1.3,

PG,N(X, s) = ∑
X⊆H,HN=G

µS(H)

[G : H]s
.

Como G é solúvel, N é abeliano (vide Proposição 1.4.6). Dado H ≤ G tal que NH = G,
temos, pelo Lema 3.1.4, que ou H = G, ou H é um complemento para N em G e
é um subgrupo maximal de G. No segundo caso, notemos que µS(H) = −1, pela
definição da função µS, uma vez que H e G são os únicos subgrupos de G contendo H,
e µS(G) = 1. Portanto,

PG,N(X, s) = 1 − cN

|N|s ,

sendo cN o número de complementos para N em G contendo X.

Seja agora N um subgrupo normal de G e suponhamos que

{1} = Wl < · · · < W0 = N = Um < · · · < U0 = G

é uma série principal de G passando por N. Pela Proposição 3.1.3 e por (3.5), temos

PG,N(X, s) =
PG(X, s)

PG/N(NX/N, s)

=
(∏1≤i≤l PG/Wi,Wi−1/Wi(X, s))(∏1≤j≤m PG/Uj,Uj−1/Uj(X, s))

∏1≤j≤m PG/Uj,Uj−1/Uj(X, s)

= ∏
1≤i≤l

PG/Wi,Wi−1/Wi(X, s), (3.7)
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pois
{1} = Um/N < · · · < U1/N < U0/N = G/N

é uma série principal de G/N.

Agora, vamos nos concentrar na seguinte situação: V é um espaço vetorial finito
sobre Zp para algum primo p, e H é um subgrupo solúvel irredutível não trivial de
Aut(V), ou seja, se W é um subespaço H-invariante de V (wh ∈ W para todos w ∈ W
e h ∈ H), então W = {0} ou W = V. O Lema de Schur (Lema 1.7.6) juntamente com
o Teorema de Wedderburn ([17, Página 453]) nos dá que F = EndH(V) é um corpo, e
notemos que V é um espaço vetorial sobre F (o produto escalar γv é definido como vγ,
para γ ∈ F e v ∈ V arbitrários). Nesse sentido, dado h ∈ H, temos que

CV(h) = {v ∈ V | vh = v, ∀v ∈ V} e [V, h] = ⟨vh − v | v ∈ V⟩Zp

são F-subespaços vetoriais de V. De fato, estes são fechados para a adição porque
h ∈ Aut(V). E dados γ ∈ F, v ∈ V e w ∈ CV(h), temos que

γ(vh − v) = (vh − v)γ = (vh)γ − vγ = (vγ)h − γv = (γv)h − γv ∈ [V, h]

e
(γw)h = (wγ)h = (wh)γ = wγ = γw,

uma vez que γ é um H-endomorfismo de V.

Seja q = |F| e u a dimensão de V sobre F. Consideremos também o produto semi-
direto G = Vn ⋊ H, onde H age da mesma maneira em cada um dos n fatores. Então,
temos o:

Lema 3.1.5 ([6], Lema 5). Fixemos um elemento g = ((v1, . . . , vn), h) ∈ G. Sejam a =

dimF CV(h) e b = n − dimF⟨[V, h], v1, . . . , vn⟩+ dimF[V, h]. Temos

PG,Vn(g, t) =

1 se b = 0,(
1 − qa

qut

) (
1 − qa+1

qut

)
· · ·
(

1 − qa+b−1

qut

)
caso contrário.

A ideia da demonstração deste lema consiste em considerar a série principal

{0} = Wn ≤ Wn−1 ≤ · · · ≤ W0 = Vn ≤ G,
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onde Wi = {(ṽ1, . . . , ṽn) ∈ Vn | ṽj = 0 para cada j ≤ i}. Por (3.6) e (3.7),

PG,Vn({g}, t) = ∏
1≤i≤n

PG/Wi,Wi−1/Wi({g}, s) = (1 − c1/qut) · · · (1 − cn/qut),

sendo ci o número de complementos para Wi−1/Wi em G/Wi contendo o elemento Wig
(notemos que cada fator Wi−1/Wi é isomorfo a V (1 ≤ i ≤ n)). Com isso, o objetivo
é determinar o valor de c1, . . . , cn, a partir de técnicas e resultados que fogem do foco
deste trabalho.

3.2 Grupos Solúveis com ψ(G) = d(G)

Nesta última seção, demonstraremos o Teorema C, que é uma aplicação dos Teo-
remas A e B, vistos no Capítulo 2. O conteúdo é baseado em [4]. Iniciamos com a
definição da relação de equivalência ≡m.

Definição 3.2.1. Seja G um grupo finito. Definimos a relação de equivalência ≡m (m para
"subgrupos maximais") em G por: x ≡m y se, e somente se, x e y estão exatamente nos
mesmos subgrupos maximais de G.

Notemos que a ≡m-classe contendo a identidade é precisamente o subgrupo de Frat-
tini de G. Também, qualquer ≡m-classe é a união de classes laterais do subgrupo de
Frattini. De fato, seja g um elemento arbitrário de G e seja [g]≡m a ≡m-classe de g. Da-
dos h ∈ Φ(G) e M um subgrupo maximal de G tal que g ∈ M, temos, pela definição de
Φ(G), que h ∈ M de modo que hg ∈ M. Por outro lado, se K é um subgrupo maximal
de G tal que hg ∈ K, então h ∈ K e g = h−1(hg) ∈ K. Desse modo, hg ∈ [g]≡m . Pela
arbitrariedade de g e h, segue-se que Φ(G)g ⊆ [g]≡m para todo g ∈ G, e, portanto,

[g]≡m =
⋃

y∈[g]≡m

Φ(G)y.

A relação de equivalência ≡m também pode ser caracterizada por uma propriedade
de substituição:

Proposição 3.2.2. Seja G um grupo finito, e sejam x e y elementos de G. Então x ≡m y se, e
somente se,

(∀r)(∀z1, . . . , zr ∈ G)((⟨x, z1, . . . , zr⟩ = G) ⇔ (⟨y, z1, . . . , zr⟩ = G)).

Demonstração. Suponhamos primeiro que ⟨x, z1, . . . , zr⟩ = G, mas ⟨y, z1, . . . , zr⟩ ̸= G.
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Então existe um subgrupo maximal M de G contendo y, z1, . . . , zr. Daí, x /∈ M, e
segue-se que x ̸≡m y.

Reciprocamente, suponhamos que x ̸≡m y, logo sem perda de generalidade existe
um subgrupo maximal M de G contendo y mas não x. Escolhamos geradores z1, . . . , zr

para M. Então ⟨y, z1, . . . , zr⟩ = M < G, mas ⟨x, z1, . . . , zr⟩ contém M propriamente
(pois x /∈ M), o que nos dá que ⟨x, z1, . . . , zr⟩ = G.

Definição 3.2.3. Dado um inteiro positivo r, definimos a relação de equivalência ≡(r)
m pela

regra: x ≡(r)
m y se, e somente se,

(∀z1, . . . , zr−1 ∈ G)((⟨x, z1, . . . , zr−1⟩ = G) ⇔ (⟨y, z1, . . . , zr−1⟩ = G)).

Lema 3.2.4.

(i) As relações ≡(r)
m tornam-se mais finas à medida que r aumenta.

(ii) O menor valor de r para o qual ≡(r)
m não é a relação universal é d(G). Para r = d(G),

existem pelo menos r + 1 classes de equivalência.

(iii) O valor limite dessa sequência de relações é ≡m.

Demonstração.

(i) Se x ≡(r)
m y, então

(∀z1, . . . , zr−1 ∈ G)((⟨x, z1, . . . , zr−1⟩ = G) ⇔ (⟨y, z1, . . . , zr−1⟩ = G)).

Escolhendo zr−1 como sendo a identidade, vemos que x ≡(r−1)
m y.

(ii) Suponhamos que r < d(G), então a dupla implicação ⟨x, z1, . . . , zr−1⟩ =

G ⇔ ⟨y, z1, . . . , zr−1⟩ = G é sempre verdadeira, quaisquer que sejam
x, y, z1, . . . , zr−1 ∈ G, pois ⟨x, z1, . . . , zr−1⟩ = G e ⟨y, z1, . . . , zr−1⟩ = G não acon-
tecem, já que r < d(G). Ou seja, ≡(r)

m é a relação universal. Agora, suponha-
mos que r = d(G), logo existem z1, . . . , zr ∈ G tais que ⟨z1, . . . , zr⟩ = G. Daí,
z1 ̸≡(r)

m 1 pois ⟨1, z2, . . . , zr⟩ = ⟨z2, . . . , zr⟩ ̸= G, uma vez que r = d(G).
Por conseguinte, ≡(r)

m não é a relação universal, e a primeira parte do item se-
gue. Para a segunda parte, notemos que zi ̸≡(r)

m 1 para todo i ∈ {1, . . . , r},
pelo mesmo argumento acima. Também, zi ̸≡(r)

m zj para todos i ̸= j em
{1, . . . , r}. De fato, sem perda de generalidade sejam i < j em {1, . . . , r}. En-
tão ⟨z1, . . . , zi−1, zj, zi+1, . . . , zr⟩ = ⟨z1, . . . , zi−1, zi+1, . . . , zr⟩ ̸= G, pois r = d(G).
Portanto, existem pelo menos r + 1 classes de equivalência.



3.2 Grupos Solúveis com ψ(G) = d(G) 105

(iii) Segue-se imediatamente da Definição 3.2.3.

Notemos que se r = |G|, então ≡(r)
m coincide com ≡m. Com efeito, sejam x, y ∈ G

tais que x ≡(r)
m y. Sejam também s um inteiro positivo e z1, . . . , zs ∈ G. Se s ≤ r − 1,

então (⟨x, z1, . . . , zs⟩ = G) ⇔ (⟨y, z1, . . . , zs⟩ = G), pela definição de ≡(r)
m . As-

sim, assumamos s ≥ r. Temos que {x, z1, . . . , zs} = {x, zi1 , . . . , zir−1}, para certos
zi1 , . . . , zir−1 ∈ {z1, . . . , zs} (aqui estamos retirando algumas repetições, pois r = |G|).
Dessa forma, se ⟨x, z1, . . . , zs⟩ = G, então ⟨x, zi1 , . . . , zir−1⟩ = G. Dado que x ≡(r)

m y,
obtemos que ⟨y, zi1 , . . . , zir−1⟩ = G. Consequentemente, ⟨y, z1, . . . , zs⟩ = G. De modo
análogo, ⟨y, z1, . . . , zs⟩ = G ⇒ ⟨x, z1, . . . , zs⟩ = G, e concluímos que x ≡m y. Portanto,
≡(r)

m ⊆≡m, e como por definição ≡m⊆≡(r)
m , segue-se que ≡(r)

m coincide com ≡m.

Dessarte, temos a seguinte definição:

Definição 3.2.5. Seja ψ(G) o valor de r para o qual as equivalências ≡(r)
m se estabilizam, isto

é, o menor valor r tal que ≡(r)
m coincide com a relação limite ≡m.

Vamos agora estudar algumas cotas inferiores e superiores para ψ(G).

Lema 3.2.6. Seja G um grupo finito, e seja d = d(G). Então ψ(G) ≥ d, e se G tem um
subgrupo normal N tal que N ⊈ Φ(G) e d(G/N) = d, então ψ(G) ≥ d + 1.

Demonstração. Primeiro, suponhamos que ψ(G) < d, então pelo item (ii) do Lema
3.2.4, ≡m=≡(ψ(G))

m é a relação universal, um absurdo. Portanto, ψ(G) ≥ d.

Agora, para a segunda a parte do lema, notemos que os elementos de N não per-
tencem a nenhum conjunto gerador de G com cardinalidade d. De fato, seja x ∈ N
e suponhamos que existam z1, . . . , zd−1 ∈ G tais que ⟨x, z1, . . . , zd−1⟩ = G. Daí,
⟨Nz1, . . . , Nzd−1⟩ = ⟨Nx, Nz1, . . . , Nzd−1⟩ = G/N donde d(G/N) ≤ d − 1 < d (já que
Nx = N), um absurdo. Ou seja, x ≡(d)

m 1 para todo x ∈ N. Desse modo, ψ(G) ≥ d + 1.
Com efeito, se não fosse assim, ψ(G) = d e x ≡m 1 para todo x ∈ N. Haja vista que a
≡m-classe de equivalência da identidade é Φ(G), teríamos N ≤ Φ(G), uma contradi-
ção.

Seja G um grupo finito. É verdade que ψ(G) ∈ {d(G), d(G) + 1}? Veremos que
para grupos solúveis isto é válido.

Definição 3.2.7. Sejam G um grupo finito e M um subgrupo maximal de G tal que MG = {1}
(isto é, G é um grupo primitivo). Para cada g ∈ G \ M, seja δG,M(g) a menor cardinalidade de
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um subconjunto X de M com a propriedade que G = ⟨g, X⟩, e seja

νM(G) = sup
g/∈M

δG,M(g).

Notemos que νM(G) ≤ d(M). De fato, seja d = d(M). Suponhamos que d < νM(G),
então, pela definição de supremo, existe g ∈ G \ M tal que d < δG,M(g). Temos que
existe Y ⊆ M com |Y| = d tal que M = ⟨Y⟩. Daí, ⟨g, Y⟩ ̸= G donde, pela maximalidade
de M, ⟨g, Y⟩ = M e g ∈ M, um absurdo. Portanto, νM(G) ≤ d(M).

Lema 3.2.8. Sejam G um grupo e K ⊴ G. Se K ≤ H ≤ G, então

(H/K)G/K = HG/K.

Demonstração. Temos

(H/K)G/K =
⋂

Kg∈G/K

(H/K)Kg =
⋂

g∈G
Hg/K = (

⋂
g∈G

Hg)/K = HG/K.

Dessa forma, se M é um subgrupo maximal de um grupo finito G, o Lema 3.2.8 nos
dá que G/MG é um grupo primitivo, pois M/MG é um subgrupo maximal de G/MG

tal que o coração normal é trivial. Assim, temos a seguinte definição:

Definição 3.2.9. Seja m̃(G) o máximo de νM/N(G/N) sobre todos os subgrupos maximais M
de G, onde N = MG (coração normal de M em G).

Dado um subconjunto X de um grupo finito G, vamos denotar por dX(G) a menor
cardinalidade de um conjunto de elementos de G que gera G juntamente com os ele-
mentos de X. Notemos que dX(G) ≤ d(G). De fato, seja d = d(G), então existe um
subconjunto Y de G com cardinalidade d tal que G = ⟨Y⟩. Daí, G = ⟨X, Y⟩ e, pela
definição de dX(G), segue-se que d = |Y| ≥ dX(G). O seguinte resultado generaliza o
Teorema de Gaschütz (Teorema 2.2.5) para X = ∅.

Lema 3.2.10 ([7], Lema 6). Sejam X um subconjunto de G e N um subgrupo normal de G,
e suponhamos que ⟨g1, . . . , gk, X⟩N = G. Se k ≥ dX(G), então existem n1, . . . , nk ∈ N tais
que ⟨g1n1, . . . , gknk, X⟩ = G.

Com isso, vamos provar o seguinte teorema:

Teorema 3.2.11. Seja G um grupo finito. Então ψ(G) ≤ max{m̃(G), d(G)}+ 1.
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Demonstração. Seja t = max{m̃(G), d(G)}. Vamos mostrar que ≡(t+1)
m ⊆≡m. Com

efeito, sejam x e y dois elementos de G tais que x ̸≡m y. Sem perda de generali-
dade, assumamos que exista um subgrupo maximal M de G tal que x /∈ M e y ∈ M.
Sejam N = MG e X = {x}. Uma vez que t ≥ m̃(G), temos t ≥ νM/N(G/N); conse-
quentemente, existem g1, . . . , gt ∈ M tais que ⟨x, g1, . . . , gt⟩N = G. De fato, dado que
x /∈ M, temos Nx /∈ M/N. Como t ≥ νM/N(G/N), segue-se que t ≥ δG/N,M/N(Nx)
donde existem g1, . . . , gt ∈ M tais que ⟨Nx, Ng1, . . . , Ngt⟩ = G/N, e, assim,
⟨x, g1, . . . , gt⟩N = G. Agora, t ≥ d(G) ≥ dX(G) de modo que, pelo Lema
3.2.10, existem n1, . . . , nt ∈ N tais que G = ⟨x, g1n1, . . . , gtnt⟩. Por outro lado,
⟨y, g1n1, . . . , gtnt⟩ ≤ M < G, pois y ∈ M. Portanto, x ̸≡(t+1)

m y. Dessa
forma, ≡(t+1)

m ⊆≡m ,e, então, ≡(t+1)
m =≡m. Pela definição de ψ(G), concluímos que

ψ(G) ≤ t + 1.

Corolário 3.2.12. Se G é um grupo solúvel finito, então ψ(G) ≤ d(G) + 1.

Demonstração. Seja M um subgrupo maximal de G, e seja K = MG. Então G̃ = G/K é
um grupo solúvel primitivo, pois M̃ = M/K é um subgrupo maximal de G̃ tal que M̃G̃
é trivial (vide Lema 3.2.8). Agora, seja Ñ um subgrupo normal minimal de G̃. O Te-
orema de Ore-Baer (Teorema 2.1.14) juntamente com a Observação 2.1.15, nos fornece
que M̃ é um complemento para Ñ em G̃. Por conseguinte,

G̃
Ñ

=
M̃Ñ
Ñ

∼=
M̃

M̃ ∩ Ñ
=

M̃
{1}

∼= M̃,

e, consequentemente,

νM̃(G̃) ≤ d(M̃) = d(G̃/Ñ) ≤ d(G̃) ≤ d(G).

Esta desigualdade vale para todo subgrupo maximal de G, logo m̃(G) ≤ d(G) e, pelo
Teorema 3.2.11, ψ(G) ≤ d(G) + 1.

Agora, com o intuito de demonstrar o Teorema C, vamos estudar os grupos G para
os quais ψ(G) = d(G). Iniciamos com a seguinte definição:

Definição 3.2.13. Um grupo finito G é dito eficientemente gerado se para todo x ∈ G,
d{x}(G) = d(G) implica em x ∈ Φ(G).

Exemplo 3.2.14. O grupo diedral

D5 = ⟨a, b | a5 = 1 = b2, ab = a−1⟩ = {1, a, a2, a3, a4, b, ab, a2b, a3b, a4b}
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é eficientemente gerado. Basta usar o Teorema de Lagrange para ver que d{x}(D5) = 1 ̸= 2 =

d(D5), para todo x ̸= 1 em D5.

Exemplo 3.2.15. Seja G = S4. Afirmamos que G não é eficientemente gerado. De fato, vimos
no Exemplo 1.5.2 que Φ(G) = {1}, e notemos que d(G) = 2, pois G = ⟨(12), (1234)⟩ e
G não é cíclico. Vamos então mostrar que d{x}(G) = 2 para todo elemento x do subgrupo de
Klein. Com efeito, temos que d{x}(G) ≤ 2 porque d{x}(G) ≤ d(G). Uma vez que G não é
cíclico, d{x}(G) ≥ 1. Suponhamos que exista 1 ̸= y ∈ G tal que G = ⟨x, y⟩. Se y tem ordem 2
ou 4, então existe S um 2-subgrupo de Sylow de G tal que y ∈ S de modo que G = ⟨x, y⟩ ≤ S,
um absurdo. Mas então y tem ordem 3, o que significa que G ≤ A4, novamente um absurdo.
Portanto, d{x}(G) = 2, e a afirmação segue.

Proposição 3.2.16. Se G é um p-grupo finito, então G é eficientemente gerado.

Demonstração. Suponhamos que G não é eficientemente gerado, logo existe
x ∈ G \ Φ(G) tal que d{x}(G) = d, onde d = d(G). Desse modo, obtemos um sub-
grupo maximal M de G com x /∈ M. Daí M ̸= ⟨x, M⟩ de modo que, pela maximali-
dade de M, ⟨x, M⟩ = G. Assim, pelo Teorema da Base de Burnside (Teorema 1.5.13),
existe Y ⊆ {x} ∪ M tal que |Y| = d e G = ⟨Y⟩. Temos que x /∈ Y, pois, caso contrário,
G = ⟨x, Y \ {x}⟩ e d{x}(G) ≤ d − 1. Portanto, Y ⊆ M e G = ⟨Y⟩ ≤ M, um absurdo.
Esta contradição nos leva a concluir que G é eficientemente gerado.

Lema 3.2.17. Se ψ(G) = d(G), então G é eficientemente gerado.

Demonstração. Seja d = d(G). Se G não é eficientemente gerado, então existe x /∈ Φ(G)

tal que d{x}(G) = d. Isto implica em particular que x ≡(d)
m 1, pois é sempre falso que

⟨x, z1, . . . , zd−1⟩ = G e ⟨1, z1, . . . , zd−1⟩ = G, quaisquer que sejam z1, . . . , zd−1 ∈ G.
Agora, dado que x /∈ Φ(G), temos que x ̸≡m 1 de modo que ψ(G) > d.

Lema 3.2.18. Se G é eficientemente gerado e m̃(G) < d(G), então ψ(G) = d(G).

Demonstração. Seja d = d(G). Pelo Teorema 3.2.11, a hipótese m̃(G) < d(G) implica
em ψ(G) ≤ d + 1 donde

≡(d+1)
m ⊆≡(ψ(G))

m =≡m e ≡(d+1)
m =≡m .

Assim, é suficiente provar que ≡(d)
m ⊆≡(d+1)

m , pois sabemos do Lema 3.2.6 que
ψ(G) ≥ d.

Sejam x, y ∈ G tais que x ̸≡(d+1)
m y, e sejam dx = d{x}(G) e dy = d{y}(G). Temos

que existem subconjuntos X e Y de G de cardinalidades dx e dy, respectivamente, tais
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que G = ⟨x, X⟩ e G = ⟨y, Y⟩. Pela minimalidade de dx e dy, temos que x /∈ X e y /∈ Y
de modo que dx, dy ≥ d − 1. Se dx = dy = d, então nossa suposição de que G é
eficientemente gerado implica em x, y ∈ Φ(G) donde x ≡m y, uma contradição pois
≡(d+1)

m =≡m. Portanto, podemos supor sem perda de generalidade que dx = d − 1;
em particular, G = ⟨x, g1, . . . , gd−1⟩ para certos g1, . . . , gd−1 ∈ G. Se dy = d, então
G ̸= ⟨y, g1, . . . , gd−1⟩ de modo que x ̸≡(d)

m y, e acabamos.

Assumamos então que dx = dy = d − 1. Dado que x ̸≡m y, sem perda de genera-
lidade existe um subgrupo maximal M de G tal que x /∈ M e y ∈ M. Seja N = MG.
Como d > m̃(G), temos d − 1 ≥ m̃(G). Com o mesmo argumento da demonstra-
ção do Teorema 3.2.11, existem g1, . . . , gd−1 ∈ M tais que ⟨x, g1, . . . , gd−1⟩N = G.
Como dx = d − 1, deduzimos do Lema 3.2.10 que existem n1, . . . , nd−1 ∈ N tais que
G = ⟨x, g1n1, . . . , gd−1nd−1⟩. Por outro lado, ⟨y, g1n1, . . . , gd−1nd−1⟩ ≤ M, já que y ∈ M.
Portanto, x ≡(d)

m y. Pela arbitrariedade de x e y, concluímos que ≡(d)
m ⊆≡(d+1)

m , e o lema
segue.

Notemos que se d(M) < d(G) para todo subgrupo maximal M de G, então G é
eficientemente gerado. De fato, caso contrário, existe x /∈ Φ(G) tal que d{x}(G) =

d(G). Dado que x /∈ Φ(G), existe um subgrupo maximal M de G tal que x /∈ M.
Escolhendo z1, . . . , zd ∈ M tais que ⟨z1, . . . , zd⟩ = M (onde d = d(M)), temos
M < ⟨x, z1, . . . , zd⟩ ≤ G donde, pela maximalidade de M, ⟨x, z1, . . . , zd⟩ = G, e, as-
sim, d ≥ d{x}(G). Daí,

d(G) = d{x}(G) ≤ d(M) < d(G),

um absurdo. Portanto, G é eficientemente gerado.

Corolário 3.2.19. Se d(M) < d(G) para todo subgrupo maximal M de G, então ψ(G) =

d(G).

Demonstração. Sendo m̃(G) o máximo de νM/N(G/N) sobre todos os subgrupos maxi-
mais M de G (onde N = MG), temos que m̃(G) = νM/N(G/N) para algum subgrupo
maximal M de G. Mas sabemos que νM/N(G/N) ≤ d(M/N), logo

m̃(G) ≤ d(M/N) ≤ d(M) < d(G).

Além disso, como observado acima, G é eficientemente gerado, portanto o Lema 3.2.18
nos fornece que ψ(G) = d(G).
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Lema 3.2.20. Seja G um grupo solúvel finito. Se G é eficientemente gerado, então
m̃(G) < d(G).

Demonstração. Pela definição de m̃(G), é suficiente provar que d(M/MG) < d(G) =: d,
para todo subgrupo maximal M de G. Assumamos o contrário, ou seja, que existe um
subgrupo maximal M de G tal que d(M/N) ≥ d (onde N = MG). Com o argumento
usado na demonstração do Corolário 3.2.12, existe um subgrupo normal A de G tal
que A/N é não trivial e é complementado por M/N em G/N. Como Φ(G) ≤ M,
temos Φ(G) ≤ N, e visto que A/N é não trivial, obtemos que Φ(G) < A. Assim, seja
a ∈ A \ Φ(G). Sabemos que d{a}(G) ∈ {d − 1, d}. Se d{a}(G) = d − 1, então existem
z1, . . . , zd−1 ∈ G tais que G = ⟨a, z1, . . . , zd−1⟩. Daí, G/A = ⟨Az1, . . . , Azd−1⟩ donde
d(G/A) ≤ d − 1. Por outro lado,

G
A

∼=
G/N
A/N

=
M/N · A/N

A/N
∼=

M/N
M/N ∩ A/N

∼=
M/N
{1}

∼=
M
N

,

o que nos fornece d(G/A) = d(M/N) ≥ d, uma contradição. Com isso, d{a}(G) =

d. Mas isto contradiz a hipótese de que G é eficientemente gerado. Portanto,
m̃(G) < d(G).

O seguinte resultado segue imediatamente dos Lemas 3.2.17, 3.2.18 e 3.2.20.

Corolário 3.2.21. Seja G um grupo solúvel finito. Então ψ(G) = d(G) se, e somente se, G é
eficientemente gerado.

Observação 3.2.22. Um grupo finito G é eficientemente gerado se, e somente se, G/Φ(G)

é eficientemente gerado. De fato, seja F = Φ(G). Como visto no Exemplo 2.2.3,
d(G) = d(G/F), e com o mesmo argumento, dados x ∈ G e Y ⊆ G, ⟨x, Y⟩ = G se, e
somente se, ⟨Fx, Y⟩ = G/F (onde Y = {Fy | y ∈ Y}), ou seja,

d{x}(G) = d{Fx}(G/F),

para todo x ∈ G. Portanto, d{x}(G) = d(G) se, e somente se, d{Fx}(G/F) = d(G/F), e a
observação segue.

Assim, feito os estudos preliminares, vamos finalizar esta seção demonstrando o
Teorema C, o qual nos dá uma caracterização dos grupos solúveis eficientemente gera-
dos. Mais precisamente,

Teorema C. Um grupo solúvel finito G satisfaz ψ(G) = d(G) se, e somente se, ou G é um
p-grupo finito, ou existe um espaço vetorial finito V, um subgrupo solúvel irredutível não
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trivial H de Aut(V) e um inteiro d > d(H) tal que

G/Φ(G) ∼= Vr(d−2)+1 ⋊ H,

sendo r a dimensão de V sobre EndH(V) e H age da mesma maneira em cada um dos
r(d − 2) + 1 fatores.

Demonstração. Suponhamos que G é um grupo solúvel com ψ(G) = d(G). Sejam
d = d(G) e F = Φ(G). Pelo Corolário 3.2.21, G é eficientemente gerado. Seja A/F
um subgrupo normal não trivial de G/F. Temos que F < A e d

(
G/F
A/F

)
= d(G/A).

Pelo argumento usado na demonstração do Lema 3.2.20, obtemos que d(G/A) < d,
e, portanto, d

(
G/F
A/F

)
< d. Por outro lado, d(G/F) = d(G) = d. Ou seja, G/F tem

a propriedade que todo quociente próprio pode ser gerado por d − 1 elementos, mas
G/F não. Vamos então dividir em dois casos.

Caso 1. Quando d = 2: neste caso, d − 1 = 1 e, pelo Teorema A, temos que ou
G/F ∼= Cp × Cp para algum primo p, ou G/F é primitivo monolítico com socle M cujo
quociente é cíclico. A primeira ocorrência implica que G é um p-grupo finito, pela Pro-
posição 1.5.8. Assumamos então que G/F é primitivo monolítico com M = soc(G/F).
Dado que G é solúvel, temos, pela Proposição 1.4.6, que M é abeliano elementar de
modo que este pode ser visto como um espaço vetorial sobre Zp para algum primo p,
pela Proposição 1.3.6. Ou seja, M ∼= Cn

p para algum n. Lembremos que, pela Proposi-
ção 1.5.11, M admite um complemento em G/F; vamos denotá-lo por H. Desse modo,
temos que

G/F ∼= M ⋊ H,

onde H age em M por conjugação. Se H é trivial, então G/F = M ∼= Cp (porque
G/F é simples) donde novamente G é um p-grupo finito, pela Proposição 1.5.8. Mas se
H ̸= {1}, então H é um subgrupo solúvel irredutível de Aut(M), como veremos com
mais detalhes no próximo caso. E além disso, d(H) = d((G/F)/M) = 1 < 2 = d, uma
vez que o quociente (G/F)/M é cíclico.

Caso 2. Quando d > 2: temos agora que d − 1 ≥ 2. Dado que G é solúvel, o
Teorema A nos fornece que

G/F ∼= Lk,

onde k = f (L, d − 1) e L = MH com H ≤ L, M ∩ H = {1} e M o único subgrupo
normal minimal de L; além disso, M é abeliano. Lembremos que, pelo Lema 2.3.3,
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Lk = Mk · diag(Hk) com Mk ∩ diag(Hk) = {1}, ou seja,

Lk
∼= Mk ⋊ H,

e H age da mesma maneira em cada um dos k fatores (por conjugação). Pelas Pro-
posições 1.3.6 e 1.4.6, M pode ser visto como um espaço vetorial sobre Zp para algum
primo p, isto é, M ∼= Cn

p para algum n. Se H = {1}, então L = M ∼= Cp e Lk
∼= Mk ∼= Ck

p

donde G/F é um p-grupo finito. Neste caso, pela Proposição 1.5.8, segue-se que G é
um p-grupo finito.

Assim, assumamos que H ̸= {1}. Consideremos φ : H → Aut(M) a ação por
conjugação, e vamos mostrar que esta é injetiva. Para isto, sejam N = ker(φ) ⊴ H,
x ∈ N e l = mh ∈ L. Como x ∈ N, temos xm = mx de modo que

xl = xmh = xh ∈ N,

pois N ⊴ H. Ou seja, N ⊴ L. Agora, se N ̸= {1}, então M ⊆ N, já que M é o único
subgrupo normal minimal de L. Daí, M ⊆ H e M ∩ H = M ̸= {1}, um absurdo. Por-
tanto, φ é injetiva e H pode ser visto como um subgrupo de Aut(M). Pela Proposição
2.3.2,

H ∼= L/M ∼= Lk/Mk

é um subgrupo solúvel, pois G é solúvel e G/F ∼= Lk. Também, dado que M é um
subgrupo normal minimal de L, segue-se que H é um subgrupo irredutível de Aut(M).
Vamos mostrar que d > d(H). Com efeito, seja T = Mk. Temos

d(H) = d(L/M) = d(Lk/T).

Além disso, existe um isomorfismo σ : Lk → G̃ (onde G̃ = G/F), e este induz o
isomorfismo σ : Lk/T → G̃/Tσ dado por

(Tx)σ = Tσxσ, sempre que x ∈ Lk.

Temos que T é não trivial (pois M ̸= {1}), logo Tσ é também não trivial, já que σ é um
isomorfismo. Portanto, pela propriedade de G̃,

d(H) = d(Lk/T) = d(G̃/Tσ) ≤ d − 1 < d.

Com isso, d(L) < d, pois, pelo Teorema 2.2.9, d(L) = max{2, d(H)}, e por hipótese
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d > 2.

Agora, pelo Lema 3.1.4, H é um subgrupo maximal de L. Também, o cora-
ção normal HL é trivial, pois, caso contrário, este conteria M (já que HL ⊴ L) e
HL ∩ M = M ̸= {1}, um absurdo porque HL ∩ M ≤ H ∩ M = {1}. Pela Observa-
ção 2.1.15, todos os complementos para M em L são conjugados a H. Desse modo, o
número de complementos para M em L é dado por [L : NL(H)] (vide Exemplo 1.2.2).
Uma vez que H é não trivial e HL = {1}, temos H ⋬ L. Pela maximalidade de H,
segue-se que NL(H) = H e

[L : NL(H)] = [L : H] = |M|.

Dessarte, pela Observação 2.4.6,

k = f (L, d − 1) = 1 + logq(|M|d−2),

onde q = |EndL(M)| = |EndH(M)|. Por outro lado, sendo r a dimensão de M sobre
EndH(M) (notemos que M pode ser visto como um espaço vetorial sobre EndH(M),
definindo a soma de dois vetores como o produto destes em M, e o produto escalar γm
sendo mγ, para γ ∈ EndH(M) e m ∈ M arbitrários), temos que |M| = qr de maneira
que |M|d−2 = qr(d−2) e k = r(d − 2) + 1. Portanto,

G/F ∼= Lr(d−2)+1
∼= Mr(d−2)+1 ⋊ H.

Em ambos os casos, basta considerar V = M, e, assim, concluímos a primeira parte
do teorema.

Reciprocamente, se G é um p-grupo finito, então G é eficientemente gerado, pela
Proposição 3.2.16, donde ψ(G) = d(G), pelo Corolário 3.2.21. Assim, pela Observa-
ção 3.2.22, é suficiente provar que se H é um subgrupo solúvel irredutível não tri-
vial (d − 1)-gerado de Aut(V) e r é a dimensão de V sobre F = EndH(V), então
X = Vr(d−2)+1 ⋊ H é eficientemente gerado. Primeiro, afirmamos que d(X) = d. Com
efeito, temos por hipótese que H age da mesma maneira em cada um dos r(d − 2) + 1
fatores. Então, consideremos L = V ⋊ H. Uma vez que H é um subgrupo irredutível
de Aut(V), temos que V é normal minimal em L. Além disso, CL(V) = V, pois se
(v, h) ∈ CL(V), então

(xh, 0) = ((v + x − v)h, 0) = (x, 0)(v,h) = (x, 0)
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para todo x ∈ V de modo que xh = x para todo x ∈ V, e, consequentemente, h = idV e
(v, h) ∈ V. Portanto, V é o único subgrupo normal minimal de L, isto é, L é monolítico.
Por conseguinte, L é primitivo, pois Φ(L) = {1}, uma vez que H complementa V em
L e isto implica em V ⊈ Φ(L) (vide Observação 1.5.12).

Sejam k = r(d − 2) e (l1, . . . , lk+1) ∈ Lk+1, então existem v1, . . . , vk+1 ∈ V e
h1, . . . , hk+1 ∈ H tais que

(l1, . . . , lk+1) = ((v1, h1), . . . , (vk+1, hk+1)).

Pela definição de Lk+1,

(v1, h1) ≡ · · · ≡ (vk+1, hk+1) mod V,

ou seja,
(0, h1) ≡ · · · ≡ (0, hk+1) mod V e h1 = · · · = hk+1,

pois V ∩ H = {0}. Com isso, definamos φ : Lk+1 → X por

((v1, h), . . . , (vk+1, h))φ = ((v1, . . . , vk+1), h), sempre que v1, . . . , vk+1 ∈ V, h ∈ H.

Claramente, φ é uma bijeção. Vamos mostrar que φ é um homomorfismo. Sejam
u1, v1, . . . , uk+1, vk+1 ∈ V e h, h′ ∈ H arbitrários. Temos

((u1, h), . . . , (uk+1, h)) · ((v1, h′), . . . , (vk+1, h′))

= ((u1 + vh−1

1 , hh′), . . . , (uk+1 + vh−1

k+1, hh′))
φ7−→ ((u1 + vh−1

1 , . . . , uk+1 + vh−1

k+1), hh′)

= ((u1, . . . , uk+1) + (vh−1

1 , . . . , vh−1

k+1), hh′) = ((u1, . . . , uk+1) + (v1, . . . , vk+1)
h−1

, hh′)

= ((u1, . . . , uk+1), h)((v1, . . . , vk+1), h′).

Portanto, φ é um isomorfismo e X ∼= Lk+1. Agora, por hipótese d > d(H) e H ̸= {1},
logo d > 1. Pelo Teorema 2.2.9, d(L) = max{2, d(H)}. Se d = 2, então X = L de
maneira que

d(X) = d(L) = 2 = d,

e acabamos. Assumamos então que d > 2; logo, d(L) < d. Novamente, vamos usar a
Observação 2.4.6. Temos que

f (L, d − 1) = 1 + logq(|V|d−2) = 1 + logq(q
r(d−2)) = 1 + r(d − 2) = k + 1,



3.2 Grupos Solúveis com ψ(G) = d(G) 115

onde q = |F|. Pela definição de f , isto significa que

d(Lk) = d − 1 < d(Lk+1).

Mas sabemos que d(Lk+1) ≤ d(Lk) + 1, logo

d(X) = d(Lk+1) = d,

e a afirmação segue.

Para concluir que X é eficientemente gerado, vamos mostrar que d{x}(X) ≤ d − 1
para todo x ̸= 1. Suponhamos primeiramente que d = 2: neste caso, precisamos
mostrar que d{x}(X) ≤ 1 para todo x ̸= 1. Seja então um tal elemento x ∈ X. Pelo
Lema 3.1.4, H é um subgrupo maximal de X. Por um argumento feito anteriormente,
temos que HX = {1}. Dessa forma, x /∈ HX de sorte que existe um conjugado de H em
X o qual não contém x, digamos Hw com w ∈ V. Uma vez que H é maximal, obtemos
que Hw também o é, e, consequentemente, ⟨x, Hw⟩ = X. Sendo h um gerador de H,
temos que ⟨x, hw⟩ = ⟨x, Hw⟩; portanto, X = ⟨x, hw⟩ e d{x}(X) ≤ 1.

Agora, consideremos d > 2. Seja n = r(d− 2) + 1. Fixemos um elemento não trivial
x = ((v1, . . . , vn), h) ∈ X, e sejam a = dimF CV(h) e b = n − dimF⟨[V, h], v1, . . . , vn⟩+
dimF[V, h]. Notemos que n > dimF⟨[V, h], v1, . . . , vn⟩. De fato, caso contrário,
r(d − 2) + 1 = n ≤ r (visto que ⟨[V, h], v1, . . . , vn⟩ é um F-subespaço vetorial de V)
de modo que r(d − 3) + 1 ≤ 0, um absurdo pois d > 2. Portanto, b > 0. Pelo Lema
3.1.5,

PX,Vn({x}, d − 1) =
(

1 − qa

qr(d−1)

)(
1 − qa+1

qr(d−1)

)
· · ·
(

1 − qa+b−1

qr(d−1)

)
, (3.8)

onde cada fator deste produto é não negativo. Além disso, pela Proposição 3.1.3,

PX({x}, d − 1) = PX/Vn({Vnx}, d − 1) · PX,Vn({x}, d − 1),

e notemos que

d{x}(X) ≤ d − 1 ⇔ ϕX({x}, d − 1) > 0 ⇔ PX({x}, d − 1) > 0.

Temos que X/Vn ∼= H. Se y é a imagem de Vnx por meio do isomorfismo associado,
então

PX/Vn({Vnx}, d − 1) = PH({y}, d − 1) > 0,
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pois H é (d − 1)-gerado e isto implica ϕH({y}, d − 1) > 0.

Assim, resta analisar quando PX,Vn({x}, d − 1) > 0. Como visto em (3.8),

1 − qa+j/qr(d−1) ≥ 0

para todo j ∈ {0, 1, . . . , a + b − 1}, logo a + j ≤ r(d − 1) para todo
j ∈ {0, 1, . . . , a + b − 1}. Se a + b − 1 = r(d − 1), então 1 − qa+b−1/qr(d−1) = 0
e PX,Vn({x}, d − 1) = 0. Por outro lado, se PX,Vn({x}, d − 1) = 0, então existe
j ∈ {0, 1, . . . , a + b − 1} tal que a + j = r(d − 1). Mas

r(d − 1) = a + j ≤ a + b − 1 ≤ r(d − 1),

o que implica a + b − 1 = r(d − 1). Portanto,

d{x}(X) ≤ d − 1 ⇔ PX,Vn({x}, d − 1) > 0 ⇔ a + b − 1 < r(d − 1).

Em seguida, se h ̸= 1, então CV(h) ̸= V donde a ≤ r − 1. Também, b ≤ n pois
dimF[V, h] ≤ dimF⟨[V, h], v1, . . . , vn⟩. Se h = 1, então CV(h) = V e a = r. E
dimF⟨[V, h], v1, . . . , vn⟩ = dimF⟨v1, . . . , vn⟩ ≥ 1, já que x = ((v1, . . . , vn), h) é um ele-
mento não trivial. Em qualquer caso,

a + b − 1 ≤ r + n − 2 = r + r(d − 2)− 1 = r(d − 1)− 1 < r(d − 1).

Isto completa a prova do Teorema.



Apêndice

Daremos aqui uma demonstração alternativa do fato de que a sequência
d(S), d(S2), . . . , d(Sn), . . . é ilimitada, para S um grupo simples não abeliano finito.
Lembramos que isso foi visto como uma consequência imediata da Proposição 2.3.8.

Primeiramente, vamos mostrar que, dado n ∈ Z+, os subgrupos maximais de Sn

são de dois tipos:

1) Produto: dado i ∈ {1, . . . , n},

S × · · · × S × K × S × · · · × S,

com K um subgrupo maximal de S na i-ésima entrada.

2) Diagonal: dados i ̸= j em {1, . . . , n}, e dado φ ∈ Aut(S),

∆φ,i,j = {(s1, . . . , sn) ∈ Sn | sφ
i = sj}.

Com efeito, sejam G = Sn = S1 × S2 × · · · × Sn e M um subgrupo maximal de G. Para
cada i ∈ {1, . . . , n}, consideremos as i-ésimas projeções πi : Sn → S. Se existe algum
i para o qual Mπi ̸= S, então Mπi ≤ Ki, para algum subgrupo maximal Ki de S, de
forma que

M ≤ S1 × S2 × · · · × Si−1 × Ki × Si+1 × · · · × Sn.

Notemos que vale na verdade a igualdade, já que M é maximal em G. Assim, assuma-
mos que todas as projeções π1, . . . , πn restritas a M sejam sobrejetivas. Suponhamos o
caso n = 2 verdadeiro e consideremos então n > 2. Seja N = MG ⊴ G. Pelo Lema
2.4.1, N é um produto de alguns dos fatores S1, . . . , Sn. Temos que N não pode ser um
produto de n − 1 fatores, pois, caso contrário, M ≥ N conteria o outro fator restante
(visto que as projeções restritas a M são sobrejetivas) de modo que M = G, uma con-
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tradição. Também, notemos que M/N é maximal em G/N com coração normal trivial
(vide Lema 3.2.8), isto é, G/N é um grupo primitivo. Pela Proposição 2.1.16, G/N
admite no máximo dois subgrupos normais minimais, logo N é da forma

N = S1 × · · · × Si−1 × {1} × Si+1 × · · · × Sj−1 × {1} × Sj+1 × · · · × Sn,

para certos i ̸= j em {1, . . . , n}, e G/N ∼= S × S pelo isomorfismo ψ : G/N → S × S
dado por

N(s1, . . . , sn)
ψ7−→ (si, sj), sempre que (s1, . . . , sn) ∈ G.

Agora, observamos que (M/N)ψ é um subgrupo maximal de S × S. Este não pode ser
da forma K × S nem S × K, com K um subgrupo maximal de S. De fato, suponhamos
por exemplo que (M/N)ψ = K × S, sendo K maximal em S. Seja ti ∈ S \ K. Como
Mπi=S, existe um elemento (s1, . . . , si−1, ti, si+1, . . . , sn) ∈ M de sorte que

(N(s1, . . . , si−1, ti, si+1, . . . , sn))
ψ = (ti, sj) /∈ K × S,

um absurdo. Portanto, usando o caso n = 2, concluímos que existe um isomorfismo
φ : S → S tal que (M/N)ψ = ∆φ = {(x, y) ∈ S × S | xφ = y}. Daí,

M/N = (∆φ)
ψ−1

= {Ng | g ∈ G e (gπi)φ = gπj} = ∆φ,i,j/N

donde M = ∆φ,i,j. Dessarte, vamos nos concentrar em provar o caso n = 2, ou seja,
G = S1 × S2 com Mπ1 = Mπ2 = S. Primeiro, observamos que S1 = S1 × {1} não
está contido em M. Para ver isto, suponhamos o contrário, e seja s ∈ S. Dado que
Mπ2 = S, existe t ∈ S tal que (t, s) ∈ M. Por outro lado, (t, 1) ∈ M porque S1 ≤ M.
Consequentemente

(1, s) = (t, s) · (t, 1)−1 ∈ M.

Pela arbitrariedade de s, segue-se que M contém S2, e, portanto, M = G, uma contra-
dição. Analogamente, S2 não está contido em M. Agora, temos que S1 ∩ M ⊴ S1. Com
efeito, sejam (a, 1) ∈ S1 ∩ M e (s, 1) ∈ S1. Dado que Mπ1 = S, obtemos um elemento
da forma (s, b) em M. Daí,

M ∋ (s, b) · (a, 1) · (s, b)−1 = (sas−1, 1) ∈ S1

donde (a, 1)(s,1) ∈ S1 ∩ M. Uma vez que S1 é um grupo simples, segue-se que S1 ∩ M
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é trivial, haja vista que S1 ⊈ M. Da mesma forma, S2 ∩ M é também trivial. Seja
s ∈ S. Temos que existe m ∈ M tal que mπ1 = s. Com isso, ponhamos sφ := mπ2 .
Afirmamos que φ : S → S é um isomorfismo. De fato, temos que φ está bem definida:
se m1, m2 ∈ M são tais que mπ1 = mπ2 = s, então

(m1 · m−1
2 )π1 = mπ1

1 (mπ1
2 )−1 = ss−1 = 1

de maneira que m1 · m−1
2 ∈ S2 ∩ M = {1}; consequentemente, m1 = m2 e mπ2

1 = mπ2
2 .

Também, φ é injetiva: sejam s1, s2 ∈ S com sφ
1 = sφ

2 . Pela definição de φ, existem
elementos m1 = (x, y) e m2 = (u, v) de M tais que s1 = mπ1

1 e s2 = mπ1
2 , isto é, s1 = x e

s2 = u. E
y = mπ2

1 = sφ
1 = sφ

2 = mπ2
2 = v.

Assim,
(xu−1, 1) = (x, y) · (u, v)−1 = m1m−1

2 ∈ S1 ∩ M = {1}

de forma que x = u e s1 = s2. Logo, φ é de fato injetiva. Agora, sejam s1, s2 ∈ S
arbitrários. Temos que existem m1, m2 ∈ M tais que mπ1

1 = s1 e mπ1
2 = s2. Observamos

que s1s2 = mπ1
1 mπ1

2 = (m1 · m2)
π1 , logo

(s1s2)
φ = (m1 · m2)

π2 = mπ2
1 mπ2

2 = sφ
1 sφ

2 .

Portanto, φ é um homomorfismo. Por fim, seja t ∈ S arbitrário. Dado que Mπ2 = S,
existe m = (s, t) ∈ M. Daí s = mπ1 de modo que t = mπ2 = sφ. Ou seja, φ é sobrejetiva.
Concluímos, assim, que φ é um isomorfismo, e a afirmação segue. Por construção,

M ≤ ∆φ = {(x, y) ∈ G | xφ = y}.

Dado que M é maximal em G, obtemos que M = ∆φ, encerrando a demonstração do
caso n = 2, como queríamos.

Vamos nos concentrar agora em mostrar que a sequência d(S), d(S2), . . . , d(Sn), . . .
é ilimitada. Sejam m um inteiro positivo e

y1 = (x11, x12, . . . , x1i, . . . , x1j, . . . , x1n)

y2 = (x21, x22, . . . , x2i, . . . , x2j, . . . , x2n)

...

ym = (xm1, xm2, . . . , xmi, . . . , xmj, . . . , xmn)
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m elementos de Sn. Dizemos que as colunas Ci = [x1i x2i · · · xmi] e Cj = [x1j x2j · · · xmj]

estão na mesma Aut(S)-órbita se Cφ
i = Cj, para algum φ ∈ Aut(S), isto é, xkj = xφ

ki
para todo k ∈ {1, . . . , m}. Afirmamos que ⟨y1, . . . , ym⟩ = Sn se, e somente se, cada
uma das colunas C1, . . . , Cn gera S e duas quaisquer destas estão em Aut(S)-órbitas
distintas. De fato, assumamos que ⟨y1, . . . , ym⟩ = Sn e que exista i ∈ {1, . . . , n} tal que
Ci = [x1i x2i · · · xmi] não gere S. Dessa forma, existe um subgrupo maximal M de S
com x1i, x2i, . . . , xmi ∈ M de modo que

⟨y1, . . . , ym⟩ ≤ S × · · · × S × M × S × · · · × S < Sn,

um absurdo. Assim, cada coluna gera S. Por outro lado, se existissem i ̸= j em
{1, . . . , n} e φ ∈ Aut(S) tais que Cj = Cφ

i , então

⟨y1, . . . , ym⟩ ≤ ∆φ,i,j < Sn,

novamente um absurdo. Ou seja, duas quaisquer colunas estão em Aut(S)-
órbitas distintas. A recíproca se argumenta de forma parecida: basta supor que
⟨y1, . . . , ym⟩ ̸= G, logo existirá um subgrupo maximal H de Sn que contém y1, . . . , ym.
Se H for do tipo produto, então vamos obter uma coluna que não gera S; e se H for
do tipo diagonal, chegaremos a duas colunas na mesma Aut(S)-órbita. Portanto, a
afirmação segue.

Seja m um inteiro maior ou igual a 2. Vamos mostrar que

f (S, m) = 1 +
ϕS(m)

|Aut(S)| ,

sendo f a função estudada no Capítulo 2. Com efeito, queremos o maior valor de
n para o qual d(Sn) = m < d(Sn+1). Isto equivale a determinar o maior número
de colunas (m-uplas de elementos de S) satisfazendo as duas condições da afirmação
provada acima. Seja S o conjunto das m-uplas (t1, . . . , tm) ∈ Sm tais que ⟨t1, . . . , tm⟩ =
S. Como visto no Exemplo 2.4.7, Aut(S) age de maneira natural em S por

((t1, . . . , tm), φ) 7→ (tφ
1 , . . . , tφ

m),

e todas as órbitas têm cardinalidade |Aut(S)|. Desse modo, sendo n o número de órbi-
tas dessa ação, temos que n = ϕS(m)/|Aut(S)|. Tomando uma m-upla de cada órbita e
colocando estas m-uplas em forma de colunas, obtemos uma matriz m × n, onde as m
linhas geram Sn, pois duas quaisquer dessas colunas estão em Aut(S)-órbitas distintas.
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Ou seja, Sn é m-gerado. E Sn+1 não é m-gerado pois caso contrário a ação acima teria
mais do que n órbitas. Portanto, f (S, m) = 1 + ϕS(m)/|Aut(S)|.

Por fim, se d(S), d(S2), . . . , d(Sn), . . . fosse limitada, então existiria m ≥ 2 tal que
d(Sn) ≤ m para todo n ∈ Z+. Mas tomando k = ϕS(m)/|Aut(S)|, teríamos, como
acabamos de ver, que d(Sk+1) > m, uma contradição. Concluímos, assim, que d(Sn)

tende a infinito com n, como queríamos demonstrar.
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