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Resumo

Uma superficie minima singular M no espago Euclidiano R? é uma superficie cuja curvatura

(N,a)
(p,a)

nulo de R? e N é o vetor normal unitério de M em p. Superficies minimas singulares sao pontos

média satisfaz 2H = o

, em que o € uma constante real, p € M, a € um vetor fixo ndo

criticos de um determinado funcional energia e também sdo dadas por superficies minimas em
(R3, g), em que g pertence a uma classe de métricas conformes a métrica Euclidiana. Baseado
no artigo Lopez [Ann. Global Anal. Geom. 53 (2018)], apresentamos nesta dissertacdo um
estudo de superficies minimas singulares invariantes sob as ac¢des de dois tipos de grupos a

1-parimetro de movimentos rigidos de R?, a saber, o grupo de rotacdes e o grupo de translacdes.

Palavras-chave: Superficies minimas singulares, superficies cilindricas, superficies de rotacao.



Abstract

A minimal singular surface M in Euclidean space R? is a surface whose mean curvature
(N,a)

(p,a)
unit normal vector of M in p. Singular minimal surfaces are critical points of a determined

satisfies 2H = o , where « is a real constant, p € M, a is a fixed vector of R3, N is the

functional energy and they are also given by minimal surfaces in (]R3,g), where g belongs to a
class of metrics conformal to the Euclidean metric. Based on the article Lopez [Ann. Global
Anal. Geom. 53 (2018)], we present in this dissertation a study of singular minimal surfaces
that are invariant by two types of uniparametric groups of rigid motions of R>, namely, the

rotation group and the translation group.

Keywords: Singular minimal surfaces, cylindrical surfaces, rotational surfaces.
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Introducao

De acordo com Lépez [20], desde o inicio do século XIX matematicos como Lagrange,
Poisson, Cisa de Gresy, desenvolveram estudos na busca de estabelecer a equagado diferencial
que determina uma superficie S com bordo C e drea A, onde S esta suspensa pelo seu proprio
peso (supondo que S seja feito de um material flexivel e de densidade uniforme o por unidade
de drea). Sob o efeito do peso, a superficie S atinge um ponto de equilibrio quando a altura de
seu centro de gravidade é um extremo local. Poisson em particular considerou superficies que
sdo expostas a arbitrario campo de for¢as F = (X,Y,Z). Um caso especifico é dado quando o
campo de forca € induzido pelo campo vertical gravitacional, i.e, X =Y =0e Z = g0, onde
g denota a constante gravitacional e o € a densidade de S. Quando a superficie € dado pelo
grafico de uma fung@o z = u(x,y) definida sobre um dominio Q C R?, a equagao obtida para

tal modelo assumindo go = 1 é dada por

Vu 1
= ) 1
V<\/1+|Vu|2) ur/1+ | Vu |? M

Seguindo a terminologia Dierkes em [9], dizemos que z = u(x,y), solugdo de (1), fornece o

grafico de uma Superficie minima singular.

Particularmente, Poisson observou que se uma funcio u# de uma Unica varidvel x € solugdao

de (1), entdo (1) é reduzida a

u' ! 1
— | = —, 2
(\/1+u’2) V1+u? @
que pode ser escrita como

= 3)
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cuja solucdo é uma catendria u(x) = %Cosh(cx +d), c¢#0,c,d € R. Tal fato motivou novas
investigacdes sobre a catendria 2-dimensional nos anos de 1980 e 1990, veja [2], [10], [21].
No caso bidimensional da catendria, como indicado por Lépez [18], uma superficie dada pelo
grafico de uma func¢do que satisfaz (1) € descrita por uma superficie de massa constante em
equilibrio, suspensa a partir de uma curva e pendurada sob o seu proprio peso que € atinge seu
centro de gravidade no ponto mais baixo.

Introduzindo um parametro & na equagdo (1) da forma

Vu o
= . 4
V<\/1+\Vu]2> uy/14 | Vu |? @

As superficies dadas por graficos de solucdes de (4) s@o conhecidas na literatura como superfi-

cies singulares o--minimas. Dada uma direcdo a € R? e definindo os conjuntos

Ry(a)={p R’ : (p,a) =0}, Ri(a)={peR’:(p,a)>0}

tem-se uma defini¢do mais geral de superficie singular o-minima M. Seja M C Ri(a) uma
superficie regular suave orientada, M € uma superficie o.-minima com relacdo a um vetor a se

satisfaz a seguinte equacdo em termos da curvatura média

(N(p),a)

2H(p) =« )

, PEM, (5)
onde N € o campo de vetores normais unitdrios.

A introducdo deste novo parametro ¢ e do vetor a é interessante, pois assim s@o obtidos, de

(5), os seguintes casos cldssicos de superficies M C R3.
* Sea =0entdo H(p) =0VYp € M, logo M é uma superficie minima.
« Sea=—2ea=(0,0,1), M é uma superficie minima no espaco hiperb6lico H-.
* Sea=1ea=(0,0,1), obtemos o caso bidimensional andlogo da catendria.

Uma superficie M, solucdo de (5), € um ponto critico do seguinte funcional

M) = [ (p.a)am, ©)
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definido na literatura segundo Lopez [17] como energia potencial de M na direcdo de a e peso
a.

onde dM ¢é a medida sobre M induzida pelo produto interno. Recentemente, Rafael Lopez
estudou a relac@o entre a geometria de uma superficie minima singular compacta e a geometria
do seu bordo, veja [16]. Além disso, existem outros trabalhos nesta direcao devidos a Rafael

Lopez, Keyper e Ulrich Dierkes, para mais interesse veja [17],[18],[19],[11], [15].

Neste trabalho serd apresentado um estudo de superficies minimas singulares baseado
principalmente no trabalho de Rafael Lopez em [17], onde foram classificadas superficies

minimas singulares que sao invariantes por grupos a 1-parametros de translacdo e rotacao.

* O capitulo 1 é de preliminares, onde se apresentardo resultados, notagdes e conceitos

basicos necessarios para a compreensao do texto.

* No segundo capitulo, serd dada a defini¢do de superficie minima singular e a sua respec-
tiva equacado diferencial. Na segunda secdo mostraremos que uma superficie que satisfaz
(5) é um ponto critico do funcional (6). Na terceira sec@o se provara que uma superficie
minima singular € uma superficie minima no espago hiperbdlico H’ quando o = —2.
De modo geral, serd demostrado que uma superficie minima singular é uma superficie

minima em um espago conforme.

* No terceiro capitulo, serdo estudadas superficies minimas singulares que sao cilindros
generalizados, serd provado que as tnicas superficies cilindricas o.-minimas com relag@o
a direcdo a sdo planos paralelos a a ou cilindros o-catendrios. Ademais, conheceremos

algumas das caracterizacdes geométricas das o-catendrias dependendo do sinal de «.

* No capitulo 4, serdo abordados alguns resultados sobre a classificacao de superficies
de rotacdo o-minimas em relacdo a um vetor a. Na primeira se¢do do capitulo 4 serda
apresentado um resultado de caraterizacdo para superficies -minimas de rotacdo em
torno de um eixo L. Na segunda e terceira parte serdo estudados superficies a-minimas
de revolucdo tais que a e L sdo paralelos e tais que L e a sdo ortogonais. Na dltima se¢ao

vai ser provado que as superficies helicoidais o-minimas sao superficies de rotagao.

* No ultimo capitulo, sera usado o principio do méximo para superficies a-minimas para,
assim obter algum controle das superficies o.-minimas quando o é negativo. Particu-
larmente, vai ser provado um teorema que mostra que nao existem graficos inteiros

o-minimos se o < 0.



Capitulo 1
Conceitos Basicos

Neste capitulo, serdo apresentadas notagdes, conceitos e resultados basicos que serdo
necessdrios para compreensao e desenvolvimento dos resultados demonstrados nos capitulos

subsequentes deste trabalho.

1.1 Curvas planas e superficies regulares

Nesta secdo serdo estabelecidos resultados bdsicos e notacdes sobre curvas planas e superfi-
cies. Nossas principais referéncias sao os livros [3, 26]. Comecamos abordando brevemente as

curvas em RZ.

Definicao 1.1. Uma curva plana diferencidvel parametrizada € uma aplicacdo diferencidvel

y: 1 — R?. Dizemos ainda que

1. yé regular se o seu vetor tangente ¥/ (¢) é ndo-nulo para todo ¢ € I.

2. v esta parametrizada pelo comprimento de arco se € regular e se para cada ty, 1, o < t1,

tem-se

['7ol=n-n

0

Pode-se mostrar que Y estd parametrizada pelo comprimento de arco se, e somente se, para
todo ¢ € I, tem-se |/ (¢)] = 1 (confira Proposi¢do 3.4, Capitulo 1 em [26]).

Se v estd parametrizada pelo comprimento de arco, definimos o seu vetor normal unitario
em s € I pelo vetor unitdrio n(s), ortogonal a ¥ (s), de forma que {¥(s),n(s)} tem a mesma
orientacao que a base canOnica de R2. Variando, s € I temos que Y e n sdo fungdes vetoriais

diferenciaveis.
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Como ¥ € unitdrio, temos que Y’ (s) é proporcional a n(s), para todo s € I, isto &,

O fator de proporcionalidade k € chamado curvatura de y em s.
Para uma curva y(t) = (x(),y(t)), ndo necessariamente parametrizada pelo comprimento

de arco, o seu vetor normal e a sua curvatura sdo dados respectivamente por

]‘ / /
1) = e e (Y (0.0, (1)
00— 0
(O (10)7)3

(Confira Proposi¢do 4.2, Capitulo 1 em [26]).

(1.2)

Sera apresentada agora uma breve abordagem para superficies regulares de R3.

Definicao 1.2. Um subconjunto M C R? é uma superficie regular se para cada p € M, existe

uma vizinhanga V de p em R> e uma aplicacdo X : U — VN M de um aberto U de R’ tal que
1. X é diferencidvel em U.
2. X é um homeomorfismo.
3. Para todo ¢ € U a diferencial dX,, : R? — R? ¢ injetiva.

Observacdo 1.1. A derivada parcial de uma fungdo X em relacdo a uma varidvel u pode ser

) 0X
escrita na forma X,, ou —.

u

Definicdo 1.3. Dizemos que um vetor v é tangente a M, em um ponto p € M se v = o (0) para

uma curva parametrizada diferencidvel o : (—€,€) — M, com a(0) = pe € > 0.

O conjunto de vetores tangentes a M num ponto p serd chamado de plano tangente a M
em p e serd denotado por T,M, em [3] pg. 98, € provado que T,M € um subespaco vetorial de
dimensdo 2 que coincide com qu(Rz). A escolha de uma parametrizacdo X determina uma
base {X,(q),X,(q)} de T,M chamada base associada a X.

SejaM C R? uma superficie, p € M, o produto interno natural de R3 (,) induz um produto

interno no plano tangente 7,M que indicamos por (,) p» tal produto € uma forma bilinear
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simétrica que induz uma forma quadratica I, : T,M — R tal que
Ty(w) = (w,w), = w 22 0,
onde w € T,M.
Entendendo que nos referimos ao plano tangente no ponto p, omitiremos o subindice p no

produto interno restrito ao plano 7,M e serd denotado simplesmente por ().

Definicdo 1.4. A forma quadratica I, em T,,M introduzida acima € chamada a primeira forma

fundamental da superficie M C R® em p € M.

Observagdo 1.2. Pode-se expressar a primeira forma fundamental em termos da base {X,, X, }
associada a uma parametrizacdo X (u, v) em p. Dado um vetor w € T,M tangente a uma curva
parametrizada o/(¢t) = X (u(t),v(t)) onde t € (—¢,€) com p = (0) = X (ug,vp), temos que
w=a'(0) = X, (ugp,vo)u' (0) + X, (ug,vo)V'(0), assim

L,(o/(0)) = E(u')* + 2Fulv' + G(v')?,
onde os valores das funcdes E, F e G sao calculadas em t = 0 como

E(uo,VQ) = <Xu,Xu> (uo,V()), F(u(),V()) = <XM,XV> (MQ,V()), G(uo,\/‘o) = <XV,XV> (MO,V()).

Definiciio 1.5. Seja M C R? uma superficie regular, p € M, X uma parametrizacio de uma

vizinhanga de M no ponto p = X (ug,vp), 0s termos
E(”Ovv()) = <XM5XM> (MO,V()), F(MO,V()) = <XM7XV> (M(),VO), G(u07V0) = <XV7XV> (MO,VO),

serdo chamados de coeficientes da primeira forma fundamental de M no ponto p.

Observagdo 1.3. Observe que variando (u,v) em U os coeficientes da primeira forma funda-

mental sdo fungdes diferencidveis em U.

Definicao 1.6. Seja M C R? uma superficie regular, V C M um conjunto aberto de M, dize-
mos que um campo diferencidvel de vetores normais sobre V € uma aplicacdo diferencidvel

N :V — R? que associa a cada g € V um vetor normal unitdrio N (q) € R3 a Ty;M em q.
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Dada uma parametrizacdo X : U — M C R? em uma vizinhanca de p € M, temos que o

vetor normal unitario N em g = X ! (p) é determinado pela seguinte expressao

O XuAX,
| Xu A X, |

(),

onde A indica o produto vetorial usual do espaco Euclideano. O resultado anterior pode ser

verificado em [3] na Sec¢do 2.4 pigina 102.

Definicao 1.7. Dizemos que uma superficie regular M C R? ¢ orientdvel se ela admite global-

mente um campo diferencidvel N : M — R? de vetores normais unitérios.

O campo diferenciavel N também é chamado aplicacdo de Gauss. A aplicacdo de Gauss
¢ diferencidvel, logo a diferencial dN, de N em p € M € uma aplicacdo linear de T,M em
T p)Sz, onde S? ¢ a esfera unitdria em R, dado que os espagos Tp,M em Ty p)S2 sdo paralelos
em R, podemos identifica-los como espagos vetoriais, de forma que a aplicagdo pode ser

olhada como um endomorfismo em 7,,M.

Proposicao 1.1. A diferencial dN), : T,M — T,M da aplica¢do de Gauss € uma aplicacdo linear

autoadjunta.
Demonstracdo. Veja [3] pagina 165-166. ]

Como dN,, : T,M — T,M € autoadjunta, entdo dN, induz uma forma quadratica Q no
espago T,M dada por Q(w) = (dN,(w),w) onde w € T,M.

Defini¢ao 1.8. A forma quadratica /1), definida em 7,M por
1I,(w) = — (dN,y(w),w)

¢ chamada segunda forma fundamental de M em p.

Pelo fato de dN), : T,M — T,M ser autoadjunta, pode-se obter uma base ortonormal {ej, e, }

do espaco T,M tal que dNj(e1) = —kje; e dN,(ez) = —kpes (isto é, eq,ep sdo autovetores
e —ki,—ky s@o autovalores de dN,). Ademais os valores ki, ky sdo 0 mdximo e 0 minimo
(ki > k»), respetivamente, da forma quadratica Q(w) = — (dN,(w),w) sobre o circulo unitério
de T,M.

Observacdo 1.4. Os resultados da dlgebra linear usados anteriormente podem ser consultados

em [3], no apéndice do Capitulo 3, paginas 257-259.
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Definicao 1.9. As fungdes k1, k, definidas anteriormente sdo chamadas de curvaturas principais

em p, as dire¢des dadas pelos autovetores {e},e;} sdo chamadas dire¢oes principais.

Definicio 1.10. Seja p € M e seja dN, : T,M — T,M a diferencial da aplicacdo de Gauss, o
negativo da metade do trago de dN), € chamado a curvatura média de M em p. Em termos das

curvaturas principais k1, k;, pode-se escrever da seguinte forma:
1

Dada uma superficie regular M C R3 e seja X : U — M uma parametrizacdo num ponto
p €M, seja au(t) = X(u(t),v(t)) uma curva parametrizada em M, com ¢(0) = p, a segunda

forma fundamental pode ser escrita localmente da seguinte forma
1I,(a')=—(dN(a'), ) = e(u)? +2fu'v +g(v)?,

€m que
f = - <NV7XM> — <N7Xuv>7 (13)

Definicao 1.11. As fun¢des definidas em (1.3) sdo chamadas coeficientes da segunda forma

fundamental.

E possivel definir a curvatura média de uma superficie M num ponto p em termos dos

coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental.

Proposicéo 1.2. Seja M C R? uma superficie regular, p € M, sejam E, F e G os coeficientes
da primeira forma fundamental de M no ponto p, e, f e g os coeficientes da segunda forma

fundamental de M no ponto p, entdo a curvatura media € dada pela seguinte equacao

_ 1eG—2fF+gE
2 EG-F?

Demonstragcdo. Veja [3], Secdo 3.3, paginas 181-184. ]

Definicéio 1.12. Dizemos que uma superficie regular M do espaco Euclidiano R? é minima se

a sua curvatura média H é identicamente nula.
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No que segue, abordaremos duas classes importantes de superficies de R?, que serdo
fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho.

Em particular, estamos interessados em superficies ot-minimas que satisfazem uma proprie-
dade geométrica particular, isto &, ser invariantes por movimentos rigidos a 1-pardmetro em R,

a saber, o grupo de translacdes e o grupo de rotacgoes.

Vejamos as seguintes defini¢des:

Definicao 1.13. Do grupo de isometrias do espaco R? definimos os seguintes subgrupos a

I-parametro, tendo a composic¢ao de fun¢des como operagao:

1. Grupo de Translagdes em uma dire¢io w: T(w) = {T) : R> - R*: T"(p) = p+tw,t €
R}.

2. Grupo de Rotagdes em torno de um eixo w: Q(w) = {AY : R? — R?: A" é uma trans-
formagdo ortogonal que fixa o vetor w e gera uma rotagdo de um angulo 6 € [0,27) em

torno de w em relagdo a um pardmetro t = 0 4 2km, k € Z}.

Observagdo 1.5. E facil ver que a operagdo de composi¢io é bem definida nos conjuntos
anteriores, mostrando assim que dado um w € R, os conjuntos T(w) e Q(w) sdo grupos. Com
efeito, para o caso do conjunto de translacdes numa direcdo w € RR? obtemos o seguinte. Dado

h,heR,pe R? temos

T o T (p) =T, (T,) (p))
=T, (p+nw)
=p+tw+nw (1.4)
=p+(t1+6)w

= tYVthz (P )

O elemento identidade serd fornecido por 7", e dada uma translagao 7, € T(w) comt € R
o inverso multiplicativo é dado por T",. A associatividade de T(w) decorre da associatividade

da soma em R.

Para o caso do conjunto de rotagdes em torno do vetor w € R?, vamos supor, sem perda de
generalidade, que w é um vetor no eixo-z. Podemos supor este fato pela possibilidade de aplicar

um movimento rigido dado por uma transformacao ortogonal que aplica w em um multiplo do
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vetor e3, isto é, o vetor coordenado que gera o eixo-z. Além disso, sabe-se que uma rotacdo em

torno do eixo z em relacdo a um angulo 6 = 4 2k € fornecida pela matriz

cos(t) sen(t) O
A; = | —sen(r) cos(t) 0O
0 0 1

E claro que A, fixa qualquer um vetor no eixo-z, de fato

cos(t) sen(r) O\ (O 0
A O =] —sen(t) cos(r) O[|Of=]0], zeR.
Z 0 0 1 z Z

Vamos ver que a composi¢do em O(w) é uma operagio bem definida: Sejam A;,,A;, € O(w)

onde, p € R3 , temos

Ay oAy (P) =Ay (Atz (p))

cos(f,) sen(tz) O 2 p1cos(tr) + pasen(tr)
=A; | —sen(tz) cos(r) O P2 | =Ay | —pisen(tz) + pacos(r)
0 0 1/ \p3 P3

pi1(cos(t2) cos(t1) —sen(tp)sen(t;)) + p2(sen(rp) cos(t;) + cos(tz)sen(ty))

= | —picos(ty)sen(t)) +sen(ty)cos(ty) + pa(cos(tz) cos(r1) — sen(tz)sen(z;)
p3

pi1cos(ty+1))+ pasen(t) +17)

= | —pisen(t; +12) + parcos(t; +12)

p3

== At1+t2 (p)
(1.5)

O elemento identidade definido em O(w) é Ajj, e dado ¢ o elemento inverso de A;" € A”,. A
associatividade de Q(w) decorre da associatividade da soma em R.
Passemos agora as superficies que sdo invariantes sob a a¢do de cada um dos grupos

mencionados acima.
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Definico 1.14. Dizemos que uma superficie M C R* é invariante por um grupo de translacdes
numa direcdo w € R? se T, (M) C M, para todo ¢ € R. Analogamente, M ¢ invariante por um

grupo de rotagdes em torno de uma reta com diregdo w se A} (M) C M.

Definicao 1.15. Uma superficie cilindrica (ou simplesmente cilindro) € a superficie gerada por
uma reta que se move ao longo de uma curva plana (diretriz) paralelamente a uma reta fixa,
denominada geratriz. Quando a geratriz for perpendicular ao plano que contém a curva diretriz,

o cilindro € denominado cilindro reto.

Neste trabalho usaremos a seguinte parametrizagao para uma superficie cilindrica
X(u,v) = a(u)+vw, (1.6)

onde w € R, v € R, & é uma curva plana e u pertence a um intervalo I. E ficil ver que uma
superficie cilindrica parametrizada por (1.6) € invariante na dire¢ao w, i.e.,
dado 7} € T(w), temos

7" (X(u,v)) = ot(u) +vw+tw
(u)+(v+1)w (1.7)

(04
X(u,v+1).

Neste contexto, temos entdo a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.16. Uma superficie M C R3 é uma superficie cilindrica se € invariante por um

grupo a 1-parametro de translacdo.

Exemplo 1.1. M = {(x,y,z) € R*: x> +y? = 1,z € R} é uma superficie cilindrica invariante

por transla¢do na direcdo w = (0,0, 1).

Exemplo 1.2. M = {(x,y,z) € R?: ax+ by+ cz+d = 0} é invariante por translacio para
qualquer dire¢do w tal que (w, (a,b,c)) = 0.

De modo anélogo, definimos as superficies de rotacao:

Definicao 1.17. Uma superficie de rotacdo € uma superficie gerada pela rotacdo de uma
curva plana (geratriz) em torno de uma reta (eixo de rotag¢do). Nesse trabalho, usaremos uma
parametrizacao usual de uma superficie de rotagdo em torno do eixo-z, gerada por uma curva

plana o : I — R, ot(u) = (x(u),z(u)), contida no plano-xz. Tal parametrizacio serd dada por
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X (u,v) = (x(u)cos(v),x(u)sen(v),z(u)) onde v € (0,27).

Observacdo 1.6. Podemos usar esse tipo particular de parametrizagcdo de uma superficie
de rotacdo em torno do eixo z, pois € possivel fazer um movimento rigido induzido por
uma transformacgdo ortogonal em R A parametrizacao anterior facilitard as contas feitas

posteriormente.

Analogamente, as superficies de rota¢do sdo invariantes para rotagdes em torno do eixo de
rotacdo da superficie. Com efeito, dada uma parametriza¢do de uma superficie de rotacao em

torno do eixo-z, i.e,
X (u,v) = (x(u)cos(v),x(u)sen(v),z(u)), ve (0,2m).

Temos para qualquer ¢ e uma rotagdo A; em torno do eixo-z

cos(t) sen(r) O\ [x(u)cos(v)
Ai(X(u,v)) = | —sen(t) cos(t) O | x(u)sen(v)
0 0 1 Z(u

(u)
x(u)cos(v)cos(t) +x(u)sen(v)sen(t)

= | —x(u)cos(v)sen(r) +x(u)cos(t)sen(v)

(1.8)

=X(v—t+2km,v),

em que k € Z de forma que v —t + 2kx € (0,27) (caso v —¢ = 2kx para algum k € Z, basta
considerar uma mudanga de pardmetros da superficie, considerando o dominio 7 x (€,2mw + €,
para 0 < € < 2m). Logo a superficie de rotacdo gerado pela parametrizacdo X € invariante pela

rotacdo em torno do eixo-z.

Exemplo 1.3. Seja $ = {(x,y,z) € R? : x> +y? + 7> = 1} a esfera unitria, é claro que $* é

invariante por rotacdo para qualquer direcio w € R>.
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1.2 Equacoes diferenciais ordinarias

Com o objetivo de desenvolver alguns resultados sobre a teoria de superficies minimas
singulares invariantes, precisaremos entender o comportamento de algumas curvas planas.
Essas curvas serdo dadas como solugdes de equacdes diferenciais ordindrias. Sendo assim,
precisaremos também dos seguintes conceitos preliminares:

Apresentamos as seguintes defini¢des e resultados de equacdes diferenciais ordindrias

conforme [22], paginas 78-90.

Teorema 1.1. Seja E um conjunto aberto de R” ¢ f € C'(E), onde C'(E) é o conjunto de
funcdes definidas em E de classe C', entdo para cada ponto xo € E, existe um intervalo maximal

J sobre o qual o problema de valor inicial
X = f(X), X(0) =xo (1.9)

tem uma dnica solug@o x(7), i.e., se existe uma outra solucdo y(z) sobre um intervalo / para
o mesmo problema de valor inicial, entdo I C J e x(¢) = y(¢) para todo ¢ € I. Além disso, o

intervalo maximal J é um conjunto aberto, i.e., J = (a, ), para certos o, 3 € R.

Observagdo 1.7. Observe que podemos obter um resultado andlogo para sistemas envolvendo a
segunda derivada de X. Neste caso, as condigdes iniciais sdo dadas por X (0) e X(0). Assim,

construimos um novo sistema de primeira ordem, introduzindo uma varidvel ¥ = X.

Definicao 1.18. O intervalo (o, 3) definido acima no Teorema 1.1 € chamado de intervalo

maximal de existéncia da solucdo do problema de valor inicial (1.9).

Teorema 1.2. Seja E um conjunto aberto de R” contendo o ponto xo, seja f € C'(E), e seja
(a,B) o intervalo maximal de existéncia da solugdo do problema de valor inicial (1.9), se

B < oo entdo dado qualquer conjunto compacto K C E existe ¢ € (a, B) tal que x(¢) € K.

Observagdo 1.8. Vale o mesmo comportamento se —oo < @ (Confira também o Teorema 10.12
em [12]).
A definicdo a seguir serd dada para enunciar posteriormente o teorema do ponto fixo para

contracgdes.

Definicao 1.19. Seja V um espaco vetorial normado, uma aplicagao 7 : V — V chama-se uma

contragdo sobre V se existe A € R, 0 < A < 1 tal que para todo u,v € V

[ Tu—Tv|| < Allu—v.
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Teorema 1.3. Teorema do ponto fixo para contracoes.
Seja V um espaco vetorial normado e completo, se 7 : V — V € uma contracio, entio existe

um tnico ponto u € V tal que T'(u) = u.

1.3 Conceitos basicos de variedades Riemannianas

Nesta sec@o apresentamos brevemente conceitos basicos de variedades Riemannianas que
serdo empregados para mostrar que superficies minimas singulares podem ser vistas como
superficies minimas em um espaco conforme ao espaco Euclidiano. Nossa principal referéncia
¢ dada por [4].

Definiciio 1.20. Uma métrica Riemanniana numa variedade diferencidvel M> é uma corres-
pondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno <,>,, ( isto €, uma forma
bilinear simétrica, positiva definida) no espaco tangente 7,M, que varia diferenciavelmente no

seguinte sentido: Se ¢ : U C R® — M? & um sistema de coordenadas locais em torno de p com

0(x1.32.%3) = 4 € O(U) ¢ () = (e;) entio

1

(500 3y =130

€ uma funcao diferencidvel em U.

Exemplo 1.4. Seja RS = {(x,y,2) € R3:z> 0}. Em cada T,,Ri considere o produto interno

((,))p = (), onde (,) € o produto interno usual definido sobre R, O produto ((,)), fornece
z

uma métrica Riemanniana no espago R%. O par (R%,((,))) é uma variedade Riemanniana

chamada Espaco Hiperbdlico e denotado por H?.

Definicao 1.21. Seja y (M) o conjunto do campo de vetores de classe C* sobre M e D o anel
das fungdes reais de classe C*. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M é uma
aplicacao

Vix(M)xx(M)— x(M)

que se indica por V(X,Y) — VxY e que satisfaz as seguintes propriedades:

1. fo+gyz = fVxZ+gVyZ.
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2. Vx(Y —|—Z) =VxY +VxZ.
3. Vx(fY) :fVXY—l—X(f)Y.
onde X,Y,Zc x(M)e f,g€D.

Definicao 1.22. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V e uma métrica
Riemanniana (,). A conexdo € dita compativel com a métrica (,), quando para toda curva
diferencidvel c e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e Q ao longo de ¢, tivermos
(P, Q)=Constante.

Teorema 1.4. Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma unica conexao afim V em M

satisfazendo as condig¢des:
1. V € simétrica.
2. V é compativel com a métrica Riemanniana.

Demonstragdo. veja [4] Secdo 3, pagina 61-62. O]



Capitulo 2

Introducao as superficies minimas

singulares

Neste capitulo, serd apresentada uma introducgao as superficies minimas singulares. Inicial-
mente, apresentaremos a definicdo de superficie minima singular associada a um ndmero real
o e um vetor ndo-nulo a. Através da defini¢do iremos obter a equagado diferencial parcial asso-
ciada, em que solucdes desta equagdo descrevem graficos minimos singulares. Na sequéncia,
apresentaremos dois dos principais pontos de vista que motivam o estudo de tais superficies,
a saber, superficies minimas singulares como pontos criticos de um determinado funcional
energia e superficies minimas singulares como superficies minimas de um espaco conforme ao

espaco Euclidiano.

2.1 Definicao e equacao diferencial parcial associada

Como descrevemos na introducdo, dada uma dire¢do a € RR3, definimos os conjuntos
Rj(a) ={peR’:(p.a) =0}, Ri(a)={peR’:(pa)>0}.

Definicao 2.1. Uma superficie regular M C Ri (a) é uma superficie minima singular em relagéo

a um vetor ndo-nulo a e um numero real & € R se a curvatura média H de M satisfaz

(N(p),a)

H(p) = o (p,a)

) 2.1)

Para todo p € M, em que N denota o campo de vetores unitdrios € normais a M.
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Ao longo do texto, iremos nos referir a uma superficie minima singular em relacdo a um
vetor ndo-nulo a € um ndmero real & € R como uma superficie a-minima com relagcdo ao

vetor a.

Observacdo 2.1. A presencga do nimero 2 na equacao ((2.1)) ficard clara mais a frente quando

calcularmos a primeira variacdo do funcional a-energia a ser definido adiante.

Observacdo 2.2. Observe que as superficies minimas classicas, sdo superficies o-minimas,

para o = 0 e com relacdo a qualquer vetor a.

Vamos considerar agora o caso particular em que M € um grafico de uma funcio diferencié-
vel e obter a equacgdo parcial correspondente a equacao (2.1). Depois de fazer um movimento
rigido, suponha a = (0,0, 1), dada uma fungéio u : Q@ — R3 (a), onde Q C R?, entdo se o gréfico

de z = u(x,y) é uma superficie o--minima com dire¢do a entéo

Ji Vu a
v = :
V14| Vu | ur/1+ | Vu |?

De fato, assumimos como parametrizagéo do gréfico de z = u(x,y)

o (x,y) = (x,y,u(x,y)), onde (x,y) € Q.

du du
Escrevendo uy = —, uy = —— temos
dx dy
q)x:(l?()?ux)’ ¢y: (Oalauy)7 ¢xx: (0707uxx)7
Oxy = (0,0, uyy), Oyy = (0,0, uyy).
Assim
—Uy, —Uy, |
N(xay) = %7
(1++1)}
u u u
o= — * -, f:%7 g:%.
(1+u?+u3)> (1+uf +u3)> (1+u?+u3)>

De onde segue que

2H = i
(1+u?+u3)>

b

a(N,a} _ o

(p,a) u,/l—f—u)%—ku;
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Notamos que

0 Uy Uy (1+ u)zc + u%) — (e + Uyttyy )ty

JRN— = 3 b
W\ i+ (1+ug +u3)2

d Uy upy(l+ uy + ”%) — (uyttyy + txity ) uy

WA+ (1+u2+u2)3
Como Vu = (uy,uy), temos que \/ 1+ | Vu |2 = /1+u2 4 u?. Logo

< Vu ) d Uy +8 Uy
V| ——— = — - R P S,
VIHIVul ) ox\ g vz ) O\ Ji4u2

Desenvolvendo as derivadas parciais, obtemos

. Vu (1 + )ty — 2utytny + (1 + 17 e 2 5]
i = =2H.
V14| Vu |? (1+u§+u§)%
Como
« _(va
u\/1+ | Vu |? (¢,a)’

o grifico de z = u(x,y) é uma superficie o.-minima com relagao a a = (0,0, 1) se, e somente se,

Ji Vu o
iv = .
V14| Vu 2 uy/14 | Vu |?

Observagdo 2.3. A expressdo acima € equivalente a seguinte equagao

(1+u?)utyy — 2upttyitgy + (1 + u%)uxx o

i .
(1+uz +uj)? uy /1 +u +u?

ul(1 ) ityy — 2utyttyityy + (14 ui)uxx} =a(l+u?+ u%),

Portanto,

ou seja,

0.

(14 12y — 2utttyttyy +u(1 4 ui)uxx —o(l+u+ ui)

Esta informacdo serd importante no Capitulo 5.
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2.2 Superficie minima singular como ponto critico de um

funcional

Nesta secdo provaremos que uma superficie @-minima singular em relacdo a um vetor a é

o ponto critico de um funcional de energia potencial.

Definiciio 2.2. Seja M C R uma superficie regular, definimos uma variacio em M com suporte

compacto £ C M como uma aplicacdo diferencidvel
F:Mx(—¢,e) =R} e>0,
tal que F(x,0) = x, parax € M, F(-,t) = Id fora do conjunto compacto Q, i.e.,
F(x,t) =x

para todo x € M\ Q. O campo vetorial F;(x,0) = £ (x), restrito a M, é chamado de campo

vetorial variacional.

Neste trabalho vamos considerar o seguinte problema variacional no espaco Euclidiano R3.
Sejax e R,ac R? um vetor ndo-nulo. SejaM C Ri(a) uma superficie orientadae R C M

uma regido compacta. Definimos a a-Energia potencial de R na dire¢ao a como

E(R) = /R (p,a)%dM,

em que p € o vetor posicao e dM € medida sobre M em relacdo a métrica induzida pela primeira
forma quadratica. Seja
®: M x (—¢,€) — R (a)

P

uma variag¢do de suporte compacto K C R de M cujo campo vetorial variacional é & = a5
=0

Fazendo E(t) = E(®(+,7)), mostraremos que a primeira variagdo de E é dada por

E'(0) = —/R (ZH— °‘<<]Z§>>) (p,a)* LN, EVaM, (2.2)

onde N denota a aplicacdo normal de Gauss e H a curvatura média de M. Para provar a equacio

(2.2) precisaremos do seguinte resultado apresentado em [3], pagina 323:
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Teorema 2.1. Teorema de Gauss-Green. Seja F' = (P, Q) um campo vetorial, onde P(u,v), Q(u,v)
sdo fungdes diferencidveis em uma regido A C R?, cuja fronteira é dada por u = u(s),v =v(s

e denotada por C, entdao

//A(aa_f—%)dudv_/<pz_z+Q )

Vamos prosseguir com o célculo de E’(0). Para tal, deve-se dizer que o seguinte raciocinio
segue as ideias apresentadas no livro [3] no Capitulo 3 paginas 234-236 no qual a derivada de

um funcional area é calculada.

Consideramos uma varia¢io de suporte compacto em uma vizinhanga coordenada X (U)
como definida acima. Além disso, vamos assumir que X é isotérmica,ie E=G=A1 >0¢
F = 0. Em [25] Shiing-shen Chern apresenta uma prova que mostra que existem sistemas

isotérmicos de coordenadas para qualquer superficie regular. Seja
®:X(U) x (—¢,6) — R (a)

uma variagdo de suporte compacto K, definida por ®(p,t) = p+t£(p). Em coordenadas,
escreveremos ®(u,v,t) = X (u,v) +1& (u,v), para (u,v) € U. Considere D um dominio limitado
tal que D C X(U) e K C D. Neste caso, observe que & =0 em D\ K. Vamos considerar um

funcional mais geral
E(D) = / PdM,
D

onde ¢ é uma func¢do diferencidvel definida em D .

Para cada t € (—¢,€) fixado, a aplicagdo X' (u,v) = ®(X (u,v),t). Temos

t a !
X! = 5 =X, +1&,,
X'
X! = 5 =X, +1§,.

Denotando por E*, F',G' os coeficientes da primeira forma fundamental de X', obtemos

E! =E+2l<Xu;§u> +t2<§”’§”>’



2.2 Superficie minima singular como ponto critico de um funcional 21

F' :F+l(<Xu7§V>+<Xv,gu>)+l2<éu7év>;
G = G+2I<XW§V> +12<5w5v>'

Podemos decompor & em suas parte tangente € normal:
&(u,v) = (§,N)N + AX, + BX,,

onde Ajyp =0e Bjyp =0 e AX, + BX, = P € a proje¢do no plano tangente. Logo
&u= (G, N)uN + (G, N)Ny+ Py,

gvz <£7N>VN+<§7N>NV+PV'

Assim
(Xus Eu) = —€(E,N) + (P, Xu),
<Xv>€v> = _g<§7N>+<Pv,Xv>7 2.3)
<XM7§V> = _f<€7N> + <PV7Xu>a
<XV7§M> - _f<§7N> + <Pu7Xv>
Logo

E'=E+2(~e(&,N) + (Pu Xu)) +17(Eu, Gu,
F' = F—I—t(—2f<§,N> + (P‘,,Xu> + <PM7XV>) +t2<5u7§V>7 (2.4)
G :G+2t(_g<§7N>+<PVaXv>)+t2<§V7év>'

Sendo assim, temos que

E'G' —(F')> = EG—F?>—-21(E ,N)(Eg—2Ff+Ge)+
+1(2E(P,, X,) +2G(Py, X)) —2F ((P,, X)) + (P, X)) + R1,

onde R; € uma uma expressao polinomial de grau 4 em ¢. Escrevendo

P = AX, + BX,,
P, = AuXy +AXyu + BuXy + BXyy, (2.5)
P, = AvXu +AX,y +B,X, + Bva»



2.2 Superficie minima singular como ponto critico de um funcional 22

e lembrando que X € isotérmica entdo A = (X,,,X,,) = (X,,X,) e F =0, temos

<PV7XV> :A<XMV7XV> +Bvl+ %7
N BA, 2 (2.6)
—A2 4B, -
> +B,A + 7
AMA, BA,
(P, Xy) AM/I+T+ >
Assim

= (AA)y+ (BA).
De onde segue
E'G' — (F')?> = A*—42A*H(E,N) + 2t A ((AL), + (BA),) +Ry.

Assim

E(t) :/De‘Py/EfG’—(Ff)zdudv,

em que ¢ é uma fungdo diferencidvel definidaem D x (—¢€,€). Fazendo V (1) = e?/ E'G' — (F')?,

obtemos
. B d_(p p— 5 e(p%<Eth_(Ft)2)
V(t)—e"’dt\/EG (F)2 + ZW .
Como
%(Eth — (F')?)) = —4AH(§,N) +2A((AA)y + (BA),) + R, (1),
temos que
G — (F)))umo = 4°H(E.N) + 2A(AX)u + (BA),),

pois R} (0) = 0.
Dado que ¢ estd definida na variagdo, podemos escrever ¢ nas coordenadas (u,v,t) da

forma
(P(uv‘}?t) = (p(X(u,v) +t5(u7v))'

Sendo assim, temos

d
d_g;) = (p)ﬂgl + (0ng2 + (pX3§37
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isto é,
9 (vo, 20,
<Vq) (&, N>N+AX +BX,),
=(E,N)(Vo,N)+A¢@,+ Bo,,

em que V¢ é o gradiente de @ em R>. Lembrando que y/E'G' — (F')2(0) = A, temos
VI(0) =e?A((E,N)(VQ.N) +A@,+B@y) +e?(=2AH(E,N) + (AL) + (BA),).

Logo

E'(0) = / ((VO.N) —2H)(E,N)ePAdM + / (9 P)AA+ (9 9,)AB + ¢ (AL), + €9 (BA),)dudv
_ / (V,N) —2H)e® (& N)dM + / ((¢PA)u + (¢BA), )dudy.

Como & tem suporte compacto entio A = B = 0 em dD, logo pelo teorema de Gauss-Green

du dv
/D (¢PAL)u + (9BA),)dudv — /a (B (AN =

Portanto

E'(0) = /D ((Vo,N) — 2H)(E,N)e® LdM,

em particular, se e? = (p,a)* temos que ¢ = alog(p,a) entdo Vo = a e assim

(04
(p,a)

™
=
S
3
I
2
=
&
s
=
=
=

(2.9)

_ga) o1
<2H Oc<p’a>><p,a> (N, E)dM
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Obtendo (2.2), segue claramente que X (U) é um ponto critico de E para toda variacdo de
suporte compacto se, € somente se,

Vp)a)

2H =« , peEM.
(p,a)

2.3 Superficies minimas singulares como superficies mini-

mas em um espaco conforme ao espaco Euclidiano

A seguir provaremos que uma superficie minima singular em R> é uma superficie minima
em um espago conforme ao espaco Euclidiano. Em particular, uma superficie ¢-minima
M C R? com relacdo aa = (0,0, 1) € minima no espago hiperbélico H? se o0 = —2.

E claro que dado uma superficie S C R3, a geometria da superficie serd influenciada pela
métrica particular em uso. Vamos relacionar a no¢ao de curvatura média H de uma superficie S
no espaco Euclidiano R? e em (R3, g), em que g é uma métrica conforme a métrica Euclidiana.

Antes definiremos o seguinte:

Definicdio 2.3. Diz-se que duas métricas Riemannianas g e g definidas em R? sdo conformes

se existe uma fungdo ¢ : Q C R® — R tal que g = e%g.

No que segue, assuma @ : @ C R® — R sendo uma funcio diferencidvel, Q C R* um
conjunto aberto, considere g = (,) o produto interno usual. Se g = e®g e wi,w; € R? sdo

vetores ortogonais em R? entdo
g(wi,wa) = e®g(wi,wp) = 0.

Dai segue que se N é um vetor normal unitdrio para a superficie § C R? entdo N é também
um vetor normal para S no espaco (R3,§). No entanto, tal vetor N ndo seria necessariamente
um vetor unitario, pois

g(N,N) =¢e%g(N,N) = €°.

Assim, um vetor unitario e normal a S € da forma

N N [
2

N:—:—ﬂ:e
2
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Além disso se {w,w;} é uma base ortonormal do espago T,S, considerando S C R3 , temos
que {e_%wl , e_%wz} ¢ uma base ortonormal para S em (R>,g). Lembrando que para uma
superficie S C R> as diregdes principais em 7,S sdo vetores ortonormais {ej, ez }, i.e, tais que
de(ei) = —k,—ei.

No entanto ao mudar a métrica do ambiente, a derivacdo de vetores deve ser compativel
com a métrica, tal deriva¢do é chamada conexdo Riemanniana, como foi definida anteriormente.
Vamos utilizar V para derivacdo em R>, sendo assim dN,(e;) = V,N(p). Pode-se mostrar que

dado g = g, entdo V é a conexdo Riemanniana correspondente a g, onde
VxY = VyY +5(X,Y),

em que
S(X.¥) = SHP(X)Y +dp(Y)X —g(X.Y)V ],

para mais detalhes veja a Proposi¢do 1.2 em [24].
Observe agora que se {e;,e,} sdo direcdes principais para § C R? entio {e*%el,e*%ez}

N T . _ - %
sao direcdes principais para S C R? com produto interno g. De fato, como N = e~ 2N, temos

V o N=V (e*%N)—i—S(e*%ei,e*%N).

e Ze; e 2Ze;

Por um lado, temos

V o (e IN)=d(e IN)(e Ze;),

e 2e;

=ée

[SIS]

d(e3N)(e),
(d(e™%)(er)N + e 2dN(e:)), (2.10)
= —e_(p%d(p(e,')N —e ke,

= —e(p(m + k,-el-).

(SIS
S

=€
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Por outro lado,

1
2
= %[e_‘p(dq)(e,)N-i—d(P(N)ez - <€l’,N>V(0)],
1

=5l ?(dg(e))N +dp(N)er)).

9

S(e_fe,-,e_%N) = [dq)(e_%ei).(e_%N) +d(p(e_%N).(e_%e,~) — (e_%ei,e_%N>V(p],

(2.11)

Segue de (2.10) e (2.11) que

V ¢ N=V (e_%NH—S(e_%ei,e_%N),

e 2e¢; e 2e¢;

—%e‘¢[d(p(e,-)N+2k,~ei — do(e)N — do(N)el,

1
—Ee_‘p[Zki —d@(N)]e;, (2.12)

Segue que {e7,e3} sdo dire¢des principais com curvaturas principais dadas por

Eze’% ( ,-—d(pT(N)).

Calculando a curvatura média, temos

ki+k
2 Y
_ ¢ <k1 thy d<p(N)>

H

(2.13)

Observe que H = 0 se, e somente se, 2H = (VQ,N).
Em particular, se ¢(p) = log(p,a)%, temos

(2.14)
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logo,

(N,a)
(p,a)

Assim, temos que se M € uma superficie a@-minima em relacdo a um vetor a, entdo M é

H=2H—q«

Y

uma superficie minfma na variedade Riemanniana (R> (a),e? (,)), em que ¢(p) = log (p,a)*.

Considere agora espaco hiperbélico H, o qual é definido por uma métrica g = —8= g
Z

portanto

2

e? =772 <= p=log(z) %

Para incluir o espago hiperbdlico como caso particular do que descrevemos acima, con-
sideramos o espago R (a) com a = (0,0,1). Como p = (x,y,z) entdo (p,a) = z. Em tal
caso

(p,a) >0 <= z>0.

Logo Ri(a) = Ri. Além disso, @(p) = log(z) % = log (p,a)"2. Segue entdo que uma
superficie -minima, @ = —2, em relagdo ao vetor a = (0,0, 1) é uma superficie minima no

espaco hiperbdlico H3.



Capitulo 3
Superficies minimas singulares cilindricas

Neste capitulo serdo estudadas superficies minimas singulares que sao cilindros generaliza-
dos. Apresentaremos inicialmente uma classe especial de curvas, denominadas a-catendrias
e mostraremos que os cilindros o.-minimos tem tais curvas q-catendrias como diretrizes. Na
sequéncia, serd apresentado um resultado sobre caracterizacdo de superficies @-minimas de
translacdo. Uma vez que as curvas o-catendrias possuem papel fundamental em tal caracteriza-

¢d0, encerraremos o capitulo com uma andlise destas curvas.

3.1 Cilindros o-catenarios

Nesta secdo estudaremos os cilindros a-catendrios, uma classe importante de superficies
minimas singulares, que serd fundamental na classificacdo de superficies singulares minimas
cilindricas. A primeira parte desta se¢do € dedicada ao estudo da versdao 1-dimensional de (2.1),

de acordo com a seguinte definicdo:

Definicdo 3.1. Seja o € R e w € R?, dizemos que uma curva ¥ é uma curva q-catenaria em
relacdo a w se Y satisfaz
(3.1)

onde n(s) é vetor normal de y no ponto s.

Observagdo 3.1. Uma solucdo imediata de (3.1) no caso k(s) = 0 para todo s € I, seria uma
curva tal que (n(s),w) =0, logo ¥ é uma linha reta paralela ao vetor w. De acordo com Lépez
[17], seguiremos Dierkes [9] e chamaremos de curvas a-catendrias as solugdes de (3.1) que

nao tenham curvatura identicamente nula,
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Apdbs um movimento rigido podemos considerar w = (0, 1), dado que a curvatura de uma
curva € invariante por movimentos rigidos. Além disso, € possivel escrever localmente uma
a-catendria ¥ como o grafico de uma fungio £ : 1 C R — R™ da forma y(s) = (s, f(s)).

Pelas equacoes (1.1) e (1.2) temos

(16:9) = L
VAESIOR (1+f/(s)?)?

Substituindo em (3.1), obtém-se a equacao

n(s) =

/') e
T+ 792 7).

(3.2)
Definicao 3.2. O traco de uma curva parametrizada (pardmetro arbitrario)

Y(s) = (s,cosh(s))
¢ chamado de catenéria.

Vamos agora relacionar o caso & = 1 na equacdo (3.2) com a defini¢cdo acima. De fato,
considere & = 1 e uma solugdo y = f(s) de (3.2). Multiplicando por 2y’ ambos lados de (3.2),

temos
2_)7/ y// B 2yl
I+y2

fazendo a substitui¢do z = 1 + (y')? tem-se z = 2y'y”, logo

integrando tem-se
In(z) = In(y*) +In(ct) = In(ye1)?,

onde aplicando exponencial segue

1+ () =z=(ye1)*.
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d
Lembrando que y = d_y temos
s

assim,

Integrando mais uma vez obtemos
cosh™! (ye1) = c1s+c2,

0 que equivale a

1
y = —cosh(cis+¢2).
€1

Assim, f determina uma catendria.
Observacdo 3.2. A referéncia para o célculo acima é dado pelo livro [3] paginas 241-242.

Na teoria desenvolvida nesse trabalho, as o-catendrias tem um papel muito importante. A
principio, estas induzem um tipo de superficie a-minima. Vejamos inicialmente a seguinte

definicao:

Definicao 3.3. Uma superficie M é um cilindro a-catenario se a diretriz de M € uma curva

o-catenaria.

Pode-se ver que um cilindro a-catendario M é uma superficie @-minima invariante por
translagdo. De fato, sem perda de generalidade assumimos w = e, como a dire¢do na qual
M ¢é invariante por translagdo (tal escolha € possibilitada por um movimento rigido). Assim,

podemos escrever M como

M = {(s,t,f(s)) : s € I,t € R, ¥(s) = (5,0, f(s))},

onde 7: 1 — R>, y(s) = (x(5),0,z(s)) é uma a-catendria com vetor associado a = (0,0, 1)

contido no plano-xz. Seguindo a defini¢ao 1.17 M pode ser parametrizada por

X(s,t) =7y(s)+ter,s€l,t €R.
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Portanto, temos que os coeficientes da primeira forma fundamental sdo dados por
E =X Xs) = (Y (5).7()) =1 V() P

F=(X.X)=(Y(s),e2) =
G= <Xt,Xt> = <€2,€2> =1.

Além disso

N(s,t) = Y(s)hes = (£2(),0.%(s)) =n(s).

| Y (s)Aex | x'(s)2+7(s)?

Os coeficientes da segunda forma fundamental sdo

X7 — X"
€= <N7Xss> = )
Y+ 6
f={N,Xy) =0,
g = <N,Xn‘> = 0
Logo
_1eG-2fF+gE 1 XI"-Z¥" k(s
2 EG-F 22 42(9)E 2
Como 7 satisfaz
) — 1))

(r(s),a)’
em que a = (0,0, 1) segue que M satisfaz (2.1). Portanto, M é uma superficie a-minima em

relacdo ao vetor a = (0,0, 1), invariante por translagdes.

3.2 Superficies cilindricas o.-minimas

Nesta sec@o provaremos que as Unicas superficies cilindricas a-minimas com dire¢do a sao

planos paralelos a a ou cilindros o-catendrios.

Teorema 3.1. Se M é uma superficie cilindrica a-minima com relacdo ao vetor a, entdo M é
um plano paralelo ao vetor a ou é um cilindro com diretriz dada por uma -catendria, em que a

€ ortogonal a geratriz de M.
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Demonstragdo. Sejaw € R3 um vetor unitdrio e considere M uma superficie cilindrica na
direcdo w, gerada pela curva 7y, parametrizada pelo comprimento de arco e contida em um

plano I" ortogonal a w, isto é

M={y(s)+tw:sel,t € R}.

Uma parametrizagdao de M é dada por

X(s,t) =7y(s)+tw com s € [,t € R.

Seguindo de forma semelhante como foi feito na secdo anterior, dado que y é tal que | Y (s) |= 1

e w é um vetor unitario e ortogonal a ¥, entdo os vetores normais unitdrios a M sdo dados por
N(s,t) =Y (s) Aw.
Seja k = k(s) a fungdo curvatura de ¥ no ponto s, seguindo como anteriormente temos que
1
H(s,t) = Ek(s).

Como M € uma superficie @-minima, ento ela satisfaz (3.1), logo

k(s) = aM, sel,t eR.

(v(s) +1tw,a)
Assim

tk(s)(w,a) + (k(s){y(s),a) — a{y(s) Aw,a)) = 0. (3.3)

Observando a equacao anterior como polindmio linear em ¢, com coeficientes que dependem

apenas de s, obtemos as duas seguintes expressoes:
k(s)(w,a) =0, (3.4)
k(s)(v(s),a) — a (Y (s) Aw,a) =0. (3.5)
Analisando as igualdades (3.4) e (3.5), obtém-se as seguintes possibilidades:

1. Se (w,a) # 0, por (3.4) temos que a fungao k(s) = 0 para todo s, e assim ¥ é uma reta

com vetor direcional v # 0. Segue que M € um plano gerado pelos vetores v e w. De



3.3 Analise das curvas ¢o-catenarias 33

(3.5), temos que (v Aw,a) = 0, assim os vetores v, w, a sdo coplanares e concluimos que

M € um plano paralelo ao vetor a.

2. No caso em que (w,a) =0, entdo a é paralelo ao plano I". Além disso, como w é ortogonal
ao plano " e {Y/(s),n(s)} é uma base ortonormal em I" (onde n = n(s) é o vetor normal
a yem s), segue que ¥ (s) Aw = £n(s), sem perda de generalidade podemos tomar w de

forma que ¥ (s) Aw = n(s). Segue de (3.5) que

Logo 7y é uma solugdo de (2.1).

Para o # 0, a solucdo de (2.1) serd uma a-catendria contida no plano I', logo M serd um
cilindro generalizado gerado por uma o-catendria. Como (w,a) = 0 e as geratrizes de M

sdo paralelas a w, conclui-se que a € ortogonal as geratrizes de M.

3.3 Analise das curvas o-catenarias

Dada a relacao das superficies cilindricas &t-minimas com ¢-catendrias, € importante nos
perguntar sobre a estrutura diferencial das curvas ¢-catendrias. No teorema seguinte, provamos
que no caso nao trivial, elas sdo graficos. No que segue, a menos de movimentos rigidos, vamos

escrever a = (0, 1).

Teorema 3.2. Se y: 1 — R? uma curva parametrizada, em que a curvatura e o vetor normal
satisfazem

(n(s),a)
o>

(v(s),a)

entdo Y € uma reta vertical (paralela ao eixo z), ou ¥ € o grafico de uma fun¢do sobre o eixo x.

k(s) =

Demonstracdo. Suponha y(s) = (x(s),z(s)), vamos assumir que y é parametrizada pelo com-

primento de arco, neste caso, escrevemos ¥ (s) = (cos(¢(s)),sen(¢(s))) onde ¢ é uma fungio
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suave, (¢ pode ser vista como uma parametrizacao do angulo gerado pelos vetores tangentes

de 7). Sendo assim, as fungdes x = x(s) e z = z(s) sdo tais que

X (s) = cos(@(s)), 2/(s) = sen(¢(s)) (3.6)

K7 —7'x
usando k(s) = W segue que k(s) = @'(s). Além disso, como
X)) +(z

Y (s) = (cos(¢(s)),sen(¢(s))),

segue (como foi estabelecido nos preliminares) que n(s) = (—sen(@(s)),cos(¢(s))), logo

e R R (3.)

Assim, teremos que 7 satisfaz (3.1) se, e somente se,

cos((s))
OB (3.8)

Portanto y é uma o-catendria se e, somente se, as fungdes {x(s),z(s), ¢(s)} satisfazem (3.6)

0'(s) =«

e (3.8). No caso em que ¥ ndo € um grafico sobre o eixo-x, existe um ponto so € [ tal que
x'(sp) = cos(¢(so)) = 0. De fato, basta aplicar o teorema do Valor Médio, uma vez que existem
pontos 5,57 € I tais que x(s1) = x(s2). Na sequéncia, definimos trés fun¢des que satisfazem
(3.6) e (3.8), que determinam uma reta vertical paralela ao eixo-z. Assim, pela unicidade de
solucdes de equacdes diferenciais teremos que se ¥ ndo € um grifico, temos necessariamente
que € o trago de uma reta vertical.

Com efeito, sejam
T
X(s)=x(s0),  Z(s)=s—sotzbo), 9l =1

De onde segue

X'(s) = 0 =cos(¢(s)),

Z'(s) =1 =sen(¢(s)),
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Além disso,
X(s0) = x(50),

Z(s0) = z(s0),

T
(P(SO) = 57

pois cos(¢(so)) = 0. Portanto, {X(s),Z(s),¢(s)} satisfazem (3.6) e (3.8), com a condigéo

inicial s = 5¢. Pela unicidade de solucdo, segue que y € uma reta vertical paralela ao eixo-z. [l

Observagdo 3.3. O Teorema 3.2 nos permite escrever a curva y como ¥(s) = (s, f(s)) para todo

s € I onde f € uma fungdo positiva, logo da férmula (2.1) segue a equagao

/')«
ENIOENION

(3.9)

Multiplicando por f’(s) para todo s € I, integramos pelo método de substituigio de ambos

lados da igualdade, obtendo assim
1
SIn(1+£'(5)) = aln(f(s)) +,

onde k € R.

Aplicando a exponencial em ambos lados da igualdade obtemos
flis)? =c2f(s)*%—1 (3.10)

onde ¢? = eF > 0. Assim
f(s) = actf(s)?* L. (3.11)
Tal equacgao € conhecida na literatura como equacao de tipo "Emden-Fowler", para mais infor-

macoes veja [23].

E possivel ver que f tem um dnico ponto critico (0 que nos permitird observar melhor a

geometria das o-catendrias).
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De fato, sem perda de generalidade, suponha f' = \/c2f2% —1 > 0, logo f & estritamente
. . ~ 1 .
crescente, além disso, se f ndo tem ponto critico, entdo f(s) > — para qualquer s € I. Seja
ca
(a,b) o intervalo de dominio maximal de f. Pelo Teorema 1.2 e observagéo 1.8, se a > —eo,

. . 1 P
entdo lim f(s) = +eoou lim f(s) = —. Como f € estritamente crescente, vale o segundo
s—at s—at ca

limite.
1
Sem perda de generalidade suponha a = 0. Temos que, sendo (0,5) maximal, 1i1’(§1+ =-—e€
S— co
lim f'(s) = 0. Seja f(t) = f(t), t € (—b,0) temos,
s—0t
F@)=r(=0)(=1)=~f"(-1)
7'y =1"(-1).
Portanto,
' 't ') o«
L+ (/)2 1+ (=02 1+ (002 f(=0) 0 f@)
segue que f é solucdo em (—b,0), que também ndo tem pontos criticos.
Defina
f(x) , x€(0,b)
1
gx)=1¢ 800)=—7 , x=0 ;
S el
f(x) ) XE(—b,O)
Segue que g é uma solugdo definida em (—b,b) o que contradiz o fato de (0,b) ser maximal.
1
Se a = —oo, como f € estritamente crescente, f tem uma assintota horizontal em y = —-,
ca
isto é |
Jim (5=
Mais ainda,

lim f/(s)=0= lim f"(s).

s§—>—00 §——00

Logo
f"(s)

o 1
0=1lm —F— = lim ——=oc* #0
sircl;lJf 1+f/(S)2 sirzlzlr f(s) c*7

0 que € uma contradicao.
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Depois de provar que f tem um ponto critico, dado que f” > 0 ou f” < 0 em funcdo do
sinal de o, segue daf a convexidade ou concavidade de f. Isso prova que o ponto critico é
Unico, o qual serd um méaximo (se @ < 0) ou um minimo (se & > 0). Depois de fazer um
movimento rigido, pode-se assumir que f atinge o seu ponto critico em s = 0 no eixo-x, e

satisfaz o seguinte problema de condic¢des iniciais:

f(0)=y>0,  f(0)=0 (3.12)

Teorema 3.3. Seja o > 0, e f uma solucgdo de (3.9), com condig¢des iniciais dadas por (3.12),

entdo f € definida num intervalo (—r,r) e f satisfaz as seguintes propriedades:
1. f é convexa e simétrica em relagdo ao eixo-z, com um ponto minimo em s = 0.
2. Sea>1,entdo r < . Se a € (0,1] entdo r = co, para ambos 0s casos tem-se que

lim f(s) = oo.

s—xtr

Em particular se o¢ > 1, o gréfico de f tem duas assintotas verticais.

Demonstra¢do. Demonstraremos cada item separadamente:

f"(s)

1. Dado que f € solucdo de T (7)) = 70

, entdo definindo g(s) = f(—s) é fécil ver

que

g//(S) . a ado que o'(s) — — £ (—s) o"(s) — £ (—s
@) g(s) 2o aues'(s) = —f(=5),8"(s) = f"(=s).

Analogamente g satisfaz (3.9), (3.10), (3.11), (3.12), assim pelo teorema de existéncia

e unicidade f(s) = f(—s), portanto f é simétrica com respeito ao eixo-z. Portanto, f é
definida em um intervalo (—r,r). Dado que a > 0 e como f é uma fungio positiva, de
f"(s) = ac*£(s)**~! > 0, segue que f é uma fungdo convexa, além disso por causa da

simetria de f tem-se que s = 0 € o Gnico ponto minimo de f.

2. Depois de uma mudanga f — h(s) = /,Lf(ﬁ), para 1t = f(0) = yp notamos que h(0) =
s s 1 s
70 = 1. De fato, se h(s) = ) temos K (s) = f (=) e h’(s) = —f" (=), assim,
0 (s) Hf(u) (s) f(u) (s) Hf(u)
n'(s) G0 a o

I+ )2 p(+(9Y)  wf(S)  h(s)
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1
Portanto /4 ¢ solugdo, ainda mais /#(0) = m f(0) = % = 1, assim podemos tomar uma

solugdo f tal que f(0) = 1. Substituindo f”(0) = ac® e f/(0) = 0 em (3.9) obtemos

c=1.

Segue do item 1 e da observacdo 1.7 que slirilr f(s) = oo. De fato, caso tal limite seja
finito, como f satisfaz (3.9) e (3.10), a derivada de f também seria finita neste limite e
poderiamos usar existéncia e unicidade para equacdes de segunda ordem para continuar a
solug¢do. Sendo assim, no que segue, vamos determinar para quais valores de o r < +oo

e quando teremos r = +-oo.
(1) Para o caso em que & > 1, procedemos definindo uma fungao

1
g(s) = m,

onde p e A sdo valores a determinar e k € R é tal que =2a —1 o que equivale a

1
k= — >0, pois o > 1.
o0 —1 pois

kA k(k+1)A2

/ _ " _ _ 2 200—1
De g obtemos g (S) = W cg (S) = W = k(k+ 1)2‘ (m)
dai

g"(s) = k(k+1)A%g(s)**~".
Fazemos a escolha de A > 0 tal que k(k+ 1)A% = a. Temos
(04 a
PRES = =(a—1)entio A =a—1=1/k,
1)~ () + 1)

do anterior, como g”(s) = otg(s)** !, logo g satisfaz a equagdo (3.11) onde ¢ = 1. Além
disso, kA = 1.

Dado que f'(0) =0 e f’ é continua, entdo lir%f’(s) = f/(0) = 0. Pela forma de g’, para
S—>
um p > 0 apropriado, pode-se garantir a existéncia de um 0 > 0, perto de s = 0, tal que

g'(8) = f'(8), logo
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kA y
W = 1(8).

De onde elevando a

1
fan)
e isolando p segue p = ( ) + O6A. Além disso,

1 1
k+1 7'(5)

(F@)™ = 57 = #(6).

Pode-se assumir que, para 6 > 0 suficiente pequeno préximo de s = 0 temos g(0) < f(0).
De fato, dado que f é crescente para s > 0 entdo de 6 > 0 segue 1 = f(0) < f(9), além
disso, como g(8) = f’(S)HLI e lim f/(s) = £/(0) = 0, entdo como & estd préximo a s = 0
tem-se que .

8(8) <1< f(9)

Vamos agora comparar as funcgdes f e g.

Defina-se i : [0,&) — R onde h(s) = f(s) — g(s) para algum & > § temos que s = §

W(8) = £(8) —g"(8) = a(£(8)2% ' —g(8)** ) > 0, pois & > 1 ¢ (s) > g(s).

Pelas igualdades anteriores 0 é um ponto minimo de %, assim, para um 1 > 0, teremos

que h: (0,m) — Rétal que h(s) = f(s) — g(s) > 0 para todo s € (5,7n).

Segue da sua expressao que g estd definida em (—eo, B) com x = £ sendo uma assintota

A A

vertical de g, isto é

lim g(s) = oo.

b
S_>/l

Veremos agora que h(s) > h(d) > Oparas € (9, %) De fato, se existe sg € (0, %) tal que

h(so) < 0, entdo pode-se garantir a existéncia de um ponto s; € (9, %) tal que #'(s1) =0
e 1 (s1) < 0, em particular,

h(s1) = f(s1) —g(s1) >0,
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pois 51 € ponto de maximo.

Assim, como & > 1 entdo 2a — 1 > 1, portanto,

W' (s1)=f"(s1) —&"(s1) = a(f(s1)** " —g(s1)** ") > 0.

O qual é contraditério, portanto f(s) — g(s) = h(s) > 0 para todo s € (0, r) para algum
r< % Logo pela simetria de f tem-se que f estd definida sobre o intervalo (—r,r) e

SLHERf(S) -

(2) No caso em que o € (0, 1], e lembrando ¢ = 1, é facil ver que a fungdo g(s) = cosh(s)

para @ = 1, satisfaz

(cosh(s))” _ o«
1+ (cosh(s))?  cosh(s)’

(cosh(s))’ = y/c2(cosh(s))2 — 1,
(cosh(s))” = ac?(cosh(s))?* !,
cosh(0) =1, (cosh(0)) =0.

Logo g(s) = cosh(s) satisfaz (3.9), (3.10), (3.11), (3.12), assim cosh é uma 1-caterindria,
definida sobre (—r,r) onde r = co.

Se a € (0,1), usamos o mesmo argumento do caso ¢ > 1, sendo g(s) = cosh(s), como
o gréfico de cosh é convexo ¢é suficiente provar que f(s) < cosh(s) para todo s € R.

Seguindo a mesma ideia definamos A(s) = cosh(s) — f(s), logo
h(0) = cosh(0) — £(0) =0,
' (0) = senh(0) — £/(0) = 0,
R'(0)=1-£"(0)=1-a >0, pois a € (0,1).

Portanto s = 0 € um ponto minimo de &, sabendo que f # cosh, pela continuidade de &

existe um 1 > 0 tal que &(s) para todo s € (0,n). Veremos agora que

h(s) = cosh(s) — f(s) > 0,
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para todo s onde 4 € bem definida.

No caso em que ndo seja certo para um s = sq, existird s = s tal que #'(s;) =0 e

h"(s1) <0, onde h(sy) > 0. Logo tem-se
B (s1) = cosh(s;) — f"(s1) = cosh(sy) — af(s1)** 1 <0

Além disso, h(s;) = cosh(s;) — f(s1) > 0 entdo cosh(s;) > f(s1), ademais s; > 0 logo
1= £(0) < f(s1), e dado que 2a — 1 < 1 tem-se f(s1) > f(s1)** 1.

Pelo anterior temos
cosh(sy) > f(s1) > f(s1)?* 1 > af(s))** 1, pois 0 < o0 < 1

Portanto h(s;) = cosh(s;) — f(s1) > 0 o qual é contraditério. Assim, conclui-se que
cosh(s) > f(s) para todo s € (—r,r). Como discutimos inicialmente, se r < oo, f teria
assintotas verticais em —r e r, o que ¢ uma contradi¢do dado que cosh(s) > f(s) para

todo s € (—r,r) e cosh(s) ndo possui assintotas verticais. Segue entdo que r = co.

]

Utilizando o mesmo argumento da demonstracdo do teorema anterior, prova-se a seguinte

proposicao, que compara a posi¢ao de duas o-catendrias com o > 0:

Proposicao 3.1. Sejam f e f, solucdes de (3.9), associadas a a1 e ap, respectivamente. Sob as

mesmas condi¢des iniciais, se 0 < 0p <  entdo o grafico de f> encontra-se abaixo do grifico
de f1 .

Demonstragdo. Para facilitar assumiremos como na demonstragio anterior que ¢ = yg = 1.
Definimos A(s) = fi(s) — f2(s), logo

h(0) = £1(0) — f2(0) =0,

K (0) = f1(0) = £(0) =0,

h//(O) = 01 f1 (0)205]71 — a2f2(0>2(x271 =0 —0op>0.
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Portanto %(s) > 0 para algum intervalo (0,7). Serd provado que & é positiva sempre que esteja
definida. Suponha o contrario, logo existe s; > 0 tal que 4'(s;) = 0 e A" (s1) < 0, em particular

h(s1) > 0. Temos entdo que
W' (s1) = ai fi(s1)* "' = fo(s1)* 27 <0

h(s1) = fi(s1) — fa(s1) > 0.

Como f1 > 1 e f, > 1, pois yg € o valor minimo de ambas, segue de ¢ > 0 que

o fi(s1)*M 7 > o fi(s1)*M 7 > o fi(s1)* 2 > aafas)* 2,

o que € uma contradi¢ao. Logo o resultado segue. ]

Teorema 3.4. Se o < 0, entdo uma solugdo f da equacdo (3.9) é definida em um intervalo

(—r,r) e satisfaz as seguintes propriedades:

1. f é concava e simétrica em relacdo ao eixo-z, com um ponto maximo em s =0

2. lim f(s)=0e lim f'(s) = 4o

s—=xtr s—kr

Demonstragdo. Demonstraremos cada item separadamente:

1. Pelo argumento dado anteriormente para o caso & > 0, temos que tanto f = f(s) e
g = f(—s) satisfazem (3.9), (3.10), (3.11) e (3.12) logo f é simétrica em rela¢do ao
eixo-z. Portanto, f é definida em um intervalo (—r,r). Além disso, usando o fato de que

o < 0 e f € positiva, entdo
f// — Otfza*l <0
logo f é concava para baixo, com um ponto maximo em s = 0.

2. Como o < 0e f € decrescente em (0, r), a equagdo (3.10) fica definida desde que f tenha

1
variacao no intervalo (0, —1) . Segue do Teorema 1.2 que
ca

. . . / — oo
limf(5)=0 e limf(s) = —.

De modo andlogo, tem-se que

lim f(s)=0 e lim f/(s) = oo.

§——r s——r
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]

Depois de conhecer a forma das o-catendrias podemos ver exemplos geométricos das

o-catendrias e cilindros gerados por uma ¢-catendria:

1 1
Figura 3.1 a-catendria, @ = 5 Figura 3.2 Cilindro a-catendrio, @ = 3

_3-4

=15y,

=2
05 ¢ 0.5 0

Figura 3.3 ot-catendria, o0 = 2. Figura 3.4 Cilindro «-catendrio, ot = 2
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Figura 3.5 ¢-catendria, @ = —2.

Figura 3.6 Cilindro o-catenério, o0 = —2.



Capitulo 4
Superficies minimas singulares de rotacao

Neste capitulo, serdo abordados alguns resultados sobre a classificacdo de superficies de
rotacao que sao o-minimas em relacdo a um dado vetor a. Em particular serd mostrado que as

superficies helicoidais o.-minimas sdo superficies de rotagao.

4.1 Um resultado de caracterizacao

Esta secdo apresenta uma caracterizacao das superficies de rotagdo a-minimas em relagdo
a um vetor a, de acordo com as posicoes relativas do eixo de rotagdo L e a. Além disso, sdao

dadas parametrizacdes locais em cada caso.

Teorema 4.1. Seja M uma superficie @-minima em relacdo ao vetor a. Se M é uma superficie

de rotacdo em torno de um eixo-L, entdo temos as seguintes opgdes:
1. aé paralelo ao eixo de rotagdo L,
2. aé ortogonal ao eixo de rotagdo L,
3. anado é paralelo e ndo € ortogonal a L, em particular M € uma esferae @ = —2.

Além disso, assumindo sem perda de generalidade o eixo de rotagdo L como o eixo-z, €

parametrizando localmente M por,
X(s,0) = (x(s)cos 0,x(s)senB, z(s)),

temos os seguintes resultados:
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» Se a € paralelo ao eixo L, M pode ser parametrizada localmente por,
X(s,0) = (scos0,ssenb, f(s)),

onde f > 0, satisfaz

1'6) _ fl5) _ o
OO}

* Se a é ortogonal ao eixo L, M pode ser parametrizada localmente por

X(s,0) = (f(s)cos @, f(s) senB,s),
em que f satisfaz
1(s) _l+a
LHf(s)2 0 fls)°

isto é, f é uma (a + 1)-catendria.

Demonstragdo. Dadauma curva y(s) = (x(s),0,z(s)) no plano xz, entdo a superficie de rotacao

em torno do eixo-z é parametrizada por

X(s,0) = (x(s)cos 0,x(s)senB, z(s)).

N(s,0) = VTR A0S (—x(s)Z'(s) cos 0, —x(s)Z' (s)senB,x(s)x'(s)),

E=)?2+(E)?*, F=0, G=x%

1 1
e:B(x/Z//_xNZ/), f 0’ g:_le'

onde D =/ (x')?+ (/).

1eG—-2fF +gE
Segue da férmula da curvatura média H = 3 ¢ 3 Gf— F—Z & que
1 (XIZ” X' /) +xz ((x/ 2+(ZI)2)
2H = — AW .
D () +(2)*)x

Isto é )
1 X7 —x'Z Z

p) A A 4.1

D((xf>2+<z'>2+x> @D

Sendo assim, se escrevemos em coordenadas o vetor a como a=(ay,as,a3) temos
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a<N7a> _ <<—Z/COSQ,—Z/SCH9,X/),(a],az,ag,))
<pva> B <(XCOSG,XSCI'19,Z),(Cll,az,a3>>
o N,a) _ l—alz’cose —ar7'sen6 + aazx’ 42)

p,a) D xcosOaj+xsenba; + zaz

Igualando (4.1) e (4.2) e multiplicando ambos lados por D temos

X7'=x"7 7  —oaaiZ cosO — aarz'send + aazx’

2+ (Z)? " x xcos Oa; + xsenbay + za3

Expressando a equagéo acima como um polindmio em fungdo de {senf,cos 0,1}, obtemos

uma expressio polinomial A(s) + B(s)sen + C(s) cos 6 = 0, onde
A(s) = arx(x(¥2" = xX"2) +2 (W) + (2)*) (1 + @),
B(s) = arx(x(x'?" —x"Z) + 2 ((¥)* + (£))) (1 + @),
C(s) = a3(xz(¥2" = ¥"7) + (2 — xd' @) ((x)* + (£))))-

Dado que o conjunto {sen6,cos 6, 1} é um conjunto linearmente independente temos que

0=ax(x(xX'z" —x"2)+Z () + ()1 +a))), 4.3)
0=ax(x(x'z" —x"?)+Z () + ()H (1 +))), 4.4)
0= a3(xz(x'?" = x"2) + (22 — ' &) ((x)* + ()?)))- (4.5)

De onde temos os seguintes casos:

i) Se a; = ay = 0, dado que a # 0 entdo a3 # 0. Logo a é paralelo ao eixo-z.

. X' =x"7 Z ax
@R Tx “o

No caso em que Y é localmente um gréfico da forma y(s) = (s,0, f(s)) para uma fungio

f > 0 sobre um intervalo / no eixo-x tem-se

16 ) _ @

1+ f7(s)? s fs) @.7)
ii) Se a; # 0 ou ap # 0 entdo de (4.3) ou (4.4) tem-se
x(xZ =¥ )+ () + () (1 + @) =0. (4.8)

De onde seguem os seguintes casos:
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* Se az #0, de (4.5) temos

0= XZ(XIZH —XI/ZI) + (ZZ/ _xxla)((x/)Z + (ZI)2)~ (4'9)

Logo de (4.8) e (4.9)
0= (()+())(~Z2(1+ &) +Zz—x' @) = —a((x')* +(£)?)) (Zz+x'x).

Assim 7'z4x'x = 0, de modo que z> 4 x> = m em que m # 0, substituindo z = y/m — x(s)2

em (4.8) temos

x(s) (+'(5))

O (2240

3
m—x(s)2> 2re =0

Portanto 7> +x% = m, € uma solugao se e somente se ¢ = —2. Neste caso, M estd contida

em uma esfera centrada na origem.

* Se a3 =0, entdo a é ortogonal ao eixo L. No caso em que Y € localmente o grafico de

uma fungdo f > 0 sobre o eixo-z, i.e, Y(s) = (f(s),0,s), substituindo em (4.8) teremos

fs)  _1+o
L+f() f(s)

(4.10)

assim f serd uma (a + 1)-catendria.

Observagdo 4.1. Notamos que no seguinte problema de valor inicial

) F) @
T AT

f(s0) =20 >0, f'(s9) = 0.

o caso particular de f = 0 implica f(s) = ms +n, onde m,n € R. Assim, substituindo em
(4.7) temos a’s+ab = as, de onde segue claramente que a=oeb= 0, dai ¢ > 0, logo
f(s) = v/as. Portanto y(s) = (s,0,+/as) e assim a superficie gerada pela rotagio de y em

torno do eixo-z € um semi-cone superior.
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Observagdo 4.2. Em particular, se a € paralelo a L e se f € uma funcdo constante, ¥ € uma
linha reta paralela ao eixo-x, logo a superficie de rotacio M é um plano ortogonal ao eixo-z.

No caso f(s) = as M é um semi-cone superior.
Observagdo 4.3. No caso a ortogonal a L, se & = —1, entdo existe uma funcdo f(s) = cs+d,
onde c,d € R cujo grafico estd sobre o eixo-z e € a geratriz de M.

* Sec=0ed #0, yéuma linha reta paralela ao eixo-z, logo M é um cilindro reto.

* Se c#0ed =0, yéuma linha reta que passa pela origem, logo M é um cone superior

(ao redor do eixo-z).

Coroléario 4.1. Seja M uma superficie rotacional em torno do eixo L, tal que L C RS (a). Entdo
M é uma superficie -minima com relagdo ao vetor a se e somente se a sua curva geratriz €

uma (o + 1)-catendria.

Corolario 4.2. Seja y(s) = (5,0, f(s)) uma curva geratriz de uma superficie de rotagdo M,

entdo M € uma superficie -minima se e somente se f satisfaz

1'6) S a
ENIOEEENIO

0.64

0.4+

_0__1_

_[]_6 -

Figura 4.1 Geratriz de superficie de revolu¢do com o = 2.
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08
0.6
04 S o
02 {L'Z-
-
-02 -02-
-04—4+ -0.47] o
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0 2
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Figura 4.2 Superficie de rotagdo em torno do eixo-z gerada pela curva em 4.1.

Faremos agora uma andlise da equacao (4.7). Escrevendo-a em termos de uma curva
¥(r) = (r,0,u(r)) e multiplicando os lados por ——— temos
V14 ()?
u’ u o
7+ = :
I+ @)?)2  r/1+W) uy/1+ )

@.11)

Multiplicando (4.11) por r obtemos

( ru(r) ) — « . (4.12)
1+ (r)? u(r)y/1+u'(r)?

Procuramos mostrar a existéncia de solucdes do seguinte problema de condicdes iniciais:

o onl(r) '_r a e
( 1+u’(r)2> w1+l (0 (ro) =a, u(ro) =0. (4.13)

sobre o conjunto (rg,r79+ 6), onde ro >0, a > 0.

Teorema 4.2. Para qualquer a > 0, o problema (4.13) com rp = 0 tem uma solucdo u €
C? ([0, R]) para algum R > 0.
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Demonstragdo. Inicialmente definimos as seguintes fun¢des g : R™ xR —Re ¢ : R — R por

X

(6y) = —a g(x) =
s = e i

A equagio (4.12) é equivalente a rg(u,u’) = (ro(u'))’, assim

| 18ty = rg(ud) +e.
0

€ claro que se r = 0 entdo ¢ = 0, logo

¢! (l /rtg(u,u')dt) =u.
rJo

Ao integrar obtemos

/r (Pil (l/stg(u,ul)dt> ds+a= M(l"), M(O) = a. (414)
0 0

S

Fixando um 6 > 0 a ser determinado posteriormente, de (4.14) definimos o seguinte operador

r _ St a
(Su)(r):/o 0 1(/0 Emdr> ds+a. (4.15)

Sendo assim, notamos que obter uma solugao de (4.13) € equivalente a achar um ponto fixo
de (4.15), tal solucdao pode ser fornecida pela aplicacdo do Teorema do ponto fixo para
contracoes, dado pelo Teorema 1.3.

Para obter tal ponto fixo procedemos da seguinte forma: Observe inicialmente que,

1. Como

temos
1
3

(1—y%)2

Assim, se | y |< & < 1, temos que 1 —y?> > 1 — &2, De forma que

(0=

v 1 1
N B e e rapers
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Analogamente notamos que g : R™ x R — R é uma funcdo é tal que

ox —x2/14y? a

Iy x(1+y)2 /142 1+)?

1 y2
Vo=—9g( -, ——
g g(xqﬂz)

assim, se € < a, temos que g restrita a [a — €,a+ €| X [—¢, €] satisfaz

2 2 (1 Y 2 1 2
| Ve l"=|g] ;er <| gmax | ere :

. Do anterior temos que g e ¢! sdo fungdes Lipschitz com constante Lipschitz L; e L.

dg o g dg o 2y vg
x

logo

Definindo L = max{L;,L,} e tomando € <min{1,a}, obtemos
| 8(x1,y1) —8(x2,y2) [S L] (x1,31) — (x2,32) | em [a — €,a+ €] x [—¢, €]
[0~ ) =97 () [SL|y1 —y2 | em [&,é].
Vamos provar que S é uma contracio no espaco C' ([0, §]), com norma associada
laal | = flel]oo =+ []2d"||oo-

Sendo g e ¢! Lipschitz de constante L > 0 em [a — €,a+ €] x [—€,€] e [—€, €], para
€ > 0 tal que € < min{1,a}, parau,v € B(a,¢€) e para r € [0, 5], obtemos

| (Su)(r) = (Sv)(r) | =

UOSWT) e </0Sv\/T>

(/0 Sm/T) </0 SV\/T>
<L /0 | et~ g(ov)at|ds

gL/Or (/S£|g(u,u/)—g(v,v')|dt) ds
SLZ/Or(/OsZ (1) — (/) dt)ds

L
< 27 (lu=vle+ [l =v]lee)
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sl ot (1% ) (e
(50(7) (507 0)] = o (A,va:@?m> ¢ (ﬂrw¢Tr@?“>‘

=<L dt

rt o rt (04
——dl— -
/Ol’us/1+(u’)2 0 rvy/14 (V)2
rt
—<1 [ L gl ~g(n) | i
0r
rt
=<2 [ 1| ) - () | dt
0or

LZ ! /
=< 2 (fu= vl + |l =V']).

Assim, temos que
1Su = Sullew + 153 = Syl < K (Jltt = v]]eo 4[| = V']]<c) ,

logo
180 = Sull < Jlue =]

Portanto S é uma contracio na bola fechada B(a, 8) em C' ([0, 8]), com & > 0 suficiente-
mente pequeno. Pelo teorema do ponto fixo para contracdes existe um ponto fixo para S
e assim, existe uma solucdo para (4.13), pertencente ao conjunto C' ([0, 8]) NC?((0, 8]).
Mostrar que u € C>([0, §]) no ponto r = 0 é verificada diretamente da Regra de 1’Hépital.
De fato, multiplicando (4.11) por (1 + (i )2)% obtemos

l/l/

(L )2) = (1 W),

quando r — 0

/
lima” + lim = - lim (1 + («)2) = lim & - lim (1 + («)?)

r—0 r—0r r—0 r—0u r—0

logo
/
o
limu” + lim &= = lim — (4.16)

r—0 r—0 r r—0 u
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! /

u u .
para hm — aplicamos L’ Hopital assim lim — = lim ", substituindo em (4.16) obtemos
—0 r r—0 r r—0

. (04
limu” = —.
r—0 2a

Por outro lado, seguindo as ideias do lema 3.1 em [6], temos que, integrando (4.12)

temos
ru’ r o
—:/ §s————ds
VI+W)?  Jo  uy/T+W)?
logo

R V=

"0+h)—u' (0 '(h
W(0) = tim LOFM =w(0) W)
h—0+ h h—0+t h

Lembrando que

aplicando a regra de I’Hopital e o Teorema Fundamental do Célculo, temos

/h)
"0) = 1i u(
u(0) hgg+ h
. /1+(u/)2 /h o
= lim K} ds
h—0+ 2 0 uy/1+ )2
fohs#,zds
= lim (\/1+@))- [ lim —
dim (Y1007 | Jim —5
/
h o
tim (1/1+()2) - 1 <°S“ 1+<u’>2ds> @17
= lim u)?) - lim
h—0+ h—0+ (h?)’
(i)
) ) 1+(u')?)
- 1 N2Y. lim VT
hg(l)l+( + () hgg+ 2h
o
= lim (y/1+ («')?)- lim
h—0+ h—0t 2y 1-|-( ))
. o
" 2a

(04
Logo concluimos u”(0) = lim u”(r) = — portanto u € C?[0, 5].
h—0t 2a



4.2 Superficies minimas singulares de rotacdo em que a e L sdo paralelos 55

4.2 Superficies minimas singulares de rotacio em que a e L

sao paralelos

De acordo com Lépez [17], as superficies minimas singulares invariantes de rotacdo, com
o > 0 e a e L paralelos, foram estudadas inicialmente em [15] em 1980. Em 2021 foram
estudados ambos casos, ¢ < 0 e o > 0 por Dierkes em [11]. Os seguintes teoremas de
classificacdo de superficies de rotacdo or-minimas apresentam as diversas possiveis geratrizes

de uma superficie M dependendo do sinal de a, e foram enunciados e demostrados em [11]:

Teorema 4.3. Seja a > 0, entdo uma solugdo maximal Y = ¥(s) de (4.7) é um das seguintes

opgoes:

1. a-Tectum: 7y € o grafico de uma funcdo simétrica sobre o eixo-x que atinge um ponto
maximo em x = 0, e é crescente para x > 0, além disso quando x — o a fung¢do é

assintdtica em relagdo a z = v/ x.

2. a-Cone: Encontra-se em um lado do eixo z (digamos, x > 0) e € o raio através do origem

com gradiente /.

3. fica em um lado do eixo z (digamos, x > 0) e é o gréfico de uma funcao estritamente
crescente sobre um intervalo (xp,o0) sobre o eixo-x, onde xo > 0, no ponto (xq,0) ¥

intersecta ortogonalmente ao eixo-x. Quando x — oo a funcao € assintética a linha reta

z=+va x

4. Encontra-se em um lado do eixo z (digamos, x > 0) e ambas extremidades sao assintéticas

a linha z = v/oux, além disso temos | lim ¢(s) - lim ¢(s) |= 7.
§—00 S —o0
Demonstragdo. Ver [11]. O

As imagens a seguir sdo graficos dos distintos tipos de solucdes da equacao diferencial (4.7)
associada a uma superficie de revolu¢do ot-minima em torno de um eixo L e vetor associado a,

talque L ||ae a > 0.
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Figura 4.3 Solugdo do tipo 1 asintotica a z = ] 5 ‘ B
\/a x, o=2. Figura 4.4 Solugdo do tipo 4, o0 = 2.

151

10+

Figura 4.5 Solucdo do tipo 3, a = 1.

Teorema 4.4. Seja ¥ = (x(s),z(s)) C R x R",s € I, uma solugdo maximal de (4.6), se o < 0,

entdo Y pode ser descrito por um dos seguintes casos:

* (i) v é o gréfico de uma funcéo simétrica estritamente concava em um intervalo limitado

do eixo x que atinge seu miximo em x = 0 e intersecta o eixo x ortogonalmente.

* (ii) Y permanece em um lado do eixo z (em x > 0) e intersecta o eixo x ortogonalmente

em ambos pontos finais. A fungdo x = x(s) atinge exatamente um minimo no interior do
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intervalo /. y tem uma tangente horizontal no tinico méaximo de z = z(s). Além disso, y

ndo tem auto-intersecgoes.

* (iii) y fica em um lado do eixo z (em x > 0) e é o gréfico de uma fungéo estritamente

cOncava, que € definida sobre um intervalo compacto do eixo x. Em ambos pontos das

extremidades ¥ intersecta o eixo x ortogonalmente. A solucdo do tipo (iii) s6 ocorre se

—1<a<O.

Demonstragdo. Ver [11].

]

Observagdo 4.4. Neste trabalho as geratrizes do tipo (ii) serdo chamadas geratrizes de tipo asa.

As imagens a seguir sdo graficos dos distintos tipos de solucdes da equacao diferencial (4.7)

associada a uma superficie de revolu¢do a-minima em torno de um eixo L e vetor associado a,

talque L || ae a <O.

[}

Figura 4.6 Solucéo de tipo (i) com a = —3.

Figura 4.7 Solug¢@o de tipo (ii) com a = —3.

Observagdo 4.5. As ideias principais da prova dos resultados acima enunciados por Dierkes

sdo baseadas na andlise qualitativa do sistema seguinte sistema

;

X (s) = cos(¢(s))

Z(s) = sen(o(s)) (4.18)
sen@(s)

o'(s)+ )
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Figura 4.8 Solugdo de tipo (iii) com a = —0, 3.

o qual € uma transformacdo da equacdo (4.6) uma vez introduzida como angulo determinado
pelo vetor tangente a y uma fungdo ¢ € C'(1) tal que (x,z') = (cos @, sen@), sendo assumido,

sem perda de generalidade, uma solugdo y parametrizada pelo comprimento de arco.

4.3 Superficies minimas singulares de rotaciio com L C R (a)

No Teorema 4.1 foi provado que dada uma superficie minima singular de rotacdo M com
relacdo a um vetor a em torno de um eixo-L contido no plano ]Rg (a) é gerada por uma curva

(o + 1)-catenaria, para algum o € R.

Podemos ver alguns tipos particulares de superficies de rotacdo. De fato, temos os seguintes

Casos:

* Se a =0, entdo M é uma superficie minima, além disso, a curva geradora de M é uma

1-catendria, dai que a superficie de rotacdo € um catendide.

e Se a = —1, de (4.10) obtemos
f"(s)
L+ f(s)>
cuja solugdo é dada por f(s) = as+b, com a,b € R, segue que se a # 0 entdo a superficie
de revolucao gerada pelo grafico de f € um cone. No caso em que a = 0, M € um cilindro

reto, pois f € uma fun¢do definida sobre o eixo-z.
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* Se o0 = —2, foi visto no Teorema 4.1 que a superficie M € uma semi-esfera, além disso a

superficie € minima no espaco hiperbdlico H?>, como vimos no Capitulo 2.

Corolario 4.3. Seja M uma superficie de rotagdo em torno de um eixo contido no espaco
Rg(a). Entdo M € uma o-superficie minima singular com o = —1 se e somente se M € um

semi-cone ou um semi-cilindro.

Para o0 = —2 temos a seguinte andlise

fs) 1

LHf()2 fls)

Assim f"f+(f')>4+1=0, fazendoy = f(x) ez =y = f'(s) = ?, logo tem-se 7' = f"(s) =
s

dz dzdy dz , . . .
— = —— = —z. Daf a equacdo diferencial pode ser escrita como segue
ds dyds dy

dz

—zy+2+1=0,

dy
entao

Z 1
dz = ——=dy.
21T Y

Integrando em ambos lados temos In(z> + 1) = In(y~2) 4 ¢ de onde segue 72 + 1 = ;—; logo

d _ 12

@ _ _jvea—y

ds vl
Portanto

d
by g
c1—y?

Logo, fazendo u = c¢| — yz, temos du = —2dy, depois de integrar e substituir # obtemos como

solucio y* 4 (s+¢2)? = ¢1, onde ¢y, ¢; € R, lembrando que estamos no espago ]R%’r (a) descreve
a metade de uma circunferéncia centrada no eixo-z, para tal caso a superficie de revolucao seria

uma semi-esfera.
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4.4 Superficies helicoidais

Nesta secdo abordamos superficies minimas singulares que sdo superficies helicoidais. Tais
superficies sdo simultaneamente invariantes por rotacdes e translacdes na direcdo do eixo de
rotacdo. De acordo com do Carmo e Dajczer [5], uma generalizacdo natural de superficies de

rotacao sdo as superficies helicoidais, dadas pela seguinte parametrizacao
X(s,0) = (scosB,ssenf, f(s)+106), (4.19)

para uma funcdo f: I — R.

Note que se A = 0 uma superficie helicoidal é uma superficie de rotacdo. No caso em que
f(s) =0 para todo s € I, a superficie determinada por (4.19) € um superficie helicoidal, que
€ uma superficie minima (veja Sec¢do 3.5 em [3].) Sendo assim, o helicéide € uma superficie
o-minima, para o = 0.

Se a # 0, o seguinte resultado mostra que as superficies helicoidais a-minimas se reduzem

a superficies de rotagdo.

Teorema 4.5. Dado o # 0, qualquer superficie helicoidal que € uma @-minima em relagéo a

um vetor a é uma superficie de rotacao.

Demonstragdo. Seja M uma superficie helicoidal ot-minima parametrizada por
X(s,0) = (scos(0),ssen(0), f(s)+10),onde 6 € R,s € I.
Suponha por contradi¢do que A # 0. Dado a = (a;,a,a3), como M é a-minima, satisfaz a
equagdo (2.1). Vamos encontrar os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental.
X; = (cos(0),sen(0), ), X5 = (0,0, "),
Xg = (—ssen(0),scos(0),4), Xgg = (—scos(0),—ssen(0),0),

Xgs = (—sen(0),co0s(0),0), N = %(lsen(@) —scos(0)f',—(Acos(8) +ssen(0)f,s),

em que D = \/(QL cos(0) +ssen(0) )2+ (A cos(0) + ssen(0) f2 + s2. De onde segue

E=1+(f)? F=Af), G=s+2A%



4.4 Superficies helicoidais 61

Obtemos que a curvatura média de M € dada por

_eG—fF+gE 1 (f's)(s*+A%) + A2(f) + (*f)(L+ ()

M="F6_Fr ~D s2+52(f1)2+ A2 (4-20)
Além disso,

(N,a) la(/lsen(e) —scos(0)f)a; — (Acos(0) —ssen(0) f)az + azs @21)

(p,a) D ajscos(0) +azssen(0) +aszf +azA0 ' '

Como M satisfaz (2.1) igualamos (4.20) e (4.21), multiplicamos em ambos lados por
D, e multiplicamos o denominador de (4.21) pelo numerador de (4.20), da mesma forma
multiplicamos o denominador de (4.20) pelo numerador de (4.21) obtendo assim
a1 A?(f)scos(8) +ai A2 f"s? cos(8) +ai (f)>s> cos(8) +ar (f')s* cos(0) +ay f"s* cos(6) +
ar A2 (f)ssen(0) +a A% f"s*sen(0) +ay (f')s’sen(0) 4+ ax (f')s sen(0) +az f”s*sen(0) +
asfAP(f)+asfAf"s+asf(f')’s* + asf(f)s* +asff's’ +asA’(f')6 +asd’f"s0 +
aA(f)3s20 + asA (f)s*0 + azA f's°0 =
a(A3sen(0) — a1 A% (f')scos(0) +arA(f')s*sen(8) + ajAs*sen(0) —a; (f')3s> cos(0) —
a1 (f)s3 cos(0) — azA> cos(8) —arA?(f')ssen(0) — azA (f')s* cos(8) —axAs*cos(6) —
ar (1)’ s3sen(0) —ax (f')s*sen(0) +azA s+ az(f)*s® +azs).

Logo escrevemos a igualdade anterior como
A(s)cos(0)+ B(s)sen(0)+C(s)0 +D(s) =0, (4.22)
e derivando (4.22) em relacdo a 6, obtemos
—A(s)sen(0) + B(s)cos(0)+C(s) = 0. (4.23)

Lembrando a independéncia linear das fun¢des {cos(60),sen(6),1}, devemos ter A(s) =

B(s) = C(s) = 0 para todo s € I, assim:

A(s) = ars((a+1)s* + (o + DAD) f + adars® (f1)*+
+ (o + Dars* (f)? + (s* + A%) (aday +ar s> f) (4.24)
=0.
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B(s) = ars((a+ 1)s* + (a+ DA f' — adais*(f')*+
+ (o4 Dazs® (f')? + (s* + A2 (—ara; +axs* f7) (4.25)
=0.
Combinando as duas equagdes anteriores na forma ayA(s) —a;B(s) = 0 tem-se
oA (at +a3) (s> + Aa® + (sf')*) =0

Como supomos A # 0, segue que a% + a% =0, entdo a; = ap = 0. Se a # 0, segue que a3z # 0,
assim a € paralelo ao eixo-z.

Além disso como C(s) = 0 segue em C(s)0 + D(s) = 0 que D(s) =0, em que

C(s) = asA (s +A%) /' +5°(f") + (s> +A%) f") = 0, (4.26)
D(s) = az(—as(s* + A2 +52(f)?) + %(S) =0. (4.27)

Do exposto acima, segue s+ A2+ (sf ')2 =0, o qual é contraditdrio pois A # 0.

Concluimos que ndo é possivel supor A # 0, portanto a parametrizagdo de M é dado por
X(s,0) = (scos(0),ssen(0), f(s)), onde 8 € R;s €1,

o que resulta em uma superficie de rotacao. ]



Capitulo 5

Principio de tangéncia e superficies

o.-minimas

Neste capitulo serd usado o principio de tangéncia aplicado a superficies minima singulares
para obter um controle das superficies &-minimas de rotacao e cilindros a-catendrios, no caso
em que o € negativo. Além disso, apresentaremos particularmente um teorema que mostra que

ndo existem graficos completos o.-minimos se o < 0.

5.1 Principio da tangéncia e comparacao entre superficies

minimas singulares

Na Secdo 2.2 do Capitulo 2, foi provado que se M € uma superficie -minima em relacdo a
um vetor a, entdo M é uma superficie minfma na variedade Riemanniana (R> (a),e? (,)), em
que ¢(p) =log({p,a)%). Portanto, M é uma superficie com curvatura média constante neste
espaco ambiente. Desta forma podemos enunciar o principio de tangéncia para superficies
a-minimas em R>. De fato, em [13], os autores estabelecem o principio de tangéncia para
hipersuperficies de curvatura média de ordem superior constante em variedades Riemannianas
gerais. Em particular, segue que o principio da tangéncia vale para hipersuperficies de curvatura

média constante em espacos ambientes arbitrarios (confira Observagao 4.3 em [13]).

Definicdio 5.1. Sejam M; C R? com i = 1,2 p € Int(M;) NInt(M,) tal que o plano tangente e
o normal unitdrio de My e M, em p coincidem. Nessas condi¢des dizemos que p € um ponto

de tangéncia interior de M| e M>.
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Observe que se p é um ponto de tangéncia interior de M| e M», entdo existem vizinhangas
Vi de V, de p em M| e M,, respectivamente, tais que V; sdo dadas por gréficos de fungdes
diferencidveis u;, definidas sobre o plano tangente comum de M; e M, em p. Neste caso,
dizemos que M estd acima de M; em tais vizinhangas se u; < u,.

Estamos agora em condi¢des de enunciar o principio da tangéncia para superficies o-

minimas em R>.

Proposicao 5.1. Se M| e M, sdo duas superficies ot-minimas com relagdo a um vetor a, as
quais sdo tangentes em um ponto interior comum p e M| estd acima de M, perto de p (com
relagdo a um vetor normal comum N(p)), entdo M| e M, coincidem em um conjunto aberto em

torno de p.

Antes de prosseguir, devemos levar em consideracdo o seguinte: de acordo com Lopez
[17], se duas superficies a@-minimas com relagdo a a que coincidem numa vizinhanga de p,
coincidem em todos os pontos. Tal € fato € justificado através da analiticidade desta classe de
superficies. Uma boa exposi¢do para compreender tais fatos estd descrita na Se¢do 1.4 de [24]
e nas referéncias 14 contidas associadas a este tema. Destacamos o argumento da analiticidade.
De fato, esta propriedade segue do resultado mencionado em [24] que diz que uma solucdo
u de classe C* de uma equagdo eliptica da forma F (x,y, u, Uy, iy, Uxy, Uxy, Uyy) = 0 € analitica,
desde que F seja uma fungdo analitica. Para superficies a-minimas com relacio a um vetor a,
dadas localmente como gréficos e considerando, ap6s um movimento rigido que a = (0,0, 1), é

possivel ver que a equacao diferencial parcial que as descrevem

Vu o

VIF VU2 ) u/1+ [ Vu [?

¢é equivalente a

I
o

(14 u2 )ity — 2unt iyt + u(1-+ ui)uxx —o(l+u+ ui)

é claro que F' € uma func@o analitica, dado que é polinomial.
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5.2 Comparacao entre superficies ¢-minimas rotacionais e

cilindricas

Inicialmente provaremos que movimentos rigidos e homotetias aplicam superficies -
minimas como relag@o a algum vetor a em superficies minimas singulares associadas a0 mesmo
o e a0 mesmo vetor a. Tais propriedades serdo importantes nas demonstragdes dos principais
teoremas deste capitulo.

De fato, dada uma translacdo 7 : R* — R? em uma direcio v ortogonal  um vetor a, temos
que se M é uma superficie @-minima M com relagdo ao vetor a, entdo 7 (M) é também uma
superficie or-minima com relag@o ao vetor a. Isto segue do fato de que a curvatura média de M
e o vetor normal unitdrio a M num ponto p sdo invariantes por translacdes. Assim, se Hr € Nr
s30 a curvatura média e o normal unitério de 7 (M) respectivamente, entdo Hy = H, Ny =N e

vale
(N,a)  (N,a)

{pa) (T(p),a)’

uma vez que T (p) = p+v e assim (T (p),a) = (p,a) + (v,a) = (p,a), pois (v,a) = 0. Analo-

2Hr =2H =«

gamente se R € uma rotagdo com eixo paralelo a um vetor a, podemos considerar, a menos
de translagdo, que o vetor que determina o eixo de rotagdo coincide com o vetor a. Neste
contexto, se M € uma superficie -minima M com relagdo ao vetor a, entdo R(M) é também
uma superficie a-minima com relacdo ao vetor a. De fato, seja A a matriz ortogonal que
determina R, ou seja, R(v) = Av, parav € R3. Sabemos que a curvatura média de M € invariante
por rotagdes e o vetor normal unitdrio em R(M) é tal que N(R(p)) = AN(p). Além disso, como
a determina o eixo de rotacdo, temos que Aa = a. Assim,
(N,a)  (AN,Aa)  (N(R(p)),a)

2HR(p) =2H(p) =« (a)  (Ap.Aa) & (R(p),a)

uma vez que, sendo A ortogonal, temos (Av,Aw) = (v,w), para todo v e w em R>.

Situagdo similar acontece para o caso onde ¥ : R? — R? é uma homotetia para um ponto
po € R? e um pardmetro A > 0. Depois de fazer um movimento rigido, a homotetia pode-se

escrever como W(p) = Ap. Lembrando que a curvatura média de ¥(M) é — vezes a curvatura

A

1
média de H de M, i.e. Hy(¥(p)) = xH(p), e que os vetores normais das superficies M e
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¥(M) coincidem, obtemos

M(p) @ (N(p)a)  (Ne(p)a)  (Ne(p).a)
W) =3 = T a = ey~ )

portanto W(M) satisfaz (2.1).

Na sequéncia, vamos introduzir um conceito para estabelecer uma comparacgao entre duas

superficies.

Defini¢do 5.2. Sejam A, B C R® dizemos que A < B se para todo (x,y,z) €A e (x,y,7) € B

temos z < z'.

Na notagdo da Defini¢do 5.2 e assumindo que apés movimentos rigidos temos a = (0,0, 1),

temos o primeiro teorema deste capitulo:

Teorema 5.1. Sejam M|, M, e M3 superficies ®-minimas com & < 0, tal que:
* M, € uma superficie rotacional gerada por uma curva do tipo de asa;
* M, € uma superficie rotacional gerada que intersecta ao eixo de rotagao;
* M3 € um cilindro gerado por uma (-catendria.

Entdo apds translacdes horizontais, rotacdes ao redor do eixo-z e homotetias desde um ponto

em R} (a), teremos
My < Mb e My < M},

em que M}, M} sdo as superficies obtidas ao se fazer tais transformagdes. Além disso, tem-se
que dM) é uma das duas componentes de dM; e dM} encontra dM, exatamente em dois

pontos.

Demonstragcdo. Depois de fazer translagdes horizontais e rotagdes ao redor do eixo-z, podemos
supor que o eixo de rotacdo de M| e M, é o eixo-z e o plano-yz é o plano de simetria para a
superficie cilindrica M3. Se sabe que o bordo de M; sendo uma superficie de revolugdo de uma
curva de tipo "asa"é constituido pela unido de duas circunferéncias concéntricas. Sejam estas
C1UC, = dMy, tais que a regido delimitada por C, contém no seu interior a circunferéncia
C;. Analogamente, seja I’ = dM, a circunferéncia contida no plano xy gerada pela rotacdo dos

pontos extremos da curva geradora de M,. Além disso definimos dM3 = Ly ULy, onde Ly, L,
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sdo as retas paralelas ao eixo-y geradas pelas pontos extremos da curva ¢-catenéria geradora

do cilindro generalizado.

Seja ¥, : R3 (a) — R, *(a) uma homotetia com centro na origem, isto é ¥;(p) = tp, onde
t>0epec Ri(a). Observe que as imagens por tais homotetias de superficies de rotacao
ainda sdo superficies de rotagdo, o mesmo ocorre para superficies cilindricas. Provaremos no
primeiro lugar que é possivel aplicar em M, homotetias tanto como seja necessdrio para obter
finalmente que M; < M} com as propriedades dos bordos como enunciado no teorema. De fato,
seja t suficientemente grande tal que o dominio determinado por ¥, (M) e ]Rg(a) contenha
M; no seu interior. Reduzindo o tamanho de ¢, temos que existe ¢ tal que ¥y, (1\72) encontra
M;. No caso em que a interse¢do acontece num ponto interior p € ¥(M,) N M; e lembrando
que W;(M;) é uma superficie a-minima em torno do eixo-z, pelo principio de tangéncia tais
superficies coincidem num aberto de p, assim, pela analiticidade segue que W,,(M>) = M,0
qual é contraditdrio, pois ¥;,(M>) € uma homotetia da superficie gerada por uma «a-catendria e
M € uma superficie gerada por uma curva com forma de "asa".

Portanto o ponto do primeiro contato acontece entre 8% e dM1, ou seja, num ponto
de C,. Como 8% =¥, (') e C; sdo circulos concéntricos eles devem coincidir, de onde
concluimos o desejado.

De forma andloga provaremos que M, < M} e que vale a condigdo nos bordos. Depois
de fixar a superficie de M,, fazemos ¢ > 0 suficientemente grande tal que M; fique contida
dentro do dominio limitado por ¥, (M3) e o plano RS (a). Logo, fazemos t — O suficientemente
pequeno, até um 7y > 0 tal que ¥, (M3) intersecta M,. De modo andlogo ao raciocinio anterior
tal interse¢@o acontece num ponto de 0¥, (M3) e dM,. Como L; UL, sdo duas retas paralelas,
as imagens ¥, (L) U, (L) = 0¥,,(M3) pela homotetia sdo ainda retas paralelas. Logo
0¥,,(M3) diz-nos que a interse¢do de ¥, (M3) e I sdo exatamente dois pontos antipodas, e

concluimos o desejado. O]

Observagdo 5.1. Ainda que o teorema 4.2 afirme que existe uma solugdo u € C*([0, r]) mas ndo
garante que para uma superficie de revolucdo do tipo M seja de classe C3 no ponto p = u(0).
No entanto, ndo ha problema para usar o argumento da analiticidade. De fato, se M ndo for

analitica em p, ainda obtemos contradigdo se ¥, (M \ {p} = M; e se ¥,,(M3) = M \ {p}.
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5.3 Nao-existéncia de superficies « —minimas dadas por gra-

ficos completos

Nesta secdo, utilizando as técnicas abordadas na sec@o anterior, apresentamos um teorema

que estabelece um resultado para graficos @ —minimos completos quando o < 0.
Teorema 5.2. Se o < 0, ndo existem superficies a-minimas que sejam graficos completos.

Demonstragcdo. A prova é por contradicdo, seja M uma superficie o-minima, a qual é um
grafico completo sobre Rg(a). Depois de fazer uma mudanga de coordenadas, assumimos
a = e3, de tal forma que Rg(a) coincida o plano-xy. Seja p € M tal que p pertence ao eixo-z €
S uma superficie de rotacdo a-minima tal que intersecte o €ixo-z num ponto g.

Seja t > 0 suficientemente pequeno tal que ¥;(S) esteja no dominio contido em ]Ri (a) e
determinado pelo plano ]RS (a) e a superficie M. Uma vez que tal superficie faz parte da fronteira
de uma regido limitada em Ri (a), tal homotetia é possivel. Neste caso, se I13 : R = 0.éa

projecdo candnica na terceira coordenada, em que O, representa o €ixo z, tem-se que

I13(W(q)) = tTI3(q) < II3(p).

Usando um argumento andlogo ao teorema anterior, aumentamos ¢ até obter tal que para

um 7o > 0 tal que ¥y, (S) intersecte a superficie M. Isto ird ocorrer para pelo menos um # tal
II3(p)
I3(q)

pelo principio de tangéncia tais superficies coincidem numa vizinhanga de P. Assim, pela

que 7y < . Além disso, o ponto P € ¥,,(S) "M ¢ interior de ambas superficies, logo,
analiticidade segue que W;,(S) C M. Logo o bordo #,C da superficie ¥, (S), estd contido no
bordo de M, isto é toC C dM. Por hipétese, M é um grifico inteiro, entdo dM = &, como

C # @, temos uma contradicao. [

Observagdo 5.2. Note que, quando ¢ > 0 segundo o teorema 4.3 no caso 1, a superficie de
revolu¢do or-minima M com relagdo a um vetor a € gerada por uma solugdo o-tectum, cuja

superficie é um grafico completo sobre R3(a).
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