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Resumo

Neste trabalho apresentaremos um estudo sobre a classe de equacoes bi-harmoénicas nao line-
ares com p-Laplaciano, que foram investigadas pelos autores Juntao Sun, Jifeng Chu, Tsung-

fang Wu no trabalho [15], sobre o seguinte problema:

Ay — BAu+ AV (z)u = f(z,u) € RY,

(1)
u € H?(RY),

onde N > 1, B € R, A > 0 sdo parametros e A,u = div(|Vu[P"2Vu) com p > 2. Dife-
rente de outros artigos que tratam esse problema, os autores substituiram o Laplaciano com
p-Laplaciano e permitiram que (3 seja negativo. Sobre adequadas hipoteses em V(x) e f(x, u),
foi possivel obter a existéncia e multiplicidade de solugoes nao triviais para A grande o sufici-
ente. A prova se baseia em métodos variacionais assim como na desigualdade de Gagliardo-

Nirenberg.

Palavras-chave: Equacoes biharmonicas; p-Laplaciano; Métodos Variacionais; Desigualdade

de Gagliardo-Nirenberg.



Abstract

In this work we will present a study on the class of nonlinear biharmonic equations with p-
Laplacian, which were investigated by the authors Juntao Sun, Jifeng Chu, Tsung-fang Wu at
work [15] on the following problem:

Ay — BAu+ AV (z)u = f(z,u) € RY,

(2)
u € H*(RY),

where N > 1, 8 € R, A > 0 are parameter and Ayu = div(|Vu|P~2Vu) with p > 2. Unlike
other papers dealing with this problem, the authors replaced the Laplacian with p-Laplacian
and allowed [ to be negative. Under suitable assumptions in V(z) and f(z,u), it was possible
to obtain the existence and multiplicity of non-trivial solutions for A large enough. The proof

relies on variational methods and Gagliardo-Nirenberg inequality.

Keywords: Biharmonic equations; p-Laplacian; Variational methods; Gagliardo-Nirenberg.
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Capitulo 1

Introducao

Problemas envolvendo bi-harmoénico e o operador laplaciano ja foram anteriormente trabalha-
dos por outros autores, como por exemplo no artigo [10] dos autores Lazer-McKenna, no qual

utiliza apenas o bi-harmonico e o operador laplaciano como a seguir:

A%y — cAu = f(x,u), =€ Q,
u=Au=0,x € 0

onde () é um dominio suavemente limitado e ¢ é um parametro. Ja com a utilizacao do

potencial temos o exemplo do trabalho [11| do autor Liu-chen-Wu como apresentado abaixo:

A%y — BAu+ NV (z)u = f(z,u) € RY,
u € H*(RY),
onde N > 1. Outro exemplo de problema é apresentado pelos autores Wang-Zhang no artigo
[16] utilizando o operador bi-harménico e o potencial, mas sem utilizar o operador laplaciano
como a seguir:
A?u+ Vy(z)u = f(u) € RN,
u € H*(RY),
onde N > 5, Vy(x) =1+ Ag(x) é um potencial.

Em um interessante artigo, Chueshov and Lasiecka [4] consideram a seguinte equacao da placa

nao linear conhecida como o modelo de Kirchhoff-Boussinesq (K-B):
wy + kw, + A%w = div (|[VwP*Vw) + cA(w?) — f(w) (1.1)

definida em dominio limitado 2 C R? com fronteira suficiente regular e um adequado dado



Introducao. 2

inicial. O modelo (1.1) aparece naturalmente, como mostrado em [5], como limite das equagoes
de Mindlin—Timoshenko, o qual descreve a dindmica da placa que leva em conta os efeitos de
cisalhamento transversal, (ver, e.g., [8] e |9, Capitulo 1| e as suas referéncias. Para detalhes

relativos as dindmicas das placas de Mindlin-Timoshenko nos citamos [8] e [9].

Esta motivagao fisica nos despertou interesse em estudar nesta dissertagao o artigo [15] de J.

Sun, J. Chu, T.F. Wu. Mais precisamente estudaremos o problema

A%y — BAu+ AV (z)u = f(x,u) € RY,

(E)
u € HX(RY),

onde N > 1, A?u = A(Au), 8 € R, A > 0 é um parametro, Ayu = div(|Vu[P~2Vu) com p > 2

e f € C(RY x R,R). Assumimos que o potencial V(z) satisfaz as seguintes condigoes:

(V1) Ve C(RY) e V(z) > 0 Vz € RY;

(V2) Existe b > 0 tal que o conjunto

{V<b}={zeR",V(z) <b}, (1.2)

tem medida de Lebesgue positiva finita para N > 4 e

A\
{V < b}| < S (1 + 70) para N <3, (1.3)
onde | - | é¢ a medida de Lebesgue, Sy, ¢ a melhor constante de Sobolev para a imersao

de H*(RY) em L>(RY) para N < 3, e Ay ¢ definida em (2.4) posteriormente;

(V3) Q=int{z € RV : V(z) =0} ¢ nao vazio e tem fronteira suave com
Q={zeR":V(z) =0}.

Ao longo dessa dissertagdo vamos denotar L™—norma (1 < r < o0) por |- |, 2, 1= 00 se
2N
1< N<4de2, = N1 5¢ N > 5; usamos a notagao a™ = max{a,0} e B, = {x € RV :

|z| < r}. Quando consideramos uma subsequéncia de {u,} continuaremos usando a mesma
notacao {u,} para a subsequéncia. E usaremos o0,(1) para denotar uma quantidade o qual

converge para zero quando n — oo.

A seguir sera apresentado algumas condicoes de crescimento da funcao f que utilizaremos e

os devidos teoremas que iremos demonstrar usando essas condigoes.
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(D1) feC (RN x R, ]R) e existe ¢ tal que p < ¢ < 2, e duas funcoes a,b € L™ (RN) que

satisfazem |at|o < ©5' e b(x) > 0 em  tal que

lim f@5) (z,5)

L = a(x) uniformemente em reRY,
s—0 S|

lim f(@5)

R = b(z) uniformemente em x e RV,
§—00 S

onde O, é dado em (2.26).

(D2) Existe [ tal que 1 <[ < 2 e uma fungdo nao negativa d € L**=) (R tal que
pF (z,5) — f(x,8) <d(z)]s]" Vz € RY e, s € R,

onde F(x,u) = [ f(x,s)ds.

(D) f € C(RY x R,R) e existe ¢ tal que 2 < ¢ < p e trés fungdes nao negativas go,
g1 € LP/P (RN com go(z) > 0em Q e a € L®(RY) tal que
go(2)sT ' < flx,s) < a(x)s + gi(x)s? 1,

Np .

onde p* := g

(D2’) Existe uma funcdo ndo negativa g, € LP"/®"~D(RN) tal que
1
éf(az, s)s — F(x,s) < ga(x)|s|?.

(D3) fe CRN xR,R) com f(z,s) =0Vr € RN e s <0, e existe ¢ tal que 1 < ¢ < p, e duas
fungdes ndo negativas a € L¥~9(RN) para 1 < ¢ < 2,oua € L¥(RY) para2 < ¢ <p
e be L®(RV) tal que

—a(x)s"t < flx,s) < alx)sH 4+ b(x)sPL

Teorema 1.1. Suponha que N > 1, 2 < p < 2, e condigoes (V1) — (V3) sao satisfeitas.

Também assumimos que a fungao f satisfaz (D1) e (D2).

Entao existe Ag > 0 tal que o problema (E) admite ao menos uma solu¢ao nao trivial para

todo A > Age g >0.
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Teorema 1.2. Suponha que N > 3, 2 < p < min{N, 2%} e as condi¢des (V1) — (V3) sdio

satisfeitas. Também assumimos que a fungao f satisfaz (D1') e (D2').

Entao temos os sequintes resultados:

(i) para B >0, Ag > 0 tal que a equagao (E) admite ao menos uma solug¢io nao trivial para
todo A\ > Ay,

(i) existe By , Ao > 0 tal que a equagao (E) admite ao menos duas solu¢oes nao triviais

para todo A = Ay e 0 < 8 < .

Teorema 1.3. Suponha que N > 1,2 < p < 4 e as condigées (V1) — (V3), (D2) e (D3) sdo

satisfeitas.

Entao os sequintes resultados sao verdadeiros:

(i) se f(z,s) = 0 para todo (z,s) € RN xR e 1 < q < 2, entdo existe Mo,y > 0 tal que
para |a|p2/e-q < Iy, entdo a equagdao (E) admite ao menos uma solu¢ao nao trivial para
todo A > ANy e B <0y

(ii) se f(x,s) = 0 para todo (x,5) € RN xR e 1 < q < p, entio existe Ag > 0 tal que a

equacao (E) admite ao menos uma solug¢io nao trivial para todo X > Ay e 5 < 0.

Teorema 1.4. Suponha que N > 1,2 <p <4 e as condi¢oes (V1) — (V2) sao satisfeitas. Se
f(z,u) = h(z)|u|"2u com h € L¥C=D(RY) e 1 < q < 2, entdo existe A*,II* > 0 tal que para
0 < |ht|a)2—q) < II*, a equagio (E) admite ao menos duas solugoes nao triviais para todo

A=A e <O.

No Capitulo 2 mostraremos a estrutura variacional do problema e alguma estimativas que
serao usadas ao longo da dissertagao. No Capitulo 3 mostraremos que o funcional associado
naturalmente ao problema tem a geometria do teorema do Passo da Montanha. No Capitulo
4 faremos as demonstragoes dos Teoremas 1.1 e 1.3. No Capitulo 5 serda demonstrado o
Teorema 1.2. A demonstracao do Teorema 1.4 sera apresentada no Capitulo 6. Ao final da
dissertacao apresentaremos dois Apéndices. No Apéndice A enunciaremos e apresentaremos
as demonstracoes do Principio Variacional de Ekeland e do Teorema do Passo da Montanha.
No Apéndice B enunciaremos os principais resultados nessa dissertacao indicando referéncias

onde o leitor podera encontrar as demonstragoes.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Estrutura variacional

Neste capitulo estudaremos a estrutura variacional necessaria para estudar o problema (E).
Mais precisamente, vamos estudar o espago onde vamos procurar as solugoes e estabelecer
algumas estimativas que serao importantes no decorrer desse estudo.

Vamos definir o seguinte conjunto:

X = {u € H*RY): /RN V(z)uide < oo} : (2.1)

Vamos equipar (2.1) com o seguinte produto interno e norma

(u,vy\ = / (AulAv + AV (z)uwv)dr e |jul]f = (u,u)y com u,v € X. (2.2)
RN

Assim, construimos o espago X, = (X, ||ul|»). Podemos observar que para A > 1 temos,

|lu|| < ||ulx, o qual definimos ||u|| = ||ul|1, ou seja
|| u| :/ (AulAv + V(z)uv) dz. (2.3)
RN

Agora vamos mostrar algumas estimativas envolvendo as normas de X, e H?.

Considere a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, encontrada no Apéndice B, Teorema 6.11

comj=1,p=2,0= % k=2 m=2 qg=r =2, existe Ay>0, tal que temos

1/2 1/2
/ |VulPdr < A2 (/ |Au|2dx> (/ |u|2dm> : (2.4)
RN RN RN
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Segundo a desigualdade de Young, encontrada no Apéndice B, Teorema 6.14, com os valores

p =2, g =2, conseguimos

1/2 2y
Ap (/ \Au|2d:z:> (/ |u\2dx) <=2 (/ | Au|?dx +/ u2dx> .
RN RN 2 RN RN

Disso, pela desigualdade (2.4) temos

A2
/ |Vul|?dr < 70 (/ |Au|?dx —I—/ u2dx> . (2.5)
RN RN RN

Somando a expressao ([py |Aul’dz + [ox u?dz) em ambos os lados da desigualdade, temos

AQ
ulle = / Vu|*dz +/ |Au|*dx +/ wdr < (—O + 1) </ | Aul|*dx +/ u2dx) .
RN RN RN 2 RN RN

Assim, conseguimos majorar ||ul|%, definido em 6.8 encontrado no Apéndice B, por cima e

por baixo como a seguir:

A2
/ |Au|?dx —|—/ w?dr < |lulffe < (—0 + 1) </ |Au|*dx —|—/ u2dyc) : (2.6)
RN RN 2 RN RN

Lema 2.1. O espaco X definido possui imersio continua em L", ou seja, X,(RY) — L"(RY)

para € [2,2,).

Para demonstrar o Lema 2.1 vamos precisar estudar as desigualdades com |u|3 separadamente

para cada um dos casos N <3, N =4e¢ N > 4.

Se N < 3, elembrando que {V < b} = {z € RY | V(z) < b}, {V > b} = {z e RV | V() > b},

podemos separar a seguinte integral na soma de duas integrais nesses dois dominios disjuntos

/ UZdZE:/ u2dx+/ u’dr.
RN {(V=b} {V<b}

Usando a propriedade (V2) chegamos em

1
/ udr < —/ V(z)udx +/ u?dz, (2.7)
RN b {V=>b} {V<b}

de |u| < |u|w = inf{c > 0: |u(z)| < ¢}, logo ocorre a desigualdade

/ ulPde < / %, de = ul?, / 1dr = |u%|{V < b}
{v<b} {V<b} {v<b}
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Entao aplicando a desigualdade anterior em (2.7),
2 1 2 2
/ u“dr < —/ V(z)u“dr + |ul5 |{V < b}|.
RN b RN
Da imersao continua de H? (RN ) em L> (RN ) na desigualdade anterior, conseguimos
1
/ Pz <~ [ Viancde + S|l {V < b)),
RN b RN
Combinando com a desigualdade em (2.6), temos
A2\
(1 + —0> Il < / Auf*dz +/ dr
2 RN RN
2 1 2 21,112
/ AufPde + —/ V(e)ulde + S |ul%e] {V < b} .
RN b RN
Pela definicao da norma em X, com A\ = 1, conseguimos:
A\ 1
142 ullF: < / | Aul*dz + —/ V(z)uldr + S2|{V < b} [||lul3=  (2.8)
2 RN b RN
1
< max {1, bl 4 SV <0}l
Isolando |u||%2 no lado inferior da desigualdade concluimos que
-1
2 1 2 A 2
|ul|7: < max <1, 3 ||| 1+ 7 — S H{V < b} para A=1, N<3. (2.9)
1 :
Se A > R da desigualdade em (2.8) teriamos

A2\ 1
(H_o) ||u||g,2</ BuPdo g [ Viotdo+ SLV <8} e
RN

2
</ | Aul*dx + )\/ V(z)u*dr + S2 ||lul|5=[{V < b}|.
RN R

N

S

Usando a defini¢ao de ||u|| ficamos com

AQ
(1 * 7) e < Mlull} + SZlull}={V < b},



Capitulo 2. Preliminares. 8

Entao podemos concluir que

7 < [lull3 N <3. (2.10)

A2\~ B
(1—1—70) —S§O|{V<b}|] , para \ >

Se N = 4, e considerando a condi¢do (V'2), podemos abrir a integral a seguir como no caso

N < 4:
/ u2dx:/ qux—l-/ uldx.
R4 {V>b} {V<b}

Para (V1), conseguimos

1
/ udr < —/ V(m)u2dx—|—/ L.u?dz.
R4 b Jpa {v<b}

Aplicando a desigualdade de Holder, encontrada no Apéndice B, Teorema 6.13, com p = ¢ = 2

2 1 2 2\ 2o, )
uder < — [ V(x)u“dr + 1“dx (u”)*dx
R4 b Jpa (V<b} (V<b)

1 1/2
= —/ V(z)u’dx + {V < b}]l/2 (/ ]u\4dx) )
b Jga (V<b}

Usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, encontrada no Apéndice B, Teorema 6.11,

temos

comk:q:r:2,p:4,j:0662§,existeBg>Otalque

1 1/2 1/2
/ u?der < —/ V(z)u*dx + (|{V < b}|B§/ |Au|2dx> (/ uzdx) :
R4 b Jpa R4 R4

Com a desigualdade de Young, encontrada no Apéndice B, Teorema 6.14, conseguimos

1 1 1
/ u?dr < —/ V(z)u?dz + = By|{V < b}|/ | Aul*dz + —/ u?dx.
R4 b R4 2 R4 2 R4

Entao multiplicando por 2 na desigualdade anterior, e isolando fR4 u?dr em um s6 lado da

desigualdade, ficamos com

2
/ Pdr < -/ V(z)u® + BI{V < b}|/ |Auf2dz. (2.11)
R4 b R4 ]R4
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Das desigualdades (2.6) e (2.11) temos

Il < <1+A7%> [(1+Bgy{V<b}|)/R4\Au|2dx+§A4v<x)u2dx] (2.12)

A? 2
< <1—|—70> max{1+B§|{V<b}\,g} [lse (2.13)

Voltando para a desigualdade em (2.12), como 1 < 1 + Bg{V < b}| vamos ter que
1< (14 BY{V < b}|)*. Entéo conseguimos

2

lullZs < (1 + %) {(1 + BY{V < b})) /R |Auldz + %(1 + BV < bY|)? /R V(x)u2dx} |

Colocando (1 + Bj|{V < b}|) em evidéncia, conseguimos

el < (1 + %) (1+ BA{V < b})) UR Aulda + %(1 + BY{V < b})) 4 V(x)qux} |
201+ BI{V < b))
b

temos

Assim para \ >

2

ke < <1 " %) (1+ BU{V < b})) UR [AuPde + 51+ BV < b}) [

3 V(x)qux}

2
< <1+%> (14 BY{V < b)) U |Au|2dx+)\/ V(z)uldz)
R4 R4

Usando a defini¢ao de ||u||y chegamos em

A2
Jull = (1452 ) 1+ BIEV < D)l

Podemos concluir entao que

2

A 2(1+Bj{V <b
ol < (142 0+ BV <Dl para 2 > 2EERE<ED

) N =4 (2.14)

Se N > 4 e considerando as condigoes (V1) — (V2), e separando a integral a seguir como no

caso N = 4, ficamos com

/ u2dx:/ qum+/ uldx
RN {V=b} {V<b}

1
= —/ V(z)uldx + / 1-udr.
b Jivs (v<b}
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Usando a desigualdade de Holder, encontrada no Apéndice B, Teorema 6.13, com p =

q= %, temos

2 1 2 fracAN a 2\
u'dr < — V(z)ude + 1 dx (u*)~N—4dx
RN b Jrn {V<b} RN
1 2N (N=4)/N
< -/ V(e)lde + [{V < b}VN (/ |u]N4da:> |
b RN RN

Da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg 6.11, encontrada no Apéndice B, para 6 € (0, 1),
2N

N -4

N
1 €

j=0,q=p= ,7=k=2emn= N assim n # 4, entao existe C' > 0 tal que
lull 2 < CIV2ull3 [|ull'sy -
N-4 N—4
Deixando ||ul| 2vem um s0 lado da desigualdade obtemos
[ul’sy < C[|Aul]s.
N—4
Passando a raiz de 6 em ambos os lados

lull 2. < CY|Aulls. (2.15)

Definindo Cy = C'/? conseguimos

N—4\ 2
((/ uﬂdm) ) < C’g/ | Aul*dx.
RN RN

Assim, temos

1
/ udr < —/ V(z)ulde + |{V < b}V (03/ \Au\zd:p) :
RN b Jpn RN

Combinando a desigualdade anterior com (2.6), temos:

AQ
1wl < (1 + 70> </ \Au\zdx—l—/ u2da:>
RN RN

< (1 + A?%) (/RN Auf2dz + % /RN V(e)ylde + [{V < b}V C2 /RN |Au]2d:c)
(2.16)
< (1 + Ag) ((1 + CZ{V < b}YM) /RN | Au|*dz + % /RN V(m)u2dx> (2.17)
(1+3)m

1
ax{1+C§|{V< b}|4/N,E} ]| (2.18)
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Pela desigualdade em (2.17)

2

A 1
Jull7e < (1 + 70) {(1 + C2{V < b}MN) /RN |Au|*dx + 5 /RN V(:C)qux] :

Como 1 < 1+ CZH{V < b}[*N temos que 1 < (14 CZ{V < b}WN)Q, ficamos com

2

A 1
lullF < (1 + 70) {(1 + Co{V < b}*N) /R [Auldz + 3 (1+ CF{V < B})? /]R V(m)uzd:v} :

Colocando (1 + CZ|{V < b}|*V) em evidéncia, temos

2

4 i
Julle < (1 " 70) (1+ C2I{V < b}*Y) UR BuPda + 31+ GV <0} |

V(x)qux} :
R4
Assim, se A > (1 + CZ{V < b}[*V)

A2 1
||| 32 < (1 + 70) (1+ C2{V < b}|¥M) UR |Aul|?dz + 3(1 + C2{V < b}¥N) /R V(:v)u2d:c]

2
< (1 + %) (14 C2{V < b}¥M) [/ |Aul?dz + A V(x)qua:] :
R4 R4

Usando a defini¢ao de ||u/|x
2 A(z) 2 4/N 2
ol < (14 52) (1 GBIV < )l

Logo

2

A 1+ C2{V < b}V
ol < (14 52) (L GBIV < YY)l pana a3 2=

b

, N > 4.
(2.19)

Podemos agora construir a constante de imercao para cada uma das restricoes de N, temos:

1

a2\ ! N
(1+7°) — SZ{V <b}|| max{l,1} para N <3,

ay = 1—1—%3 max {1+ Bj|{V < b}|,2} para N =4,
1+A73 max {1+ C3{V < b}|¥V, 1} para N > 4.

Entao das desigualdades (2.9), (2.13) e (2.18), temos

lullfr < conllull?, (2.20)
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logo, temos que a imersiao X — H?(RY) ¢é continua.

Como a imersdo H*(RY) < L*(R¥) ¢ continua para N < 3, entao pela desigualdade (2.10),

e para todo r € [2,+00), temos
ul"der < |u|"T? uldx
o
RN RN
2) r

A\, 2
(1+3) -stv<ol| pg @2

r

para A > ;. Além disso, usando que a imersao H*(RY) — L"(RY) (2 < r < +00) ¢ continua

para N =4 e a desigualdade em (2.14), para todo r € [2,+00) temos

/|m¢v Sl
(2.22)

; ,
7 BV < uiE (14 48) 7 Jully para A > (4817 <)

onde S, é a melhor constante para a imersao de H2(RY) em L"(RY), com r € [2,+00), para
N =4.
Finalmente para N > 4, das condigoes (V1) — (V2) e a desigualdade (2.19), e as desigualdades

de Holder (6.23) e Gagliardo-Nirenberg (6.22), considerando o seguinte, para r € [2, %)
/ |u|’"da: _ / |u|1_1v(r4—2) |u|N(Z—2> A

RN RN
Usando a desigualdade de Holder, encontrada no Apéndice B, Teorema 6.13, com q = m
ep= ﬁ(ﬁf—@ obtemos

Nr—2)\ ¢ 1/q 4r—N(r—2)\ P 1/p

/ lu|"dz < / (|u| 7 ) dx / <|u| i ) dx

RN RN RN

s (r—2>éN—4) 8 2N—7~8(N—4)
_ / <|U|N(7:2)> r—2)(N—4) d:L') (/ <|u|47" N(?" 2))21\777‘(1\774) dl’)
RN RN

(r=2)(N-4) AN—r(N-1)

(
(

- (/RN yu\ﬁﬂdx)s (/RN ufPdz)
( .

(r—2)(N—4) 2N—r(N—4)

N .
HMW#) (/ mwm)
N—4 RN
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Usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, encontrada no Apéncide B, Teorema 6.11,

comp=q= ]\2,—]:74, j=0,k=r=2e6€(0,1), existe uma constante C' > 0 tal que

N (r=2)(N-4) 2N—r(N—4)
8

o 8
forwe emee ([ ™) " (Lonn)
RN RN RN

Definindo Cy = C? temos

N (7'72)5(;N74)

/ lu|"dz < <C’ON‘4 (/ |Au|2dx) ) )
RN RN

Distribuindo as poténcias, ficamos com

N(r—2)
w|"de < Cy 4 Aul?dx
0
RN RN
N(r—2)
=C, * </ |Au\2dx)
]RN

Distribuindo a poténcia —, conseguimos
r

N(r-2) Ne-2) 2N-—r(N-4)\ T/2

r— 4r ar

/|U|de<004 ((/ |Au|2dx> (/ |u|2dx> ) | -
RN RN RN

Considerando a desigualdade de Young, encontrada no Apéndice B, Teorema 6.14 com

1 _ N(r-2) 1 _ 2N—r(N—-4) 1 1 _
5_7>0€5_T>0tem085+5_1710g0

Ne—2) (N(r —2 2N — (N —4 "2
uw|"der < C, 4 —(r ) Aul?dzr + ( ) ul?dx
0
RN 4r RN 4r RN

Ne=2 [ /N(r—2) 2N —r(N—-4 r/2
<C, * (r=2) + r( ) / |Aul*dz +/ lu|?dx :
4r 4r RN RN

Como a soma (N(Z;Q) + 2N72(TN74)) =1, entao

N(r—2) /2
/ uffdz < Cp (/ (|Auy2+|u|2)dx) |
RN RN

2N—r(N—4)
3

( tuas)

N(r—2) 2N—r(N—4)
8

</ |u]2d1:)
]RN
N(r—2) 2N—r(N—-4)
B
(/ ]u\2dx) )
RN

2. r
r 2
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Da desigualdade (2.6), conseguimos

[ e < €37
n X G H2:

E pela desigualdade (2.19), chegamos em

r T
ulrde < Co T (1t v < b} 2 (14 20) s (2.24)
RN =X Y0 0 2 A .
1+ C2{V < BY[YY
para A > +Co|{b< HYT

Entao podemos construir a seguinte constante de imersao

( o —1 —r/2
Sl 2 [(1 + %) 82|V < b}q se N <3,
— r r/2
Or:= 1 S (1+ BI{V < b}av)/? (1 + %) se N =4, (2.25)
N(r— r/2 A2 r/2
| YO (14 GBIV < b)) <1+70> se N >4

% se N < 3,
2

(1+B6‘\b{v<b}\) se N =4,

2 4/N
w se N > 4

Podemos agora demonstrar o Lema 2.1.

Demonstra¢ao do Lema 2.1. De (2.21), (2.22), (2.24) e (2.25), temos que para todo r € [2,2,)

e A > A, a desigualdade a seguir é satisfeita
[ ks < orfuls. (2.26)
RN
Assim, temos que X, (RY) — L"(RY) para r € [2,2,). O

Agora vamos estudar as condigoes (D1), (D1’) e (D3), apresentadas no capitulo introdutorio,

estas sao condic¢oes de crescimento da funcao f, que por sua vez foi definida para o problema

(E).

Considerando que a condi¢ao (D1) é satisfeita, V ¢ >0, 3 &y > 0, tal que se |s| < ¢, temos

| f@9)

s~

_ f,9)

-ato] > 15

—a(z) |s] < do,
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mas isso significa que

a(r) +e> “Tiﬁi)
entao
[s]" " (a(z) +¢) > f(x,5) [s] < do. (2.27)
Definimos a*(z) = max{a(z),0} e a~(z) = max{—a(z),0}, entio a(z) = —a~(z) + a*(z) <

a™(x). Logo, substituindo em (2.27), temos

f(z,s) < (a(z) +¢)|s|?" para |s| < do.

Como é para um &y pequeno, podemos escolher § = min{l,dy} tal que as desigualdades

anteriores continuam sendo satisfeitas.

f.s) < (a*(2)+e)ls|"" para |s| <0
<

f(,s)

(la*(2)| +€)ls|"" para |s| <9,

a € L®(RY) entdao uma vez que a®(z) = |a*(z)] < |aT|e, e |s| < 1 e 1 < ¢— 1 entao

|s|* > |s|77!, e se |s| < § < 1 entdo |s| <1, assim

f(z,8) < (la*]o +€)|s| para |s| < 1. (2.28)

Da outra parte da condi¢ao (D1), para o mesmo € > 0, 3 M > 1, tal que se |s| > M, temos

f(z,s) f(z,s)
2 - 2 - M7
€ o b(x) s b(x) para |s| >
entao
f(z,s)
>
e+ b(z) > s

Multiplicando a desigualdade anterior por |s|?"!, ficamos com

5|97 (e + b(x)) = f(x,5).
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Como b € L*(RY) entdo 0 < b(z) = |b(z)| < |b|s, logo
|57 (e + [blc) = f(2, ).
Sejamtalque2 < g<m<2 el <qg—1<m—1<2"—1entao |s|7! < |s|™"! assim
f(z,8) < (e + |bloo)|s|™ " para |s| > M. (2.29)

Agora considere M > |s| > ¢, neste conjunto a fungao f(x,-) é compacta, ou seja, 0 maximo

e 0 minimo é assumido por s em [—M, —48] U [§, M], e da f e |s/™ ! serem fungoes continuas,
f(z,s)

1 [blw)]s]™ é continua e compacta, logo 3¢; € R, e ¢o > 0, tal que
€ o) |8|™™

f(z,s)
c; < — < ¢y para § < |s| < M,
(€ + [bloo)|s[™
assim
f(z,5) < cale+ |bloo)|s|™ " para & < |s| < M. (2.30)

Logo, juntando (2.28), (2.29) e (2.30), temos

f(2,8) < (JaT|oo +€)|8] + (c2 + 1) (e + [bloo)|s|"" Vs ER.

Com 0 < (¢ + 1)(g + |bloo) = C: pois s6 depende de €, entao conseguimos

f(z,5) < (JaT|o +€)|s] + Cfs|™ ! Vs €R.. (2.31)

Considerando F(z,s) = / f(z, t)dt, entéo
0

2

5 S s|™
Fla9) < [ (ot )l + Clii™dt = (a* oo +0) 5 + 0.2
0
Logo obtemos
+ Ell |s|™
F(z,s) < (Ja" | + )7 + C: Vs eR.

2 m
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Entao, pela desigualdade (2.26), concluimos que para todo u € X,

+
/ F(x,u)dr < M/ |u|2dx+%/ |u|™dz
RN 2 RN m JrN

(la¥]oo +€)O2 C:Om | 1im
< e Ty 2 (232
Considerando agora que a condigao (D1") é satisfeita, temos
go(2)sT 1 < fla,s) < a(x)s + gi(x)s (2.33)

Definindo F(x,u) = / f(z,s)ds, temos da desigualdade anterior a seguinte condigao sobre
0
a F(z,u)

/ go(x)s"'ds < F(x, u) </ a(x)s + gi(z)s" 'ds.
0 0

Assim conseguimos

u? u? ul

go(x)g < F(z,u) < a(w)? + gl(x)g. (2.34)

Entao, aplicando a integral de Lebesgue, mantemos a desigualdade

ul u? u?
/ go(x)—dx < / F(z,u)dzx < / a(x)— + g1(x)—dx.
RN q RN RN 2 q

Logo temos

/R Fla,uyde < /R ) a(m)u; + gl(x)%qu (2.35)
/RN F(z,u)dz > /RN go(x)%qd:r. (2.36)

Sabemos que a(z) € L>®°(RY), entdao como ja vimos anteriormente a(z) < |a|s, assim, usando

isso em (2.35), chegamos em

. 1
/ F(z,u)dr < %/ |lu|?dx + —/ |g1(z)|uldx.
RN RN q JrN
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Usando a desigualdade de Hélder, que pode ser encontrado no Apéndice B, Teorema 6.13, com

* *

I 4
as poténcias — e

. jZ
, com p* =
P*—q N—-p

P —q i*

/RNF@,u)dxg%/MWH%(/RN|g1<x)* ) (/RN dx)

Como g;(z) € Lﬁ(RN ), entdo a desigualdade anterior pode ser apresentada da seguinte

, conseguimos

*

forma
|aloo | 1o
Pz, u)dr < —=uf; + |91 —q|uly- (2.37)
RN
Usando a desigualdade (2.26) concluimos
/N F(z,u)dr < o ‘Oo@2||u||A |91 . *,q)@g (2.38)
R

Agora considerando que ocorre a condi¢ao (D3), temos

—a(x)s? < flz,s) < ax)s? + b(x)s”. (2.39)

Logo a desigualdade a seguir é valida

- /Oud(x)sq_ldé‘ < /Ou f(z,s)ds < /Oua(x)sq—l + b(x)sP L ds.

Como F(z,u) fo x, s)ds, entao

/RN F(z,u)dr < / a(x)— + b(xr)—dz (2.40)

/RN F(z,u)dz > — /RN Ez(x)u—qu. (2.41)
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Aplicando a desigualdade de Holder na desigualdade (2.40), que pode ser encontrada no Apén-
2

dice B, Teorema 6.13, com os expoentes e — ficamos com
q

X = P
< - (/ d(x)?qua:) (/ quda:) —|—/ b(:p)u—dx.
q \JrN RN RN p

Como a funcio b € L=(RN) podemos limitar b(z) < ||, entao

1 1~
Fla,u)dr < —|lajoo ||t + = |blu]ul.
| Fude < Clalaa-plulg + b ful

Usando (2.26) na desigualdade anterior conseguimos

1, a 1
/ F(a,u)de < ~ sy O3 lull} + = [b]Oyllull3- (2.42)
RN q p

Agora considere que f(z,u) = h(z)|u|9"?u com as condigoes do Teorema 1.4, entao

Jul? |l

F(x,u) = /Ou f(x,s)ds = /Ou h(z)|s|? ?sds = h(:E)? < ht(z) .

logo

De h™(x) > h(z), ficamos com

Jul?

/h*(w)—d:c}/ F(x,u)dz.
RN q RN

Usando a desigualdade de Holder, encontrada no Apéndice B, Teorema 6.13, com

) BN %
/ F(z,u)dr < - </ (h*(x))2/(2 ? dx) (/ u‘ﬁdw) :
RN 4 \JRrN RN

2
€ -,
2—q ¢

temos
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Como h(z) € L¥2~9(RN) ficamos com

1
/ F(z,u)dr < —|h+|2/(27q)|u|g'
RN q

Da desigualdade (2.26) concluimos que
Lo+ 311,119
Pl u)dz < <1 oy ©F ulg (2.3
RN q

Agora que temos mostrado que a F(-,-) estd bem definida para as condigoes (D1), (D1') e
(D3), e também para as condigoes do Teorema 1.4, entdo vamos agora definir o funcional

associado ao problema (E).

Dizemos que u € X, (RY) ¢ uma solugao fraca de (E), se

/ AuAvdx + B/ |VulP2VuVudz + )\/ V(z)uvdr — f(z,u)vdz =0,
RN RN R

N RN

para todo v € X, (RY).

Entéao o funcional associado ao problema (E), J, 5 : X\ — R é dado por

1 s
Jplu) = 5/}RN [|Aul® + AV (z)u?] da:—i—; . |Vu\pd:c—/RN F(z,u)dx
1
= —HuHi—i—é/ ]Vu]pda:—/ F(x,u)dx, (2.44)
2 P JrN RN

e sua derivada de Fréchet é dada por

(sl o) = [

RN

[AulAv + AV (z)uv] dz + IVulP2VuVudx
RN

— f(x,u)vder  para u,v € X,. (2.45)
RN

Assim, os pontos criticos de J) g sdo as solugoes fracas de (E).

Lema 2.2. Suponha que € R e a condi¢ao (D2) € satisfeita. Se uy € uma solugao fraca nao

trivial da equagao (E), entdo para todo A > A, temos

Jag (uy) = k= — (r— 22;5[2 1) (

2/2—1
1d|y 5042
[dl2/2-193 ) . (2.46)

p—2
Demonstra¢ao. Como uy é solugao fraca, e usando ela como fun¢ao teste em (2.45), obtemos

0= (Jy (un) ) = 5/ |vuA\de+||uA||§—/ Fou)usde  (247)
RN RN
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que € 0 mesmo que ter

B/ |Vuy|Pde = —||u,\||?\+/ f(z,up) urdz. (2.48)
RN RN

Substituindo a equagdo anterior em Jy g(uy), conseguimos

1
Inp (uy) = 5”“AH§ + g /RN |Vuy|Pdx —/R F (x,uy)dx

N

1 1
= gl (Sl [ rnds) - [P
p RN RN

ol (3-2) =2 (o [ Flede= [ fwmuds).

Da condigao (D2), temos

ot >l (252) =5 ([ dtousfaz). (2.49)

p
2
Usando a desigualdade de Holder, encontrada na Apéndice B, Teorema 6.13, com l e 7
encontramos
_9 1 2-1/2 1/2
natio) = ol (22 ) =2 ([ apean) ([ i)
2p P \Jr~ RN
p—2 1 l
> 2 =) = Z|d|aye- : 2.50
sl (252) = Sldla-lusl (250
Usando a desigualdade em (2.26) na desigualdade anterior, chegamos em
p—2 1 1
Dot > sl (P52 ) = i@ ol (251)
2p p
Pela desigualdade de Young, encontrada na Apéndice B, Teorema 6.15 com a = ||uyll}, b =
1 L 2 2 —2 2-1) (pl)*
1—3922|d|2/2,l, com expoentes Teo = <%), temos que C (g) = ( 5 )(p(]i)g)l/Q—l
entao

o (P—2 2 (P—2 L 12 2/2-4
Do) > sl (P52) = sl (252 ) - € @) (G0
=) e (g, Y
= — 5 (p_2)l/2_l ; 2 ’ ‘2/27l

_ (2 - l) (p — 2) l‘d|2/2_l@l2/2 2/2—1
! (2p0) (p—2) :




Capitulo 2. Preliminares. 22

Entao concluimos que

2/2-1
D) 5 2D @=2) (U O\
A, N = — .
’ (2p1) (r—2)
]
, 2N .
Lema 2.3. Suponha que > 0,2 <p <min{ N, N 5[ ¢% condigoes (V1) —(V2) e (D1)

sao satisfeitos. Para todo N > A, Jy g € limitado inferiormente por Xy, como a sequir

~ p—q \91 b Hp
JAﬁ (u) > K :.=— ( Py ) ( quz)q_@) Yu € Xj,

onde Cy, > 0 € uma constante de imersao, o qual depende de p em N.

Demonstragao. Usando a condi¢ao (D1') de F(x,u) em Jy g, temos
_ 1 2 B p
Do) = Slulx+= [ [Vufde— [ F(z,u)de
2 P JrN RN

1 9 ﬁ/ » / 1 5 1
Z = dr — - - a)(
Il + 0 | vulrde [ (a4 o () ut ) dr

1 1 1
= §HUH§ + é/ \VulPdr — 5/ a(z) uidr — —/ g1 (x) uldz.
P JrnN RN q JrN

WV

Aplicando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, encontrada na Apéndice B, Teo-

rema 6.12, em fRN |VulPdz, sendo Cy > 0 a constante de imersao, temos

1, ., A1 1 , 1
Dot > gl +2 gl =5 [ a@oitr—2 [ o @)

Como é valido

/ a(x)u2dx</ \a(x)||u|2dx</ oo |uf2dz = |a\oo/ uldz,
RN RN RN RN

temos

81 1 1

1
Tote) > g+ Sl = Slallul = [ o @y

Aplicando a desigualdade (2.26) para r = 2, conseguimos

81 1 1

1
I 1) 2 5l + 5 gl = Slal@allly = = [ 1 (2)urs
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Usando a desigualdade de Holder, encontrada no Apéndice B, Teorema 6.13, com e p—,
rr—q q
temos
1 1 I6]
2
Dot > Tl (5 - 3lol2 ) + ool

1 . p*—aq/p* o a/p”*
—= (/ g (z)P /7 dx) (/ ]u\qqd:c) :
q RN RN

1 1
De |als < ©57, entdo (5 - §|a|oo@2) > 0, logo

Sap (u) > v /=l

s
pllu
*

1
p _
pC p* q”gl

Aplicando a desigualdade de Young, encontrada no Apéndice B, Teorema 6.15, para

p p -
a = ||ul|2., b= =||g1]l, /p*—q, cOm expoentes — = « e = f, e = —, entao
H p q“ p//p q q D—gq pC’f
_ (p—q) (pCtq)""*
Ce) = p Gy Temos
I6; 1
Ing(u) = pa{’”“ o 5||91 p /o —qllullpe
3 3 1 p/p—q
> p_OfHu o p_OZZHu »—C () 5”91 P /p*—q
_ (p—q) (pCrg) (1 plv
o p () 19—
L e (p—g) (e
qr/r=a (ﬁq)l/pfq » Iullps jp*—q
1/p—q
(r—q) I Z*/p*—q
= —_ pq C*_pq/Bq 3 vu E X)\

Entao concluimos que

Jrglu) = — Ll i , Yu e X,.
s () ” ( PG ) A

[]

Lema 2.4. Suponha que 3 € R e f (z,u) = h(z)|u|!?u com h € L*?*71 (RV) e1 < g < 2. Se
uy € uma solugao fraca nao trivial da equacao (E), entdo para todo A = A, ocorre a sequinte

desigualdade
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J,\”g (u,\) 2 K =—

(p—2)(2—q) <Ur—2ﬂh+bmﬂ#ﬁ>2ﬁa (2.52)

2pq p—2

Demonstra¢ao. Como uy é solugao fraca, usando uy como funcdo teste em (2.45), temos
0= (s ) our) =5 [ [VusPdo -+ usl = [ f (@) usde
RN RN

Isto é

5 / VuslPdz = —[lus|2 + / £ (2, uy) unda.
RN RN

Substituindo em (2.44), com f (z,u) = h (x) |u|?"?u, conseguimos

1 1
Datw) = o+ [ Vs =2 [ b s

1 1 1
= Sl 3 (<l [ n@lholtdis) <2 [ ol
p RN q JrN

1 1 1 1
= |lu 2(———>+(———>/hxu Idzx.
lali\ s =5 » ) @l

1 1
Mas h(x) < ht(x), e = — = > 0, entdo
q p

1 1 1 1
Sl (-=) - (=== + Y. .
Iap(un) = [lually <2 p) <q p) /RNh (z)|ux|"dx (2.53)

2
Lembrando que 1 < ¢ < 2 < p < 2%, entao 1 < —, assim usando a desigualdade de Holder,

92—
encontrada no Apéndice B, Teorema 6.13, com g e q

, temos

2—q q
2 2 2 2
/ ht(z)|uy|%dr < (/ (h*(z))* d$) (/ |u,\|qqu) = |hT ]2/ —q lual2.
RN RN RN

Logo na desigualdade (2.53), obtemos

1 1 1 1
gl =l (5= 3 ) = (5= 3 ) I hya-nlonlh

da desigualdade (2.26), conseguimos

11 11 )
Iuatio) > ol (5= ) = (5 = 2) In*laa-g 8 sl (254
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Por outro lado, aplicando a desigualdade de Young com ¢, Teorema 6.15, com as poténcias —

2—q
2 -2 2\ ¢« 2—
e 5= pt com ¢ = (%) e C(e) = (e;) 5 q’ encontramos

1 1 P 74 2
((5—5)mﬂwam@¥ﬁumm < ((pq)VﬁmzqGQﬁ Oe) + a2
pP—q /2 2
— L h+ q r- = )
ce) (1) I lye-et®) ™+ sl (5%

Dg(uyn) = lua? ( 1) Nk (1 1) () ((p )|h+| @q/Q)Z/(zq)
u z |u — ||u Z_Z) =
M b p A 2 P Pq 2/(2—q)
— 2/(2—q)
= —C(g) <(p Q> |h+|2/(2—q)@g/2)
e 2/(2—q)
p—2\" p—q
( Pq ) ( ) (( P )|h+|2/<2—q>@‘2’/2>
a/2=q 2/(2—q) )
P 1 2/(2—q)
(% 2> (59 (Gs) (0 omheer?)
= (p e q)(2_q) p—2 2/(ma) + q/2 2/(2—q)
- (Pq 2/C=0) (pg)~9/C-02 ) \ p —2 <(p—q)|h l2/(2-0) O )

Substituindo em (2.54),

l\DI»—t

2—q 2/(2_(1)
—2)2(2 - Q)> ((p - Q)|h+|2/(2q)93/2>
pq)2 q2 b= 2

9\ 2/(2—q)
(p — q)|h*|ay2_gOY
p—2 '

2/(2—q)
—2)(2—q)) ((P—Q)|h+|2/(2q)@g/2> .

Isto é,

ROESE

2pq p—2
O
Lema 2.5. Sejal <qg<2<r, A,B >0, e considere a fungao
Uap(t):=t"— At — Bt", t>0.
Entao max U4 (t) >0 se, e somente se
A2B < () = U 2 (QT_QQ)Q_Q. (2.55)

(r—q)
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Além disso, para t =t :=[(2—q) /B (r — ¢)]""™?, uma vez que

2—gq

7“—2 —ABE:Z <T—q)r2
r—q 2—q

\IIA’B (tB):tZB > 0.

Demonstragao. Note que Wy g (t) :=t* — At? — Bt" =1 (79— A — Bt"™9).
Logo U4 5 (t) € positivo se, e somente se, 277 — A — Bt"~% > (. Considere h (t) = *"7— A —

Bt"™ 1, tem-se que
B (x)=02—-q)t" "= B(r—q)t 1,
Queremos os pontos criticos de h, entao fazendo h'(x) =0
0=@2-q)t'"" "= B(r—qt ",
que € 0 mesmo que ter
-t "=B(r—qt "
Como ¢ < 2, entdao ¢ — 2 # 2, podemos passar (2 — ¢) dividindo na desigualdade anterior

tlfqtf(rqul) — B (T — Q) .

2—q
Assim
t27r - B (T B q)
2—q
Calculando os inversos, ficamos com
tr72 — 2 — q
B(r—q).

Logo,

t:( 2_q )1/T—2:tB
B(r—q)
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Aplicando tp em V4 g, temos

(a-2)/(r—2) (r—2)/(r—2)
2—q 2—q
Uaptp) =t |1 -A =—— B2
45 (t5) = 15 (B(r—q)) (B(r—q)) )

(¢=2)/(r=2)
_ 21 ape-ae— (24 _B(2=q
B r—gq B \r—gq

(2—q)/r—2
_ T—q+q—2_AB@qum(£:2) )

r—q r—gq 2—q
(2-q)/(r-2)
_p (=2 peoe-2 (T4 _
PAr—q 2—gq

Se A, B satisfaz a desigualdade (2.55) entao

. o\ 1/(r-2)
AB@-0/(r-2) _ (r—2) ’ (2- Q)2 ! .
(r—gq*

Substituindo em W 4 g (), conseguimos

r=2 ((r=27"@2-¢9"" Tz(T—Q>g
Uap(tg) > t2 —
AB(B) B r—gq ( (T_q)r—q 2—¢q
2 2-9)F (r—9?)
r — — r—2 r — r—2
:tQB< _ _<r_2) qrfq q2q>
rTa (r—q)— 2-q)
r—2 2-q =g
— tQ — i 2 — 7‘—2+r—2
L (22 om0
r—2 r—2
:ﬁg( _ ! >):o.
r—gq r—gq
Logo, concluimos que ¥4 g(tg) > 0. O
Lema 2.6. Seja 2 < ¢ < p and A, B > 0 satisfazendo
0 B\’
A <=0 (50g) (2.56)
p J—

Considere a funcao
4 5(t) :==1>+ A" — Bt?, t>0.
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(q—Q)E} 1/(p—aq)

24 chegamos em

Entao parat =tz = [

<0. (2.57)

(q— 2)§> o [1 _(p—qB <(q - 2)2) /o)

Pazlls) =~ ((p —2)A rP—2) \(p—2)

Demonstragio. Note que, t* em evidencia em &4 5(t), assim 5 5(t) = t? (1 + AP~2 — Bt17?),
logo @3 5(t) < 0 se, e somente se, (14 AtP~* — Bt4~2) < 0. Entao defina h(t) = 1+ Ar—2 —

Bt17% para t > 0, e estudando pontos criticos em h(t) temos
0="h(t)=Ap—-2)t"3 - B(qg— 211
passando B(q — 2)t?~% para o outro lado da igualdade, ficamos com
A(p =2t = B(q — 2)t"°,

entao

Isolando ¢, encontramos

1/(p—q)
) , podemos observar que de 2 < ¢ < pe A, B > 0 entdo
A

Blg-2) (¢=2)/(p—a)
Colocando (_—> em evidéncia, conseguimos
Alp = 2)
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Colocando B em evidéncia, ficamos com

x5(t) =t
=t

2
B

assim

|
~
no

e

Se considerarmos satisfeita a condi¢do (2.56), temos

d15(tp) < 135

:1 (p— 2)0§0]
= 2[1-1]=0.

0<A"™ < (¢—2)"2p—q

(¢—2)(p—q)i? (i)

—2) p—2)
pP—q p —
) < - ( (a—2) _p2> :
(g—2)0-a(p—q)B?

Assim, substituindo (2.59) em

-9\ 5 (p— 260 Blg—2)\ @200
(b= 2>) § ((q— 2) (=) (p — q)§”> ( (p—2) )

N

A <

(2.58), conseguimos

—-a)

(p—2)
1— (p 2) “r—a) (p 2) (p ) (p

Concluimos entao que

q)z7§ (tg) < 0.

—(q—2) _p—q__—(»=2) _ (¢=2)

2)quququ(pq)

Eﬁ = 3;) B ( % ) (-2)/(—9) (% ) <q—2>/<p—q>] |

|

(2.58)

(2.59)



Capitulo 3
Teorema de Passo da Montanha

Nesta sessdo mostraremos que o funcional definido em (2.44), com as condigoes (D1), (D1'),
(D3) e também as condi¢oes do Teorema 1.4 para f, satisfaz as geometrias do Teorema do

Passo da Montanha, este o qual pode ser encontrado no Apéndice A, Lema 6.6.

Lema 3.1. Assuma que 8 > 0 e as condi¢oes (V1) — (V2), (D1) sao satisfeitas. Entdo para
cada A > A, existe p,n > 0 tal que

inf {Jyg(u) :ue€ Xy com |ul|lx=p}>n.

Demonstragao. Usando a desigualdade em (2.32) na defini¢do do funcional J, 3, e lembrando

que = 0, temos

1
Irp(u) = §HUH§\ + g /RN |Vul|Pde — /RN F(x,u)dz

1
> Djupz - / P, u)ds
2 R4

1 (|a* oo + )0 C.On,
> gl - (Y0 4 S0 ).

2 m

Escolhendo ¢ € (0,0;" — |at|y), assim, temos 0 < ¢ < O, — |a*|s, onde |at|o < O57,

entdo, 0 < 1 — (Jat|s + €)O2 = 0, logo

1 C. -
Dpw) 2 Slullx (o) = —Oumllull}

€ C
= EOHUH?\ — Ea@m“UHT com 2° >m > 2.

Assim, para u pequeno, ou seja, existe p tal que |jul|[y = p > 0, e existe n > 0 tal que

Jrg(u) >n > 0. Ou seja
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inf{Jy g : v € Xy, com |[u||x =p} >n>0.
[

Lema 3.2. Assuma que > 0 e as condigoes (V1) — (V2), (D1') sao satisfeitas. Entio para
cada A = A, existe p,n > 0 tal que

inf {Jyg(u):ue Xy com |u|lx=p}>n.

Demonstragao. Como a condi¢ao (D1') é satisfeita, a desigualdade (2.38) ocorre, entdo apli-

cando ela no funcional (2.44), temos

1
Do) = ghull+5 [ Vapds = [ FGauda

|a|oo@2
2

1—|a]oo@2 1 4
= (P Julg = 1ol e oF

ullX

Lo , 1 *
> Sl = Sl — Ll e O

P

Mas sabemos de (D1') que |alo < O3, entdo 1 — |a|,O2 > 0, concluimos assim que existe

co > 0 tal que

ull1

q/p*
p* ®q

*—q

1
Tas(u) = collullX - g

P

Como 2 < ¢, para |lul|x pequeno, Jy z(u) > 0, ou seja, 3 p > 0 tal que
inf{Jy g : u € Xy, com |[u|lx=p} >n>0.

]

Lema 3.3. Assuma que as condigoes (V1) — (V3) e (D1) sao satisfeitas. Seja p > 0 como no
Lema 3.1. Entao existe e € Xy com |le||x > p tal que Jyp(e) <0 para 5 >0 e XA > 0.

Demonstragao. Da condi¢ao (D1) temos que b(z) > 0 em (2, assim, podemos escolher uma

funcao nao negativa ¢ € X, tal que

/ b(z)pldr > 0. (3.1)
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Assim, calculando o seguinte limite para ¢ > 0
o Dhplte) 1 (1 2 B p
fim = = lim e | Sl + D Jux Vig[Pdx — o F(z,t¢)dx

1 2 BtP » F(x,t9) 411
= lim -5 (§H¢||)\+?/RN|V¢| dm_/RN Gitl — g 0 dx

1
Distribuindo —— no limite anterior
ta+1

 Is(te) B F(x,t9) 411
tim 225 — i (ol s [ vepde— [ SR )

Passando o limite nos termos positivos, ficamos com

lim 220 (— / E@.19) i g, ) (3.2)

t—o0 tq+1 N (t¢)q+1

Da condigao (D1) temos que, Ve > 0, IM > 0, tal que |u| > M, entao
(b(x) = &)|u|"" < f(z,u) < (b(x) + &) |ul",

assim

— M T, x —
(b@) = &)=~ < Fla,uw) < (be) +2) ==,

de u # 0, podemos dividir tudo por |ul?, logo

b(x) —e o F(z,u) o b(x)+5.
q Jul? q

Se passarmos o limite, conseguimos

lim F(x,u)  b()

e T

Da desigualdade (3.3) em (3.2), temos

n St < [ e - [ Jhee 6

t—oo  tatl to)att Nyg+1




Capitulo 3. Teorema de Passo da Montanha. 33

Mas da desigualdade (3.1), ficamos com

mwg_/ b gage < 0.
R

t—oo  tatl N q+ 1
Logo, J) gy — —00 com t — 00, e 3 e € X com |le|[x > p tal que J)z(e) < 0. O

Lema 3.4. Assuma que as condi¢oes (V1) — (V3) e (D1') sao satisfeitas. Seja p > 0 como
no Lema 3.2. Entao existe S, > 0 e um elemento e € X, com |le||x > p tal que Jyz(e) <0
para 0 < B < By e A > 0.

Demonstracao. Da condi¢ao (D1') temos que go(x) > 0 em €2, entdo podemos escolher uma

fungao nao negativa ¢y em X, tal que

/ go()dldz > 0. (3.5)
RN
Assim, segue de (3.5) e da condi¢ao (2.36), parat > 0e =0 que

lim roltdo) = lim 1 (%thﬁoHQ + %/ |Vitpo|Pdx —/ F(x,t¢o)dx)
RN RN

t—o0 tq t—oo t4

1 2
< i (ol = [ ey )

A T ’
=t (gt~ [ wioieic)

Aplicando o limite, como ¢y é uma fun¢ao nao negativa de X, concluimos que

lim Ino(tgo)

t—o00 t

< - /RN go(2)pldx < 0. (3.6)

Logo, existe t € R tal que ||t¢|| > p > 0e Jyo(t¢) < 0 entao definimos e = t¢, logo Jy o(e) < 0,

mas isso para f = 0. Para [ maior que 0 temos

Irs(€) = Jrole) + é/ |VelPdzx.
P Jry

Tomando 5 € (0, 5*) temos que
J/\ﬁ(e) < 07

pJ)\,O(e)

0<p" < -

. Logo, concluimos que J, g(e) <0 V 5 € (0,5%). O

Lema 3.5. Assuma que f <0, 2 < p <4 e as condigoes (V1) — (V2), (D3) sao satisfeitas.

Entao os sequintes resultados sao verdadeiros:
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(i) Se f(x,s) > 0 para todo (z,s) € RY xR e 1 < ¢ <2, entdo para cada X > A, existem
nimeros Iy, p,n > 0 tal que para |als)—q) < o,

inf {Jys(u) :ue Xy com |u| =p}>mn;

(ii) Se f(x,s) <0 para todo (z,s) € RN xR e 1 < ¢ < p, entdao para cada X > A, existem

numeros p,n > 0 tal que
inf {Jys(u) :uwe Xy com |u| =p}>n.

Demonstragao. (i) Da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, encontrada no Apéndice B, Te-

1 2
orema 6.11,comn=N,j=1,k=2,r=2 0= 5 eq= 4—p, conseguimos
-P

] b/t (1-p)/4
/ |vuypdx<Ap< / |Au|2dx) ( / |u|2p/(4_p)dx) | (3.7)
RN RN RN

Usando agora a desigualdade de Young, encontrada no Apéndice B, Teorema 6.14 para ambas

p/2 (4-p)/2
(/ ]Au|2dx) + (/ |u]2p/(4p)dx) : (3.8)
RN RN

Como S < 0 da hipétese, e f(z,s) > 0e V(z,s) € Rx RN e 1 < ¢ < 2, usando a condicao

as poténcias iguais a 2, temos

Ap
/ |VulPde < —
n 2

(2.42) e a desigualdade em (3.8) no funcional J, 3(u) conseguimos
J L b
ao(u) = Sllullx+= | |Vul” = [ F(z,u)de
D JrN RN

p/2 (4-p)/2
</ \Au\zdx) + (/ \u!Zp/(4p)dx)
RN RN

1, a 1
- 5|a|2/(2,q)@§ Jullf = Z;|b|oo@p||U||’i'

BAY

1
> Clul? + 22

Observando que, da defini¢ao de ||u||3, obtemos

/ | Au|*dz S/ |Aul? + \V (2)u’dz
RN RN

= [Jull3. (3.9)
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Entao, como 8 < 0, conseguimos

p/2
o ([ 1aupar) > s, (3.10)
]RN

Usando a desigualdade anterior em [,y |Aul*dz, e (2.26) em [,y [u|*/*"P)dz com

r =2p/(4 — p), chegamos em

1 ﬂAp 4 2 1 ~ 2
Tuale) 2 gl + 55 [l + 06875 lull] — a0 el

1
- Z—9|b|c>o@p||?ﬁ|§-

Colocando ||ul} em evidéncia na desigualdade anterior, conseguimos

1 —pAY -2\, 1 p
Talw) > Sl = | =5 = (1405805 ) + 10y | Nl
1.
= lal/e-©F ull. (3.11)

Podemos aplicar o Lema 2.5, encontrado no Capitulo 2, com @ € LY 9(RN), r = p, e

definindo )
2)als)(2-q)OY

A= >0
q
e ~
—BAP 2
B= BT (1 +@2‘;/ﬁ/i) + 1bl8; > 0,

com 3 < 0. A e B nessas condi¢oes satisfaz (2.55) se

(2—q)

. (»=2)
|al2/(2-q) < qQ(p 2) p((42 /3) = Ilo.
2@25(p—q) = \—pAr(1+00 " 1) +2[b]scOy

2p/(4—p)

Assim o Lema 2.5 pode ser aplicado e concluimos que com ||ul|y =tz = [(2—q)/B(p—q)]"/*~?

conseguimos

1
Iap(u) > §¢A,B(t3) >0

desde que
|al2/(2-q) < Tho- (3.12)

1 1
Pegando p = 15 ¢ 1 = 5Yan(ts) > 0, como Jys(u) > Yan(ts) > 0 para July = p, ¢

concluimos a demonstragao de (7).
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(ii) Como B <0 e f(z,s) <OV (x,5) € R x RY, temos

1
Aﬁmy:ymm+€;éﬂvmmx—A@F@ﬂmm. (3.13)

De f(z,s) <0, entao F(z,u) < 0 logo

1
Inp(u) = §HUH§+§/ [VulPdz.
P Jry

Aproveitando os resultados encontrados a partir da desigualdade em (3.8) e (3.10) ficamos

com
1 BA BAP (a2
D) 2 Il + - lllf + 5 ——05 0}
1 ﬁfl s—p))2
= glul + 5 - (1 05,005)) el (3.14)

Sabemos que 2 < p < 4, entao de (3.14) para |[ul[x pequeno, existe n > 0 tal que J) g(u) > 7,

ou seja, existe p > 0 tal que
inf{J g(u) : u € X, com |lu|lx =p} >n>0. (3.15)

[]

Lema 3.6. Suponha vdlidas as suposicoes do Teorema 1.5. Seja p > 0 como no Lema 3.5.

Entao para cada X\ > 0, existe e € Xy com ||e||x > p tal que Jyg(e) < 0.

Demonstragao. Se f(z,s) >0, V (z,s) € RN x R, considerando a condigao (D3), e um dado
¢ € X\ {0} fixo, o limite a seguir para t > 0, temos

st .1 /1
lim A\s(t9) _ hI?ot_P <§Hf¢Hi + g /RN |Vtp|Pdx — /RN F(%tfﬁ)dw)

t—o0 tP t—

L 1 s B » 1
= tin (gslold + 2 [ 1vopas - [ Flaone).

Da condigao (D3), temos que ocorre (2.41), entao

J
fim M < <2tp Slloll3 + 6/ |V¢|pdx—|——/ z)(t9) qu>

t—oo t
= lim —||¢||2+§ Vo
t—oo \ 2tP—2 A P JrN

d(m)gqux) . (3.16)

qtP=? Jpn
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Como p>2>qgentdaop—q > 0ep—2> 0, assim, passando o limite em (3.16), chegamos em

lim JA,ﬁ(tcb) B

t—00 tp

[ Ivolda (3.17)

Como 3 < 0, de (3.17) existe e € X, tal que |le|]|x > p implica que Jy g(e) < 0.
Considerando agora que f(z,s) < 0 para todo (x,s) € RY x R, entao da condigao (D3) e

(2.41) temos o limite

o Dglt
i 22200) < iy (an +2 [ v

t—o00 P
_B

p

; [ ataoras)

RN

[ [VoPdz <o, (3.18)

Assim, de (3.18), se t — oo, ent@o J g(t¢) — —oo, logo existe e € X com |le||x > p tal que
J,\ﬁ(e) < 0. ]

Lema 3.7. Suponha que < 0, 2 < p < 4 e as condigées (V1) — (V2) sao satisfeitas. Se
f(z,u) = h(x)|u|T%u com h € LY D(RN) e 1 < q < 2, entdo para cada N\ > A, existe
numeros I1*, p e ¢ > 0 tal que para todo 0 < |h*|y/_q) < II*, entdo

inf{Jy5(u) : u € Xy com |ullx=p} >n.
Demonstragao. Da defini¢do do funcional Jy g(u) em (2.44) temos

1 ., B ,
I p(u) = §Hu|]/\ + = |VulPda — F(x,u)dx.
P Jry RN

De f(x,u) = h(x)|u|?"2, entdo de (2.43) obtemos

1 15} 1 a
Inalw) > 53+ [ [9upds = <t ©F ul (3.19)
P JrN q

Usando a desigualdade ja encontrada em (3.8) com f < 0 em (3.19) conseguimos

g (4—p)/2
( / |Au|2dx) +( / |u|2p/<4_p>dx) ]
RN RN

1 q
- §|h+!2/(2—q>@22 [[ull§-

BAP

1
Tastu) = Sllulf + 5

Usando a desigualdade (2.26) e (3.10) como feito nos Lemas anteriores conseguimos

(—547)

1 4—n)/2 1 %
Talw) 2 Sl = =5 = (14 0580 ) ull = I oo O3 el (3:20)

2p/(4—p)
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Definindo as seguintes constantes

htla/2—q) 4 —BAP
a=olMhrengs g 50 )(1+@4p/2).
q

Podemos aplicar o Lema 2.5 em (3.20), desde que

Wt oy < g(p )q p( Q) o

=)
205 (p—q)¥> \ —BAP(1+ @2 /(4 »)

Assim, para A e B escolhidos, Yu € X, com |lul|x =tz = [(2 — ¢)/B(p — q)]*/®=? temos de
(3.20) que

1
Iap(u) > §¢A,B(t3) > (.
Logo, para p = tp temos
inf{Jys(u) :u€ Xy com |jull=p}>n.

]

Lema 3.8. Suponha que 5 < 0,2 < p < 4 e as condigoes (V1) — (V3) sao satisfeitas. Seja
p >0 como no Lema 3.7. Se f(x,u) = h(z)u|">u com h € L¥*D(RN) e 1 < q < 2, entdo
para cada X > 0, existe e € X com |le|]|x > p tal que J)g(e) < 0.

Demonstracao.

lim 2! ¢>_t1 i( 6|2 + 5/ |Vt¢]pda:—/ Fla, tgb)da:)

t—o0 tp P
(QWW 2 verds - / ot

ol + 2 [ wopar - [ n@loras ).

2t1’ 2

Sabemos que 1 < g <2 <p<4,logop—2>0ep—q >0, assim, aplicando o limite em

(3.21) conseguimos

lim Jxﬁ(tﬁb) 5
p

t—o00 t

|v¢>|Pd <0. (3.22)

Logo para t — oo temos Jy g(t¢) < 0, logo existe e € X tal que ||e|[x > p tal que
J,\,g(e) < 0. ]
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A partir de agora, vamos unir os resultados dos Lemas 3.1 - 3.8 para as duas geometrias do

passo da montanha e concluir que existe o nivel ¢, definido a seguir

cx = inf max Jy g(y(1)). (3.23)

yel'y 0<t<1

Também definimos

(@) = inf maxJs | s @y ey (Y (D)- (3.24)

Onde JA,B|H5(Q) ¢ a restringao de Jy 5 em H3(Q) N H2(RY) e

NH2Z(RN)

Iy={y€ (0,1, X) : 7(0) = 0,7(1) = €} (3.25)

TA(Q){y € C((0, 1], H) () N H*[®Y)) : 4(0) = 0,7(1) = e}.

Note que para u € H}(2) N H?(RY)

1 s
JA,B|H3(Q)nH2(RN)<U) = 5”“”3 + » /RN |VulPdr — /RN F(z,u)dz.

Observe que ¢o(2) é independente de A porque quando x estd em (2, temos que V(z) = 0,
entao A [px V(z)u*dz = 0. Por outro lado, se as condi¢oes de crescimento da f (D1) — (D2),
ou (D1") — (D2'), ou (D2) — (D3) ou f(z,u) = h(x)|u|"?u com h € L¥? 9 ¢ 1 < q < 2 sdo
satisfeitos, entao pelas demonstracoes dos Lemas 3.1 € 3.3, ou 3.2 ¢ 3.4, ou 3.5 e 3.6, ou 3.7 e
3.8, concluimos que J) 4| Hi(nm2®y) satisfaz as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha,
encontrado no Apéndice A, Lema 6.6.

Desde que Hg(Q) N H?(RY) C X, para todo A > 0, podemos ver que 0 < 1 < ¢y < ¢o(Q) para
todo A > A. Pegue Dy > ¢o(12), entao temos

0<77<C,\<CO(Q><DO V)\>A,

para 3 > 0, pelos Lemas 3.1, 3.3 e o Lema 6.6(ou para § > 0 usando os Lemas 3.2, 3.4 e 6.6,
ou para 3 < 0, usando os Lemas 3.5, 3.6 e 6.6, ou para § < 0 usando os Lemas 3.7, 3.8 ¢ 6.6),

obtemos que para cada A > A existe uma sequéncia {u,} C X, tal que

Japlun) = ey >0e (1+ ||un||A)||J§\5(un)||X;1 — 0, quando n — oo.



Capitulo 4
Demonstracao dos Teoremas 1.1 e 1.3

Lema 4.1. Suponha que f € R e as condi¢oes (V1) — (V3) e (D2) sao satisfeitas. Seja {u,}
uma sequéncia-C, de Jy g, definida como em 6.5. Entao {u,} € limitado em X, para cada
A=A

Demonstragao. Considerando valida a condi¢ao (D2), o funcional definido em (2.44) e sua

derivada de Frechet (2.45), e seja {u,} uma sequéncia de Cerami no nivel ¢, temos
HJ;\”B(UR)HX;l =0, e Jyg(u,) — c.
Entao
Lo
¢+ onl) = Irs(un) = (T p(tn), tn)

1
:—Hun||?\+é/ |Vu|pdx—/ F(x,u)dz
2 P Jry RN

1
——(nunuiw [ v | f(w,un)undx)
b RN RN
(1 1>H Bt [ famude = [ P
==—=)u, - T, Uy ) Undx — T, U
2 A p Je RN

(53 ) Il =3 ([ pFe0 = flamunde).

Da condigao (D2) conseguimos

1 1
ct+o, (1) =2 | = —— un2——/ d(z)|u,| dz.
Wz (52 ) It~ [ dwll

Aplicando a desigualdade de Holder, encontrada no Apéndice B, Teorema 6.13 com e

2-1
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7 ficamos com

1

p

1 1 1

— (53] Il - -
2. p p

Como d(x) € L*?7{(RY), entdo

1 1

1
c+ on(1 2(———) unll? = =|dlasanlunl.
D=3 ; [[unllx p| |2/2-1)|unl2

Da desigualdade (2.26) obtemos

1 1 1 1/2 !
> (2= 2 w2 = 2idlayon ©Y2lu, Ik
e+ 0u(0) > (5 = 2 )l = Hdya-o®lunl

2
2-1

Usando a desigualdade de Young, encontrada no Apéndice B, Lema 6.15, com p = e

2 1 1 1
q= it e com e < <§ — ];) em ]—9|d|2/(2_1)@l)\/2, ficamos com

1 1

Com isso concluimos que existe uma constante D > 0 tal que
lunllx < D+ o0,(1) paratodo > A,

desde que 1 < I < 2. Consequentemente, {u,} é limitado em X),. ]

Proposicao 4.2. Suponha que f € R, e as condigoes (V1) — (V3) e (D2) sao satisfeitas. E
suponha que a condi¢ao (D1) ocorre quando 8 = 0, ou a condi¢ao (D3) ocorre quando < 0.
Entao para cada D > 0, existe Ao := A(D) = A tal que Jyp satisfaz a condicao-C. em X
para todo ¢ < D e X\ > Ayg.
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Demonstragao. Seja {u,} uma sequéncia-C,. de Jyz com ¢ < D. Pelo Lema 4.1, {u,} ¢é

limitada em X e existe Dy > 0 tal que ||u,|[x < Dy, entdo existe uma subsequéncia {u,} e

ug € X, tal que

u, — ug fracamente em X,,
u, — up fortemente em L} (RY), para 2 <r < 2,,

u, — Uy para quase todo ponto em R

ug tal que J} 5(ug) = 0.

Além do mais, usando (2.26) e (3.7) implica que a imersdo Xy — WP(RY) ¢ continua o qual

nos diz que

u, — ug fracamente em WP(RY).

Pela prova do Lemma 4.4 da referéncia [7], obtemos
Vu,(z) = Vug(r) qt.p. em RY,
Entao, segue do Lema 5 do Brezis-Lieb [2], que

lim (|Vu, |’ —|Vu, — Vugl?) = [VuglP.

n—oo

Ou seja
|V, |P — [Vu, — Vugl? + 0,(1) = [Vuel?,

integrando com relagao a Lebesgue, conseguimos

/ |Vun]pda:—/ |Vun—Vu0]pda:+0n(1):/ |Vu|Pdx.
RN RN RN

Arranjando a igualdade anterior, temos

/ YV, — Vo Pdar / YV Pdz — / Vo Pder + on(1).
RN RN RN

Agora provaremos que u, — ug fortemente em X,.

Seja v, = u, — ug. Entdo v, — 0 em X,. Pela condigao (V2), obtemos

/ vgda::/ Uidw-i-/ vidx.
RN {V>b} {V<b}

(4.1)
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\% Vix) A
Se V(z) > b entao E):c) >1le %X > 1, de X\ # 0, entdo

1
/ vidr < —/ AV (z)v2dx +/ vidr.
RN Ab v =y {v<b}

De {V > b} C RY ficamos com

1
/ vidr < — NV (z)v2dx +/ vidx.
RN Ab RN {V<b}

Mas da defini¢ado da norma ||ul|, temos que

)\/ V(z)vide </ |Avn|2dx+/\/ V(z)vide = ||v3.
RN RN RN

Logo conseguimos

1
/ vidr < —|lvall3 +/ v2dz.
RN Ab (V<b}

Como v, — 0 em X, temos que v, — 0 em L} (RY), logo

1
/‘@m<—mM+%m. (4.2)
n b

Agora vamos conferir a seguinte estimativa, considere N < 3, A > A

/ |vn|’"dx:/ (o =2 2z
RN RN

Usando o Teorema 6.9, encontrada no Apéndice B, com m = p = 2 temos que

W22(RYN) — L*®(RY), entao ficamos com

/ |vp|"dx < ]vn]gf/ v, |2z
RN RN

Agora vamos trabalhar com essa desigualdade para os casos N <4, N =4e N > 4. Como a
imersdao H?(RY) < L>®(RY) ¢ continua para N < 3 e r € [2,+00) , e usando a desigualdade

(4.2) conseguimos

' T— T— 1
[ s < sl (g5l + o)
RN

Sr72
< o0
Ab

[vall 72" [vall + 0n (1)



Capitulo 4. Demonstracao dos Teoremas 1.1 e 1.35. 44

Mas de (2.10) temos

Sr2
| d
/RN|”| TS

Considere agora, N = 4, encontramos

/ ]vn]rda::/ |V | |vn\7"_1das.
R4 R4

Aplicando a desigualdade de Holder, encontrado no Apéndice B, Teorema 6.13 com p = q = 2,

1/2 1/2
[vp|"dz < (/ vidm) (/ vi(r_l)dx) :
R4 R4 R4

Da desigualdade (4.2), e (2.22) com 2(r — 1) € [2,400), temos

_ (r—2)

<1 + A;) —- S22V < b}|] |lvn |5 + on(1). (4.3)

obtemos

2(r—1)

’ 2 —2(r—1) 4 1) AZ\ 2(r—1)
|Un| dr < anH)\ + On(l) S (r—1) (1 + BOHV < b}l) 1+ ) || n”

Assim

. 1 ol — A2\ .
vl de < (EWM+%uQ%$$@+BMV<@D O+3$ umﬁlq

R4
- —2(r— 1/2
Sy 12ﬂ(j1 ) AZ
= |2 e my <o) (14 2) T g o)
Ab 2
—2(r—1) 1/2
2(r—1 r—1 -
< —ﬁ%wHBMv<w>|mm> + 0,112
S;((T*S)
= 2D (1 BV <BH) T el + 0u(1). (4.4)
Suponha agora N > 4, e observe que 2(22**__2T) + 2*2(:;_22) =r, entao

r 2(2%—7) 24 (r—2)
|vn|"dz = |Un] 2572 |uy| 22 d.
RN RN

Aplicando desigualdade Holder, encontrado no Apéndice B, Teorema 6.13 com p = 3—:3 e
_ 2.2
q= r—2
25T =2
25 —2 24—2
/ |v,|"dx < (/ |vn|2d:p) </ v, 2*dx> . (4.5)
RN RN RN

1/2

1/2
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Usando (4.2) em (4.5)

—r

2%
24—2
RN

r—2
2,2
Q*dx)

1
" < N n2 n]-
[ torde < (G5l + 0.0

Usando (2.15) na desigualdade anterior temos

251 24\ 7.5

Td < i 9 ] 2% —2 02* A ) 5 25 —2

[oal"d < ( 7 lloall3 +0a(1) (1A .
RN RN

2%—1T

1 2 TR, (|2) 3e
< EHUnHAjL%(l) (Co™llwall3r) =2
Distribuindo os termos, conseguimos
24 (r—2) 1 (gi%g)
[ e < (5) T i o, (1.6)
RN )\b

Entao, com as desigualdades encontradas em (4.2), (4.4) e (4.6), construimos a seguinte cons-

tante

( ST*Q ) 1 _(7'72)
‘)’\‘l’) [(1—1—%1) — S2 {V < b} se N <3
(1)

— , [ea))
I = D (1+ BIHV < b} 7 se N=4 (4.7)
24 (r—2) 1 (24—7)/(2+—2)
c,>? [ — se N > 4.
A ()

Entao, se II, — 0 quando A\ — co. Entao com as desigualdades (4.3)-(4.6) nos indica que
/ |vn|"dz < Ty [|v, |5 + on(1). (4.8)
RN

Além do mais, seguindo o argumento de [14], quando a condigao (D1) (ou(D3)) ocorrem,

temos que é satisfeito a igualdade a seguir
/ [F(z,v,) — F(x,u,) + F(x,up)] dr = 0,(1). (4.9)
RN
Entéao, considerando (4.1) e (4.9) e o lema do Brezis-Lieb [2], conseguimos

J)\’g(vn) = J,\ﬁ(un) — J)\,5<U()) —+ On(1> (§ Jﬁ\ﬁ(vn) = On(l), (410)

consequéntemente, por (4.10) e K como no Lema 2.2, D > ¢ como na hipotese e lembrando
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que ug é solucao fraca de Jj g(up), temos
D-K 2 C — J)\VB(U())
1
> JA,ﬁ(”ﬂ) - ]—9<J;\’5(Un),vn> + on(1)
1 o, B v
- _HUHH/\_'__ |an\ dx — F(I,U)dx
2 P JrwN RN
1 s B 1
— —|lvallz — = Vo, [Pdx + = f(z,vp)vpde + 0,(1)
D P JRrN 2 RN

1 1 1

=G Dlnli = [ Pl = Fzv)unde) + 0,1,

Da condigao (D2) ser satisfeita, conseguimos

1 1 1
D-K>|-—-- Un2——/ d(z)|v,|'dz + 0,(1).
(53 ) Il =5 [ ol +o,01

Aplicando a desigualdade de Holder, encontrado no Apéndice B, Teorema 6.13, com

5_1°

7 ficamos com

11 1 , \ 072 . \/?
D_K> <- _ -) a2 — 2 (/ d(x)?l) (/ |vn|lldx) +oa(1).
2
P p RN RN

Como d(x) € L*C=D(RN), entdo

1 1 1

D= &> (5= ) Il = Sldla-olonls + 0n(D).

Da desigualdade (2.26) concluimos que

1 1

1 1/2
D= &> (5= ) lonll = Sl © il + () (411)

De 1 <[ < 2, segue da desigualdade (4.11) que existe constante Dy > 0 tal que

llvnllx < D1 4 0,(1) para todo A > A. (4.12)

Se 8 > 0 e a condicao (D1) é satisfeita, entao pelas equagoes (2.31), (4.2), (4.8), (4.12), temos

on(1) = (T svn).vn) = enl +8 [ [Voupde = [ fla,,)unda.
RN

RN
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Como 3 > 0, entao 3 [pn |VulPdz > 0V u € X, ou seja

on(1) > Iloall3 - / F(@, vn)onda.
RN

Da desigualdade (2.31), ficamos com

on(1) = |lvall3 — 5/ v2dr — Cg/ v, | da. (4.13)
RN RN
Utilizando (4.2) e (4.8) em (4.13), conseguimos

€ m
on(1) = [Jvall3 = 37 llvnlX = Ce[on ]l + 0n(1). (4.14)

Agora considerando que § < 0, f > 0 e a condigao (D3) é satisfeita, entao

0n(1) = (J3 5(n), va) = |Jvall3 + ﬂ/RN |V, |Pdx — f(z,v,)vpde. (4.15)

RN

Usando (3.7) em (4.15) com 5 < 0 temos

. p/4 (4-p)/4
on(1) = |Jua|l3 + BAP (/RN ]Avn\zdx) (/RN |vn|2p/(4_p)dx> - /RN f(x,v,)v,de.

Da desigualdade (D3), ¢ valido (2.39), logo

i p/4 (4-p)/4 i
on<1>>uvnui+ﬁAp(/ \Awdaz) (/ |vn|2p/<4-p>das) = [ty + it
RN RN RN

Como a(z) € L¥@9(RN) e b(z) < |b(2)] < |bloo de b € L°(RN) entdo

~ p/4 (4-p)/4
on<1>>||vn||§+ﬁAp(/ |Avn|2dx) (/ |vn|2p/<4-p>da:) - [ it
RN RN RN

- |Z~)|Oo/ vPdr.
RN

Aplicando a desigualdade de Hdélder, encontrado no Apéndice B, Teorema 6.13, com

2 :
—, conseguimos
q

- p/4 (4-p)/4
0n(1) = [lonll} + BA? (/RN |Avn|2dx> (/RN |vn|2p/(4_p)dm)

) (2—q)/2 42 a/2
- a(x)2-adx vp dx — 1b]oo|vn |-
RN RN ?

e
—q
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Pela desigualdade (4.8), temos

N p/4 (4-p)/4
0n(1) = [|va 3 + BA (/RN \Avn|2dw> (/RN \vn\%/@—p)dx)

- |d|2%q|vn|g - |b|00|vn|£

~ p/4
> ol + 52 ([ 18uas) I 3

— a2 T [[onll}, = BlocThallon 1} + 0a(1).
Usando a desigualdade (3.9), com § < 0, obtemos
0n(1) > [[oal3 + BA7un 82T o, 52 = Ja]_o T on [ = [BlseTTallonl} + 0n(1)-
Como a sequéncia ||v, ||y é limitada, por (4.12), concluimos que
0u(1) > [[oald + BATD" T o |82 = [a] 2 11 [on]1{ = BlacTTa lvn§ + 0n(1).  (4.16)
Agora considere § < 0 e f <0, conseguimos

on(1) = <J§\,B(Un)> Un)

~ ol +8 [ Vupde = [ s

> walg+5 [ [VenPds,
RN

De (3.7), temos

) p/4 (4-p)/4
on(1) = ||vn||?\ + BAP (/RN |Avn|2dx> (/RN |vn|2p/(4_p)dx) .

Usando (4.8) e (4.12) na desigualdade anterior, ficamos com
0a(1) 2 [Juall} + A I 0, |72 + 0,(1). (4.17)

Como IIy, — 0 quando A — +o00, pelas desigualdades (4.14), (4.16) e (4.17), existe Ay :=
A(D) = A tal que VA > A

v, — 0 fortemente em X,.

Logo de v,, = u,, — ug, entao u, — uy fortemente em X,. O
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Agora, usando os resultados anteriores desde capitulo, estamos prontos para demonstrar o

Teorema 1.1 e 1.3.
Para conforto do leitor, voltamos a enunciar os teoremas antes de suas devidas demonstragoes.

Teorema 1.1. Suponha que N > 1, 2 < p < 2, e condigoes (V1) — (V3) sdao satisfeitas.
Também assumimos que a funcdo f satisfaz as condi¢oes (D1) e (D2). Entao existe Ag > 0

tal que o problema (E) admite ao menos uma solu¢ao nao trivial para todo X = Ay e > 0.

Demonstrag¢ao do Teorema 1.1. Para todo 8 > 0, e pela Proposicao 4.2, com 0 < n < ¢\ <
co(Q) etodo A = A, IAy > A e uy, € X, tal que todo A > Ay implique que

u, — uy fortemente em X,.

Isso indica que J/’\ﬁ(uA) =0e Jyg(uy = cy). Entao, uy é uma solucdo nao trivial da equacao
(E). O

Teorema 1.3. Suponha que N > 1,2 < p < 4 e as condigées (V1) — (V3), (D2) e (D3) sao

satisfeitas. Entao os sequintes resultados sao verdadeiros:

(i) se f(x,s) > 0 para todo (z,s8) € RN xR e 1 < q < 2, entdo existe Ay, Ily > 0 tal que
para |a|p2/e-q < Iy, entdo a equagao (E) admite ao menos uma solu¢ao nao trivial para
todo A > Ay e 5 <0,

(ii) se f(x,s) = 0 para todo (x,5) € RY x Re 1 < q < p, entio existe Ny > 0 tal que a

equagao (E) admite ao menos uma solug¢ao nao trivial para todo X > Ay e 5 < 0.

Demonstracao do Teorema 1.3. (i) Se 8 < 0, e f(x,s) > 0V(z,s) € RN xR, com 1 < ¢ < 2,
entao pela proposicao 4.2 e 0 < n < ¢\ < ¢(£2) e para todo A > A, existe Ag > A, Il > 0 e
uy € X tal que VA > Ag e |a|o/2—q) < o, entdo

u, — uy fortemente em X,

o qual implica que J/’\”B(u,\) =0 e Jyg(uy) = cy. Isso indica que uy ¢ uma solugdo nao trivial

da equagao (E). O




Capitulo 5
Demonstracao do Teorema 1.2

Lema 5.1. Suponha que 5 > 0, e as condigoes (V1) — (V3) e (D1') — (D2') sao satisfeitas.

Seja {u,} uma sequéncia (C).. Entdo {u,} € limitado em X, para A\ > A.

Demonstrag¢ao. Considerando {u,} uma sequéncia-C,, temos

Taplom) 5 o)1) = T () + (1)

Passando (J} 5(us), u,) para o outro lado da igualdade, temos

1
Iap(uy) = §||un||§\ + g /RN \Vu,|Pdx — /]RN F(z,u,)dx

1
-3 (H'LLnHi —l—B/RN |V, |Pdx — /RN f(x,un)und:c> + 0n(1)

= =2 |Vun|pdx+/

1
5 . . [ﬁf(x, Up )y — F(z, un)} dx + 0,(1).

Da condigao (D2') conseguimos

-2
I p(tn) < _(]?2—)5 |Vu,|Pdx +/ g2(2) |up|?dx + 0,(1).
P RN RN

Usando a desigualdade de Hélder encontrada no Apéndice B, Teorema 6.13 com pf’—iq e %*,

temos

a
p*

Inp(u,) < —(1)_—2)B |Vun]pd:c+(/ (gz(x))pp—qdm) " </ |un\qpqu) + on(1)
]RN ]RN RN

2p

—2
_ =28 / IV, Pdz + |go
2p RN

g

) (p*—q) </ Iunlp*dfv> + on(1).
]RN

=
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Usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, encontrado no Apéndice B, Teorema

6.12, com

_9 . p/p” i a/p”*
I (tn) < _(292—)505 </ |, [P dx) + |ga| »* (/ |, [P dx) +o,(1). (5.1
P RN RN

(r*—q)

Por outro lado

1
I p(un) = §Hun|]?\ + S/RN |Vu,|Pdx —/R F(x,uy,)dz.

N

Da desigualdade (2.26) temos

1
Iap(uy) = —62_1/ uldr + é/ |Vun|pda:—/ F(x,uy,)dz.
2 RN D Jry RN

Da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, encontrado no Apéndice B, Teorema 6.12
conseguimos

1 3 i p/p”*
Ixg(tn) = —@2_1/ uldr + =CP (/ |un [P da:) —/ F(z,u,)dz.
2 RN p RN RN

Da condicao (D1’), temos que (2.37) ¢ satisfeita, entao

1 3 . p/p* la| s
Inp(un) = —@2_1/ uldr + =C? / |un|P da — —/ uldx
’ 2 RN p RN 2 g~

1 X q/p*
—=[91lp*/—q) (/ | |? dx)
q RN
1
= = (@2—1 _ |a|oo) / uidm + éC’f (/ [,
2 RN P RN
X q/p*
p*/(p*—q) (/ |un” dx) :
RN

Temos de (D1") que |als < 05" logo

3 X p/p* 1
notw) = Zer ([ uran) <L
p RN q

Entao de (5.1) e (5.2), temos

3 . p/p* 1 i q/p
_Cf (/ |Un‘p daj‘) — —|g1 p*/(p*—q) (/ ’un’p dl')
p RN q RN

_9 . p/p* X q/p*
< Jap(un) < —qu (/ [un [P d:)c) + |ga| _p* (/ [t [P dx> +0,(1).
RN RN

2p (p*—q)

. p/p*
p dm)

1
__|91
q

i q/p
P d:z:) . (5.2)

p*/(p*—q) (/ |Un
]RN

*
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Entao concluimos que

D . p/p* 1
o) 555 ([ wpas) = (Lo
RN q

O qual implica que existe C* > 0 tal que

. 1/p*
( / P d:c) <c (5.3)
RN

(T35(tn), un) = 04(1),

i q/p*
) —q) T 192 P dl‘) :

p*/(p*—q)) (/ |Un
]RN

Desde que

¢ valido, segue
lun 3 + B/ |Vu, |Pdx = [z, up)uyde + 0,(1).
RN

RN
Da condi¢ao (D1’) da f (2.37) podemos chegar em

R R

X q/p*
p*/(p*—q) (/ |un [P dx) + o, (1).
]RN

De (5.3) e (2.26) chegamos

a3 + 5/}@ Vun|Pdz < |alaOslunl} + (C*) 91l o —q) + 0n(1).
Como 3 > 0 entao

lunll} < lalo®2llunllX + (C*)|g1lp /gy + 0n(1).

Isolando ||u,||3, e lembrando que |a|02 < 1, temos

C*) g1 lp*jpr—

2 ( p*/(p*—q) 1). 5.4
ol < D 10,1 (5.4
Logo, concluimos que {u,} é uma sequéncia limitada. ]

Proposigao 5.2. Suponha que 5 > 0, condigoes (V1) — (V3) e (D1') — (D2') sao satisfeitas.
Entao existe Ao = A tal que Jy 5 satisfaz a condi¢io (C). em X, para todo A > Ay.

Demonstracao. Seja {u,} uma sequéncia de Cerami. Pelo Lema 5.1, {u,} ¢ limitada em X, e

existe Dy > 0 tal que ||u,||xn < Do para A > A. Podemos assumir que existe uma subsequéncia
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{u,} e up em X, tal que

u, — ug fracamente em X,

u, — ug fortemente em L7 (RY), para 2 <r <2,

loc

Up — Uy em q.t.p. em RY

e J} g(up) = 0. Segue do argumento de [14], que da condigao (D1’) temos
/RN [F(z,v,) — F(x,u,) + F(x,up)] dz = 0,(1). (5.5)
Entao, usando (5.5) e o Lema de Brezis-Lieb [2], conseguimos
Ing(n) = Iag(un) — Jrp(uo) +0n(1) e J} 5(va) = 0a(1). (5.6)
De (5.6), e seguindo o mesmo raciocinio como em (5.4), existe uma constante Dy > 0 tal que
lvnlla < Do+ 0,(1) para XA > A. (5.7)
Desde que 8 > 0, e condigoes (D1'), segue que

on(1) = <J;\,B(Un)7vn> = “Un”i + ﬁ/N |V, |[Pdx — [z, vn)vpde
R

RN

como (8 > 0 entao
on(1) 2 loal} = [ flava)onds
RN

da condigao (D1’), conseguimos da desigualdade (2.37) da f que o seguinte é satisfeito

q
p*

on(1) > [0t ~lalw [ v2ds = Loyl
RN
da desigualdade (4.8) e (4.2) conseguimos

la
0(1) 2 loall2 = 4= 012 = gy

Y o /=TI [oall$ + on(1). (5.8)

Desde que IIy, — 0 quando A — oo, segue de (5.7) e (5.8) que existe Ag > A tal que para
A > AQ,

v, — 0 fortemente em X,

logo u, — uy — 0 fortemente em X, o que equivale a dizer que u,, — ug fortemente em X,.

Logo J, s satisfaz a condi¢ao de Cerami. O]
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Agora podemos mostrar o Teorema 1.2

Teorema 1.2. Suponha que N > 3, 2 < p < min{N, 225} e as condi¢des (V1) — (V3) sao
satisfeitas. Também assumimos que a func¢ao f satisfaz as condigoes (D1') e (D2'). Entao

temos os sequintes resultados:

(i) para B >0, Ag > 0 tal que a equagao (E) admite ao menos uma solug¢io nao trivial para
todo \ = Ay;

(i) existe By > 0, A > 0 tal que a equagao (E) admite ao menos duas solugoes nao triviais
para todo A = Ay e 0 < 8 < By.

Demonstrag¢ao do Teorema 1.2. (i) Fixemos u € X, u # 0, entao

(p—2)/(a—2)
q
Tl A
2/ |Vitu|Pdx a(p—2)
RN
(p—2)/(q—2)
q
plq—2)(p— q)r-a/a=2 [ 2 /R _ 9o(@)lul*dz ta(0=1)/(g-2) o
a (p—2) o 09
2 |Vul|Pdx ¢
RN
Mas
q(p—2)/(¢—2)4—p _ +(a(p—2)—p(¢—2))/(¢—2) _ (pg—29—pg+2p)/(q—2) _ +2(p—q)/(q—2)
t t t t t )
Portanto
/ ( )| | (r—2)/(q—2)
—oV/(a— go(x)|ulldx
pla—2)p— )"V | Jen 20-0/a=2) _y oo

2/ |VulPdz q(p—2)
RN

quando t — oo. Lembrando que 2 < ¢ < p. Isso implica que para qualquer 8 > 0, existe
1 € Xy, com ||p1|[x =1, &1 = tiu, t, tal que

(r—2)/(¢—2)
q
plg—2)(p— q)(pfq)/(qd) /N go()|¢1|"dx

2/RN|VQ51|pdx Q(p_2)

B < (5.10)

Entao pegamos

A-Z([ wopa) >0 e 5=2([ m@lopar) o
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Entao segue da desigualdade (5.10) que

- B\ P2/
A<(qg—2)(p— q)(p—q)/(q—2) (_> '

- (5.11)

Da condi¢ao (D1’) a desiqualdade (2.36) é satisfeita, logo
Loy o pb 1
Dp(u) < SEully+ 7= | [VulPde 17— [ go(x)|ul*dz.
2 D JrN q JrRN

Considerando A e B definidos, podemos definir 3 5(t) da seguinte forma

2 2
bx5(t) = Llnli + 07 [ [Vopds— o2 [ goa)jorfids
b Jrwn q JrN

= t*||¢y|]3 + P A — t1B.

Segue da desigualdade anterior e de (5.11) que A, B, e 3 5(t) satisfazem as condigoes do
(q . 2)§:| 1/(p—q)

—_ tal que &5 5(t5) < 0, assim
(p ~ 2)A q A,B( B)

Lema 2.6, entao existe t € R com tz = [

Dp(tzer) <

Logo Jys(tg¢1) < 0. Do Lema 2.3, J, 5 é limitado inferiormente, entao

F < inf J/\,B(U) < J,\’g(tggﬁl) < 0.
ueXy

Logo, pelo Principio Variacional de Ekeland, encontrado no Apéndice A, Lema 6.4 e a Pro-
posigao 5.2, existe u, € X, tal que Jyg(uy) = irgg Iap(u) <0e J5 5(uy) =0, e entdo uy &
uceXy ’

uma solu¢do nao trivial da equagao (E).

(i) Se 0 < n < ¢y < () para todo A > A, pela Proposigao 5.2, existe 5, > 0, Ag > A e
ug € Xy tal que VA > A e 0 < 8 < 8,, temos

+

u, — uy fortemente em X,.

Entdo J} 5(ug) = 0 e Jag(ug) = c, o qual implica que ug é uma solugao nao trivial da

equagao (E). Note que a solugdo encontrada em (i) é diferente da solugdo encontrada acima
pois Jyg(u~) < 0 e Jyg(ut) > 0, assim concluimos que existem duas solugdes nao triviais
para (E). O




Capitulo 6
Demonstracao do Teorema 1.4

Lema 6.1. Suponha que as condi¢oes do Teorema 1.4 sao satisfeitas. Seja {u,} uma sequéncia-

Ce. Entao {u,} é limitado em X, para todo A > A.

Demonstragcao. Para n grande o suficiente, e usando uma sequéncia-C. no funcional Jyz e

usando (2.44), (2.45) e uma sequéncia-C,. de Cerami, entao temos

1
c+1= Jhg(up) — ]—)(J;ﬁ(un), Uy,)

1 5 B

= 5 llunllx + = |V, |Pdx — F(z,u,)dx
2 P JrN RN
1

=2 (a5 [ 1Vt = [ fGrmuads )
p RN RN

Pela hipotese, f(z,u) = h(z)|u|"?u, logo

1 1
c+1> —||un||§ + é/ |Vu,[Pdr — —/ h(z)|u,|*dz
2 P Jry q JrN

1
——(uunniw [ vuac— | h<x>|un|qu)
P RN RN

1 1 9 (1 1)/
=(=z——)||luxll5+(-—— h(x)|u, | dx.
(2 p)n B+ (5-7) [ m@l

Da definigao da fungao f, temos que (2.43) é satisfeita, entao

/2
(p—2) (0 — Q)" ]2/-0)03
et 12— |luallx - T (6.1)
p pq
Como 1 < ¢ <2 < p<4,entao de (6.1) temos que {u,} é limitada em X,. O

Proposicao 6.2. Suponha que as condicoes do Teorema 1.4 sao satisfeitas. Entdao para cada
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D >0, existe N* :== A(D) > A tal que Jy g satisfaz a condi¢io (C). em Xy para todo ¢ < D e
A> A"

Demonstracao. Seja {u,} uma sequéncia de Cerami com ¢ < D. Pelo lema 6.1, {u,} ¢ limitada
em X, e existe ¢y > 0 tal que |lu,||x < ¢x. Entdo, existe uma subsequéncia {u,} e ug em X,

tal que

u, — up fracamente em X,,
u, — uy fortemente em L] (RY), para 2 <r < 2,,

loc

Up — Uy q.t.p. em RY,

com J} 5(ug) = 0. Seja ¢(t) = t9 com t > 0. Entao ¢'(t) = qt?", logo pelo Teorema do Valor
Médio

|t = wo|* — [un|” = ¢(Jun — uo|) — d([unl) = ¢'()(|tn — wo| — |unl). (6.2)

Onde & = (1 — 0)Juy| + Olu, — uo| < |un| + |uo| para algum 6 € [0,1]. Entao, usando a
desigualdade de Young, encontrada no Apéndice B, Teorema 6.15, com ¢ > 0, entao de (6.2)

conseguimos

[l — o|* = [un]*] = |6/ (§)[[un — ol — Junl]
<@ () [un — 1o — un
= [ (&)l |uol
= |g€*[Juo)-

Como & < |uy| + |uo|, entao
[l = wo|" = Jun|?| < q|un] + [uo||" Juol- (6.3)
Do Lema 6.16, encontrado no Apéndice B, em (6.3), temos

“un - UO‘q - ‘un‘q| < Q(|un’q71 + ’u0|q71)’u0‘

= qlun| " uo| + qluo|”. (6.4)

Considerando a desigualdade de Young, encontrado no Apéndice B, Teorema 6.15, com as

A . q
poténcias q e g obtemos

[t — 0|7 — Jun|?| < et TV + (gluo|)1C(€) + qluol®.
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Tomando C(g) = ¢?C(g) + ¢, temos
|[tn = w0]? — [un|?| < elun|? + Ci(e)|uo|”.
Entao
|[tn = w0]? = [un|?] + [uo|” < efun|® + Ci(e)|uo|” + |uo|”.
Logo, usando a desigualdade triangular e agora definindo Cy(e) = C(g) + 1, conseguimos
||un — upl? — |un, |+ |u0|q| < ||un — ug|? — |un|q} + |uol? < elun|? + Co(e)|ugl|?.

Ou seja

|t — o] " = |un|? + |uol?| < elun|® + Ca(e)|uol”. (6.5)
Como {u,} ¢ uma sequéncia limitada em X e u, — uo em L*(RY), segue que

lugla < ligior.}f [tnlo < C. (6.6)

Usando (6.5) e (6.6), obtemos

[ 1 =l = il + ol < = [
R

RN

() [[un|?dx + Ca(e) /N |A()[[uo| "dx.

R

2
€ -,

Usando a desigualdade de Holder, encontrada no Apéndice B, Teorema 6.13, com 5
—-q (9

temos

(2—q)/2 q/2
/ |h(m)(|un—u0|q—|un|q—|—|u0|q)|d:v<5</ |h(m)|22qu) (/ |un|q3dx)
RN RN RN
) (2—q)/2 ) 2/q
+Cy(e) (/ |h(x)|2qu) (/ yu0|qqu)
RN RN

= €|h|a/2-g)|tnl3 + Ca(€)[h|2/2—q) to]3.

De (6.6), ficamos com

/RN [A(@) | — o] — [1n]* = |uo|*|d < €Chly(2-g) + Cal€) Bl (2-g) uol5. (6.7)
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Usando (6.6) novamente, existe § > 0 e um conjunto F em RY que satisfaz |E| < § tal que

/ luo2dz < €. (6.8)
E

Usando (6.8) em (6.7) conseguimos
/ [A(@)[|lun — ol — [tn]? + |uo|?|dz < eChla/2-q) +7Ca(e)|Al22-q) < C.
B

Entao |h(x)(|u, — uo|? — |un|? + |uol?)| = 0,(1) para quase todo ponto em RY. Segue do

Teorema da Convergéncia de Vitali, encontrado no Apéndice B, Lema 6.18, que

/N () (Jun — ol = fun|® + |uo|*)|dz = 0n(1),
R

O que implica que

/RN h(zx)|u, — uo|'de = /RN h(x)|u,|?dx — /N h(zx)|uo|?dx + 0,(1). (6.9)

R

Entao, usando (4.1), (6.9) e o Lema de Brezis-Lieb, [2|, concluimos que

Inpg(un —uo) = Iy p(un) — Jrg(uo) +0,(1) € J/’\ﬁ(un —ug) = 0,(1). (6.10)

Agora vamos provar que u,, — ug fortemente em X,. Seja v, = u,, — ug, entao v, — 0 em X,.
Segue de (6.10) e do Lema 2.4, e da definigao de f(z,u) = h(z)|u|!"*u que

D —F 2 C — J)\ﬁ(U())
1
> Jyp(un) — }_9<J;"ﬁ(vn)’vn> + 0,(1)
1 3 1
2—11”2—1——/ anpdx——/ h(x)|v,|%dx
Il +2 [ upa—1 [ 5@
1
- = (anH?\—i-ﬁ/ ]an|pdx—/ h(:z:)\u|qu> + 0,(1)
p RN RN
11 , <1 1)/
=l=—=—=lnx—|-—- hiz)|v,|%dx + 0, (1
(5-2) Il = (3= 3) [ olenliac + 0,00

1 1 1 1
> (5 p) Il = (5 5 ) 1o @l + o).
Isso nos mostra que existe uma constante D > 0 tal que

|vnllx < D 4 0,(1) para todo A > A. (6.11)
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Segue de (3.7) que

, 1
on(1) = (J) g(vn), vy) = ||vn||§+ﬁ/ |Vu,|[Pdz — —/ h(x)|vn|?dz
RN q JrN

~ p/4 (=-p)/4 4
>\|vn\|§+5A</ |Avn]2da:) (/ |vn|2p/(4p)dx) —-/ h() o |7
RN RN q JrN
~ p/4 (=-p)/4 4
Y T B R e I W
RN RN q

(6.12)

Usando (4.8) e (6.11) em (6.12) temos
o 4— 4 2 1 2
0n(1) = ||vnll% + BAP DP/PTI P4 o, ||2/? — 5\h+|2/<2_q>ﬂi/ va]|2.

Desde que Iy, — 0 quando A — oo, e considerando (6.11) existe A* := A(D) > A tal que
A > A*

v, — 0 fortemente em X,.

Logo, como v,, = u,, — ug, u, — ug fortemente em X,. O

Teorema 6.3. Suponha que 5 < 0 e as condigoes (V1) — (V2) sao satisfeitas. Seja f(x,u) =
h(x)|u|9?u com 1 < g < 2 e IT* > 0 seja como no Lema 3.7. Entdo existe Ay > A tal que para
todo A > Ay e h € LY D(RN) com 0 < |h¥|aya_q) < II*, Jrg tem um ponto critico diferente
de zero u, € X tal que Jyp(uy) <0.

Demonstracdo. Se h € L?(?~9 com |h")2/(2—g) < II*, podemos escolher ¢ € Xy, ¢ # 0 tal que

/ h(x)|¢|?dx > 0.
RN

Logo, como 3 < 0, e de f(z,u) = h(z)|u|?"?u, entao
L0 B P g
Ds(te) = slitgllx +— | [VEgl'de — | h(z)[te]dx
P JrN RN
t2
<Glolk -1 [ n@lolrd. (6.3
RN

Desde que ¢ < 2 temos que para t > 0 pequeno o suficiente J, 5(t¢) < 0. Além disso, pelo
Lema 3.7, existe R < p tal que

Jys(u) >0 para todo u com |lully = R. (6.14)
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Entao. usando (6.13) e (6.14), temos
= inf{JAﬁ(u) U € ER} < 0. (615)

Pelo principio Variacional de Ekeland, encontrado no Apéndice B, Teorema 6.4, existe uma

subsequéncia minimizante {u, } C Bj tal que
Iag(un) = 0x e J) 5(un) = 0 quando n — oo.

Pela Proposicao 6.2, existe A; > A e uma subsequéncia {u,} e u, € Bp tal que VA > A4

tenhamos
un, — u, fortemente em Xj,

o qual implica que J3 5(uy) = 0 e Jyg(uy) = 0y < 0. Isto mostra que Jy g tem um ponto

critico nao nulo u, em X,. O

Agora podemos demonstrar o Teorema 1.4 usando o Lema 6.1, 6.2 e o Teorema 6.3.

Teorema 1.4. Suponha que N > 1,2 <p <4 e as condigoes (V1) — (V2) sao satisfeitas. Se
f(z,u) = h(x)|u|"?u com h € L¥C~D(RN) e 1 < q < 2, entdo existe A*,II* > 0 tal que para
0 < |ht]y/e-1) < II*, a equacio (E) admite ao menos duas solug¢oes nao triviais para todo
A> AN e <0.

Demonstrac¢ao do Teorema 1.4. Se 0 < n < ¢y < ¢o(2) para todo A > A, segue da proposigao
6.2 que existe Ay > A e uj € X, tal que para todo A > Ay,

+

u, — u, fortemente em Xj,

Jp(uy) =0 e Jyg(uy) = cx

Por outro lado, pelo Teorema 6.3, existe A; > A e u, € X, tal que para todo A > A, ¢é satis-
feito que J;\”B(u;) =0e Jyg(uy) =60\ <0. Seja A* = max{Ay, Ao}. Para 0 < |h'|y/0—q < IT%,
Jy s tem dois pontos criticos diferentes uy, uj € X, para A > A*. Consequentemente, o pro-
blema (E) admite ao menos duas solugdes nao triviais uy,u} € X, para 0 < [h¥]y/0_q < II*
e A > A% O]



Apéndice A

Lema 6.4 (Principio Variacional de Ekeland). Sejam (X, d) um espaco métrico completo e
®: X — (—o0,400] um funcional semicontinuo inferiormente. Suponha que ® seja limitado

inferiormente, ou seja, inf,ex ®(u) > —oco. Entdo dado € >0 e vy € X tais que

®(vg) < inf O(u) + ¢,

ueX

existe u. € X, tal que

(a) ®(us) < P(vg) < ig)f(q)(u) +€;

(b) d(vo,ue) < Ve

(¢) Para cada w € X, w # u., vale que

P(u.) < ®(w) + ved(ue, w).

Demonstracao. Na demonstracao vamos considerar A = 1. Para o caso geral é suficiente
considerar a métrica Ad, visto que se d é uma métrica, entao Ad também serda. Considere a

relacao em X definida da seguinte forma:
w =< v <= d(w) < P(v) — ed(w,v).

Agora provaremos que < é uma relacao de ordem parcial em X, ou seja, < é reflexiva, anti-

simétrica e transitiva. De fato;
(i) < é reflexiva.

Seja w € X, entao,

O(w) < P(w) — ed(w,w) = P(w) = P(w) <= w < w.
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Provando que < é reflexiva.

(ii) < é anti-simétrica.

Sejam w,v € X, tais que w < v e v < w, entao

O(w) < ¢(v) — ed(w,v)

O(v) < O(w) — ed(v,w).
Segue das duas expressoes anteriores que
2ed(v,w) < 0= d(v,w) =0 <= w = .

Pravando que < é anti-simétrica.

(iii) < é transitiva.

Sejam w,v e u € X tais que w < v e v < u, entao

O(w) < P(v) — ed(w, v)

O(v) < P(u) —ed(v,u).
De onde concluimos que

O(w) < P(u) —ed(v,u) —ed(w,v)

< O(u) —ed(u,w) <= w < u.

O que prova que < ¢é transitiva. Portanto de (i), (i) e (¢i7) conclui-se que < é uma relagao de

ordem parcial em X.

Definamos agora uma sequéncia (A,,) de subconjuntos de X como se segue; comecemos com

Ug = Uu.
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E seja:
Ap={w e X :w < up}, com uy € Ap tal que

1
O(uy) < infd + -
() < ipf @+ 7

Ay ={w e X :w < ui}, com uy € A; tal que

1
<1 —.
D (ug) < 11511f<1> + 5

Ay ={w € X :w < uy}, com ug € Ay tal que
B(ug) < inf  + »
Us _122 3

Prosseguindo assim, teremos indutivamente

A, ={we X :w < u,}, com u, 1 € A, tal que

1
O (upq1) <infd .
<u+1)_1}11n +n+1

Afirmamos que A, D A, para todo n € N. De fato.

Seja w um elemento arbitrario em A, 1, entdao, w < wu,y; e desde que u,.1 € A, segue que
Upy1 = U, € por transitividade concluimos que w < u, e assim w € A,. O que prova a
afirmagao.

Agora provaremos que A,, é fechado.

Seja {wy} C A, tal que wp, — w € X. Segue que

W < Uy = P(wy) < P(uy,) — ed(wy, uy).

Como & é semicontinua inferiormente, entao,

lim inf ®(wy) > ®(w).

k——+o00
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Assim,

d(w) < l]ir_r}lg)f (D (un,) — ed(wg, up)]
< liminf ®(u,) — liminf ed(wy, u,,)
k—+o00 k—+o00
< (I)(un) - €d(w7 un)'

Esta tltima desigualdade nos mostra que
w =< U, < w € A,.
Portanto A,, é fechado.

Notando que diamA,, = sup d(w,v), vamos mostrar que diamA,, — 0.
w,wEA,

Seja w € A, entao, w < Uy < u, e portanto,

ed(w, unt1) < P(upyr) — O(w)

e desde que

1
D(Upyq) < inf d
(n 1) S IRE @+ 27y
e
—P(w) < —inf P,
entao,
d( ) <inf ® + inf @ !
ed(w, upy1) < in —int® = )
o n n n n+1
ou seja,
1
d(w, up,
ey
Agora sejam w,v € A, 1, entao,
2

d(w,v) < d(w, i) + dunin,0) € e
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segue que

IN

sup d(w,v _
w,veAIiH ( ) 5(” + 1)

e dal

2
0< lim sup d(w,v) < lim ———.
n—-+oo wwEAnt1 n—-+oo 5(’[’L —+ ]_)

De onde concluimos que

diamA,+1 — 0 quando n — 4o0.

Afirmamos que o tnico ponto de interse¢ao dos A, satisfaz (a),(b) e (¢). Realmente. Seja

ﬂ A, = {ve}. Assim, v, € Ay, logo pela defini¢ao de Ay, tem-se que

Ve R up = u <= O(v.) < P(u) — ed(ve, u)

e portanto

provando (a). Por outro lado,

d(u,v.) <

(@(u) — (ve))

(inf & 4+ e — inf ) = 1,
X X

IN
M=M=

provando (b).

Além disso, se w # u,., tem-se que w nao se relaciona com u,, pois caso contrario, terfamos

w e ﬂAn. Logo

O(w) > ¢(v.) — ed(ve, w),

provando (c). O

Definicao 6.5. Seja X um espaco de Banach e I : X — R, um funcional de classe C'.
Suponha que existam ¢ € R e {u,} C X tais que

I(un) = ¢ e |I'(un)llz-2 (1 + [Junll) = 0,
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entio dizemos que {u,} € uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ para I, denotaremos por
sequéncia-C. de I quando {u,} for uma sequéncia de Cerami de I no nivel c. O funcio-
nal I satisfaz a condi¢ao de Cerami no nivel ¢ se toda sequéncia-C,. admitir uma subsequéncia

convergente no espaco X, denotaremos essa condi¢io por condi¢ao-C..

Lema 6.6 (Teorema do Passo da Montanha). Seja E um espa¢o de Banach real e E' seu

espago dual, e suponhamos que I € C'(E,R) satisfaz

max{I(0), I(e)} <p <n < Hiﬂ{pl(u)’

para algum p <mn, p >0, e € E com |le|| > p. Seja ¢ > n caracterizado por

¢ = inf max I(v(r)),

onde I' ={y € C([0,1], E) : v(0) = 0,~(1) = e} € o conjunto dos caminhos continuos ligando

0 a e, entao existe uma sequéncia {u,} C E tal que

I(un) = c=n e (14 unl)[[I(un)llzr = 0 quando n — oo.

Demonstragcao. Considere I' munido com a seguinte norma

— t
[iedlls mmax (@I,

ou seja, I' C C([0, 1], E') pode ser visto como um subespago de (C([0,1], E), || - ||oc). Assim,
como C([0,1], E) ¢ completo, basta mostrar que I' ¢ fechado para garantir que (I',| - ||r) é
um espac¢o de Banach. Dessa forma, dada (v,) C [' uma sequéncia convergindo para vy em
(C[0,1], X), quando n — oo, note que ,(0) = 0 e v,(1) = e, para todo n € N. Logo como
17 — Y|loo = 0, quando n — oo, entao ¥(0) = 0 e y(1) = e, assim v € ', e segue que I" é

fechado, portanto (T',|| - ||r) é um espaco de Banach. Agora defina o funcional ¥ : T' — R,
dado
U(v) = max I(v(t)). (6.16)
te(0,1]

Para cada ¢ € [0, 1] fixado, considere E; = {v(t);y € I'} C E. Como por hipétese I : E — R
¢ de classe C', entao ¢ semicontinuo inferiormente, e denotado por I; a restrigao I|g,, segue
que I; : By — R ¢é semicontinuo inferiormente. Mas observe que ¥ = max;c(o 1] I;, € como I; é

semicontinuo inferiormente, para todo ¢ € [0, 1], segue que ¥ é semicontinuo inferiormente.
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Por outro lado, dado v € I', como [ satisfaz a geometria do Passo da Montanha, e vale
7(0) =0, ||7(1)]| > p ey e C(]0,1], E), entdo existe ty € (0,1) com ||v(t)|| = p, e pelo Lema
6.4, segue que

V(y) = I(v(to)) 2 a >0,

1
assim W ¢ limitado inferiormente. Dado n € N, e ¢ = —, existe v € I, tal que
n

1 1
<1 - = _
V() SV + 5 =c+ -, (6.17)
(§]
1
U(y) = ¥(1m) — —0r(y, ), Yy €T (6.18)

n

Portanto definindo

M, = {t € [0,1]; I(7a(?)) = srg[gff]f(%(S)) = U(7)},

e tomando t,, € M, (6.17) segue que

1
C< [<7n(tn)) Sc+ _2>vn €N,
n
isto é

lim I(y,(t,)) = c. (6.19)

n—oo

Além disso, fixado n € N, considere que v € C([0,1], F) arbitrario, tal que ||v|r = ||v(tn)]],
e 7(0) = v(1) = 0, entdo fazendo F(s) = v,(s) + ty(s), com ¢t > 0, como 7, € I, segue que
7 €T, e para t suficiente pequeno, pela continuidade vale que maxecjo 1) 1(7(s)) = I(¥(tn)) =
I(vn(t,) + ty(tn)), assim por (6.18) segue que

FOn(t) + 03(t0)) = 10(ta)) > =200 (G +7,70).

Com isso, dividindo ambos os lados da desigualdade acima por t, e relembrando a defini¢ao
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da distancia geodésica ., e a definigao de || - ||, obtemos

1O (ta)) + 03(t0) = ()] > ——r o + £77)

L e

nt Jo 1+ ||y + 57|l

1 [t t
.l el

nt Jo 1+ ||7n(t,) + sy(ta)||

1 t ds
> Ll / -
Znt o L+ [[v(tn) + sy(ta)|l

~ | =

=

E como I é de classe C'!, aplicando o limite com ¢t — 0, obtemos que

I (o (tn)) v (tn) = —%(1 + 1y () ) I ()1

Agora como 7 é arbitrario, trocando v por —v, obtemos

I'(n(tn)y () < % (L4 [yt D) (),

e assim

I Galta) 7)) _ 1 y
o] S n D

o que implica em

0 < (X (@)D 1 (v (ta)) |2 <

S

Como n € N, fixado acima, é qualquer, concluimos que

Tim (1 [y () DI (v (E0) ] 27 = 0.

Por fim, considerando (u,) C E, tal que w, = 7,(t,), para todo n € N, por (6.19) e

segue que

lim I(u,) =c e lm (1+ |Ju, DI (up)|ler =0
n—oo

n—o0

Portanto, obtemos uma sequéncia de Cerami para I no nivel do Passo da Montanha.

(6.20)

(6.20)
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Neste Apéndice seréd apresentados alguns resultados fundamentais e algumas defini¢goes impor-

tantes para o desenvolvimento dos resultados dessa dissertacao

Definicao 6.7. Sejam E e F' dois espacos vetoriais normados com E C F . Dizemos que E

esta imerso continuamente em F' se existe ¢ > 0 tal que:
lellr < cllells, VeeE.

Quando isso acontece, escrevemos E — F.

Definigao 6.8. O espago H*(QY) é munido com a sequinte norma:

lullZs :/|Vu|2dx—|—/ \Au!zda:Jr/qum,
Q Q Q

onde u € H?*(Q).

A norma no espago L>(2) € definido como a sequir
u]oo = Inf{C" : Ju(z)| < C, g.t.p em Q},

para v € L>(Q).

Teorema 6.9. Seja m > 1 um inteiro e p € [1,+00). Temos

1 1 m 1 m
WmP(RN) ¢ LYRY), onde —==-—— se ——— >0,
(R™) R™) i N , TN
1
wmr(RY) C LYRY) Vg€ [p,4+o0)  se - — % —0,
p
1 m
WwmP(RY) ¢ L®°(RN -——<0
(R™) C L™(R™) R

e todas estas inclusoes sao imersoes continuas. Além disso, se m — (N/p) > 0 ndo é um
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nteiro, tomamos
k=[m—(N/p) e 6=m—(N/p)—k (0<0<1).
Temos, para todo u € W™P(RY),

| Dul| oo mrvy < Cllul|wmp@ryy, ¥ @ com |af <k

|Du(x) — D*u(y)| < Cllullwms @]z — yl® gtp. 2,y €RY, YV a com |a =k

Em particular, W™P(RN) c Ck(RY).

Demonstracao. Veja |3]. O

Corolario 6.10. Se N > 4 seque do Teorema 6.9 que
H2(RY) < [2(RN)
isto €, existe C' > 0 tal que
Jull 2o ey < Cllull g2y, ¥ u € H*(RY). (6.21)

Teorema 6.11 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg). Seja 1 < ¢g< oo ej k€N, j<k e

também

ou

entao existe uma constante C' > 0 independente de u tal que

IV7ull, < CIVRullullg™ Y € LT (R") n W™ (R™). (6.22)
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Demonstracao. Veja [12]. O

Teorema 6.12 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Se 1 < p < N, entao existe
C = C(N,p) >0, tal que

[ull o vy < ClVullpo@ny,

para todo u € CH(RN).

Demonstragao. Veja [3]. O

1 1
Teorema 6.13 (Desigualdade de Holder). Seja 1l < p, u € LP (Q) v € L1 (), o qual —+—- =1,
P q

entdo o produto u.v € L' (Q) e

/ u(x)o(@)lde < Jullzo o] 2o (6.23)

Demonstragao. Veja [3] O

1 1
Teorema 6.14 (Desigualdade de Young). Sejam a,b >0 e 1 < p,q < oo tais que — + — = 1.
q p

Entao

P
ab< = 4= (6.24)
P q

Demonstracao. Veja [3]. O

Teorema 6.15 (Desigualdade de Young com ¢). Sejam a,b > 0 e p,g > 1 e C(e) =
(ep)~¥/Pq~", temos

ab < ea? + C(e)b? (6.25)

b
Demonstragio. Basta considerar (6.24) com ab = ((ep)'/Pa) <( )1/p>. O
ep

Lema 6.16. Se0 <r <1 ea,b>0, entao

(a+b)" <ad +0
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Demonstracao.

(a+b)" = (a+b)"" =(a+b)(a+b) " =ala+b)" +bla+b)!

1 1—r_ 1 1—r
= b
“ (a + b) + (a + b)
1 1—r 1 1-r
a (—) +b (—) =a +0.
a b

Lema 6.17. Se 1 <r<ooea=>=0,b>0, entao

N

(@+b)" <2 Ya" + ).

Demonstracao. Considere ¢ : [0,00) — R, definida por ¢(t) = t". Temos que ¢"(t) = r(r —

1)157"_2 > 0 para t > 0, o que nos garante que ¢ é convexa. Consequentemente,
o(at + (1 —=t)b) < to(a) + (1 —t)p(b), a,be RVt € [0,1].

1 1
Como ¢(a +b) = ¢(§(2a) + 5(2())) decorre da convexidade de ¢ que

b+ b) < ~6(2a) + %(b(Qb).

N —

Entao, com isso temos que

(a+b)" < ~(2a) + %(%)r — ol 4+ b)),

1
2

Lema 6.18 (Convergéncia de Vitali). Sejam as fungées f,, : 2 — R integrdveis, tais que

fo—=f qtp x el

Entao f ¢ integravel e /fnda: — /fdx se, e somente se (/ fndx) € uniformemente
Q Q Q

absolutamente continua, ou seja, dado € > 0, existe 6 > 0, tal que

/Afn

Demonstracao. Veja |3]. O

Al < 0 = <e, VneN
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