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Resumo

Neste trabalho apresentaremos um estudo sobre a classe de equações bi-harmônicas não line-
ares com p-Laplaciano, que foram investigadas pelos autores Juntao Sun, Jifeng Chu, Tsung-
fang Wu no trabalho [15], sobre o seguinte problema:∆2u− β∆pu+ λV (x)u = f(x, u) ∈ RN ,

u ∈ H2(RN),
(1)

onde N ≥ 1, β ∈ R, λ > 0 são parâmetros e ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) com p ≥ 2. Dife-
rente de outros artigos que tratam esse problema, os autores substituíram o Laplaciano com
p-Laplaciano e permitiram que β seja negativo. Sobre adequadas hipóteses em V (x) e f(x, u),
foi possível obter a existência e multiplicidade de soluções não triviais para λ grande o sufici-
ente. A prova se baseia em métodos variacionais assim como na desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg.

Palavras-chave: Equações biharmonicas; p-Laplaciano; Métodos Variacionais; Desigualdade
de Gagliardo-Nirenberg.



Abstract

In this work we will present a study on the class of nonlinear biharmonic equations with p-
Laplacian, which were investigated by the authors Juntao Sun, Jifeng Chu, Tsung-fang Wu at
work [15] on the following problem:

∆2u− β∆pu+ λV (x)u = f(x, u) ∈ RN ,

u ∈ H2(RN),
(2)

where N ≥ 1, β ∈ R, λ > 0 are parameter and ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) with p ≥ 2. Unlike
other papers dealing with this problem, the authors replaced the Laplacian with p-Laplacian
and allowed β to be negative. Under suitable assumptions in V (x) and f(x, u), it was possible
to obtain the existence and multiplicity of non-trivial solutions for λ large enough. The proof
relies on variational methods and Gagliardo-Nirenberg inequality.

Keywords: Biharmonic equations; p-Laplacian; Variational methods; Gagliardo-Nirenberg.



Notações

∇u =

(
∂u

∂x1
, · · · , ∂u

∂xN

)
gradiente da função u;

∆u =
N∑
i=1

∂2u

∂x2i
= div(∇u) Laplaciano de u;

∆2u = ∆(∆u) operador bi-harmônico;

∆pu = div(|∇u|p−2∇u) operador p-laplaciano;

⇀ convergência fraca;

→ convergência forte;

on(1) sequência real que converge para 0 quando n→ ∞;

q.t.p. quase em todo ponto;

X ′ espaço dual do espaço X;

S∞ melhor constante de Sobolev da imersão de H2(RN) em L∞(RN);

Ls
loc(RN) espaço de todas as classes de funções as quais pertencem a Ls

em todo subconjunto compacto de RN ;

∥ · ∥λ norma no espaço normado Xλ;

∥ · ∥ ∥ · ∥λ, com λ = 1;

∥ · ∥H2 norma do espaço de Hilbert;

| · |∞ norma do espaço L∞(RN).
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Capítulo 1

Introdução

Problemas envolvendo bi-harmônico e o operador laplaciano já foram anteriormente trabalha-
dos por outros autores, como por exemplo no artigo [10] dos autores Lazer-McKenna, no qual
utiliza apenas o bi-harmônico e o operador laplaciano como a seguir:∆2u− c∆u = f(x, u), x ∈ Ω,

u = ∆u = 0, x ∈ ∂Ω

onde Ω é um domínio suavemente limitado e c é um parâmetro. Já com a utilização do
potencial temos o exemplo do trabalho [11] do autor Liu-chen-Wu como apresentado abaixo:∆2u− β∆u+ λV (x)u = f(x, u) ∈ RN ,

u ∈ H2(RN),

onde N ⩾ 1. Outro exemplo de problema é apresentado pelos autores Wang-Zhang no artigo
[16] utilizando o operador bi-harmônico e o potencial, mas sem utilizar o operador laplaciano
como a seguir: ∆2u+ Vλ(x)u = f(u) ∈ RN ,

u ∈ H2(RN),

onde N ⩾ 5, Vλ(x) = 1 + λg(x) é um potencial.

Em um interessante artigo, Chueshov and Lasiecka [4] consideram a seguinte equação da placa
não linear conhecida como o modelo de Kirchhoff–Boussinesq (K–B):

wtt + kwt +∆2w = div
(
|∇w|p−2∇w

)
+ σ∆(w2)− f(w) (1.1)

definida em domínio limitado Ω ⊂ R2 com fronteira suficiente regular e um adequado dado
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inicial. O modelo (1.1) aparece naturalmente, como mostrado em [5], como limite das equações
de Mindlin–Timoshenko, o qual descreve a dinâmica da placa que leva em conta os efeitos de
cisalhamento transversal, (ver, e.g., [8] e [9, Capítulo 1] e as suas referências. Para detalhes
relativos as dinâmicas das placas de Mindlin–Timoshenko nós citamos [8] e [9].

Esta motivação física nos despertou interesse em estudar nesta dissertação o artigo [15] de J.
Sun, J. Chu, T.F. Wu. Mais precisamente estudaremos o problema∆2u− β∆pu+ λV (x)u = f(x, u) ∈ RN ,

u ∈ H2(RN),
(E)

onde N ⩾ 1, ∆2u = ∆(∆u), β ∈ R, λ > 0 é um parâmetro, ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) com p ⩾ 2

e f ∈ C(RN × R,R). Assumimos que o potencial V (x) satisfaz as seguintes condições:

(V1) V ∈ C(RN) e V (x) ⩾ 0 ∀x ∈ RN ;

(V2) Existe b > 0 tal que o conjunto

{V < b} :=
{
x ∈ RN , V (x) < b

}
, (1.2)

tem medida de Lebesgue positiva finita para N ⩾ 4 e

| {V < b} | < S−2
∞

(
1 +

A2
0

2

)−1

para N ≤ 3, (1.3)

onde | · | é a medida de Lebesgue, S∞ é a melhor constante de Sobolev para a imersão
de H2(RN) em L∞(RN) para N ≤ 3, e A0 é definida em (2.4) posteriormente;

(V3) Ω = int
{
x ∈ RN : V (x) = 0

}
é não vazio e tem fronteira suave com

Ω =
{
x ∈ RN : V (x) = 0

}
.

Ao longo dessa dissertação vamos denotar Lr−norma (1 ⩽ r ⩽ ∞) por | · |r, 2∗ := ∞ se

1 ⩽ N ⩽ 4 e 2∗ :=
2N

N − 4
se N ⩾ 5; usamos a notação α+ = max{α, 0} e Br = {x ∈ RN :

|x| < r}. Quando consideramos uma subsequência de {un} continuaremos usando a mesma
notação {un} para a subsequência. E usaremos on(1) para denotar uma quantidade o qual
converge para zero quando n→ ∞.

A seguir será apresentado algumas condições de crescimento da função f que utilizaremos e
os devidos teoremas que iremos demonstrar usando essas condições.
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(D1) f ∈ C
(
RN × R,R

)
e existe q tal que p < q < 2∗ e duas funções a, b ∈ L∞ (RN

)
que

satisfazem |a+|∞ < Θ−1
2 e b(x) > 0 em Ω tal que

lim
s→0+

f (x, s)

|s|q−1
= a (x) uniformemente em x ∈ RN ,

e

lim
s→∞

f (x, s)

|s|q−1
= b(x) uniformemente em x ∈ RN ,

onde Θ2 é dado em (2.26).

(D2) Existe l tal que 1 < l < 2 e uma função não negativa d ∈ L2/(2−l)
(
RN
)

tal que

pF (x, s)− f (x, s) ⩽ d (x) |s|l ∀x ∈ RN e, s ∈ R,

onde F (x, u) =
∫ u

0
f(x, s)ds.

(D1’) f ∈ C(RN × R,R) e existe q tal que 2 < q < p e três funções não negativas g0,
g1 ∈ Lp∗/(p∗−q)(RN) com g0(x) > 0 em Ω e a ∈ L∞(RN) tal que

g0(x)s
q−1 ⩽ f(x, s) ⩽ a(x)s+ g1(x)s

q−1,

onde p∗ := Np
N−p

;

(D2’) Existe uma função não negativa g2 ∈ Lp∗/(p∗−q)(RN) tal que

1

2
f(x, s)s− F (x, s) ⩽ g2(x)|s|q.

(D3) f ∈ C(RN ×R,R) com f(x, s) = 0 ∀x ∈ RN e s ⩽ 0, e existe q tal que 1 < q < p, e duas
funções não negativas ã ∈ L2/(2−q)(RN) para 1 < q < 2, ou ã ∈ L∞(RN) para 2 ⩽ q < p

e b̃ ∈ L∞(RN) tal que

−ã(x)sq−1 ⩽ f(x, s) ⩽ ã(x)sq−1 + b̃(x)sp−1.

Teorema 1.1. Suponha que N ⩾ 1, 2 ⩽ p < 2∗ e condições (V 1) − (V 3) são satisfeitas.
Também assumimos que a função f satisfaz (D1) e (D2).

Então existe Λ0 > 0 tal que o problema (E) admite ao menos uma solução não trivial para
todo λ ⩾ Λ0 e β ⩾ 0.
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Teorema 1.2. Suponha que N ⩾ 3, 2 < p < min{N, 2N
N−2

} e as condições (V 1) − (V 3) são
satisfeitas. Também assumimos que a função f satisfaz (D1′) e (D2′).

Então temos os seguintes resultados:

(i) para β > 0, Λ0 > 0 tal que a equação (E) admite ao menos uma solução não trivial para
todo λ ⩾ Λ0;

(ii) existe β0 , Λ0 > 0 tal que a equação (E) admite ao menos duas soluções não triviais
para todo λ ⩾ Λ0 e 0 < β < β0.

Teorema 1.3. Suponha que N ⩾ 1, 2 < p < 4 e as condições (V 1)− (V 3), (D2) e (D3) são
satisfeitas.

Então os seguintes resultados são verdadeiros:

(i) se f(x, s) ⩾ 0 para todo (x, s) ∈ RN × R e 1 < q < 2, então existe Λ0,Π0 > 0 tal que
para |ã|L2/(2−q) < Π0, então a equação (E) admite ao menos uma solução não trivial para
todo λ ⩾ Λ0 e β < 0;

(ii) se f(x, s) ⩾ 0 para todo (x, s) ∈ RN × R e 1 < q < p, então existe Λ0 > 0 tal que a
equação (E) admite ao menos uma solução não trivial para todo λ ⩾ Λ0 e β < 0.

Teorema 1.4. Suponha que N ⩾ 1, 2 < p < 4 e as condições (V 1)− (V 2) são satisfeitas. Se
f(x, u) = h(x)|u|q−2u com h ∈ L2/(2−q)(RN) e 1 < q < 2, então existe Λ∗,Π∗ > 0 tal que para
0 < |h+|2/(2−q) < Π∗, a equação (E) admite ao menos duas soluções não triviais para todo
λ ⩾ Λ∗ e β < 0.

No Capítulo 2 mostraremos a estrutura variacional do problema e alguma estimativas que
serão usadas ao longo da dissertação. No Capítulo 3 mostraremos que o funcional associado
naturalmente ao problema tem a geometria do teorema do Passo da Montanha. No Capítulo
4 faremos as demonstrações dos Teoremas 1.1 e 1.3. No Capítulo 5 será demonstrado o
Teorema 1.2. A demonstração do Teorema 1.4 será apresentada no Capítulo 6. Ao final da
dissertação apresentaremos dois Apêndices. No Apêndice A enunciaremos e apresentaremos
as demonstrações do Princípio Variacional de Ekeland e do Teorema do Passo da Montanha.
No Apêndice B enunciaremos os principais resultados nessa dissertação indicando referências
onde o leitor poderá encontrar as demonstrações.



Capítulo 2

Preliminares

2.1 Estrutura variacional

Neste capítulo estudaremos a estrutura variacional necessária para estudar o problema (E).
Mais precisamente, vamos estudar o espaço onde vamos procurar as soluções e estabelecer
algumas estimativas que serão importantes no decorrer desse estudo.
Vamos definir o seguinte conjunto:

X =

{
u ∈ H2(RN) :

∫
RN

V (x)u2dx <∞
}
. (2.1)

Vamos equipar (2.1) com o seguinte produto interno e norma

⟨u, v⟩λ =

∫
RN

(∆u∆v + λV (x)uv) dx e ∥u∥2λ = ⟨u, u⟩λ com u, v ∈ X. (2.2)

Assim, construímos o espaço Xλ = (X, ∥u∥λ). Podemos observar que para λ > 1 temos,
∥u∥ ≤ ∥u∥λ, o qual definimos ∥u∥ = ∥u∥1, ou seja

∥u∥ =

∫
RN

(∆u∆v + V (x)uv) dx. (2.3)

Agora vamos mostrar algumas estimativas envolvendo as normas de Xλ e H2.

Considere a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, encontrada no Apêndice B, Teorema 6.11
com j = 1, p = 2, θ = 1

2
,k = 2, m = 2, q = r = 2, existe A0>0, tal que temos

∫
RN

|∇u|2dx ⩽ A2
0

(∫
RN

|∆u|2dx
)1/2(∫

RN

|u|2dx
)1/2

. (2.4)
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Segundo a desigualdade de Young, encontrada no Apêndice B, Teorema 6.14, com os valores
p = 2, q = 2, conseguimos

A2
0

(∫
RN

|∆u|2dx
)1/2(∫

RN

|u|2dx
)1/2

⩽
A2

0

2

(∫
RN

|∆u|2dx+
∫
RN

u2dx

)
.

Disso, pela desigualdade (2.4) temos∫
RN

|∇u|2dx ⩽
A2

0

2

(∫
RN

|∆u|2dx+
∫
RN

u2dx

)
. (2.5)

Somando a expressão
(∫

RN |∆u|2dx+
∫
RN u

2dx
)

em ambos os lados da desigualdade, temos

∥u∥2H2 =

∫
RN

|∇u|2dx+
∫
RN

|∆u|2dx+
∫
RN

u2dx ⩽

(
A2

0

2
+ 1

)(∫
RN

|∆u|2dx+
∫
RN

u2dx

)
.

Assim, conseguimos majorar ∥u∥2H2 , definido em 6.8 encontrado no Apêndice B, por cima e
por baixo como a seguir:∫

RN

|∆u|2dx+
∫
RN

u2dx ≤ ∥u∥2H2 ≤
(
A2

0

2
+ 1

)(∫
RN

|∆u|2dx+
∫
RN

u2dx

)
. (2.6)

Lema 2.1. O espaço Xλ definido possui imersão contínua em Lr, ou seja, Xλ(RN) ↪→ Lr(RN)

para r ∈ [2, 2∗).

Para demonstrar o Lema 2.1 vamos precisar estudar as desigualdades com |u|22 separadamente
para cada um dos casos N ≤ 3, N = 4 e N > 4.

SeN ⩽ 3, e lembrando que {V < b} =
{
x ∈ RN | V (x) < b

}
, {V ⩾ b} =

{
x ∈ RN | V (x) ⩾ b

}
,

podemos separar a seguinte integral na soma de duas integrais nesses dois domínios disjuntos∫
RN

u2dx =

∫
{V ⩾b}

u2dx+

∫
{V <b}

u2dx.

Usando a propriedade (V2) chegamos em

∫
RN

u2dx ⩽
1

b

∫
{V ⩾b}

V (x)u2dx+

∫
{V <b}

u2dx, (2.7)

de |u| ⩽ |u|∞ = inf{c > 0 : |u(x)| ⩽ c}, logo ocorre a desigualdade

∫
{V <b}

|u|2dx ⩽
∫
{V <b}

|u|2∞dx = |u|2∞
∫
{V <b}

1dx = |u|2∞|{V < b}|.
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Então aplicando a desigualdade anterior em (2.7),∫
RN

u2dx ⩽
1

b

∫
RN

V (x)u2dx+ |u|2∞|{V < b}|.

Da imersão contínua de H2
(
RN
)

em L∞ (RN
)

na desigualdade anterior, conseguimos

∫
RN

u2dx ⩽
1

b

∫
RN

V (x)u2dx+ S2
∞∥u∥2H2|{V < b}|.

Combinando com a desigualdade em (2.6), temos(
1 +

A2
0

2

)−1

∥u∥2H2 ⩽
∫
RN

|∆u|2dx+
∫
RN

u2dx

⩽
∫
RN

|∆u|2dx+ 1

b

∫
RN

V (x)u2dx+ S2
∞∥u∥2H2| {V < b} |.

Pela definição da norma em Xλ, com λ = 1, conseguimos:(
1 +

A2
0

2

)−1

∥u∥2H2 ⩽
∫
RN

|∆u|2dx+ 1

b

∫
RN

V (x)u2dx+ S2
∞| {V < b} |∥u∥2H2 (2.8)

⩽ max

{
1,

1

b

}
∥u∥2 + S2

∞| {V < b} |∥u∥2H2 .

Isolando ∥u∥2H2 no lado inferior da desigualdade concluímos que

∥u∥2H2 ⩽ max

{
1,

1

b

}
∥u∥2

[(
1 +

A2
0

2

)−1

− S2
∞|{V < b}|

]−1

para λ = 1, N ⩽ 3. (2.9)

Se λ ⩾
1

b
, da desigualdade em (2.8) teríamos

(
1 +

A2
0

2

)−1

∥u∥2H2 ⩽
∫
RN

|∆u|2dx+ 1

b

∫
RN

V (x)u2dx+ S2
∞| {V < b} |∥u∥2H2

⩽
∫
RN

|∆u|2dx+ λ

∫
RN

V (x)u2dx+ S2
∞∥u∥2H2|{V < b}|.

Usando a definição de ∥u∥λ ficamos com

(
1 +

A2
0

2

)−1

∥u∥2H2 ⩽ ∥u∥2λ + S2
∞∥u∥2H2|{V < b}|.
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Então podemos concluir que

∥u∥2H2 ⩽ ∥u∥2λ

[(
1 +

A2
0

2

)−1

− S2
∞|{V < b}|

]−1

, para λ ⩾
1

b
,N ⩽ 3. (2.10)

Se N = 4, e considerando a condição (V 2), podemos abrir a integral a seguir como no caso
N < 4: ∫

R4

u2dx =

∫
{V≥b}

u2dx+

∫
{V <b}

u2dx.

Para (V 1), conseguimos ∫
R4

u2dx ⩽
1

b

∫
R4

V (x)u2dx+

∫
{V <b}

1.u2dx.

Aplicando a desigualdade de Hölder, encontrada no Apêndice B, Teorema 6.13, com p = q = 2

temos ∫
R4

u2dx ⩽
1

b

∫
R4

V (x)u2dx+

(∫
{V <b}

12dx

)1/2(∫
{V <b}

(u2)2dx

)1/2

=
1

b

∫
R4

V (x)u2dx+ |{V < b}|1/2
(∫

{V <b}
|u|4dx

)1/2

.

Usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, encontrada no Apêndice B, Teorema 6.11,
com k = q = r = 2, p = 4, j = 0 e Θ =

1

2
, existe B0 > 0 tal que

∫
R4

u2dx ⩽
1

b

∫
R4

V (x)u2dx+

(
|{V < b}|B4

0

∫
R4

|∆u|2dx
)1/2(∫

R4

u2dx

)1/2

.

Com a desigualdade de Young, encontrada no Apêndice B, Teorema 6.14, conseguimos∫
R4

u2dx ⩽
1

b

∫
R4

V (x)u2dx+
1

2
B4

0 |{V < b}|
∫
R4

|∆u|2dx+ 1

2

∫
R4

u2dx.

Então multiplicando por 2 na desigualdade anterior, e isolando
∫
R4 u

2dx em um só lado da
desigualdade, ficamos com∫

R4

u2dx ⩽
2

b

∫
R4

V (x)u2 +B4
0 |{V < b}|

∫
R4

|∆u|2dx. (2.11)
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Das desigualdades (2.6) e (2.11) temos

∥u∥2H2 ⩽

(
1 +

A2
0

2

)[(
1 +B4

0 |{V < b}|
) ∫

R4

|∆u|2dx+ 2

b

∫
R4

V (x)u2dx

]
(2.12)

⩽

(
1 +

A2
0

2

)
max

{
1 +B4

0 |{V < b}|, 2
b

}
∥u∥2. (2.13)

Voltando para a desigualdade em (2.12), como 1 ⩽ 1 + B4
0 |{V < b}| vamos ter que

1 ⩽ (1 +B4
0 |{V < b}|)2. Então conseguimos

∥u∥2H2 ⩽

(
1 +

A2
0

2

)[
(1 +B4

0 |{V < b}|)
∫
R4

|∆u|dx+ 2

b
(1 +B4

0 |{V < b}|)2
∫
R4

V (x)u2dx

]
.

Colocando (1 +B4
0 |{V < b}|) em evidência, conseguimos

∥u∥2H2 ⩽

(
1 +

A2
0

2

)
(1 +B4

0 |{V < b}|)
[∫

R4

|∆u|2dx+ 2

b
(1 +B4

0 |{V < b}|)
∫
R4

V (x)u2dx

]
.

Assim para λ ⩾
2 (1 +B4

0 |{V < b}|)
b

temos

∥u∥2H2 ⩽

(
1 +

A2
0

2

)
(1 +B4

0 |{V < b}|)
[∫

R4

|∆u|2dx+ 2

b
(1 +B4

0 |{V < b}|)
∫
R4

V (x)u2dx

]
⩽

(
1 +

A2
0

2

)
(1 +B4

0 |{V < b}|)
[∫

R4

|∆u|2dx+ λ

∫
R4

V (x)u2dx

]
.

Usando a definição de ∥u∥λ chegamos em

∥u∥2H2 =

(
1 +

A2
0

2

)
(1 +B4

0 |{V < b}|)∥u∥2λ.

Podemos concluir então que

∥u∥2H2 ⩽

(
1 +

A2
0

2

)
(1 +B4

0 |{V < b}|)∥u∥2λ para λ ⩾
2 (1 +B4

0 |{V < b}|)
b

, N = 4. (2.14)

Se N > 4 e considerando as condições (V 1) − (V 2), e separando a integral a seguir como no
caso N = 4, ficamos com∫

RN

u2dx =

∫
{V ⩾b}

u2dx+

∫
{V <b}

u2dx

=
1

b

∫
{V≥b}

V (x)u2dx+

∫
{V <b}

1 · u2dx.
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Usando a desigualdade de Hölder, encontrada no Apêndice B, Teorema 6.13, com p = N
4

e
q = N

N−4
, temos

∫
RN

u2dx ⩽
1

b

∫
RN

V (x)u2dx+

(∫
{V <b}

1frac4Ndx

)4/N (∫
RN

(u2)
N

N−4dx

)(N−4)/N

⩽
1

b

∫
RN

V (x)u2dx+ |{V < b}|4/N
(∫

RN

|u|
2N
N−4dx

)(N−4)/N

.

Da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg 6.11, encontrada no Apêndice B, para θ ∈ (0, 1),

j = 0, q = p =
2N

N − 4
, r = k = 2 e n = N assim n ̸= 4, então existe C > 0 tal que

∥u∥ 2N
N−4

⩽ C∥∇2u∥θ2 ∥u∥1−θ
2N
N−4

.

Deixando ∥u∥ 2N
N−4

em um só lado da desigualdade obtemos

∥u∥θ2N
N−4

⩽ C∥∆u∥θ2.

Passando a raiz de θ em ambos os lados

∥u∥ 2N
N−4

⩽ C1/θ∥∆u∥2. (2.15)

Definindo C0 = C1/θ conseguimos((∫
RN

u
2N
N−4dx

)N−4
2N

)2

⩽ C2
0

∫
RN

|∆u|2dx.

Assim, temos ∫
RN

u2dx ⩽
1

b

∫
RN

V (x)u2dx+ |{V < b}|4/N
(
C2

0

∫
RN

|∆u|2dx
)
.

Combinando a desigualdade anterior com (2.6), temos:

∥u∥2H2 ⩽

(
1 +

A2
0

2

)(∫
RN

|∆u|2dx+
∫
RN

u2dx

)
⩽

(
1 +

A2
0

2

)(∫
RN

|∆u|2dx+ 1

b

∫
RN

V (x)u2dx+ |{V < b}|4/NC2
0

∫
RN

|∆u|2dx
)
(2.16)

⩽

(
1 +

A2
0

2

)((
1 + C2

0 |{V < b}|4/N
) ∫

RN

|∆u|2dx+ 1

b

∫
RN

V (x)u2dx

)
(2.17)

⩽

(
1 +

A2
0

2

)
max

{
1 + C2

0 |{V < b}|4/N , 1
b

}
∥u∥2. (2.18)
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Pela desigualdade em (2.17)

∥u∥2H2 ⩽

(
1 +

A2
0

2

)[
(1 + C2

0 |{V < b}|4/N)
∫
RN

|∆u|2dx+ 1

b

∫
RN

V (x)u2dx

]
.

Como 1 ⩽ 1 + C2
0 |{V < b}|4/N temos que 1 ⩽

(
1 + C2

0 |{V < b}|4/N
)2, ficamos com

∥u∥2H2 ⩽

(
1 +

A2
0

2

)[
(1 + C2

0 |{V < b}|4/N)
∫
R4

|∆u|dx+ 1

b
(1 + C2

0 |{V < b}|N/4)2
∫
R4

V (x)u2dx

]
.

Colocando
(
1 + C2

0 |{V < b}|4/N
)

em evidência, temos

∥u∥2H2 ⩽

(
1 +

A2
0

2

)
(1 + C2

0 |{V < b}|4/N)
[∫

R4

|∆u|2dx+ 1

b
(1 + C2

0 |{V < b}|4/N)
∫
R4

V (x)u2dx

]
.

Assim, se λ ⩾ 1
b
(1 + C2

0 |{V < b}|4/N)

∥u∥2H2 ⩽

(
1 +

A2
0

2

)
(1 + C2

0 |{V < b}|4/N)
[∫

R4

|∆u|2dx+ 1

b
(1 + C2

0 |{V < b}|4/N)
∫
R4

V (x)u2dx

]
⩽

(
1 +

A2
0

2

)
(1 + C2

0 |{V < b}|4/N)
[∫

R4

|∆u|2dx+ λ

∫
R4

V (x)u2dx

]
.

Usando a definição de ∥u∥λ

∥u∥2H2 ⩽

(
1 +

A2
0

2

)
(1 + C2

0 |{V < b}|4/N)∥u∥2λ.

Logo

∥u∥2H2 ⩽

(
1 +

A2
0

2

)
(1 + C2

0 |{V < b}|4/N)∥u∥2λ para λ ⩾
1 + C2

0 |{V < b}|4/N

b
,N > 4.

(2.19)
Podemos agora construir a constante de imerção para cada uma das restrições de N , temos:

αN :=



[(
1 +

A2
0

2

)−1

− S2
∞|{V < b}|

]−1

max
{
1, 1

b

}
para N ⩽ 3,(

1 +
A2

0

2

)
max

{
1 +B4

0 |{V < b}|, 2
b

}
para N = 4,(

1 +
A2

0

2

)
max

{
1 + C2

0 |{V < b}|4/N , 1
b

}
para N > 4.

Então das desigualdades (2.9), (2.13) e (2.18), temos

∥u∥2H2 ⩽ αN∥u∥2, (2.20)
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logo, temos que a imersão X ↪→ H2(RN) é contínua.

Como a imersão H2(RN) ↪→ L∞(RN) é contínua para N ⩽ 3, então pela desigualdade (2.10),
e para todo r ∈ [2,+∞), temos∫

RN

|u|rdx ⩽ |u|r−2
∞

∫
RN

u2dx

⩽ S−(r−2)
∞ ∥u∥rH2

⩽ S−(r−2)
∞

[(
1 +

A2
0

2

)−1

− S2
∞|{V < b}|

]− r
2

∥u∥rλ, (2.21)

para λ ⩾ 1
b
. Além disso, usando que a imersão H2(RN) ↪→ Lr(RN) (2 ⩽ r < +∞) é contínua

para N = 4 e a desigualdade em (2.14), para todo r ∈ [2,+∞) temos∫
R4

|u|rdx ⩽ S−r
r ∥u∥rH2

⩽ S−r
r (1 +B4

0 |{V < b}|)
r
2

(
1 +

A2
0

2

) r
2 ∥u∥rλ para λ ⩾

2(1+B4
0 |{V <b}|)
b

,
(2.22)

onde Sr é a melhor constante para a imersão de H2(RN) em Lr(RN), com r ∈ [2,+∞), para
N = 4.
Finalmente para N ⩾ 4, das condições (V 1)−(V 2) e a desigualdade (2.19), e as desigualdades
de Hölder (6.23) e Gagliardo-Nirenberg (6.22), considerando o seguinte, para r ∈

[
2, 2N

N−4

)
∫
RN

|u|rdx =

∫
RN

|u|r−
N(r−2)

4 |u|
N(r−2)

4 dx.

Usando a desigualdade de Hölder, encontrada no Apêndice B, Teorema 6.13, com q = 8
(r−2)(N−4)

e p = 8
2N−r(N−4)

obtemos

∫
RN

|u|rdx ⩽

(∫
RN

(
|u|

N(r−2)
4

)q
dx

)1/q (∫
RN

(
|u|

4r−N(r−2)
4

)p
dx

)1/p

=

(∫
RN

(
|u|

N(r−2)
4

) 8
(r−2)(N−4)

dx

) (r−2)(N−4)
8

(∫
RN

(
|u|

4r−N(r−2)
4

) 8
2N−r(N−4)

dx

) 2N−r(N−4)
8

=

(∫
RN

|u|
2N
N−4dx

) (r−2)(N−4)
8

(∫
RN

|u|2dx
) 2N−r(N−4)

8

=

(
∥u∥

2N
N−4
2N
N−4

) (r−2)(N−4)
8

(∫
RN

|u|2dx
) 2N−r(N−4)

8

.
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Usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, encontrada no Apêncide B, Teorema 6.11,
com p = q = 2N

N−4
, j = 0, k = r = 2 e θ ∈ (0, 1), existe uma constante C > 0 tal que

∫
RN

|u|rdx ⩽

(
C

2N
θ(N−4)

(∫
RN

|∆u|2
) N

N−4

) (r−2)(N−4)
8 (∫

RN

|u|2dx
) 2N−r(N−4)

8

.

Definindo C0 = C1/θ temos

∫
RN

|u|rdx ⩽

(
C

2N
N−4

0

(∫
RN

|∆u|2dx
) N

N−4

) (r−2)(N−4)
8 (∫

RN

|u|2dx
) 2N−r(N−4)

8

.

Distribuindo as potências, ficamos com

∫
RN

|u|rdx ⩽ C
N(r−2)

4
0

(∫
RN

|∆u|2dx
)N(r−2)

8
(∫

RN

|u|2dx
) 2N−r(N−4)

8

.

= C
N(r−2)

4
0

((∫
RN

|∆u|2dx
)N(r−2)

8
(∫

RN

|u|2dx
) 2N−r(N−4)

8

) 2
r
· r
2

.

Distribuindo a potência
2

r
, conseguimos

∫
RN

|u|rdx ⩽ C
N(r−2)

4
0

((∫
RN

|∆u|2dx
)N(r−2)

4r
(∫

RN

|u|2dx
) 2N−r(N−4)

4r

)r/2

. (2.23)

Considerando a desigualdade de Young, encontrada no Apêndice B, Teorema 6.14 com
1
p
= N(r−2)

4r
> 0 e 1

q
= 2N−r(N−4)

4r
> 0 temos 1

q
+ 1

p
= 1, logo

∫
RN

|u|rdx ⩽ C
N(r−2)

4
0

(
N(r − 2)

4r

∫
RN

|∆u|2dx+ 2N − r(N − 4)

4r

∫
RN

|u|2dx
)r/2

⩽ C
N(r−2)

4
0

[(
N(r − 2)

4r
+

2N − r(N − 4)

4r

)(∫
RN

|∆u|2dx+
∫
RN

|u|2dx
)]r/2

.

Como a soma
(

N(r−2)
4r

+ 2N−r(N−4)
4r

)
= 1, então

∫
RN

|u|rdx ⩽ C
N(r−2)

4
0

(∫
RN

(|∆u|2 + |u|2)dx
)r/2

.
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Da desigualdade (2.6), conseguimos

∫
RN

|u|rdx ⩽ C
N(r−2)

4
0 ∥u∥rH2 .

E pela desigualdade (2.19), chegamos em

∫
RN

|u|rdx ⩽ C
N(r−2)

4
0

(
1 + C2

0 |{V < b}|4/N
)r
2

(
1 +

A2
0

2

) r
2

∥u∥rλ (2.24)

para λ ⩾
1 + C2

0 |{V < b}|4/N

b
.

Então podemos construir a seguinte constante de imersão

Θr :=


S
−(r−2)
∞

[(
1 +

A2
0

2

)−1

− S2
∞|{V < b}|

]−r/2

se N ⩽ 3,

S−r
r

(
1 +B4

0 |{V < b}|4/N
)r/2 (

1 +
A2

0

2

)r/2
se N = 4,

C
N(r−2)/4
0

(
1 + C2

0 |{V < b}|4/N
)r/2 (

1 +
A2

0

2

)r/2
se N > 4,

(2.25)

e

Λ :=


1
b

se N ⩽ 3,
2(1+B4

0 |{V <b}|)
b

se N = 4,
1+C2

0 |{V <b}|4/N
b

se N > 4.

Podemos agora demonstrar o Lema 2.1.

Demonstração do Lema 2.1. De (2.21), (2.22), (2.24) e (2.25), temos que para todo r ∈ [2, 2∗)

e λ ⩾ Λ, a desigualdade a seguir é satisfeita∫
RN

|u|rdx ⩽ Θr∥u∥rλ. (2.26)

Assim, temos que Xλ(RN) ↪→ Lr(RN) para r ∈ [2, 2∗).

Agora vamos estudar as condições (D1), (D1′) e (D3), apresentadas no capítulo introdutório,
estas são condições de crescimento da função f , que por sua vez foi definida para o problema
(E).

Considerando que a condição (D1) é satisfeita, ∀ ε > 0, ∃ δ0 > 0, tal que se |s| < δ, temos

ε ⩾

∣∣∣∣f(x, s)|s|q−1
− a(x)

∣∣∣∣ ⩾ f(x, s)

|s|q−1
− a(x) |s| < δ0,
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mas isso significa que

a(x) + ε ⩾
f(x, s)

|s|q−1
,

então

|s|q−1(a(x) + ε) ⩾ f(x, s) |s| < δ0. (2.27)

Definimos a+(x) = max{a(x), 0} e a−(x) = max{−a(x), 0}, então a(x) = −a−(x) + a+(x) ⩽

a+(x). Logo, substituindo em (2.27), temos

f(x, s) ⩽ (a+(x) + ε)|s|q−1 para |s| < δ0.

Como é para um δ0 pequeno, podemos escolher δ = min{1, δ0} tal que as desigualdades
anteriores continuam sendo satisfeitas.

f(x, s) ⩽ (a+(x) + ε)|s|q−1 para |s| ⩽ δ

f(x, s) ⩽ (|a+(x)|+ ε)|s|q−1 para |s| ⩽ δ,

a ∈ L∞(RN) então uma vez que a+(x) = |a+(x)| ⩽ |a+|∞, e |s| ⩽ 1 e 1 < q − 1 então
|s|1 ⩾ |s|q−1, e se |s| < δ < 1 então |s| < 1, assim

f(x, s) ⩽ (|a+|∞ + ε)|s| para |s| ⩽ 1. (2.28)

Da outra parte da condição (D1), para o mesmo ε > 0, ∃ M > 1, tal que se |s| > M , temos

ε ⩾

∣∣∣∣f(x, s)|s|q−1
− b(x)

∣∣∣∣ ⩾ f(x, s)

|s|q−1
− b(x) para |s| > M,

então

ε+ b(x) ⩾
f(x, s)

|s|q−1
.

Multiplicando a desigualdade anterior por |s|q−1, ficamos com

|s|q−1(ε+ b(x)) ⩾ f(x, s).
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Como b ∈ L∞(RN) então 0 < b(x) = |b(x)| ⩽ |b|∞, logo

|s|q−1(ε+ |b|∞) ⩾ f(x, s).

Seja m tal que 2 < q < m < 2∗, e 1 < q − 1 < m− 1 < 2∗ − 1 então |s|q−1 < |s|m−1, assim

f(x, s) ⩽ (ε+ |b|∞)|s|m−1 para |s| > M. (2.29)

Agora considere M ⩾ |s| ⩾ δ, neste conjunto a função f(x, ·) é compacta, ou seja, o máximo
e o mínimo é assumido por s em [−M,−δ] ∪ [δ,M ], e da f e |s|m−1 serem funções contínuas,

f(x, s)

(ε+ |b|∞)|s|m−1
é contínua e compacta, logo ∃ c1 ∈ R, e c2 > 0, tal que

c1 ⩽
f(x, s)

(ε+ |b|∞)|s|m−1
⩽ c2 para δ ⩽ |s| ⩽M,

assim

f(x, s) ⩽ c2(ε+ |b|∞)|s|m−1 para δ ⩽ |s| ⩽M. (2.30)

Logo, juntando (2.28), (2.29) e (2.30), temos

f(x, s) ⩽ (|a+|∞ + ε)|s|+ (c2 + 1)(ε+ |b|∞)|s|m−1 ∀ s ∈ R.

Com 0 < (c2 + 1)(ε+ |b|∞) = Cε pois só depende de ε, então conseguimos

f(x, s) ⩽ (|a+|∞ + ε)|s|+ Cε|s|m−1 ∀ s ∈ R.. (2.31)

Considerando F (x, s) =
∫ s

0

f(x, t)dt, então

F (x, s) ⩽
∫ s

0

(|a+|∞ + ε)|t|+ Cε|t|m−1dt = (|a+|∞ + ε)
|s|
2

2

+ Cε
|s|m

m
.

Logo obtemos

F (x, s) ⩽ (|a+|∞ + ε)
|s|2

2
+ Cε

|s|m

m
∀ s ∈ R.
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Então, pela desigualdade (2.26), concluímos que para todo u ∈ Xλ,∫
RN

F (x, u)dx ⩽
(|a+|∞ + ε)

2

∫
RN

|u|2dx+ Cε

m

∫
RN

|u|mdx

⩽
(|a+|∞ + ε)Θ2

2
∥u∥2λ +

CεΘm

m
∥u∥mλ . (2.32)

Considerando agora que a condição (D1′) é satisfeita, temos

g0(x)s
q−1 ⩽ f(x, s) ⩽ a(x)s+ g1(x)s

q−1. (2.33)

Definindo F (x, u) =
∫ u

0

f(x, s)ds, temos da desigualdade anterior a seguinte condição sobre

a F (x, u) ∫ u

0

g0(x)s
q−1ds ⩽ F (x, u) ⩽

∫ u

0

a(x)s+ g1(x)s
q−1ds.

Assim conseguimos

g0(x)
uq

q
⩽ F (x, u) ⩽ a(x)

u2

2
+ g1(x)

uq

q
. (2.34)

Então, aplicando a integral de Lebesgue, mantemos a desigualdade∫
RN

g0(x)
uq

q
dx ⩽

∫
RN

F (x, u)dx ⩽
∫
RN

a(x)
u2

2
+ g1(x)

uq

q
dx.

Logo temos ∫
RN

F (x, u)dx ⩽
∫
RN

a(x)
u2

2
+ g1(x)

uq

q
dx (2.35)

e ∫
RN

F (x, u)dx ⩾
∫
RN

g0(x)
uq

q
dx. (2.36)

Sabemos que a(x) ∈ L∞(RN), então como já vimos anteriormente a(x) ⩽ |a|∞, assim, usando
isso em (2.35), chegamos em∫

RN

F (x, u)dx ⩽
|a|∞
2

∫
RN

|u|2dx+ 1

q

∫
RN

|g1(x)|uqdx.
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Usando a desigualdade de Hölder, que pode ser encontrado no Apêndice B, Teorema 6.13, com
as potências

p∗

q
e

p∗

p∗ − q
, com p∗ =

Np

N − p
, conseguimos

∫
RN

F (x, u)dx ⩽
|a|∞
2

∫
RN

|u|2dx+ 1

q

(∫
RN

|g1(x)|
p∗

p∗−q dx

) p∗−q
p∗
(∫

RN

uq
p∗
q dx

) q
p∗

.

Como g1(x) ∈ L
p∗

p∗−q (RN), então a desigualdade anterior pode ser apresentada da seguinte
forma ∫

RN

F (x, u)dx ⩽
|a|∞
2

|u|22 +
1

q
|g1|p∗/(p∗−q)|u|qp∗ . (2.37)

Usando a desigualdade (2.26) concluímos∫
RN

F (x, u)dx ⩽
|a|∞
2

Θ2∥u∥2λ +
1

q
|g1|p∗/(p∗−q)Θ

q
p∗
p∗ ∥u∥

q
λ. (2.38)

Agora considerando que ocorre a condição (D3), temos

−ã(x)sq ⩽ f(x, s) ⩽ ã(x)sq + b̃(x)sp. (2.39)

Logo a desigualdade a seguir é válida

−
∫ u

0

ã(x)sq−1ds ⩽
∫ u

0

f(x, s)ds ⩽
∫ u

0

ã(x)sq−1 + b̃(x)sp−1ds.

Como F (x, u) =
∫ u

0
f(x, s)ds, então

−ã(x)u
q

q
⩽ F (x, u) ⩽ ã(x)

uq

q
+ b̃(x)

up

p
.

Assim, aplicando a integral de Lebesgue, conseguimos

−
∫
RN

ã(x)
uq

q
dx ⩽

∫
RN

F (x, u)dx ⩽
∫
RN

ã(x)
uq

q
+ b̃(x)

up

p
dx.

Ou seja, temos ∫
RN

F (x, u)dx ⩽
∫
RN

ã(x)
uq

q
+ b̃(x)

up

p
dx (2.40)

e ∫
RN

F (x, u)dx ⩾ −
∫
RN

ã(x)
uq

q
dx. (2.41)
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Aplicando a desigualdade de Hölder na desigualdade (2.40), que pode ser encontrada no Apên-

dice B, Teorema 6.13, com os expoentes
2

2− q
e
2

q
ficamos com

∫
RN

F (x, u)dx ⩽
∫
RN

ã(x)
uq

q
+ b̃(x)

up

p
dx

⩽
1

q

(∫
RN

ã(x)
2

2−q dx

) 2−q
2
(∫

RN

uq
2
q dx

) q
2

+

∫
RN

b̃(x)
up

p
dx.

Como a função b̃ ∈ L∞(RN) podemos limitar b̃(x) ⩽ |b̃|∞, então∫
RN

F (x, u)dx ⩽
1

q
|ã|2/(2−q)|u|q2 +

1

p
|b̃|∞|u|pp.

Usando (2.26) na desigualdade anterior conseguimos∫
RN

F (x, u)dx ⩽
1

q
|ã|2/(2−q)Θ

q
2
2 ∥u∥

q
λ +

1

p
|b|∞Θp∥u∥pλ. (2.42)

Agora considere que f(x, u) = h(x)|u|q−2u com as condições do Teorema 1.4, então

F (x, u) =

∫ u

0

f(x, s)ds =

∫ u

0

h(x)|s|q−2sds = h(x)
|u|q

q
⩽ h+(x)

|u|q

q
,

logo ∫
RN

h(x)
|u|q

q
dx =

∫
RN

F (x, u)dx.

De h+(x) ⩾ h(x), ficamos com

∫
RN

h+(x)
|u|q

q
dx ⩾

∫
RN

F (x, u)dx.

Usando a desigualdade de Hölder, encontrada no Apêndice B, Teorema 6.13, com
2

2− q
e
2

q
,

temos ∫
RN

F (x, u)dx ⩽
1

q

(∫
RN

(
h+(x)

)2/(2−q)
dx

)(2−q)/2(∫
RN

uq
2
q dx

)q/2

.
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Como h(x) ∈ L2/(2−q)(RN) ficamos com∫
RN

F (x, u)dx ⩽
1

q
|h+|2/(2−q)|u|q2.

Da desigualdade (2.26) concluímos que∫
RN

F (x, u)dx ⩽
1

q
|h+|2/(2−q)Θ

q
2
2 ∥u∥

q
2. (2.43)

Agora que temos mostrado que a F (·, ·) está bem definida para as condições (D1), (D1′) e
(D3), e também para as condições do Teorema 1.4, então vamos agora definir o funcional
associado ao problema (E).

Dizemos que u ∈ Xλ(RN) é uma solução fraca de (E), se∫
RN

∆u∆vdx+ β

∫
RN

|∇u|p−2∇u∇vdx+ λ

∫
RN

V (x)uvdx−
∫
RN

f(x, u)vdx = 0,

para todo v ∈ Xλ(RN).
Então o funcional associado ao problema (E), Jλ,β : Xλ → R é dado por

Jλ,β(u) =
1

2

∫
RN

[
|∆u|2 + λV (x)u2

]
dx+

β

p

∫
RN

|∇u|pdx−
∫
RN

F (x, u)dx

=
1

2
∥u∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇u|pdx−
∫
RN

F (x, u)dx, (2.44)

e sua derivada de Fréchet é dada por

⟨J ′
λ,β(u), v⟩ =

∫
RN

[∆u∆v + λV (x)uv] dx+ β

∫
RN

|∇u|p−2∇u∇vdx

−
∫
RN

f(x, u)vdx para u, v ∈ Xλ. (2.45)

Assim, os pontos críticos de Jλ,β são as soluções fracas de (E).

Lema 2.2. Suponha que β ∈ R e a condição (D2) é satisfeita. Se uλ é uma solução fraca não
trivial da equação (E), então para todo λ ⩾ Λ, temos

Jλ,β (uλ) ⩾ k := −(p− 2)(2− l)

2pl

(
l|d|2/2−lΘ

l/2
2

p− 2

)2/2−l

. (2.46)

Demonstração. Como uλ é solução fraca, e usando ela como função teste em (2.45), obtemos

0 = ⟨J ′
λ,β (uλ) , uλ⟩ = β

∫
RN

|∇uλ|pdx+ ∥uλ∥2λ −
∫
RN

f (x, uλ)uλdx (2.47)
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que é o mesmo que ter

β

∫
RN

|∇uλ|pdx = −∥uλ∥2λ +
∫
RN

f (x, uλ)uλdx. (2.48)

Substituindo a equação anterior em Jλ,β(uλ), conseguimos

Jλ,β (uλ) =
1

2
∥uλ∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇uλ|pdx−
∫
RN

F (x, uλ) dx

=
1

2
∥uλ∥2λ +

1

p

(
−∥uλ∥2λ +

∫
RN

f (x, uλ)uλdx

)
−
∫
RN

F (x, uλ) dx

= ∥uλ∥2λ
(
1

2
− 1

p

)
− 1

p

(
p

∫
RN

F (x, uλ) dx−
∫
RN

f (x, uλ)uλdx

)
.

Da condição (D2), temos

Jλ,β(uλ) ⩾ ∥uλ∥2λ
(
p− 2

2p

)
− 1

p

(∫
RN

d(x)|uλ|ldx
)
. (2.49)

Usando a desigualdade de Hölder, encontrada na Apêndice B, Teorema 6.13, com
2

2− l
e
2

l
,

encontramos

Jλ,β(uλ) ⩾ ∥uλ∥2λ
(
p− 2

2p

)
− 1

p

(∫
RN

d(x)2/2−ldx

)2−l/2(∫
RN

|uλ|l
2
l dx

)l/2

⩾ ∥uλ∥2λ
(
p− 2

2p

)
− 1

p
|d|2/2−l|uλ|l2. (2.50)

Usando a desigualdade em (2.26) na desigualdade anterior, chegamos em

Jλ,β(uλ) ⩾ ∥uλ∥2λ
(
p− 2

2p

)
− 1

p
|d|2/2−lΘ

l
2
2 ∥uλ∥lλ. (2.51)

Pela desigualdade de Young, encontrada na Apêndice B, Teorema 6.15 com a = ∥uλ∥lλ, b =
1

p
Θ

l
2
2 |d|2/2−l, com expoentes

2

l
e

2

2− l
, ε =

(
p− 2

2p

)
, temos que C (ε) =

(2− l)

2

(pl)l/2−l

(p− 2)l/2−l

então

Jλ,β (uλ) ⩾ ∥uλ∥2λ
(
p− 2

2p

)
− ∥uλ∥2λ

(
p− 2

2p

)
− C (ε)

(
1

p
Θ

l/2
2 |d|2/2−l

)2/2−l

= −(2− l)

2

(pl)l/2−l

(p− 2)l/2−l

(
1

p
Θ

l/2
2 |d|2/2−l

)2/2−l

= −(2− l) (p− 2)

(2pl)

(
l|d|2/2−lΘ

l/2
2

(p− 2)

)2/2−l

.
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Então concluímos que

Jλ,β(uλ) ⩾ −(2− l) (p− 2)

(2pl)

(
l|d|2/2−lΘ

l/2
2

(p− 2)

)2/2−l

.

Lema 2.3. Suponha que β > 0, 2 < p < min

{
N,

2N

N − 2

}
e as condições (V 1)− (V 2) e (D1′)

são satisfeitos. Para todo λ ⩾ Λ, Jλ,β é limitado inferiormente por Xλ, como a seguir

Jλ,β (u) ⩾ K̃ := −
(
p− q

pq

)( |g1|pp∗/(p∗−q)

βqCpq
∗

)1/p−q

∀u ∈ Xλ,

onde C∗ > 0 é uma constante de imersão, o qual depende de p em N .

Demonstração. Usando a condição (D1′) de F (x, u) em Jλ.β, temos

Jλ,β (u) =
1

2
∥u∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇u|pdx−
∫
RN

F (x, u) dx

⩾
1

2
∥u∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇u|pdx−
∫
RN

(
1

2
a(x)u2 +

1

q
g1 (x)u

q

)
dx

=
1

2
∥u∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇u|pdx− 1

2

∫
RN

a (x)u2dx− 1

q

∫
RN

g1 (x)u
qdx.

Aplicando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, encontrada na Apêndice B, Teo-
rema 6.12, em

∫
RN |∇u|pdx, sendo C0 > 0 a constante de imersão, temos

Jλ,β (u) ⩾
1

2
∥u∥2λ +

β

p

1

Cp
0

∥u∥pp∗ −
1

2

∫
RN

a (x)u2dx− 1

q

∫
RN

g1 (x)u
qdx.

Como é válido∫
RN

a (x)u2dx ⩽
∫
RN

|a (x) ||u|2dx ⩽
∫
RN

|a|∞|u|2dx = |a|∞
∫
RN

|u|2dx,

temos

Jλ,β (u) ⩾
1

2
∥u∥2λ +

β

p

1

Cp
0

∥u∥pp∗ −
1

2
|a|∞∥u∥22 −

1

q

∫
RN

g1 (x)u
qdx.

Aplicando a desigualdade (2.26) para r = 2, conseguimos

Jλ,β (u) ⩾
1

2
∥u∥2λ +

β

p

1

Cp
0

∥u∥pp∗ −
1

2
|a|∞Θ2∥u∥2λ −

1

q

∫
RN

g1 (x)u
qdx.
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Usando a desigualdade de Hölder, encontrada no Apêndice B, Teorema 6.13, com
p∗

p∗ − q
e
p∗

q
,

temos

Jλ,β(u) ⩾ ∥u∥2λ
(
1

2
− 1

2
|a|∞Θ2

)
+

β

pCp
0

∥u∥pp∗

−1

q

(∫
RN

g1 (x)
p∗/p∗−q dx

)p∗−q/p∗ (∫
RN

|u|q
p∗
q dx

)q/p∗

.

De |a|∞ < Θ−1
2 , então

(
1

2
− 1

2
|a|∞Θ2

)
> 0, logo

Jλ,β (u) ⩾
β

pCp
∗
∥u∥pp∗ −

1

q
∥g1∥p∗/p∗−q∥u∥qp∗ .

Aplicando a desigualdade de Young, encontrada no Apêndice B, Teorema 6.15, para
a = ∥u∥qp∗ , b =

1

q
∥g1∥p∗/p∗−q, com expoentes

p

q
= α e

p

p− q
= β, ε =

β

pCp
∗
, então

C (ε) =
(p− q)

p

(pCp
∗q)

q/p−q

(βp)q/p−q
. Temos

Jλ,β (u) ⩾
β

pCp
∗
∥u∥pp∗ −

1

q
∥g1∥p∗/p∗−q∥u∥qp∗

⩾
β

pCp
∗
∥u∥pp∗ −

β

pCp
∗
∥u∥pp∗ − C (ε)

(
1

q
∥g1∥p∗/p∗−q

)p/p−q

= −(p− q)

p

(pCp
∗q)

q/p−q

(βp)q/p−q

(
1

q
∥g1∥p∗/p∗−q

)p/p−q

= − 1

qp/p−q

qq/p−q (Cpq
∗ )1/p−q

(βq)1/p−q

(p− q)

p

(
∥g1∥pp∗/p∗−q

)1/p−q

= −(p− q)

pq

(
∥g1∥pp∗/p∗−q

C−pq
∗ βq

)1/p−q

, ∀u ∈ Xλ.

Então concluímos que

Jλ,β(u) ⩾ −(p− q)

pq

(
∥g1∥pp∗/p∗−q

C−pq
∗ βq

)1/p−q

, ∀u ∈ Xλ.

Lema 2.4. Suponha que β ∈ R e f (x, u) = h (x) |u|q−2u com h ∈ L2/2−q
(
RN
)

e 1 < q < 2. Se
uλ é uma solução fraca não trivial da equação (E), então para todo λ ⩾ Λ, ocorre a seguinte
desigualdade
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Jλ,β (uλ) ⩾ K := −(p− 2) (2− q)

2pq

(
(p− 2) |h+|2/2−qΘ

q
2

p− 2

)2/2−q

. (2.52)

Demonstração. Como uλ é solução fraca, usando uλ como função teste em (2.45), temos

0 = ⟨J ′
λ,β (uλ) , uλ⟩ = β

∫
RN

|∇uλ|pdx+ ∥uλ∥2λ −
∫
RN

f (x, uλ)uλdx.

Isto é

β

∫
RN

|∇uλ|pdx = −∥uλ∥2λ +
∫
RN

f (x, uλ)uλdx.

Substituíndo em (2.44), com f (x, u) = h (x) |u|q−2u, conseguimos

Jλ,β (uλ) =
1

2
∥uλ∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇uλ|pλdx−
1

q

∫
RN

h (x) |uλ|qdx

=
1

2
∥uλ∥2λ +

1

p

(
−∥uλ∥2λ +

∫
RN

h (x) |uλ|q−2u2λdx

)
− 1

q

∫
RN

h (x) |uλ|qdx

= ∥uλ∥2λ
(
1

2
− 1

p

)
+

(
1

p
− 1

q

)∫
R4

h(x)|uλ|qdx.

Mas h(x) ⩽ h+(x), e
1

q
− 1

p
> 0, então

Jλ,β(uλ) ⩾ ∥uλ∥2λ
(
1

2
− 1

p

)
−
(
1

q
− 1

p

)∫
RN

h+(x)|uλ|qdx. (2.53)

Lembrando que 1 < q < 2 < p < 2∗, então 1 <
2

q
, assim usando a desigualdade de Hölder,

encontrada no Apêndice B, Teorema 6.13, com
q

2
e
2− q

2
, temos

∫
RN

h+(x)|uλ|qdx ⩽

(∫
RN

(
h+(x)

) 2
2−q dx

) 2−q
2
(∫

RN

|uλ|q
2
q dx

) q
2

= |h+|2/(2−q)|uλ|q2.

Logo na desigualdade (2.53), obtemos

Jλ,β(uλ) ⩾ ∥uλ∥2λ
(
1

2
− 1

p

)
−
(
1

q
− 1

p

)
|h+|2/(2−q)|uλ|q2,

da desigualdade (2.26), conseguimos

Jλ,β(uλ) ⩾ ∥uλ∥2λ
(
1

2
− 1

p

)
−
(
1

q
− 1

p

)
|h+|2/(2−q)Θ

q/2
2 ∥uλ∥qλ. (2.54)



Capítulo 2. Preliminares. 25

Por outro lado, aplicando a desigualdade de Young com ε, Teorema 6.15, com as potências
2

q

e
2

2− q
, com ε =

(
p− 2

2p

)
e C(ε) =

(
ε
2

q

)− 2−q
q 2− q

2
, encontramos

((
1

q
− 1

p

)
|h+|2/(2−q)Θ

q/2
2

)
∥uλ∥qλ ⩽

((
p− q

pq

)
|h+|2/(2−q)Θ

q/2
2

) 2
2−q

C(ε) + ∥uλ∥q
2
q ε

= C(ε)

((
p− q

pq

)
|h+|2/(2−q)Θ

q/2
2

) 2
2−q

+ ∥uλ∥2λ
(
p− 2

2p

)
.

Substituindo em (2.54),

Jλ,β(uλ) ⩾ ∥uλ∥2λ
(
1

2
− 1

p

)
− ∥uλ∥2λ

(
1

2
− 1

p

)
− C(ε)

((
p− q

pq

)
|h+|2/(2−q)Θ

q/2
2

)2/(2−q)

= −C(ε)
((

p− q

pq

)
|h+|2/(2−q)Θ

q/2
2

)2/(2−q)

= −
(
p− 2

pq

)−q/2−q (
2− q

2

)((
p− q

pq

)
|h+|2/(2−q)Θ

q/2
2

)2/(2−q)

= −
(

pq

p− 2

)q/2−q (
2− q

2

)(
1

pq

)2/(2−q) (
(p− q)|h+|2/(2−q)Θ

q/2
2

)2/(2−q)

= −
(

(p− 2)−q/(2−q)(2− q)

(pq)2/(2−q)(pq)−q/(2−q)2

)(
p− 2

p− 2

)2/(2−q) (
(p− q)|h+|2/(2−q)Θ

q/2
2

)2/(2−q)

= −

(
(p− 2)

2−q
2−q (2− q)

(pq)
2−q
2−q 2

)(
(p− q)|h+|2/(2−q)Θ

q/2
2

p− 2

)2/(2−q)

= −
(
(p− 2)(2− q)

2pq

)(
(p− q)|h+|2/(2−q)Θ

q/2
2

p− 2

)2/(2−q)

.

Isto é,

Jλ,β(uλ) ⩾ −
(
(p− 2)(2− q)

2pq

)(
(p− q)|h+|2/(2−q)Θ

q/2
2

p− 2

)2/(2−q)

.

Lema 2.5. Seja 1 < q < 2 < r, A,B > 0, e considere a função

ΨA,B (t) := t2 − Atq −Btr, t ⩾ 0.

Então max
t⩾0

ΨA,B (t) > 0 se, e somente se

Ar−2B2−q < d (r, q) :=
(r − 2)r−2 (2− q)2−q

(r − q)r−q . (2.55)



Capítulo 2. Preliminares. 26

Além disso, para t = tB := [(2− q) /B (r − q)]1/(r−2), uma vez que

ΨA,B (tB) = t2B

[
r − 2

r − q
− AB

2−q
r−2

(
r − q

2− q

) 2−q
r−2

]
> 0.

Demonstração. Note que ΨA,B (t) := t2 − Atq −Btr = tq (t2−q − A−Btr−q).
Logo ΨA,B (t) é positivo se, e somente se, t2−q −A−Btr−q > 0. Considere h (t) = t2−q −A−
Btr−q, tem-se que

h′ (x) = (2− q) t1−q −B (r − q) t−1+r−q.

Queremos os pontos críticos de h, então fazendo h′(x) = 0

0 = (2− q) t1−q −B (r − q) t−1+r−q,

que é o mesmo que ter

(2− q) t1−q = B (r − q) tr−q−1.

Como q < 2, então q − 2 ̸= 2, podemos passar (2− q) dividindo na desigualdade anterior

t1−qt−(r−q−1) = B
(r − q)

2− q
.

Assim

t2−r = B
(r − q)

2− q
.

Calculando os inversos, ficamos com

tr−2 =
2− q

B (r − q) .

Logo,

t =

(
2− q

B (r − q)

)1/r−2

= tB.
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Aplicando tB em ΨA,B, temos

ΨA,B (tB) = t2B

(
1− A

(
2− q

B (r − q)

)(q−2)/(r−2)

−B

(
2− q

B (r − q)

)(r−2)/(r−2)
)

= t2B

(
1− AB(2−q)/(r−2)

(
2− q

r − q

)(q−2)/(r−2)

− B

B

(
2− q

r − q

))

= t2B

(
r − q

r − q
+
q − 2

r − q
− AB(2−q)/(r−2)

(
r − q

2− q

)(2−q)/r−2
)

= t2B

(
r − 2

r − q
− AB(2−q)/(r−2)

(
r − q

2− q

)(2−q)/(r−2)
)
.

Se A,B satisfaz a desigualdade (2.55) então

AB(2−q)/(r−2) <

(
(r − 2)r−2 (2− q)2−q

(r − q)r−q

)1/(r−2)

.

Substituindo em ΨA,B (tB), conseguimos

ΨA,B (tB) > t2B

r − 2

r − q
−

(
(r − 2)r−2 (2− q)2−q

(r − q)r−q

) 1
r−2 (

r − q

2− q

) 2−q
r−2


= t2B

(
r − 2

r − q
− (r − 2)

(2− q)
2−q
r−2

(r − q)
r−q
r−2

((r − q)
2−q
r−2 )

(2− q)
2−q
r−2

)

= t2B

(
r − 2

r − q
− (r − 2)(r − q)

2−q
r−2

+ r−q
r−2

)
= t2B

(
r − 2

r − q
− (r − 2)

r − q

)
= 0.

Logo, concluímos que ΨA,B(tB) > 0.

Lema 2.6. Seja 2 < q < p and A,B > 0 satisfazendo

A
q−2

< (q − 2)q−2(p− q)p−q

(
B

p− 2

)p−2

. (2.56)

Considere a função
ΦA,B(t) := t2 + Atp −Btq, t ⩾ 0.
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Então para t = tB :=
[
(q−2)B

(p−2)A

]1/(p−q)

chegamos em

ΦA,B(tB) = −
(
(q − 2)B

(p− 2)A

)2/(p−q)
[
1− (p− q)B

(p− 2)

(
(q − 2)B

(p− 2)A

)(q−2)/(p−q)
]
< 0. (2.57)

Demonstração. Note que, t2 em evidencia em ΦA,B(t), assim ΦA,B(t) = t2
(
1 + Atp−2 −Btq−2

)
,

logo ΦA,B(t) < 0 se, e somente se,
(
1 + Atp−2 −Btq−2

)
< 0. Então defina h(t) = 1 + Atp−2 −

Btq−2, para t > 0, e estudando pontos críticos em h(t) temos

0 = h′(t) = A(p− 2)tp−3 −B(q − 2)tq−3

passando B(q − 2)tq−3 para o outro lado da igualdade, ficamos com

A(p− 2)tp−3 = B(q − 2)tq−3,

então

tp−3

tq−3
=
B

A

(q − 2)

(p− 2)
.

Isolando t, encontramos

t =

(
B(q − 2)

A(p− 2)

)1/(p−q)

.

Definindo tB =

(
B(q − 2)

A(p− 2)

)1/(p−q)

, podemos observar que de 2 < q < p e A,B > 0 então

tB > 0. Aplicando tB em ΦA,B(t), temos

ΦA,B(tB) = t2
B

[
1 + A

(
B(q − 2)

A(p− 2)

)(p−2)/(p−q)

−B

(
B(q − 2)

A(p− 2)

)(q−2)/(p−q)
]
.

Colocando
(
B(q − 2)

A(p− 2)

)(q−2)/(p−q)

em evidência, conseguimos

ΦA,B(tB) = t2
B

[
1 +

(
A

(
B(q − 2)

A(p− 2)

)
−B

)(
B(q − 2)

A(p− 2)

)(q−2)/(p−q)
]
.
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Colocando B em evidência, ficamos com

ΦA,B(tB) = t2
B

[
1 +

(
(q − 2)

(p− 2)
− (p− 2)

(p− 2)

)
B

(
B(q − 2)

A(p− 2)

)(q−2)/(p−q)
]
,

= t2
B

[
1−

(
(p− q)

(p− 2)

)
B

(
B(q − 2)

A(p− 2)

)(q−2)/(p−q)
]
,

assim

= t2
B

[
1−

(
(p− q)

(p− 2)

)
B

(
1

A

)(q−2)/(p−q)(
B(q − 2)

(p− 2)

)(q−2)/(p−q)
]
. (2.58)

Se considerarmos satisfeita a condição (2.56), temos

0 < A
q−2

< (q − 2)q−2(p− q)p−q

(
B

p− 2

)p−2

A < (q − 2)(p− q)
p−q
q−2

(
B

p− 2

) p−2
q−2

−
(
1

A

) (q−2)
p−q

< −

(
(p− 2)

(p−2)
(p−q)

(q − 2)
(q−2)
(p−q) (p− q)B

p−2
p−q

)
. (2.59)

Assim, substituíndo (2.59) em (2.58), conseguimos

ΦA,B(tB) < t2
B

[
1−

(
(p− q)

(p− 2)

)
B

(
(p− 2)

(p−2)
(p−q)

(q − 2)
(q−2)
(p−q) (p− q)B

p−2
p−q

)(
B(q − 2)

(p− 2)

)(q−2)/(p−q)
]

= t2
B

[
1− (p− 2)

−(p−q)
(p−q) (p− 2)

(p−2)
(p−q) (p− 2)

−(q−2)
(p−q) B

p−q
p−qB

−(p−2)
p−q B

(q−2)
(p−q)

]
= t2

B

[
1− (p− 2)0B

0
]

= t2
B
[1− 1] = 0.

Concluímos então que

ΦA,B(tB) < 0.



Capítulo 3

Teorema de Passo da Montanha

Nesta sessão mostraremos que o funcional definido em (2.44), com as condições (D1), (D1′),
(D3) e também as condições do Teorema 1.4 para f , satisfaz as geometrias do Teorema do
Passo da Montanha, este o qual pode ser encontrado no Apêndice A, Lema 6.6.

Lema 3.1. Assuma que β ⩾ 0 e as condições (V 1)− (V 2), (D1) são satisfeitas. Então para
cada λ ⩾ Λ, existe ρ, η > 0 tal que

inf {Jλ,β(u) : u ∈ Xλ com ∥u∥λ = ρ} > η.

Demonstração. Usando a desigualdade em (2.32) na definição do funcional Jλ,β, e lembrando
que β ⩾ 0, temos

Jλ,β(u) =
1

2
∥u∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇u|pdx−
∫
RN

F (x, u)dx

⩾
1

2
∥u∥2λ −

∫
R4

F (x, u)dx

⩾
1

2
∥u∥2λ −

(
(|a+|∞ + ε)Θ2

2
∥u∥2λ +

CεΘm

m
∥u∥mλ

)
.

Escolhendo ε ∈ (0,Θ−1
2 − |a+|∞), assim, temos 0 < ε < Θ−1

2 − |a+|∞, onde |a+|∞ < Θ−1
2 ,

então, 0 < 1− (|a+|∞ + ε)Θ2 = ε0, logo

Jλ,β(u) ⩾
1

2
∥u∥2λ (ε0)−

Cε

m
Θm∥u∥mλ

=
ε0
2
∥u∥2λ −

Cε

m
Θm∥u∥mλ com 2∗ > m > 2.

Assim, para u pequeno, ou seja, existe ρ tal que ∥u∥λ = ρ > 0, e existe η > 0 tal que
Jλ,β(u) > η > 0. Ou seja



Capítulo 3. Teorema de Passo da Montanha. 31

inf{Jλ,β : u ∈ Xλ, com ∥u∥λ = ρ} > η > 0.

Lema 3.2. Assuma que β > 0 e as condições (V 1)− (V 2), (D1′) são satisfeitas. Então para
cada λ ⩾ Λ, existe ρ, η > 0 tal que

inf {Jλ,β(u) : u ∈ Xλ com ∥u∥λ = ρ} > η.

Demonstração. Como a condição (D1′) é satisfeita, a desigualdade (2.38) ocorre, então apli-
cando ela no funcional (2.44), temos

Jλ,β(u) =
1

2
∥u∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇u|pdx−
∫
RN

F (x, u)dx

⩾
1

2
∥u∥2λ −

|a|∞Θ2

2
∥u∥2λ −

1

q
|g1| p∗

p∗−q
Θ

q
p∗
q ∥u∥qλ

=

(
1− |a|∞Θ2

2

)
∥u∥2λ −

1

q
|g1| p∗

p∗−q
Θ

q
p∗
q ∥u∥qλ.

Mas sabemos de (D1′) que |a|∞ < Θ−1
2 , então 1 − |a|∞Θ2 > 0, concluímos assim que existe

c0 > 0 tal que

Jλ,β(u) ⩾ c0∥u∥2λ −
1

q
|g1| p∗

p∗−q
Θq/p∗

q ∥u∥qλ.

Como 2 < q, para ∥u∥λ pequeno, Jλ,β(u) > 0, ou seja, ∃ ρ > 0 tal que

inf{Jλ,β : u ∈ Xλ, com ∥u∥λ = ρ} > η > 0.

Lema 3.3. Assuma que as condições (V 1)− (V 3) e (D1) são satisfeitas. Seja ρ > 0 como no
Lema 3.1. Então existe e ∈ Xλ com ∥e∥λ > ρ tal que Jλ,β(e) < 0 para β ⩾ 0 e λ > 0.

Demonstração. Da condição (D1) temos que b(x) > 0 em Ω, assim, podemos escolher uma
função não negativa ϕ ∈ Xλ, tal que ∫

RN

b(x)ϕqdx > 0. (3.1)
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Assim, calculando o seguinte limite para t > 0

lim
t→∞

Jλ,β(tϕ)

tq+1
= lim

t→∞

1

tq+1

(
1

2
∥tϕ∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇tϕ|pdx−
∫
RN

F (x, tϕ)dx

)
= lim

t→∞

1

tq+1

(
t2

2
∥ϕ∥2λ +

βtp

p

∫
RN

|∇ϕ|pdx−
∫
RN

F (x, tϕ)

ϕq+1
ϕq+1dx

)
.

Distribuindo
1

tq+1
no limite anterior

lim
t→∞

Jλ,β(tϕ)

tq+1
= lim

t→∞

(
1

2tq+1
∥ϕ∥2λ +

β

ptq−p+1

∫
RN

|∇ϕ|pdx−
∫
RN

F (x, tϕ)

tq+1ϕq+1
ϕq+1dx

)
.

Passando o limite nos termos positivos, ficamos com

lim
t→∞

Jλ,β(tϕ)

tq+1
= lim

t→∞

(
−
∫
RN

F (x, tϕ)

(tϕ)q+1
ϕq+1dx

)
. (3.2)

Da condição (D1) temos que, ∀ε > 0, ∃M > 0, tal que |u| > M , então

(b(x)− ε)|u|q−1 ⩽ f(x, u) ⩽ (b(x) + ε)|u|q−1,

assim

(b(x)− ε)
|u|q

q
⩽ F (x, u) ⩽ (b(x) + ε)

|u|q

q
,

de u ̸= 0, podemos dividir tudo por |u|q, logo

b(x)− ε

q
⩽
F (x, u)

|u|q
⩽
b(x) + ε

q
.

Se passarmos o limite, conseguimos

lim
u→∞

F (x, u)

|u|q
=
b(x)

q
. (3.3)

Da desigualdade (3.3) em (3.2), temos

lim
t→∞

Jλ,β(tϕ)

tq+1
⩽ lim

t→∞
−
∫
RN

F (x, tϕ)

(tϕ)q+1
ϕq+1dx ⩽ −

∫
RN

b(x)

q + 1
ϕqdx. (3.4)
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Mas da desigualdade (3.1), ficamos com

lim
t→∞

Jλ,β(tϕ)

tq+1
⩽ −

∫
RN

b(x)

q + 1
ϕqdx < 0.

Logo, Jλ,β(tϕ) → −∞ com t→ ∞, e ∃ e ∈ Xλ com ∥e∥λ > ρ tal que Jλ,β(e) < 0.

Lema 3.4. Assuma que as condições (V 1) − (V 3) e (D1′) são satisfeitas. Seja ρ > 0 como
no Lema 3.2. Então existe β∗ > 0 e um elemento e ∈ Xλ com ∥e∥λ > ρ tal que Jλ,β(e) < 0

para 0 < β < β∗ e λ > 0.

Demonstração. Da condição (D1′) temos que g0(x) > 0 em Ω, então podemos escolher uma
função não negativa ϕ0 em Xλ, tal que∫

RN

g0(x)ϕ
q
0dx > 0. (3.5)

Assim, segue de (3.5) e da condição (2.36), para t > 0 e β = 0 que

lim
t→∞

Jλ,0(tϕ0)

tq
= lim

t→∞

1

tq

(
1

2
∥tϕ0∥2 +

0

p

∫
RN

|∇tϕ0|pdx−
∫
RN

F (x, tϕ0)dx

)
⩽ lim

t→∞

1

tq

(
t2

2
∥ϕ0∥2 −

∫
RN

g0(x)(tϕ0)
qdx

)
= lim

t→∞

(
1

2tq−2
∥ϕ0∥2 −

∫
RN

g0(x)ϕ
q
0dx

)
.

Aplicando o limite, como ϕ0 é uma função não negativa de Xλ, concluímos que

lim
t→∞

Jλ,0(tϕ0)

tq
⩽ −

∫
RN

g0(x)ϕ
q
0dx < 0. (3.6)

Logo, existe t ∈ R tal que ∥tϕ∥ > ρ > 0 e Jλ,0(tϕ) < 0 então definimos e = tϕ, logo Jλ,0(e) < 0,
mas isso para β = 0. Para β maior que 0 temos

Jλ,β(e) = Jλ,0(e) +
β

p

∫
RN

|∇e|pdx.

Tomando β ∈ (0, β∗) temos que
Jλ,β(e) < 0,

com 0 < β∗ < − pJλ,0(e)∫
RN |∇e|pdx

. Logo, concluímos que Jλ,β(e) < 0 ∀ β ∈ (0, β∗).

Lema 3.5. Assuma que β < 0, 2 < p < 4 e as condições (V 1) − (V 2), (D3) são satisfeitas.
Então os seguintes resultados são verdadeiros:
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(i) Se f(x, s) ⩾ 0 para todo (x, s) ∈ RN × R e 1 < q < 2, então para cada λ ⩾ Λ, existem
números Π0, ρ, η > 0 tal que para |ã|2/(2−q) < Π0,

inf {Jλ,β(u) : u ∈ Xλ com ∥u∥ = ρ} > η;

(ii) Se f(x, s) ⩽ 0 para todo (x, s) ∈ RN × R e 1 < q < p, então para cada λ ⩾ Λ, existem
números ρ, η > 0 tal que

inf {Jλ,β(u) : u ∈ Xλ com ∥u∥ = ρ} > η.

Demonstração. (i) Da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, encontrada no Apêndice B, Te-

orema 6.11, com n = N , j = 1, k = 2, r = 2, θ =
1

2
e q =

2p

4− p
, conseguimos

∫
RN

|∇u|pdx ⩽ Ãp

(∫
RN

|∆u|2dx
)p/4(∫

RN

|u|2p/(4−p)dx

)(4−p)/4

. (3.7)

Usando agora a desigualdade de Young, encontrada no Apêndice B, Teorema 6.14 para ambas
as potências iguais a 2, temos

∫
RN

|∇u|pdx ⩽
Ãp

2

[(∫
RN

|∆u|2dx
)p/2

+

(∫
RN

|u|2p/(4−p)dx

)(4−p)/2
]
. (3.8)

Como β < 0 da hipótese, e f(x, s) ⩾ 0 e ∀(x, s) ∈ R × RN e 1 < q < 2, usando a condição
(2.42) e a desigualdade em (3.8) no funcional Jλ,β(u) conseguimos

Jλ,β(u) =
1

2
∥u∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇u|p −
∫
RN

F (x, u)dx

⩾
1

2
∥u∥2λ +

βÃp

2p

[(∫
RN

|∆u|2dx
)p/2

+

(∫
RN

|u|2p/(4−p)dx

)(4−p)/2
]

− 1

q
|ã|2/(2−q)Θ

q
2
2 ∥u∥

q
λ −

1

p
|b|∞Θp∥u∥pλ.

Observando que, da definição de ∥u∥2λ, obtemos∫
RN

|∆u|2dx ⩽
∫
RN

|∆u|2 + λV (x)u2dx

= ∥u∥2λ. (3.9)
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Então, como β < 0, conseguimos

β

(∫
RN

|∆u|2dx
)p/2

⩾ β∥u∥pλ. (3.10)

Usando a desigualdade anterior em
∫
RN |∆u|2dx, e (2.26) em

∫
RN |u|2p/(4−p)dx com

r = 2p/(4− p), chegamos em

Jλ,β(u) ⩾
1

2
∥u∥2λ +

βÃp

2p

[
∥u∥pλ +Θ

(4−p)/2
2p/(4−p)∥u∥

p
λ

]
− 1

q
|ã|2/(2−q)Θ

q/2
2 ∥u∥qλ

− 1

p
|b|∞Θp∥u∥pλ.

Colocando ∥u∥pλ em evidência na desigualdade anterior, conseguimos

Jλ,β(u) ⩾
1

2
∥u∥2λ −

[
−βÃp

2p

(
1 + Θ

(4−p)/2
2p/(4−p)

)
+

1

p
|b|∞Θp

]
∥u∥pλ

− 1

q
|ã|2/(2−q)Θ

q/2
2 ∥u∥qλ. (3.11)

Podemos aplicar o Lema 2.5, encontrado no Capítulo 2, com ã ∈ L2/(2−q)(RN), r = p, e
definindo

A =
2|ã|2/(2−q)Θ

q/2
2

q
> 0

e

B =
−βÃp

p

(
1 + Θ

(4−p)/2
2p/(4−p)

)
+

2

p
|b|∞Θp > 0,

com β < 0. A e B nessas condições satisfaz (2.55) se

|ã|2/(2−q) <
q(p− 2)

2Θ
q
2
2 (p− q)

(p−q)
(p−2)

(
p(2− q)

−βÃp(1 + Θ
(4−p)/2
2p/(4−p)) + 2|b|∞Θp

) (2−q)
(p−2)

= Π0.

Assim o Lema 2.5 pode ser aplicado e concluímos que com ∥u∥λ = tB = [(2−q)/B(p−q)]1/(p−2)

conseguimos
Jλ,β(u) ⩾

1

2
ψA,B(tB) > 0

desde que
|ã|2/(2−q) < Π0. (3.12)

Pegando ρ = tB e η =
1

2
ψA,B(tB) > 0, como Jλ,β(u) ⩾

1

2
ψA,B(tB) > 0 para ∥u∥λ = ρ, e

concluímos a demonstração de (i).
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(ii) Como β < 0 e f(x, s) ⩽ 0 ∀ (x, s) ∈ R× RN , temos

Jλ,β(u) =
1

2
∥u∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇u|pdx−
∫
RN

F (x, u)dx. (3.13)

De f(x, s) ⩽ 0, então F (x, u) ⩽ 0 logo

Jλ,β(u) ⩾
1

2
∥u∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇u|pdx.

Aproveitando os resultados encontrados a partir da desigualdade em (3.8) e (3.10) ficamos
com

Jλ,β(u) ⩾
1

2
∥u∥2λ +

βÃp

2p
∥u∥pλ +

βÃp

2p
Θ

(4−p)/2
2p/(4−p)∥u∥

p
λ

=
1

2
∥u∥2λ +

βÃp

2p

(
1 + Θ

(4−p)/2
2p/(4−p)

)
∥u∥pλ. (3.14)

Sabemos que 2 < p < 4, então de (3.14) para ∥u∥λ pequeno, existe η > 0 tal que Jλ,β(u) > η,
ou seja, existe ρ > 0 tal que

inf{Jλ,β(u) : u ∈ Xλ com ∥u∥λ = ρ} > η > 0. (3.15)

Lema 3.6. Suponha válidas as suposições do Teorema 1.3. Seja ρ > 0 como no Lema 3.5.
Então para cada λ > 0, existe e ∈ Xλ com ∥e∥λ > ρ tal que Jλ,β(e) < 0.

Demonstração. Se f(x, s) ⩾ 0, ∀ (x, s) ∈ RN × R, considerando a condição (D3), e um dado
ϕ ∈ Xλ \ {0} fixo, o limite a seguir para t > 0, temos

lim
t→∞

Jλ,β(tϕ)

tp
= lim

t→∞

1

tp

(
1

2
∥tϕ∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇tϕ|pdx−
∫
RN

F (x, tϕ)dx

)
= lim

t→∞

(
1

2tp−2
∥ϕ∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇ϕ|pdx− 1

tp

∫
RN

F (x, tϕ)dx

)
.

Da condição (D3), temos que ocorre (2.41), então

lim
t→∞

Jλ,β(tϕ)

tp
⩽ lim

t→∞

(
1

2tp−2
∥ϕ∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇ϕ|pdx+ 1

qtp

∫
RN

ã(x)(tϕ)qdx

)
= lim

t→∞

(
1

2tp−2
∥ϕ∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇ϕ|pdx+ 1

qtp−q

∫
RN

ã(x)ϕqdx

)
. (3.16)
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Como p > 2 > q então p− q > 0 e p−2 > 0, assim, passando o limite em (3.16), chegamos em

lim
t→∞

Jλ,β(tϕ)

tp
⩽
β

p

∫
RN

|∇ϕ|dx. (3.17)

Como β < 0, de (3.17) existe e ∈ Xλ tal que ∥e∥λ > ρ implica que Jλ,β(e) < 0.
Considerando agora que f(x, s) ⩽ 0 para todo (x, s) ∈ RN × R, então da condição (D3) e
(2.41) temos o limite

lim
t→∞

Jλ,β(tϕ)

tp
⩽ lim

t→∞

(
1

2tp−2
∥ϕ∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇ϕ|pdx+ 1

qtp−q

∫
RN

ã(x)(ϕ)qdx

)
=
β

p

∫
RN

|∇ϕ|pdx < 0. (3.18)

Assim, de (3.18), se t → ∞, então Jλ,β(tϕ) → −∞, logo existe e ∈ Xλ com ∥e∥λ > ρ tal que
Jλ,β(e) < 0.

Lema 3.7. Suponha que β < 0, 2 < p < 4 e as condições (V 1) − (V 2) são satisfeitas. Se
f(x, u) = h(x)|u|q−2u com h ∈ L2/(2−q)(RN) e 1 < q < 2, então para cada λ ⩾ Λ, existe
numeros Π∗, ρ e q > 0 tal que para todo 0 < |h+|2/(2−q) < Π∗, então

inf{Jλ,β(u) : u ∈ Xλ com ∥u∥λ = ρ} > η.

Demonstração. Da definição do funcional Jλ,β(u) em (2.44) temos

Jλ,β(u) =
1

2
∥u∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇u|pdx−
∫
RN

F (x, u)dx.

De f(x, u) = h(x)|u|q−2, então de (2.43) obtemos

Jλ,β(u) ⩾
1

2
∥u∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇u|pdx− 1

q
|h+|2/(2−q)Θ

q
2
2 ∥u∥

q
λ. (3.19)

Usando a desigualdade já encontrada em (3.8) com β < 0 em (3.19) conseguimos

Jλ.β(u) ⩾
1

2
∥u∥2λ +

βÃp

2p

[(∫
RN

|∆u|2dx
) p

2

+

(∫
RN

|u|2p/(4−p)dx

)(4−p)/2
]

− 1

q
|h+|2/(2−q)Θ

q
2
2 ∥u∥

q
λ.

Usando a desigualdade (2.26) e (3.10) como feito nos Lemas anteriores conseguimos

Jλ.β(u) ⩾
1

2
∥u∥2λ −

(−βÃp)

2p

(
1 + Θ

(4−p)/2
2p/(4−p)

)
∥u∥pλ −

1

q
|h+|2/(2−q)Θ

q
2
2 ∥u∥

q
λ. (3.20)
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Definindo as seguintes constantes

A = 2
|h+|2/(2−q)

q
Θ

q
2
2 e B =

(−βÃp)

p

(
1 + Θ

(4−p)/2
2p/(4−p)

)
.

Podemos aplicar o Lema 2.5 em (3.20), desde que

|h+|2/(2−q) <
(p− 2)q

2Θ
q
2
2 (p− q)

(p−q)
(p−2)

 p(2− q)

−βÃp(1 + Θ
(4−p)

2

2p/(4−p))


(2−q)
(p−2)

= Π∗.

Assim, para A e B escolhidos, ∀u ∈ Xλ com ∥u∥λ = tB = [(2 − q)/B(p − q)]1/(p−2) temos de
(3.20) que

Jλ,β(u) ⩾
1

2
ψA,B(tB) > 0.

Logo, para ρ = tB temos

inf{Jλ,β(u) : u ∈ Xλ com ∥u∥λ = ρ} > η.

Lema 3.8. Suponha que β < 0, 2 < p < 4 e as condições (V 1) − (V 3) são satisfeitas. Seja
ρ > 0 como no Lema 3.7. Se f(x, u) = h(x)|u|q−2u com h ∈ L2/(2−q)(RN) e 1 < q < 2, então
para cada λ > 0, existe e ∈ Xλ com ∥e∥λ > ρ tal que Jλ,β(e) < 0.

Demonstração.

lim
t→∞

Jλ,β(tϕ)

tp
= lim

t→∞

1

tp

(
1

2
∥tϕ∥2 + β

p

∫
RN

|∇tϕ|pdx−
∫
RN

F (x, tϕ)dx

)
= lim

t→∞

(
1

2tp−2
∥ϕ∥2 + β

p

∫
RN

|∇ϕ|pdx− 1

qtp

∫
RN

h(x)|tϕ|qdx
)

= lim
t→∞

(
1

2tp−2
∥ϕ∥2 + β

p

∫
RN

|∇ϕ|pdx− 1

qtp−q

∫
RN

h(x)|ϕ|qdx
)
. (3.21)

Sabemos que 1 < q < 2 < p < 4, logo p − 2 > 0 e p − q > 0, assim, aplicando o limite em
(3.21) conseguimos

lim
t→∞

Jλ,β(tϕ)

t
=
β

p

∫
RN

|∇ϕ|pdx < 0. (3.22)

Logo para t→ ∞ temos Jλ,β(tϕ) < 0, logo existe e ∈ Xλ tal que ∥e∥λ > p tal que
Jλ,β(e) < 0.
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A partir de agora, vamos unir os resultados dos Lemas 3.1 - 3.8 para as duas geometrias do
passo da montanha e concluir que existe o nível cλ definido a seguir

cλ = inf
γ∈Γλ

max
0⩽t⩽1

Jλ,β(γ(t)). (3.23)

Também definimos

c0(Ω) = inf
γ∈Γλ(Ω)

max
0⩽t⩽1

Jλ,β
∣∣
H1

0 (Ω)∩H2(RN )
(γ(t)). (3.24)

Onde Jλ,β
∣∣
H1

0 (Ω)∩H2(RN )
é a restrinção de Jλ,β em H1

0 (Ω) ∩H2(RN) e

Γλ = {γ ∈ C([0, 1], Xλ) : γ(0) = 0, γ(1) = e} (3.25)

e

Γλ(Ω){γ ∈ C([0, 1], H1
0 (Ω) ∩H2(RN)) : γ(0) = 0, γ(1) = e}.

Note que para u ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(RN)

Jλ,β
∣∣
H1

0 (Ω)∩H2(RN )
(u) =

1

2
∥u∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇u|pdx−
∫
RN

F (x, u)dx.

Observe que c0(Ω) é independente de λ porque quando x está em Ω, temos que V (x) = 0,
então λ

∫
RN V (x)u2dx = 0. Por outro lado, se as condições de crescimento da f (D1)− (D2),

ou (D1′)− (D2′), ou (D2)− (D3) ou f(x, u) = h(x)|u|q−2u com h ∈ L2/(2−q) e 1 < q < 2 são
satisfeitos, então pelas demonstrações dos Lemas 3.1 e 3.3, ou 3.2 e 3.4, ou 3.5 e 3.6, ou 3.7 e
3.8, concluímos que Jλ,β|H1

0 (Ω)∩H2(RN ) satisfaz as hipóteses do Teorema do Passo da Montanha,
encontrado no Apêndice A, Lema 6.6.
Desde que H1

0 (Ω)∩H2(RN) ⊂ Xλ para todo λ > 0, podemos ver que 0 < η ⩽ cλ ⩽ c0(Ω) para
todo λ ⩾ Λ. Pegue D0 > c0(Ω), então temos

0 < η ⩽ cλ ⩽ c0(Ω) < D0 ∀ λ ⩾ Λ,

para β ⩾ 0, pelos Lemas 3.1, 3.3 e o Lema 6.6(ou para β > 0 usando os Lemas 3.2, 3.4 e 6.6,
ou para β < 0, usando os Lemas 3.5, 3.6 e 6.6, ou para β < 0 usando os Lemas 3.7, 3.8 e 6.6),
obtemos que para cada λ ⩾ Λ existe uma sequência {un} ⊂ Xλ tal que

Jλ,β(un) → cλ > 0 e (1 + ∥un∥λ)∥J ′
λ,β(un)∥X−1

λ
→ 0 , quando n→ ∞.
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Demonstração dos Teoremas 1.1 e 1.3

Lema 4.1. Suponha que β ∈ R e as condições (V 1)− (V 3) e (D2) são satisfeitas. Seja {un}
uma sequência-Cc de Jλ,β, definida como em 6.5. Então {un} é limitado em Xλ para cada
λ ⩾ Λ.

Demonstração. Considerando válida a condição (D2), o funcional definido em (2.44) e sua
derivada de Frechet (2.45), e seja {un} uma sequência de Cerami no nível c, temos

∥J ′
λ,β(un)∥X−1

λ
→ 0, e Jλ,β(un) → c.

Então

c+ on(1) ⩾ Jλ,β(un)−
1

p
⟨J ′

λ,β(un), un⟩

=
1

2
∥un∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇u|pdx−
∫
RN

F (x, u)dx

− 1

p

(
∥un∥2λ + β

∫
RN

|∇u|pdx−
∫
RN

f(x, un)undx

)
=

(
1

2
− 1

p

)
∥un∥2λ +

1

p

∫
RN

f(x, un)undx−
∫
RN

F (x, u)dx

=

(
1

2
− 1

p

)
∥un∥2λ −

1

p

(∫
RN

pF (x, u)− f(x, un)undx

)
.

Da condição (D2) conseguimos

c+ on(1) ⩾

(
1

2
− 1

p

)
∥un∥2λ −

1

p

∫
RN

d(x)|un|ldx.

Aplicando a desigualdade de Hölder, encontrada no Apêndice B, Teorema 6.13 com
2

2− l
e
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2

l
, ficamos com

c+ on(1) ⩾

(
1

2
− 1

p

)
∥un∥2λ −

1

p

(∫
RN

d(x)
2

2−ldx

)(2−l)/2(∫
RN

|un|l
2
l dx

)l/2

=

(
1

2
− 1

p

)
∥un∥2λ −

1

p

(∫
RN

d(x)
2

2−ldx

)(2−l)/2(∫
RN

|un|2dx
)l/2

.

Como d(x) ∈ L2/2−l(RN), então

c+ on(1) ⩾

(
1

2
− 1

p

)
∥un∥2λ −

1

p
|d|2/(2−l)|un|l2.

Da desigualdade (2.26) obtemos

c+ on(1) ⩾

(
1

2
− 1

p

)
∥un∥2λ −

1

p
|d|2/(2−l)Θ

l/2
2 ∥un∥lλ.

Usando a desigualdade de Young, encontrada no Apêndice B, Lema 6.15, com p =
2

2− l
e

q =
2

l
, e com ε <

(
1

2
− 1

p

)
em

1

p
|d|2/(2−l)Θ

l/2
λ , ficamos com

c+ on(1) ⩾

(
1

2
− 1

p

)
∥un∥2λ −

(
1

p
|d|2/(2−l)Θ

l
2
2

)2/(2−l)

C(ε)− ε∥un∥2λ

=

(
1

2
− 1

p
− ε

)
∥un∥2λ −

(
1

p
|d|2/(2−l)Θ

l
2
2

)2/(2−l)

C(ε).

Isolando ∥un∥λ na desigualdade, conseguimos(
c+ on(1) +

(
1

p
|d|2/(2−l)Θ

l
2

) 2
2−l

C(ε)

)(
1

2
− 1

p
− ε

)−1

+ on(1)

(
1

2
− 1

p
− ε

)−1

⩾ ∥un∥2λ.

Com isso concluímos que existe uma constante D > 0 tal que

∥un∥λ ⩽ D + on(1) para todo λ > Λ,

desde que 1 < l < 2. Consequentemente, {un} é limitado em Xλ.

Proposição 4.2. Suponha que β ∈ R, e as condições (V 1) − (V 3) e (D2) são satisfeitas. E
suponha que a condição (D1) ocorre quando β ⩾ 0, ou a condição (D3) ocorre quando β < 0.
Então para cada D > 0, existe Λ0 := Λ(D) ⩾ Λ tal que Jλ,β satisfaz a condição-Cc em Xλ

para todo c < D e λ > Λ0.
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Demonstração. Seja {un} uma sequência-Cc de Jλβ com c < D. Pelo Lema 4.1, {un} é
limitada em Xλ e existe D0 > 0 tal que ∥un∥λ ⩽ D0, então existe uma subsequência {un} e
u0 ∈ Xλ tal que

un ⇀ u0 fracamente em Xλ,

un → u0 fortemente em Lr
loc(RN), para 2 ⩽ r < 2∗,

un → u0 para quase todo ponto em RN

u0 tal que J ′
λ,β(u0) = 0.

Além do mais, usando (2.26) e (3.7) implica que a imersão Xλ ↪→ W 1,p(RN) é contínua o qual
nos diz que

un ⇀ u0 fracamente em W 1,p(RN).

Pela prova do Lemma 4.4 da referência [7], obtemos

∇un(x) → ∇u0(x) q.t.p. em RN .

Então, segue do Lema 5 do Brezis-Lieb [2], que

lim
n→∞

(|∇un|p − |∇un −∇u0|p) = |∇u0|p.

Ou seja
|∇un|p − |∇un −∇u0|p + on(1) = |∇u0|p,

integrando com relação a Lebesgue, conseguimos∫
RN

|∇un|pdx−
∫
RN

|∇un −∇u0|pdx+ on(1) =

∫
RN

|∇u0|pdx.

Arranjando a igualdade anterior, temos∫
RN

|∇un −∇u0|pdx =

∫
RN

|∇un|pdx−
∫
RN

|∇u0|pdx+ on(1). (4.1)

Agora provaremos que un → u0 fortemente em Xλ.

Seja vn = un − u0. Então vn ⇀ 0 em Xλ. Pela condição (V 2), obtemos∫
RN

v2ndx =

∫
{V ⩾b}

v2ndx+

∫
{V <b}

v2ndx.
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Se V (x) ⩾ b então
V (x)

b
⩾ 1 e

V (x)

b

λ

λ
⩾ 1, de λ ̸= 0, então

∫
RN

v2ndx ⩽
1

λb

∫
{V ⩾b}

λV (x)v2ndx+

∫
{V <b}

v2ndx.

De {V ⩾ b} ⊂ RN , ficamos com∫
RN

v2ndx ⩽
1

λb

∫
RN

λV (x)v2ndx+

∫
{V <b}

v2ndx.

Mas da definição da norma ∥u∥λ temos que

λ

∫
RN

V (x)v2ndx ⩽
∫
RN

|∆vn|2dx+ λ

∫
RN

V (x)v2ndx = ∥vn∥2λ.

Logo conseguimos ∫
RN

v2ndx ⩽
1

λb
∥vn∥2λ +

∫
{V <b}

v2ndx.

Como vn ⇀ 0 em Xλ, temos que vn → 0 em L2
loc(RN), logo∫

RN

v2ndx ⩽
1

λb
∥vn∥2λ + on(1). (4.2)

Agora vamos conferir a seguinte estimativa, considere N ≤ 3, λ > Λ∫
RN

|vn|rdx =

∫
RN

|vn|r−2|vn|2dx.

Usando o Teorema 6.9, encontrada no Apêndice B, com m = p = 2 temos que
W 2,2(RN) ↪→ L∞(RN), então ficamos com∫

RN

|vn|rdx ⩽ |vn|r−2
∞

∫
RN

|vn|2dx.

Agora vamos trabalhar com essa desigualdade para os casos N ⩽ 4, N = 4 e N > 4. Como a
imersão H2(RN) ↪→ L∞(RN) é contínua para N ⩽ 3 e r ∈ [2,+∞) , e usando a desigualdade
(4.2) conseguimos ∫

RN

|vn|rdx ⩽ Sr−2
∞ ∥vn∥r−2

H2

(
1

λb
∥vn∥2λ + on(1)

)
⩽

Sr−2
∞
λb

∥vn∥r−2
H2 ∥vn∥2λ + on(1).
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Mas de (2.10) temos

∫
RN

|vn|rdx ⩽
Sr−2
∞
λb

[(
1 +

A2
0

2

)−1

− S2
∞|{V < b}|

]− (r−2)
2

∥vn∥rλ + on(1). (4.3)

Considere agora, N = 4, encontramos∫
R4

|vn|rdx =

∫
R4

|vn| |vn|r−1dx.

Aplicando a desigualdade de Hölder, encontrado no Apêndice B, Teorema 6.13 com p = q = 2,
obtemos ∫

R4

|vn|rdx ⩽

(∫
R4

v2ndx

)1/2(∫
R4

v2(r−1)
n dx

)1/2

.

Da desigualdade (4.2), e (2.22) com 2(r − 1) ∈ [2,+∞), temos

∫
R4

|vn|rdx ⩽

(
1

λb
∥vn∥2λ + on(1)

)1/2
S−2(r−1)

2(r−1)

(
1 +B4

0 |{V < b}|
) 2(r−1)

2

(
1 +

A2
0

2

) 2(r−1)
2

∥vn∥2(r−1)
λ

1/2

.

Assim

∫
R4

|vn|rdx ⩽

[(
1

λb
∥vn∥2λ + on(1)

)
S
−2(r−1)
2(r−1)

(
1 +B4

0 |{V < b}|
)r−1

(
1 +

A2
0

2

)r−1

∥vn∥2(r−1)
λ

]1/2

=

[
S
−2(r−1)
2(r−1)

λb

(
1 +B4

0 |{V < b}|
)r−1

(
1 +

A2
0

2

)r−1

∥vn∥2rλ + on(1)

]1/2
.

⩽

(
S
−2(r−1)
2(r−1)

λb

(
1 +B4

0 |{V < b}|
)r−1 ∥vn∥2rλ

)1/2

+ on(1)
1/2

=
S
−(r−1)
2(r−1)

λb

(
1 +B4

0 |{V < b}|
) (r−1)

2 ∥vn∥rλ + on(1). (4.4)

Suponha agora N > 4, e observe que 2(2∗−r)
2∗−2

+ 2∗(r−2)
2∗−2

= r, então∫
RN

|vn|rdx =

∫
RN

|vn|
2(2∗−r)
2∗−2 |vn|

2∗(r−2)
2∗−2 dx.

Aplicando desigualdade Hölder, encontrado no Apêndice B, Teorema 6.13 com p = 2∗−2
2∗−r

e
q = 2∗−2

r−2
, então

∫
RN

|vn|rdx ⩽

(∫
RN

|vn|2dx
) 2∗−r

2∗−2
(∫

RN

|vn|2∗dx
) r−2

2∗−2

. (4.5)
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Usando (4.2) em (4.5)

∫
RN

|vn|rdx ⩽

(
1

λb
∥vn∥2λ + on(1)

) 2∗−r
2∗−2

(∫
RN

|vn|2∗dx
) r−2

2∗−2

.

Usando (2.15) na desigualdade anterior temos

∫
RN

|vn|rdx ⩽

(
1

λb
∥vn∥2λ + on(1)

) 2∗−r
2∗−2

(
C2∗

0

(∫
RN

|∆vn|2
) 2∗

2

) r−2
2∗−2

.

⩽

(
1

λb
∥vn∥2λ + on(1)

) 2∗−r
2∗−2 (

C2∗
0 ∥vn∥2∗λ

) r−2
2∗−2 .

Distribuindo os termos, conseguimos

∫
RN

|vn|rdx ⩽ C
2∗(r−2)
(2∗−2)

0

(
1

λb

) (2∗−r)
2∗−2

∥vn∥rλ + on(1). (4.6)

Então, com as desigualdades encontradas em (4.2), (4.4) e (4.6), construímos a seguinte cons-
tante

Πλ :=



Sr−2
∞
λb

[(
1 +

A2
0

2

)−1

− S2
∞|{V < b}|

]− (r−2)
2

se N ⩽ 3

S
−(r−1)
2(r−1)

λb
(1 +B4

0 |{V < b}|)
(r−1)

2 se N = 4

C
2∗(r−2)
2∗−2

0

(
1

λb

)(2∗−r)/(2∗−2)

se N > 4.

(4.7)

Então, se Πλ → 0 quando λ→ ∞. Então com as desigualdades (4.3)-(4.6) nos indica que∫
RN

|vn|rdx ⩽ Πλ∥vn∥rλ + on(1). (4.8)

Além do mais, seguindo o argumento de [14], quando a condição (D1) (ou(D3)) ocorrem,
temos que é satisfeito a igualdade a seguir∫

RN

[F (x, vn)− F (x, un) + F (x, u0)] dx = on(1). (4.9)

Então, considerando (4.1) e (4.9) e o lema do Brezis-Lieb [2], conseguimos

Jλ,β(vn) = Jλ,β(un)− Jλ,β(u0) + on(1) e J ′
λ,β(vn) = on(1), (4.10)

consequêntemente, por (4.10) e K como no Lema 2.2, D > c como na hipótese e lembrando
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que u0 é solução fraca de Jλ,β(u0), temos

D −K ⩾ c− Jλ,β(u0)

⩾ Jλ,β(vn)−
1

p
⟨J ′

λ,β(vn), vn⟩+ on(1)

=
1

2
∥vn∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇vn|pdx−
∫
RN

F (x, u)dx

− 1

p
∥vn∥2λ −

β

p

∫
RN

|∇vn|pdx+
1

2

∫
RN

f(x, vn)vndx+ on(1)

= (
1

2
− 1

p
)∥vn∥2λ −

1

p

∫
RN

(pF (x, vn)− f(x, vn)vndx) + on(1).

Da condição (D2) ser satisfeita, conseguimos

D −K ⩾

(
1

2
− 1

p

)
∥vn∥2λ −

1

p

∫
RN

d(x)|vn|ldx+ on(1).

Aplicando a desigualdade de Hölder, encontrado no Apêndice B, Teorema 6.13, com
2

2− l
e

2

l
, ficamos com

D −K ⩾

(
1

2
− 1

p

)
∥vn∥2λ −

1

p

(∫
RN

d(x)
2

2−l

)(2−l)/2(∫
RN

|vn|l
2
l dx

)l/2

+ on(1).

Como d(x) ∈ L2/(2−l)(RN), então

D −K ⩾

(
1

2
− 1

p

)
∥vn∥2λ −

1

p
|d|2/(2−l)|vn|l2 + on(1).

Da desigualdade (2.26) concluímos que

D −K ⩾

(
1

2
− 1

p

)
∥vn∥2λ −

1

p
|d|2/(2−l)Θ

l/2
2 ∥vn∥lλ + on(1). (4.11)

De 1 < l < 2, segue da desigualdade (4.11) que existe constante D1 > 0 tal que

∥vn∥λ ⩽ D1 + on(1) para todo λ > Λ. (4.12)

Se β ⩾ 0 e a condição (D1) é satisfeita, então pelas equações (2.31), (4.2), (4.8), (4.12), temos

on(1) = ⟨J ′
λ,β(vn), vn⟩ = ∥vn∥2λ + β

∫
RN

|∇vn|pdx−
∫
RN

f(x, vn)vndx.
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Como β ⩾ 0, então β
∫
RN |∇u|pdx > 0 ∀ u ∈ Xλ, ou seja

on(1) ⩾ ∥vn∥2λ −
∫
RN

f(x, vn)vndx.

Da desigualdade (2.31), ficamos com

on(1) ⩾ ∥vn∥2λ − ε

∫
RN

v2ndx− Cε

∫
RN

|vn|mdx. (4.13)

Utilizando (4.2) e (4.8) em (4.13), conseguímos

on(1) ⩾ ∥vn∥2λ −
ε

λb
∥vn∥2λ − CεΠλ∥vn∥mλ + on(1). (4.14)

Agora considerando que β < 0, f ⩾ 0 e a condição (D3) é satisfeita, então

on(1) = ⟨J ′
λ,β(vn), vn⟩ = ∥vn∥2λ + β

∫
RN

|∇vn|pdx−
∫
RN

f(x, vn)vndx. (4.15)

Usando (3.7) em (4.15) com β < 0 temos

on(1) ⩾ ∥vn∥2λ + βÃp

(∫
RN

|∆vn|2dx
)p/4(∫

RN

|vn|2p/(4−p)dx

)(4−p)/4

−
∫
RN

f(x, vn)vndx.

Da desigualdade (D3), é valido (2.39), logo

on(1) ⩾ ∥vn∥2λ + βÃp

(∫
RN

|∆vn|2dx
)p/4(∫

RN

|vn|2p/(4−p)dx

)(4−p)/4

−
∫
RN

ã(x)vqn + b̃(x)vpndx.

Como ã(x) ∈ L2/(2−q)(RN) e b̃(x) ⩽ |b(x)| ⩽ |b|∞ de b̃ ∈ L∞(RN) então

on(1) ⩾ ∥vn∥2λ + βÃp

(∫
RN

|∆vn|2dx
)p/4(∫

RN

|vn|2p/(4−p)dx

)(4−p)/4

−
∫
RN

ã(x)vqndx

− |b̃|∞
∫
RN

vpndx.

Aplicando a desigualdade de Hölder, encontrado no Apêndice B, Teorema 6.13, com
2

2− q
e

2

q
, conseguimos

on(1) ⩾ ∥vn∥2λ + βÃp

(∫
RN

|∆vn|2dx
)p/4(∫

RN

|vn|2p/(4−p)dx

)(4−p)/4

−
(∫

RN

ã(x)
2

2−q dx

)(2−q)/2(∫
RN

v
q 2
q

n dx

)q/2

− |b̃|∞|vn|pp.
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Pela desigualdade (4.8), temos

on(1) ⩾ ∥vn∥2λ + βÃp

(∫
RN

|∆vn|2dx
)p/4(∫

RN

|vn|2p/(4−p)dx

)(4−p)/4

− |ã| 2
2−q

|vn|q2 − |b̃|∞|vn|pp

⩾ ∥vn∥2λ + βÃp

(∫
RN

|∆vn|2dx
)p/4

Π
(4−p)/4
λ ∥vn∥p/2λ

− |ã| 2
2−q

Π
q
2
λ∥vn∥

q
λ − |b̃|∞Πλ∥vn∥pλ + on(1).

Usando a desigualdade (3.9), com β < 0, obtemos

on(1) ⩾ ∥vn∥2λ + βÃp∥vn∥p/2λ Π
(4−p)/4
λ ∥vn∥p/2λ − |ã| 2

2−q
Π

q
2
λ∥vn∥

q
λ − |b̃|∞Πλ∥vn∥pλ + on(1).

Como a sequência ∥vn∥λ é limitada, por (4.12), concluímos que

on(1) ⩾ ∥vn∥2λ + βÃpD
p/2

Π
(4−p)/4
λ ∥vn∥p/2λ − |ã| 2

2−q
Π

q
2
λ∥vn∥

q
λ − |b̃|∞Πλ∥vn∥pλ + on(1). (4.16)

Agora considere β < 0 e f ⩽ 0, conseguimos

on(1) = ⟨J ′
λ,β(vn), vn⟩

= ∥vn∥2λ + β

∫
RN

|∇vn|pdx−
∫
RN

f(x, vn)vndx

⩾ ∥vn∥2λ + β

∫
RN

|∇vn|pdx.

De (3.7), temos

on(1) ⩾ ∥vn∥2λ + βÃp

(∫
RN

|∆vn|2dx
)p/4(∫

RN

|vn|2p/(4−p)dx

)(4−p)/4

.

Usando (4.8) e (4.12) na desigualdade anterior, ficamos com

on(1) ⩾ ∥vn∥2λ + βÃpD
p/2

Π
(4−p)/4
λ ∥vn∥p/2λ + on(1). (4.17)

Como Πλ → 0 quando λ → +∞, pelas desigualdades (4.14), (4.16) e (4.17), existe Λ0 :=

Λ(D) ⩾ Λ tal que ∀λ > Λ0

vn → 0 fortemente em Xλ.

Logo de vn = un − u0, então un → u0 fortemente em Xλ.
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Agora, usando os resultados anteriores desde capítulo, estamos prontos para demonstrar o
Teorema 1.1 e 1.3.

Para conforto do leitor, voltamos a enunciar os teoremas antes de suas devidas demonstrações.

Teorema 1.1. Suponha que N ⩾ 1, 2 ⩽ p < 2∗ e condições (V 1) − (V 3) são satisfeitas.
Também assumimos que a função f satisfaz as condições (D1) e (D2). Então existe Λ0 > 0

tal que o problema (E) admite ao menos uma solução não trivial para todo λ ⩾ Λ0 e β ⩾ 0.

Demonstração do Teorema 1.1. Para todo β ⩾ 0, e pela Proposição 4.2, com 0 < η ⩽ cλ ⩽

c0(Ω) e todo λ ⩾ Λ, ∃Λ0 > Λ e uλ ∈ Xλ tal que todo λ > Λ0 implique que

un → uλ fortemente em Xλ.

Isso indica que J ′
λ,β(uλ) = 0 e Jλ,β(uλ = cλ). Então, uλ é uma solução não trivial da equação

(E).

Teorema 1.3. Suponha que N ⩾ 1, 2 < p < 4 e as condições (V 1)− (V 3), (D2) e (D3) são
satisfeitas. Então os seguintes resultados são verdadeiros:

(i) se f(x, s) ⩾ 0 para todo (x, s) ∈ RN × R e 1 < q < 2, então existe Λ0,Π0 > 0 tal que
para |ã|L2/(2−q) < Π0, então a equação (E) admite ao menos uma solução não trivial para
todo λ ⩾ Λ0 e β < 0,

(ii) se f(x, s) ⩾ 0 para todo (x, s) ∈ RN × Re 1 < q < p, então existe Λ0 > 0 tal que a
equação (E) admite ao menos uma solução não trivial para todo λ ⩾ Λ0 e β < 0.

Demonstração do Teorema 1.3. (i) Se β < 0, e f(x, s) ⩾ 0 ∀(x, s) ∈ RN × R, com 1 < q < 2,
então pela proposição 4.2 e 0 < η ⩽ cλ ⩽ c0(Ω) e para todo λ ⩾ Λ, existe Λ0 > Λ, Π0 > 0 e
uλ ∈ Xλ tal que ∀λ > Λ0 e |ã|2/(2−q) < Π0, então

un → uλ fortemente em Xλ,

o qual implica que J ′
λ,β(uλ) = 0 e Jλ,β(uλ) = cλ. Isso indica que uλ é uma solução não trivial

da equação (E).

——————————————————
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Demonstração do Teorema 1.2

Lema 5.1. Suponha que β > 0, e as condições (V 1) − (V 3) e (D1′) − (D2′) são satisfeitas.
Seja {un} uma sequência (C)c. Então {un} é limitado em Xλ para λ ⩾ Λ.

Demonstração. Considerando {un} uma sequência-Cc, temos

Jλ,β(un) +
1

2
⟨J ′

λ,β(un), un⟩ = Jλ,β(un) + on(1).

Passando 1
2
⟨J ′

λ,β(un), un⟩ para o outro lado da igualdade, temos

Jλ,β(un) =
1

2
∥un∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇un|pdx−
∫
RN

F (x, un)dx

−1

2

(
∥un∥2λ + β

∫
RN

|∇un|pdx−
∫
RN

f(x, un)undx

)
+ on(1)

= −(p− 2)β

2p

∫
RN

|∇un|pdx+
∫
RN

[
1

2
f(x, un)un − F (x, un)

]
dx+ on(1).

Da condição (D2′) conseguimos

Jλ,β(un) ⩽ −(p− 2)β

2p

∫
RN

|∇un|pdx+
∫
RN

g2(x)|un|qdx+ on(1).

Usando a desigualdade de Hölder encontrada no Apêndice B, Teorema 6.13 com p∗

p∗−q
e p∗

q
,

temos

Jλ,β(un) ⩽ −(p− 2)β

2p

∫
RN

|∇un|pdx+
(∫

RN

(g2(x))
p∗

p∗−q dx

) p∗−q
p∗
(∫

RN

|un|q
p∗
q dx

) q
p∗

+ on(1)

= −(p− 2)β

2p

∫
RN

|∇un|pdx+ |g2|p∗/(p∗−q)

(∫
RN

|un|p
∗
dx

) q
p∗

+ on(1).
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Usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, encontrado no Apêndice B, Teorema
6.12, com

Jλ,β(un) ⩽ −(p− 2)β

2p
Cp

∗

(∫
RN

|un|p
∗
dx

)p/p∗

+ |g2| p∗
(p∗−q)

(∫
RN

|un|p
∗
dx

)q/p∗

+ on(1). (5.1)

Por outro lado

Jλ,β(un) =
1

2
∥un∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇un|pdx−
∫
RN

F (x, un)dx.

Da desigualdade (2.26) temos

Jλ,β(un) ⩾
1

2
Θ−1

2

∫
RN

u2ndx+
β

p

∫
RN

|∇un|pdx−
∫
RN

F (x, un)dx.

Da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, encontrado no Apêndice B, Teorema 6.12
conseguimos

Jλ,β(un) ⩾
1

2
Θ−1

2

∫
RN

u2ndx+
β

p
Cp

∗

(∫
RN

|un|p
∗
dx

)p/p∗

−
∫
RN

F (x, un)dx.

Da condição (D1′), temos que (2.37) é satisfeita, então

Jλ,β(un) ⩾
1

2
Θ−1

2

∫
RN

u2ndx+
β

p
Cp

∗

(∫
RN

|un|p
∗
dx

)p/p∗

− |a|∞
2

∫
RN

u2ndx

−1

q
|g1|p∗/(p∗−q)

(∫
RN

|un|p
∗
dx

)q/p∗

=
1

2

(
Θ−1

2 − |a|∞
) ∫

RN

u2ndx+
β

p
Cp

∗

(∫
RN

|un|p
∗
dx

)p/p∗

−1

q
|g1|p∗/(p∗−q)

(∫
RN

|un|p
∗
dx

)q/p∗

.

Temos de (D1′) que |a|∞ < Θ−1
2 logo

Jλ,β(un) ⩾
β

p
Cp

∗

(∫
RN

|un|p
∗
dx

)p/p∗

− 1

q
|g1|p∗/(p∗−q)

(∫
RN

|un|p
∗
dx

)q/p∗

. (5.2)

Então de (5.1) e (5.2), temos

β

p
Cp

∗

(∫
RN

|un|p
∗
dx

)p/p∗

− 1

q
|g1|p∗/(p∗−q)

(∫
RN

|un|p
∗
dx

)q/p∗

⩽ Jλ,β(un) ⩽ −(p− 2)β

2p
Cp

∗

(∫
RN

|un|p
∗
dx

)p/p∗

+ |g2| p∗
(p∗−q)

(∫
RN

|un|p
∗
dx

)q/p∗

+ on(1).
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Então concluímos que

on(1) ⩾
βCp

∗
2

(∫
RN

|un|p
∗
dx

)p/p∗

−
(
1

q
|g1|p∗/(p∗−q) + |g2|p∗/(p∗−q)

)(∫
RN

|un|p
∗
dx

)q/p∗

.

O qual implica que existe C∗ > 0 tal que(∫
RN

|un|p
∗
dx

)1/p∗

⩽ C∗. (5.3)

Desde que
⟨J ′

λ,β(un), un⟩ = on(1),

é valido, segue
∥un∥2λ + β

∫
RN

|∇un|pdx =

∫
RN

f(x, un)undx+ on(1).

Da condição (D1′) da f (2.37) podemos chegar em

∥un∥2λ + β

∫
RN

|∇un|pdx ⩽ |a|∞
∫
RN

u2ndx+ |g1|p∗/(p∗−q)

(∫
RN

|un|p
∗
dx

)q/p∗

+ on(1).

De (5.3) e (2.26) chegamos

∥un∥2λ + β

∫
RN

|∇un|pdx ⩽ |a|∞Θ2∥un∥2λ + (C∗)q|g1|p∗/(p∗−q) + on(1).

Como β ⩾ 0 então

∥un∥2λ ⩽ |a|∞Θ2∥un∥2λ + (C∗)q|g1|p∗/(p∗−q) + on(1).

Isolando ∥un∥2λ, e lembrando que |a|∞Θ2 < 1, temos

∥un∥2λ ⩽
(C∗)q|g1|p∗/(p∗−q)

1− |a|∞Θ2

+ on(1). (5.4)

Logo, concluímos que {un} é uma sequência limitada.

Proposição 5.2. Suponha que β > 0, condições (V 1)− (V 3) e (D1′)− (D2′) são satisfeitas.
Então existe Λ0 ⩾ Λ tal que Jλ,β satisfaz a condição (C)c em Xλ para todo λ > Λ0.

Demonstração. Seja {un} uma sequência de Cerami. Pelo Lema 5.1, {un} é limitada em Xλ e
existe D0 > 0 tal que ∥un∥λ < D0 para λ ⩾ Λ. Podemos assumir que existe uma subsequência
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{un} e u0 em Xλ tal que

un ⇀ u0 fracamente em Xλ

un → u0 fortemente em Lr
loc(RN), para 2 ⩽ r < 2∗

un → u0 em q.t.p. em RN

e J ′
λ,β(u0) = 0. Segue do argumento de [14], que da condição (D1′) temos∫

RN

[F (x, vn)− F (x, un) + F (x, u0)] dx = on(1). (5.5)

Então, usando (5.5) e o Lema de Brezis-Lieb [2], conseguimos

Jλ,β(vn) = Jλ,β(un)− Jλ,β(u0) + on(1) e J ′
λ,β(vn) = on(1). (5.6)

De (5.6), e seguindo o mesmo raciocínio como em (5.4), existe uma constante D2 > 0 tal que

∥vn∥λ ⩽ D2 + on(1) para λ ⩾ Λ. (5.7)

Desde que β > 0, e condições (D1′), segue que

on(1) = ⟨J ′
λ,β(vn), vn⟩ = ∥vn∥2λ + β

∫
RN

|∇vn|pdx−
∫
RN

f(x, vn)vndx

como β > 0 então
on(1) ⩾ ∥vn∥2λ −

∫
RN

f(x, vn)vndx

da condição (D1′), conseguimos da desigualdade (2.37) da f que o seguinte é satisfeito

on(1) ⩾ ∥vn∥2λ − |a|∞
∫
RN

v2ndx− |g1|p∗/(p∗−q)|vn|qp∗

da desigualdade (4.8) e (4.2) conseguimos

on(1) ⩾ ∥vn∥2λ −
|a|∞
λb

∥vn∥2λ − |g1|p∗/(p∗−q)Π
q/p∗

λ ∥vn∥qλ + on(1). (5.8)

Desde que Πλ → 0 quando λ → ∞, segue de (5.7) e (5.8) que existe Λ0 ⩾ Λ tal que para
λ > Λ0,

vn → 0 fortemente em Xλ

logo un − u0 → 0 fortemente em Xλ, o que equivale a dizer que un → u0 fortemente em Xλ.
Logo Jλ,β satisfaz a condição de Cerami.
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Agora podemos mostrar o Teorema 1.2

Teorema 1.2. Suponha que N ⩾ 3, 2 < p < min{N, 2N
N−2

} e as condições (V 1) − (V 3) são
satisfeitas. Também assumimos que a função f satisfaz as condições (D1′) e (D2′). Então
temos os seguintes resultados:

(i) para β > 0, Λ0 > 0 tal que a equação (E) admite ao menos uma solução não trivial para
todo λ ⩾ Λ0;

(ii) existe β0 > 0, Λ > 0 tal que a equação (E) admite ao menos duas soluções não triviais
para todo λ ⩾ Λ0 e 0 < β < β0.

Demonstração do Teorema 1.2. (i) Fixemos u ∈ Xλ, u ̸= 0, então

p(q − 2)(p− q)(p−q)/(q−2)

2

∫
RN

|∇tu|pdx


∫
RN

g0(x)|tu|qdx

q(p− 2)


(p−2)/(q−2)

=
p(q − 2)(p− q)(p−q)/(q−2)

2

∫
RN

|∇u|pdx

2

∫
RN

g0(x)|u|qdx

q(p− 2)


(p−2)/(q−2)

tq(p−1)/(q−2)

tp
. (5.9)

Mas
tq(p−2)/(q−2)t−p = t(q(p−2)−p(q−2))/(q−2) = t(pq−2q−pq+2p)/(q−2) = t2(p−q)/(q−2).

Portanto

p(q − 2)(p− q)(p−q)/(q−2)

2

∫
RN

|∇u|pdx


∫
RN

g0(x)|u|qdx

q(p− 2)


(p−2)/(q−2)

t2(p−q)/(q−2) → ∞

quando t → ∞. Lembrando que 2 < q < p. Isso implica que para qualquer β > 0, existe
ϕ1 ∈ Xλ, com ∥ϕ1∥λ = 1, ϕ1 = t∗u, t∗ tal que

β <
p(q − 2)(p− q)(p−q)/(q−2)

2

∫
RN

|∇ϕ1|pdx


∫
RN

g0(x)|ϕ1|qdx

q(p− 2)


(p−2)/(q−2)

. (5.10)

Então pegamos

A =
2β

p

(∫
RN

|∇ϕ1|pdx
)
> 0 e B =

2

q

(∫
RN

g0(x)|ϕ1|qdx
)
> 0.
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Então segue da desigualdade (5.10) que

A < (q − 2)(p− q)(p−q)/(q−2)

(
B

p− 2

)(p−2)/(q−2)

. (5.11)

Da condição (D1′) a desiqualdade (2.36) é satisfeita, logo

Jλ,β(u) ⩽
1

2
t2∥u∥2λ + tp

β

p

∫
RN

|∇u|pdx− tq
1

q

∫
RN

g0(x)|u|qdx.

Considerando A e B definidos, podemos definir ΦA,B(t) da seguinte forma

ΦA,B(t) = t2∥ϕ1∥2λ + tp
2β

p

∫
RN

|∇ϕ1|pdx− tq
2

q

∫
RN

g0(x)|ϕ1|qdx

= t2∥ϕ1∥2λ + tpA− tqB.

Segue da desigualdade anterior e de (5.11) que A, B, e ΦA,B(t) satisfazem as condições do

Lema 2.6, então existe tB ∈ R com tB =

[
(q − 2)B

(p− 2)A

]1/(p−q)

tal que ΦA,B(tB) < 0, assim

Jλ,β(tBϕ1) ⩽
1

2
ΦA,B(tB) < 0.

Logo Jλ,β(tBϕ1) < 0. Do Lema 2.3, Jλ,β é limitado inferiormente, então

K ⩽ inf
u∈Xλ

Jλ,β(u) ⩽ Jλ,β(tBϕ1) < 0.

Logo, pelo Princípio Variacional de Ekeland, encontrado no Apêndice A, Lema 6.4 e a Pro-
posição 5.2, existe u−0 ∈ Xλ tal que Jλ,β(u−0 ) = inf

u∈Xλ

Jλ,β(u) < 0 e J ′
λ,β(u

−
0 ) = 0, e então u−0 é

uma solução não trivial da equação (E).

(ii) Se 0 < η ⩽ cλ ⩽ c0(Ω) para todo λ ⩾ Λ, pela Proposição 5.2, existe β∗ > 0, Λ0 > Λ e
u+0 ∈ Xλ tal que ∀λ > Λ e 0 < β < β∗, temos

un → u+0 fortemente em Xλ.

Então J ′
λ,β(u

+
0 ) = 0 e Jλ,β(u+0 ) = cλ, o qual implica que u+0 é uma solução não trivial da

equação (E). Note que a solução encontrada em (i) é diferente da solução encontrada acima
pois Jλ,β(u−) < 0 e Jλ,β(u+) > 0, assim concluímos que existem duas soluções não triviais
para (E).

——————————————————-



Capítulo 6

Demonstração do Teorema 1.4

Lema 6.1. Suponha que as condições do Teorema 1.4 são satisfeitas. Seja {un} uma sequência-
Cc. Então {un} é limitado em Xλ para todo λ ⩾ Λ.

Demonstração. Para n grande o suficiente, e usando uma sequência-Cc no funcional Jλβ e
usando (2.44), (2.45) e uma sequência-Cc de Cerami, então temos

c+ 1 ⩾ Jλ,β(un)−
1

p
⟨J ′

λ,β(un), un⟩

=
1

2
∥un∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇un|pdx−
∫
RN

F (x, un)dx

− 1

p

(
∥un∥2λ + β

∫
RN

|∇un|pdx−
∫
RN

f(x, un)undx

)
.

Pela hipótese, f(x, u) = h(x)|u|q−2u, logo

c+ 1 ⩾
1

2
∥un∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇un|pdx−
1

q

∫
RN

h(x)|un|qdx

− 1

p

(
∥un∥2λ + β

∫
RN

|∇un|pdx−
∫
RN

h(x)|un|qdx
)

=

(
1

2
− 1

p

)
∥un∥2λ +

(
1

p
− 1

q

)∫
RN

h(x)|un|qdx.

Da definição da função f , temos que (2.43) é satisfeita, então

c+ 1 ⩾
(p− 2)

2p
∥un∥2λ −

(p− q)|h+|2/(2−q)Θ
q/2
2

pq
∥un∥qλ. (6.1)

Como 1 < q < 2 < p < 4, então de (6.1) temos que {un} é limitada em Xλ.

Proposição 6.2. Suponha que as condições do Teorema 1.4 são satisfeitas. Então para cada
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D > 0, existe Λ∗ := Λ(D) ⩾ Λ tal que Jλ,β satisfaz a condição (C)c em Xλ para todo c < D e
λ > Λ∗.

Demonstração. Seja {un} uma sequência de Cerami com c < D. Pelo lema 6.1, {un} é limitada
em Xλ e existe cλ > 0 tal que ∥un∥λ < cλ. Então, existe uma subsequência {un} e u0 em Xλ

tal que

un ⇀ u0 fracamente em Xλ,

un → u0 fortemente em Lr
loc(RN), para 2 ⩽ r < 2∗,

un → u0 q.t.p. em RN ,

com J ′
λ,β(u0) = 0. Seja ϕ(t) = tq com t > 0. Então ϕ′(t) = qtq−1, logo pelo Teorema do Valor

Médio

|un − u0|q − |un|q = ϕ(|un − u0|)− ϕ(|un|) = ϕ′(ξ)(|un − u0| − |un|). (6.2)

Onde ξ = (1 − θ)|un| + θ|un − u0| ⩽ |un| + |u0| para algum θ ∈ [0, 1]. Então, usando a
desigualdade de Young, encontrada no Apêndice B, Teorema 6.15, com ε > 0, então de (6.2)
conseguimos

∣∣|un − u0|q − |un|q
∣∣ = |ϕ′(ξ)|||un − u0| − |un||

⩽ |ϕ′(ξ)||un − u0 − un|

= |ϕ′(ξ)||u0|

= |qξq−1||u0|.

Como ξ ⩽ |un|+ |u0|, então

∣∣|un − u0|q − |un|q
∣∣ ⩽ q ||un|+ |u0||q−1 |u0|. (6.3)

Do Lema 6.16, encontrado no Apêndice B, em (6.3), temos

∣∣|un − u0|q − |un|q
∣∣ ⩽ q(|un|q−1 + |u0|q−1)|u0|

= q|un|q−1|u0|+ q|u0|q. (6.4)

Considerando a desigualdade de Young, encontrado no Apêndice B, Teorema 6.15, com as
potências q e q

q−1
, obtemos

∣∣|un − u0|q − |un|q
∣∣ ⩽ ε|un|(q−1) q

q−1 + (q|u0|)qC(ε) + q|u0|q.
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Tomando C1(ε) = qqC(ε) + q, temos

∣∣|un − u0|q − |un|q
∣∣ ⩽ ε|un|q + C1(ε)|u0|q.

Então

∣∣|un − u0|q − |un|q
∣∣+ |u0|q ⩽ ε|un|q + C1(ε)|u0|q + |u0|q.

Logo, usando a desigualdade triangular e agora definindo C2(ε) = C1(ε) + 1, conseguimos

∣∣|un − u0|q − |un|q + |u0|q
∣∣ ⩽ ∣∣|un − u0|q − |un|q

∣∣+ |u0|q ⩽ ε|un|q + C2(ε)|u0|q.

Ou seja

∣∣|un − u0|q − |un|q + |u0|q
∣∣ ⩽ ε|un|q + C2(ε)|u0|q. (6.5)

Como {un} é uma sequência limitada em Xλ e un → u0 em L2(RN), segue que

|u0|2 ⩽ lim inf
n→∞

|un|2 ⩽ C. (6.6)

Usando (6.5) e (6.6), obtemos∫
RN

|h(x)||(|un − u0|q − |un|q + |u0|q)|dx ⩽ ε

∫
RN

|h(x)||un|qdx+ C2(ε)

∫
RN

|h(x)||u0|qdx.

Usando a desigualdade de Hölder, encontrada no Apêndice B, Teorema 6.13, com
2

2− q
e
2

q
,

temos∫
RN

|h(x)(|un − u0|q − |un|q + |u0|q)|dx ⩽ ε

(∫
RN

|h(x)|
2

2−q dx

)(2−q)/2(∫
RN

|un|q
2
q dx

)q/2

+ C2(ε)

(∫
RN

|h(x)|
2

2−q dx

)(2−q)/2(∫
RN

|u0|q
2
q dx

)2/q

= ε|h|2/(2−q)|un|q2 + C2(ε)|h|2/(2−q)|u0|q2.

De (6.6), ficamos com∫
RN

|h(x)|
∣∣|un − u0|q − |un|q − |u0|q

∣∣dx ⩽ εC|h|2/(2−q) + C2(ε)|h|2/(2−q)|u0|q2. (6.7)
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Usando (6.6) novamente, existe δ > 0 e um conjunto E em RN que satisfaz |E| < δ tal que∫
E

|u0|2dx < ε. (6.8)

Usando (6.8) em (6.7) conseguimos∫
E

|h(x)|
∣∣|un − u0|q − |un|q + |u0|q

∣∣dx ⩽ εC|h|2/(2−q) + εqC2(ε)|h|2/(2−q) < Cε.

Então |h(x)(|un − u0|q − |un|q + |u0|q)| = on(1) para quase todo ponto em RN . Segue do
Teorema da Convergência de Vitali, encontrado no Apêndice B, Lema 6.18, que∫

RN

|h(x)(|un − u0|q − |un|q + |u0|q)|dx = on(1),

O que implica que∫
RN

h(x)|un − u0|qdx =

∫
RN

h(x)|un|qdx−
∫
RN

h(x)|u0|qdx+ on(1). (6.9)

Então, usando (4.1), (6.9) e o Lema de Brezis-Lieb, [2], concluímos que

Jλ,β(un − u0) = Jλ,β(un)− Jλ,β(u0) + on(1) e J ′
λ,β(un − u0) = on(1). (6.10)

Agora vamos provar que un → u0 fortemente em Xλ. Seja vn = un − u0, então vn ⇀ 0 em Xλ.
Segue de (6.10) e do Lema 2.4, e da definição de f(x, u) = h(x)|u|q−2u que

D −K ⩾ c− Jλ,β(u0)

⩾ Jλ,β(un)−
1

p
⟨J ′

λ,β(vn), vn⟩+ on(1)

⩾
1

2
∥vn∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇vn|pdx−
1

q

∫
RN

h(x)|vn|qdx

− 1

p

(
∥vn∥2λ + β

∫
RN

|∇vn|pdx−
∫
RN

h(x)|u|qdx
)
+ on(1)

=

(
1

2
− 1

p

)
∥vn∥2λ −

(
1

q
− 1

p

)∫
RN

h(x)|vn|qdx+ on(1)

⩾

(
1

2
− 1

p

)
∥vn∥2λ −

(
1

q
− 1

p

)
|h+|2/2−qΘ

q
2∥vn∥

q
λ + on(1).

Isso nos mostra que existe uma constante D̃ > 0 tal que

∥vn∥λ ⩽ D̃ + on(1) para todo λ > Λ. (6.11)
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Segue de (3.7) que

on(1) = ⟨J ′
λ,β(vn), vn⟩ = ∥vn∥2λ + β

∫
RN

|∇vn|pdx−
1

q

∫
RN

h(x)|vn|qdx

⩾ ∥vn∥2λ + βÃ

(∫
RN

|∆vn|2dx
)p/4(∫

RN

|vn|2p/(4−p)dx

)(4−p)/4

− 1

q

∫
RN

h(x)|vn|qdx

⩾ ∥vn∥2λ + βÃ

(∫
RN

|∆vn|2dx
)p/4(∫

RN

|vn|2p/(4−p)dx

)(4−p)/4

− 1

q
|h+|2/(2−q)|vn|q2.

(6.12)

Usando (4.8) e (6.11) em (6.12) temos

on(1) ⩾ ∥vn∥pλ + βÃpD̃p/2Π
(4−p)/4
λ ∥vn∥p/2λ − 1

q
|h+|2/(2−q)Π

q/2
λ ∥vn∥qλ.

Desde que Πλ → 0 quando λ → ∞, e considerando (6.11) existe Λ∗ := Λ(D) ⩾ Λ tal que
λ > Λ∗

vn → 0 fortemente em Xλ.

Logo, como vn = un − u0, un → u0 fortemente em Xλ.

Teorema 6.3. Suponha que β < 0 e as condições (V 1)− (V 2) são satisfeitas. Seja f(x, u) =
h(x)|u|q−2u com 1 < q < 2 e Π∗ > 0 seja como no Lema 3.7. Então existe Λ1 > Λ tal que para
todo λ > Λ1 e h ∈ L2/(2−q)(RN) com 0 < |h+|2/(2−q) < Π∗, Jλ,β tem um ponto crítico diferente
de zero u−λ ∈ Xλ tal que Jλ,β(u−λ ) < 0.

Demonstração. Se h ∈ L2/(2−q) com |h+|2/(2−q) < Π∗, podemos escolher ϕ ∈ Xλ, ϕ ̸= 0 tal que∫
RN

h(x)|ϕ|qdx > 0.

Logo, como β < 0, e de f(x, u) = h(x)|u|q−2u, então

Jλ,β(tϕ) =
1

2
∥tϕ∥2λ +

β

p

∫
RN

|∇tϕ|pdx−
∫
RN

h(x)|tϕ|qdx

⩽
t2

2
∥ϕ∥2λ − tq

∫
RN

h(x)|ϕ|qdx. (6.13)

Desde que q < 2 temos que para t > 0 pequeno o suficiente Jλ,β(tϕ) < 0. Além disso, pelo
Lema 3.7, existe R̃ ⩽ p tal que

Jλ,β(u) ⩾ 0 para todo u com ∥u∥λ = R̃. (6.14)
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Então. usando (6.13) e (6.14), temos

θλ := inf{Jλ,β(u) : u ∈ BR̃} < 0. (6.15)

Pelo princípio Variacional de Ekeland, encontrado no Apêndice B, Teorema 6.4, existe uma
subsequência minimizante {un} ⊂ BR̃ tal que

Jλ,β(un) → θλ e J ′
λ,β(un) → 0 quando n→ ∞.

Pela Proposição 6.2, existe Λ1 > Λ e uma subsequência {un} e u−λ ∈ BR̃ tal que ∀λ > Λ1

tenhamos

un → u−λ fortemente em Xλ,

o qual implica que J ′
λ,β(u

−
λ ) = 0 e Jλ,β(u−λ ) = θλ < 0. Isto mostra que Jλ,β tem um ponto

crítico não nulo u−λ em Xλ.

Agora podemos demonstrar o Teorema 1.4 usando o Lema 6.1, 6.2 e o Teorema 6.3.

Teorema 1.4. Suponha que N ⩾ 1, 2 < p < 4 e as condições (V 1)− (V 2) são satisfeitas. Se
f(x, u) = h(x)|u|q−2u com h ∈ L2/(2−q)(RN) e 1 < q < 2, então existe Λ∗,Π∗ > 0 tal que para
0 < |h+|2/(2−1) < Π∗, a equação (E) admite ao menos duas soluções não triviais para todo
λ ⩾ Λ∗ e β < 0.

Demonstração do Teorema 1.4. Se 0 < η ⩽ cλ ⩽ c0(Ω) para todo λ ⩾ Λ, segue da proposição
6.2 que existe Λ2 > Λ e u+λ ∈ Xλ tal que para todo λ > Λ2,

un → u+λ fortemente em Xλ,

e

J ′
λ,β(u

+
λ ) = 0 e Jλ,β(u

+
λ ) = cλ.

Por outro lado, pelo Teorema 6.3, existe Λ1 > Λ e u−λ ∈ Xλ tal que para todo λ > Λ1, é satis-
feito que J ′

λ,β(u
−
λ ) = 0 e Jλ,β(u−λ ) = θλ < 0. Seja Λ∗ = max{Λ1,Λ2}. Para 0 < |h+|2/(2−q) < Π∗,

Jλ,β tem dois pontos críticos diferentes u−λ , u+λ ∈ Xλ para λ > Λ∗. Consequentemente, o pro-
blema (E) admite ao menos duas soluções não triviais u−λ , u

+
λ ∈ Xλ para 0 < |h+|2/(2−q) < Π∗

e λ > Λ∗.



Apêndice A

Lema 6.4 (Princípio Variacional de Ekeland). Sejam (X, d) um espaço métrico completo e
Φ : X → (−∞,+∞] um funcional semicontínuo inferiormente. Suponha que Φ seja limitado
inferiormente, ou seja, infu∈X Φ(u) > −∞. Então dado ε > 0 e v0 ∈ X tais que

Φ(v0) ⩽ inf
u∈X

Φ(u) + ε,

existe uε ∈ X, tal que

(a) Φ(uε) ⩽ Φ(v0) ⩽ inf
u∈X

Φ(u) + ε;

(b) d(v0, uε) ⩽
√
ε;

(c) Para cada w ∈ X,w ̸= uε, vale que

Φ(uε) < Φ(w) +
√
εd(uε, w).

Demonstração. Na demonstração vamos considerar λ = 1. Para o caso geral é suficiente
considerar a métrica λd, visto que se d é uma métrica, então λd também será. Considere a
relação em X definida da seguinte forma:

w ≺ v ⇐⇒ Φ(w) ≤ Φ(v)− εd(w, v).

Agora provaremos que ≺ é uma relação de ordem parcial em X, ou seja, ≺ é reflexiva, anti-
simétrica e transitiva. De fato;

(i) ≺ é reflexiva.

Seja w ∈ X, então,

Φ(w) ≤ Φ(w)− εd(w,w) =⇒ Φ(w) = Φ(w) ⇐⇒ w ≺ w.
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Provando que ≺ é reflexiva.

(ii) ≺ é anti-simétrica.

Sejam w, v ∈ X, tais que w ≺ v e v ≺ w, então

Φ(w) ≤ Φ(v)− εd(w, v)

e

Φ(v) ≤ Φ(w)− εd(v, w).

Segue das duas expressões anteriores que

2εd(v, w) ≤ 0 =⇒ d(v, w) = 0 ⇐⇒ w = v.

Pravando que ≺ é anti-simétrica.

(iii) ≺ é transitiva.

Sejam w, v e u ∈ X tais que w ≺ v e v ≺ u, então

Φ(w) ≤ Φ(v)− εd(w, v)

e

Φ(v) ≤ Φ(u)− εd(v, u).

De onde concluimos que

Φ(w) ≤ Φ(u) −εd(v, u)− εd(w, v)

≤ Φ(u) −εd(u,w) ⇐⇒ w ≺ u.

O que prova que ≺ é transitiva. Portanto de (i), (ii) e (iii) conclui-se que ≺ é uma relação de
ordem parcial em X.

Definamos agora uma sequência (An) de subconjuntos de X como se segue; comecemos com

u0 = u.
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E seja:
A0 = {w ∈ X : w ≺ u0}, com u1 ∈ A0 tal que

Φ(u1) ≤ inf
A0

Φ +
1

1
.

A1 = {w ∈ X : w ≺ u1}, com u2 ∈ A1 tal que

Φ(u2) ≤ inf
A1

Φ +
1

2
.

A2 = {w ∈ X : w ≺ u2}, com u3 ∈ A2 tal que

Φ(u3) ≤ inf
A2

Φ +
1

3
.

Prosseguindo assim, teremos indutivamente
An = {w ∈ X : w ≺ un}, com un+1 ∈ An tal que

Φ(un+1) ≤ inf
An

Φ +
1

n+ 1
.

Afirmamos que An ⊃ An+1 para todo n ∈ N. De fato.

Seja w um elemento arbitrário em An+1, então, w ≺ un+1 e desde que un+1 ∈ An segue que
un+1 ≺ un e por transitividade concluimos que w ≺ un e assim w ∈ An. O que prova a
afirmação.
Agora provaremos que An é fechado.

Seja {wk} ⊂ An tal que wk −→ w ∈ X. Segue que

wk ≺ un ⇐⇒ Φ(wk) ≤ Φ(un)− εd(wk, un).

Como Φ é semicontínua inferiormente, então,

lim inf
k→+∞

Φ(wk) ⩾ Φ(w).
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Assim,

Φ(w) ≤ lim inf
k→+∞

[Φ(un)− εd(wk, un)]

≤ lim inf
k→+∞

Φ(un)− lim inf
k→+∞

εd(wk, un)

≤ Φ(un)− εd(w, un).

Esta última desigualdade nos mostra que

w ≺ un ⇐⇒ w ∈ An.

Portanto An é fechado.

Notando que diamAn = sup
w,v∈An

d(w, v), vamos mostrar que diamAn −→ 0.

Seja w ∈ An+1 então, w ≺ un+1 ≺ un e portanto,

εd(w, un+1) ≤ Φ(un+1)− Φ(w)

e desde que

Φ(un+1) ≤ inf
An

Φ +
1

n+ 1

e

−Φ(w) ≤ − inf
An

Φ,

então,

εd(w, un+1) ≤ inf
An

Φ +
1

n+ 1
− inf

An

Φ =
1

n+ 1
,

ou seja,

d(w, un+1) ≤
1

ε(n+ 1)
.

Agora sejam w, v ∈ An+1, então,

d(w, v) ≤ d(w, un+1) + d(un+1, v) ≤
2

ε(n+ 1)
,
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segue que

sup
w,v∈An+1

d(w, v) ≤ 2

ε(n+ 1)

e dai

0 ≤ lim
n→+∞

sup
w,v∈An+1

d(w, v) ≤ lim
n→+∞

2

ε(n+ 1)
.

De onde concluimos que

diamAn+1 −→ 0 quando n→ +∞.

Afirmamos que o único ponto de interseção dos An satisfaz (a), (b) e (c). Realmente. Seja⋂
n

An = {vε}. Assim, vε ∈ A0, logo pela definição de A0, tem-se que

vε ≺ u0 = u⇐⇒ Φ(vε) ≤ Φ(u)− εd(vε, u)

e portanto

Φ(vε) ≤ Φ(u),

provando (a). Por outro lado,

d(u, vε) ≤ 1

ε
(Φ(u)− Φ(vε))

≤ 1

ε
(inf
X

Φ + ε− inf
X

Φ) = 1,

provando (b).

Além disso, se w ̸= uε, tem-se que w não se relaciona com uε, pois caso contrário, teríamos
w ∈

⋂
n

An. Logo

Φ(w) > Φ(vε)− εd(vε, w),

provando (c).

Definição 6.5. Seja X um espaço de Banach e I : X → R, um funcional de classe C1.
Suponha que existam c ∈ R e {un} ⊂ X tais que

I(un) → c e ∥I ′(un)∥H−1(1 + ∥un∥) → 0,
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então dizemos que {un} é uma sequência de Cerami no nível c para I, denotaremos por
sequência-Cc de I quando {un} for uma sequência de Cerami de I no nível c. O funcio-
nal I satisfaz a condição de Cerami no nível c se toda sequência-Cc admitir uma subsequência
convergente no espaço X, denotaremos essa condição por condição-Cc.

Lema 6.6 (Teorema do Passo da Montanha). Seja E um espaço de Banach real e E ′ seu
espaço dual, e suponhamos que I ∈ C1(E,R) satisfaz

max{I(0), I(e)} ⩽ µ < η ⩽ inf
∥u∥=ρ

I(u),

para algum µ < η, ρ > 0, e ∈ E com ∥e∥ > ρ. Seja c ≥ η caracterizado por

c = inf
γ∈Γ

max
0⩽τ⩽1

I(γ(τ)),

onde Γ = {γ ∈ C([0, 1], E) : γ(0) = 0, γ(1) = e} é o conjunto dos caminhos continuos ligando
0 a e, então existe uma sequência {un} ⊂ E tal que

I(un) → c ⩾ η e (1 + ∥un∥)∥I ′(un)∥E′ → 0 quando n→ ∞.

Demonstração. Considere Γ munido com a seguinte norma

∥γ∥Γ = max
t∈[0,1]

∥γ(t)∥,

ou seja, Γ ⊂ C([0, 1], E) pode ser visto como um subespaço de (C([0, 1], E), ∥ · ∥∞). Assim,
como C([0, 1], E) é completo, basta mostrar que Γ é fechado para garantir que (Γ, ∥ · ∥Γ) é
um espaço de Banach. Dessa forma, dada (γn) ⊂ Γ uma sequência convergindo para γ em
(C[0, 1], X), quando n → ∞, note que γn(0) = 0 e γn(1) = e, para todo n ∈ N. Logo como
∥γn − γ∥∞ → 0, quando n → ∞, então γ(0) = 0 e γ(1) = e, assim γ ∈ Γ, e segue que Γ é
fechado, portanto (Γ, ∥ · ∥Γ) é um espaço de Banach. Agora defina o funcional Ψ : Γ → R,
dado

Ψ(γ) = max
t∈[0,1]

I(γ(t)). (6.16)

Para cada t ∈ [0, 1] fixado, considere Et = {γ(t); γ ∈ Γ} ⊂ E. Como por hipótese I : E → R
é de classe C1, então é semicontínuo inferiormente, e denotado por It a restrição I|Et , segue
que It : Et → R é semicontínuo inferiormente. Mas observe que Ψ = maxt∈[0,1] It, e como It é
semicontínuo inferiormente, para todo t ∈ [0, 1], segue que Ψ é semicontínuo inferiormente.
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Por outro lado, dado γ ∈ Γ, como I satisfaz a geometria do Passo da Montanha, e vale
γ(0) = 0, ∥γ(1)∥ > ρ e γ ∈ C([0, 1], E), então existe t0 ∈ (0, 1) com ∥γ(t0)∥ = ρ, e pelo Lema
6.4, segue que

Ψ(γ) ⩾ I(γ(t0)) ⩾ α > 0,

assim Ψ é limitado inferiormente. Dado n ∈ N, e ε =
1

n2
, existe γ ∈ Γ, tal que

Ψ(γn) ⩽ inf
γ∈Γ

Ψ(γ) +
1

n2
= c+

1

n2
, (6.17)

e

Ψ(γ) ⩾ Ψ(γn)−
1

n
δΓ(γ, γn),∀γ ∈ Γ. (6.18)

Portanto definindo

Mn = {t ∈ [0, 1]; I(γn(t)) = max
s∈[0,1]

I(γn(s)) = Ψ(γn)},

e tomando tn ∈Mn, (6.17) segue que

c ⩽ I(γn(tn)) ⩽ c+
1

n2
,∀n ∈ N,

isto é

lim
n→∞

I(γn(tn)) = c. (6.19)

Além disso, fixado n ∈ N, considere que γ ∈ C([0, 1], E) arbitrário, tal que ∥γ∥Γ = ∥γ(tn)∥,
e γ(0) = γ(1) = 0, então fazendo γ̃(s) = γn(s) + tγ(s), com t > 0, como γn ∈ Γ, segue que
γ̃ ∈ Γ, e para t suficiente pequeno, pela continuidade vale que maxs∈[0,1] I(γ̃(s)) = I(γ̃(tn)) =

I(γn(tn) + tγ(tn)), assim por (6.18) segue que

I(γn(tn) + tγ(tn))− I(γn(tn)) ⩾ − 1

n
δΓ(γn + tγ, γn).

Com isso, dividindo ambos os lados da desigualdade acima por t, e relembrando a definição
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da distância geodésica δγ, e a definição de ∥ · ∥Γ, obtemos

1

t
[I(γn(tn)) + tγ(tn)− I(γn(tn))] ⩾ − 1

nt
δΓ(γn + tγ, γn)

⩾ − 1

nt

∫ t

0

∥γ∥Γ
1 + ∥γn + sγ∥Γ

ds

⩾ − 1

nt

∫ t

0

∥γ(tn)∥
1 + ∥γn(tn) + sγ(tn)∥

ds

⩾ − 1

nt
∥γ(tn)∥

∫ t

0

ds

1 + ∥γn(tn) + sγ(tn)∥
.

E como I é de classe C1, aplicando o limite com t→ 0, obtemos que

I ′(γn(tn))γ(tn) ⩾ − 1

n
(1 + ∥γn(tn)∥)−1∥γ(tn)∥.

Agora como γ é arbitrário, trocando γ por −γ, obtemos

I ′(γn(tn)γ(tn)) ⩽
1

n
(1 + ∥γn(tn)∥)−1 ∥γ(tn)∥,

e assim

|I ′(γn(tn))γ(tn)|
∥γ(t)n)∥

⩽
1

n
(1 + ∥γn(tn)∥)−1 ,

o que implica em

0 ⩽ (1 + ∥γn(tn)∥) ∥I ′(γn(tn))∥E′ ⩽
1

n
.

Como n ∈ N, fixado acima, é qualquer, concluímos que

lim
n→∞

(1 + ∥γn(tn)∥)∥I ′(γn(tn))∥E′ = 0. (6.20)

Por fim, considerando (un) ⊂ E, tal que un = γn(tn), para todo n ∈ N, por (6.19) e (6.20)
segue que

lim
n→∞

I(un) = c e lim
n→∞

(1 + ∥un∥)∥I ′(un)∥E′ = 0

Portanto, obtemos uma sequência de Cerami para I no nível do Passo da Montanha.
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Neste Apêndice será apresentados alguns resultados fundamentais e algumas definições impor-
tantes para o desenvolvimento dos resultados dessa dissertação

Definição 6.7. Sejam E e F dois espaços vetoriais normados com E ⊂ F . Dizemos que E
está imerso continuamente em F se existe c > 0 tal que:

∥e∥F ⩽ c∥e∥E, ∀ e ∈ E.

Quando isso acontece, escrevemos E ↪→ F .

Definição 6.8. O espaço H2(Ω) é munido com a seguinte norma:

∥u∥2H2 =

∫
Ω

|∇u|2dx+
∫
Ω

|∆u|2dx+
∫
Ω

u2dx,

onde u ∈ H2(Ω).

A norma no espaço L∞(Ω) é definido como a seguir

|u|∞ = inf{C : |u(x)| ⩽ C , q.t.p em Ω},

para u ∈ L∞(Ω).

Teorema 6.9. Seja m ⩾ 1 um inteiro e p ∈ [1,+∞). Temos

Wm,p(RN) ⊂ Lq(RN), onde
1

q
=

1

p
− m

N
se

1

p
− m

N
> 0,

Wm,p(RN) ⊂ Lq(RN) ∀q ∈ [p,+∞) se
1

p
− m

N
= 0,

Wm,p(RN) ⊂ L∞(RN) se
1

p
− m

N
< 0,

e todas estas inclusões são imersões continuas. Além disso, se m − (N/p) > 0 não é um
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inteiro, tomamos

k = [m− (N/p)] e θ = m− (N/p)− k (0 < θ < 1).

Temos, para todo u ∈ Wm,p(RN),

∥Dαu∥L∞(RN ) ⩽ C∥u∥Wm,p(RN ), ∀ α com |α| ⩽ k

e
|Dαu(x)−Dαu(y)| ⩽ C∥u∥Wm,p(RN )|x− y|θ q.t.p. x, y ∈ RN , ∀ α com |α| = k.

Em particular, Wm,p(RN) ⊂ Ck(RN).

Demonstração. Veja [3].

Corolário 6.10. Se N > 4 segue do Teorema 6.9 que

H2(RN) ↪→ L2∗(RN)

isto é, existe C > 0 tal que

∥u∥L2∗ (RN ) ⩽ C∥u∥H2(RN ),∀ u ∈ H2(RN). (6.21)

Teorema 6.11 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg). Seja 1 ⩽ q ⩽ ∞ e j, k ∈ N, j < k e
também

r = 1,
j

k
⩽ θ ⩽ 1,

ou 
1 < r <∞,

k − j − n

r
= 0, 1, 2, . . . ,

j

k
⩽ θ < 1

1

p
=
j

n
+ θ

(
1

r
− k

n

)
+

1− θ

q
,

então existe uma constante C > 0 independente de u tal que

∥∇ju∥p ⩽ C∥∇ku∥θr∥u∥1−θ
q , ∀u ∈ Lq (Rn) ∩W k,r (Rn) . (6.22)
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Demonstração. Veja [12].

Teorema 6.12 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Se 1 ⩽ p < N , então existe
C = C(N, p) > 0, tal que

∥u∥Lp∗ (RN ) ⩽ C∥∇u∥Lp(RN ),

para todo u ∈ C1
0(RN).

Demonstração. Veja [3].

Teorema 6.13 (Desigualdade de Hölder). Seja 1 ⩽ p, u ∈ Lp (Ω) v ∈ Lq (Ω), o qual
1

p
+
1

q
= 1,

então o produto u.v ∈ L1 (Ω) e

∫
Ω

|u(x)v(x)|dx ⩽ ∥u∥Lp∥v∥Lq . (6.23)

Demonstração. Veja [3]

Teorema 6.14 (Desigualdade de Young). Sejam a, b > 0 e 1 < p, q <∞ tais que
1

q
+

1

p
= 1.

Então

ab <
ap

p
+
bq

q
. (6.24)

Demonstração. Veja [3].

Teorema 6.15 (Desigualdade de Young com ε). Sejam a, b > 0 e p, q > 1 e C(ε) =

(εp)−q/pq−1, temos

ab < εap + C(ε)bq (6.25)

Demonstração. Basta considerar (6.24) com ab =
(
(εp)1/pa

)( b

(εp)1/p

)
.

Lema 6.16. Se 0 < r ⩽ 1 e a, b ⩾ 0, então

(a+ b)r ⩽ ar + br
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Demonstração.

(a+ b)r = (a+ b)1+r−1 = (a+ b)(a+ b)r−1 = a(a+ b)r−1 + b(a+ b)r−1

= a

(
1

a+ b

)1−r

+ b

(
1

a+ b

)1−r

⩽ a

(
1

a

)1−r

+ b

(
1

b

)1−r

= ar + br.

Lema 6.17. Se 1 ⩽ r <∞ e a ⩾ 0, b ⩾ 0, então

(a+ b)r ⩽ 2r−1(ar + br).

Demonstração. Considere ϕ : [0,∞) → R, definida por ϕ(t) = tr. Temos que ϕ′′(t) = r(r −
1)tr−2 ⩾ 0 para t ⩾ 0, o que nos garante que ϕ é convexa. Consequentemente,

ϕ(at+ (1− t)b) ⩽ tϕ(a) + (1− t)ϕ(b), a, b ∈ R,∀ t ∈ [0, 1].

Como ϕ(a+ b) = ϕ(
1

2
(2a) +

1

2
(2b)) decorre da convexidade de ϕ que

ϕ(a+ b) ⩽
1

2
ϕ(2a) +

1

2
ϕ(2b).

Então, com isso temos que

(a+ b)r ⩽
1

2
(2a)r +

1

2
(2b)r = 2r−1(ar + br).

Lema 6.18 (Convergência de Vitali). Sejam as funções fn : Ω → R integráveis, tais que

fn → f q.t.p x ∈ Ω.

Então f é integrável e
∫
Ω

fndx →
∫
Ω

fdx se, e somente se
(∫

Ω

fndx

)
é uniformemente

absolutamente contínua, ou seja, dado ε > 0, existe δ > 0, tal que

|A| < δ =⇒
∣∣∣∣∫

A

fn

∣∣∣∣ < ε, ∀ n ∈ N.

Demonstração. Veja [3].
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