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Dedicatória

For whom and through whom everything

exists. Heb 2,10

Àquele, para quem e por quem todas as

coisas existem. Hb 2.10
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pela minha vida, saúde e por todas as oportunidades que Ele me permitiu viver até aqui,
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À Let́ıcia porque me ajudou corrigindo erros e oferecendo sugestões.

Ao Daniel Haom, pela amizade desde a graduação e por me ajudar na tradução do resumo

para inglês.
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Deus por colocar pessoas tão legais no meu caminho.

Aos professores do departamento de matemática da UnB, em especial, destaco os que
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À CAPES, pelo suporte financeiro durante todos estes anos de pandemia.
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1

Definição: A fé é a certeza daquilo que espe-

ramos e a prova das coisas que não vemos.

(Apóstolo Paulo em Hebreus 11,1)

Exemplo: Não temas, crê somente! (Yeshua

em Marcos 5,36) [Pois ali foi realizado um

milagre por meio da fé.]



RESUMO

O estudo realizado nesta dissertação está concentrado em trabalhar funcionais em espaços

de Sobolev W 1,p
0 (Ω), p > 1, definidos por

J(u) =

∫
Ω

I (x, u,∇u) dx,

onde Ω é um subconjunto limitado e aberto em RN . Sabe-se na literatura clássica que

pode-se obter pontos cŕıticos destes funcionais, quando diferenciáveis, através da aplicação

do Teorema do Passo da Montanha Clássico. Entretanto, estudaremos a existência de

pontos cŕıticos para funcionais J(u) que não são diferenciáveis. Assim, para contornar

o problema da não-diferenciabilidade provaremos uma versão modificada do Teorema do

Passo da Montanha publicada em um artigo de David Arcoya e Lucio Boccardo [3] o qual

demonstra a existência de pontos cŕıticos não-negativos para este tipo de funcional.

Em seguida estudamos um funcional dado por

J(v) =
1

2

∫
Ω

[a(x) + |v|γ] |∇v|2 dx− 1

p

∫
Ω

(v+)p dx,

para N > 2 onde a(x) é uma função mensurável satisfazendo 0 < α ≤ a(x) ≤ β, em

quase todo ponto x ∈ Ω, ver [5]. Aqui estudaremos a existência de soluções positivas

da equação de Euler-Lagrange com termo quase-linear à qual este funcional J(v) está

associado, quando γ > 1 e p > 1. Entretanto será necessário estudar previamente um

teorema auxiliar visto em [54] o qual nos permitirá extender o nosso resultado para L∞(Ω).

Palavras-chave: Teorema do Passo da Montanha para funcionais não-diferenciáveis.

Equação de Euler-Lagrange com termo quase-linear. Existência de soluções positivas.



ABSTRACT

The study carried out on this dissertation is focused in working with functionals in Sobolev

Spaces W 1,p
0 (Ω), p > 1, defined by

J(u) =

∫
Ω

I (x, u,∇u) dx,

where Ω is a bounded subset and open in RN . We know from the classic literature that

one can obtain critical points of these functional, when they are differentiable, through

an application of the classical Mountain Pass Theorem. However, we shall study the

existence of critical points for functionals J(u) which are non-differentiable. Thus, in

order to circumvent the obstacle of non-differentiability, we will prove a modified version

of the Mountain Pass Theorem, published in a paper by David Arcoya e Lucio Boccardo

[3] which proves the existence of non negative critical points for this type of functional.

We then study a functional given by

J(v) =
1

2

∫
Ω

[a(x) + |v|γ] |∇v|2 dx− 1

p

∫
Ω

(v+)p dx,

for N > 2,where a(x) is a measurable function satisfying 0 < α ≤ a(x) ≤ β, for almost

all x ∈ Ω, see [5]. Here we study the existence of positive solutions of the Euler-Lagrange

equation with a quasilinear term, associated with this functional J(v), quando γ > 1 e

p > 1. Nevertheless, prior to that it will be necessary to study an auxiliary theorem as

done by Stampacchia [54] that shall allow us to extend our result to L∞(Ω).

Keywords: Mountain Pass Theorem for non differentiable functionals. Euler-Lagrange

Equation with quasilinear term. Existence of positive solutions.
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LISTA DE NOTAÇÕES E SÍMBOLOS

Usaremos as seguintes notações:

1. Lp(Ω), 1 ≤ p <∞ para o espaço de Lebesgue sobre Ω, e

|u|p =

∫
Ω

|u|p dx

1/p

como a norma neste espaço. Quando p = ∞ denotaremos L∞(Ω) como o espaço de

Banach das funções u mensuráveis em Ω e que são essencialmente limitadas em Ω,

equipado com a norma

|u|∞ = sup ess
x∈Ω

|u(x)|.

2. W 1,p
0 (Ω) para espaço de Sobolev com suporte compacto u, ∇u ∈ Lp(Ω) e

∥u∥1,p =

∫
Ω

|∇u|p dx

1/p

a norma em W 1,p
0 (Ω).

3. C,C1, C2 para denotar constantes positivas e provavelmente distintas;

4. λ1 denotará o primeiro autovalor positivo de

−∆pϕ ≡ −div(|∇ϕ|p−2∇ϕ) = λ|ϕ|p−2ϕ

para x ∈ Ω, ϕ(x) = 0 com x ∈ ∂Ω, p > 1;

5. φ1 ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) é uma autofunção positiva associada à λ1,

6. u+ = max{u, 0}, u− = max{−u, 0} e u = u+ − u−.

7. A função sinal é

sgn(x) =


1, se x > 0

0, se x = 0

−1, se x < 0

Observação sobre a notação 2: Usaremos
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∥u∥1,p =

∫
Ω

|∇u|p dx

1/p

ou

∥u∥1,p =

∫
Ω

|u|p +
∫
Ω

|∇u|p dx

1/p

pois são equivalentes.

Vejamos como um exemplo o caso p = 2. Seja Ω ⊂ RN limitado em alguma direção.

Então, temos a desigualdade de Poncarè:

∫
Ω

u2 dx

 1
2

≤ C(Ω)
1
2

∫
Ω

|∇u|2 dx

 1
2

,

onde C(Ω) > 0 é uma constante dependendo de Ω. Notemos que como
∫
Ω

u2 dx ≥ 0 então

vale que ∫
Ω

|∇u|2 dx ≤
∫
Ω

u2 dx+

∫
Ω

|∇u|2 dx (Z).

Pela desigualdade de Poincarè, a menos de uma constante, vale que∫
Ω

u2 dx+

∫
Ω

|∇u|2 dx ≤ C(Ω)

∫
Ω

|∇u|2 dx+
∫
Ω

|∇u|2 dx

≤ (C(Ω) + 1)

∫
Ω

|∇u|2 dx (W )

Lembrando que

∥u∥1,2 =

∫
Ω

u2 dx

 1
2

+

∫
Ω

|∇u|2 dx

 1
2

.

Assim, segue de (Z) e (W ) que

∥u∥1,2 ≤M

∫
Ω

|∇u|2 dx comM constante

e que ∫
Ω

|∇u|2 dx ≤ c̃∥u∥1,2.

Logo, se tratada uma equivalência de normas, e então
∫
Ω

|∇u|2 dx é de fato uma norma.



Caṕıtulo 0

Introdução

0.1 Teorema do Passo da Montanha para Funcionais

Não-Diferenciáveis

Histórico sobre o Teorema do Passo da Montanha clássico

O Teorema do Passo da Montanha clássico foi originalmente provado por Ambrosetti e

Rabinowitz [2]. Este teorema é o precursor de muitos outros teoremas do tipo minimax.

No qual, impondo certas condições sobre um funcional, o teorema demonstra a existência

de um ponto de sela. Entretanto a aplicação do teorema original é pouco disseminada

pois existem várias outras versões deste teorema na literatura, e na sua grande maioria

se trata da prova de existência de pontos extremos.

Teorema 0.1 (Teorema do passo da montanha clássico). Seja X um espaço de Banach

e I ∈ C1(X,R) um funcional com I(0) = 0, e verificando:

(I1) Existem ρ, α > 0 tais que I|∂Bρ(0) ≥ α;

(I2) Existe e ∈ X tal que ∥e∥X > ρ e I(e) ≤ 0.

Seja

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t))

onde

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = e}.

Então, se I satisfaz (PS)c o ńıvel c é um ńıvel cŕıtico de I, isto é, existe u ∈ X tal que

I(u) = c e I ′(u) = 0.

12
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A intuição para o nome do Teorema do Passo da Montanha pode ser descrita

da seguinte forma: Consideremos I descrevendo uma elevação, e suponhamos que sejam

conhecidos dois pontos baixos num vilarejo rodeado por montanhas, um deles sendo a

origem com I(0) = 0 e outro um ponto distante e onde I(e) ≤ 0. Suponhamos ainda

que entre estes dois pontos existam algumas montanhas (em ∥e∥X > r) onde a elevação é

mais alta, maior que ρ > 0. De forma que se quisermos passar por um caminho γ desde a

origem até e, devemos passar pelas montanhas. Ou seja, devemos subir e depois descer.

Sendo I levemente suave, deve existir um ponto cŕıtico em algum lugar no meio. Mas,

a fim de poupar energia, escolhemos o caminho com menor elevação (o “caminho mais

curto)”. Assim, na prática o “Passo da Montanha” se localiza na passagem da elevação

mais baixa entre as montanhas. Note que esta “passagem” é quase sempre um ponto de

sela.

Sobre o Teorema do Passo da Montanha para Funcionais Não Dife-

renciáveis e Compacidade

O primeiro foco nesta dissertação é a respeito do principal resultado do artigo intitulado

Critical Points for Multiple Integrals of the Calculus of Variations, ou seja, a respeito da

existência de pontos cŕıticos de funcionais definidos no espaço de SobolevW 1,p
0 (Ω), p > 1,

por

J(u) =

∫
Ω

I (x, u,∇u) dx,

com Ω sendo um subconjunto aberto e limitado em RN . Mesmo para exemplos simples

em RN a diferenciabilidade de J(u) pode falhar. E aqui está o objetivo principal de

trabalhar com o funcional J(u) sob estas condições: para contornar o problema da não-

diferenciabilidade, provaremos uma versão adequada do Teorema do Passo da Montanha

de Ambrosetti-Rabinowitz aplicada a funcionais os quais não são diferenciáveis em todas
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as direções.

0.1.1 Teorema do Passo da Montanha para Funcionais Não-

Diferenciáveis

Teorema 0.2 (Teorema do Passo da Montanha para Funcionais Não-Diferenciáveis). Seja

(X, ∥ · ∥X) um espaço de Banach e Y ⊂ X um subespaço, o qual também é um espaço

de Banach munido da norma ∥ · ∥Y tal que ∥y∥X ≤ ∥y∥Y para todo y ∈ Y . Suponha que

J : X → R seja um funcional tal que J
(Y,∥·∥Y )

, seja cont́ınuo e satisfaz:

a) J tem uma derivada direcional ⟨J ′(u), v⟩ em cada u ∈ X ao longo de qualquer

direção v ∈ Y .

b) Para u ∈ X fixado, a função ⟨J ′(u), v⟩ é linear em v ∈ Y , e para v ∈ Y fixado, a

função ⟨J ′(u), v⟩ é cont́ınua em u ∈ X.

Seja K um espaço métrico compacto, K0 ⊂ K um subconjunto fechado e γ0 : K0 →
(Y, ∥ · ∥Y ) uma aplicação cont́ınua. Considere o conjunto

Γ =

{
γ : K → (Y, ∥ · ∥Y ) : γ é cont́ınuo e γ

K0

= γ0

}
.

Se

c ≡ inf
γ∈Γ

max
t∈K

J(γ(t)) > c1 ≡ max
t∈K0

J(γ0(t)),

então, para cada ϵ > 0 e γ ∈ Γ tal que

c ≤ max
t∈K

J(γ(t)) ≤ c+
1

2
ϵ

existe γϵ ∈ Γ e uϵ ∈ γϵ(K) ⊂ Y satisfazendo

c ≤ max
t∈K

J(γϵ(t)) ≤ max
t∈K

J(γ(t)) ≤ c+
1

2
ϵ,

max
t∈K

∥γϵ(t)− γ(t)∥Y ≤
√
ϵ,

c− ϵ ≤ J(uϵ) ≤ c+
1

2
ϵ,

|⟨J ′(uϵ), v⟩| ≤
√
ϵ∥v∥Y , ∀ v ∈ Y.

O teorema do Passo da Montanha clássico, envolve além das condições geométricas

as quais justificam o nome do teorema, uma hipótese técnica conhecida como condição

de Palais Smale sobre o funcional J o qual aparece frequentemente na teoria de pontos

cŕıticos e diz o seguinte: Qualquer sequência {un}, em um espaço de Banach E, no qual o
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funcional J(un) é limitado e se tem J ′(un) converge a zero no espaço dual E ′, possui uma

subsequência convergente. Isto significa que a diferenciabilidade é condição necessária

para o funcional J em E.

Assim, a versão modificada que provaremos trata de fornecer condições para a existência

de pontos cŕıticos para funcionais que não são diferenciáveis em todas as direções e fi-

nalmente aplicamos o teorema modificado ao estudo da existência e mutiplicidade de

pontos cŕıticos para algumas classes de funcionais do Cálculo Variacional. O exemplo

mais simples é

J(u) =
1

2

∫
Ω

A(x, u)|∇u|2 dx−
∫
Ω

F (x, u) dx, u ∈ W 1,2
0 (Ω),

com hipóteses adequadas sobre as funções do tipo Carathéodory F (x, z) e A(x, z). Em

que, neste caso, a equação de Euler-Lagrange é

−div (A(x, u)∇u) + 1

2
A′

z(x, u)|∇u|2 =
∂F

∂z
(x, u) ≡ f(x, u),

onde u ∈ W 1,2
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) e, que por sua vez, possui solução fraca dada por∫

Ω

A(x, u)∇u∇v dx+ 1

2

∫
Ω

A(x, u)|∇u|2v dx =

∫
Ω

f(x, u)v dx

para cada função teste v ∈ W 1,2
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

0.1.2 Compacidade

Seja Ω um subconjunto aberto e limitado em RN . Para p > 1, considere o funcional

J(u) =

∫
Ω

I (x, u,∇u)− F (x, u+) dx,

onde u ∈ W 1,p
0 (Ω), I : Ω × R × RN −→ R é uma função Carathéodory, F (x, z) =∫ z

0
f(x, t) dt é uma primitiva de uma função Carathéodory f : Ω × R −→ R tal que

f(x, 0) = 0 para quase todo x ∈ Ω. Suponha:

(i) Para quase todo x ∈ Ω e todo z ∈ R, a função

ξ 7→ I (x, z, ξ) é estritamente convexa em RN . (1)

(ii) Existe β1 > α1 > 0 tal que

α1|ξ|p ≤ I (x, z, ξ) ≤ β1|ξ|p, (2)
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para quase todo x ∈ Ω e todo z ∈ R, ξ ∈ RN .

(iii) Existem C1, C2 constantes positivas tais que

|f(x, z)| ≤ C1|z|σ + C2, para quase todo x ∈ Ω,∀z ∈ R, (3)

com σ + 1 < p∗ onde

p∗ =

{
Np

(N−p)
, se p < N,

∞, se N ≤ p.

(iv) Existe α2 > 0 tal que

a(x, z, ξ) · ξ ≥ α2|ξ|p, (4)

para quase todo x ∈ Ω e todo z ∈ R, ξ ∈ RN e

a(x, z, ξ) =
∂I

∂ξ
(x, z, ξ) =

(
∂I

∂ξ1
, · · · , ∂I

∂ξN

)
,

isto é, função Carathéodory.

(v) Existem β2 > 0 e h ∈ Lp′(Ω), onde p′ = p
p−1

, tal que

|a(x, z, ξ)| ≤ β2[h(x) + |z|p−1 + |ξ|p−1], (5)

para quase todo x ∈ Ω e todo z ∈ R, ξ ∈ RN .

(vi) Existe β3 > 0 tal que

|b(x, z, ξ)| ≤ β3|ξ|p, (6)

para quase todo x ∈ Ω, e todo z ∈ R, ξ ∈ RN e

b(x, z, ξ) =
∂I

∂z
(x, z, ξ),

para quase todo x ∈ Ω, ∀z ∈ R, ∀ξ ∈ RN , ou seja função Carathéodory.

Além disso, a hipótese de convexidade estrita ξ 7→ I (x, z, ξ) implica que para quase todo

x ∈ Ω e todo z ∈ R temos

[a(x, z, ξ)− a(x, z, ξ∗)] · [ξ − ξ∗] > 0, (7)

para todo ξ, ξ∗ ∈ RN com ξ ̸= ξ∗.

Substituindo ξ com tξ (t ∈ R) em (4), deduzimos que

a(x, z, 0) = 0 para quase todo x ∈ Ω,∀z ∈ R. (8)
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Estudaremos o caso no qual a não-linearidade f(x, z) satisfaz

lim
z→+∞

z1−pf(x, z) = +∞ uniformemente em x ∈ Ω. (9)

Adicionalmente a (9), supomos (3) e a seguinte condição sobre f : Existem m > p, α3 > 0

e R2 > 0 tais que

mF (x, z) ≤ zf(x, z) + α3λ1|z|p (10)

para quase todo x ∈ Ω e todo z ≥ R2.

Vamos impor mais uma hipótese sobre I : Existe α4 > α3 tal que

mI (x, z, ξ)− a(x, z, ξ) · ξ − b(x, z, ξ)z ≥ α4|ξ|p (11)

para quase todo x ∈ Ω e todo z ∈ R, ξ ∈ RN , onde m e α3 são aqueles dados em (10).

Todas as hipóteses acima, nos fornecerão condições para a demonstração da condição de

compacidade, a qual enunciamos como

Proposição 0.1. Suponhamos a validade das premissas (1) a (8), (10) e (11). Seja {un}
uma sequência em W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) satisfazendo para todo n ∈ N,

J(un) ≤ C, (12)

|un|∞ ≤ 2Mn, (13)

⟨J ′(un), v⟩ ≤ ϵn

[
|v|∞
Mn

+ ∥v∥1,p
]
∀ v ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω), (14)

onde C é uma constante positiva, {Mn} ⊂ R+−{0} é uma sequência qualquer e {ϵn} ⊂ R+

é uma sequência convergindo para zero. Então {un} é limitado em W 1,p
0 (Ω).

Se, adicionalmente vale zb(x, z, ξ) ≥ 0, então {un} possui uma subsequência {unk
} a qual

converge fortemente em W 1,p
0 (Ω) para algum u ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

0.2 Solução para equação de Euler-Lagrange com termo

quase-linear

Um pouco sobre a estrutura das equações de Euler-Lagrange
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A ideia fundamental por trás do prinćıpio de Dirichlet é a interpretação de um

problema diferencial, escrito de forma abstrata como F (u) = 0, com

I ′(0) = 0,

onde I é um funcional adequado definido em um conjunto de funções, e I ′ é a diferencial de

I num sentido preciso a ser deduzido. Em outras palavras, as ráızes de F são vistas como

pontos cŕıticos de I, mas que não necessariamente sejam mı́nimos. A equação I ′(0) = 0 é

a Equação de Euler-Lagrange à qual o funcinal I está associado. Isso motiva a seguinte

Definição 0.1. Seja X um espaço de Banach, U ⊆ X um subconjunto aberto e suponha-

mos que I : U → R seja diferenciável. Um ponto cŕıtico u ∈ U de I é tal que

I ′(0) = 0.

Onde I ′(u) é um elemento do espaço dual X ′, ou seja I ′(u)v = 0 para todo v ∈ X. Se

I ′(u) = 0 e I(u) = c, dizemos que u é um ponto cŕıtico de ńıvel c em I. Se para algum

c ∈ R o conjunto I−1(c) ⊂ X contém pelo menos um ponto cŕıtico, dizemos que c é um

ńıvel cŕıtico de I. A equação I ′(u) = 0 é chamada equação de Euler-Lagrange à qual o

funcional I está associado.

0.2.1 Sobre como obter solução para equação de Euler-Lagrange

com termo quase-linear

Aqui aplicaremos o Teorema do Passo da Montanha modificado. Assim, estudaremos a

existência de soluções positivas para equações de Euler-Lagrange às quais o funcional a

seguir está associado

J(v) =
1

2

∫
Ω

[a(x) + |v|γ] |∇v|2 dx− 1

p

∫
Ω

(v+)p dx,

onde γ > 1 e p > 1. Aqui estamos considerando Ω ⊂ RN aberto e limitado, N > 2, e a(x)

sendo uma função mensurável em quase todo ponto x ∈ Ω e tal que 0 < α ≤ a(x) ≤ β.

Enfatizaremos o caso 2∗ < p < 2∗

2
(γ + 2). Considerando a equação de Euler-Lagrange à

qual o funcional em questão está associado, isto é−div([a(x) + |u|γ]∇u) + γ
2
|u|γ−2u|∇u|2 = up−1, em Ω,

u = 0, em ∂Ω.
(15)
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Iremos estudar funções não-negativas e não-triviais u ∈ H1
0 (Ω) tais que uγ−1|∇u|2 ∈

L1(Ω), e tal que∫
Ω

[a(x) + uγ]∇u∇v dx+ γ

2

∫
Ω

uγ−1|∇u|2v dx =

∫
Ω

up−1v dx,

para todo v ∈ H1
0 (Ω)∩L∞(Ω). Quando p > γ+2 existe um valor cŕıtico para o expoente

p = 2∗

2
(γ + 2). Assim, nosso objetivo é estudar a existência de solução positiva para o pro-

blema (15), para isso teremos que fornecer estas restrições, isto é, γ + 2 < p < 2∗

2
(γ + 2).

Entretanto, a fim de aproximar o funcional para que esteja bem definido em H1
0 (Ω), será

necessário impormos uma hipótese extra sobre γ, a qual será γ + 2 < 2∗.

A técnica que usaremos para resolver este problema será definir um funcional truncado,

isto é, aproximaremos o funcional J por uma sequência de funcionais Jm,n cuja parte

quadrática em ∇v é limitada em relação a v. Ressaltamos que a técnica usada junta-

mente com a estimativa em L∞ nos permitirá provar que quando γ > 1 então um ponto

cŕıtico, digamos um,n de Jm,n, para m,n suficientemente grandes, é uma solução do pro-

blema (15) sem ter que passar ao limite em m ou n.

Teorema 0.3. Se γ > 1 é tal que γ + 2 < 2∗, e p satisfaz

γ + 2 < p <
2∗

2
(γ + 2) (16)

então existe uma solução fraca positiva u ∈ H1
0 (Ω)∩L∞(Ω) do problema de Dirichlet (15).



Caṕıtulo 1

Resultados Preliminares

Seja Ω um subconjunto aberto e limitado em RN . Para p > 1, considere o funcional

J(u) =

∫
Ω

I (x, u,∇u)− F (x, u+) dx,

onde u ∈ W 1,p
0 (Ω), I : Ω × R × RN −→ R é uma função Carathéodory, F (x, z) =∫ z

0
f(x, t) dt é uma primitiva de uma função Carathéodory f : Ω × R −→ R tal que

f(x, 0) = 0 para quase todo x ∈ Ω. Suponha:

(i) Para quase todo x ∈ Ω e todo z ∈ R, a função

ξ 7→ I (x, z, ξ) é estritamente convexa em RN . (1.1)

(ii) Existem β1 > α1 > 0 tal que

α1|ξ|p ≤ I (x, z, ξ) ≤ β1|ξ|p, (1.2)

para quase todo x ∈ Ω e todo z ∈ R, ξ ∈ RN .

(iii) Existem C1, C2 constantes positivas tais que

|f(x, z)| ≤ C1|z|σ + C2, para quase todo x ∈ Ω,∀z ∈ R, (1.3)

com σ + 1 < p∗ onde

p∗ =

{
Np

(N−p)
, se p < N,

∞, se N ≤ p.

(iv) Existe α2 > 0 tal que

a(x, z, ξ) · ξ ≥ α2|ξ|p, (1.4)

20
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para quase todo x ∈ Ω e todo z ∈ R, ξ ∈ RN e

a(x, z, ξ) =
∂I

dξ
(x, z, ξ) =

(
∂I

∂ξ1
, · · · , ∂I

∂ξN

)
.

(v) Existem β2 > 0 e h ∈ Lp′(Ω), onde p′ = p
p−1

, tal que

|a(x, z, ξ)| ≤ β2[h(x) + |z|p−1 + |ξ|p−1], (1.5)

para quase todo x ∈ Ω e todo z ∈ R, ξ ∈ RN .

(vi) Existe β3 > 0 tal que

|b(x, z, ξ)| ≤ β3|ξ|p, (1.6)

para quase todo x ∈ Ω, e todo z ∈ R, ξ ∈ RN e

b(x, z, ξ) =
∂I

∂z
(x, z, ξ),

para quase todo x ∈ Ω, ∀z ∈ R, ∀ξ ∈ RN .

Além disso, a hipótese de convexidade estrita ξ 7→ I (x, z, ξ) implica que para quase todo

x ∈ Ω e todo z ∈ R temos

[a(x, z, ξ)− a(x, z, ξ∗)] · [ξ − ξ∗] > 0, (1.7)

para todo ξ, ξ∗ ∈ RN com ξ ̸= ξ∗.

Substituindo ξ com tξ (t ∈ R) em (1.4), deduzimos que

a(x, z, 0) = 0 para quase todo x ∈ Ω,∀z ∈ R. (1.8)

Com efeito, veja que por (1.4) com tξ(t ∈ R+, t→ 0+) temos que

a(x, z, tξ) · tξ ≥ α2|tξ|p

Assim, por um lado se t ≥ 0 podemos reescrever a desigualdade acima cancelando um

termo tξ como

a(x, z, tξ) ≥ α2|tξ|p−1.

Dáı, se t → 0+ então a(x, z, 0) ≥ 0. Por outro lado e analogamente, se t → 0−

então a(x, z, tξ) ≤ α2|tξ|p−1, assim a(x, z, 0) ≤ 0. Agora, combinando ambos temos

que a(x, z, 0) = 0 nestas condições.
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1.1 Sobre as condições do funcional J não diferenciável

pelas condições de (i) a (iii), J está bem definido é cont́ınuo e fracamente semicont́ınuo

inferiormente em W 1,p
0 (Ω). Além disso, (1.3) implica que o segundo termo que aparece

em J , isto é,
∫
Ω

F (x, ·) dx ∈ C1(W 1,p
0 (Ω)) com derivada de Fréchet dada por

〈∫
Ω

F (x, u+) dx

′

, v

〉
= lim

t→0

∫
Ω

F (x, u+ + tv) dx−
∫
Ω

F (x, u+) dx

t

= lim
t→0

∫
Ω

(F (x, u+ + tv)− F (x, u+)) dx

t

T.V.M
= lim

t→0

∫
Ω

F ′(x, u+ + θv) · tv dx

t

= lim
θ→0

∫
Ω

F ′(x, u+ + θv)v dx

= lim
θ→0

∫
Ω

f(x, u+ + θv)v dx

=

∫
Ω

f(x, u+)v dx u, v ∈ W 1,p
0 (Ω),

onde usamos o teorema do valor médio na terceira igualdade e o teorema da convergência

dominada na última igualdade.

Sabe-se que sob estas condições o funcional J , não é Gâteaux diferenciável,

devido ao seu primeiro termo
∫
Ω

I (x, u,∇u) dx não o ser também (ver referência [18],

páginas 38 e 39). Entretanto, o primeiro termo possui derivada direcional em cada u ∈
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W 1,p
0 (Ω) ao longo de qualquer direção v ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω), a qual é dada por

〈∫
Ω

I (x, u,∇u) dx

′

, v

〉
=

∫
Ω

a(x, u,∇u) · ∇v dx+
∫
Ω

b(x, u,∇u)v dx.

Consequentemente, J possui derivada direcional

⟨J ′(u), v⟩ =
∫
Ω

a(x, u,∇u) · ∇v dx+
∫
Ω

b(x, u,∇u)v dx−
∫
Ω

f(x, u+)v dx

para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω) e v ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω). Além disso, ⟨J ′(·), v⟩ é cont́ınuo em

W 1,p
0 (Ω) por (3), (5) e (6).

1.2 Resultados prévios ao Passo da Montanha modi-

ficado

Definição 1.1. A função u ∈ W 1,p
0 (Ω) é dita ser um ponto cŕıtico de J se

⟨J ′(u), v⟩ = 0 para todo v ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω). (1.9)

O seguinte resultado será importante para o lema posterior.

Lema 1.1. Sejam α, β > 0 e φ : R −→ R uma função real definida por φ(z) = zeηz
2
,

com η > (β/2α)2. Então αφ′(z)− β|φ(z)| > 1
2
α para todo z ∈ R.

Demonstração. Dado

φ : R −→ R
z 7−→ φ(z) = zeηz

2
,

onde η > (β/2α)2, equivalentemente −η < − β2

(2α)2
para α, β > 0. Queremos provar que

αφ′(z)− β|φ(z)| > 1

2
α. (a)

Note que φ′(z) = eηz
2
+2z2ηeηz

2
= eηz

2
(1+2z2η) e substituindo estas observações do lado

esquerdo em (a), temos

αeηz
2

(1 + 2z2η)− β|z|eηz2 = eηz
2

(α + 2αz2η − β|z|)

≥ α + 2αz2η − β|z| pois eηz2 ≥ 1, ∀z ∈ R,

desde que α + 2αz2η − β|z| ≥ 0.
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Afirmamos que

α + 2αz2η − β|z| − 1

2
α > 0.

Com efeito, note que se z ≤ 0, claramente é veradeiro. Suponhamos que z > 0,

assim temos que α+ 2αz2η− βz − 1
2
α = 1

2
α+ 2αz2η− βz ou seja, se visualizarmos como

uma equação do segundo grau

φ̃(z) = 2αηz2 − βz +
1

2
α, z > 0.

Como 2αη > 0 o gráfico é uma parábola com concavidade voltada para cima e deve existir

ponto de mı́nimo.

Assim, temos que φ̃′(z) = 4αηz − β = 0 =⇒ z = β
4αη

, consequentemente

φ̃

(
β

4αη

)
=2αη

β2

(4αη)2
− β

(
β

4αη

)
+

1

2
α

=2αη
β2

(4αη)2
− β2(4αη)

(4αη)2
+

1

2
α

=− β2α

8αηα
+

1

2
α

=− β2

(2α)2
α

2η
+

1

2
α

>− η

η

α

2
+

1

2
α = 0.

Então, φ̃(z) ≥ φ̃
(

β
4αη

)
> 0, ∀ z ≥ 0, isto é,

2αηz2 − β|z|+ 1

2
α > 0, ∀ z ∈ R.

No resultado a seguir provaremos que para todo ponto cŕıtico u ∈ W 1,p
0 (Ω) de

J se também ocorre u ∈ L∞(Ω) então u é não-negativo.
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Lema 1.2. Suponhamos que valem (1.1) a (1.6). Se u ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) é um ponto

cŕıtico de J então u ≥ 0.

Demonstração. Tome φ(z) = zeηz
2
como no lema anterior, onde η >

(
β3

2α2

)2
, α2 é definido

como em (1.4) e β3 é definido como em (1.6).

Considere ainda v = −φ(u−) como função teste. Se u é ponto cŕıtico então segue de (1.9)

que

0 = ⟨J ′(u), v⟩ =
∫
Ω

a(x, u,∇u)∇v dx+
∫
Ω

b(x, u,∇u)v dx−
∫
Ω

f(x, u+)v dx

Como ∇v = −φ′(u−)∇u− e φ′(z) = eηz
2
+ 2ηz2eηz

2
> 0. Substitúındo acima, temos

0 = −
∫
Ω

a(x, u,∇u)φ′(u−)∇u− dx−
∫
Ω

b(x, u,∇u)φ(u−) dx+
∫
Ω

f(x, u+)φ(u−) dx.

Agora estudaremos a função sinal (ver notação 6).

No caso de φ(u−) e ∇u−, como u− = max{0,−u} vale o seguinte:

(I) u > 0 =⇒ u− = 0;

(II) u < 0 =⇒ u− = −u > 0;

Entretanto, no caso de f(x, u+), como u+ = max{0, u} e dáı vale:

(Ĩ) u > 0 =⇒ u+ = +u > 0;

(ĨI) u < 0 =⇒ u+ = 0.

Primeiro note que combinando as possibilidades (I) e (Ĩ) e também (ĨI) com (II) temos
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que f · φ ≡ 0 e dáı o último termo desaparece sobrando apenas∫
Ω

a(x, u,∇u)φ′(u−)∇u− dx = −
∫
Ω

b(x, u,∇u)φ(u−) dx,

e considerando as possibilidades acima, quando u > 0 temos u− = 0, restando apenas∫
Ω

a(x, u−,∇u−)φ′(u−)∇u− dx = −
∫
Ω

b(x, u−,∇u−)φ(u−) dx.

Note que por (1.4) obtemos que∫
Ω

a(x, u−,∇u−)φ′(u−)∇u−dx ≥ α2

∫
Ω

φ′(u−)|∇u−|p dx,

enquanto que, por (1.6)

−
∫
Ω

b(x, u−,∇u−)φ(u−) dx ≤
∫
Ω

β3|∇u−|pφ(u−) dx

logo,

α2

∫
Ω

φ′(u−)|∇u−|p dx ≤
∫
Ω

β3|∇u−|pφ(u−) dx.

Consequentemente ∫
Ω

β3|∇u−|pφ(u−) dx−
∫
Ω

α2|∇u−|pφ′(u−) dx ≥ 0

=⇒
∫
Ω

|∇u−|p
[
β3φ(u

−)− α2φ
′(u−)

]
dx ≥ 0.

Finalmente, aplicando o lema anterior β3φ(u
−)− α2φ

′(u−) < −1
2
α < 0, temos

0 ≥−
∫
Ω

|∇u−|p1
2
α dx ≥ 0

=⇒ −
∫
Ω

|∇u−|p1
2
α dx = 0

=⇒ |∇u−|p = 0

=⇒ ∇u− = 0

=⇒ u− é constante
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Entretanto, u ≡ 0 em ∂Ω0, onde Ω0 = {x ∈ Ω : u(x) < 0}, assim u− = 0 em

Ω, portanto u ≥ 0 em Ω.

Observemos explicitamente que a hipótese adicional de que u ∈ L∞(Ω) é es-

sencial na demonstração do lema anterior para que possamos tomar v = −φ(u−) como

função teste em (1.9), pois assim v = −φ(u−) será limitada. Outra informação suplemen-

tar é que a limitação de um ponto cŕıtico em L∞(Ω) pode ser obtida se impusermos uma

condição adicional sobre o termo b(x, z, ξ) (ver (1.6)). Especificamente temos:

Lema 1.3. Suponhamos a validade das premissas de (1.1) a (1.6), (1.8) e também que

existe R1 > 0 tal que

zb(x, z, ξ) ≥ 0, (1.10)

para quase todo x ∈ Ω e todo ξ ∈ RN e z ∈ R com |z| ≥ R1. Seja u ∈ W 1,p
0 (Ω) um ponto

cŕıtico de J . Então u ∈ L∞(Ω).

Demonstração. Para k > 0 considere as funções reais φk e Gk definidas em R como a

seguir

φk(z) =



−1, se z < −k − 1,

z + k, se −k − 1 ≤ z ≤ −k,
0, se −k ≤ z ≤ k,

z − k, se k < z ≤ k + 1,

1, se z > k + 1,

onde o gráfico de φk é
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Gk(z) =


z + k, se z < −k

0, se −k ≤ z ≤ k

z − k, se z > k

onde o gráfico de Gk é

Afirmação 1.1. Se u ∈ W 1,p
0 (Ω) então φk(u) ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Demonstração da afirmação 1.1. De fato, note que |φk(u)| ≤ 1 basta checar o gráfico,

assim temos que φk(u) ∈ L∞(Ω). Por outro lado, temos∫
Ω

|φk(u)|p dx ≤
∫
Ω

1 dx <∞.
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Agora note que,

φ′
k(u) =



0, se z < −k − 1,

1, se −k − 1 ≤ z < −k,
0, se −k ≤ z ≤ k,

1, se k < z ≤ k + 1,

0, se z > k + 1,

e como ∇φk(u) = φ′
k(u)∇u, substituindo os valores de φ′

k em |∇φk(u)| = |φ′
k(u)||∇u|

temos |∇[φk(u)]| = |φ′
k(u)||∇u| ≤ |∇u|, logo∫

Ω

|∇[φk(u)]|p dx ≤
∫
Ω

|∇u|p dx <∞,

logo, φk(u) ∈ W 1,p
0 (Ω), e como φk(u) ∈ L∞(Ω) então φk(u) ∈ W 1,p

0 (Ω)∩L∞(Ω). E assim,

está provada a afirmação 1.1.

Como u é ponto cŕıtico, tomando v = φk(u) ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) como função

teste em (1.9) temos

0 = ⟨J ′(u), v⟩

=

∫
Ω

a(x, u,∇u)∇v dx+
∫
Ω

b(x, u,∇u)v dx−
∫
Ω

f(x, u+)v dx

=

∫
Ω

a(x, u,∇u)∇[φk(u)] dx+

∫
Ω

b(x, u,∇u)φk(u) dx−
∫
Ω

f(x, u+)φk(u) dx

ou seja,∫
Ω

f(x, u+)φk(u) dx =

∫
Ω

a(x, u,∇u)∇ [φk(u)] dx+

∫
Ω

b(x, u,∇u)φk(u) dx (b)

Afirmação 1.2. O termo
∫
Ω

b(x, u,∇u)φk(u) dx ≥ 0.

Demonstração da afirmação 1.2. De fato, de (1.10) existe R1 > 0 tal que zb(x, z, ξ) ≥ 0

para quase todo x ∈ Ω e todo ξ ∈ RN e z ∈ R com |z| ≥ R1. Então se tomarmos k > R1

e se definirmos

Ω1 = {x ∈ Ω : |u(x)| < k},

Ω2 = {x ∈ Ω : |u(x)| ≥ k}, (b)
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então temos que∫
Ω

b(x, u,∇u)φk(u) dx =

∫
Ω1

b(x, u,∇u)φk(u) dx+

∫
Ω2

b(x, u,∇u)φk(u) dx ≥ 0,

pois ∫
Ω1

b(x, u,∇u)φk(u) dx = 0,

∫
Ω2

b(x, u,∇u)φk(u) dx ≥ 0,

pela definição de φk, veja gráfico. Logo a afirmação 1.2 está verificada.

Reescrevendo (b) usando a afirmação acima, temos∫
Ω

a(x, u,∇u)∇ [φk(u)] dx ≤
∫
Ω

f(x, u+)φk(u) dx (c)

Afirmação 1.3. ∇[φk(u)] = ∇u se u(x) ∈ [−k− 1, k] ou u(x) ∈ [k, k+1] (ver gráfico de

φk).

Demonstração da afirmação 1.3. Com efeito, por um lado temos

∇ [φk(u)] = φ′
k(u)∇u =

{
1 · ∇u, se u(x) ∈ [−k − 1, k] ou u(x) ∈ [k, k + 1]

0 · ∇u, caso contrário

juntando o fato acima com (1.8), isto é com a(x, z, 0) = 0 em quase todo ponto x ∈ Ω,

segue que ∇ [φk(u)] = ∇u. Como queŕıamos.

Substituindo ∇ [φk(u)] = ∇u em (c), temos∫
Ω

a (x, u,∇ [φk(u)])∇ [φk(u)] dx ≤
∫
Ω

f(x, u+)φk(u) dx

logo, de (1.4) segue que

α2

∫
Ω

|∇φk(u)|p dx ≤
∫
Ω

f(x, u+)φk(u) dx. (d)
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Agora, seja j ∈ N tal que j > R1. Podemos inferir da função Gk que

∇ [Gk(z)] = G′
k(z)∇z =


1 · ∇z se z ≤ −k,
0 · ∇z se −k ≤ z ≤ k,

1 · ∇z se k ≤ z,

cujo gráfico é

Além disso, o gráfico de φ′
j é

Consequentemente, somando as desigualdades em (d) obtemos que
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α2

∫
Ω

|∇ [Gj(u)]|p dx =α2

+∞∑
k=j

∫
Ω

|∇ [φk(u)]|p dx

≤
+∞∑
k=j

∫
Ω

f(x, u+)φk(u) dx

=

∫
Ω

f(x, u+)Gj(u) dx.

Usando (1.3) e o fato que |Gj(u)| ≤ |u|, obtemos que

α2

∫
Ω

|∇ [Gj(u)]|p dx ≤
∫
Ω

f(x, u+)|u| dx

≤
∫
Ωj

(C1|u|σ + C2) |u| dx

onde Ωj = {x ∈ Ω : |u(x)| > j > R1}. Finalmente, segue do teorema A.7, que Gj(u) é

limitada superiormente. E, decorre da definição de Gj que u(x) é limitada superiormente.

Logo, como max
Ω

u(x) < +∞ segue que u ∈ L∞(Ω).

Notemos que os pontos cŕıticos u ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) de J são soluções não-

negativas do problema de valor de contorno

−div a(x, u,∇u) + b(x, u,∇u) = f(x, u), (P )

onde u ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω), no sentido que

∫
Ω

a(x, u,∇u)∇v dx+
∫
Ω

b(x, u,∇u)v dx =

∫
Ω

f(x, u)v dx, (1.11)

para toda função teste v ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω). Além disso, note que u = 0 é uma solução

trival do problema (P ) uma vez que vale f(x, 0) = 0 para todo x ∈ Ω.



Caṕıtulo 2

Passo da Montanha e Compacidade

Primeiramente, forneceremos uma versão modificada do clássico Teorema do Passo da

Montanha de Ambrosetti e Rabinowitz [2] com o objetivo de estudar a existência de pon-

tos cŕıticos para funcionais não diferenciáveis em todas as direções. Especificamente, pro-

varemos um teorema do tipo minimax o qual será deduzido da versão clássica do Teorema

do Passo da Montanha. Na literatura existem diferentes versões deste teorema, alguns se

baseiam no Prinćıpio Variacional de Ekeland como será também a nossa abordagem.

2.1 Teorema do Passo da Montanha para funcionais

não diferenciáveis

Teorema 2.1. Seja (X, ∥ · ∥X) um espaço de Banach e Y ⊂ X um subespaço, o qual

também é um espaço de Banach munido da norma ∥ · ∥Y tal que ∥y∥X ≤ ∥y∥Y para todo

y ∈ Y . Suponha que J : X → R é um funcional sobre X tal que J
(Y,∥·∥Y )

é cont́ınuo e

satisfaz

a) J tem uma derivada direcional ⟨J ′(u), v⟩ em cada u ∈ X ao longo de qualquer

direção v ∈ Y .

b) Para u ∈ X fixado, a função ⟨J ′(u), v⟩ é linear em v ∈ Y , e para v ∈ Y fixado, a

função ⟨J ′(u), v⟩ é cont́ınua em u ∈ X.

Seja K um espaço métrico compacto, K0 ⊂ K um subconjunto fechado e γ0 : K0 →
(Y, ∥ · ∥Y ) uma aplicação cont́ınua. Considere o conjunto

Γ =

{
γ : K → (Y, ∥ · ∥Y ) : γ é cont́ınua e γ

K0

= γ0

}
.

33
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Se

c ≡ inf
γ∈Γ

max
t∈K

J(γ(t)) > c1 ≡ max
t∈K0

J(γ0(t)), (2.1)

então, para cada ϵ > 0 e γ ∈ Γ tal que

c ≤ max
t∈K

J(γ(t)) ≤ c+
1

2
ϵ, (2.2)

existe γϵ ∈ Γ e uϵ ∈ γϵ(K) ⊂ Y satisfazendo

c ≤ max
t∈K

J(γϵ(t)) ≤ max
t∈K

J(γ(t)) ≤ c+
1

2
ϵ,

max
t∈K

∥γϵ(t)− γ(t)∥Y ≤
√
ϵ,

c− ϵ ≤ J(uϵ) ≤ c+
1

2
ϵ,

|⟨J ′(uϵ), v⟩| ≤
√
ϵ∥v∥Y , ∀ v ∈ Y.

Demonstração. Começaremos com a seguinte

Afirmação 2.1. Γ é um espaço métrico completo munido com a distância uniforme

dΓ(γ1, γ2) = max
t∈K

∥γ1(t)− γ2(t)∥Y ,

com γ1, γ2 ∈ Γ.

Demonstração da afirmação 2.1. Com efeito, dados γ1, γ2, γ3 ∈ Γ, vejamos que é espaço

métrico

(d1) ∥γ1(t) − γ2(t)∥Y ≥ 0 então com mais razão ainda temos max
t∈K

∥γ1(t) − γ2(t)∥Y ≥ 0,

portanto dΓ(γ1, γ2) ≥ 0;

(d2)

dΓ(γ1, γ2) = max
t∈K

∥γ1(t)− γ2(t)∥Y

= max
t∈K

∥γ2(t)− γ1(t)∥Y

= dΓ(γ2, γ1);
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(d3)

dΓ(γ1, γ3) = max
t∈K

∥γ1(t)− γ3(t)∥Y
D.T.
= max

t∈K
(∥γ1(t)− γ2(t)∥Y + ∥γ2(t)− γ3(t)∥Y )

≤ max
t∈K

∥γ1(t)− γ2(t)∥Y +max
t∈K

∥γ2(t)− γ3(t)∥Y

= dΓ(γ1, γ2) + dΓ(γ1, γ3);

(d4)

0 =dΓ(γ1, γ2)

=max
t∈K

∥γ1(t)− γ2(t)∥Y

⇐⇒ 0 = ∥γ1(t)− γ2(t)∥Y , ∀t ∈ K

⇐⇒ γ1(t) = γ2(t), ∀ t ∈ K

⇐⇒ γ1 = γ2.

Resta provar que é completo.

Sabemos que C(K,Y ) é espaço métrico completo munido da distância uniforme d(γ, y) <

+∞ (ver [27], página 118). É claro que Γ ⊂ C(K,Y ). Além disso, temos γ : K → Y é

cont́ınua e Γ é munido da distância

dΓ(γ1, γ2) = max
t∈K

∥γ1(t)− γ2(t)∥Y .

Provaremos que Γ é um subconjunto fechado de C(K,Y ) e isso completará toda a prova

se usarmos a proposição A.1 (ver apêndice). De fato, tomando (γn) tal que γn −→ γ para

γ ∈ C(K,Y ), note que γ|K0
= γ0 se, e somente se, γ(t) = γ0(t) para todo t ∈ K0, o que é

verdade pois

γ(t) = lim
n→∞

γn(t)

= lim
n→∞

γ0(t)

= γ0(t), ∀ t ∈ K0

e como γn(t) = γ0(t) para todo t ∈ K0. Segue que γ ∈ Γ, logo Γ é fechado em C(K,Y ). Fi-

nalmente, sabendo que um subespaço fechado de um espaço métrico completo é completo.

Portanto, Γ é completo.
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Considere Φ definida sobre Γ por

Φ(γ) = max
t∈K

J(γ(t)) ∀ γ ∈ Γ.

Afirmação 2.2. O funcional Φ é semicont́ınuo inferiormente.

Demonstração da afirmação 2.2. Primeiramente notemos que Φ está bem definido, pois

J e γ são cont́ınuos, logo J ◦γ é uma aplicação cont́ınua, e como K é compacto o máximo

é atingido.

Mostremos que Φ é semicont́ınuo inferiormente.

Usaremos a definição B.1 (ver apêndice), ou seja, para mostrarmos que Φ é semicont́ınua

inferiormente, mostraremos que Φ−1(−∞, λ] = [Φ ≤ λ] é fechado em Γ, para todo λ ∈ R.
Com efeito, seja (γn) ⊂ [Φ ≤ λ] com γn → γ em Γ. Com isso temos

Φ(γn) ≤ λ

=⇒ max
t∈K

J ◦ γn(t) ≤ λ

=⇒ J ◦ γn(t) ≤ λ, ∀ t ∈ K. (e)

Note que se γn → γ ∈ Γ então max
t∈K

∥γn(t)− γ(t)∥ → 0, isto é ∥γn(s)− γ(s)∥ ≤
max ∥γn(t)− γ(t)∥ → 0 implica que

γn(s) → γ(s), ∀ s ∈ K. (f)

Como J é cont́ınuo, segue de (e) e (f) que

J ◦ γ(t) = lim
n→∞

J ◦ γn(t) ≤ λ, ∀ t ∈ K

=⇒ max
t∈K

J ◦ γ(t) = Φ(γ) ≤ λ

=⇒ γ ∈ [Φ ≤ λ].

Portanto [Φ ≤ λ] é fechado, e com isso finalizamos a prova da afirmação 2.2

Perceba que por (2.1) o funcional Φ é limitado inferiormente, isto é

c1 ≡ max
t∈K0

J(γ0(t)) < inf
γ∈Γ

Φ(γ) ≡ c.

Logo, aplicando o prinćıpio variacional de Ekeland B.4 (apêndice), deduzimos que para

todo ϵ > 0, tal que, sem perda de generalidade, pode ser tomado como ϵ < c− c1 e γ ∈ Γ

satisfazendo (2.2), existe γϵ ∈ Γ satisfazendo
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1. c ≤ Φ(γϵ) ≤ Φ(γ) ≤ c+ 1
2
ϵ,

2. dΓ(γϵ, γ) = max
t∈K

∥γϵ(t)− γ(t)∥Y ≤ 1,

3. Φ(γϵ) < Φ(ϑ) + ϵdΓ(γϵ, ϑ), ∀ ϑ ∈ Γ

o qual pelo corolário B.1 é equivalente a

c ≤ Φ(γϵ) ≤ Φ(γ) ≤ c+
1

2
ϵ,

dΓ(γϵ, γ) = max
t∈K

∥γϵ(t)− γ(t)∥Y ≤
√
ϵ,

Φ(γϵ) < Φ(ϑ) +
√
ϵdΓ(γϵ, ϑ), ∀ ϑ ∈ Γ.

(2.3)

A demonstração estará conclúıda se provarmos a existência de

tϵ ∈ T = {t ∈ K : c− ϵ ≤ J(γϵ(t))}

tal que, se uϵ = γϵ(tϵ), então |⟨J ′(uϵ), v⟩| ≤
√
ϵ∥v∥Y ,∀ v ∈ Y .

Argumentando por contradição: suponhamos que para todo t ∈ T existe vt ∈ Y tal que

|⟨J ′(γϵ(t)), vt⟩| >
√
ϵ∥vt∥Y . Ou seja,

⟨J ′(γϵ(t)), vt⟩ >
√
ϵ∥vt∥Y

ou

⟨J ′(γϵ(t)), vt⟩ < −
√
ϵ∥vt∥Y .

Observe que é suficiente provar para esta última possibilidade, pois a primeira opção

pode ser obtida da última substituindo-se vt por −vt. Assim, sem perda de generalidade,

podemos supor que ∥vt∥Y = 1, pois caso contrário, se ∥vt∥Y > 1 podemos dividir por

∥vt∥Y .
Pela hipótese b) para cada t ∈ T existe δt > 0 e uma bola aberta Bt ∈ K com t ∈ Bt tal

que

⟨J ′ (γϵ(s) + u) , vt⟩ < −
√
ϵ, (2.4)

para todo s ∈ Bt e u ∈ X tais que ∥u∥X < δt.
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Como a desigualdade é estrita, podemos adicionar u ∈ X como um tipo de

perturbação e ainda continuar sendo cont́ınua.

Dado que T é compacto, existem δt1 , · · · , δtk números positivos reais e Bt1 , · · · , Btk bolas

abertas em K tais que ti ∈ Bti para todo i = 1, · · · , k e

T ⊂
k⋃

j=1

Btj .

Considere γ∗ = γϵ + δψ
k∑

j=1

ψjvtj onde δ = min{δt1 , δt2 , · · · , δtk} e ψ, ψj ∈

C(K, [0, 1]) são funções satisfazendo

ψ(s) =

{
1, se J(γϵ(s)) ≥ c,

0, se J(γϵ(s)) ≤ c− ϵ,

ψj(s) =



dist
(
s,K −Btj

)
k∑

i=1

dist (s,K −Bti)

, se s ∈
k⋃

i=1

Bti ,

0, se s ∈ K −
k⋃

k=1

Bti .

Afirmação 2.3. Dado ϵ < c− c1 temos que γ∗ ∈ Γ.

Demonstração da afirmação 2.3. De fato, seja t0 ∈ K0 queremos mostrar que γ∗(t0) =
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γ0(t0). O que é verdade, pois

γ∗(t0) = γϵ(t0) + δψ(t0)
k∑

j=1

ψj(t0)vtj

= γ0(t0) + 0,

onde na última igualdade, usamos que devido a (2.1), temos J(γ0(t0)) ≤ c1 < c, pois por

hipótese ϵ < c − c1 =⇒ c − ϵ > c − c + c1 = c1. Logo, J(γϵ(t0)) = J(γ0(t0)) ≤ c − ϵ e

assim ψ(s) = 0, como queŕıamos.

Observe também que ψ(s) = 0 para todo s ∈ K − T . Consequentemente,

γ∗(s) = γϵ(s) e J(γ
∗(s)) = J(γϵ(s)) < c− ϵ para todo s ∈ K − T .

Por outro lado, se s ∈ T , a hipótese a) e o teorema do valor médio A.1 no apêndice,

implicam a existência de θ ∈ (0, 1) tais que

J(γ∗(s))− J(γϵ(s)) =

〈
J ′

(
γϵ(s) + θδψ(s)

k∑
j=1

ψj(s)vtj

)
, δψ(s)

k∑
j=1

ψj(s)vtj

〉

= δψ(s)
k∑

j=1

ψj(s)

〈
J ′

(
γϵ(s) + θδψ(s)

k∑
j=1

ψj(s)vtj

)
, vtj

〉
, por (b)

= −δψ(s)
√
ϵ

k∑
j=1

ψj(s), por (2.4)

= −δψ(s)
√
ϵ

k∑
j=1

dist(s,K −Btj)

k∑
j=1

dist(s,K −Btj)

= −δψ(s).
√
ϵ (g)

Logo, se s ∈ K é tal que J(γ∗(s)) = Φ(γ∗) ≥ c deduzimos que s ∈ T , ψ(s) = 1 e ainda

que

Φ(γ∗) = J(γ∗(s))

≤ J(γϵ(s))− δ
√
ϵ

≤ Φ(γϵ)− δ
√
ϵ

≤ Φ(γϵ)−
√
ϵdΓ(γ

∗, γϵ),

onde usamos (g) na primeira e última desigualdades. Logo o resultado acima contradiz
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(2.3) e com isso completamos a prova do teorema do passo da montanha para funcionais

não diferenciáveis.

2.2 Compacidade

Nesta seção estudaremos o caso no qual a não-linearidade f(x, z) satisfaz

lim
z→+∞

z1−pf(x, z) = +∞ uniformemente em x ∈ Ω (2.5)

para p = 2, os problemas considerados nesta seção são chamados superlinear em +∞.

Adicionalmente a (2.5), supomos (1.3) e a seguinte condição sobre f : Existem m > p,

α3 > 0 e R2 > 0 tais que

mF (x, z) ≤ zf(x, z) + α3λ1|z|p, (2.6)

para quase todo x ∈ Ω e todo z ≥ R2.

Vamos impor mais uma hipótese sobre I : Existe α4 > α3 tal que

mI (x, z, ξ)− a(x, z, ξ) · ξ − b(x, z, ξ)z ≥ α4|ξ|p (2.7)

para quase todo x ∈ Ω e todo z ∈ R, ξ ∈ RN , onde m e α3 são aqueles dados em (2.6).

Proposição 2.1. Suponhamos a validade das premissas (1.1) a (1.8), (2.6) e (2.7). Seja

{un} uma sequência em W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) satisfazendo para todo n ∈ N,

J(un) ≤ C, (2.8)

|un|∞ ≤ 2Mn, (2.9)

⟨J ′(un), v⟩ ≤ ϵn

[
|v|∞
Mn

+ ∥v∥1,p
]
∀ v ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω), (2.10)

onde C é uma constante positiva, {Mn} ⊂ R+−{0} é uma sequência qualquer e {ϵn} ⊂ R+

é uma sequência convergindo para zero. Então {un} é limitado em W 1,p
0 (Ω).

Se, adicionalmente vale (1.10), então {un} possui uma subsequência {unk
} a qual converge

fortemente em W 1,p
0 (Ω) para algum u ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Demonstração. Primeiramente, provemos que {un} é limitado em W 1,p
0 (Ω).
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Com efeito, multiplicando (2.8) por m temos que J(un) ·m ≤ C ·m, ou seja∫
Ω

I (x, un,∇un) dx

m−

∫
Ω

F (x, u+n ) dx

m ≤ C ·m.

Agora, somando (2.10) com v = −un, obtemos que∫
Ω

[mI (x, un,∇un)− a(x, un,∇un)∇un − b(x, un,∇un)un] dx

+

∫
Ω

[
f(x, u+n )un −mF (x, u+n )

]
dx

≤ mC + ϵn

[
|un|∞
Mn

+ ∥un∥1,p
]
. (h)

Afirmação 2.4. Usando (2.6), (2.7), (2.9) e a notação número 4, podemos deduzir da

caracterização variacional de λ1 (ver B.2 apêndice) que para algum C1 > 0 e para todo

n ∈ N, vale

(α4 − α3)∥un∥p1,p ≤ α4

∫
Ω

|∇un|p dx− α3λ1

∫
Ω

|u+n |p dx

≤ ∥un∥p1,p ≤ C1 + ϵn∥un∥1,p

Demonstração da afirmação 2.4. Com efeito, da desigualdade em (h) temos que se subs-

tituirmos a desigualdade (2.7) com z = un e ξ como ∇un segue que

α4

∫
Ω

|∇un|p dx+
∫
Ω

[
f(x, u+n )un −mF (x, u+n )

]
dx ≤ mC + ϵn

[
|un|∞
Mn

+ ∥un∥1,p
]
.

Agora, substituindo a desigualdade (2.6) em lugar do termo mF (x, u+n ) acima, resulta que

α4

∫
Ω

|∇un|p dx+
∫
Ω

[
f(x, u+n )un − unf(x, u

+
n )− α3λ1|u+n |p

]
dx

≤ mC + ϵn

[
|un|∞
Mn

+ ∥un∥1,p
]

sobrando apenas

α4

∫
Ω

|∇un|p dx− α3λ1

∫
Ω

|u+n |p dx ≤ mC + ϵn

[
|un|∞
Mn

+ ∥un∥1,p
]
.

Aplicando a imersão de Sobolev ondeW 1,p
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω), temos que λ1

∫
Ω

|u+n |p ≤
∫
Ω

|∇un|p,
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logo

α4

∫
Ω

|∇un|p dx− α3

∫
Ω

|∇un|p dx ≤ mC + ϵn

[
|un|∞
Mn

+ ∥un∥1,p
]

=⇒ (α4 − α3)

∫
Ω

|∇un|p dx ≤ mC + ϵn

[
|un|∞
Mn

+ ∥un∥1,p
]

=⇒ (α4 − α3)∥un∥p1,p ≤ mC + ϵn

[
|un|∞
Mn

+ ∥un∥1,p
]
.

Finalmente, usando (2.9), segue que

(α4 − α3)∥un∥p1,p ≤ mC + ϵn

[
2Mn

Mn

+ ∥un∥1,p
]

= mC + 2ϵn + ϵn∥un∥1,p
= C1 + ϵn∥un∥1,p,

onde C1 := mC + 2ϵn. Com isso finalizamos a demonstração da afirmação 2.4.

Para finalizar a primeira parte da demonstração da proposição, note que dado

que α4 > α3 por (2.7) temos que {un} é limitado em W 1,p
0 (Ω). O que é verdade, pois caso

contrário, se ∥un∥p1,p → ∞ então teŕıamos

α4 − α3 ≤
C1

∥un∥p1,p
+ ϵn

∥un∥1,p
∥un∥p1,p

−→ 0,

um absurdo.

Para provar a segunda parte notemos que se {Mn} possui uma subsequência,

a qual ainda estamos denotando por {Mn}, convergindo para zero, então por (2.9) o

resultado é trivial.

Com efeito, como Mn → 0 então |un|∞ → 0 por (2.9) e uma vez que {un} é limitado em

W 1,p
0 (Ω) segue das hipóteses (1.6) e (1.3) que

∫
Ω

f(x, u+n )un dx→ 0,

∫
Ω

b(x, un,∇un)un dx→ 0.

(2.11)

O que é verdade, pois por um lado temos que por (1.3) vale |f(x, un)| ≤ C1|un|σ + C2,
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consequentemente∫
Ω

f(x, u+n )un dx ≤
∫
Ω

(C1|un|σ+1 + C2|un|) dx

= C1

∫
Ω

|un|σ+1 dx+ C2

∫
Ω

|un| dx

≤ C1|un|σ+1
∞ med(Ω) + C2|un|∞ med(Ω)

Uma vez que |un|∞ → 0 em L∞(Ω) e med(Ω) <∞, segue que∫
Ω

f(x, u+n )un dx→ 0.

Por outro lado, temos que por (1.6) vale |b(x, un,∇un)| ≤ β3|∇un|pp. Logo,∫
Ω

|b(x, un,∇un)||un| dx ≤
∫
Ω

β3|∇un|p|un| dx

≤ β3|un|∞
∫
Ω

|∇un|p dx

em que na última desigualdade temos |un|∞ → 0 enquanto que no termo da integral, como

un é limitado em W 1,p
0 (Ω), temos

∫
Ω

b(x, un,∇un)un dx→ 0.

Com isso, tomando v = un em (2.10)

⟨J ′(un), un⟩ =
∫
Ω

a(x, un,∇un)∇un dx ≤ ϵn

[
|un|∞
Mn

+ ∥un∥1,p
]
,

onde foi aplicado (2.11) para obtermos a última desigualdade acima. Logo,∫
Ω

a(x, un,∇un) · ∇un dx→ 0

pois |un|∞ → 0, ∥un∥1,p é limitado e ϵn → 0.

Agora, por (1.4) temos

α2

∫
Ω

|∇un|p dx ≤
∫
Ω

a(x, un,∇un)∇un → 0
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e segue que, como
∫
Ω

|∇un|p dx→ 0 então, pela desigualdade de Poincarè temos
∫
Ω

|un|p dx→

0. Consequentemente, se
∫
Ω

|un|p dx →
∫
Ω

|u|p dx, implica que
∫
Ω

|u|p dx = 0 =⇒ u = 0.

Portanto, ∥un∥1,p → 0 em W 1,p
0 (Ω).

Entretanto, quando ocorrer que {Mn} não possui subsequência convergindo para zero,

consideraremos para k > 0 e η > (β3/2α2)
2 as funções reais definidas em R por

Tk(z) =

{
z, se |z| ≤ k,

k z
|z| , se k < |z|,

cujo gráfico é

Gk(z) = z − Tk(z) =

{
0, se |z| ≤ k,

z − k z
|z| , se |z| > k,

cuja representação gráfica é

e, estamos considerando ainda φ(z) = zeηz
2
, z ∈ R.

Note que, da primeira parte da demonstração, podemos supor que as seguintes
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convergências valem, a menos de subsequências:

un ⇀ u em W 1,p
0 (Ω),

un → u em Lp(Ω),

un(x) → u(x) em quase todo x ∈ Ω.

O primeiro caso se justifica pelo fato de {un} ser limitado no espaço reflexivo W 1,p
0 (Ω)

(Teorema de Kakutani). Já o segundo caso, segue do fato de que W 1,p
0 (Ω) ↪

cpt−→ Lq(Ω),

portanto, desta imersão compacta de Sobolev temos un → u em Lp(Ω).

Finalmente, se vale un(x) → u(x) em quase todo ponto x ∈ Ω, então para n suficiente-

mente grande

un(x)− u(x) < ϵ =⇒ un(x) ≤ u(x) + ϵ := h(x) ∈ Lp(Ω)

=⇒
∫
Ω

h
p
(x) <∞

=⇒ h
p
(x) ∈ L1(Ω). (j)

Afirmação 2.5. Pelo teorema da convergência dominada, podemos deduzir que

φ [Tk(un)− Tk(u)] −→ 0 em Lp(Ω) quando n→ ∞. (2.12)

Demonstração da afirmação 2.5. Com efeito, tomando z = Tk(un)−Tk(u) e substituindo
em φ, temos

φ [Tk(un)− Tk(u)] = [Tk(un)− Tk(u)] e
η[Tk(un)−Tk(u)]

2

.

Assim, se queremos provar que φ [Tk(un)− Tk(u)] tende a zero em Lp(Ω) devemos provar

que ∫
Ω

[Tk(un)− Tk(u)]
p epη[Tk(un)−Tk(u)]

2

dx→ 0.

Notemos que

un
q.t.p−−→ u =⇒ Tk(un)

q.t.p−−→ Tk(u) pois Tk é cont́ınua

=⇒ Tk(un)− Tk(u)
q.t.p−−→ 0.

Como, |un(x)| ≤ h(x) por (j). Por um lado temos,

|Tk(un)− Tk(u)| ≤ k + k = 2k ver gráfico

e por outro lado,

epη[Tk(un)−Tk(u)] ≤ epη2k.
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Logo,

[Tk(un)− Tk(u)] e
2η[Tk(un)−Tk(u)] ≤ 2kepη2k ∈ L1(Ω).

Portanto, pelo teorema da convergência dominada vale que∫
Ω

[Tk(un)− Tk(u)]
p epη[Tk(un)−Tk(u)]

2

dx→ 0,

como queŕıamos.

Levando em consideração que un = Tk(un) +Gk(un), a demonstração da pro-

posição estará finalizada se provarmos os seguintes passos:

Passo 1 {Tk(un)} → Tk(u) em W 1,p
0 (Ω), quando n→ ∞, para todo k ≥ R1.

Passo 2 Para todo δ > 0, existem k0 ≥ R1 e n0 ∈ N tais que ∥Gk(un)∥1,p < δ para todo

k ≥ k0 e n ≥ n0.

De fato, dado δ > 0 existem n1 ∈ R e k1 ≥ R1 tais que

∥un − u∥1,p ≤ ∥un − Tk1(u)∥1,p + ∥Tk1(u)− u∥1,p
≤ ∥Tk1(un)− Tk1(u)∥1,p + ∥Gk1(un)∥1,p + ∥Tk1(u)− u∥1,p, (k)

onde na última desigualdade usamos desigualdade triangular e o fato de que un = Tk(un)+

Gk(un). Vejamos agora que cada termo da soma que aparece na última desigualdade é

menor que δ. Com efeito, para ver que ∥Tk1(un)− Tk1(u)∥1,p < δ basta aplicar o passo 1,

ou seja, se provarmos que vale o passo 1, então esta desigualdade é verdadeira. Já no caso

do segundo termo, uma vez que tivermos provado a veracidade do passo 2, então basta

aplicá-lo para ver que ∥Gk1(un)∥1,p < δ. No caso do último termo da soma, é preciso

trabalhar um pouco mais. Veja que

∥Tk1(u)− u∥p1,p =
∫
Ω

|Tk1(u)− u|p dx+
∫
Ω

|∇ (Tk1(u)− u)|p dx. (m)

Denotando por {|u| > k1} = {x ∈ Ω : |u(x)| > k1} e por {|u| ≤ k1} = {x ∈ Ω : |u(x)| ≤
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k1}, dáı o primeiro termo da soma em (m) fica∫
Ω

|Tk1(u)− u|p dx =

∫
|u|≤k1

|Tk1(u)− u|p dx+
∫

|u|>k1

|Tk(u)− u|p dx

=

∫
|u|≤k1

|u− u|p dx+
∫

|u|>k1

|k1 − u|p dx

=

∫
|u|>k1

|u− k1|p dx

=

∫
Ω

|u− k1|pχ[|u|>k1] dx,

onde na última igualdade temos ainda que

|u− k1|p ≤ (|u|+ k1)
p

≤ (2max{|u|, k1})p

=2p max{|u|, k1}p

≤2p (|u|p + kp1) ,

e na última desigualdade, perceba que |u|p e kp1 são integráveis. Portanto, pelo teorema

da convergência dominada ∫
|u|>k1

|Tk(u)− u|p dx→ 0.

Analisemos agora o segundo termo da soma em (m), veja que∫
Ω

|∇ (Tk1(u)− u)|p dx =

∫
|u|≤k1

|∇ (Tk1(u)− u)|p dx+
∫

|u|>k1

|∇ (Tk1(u)− u)|p dx

=

∫
|u|≤k1

|∇ (u− u)|p dx+
∫

|u|>k1

|∇ (Tk1(u)− u)|p dx

=

∫
|u|>k1

|∇ (k1 − u)|p dx

=

∫
|u|>k1

|∇ (u)|p dx

=

∫
Ω

|∇ (u)|p χ[|u|>k1] dx,
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e veja que quando k1 → ∞ então o conjunto definido anteriormente por |u| > k1 é vazio,

com isso χ[|u|>k1] → 0, logo ∫
Ω

|∇(Tk1(u)− u)|p dx→ 0.

Com isso o termo em (k) fica

∥un − u∥1,p ≤ 3δ, ∀n ≥ n1

ou seja, {un} converge para u ∈ W 1,p
0 (Ω). Isto é suficiente para passar ao limite em (2.10),

e obter que u é um ponto cŕıtico de J , pois ⟨J ′(·), v⟩ é cont́ınua em W 1,p
0 (Ω) para v ∈

W 1,p
0 (Ω)∩L∞(Ω) fixado. E isso é verdade, veja que como un → u emW 1,p

0 (Ω) e ⟨J ′(·), v⟩ :
W 1,p

0 (Ω) → R é cont́ınua por (b) no teorema do passo da montanha modificado 2.1, então

é suficiente substituir un por u em ⟨J ′(un), v⟩ já que por um lado temos ⟨J ′(u), v⟩ ≤ 0

enquanto que por outro lado, se−v for a função teste, teremos ⟨J ′(u),−v⟩ = −⟨J ′(u), v⟩ ≥
0. Portanto, ⟨J ′(u), v⟩ = 0, ou seja u é ponto cŕıtico de J .

Agora como vale (1.10) finalmente aplicamos o lema (1.3) e obtemos que u ∈ L∞(Ω), o

que conclui a prova da proposição.

A seguir, vamos nos concentrar na demonstração dos passos 1 e 2.

Demonstração do passo 1:

Queremos provar que {Tk(un)} → Tk(u) em W 1,p
0 (Ω), sempre que n → ∞, para todo

k ≥ R1.

De fato, escolhendo vn = φ [Tk(un)− Tk(u)] como função teste em (2.10) e definindo

wn,k = Tk(un)− Tk(u), temos que ∇vn = φ′[wn,k] · ∇wn,k. Assim,∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

a(x, un,∇un)φ′[wn,k]∇wn,k dx

+

∫
Ω

b(x, un,∇un)φ(wn,k) dx

−
∫
Ω

f(x, u+n )φ(wn,k) dx

∣∣∣∣∣∣
≤ϵn

[
|φ[wn,k]|∞

Mn

+ ∥φ(wn,k)∥1,p
]
:= ϵ′n.

(2.13)

Afirmação 2.6.

ϵn

[
|φ[wn,k]|∞

Mn

+ ∥φ(wn,k)∥1,p
]
≤ ϵ′n

onde ϵ′n → 0 quando n→ ∞.
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Demonstração da afirmação 2.6. A fim de provar a afirmação 2.6 precisamos mostrar

que

1) φ[wn,k] ∈ L∞(Ω) e,

2) ∥φ(wn,k)∥1,p é limitado

e dáı, usaremos que ϵn é uma sequência convergindo para zero, por hipótese do enunciado

desta proposição.

De fato, para ver 1) é suficiente observar que

φ [wn,k] = wn,ke
η[wn,k]

2

= [Tk(un)− Tk(u)] e
η[Tk(un)−Tk(u)]

2

<∞

pois Tk(·) é inteiramente limitada (ver gráfico).

Para provarmos 2), precisamos usar a norma do espaço W 1,p
0 (Ω) definida na notação 2,

isto é

∥φ(wn,k)∥p1,p =
∫
Ω

[∇φ(wn,k)]
p dx

=

∫
Ω

[φ′(wn,k)∇wn,k]
p
dx

=

∫
Ω

(φ′ (Tk(un)− Tk(u)))
p
(∇ [Tk(un)− Tk(u)])

p dx. (n)

Observando que

φ(t) = teηt
2

e

φ′(t) = eηt
2

+ 2t2ηeηt
2

,

substituindo no primeiro fator de potência p que aparece na última igualdade em (n),

temos

|φ′ (Tk(un)− Tk(u))| =
∣∣∣eη[Tk(un)−Tk(u)]

2

+ 2 [Tk(un)− Tk(u)]
2 ηeη[Tk(un)−Tk(u)]

2
∣∣∣ ,

em que o primeiro e o segundo termos da soma acima são limitados em L∞(Ω), com isso,

segue que

|φ′ (Tk(un)− Tk(u))| ≤ C, (p)

ou seja (φ′ [Tk(un)− Tk(u)])
p é limitado em L∞(Ω).
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No caso do segundo fator, temos que∫
Ω

|(∇ [Tk(un)− Tk(u)])|p dx =

∫
Ω

|(∇ [T ′
k(ζ)(un − u)])|p dx

=

∫
Ω

|([T ′′
k (ζ)(un − u)] + T ′

k(ζ) (∇un −∇u))|p dx

≤ 2p
∫
Ω

|[T ′′
k (ζ)(un − u)]|p dx+ 2p

∫
Ω

|[T ′
k(ζ) (∇un −∇u)]|p dx

onde usamos o teorema do valor médio na primeira igualdade e que ζ ∈ (0, 1).

Note que a primeira integral que aparece na última desigualdade acima vai a

zero porque T ′′
k (ζ) = 0 a menos de um conjunto de medida nula, e também un → u q.t.p.

em Ω. Enquanto que a última integral que aparece na última desigualdade acima é tal

que ∫
Ω

|[T ′
k(ζ) (∇un −∇u)]|p dx ≤ kp

∫
Ω

|∇ (un − u)|p <∞,

pois T ′
k(·) ≤ 1 (ver gráfico), e além disso, un → u q.t.p. em Ω. Com isso está provada a

afirmação 2.6.

Por outro lado, usando o fato que a(x, z, 0) = 0 por (1.8) juntamente com (1.5)

e a limitação de {un} em W 1,p
0 (Ω), temos

Afirmação 2.7.∫
Ω

[a(x, un,∇Tk(un))− a(x, un,∇Tk(u))] · ∇wn,kφ
′(wn,k) dx

≤
∫
Ω

a(x, un,∇un) · ∇wn,kφ
′(wn,k) dx+ ϵ′′n,

(2.14)

onde ϵ′′n → 0 quando n→ +∞.

Demonstração da afirmação 2.7. Primeiramente, notemos que se Tk(un) = un −Gk(un)
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então ∇Tk(un) = ∇un − ∇Gk(un), assim substituindo na primeira expressão de (2.14)

temos ∫
Ω

[a(x, un,∇Tk(un))− a(x, un,∇Tk(u))] · φ′(wn,k)∇wn,k dx

=

∫
Ω

a(x, un,∇un) · φ′(wn,k)∇wn,k dx

−
∫
Ω

a(x, un,∇Gk(un))φ
′(wn,k)∇wn,k dx

−
∫
Ω

a(x, un,∇Tk(u))φ′(wn,k)∇wn,k dx. (q)

Agora, definindo

Ω := {|un(x)| > k}
⋃

{|un(x)| ≤ k}

onde {|un(x)| ≤ k} não será considerado para Gk(·) que é nula neste domı́nio (ver gráfico).

Quando for o caso, denotaremos apenas

Ωn,k := {x ∈ Ω : |un(x)| > k} = {|un(x)| > k} .

Logo, como Gk(un) = un − k em Ωn,k implica ∇Gk(un) = ∇un, podemos escrever o

segundo termo após a igualdade em (q) como∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

a(x, un,∇Gk(un)) · ∇wn,kφ
′(wn,k) dx

∣∣∣∣∣∣
≤
∫

Ωn,k

|a(x, un,∇un) · ∇ (Tk(un)− Tk(u))|C dx

em que C foi obtido de (p).

Aplicando (1.5) na desigualdade acima, temos∫
Ωn,k

|a(x, un,∇un) · ∇ (Tk(un)− Tk(u))|C dx

≤Cβ2
∫

Ωn,k

(
h(x) + |un|p−1 + |∇un|p−1

)
· ∇ (Tk(un)− Tk(u)) dx.

Agora, usando a desigualdade de Hölder com expoente conjugado p−1
p

+ 1
p
= 1, obteremos
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que o último termo da desigualdade acima resultará em

Cβ2

∫
Ωn,k

(
h(x) + |un|p−1 + |∇un|p−1

)
· |∇ (Tk(un)− Tk(u))| dx

≤Cβ2

 ∫
Ωn,k

(
h(x) + |un|p−1 + |∇un|p−1

) p
p−1 dx


p−1
p
 ∫
Ωn,k

|(∇ (Tk(un)− Tk(u)))|p dx


1
p

.

Observe que no primeiro fator do último termo na desigualdade acima, temos que h(x) ∈
Lp′ com p′ = p

p−1
, logo

∫
Ω

h(x) < ∞, e temos também que
∫

Ωn,k

|un|p−1 < ∞ já que é

limitado e consequentemente
∫
Ω

|∇un|p−1 < ∞. Logo, o último termo da desigualdade

acima pode ser reescrito como

Cβ2

 ∫
Ωn,k

(
h(x) + |un|p−1 + |∇un|p−1

) p
p−1 dx


p−1
p
 ∫
Ωn,k

|(∇ (Tk(un)− Tk(u)))|p dx


1
p

≤C1

 ∫
Ωn,k

|∇Tk(un)−∇Tk(u)|p dx


1
p

.

Finalmente, como Tk(un) = k quando |un| > k então ∇Tk(un) = 0, restando apenas

C1

 ∫
Ωn,k

|∇Tk(u)|p dx

 1
p

.
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Substituindo em (q) temos que∫
Ω

a(x, un,∇un) · ∇wn,kφ
′(wn,k) dx

−
∫
Ω

a(x, un,∇Gk(un)) · ∇wn,kφ
′(wn,k) dx

−
∫
Ω

a(x, un,∇Tk(u)) · ∇wn,kφ
′(wn,k) dx

≤
∫
Ω

a(x, un,∇un) · ∇wn,kφ
′(wn,k) dx

+C1

 ∫
Ωn,k

|∇Tk(u)|p dx


1
p

−
∫
Ω

a(x, un,∇Tk(u)) · ∇wn,kφ
′(wn,k) dx. (r)

Mostraremos agora que os dois últimos termos em (r) são muito pequenos. Com efeito,

primeiro calculemos

C1

 ∫
Ωn,k

|∇Tk(u)|p dx


1
p

.

Lembrando que

Tk(u) =



u se |u| ≤ k,

k u
|u| =

 k,

−k,
se |u| > k,

|∇Tk(u)| =

 |∇u| se |u| ≤ k,

0 se |u| > k.
(r)

Temos também que

Ω = {x ∈ Ω : |u(x)| ≤ k} ∪ {x ∈ Ω : |u(x)| > k} ,

Ωn,k = {x ∈ Ω : |un(x)| > k} .

Por simplicidade denotaremos

Ω1 = {x ∈ Ω : |u(x)| ≤ k} ,

Ω2 = {x ∈ Ω : |u(x)| > k} . (r′)
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Logo, temos Ω = Ω1 ∪ Ω2 e substituindo temos

C1

 ∫
Ωn,k

|∇Tk(u)|p dx


1
p

= C1

 ∫
Ω1∩Ωn,k

|∇Tk(u)|p dx


1
p

+ C1

 ∫
Ω2∩Ωn,k

|∇Tk(u)|p dx


1
p

.

Note que o segundo termo da soma acima se anula por (r). Assim, temos

C1

 ∫
Ωn,k

|∇Tk(u)|p dx


1
p

=C1

 ∫
Ω1∩Ωn,k

|∇Tk(u)|p dx


1
p

(r)
=C1

 ∫
Ω1∩Ωn,k

|∇u|p dx


1
p

≤C1

 ∫
Ωn,k

|∇u|p dx


1
p

pois med (Ω1 ∩ Ωn,k) ≤ med(Ωn,k)

=C1

∫
Ω

|∇u|pχ[Ωn,k] dx

 1
p

−→ 0, quando k → +∞, (r)

onde, na última igualdade aplicamos o teorema da convergência dominada, pois |∇u|pχ[Ωn,k] ≤
|∇u|p ∈ L1(Ω).

Resta mostrar que o último termo em (r) também é muito pequeno. De fato, lembrando

que

φ(z) = zeηz
2

onde z = wn,k

e

φ′(z) = eηz
2

+ 2z2ηeηz
2

é limitado em L∞(Ω)

e também que

∇wn,k = ∇(Tk(un)− Tk(u))

un → u q.t.p em Ω

Tk(un) → Tk(u) q.t.p em Ω, pois Tk é cont́ınua

Tk(un)− Tk(u) → 0 em quase todo ponto em Ω

=⇒ ∇ (Tk(un)− Tk(u)) −→ 0 em quase todo ponto em Ω (r)
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substituindo (r) e (r) no último termo de (r) temos que∫
Ω

a(x, un,∇un)∇wn,kφ
′(wn,k) dx

+C1

 ∫
Ωn,k

|∇Tk(u)|p dx


1
p

−
∫
Ω

a(x, un,∇Tk(u))∇wn,kφ
′(wn,k) dx

=

∫
Ω

a(x, un,∇un)∇wn,kφ
′(wn,k) dx+ ϵ′′n

onde

C1

 ∫
Ωn,k

|∇Tk(u)|p dx


1
p

−
∫
Ω

a(x, un,∇Tk(u))∇wn,kφ
′(wn,k) dx := ϵ′′n −→ 0, quand n→ ∞.

E finalizamos a demonstração da afirmação 2.7.

Além disso, por (1.4), (1.6) e (1.10), para k ≥ R1, vale também que

Afirmação 2.8.

−
∫
Ω

b(x, un,∇un)φ(wn,k) dx

≤ β3
α2

∫
Ω

[a(x, un,∇Tk(un))− a(x, un,∇Tk(u))] · ∇wn,k|φ(wn,k)| dx+ ϵ′′′n ,

(2.15)

onde ϵ′′′n → 0 quando n→ +∞.

Demonstração da afirmação 2.8. Uma vez que,

Ωn,k = {x ∈ Ω : |un(x)| > k},

wn,k = Tk(un)− Tk(u),

e

φ(wn,k) = wn,ke
ηw2

n,k = [Tk(un)− Tk(u)] e
η[Tk(un)−Tk(u)]

2

,
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então podemos reescrever −
∫
Ω

b(x, un,∇un)φ(wn,k) dx como

−
∫
Ω

b(x, un,∇un) [Tk(un)− Tk(u)] e
η[Tk(un)−Tk(u)]

2

=−
∫

Ωn,k

b(x, un,∇un) [Tk(un)− Tk(u)] e
η[Tk(un)−Tk(u)]

2

−
∫

Ω−Ωn,k

b(x, un,∇un)φ(wn,k) dx.

vejamos agora que o primeiro termo da última soma acima é nulo. Com efeito, já sabemos

que Tk(un) → Tk(u) em quase todo ponto em Ω. Mais ainda,

Tk(un)− Tk(u) = k
un
|un|

− k
u

|u|
=

{
k − k = 0 se un ≤ k,

−k + k = 0 se un > k.

Substituindo os dados acima, temos que realmente o primeiro termo é nulo, restando

apenas

−
∫
Ω

b(x, un,∇un)φ(wn,k) dx ≤ −
∫

Ω−Ωn,k

b(x, un,∇un)φ(wn,k) dx.

Mostraremos agora que o termo à direita da desigualdade acima equivale a

−
∫
Ω

b(x, un,∇Tk(un))φ(wn,k) dx.

De fato, substituindo os valores de (r) no termo acima, vem que∫
Ω

b(x, un,∇Tk(un))φ(wn,k) dx =

∫
Ωn,k

b(x, un,∇Tk(un))φ(wn,k) dx

+

∫
Ω−Ωn,k

b(x, un,∇Tk(un))φ(wn,k) dx

= 0 +

∫
Ω−Ωn,k

b(x, un,∇un)φ(wn,k) dx,

onde
∫

Ωn,k

b(x, un,∇Tk(un))φ(wn,k) dx = 0 devido a ∇Tk(un) = 0 em Ωn,k, por (r). Com

isso, vale que

−
∫

Ω−Ωn,k

b(x, un,∇un)φ(wn,k) dx = −
∫
Ω

b(x, un,∇Tk(un))φ(wn,k) dx. (r̃)

Lembrando que por (1.6) vale que β3|ξ|p ≥ −b(x, z, ξ) ≥ −β3|ξ|p. Agora, substituindo no
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termo do lado direito da última desigualdade acima, vem que

−
∫
Ω

b(x, un,∇Tk(un))φ(wn,k) dx ≤ β3

∫
Ω

|∇Tk(un)|p|φ(wn,k)| dx.

Além disso, por (1.4) vale que |ξ|p ≤ 1
α2a(x, z, ξ) · ξ, substituindo no termo a direita da

desigualdade acima, temos que

β3

∫
Ω

|∇Tk(un)|p|φ(wn,k)| dx ≤ β3
α2

∫
Ω

a(x, un,∇Tk(un)) · ∇Tk(un)|φ(wn,k)| dx.

Agora, usando que ∇wn,k = ∇Tk(un) − ∇Tk(u), podemos somar e subtrair os seguintes

termos para obter que o lado direito da última desigualdade acima equivale a

β3
α2

∫
Ω

a(x, un,∇Tk(un)) · ∇Tk(un)|φ(wn,k)| dx

=
β3
α2

∫
Ω

a(x, un,∇Tk(un))∇wn,k|φ(wn,k)| dx−
β3
α2

∫
Ω

a(x, un,∇Tk(u))∇wn,k|φ(wn,k)| dx

+
β3
α2

∫
Ω

a(x, un,∇Tk(u))∇wn,k|φ(wn,k)| dx+
β3
α2

∫
Ω

a(x, un,∇Tk(un))∇Tk(u)|φ(wn,k)| dx.

Finalmente, como ∇Tk(un) = ∇un em Ω− Ωn,k temos por (r̃) e pelo exposto acima que

−
∫
Ω

b(x, un,∇un)φ(wn,k) dx

≤ β3
α2

∫
Ω

[a(x, un,∇Tk(un))− a(x, un,∇Tk(u))] · ∇wn,k|φ(wn,k)| dx+ ϵ′′′n ,

onde ϵ′′′n → 0 e pode ser calculado similarmente ao caso anterior. E a afirmação

2.8 está provada.

Afirmação 2.9. Subtraindo (2.15) de (2.14) e levando em conta (2.13), obteremos que∫
Ω

[a(x, un,∇Tk(un))− a(x, un,∇Tk(u))] · ∇wn,kφ
′(wn,k) dx

−β3
α2

∫
Ω

[a(x, un,∇Tk(un))− a(x, un,∇Tk(u))] · ∇wn,k|φ(wn,k)| dx

≤
∫
Ω

f(x, u+n )φ(wn,k) dx+ ϵ′n + ϵ′′n + ϵ′′′n .
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Demonstração da afirmação 2.9. Com efeito, primeiramente notemos que∫
Ω

[a(x, un,∇Tk(un))− a(x, un,∇Tk(u))]∇wn,kφ
′(wn,k) dx

−
∫
Ω

b(x, un,∇un)φ(wn,k) dx

≤
∫
Ω

a(x, un,∇un)∇wn,kφ
′(wn,k) dx+ ϵ′′n por (2.14)

+
β3
α2

∫
Ω

[a(x, un,∇Tk(un))− a(x, un,∇Tk(u))]∇wn,k|φ(wn,k)| dx+ ϵ′′′n , por (2.15).

Consequentemente,∫
Ω

[a(x, un,∇Tk(un))− a(x, un,∇Tk(u))]∇wn,kφ
′(wn,k) dx

−β3
α2

∫
Ω

[a(x, un,∇Tk(un))− a(x, un,∇Tk(u))]∇wn,k|φ(wn,k)| dx

≤
∫
Ω

b(x, un,∇un)φ(wn,k) dx

+

∫
Ω

a(x, un,∇un)∇wn,kφ
′(wn,k) dx+ ϵ′′n + ϵ′′′n .

E, agora por (2.13) segue que o termo a direita da desigualdade acima é tal que∫
Ω

a(x, un,∇un)∇wn,kφ
′(wn,k) dx

+

∫
Ω

b(x, un,∇un)φ(wn,k) dx

≤
∫
Ω

f(x, u+n )φ(wn,k) dx+ ϵ′n + ϵ′′n + ϵ′′′n .

Concluindo assim a afirmação 2.9.

Afirmação 2.10. Pelo lema 1.1 e devido a (1.3), para todo k ≥ R1, temos∫
Ω

[a(x, un,∇Tk(un))− a(x, un,∇Tk(u))] · ∇wn,k dx→ 0
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quando n→ ∞.

Demonstração da afirmação 2.10. De fato, a fim de podermos aplicar o lema 1.1 to-

mando

α = [a(x, un,∇Tk(un))− a(x, un,∇Tk(u))] · ∇wn,k > 0,

β =
β3
α2

[a(x, un,∇Tk(un))− a(x, un,∇Tk(u))] · ∇wn,k > 0

Note que as afirmações acima fazem sentido por (1.7). E além disso, seja

φ = φ(wn,k),

φ′ = φ′(wn,k), (s)

onde φ(z) = zeηz
2
é uma função real e

η >

(
β

2α

)2

=

(
β3

α2
[a(x, un,∇Tk(un))− a(x, un,∇Tk(u))] · ∇wn,k

2 [a(x, un,∇Tk(un))− a(x, un,∇Tk(u))] · ∇wn,k

)2

=

(
β3
2α2

)2

.

Logo, pelo lema 1.1, com z = wn,k temos

0 < αφ′(z)− β|φ(z)| − 1

2
α.

Assim, substituindo a desigualdade acima e as hipóteses de (s) no termo da afirmação 2.9

obteremos

0 <
1

2

∫
Ω

α dx <

∫
Ω

αφ′(z) dx−
∫
Ω

β|φ(z)| dx

≤
∫
Ω

f(x, u+n )φ(z) dx+ ϵ′n + ϵ′′n + ϵ′′′n . (s)

Entretanto, aplicando (1.3) no termo à direita da última desigualdade acima, segue que∫
Ω

f(x, u+n )φ(z) dx+ ϵ′n + ϵ′′n + ϵ′′′n

≤C1

∫
Ω

|un|σ|φ(wn,k)| dx+ C2

∫
Ω

|φ(wn,k)| dx+ ϵ′n + ϵ′′n + ϵ′′′n

=|φ(wn,k)|

C1

∫
Ω

|un|σ dx+ C2

∫
Ω

dx

+ ϵ′n + ϵ′′n + ϵ′′′n

=|φ(wn,k)| (C1|un|σ∞ med(Ω) + C2 med(Ω)) + ϵ′n + ϵ′′n + ϵ′′′n −→ 0,
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pois φ(z) <∞ conforme vimos na afirmação 2.6 e como |un|∞ → 0 em L∞(Ω) e med(Ω) <

∞, segue que ∫
Ω

f(x, u+n )φ(z) dx+ ϵ′n + ϵ′′n + ϵ′′′n −→ 0.

O que contradiz (s). Logo,∫
Ω

[a(x, un,∇Tk(un))− a(x, un,∇Tk(u))]∇wn,k dx −→ 0,

sempre que n→ ∞. Finalizamos assim a demonstração da afirmação 2.10.

Com isso, assumindo a afirmação 2.10 e devido a r, podemos usar o lema B.1 de [13]

para concluir que

Tk(un) −→ Tk(u) em W 1,p
0 (Ω).

Finalizando assim a demonstração do passo 1.

Demonstração do passo 2:

Queremos provar que para todo δ > 0, existem k0 ≥ R1 e n0 ∈ N tais que ∥Gk(un)∥1,p < δ

para todo k ≥ k0 e n ≥ n0.

Para ver o passo 2, primeiramente tomamos vn = Gk(un) como função teste em (2.10), e

usando (2.9) temos que vale a seguinte

Afirmação 2.11.∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

a(x, un,∇un) · ∇Gk(un) dx+

∫
Ω

b(x, un,∇un)Gk(un) dx−
∫
Ω

f(x, u+n )Gk(un) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ ϵ′′′′n ,

com ϵ′′′′n → 0 quando n→ +∞.

Demonstração da afirmação 2.11. De fato, por um lado sabemos que

⟨J ′(un), v⟩ =
∫
Ω

a(x, un,∇un)∇v dx+
∫
Ω

b(x, un,∇un)v dx−
∫
Ω

f(x, u+n )v dx

substituindo vn = Gk(un) como função teste em (2.10) segue que, o lado direito da

igualdade acima é tal que∫
Ω

a(x, un,∇un)∇Gk(un) dx+

∫
Ω

b(x, un,∇un)Gk(un) dx−
∫
Ω

f(x, u+n )Gk(un) dx

≤ϵn
[
|Gk(un)|∞

Mn

+ ∥Gk(un)∥1,p
]
, ∀ Gk(un) ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω). (t)
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Observe que de Gk(un) = un − Tk(un) temos

Gk(un) =

 0 se |un| ≤ k

un − k un

|un| se |un| > k
|∇Gk(u)| =

 0 se |un| ≤ k

∇un se |un| > k ≥ R1

(t)

além disso por (2.9) temos |un|∞ ≤ 2Mn.

Agora substituindo as observações acima na expressão a direita da desigualdade em (t)

temos que

ϵn

[
|un − k|∞

Mn

+ ∥un − k∥1,p
]
≤ ϵn

[
|un|∞
Mn

+ ∥un∥1,p
]

≤ ϵn

[
2Mn

Mn

+ ∥un∥1,p
]

= ϵn [2 + ∥un∥1,p]

≤ ϵ′′′′n ,

onde ϵ′′′′n → 0 já que ∥un∥1,p < ∞ pela primeira parte da proposição, consequentemente

2 + ∥un∥1,p é limitado, e ainda por hipótese temos ϵn → 0. Além disso, se substituirmos

vn por −vn segue que, também vale

−
∫
Ω

a(x, un,∇un)∇Gk(un) dx−
∫
Ω

b(x, un,∇un)Gk(un) dx+

∫
Ω

f(x, u+n )Gk(un) dx ≤ ϵ′′′′n ,

multiplicando ambos os lados por (−1), temos∫
Ω

a(x, un,∇un)∇Gk(un) dx+

∫
Ω

b(x, un,∇un)Gk(un) dx−
∫
Ω

f(x, u+n )Gk(un) dx ≥ −ϵ′′′′n

Logo,∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

a(x, un,∇un)∇Gk(un) dx+

∫
Ω

b(x, un,∇un)Gk(un) dx−
∫
Ω

f(x, u+n )Gk(un) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ ϵ′′′′n

com ϵ′′′′n → 0. Donde finalizamos a demonstração da afirmação 2.11.

Observe que por (t) substituindo ∇Gk(un) por ∇un no termo a esquerda da

desigualdade da afirmação 2.11, temos∫
Ω

a(x, un,∇un)∇un dx+
∫
Ω

b(x, un,∇un)Gk(un) dx−
∫
Ω

f(x, u+n )Gk(un) dx ≤ ϵ′′′′n . (t)

Assim, devido a (1.3), (1.4), (1.10) e ao teorema de imersão de Sobolev, para todo k ≥ R1,
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podemos deduzir a seguinte

Afirmação 2.12.

α2

∫
Ω

|∇Gk(un)|p dx ≤ ϵ′′′′n + C3∥Gk(un)∥1,p (med(Ωn,k))
p−1
p

+ C4∥Gk(un)∥1,p∥un∥σ1,p(med(Ωn,k))
1
p1

− σ
p∗

em que p1 =
Np

Np−N+p
é o expoente conjugado de Hölder do expoente de Sobolev p∗.

Demonstração da afirmação 2.12. Com efeito, note que por (1.4) temos

α2

∫
Ω

|∇Gk(un)|p dx+
∫
Ω

b(x, un,∇un)Gk(un) dx

≤
∫
Ω

a(x, un,∇un)∇un dx+
∫
Ω

b(x, un,∇un)Gk(un) dx

≤ϵ′′′n +

∫
Ω

f(x, u+n )Gk(un) dx

ou seja,

α2

∫
Ω

|∇Gk(un)|p dx ≤ ϵ′′′n +

∫
Ω

f(x, u+n )Gk(un) dx

em que a última desigualdade se justifica devido a (t) e a (1.10) pois b(x, un,∇un)Gk(un) ≥
0. Agora veja que do termo que aparece na última desigualdade acima, segue de (1.3) que

ϵ′′′′n +

∫
Ω

f(x, u+n )Gk(un) dx ≤ ϵ′′′′n + C2

∫
Ω

|Gk(un)| dx+ C1

∫
Ω

|un|σ|Gk(un)| dx.

Por (r′) e por (t), podemos reescrever o termo a direita da desigualdade acima como

ϵ′′′′n +C1

∫
Ω−Ωn,k

|un|σ|Gk(un)| dx+ C1

∫
Ωn,k

|un|σ|Gk(un)| dx

+C2

∫
Ω−Ωn,k

|Gk(un)| dx+ C2

∫
Ωn,k

|Gk(un)| dx

= ϵ′′′′n +C2

∫
Ωn,k

|Gk(un)| dx+ C1

∫
Ωn,k

|un|σ|Gk(un)| dx. (u)

Vamos agora estudar o que ocorre com os termos da soma a direita de (u), começando

pelo último termo. Vejamos que podemos aplicar a desigualdade de Hölder e usar que
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por (1.3) p∗ = Np
N−p

. Logo, precisamos obter o expoente conjugado de Hölder de p∗ e a

este iremos chamar p1. De fato, pela desigualdade de Hölder podemos escrever o último

termo da soma a direita em (u) como

∫
Ωn,k

|un|σ|Gk(un)| dx ≤

 ∫
Ωn,k

|un|σp1 dx


1
p1

 ∫
Ωn,k

|Gk(un)|p
∗
dx


1
p∗

onde
1

p∗
+

1

p1
= 1.

Substituindo p∗ = Np
N−p

acima , segue que

1
Np
N−p

+
1

p1
= 1 =⇒ N − p

Np
+

1

p1
= 1

=⇒ 1

p1
= 1− N − p

Np

=⇒ 1

p1
=
Np−N − p

Np

=⇒ p1 =
Np

Np−N − p
.

Observe que  ∫
Ωn,k

|Gk(un)|p
∗


1
p∗

= |Gk(un)|p∗ .

Desta forma, o último termo da soma em (u) pode ser reescrita como

∫
Ωn,k

|un|σ|Gk(un)| ≤

 ∫
Ωn,k

|un|σp1 dx


1
p1

|Gk(un)|p∗ . (u)

Analogamente, podemos aplicar a desigualdade de Hölder no penúltimo termo da soma a

direita de (u) tal que,∫
Ωn,k

|Gk(un)| dx =

∫
Ωn,k

1 · |Gk(un)| dx

≤

 ∫
Ωn,k

1 dx


1/q ∫

Ωn,k

|Gk(un)|p dx


1/p

=(med(Ωn,k))
1/q |Gk(un)|p, (u)
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onde q = p
p−1

. De fato,

1

q
+

1

p
= 1 =⇒ 1

q
= 1− 1

p

=⇒ 1

q
=
p− 1

p

=⇒ q =
p

p− 1

Agora, substituindo as observações acima em (u), obteremos∫
Ωn,k

|Gk(un)| dx ≤ (med(Ωn,k))
p−1
p |Gk(un)|p. (u)

Com isso, substituindo (u) e (u) em (u), temos que

ϵ′′′′n + C2

∫
Ωn,k

|Gk(un)| dx+ C1

∫
Ωn,k

|un|σ|Gk(un)| dx

≤ϵ′′′′n + C2 (med(Ωn,k))
p−1
p |Gk(un)|p + C1

 ∫
Ωn,k

|un|σp1 dx


1
p1

|Gk(un)|p∗ . (v)

Veja que podemos aplicar novamente a desigualdade de Hölder para o termo
∫

Ωn,k

|un|σp1 dx

que aparece em (v).

Com efeito,

 ∫
Ωn,k

|un|σp1 dx


1
p1

=

∫
Ωn,k

(1 · |un|σp1 dx)
1
p1

≤


 ∫
Ωn,k

|1| dx


1/q

·

 ∫
Ωn,k

|un|σp1t dx


1/t


1
p1

= [med(Ωn,k)]
1
q

1
p1

 ∫
Ωn,k

|un|σp1t dx


1
t

1
p1

, (v)
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onde 1
q

1
p1

+ 1
t

1
p1

= 1
p1
, equivalentemente 1

q
+ 1

t
= 1. Assim, considerando

1

q

1

p1
=

1

p1
− σ

p∗
=

1

p1

(
1− σp1

p∗

)
=⇒ 1

q
= 1− σp1

p∗

e também que

1

q
+

1

t
= 1 =⇒ 1

t
= 1− 1

q

=⇒ 1

t
=
σp1
p∗

=⇒ t =
p∗

σp1
.

De onde segue que,


 ∫
Ωn,k

|un|σp1t dx


1
t


1
p1

=


 ∫
Ωn,k

|un|p
∗
dx


σ
p∗ p1


1
p1

=


 ∫
Ωn,k

|un|p
∗
dx


1
p∗


σ

≤ |un|σp∗
≤ ∥un∥σ1,p,

onde na última desigualdade aplicamos o teorema de Rellich–Kondrachov (ver teorema

9.16 em [15]).

Substituindo a desigualdade acima em (v) temos que

 ∫
Ωn,k

|un|σp1 dx


1
p1

≤ (med(Ωn,k))
1
p1

− σ
p∗ ∥un∥σ1,p. (v)

Finalmente, substituindo (v) em (v), e usando imersão de Sobolev segue que

ϵ′′′′n + C2(med(Ωn,k))
p−1
p |Gk(un)|p + C1|Gk(un)|p∗

 ∫
Ωn,k

|un|σp1 dx


1
p1

≤ϵ′′′′n + C3∥Gk(un)∥1,p(med(Ωn,k))
p−1
p + C4∥Gk(un)∥1,p∥un∥σ1,p(med(Ωn,k))

(
1
p1

− σ
p∗

)
.
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Com isso, acabamos de provar a afirmação 2.12.

Observe agora que,(
1

p1
− σ

p∗

)
=
p∗ − σp1
p1p∗

=

(
1− σp1

p∗

)
1

p1

de forma que σ < p∗ − 1 = Np
N−p

− 1 = Np−N+p
N−p

= p∗

p1
, consequentemente

σ
p1
p∗
<
p∗

p1
· p1
p∗

= 1 =⇒ 1− σp1
p∗

> 0.

Com estas observações, podemos provar a seguinte

Afirmação 2.13.

α2

2
∥Gk(un)∥p1,p ≤ ϵ′′′′n + C5

p− 1

p

[
(med(Ωn,k))

p−1
p + (med(Ωn,k))

(1−σp1
p∗ )

1
p1

]
,

onde C5 := C3 + C4∥un∥σ1,p, pois ∥un∥1,p é limitado em W 1,p
0 (Ω).

Demonstração da afirmação 2.13. Com efeito, primeiramente, veja que o lado esquerdo

da desigualdade demonstrada na afirmação 2.12 é equivalente a

α2∥Gk(un)∥p1,p = α2

∫
Ω

|∇Gk(un)|p dx,

pois foi como definimos a norma em W 1,p
0 (Ω) na notação número 2.

Agora, olhando para o lado direito da desigualdade na afirmação 2.12 como ∥un∥1,p é

limitado em W 1,p
0 (Ω) tomando C3 + C4∥un∥σ1,p := C5, podemos reescrever a desigualdade

da afirmação anterior como

α2∥Gk(un)∥p1,p ≤ ϵ′′′′n +C5

[
(med(Ωn,k))

p−1
p + (med(Ωn,k))

(1−σp1
p∗ )

1
p1

]
∥Gk(un)∥1,p (w).

Pela desigualdade de Young, se tomarmos a = ∥Gk(un)∥1,p e b = 1, e se 1
p
+ 1

q
= 1 temos

1
q
= p−1

p
e então vale que

∥Gk(un)∥1,p · 1 ≤
∥Gk(un)∥p1,p

p
+

1q

q

=
∥Gk(un)∥p1,p

p
+
p− 1

p
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Logo, a desigualdade em (w) pode ser reescrita como

α2∥Gk(un)∥p1,p ≤ ϵ′′′′n + C5

[
(med(Ωn,k))

p−1
p + (med(Ωn,k))

(1−σp1
p∗ )

1
p1

](∥Gk(un)∥p1,p
p

+
p− 1

p

)
= ϵ′′′′n + C5

[
(med(Ωn,k))

p−1
p + (med(Ωn,k))

(1−σp1
p∗ )

1
p1

] ∥Gk(un)∥p1,p
p

+ C5

[
(med(Ωn,k))

p−1
p + (med(Ωn,k))

(1−σp1
p∗ )

1
p1

] p− 1

p
. (w)

Dado, que Ωn,k = {x ∈ Ω : |un(x)| > k} ⊂ {x ∈ Ω : h(x) > k}, então segue que

lim
k→∞

med(Ωn,k) = 0

uniformemente em n ∈ N. O que é verdade, pois caso contrário, supondo que lim
k→∞

med(Ωn,k) >

0, dáı como Ωn,k+1 ⊂ Ωn,k, consequentemente med

(⋂
k∈N

Ωn,k

)
> 0. Entretanto, dado

x ∈
⋂
k∈N

Ωn,k temos que h(x) = ∞ um absurdo, caso h não tenha R como contradomı́nio.

Desta forma, como vale lim
k→∞

med(Ωn,k) = 0 temos que, para cada δ > 0, existe k0 ≥ R1

tal que para todo k ≥ k0 e n ∈ N, o penúltimo termo que aparece na soma em (w), pode

ser escrito como

C5

p

[
(med(Ωn,k))

p−1
p + (med(Ωn,k))

(1−σp1
p∗ )

1
p1

]
∥Gk(un)∥p1,p <

α2

2
.

Consequentemente, o último termo da soma na igualdade em (w) fica

α2

2
∥Gk(un)∥p1,p ≤ ϵ′′′′n + C5

p− 1

p

[
(med(Ωn,k))

p−1
p + (med(Ωn,k))

(1− σ
p∗ )

1
p1

]
,

de onde conclúımos a demonstração da afirmação 2.13.

Portanto, existe n0 ∈ N tal que

∥Gk(un)∥1,p < δ ∀ k ≥ k0, ∀ n ≥ n0.

O que conclui a demonstração do passo 2 e também da proposição.



Caṕıtulo 3

Estimativa para L∞(Ω)

Estudaremos algumas desigualdades para as normas Lp(Ω) em 2 ≤ p < +∞ a partir das

soluções do problema de Dirichlet para a equação Lu = T que foi demonstrada em outras

referências por Stampacchia [55], [56], [57] e por [41] fornecendo alguns novos detalhes.

Neste caṕıtulo, Lu é um operador eĺıptico de segunda ordem do tipo

Lu = − (aijuxi
+ dju)xj

+ (biuxi
+ cu) .

A fim de provarmos o teorema principal deste caṕıtulo precisaremos do seguinte lema,

cuja demonstração encontra-se em [54] e [56].

Lema 3.1. Seja φ(t) uma função definida para t ≥ k0, não negativa e não crescente tal

que se h > k ≥ k0 tem-se que

φ(h) ≤ C

(h− k)α
[φ(k)]β (3.1)

onde C, α, β são constantes positivas. Assim, se

(I) β > 1 tem-se

φ(k0 + d) = 0 (3.2)

onde

dα = C [φ(k0)]
β−1 2

αβ
(β−1) (3.3)

(II) β = 1 tem-se

φ(h) ≤ e · e[−ζ(h−k0)]φ(k0) onde ζ = (eC)−
1
α (3.4)

68
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(III) β < 1 e k0 > 0

φ(h) ≤ 2
µ

(1−β)

{
C

1
(1−β) + (2k0)

µφ(k0)
}
· h−µ onde µ =

α

1− β
(3.5)

Seja u(x) uma subsolução em H1
0 (Ω) em relação à equação

Lu = T = −
∑

(fi)xi
(Θ)

então tem-se

a(u, φ) =

∫
Ω

{
aijuxi

φxj
+ biuxi

φ+ djuφxj
+ cuφ

}
dx ≤

∫
Ω

fiφxi
dx (3.6)

para toda φ ∈ D(Ω) com φ(x) ≥ 0 em Ω.

Consideremos verdadeiras as seguintes premissas:

(i) L é uniformemente eĺıptica, isto é, existe uma constante ν ≥ 0 tal que

ν|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj

com x ∈ Ω, ξ ∈ RN .


|aij(x)| ≤M,

bi(x), di(x) ∈ LN(Ω), (i = 2, · · · , N)

c(x) ∈ LN/2(Ω)

(ii) fi ∈ Lp(Ω), i = 1, 2, · · · , n, com p > N ;

(iii) no sentido das distribuições, temos:

c−
∑

(di)xi
≥ c0 > −∞,

(iv) maxu
∂Ω

≤ Φ < +∞ onde Φ ≥ 0 é uma constante.

Teorema 3.1. Sejam as hipóteses (i) − (iv), então existem constantes K e R, onde R

não depende de Ω, tal que

maxu
Ω

≤ max
(
0,maxu

∂Ω

)
+K

∑
|fi|p (med(Ω))

1
N
− 1

p +R|u|2 (3.7)

onde u é subsolução de (Θ). A constante R será nula se o funcional a(u, φ) for coercivo

em H1
0 (Ω).
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Demonstração. Fixemos λ > −c0 de forma que a(u, v) + λ(u, v)L2(Ω) seja coercivo em

H1
0 (Ω), isto é, existe α > 0 tal que

a(u, u) + λ(u, u)L2(Ω) ≥ α∥u∥21,2, (Aa)

onde ∥u∥1,2 = |∇u|2.
Agora, de (3.6) temos

a(u, φ) + λ(u, φ)L2(Ω) ≤

∫
Ω

fiφxi
dx

+ λ(u, φ)L2

=

∫
Ω

fiφxi
dx+ λ

∫
Ω

uφ dx

=

∫
Ω

[
fiφxi

+ λuφ
]
dx. (Bb)

Defina a função v = max {u− k, 0} com k > Φ, onde

Φ := max {max
∂Ω

{u− k}, 0}.

Note que v ∈ H1
0 (Ω) pelo teorema A.6 com p = 2. Seja A(k) = {x ∈ Ω : u(x) ≥ k}, se

v ̸= 0 temos v = u− k e vxi
= uxi

em A(k). Tomando φ = v segue de (3.6) que∫
A(k)

[
aijuxi

vxj
+ biuxi

v + djuvxj
+ cuv + λuv

]
dx ≤

∫
A(k)

[
fivxi

+ λuv
]
dx.

Assim, usando agora que u = v + k e uxi
= vxi

, temos∫
A(k)

[
aijvxi

vxj
+ bivxi

v + dj(v + k)vxj
+ c(v + k)v + λ(v + k)v

]
dx ≤

∫
A(k)

[
fivxi

+ λuv
]
dx

isto é, ∫
A(k)

[
aijvxi

vxj
+ bivxi

v + djvvxj
+ cvv

]
dx+λ

∫
A(k)

vv dx

+

∫
A(k)

[
djkvxj

+ ckv
]
dx+ λ

∫
A(k)

kv dx ≤
∫

A(k)

[
fivxi

+ λuv
]
dx.
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Note que∫
A(k)

[
djkvxj

+ ckv
]
dx+ λ

∫
A(k)

kv dx

=k

∫
A(k)

djvxj
dx+ ck

∫
A(k)

v dx+ λk

∫
A(k)

v dx

=− k

∫
A(k)

(dj)xj
v dx+ k

∫
A(k)

cv dx+ k

∫
A(k)

λv dx, usando integração por partes

=k

∫
A(k)

(
c− (dj)xj

)
v dx+ k

∫
A(k)

λv dx

≥k
∫

A(k)

c0v dx+ k

∫
A(k)

λv dx, pela hipótese (iii)

=k(c0 + λ)

∫
A(k)

v dx > 0, pois λ > −c0.

Portanto,∫
A(k)

[
aijvxi

vxj
+ bivxi

v + djvvxj
+ cvv

]
dx+ λ

∫
A(k)

vv dx ≤
∫

A(k)

[
fivxi

+ λuv
]
dx

ou, equivalentemente,

a(v, v) + λ(v, v)L2(Ω) ≤
∫

A(k)

[
fivxi

+ λuv
]
dx. (3.8)

Agora, aplicando (Aa) temos

α∥v∥21,2 ≤
∫

A(k)

[
fivxi

+ λuv
]
dx =

∫
A(k)

fivxi
dx+ λ

∫
A(k)

uv dx. (Cc)

Usando a desigualdade de Hölder em
∫

A(k)

fivxi
dx temos

α∥v∥21,2 ≤ |fi|2|vxi
|2 + λ

∫
A(k)

uv dx.

Usando a desigualdade de Young (versão alternativa)

|vxi
|2|fi|2 ≤ ϵ|vxi

|22 + Cϵ|fi|22
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para Ω ⊂ RN domı́nio limitado.

Sabemos que p∗ = Np
N−p

e que (p∗)′ = Np
N+p

e aplicando a desigualdade de Hölder, a segunda

parcela da soma em (Cc) pode ser reescrita como:

∫
A(k)

uv dx ≤

 ∫
A(k)

|v|2∗ dx


1
2∗
 ∫
A(k)

|u|(2∗)′ dx


1

(2∗)′

= |v|2∗

 ∫
A(k)

|u|(2∗)′ dx


1

(2∗)′

.

Agora, usando imersão de Sobolev com W 1,p(A(k)) ↪→ Ls(A(k)), 1 ≤ s ≤ q∗, temos

∫
A(k)

uv dx ≤ c̃∥v∥1,2

 ∫
A(k)

|u|(2∗)′ dx


1

(2∗)′

e aplicando a desigualdade de Young, vem que

∫
A(k)

uv dx ≤ ϵc̃2∥v∥21,2 + Cϵ

 ∫
A(k)

|u|(2∗)′ dx


2

(2∗)′

.

Substituindo tudo em (Cc) temos

α∥v∥21,2 ≤ ϵ|vxi
|22 + Cϵ|fi|22 + ϵλc̃2∥v∥21,2 + Cϵλ

 ∫
A(k)

|u|(2∗)′ dx


2

(2∗)′

≤ ϵ
(
N + λc̃2

)
∥v∥21,2 + Cϵ|fi|22 + Cϵλ

 ∫
A(k)

|u|(2∗)′ dx


2

(2∗)′

,

pois |vxi
|2 ≤ |∇v|2 = ∥v∥1,2.

Assim temos,

(
α− ϵ

(
N + λc̃2

))
∥v∥21,2 ≤ Cϵ|fi|22 + Cϵλ

 ∫
A(k)

|u|(2∗)′ dx


2

(2∗)′

.

Com isso, para ϵ suficientemente pequeno, de forma que
(
α− ϵ

(
N + λc̃2

))
> 0, existe

t > 0 tal que
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∥v∥21,2 ≤ t

 ∫
A(k)

f 2
i dx+ λ

 ∫
A(k)

|u|(2∗)′ dx


2

(2∗)′


= t

 ∫
A(k)

f 2
i dx+ λ

 ∫
A(k)

u(2
∗)′ dx


2

(2∗)′
 . (Dd)

Agora, usando a desigualdade de Hölder com s = p
2
e s′ = p

p−2
no primeiro termo de (Dd)

temos

∫
A(k)

f 2
i dx ≤

 ∫
A(k)

f
2 p
2

i dx


2
p
 ∫
A(k)

1
p

p−2 dx


1− 2

p

= |fi|2p(med(A(k)))1−
2
p .

Considerando r > (2∗)′ e usando a desigualdade de Hölder com expoentes s = r
(2∗)′

e

s′ = r
r−(2∗)′

no último termo da soma em (Dd), temos

 ∫
A(k)

u(2
∗)′ dx


2

(2∗)′

≤


 ∫
A(k)

u(2
∗)′s dx


1
s
 ∫
A(k)

1s
′
dx


1
s′


2
(2∗)′

=


 ∫
A(k)

ur dx


(2∗)′

r

(med(A(k)))
r−(2∗)′

r


2

(2∗)′

=

 ∫
A(k)

ur dx


2
r

(med(A(k)))
2

(2∗)′−
2
r

= |u|2r (med(A(k)))
2

(2∗)′−
2
r

Então, podemos reescrever (Dd) como:

∥v∥21,2 ≤ t
[
|fi|2p (med(A(k)))1−

2
p + λ|u|2r (med(A(k)))

2
(2∗)′−

2
r

]
.

Desde que W 1,p
0 (A(k)) ↪→ L2∗(A(k)), existe c > 0 tal que |v|2∗ ≤ c∥v∥1,2, assim vale
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também que

1

c
|v|22∗ ≤ ∥v∥21,2 ≤ t

[
|fi|2p (med(A(k)))1−

2
p + λ|u|2r (med(A(k)))

2
(2∗)′−

2
r

]
.

Por outro lado, como h > k > Φ temos que A(h) ⊂ A(k). Consequentemente, com

v = u− k temos ainda que

|v|22∗ =

 ∫
A(k)

v2
∗
dx


2
2∗

=

 ∫
A(k)

(u− k)2
∗
dx


2
2∗

≥

 ∫
A(h)

(u− k)2
∗
dx


2
2∗

≥

 ∫
A(h)

(h− k)2
∗
dx


2
2∗

em que a última desigualdade se justifica pelo fato de que u(x) ≥ h > k em

A(h) = {x ∈ Ω : u(x) ≥ h}.

Assim,

|v|22∗ ≥ (h− k)2

 ∫
A(h)

1 dx


2
2∗

= (h− k)2 (medA(h))
2
2∗ .

Portanto,

(h− k)2 (med(A(h)))
2
2∗ ≤

≤ t
[
|fi|2p (medA(k))1−

2
p + λ|u|2r (medA(k))

2
(2∗)′−

2
r

]
≤ t
[
|fi|2p (med A(k))min{1− 2

p
;N+2

N
− 2

r}/(1− 2
N ) + λ|u|2r (med A(k))min{1− 2

p
;N+2

N
− 2

r}/(1− 2
N )
]

≤ t
[
|fi|2p + λ|u|2r

]
(med(A(k)))min{1− 2

p
;N+2

N
− 2

r}/(1− 2
N ) ,

isto é,

med(A(h)) ≤ t
2∗
2

(h− k)2∗
[
|fi|2p + λ|u|2r

] 2∗
2 (med(A(k)))min{1− 2

p
;N+2

N
− 2

r}/(1− 2
N )

=
K

(h− k)2∗
[
|fi|2p + λ|u|2r

] 2∗
2 (med(A(k)))β

(3.9)
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em que β = min
{
1− 2

p
; N+2

N
− 2

r

}
/
(
1− 2

N

)
e K = t

2∗
2 .

Como u ∈ L2(Ω), segue de (3.9) com r = 2 e devido ao lema 3.1 item (III), que u ∈ Lt1(Ω)

com t1 > 2. Ainda por (3.9) com r = t1 e devido ao lema 3.1 item (III) segue que

u ∈ Lt2(Ω) com t2 > t1 > 2. Fazendo esta iteração temos que u ∈ Lr(Ω) com

N + 2

N
− 2

r
> 1− 2

p
,

pois p > N =⇒ 1
N
> 1

p
=⇒ 2

N
> 2

p
. Portanto, β > 1. Dáı, aplicando o lema 3.1 item

(I) temos que med (A(k0 + d)) = 0 onde

d2
∗
= C (med(A(k0)))

β−1 2
2∗β

(β−1) , k0 ≤ k

isto é,

d =

(
K
(
|fi|2p + λ|u|2r

) 2∗
2 (med(A(k0)))

β−1 2
2∗β

(β−1)

) 1
2∗

= K
1
2∗
(
|fi|2p + λ|u|2r

) 1
2 (med(A(k0)))

β−1
2∗ 2

β
(β−1)

≤ K
1
2∗
(
|fi|p + λ

1
2 |u|r

)
(med(Ω))

β−1
2∗ 2

β
(β−1) , pelo teoremaA.3 item 3.

Considerando β = 2∗

p∗
+ 1 > 1 segue que

d ≤ K
1
2∗
(
|fi|p + λ

1
2 |u|r

)
(med(Ω))

1
N
− 1

p 2
β

(β−1) .

Para r = 2, segue que

d ≤K
1
2∗ |fi|pmed(Ω)

1
N
− 1

p2
β

(β−1) +K
1
2∗ λ

1
2med(Ω)

1
N
− 1

p2
β

β−1 |u|2

=K|fi|p (med(Ω))
1
N
− 1

p +R|u|2

≤max
{
0,max

∂Ω
u
}
+K

N∑
i=1

|fi|p (med(Ω))
1
N
− 1

p +R|u|2.

Desde que, para β > 1 por (3.2) segue que

0 = med (A(k0 + d)) = med{x ∈ Ω : u(x) ≥ k0 + d > d}.

Segue que u(x) ≤ d, x ∈ Ω, logo u ∈ L∞(Ω) e consequentemente max
Ω

u ≤ d.



Caṕıtulo 4

Solução para equação de

Euler-Lagrange com termo

quase-linear

Neste caṕıtulo estudaremos a existência de pontos cŕıticos para um dado funcional e

mostraremos a existência de soluções fracas positivas para a equação de Euler-Lagrange

à qual o funcional J está associado. Dado Ω ∈ RN aberto e limitado, with N > 2, e uma

função mensurável a(x) tal que

0 < α ≤ a(x) ≤ β (4.1)

em quase todo ponto x ∈ Ω.

O funcional a ser estudado é

J(v) =
1

2

∫
Ω

[a(x) + |v|γ] |∇v|2 dx− 1

p

∫
Ω

(v+)p dx,

se γ > 1 e p > 1. E este está associado à seguinte equação de Euler-Lagrange:−div([a(x) + |u|γ]∇u) + γ
2
|u|γ−2u|∇u|2 = up−1, em Ω,

u = 0, em ∂Ω.
(4.2)

Iremos encontrar funções não-negativas e não-triviais u ∈ H1
0 (Ω) tais que uγ−1|∇u|2 ∈

L1(Ω), e tal que∫
Ω

[a(x) + uγ]∇u∇v dx+ γ

2

∫
Ω

uγ−1|∇u|2v dx =

∫
Ω

up−1v dx,
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para todo v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω), resumidamente, em outras palavras mostraremos a

existência de soluções fracas positivas para γ > 1 para a equação (4.2).

Teorema 4.1. Se γ > 1 é tal que γ + 2 < 2∗, e p satisfaz

γ + 2 < p <
2∗

2
(γ + 2) (4.3)

então existe uma solução fraca positiva u ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) do problema de Dirichlet

(4.2).

Demonstração. Usaremos ferramentas do método variacional para obter a solução positiva

u que satisfaz (4.2). Com o objetivo de deixar clara a estratégia usada para resolver este

tipo de problema dividiremos a demonstração em algumas etapas, as quais são

Passo 1: Definição de um funcional truncado;

Passo 2: Geometria e compacidade para o funcional truncado;

Passo 3: Estimativa L∞ para a solução obtida no passo anterior;

Passo 4: Conclusão

Passo 1: Definindo um funcional truncado

Seja q um número real tal que γ + 2 < q < min(p, 2∗). Se m e n são números

inteiros positivos, vamos considerar a regularização C1 do truncamento ao ńıvel m, Tm(t),

definido por

Tm(t) =



−m− 1
2

se t ≤ −m− 1,

(m+ 1)t+ t2+m2

2
se −m− 1 ≤ t ≤ −m,

t se −m ≤ t ≤ m,

(m+ 1)t− t2+m2

2
se m ≤ t ≤ m+ 1,

m+ 1
2

se m+ 1 ≤ t,

(4.4)

onde o gráfico associado a (4.4) é
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Consideremos ainda a regularização C1do truncamento da função tp

p
dado por

fn(t) =


(t+)p

p
se t < n,

np
(

1
p
− 1

q

)
+ np−qtq

q
se n ≤ t.

(4.5)

Note que da definição de fn temos que se t = n então

fn(n) = np

(
1

p
− 1

q

)
+
nn−qnq

q

=
np

p
− np

q
+
npn−qnq

q

=
np

p
− np

q
+
np

q

=
np

p

Assim o gráfico referente a (4.5) é
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Afirmação 4.1.

0 ≤ fn(t) ≤
np−qtq

q
, ∀ t ≥ 0. (4.6)

Demonstração da afirmação 4.1: Em todo caso, como q < min{p, 2∗}, ou seja, p > q o

que implica que 1
p
< 1

q
.

[Caso: t ≥ n ] Por um lado temos,

fn(t) = np

(
1

p
− 1

q

)
+
np−qtq

q

<
np−qtq

q

pois 1
p
− 1

q
< 0.

Por outro lado,

fn(t) = np

(
1

p
− 1

q

)
+
np−qtq

q

≥ np

(
1

p
− 1

q

)
+
np−qnq

q

=
np

p
− np

q
+
np

q
≥ 0.

[Caso: t < n ] De um lado, claramente fn(t) ≥ 0, pois t ≥ 0.
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De outro lado,

fn(t) =
tp

p

=
tptq

ptq

<
tp−qtq

q
, pois

1

p
<

1

q

<
np−qtq

q
, pois t < n.

Afirmação 4.2.

0 ≤ fn(t) ≤
tp

p
, ∀t ≥ 0. (4.7)

Demonstração da afirmação 4.2: Do que foi argumentado na afirmação anterior, já pro-

vamos que fn(t) ≥ 0, ∀t ≥ 0. Resta provar que fn(t) ≤ tp

p
, ∀t ≥ 0, o que é claro se t < n.

Enquanto que se t ≥ n, definimos

gn(t) = fn(t)−
tp

p

=
np

p
− np

q
+
np−qtq

q
− tp

p
.

Por um lado veja que quando n = t, temos

gn(n) =
np

p
− np

q
+
np−qnq

q
− np

p

= −n
p

q
+
np

q
= 0.

Note ainda que,

g′n(t) = np−qtq−1 − tp−1

= tq−1(np−q − tp−q) < 0,

ou seja, g é decrescente e gn(t) < gn(n) = 0, quando t > n. Isto é, fn(t) − tp

p
≤ 0, o que

implica que

fn(t) ≤
tp

p
, ∀t ≥ n.

Conclúımos assim a prova da afirmação 4.2.
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Vamos agora considerar o funcional truncado

Jm,n(v) =
1

2

∫
Ω

[a(x) + |Tm(v)|γ]|∇v|2 dx−
∫
Ω

fn(v) dx, (4.8)

para v ∈ H1
0 (Ω).

Afirmação 4.3. O funcional em (4.8) está bem definido.

Demonstração da afirmação 4.3: Para provar a afirmação, basta mostrarmos que para

todo v ∈ H1
0 (Ω), tem-se Jm,n(v) <∞. De fato, por (4.1) sabemos que 0 < α ≤ a(x) ≤ β,

além disso, pela definição de Tm temos |Tm(v)|γ ≤
(
m+ 1

2

)γ
e uma vez que v ∈ H1

0 (Ω) ∩
L∞(Ω) isso implica que, no caso do primeiro termo

1

2

∫
Ω

[a(x) + |Tm(v)|γ]|∇v|2 dx ≤ 1

2

∫
Ω

[
β +

(
m+

1

2

)γ]
|∇v|2 dx

=
1

2

[
β +

(
m+

1

2

)γ] ∫
Ω

|∇v|2 dx

=
1

2

[
β +

(
m+

1

2

)γ]
∥v∥21,2 <∞.

Resta checar que
∫
Ω

fn(v) dx < +∞. Para tanto, lembremos que por (4.6) vale que

0 ≤ fn(t) ≤ np−qtq

q
, então

∫
Ω

fn(v) dx ≤
∫
Ω

np−qvq

q
dx

=
np−q

q

∫
Ω

vq dx

≤ np−q

q
Cq∥v∥q1,2 <∞,

onde na última desigualdade usamos a imersão de Sobolev.

Passo 2: Geometria e compacidade para o funcional truncado

Vamos agora provar que para cada m e n, o funcional Jm,n satisfaz as hipóteses

da versão modificada do teorema do passo da montanha que vimos no caṕıtulo 2.
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Note primeiramente que

Jm,n(v) =
1

2

∫
Ω

[a(x) + |Tm(v)|γ] |∇v|2 dx−
∫
Ω

fn(v) dx

≥ α

2

∫
Ω

|∇v|2 dx−
∫
Ω

fn(v) dx

≥ α

2

∫
Ω

|∇v|2 dx− np−q

q

∫
Ω

(v+)q dx,

onde na primeira desigualdade usamos que de (4.1) t́ınhamos a(x) ≥ α o que implica que

a(x)+|v|γ ≥ α. E na segunda desigualdade usamos (4.6), ou seja que−fn(v) ≥ −np−q(v+)q

q
.

Afirmação 4.4. Assumindo

Ln(v) :=
α

2

∫
Ω

|∇v|2 dx− np−q

q

∫
Ω

(v+)q dx

afirmamos que zero é um mı́nimo local de Ln.

Demonstração da afirmação 4.4: Veja que

Ln(v) =
α

2

∫
Ω

|∇v|2 dx− np−q

q

∫
Ω

(v+)q dx

≥ α

2

∫
Ω

|∇v|2 dx− np−q

q

∫
Ω

|∇v+|2 dx


q
2

=

∫
Ω

|∇v|2 dx

α
2
− np−q

q

∫
Ω

|∇v+|2 dx


q−2
2

 , (∗1)

onde usamos imersão de Sobolev com |v|qq ≤ C∥v∥q1,2 na desigualdade acima.

Por outro lado, devemos ter

α

2
− np−q

q
tq−2 > 0 ⇐⇒ t <

( qα

2np−q

) 1
q−2

. (∗2)

Fixando

Rn :=
1

2

( qα

2np−q

) 1
q−2

=
1

2

(αq
2

) q−p
q−2

n
q−p
q−2 ,

segue de (∗1) e de (∗2) que
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Jm,n ≥ Ln ≥ σn > 0 em ∂BRn(0), (4.9)

onde σn := Rn

(
α
2
− np−q

q
Rq−2

n

)
= α

4
Rn. Agora, basta notar que Rn e σn tendem a zero

quando n tende ao infinito, pois no caso da potência de n temos que 2
(

q−p
q−2

)
< 0, dado

que p > q. Com isso temos que zero é um ńıvel cŕıtico de Ln, e pelo teorema do passo da

montanha clássico, temos que zero é um mı́nimo local de Ln. Temos assim finalizado a

prova da afirmação 4.4.

Afirmação 4.5. Por outro lado, seja ω uma função fixada em H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) com

|ω|∞ = 1. Então, para t < min{n,m} temos que

Jm,n(tω) = c1t
γ+2 + c2t

2 − c3t
p := Q(t),

onde

c1 =
1

2

∫
Ω

|ω|ω|∇ω|2,

c2 =
1

2

∫
Ω

a(x)|∇ω|2,

c3 =
1

2

∫
Ω

(ω+)p.

Demonstração da afirmação 4.5. Com efeito,

Jm,n(tω)
(4.8)
=

1

2

∫
Ω

[a(x) + |Tm(tω)|γ]|∇(tω)|2 dx−
∫
Ω

fn(tω) dx

=
1

2

∫
Ω

a(x)|∇(tω)|2 dx+ 1

2

∫
Ω

|Tm(tω)|γ|∇(tω)|2 dx−
∫
Ω

fn(tω) dx

(C)
=

1

2

∫
Ω

a(x)|t|2|∇ω|2 dx+ 1

2

∫
Ω

|t|γ|Tm(ω)|γ|t|2|∇ω|2 dx−
∫
Ω

fn(tω) dx

(D)
=

t2

2

∫
Ω

a(x)|∇ω|2 dx+ tγ+2

2

∫
Ω

|Tm(ω)|γ|∇ω|2 dx−
∫
Ω

[(tω)+]p

p
dx

(E)
=

t2

2

∫
Ω

a(x)|∇ω|2 dx+ tγ+2

2

∫
Ω

|ω|γ|∇ω|2 dx− tp

p

∫
Ω

(ω+)p dx

=

∫
Ω

|ω|γ|∇ω|2 dx

 tγ+2

2
+

∫
Ω

a(x)|∇ω|2 dx

 t2

2
−

∫
Ω

(ω+)p dx

 tp

p

= c1
tγ+2

2
+ c2

t2

2
− c3

tp

p
:= Q(t), como queŕıamos.
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Onde

(C) ∇(tω) = t∇ω,

(D) usamos que t > 0 no primeiro e segundo termos, enquanto que no terceiro termo

usamos que t < n e (4.5),

(E) usamos que t < m e também (4.4) no segundo termo, enquanto que no terceiro

termo usamos apenas que t > 0.

Afirmação 4.6. Seja t0 > 0 a maior raiz de Q(t), então para cada t > t0 temos que

Jm,n(tω) = Q(t) < 0,

uma vez que 2 < γ + 2 < p.

Demonstração da afirmação 4.6. De fato, considerando o polinômio definido acima, isto

é

Q(t) = c1t
γ+2 + c2t

2 − c3t
p,

como 2 < γ + 2 < p, por (4.3) e porque estamos com γ > 1, e devido t > t0 > 0 podemos

reescrever este polinômio da seguinte forma

Q(t) = tp(c1t
γ+2−p + c2t

2−p − c3). (∗∗)

Com isso, afirmamos que existe tN tal que Q(t) < 0, para todo t > tN . Com efeito, supo-

nhamos por contradição que não exista nenhuma raiz maximal, isto significa que existe

uma sequência (tn) de ráızes de Q(t) tais que Q(tn) = 0 quando tn → +∞. Entretanto,

tN < tn para algum n, já que tn → +∞. Portanto, Q(tn) < 0 neste caso, contradizendo

Q(tn) = 0 para todo tn tendendo ao infinito. Portanto,

tp(c1t
γ+2−p + c2t

2−p − c3) → −∞, quando t→ +∞.
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Finalizamos assim a prova da afirmação 4.6.

Afirmação 4.7. Vimos na prova da afirmação 4.4 que Rn → 0 quando n → ∞. Seja

n tal que t0∥ω∥1,2 > Rn para cada n ≥ n, e definamos t = t0 + 1. Então ω = tω possui

norma em H1
0 (Ω) maior que Rn e é tal que

Jm,n(ω) < 0, ∀ m > t, ∀ n > max{t, n}. (4.10)

Demonstração da afirmação 4.7. De fato, seja t0 > 0 para t0 fixado e ∥ω∥1,2 fixado, temos

que

∥ω∥1,2 = ∥tω∥1,2
= ∥(t0 + 1)ω∥1,2
= (t0 + 1)∥ω∥1,2
> t0∥ω∥1,2
> Rn.

Observe ainda que ∀m > t, ∀n > max{t, n}, t = t0 + 1 e para cada t > t0 vale que

Jm,n(tω) = Q(t) < 0, conforme vimos na afirmação anterior. Em particular, para t =

t0 + 1 > t0 vale que

Jm,n(ω) = Jm,n(tω) < 0.

Temos ainda que
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Afirmação 4.8. Se C0
def
= max

s∈[0,1]
Q(st) ≥ σn > 0 então

0 < σn ≤ max
s∈[0,1]

Jm,n(sω) ≤ C0, ∀ m > t, ∀ n > max{t, n}. (4.11)

Demonstração da afirmação 4.8. Primeiramente, notemos que faz sentido definir C0 como

acima pois

Q(st) = c1(st)
γ+2 + c2(st)

2 − c3(st)
p

= c1s
γ+2t

γ+2
+ c2s

2t
2 − c3s

pt
p

= s2(c1s
γt

γ+2
+ c2t

2 − c3s
p−2t

p
).

Note que neste caso a potência s2 controla a função pois s ∈ [0, 1], contrariamente ao que

vimos no caso (∗∗), onde lá a potência p > 2 controlava a função. Além disso, aqui t está

fixado e sendo Q uma função cont́ınua definida em um domı́nio compacto atinge máximo

e mı́nimo. Portanto, C0 realmente pode ser definido como acima pois

c1s
γt

γ+2
+ c2t

2 − c3s
p−2t

p ≥ σn > 0,

onde a última desigualdade se deve a (4.9).

Além disso, ∀ m > t e n > max{t, n} temos que

Jm,n(sω) = Jm,n(s(t0 + 1)ω)

= c1[s(t0 + 1)]γ+2 + c2[s(t0 + 1)]2 − c3[s(t0 + 1)]p

= Q[s(t0 + 1)]

= Q(st).

Logo,

0 < σn ≤ max
s∈[0,1]

Jm,n(sω) = max
s∈[0,1]

Q(st) ≤ C0,

para todo m > t e para todo n > max{t, n}, como queŕıamos.
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Veja que não houve necessidade de se considerar γ > 1 a fim de obter as propri-

edades geométricas (4.9), (4.10) e (4.11) para o funcional Jm,n definido em (4.8). Perceba

que pelas afirmações provadas acima representadas no gráfico pode-se inferir que se Rn e

σn tendem a zero quando n → ∞, existe C0 não-dependendo de n tal que o funcional de

energia Jm,n(sω) não excede C0.

Observação 4.1. De agora em diante, consideraremos valores de m e n tais que m > t

e n > max{t, n}.

Provaremos agora que cada funcional Jm,n satisfaz as condições de compacidade

da proposição 2.1 provada no caṕıtulo 2. Como o nosso funcional Jm,n é de classe C1

para γ > 1 podeŕıamos aplicar o Teorema clássico do Passo da Montanha para mostrar

que Jm,n possui um ponto cŕıtico um,n ̸≡ 0, pertencente a H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω). Entretanto o

teorema clássico inclui a condição de Palais Smale. Mas no nosso caso, como queremos

provar que vale a condição de compacidade vista na proposição 2.1, usaremos o Teorema

do Passo da Montanha modificado de Boccardo pois este, por sua vez, foi provado usando

a versão modificada.

Afirmação 4.9. Se ϵk é uma sequência de números positivos convergindo a zero, Sk > 0,
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e {vk} é uma sequência em H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) tal que

Jm,n(vk) ≤ C∗,

|vk|∞ ≤ 2Sk,

⟨J ′
m,n(vk), v⟩ ≤ ϵk

[
|v|∞
Sk

+ ∥v∥1,2
]
,

para cada v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω), então {vk} possui subsequência fortemente convergente

em H1
0 (Ω).

Demonstração da afirmação 4.9: De fato, primeiro vamos calcular ⟨J ′
m,n(vk), vk⟩. Seja

| · |2 : RN −→ R

∇vk 7−→ |∇vk|2 = ⟨∇vk,∇vk⟩.

Calculemos a derivada da função acima pela definição, isto é

〈(
|∇vk|2

)′
, vk

〉
= lim

h→0

|∇(vk + hvk)|2 − |∇vk|2

h

= lim
h→0

⟨∇(vk + hvk),∇(vk + hvk)⟩ − ⟨∇vk,∇vk⟩
h

= lim
h→0

⟨∇vk + h∇vk,∇vk + h∇vk⟩ − ⟨∇vk,∇vk⟩
h

= lim
h→0

⟨∇vk,∇vk⟩+ 2h⟨∇vk,∇vk⟩+ h2⟨∇vk,∇vk⟩ − ⟨∇vk,∇vk⟩
h

= 2∇vk∇vk
= 2|∇vk|2. (F )

Além do mais, para calcular a derivada de |Tm(vk)|γ, vamos reescrever esta expressão

como

|Tm(vk)|γ =
[
(T 2

m(vk))
γ
2

]
.

Assim, calcular (|Tm(vk)|γ)′ é o mesmo que calcular a derivada
([
(T 2

m(vk))
γ
2

])′
, dáı([

(T 2
m(vk))

γ
2

])′
=
γ

2

[
T 2
m(vk)

] γ
2
−1

2Tm(vk)T ′
m(vk)

= γ
[
T 2
m(vk)

] γ−2
2 Tm(vk)T ′

m(vk)

= γ|Tm(vk)|γ−2Tm(vk)T ′
m(vk). (G)
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Portanto,

⟨J ′
m,n(vk), vk⟩ =

1

2

∫
Ω

a(x)
(
|∇vk|2

)′
dxvk


+

1

2

∫
Ω

(|Tm(vk)|γ)′ |∇vk|2 dxvk +
1

2

∫
Ω

|Tm(vk)|γ
(
|∇vk|2

)′
dxvk


−

∫
Ω

f ′
n(vk) dxvk

 ,

como queŕıamos.

Agora substituindo (F ), (G) e multiplicando por 1
q
segue que

1

q
⟨J ′

m,n(vk), vk⟩ =
1

2q

∫
Ω

a(x) · 2|∇vk|2 dx

+
1

2q

∫
Ω

γ|Tm(vk)|γ−2Tm(vk)T ′
m(vk)|∇vk|2vk dx

+
1

2q

∫
Ω

|Tm(vk)|γ2|∇vk|2 dx−
1

q

∫
Ω

f ′
n(vk)vk dx.



90

Finalmente, subtraindo este resultado de Jm,n(vk) segue que

Jm,n(vk)−
1

q
⟨J ′

m,n(vk), vk⟩ =
1

2

∫
Ω

a(x)|∇vk|2 dx+
1

2

∫
Ω

|Tm(vk)|γ|∇vk|2 dx

−
∫
Ω

fn(vk) dx−
1

q

∫
Ω

a(x)|∇vk|2 dx

− 1

2q

∫
Ω

γ|Tm(vk)|γ−2Tm(vk)T ′
m(vk)|∇vk|2vk dx

− 1

q

∫
Ω

|Tm(vk)|γ|∇vk|2 dx+
1

q

∫
Ω

f ′
n(vk)vk dx

=

(
1

2
− 1

q

)∫
Ω

a(x)|∇vk|2 dx

+

(
1

2
− 1

q

)∫
Ω

|Tm(vk)|γ|∇vk|2 dx+
∫
Ω

1

q
f ′
n(vk)vk − fn(vk) dx

− γ

2q

∫
Ω

|Tm(vk)|γ−2Tm(vk)T ′
m(vk)|∇vk|2vk dx

=

(
1

2
− 1

q

)∫
Ω

a(x)|∇vk|2 dx

+

∫
Ω

[(
1

2
− 1

q

)
|Tm(vk)|γ −

γ

2q
|Tm(vk)|γ−2Tm(vk)T ′

m(vk)vk

]
|∇vk|2 dx

+

∫
Ω

1

q
f ′
n(vk)vk − fn(vk) dx

=

(
1

2
− 1

q

)∫
Ω

a(x)|∇vk|2 dx

+

∫
Ω

[
1

2
− 1

q
− γ

2q
|Tm(vk)|−2Tm(vk)T ′

m(vk)vk

]
|Tm(vk)|γ|∇vk|2 dx

+

∫
Ω

1

q
f ′
n(vk)vk − fn(vk) dx

(4.12)



91

=

(
1

2
− 1

q

)∫
Ω

a(x)|∇vk|2 dx

+

∫
Ω

(
1

2
− 1

q
− γ

2q

T ′
m(vk)

Tm(vk)
vk

)
|Tm(vk)

γ||∇vk|2 dx

+

∫
Ω

1

q
f ′
n(vk)vk − fn(vk) dx

≤ C∗ + ϵk

[
|vk|∞
Sk

+ ∥vk∥1,2
]

em que na penúltima igualdade usamos que m > t e na última desigualdade apenas as

hipóteses do enunciado da afirmação.

Além disso, provaremos que os termos do lado esquerdo da última desigualdade acima

são positivos. Vejamos:

1. Verifiquemos que o termo
(

1
2
− 1

q

) ∫
Ω

a(x)|∇vk|2 dx é de fato positivo. Com efeito,

neste caso é suficiente notar que dados que a(x) > 0, |∇vk|2 > 0 e como q > 2 temos

que 1
2
− 1

q
> 0, como queŕıamos.

2. Quanto ao segundo termo
∫
Ω

(
1
2
− 1

q
− γ

2q
T ′
m(vk)

Tm(vk)
vk

)
|Tm(vk)|γ|∇vk|2 dx, é suficiente

usar que q > γ + 2 e que

0 ≤ tT ′
m(t)

Tm(t)
≤ 1. (L)

Com efeito, por um lado temos que

t
T ′
m(t)

Tm(t)
≥ 0,

pois Tm é uma função não decrescente e sua derivada é não-negativa. Lembremos

do gráfico de Tm
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Além disso, Tm é uma função ı́mpar, então se t < 0 e Tm(t) < 0 isto implica que
t

Tm(t)
> 0. Logo, de fato vale que

t
T ′
m(t)

Tm(t)
≥ 0.

Por outro lado, temos que se t > 0 e t < m dáı T ′
m(t) = 1, e se t ≥ m, segue que

tT ′
m(t)

Tm(t)
≤ t · 1

t
= 1.

Logo, vale que 0 ≤ tT ′
m(t)

Tm(t)
≤ 1. Multiplicando por γ

2q
, temos

0 ≤ γ

2q

tT ′
m(t)

Tm(t)
≤ γ

2q
.

Agora, usando a desigualdade acima e também que q > γ+2 segue que, no segundo

termo temos

1

2
− 1

q
− γ

2q

T ′
m(vk)

Tm(vk)
vk ≥

1

2
− 1

q
− γ

2q

=
q − 2− γ

2q

=
q − (γ + 2)

2q
> 0

como queŕıamos.

3. Para checar que o terceiro termo é positivo usaremos a definição de fn.
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Com efeito, uma vez que n > t segue da definição de fn que fn(vk) =
(vk

+)
p

p
e que

⟨f ′
n(vk), vk⟩ =

p(vk
+)

p−1

p
(vk

+)

= (vk
+)

p
.

Agora, substituindo este resultado no terceiro termo segue que

1

q
(vk

+)
p − (vk

+)
p

p
= (vk

+)
p

(
1

q
− 1

p

)
> 0,

pois p > q.

Com isso finalizamos a verificação de que os três termos são positivos.

Salientamos que aqui foi o único lugar onde foi necessário escolher q satisfazendo

q > γ + 2. Consequentemente, a hipótese (4.3) onde γ + 2 < 2∗ apenas desenvolve

sua função aqui.

Vejamos agora que como uma consequência de (4.1) e (4.12), a sequência {vk}
é limitada em H1

0 (Ω).

De fato, acabamos de ver que estes três termos à esquerda da desigualdade abaixo, são

positivos: (
1

2
− 1

q

)∫
Ω

a(x)|∇vk|2 dx

+

∫
Ω

(
1

2
− 1

q
− γ

2q

T ′
m(vk)

Tm(vk)
vk

)
|Tm(vk)|γ|∇vk|2 dx

+

∫
Ω

(
1

q
f ′
n(vk)− fn(vk)

)
dx

≤ C∗ + ϵk

[
|vk|∞
Sk

+ ∥vk∥1,2
]
.

Agora, vamos desconsiderar o segundo e terceiro termos e assim obteremos que

α

(
1

2
− 1

q

)∫
Ω

|∇vk|2 dx
(4.1)

≤
(
1

2
− 1

q

)∫
Ω

a(x)|∇vk|2 dx

≤ C∗ + ϵk

[
|vk|∞
Sk

+ ∥vk∥1,2
]
.

Consequentemente,
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∥vk∥21,2 ≤
1

α
(

1
2
− 1

q

) + C∗ + ϵk

[
|vk|∞
Sk

+ ∥vk∥1,2
]

Af. 4.9
=

q

α(q − 2)
+ C∗ + ϵk

[
2Sk

Sk

+ ∥vk∥1,2
]

= C1 + ϵk [2 + ∥vk∥1,2] .

Supondo por absurdo que ∥vk∥1,2 → ∞ quando k → ∞, temos

1 =
∥vk∥21,2
∥vk∥21,2

≤ C1

∥vk∥21,2
+ ϵk

[
2

∥vk∥21,2
+

1

∥vk∥1,2

]
= 0

uma contradição.

Desta forma ∥vk∥1,2 é limitado e existe C1 > 0 tal que

∥vk∥1,2 ≤ C1 (K)

onde C1 :=
(

q
α(q−2)

+ C∗

)1/2
.

Por argumentos semelhantes aos da proposição 2.1 visto no caṕıtulo 2, é posśıvel provar

que existe uma subsequência de {vk} que converge fortemente emH1
0 (Ω), logo a verificação

de compacidade está conclúıda, ou seja, está provada a afirmação 4.9.

Portanto, como (4.9), (4.10) e (4.11) são as hipóteses geométricas do teorema

do Passo da Montanha (versão modificada), segue daquele resultado que Jm,n possui um

ponto cŕıtico um,n ̸≡ 0, pertencente a H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) com ńıvel cŕıtico

0 < σn ≤ Jm,n(um,n) = inf
ρ∈Γ

max
s∈[0,1]

Jm,n(ρ(s)) ≤ C0, (4.13)

onde

Γ =
{
ρ : [0, 1] → H1

0 (Ω), ρ cont́ınua, ρ(0) = 0, ρ(1) = ω
}
,

onde usamos (4.11) para obter (4.13). Portanto, um,n é uma solução fraca de

− div([a(x) + |Tm(um,n)|γ]∇um,n)

+
γ

2
T ′
m(um,n)|Tm(um,n)|γ−2Tm(um,n)|∇um,n|2

= f ′
n(um,n), (H)

onde estamos considerando que as condições de Dirichlet na fronteira são nulas.

Considere ainda os seguintes fatos:
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(I) Se t ≤ 0 então f ′
n(t) ≡ 0. Com efeito, pois de (4.5) se t ≤ 0 então f ′

n(t) =
(t+)p

p
, e

quando t ≤ 0 sabemos que t+ = max{0, t} = 0, logo f ′
n(t) = 0.

(J) Além disso, lembremos que T ′
m(s)s ≥ 0, pois se s > 0 hav́ıamos obtido por (L) que

0 ≤ T ′
m(s)s

Tm(s)
≤ 1

assim, T ′
m(s)s ≥ 0.

Afirmação 4.10. Declaramos que um,n é solução fraca positiva do problema (H).

Demonstração da afirmação 4.10. De fato, sabemos que um,n é solução fraca de (H) se

um,n é ponto cŕıtico do funcional em (4.8), ou seja J ′
m,n(um,n) ≡ 0. Resta provar um,n ≥ 0.

Uma vez que,

〈
J ′
m,n(um,n), ω

〉
=

1

2

∫
Ω

a(x)∇um,n∇ω dx

+
1

2

∫
Ω

γ|Tm(um,n)|γ−2Tm(um,n)T ′
m(um,n)|∇um,n|2ω dx

+
1

2

∫
Ω

|Tm(um,n)|γ∇um,n∇ω dx

−
∫
Ω

f ′(um,n)ω dx,

escolhendo ω = u−m,n como função teste, segue que

0 = ⟨J ′
m,n(um,n), u

−
m,n⟩

=
1

2

∫
Ω

a(x)∇um,n∇u−m,n dx

+
1

2

∫
Ω

γ|Tm(um,n)|γ−2Tm(um,n)T ′
m(um,n)|∇um,n|2(u−m,n) dx

+
1

2

∫
Ω

|Tm(um,n)|γ|∇u−m,n|2 dx

−
∫
Ω

f ′(um,n)(u
−
m,n) dx.

Consequentemente, como o suporte de u−m,n∩u+m,n = ∅, isto é, fora de onde um,n é negativo

temos que u−m,n vale zero, dáı segue que
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0 ≤ 1

2

∫
Ω

a(x)|∇u−m,n|2 dx

= −1

2

∫
Ω

γ|Tm(u
−
m,n)|γ−2Tm(u

−
m,n)T ′

m(u
−
m,n)|∇u−m,n|2(u−m,n) dx

− 1

2

∫
Ω

|Tm(u
−
m,n)|γ|∇u−m,n|2 dx

+

∫
Ω

f ′(u−m,n)u
−
m,n dx ≤ 0.

Onde, para concluir a última desigualdade usamos que os dois primeiros termos após a

igualdade e após −1
2
sao não negativos (por (J)), enquanto que o último termo é nulo

conforme vimos em (I).

Desta forma, temos

0 ≤ 1

2

∫
Ω

a(x)|∇u−m,n|2 dx ≤ 0.

Dáı, 1
2

∫
Ω

a(x)|∇u−m,n|2 dx = 0. Lembrando que a(x) > 0, segue que necessariamente

devemos ter |∇u−m,n| = 0, o que implica que ∇u−m,n = 0, logo um,n é constante e como se

anula na fronteira então u−m,n ≡ 0. Conclúımos assim que um,n ≥ 0, e finalizamos aqui a

demonstração da afirmação 4.10. Ou seja, um,n é solução positiva do problema (H) e,

portanto resolve

− div([a(x) + Tm(um,n)
γ]∇um,n)

+
γ

2
T ′
m(um,n)Tm(um,n)

γ−1|∇um,n|2

= f ′
n(um,n).

(4.14)

Passo 3: Estimativa L∞ para a solução obtida no passo anterior

Dado Jm,n(um,n) ≤ C0 por (4.13) e J ′
m,n(um,n) = 0, temos que um,n satisfaz

uma fórmula parecida com a que vimos em (4.12) com C∗ = C0 e ϵk = 0. Ou seja, para
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todo m > t = t0 + 1 e para todo n > max{t, n} vale que(
1

2
− 1

q

)∫
Ω

a(x)|∇um,n|2 dx

+

∫
Ω

(
1

2
− 1

q
− γ

2q

T ′
m(um,n)

Tm(um,n)
um,n

)
|Tm(um,n)|γ|∇um,n|2 dx

+

∫
Ω

(
1

q
f ′
n(um,n)um,n − fn(um,n)

)
dx ≤ C0.

Argumentando como antes, temos que
∫
Ω

a(x)|∇um,n|2 dx é limitado com relação a m e n.

De fato, notemos que ∫
Ω

a(x)|∇um,n|2 dx

(4.1)

≤ β

∫
Ω

|∇um,n|2 dx

= β∥um,n∥21,2 ≤ C̃1.

(4.15)

Em que na última desigualdade, usamos (K), com um,n em lugar de vk. Além disso,

afirmamos que
∫
Ω

|Tm(um,n)|γ|∇um,n|2 dx é limitado com relação a m e n.

Com efeito, ∫
Ω

|Tm(um,n)|γ|∇um,n|2 dx

≤
(
m+

1

2

)γ ∫
Ω

|∇um,n|2 dx

=

(
m+

1

2

)γ

∥um,n∥21,2 ≤ C̃2.

(4.16)

Em que na última desigualdade usamos (K).

Claro que por (4.15) também temos que {um,n} é limitada com relação a m e n em H1
0 (Ω).

Agora, iremos provar que {um,n} é limitado em L∞(Ω) por uma constanteMn (dependendo

de n, mas não de m). Para isso dividiremos a demonstração em algumas etapas através

de afirmações.

Afirmação 4.11. Seja A > 0 provaremos que

S2

∫
Ω

(um,n)
A+2
2

2∗ dx

 2
2∗

≤ (A+ 2)2

4α

∫
Ω

a(x)|∇um,n|2(um,n)
A dx,
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onde S é uma constante originada da imersão de Sobolev.

Demonstração da afirmação 4.11. Pelo teorema (A.8), ver apêndice, com p = 2, N ≥ 3 e

q = 2∗. Podemos obter a relação

∫
Ω

|v|2∗ dx

 1
2∗

≤ 1

S

∫
Ω

|∇v|2 dx

 1
2

,

Tomando v = (um,n)
A+2
2 , temos que

∫
Ω

v2
∗
dx

 1
2∗

=

∫
Ω

(
(um,n)

A+2
2

)2∗
dx

 1
2∗

≤ 1

S

∫
Ω

∣∣∣∇ [(um,n)
A+2
2

]∣∣∣2 dx
 1

2

=
1

S

∫
Ω

∣∣∣∣A+ 2

2
(um,n)

A
2 ∇um,n

∣∣∣∣2 dx
 1

2

=
A+ 2

2

1

S

∫
Ω

∣∣∣(um,n)
A
2 ∇um,n

∣∣∣2 dx
 1

2

.

Assim, como um,n é uma solução positiva de (4.14) segue que

∫
Ω

[
(um,n)

A+2
2

]2∗ 2
2∗

≤ (A+ 2)2

4

1

S2

∫
Ω

(um,n)
A|∇um,n|2 dx

E agora, devido α < a(x) temos que a(x)
α
> 1. Portanto,

S2

∫
Ω

(um,n)
A+2
2

2∗ dx

 2
2∗

≤ (A+ 2)2

4α

∫
Ω

a(x)|∇um,n|2(um,n)
A dx.

Afirmação 4.12. Seja A > 0, afirmamos ainda que

(A+ 2)2

4α

∫
Ω

a(x)|∇um,n|2(um,n)
A dx ≤ (A+ 2)2

4α(A+ 1)
np−q

∫
Ω

(um,n)
A+q dx.

Demonstração da afirmação 4.12. Com efeito, seja A > 0 e consideremos v = (um,n)
A+1
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como função teste em (4.14), segue que∫
Ω

−div ([a(x) + Tm(um,n)
γ]∇um,n) (um,n)

A+1 dx

+

∫
Ω

γ

2
T ′
m(um,n)

γ−1|∇um,n|2(um,n)
A+1 dx

=

∫
Ω

f ′
n(um,n)(um,n)

A+1 dx. (∗ ∗ ∗)

Conforme vimos anteriormente o segundo termo antes da igualdade é positivo e iremos

desconsiderá-lo. Trabalhando apenas com o lado esquerdo da igualdade em (∗ ∗ ∗) por

enquanto, segue que∫
Ω

−div ([a(x) + Tm(um,n)
γ]∇um,n) (um,n)

A+1 dx

=

∫
Ω

−div(a(x)∇um,n)(um,n)
A+1 dx−

∫
Ω

div(Tm(um,n)
γ∇um,n)(um,n)

A+1dx

Green
=

∫
Ω

a(x)∇um,n∇(um,n)
A+1 dx+

∫
Ω

Tm(um,n)
γ∇um,n∇(um,n)

A+1 dx

=

∫
Ω

(A+ 1)a(x)(um,n)
A∇um,n∇um,n dx+

∫
Ω

Tm(um,n)
γ(A+ 1)(um,n)

A∇um,n∇um,n dx

=

∫
Ω

(A+ 1)a(x)(um,n)
A|∇um,n|2 dx+

∫
Ω

Tm(um,n)
γ(A+ 1)(um,n)

A|∇um,n|2 dx,

onde usamos o teorema de Green na segunda igualdade. Note que o segundo termo na

última igualdade é positivo como vimos antes, e iremos desconsiderá-lo a partir de agora.

Assim, juntando o resultado acima com o lado direito da igualdade em (∗ ∗ ∗), temos que∫
Ω

(A+ 1)a(x)(um,n)
A|∇um,n|2 dx ≤

∫
Ω

f ′
n(um,n)(um,n)

A+1 dx.

Agora, similarmente, iremos trabalhar apenas com o lado direito da desigualdade acima,

e aplicaremos a segunda igualdade em (4.5):∫
Ω

f ′
n(um,n)(um,n)

A+1 dx =

∫
Ω

np−q(um,n)
q−1(um,n)

A+1 dx

= np−q

∫
Ω

(um,n)
A+q dx.

Logo, juntando o resultado obtido na parte que correspondia ao lado esquerdo com este,
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segue que

(A+ 1)

∫
Ω

a(x)(um,n)
A|∇um,n|2 dx ≤ np−q

∫
Ω

(um,n)
A+q dx.

Portanto, multiplicando ambos os lados por (A+2)2

4α
e reorganizando os termos temos

(A+ 2)2

4α

∫
Ω

a(x)(um,n)
A|∇um,n|2 dx ≤ (A+ 2)2

4α

np−q

(A+ 1)

∫
Ω

(um,n)
A+q dx,

como queŕıamos provar.

Agora, juntando as desigualdades obtidas nas afirmações 4.11 e 4.12 temos que

S2

∫
Ω

(um,n)
A+2
2

2∗ dx

 2
2∗

≤ (A+ 2)2

4α

∫
Ω

a(x)|∇um,n|2(um,n)
A dx

≤ (A+ 2)2

4α(A+ 1)
np−q

∫
Ω

(um,n)
A+q dx. (M)

Afirmação 4.13. Se um,n pertence a Lr(Ω) para algum r > 1, então um,n pertence a

L
r−q+2

2
2∗(Ω), com norma

|um,n| r−q+2
2

2∗ ≤
(

(r − q + 2)2

4αS2(r − q + 1)

) 1
r−q+2

n
p−q

r−q+2 |um,n|
r

r−q+2
r . (N)

Demonstração da afirmação 4.13. Com efeito, pela desigualdade em (M) temos

S2

∫
Ω

(um,n)
(A+2

2 )2∗ dx

 2
2∗

≤ (A+ 2)2

4α(A+ 1)
np−q

∫
Ω

(um,n)
A+q dx.

Agora, escolhendo A = r − q, temos que

S2

∫
Ω

(um,n)
( r−q+2

2 )2∗ dx

 2
2∗

≤ (r − q + 2)2

4α(r − q + 1)
np−q

∫
Ω

(um,n)
r dx < +∞. (O)

Portanto,

um,n ∈ L(
r−q+2

2 )2∗(Ω).

Resta mostrar que vale a desigualdade em (N). Para isso, reescrevemos a integração em
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(O) como uma norma, dáı

S2
(
|um,n|

r−q+2
2

2∗

r−q+2
2

2∗

) 2
2∗

≤ (r − q + 2)2

4α(r − q + 1)
np−q

∫
Ω

(um,n)
r dx.

Consequentemente,

|um,n|r−q+2
r−q+2

2
2∗

≤ (r − q + 2)2

S24α(r − q + 1)
np−q

∫
Ω

(um,n)
r dx

=⇒ |um,n| r−q+2
2

2∗ ≤
(

(r − q + 2)2

S24α(r − q + 1)

) 1
r−q+2

n
p−q

r−q+2

∫
Ω

(um,n)
r dx

 1
r−q+2

=

(
(r − q + 2)2

S24α(r − q + 1)

) 1
r−q+2

n
p−q

r−q+2 |um,n|
r

r−q+2
r .

Com isso conclúımos a prova da afirmação 4.13.

Além disso, como um,n pertence a H1
0 (Ω), aplicando imersão de Sobolev temos

que um,n pertence a L2∗(Ω).

Vejamos agora a iteração de Moser

|um,n| r−q+2
2

2∗ ≤
(

(r − q + 2)2

4αS2(r − q + 1)

) 1
r−q+2

n
p−q

r−q+2 |um,n|
r

r−q+2
r (1)

Definindo r0 = 2∗ e rk =
2∗

2
rk−1 +

2∗

2
(2− q). De (1) temos que
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|um,n|rk = |um,n| (rk−1−q+2)

2
2∗

(2)

≤
(

(rk−1 − q + 2)2

4αS2(rk−1 − q + 1)

) 1
rk−1−q+2

n
p−q

rk−1−q+2︸ ︷︷ ︸
C1

|um,n|
( 2∗

2 )
rk−1
rk

rk−1

= C1|um,n|
( 2∗

2 )
rk−1
rk

rk−1

≤ C1

{(
(rk−2 − q + 2)2

4αS2(rk−2 − q + 1)

) 1
rk−2−q+2

n
p−q

rk−2−q+2 |um,n|
( 2∗

2 )
rk−2
rk−1

rk−2

}( 2∗
2 )

rk−1
rk

= C1

(
(rk−2 − q + 2)2

4αS2(rk−2 − q + 1)

) 1
rk−2−q+2(

2∗
2 )

rk−1
rk

n
p−q

rk−2−q+2(
2∗
2 )

rk−1
rk︸ ︷︷ ︸

C2

|um,n|
( 2∗

2 )
2 rk−2
rk−1

rk−1
rk

rk−2

= C1C2|um,n|
( 2∗

2 )
2 rk−2

rk
rk−2

≤ C1C2

{(
(rk−3 − q + 2)2

4αS2(rk−3 − q + 1)

) 1
rk−3−q+2

n
p−q

rk−3−q+2 |um,n|
( 2∗

2 )
rk−3
rk−2

rk−3

}( 2∗
2 )

2 rk−2
rk

= C1C2

(
(rk−3 − q + 2)2

4αS2(rk−3 − q + 1)

) 1
rk−3−q+2(

2∗
2 )

2 rk−2
rk

n
p−q

rk−3−q+2(
2∗
2 )

2 rk−2
rk︸ ︷︷ ︸

C3

|um,n|
( 2∗

2 )
3 rk−3
rk−2

rk−2
rk

rk−3

= C1C2C3|um,n|
( 2∗

2 )
3 rk−3

rk
rk−3

≤ · · · ≤ C1C2C3 · · ·Ck−1

(
(r0 − q + 2)2

4αS2(r0 − q + 1)

) 1
r0−q+2(

2∗
2 )

k−1 r1
rk

n
p−q

r0−q+2(
2∗
2 )

k−1 r1
rk︸ ︷︷ ︸

Ck

|um,n|
( 2∗

2 )
k r0
rk

2∗

Agora, reescrevendo as primeiras potências que aparecem em C1, C2, ..., Ck,

segue que

C1)

1

rk−1 − q + 2
=

(
2∗

2

)(
2∗

2

)
(rk−1 − q + 2)

=

(
2∗

2

)
1

rk
,
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C2)

1

rk−2 − q + 2

(
2∗

2

)
rk−1

rk
=

(
2∗

2

)(
2∗

2

)
(rk−2 − q + 2)

(
2∗

2

)
rk−1

rk

=

(
2∗

2

)2
1

rk−1

rk−1

rk

=

(
2∗

2

)2
1

rk
,

C3)

1

rk−3 − q + 2

(
2∗

2

)2
rk−2

rk
=

(
2∗

2

)(
2∗

2

)
(rk−3 − q + 2)

(
2∗

2

)2
rk−2

rk

=

(
2∗

2

)3
1

rk−2

rk−2

rk

=

(
2∗

2

)3
1

rk
,

...

Ck)

1

r0 − q + 2

(
2∗

2

)k−1
r1
rk

=

(
2∗

2

)(
2∗

2

)
(r0 − q + 2)

(
2∗

2

)k−1
r1
rk

=

(
2∗

2

)k
1

r1

r1
rk

=

(
2∗

2

)k
1

rk
.

Substituindo adequadamente as expressões acima em cada potência de C1, C2, ..., Ck segue
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que

C1 =

(
(rk−1 − q + 2)2

4αS2(rk−1 − q + 1)

)( 2∗
2 )

1
rk

n
(p−q)( 2∗

2 )
1
rk ,

C2 =

(
(rk−2 − q + 2)2

4αS2(rk−2 − q + 1)

)( 2∗
2 )

2 1
rk

n
(p−q)( 2∗

2 )
2 1
rk ,

...

Ck =

(
(r0 − q + 2)2

4αS2(r0 − q + 1)

)( 2∗
2 )

k 1
rk

n
(p−q)( 2∗

2 )
k 1
rk .

Reescrevendo toda a expressão em (2) novamente e substituindo os expoentes acima,

temos que

|um,n|rk ≤
[(

(rk−1 − q + 2)2

4αS2(rk−1 − q + 1)

)
n(p−q)

]( 2∗
2 )

1
rk

·
[(

(rk−2 − q + 2)2

4αS2(rk−2 − q + 1)

)
n(p−q)

]( 2∗
2 )

2 1
rk

...

·
[(

(r0 − q + 2)2

4αS2(r0 − q + 1)

)
n(p−q)

]( 2∗
2 )

k 1
rk

· |um,n|
( 2∗

2 )
k r0
rk

2∗ . (3)

Considerando r0 = 2∗. Dado que 2∗

2
> 1, vamos provar que rk é uma sequência crescente

que diverge para infinito.

Com efeito, note que se

(k = 1)

r1 =
2∗

2
(r0 − q + 2)

Subtraindo 2
2∗
r0 em ambos os lados, segue que

2

2∗
(r1 − r0) = r0 −

2

2∗
r0 + (2− q)

= 2∗ − 2

2∗
2∗ + 2− q

= 2∗ − q > 0.
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Logo r1 > r0.

(k = 2) Analogamente

2

2∗
(r2 − r1) = r1 −

2

2∗
r1 + (2− q)

=
2∗

2
(r0 − q + 2)− r0 + q − 2− q + 2

=
(2∗)2 − 2∗q + 22∗ − 22∗

2

=
2∗

2
(2∗ − q) > 0.

Então, r2 > r1.

No caso geral, repetindo o mesmo procedimento, obteremos que

r2 − r1 =

(
2∗

2

)2

(2∗ − q)

r3 − r2 =

(
2∗

2

)3

(2∗ − q)

...

rk − rk−1 =

(
2∗

2

)k

(2∗ − q) .

Procedendo desta maneira indefinidamente, podemos obter que rk é uma sequência cres-

cente, isto é r0 < r1 < r2 < ... < rk < ... e cujo limite é

lim
k→∞

rk = +∞. (4)

Com efeito, pelo exposto acima, temos

rk − r1 =

(
2∗

2

)2

(2∗ − q) +

(
2∗

2

)3

(2∗ − q) + · · ·+
(
2∗

2

)k

(2∗ − q)

=

[(
2∗

2

)2

+

(
2∗

2

)3

+ · · ·+
(
2∗

2

)k
]
(2∗ − q),

ou seja,

rk = r1 +

[(
2∗

2

)2

+

(
2∗

2

)3

+ · · ·+
(
2∗

2

)k
]
(2∗ − q)

= (r0 + (2− q))

(
2∗

2

)
+

[(
2∗

2

)2

+

(
2∗

2

)3

+ · · ·+
(
2∗

2

)k
]
(2∗ − q).
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Como (r0 + (2− q))
(
2∗

2

)
> 0 e (2∗ − q) > 0 tomando k → ∞, temos que vale (4).

Afirmamos que(
(r0 − q + 2)2

4αS2(r0 − q + 1)

)
<

(
(r1 − q + 2)2

4αS2(r1 − q + 1)

)
< ... <

(
(rk − q + 2)2

4αS2(rk − q + 1)

)
< ...· (5)

De fato, tomando t = r0, r1, r2, ..., rk, ... e definindo

f(t) =
(t− q + 2)2

4αS2(t− q + 1)

temos que

f ′(t) =
2(t− q + 2)4αS2(t− q + 1)− (t− q + 2)24αS2

4αS2(t− q + 1)2

=
(t− q + 2)[2t− 2q + 2− t+ q − 2]

4αS2(t− q + 1)2

=
(t− q + 2)(t− q)

4αS2(t− q + 1)2

A fim de provar que f é uma função crescente, precisamos mostrar que (t−q+2)(t−q) > 0.

Primeiro, note que se t = r0 então (2∗− q+2)(2∗− q) > 0 já que 2∗− q > 0. Agora, como

r0 > r1 > r2 > ..., substituindo cada valor separadamente para t temos que f ′(t) > 0 o

que implica que f é uma função crescente.

Retornando agora em (3) e substituindo o resultado obtido em (5), podemos reescrever

(3) da seguinte forma

|um,n|rk ≤
[(

(rk−1 − q + 2)2

4αS2(rk−1 − q + 1)

)
n(p−q)

] 1
rk

k∑
i=1

(
2∗

2

)i

|um,n|
( 2∗

2 )
k r0
rk

2∗ . (6)

Escrevendo

Cn :=

[(
(rk−1 − q + 2)2

4αS2(rk−1 − q + 1)

)
n(p−q)

] 1
rk

k∑
i=1

(
2∗

2

)i

,

finalmente temos que

|um,n|rk ≤ Cn|um,n|
( 2∗

2 )
k r0
rk

2∗ ≤ C̃n,

em que na última desigualdade usamos (4.15) para obter uma estimativa de um,n em

L2∗(Ω).

Por último, se k é tal que rk−q+2
2

2∗ > N
2
, uma adaptação do caso quase-linear da demons-

tração do teorema de Stampacchia implica que existe Mn > 0 tal que |um,n|∞ ≤ Mn. De

fato, vamos demonstrar a adaptação, para este caso, do teorema 3.1 vista no caṕıtulo 3.
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Sabemos que um,n é uma solução fraca de

−div ([a(x) + |Tm(um,n)|γ]∇um,n)+
γ

2
T ′
m(um,n)|Tm(um,n)|γ−2Tm(um,n)|∇um,n|2 = f ′(um,n).

Então, ∫
Ω

[a(x) + |Tmum,n|γ]∇um,n∇φ dx

+
γ

2

∫
Ω

T ′
m(um,n)|Tm(um,n)|γ−2Tm(um,n)|∇um,n|2φ dx

=

∫
Ω

f ′
n(um,n)φ dx, ∀φ ∈ H1

0 (Ω) (Θ)

Para k > m adequado considere v = max{um,n − k, 0} = (um,n − k)+ ≥ 0 e assim pelo

teorema A.6 (apêndice) temos que v ∈ W 1,p
0 (Ω).

Considerando A(k) = {x ∈ Ω : um,n(x) ≥ k}, note que se v ̸= 0 então v = um,n − k em

A(k), e assim ∇v = ∇um,n. Considerando φ = v em (Θ) obtemos∫
A(k)

[a(x) + |Tm(um,n)|γ] |∇v|2 dx

+
γ

2

∫
A(k)

T ′
m(um,n)|Tm(um,n)|γ−2Tm(um,n)|∇v|2v dx

=

∫
A(k)

f ′
n(um,n)v dx

e como vimos que γ
2

∫
A(k)

T ′
m(um,n)|Tm(um,n)|γ−2Tm(um,n)|∇v|2v dx > 0 e que∫

A(k)

|Tm(um,n)|γ|∇v|2 dx > 0, então

∫
A(k)

a(x)|∇v|2 dx ≤
∫

A(k)

f ′
n(um,n)v dx.

Usando (4.1) temos

α

∫
A(k)

|∇v|2 dx ≤
∫

A(k)

f ′
n(um,n)v dx.
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Da definição de fn, segue que f ′
n(t) ≤ tp−1 ≤ tp. Dáı

α∥v∥21,2 ≤
∫

A(k)

(um,n)
pv dx.

Usando a desigualdade de Hölder, com 2∗ = 2N
N−2

e (2∗)′ = 2N
N+2

vem que

α∥v∥21,2 ≤

 ∫
A(k)

v2
∗
dx


1
2∗
 ∫
A(k)

(um,n)
p(2∗)′ dx


1

(2∗)′

=|v|2∗

 ∫
A(k)

(um,n)
p(2∗)′ dx


1

(2∗)′

Como W 1,2
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω), existe c̃ > 0 tal que |v|2∗ ≤ c̃∥v∥1,2. Assim

α∥v∥21,2 ≤ c̃∥v∥1,2

 ∫
A(k)

(um,n)
p(2∗)′ dx


1

(2∗)′

.

Pela desigualdade de Young com ϵ, temos

α∥v∥21,2 ≤ ϵc̃2∥v∥21,2 + Cϵ

 ∫
A(k)

(um,n)
p(2∗)′ dx


2

(2∗)′

ou seja,

(α− ϵc̃2)∥v∥21,2 ≤ Cϵ

 ∫
A(k)

(um,n)
p(2∗)′ dx


2

(2∗)′

.

Tomando ϵ > 0 suficientemente pequeno, de forma a garantir que α− ϵc̃2 > 0 temos que

existe k > 0, tal que

∥v∥21,2 ≤ k

 ∫
A(k)

(um,n)
p(2∗)′ dx


2

(2∗)′

.

Considere r > p(2∗)′, aplicando a desigualdade de Hölder com expoentes s = r
p(2∗)′

e
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s′ = r
r−(2∗)′p

temos que

∥v∥21,2 ≤k


 ∫
A(k)

(um,n)
ps(2∗)′ dx


1
s
 ∫
A(k)

1s
′
dx


1
s′


2
(2∗)′

=k


 ∫
A(k)

(um,n)
r dx


p(2∗)′

r

(med(A(k)))
r−p(2∗)′

r


2

(2∗)′

=k|um,n|2pr (medA(k))
2

(2∗)′−
2p
r .

Usando imersão de Sobolev, temos que |v|22∗ ≤ c̃∥v∥21,2, consequentemente

|v|22∗ ≤ kc̃|um,n|2pr (med(A(k)))
2

(2∗)′−
2p
r .

Por outro lado, como h > k > Φ = max
{
max
∂Ω

{um,n − k}, 0
}

temos que A(h) ⊂ A(k).

Consequentemente, se v = um,n − k temos

|v|22∗ =

 ∫
A(k)

v2
∗
dx


2
2∗

=

 ∫
A(k)

(um,n − k)2
∗
dx


2
2∗

≥

 ∫
A(h)

(um,n − k)2
∗
dx


2
2∗

≥

 ∫
A(h)

(h− k)2
∗
dx


2
2∗

pois um,n(x) ≥ h > k em A(h) = {x ∈ Ω : um,n(x) ≥ h}

= (h− k)2

 ∫
A(h)

1 dx


2
2∗

= (h− k)2 (medA(h))
2
2∗ .

Portanto,

(h− k)2 (med(A(h)))
2
2∗ ≤ |v|22∗ ≤ kc̃|um,n|2pr (med(A(k)))

2
(2∗)′−

2p
r

ou seja,

med(A(h)) ≤ K

(h− k)2∗
|um,n|p2

∗

r (med(A(k)))β (Λ)
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onde

K =
(
kc̃
) 2∗

2 e β =

2
(2∗)′

− 2p
r

2
2∗

.

Como um,n ∈ L2(Ω), segue de Λ com r = 2 e devido ao lema 3.1 item (III), que um,n ∈
Lt1(Ω) com t1 > 2. Ainda por Λ com r = t1 e devido ao lema 3.1 item (III) segue que

um,n ∈ Lt2(Ω) com t2 > t1 > 2. Fazendo esta iteração temos que um,n ∈ Lr(Ω).

Se r → ∞ temos β = 2∗

(2∗)′
> 1 e aplicando o lema 3.1 item (I) temos que

med (A(k0 + d)) = 0 = med {x ∈ Ω : um,n(x) ≥ k0 + d} .

Logo, temos que um,n(x) ≤ d, com x ∈ Ω e d = C [φ(k0)]
(β−1) 2

αβ
(β−1) . Portanto, um,n ∈

L∞(Ω), como queŕıamos. E acabamos de demonstrar a adaptação do teorema 3.1 de

Stampacchia para este caso. Note que a hipótese em que k é tal que rk−q+2
2

2∗ > N
2
foi

crucial para obtermos a adaptação demonstrada acima, uma vez que para a solução um,n

pertencer a L∞(Ω), necessariamente deve-se ter rk−q+2
2

2∗ > 1, o que é verdade pois N
2
> 1

já que N > 2.

Seja agora mn um inteiro tal que mn ≥ max{Mn + 2, t}. Se nós definirmos

un
def
= umn,n, então Tmn(un) = un e T ′

mn
(un) = 1, por (4.4). Então a equação satisfeita

por un é

−div([a(x) + uγn]∇un) +
γ

2
uγ−1
n |∇un|2 = f ′

n(un), (Ψ)

com condições de fronteira nula e a qual foi obtida bastando apenas substituir os valores

de Tmn(un) e T ′
mn

(un) em (4.14).

Além disso, por (4.16) temos que
∫
Ω

uγn|∇un|2 dx é limitado com respeito a n, pois

∫
Ω

uγn|∇un|2 dx ≤
(
m+

1

2

)γ ∫
Ω

|∇un|2 dx

=

(
m+

1

2

)γ

∥un∥21,2 < +∞.

(4.17)
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Mais ainda,
∫
Ω

u
( 2∗

2 )(γ+2)
n dx também é limitado. Vamos verificar:

∫
Ω

u
( 2∗

2 )(γ+2)
n dx =

∫
Ω

u
( 2∗

2 )γ
n u2

∗

n dx

≤
(
m+

1

2

)( 2∗
2 )γ ∫

Ω

u2
∗

n dx

≤
(
m+

1

2

)( 2∗
2 )γ

C∥un∥2
∗

1,2 <∞,

onde na penúltima desigualdade usamos (4.4) e na última desigualdade usamos a imersão

de Sobolev |un|2
∗

2∗ ≤ C∥un∥2
∗

1,2.

Note que, pela hipótese (4.3) temos p <
(
2∗

2

)
(γ + 2), então un é limitado em

Lp(Ω). Usaremos este fato, para provar que un é uniformemente limitado em L∞(Ω).

Afirmação 4.14. Seja A > 0, temos que

S2

∫
Ω

(un)
γ+A+2

2
2∗ dx

 2
2∗

≤
(
γ + A+ 2

2

)2 ∫
Ω

(un)
γ+A|∇un|2 dx,

onde S é uma constante obtida da imersão de Sobolev.

Demonstração da afirmação 4.14. Similar ao que fizemos na afirmação 4.11 usaremos a

relação ∫
Ω

v2
∗
dx

 1
2∗

≤ 1

S

∫
Ω

|∇v|2 dx

 1
2

.
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Tomando v = (un)
γ+A+2

2 , temos que

∫
Ω

v2
∗
dx

 2
2∗

=

∫
Ω

(un)
γ+A+2

2
2∗ dx

 2
2∗

≤ 1

S2

∫
Ω

|∇ [(un)]
γ+A+2

2 |2 dx


=

1

S2

∫
Ω

∣∣∣∣γ + A+ 2

2
(un)

γ+A
2 ∇un

∣∣∣∣2 dx


=

(
γ + A+ 2

2

)2
1

S2

∫
Ω

∣∣∣(un) γ+A
2 ∇un

∣∣∣2 dx.

Portanto,

S2

∫
Ω

(un)
γ+A+2

2
2∗ dx

 2
2∗

≤
(
γ + A+ 2

2

)2 ∫
Ω

(un)
γ+A|∇un|2 dx.

Afirmação 4.15. Declaramos também que vale(
γ + A+ 2

2

)2 ∫
Ω

(un)
γ+A|∇un|2 dx ≤ (γ + A+ 2)2

4(A+ 1)

∫
Ω

(un)
A+p dx.

Demonstração da afirmação 4.15. De fato, seja A > 0 e considere v = (un)
A+1 como

função teste na equação de Euler-Lagrange satisfeita por un, segue que

∫
Ω

−div ([a(x) + uγn]∇un) (un)A+1 dx+

∫
Ω

γ

2
uγ−1
n |∇un|(un)A+1 dx =

∫
Ω

f ′
n(un)(un)

A+1 dx.

O segundo termo do lado esquerdo que é positivo, iremos desconsiderá-lo a fim de obter

a seguinte desigualdade

−
∫
Ω

div[a(x)∇un](un)A+1 dx−
∫
Ω

div[uγn∇un](un)A+1 dx ≤
∫
Ω

f ′
n(un)(un)

A+1 dx.
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Trabalhando agora apenas com o lado esquerdo da desigualdade acima e aplicando o

Teorema de Green, temos∫
Ω

a(x)∇un∇(un)
A+1 dx+

∫
Ω

uγn∇un∇(un)
A+1 dx

=

∫
Ω

a(x)(A+ 1)(un)
A∇un∇un dx+

∫
Ω

uγn(A+ 1)(un)
A∇un∇un dx

=

∫
Ω

a(x)(A+ 1)(un)
A|∇un|2 dx+

∫
Ω

(un)
γ(A+ 1)(un)

A|∇un|2 dx.

Desconsiderando agora o primeiro termo que é positivo e juntando isso ao termo do lado

direito da última desigualdade obteremos que

(A+ 1)

∫
Ω

(un)
γ+A|∇un|2 dx ≤

∫
Ω

f ′
n(un)(un)

A+1 dx.

Lembrando que f ′
n(t) ≤ (t+)p−1, iremos trabalhar agora com o lado direito da desigualdade

acima, isto é ∫
Ω

f ′
n(un)(un)

A+1 dx =

∫
Ω

(un)
p−1(un)

A+1 dx

=

∫
Ω

(un)
A+p dx.

Juntando isso ao termo do lado esquerdo da penúltima desigualdade obteremos que

(A+ 1)

∫
Ω

(un)
γ+A|∇un|2 dx ≤

∫
Ω

(un)
A+p dx.

Multiplicando ambos os lados por
(
γ+A+2

2

)2
obteremos finalmente que

(
γ + A+ 2

2

)2 ∫
Ω

(un)
γ+2|∇un|2 dx ≤ (γ + A+ 2)2

4(A+ 1)

∫
Ω

(un)
A+p dx.

Conclúımos assim a demonstração da afirmação 4.15.

Pelas desigualdades obtidas nas afirmações 4.14 e 4.15 temos que
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S2

∫
Ω

(un)
γ+A+2

2
2∗ dx

 2
2∗

≤
(
γ + A+ 2

2

)2 ∫
Ω

(un)
γ+A|∇un|2 dx

≤ (γ + A+ 2)2

4(A+ 1)

∫
Ω

(un)
A+p dx. (P )

Afirmação 4.16. Se un pertence a Lr(Ω), então un pertence a L
γ+r−p+2

2
2∗(Ω) com norma

|un| γ+r−p+2
2

2∗ ≤
(
γ + r − p+ 2

4S2(r − p+ 1)

) 2∗
2

|un|
r

γ+r−p+2
r (Q)

Demonstração da afirmação 4.16. Com efeito, de (P ) temos que vale

S2

∫
Ω

(un)
γ+A+2

2
2∗ dx

2/2∗

≤ (γ + A+ 2)2

4(A+ 1)

∫
Ω

(un)
A+p dx.

Agora, escolhendo A = r − p, temos que

S2

∫
Ω

(un)
( γ+r−p+2

2 )2∗ dx

2/2∗

≤ (γ + r − p+ 2)2

4(r − p+ 1)

∫
Ω

(un)
r dx < +∞ (R)

o que implica que un ∈ L
γ+r−p+2

2
2∗(Ω).

Resta checar a desigualdade em (Q): reescrevendo o termo a esquerda da desigualdade

em (R) como uma norma temos que

S2
(
|un|

γ+r−p+2
2

2∗

γ+r−p+2
2

2∗

)2/2∗
≤ (γ + r − p+ 2)2

4(r − p+ 1)

∫
Ω

(un)
r dx

=⇒ |un|γ+r−p+2
γ+r−p+2

2
2∗

≤ (γ + r − p+ 2)2

4S2(r − p+ 1)

∫
Ω

(un)
r dx

=⇒ |un| γ+r−p+2
2

2∗ ≤
(
(γ + r − p+ 2)2

4S2(r − p+ 1)

) 1
γ+r−p+2

∫
Ω

(un)
r dx

 1
γ+r−p+2

.

Portanto,

|un| γ+r−p+2
2

2∗ ≤
(
(γ + r − p+ 2)2

4S2(r − p+ 1)

) 1
γ+r−p+2

|un|
r

γ+r−p+2
r . (S)
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Observe que como γ > 1 e também A = r − p > 0 segue que temos

1

γ + r − p+ 2
≤ 1

γ + 2
≤ 2∗

2
.

E assim, a expressão em (S) pode ser reescrita como

|un| γ+r−p+2
2

2∗ ≤
(
(γ + r − p+ 2)2

4S2(r − p+ 1)

) 2∗
2

|un|
r

γ+r−p+2
r para γ > 1. (S)

Assim, argumentando como antes, se considerarmos a sequência rk definida

desta vez por {
r0 =

2∗

2
(γ + 2)

rk = rk−1
2∗

2
+ 2∗

2
(γ + 2− p),

então, un ∈ Lrk(Ω), para todo k, e

|un|rk ≤
(
(γ + rk−1 − p+ 2)2

4S2(rk−1 − p+ 1)

) 2∗
2

|un|
2∗rk−1

2rk
rk−1

≤ · · · ≤ C|un|
( 2∗

2 )
k+1 γ+2

rk
2∗
2
(γ+2)

≤ C̃,

onde usamos (4.17) na última passagem para estimar uniformemente a norma de {un}
em L

2∗
2
(γ+2)(Ω) com respeito a n.

Claramente a sequência {rk} é crescente e ilimitada, pois 2∗

2
> 1, de forma que após

um número finito de passos concluiremos que up−1
n é limitado em Lr(Ω), com r > N/2.

Usando novamente uma adaptação do teorema de Stampacchia, a saber uma adaptação

do teorema 3.1 provado no caṕıtulo 3, exatamente como fizemos anteriormente, vale que

existe C∗ tal que

|un|∞ ≤ C∗, ∀ n > max{t, n}.

Passo 4: Conclusão

Se n ≥ max{C∗, t, n}, segue que

|un|∞ ≤ n =⇒ un(x) ≤ n, x ∈ Ω

=⇒ fn(un) =
upn
p

=⇒ f ′
n(un) = up−1

n .

Finalmente, substituindo em (Ψ) segue que u := un é uma solução positiva não-trivial de

(4.2).



Apêndice A

Espaços Métricos, Teoria da Medida

e Equações Diferenciais Parciais

A.1 Espaços Métricos

Teorema A.1. [37] Seja f : U −→ R, onde U é um subconjunto aberto de RN . Supo-

nhamos que o segmento de reta [a, a+v] esteja contido em U , que a restrição f
[a,a+v]

seja

cont́ınua e que exista a derivada direcional ∂f
∂v
(x), segundo v, em todo ponto x ∈ (a, a+v).

Então existe θ ∈ (0, 1) tal que

f(a+ v)− f(a) =
∂f

∂v
(a+ θv).

Proposição A.1. [37] Um subespaço fechado de um espaço métrico completo é completo.

Sejam X um conjunto, M um espaço métrico e α : X → M uma aplicação.

A notação Bα(X,M) representa o conjunto das aplicações f : X →M tais que d(f, α) =

sup
x∈X

d(f(x), α(x)) <∞, com a métrica da convergência uniforme.

Teorema A.2. [37] Se um espaço métrico M é completo então Bα(X,M) é completo,

sejam quais forem X e α : X →M .

Corolário A.1. [37] Sejam M,N espaços métricos. Se N é completo então, para toda

aplicação α :M → N , o espaço métrico Cα(M,N) é completo.

Teorema A.3. [17] Sejam x ∈ R, y ∈ R e suponha que p ≥ 1 seja um inteiro. Então

valem as seguintes desigualdades:

1) |x+ y|p ≤ 2p−1|xp + yp|,
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2) (|x|+ |y|)1/p ≤ |x|
1
p + |y|

1
p ≤ 2

p−1
p (|x|+ |y|)

1
p e

3) |x− y|p ≤ 2p−1|xp − yp|, quando p ≥ 1 for um inteiro ı́mpar.

A.2 Teoria da Medida

Definição A.1. [60] Sejam X, Y espaços topológicos e (T,M, µ) um espaço mensurável.

Dizemos que f : T ×X −→ Y é uma função Carathéodory se

(i) f(·, u) é mensurável para cada u;

(ii) f(t, ·) é cont́ınua para cada t.

Em outras palavras é mensurável em t e cont́ınua em u.

Definição A.2. [15] Define-se por L1(Ω), o espaço das funções integráveis de Ω em R.
Usa-se a seguinte a seguinte notação para a norma deste espaço

|f |1 =
∫
Ω

|f | dµ =

∫
|f |.

Definição A.3. [15] Seja p ∈ R com 1 < p <∞. Definimos

Lp =
{
f : Ω −→ R|f é mensurável e |f |p ∈ L1(Ω)

}
cuja norma

|f |p =

∫
Ω

|f(x)|p dµ

1/p

Definição A.4. [15] Definimos

L∞(Ω) =

{
f : Ω −→ R

∣∣∣∣∣ f é mensurável e existe uma constante C

tal que |f(x)| ≤ C em quase todo ponto em Ω

}
(A.1)

Teorema A.4 (Teorema da convergência dominada). [44] Suponha que as funções {fk}∞k=1

sejam integráveis e fk → f em quase todo ponto. Suponha também que |fk| ≤ g em quase

todo ponto, para alguma função g ∈ L1(Ω). Então vale que∫
Ω

fk dx −→
∫
Ω

f dx.
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A.3 Equações Diferenciais Parciais

Considere a seguinte relação, obtida de [8]

Lu = −div(A(x)∇u) onde, por exemplo A(x) é operador identidade

= −div(I∇u)

=
N∑
i=1

∂2u

∂x2i
:= −∆u

(A.2)

Onde ∆ é denominado operador de Laplace.

Definição A.5. [15] Uma forma bilinear a : H × H → R é coerciva se existe uma

constante α > 0 tal que

a(v, v) ≥ α|v|2,

para todo v ∈ H.

Definição A.6. [61] Seja X um espaço de Banach e I ∈ C1(X,R). Dizemos que I satisfaz

a condição de Palais-Smale se toda sequência (uk) ⊂ X tal que sup
k

|I(uk)| < ∞ e

lim
k→∞

I ′(uk) = 0 possui subsequência convergente.

Se c ∈ R, dizemos que I satisfaz a condição de Palais-Smale no ńıvel c desde que toda

sequência tal que lim
k→∞

I(uk) = c e lim
k→∞

I ′(uk) = 0, possui subsequência convergente.

Teorema A.5. [61][Teorema do passo da montanha clássico] Seja X um espaço de Ba-

nach e I ∈ C1(X,R) um funcional tal que I(0) = 0 e

(I1) Existem ρ, α > 0 tais que I|∂Bρ(0) ≥ α;

(I2) Existe e ∈ X tal que ∥e∥X > ρ e I(e) ≤ 0.

Seja

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t))

onde

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = e}.

Então, se I satisfaz (PS)c o ńıvel c é um ńıvel cŕıtico de I, isto é, existe u ∈ X tal que

I(u) = c e I ′(u) = 0.

Teorema A.6. [21] Se u ∈ W 1,p
0 (Ω) então u+, u−, |u| ∈ W 1,p

0 (Ω). Além disso, vale

também que

∇u+ =

{
∇u, q.t.p. em {u > 0},
0, q.t.p. em {u ≤ 0},
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e que

∇u− =

{
0, q.t.p. em {u ≥ 0},

−∇u, q.t.p. em {u < 0}.

Teorema A.7. [28]Suponha que u(x) representa o mı́nimo absoluto do funcional

I(u) =

∫
Ω

F (x, u, ux) dx

na classe das funções que pertencem a W 1,m(Ω) que assume valor de contorno φ′(s).

Suponha que a função F é tal que

F (x, u, p) ≥ ν|p|m − φ1(x)(|u|α1 + 1), ν = const > 0,

F (x, u, 0) ≤ φ2(x)|u|α2 + φ0(x), φi ≥ 0, i = 0, 1, 2
(A.3)

onde φi(x) ∈ Lri(Ω) com ri >
n
m
, para i = 0, 1, 2, e que

αi <
mn

n−m

(
1− 1

ri

)
,

para i = 1, 2. Então, se max
s

ess|u| = M0 < ∞, então a quantidade max
Ω

ess|u| é limitada

em termos das constantes M0, ∥u∥Li(Ω), i =
αiri
ri−1

e medΩ.

A.4 Espaços de Banach

Existem duas noções básicas de funções diferenciáveis f definidas sobre um conjunto

aberto de um espaço de Banach X em um espaço de Banach Y . São elas:

Definição A.7. [8]

1. Dizemos que f é uma função Gâteaux diferenciável em x0 se existe um operador

linear limitado T de X em Y tal que para cada u ∈ X,

lim
t→0

f(x0 + tu)− f(x0)

t
= Tu.

O operador T é chamado de derivada de Gâteaux de f em x0 e denotado por

Df (x0).

Se para algum u fixado o limite

f ′(x0, u) = lim
t→0

f(x0 + tu)− f(x0)

t

existir, dizemos que f tem uma derivada direcional de x0 na direção de u. Então
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f é Gâteaux diferenciável em x0 se, e somente se, todas as derivadas direcionais

f ′(x0, u) existem e elas formam um operador linear limitado de u. Neste caso a

notação é f ′(x0, u) = Df (x0)u.

2. Se existe o limite uniforme em x na definição da derivada de Gâteaux sobre a esfera

unitária de X, dizemos que f é Fréchet diferenciável em x0 e T é a derivada de

Fréchet de f em x0.

A.5 Espaços de Sobolev

Definição A.8. [15] Dado Ω um subconjunto aberto de RN escrevemos C1
0(Ω) para de-

notar o espaço das funções diferenciáveis com derivada cont́ınua e suporte compacto em

Ω, também representado por

C1
0(Ω) = {u : Ω −→ R : u é continuamente diferenciável e possui suporte compacto }

Definição A.9. [15] Seja Ω ⊂ RN um conjunto aberto e seja p ∈ R com 1 ≤ p < ∞.

Definimos o espaço de Sobolev W 1,p(Ω) como sendo

W 1,p(Ω) =

u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣∣∣∣∣
∃ g1, g2, ..., gN ∈ Lp(Ω) tal que

∫
Ω

u
∂φ

∂xi
= −

∫
Ω

giφ,

∀φ ∈ C1
0(Ω), ∀i = 1, 2, ..., N

 (A.4)

Defina H1(Ω) = W 1,2(Ω). Seja u ∈ W 1,p(Ω) define-se ∂u
∂xi

= gi e escreve-se

∇u =

(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, ...,

∂u

∂xN

)
.

O espaço W 1,p(Ω) é munido da norma

∥u∥1,p = |u|p +
N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣
p

.

Enquanto que o espaço H1(Ω) é munido do produto interno

(u, v)H1 = (u, v)L2 +
N∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
L2

=

∫
Ω

uv +
N∑
i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi
.



121

Cuja norma associada a este produto escalar é

∥u∥1,2 =

(
|u|22 +

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣2
2

)1/2

a qual é equivalente à norma em W 1,2(Ω).

Definição A.10. [15] Seja 1 ≤ p <∞ então o espaço de Sobolev W 1,p
0 (Ω) denota o fecho

de C1
0(Ω) em W 1,p(Ω). O espaço W 1,p

0 (Ω), munido da norma W 1,p(Ω), é um espaço de

Banach separável, ou seja é reflexivo se 1 < p < ∞. Defina H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω), dizemos

que H1
0 , munido do produto escalar em H1(Ω) é um espaço de Hilbert.

Definição A.11. [39] Diz-se que o aberto Ω ⊂ RN é limitado na direção xi se existe um

intervalo aberto finito (a, b) da reta tal que

priΩ ⊂ (a, b)

onde pri é a projeção de RN sobre o eixo xi.

Teorema A.8. [21][Estimativas para W 1,p
0 (U), 1 ≤ p < N ]. Seja U um subconjunto de

RN , aberto e limitado. Suponha u ∈ W 1,p
0 (U) para algum 1 ≤ p < N . Então temos a

estimativa

|u|q ≤ C|∇u|p

para cada q ∈ [1, p∗], onde a constante C depende de p, q,N e de U .

Teorema A.9. [24][Imersão de Sobolev]

W 1,p
0 (Ω) ⊂

{
L

Np
(N−p) se p < N

C0(Ω) se p > N.

Além disso, existe uma constante C = C(N, p) tal que, para qualquer u ∈ W 1,p
0 (Ω),

|u| Np
(N−p)

≤ C|∇u|p, para p < N

sup
Ω

|u| ≤ C|Ω|
1
N
− 1

p |∇u|p, para p > N.



Apêndice B

Análise Funcional e Métodos

Variacionais

B.1 Análise Funcional

Definição B.1. [15] Dizemos que a função φ : E −→ (−∞,+∞] é semincont́ınua infe-

riormente se para todo λ ∈ R o conjunto

[φ ≤ λ] = {x ∈ E;φ(x) ≤ λ}

é fechado.

Definição B.2 (Forma coerciva). [29] Uma forma bilinear a : H ×H → R é coerciva se

existe uma constante α > 0 tal que

a(v, v) ≥ α|v|2, ∀ v ∈ H.

Teorema B.1. [15][Desigualdade de Young] Se p, q são números reais positivos e tais que
1
p
+ 1

q
= 1 então para todo a, b ≥ 0 vale que

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

valendo a igualdade apenas no caso em que ap = bq.

Observação B.1. [15][Desigualdade de Young com ϵ] As vezes será conveniente usar a

forma

ab ≤ ϵap + Cϵb
q

onde Cϵ é uma constante positiva que depende de ϵ.
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Demonstração. Com efeito, seja ϵ > 0, agora, nas condições do teorema B.1 temos que

ab = (νa)

(
b

ν

)
≤ 1

p
(νa)p +

(
b
ν

)q
q

≤ νp

p
ap +

1

qνq
bq.

Tomando ϵ = νp

p
temos que

ab ≤ ϵap +
1

q(ϵp)
q
p

bq.

Portanto,

ab ≤ ϵap + Cϵb
q.

Teorema B.2. [44][Desigualdade de Hölder] Sejam 1 < p, q < ∞ os conjugados de

Lebesgue, isto é, 1
p
+ 1

q
= 1. Dadas f : D → R e g : D → R funções f ∈ Lp , g ∈ Lq e

V ⊆ D, então vale que∣∣∣∣∣∣
∫
V

f(x)g(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫

V

|f(x)|p dx

 1
p
∫

V

|g(x)|q dx

 1
q

onde no caso da desigualdade temos ainda que fg ∈ L1(V ).

Lema B.1. [13]Suponha que

uϵ ⇀ ∈ W 1,p
0 (Ω) fracamente q.t.p. emΩ, (B.1)

e ∫
Ω

[a(x, uϵ,∇uϵ)− a(x, uϵ,∇u)]∇(uϵ − u) −→ 0. (B.2)

Então

uϵ −→ u ∈ W 1,p
0 (Ω) fortemente. (B.3)

B.2 Métodos Variacionais

Teorema B.3. [21][Prinćıpio variacional para o autovalor principal]
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(i) Temos

λ1 = min
{
B[u, u]|u ∈ H1

0 (U), |u|2 = 1
}
.

(ii) Além disso, o mı́nimo acima é atingido para uma função w1, positiva em U , a qual

é solução de {
Lw1 = λ1w1 em U

w1 = 0 sobre ∂U

(iii) Finalmente, se u ∈ H1
0 (U) é uma solução fraca qualquer de{

Lu = λ1u em U

u = 0 sobre ∂U

então u é um múltiplo de w1.

Teorema B.4. [61][Prinćıpio Variacional de Ekeland] Seja V um espaço métrico com-

pleto, e F : V −→ (−∞,+∞] uma função semicont́ınua inferiormente, F ̸≡ +∞, e

limitada inferiormente. Seja ϵ > 0 dado, e um ponto u ∈ V , tal que F (u) ≤ inf
V
F + ϵ.

Então existe algum ponto v ∈ V tal que

1. F (v) ≤ F (u);

2. d(u, v) ≤ 1;

3. ∀w ̸= v, F (w) > F (v)− ϵd(v, w).

Corolário B.1. [25] Seja (V, d) um espaço métrico completo e F : V → R uma função

semicont́ınua inferiormente na topologia da métrica e limitada inferiormente, se intro-

duzirmos em V uma nova distância d1 = ϵ
1
2d, a topologia de V continua a mesma. Em

particular (V, d1) é um espaço métrico completo, e F é semicont́ınua inferiormente. Pelo

prinćıpio Variacional de Ekeland, segue que se F(u) ≤ inf
V

F + ϵ, existe v ∈ V diferente

daquele no Teorema de Ekeland, tal que

(i′) d(u, v) ≤ ϵ
1
2 ;

(ii′) F(v) ≤ F(u);

(iii′) F(v) ≤ F(w) + ϵ
1
2d(v, w) ∀ w ∈ V .
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