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Dedicatéria
For whom and through whom everything
exists. Heb 2,10

Aquele, para quem e por quem todas as

coisas existem. Hb 2.10
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Definicao: A fé é a certeza daquilo que espe-
ramos e a prova das coisas que nao vemos.
(Apéstolo Paulo em Hebreus 11,1)

Exemplo: Nao temas, cré somente! (Yeshua
em Marcos 5,36) [Pois ali foi realizado um

milagre por meio da fé.]



RESUMO

O estudo realizado nesta dissertagao esté concentrado em trabalhar funcionais em espagos
de Sobolev W, *(Q), p > 1, definidos por

J(u) = /f(x,u, Vu) dz,

onde 2 é um subconjunto limitado e aberto em R”Y. Sabe-se na literatura cldssica que
pode-se obter pontos criticos destes funcionais, quando diferenciaveis, através da aplicacao
do Teorema do Passo da Montanha Classico. Entretanto, estudaremos a existéncia de
pontos criticos para funcionais J(u) que ndo sao diferenciaveis. Assim, para contornar
o problema da nao-diferenciabilidade provaremos uma versao modificada do Teorema do
Passo da Montanha publicada em um artigo de David Arcoya e Lucio Boccardo [3] o qual
demonstra a existéncia de pontos criticos nao-negativos para este tipo de funcional.

Em seguida estudamos um funcional dado por

Tw) =5 / (az) + [o]] [VoP? dz - }, / (v de,

Q Q

para N > 2 onde a(z) é uma fun¢do mensuravel satisfazendo 0 < a < a(x) < 8, em
quase todo ponto z € Q, ver [5]. Aqui estudaremos a existéncia de solugbes positivas
da equagao de Euler-Lagrange com termo quase-linear a qual este funcional J(v) esté
associado, quando v > 1 e p > 1. Entretanto sera necessario estudar previamente um
teorema auxiliar visto em [54] o qual nos permitira extender o nosso resultado para L>(£2).
Palavras-chave: Teorema do Passo da Montanha para funcionais nao-diferenciaveis.

Equagao de Euler-Lagrange com termo quase-linear. Existéncia de solugoes positivas.



ABSTRACT

The study carried out on this dissertation is focused in working with functionals in Sobolev
Spaces W, (), p > 1, defined by

J(u) = /f(x,u, Vu) dz,

where  is a bounded subset and open in RY. We know from the classic literature that
one can obtain critical points of these functional, when they are differentiable, through
an application of the classical Mountain Pass Theorem. However, we shall study the
existence of critical points for functionals J(u) which are non-differentiable. Thus, in
order to circumvent the obstacle of non-differentiability, we will prove a modified version
of the Mountain Pass Theorem, published in a paper by David Arcoya e Lucio Boccardo
[3] which proves the existence of non negative critical points for this type of functional.

We then study a functional given by

Tw) =5 / (az) + [o]] [VoP? dz - }, / (v de,

Q Q

for N > 2,where a(z) is a measurable function satisfying 0 < a < a(z) < g, for almost
all z € Q, see [5]. Here we study the existence of positive solutions of the Euler-Lagrange
equation with a quasilinear term, associated with this functional J(v), quando v > 1 e
p > 1. Nevertheless, prior to that it will be necessary to study an auxiliary theorem as
done by Stampacchia [54] that shall allow us to extend our result to L>(£2).

Keywords: Mountain Pass Theorem for non differentiable functionals. Euler-Lagrange

Equation with quasilinear term. Existence of positive solutions.
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LISTA DE NOTACOES E SIMBOLOS

Usaremos as seguintes notagoes:
1. L*(Q2), 1 < p < oo para o espago de Lebesgue sobre €, e

1/p

uly = { [ 1 ds

Q

como a norma neste espago. Quando p = oo denotaremos L>(2) como o espaco de
Banach das funcoes u mensuraveis em {2 e que sao essencialmente limitadas em (2,
equipado com a norma

|u|oo = supess |u(z)].
z€eQ

2. Wol’p(Q) para espaco de Sobolev com suporte compacto u, Vu € LP(Q) e

1/p

il = / IVl de
Q

a norma em W, 7(Q).
3. C, (4, Cy para denotar constantes positivas e provavelmente distintas;

4. A1 denotara o primeiro autovalor positivo de
—Ap¢ = —div(|Vo[P Vo) = N|g|P ¢

para z € Q,¢(x) =0 com x € 9Q,p > 1;
5. @1 € WaP(Q) N L>(Q) é uma autofuncio positiva associada a A,
6. um = max{u,0}, v~ = max{—u,0} e u = ut —u".

7. A funcao sinal é
1, se >0

sgn(x) = 0, se =0
-1, se <0

Observacao sobre a notacgao 2: Usaremos
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1/p

fullp = | [ 1Vl dz
Q

ou
1/p

o = { [ 1a+ [ 19ul do
Q Q

Vejamos como um exemplo o caso p = 2. Seja Q C R¥ limitado em alguma direcao.

pois sao equivalentes.

Entao, temos a desigualdade de Poncare:

2 2

/u2 de | <C(Q) /\Vu\z de |
Q

Q
onde C(2) > 0 é uma constante dependendo de 2. Notemos que como [ u? dz > 0 entdo

[N

Q
vale que
/|Vu|2 dr < /u2 dx + / |Vul? dz (2).
Q Q Q
Pela desigualdade de Poincare, a menos de uma constante, vale que
/u2 d:L‘—l—/]Vu|2 de < C(Q)/]Vu|2 da:+/]Vu]2 iz
Q Q Q Q
<@+ [ |Vaf do ()
Q

Lembrando que

3 3
lull1s = /u2 dr| + /|vuy2 iz |
Q

Q

Assim, segue de (Z) e (W) que

lull12 < M/ |Vul? dz  com M constante
Q

e que

/’VU’Z dr < ¢llul|y 9.
0

Logo, se tratada uma equivaléncia de normas, e entao [ |Vu|? dx é de fato uma norma.
Q



Capitulo 0

Introducao

0.1 Teorema do Passo da Montanha para Funcionais
Nao-Diferenciaveis

Histérico sobre o Teorema do Passo da Montanha classico

O Teorema do Passo da Montanha classico foi originalmente provado por Ambrosetti e
Rabinowitz [2]. Este teorema é o precursor de muitos outros teoremas do tipo minimax.
No qual, impondo certas condigoes sobre um funcional, o teorema demonstra a existéncia
de um ponto de sela. Entretanto a aplicacao do teorema original é pouco disseminada
pois existem varias outras versoes deste teorema na literatura, e na sua grande maioria

se trata da prova de existéncia de pontos extremos.

Teorema 0.1 (Teorema do passo da montanha cldssico). Seja X um espago de Banach
e I € CY(X,R) um funcional com 1(0) =0, e verificando:

(I1) Existem p,a > 0 tais que I|pp,0) > @;
(Iy) Eziste e € X tal que ||e|]|x > p e I(e) < 0.

Seja
¢ = Inf max I (v(1))
onde
I'={y € C([0,1], X) : 7(0) =0, 7(1) = e}.

Entao, se I satisfaz (PS). o nivel ¢ é um nivel critico de I, isto é, existe u € X tal que
I(u) =cel'(u)=0.

12
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A intuicao para o nome do Teorema do Passo da Montanha pode ser descrita
da seguinte forma: Consideremos I descrevendo uma elevagao, e suponhamos que sejam
conhecidos dois pontos baixos num vilarejo rodeado por montanhas, um deles sendo a
origem com /(0) = 0 e outro um ponto distante e onde I(e) < 0. Suponhamos ainda
que entre estes dois pontos existam algumas montanhas (em ||e||x > r) onde a elevagao é
mais alta, maior que p > 0. De forma que se quisermos passar por um caminho y desde a
origem até e, devemos passar pelas montanhas. Ou seja, devemos subir e depois descer.
Sendo I levemente suave, deve existir um ponto critico em algum lugar no meio. Mas,
a fim de poupar energia, escolhemos o caminho com menor elevacao (o “caminho mais
curto)”. Assim, na prética o “Passo da Montanha” se localiza na passagem da elevagao
mais baixa entre as montanhas. Note que esta “passagem” é quase sempre um ponto de

sela.

Sobre o Teorema do Passo da Montanha para Funcionais Nao Dife-
rencidveis e Compacidade
O primeiro foco nesta dissertacao é a respeito do principal resultado do artigo intitulado
Critical Points for Multiple Integrals of the Calculus of Variations, ou seja, a respeito da
existéncia de pontos criticos de funcionais definidos no espago de Sobolev VVO1 P(Q), p>1,

por

J(u) = /f(x,u, Vu) dz,

com () sendo um subconjunto aberto e limitado em RY. Mesmo para exemplos simples
em RY a diferenciabilidade de J(u) pode falhar. E aqui estd o objetivo principal de
trabalhar com o funcional J(u) sob estas condigbes: para contornar o problema da nao-
diferenciabilidade, provaremos uma versao adequada do Teorema do Passo da Montanha

de Ambrosetti-Rabinowitz aplicada a funcionais os quais nao sao diferenciaveis em todas
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as diregoes.

0.1.1 Teorema do Passo da Montanha para Funcionais Nao-

Diferenciaveis

Teorema 0.2 (Teorema do Passo da Montanha para Funcionais Nao-Diferencidveis). Seja

(X, ]| - |lx) um espago de Banach ¢ Y C X um subespaco, o qual também é um espaco
de Banach munido da norma || - ||y tal que ||y|lx < ||lylly para todo y € Y. Suponha que
J : X — R seja um funcional tal que J‘ , seja continuo e satisfaz:

Yll-lly)

a) J tem uma derivada direcional (J'(u),v) em cada uw € X ao longo de qualquer

direcao v € Y.

b) Para u € X fizxado, a fungdo (J'(u),v) € linear em v € Y, e para v € Y fizado, a

fungao (J'(u),v) € continua em u € X.

Seja K um espaco métrico compacto, Ky C K um subconjunto fechado e vy : Ky —

(Y, || - ly) uma aplicagdo continua. Considere o conjunto

= {’y K — (Y, || |ly) : v € continuo 6’7‘ :'yo}.
Ko

Se

¢ = inf max J(y(t)) > e1 = max J(v(t)),

entao, para cada € >0 ey € I' tal que

1
< < —
c< I%%?(J(v(t)) <c+ 2(—:

existe 5, € ' e u. € 7. (K) C Y satisfazendo

1
< 2% < < —
¢ <max J(7(t)) < maxJ(y(t)) < c + e,

5.(t) — <
max [7(t) = v(t)[ly < Ve,

1
c—e<J(u) < c+§e,
(T (ue), v)| < Vellvlly, Vv e Y.
O teorema do Passo da Montanha classico, envolve além das condigoes geométricas
as quais justificam o nome do teorema, uma hipdtese técnica conhecida como condigao

de Palais Smale sobre o funcional J o qual aparece frequentemente na teoria de pontos

criticos e diz o seguinte: Qualquer sequéncia {u,}, em um espago de Banach E, no qual o
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funcional J(u,) € limitado e se tem J'(u,) converge a zero no espago dual E', possui uma
subsequéncia convergente. Isto significa que a diferenciabilidade é condi¢ao necessaria
para o funcional J em F.

Assim, a versao modificada que provaremos trata de fornecer condigoes para a existéncia
de pontos criticos para funcionais que nao sao diferenciaveis em todas as diregoes e fi-
nalmente aplicamos o teorema modificado ao estudo da existéncia e mutiplicidade de
pontos criticos para algumas classes de funcionais do Célculo Variacional. O exemplo

mais simples é
1
J(u) = 5/A(a:,u)|Vu|2 dx — /F(x,u) dr, u € Wy?*(Q),
Q 0

com hipdteses adequadas sobre as fungoes do tipo Carathéodory F(x,z) e A(x,z). Em

que, neste caso, a equacao de Euler-Lagrange é

—div (A(x,u)Vu) + %A’Z(x,u)\VuF = g—]:(x,u) = f(z,u),

onde u € W,?(Q) N L=(Q) e, que por sua vez, possui solucdo fraca dada por

/A(x,u)Vqu dx + %/A(x, w)|Vul*v dx = /f(x,u)v dx
Q

Q Q

para cada funcio teste v € W, *(Q) N L®(Q).

0.1.2 Compacidade

Seja € um subconjunto aberto e limitado em RY. Para p > 1, considere o funcional

J(u) = /f(x,u, Vu) — F(x,u") dz,

onde u € WyP(Q), & : Q@ x R x RY — R é uma funcio Carathéodory, F(z,z) =
foz f(x,t) dt é uma primitiva de uma fungdo Carathéodory f : 2 x R — R tal que
f(z,0) = 0 para quase todo x € 2. Suponha:

(i) Para quase todo z € Q e todo z € R, a funcao

£ S (x,2,€) é estritamente convexa em R, (1)

(ii) Existe f1 > oq > 0 tal que

algl < I (x,2,€) < pugl, (2)
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para quase todo z € 2 e todo z € R, £ € RV,

(iii) Existem C7, Cy constantes positivas tais que
|f(z,2)] < Cy|z|7 + Cy, para quase todo x € Q,Vz € R, (3)

com o + 1 < p* onde

. (]\],V_pp), se p<N,
oo, se N <np.

(iv) Existe ap > 0 tal que

CL(CC’ Z, f) : 5 > a2|§|p7 (4)

para quase todo z € Q etodo z € R, £ € RV e

0.7 07 07
a(m,z,{) = 8_5(1‘7275) = (8_517 a@) )

isto é, funcao Carathéodory.

(v) Existem B, > 0e h € L¥(Q), onde p' = -5, tal que
la(z, 2,6)] < Baofh(x) + |2 + [g171], (5)

para quase todo z € Q e todo z € R, £ € RY.

(vi) Existe 83 > 0 tal que
[b(z, 2, €)] < Bs[¢]”, (6)

para quase todo z € Q, etodo z € R, £ € RV e

07

b(ma Zag) = E(:Ev Z7€)a

para quase todo z € 2, Vz € R, V¢ € RV, ou seja funcao Carathéodory.

Além disso, a hipdtese de convexidade estrita £ — Z(z, z,£) implica que para quase todo
x € Q) etodo z € R temos

[a(a;,z,f) - CL(Z‘7Z,€*)] ’ [’S - g*] >0, (7)

para todo &, £* € RY com & # &*.
Substituindo & com £ (t € R) em ({]), deduzimos que

a(x,z,0) = 0 para quase todo z € Q,Vz € R. (8)
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Estudaremos o caso no qual a nao-linearidade f(z, z) satisfaz

liin 2P f(z,2) = +oo uniformemente em x € Q. (9)
zZ—r+00

Adicionalmente a @, Supomos e a seguinte condicao sobre f: Existem m > p, a3 >0
e Ry > 0 tais que

mF(x,z) < zf(z,z) + azA|2|” (10)

para quase todo z € () e todo z > Rs.

Vamos impor mais uma hipdtese sobre .#: Existe ay > a3 tal que
mﬂ(aj,z,f) _a(xaz7£) 'f-b({,E,Z,é)Z 2 054’6‘27 (11)

para quase todo z € Q e todo z € R, £ € RV, onde m e a3 sao aqueles dados em ([10)).
Todas as hipdteses acima, nos fornecerao condicoes para a demonstracao da condicao de

compacidade, a qual enunciamos como

Proposicao 0.1. Suponhamos a validade das premissas a , € . Seja {u,}
wma sequéncia em W,P(Q) N L®(Q) satisfazendo para todo n € N,

J(u,) < C, (12)
[tn|oo < 2M,,, (13)
(J'(un),v) < e, [|X|4(: + HUHLP:| Yo e WyP(Q) N Le(Q), (14)

onde C' € uma constante positiva, {M,} C R*—{0} é uma sequéncia qualquer e {e,} C RT
¢ wma sequéncia convergindo para zero. Entdo {u,} € limitado em WP ().

Se, adicionalmente vale zb(x, z,£) > 0, entao {u,} possui uma subsequéncia {u,, } a qual
converge fortemente em Wy (Q) para algum u € WyP(Q) N L®(Q).

0.2 Solucao para equacao de Euler-Lagrange com termo

quase-linear

Um pouco sobre a estrutura das equacoes de Euler-Lagrange
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A ideia fundamental por tras do principio de Dirichlet é a interpretacao de um

problema diferencial, escrito de forma abstrata como F'(u) = 0, com
I'(0) =0,

onde I é um funcional adequado definido em um conjunto de funcoes, e I’ é a diferencial de
I num sentido preciso a ser deduzido. Em outras palavras, as raizes de F’ sao vistas como
pontos criticos de I, mas que ndo necessariamente sejam minimos. A equagao I'(0) =0 é

a Equacao de Euler-Lagrange a qual o funcinal [ estd associado. Isso motiva a seguinte

Definicao 0.1. Seja X um espaco de Banach, U C X um subconjunto aberto e suponha-

mos que I : U — R seja diferencidvel. Um ponto critico w € U de I € tal que
I'(0) = 0.

Onde I'(u) é um elemento do espago dual X', ou seja I'(u)v = 0 para todo v € X. Se
I'(u) =0 e I(u) = ¢, dizemos que u é um ponto critico de nivel ¢ em I. Se para algum
c € R o conjunto I7'(c) C X contém pelo menos um ponto critico, dizemos que ¢ é um
nivel critico de 1. A equagao I'(u) = 0 é chamada equagio de Fuler-Lagrange a qual o

funcional I estd associado.

0.2.1 Sobre como obter solugao para equacgao de Euler-Lagrange
com termo quase-linear
Aqui aplicaremos o Teorema do Passo da Montanha modificado. Assim, estudaremos a

existéncia de solugoes positivas para equagoes de Euler-Lagrange as quais o funcional a

seguir esta associado

Tw) =5 / (a(z) + [o]] [VoP? dz - }, / (v de,

Q

ondey > 1ep > 1. Aqui estamos considerando 2 C RY aberto e limitado, N > 2, e a(z)
sendo uma fungao mensurdvel em quase todo ponto z € Q e tal que 0 < o < a(x) < 3.
Enfatizaremos o caso 2* < p < %(”y + 2). Considerando a equagao de Euler-Lagrange a

qual o funcional em questao esta associado, isto é

—div([a(z) + |u]]Vu) + Z|u]u|Vu* = w?~!, em Q,
u =0, em Of2.
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Iremos estudar fungoes nao-negativas e nao-triviais u € H}(Q) tais que v’ |Vul? €
LY(Q), e tal que

/[a(:v) +u"|VuVv dx + % /u7_1|Vu|2v dr = /up_lv dx,

Q Q Q

para todo v € H}(Q2) N L>(2). Quando p > v+ 2 existe um valor critico para o expoente
p= 27 (7 + 2). Assim, nosso objetivo é estudar a existéncia de solucao positiva para o pro-
blema (|15)), para isso teremos que fornecer estas restrigoes, isto é, v +2 < p < 23 (v +2).
Entretanto, a fim de aproximar o funcional para que esteja bem definido em H}(€2), serd
necessario impormos uma hipdtese extra sobre v, a qual serd v+ 2 < 2*.

A técnica que usaremos para resolver este problema serd definir um funcional truncado,
isto é, aproximaremos o funcional J por uma sequéncia de funcionais J,,, cuja parte
quadratica em Vv é limitada em relacao a v. Ressaltamos que a técnica usada junta-
mente com a estimativa em L°° nos permitird provar que quando v > 1 entao um ponto
critico, digamos um 7 de Jm gz, para m,n suficientemente grandes, é uma solucao do pro-

blema ([15]) sem ter que passar ao limite em m ou n.

Teorema 0.3. Se v > 1 ¢ tal que v+ 2 < 2*, e p satisfaz

*

v+2<p<5(7+2) (16)

entdo existe uma solugao fraca positiva u € Hg(Q)NL> () do problema de Dirichlet (L5)).



Capitulo 1
Resultados Preliminares

Seja € um subconjunto aberto e limitado em R¥. Para p > 1, considere o funcional

J(u) = /J(:U,u, Vu) — F(x,u") dz,

onde u € WyP(Q), # : Q@ x R x RY — R é uma funcio Carathéodory, F(z,z) =
foz f(x,t) dt é uma primitiva de uma fungdo Carathéodory f : 2 x R — R tal que
f(z,0) = 0 para quase todo x € 2. Suponha:

(i) Para quase todo z € Q e todo z € R, a funcao

£ S (x,2,€) é estritamente convexa em R, (1.1)

(i) Existem £y > a3 > 0 tal que
arl¢]” < I (x,2,8) < Bilgl, (1.2)

para quase todo z € e todo z € R, £ € RV,

(iii) Existem Cj, Cy constantes positivas tais que
|f(z,2)] < Ci|z|7 + Cy, para quase todo x € Q,Vz € R, (1.3)

com o + 1 < p* onde

= (]\],pr), se p<N,
oo, se N <p.

(iv) Existe ap > 0 tal que
CL(CL’, 2 f) ’ 5 > a2|§|p7 (14)

20
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para quase todo z € Q e todo z € R, £ € RN e

05 09 05
a(xvz7€) = d_f(xaz7£) = (a_é-l7 ’05_N> .

(v) Existem f, > 0e h € LP(Q), onde p’ = p%l, tal que
la(z, 2,€)] < Bolh(w) + [P + €71, (1.5)

para quase todo x € Q e todo z € R, £ € RV,

(vi) Existe 83 > 0 tal que
bz, 2. )| < BaleP, (1.6)

para quase todo x € , e todo z € R, ¢ € RV e

09

b(ZE, Z:§> - E(xaz7§)a

para quase todo x € Q, Vz € R, V¢ € RV,

Além disso, a hipitese de convexidade estrita £ — 7 (x, z,£) implica que para quase todo
x € e todo z € R temos

[a(x,z,g) - CL(ZL‘,Z,f*)] ’ [g - g*] >0, (17)

para todo &, &* € RN com & # &£,
Substituindo & com £ (t € R) em ([1.4)), deduzimos que

a(x, z,0) = 0 para quase todo = € Q,Vz € R. (1.8)
Com efeito, veja que por (1.4)) com t&(t € RT, ¢t — 07) temos que
a(z,z,t§) - 1§ > antd]”

Assim, por um lado se ¢ > 0 podemos reescrever a desigualdade acima cancelando um
termo t£ como
a(w, z,t€) > aslté|P".

Dai, se t — 07 entdo a(x,z,0) > 0. Por outro lado e analogamente, se t — 0~
entdo a(r,z,t€) < ap|té|P!, assim a(z,z,0) < 0. Agora, combinando ambos temos

que a(z, z,0) = 0 nestas condigoes.
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1.1 Sobre as condicoes do funcional J nao diferenciavel

pelas condigoes de (i) a (i7i), J estd bem definido é continuo e fracamente semicontinuo

inferiormente em VVO1 P(Q). Além disso, (|1.3]) implica que o segundo termo que aparece
em J, isto é, [ F(x,-) dv € C'(W,"(Q)) com derivada de Fréchet dada por
)

.0
=lim
t—0 t

| > [ Flz,ut +tv) de — [ F(z,u) da

< /F(x,zﬁ) dz | v

[ (F(z,ut 4+ tv) — F(z,u")) dz

—lim &
t—0 t
[ F'(x,ut +0v) - tv da
TV.M,.
= lim
t—0 t
=lim [ F'(z,u” + 6v)v dx
0—0

0
= lim/f(x,uJr + 6v)v dx
6—0

Q

:/f(x,u+)v dr  u,v € WyP(Q),
Q

onde usamos o teorema do valor médio na terceira igualdade e o teorema da convergéncia

dominada na ultima igualdade.

/N

u™ = max{u, 0}

M\ /™

A

u

Sabe-se que sob estas condi¢es o funcional J, nao é Gateaux diferenciavel,

devido ao seu primeiro termo [ . (x,u, Vu) dx nao o ser também (ver referéncia [18],
0

paginas 38 e 39). Entretanto, o primeiro termo possui derivada direcional em cada u €
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WyP(€) ao longo de qualquer direcao v € Wol’p(Q) N L>(Q2), a qual é dada por
/

< /J(x,u,Vu) dx ,v> :/a(m,u, Vu) - Vu d:t+/b(x,u, Vu)v dx.
0

Q Q
Consequentemente, J possui derivada direcional

(T (u),v) = /a(x, u, V) - Vo d + /b(m, w, V) dz — /f(x, wtv da

Q Q Q

para todo u € W, ?(Q) e v € WyP(Q) N L®(Q). Além disso, (J'(-),v) é continuo em
Wy () por (3), (5) e (6).

1.2 Resultados prévios ao Passo da Montanha modi-
ficado

Definicdo 1.1. A func¢io u € WyP(Q) € dita ser um ponto critico de J se

(J'(u),v) = 0 para todo v € WyP(Q) N L=(Q). (1.9)

O seguinte resultado serd importante para o lema posterior.

Lema 1.1. Sejam o, > 0 e ¢ : R — R uma fun¢ao real definida por p(z) = ze"zz,
com n > (B/2a)?. Entao ay'(z) — Ble(2)| > 3o para todo z € R.

Demonstracao. Dado
o R — R
2 — p(z) = ze"’,

2

onde n > (3/2a)?, equivalentemente —n < —(2'627)2 para a, 3 > 0. Queremos provar que

0g!(2) = Bliel2)] > 5o (@

Note que ¢/(z) = €7*° +222ne™* = ¢7%* (14 22%n) e substituindo estas observacdes do lado

esquerdo em (a), temos

ae™ (14 222n) — Blz|e"™” = " (o + 202 — B2])
> o+ 2az*n — B|z| pois e’ > 1, Yz € R,

desde que a + 2az’n — B|z| > 0.
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Afirmamos que

1
o+ 2az’n — Blz] — 5o > 0.

Com efeito, note que se z < 0, claramente é veradeiro. Suponhamos que z > 0,
assim temos que « + 2az?n — Bz — %a = %a + 2a2%n — 3z ou seja, se visualizarmos como

uma equagao do segundo grau
o(z) = 2amz* — Bz + J 2> 0.

Como 2am > 0 o grafico é uma parabola com concavidade voltada para cima e deve existir

ponto de minimo.

p(2)

>

Assim, temos que @'(2) =4danz — =0 = z = %, consequentemente

~( B\ _ 32 f 1
7 (M) =2 oz P (4a77> T
p  B(dam) 1

Entao, p(z) > ¢ <%> >0, Vz2>0,isto é,
9 1
2amz —ﬁ\z|—|—§oz>0, VzeR.
O

No resultado a seguir provaremos que para todo ponto critico u € VVO1 P(QQ) de

J se também ocorre u € L*(£2) entdo u é nao-negativo.
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Lema 1.2. Suponhamos que valem (L1) o (L.6). Se u € WyP(Q) N L>(Q) ¢ um ponto

critico de J entao u > 0.

2
Demonstrag¢ao. Tome p(z) = ze"” como no lema anterior, onde n > <2%> , ap é definido

como em ([1.4)) e B3 é definido como em ({1.6)).
Considere ainda v = —p(u~) como funcao teste. Se u é ponto critico entao segue de (|1.9)

que
0= (J'(u),v) = /a(a:,u, Vu)Vu dx + /b(m,u, Vu)v dx — /f(x,u*)v dx
Q Q 0
Como Vv = —¢/'(u™)Vu~ e ¢/(2) = " + 2n2%e7" > 0. Substituindo acima, temos

0= —/a(a:,u, Vu)' (u”)Vu~™ dz — /b(x,u, Vu)p(u™) dx + /f(x,u*)gp(u) dzx.

Q Q

Agora estudaremos a fungao sinal (ver notagao 6).

No caso de p(u~) e Vu~, como v~ = max{0, —u} vale o seguinte:
) u>0 = u =0

(II) u<0 = u =—-u>0;

DN
NS

/N

=

/\/\VU_
VAR W

Entretanto, no caso de f(x,u"), como u™ = max{0,u} e dai vale:

(I) u>0 = u" =4u>0;

(II) u <0 = ut =0.

Primeiro note que combinando as possibilidades (I) e (I) e também (_77) com (/1) temos
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que f-¢ =0 e dai o ultimo termo desaparece sobrando apenas
/a(w,u,Vu)go/(u_)Vu_ dr = —/b(m,u, Vu)p(u™) de,
Q Q

e considerando as possibilidades acima, quando u > 0 temos u~ = 0, restando apenas

/a($,u_, Vu )¢ (u™)Vu™ dor = —/b(:v,u_,Vu_)gp(u_) dx.

Q Q

Note que por (1.4]) obtemos que
/a(:c,u,Vu)gp’(u)Vudm > ag/go'(u)|Vu|p de,
Q Q
enquanto que, por (|1.6))
—/b(x,u_,Vu_)go(u_) dr < /,@3|Vu_|p<p(u_) dx
Q Q

logo,
a2/ap'(u_)|Vu_|p dr < /63|Vu_|p<p(u_) dr.
Q

Q

Consequentemente

/53|Vu_|pg0(u_) dx — /a2|Vu_|p<p'(u_) dx >0
Q 0

= /’VUVD [53@(“7) — Oéggol(uf)} dz > 0.

Finalmente, aplicando o lema anterior S3p(u~) — as¢’(u™) < —ia < 0, temos
_1
02—/|Vu |p§ad9320
Q
_1
— —/\Vu |p§adx:()
Q

— |Vu [P =0
— Vu =0

= 1~ é constante
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Q

Entretanto, u = 0 em 0§y, onde Qy = {x € Q : u(x) < 0}, assim v~ = 0 em
), portanto u > 0 em (2. n

Observemos explicitamente que a hip6tese adicional de que u € L®(2) é es-

sencial na demonstragao do lema anterior para que possamos tomar v = —p(u~) como
fungao teste em ([1.9), pois assim v = —p(u~) serd limitada. Outra informagao suplemen-

tar é que a limita¢do de um ponto critico em L>(£2) pode ser obtida se impusermos uma

condicao adicional sobre o termo b(x, z,&) (ver (1.6))). Especificamente temos:

Lema 1.3. Suponhamos a validade das premissas de (1.1) a (1.6), (1.8)) e também que
existe Ry > 0 tal que
zb(x, 2,€) >0, (1.10)

para quase todo x € Q e todo £ € RN e 2 € R com |z| > Ry. Sejau € Wol’p(Q) um ponto
critico de J. Entdao u € L®(Q).

Demonstracao. Para k > 0 considere as funcoes reais ¢ e G} definidas em R como a
seguir
-1, se z< —k—1,
z+k, se —k—1<z<-—k,
pr(z) = 0, se —k<z<k,
22—k, se k<z<k+1,
1, se z>k+1,

onde o gréafico de ¢y, é
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Pk

—k—1 - >,
~k k kE+1

24k, se z< —k
Gr(z) = 0, se -k<z<k
z—k, se z>k

onde o gréafico de Gy, é

G

=’

Afirmagdo 1.1. Se u € WyP(Q) entio o (u) € Wy P(Q) N L®(Q).

Demonstragao da afirmacao [1.1. De fato, note que |¢r(u)| < 1 basta checar o gréfico,

assim temos que @i(u) € L>®(Q2). Por outro lado, temos

/|g0k(u)|p dx < /1 dr < 0.
Q

Q
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Agora note que,

0, se z<—k—1,
1, se —k—1<z< —k,
pp(u) =4 0, se —k<z<k,
1, se k<z<k+1,
L 0, se z>k+1,

e como Vyg(u) = ¢} (u)Vu, substituindo os valores de ¢} em |Vr(u)| = |¢}(u)||Vul
=g

temos [V (u)]| = |¢,(uw)[[Vu] < [Vul, logo

/ Vin(w)]? do < / IVl de < o,
9] Q

logo, pr(u) € WyP(Q), e como ¢ (u) € L®(Q) entao wx(u) € Wy P(Q)NL®(Q). E assim,

estd provada a afirmacao |[1.1]

Como u é ponto critico, tomando v = ¢y (u) € Wy P(Q) N L®(Q) como funcio
teste em (|1.9)) temos

0= {J"(u),v)
= /a(x,u,Vu)Vv dx—l—/b(x,u,Vu)v dx—/f(a:,u*)v dx
— /a(m,u,Vu)V[gok(u)] d:zc—i—/b(x,u, Vu)pr(u) dx—/f(x,u+)g0k(u) dx
Q Q Q
ou seja,

/f(x,u+)g0k(u) de = /a(x,u,Vu)V[gok(u)] d:v—i—/b(.r,u,Vu)gok(u) dx (b)

Q
Afirmacao 1.2. O termo [ b(z,u, Vu)py(u) dz > 0.
Q

Demonstragao da afirmacao [1.3. De fato, de (1.10) existe Ry > 0 tal que zb(x,z,£) >0
para quase todo x € Q e todo £ € R e 2 € R com |z| > R;. Entao se tomarmos k > R;

e se definirmos

O ={zeQ: |ul@)| <k},
Oy = {z € Q: |ulz)| >k}, (B)
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entao temos que
/b(a:,u, Vu)pg(u) de = /b(x,u, Vu)pr(u) do +/b(m,u, Vu)pg(u) de > 0,
Q (o5 Qo

pois

/b(x,u, Vu)or(u) de =0,

941

/b(:c,u, Vu)er(u) de >0,

Qo

pela defini¢ao de ¢y, veja grafico. Logo a afirmacao [[.2] estd verificada.

Reescrevendo (b) usando a afirmacao acima, temos

/ a(z,u, V)V [io4(u)] dzx < / £ Youlu) da (©)
Q

Q

Afirmacao 1.3. Vi]pi(u)] = Vu se u(z) € [k —1,k] ou u(zx) € [k, k+1] (ver grdfico de
Pr).

Demonstragao da afirmagao [1.3 Com efeito, por um lado temos

1-Vu, seu(zr) € |[—k—1,klou u(z) e [k k+1]

0-Vu, caso contrario

V ()] = o (u) Vu = {

juntando o fato acima com ([1.8]), isto é com a(x, z,0) = 0 em quase todo ponto z € €,

segue que V [¢g(u)] = Vu. Como queriamos.

Substituindo V [pk(u)] = Vu em (c¢), temos

oV o) Vi) do < [ fau)oud) do

Q

logo, de (|1.4)) segue que

a2 [ IVt do < [ 5o uhon(w do (a)
Q Q



Agora, seja j € N tal que j > R;. Podemos inferir da fungao G que

1-Vz se z< —k,
VIG(2)]|=G(2)Vz2=¢ 0-Vz se —k<z<k,
1-Vz se k<z,

cujo grafico é

Além disso, o gréifico de ¢ é

o A\

J

Consequentemente, somando as desigualdades em (d) obtemos que

31
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o [IV (G do=ax Y [ 19 [t ds

Q k=5 0

<> / f(,ut o) de

k=j Q

~ [ et )Gyw da.
Q
Usando e o fato que |G;(u)| < |ul, obtemos que
or [1V (G do < [ o ut)ful do
Q Q
S/(Cl|u|”+02)|u| dz

Qy

onde Q; = {x € Q: |u(z)] > j > Ry}. Finalmente, segue do teorema que G,(u) é
limitada superiormente. E, decorre da definicao de G; que u(z) é limitada superiormente.

Logo, como max u(z) < +oo segue que u € L>(9). O

Notemos que os pontos criticos u € Wy *(2) N L=(Q) de J sio solugdes néo-

negativas do problema de valor de contorno

—div a(z,u, Vu) + b(z,u, Vu) = f(x,u), (P)

onde u € W, (Q) N L®(Q), no sentido que

/a(x,u, Vu)Vo dx + /b(:v,u, Vu)v de = /f(x,u)v dz, (1.11)

Q Q Q

para toda funcio teste v € W, ?(Q) N L>®(Q). Além disso, note que u = 0 é uma solucao

trival do problema (P) uma vez que vale f(x,0) =0 para todo x € Q.



Capitulo 2
Passo da Montanha e Compacidade

Primeiramente, forneceremos uma versao modificada do classico Teorema do Passo da
Montanha de Ambrosetti e Rabinowitz [2] com o objetivo de estudar a existéncia de pon-
tos criticos para funcionais nao diferencidveis em todas as diregoes. Especificamente, pro-
varemos um teorema do tipo minimax o qual sera deduzido da versao classica do Teorema
do Passo da Montanha. Na literatura existem diferentes versoes deste teorema, alguns se

baseiam no Principio Variacional de Ekeland como serd também a nossa abordagem.

2.1 Teorema do Passo da Montanha para funcionais

nao diferenciaveis

Teorema 2.1. Seja (X, || - ||x) um espaco de Banach e Y C X um subespaco, o qual

também é um espago de Banach munido da norma || - ||y tal que ||y||x < ||ylly para todo

y € Y. Suponha que J : X — R € um funcional sobre X tal que J‘ ¢ continuo e
)

satisfaz

a) J tem uma derivada direcional (J'(u),v) em cada uw € X ao longo de qualquer

direcao v € Y.

b) Para uw € X fizxado, a fungdo (J'(u),v) € linear em v € Y, e para v € Y fizado, a

fungao (J'(u),v) € continua em u € X.

Seja K um espago métrico compacto, Ky C K um subconjunto fechado e vy : Ky —

(Y, || - ly) uma aplicagdo continua. Considere o conjunto

r= {55 = (1) 0 ¢ conting . “).
Ko

33



34

Se

¢ = inf max J(y(t)) > e1 = max J(v0(1)), (2.1)

entao, para cada € >0 ey € I' tal que

1
< < —
c< I{?}? Jy@) <c+ 26, (2.2)

eriste 5y, € I' eu. € 7. (K) C Y satisfazendo

1
< 7.(1) < <c+=
¢ < max J(7.(t)) < maxJ(y(t)) < c+ g€,

~ (1) — <
max [7(t) = 1)y < Ve,
1
c—e<J(u) < c—|—§e,
(T (ue), v)| < Vellvlly, Vv eY.
Demonstra¢ao. Comegaremos com a seguinte

Afirmacao 2.1. I é um espago métrico completo munido com a distancia uniforme

dr(m,72) = max 71 (t) = 72(t)ly,
com 1,72 € I

Demonstragao da afirmacao [2.1. Com efeito, dados 71,72,73 € T', vejamos que é espago

métrico

(dy) |I7(t) —2(t)|ly > 0 ent@o com mais razao ainda temos max |71 (t) — 72()]ly > 0,
S

portanto dr(v1,72) > 0;
(d2)
dr(71,72) = max 71 () = v2(t)|ly
= max (1) ~ (D)l

= dr(%,%);
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(d3)
dr(m; %) = max||y(t) —w(0)]y
= max ([[71(t) = 22(@)lly + [72(t) = 73)[ly)
< max [ () = 72 (0)lly +max[7.(t) = 73)[ly
= dr(71,72) + dr(71,73);
(ds)

0 =dr(71,72)
IQ?HMU) — )y
= 0= @) =@y, Vte K
= n(t) =nl), Vte K

— 71 =2

Resta provar que é completo.
Sabemos que C(K,Y) é espago métrico completo munido da distancia uniforme d(v,y) <
+o0 (ver [27], pagina 118). E claro que I' € C(K,Y). Além disso, temos v : K — Y é

continua e I' ¢ munido da distancia

dr(m1,72) = max 71 (t) = 72(t)]ly-

Provaremos que I' é um subconjunto fechado de C'(K,Y) e isso completard toda a prova
se usarmos a proposi¢ao [A.1] (ver apéndice). De fato, tomando (v,) tal que v, —> 7 para
v € C(K,Y), note que v, = 7 se, e somente se, ¥(t) = 70(t) para todo t € Ko, o que ¢

verdade pois

(1) = lim 7, (?)
= lim 7o(¢)
n—oo

= ’yo(t), Vi € KO

e como Y, (t) = o(t) para todo t € Ky. Segue que y € I', logo I' é fechado em C(K,Y). Fi-
nalmente, sabendo que um subespaco fechado de um espago métrico completo é completo.

Portanto, I" é completo.
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Considere ® definida sobre I' por

O(y) =max J(y(t)) Vy el

Afirmacgao 2.2. O funcional ® é semicontinuo inferiormente.

Demonstragao da afirmacao [2.3. Primeiramente notemos que ® estd bem definido, pois
J e 7y sao continuos, logo J o7y é uma aplicacao continua, e como K ¢é compacto o maximo
¢ atingido.

Mostremos que ¢ é semicontinuo inferiormente.

Usaremos a defini¢ao (ver apéndice), ou seja, para mostrarmos que ¢ é semicontinua
inferiormente, mostraremos que ®~!(—oo, \] = [® < \| é fechado em T', para todo A € R.

Com efeito, seja (7,) C [® < A] com 7, — v em I". Com isso temos

D(7,) <A
<
= Igé%gijo%(t) <A
= Jo,(t) <\ VieK. (e)

Note que se v, — v € I entao max |7 () = () || = 0, isto é [|v.(s) —v(s)] <
€
max ||y, (t) —v(¢)|| = 0 implica que

Tn(s) = (s), Vs € K. (f)
Como J é continuo, segue de (e) e (f) que

Joxy(t)=lim Jon,(t) <\, Vte K
n—o0
= <
irgggm]ory(t) O(y) < A

=y e [P <.
Portanto [® < )] é fechado, e com isso finalizamos a prova da afirmacao
Perceba que por (2.1) o funcional ® é limitado inferiormente, isto é
= inf &(vy) = c.
a1 = max J(7o(t)) < inf &(y) = c

Logo, aplicando o principio variacional de Ekeland [B.4] (apéndice), deduzimos que para
todo € > 0, tal que, sem perda de generalidade, pode ser tomado como € < c—c; ey €’
satisfazendo ([2.2)), existe 7, € I' satisfazendo



37

L. ¢ <®(F,) <P(y) < c+ 36
2. dr(Ye,7) = max [[7.(t) = (O] < 1,
3. ®(7,) < ®) + edp(7,,0), VI €T

o qual pelo coroldrio é equivalente a

c<B(F) < B3) St g
dr(7e;7) = max|[7:(t) = y(#)]ly < Ve, (2.3)

d(F,) < ®W) + Vedr(7,.,9), VU €T,

A demonstracao estara concluida se provarmos a existéncia de
tee 7={te K:c—e<JH.()}

tal que, se ue =7, (t.), entao [(J'(uc),v)| < Ve||v|ly,Vv e Y.
Argumentando por contradicao: suponhamos que para todo t € 7 existe v; € Y tal que
[(J'(Fe(t)), ve)| > Velully. Ou seja,

(J' (7)), ve) > Veluilly

ou

(J' (7)), ve) < =Veluilly-

Observe que é suficiente provar para esta ultima possibilidade, pois a primeira opcao
pode ser obtida da tltima substituindo-se v; por —v;. Assim, sem perda de generalidade,
podemos supor que ||v;]ly = 1, pois caso contrério, se ||vs||y > 1 podemos dividir por
[0y

Pela hipétese b) para cada t € .7 existe 0; > 0 e uma bola aberta B, € K com t € B, tal

que
(' (Te(s) +u) ve) < Ve, (2.4)

para todo s € B; e u € X tais que ||u||x < d&.

K Yol - lly)
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Como a desigualdade é estrita, podemos adicionar u € X como um tipo de

perturbacgao e ainda continuar sendo continua.

Dado que .7 é compacto, existem d;,, - - - , &, nimeros positivos reais e By, - - - , By, bolas
abertas em K tais que t; € By, paratodoi=1,--- ke
k
7 c B,
j=1

k
Considere v* = 7, + 0¢» v, onde § = min{éy,, d,,
j=1

C(K,[0,1]) sao fungoes satisfazendo

N J(F(s) <

‘ k
dlSt(S,K_Btj) , se SGUBtN

k
dist (s, K — B;, =1
bils) = ; ist (s )

k

\ k=1

Afirmacgao 2.3. Dado € < ¢ — ¢; temos que v* € T.

76tk} € ¢7¢j €

0, se sGK—UBti.

Demonstragao da afirmacao [2.3. De fato, seja ty € Ky queremos mostrar que v*(tg) =



39

Yo(to). O que é verdade, pois

onde na ultima igualdade, usamos que devido a (2.1)), temos J(7o(t9)) < ¢1 < ¢, pois por
hipétese e < c—c¢; = c—€ >c—c+c; = ¢;. Logo, J(F.(to)) = J((ts)) < c—c¢€e

assim 9¥(s) = 0, como queriamos.

Observe também que 1 (s) = 0 para todo s € K — 7. Consequentemente,
v (s) =7.(s) e J(v*(s)) = J(F.(s)) < c— e paratodo s € K — 7.
Por outro lado, se s € .7, a hipétese a) e o teorema do valor médio no apendice,

implicam a existéncia de 6 € (0, 1) tais que

— uts fzwj . por @)

Zdist(s, K — By)
= —U(s)Ver
> " dist(s, K — By))

J=1

= —09(s).\/e (9)

Logo, se s € K é tal que J(7y*(s)) = ®(7*) > ¢ deduzimos que s € .7, ¢(s) = 1 e ainda

que

onde usamos (g) na primeira e ultima desigualdades. Logo o resultado acima contradiz
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(2.3) e com isso completamos a prova do teorema do passo da montanha para funcionais

nao diferenciaveis.

O
2.2 Compacidade
Nesta segao estudaremos o caso no qual a nao-linearidade f(z, z) satisfaz
lim 2'"?f(x,z) = 400 uniformemente em z € (2.5)

Z—+00

para p = 2, os problemas considerados nesta secao sao chamados superlinear em +o0.
Adicionalmente a (2.5)), supomos (|1.3)) e a seguinte condigao sobre f: Existem m > p,
asz > 0 e Ry > 0 tais que

mF(x,z) < zf(z,z) + asA|2]?, (2.6)

para quase todo z € () e todo z > Rs.

Vamos impor mais uma hipdtese sobre .#: Existe ay > a3 tal que
mﬂ(w,z,g)—a(:z:,z,é’)f—b(x,z,f)z Za4|§|p (27)

para quase todo x € e todo z € R, £ € RY, onde m e a3 sao aqueles dados em ([2.6)).

Proposicao 2.1. Suponhamos a validade das premissas (1.1)) a (1.8), (2.6 e (2.7). Seja

{un} uma sequéncia em Wy (Q) N L®(Q) satisfazendo para todo n € N,

J(u,) < C, (2.8)
oo < 2M,, (2.9)
(T (un),v) < € [% + ||v||17p} Vv e WP (Q) N Le(Q), (2.10)

onde C' € uma constante positiva, { M, } C Rt—{0} é uma sequéncia qualquer e {e,} C RT
€ uma sequéncia convergindo para zero. Entdo {u,} € limitado em W,"(Q).

Se, adicionalmente vale (1.10)), entdo {w,} possui uma subsequéncia {u,,} a qual converge
fortemente em W, (Q) para algum v € W, P(Q) N L®(Q).

Demonstragdo. Primeiramente, provemos que {u,} é limitado em W, ?(Q).
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Com efeito, multiplicando ({2.8]) por m temos que J(u,)-m < C-m, ou seja

/f(x,un,Vun)dx m — /F(m,uf{)dm m<C-m.
Q Q

Agora, somando (2.10) com v = —u,,, obtemos que

/ (m I (x, Uy, Vuy,) — a(x, uy, Vu,)Vu, — bz, up, Vuy,)u,] de

Q

+/[f(a:,uf{)un—mF(q:,uf{)] dx

un oo

Afirmacgao 2.4. Usando (2.6), (2.7), (2.9) e a notagdo nimero 4, podemos deduzir da
caracterizacao variacional de A\ (ver apéndice) que para algum Cy > 0 e para todo

n € N, vale
(g — ag)lun|lf, < a4/ |Vu,|P de — azA / |l |P dx
Q Q

< HunHIl),p <Ci+ enuunHLp

Demonstragao da afirmagao (2.4 Com efeito, da desigualdade em (h) temos que se subs-

tituirmos a desigualdade (2.7) com z = u,, e £ como Vu, segue que

a4/|Vun|7’ dx —i—/ [f(z, uh)u, — mF(z,u)})] de <mC +e, P@]L\’joo + ||un||1,p} :
Q n

Q

Agora, substituindo a desigualdade (2.6)) em lugar do termo mF'(z,w,}) acima, resulta que

a4/|Vun|p dx+/[f(x,u:{)un—unf(m,u:{)—043)\1|u:{|p} dx
Q Q

U |0
<mC +e¢, [ AL + |lunll1p

sobrando apenas

ay / VP dz — ash / lut|? dz < mC + e, mwﬂ + Hunlh,p} :
Q Q "

Aplicando a imersao de Sobolev onde W, ?(Q) < L(Q), temos que Ay [ ut|P < [ |Vu,|?,
0 !
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logo

a4/ |Vu,|P de — a3/|Vun|p dr < mC + ¢, {!13\1;[100 + ||un||1,p:|

Q Q

un 9]
— (o _ag)/wum dz <mC + e, ['M| + Ilunlll,p}

|tn |

— (Oé4 — ag)HunHip S mC' + €, |: M

n

+mwm]

Finalmente, usando (2.9)), segue que

2M,
(@1 = alunlly < mC e |3+l

= mC + 26, + €| tn |1
=C)+ €n||un||1,p7

onde C] := mC + 2¢,. Com isso finalizamos a demonstracao da afirmacao [2.4]

Para finalizar a primeira parte da demonstracao da proposi¢ao, note que dado
que oy > ag por (2.7)) temos que {u,} é limitado em Wol’p(Q). O que é verdade, pois caso
contrario, se |lu, ||}, — oo entdo terfamos

C
ay— as < 1p Jren||un|’110,p
[ [unllT

— 0,

um absurdo.

Para provar a segunda parte notemos que se {M,,} possui uma subsequéncia,
a qual ainda estamos denotando por {M,}, convergindo para zero, entdao por 0
resultado é trivial.
Com efeito, como M,, — 0 entao |u,| — 0 por e uma vez que {u,} é limitado em

Wy () segue das hipéteses (L.6) e (T.3) que

/f u, dz — 0,

(2.11)
/b T, Up, Vg )y, dv — 0.
Q

O que é verdade, pois por um lado temos que por (1.3) vale |f(z,u,)| < Cilu,|” + Co,
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consequentemente

/f(x,ufl)un dr < /(C’1|un|C’Jrl + Cyluy|) dx
Q

Q
:C’1/|un|(ijl dx+C'2/|un| dx
Q 0

< Ch|un |7 med(Q) + Caltp|oo med(£2)

Uma vez que |uy| — 0 em L®(£2) e med(2) < oo, segue que

/f(a:,u:[)un dz — 0.

Q

Por outro lado, temos que por (1.6) vale |b(x, up, Vu,)| < 83|Vu,|b. Logo,
/\b(a:,un,Vun)Hun\ dx S/ﬂg\Vun]p|un| dx
Q 9)

Q

em que na ultima desigualdade temos |u, |, — 0 enquanto que no termo da integral, como

u, ¢ limitado em W, " (), temos

/b(x,un, Vu,)u, dv — 0.
Q

Com isso, tomando v = u,, em ([2.10))

(J (up), up) = /a(x,un,Vun)Vun dr < e, [%ﬂ + ||un||1,p} ,

n

Q
onde foi aplicado (2.11]) para obtermos a tultima desigualdade acima. Logo,
/a(a:, Up, V) - Vu, de — 0
Q
pois |tn|oo — 0, ||tnll1, € limitado e €, — 0.

Agora, por (|1.4) temos

%/\Vun]p dr < /a(x,un,Vun)Vun — 0

Q Q



44

e segue que, como [ |Vu, [P dz — 0 entdo, pela desigualdade de Poincare temos [ |u,|P dz —
Q )

0. Consequentemente, se [ |u,[P dv — [ |uff dz, implica que [ |ul? dz =0 = u = 0.
Q 0 Q
Portanto, ||u,||1, — 0 em W, ().

Entretanto, quando ocorrer que {M,} nao possui subsequéncia convergindo para zero,

consideraremos para k > 0 e > (83/2a2)? as fungoes reais definidas em R por

z, se |z| <k,
T#) =9 k
ma s€ < |Z‘7

cujo grafico é

o

0, se |z| <k,

z— k&
EK

Gr(z) =2z —Ti(z) = {

se |z >k,

cuja representacao grafica é

AN
G

/k k :>

. . 2
e, estamos considerando ainda ¢(z) = ze"", z € R.

Note que, da primeira parte da demonstracao, podemos supor que as seguintes
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convergencias valem, a menos de subsequéncias:

u, — uem WyP(Q),
U, — uwem LP(Q),

un () = u(z) em quase todo x € .

O primeiro caso se justifica pelo fato de {u,} ser limitado no espaco reflexivo W, (Q)
(Teorema de Kakutani). J4 o segundo caso, segue do fato de que Wy" (1) < La(Q),
portanto, desta imersdo compacta de Sobolev temos u,, — u em LP(€2).

Finalmente, se vale u,(z) — u(z) em quase todo ponto x € 2, entdo para n suficiente-

mente grande

Afirmacgao 2.5. Pelo teorema da convergéncia dominada, podemos deduzir que
© [T (up) — Te(uw)] — 0 em LP(?) quando n — oo. (2.12)

Demonstragao da afirmagao [2.5. Com efeito, tomando z = Ty (u,) — Tk (u) e substituindo
em @, temos
(2 [Tk(un) — Tk(u)] = [Tk(un) — Tk(u)] en[Tk(“n)—Tk(u)]Z'

Assim, se queremos provar que ¢ [Ty (u,) — Ti(u)] tende a zero em LP()) devemos provar
que

[ i) = i) e 0 g 0

Q

Notemos que

w, q.t.p U — Tk(un) q‘t_‘p> Tk(u) pois T} é continua

— Ti(up) — Tp(u) 22 0.

Como, |u,(z)| < h(z) por (j). Por um lado temos,
Ty (upn) — Ti(u)| < k+k =2k ver grafico

e por outro lado,
P Tk (un) =Ty (w)] < pn2k
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Logo,
(T3 (tn) — Tpp(u)] e21Eelun) =Tl < 9fer?k ¢ [1(Q).
Portanto, pelo teorema da convergéncia dominada vale que
/ [Ti(tn) = T ()] T =T0F g —
Q
como queriamos.

Levando em consideragao que u, = Ty(u,) + Gr(u,), a demonstragao da pro-

posicao estard finalizada se provarmos os seguintes passos:
Passo 1 {Ti(un)} = Ti(u) em W, (), quando n — oo, para todo k > Rj.

Passo 2 Para todo § > 0, existem kg > R; e ng € N tais que ||Gg(uy)||1, < ¢ para todo
k > /{?0 en > ng.

De fato, dado § > 0 existem n; € R e k; > R; tais que

[un = wllrp < llun =Ty (Wlp + 1 Ths (0) = ull1,
< Ty () = Ty (@)1, + Gy () [[1p + Ty () = 0|1, (F)

onde na ultima desigualdade usamos desigualdade triangular e o fato de que u,, = Ti(u,)+
Gr(uy,). Vejamos agora que cada termo da soma que aparece na tltima desigualdade é
menor que 6. Com efeito, para ver que || Ty, (u,) — Tk, (u)]|1, <  basta aplicar o passo 1,
ou seja, se provarmos que vale o passo 1, entao esta desigualdade é verdadeira. Ja no caso
do segundo termo, uma vez que tivermos provado a veracidade do passo 2, entao basta
aplicd-lo para ver que ||Gy, (un)||1, < 0. No caso do tltimo termo da soma, é preciso

trabalhar um pouco mais. Veja que

T w) = ull, = [ ) = ap dot [ 1V (@) - do ()

Denotando por {|u| > k1} = {x € Q: |u(z)| > k1} e por {Ju| < k1} ={z € Q: Ju(z)| <
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ki1}, dai o primeiro termo da soma em (m) fica

/|Tk1 (u) — uf? do = / T4 () — ul? d + / IT(u) — ul? da

[u|<k1 [u|>k1

= / lu — ul? dx + / |k1 — u|P do
ul<k1 |u[>F1

= / lu — k1 |P dz
lul>k1

= / | — k1 [PX[juf> k) de,
0

onde na ultima igualdade temos ainda que

lu — K1 P < (Ju| 4 k)"
< (2max{|ul, k1 })”
=2 max{|u|, k1 }”

<27 (Jul” + k1),

e na tltima desigualdade, perceba que |u|P e k] sao integrdveis. Portanto, pelo teorema

da convergéncia dominada
/ Ty (u) — u|’ de — 0.

|u‘>k‘1

Analisemos agora o segundo termo da soma em (m), veja que

/ IV (T () — 0 di = / IV (T () — 0 da + / IV (T () — 0 da
Q

u|<k1 |u|>k1

_ / IV (u— ) do+ / IV (T (u) — ) da

|u|<ky |u|>k1
_ / IV (k1 — W) da
Ju|>k1

- [ Vwra

[u|>k1

:/|V (U)|pX[|u|>k1] dl‘,
Q
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e veja que quando k; — oo entao o conjunto definido anteriormente por |u| > k; é vazio,

com 1880 X(ju/>k;] — 0, logo
/ V(T () — w)l? dz — 0.
Q

Com isso o termo em (k) fica
|tun — ull1p < 36, Vn > ny

ou seja, {u,} converge para u € Wol’p(Q). Isto é suficiente para passar ao limite em ,
e obter que u é um ponto critico de .J, pois (J'(-),v) é continua em W,*(Q) para v €
Wy P(Q)NL®(Q) fixado. E isso é verdade, veja que como u,, — u em Wy?(Q) e (J'(-),v) :
WyP(Q) — R é continua por (b) no teorema do passo da montanha modificado , entao
é suficiente substituir u,, por u em (J'(u,),v) ja que por um lado temos (J'(u),v) < 0
enquanto que por outro lado, se —v for a fungao teste, teremos (J'(u), —v) = —(J'(u),v) >
0. Portanto, (J'(u),v) = 0, ou seja u é ponto critico de J.

Agora como vale finalmente aplicamos o lema (|1.3) e obtemos que u € L*(£2), o
que conclui a prova da proposicao.

A seguir, vamos nos concentrar na demonstragao dos passos 1 e 2.

Demonstracao do passo 1:

Queremos provar que {Ti(u,)} — Th(u) em W,P(Q), sempre que n — oo, para todo
k> Ry.

De fato, escolhendo v, = ¢ [Ti(u,) — Tk(u)] como fungao teste em e definindo

Wk = Ti(un) — T (u), temos que Vv, = ¢'[wy ] - Vw, g Assim,

/a(x, Upy V)@ [Wn k) Vwy, i da

+ [ b(x, up, Vu,)o(wy, ) do

D—

(2.13)
_ / F () p(wny) de

S AT

Afirmacao 2.6.

eo [ 4 ol <,

onde €, = 0 quando n — oo.
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Demonstragao da afirmagao [2.6. A fim de provar a afirmagao precisamos mostrar
que
1) ¢lwns] € LX(Q) e,
2) |le(wnk)|1p é limitado

e dai, usaremos que €, é uma sequéncia convergindo para zero, por hipétese do enunciado
desta proposicao.
De fato, para ver 1) é suficiente observar que
— n[wn,k]2
@ [wnk] = wnre

= [To(un) — Tjy(uw)] M) =T < g

pois T(+) é inteiramente limitada (ver gréfico).
Para provarmos 2), precisamos usar a norma do espaco W, (Q) definida na notacio 2,

isto é

lo(wnr)lE, = / V()P da

[ (wn k) Vw, i) dz

(" (Ti(un) = Ti(w)))" (V [Tie(un) = Ti(w)])” da. (n)

Observando que

o(t) = te"”
e

O(t) = e + 26%ne

substituindo no primeiro fator de poténcia p que aparece na tultima igualdade em (n),

temos
1 (Ti(un) — Ti(w)| = |0 T 49 [Ty () — T ()] e Tl TP

em que o primeiro e o segundo termos da soma acima sao limitados em L (£2), com isso,
segue que
" (Th(un) = Ti(w)| < C, (p)

ou seja (¢’ [Tx(un) — Ti(u)])” é limitado em L>®(().
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No caso do segundo fator, temos que
/ (Y [T(wn) — TP d = / (Y [TUC) (i — W) da
Q Q
- / (T () (tn — )] + TU(C) (Vity — V) da

<o / T2 — W) da 12 / ITLC) (Va — V)P de

Q

onde usamos o teorema do valor médio na primeira igualdade e que ¢ € (0,1).
7./ Teorema do Valor Médio T{_/\

Tii(un) = Ti(u) = Ti(O)(un — u)

[
[

Note que a primeira integral que aparece na tultima desigualdade acima vai a
zero porque 7}/ (¢) = 0 a menos de um conjunto de medida nula, e também wu,, — u q.t.p.
em (). Enquanto que a ultima integral que aparece na ultima desigualdade acima é tal
que
J 130 (Vs =Vl de < w2 [ 19 (0~ ) <,

pois T}(-) < 1 (ver gréfico), e além disso, u, — u q.t.p. em Q. Com isso estd provada a
afirmacao

Por outro lado, usando o fato que a(z, z,0) = 0 por (|1.8]) juntamente com (|1.5)

e a limitacao de {u,} em W,”(Q), temos
Afirmacgao 2.7.

a(z, un, VI (un)) — a(z, un, VIi(u))] - Vw k@' (Wi ) dz
a(z, up, V) - Vw, x@' (wnr) de + €,

2.1
Q/

onde € — 0 quando n — +oo.

Demonstragao da afirmagao [2.7. Primeiramente, notemos que se Ty (uy,) = u,, — Gi(uy,)
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entdo VT (u,) = Vu, — VGi(u,), assim substituindo na primeira expressao de (2.14)

temos

la(z, un, VTi(un)) — a(z, un, VTi(w))] - @' (wnr) Vg dz

SEN :o* D O

a(z, un, V) - @' (W, x) Vi, i, do

a(, un, VG (un)) @' (Wn k) Vion k. dx

a(x, un, VT (w) @' (wn k) Vg, da. (q)

Agora, definindo
Q= {Jun(2)] > &} [ {[un(2)] < &}

onde {|u,(z)| < k} nado sera considerado para G(-) que é nula neste dominio (ver grafico).

Quando for o caso, denotaremos apenas
Qi i={2 € Q:|u,(x)] >k} = {|un(x)] > k}.

Logo, como Gi(u,) = u, — k em , implica VGi(u,) = Vu,, podemos escrever o

segundo termo apds a igualdade em (g) como

/a<x7 U, VGk(un)) ’ vwn,k(p/<wn,k) dx

< / la(x, uy, Vuy,) - V (Te(u,) — T (w))| C dx
Q

n,k

em que C' foi obtido de (p).
Aplicando ([1.5) na desigualdade acima, temos

/ (@, 1, Vi) - V (Th(ttn) — To(w))| C da

<CP / (h(@) + [l + [Vt ™) - V (Tk() — Th(w)) da.

Qn,k

Agora, usando a desigualdade de Holder com expoente conjugado ;%1 + = =1, obteremos

1
p
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que o ultimo termo da desigualdade acima resultara em

Cou [ (Hw) + il ™ + Vi) -V (Tilia) ~ Tulu)] do
Qi
<Ch /(h($)+!un!”_1+|vun\p_l)’f1 dx /!(V(Tk(un)—Tk(U)))!p dx

Qn,k

Observe que no primeiro fator do tltimo termo na desigualdade acima, temos que h(z) €

LY com p/ = 25, logo J h(z) < oo, e temos também que [ |u,[P7' < oo j& que é
Q Qn,k
limitado e consequentemente [ |Vu,[P~! < oco. Logo, o ultimo termo da desigualdade
Q

acima pode ser reescrito como

B =

CBs / (h(:z:) 4 un [P+ |Vun|p’1)ﬁ dx / (V (T (up) — T (w)))|? dx
QnJg Qn,k
<4 / VT (u,) — VT (w)’ dx

Q

n,k
Finalmente, como T (u,) = k quando |u,| > k entdo VT (u,) = 0, restando apenas

P

Ch / VT (u)]P dz
n,k
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Substituindo em (g) temos que

a(z, un, V) - Vw, x@ (W) d

a(z, U, VGi(uy)) - Vw, x@' (W ) dx

a(z, un, VI (u)) - Vw k@' (Wi ) do

IN

SE :o\ D O

a(z, un, V) - Vw, x@ (W) da

a(z, wy, VTg(w)) - Vw, k@' (W) de. (r)

3 =

{O\

Mostraremos agora que os dois ultimos termos em (r) sdo muito pequenos. Com efeito,

/ VT (uw)|” dz
Qn,k

primeiro calculemos

S =

Lembrando que

(
u se |u|l <k,

|Vu| se |u|] <k,
Tiu) = [VTi()] =
k, 0 se |u|l>k.
kit = se |u| > k,

ul

\

Temos também que

Q={zeQ:|ul)| <k}u{reQ:|u(z) >k},
Qe ={z € Q:|u,(z)| > k}.

Por simplicidade denotaremos

le{xEQ:
sz{xGQ:

u(z)| <k},

|
u@)] > k. (')
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Logo, temos 2 = €2 U {25 e substituindo temos

P

C, /\VTk(u)\p i | =c /]VTk(u)V’ i | 1o /\VTk(u)\p da
Qn,k

Qlﬂﬂn,k QQOQn,k

B =
B =

Note que o segundo termo da soma acima se anula por (7). Assim, temos

Sl
S =

Ch /|VTk(u)|p de | =Cy / VT (u)| dx

Qn,k leﬂn,k

AL

@Cl / \VulP dz

QlﬁQn,k

B =

<Cy / |VulP dz pois med (2 N Qy, ) < med (2, )
Qn,k

3=

=C} / |VU|pX[Qn ] dz — 0, quando k — +o00, )
Q

onde, na tltima igualdade aplicamos o teorema da convergéncia dominada, pois |Vu/|P X
|VulP € LY(Q).

Resta mostrar que o ltimo termo em (r) também é muito pequeno. De fato, lembrando

Qn,k] -

que

o(z) = 2™ onde z = wy i
e

O'(2) = e +22%pe"" ¢ limitado em L®(Q)
e também que

YV, = V(T(u,) — Ti(u))
U, = u  q.t.p em
Ty(un) = Ti(u) q.t.pem €2, pois Ty é continua

Ti(u,) — Tk(u) — 0  em quase todo ponto em €2

=l

= V (T(up,) — Tx(u)) — 0 em quase todo ponto em €2 (T)
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substituindo (7) e (7) no tltimo termo de (r) temos que

/a(x, Upy V)V, 1@ (Wi ) dz

Q

3=

a(z, un, VI (w)) Vw1 (Wi k) dz

Q
/ a(z, Uy, Vi) Vw, @' (W ) do + €,
Q

onde

P

/ VT (uw)|” dx —/a(x,un, VT (0) Vw10 (W) de =€, — 0, quand n — oo.

E finalizamos a demonstracao da afirmacao

Além disso, por (1.4)), (1.6) e (1.10f), para k > Ry, vale também que

Afirmacao 2.8.

—/b(x,un,Vun)¢(wn7k) dx

Q

<5 / (@, tn, V(1)) — (2, t, V()] - Vitn glip(wn )| dx + €,

(2.15)

n

onde €' — 0 quando n — +oo0.

Demonstragao da afirmacao [2.8. Uma vez que,

Qi ={z € Q:|u,(z)| >k},
Wy k. = Tk(un) - Tk(U),
e

(W) = Wy g™k = [T (tp) — Tio(u)] T Cm) ~TeCw))*
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entao podemos reescrever — [ b(x, uy,, Vu,)@(w, ) dz como
0

— /b(ﬂ?, Uy, Vun) [Tk(un) — Tk(u)] en[Tk(un)—Tk(u)P

Q
= — / b(x, uy, Vuy,) [Tr(u,) — Tx(u)] T (un) =T (W) _ / b(z, Up, V) (W k) do.
Q"vk Q_Qn,k

vejamos agora que o primeiro termo da ultima soma acima é nulo. Com efeito, ja sabemos

que Ty (uy,) — Tx(u) em quase todo ponto em 2. Mais ainda,

Uy, u o k—k=0 se u, <k,
[t |U|_ —k+k=0 se u,>k.

Substituindo os dados acima, temos que realmente o primeiro termo ¢é nulo, restando

apenas

—/b(x,un,Vun)gp(wmk) dr < — / b(z, Up, V) o(wn i) do.

Q Q-

Mostraremos agora que o termo a direita da desigualdade acima equivale a

—/b(x,un,VTk(un))c,p(wmk) dx.

De fato, substituindo os valores de () no termo acima, vem que

/b(m,un,VTk(un))go(wn,k) dx = / b(x, U, VT (un)) (W k) d
Q Qi

+ / b(z, U, VTi(un))p(wng) do
O i

=0+ / b(z, Up, Vu,)o(w, i) do,

Q—Qp &

onde [ b(z,un, VT (un))p(wyy) do = 0 devido a VTj(u,) = 0 em Q,x, por (7). Com
Qn,k
isso, vale que

- / b(z, Uup, Vu,)p(wn i) de = —/b(:c,un,VTk(un))@(wn,k) dx. (7)

Q- 1 Q

Lembrando que por (1.6 vale que B5|&|P > —b(x, z,&) > —pP5|&|P. Agora, substituindo no
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termo do lado direito da ultima desigualdade acima, vem que

_ / b(, tn, VT (1)) 0 (i) d < B / VTPl ()| da.
Q Q

Além disso, por (1.4]) vale que [P < %a(az, z,€) - €, substituindo no termo a direita da

desigualdade acima, temos que

By / IV ()P (wa )| d < ﬁ— / (2, i, VTe(t0n)) - VT (1) 00|
Q Q

Agora, usando que Vw,, = VT (u,) — VI(u), podemos somar e subtrair os seguintes

termos para obter que o lado direito da tultima desigualdade acima equivale a

% / (@, tn, VT () - VT (1)@ ()| dv
2 Q
:g_?; / Cl(x’ Unp, VTk(Un))Vme@(wn,kﬂ dz — g_z /a('r7 Unps VTk(U))vwnak“O(w”’k” dx

Q

Q
—i—%/a(az,un,VTk(u))an,klw(wn,k)] dr + %/a(x,un,VTk(un))VTk(u)lw(wn,k)] dx.
2 2
Q Q

Finalmente, como VT (u,) = Vu, em  — €, temos por (7) e pelo exposto acima que

— /b(x,un,Vun)go(wn,k) dx

Q
< % / [a(a:, Unp, VTk(un)) - (1(33, Un, VT/C(U))] : an,k‘90<wn,k)| dr + 6;;/7
4
onde € — 0 e pode ser calculado similarmente ao caso anterior. E a afirmacao

esta provada.
Afirmagao 2.9. Subtraindo (2.15) de (2.14)) e levando em conta (2.13), obteremos que

/[a(x,un, VTi(uy)) — a(z, uy, VTe(w))] - Vw, x@' (wn ) dz
Q

- / [a(z, up, VT (uy)) — al(z, up, VTg(w))] - Vi, k|o(wnr)| de
Q

< / F (@0 ) (wng) di+ €y + 4 €.
Q



Demonstragao da afirmagao [2.9 Com efeito, primeiramente notemos que
/ la(z, un, VTi(un)) — a(z, un, VIi(w))] Vw, @' (w, k) dx

b(z, up, V) p(wn i) dx

Q
Q/
/a T, Uy, V) Vw, @ (wnr) do + €, por (2.14))
Q
Q/

+§— T, U, VT (uy)) — a(x, wy, VTi(0)] Vw, glp(wng)| de + €)', por (2.15).
2
Consequentemente,

[a(z, up, VT (u,)) — a(x, un, V(1)) Vw0 (wn ) dz
[a(, tn, V(1)) — a2, tn, VTk(0))] Vi k| o(wnr)| da

a(z, un, Vg ) Vw, 1@ (W r) de + € + €.

Q

Q/
S/b(x,un,Vun)cp(wmk) dx

Q

Q/

E, agora por ([2.13)) segue que o termo a direita da desigualdade acima é tal que
/a(a: Up, Vi, )V, k@' (Wi ) dz
+/b T, Up, Vg )o(wy k) do
Q
/f o(wn k) de + €, + €, + €.
Q

Concluindo assim a afirmacao 2.9,

Afirmacao 2.10. Pelo lema e devido a (1.3), para todo k > Ry, temos

/ [a(z, up, VT (u,)) — a(z, up, VIg(w))] - V., doe — 0
0

o8
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quando n — o0.

Demonstragdao da afirmagao [2.10 De fato, a fim de podermos aplicar o lema to-

mando

a = la(x, uy, VI (u,)) — a(x, uy, VI (u))] - Vwp g > 0,
_ B

Qg

la(z, upn, VTi(u,)) — a(z, up, VT (w))] - V., >0

Note que as afirmagoes acima fazem sentido por (|1.7). E além disso, seja
¢ = @(wnk),
¢ = ¢ (wnp), (s)

2, ~
onde ¢(z) = ze"" é uma funcao real e

B2 B Bs 2 [a(@, un, VT (un)) — a(z, up, VI (w))] - Vg ? (B 2
n= (%) N ( 2 a(x, un, VI (1)) — a(x, uy, VI (0))] - Vwy, i ) B (20@) '

Logo, pelo lema [I1], com z = w,; temos
, 1
0 < ap'(z) = Blp(2)] - 5o

Assim, substituindo a desigualdade acima e as hipdteses de (s) no termo da afirmacao

obteremos

O<%/adm</agp’(z dx—/ﬁ|g0(z)]da:

Q

/f z)de+ €, + e + e (3)

Entretanto, aplicando (|1.3) no termo a direita da ultima desigualdade acima, segue que

/f d:E—i—e +61/+€///

<03/h%fm@%$ﬂdx+ca/W¢w%wrmw+q+«2+ez

“fetwni)l [ [l do+ 0o [ o) 4+
Q
=|o(wn )| (Ctlu,|%, med(Q2) + Cy med(Q)) + €, + € + € — 0,
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pois ¢(z) < oo conforme vimos na afirmagao [2.6/e como |u,|s — 0 em L®(2) e med(2) <
00, segue que
/f 2)dr + €, +ée +e — 0.

O que contradiz (5). Logo,

/ a(z, up, VT (u,)) — a(z, up, VI (w))] Vwp, p de — 0,
Q

sempre que n — co. Finalizamos assim a demonstracao da afirmagao [2.10
Com isso, assumindo a afirmacao e devido a %, podemos usar o lema de [13]
para concluir que

Ti(un) — Tp(u) em WyP(Q).

Finalizando assim a demonstracao do passo 1.

Demonstracao do passo 2:
Queremos provar que para todo § > 0, existem ko > Ry e ng € N tais que ||G(up)||1p, < 6
para todo k > kg e n > ny.
Para ver o passo 2, primeiramente tomamos v, = Gg(u,) como func¢ao teste em , e

usando ([2.9) temos que vale a seguinte

Afirmacao 2.11.

/a(:z;, Up, V) - VGr(uy,) doe + / b(x, Uy, Vu,)Gr(uy,) de — /f(x, u)Gr(uy,) do| < €,
Q 0 Q

com € — 0 quando n — +00.

Demonstracao da afirmagao |2.11. De fato, por um lado sabemos que

(J'(un),v) = /a(x,un,Vun)Vv dx—i—/b(x Up, Vi v d — /f Yo dz

Q Q

substituindo v, = Gg(u,) como funcao teste em (2.10) segue que, o lado direito da

igualdade acima é tal que

/a(m,un,Vun)VGk(un) dm+/b(a: U, V) Gr(uy,) dm—/f NGr(uy) dz
Q Q

<ep [% + ||Gk(un)|]14 Y Grlu,) € WeP(2) N L2(Q). (t)
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Observe que de G (uy,) = u, — Ti(u,) temos

G () 0 se |u,| <k VCa(w) 0 se |u,| <k
E\Un) = EU)| =
— k2 se |u,| >k Vu, se |u,|>k>R

|un|

além disso por (2.9) temos |u,|00 < 2M,,.

Agora substituindo as observagoes acima na expressao a direita da desigualdade em (t)

temos que
U, — k U
o | = | < [ B 4
2M,

<€y M, + ”unHLp
= €n (2 + [[unll1,)]
<€

onde € — 0 ja que ||u,|l1, < oo pela primeira parte da proposigao, consequentemente

2 + ||unl|1, € limitado, e ainda por hipétese temos €, — 0. Além disso, se substituirmos

v, por —uv, segue que, também vale

—/a(x,un,Vun)VGk(un) d:r;—/b(x Up, Vg )Gr(uy,) d:l;—l-/f NGr(uy,) dx < €,

Q Q

multiplicando ambos os lados por (—1), temos

/a(m,un,Vun)VGk(un) dx +/b(m,un,Vun)Gk(un) dx — /f( NNGrluy) do > —”
Q 0 0

Logo,

/a(m,un,Vun)VGk(un) da:—i—/b(:c,un,Vun)Gk(un) dx — /f(x,u:)Gk(un) dz| < e

Q Q Q

com €,” — 0. Donde finalizamos a demonstragao da afirmacao 2.11]

Observe que por (t) substituindo VGy(u,) por Vu, no termo a esquerda da

desigualdade da afirmacao [2.11] temos

/a(as,un,Vun)Vun de-i—/b(ﬂZ un,Vun)Gk(un dx_/f Gk(un) dz < 6/”/ (t)

Q Q

Assim, devido a ((1.3)), (1.4)), (1.10]) e ao teorema de imersao de Sobolev, para todo k > Ry,
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podemos deduzir a seguinte

Afirmacgao 2.12.

p—1

aQ/\VGk(un)’P dr < € + Cs]|Gr(un)||1p (med(Qnr)) 7
Q
OG5 (med (€2,.0)) 7~

em que p; = ¢é o expoente conjugado de Holder do expoente de Sobolev p*.

Np
Np—N+p
Demonstragao da afirmagao [2.14 Com efeito, note que por (1.4) temos

QQ/\VGk(un)\p dx—l—/b(w,un,Vun)Gk(un) dx
Q

Q

S/a(a: Up, Vi)V, dr + /b(:z:,un,Vun)Gk(un) dx

Q

<"+ / Fla,uh)Gr(uy) da

ou seja,

ag/]VGk(unﬂp dr < e;;’—{—/f(:zr,uZ)Gk(un) dx
0

Q

em que a tltima desigualdade se justifica devido a (f) e a (T.10) pois b(x, un, Vi) Gr(un) >

0. Agora veja que do termo que aparece na ultima desigualdade acima, segue de (|1.3)) que

//// /f Gk Un) dz < G/I//+C /|Gk Up, |dx+01/’un’ |Gk(un)| dzx.

Por (r') e por (f), podemos reescrever o termo a direita da desigualdade acima como

e +C / [un |7 |G ()| dz + C / |tn|7|Gr(un)| dx

Q—Q,, & Qo

Q—Q,, & Qn ke

= e +C, / |G (uy,)| dz + Cy / [, |7| G ()| da. (u)

Qn,k Qn,k

Vamos agora estudar o que ocorre com os termos da soma a direita de (u), comegando

pelo tltimo termo. Vejamos que podemos aplicar a desigualdade de Holder e usar que



63

por (1.3) p* = NN—Q. Logo, precisamos obter o expoente conjugado de Holder de p* e a
este iremos chamar p;. De fato, pela desigualdade de Holder podemos escrever o ultimo

termo da soma a direita em (u) como

1
p*

=
[

P dx

[ rwliGuw e < | [ wgrds| | [ 16w
Qn,k Qn,k Q"ak

onde
1 1
p D1

e « _ Np .
Substituindo p* = ~op; acima , segue que

1 1 N — 1
5 T —=1= Np+—:1
N-p D1 p 41
1 N —p
:}—:1—
b1 Np
1 Np— N —
1 _ Ny p
P Np
Y4 Np—N—p
Observe que
7
p*-

/ Gelun)” | = |Gilun)
Qi

Desta forma, o tltimo termo da soma em (u) pode ser reescrita como

P1

/ |G (1) < / P d | |G

Qn,k Qn,k

p*e (ﬂ)

Analogamente, podemos aplicar a desigualdade de Holder no pentltimo termo da soma a

direita de (u) tal que,

/|Gk(un)lda::/1-\Gk(un)|d:c

Qn,k Qn,k

1/q
< /1dx /|Gk(un)|p da
Qn,k

Qn,k

1/p

= (med(2u,0))""* |G (un) |, (@)

)
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onde g = 1%' De fato,

1 1 1
q P q YL
1 -1
:—:I)—
q p
p—1

Agora, substituindo as observagoes acima em (), obteremos

S

/ Galun)] dz < (med(Qu)) 7" (Gt @
Qp

Com isso, substituindo (u) e (7) em (u), temos que

E:;/,+CQ/|Gk(Un)|dZE+Cl / |un|”|Gr(un)| dz
Q

n,k Qn,k

P1

<" 4 Oy (med (D)7 |Galun)l, + Cr / | da | |Gun)

Qn,k

p*- (v)

Veja que podemos aplicar novamente a desigualdade de Holder para o termo [ |u,|7"" dz
Qn,k

que aparece em (v).

Com efeito,

/|“n!"’” dr :/(1'!%!‘”’1 )77

Qn,k Qn,k
1/q N
< /|1\d:€ : /|un\”p1t dx
Qn,k Qn,k
11
t p1
~ e @) | [ ds| ®)

Qn,k
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onde + L 41

L equivalentemente : 4+ 1 = 1. Assim, considerando
qp1 t ;1 p1 q t

11 1 o 1(1 Up1>

ap pm P m p*
1 o
— -1
q p
e também que
1 1 1
q t q
s 1 _h
t *
=P
op1
De onde segue que,
1\ b1 Zp1\ o1
/ |un‘op1t dr — / |Un p* dr
Qn,k Qn,k
L* g
p
= / lun|P” da
Qn,k
<
< unllf

onde na tltima desigualdade aplicamos o teorema de Rellich-Kondrachov (ver teorema
9.16 em [I5]).

Substituindo a desigualdade acima em (7) temos que

1
P1

/ P de | < (med ()T ullg, (@)

<l

Finalmente, substituindo (v) em (v), e usando imersao de Sobolev segue que

/ |u, [P dx

<" + O3 Gilun) |1 p (med (2,)) 7 + 04|er<un>ul,puunuip<med<9n,k>><H‘f*>.

EZ// + C’g(med(Qn,k)) P ]Gk(un)|p + Cl
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Com isso, acabamos de provar a afirmacao [2.12

Observe agora que,

(1 a)_p*—apl_(l ap1>1
P P p1p* ") m

* _ Np _ Np—N+p __ p*
de forma que o < p* — 1= v — 1 = 5=+ = J,, consequentemente
* o
e I )
p P P p

Com estas observacoes, podemos provar a seguinte

Afirmacao 2.13.

p—1

Q n p=1 ) o
NG 7, < e+ 5= [(med(20)" + (med(u,) ' F)57]

onde Cs := Cs + Cyl|un||{,, pois ||unll1, € limitado em WyP(€2).

Demonstragao da afirmagao [2.13 Com efeito, primeiramente, veja que o lado esquerdo

da desigualdade demonstrada na afirmacao [2.12] é equivalente a

alGalunlf, = a [ IVGiulun)P do.
Q

pois foi como definimos a norma em W, (Q) na notagao nimero 2.
Agora, olhando para o lado direito da desigualdade na afirmacao como ||unll1p €
limitado em W, *(Q) tomando Cs + Cyl|uy, ||, := Cs, podemos reescrever a desigualdade

da afirmagcao anterior como
0| Grlun) 7, < el'+Cs [(med(Qx)) 7 + (med (€)™ 75 | [ Grua) 1, (w).

Pela desigualdade de Young, se tomarmos a = ||Gi(u,)|1, € b =1, e se 11? + %1 = 1 temos
1

—1 ~
;= 7’7 e entao vale que

Gr(un) |} 14
|Gr( )H1,p+_

p q
Gr(un)||¥ -1
_IGw)IE, | p
p p

|Gr(un)|1p -1 <
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Logo, a desigualdade em (w) pode ser reescrita como

r p—1 _opr1\ 17 G n P - 1
| Gulun) [, < & + Cs [(med ()5 + (med(§,,)) (5% (” ’““; Ny - )
_ - Comy 17 ||Grluy)|®
="+ C5 |(med(Qur)) » + (med(Qn,k))(l ) —H k()
L J p
r p—1 _om\11p—1
+ s [(med(€,0)) 7 + (med(Q,,)) 7)o pT' )

Dado, que Q,x = {z € Q: |u,(z)| > k} C {x € Q: h(z) > k}, entdo segue que

lim med(§2, %) =0

k—o0

uniformemente em n € N. O que é verdade, pois caso contrario, supondo que klim med(£2,,x) >
— 00

0, dai como £, x+1 C €, %, consequentemente med (ﬂ Qn,k> > (. Entretanto, dado

keN
T € ﬂ Q2,1 temos que E(a:) = 0o um absurdo, caso h nao tenha R como contradominio.
keN
Desta forma, como vale lim med(2,;) = 0 temos que, para cada 0 > 0, existe kg > Ry

k—o00
tal que para todo k > kg e n € N, o peniltimo termo que aparece na soma em (w), pode

ser escrito como

C p=1 _op) 1
> |aned(@20))7 + (med(@,,) )5 G, < T

Consequentemente, o ultimo termo da soma na igualdade em (w) fica
Qo p—1 p=1 - )L
?HGk(un)H]f’p S EZ” + 057 [(med(ka)) r + (med(ank))( P )Pl ,
de onde concluimos a demonstracao da afirmagao [2.13
Portanto, existe ng € N tal que
||Gk(un)||17p <oVk Z k?(), Vn Z ng.

O que conclui a demonstragao do passo 2 e também da proposicao. O]



Capitulo 3

Estimativa para L°°(()

Estudaremos algumas desigualdades para as normas LP(2) em 2 < p < 400 a partir das
solucoes do problema de Dirichlet para a equacao Lu = T' que foi demonstrada em outras
referéncias por Stampacchia [55], [56], [57] e por [4I] fornecendo alguns novos detalhes.

Neste capitulo, Lu é um operador eliptico de segunda ordem do tipo
Lu = — (ajjuy, + dju)xj + (byug, + cu) .
A fim de provarmos o teorema principal deste capitulo precisaremos do seguinte lema,

cuja demonstracao encontra-se em [54] e [56].

Lema 3.1. Seja (t) uma fungdo definida para t > ko, nao negativa e nao crescente tal

que se h > k > ko tem-se que

o(h) < = o) (31)

onde C,a, B sao constantes positivas. Assim, se

(I) > 1 tem-se

@(ko +d) =0 (3.2)
onde
d* = C [p(ko))P ' 20D (3.3)
(II) B =1 tem-se
p(h) < e el=Rlo(kg) onde ¢ = (eC) = (3.4)
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(III) B <1 eky>0

«

1-p

o(h) < 2TH) {Crlf’) + (2/{:0)“@(/60)} ~h™" onde u =

Seja u(z) uma subsolugao em H{(£2) em relacao a equagao

Lu=T=— Z(fz)wl (©)

entao tem-se

a(u, ) = / {aijuwigoxj + bitig, 0 + djup,, + cugp} dr < /figoa;idx
Q

Q
para toda ¢ € D(Q2) com p(z) > 0 em . O
Consideremos verdadeiras as seguintes premissas:
(i) L é uniformemente eliptica, isto é, existe uma constante v > 0 tal que
VIEP < ay(2)€;

comz € Q, £ € RV,

|ai;(x)] < M,
bi(z), di(z) € LN(Q), (i=2,---,N)
c(x) € LN?(Q)

(i) fie LP(Q),i=1,2,---,n, com p > N;

(iii) no sentido das distribuigoes, temos:
c— Z(dl)x > cp > —00,

(iv) max u < ® < 400 onde ® > 0 é uma constante.
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(3.5)

(3.6)

Teorema 3.1. Sejam as hipdteses (i) — (iv), entdo existem constantes K e R, onde R

nao depende de €2, tal que

maxu < max (O,mg&cu) + KZ | filp (med(Q2))¥ "7 + Ruls

(3.7)

onde u € subsolugdo de (©). A constante R serd nula se o funcional a(u, ) for coercivo

em H}(Q).
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Demonstracio. Fixemos A > —cy de forma que a(u,v) + X(u,v)LQ(Q) seja coercivo em

H{ (), isto é, existe o > 0 tal que
a(u,u) + Au, u)rae) > aflulli,, (Aa)

onde ||ull12 = |Vuls.

Agora, de (3.6) temos

IN

a(u, ) + Xu, ©) 2. /fi%% dz | + Au, @) 2
)

:/figpxi dm—|—X/ugod:)3

Q

[figomi +Xu<p] dzx. (Bb)

{0\50

Defina a fung¢do v = max {u — k,0} com k£ > ®, onde
¢ := max {r%fgx {u—k},0}.

Note que v € H}(2) pelo teorema [A.6 com p = 2. Seja A(k) = {x € Q : u(z) > k}, se
v#0temos v =u—k e v, = u,, em A(k). Tomando ¢ = v segue de (3.6) que

/ [aijuxivmj + bty v + djuv,; + cuv + Xuv} dr < / [f,vxl + Xuv} dzx.
A(k) A(k)
Assim, usando agora que u = v + k e u,, = v,,, temos
/ (302,05, + bivg,v + dj (v + k)vy, + c(v + k)v + Mo + k)v] do < [ five, + Auv] dz
A(k) A(k)
isto é,

/ [aijvwivxj + bjvg,v + djvvg; + cvv} dz+\ / vu dx
A(K) A(k)

+/ [d;kv,, + ckv] dz+ X / kv dxﬁ/ [ fiva, + Auv] dz.
Al) e AR)



Note que

/ [d;kvy, + ckv] do+ X / kv d

Ak) Ak)
=k / djv,, dx + ck / v dx + Nk / v da
A(k) A(k) A(k)
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=—k / (dj)a;v dr 4k / cv dr + k / M dz, usando integracdo por partes

A(k) A(k) A(k)

:k'/ (c—(dj)zj)vdijk‘/de:B

A(K) A(k)

>k / covdxr + k / v dz, pela hipétese (4ii)
A(k) A(k)

=k(co + \) / vdr >0, pois\> —cp.

A(k)
Portanto,

/ [a”vxlvx + bjvg, v + djvv,; + cvv] dr + \ / v dr <

A(k) A(k

ou, equivalentemente,

a(v,v) + A(v,0) 2(q) < / [fiva, + Auv] dz.

A(K)

Agora, aplicando (Aa) temos

afv]|f, < / [five, + Auv] dz = / fiVa; dx—i—X/uv dx.

A(k) A(k) A(k)

Usando a desigualdade de Holder em [ f;v,, dz temos

A(k)
s+ A / uv dz.

A(k)

alloll; 5 < |fil2|va,

Usando a desigualdade de Young (versao alternativa)

2| fil2 < €lva, |5 + Cel fil3

Vg,

fzvml + )\uv dx
)

(3.8)
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para 0 C RY dominio limitado.

Sabemos que p* = NN—_’;) e que (p*) = NN—JzD e aplicando a desigualdade de Holder, a segunda

parcela da soma em (C'c) pode ser reescrita como:

/ wo dx < / lv
Alk)

A(k)

1 _1
*

2 (2*)/
> dx /|u
(k)
1
2+
g» /|u
A(K)

Agora, usando imersao de Sobolev com WP(A(k)) — L*(A(k)), 1 < s < ¢*, temos

/ wv dr < ¢||v]i 2 / lu

A(K) (k)

2 dx

@)

:lv

1
[C

2 dx

e aplicando a desigualdade de Young, vem que

2
@y

2 dx

/ w dx < e?|Jvl|i, + Ce / lu

A(K) A(K)

Substituindo tudo em (C'c) temos

O[HUH%Q S €|U$7|§+C’e|fz|g+€X,C\2||U||i2+CEX / |u ) dx

A(k)

< e (N +3) [oll2, + CUAE+ CX /|u|<2*>’da: ,
A(k)

2 < [Vulp = v

Assim temos,

pOiS |U$i 1,2
_2
2%y
(= (N +3) Jol}, < CUAE + CA | [ 1l ds
A(k)

Com isso, para € suficientemente pequeno, de forma que (a —€ (N +XEQ)) > 0, existe

t > 0 tal que
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@y
o, <t | [ 2o X| [ e ao
A(k) (k)
- 2
@y
= / fFdr+ N / u®)" dz : (Dd)
A(k) (k)
Agora, usando a desigualdade de Holder com s = £ e s = -5 no primeiro termo de (Dd)
p
temos
2 1—2
P P

/ frdx < ffg dx / 172 dx

A(k) A(K) A(K)

— | fi2(med(A(K)))" 7.

Considerando r > (2*)" e usando a desigualdade de Holder com expoentes s = @y ©
s' = 7=y 1o ultimo termo da soma em (Dd), temos
2
/ u®) dx < / u®)'s dy / 1% dx
A(k) A(k) (k)
2
@ 2*Y
r—(2%)
= / u" dx (med(A(k))) ™~

S

- / u dr | (med(A(k)) @7 T

A(K)

= Juf? (med(A(k))) =7 "

Entao, podemos reescrever (Dd) como:

loll3 s < ¢ | 1312 (med(A(k)))' ™ + Xul? (med(A(k))) =77 | .

Desde que WyP(A(k)) < L* (A(k)), existe ¢ > 0 tal que |v

9« < €ljv]|1,2, assim vale
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também que

2

> < vlis <t [‘fi‘i (med(A(k)))' ™% + Nul? (med(A(k))) @7~

S o

1
—|v
[

Por outro lado, como h > k > & temos que A(h) C A(k). Consequentemente, com

v = u — k temos ainda que

¥
*‘“
N

vf3. = v da = (u— k) da
A(k) A(K)
2
> (u—k)? dz
A(h)
2%
> / (h— k) da
A(h)

em que a dltima desigualdade se justifica pelo fato de que u(z) > h > k em
A(h) ={x € Q:u(x) > h}.

Assim,

¥
*"\3

oo

*

W, > (h— k)? /1dm — (h— k)2 (med A(h))% .
(h)

Portanto,

(h = k)? (med(A(h)))* <
=t [!fili (med A(k)) 7 + Mul? (med A(k)) =7 7

2 2. N

<t [|£2 (med AGk) (=552 W 073) 4 Xju (med Ak t50522107)

2.N+2 2

<t [|A12 + Nuf2] (med(A(k))mr -3 -3}/ 0-%)
isto ¢,

med(A(h)) €~
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em que [ = min 1—2,%—% (1—%)6?225%.
Como u € L2(f), segue de (3.9) com r = 2 e devido ao lema[3.1]item (111), que u € L' (Q)
com t; > 2. Ainda por (3.9) com r = t; e devido ao lema item (I11) segue que

u € L2(Q) com ty > t; > 2. Fazendo esta iteragao temos que u € L"({2) com

N—|—2212

N r p’

poisp > N — % > % - % > . Portanto, 8 > 1. Dai, aplicando o lemaitem

(I) temos que med (A(ky +d)) =0 nde
& = C (med(A(ko)))* ' 2671, ko < k

isto é,

1
*

= ( (Il + X|u|3)% (med(A(k)))” ™ 2([36)) :
K?

(If |2+/\|U| )? (med(A(k))) =
< K (| |p+/\ lul, > (med(Q))ﬂ Plca , pelo teoremaA.3|item 3.

Considerando § = i—i + 1 > 1 segue que

a4 < T (|fily + X Jul, ) (med(2) ¥ 5 2757,

Para r = 2, segue que

>_.

L
o%

fil,med(Q)V 527D 4 K2
11
=K|filp (med (€))7 + Rlul,

d <

N
< max {o, max u} + 1S il (med(2))¥
=1

Desde que, para 5 > 1 por (3.2)) segue que
0 =med (A(ko + d)) = med{x € Q : u(x) > ko +d > d}.

Segue que u(z) < d, x € Q, logo u € L*(2) e consequentemente max u < d.



Capitulo 4

Solucao para equacao de
Euler-Lagrange com termo

quase-linear

Neste capitulo estudaremos a existéncia de pontos criticos para um dado funcional e
mostraremos a existéncia de solugoes fracas positivas para a equacgao de Euler-Lagrange
a qual o funcional J estd associado. Dado 2 € RY aberto e limitado, with NV > 2, e uma

funcao mensurével a(zx) tal que
O<a<alx)<p (4.1)

em quase todo ponto x € 2.

O funcional a ser estudado é

90 = 5 [ latw) + o 9 de = [ (0 da,

se v >1ep>1. E este estd associado a seguinte equagao de Euler-Lagrange:

—div([a(z) + [u]"]Vu) + Zu]?u|Vu]* = v’ em Q,
u =0, em Of).

(4.2)

Iremos encontrar fungoes nao-negativas e nao-triviais u € H}(Q) tais que vV |Vul? €
LY(Q), e tal que

/[a(:v) +u"|VuVv dx + % /u7_1|Vu|2v dr = /up_lv dx,

Q Q Q
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para todo v € H}(Q) N L>(Q), resumidamente, em outras palavras mostraremos a
existéncia de solugoes fracas positivas para v > 1 para a equagao (4.2]).
Teorema 4.1. Se v > 1 € tal que v+ 2 < 2*, e p satisfaz

*

2
7+2<p<5(7+2) (4.3)

entdao existe uma solugdo fraca positiva u € H}(Q) N L) do problema de Dirichlet

2.

Demonstracao. Usaremos ferramentas do método variacional para obter a solugao positiva
u que satisfaz (4.2]). Com o objetivo de deixar clara a estratégia usada para resolver este

tipo de problema dividiremos a demonstragao em algumas etapas, as quais sao
Passo 1: Defini¢ao de um funcional truncado;
Passo 2: Geometria e compacidade para o funcional truncado;
Passo 3: Estimativa L*° para a solugao obtida no passo anterior;
Passo 4: Conclusao
Passo 1: Definindo um funcional truncado

Seja ¢ um numero real tal que v+ 2 < ¢ < min(p, 2*). Se m e n sdo nimeros
inteiros positivos, vamos considerar a regularizagao C'* do truncamento ao nivel m, 7y, (¢),
definido por
-m — = set < —m —1,

(m4+1)t+222 se —m—1<t<—m,
Tin(t) = 4 t se —m <t<m, (4.4)

(m4+1)t — 222 sem <t <m+1,

\m+% sem+1<t,

onde o grafico associado a (4.4)) é
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m +

N[

—m—1

m+ 1

. . . ~ ~ P
Consideremos ainda a regularizacao C'do truncamento da funcao % dado por

fult) T (45)
S np<%—%>+# sen < t. .

Note que da definicao de f,, temos que se t = n entao

o (1)

p q q
n?P  nP  nPn Ind
P g q
n? nP nP
p ¢ g
np
p

Assim o gréfico referente a (4.5) é
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-~V

Afirmacgao 4.1.
nP—444

q

0< fult) < V>0, (4.6)

Demonstragao da afirmagao [{.1: Em todo caso, como ¢ < min{p,2*}, ou seja, p > q o

que implica que % < %.

[Caso: t > n | Por um lado temos,

= (2 1)

p q q
nP—q¢4
<
q
11
pois » — o < 0.
Por outro lado,
1 1 P=a4a
o= (L-1) 1
p q q

[Caso: t <n | De um lado, claramente f,(t) > 0, pois ¢ > 0.



De outro lado,

Afirmacao 4.2.

="
n t) = —
D
tPte
= p?
tP—ate 11
< , pois — < —
P q
nP—4t4
< , pois t < n.

0< fult) < =, ¥t >0,

p
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(4.7)

Demonstragdao da afirmagao [{.9: Do que foi argumentado na afirmacao anterior, ji pro-

vamos que f,(t) > 0, ¥t > 0. Resta provar que f,(t) < %, Vvt > 0, o que é claro se t < n.

Enquanto que se t > n, definimos

tP

gn(t) = fult) — —

p

P q q p

Por um lado veja que quando n = t, temos

Note ainda que,

p q q p
n? nP
=—+—=0.
q q

gut) = m g !

- 75(171(7110711 —tP79) <0,

ou seja, g é decrescente e g,(t) < g,(n) = 0, quando t > n. Isto é, f,(t) — % <0, o que

implica que

folt) < —, ¥t >n.
p

Concluimos assim a prova da afirmacao [4.2]
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Vamos agora considerar o funcional truncado

1

Tna®) =5 [ lae) + 1TV de = [ ) o (18)

Q

para v € H} ().
Afirmacao 4.3. O funcional em (4.8)) estd bem definido.

Demonstragao da afirmagao [{.5: Para provar a afirmacao, basta mostrarmos que para
todo v € Hy(Q), tem-se J,,, ,(v) < co. De fato, por ({.1)) sabemos que 0 < a < a(z) < f3,
além disso, pela defini¢ao de Ty, temos |7, (v)|” < (m+1)" e uma vez que v € H} () N

L>(2) isso implica que, no caso do primeiro termo

3 [+ Trvep o< g [ 5+ (m+ 1) | 1902 ae
o) Q

1 1\’
=3 [ﬁ—l— (m+§) :|/|VU|2dZL’
Q

1 N7,

Resta checar que [ f,(v) dz < +oo. Para tanto, lembremos que por (4.6) vale que
Q

0 < fult) < 275, entdo

/fn(v) dzx < / np_quq dx

Q Q
= / v? dz
q
Q

<

Q|4
C[v]|f 5, < oo,
onde na ultima desigualdade usamos a imersao de Sobolev.

Passo 2: Geometria e compacidade para o funcional truncado

Vamos agora provar que para cada m e n, o funcional .J,, ,, satisfaz as hipdteses

da versao modificada do teorema do passo da montanha que vimos no capitulo 2.
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Note primeiramente que

mezgfmm I(NHWWM—/h
z%/IVvl2dm—/fn
> 5/\%\2 () da,

onde na primeira desigualdade usamos que de (4.1]) tinhamos a(z) > a o que implica que

a(x)+|v[" > a. E na segunda desigualdade usamos (4.6)), ou seja que — f,,(v) > —%W

Afirmacao 4.4. Assumindo

o np_q
= — VUQd,CE——/UJ'_qd.CE
5 [1vd — [
) )

afirmamos que zero € um minimo local de L,,.

Demonstragao da afirmacao [{.4 Veja que

/|Vv|2 :E——/ )4 dx
> — /|VU|2 x—— /|VU+|2 dx
:/|Vv]2 dx
Q

onde usamos imersao de Sobolev com [v| < Clv

q
2

q

n’t +|2
7 Vo " da , (1)
0

oo

|17, na desigualdade acima.

Por outro lado, devemos ter

q

t‘?‘2>0<:>t<(qa )ﬁ. (s2)

«
2 Inp—a

Fixando

1/ g \o=s 1 /ag\&5 o
Roi=3(gem) =3 (F) " 0

segue de (¥1) e de (xq) que
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Imm > Ly > 0, > 0em 0B, (0), (4.9)
onde o, := R, (% — ?R%”) = $R,. Agora, basta notar que R, e o, tendem a zero

quando n tende ao infinito, pois no caso da poténcia de n temos que 2 (%) < 0, dado

que p > ¢. Com isso temos que zero é um nivel critico de L,,, e pelo teorema do passo da
montanha cldssico, temos que zero é um minimo local de L,. Temos assim finalizado a

prova da afirmacao [4.4]

Afirmacgao 4.5. Por outro lado, seja w uma fungdo firada em H(Q) N L>®(Q) com

W|e = 1. Entao, para t < min{n, m} temos que
|w] Ny : q

i (tw) = et 4 cot? — c3t? := Q(1),
onde

C1 =

/
o= [ a@]vel
/

Demonstragdao da afirmagao [{.5 Com efeito,

Inat0) B 3 [fa(o) + 1Tl IV () do / fultew) da
Q

N)I»—t

/ (2)|V (tw)|? dx + = /|T (tw)|?|V (tw)|? dx—/fn (tw)

) 1
< 5/ DVl di + - /\tPIT P el dx—/fn (tw)
0
2 +1p
D)t /CL |VW|2 dl‘+—/|Tm |7|v |2 /[( ) ] dx
0
®) t* 2 2 g
=3 a(z)|Vw| dm—l— T lw|"|Vw|* do — — )P dx
0 0
o' 2 tW 2 tP
lw]?|Vw|* dx T+ a(z)|Vw|* de | — — Y dx >
0 0 0
2 tr

—c—+c——c—:: t), como queriamos.
175 25 3p Q(t) q
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Onde
(C) V(tw) = tVuw,

(D) usamos que ¢ > 0 no primeiro e segundo termos, enquanto que no terceiro termo

usamos que t < n e (4.5)),

(E) usamos que t < m e também (4.4) no segundo termo, enquanto que no terceiro

termo usamos apenas que t > 0.
Afirmacao 4.6. Seja to > 0 a maior raiz de Q(t), entdo para cada t >ty temos que
I (tw) = Q(t) <0,
uma vez que 2 < v+ 2 < p.

Demonstragao da afirmagao [{.6. De fato, considerando o polinémio definido acima, isto
é

Q) = crt"™? + cot?® — c5t?,
como 2 < v+ 2 < p, por ({4.3) e porque estamos com v > 1, e devido t > ¢, > 0 podemos

reescrever este polindmio da seguinte forma
Q) = tP(cit" P + ot* P — ¢3). (*%)

Com isso, afirmamos que existe ¢y tal que Q(t) < 0, para todo ¢t > t). Com efeito, supo-
nhamos por contradi¢ao que nao exista nenhuma raiz maximal, isto significa que existe
uma sequéncia (t,) de raizes de Q(t) tais que Q(t,) = 0 quando t,, — +o00. Entretanto,
ty < t, para algum n, ja que t,, — +oo. Portanto, Q(¢,) < 0 neste caso, contradizendo

Q(t,) = 0 para todo t,, tendendo ao infinito. Portanto,

tP (e t7T?7P 4 eot* P — ¢3) — —o00, quando t — +00.
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Finalizamos assim a prova da afirmacao [4.6

Afirmacao 4.7. Vimos na prova da afirmagao [{.4] que R, — 0 quando n — co. Seja
7 tal que to||lw||12 > R, para cada n > W, e definamos t = to+ 1. Entdo @ = tw possui

norma em Hg(Q2) maior que R, e é tal que
Jmn(@) <0, Vm >t Vn>max{t,n}. (4.10)

Demonstragao da afirmagao [{.7] De fato, seja ty > 0 para t, fixado e ||@||12 fixado, temos

que

@[22 = [[tw]]1,2
= [|(to + Dwl[1,2
= (to + D|wl[1,2
> tol|wl]1,2

> R,.

Observe ainda que Vm > ¢, Vn > max{t,n}, t = to + 1 e para cada t > ¢, vale que
Jmn(tw) = Q(t) < 0, conforme vimos na afirmagao anterior. Em particular, para ¢ =
to + 1 >ty vale que

I (W) = T (tw) < 0.

Temos ainda que
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def

Afirmagao 4.8. Se Cy = max Q(st) > o, > 0 entao
se|0,
0<o, < max Imn(sw) < Co, V'm >t, ¥V n > max{t,n}. (4.11)
s€l0,1

Demonstragdao da afirmagao [{.8. Primeiramente, notemos que faz sentido definir Cy como

acima pois

Q(st) = c1(st)7? + ca(st)? — ca(st)?
— ;72 8% — e3Pt

+2 22 -
= 5%(c1871 "+ cot. — e3P 2.

Note que neste caso a poténcia s* controla a fungio pois s € [0, 1], contrariamente ao que
vimos no caso (xx), onde 14 a poténcia p > 2 controlava a fungao. Além disso, aqui ¢ estd
fixado e sendo () uma fungao continua definida em um dominio compacto atinge maximo

e minimo. Portanto, Cy realmente pode ser definido como acima pois
+2 -2 o=
a1t ot — e3P >0, > 0,

onde a ultima desigualdade se deve a (4.9)).

Além disso, V. m >t e n > max{t,71} temos que

I (5W0) = Jmn(s(to + 1w)
= c1[s(to + D]+ cofs(to + 1)) — e3s(to + 1)
= Qls(to +1)]
= Q(st).

Logo,

0 < 0, < max Jy, ,(sw) = max Q(st) < Cy,
s€[0,1] s€[0,1]

para todo m >t e para todo n > max{t,7}, como querfamos.
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+— R,

Veja que nao houve necessidade de se considerar v > 1 a fim de obter as propri-
edades geométricas , e para o funcional J,, ,, definido em . Perceba
que pelas afirmagoes provadas acima representadas no grafico pode-se inferir que se R,, e
o, tendem a zero quando n — 0o, existe Cy nao-dependendo de n tal que o funcional de

energia Jp, ,(sW) nao excede Cy.

Observagao 4.1. De agora em diante, consideraremos valores de m e n tais que m >t

e n > max{t,n}.

Provaremos agora que cada funcional .J,, ,, satisfaz as condigoes de compacidade
da proposicao provada no capitulo 2. Como o nosso funcional J,,, é de classe C'
para v > 1 poderiamos aplicar o Teorema classico do Passo da Montanha para mostrar
que Jp,, possui um ponto critico u, , # 0, pertencente a Hj(Q) N L>=(Q2). Entretanto o
teorema classico inclui a condi¢ao de Palais Smale. Mas no nosso caso, como queremos
provar que vale a condigao de compacidade vista na proposicao usaremos o Teorema
do Passo da Montanha modificado de Boccardo pois este, por sua vez, foi provado usando

a versao modificada.

Afirmacao 4.9. Se ¢, € uma sequéncia de nimeros positivos convergindo a zero, S > 0,
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e {vr} € uma sequéncia em H}(Q) N L¥(Q) tal que

Jm,n(vk> S C*,
Uk oo < 25k,

U0)0) < o |54 4 ol

para cada v € HY(Q) N L>®(Q), entio {vx} possui subsequéncia fortemente convergente

em H}(Q).
Demonstragao da afirmagdo [{.9: De fato, primeiro vamos calcular (J}, ,(v), vk). Seja

|- RY — R
Vo — ’V’Uk‘2 = <V'Uk, VUk>

Calculemos a derivada da fungao acima pela definicao, isto é

2 _ 2
<(|vvk|2),71}k> :}ILIE)I%) |V(Uk+hvk)| |V’Uk|

h

— lim <V(Uk + hvk), V(Uk + hvk)> — (Vvk, Vvk>

h—0 h
— lim <V’Uk + thk, Vl)k + thk> - <V’Uk, Vvk)

h—0 h
— lim <V’Uk;, V'Uk> + 2h<Vvk, VUk> + h? <V'Uk, Vvk> — (Vvk, V’Uk>
 hs0 h
= QVUkVUk
= 2’V21k|2. (F)

Além do mais, para calcular a derivada de |7y, (vx)|?, vamos reescrever esta expressao

Cco1mo

Tl = |(T2(00))? ]
Assim, calcular (|75,(vg)]?)’ é o mesmo que calcular a derivada ([(7,2(vk))?] )/ dai

T-1

[T (ve)] 2 QTm(Uk)m(vk)

(T200] F Tonlw) Ty (1)
[ Ton (08) "™ T (0) T () (@)

([2wn?]) =

Il
=2 =2 o=



Portanto,

o

l\DI»—l

) (V| ) dka)

1
W) Vo dka—i-—/| ()" (|Vor?)" day,

2
11 (v, dka),
como queriamos.

9)
Agora substituindo (F'), (G)) e multiplicando por % segue que

N =
{O\

(i
(i
f

1 1
() 0) = 5 [ ata) -2AT0f da
Q

1
" q/7| T (v )%(W)|Vvk| vy, dx

0
1
2_q/| (vx) 72|V |* da — —/f vV dz.
0
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Finalmente, subtraindo este resultado de J,, ,,(vy) segue que

1 1

Tnn (V) — 5<J7'mn(vk),vk> = 5/ (2)|Vu|? do + = /|’T )| | Vo |* do

/fn Uk) a:——/ (x)]Vvk| dx

- 5 / N Ton (0) P2 Ton (00) T (0) [V 2,
(9]

Q
/|Tm(vk)|7|Vvk\2 dx + / éf,’z(vk)vk — fu(vg) dx
Q

N %/’Tm(ukw *Ton (i) T (i) [ Vg [vp, d
Q

_ (% - 3) /a(:v)|Vvk|2 da

[(1——) Tl = 2 T T T )| 1V
L
q

(Ve)vr — fo(vr) do

L1 Y -2
+ {— — = = T (W) | T (0) T (V) vk | | Ton (03) [ [Vore|* d
Q/ 2 q¢ 2q
1
+ [ —fo(op)ve — falve) d
Q/q

(4.12)
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) T (0| Ver? d
k

fr(vk)vr — fu(v) do

em que na pentltima igualdade usamos que m > t e na tltima desigualdade apenas as
hipdteses do enunciado da afirmacao.
Além disso, provaremos que os termos do lado esquerdo da ultima desigualdade acima

sao positivos. Vejamos:

1. Verifiquemos que o termo (% - é) [ a(z)|Vug|* dx é de fato positivo. Com efeito,
Q

neste caso ¢é suficiente notar que dados que a(z) > 0, [Vug|? > 0 e como ¢ > 2 temos

1 1

que 53 —, > 0, como queriamos.

2. Quanto ao segundo termo [ (% —- lm(mw) | Ton(vi) 7| Vur|? dz, é suficiente
Q

usar que q > v+ 2 e que

<1 (L)

t >0,

Tt

~—

pois 7,, é uma funcgao nao decrescente e sua derivada é nao-negativa. Lembremos

do grafico de T,
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Tm ()

Além disso, T, é uma func¢ao impar, entao se t < 0 e 7,,(t) < 0 isto implica que

t
Tm (1)

> (0. Logo, de fato vale que

a3

(t)
(t)

t

v

0.

3*

Por outro lado, temos que se t > 0 et <m dai 7,,(t) = 1, e se t > m, segue que

/ .
T 1
Tm(t) =
Logo, vale que 0 < t%i‘((tt)) < 1. Multiplicando por %, temos
7
~2q¢ Tn(t) — 2q

Agora, usando a desigualdade acima e também que g > v+ 2 segue que, no segundo

termo temos

2 q 2qTn(ve)  — 2 q¢ 2
_4-2-7
2q
_a=(+2)
2q

como queriamos.

3. Para checar que o terceiro termo € positivo usaremos a definicao de f,,.
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Com efeito, uma vez que n > t segue da definigao de f, que f,(vx) = (”’“;)p e que
v H)P L
(atwe) o = 2 )
= (u")".

Agora, substituindo este resultado no terceiro termo segue que

1 +p_(“k+)p_v p(l 1
Sy - —<N>Q p)>a

pois p > q.

Com isso finalizamos a verificagao de que os trés termos sao positivos.

Salientamos que aqui foi o unico lugar onde foi necessario escolher ¢ satisfazendo
q > v + 2. Consequentemente, a hipotese onde v+ 2 < 2* apenas desenvolve

sua funcao aqui.

Vejamos agora que como uma consequéncia de (4.1)) e (4.12)), a sequéncia {vy}
é limitada em HJ ().
De fato, acabamos de ver que estes trés termos a esquerda da desigualdade abaixo, sao

positivos:

11y Tao) X ,
+/ (2 q 2q7;n(vk)“k) | Ton (00) ] [ Vi |* da

# [ (Gro) - s as

|Ulc|oo

Sk

<O, + e { + Hkalz} :

Agora, vamos desconsiderar o segundo e terceiro termos e assim obteremos que

1 1 1 1
a (5 - 5) /|Vvk|2 dr < <§ - a) /a(x)|Vvk|2 dx
Q Q

1,2} .

|Uk’oo

Sk

+ H?]k

SC*+Ek|:

Consequentemente,



1 V| 0o
Jorlli s < ——— + Cu + & {' 3 + ||vk||1,2}
Gy
AL ET@ 4 25k
= —QF +C, — +
a(q — 2) + € [ A Hvk 1,2}

=C1 + €, 2+ ||vkll12] -

Supondo por absurdo que [Jvg|[12 — oo quando k — oo, temos

||Uk||%2 4

2 1
1= < + € [ + :| =0
lorllTo = lvellis luellfe Nkl

uma contradigao.

Desta forma ||vg|[12 ¢ limitado e existe C; > 0 tal que

|vrll12 < Ch (K)

a(g—2)

onde C; := (L + C*) 1/2.
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Por argumentos semelhantes aos da proposi¢ao [2.1] visto no capitulo 2, é possivel provar

que existe uma subsequéncia de {vy } que converge fortemente em H{(£2), logo a verificacao

de compacidade esta concluida, ou seja, estda provada a afirmagcao

Portanto, como (4.9)), (4.10) e (4.11]) sao as hipéteses geométricas do teorema

do Passo da Montanha (versao modificada), segue daquele resultado que J,,,, possui um

ponto critico u, , # 0, pertencente a H () N L>=(Q2) com nivel critico

0< n<<]mn mn:f Jmn SO,
On < Jmn(tmn) = inf max Jmn(p(s)) < Co

onde
I'= {p . [0,1] — H} (), p continua, p(0) =0, p(1) = w} :

onde usamos (|4.11)) para obter (4.13). Portanto, w,,, ¢ uma solugdo fraca de
— div([a(z) + | T (tm,n) ]V timn)
+ %m(umm) T (W) |7_27dm (Umn) | Vmn |2

= fé(um,n)a (H)

onde estamos considerando que as condi¢oes de Dirichlet na fronteira sao nulas.

Considere ainda os seguintes fatos:

(4.13)



(I) Se t <0 entao f(t) = 0. Com efeito, pois de (4.5)) se ¢ < 0 entdo f/(t) o, e
quando ¢ < 0 sabemos que t* = max{0,t} = 0, logo f!(t) = 0.

(J) Além disso, lembremos que 7, (s)s > 0, pois se s > 0 haviamos obtido por (L) que

T (s)s
MBS

assim, 7,/ (s)s > 0.
Afirmacao 4.10. Declaramos que Uy, € solugdo fraca positiva do problema (H).

Demonstragao da afirmagao [{.10. De fato, sabemos que u,,, ¢ solucao fraca de (H) se
U, € ponto critico do funcional em (4.8)), ou seja J,’nn(umn) = 0. Resta provar u,, , > 0.

Uma vez que,

Ton(Umn) |V, n Vw da
—/f’(um,n)w dx,
Q

escolhendo w = u, . como funcao teste, segue que

= < ’:nn umn)’u’;wn>
! )V Vu, . dz
2 Umn U
Q
1
+s / N T ) Tt ) o) Pt P17,
Q
1 2
Q

/ (Umn) (U, ) d.
Q

Consequentemente, como o suporte de u;n’nﬂu;;’n = @, isto é, fora de onde u,, , é negativo

temos que u,, ,, vale zero, dai segue que
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a(x)|Vu, |° dz

|2
m,n

o
INA
N | —
N =D
9 \

W o ) 7™ T (1) Tt ) [V 1 1 (7, )

ok

m (U,
)
+ (U ) Ui d < 0.

Q

dx

’2
m,n

Vg,

l\:)I)—l

Onde, para concluir a ultima desigualdade usamos que os dois primeiros termos apods a
igualdade e apds —% sao nao negativos (por (J)), enquanto que o tltimo termo é nulo
conforme vimos em (7).
Desta forma, temos
1
0< 5/ (2)| Vs, | d < 0.
Q

i, 5 f z)|Vu,, ,|* dv = 0. Lembrando que a(z) > 0, segue que necessariamente

0, o que implica que Vu,, , = 0, logo u,, € constante e como se

devemos ter |Vumn|

anula na fronteira entao U = 0. Concluimos assim que w,,, > 0, e finalizamos aqui a
demonstracao da afirmacao Ou seja, U, , € solugdo positiva do problema (H) e,
portanto resolve

— div([a(z) + T (wmn) " Vimn)

2 T ) o () [Vt (4.14)

= fo(tmn).

Passo 3: Estimativa L>* para a solucao obtida no passo anterior

Dado Jpn(Umn) < Co por (4.13) e J), . (tmn) = 0, temos que uy,, satisfaz
uma férmula parecida com a que vimos em (4.12)) com C, = Cy e ¢, = 0. Ou seja, para
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todo m >t =ty + 1 e para todo n > max{¢,n} vale que

_____ Y v 2
+/ (2 q 2q7’m(um7n)um’") | Tors (tis ) [ [Vt |
Q

Argumentando como antes, temos que [ a(z)|Vuy,,|* do é limitado com relagao a m e n.
)
De fato, notemos que

/a(:z:)|Vum,n|2 dx

Q

ED

ey [ 1Vt o (4.15)
Q

= m’um,nm,z < (.

Em que na ultima desigualdade, usamos (K), com u,, em lugar de v;. Além disso,

afirmamos que [ |7 (twnn)|? |Vt |* dz é limitado com relagdo a m e n.
Q

Com efeito,

/ Tt )| Vit ?
Q
1 Y
< <m+§) /|vum,n|2 dx (4.16)
Q

1 Y
= <m+ 5) ||U/m7n

Em que na dltima desigualdade usamos (K).
Claro que por ([4.15]) também temos que {u,, ,} ¢ limitada com relagao a m e n em Hj ().

Agora, iremos provar que {u, , } ¢ limitado em L>°(£2) por uma constante M,, (dependendo

12 < Co.

de n, mas nao de m). Para isso dividiremos a demonstracao em algumas etapas através

de afirmagoes.

Afirmacao 4.11. Seja A > 0 provaremos que

2

2 0% - 2
S? /(um,n)A;2 dr | < %/M:C)Wum,n?(umm)f‘ dz,

Q Q
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onde S € uma constante originada da imersao de Sobolev.

Demonstracao da afirmacao[4.11. Pelo teorema (|A.8)), ver apéndice, com p =2, N > 3 e
q = 2*. Podemos obter a relacao

1
oF

* 1
/\v\z dx < g /|Vv]2 dx |

Q Q

(S

A+42
Tomando v = (up,) 2 , temos que

1
%

/’02* dx = /((umn)A;Q)2 dx
Q

Q

N

IN
Wl =
De—
<
=
3
N
hS
pire

(NI

2

1 A2 ?
:§ / - (um,n)gvum,n dx

N
ol

A 21
+ /‘umn VU | do

Assim, como u,,, ¢ uma solugao positiva de (4.14)) segue que

2
2%

A+272" A+2)?% 1
/[(Um,n) 2 ] S %?/(um,n)/wvum,np dl’

Q Q

E agora, devido a < a(zx) temos que a(x) > 1. Portanto,

2
oF

2y A+2)?
S / () 2 2 da | < % / () [Vt n|* ()" .
Q Q

Afirmagao 4.12. Seja A > 0, afirmamos ainda que

(A+ 2)2 / 9 A (A+ 2 / A

(442 d <o A+27 +q d .

p U R e )
J Q

Demonstracio da afirmagio[{.13 Com efeito, seja A > 0 e consideremos v = (uy, )4
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como fungao teste em (4.14)), segue que
/ ~div ([a(@) + Ton(ttrn) " Vitn) ()4

—i—/WT' Ur) " V|2 (U )4 e
)

= / I () (U )4 . (s * %)
Q

Conforme vimos anteriormente o segundo termo antes da igualdade é positivo e iremos
desconsidera-lo. Trabalhando apenas com o lado esquerdo da igualdade em (x * %) por

enquanto, segue que

/ —div ([a(2) + Ton(tn) | Vttn) (t )+ d

Q

/ —div(a(z) Vi ) (1 ) ¥ da — / i (Too (1) Vit ) (ttnn)

Q Q

Glﬁen/a( )VumnV(umn)A+1 dx—f—/ (Umn)” Vum’nV(um’n)AJrl dx
Q
(A+1)a

Um,n)Avum,nvum,n dx + /7:"(“77%”)7(‘4 + 1)(um7n)Avum,nvum7n dx
Q

/
o

umyn)A|Vum7n\2 dx + /Tm(umm)V(A + 1)(um,n)A\Vum,n]2 dr,
Q

onde usamos o teorema de Green na segunda igualdade. Note que o segundo termo na
ultima igualdade é positivo como vimos antes, e iremos desconsidera-lo a partir de agora.

Assim, juntando o resultado acima com o lado direito da igualdade em (x * *), temos que
/(A + 1)a(x)(um,n)A\Vum,n|2 dz < /f{z(um,n)(um,n)f‘“ de.
@ Q

Agora, similarmente, iremos trabalhar apenas com o lado direito da desigualdade acima,

e aplicaremos a segunda igualdade em ({4.5)):

/frlz(um,N>(um,n)A+1 dr = /np_q(um,n>q_1(um,n)A+1 dr

Q Q

= nPq /(Um,n)A+q dr.
Q

Logo, juntando o resultado obtido na parte que correspondia ao lado esquerdo com este,
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segue que
(A+1) / (Um.n) |Vu7,w|2 dr < nP™1 /(um’n)Aﬂ dx.
Q Q

(A42)2
4o

Portanto, multiplicando ambos os lados por e reorganizando os termos temos

(A+2)2
4o

A+2)?
[ @) 9 e < B [ ()%

Q Q

como queriamos provar.

Agora, juntando as desigualdades obtidas nas afirmacoes e temos que

2
%

2 6% A 2 2
/umn 4522 < g/a(:L‘)|Vumn|2(umn)’4 dz
4oy ’
Q
A+2 A+q
mon dzx. M
%" A+1 /u * (M)
Q

Afirmacao 4.13. Se uy,,, pertence a L"(2) para algum r > 1, entdo u,, pertence a

r—g+2 5%
L= 2(Q), com norma

1
(7” —q+ 2)2 r=at2  pog —
|U/m,n|#2* S (40{52(7" . 1) nr—at2 |umn| q+2 (N)

Demonstragao da afirmacao[{.13 Com efeito, pela desigualdade em (M) temos

2
=

2\ ox 2
52 /(umv”)(A;)2 dx S 4<O;A(+_f2_)1)np_q /(Um,n)A+q dx.
@ Q

»

Agora, escolhendo A = r — ¢, temos que

2
o

9 ('rfg+2)2* < (T‘—q—i—2 /
S /(umn) dx < —4 gl Up,pn) dr < 400. (0)
Q Q
Portanto,
U € LUTE2)2 (),

Resta mostrar que vale a desigualdade em (V). Para isso, reescrevemos a integracao em
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(O) como uma norma, dai

2
r— q+22* oF r _.q<+.2
S2 (|Umn r— q+22*> S 4( (’]"—q—i—]_ /Umn
Q

Consequentemente,

2
r—q+2 < (T —q+ 2) pq/ " d
’Um,n’ r—g+22* = 524(1(70 N q + 1>n ('U/m,n) X

1
(T’ —q + 2)2 r—q+2 p—q /
r—at2 m,n "d
<524a(r—q+1) e (tmn)" e
Q

1

2\ 7=

— (7'__ Q‘+’2) +271qu12|unlnwr q+2
S24a(r —q+1)

r—q+2

IN

Com isso concluimos a prova da afirmacao [4.13]

Além disso, como u,, , pertence a H} (), aplicando imersao de Sobolev temos

que Uy, , pertence a L2 ().

Vejamos agora a iteracao de Moser

1
(T —q+ 2)2 r—a+2 p—q —
|um7n|%q+22* = (40&32(7“ —q—+ 1) nr-at? |Um n| q+2 (1)

Definindo 7o = 2* e 1, = Zr4_1 + (2 — ¢). De (1) temos que



e |umn|w2* (2)

< (4@(;2(;k—1q_+q2fl>> T nﬁ yumnyﬁf_} s
) 7

= Cilunli)

— 2 T - 2%\ Tk—2 (7) Tk
§Q{< = q+210k2¢”w£ﬂwmmﬁﬁwl}

4aS?(rp_o — q +

. 27) Tkt *\ 2
9 — N2 \momee (T g ey 2 \27h—2 Tho1
= Cl (4a(;’;(; q +q j» 1)) k—2 k nrkil;_qq+2( 2 ) Tk |um7n Skiz Th—1 Tk
k=2 —
Ca

o* 2 Tk_9
()%

= C1Cs|umpnlr,_s
e s ) (B) 52
<o | (a2 N e, RS
o 4aS?(rp_3 —q+ 1) m,n|Tr-3
z )27‘,'?7;2 _ 2rk_2 (2)3:2:3 r]fn;2

#(z) .
Te_3—q+2\ 2 r
n ks k |um,n|rk,

3

_ (re—s — q +2)? e
-G <4a52(7°k;—3 —q+1)

h 7
-~

Cs

(5)' 52

= 010203’Um,n|r?_3 T

1 (2
r _q+2 2 rO—q+2(2> T p—gq 2% Icflri1
S G0G G (4&(52(7“0 —q 4>— 1)) nTO_qH( ) || 2
Cr

Agora, reescrevendo as primeiras poténcias que aparecem em C,Ch, ...

segue que

Cl)

102

7Ck7
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Cs)

() w0
Th—2 —q+2 \ 2 Tk *)(rk,g—q+2) 2 Tk

Tk—1 Tk

~
[\v]

OIS
*
\_/
no
—_
=
T
L

I Il
A~
| o
~_

(V)

==

Cy)

) ()
ro—q+2\ 2 rk_(%*)(ro—quQ) 2 T

Substituindo adequadamente as expressoes acima em cada poténcia de C', Cy, ..., C} segue
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que

o (r—gr2p \EE s
4&52(Tk_1 —q+ 1)

C,y = (re—o —q+2)? (5)% n(pw)(%)rzi
4@52(Tk_2 —(q + 1)

Cp = (ro —q+2)? (%)% n(p—q)(%)ki.
4&52(T0 —q+ 1)

Reescrevendo toda a expressao em (2) novamente e substituindo os expoentes acima,

temos que

mmﬂwg{( 0%1—q+2yn)mwmrﬁhk

40(52(ka1 —dq -+

(e 2y a7

(ro—g+2* \ 4 q]' ") %
. n . |umn
4aS5%(rg —q+1) ’

. * 7z ~ .
Considerando ry = 2*. Dado que 27 > 1, vamos provar que 7 € uma sequencia crescente

que diverge para infinito.

Com efeito, note que se

*

7”1:5(7“0—(]%—2)

Subtraindo 2%7’0 em ambos os lados, segue que

2 2

Ll ) — e 2 9 _

2*(7"1 o) = To 2*7’0+( q)
* 2 *
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Logo r1 > ry.

(k =2) Analogamente

;(7’2—7"1):7“1—%7”1—1-(2—@
:%*(ro—q+2)—r0+q—2—q+2
(22— 2°q + 220 — 22

. 2
:%(2*—q)>0.

Entao, ro > r;.

No caso geral, repetindo o mesmo procedimento, obteremos que

ry 1 = <§)2(2*—q)
Py — 1y = <%*>3<2* —g)

2\ ¥
T — Th—1 = <§) (2" —q).

Procedendo desta maneira indefinidamente, podemos obter que 7, é uma sequéncia cres-

cente, isto € rp < 1ry <71y < ... <1 < ...e cujo limite é
lim 7, = +00. (4)

k—o00

Com efeito, pelo exposto acima, temos

en=(2) e -0+ (3) e-arr (%) @0

-13)+(3) -

ou seja,
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Como (ro+ (2—1¢)) (]) > 0e (2* — ¢q) > 0 tomando k — oo, temos que vale (4).

Afirmamos que

(4;;3(;0q_+q2fl)> < ( 4a(;12(;1q_+q2fl)) <. < ( 4a(;’; (;kqj;fl)) <o (5)

De fato, tomando t = rg, 71,79, ..., Tk, ... € definindo

_ (t—q+2)y
1= 4aS?(t — g+ 1)

temos que

2t —q+2)4aS?*(t — g+ 1) — (t — ¢ + 2)*4aS?
1a52(t—q+1)?
(t—q+2)2t—2¢+2—t+q—2
4aS?(t — g+ 1)?
(t—g+2)(t—q)

© 4aS%(t —q+1)2

f1(t) =

A fim de provar que f é uma fungao crescente, precisamos mostrar que (t—q+2)(t—q) > 0.
Primeiro, note que se t = ry entao (2* —q+2)(2* —¢) > 0 ja que 2* — ¢ > 0. Agora, como
ro > r1 > 19 > ..., substituindo cada valor separadamente para ¢ temos que f'(t) > 0 o
que implica que f é uma funcao crescente.

Retornando agora em (3) e substituindo o resultado obtido em (5), podemos reescrever

(3) da seguinte forma

(ﬁ)’“m

DA (6)

U,

B foe\
1 JE—
2 "
|t |r, < (rk—1—q+2) =9 v ( 2 )
m,n|ry X 1)

40&52(ka1 —q-+

Escrevendo

Cp = K (e — g +2)° )) n(pzn} l’“i (25)

4&82(7”k_1 —q+ 1

Y

finalmente temos que

(5)'2
2

" ~
2% < Cnu

|um,n ‘rk S Cn |um,n

em que na ultima desigualdade usamos para obter uma estimativa de u,,, em
L¥ ().

Por tltimo, se k é tal que WQ* > %, uma adaptacao do caso quase-linear da demons-
tracao do teorema de Stampacchia implica que existe M,, > 0 tal que |tumnloo < M,. De

fato, vamos demonstrar a adaptacao, para este caso, do teorema [3.1| vista no capitulo 3.
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Sabemos que Uy, , ¢ uma solucao fraca de
—div ([a(z) + | T (wmn)|"] vum,n)’*’%Tr;(um,n)w:n(um,n)|7_2Tm(um,n)|vum,n|2 = ['(Umn)-

Entao,

[(I(LU) + |Tmum,n|’y] Vum,nVQO dx

r:z(umm) |7;n(um,n) |7_2Tm<um7n) | vum,n|290 dr

BO |2

Fo(tmn)p dz, Vo € Hy(Q) (©)

D O O

Para k > m adequado considere v = max{tm, — k,0} = (Umn, — k)T > 0 e assim pelo
teorema (apéndice) temos que v € Wy ().

Considerando A(k) = {z € Q : upn(x) > k}, note que se v # 0 entdo v = Uy, ,, — k em
A(k), e assim Vv = Vu,,,. Considerando ¢ = v em (©) obtemos

/ (0(2) + [Ton ()] [ V0 dt

/T’ U | T (Un) |72 T (U ) | V0?0 d

/f (Umn)v dx

e como vimos que I [ T () | Ton (Ui n) |72 T (i) [ VO [P0 dz > 0 € que
A(k)
[ Tt )| V0]? d2 > 0, entao
A(k)

/ a(2)|Vol? da < / £ () da.

A(k) A(k)

Usando (4.1)) temos

a/\VU|2 dx < /f,’l(umm)vdx.

A(k) A(k)
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Da definigao de f,, segue que f/(t) < tP=1 < ¢?. Daf

alloll2, < / ()P0 da.
A(k)

Usando a desigualdade de Holder, com 2* = % e (27) = ]3—_];[2 vem que

M
-x-"“

1
(2*)

aHvHiQ < / v¥ dx / (umm)p@*)/ dx
A(k) A(k)

1
%)’

2+ / ('Uzm,n)p(?k)/ dz

(k)

=|v

Como Wy (Q) < L¥'(Q), existe ¢ > 0 tal que |v

o < EHUHLQ. Assim

L
2y

allv]2, < @lvliz / (P d
Ak)

Pela desigualdade de Young com ¢, temos

al|v]]i, < e[vll; 5 + Ce / ()P dae
(k)

ou seja,

S

—~
V)
*

=@l < C | [ (o
A(K)

Tomando ¢ > 0 suficientemente pequeno, de forma a garantir que o — ec? > 0 temos que
existe k > 0, tal que
2
@97
foll, <7 | [ G da
(k)

Considere r > p(2*), aplicando a desigualdade de Holder com expoentes s = 7 e

_r
p(2*
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/

s = temos que

_r
r—(2*)'p

]2, <k / () / ¥ da

% / ()" (med(A(k)) "
(k)

2 2p
s

ot (med A(k)) &7

Usando imersao de Sobolev, temos que |v

5- < clv|l3 5, consequentemente

2p

2. < [ (med(A(K)) &7

lv

Por outro lado, como h > k > & = max{r%%x{umm - k:},O} temos que A(h) C A(k).

Consequentemente, se v = Uy, ,, — k temos

2 2
[v[5 = / v? dx = / (U — k)* d
A(k) A(k)
2
2*

v
=
s
3

oy
=

ISH

8

v

/ (h—k)* da POiS Uy p(z) > h > kem A(h) = {z € Q : upn(x) > h}

A(h)

2
2*

= (h—k)? /1d.¢1:

A(h)
Z

= (h — k)* (medA(h))?" .

Portanto,

2p

(h — k)2 (med(A(M)F < [0} < Felumal? (med(A(k))) @7~

ou seja, K
p2*

med(A(h)) < m Um,n

(med(A(k)))” (A)

T
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onde
2 2p

2%/ r
c GBI T

2*
Como uy,, € L*(Q), segue de A com r = 2 e devido ao lema [3.1|item (I11), que uy,, €
L' (Q) com ¢; > 2. Ainda por A com r = t; e devido ao lema [3.1] item (I11) segue que
U € L?(§2) com ty > t; > 2. Fazendo esta iteragao temos que uy,,, € L"(Q).
2*

Se r — 00 temos § = G > 1 e aplicando o lema item (I) temos que

2*
2

K = (k)

med (A(ko+d)) =0 =med{z € Q: wy,,(x) > ko +d}.

af
D = Portanto, ,,, €

Logo, temos que y,,(z) < d, com z € Q e d = C[p(ko)]
L>(€2), como querfamos. E acabamos de demonstrar a adaptacdo do teorema de
Stampacchia para este caso. Note que a hipétese em que k é tal que WQ* > % foi
crucial para obtermos a adaptacao demonstrada acima, uma vez que para a solucao y,
pertencer a L>(€2), necessariamente deve-se ter 7"’“_2—‘”22* > 1, o que é verdade pois % > 1
ja que N > 2.

Seja agora m,, um inteiro tal que m, > max{M, + 2,t}. Se nds definirmos

up Uy s €0EA0 T, (Un) = Un € Ty, (u,) = 1, por (4.4)). Entdo a equacdo satisfeita

7

por u, ¢

—div([a(x) + ] Vun) + 20~ [ Vua | = £, (), (¥)

com condigoes de fronteira nula e a qual foi obtida bastando apenas substituir os valores
de T, (un) e T7, (u,) em (EI4).
Além disso, por ({£.16)) temos que [ u]|Vu,|* dx é limitado com respeito a n, pois

Q

1 vy
/ugqunF dr < (m—l— 5) /|Vun|2 dx
Q Q
Y

(4.17)
1 2
={m+3 [unll7 o < +oo.
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2°) (y42 s e )
7)0+2) dx também é limitado. Vamos verificar:

2 AV
/u,(ﬁ )+ dx = /u,g2 )Vui dx

Q Q

2*
A
< (m—l— §> /ui dx
0

*

1\ (zh -
<(m+3) " Clult <o

Mais ainda, [ uy(L
Q

onde na penultima desigualdade usamos (4.4) e na tltima desigualdade usamos a imersao
2. < Olun

de Sobolev |u,

2*
1,2
Note que, pela hipdtese (4.3]) temos p < (%) (v + 2), entao u, é limitado em

LP(2). Usaremos este fato, para provar que u, é uniformemente limitado em L>(€2).

Afirmagao 4.14. Seja A > 0, temos que

2
oF

(At A+2)°
5«2 /(Un) +’24+ 2 dx < (%) /(un)’y-&-A’vunP dSE,
Q Q

onde S € uma constante obtida da imersao de Sobolev.

Demonstragao da afirmagao [{.14 Similar ao que fizemos na afirmacao [£.11] usaremos a

relacao
1
P

. 1
/U2 dx < g /|Vv|2 dx
Q

Q

SIS
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Tomando v = (uy,)" 2

2
2% 2

/02* de _ /(un)w+x24+22* du
Q

Q
1 Y+A+2
g | [Vl P
Q
1 v+A+2 1HA
= % / ‘ 5 (un) 2 Vu,

v+ A+2\* 1 A 2
_ <—2 ) = [ ) v,
Q

IN

2
dx

dz.

Portanto,

(un) TV, |? do.

%
D

s /(u )R g | < (—7+A+2>2
" = 2

Q

Afirmacao 4.15. Declaramos também que vale

A+2)\? A+2)?
(WT—F) /(Un)’y+A|VUn|2 dx < 7 +A _:—1 / A+p dx.
Q Q

= (u,)**! como

Demonstragdao da afirmagao [{.15 De fato, seja A > 0 e considere v
funcao teste na equacao de Euler-Lagrange satisfeita por u,, segue que

/L&”W@+%W%H%W“M+/Z%AW%Wm“%m=/ﬂmM%V“m.
Q

Q Q

O segundo termo do lado esquerdo que é positivo, iremos desconsidera-lo a fim de obter

a seguinte desigualdade

- [ divia(o)Vun)(u)* do — [ divi V) ) do < [ () ) do
Q Q 0
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Trabalhando agora apenas com o lado esquerdo da desigualdade acima e aplicando o

Teorema de Green, temos

/a(yc)VunV(un)AJrl dr + /uzvunv(un)AH dx

Q

a(z) (A + 1) (up)*Vu, Vu, dz + /uZ(A + 1) (un)* Vu, Vu, dx
Q

a(x) (A + 1) (up) | Vu,|* do + /(un)W(A + 1) (un) 4| Vuy|? de.
Q

Desconsiderando agora o primeiro termo que € positivo e juntando isso ao termo do lado

direito da tdltima desigualdade obteremos que

(A+1) / () A V|2 der < / £ () ()

Q

Lembrando que f/ (t) < (¢7)P~!, iremos trabalhar agora com o lado direito da desigualdade

acima, isto é

[ ftwu) do = [yt do

(un )M da.

{O\IO

Juntando isso ao termo do lado esquerdo da peniltima desigualdade obteremos que

(A+1) /(un)7+A|Vun]2 dr < /(un)A+p dr.

Q Q

Multiplicando ambos os lados por (“’JFTAH)2 obteremos finalmente que

v+ A+2)? v+ A+2)?
(F57) [ e < B [ ae
Q Q

Concluimos assim a demonstracao da afirmacao [4.15]

Pelas desigualdades obtidas nas afirmagoes ¢ temos que
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¥
*"‘3

5 . A+2
/(Un) +A+2, d < (7+ + > / w+A|vun|2 dr
Q Q
A+2)?
= 7+A ++1 / (1) 77 d. (P)
Q

Afirmagao 4.16. Se u, pertence a L"(Q), entdo u, pertence a L™ 2 E 2(Q) com norma

2*
THr—pt2)° TFr—p¥e
D) @

|Un|w+r2;p+22* < (

Demonstragao da afirmagao [{.16 Com efeito, de (P) temos que vale

2/2*
S? /(un)szH2 dx < % /(un)A“’ dx.
Q Q
Agora, escolhendo A = r — p, temos que
2/2*
52‘/@00“?”Pﬂm g(vti;i:?2/‘ " dx < +o0 (R)
Q Q

o que implica que u,, € | ().
Resta checar a desigualdade em (Q): reescrevendo o termo a esquerda da desigualdade
em (R) como uma norma temos que

epen T (yarp 2R [
S2 (|un|7+,~ p+22*) S 4(7” _p+ 1) /(un) dx

g o (kT —p+2)° /(un)r da

= |un|’Y+”‘ P+22* — 4S2<T _p+ 1)
Q
1
1 y+r—p+2
(y+7r—p+2)%\ Tz .
: ’Un|7+rgp+22* S < 432(1” —p+ 1) (un> da:

Portanto,

1
(Y47 —p+2)2\ e e
IUnIWQ* < (452(7’—])4—1) g | 75772 (9)
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Observe que como v > 1 e também A = r — p > 0 segue que temos

1 < 1 <2*
y+r—p+2 " y+2" 2°

E assim, a expressao em () pode ser reescrita como

*

- 2)2\ 2z r —
(ry—i_r p+ ) ) |un‘7fy+r—p+2 para’y > 1 (S)

fun aeegosg. < ( 1% —p+ 1)

Assim, argumentando como antes, se considerarmos a sequéncia 7 definida

desta vez por

re=r1y + 5 +2-p),

TOI%(’Y—FQ)
z *
2

entao, u, € L™(Q), para todo k, e

[ttn v,

2
< (’7+T1<;—1—p+2)2 2 |u |22f1;1
—\ 45%(rg-1 —p+1) ke
(e

<0,

2 (v+2)

onde usamos (4.17) na tltima passagem para estimar uniformemente a norma de {u,}
T (v+2) i

em L= (Q) com respeito a n.

Claramente a sequéncia {ry} é crescente e ilimitada, pois 27 > 1, de forma que apds
um numero finito de passos concluiremos que u2~! é limitado em L"(Q2), com r > N/2.
Usando novamente uma adaptacao do teorema de Stampacchia, a saber uma adaptacao
do teorema provado no capitulo 3, exatamente como fizemos anteriormente, vale que
existe C* tal que

[tn]oo < C*, ¥V n > max{t,n}.

Passo 4: Conclusao

Se n > max{C*,t,n}, segue que

[tunloo <N = up(x) <n, x €9

Finalmente, substituindo em (¥) segue que u := u,, é uma soluc¢ao positiva nao-trivial de

E2. 0



Apendice A

Espacos Métricos, Teoria da Medida

e Equacoes Diferenciais Parciais

A.1 Espacos Métricos

Teorema A.1. [37] Seja f : U — R, onde U é um subconjunto aberto de RY. Supo-

nhamos que o segmento de reta [a, a+v| esteja contido em U, que a restrigao f seja
[a,a+v]

continua e que exista a derivada direcional %(3:), sequndo v, em todo ponto x € (a,a+v).
Entao existe 0 € (0,1) tal que

of

flato)= o) =5

(a+ 0v).

Proposicao A.1. [37] Um subespago fechado de um espago métrico completo é completo.

Sejam X um conjunto, M um espaco métrico e  : X — M uma aplicacao.
A notagao B, (X, M) representa o conjunto das aplicagoes f : X — M tais que d(f,a) =

supd(f(x),a(z)) < oo, com a métrica da convergéncia uniforme.
zeX

Teorema A.2. [37] Se um espaco métrico M é completo entiao B, (X, M) é completo,
sejam quais forem X ea: X — M.

Corolario A.1. [J7] Sejam M, N espagos métricos. Se N é completo entao, para toda
aplicagao o : M — N, o espago métrico Co,(M, N) é completo.

Teorema A.3. [17] Sejam x € R, y € R e suponha que p > 1 seja um inteiro. Entao

valem as sequintes desiqualdades:

1) Jo+ylP <207 2P + 7,

116
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3=

1 1 p—1
2) (Jz| + )P < |zl + ylr <27 (2] +|y))7 e

3) |z —y|P < 207 aP — yP|, quando p > 1 for um inteiro impar.

A.2 Teoria da Medida

Definigao A.1. [60] Sejam X, Y espagos topoldgicos e (T, M, i) um espago mensurdvel.
Dizemos que [ : T x X — Y € uma funcao Carathéodory se

(i) f(-,u) € mensurdvel para cada u;
(i) f(t,-) € continua para cada t.
Em outras palavras € mensurdvel em t e continua em u.

Definigao A.2. [15] Define-se por L'(Q), o espaco das fungoes integrdveis de 0 em R.

Usa-se a sequinte a sequinte notacao para a norma deste espago
o= [1r1du= 11
Q

Definigao A.3. [15] Sejap € R com 1 < p < co. Definimos
LP ={f:Q — R|f € mensurdvel e |f|’ € L' ()}

cuja norma

1/p
o= | [15@ da
Q
Defini¢ao A.4. [15] Definimos
f € mensurdvel e existe uma constante C
L¥Q)=4f:Q—R (A1)
tal que |f(z)| < C em quase todo ponto em S

Teorema A.4 (Teorema da convergéncia dominada). [{4/ Suponha que as fungoes { fi} 72,
sejam integrdveis e frp — f em quase todo ponto. Suponha também que |fi| < g em quase

todo ponto, para alguma fungio g € L*(). Entdo vale que

Q/fkdm—)g/fdl'.
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A.3 Equacoes Diferenciais Parciais

Considere a seguinte relagao, obtida de [§]

Lu = —div(A(xz)Vu) onde, por exemplo A(x) é operador identidade
= —div(/Vu)

N

= — = —Au

Onde A é denominado operador de Laplace.

Definicao A.5. [15/ Uma forma bilinear a : H x H — R € coerciva se existe uma
constante a > 0 tal que

a(v,v) > alvf?,
para todo v € H.

Definigao A.6. [61] Seja X um espago de Banach e I € C'(X,R). Dizemos que I satisfaz
a condi¢cao de Palais-Smale se toda sequéncia (ux) C X tal que sup |I(ug)| < oo e
klg& I'(ug) = 0 possui subsequéncia convergente. ‘

Se ¢ € R, dizemos que I satisfaz a condicao de Palais-Smale no nivel ¢ desde que toda

sequéncia tal que klim I(ug)=ce klim I'(ug) = 0, possui subsequéncia convergente.
—00 —00

Teorema A.5. [61]/Teorema do passo da montanha cldssico] Seja X um espago de Ba-
nach e I € C'(X,R) um funcional tal que I(0) =0 e

(I1) Ewistem p, o > 0 tais que I|pp, ) > o
(Iy) Eziste e € X tal que ||e|]|x > p e I(e) < 0.

Seja

— inf T(~(t
¢ = Inf max (v(t))

onde
I'={yeC([0,1],X) : v(0) =0, y(1) = e}.

Entao, se I satisfaz (PS). o nivel ¢ é um nivel critico de I, isto €, existe u € X tal que
I(u)=cel'(u)=0.

Teorema A.6. [21] Se u € W,P(Q) entio ut,u",|u| € WyP(Q). Além disso, vale
também que
Tt — Vu, q.tp. em {u>0},
0, ¢tp. em {u<0},
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e que

T — 0, qtp. em {u>0},
—Vu, qtp. em {u<O0}.

Teorema A.7. [28]/Suponha que u(zx) representa o minimo absoluto do funcional
I(u) = /F(x,u,ux) dx
Q

na classe das fungoes que pertencem a W1™(Q) que assume valor de contorno ¢'(s).

Suponha que a funcdo F € tal que

F,u,p) 2 vipl™ — @i (@)(Jul™* +1), v = const >0,

(A.3)
F($7u>0) § @Q(x)‘u’o& + 900(37)7 Pi 2 O, 1= 07 172

onde @;i(x) € L,,(Q) comr; > =, parai=0,1,2, e que

mn ( 1>
oy < 1——,
n—m r;

para i = 1,2. Entdo, se maxess|u| = My < 00, entdo a quantidade maxess|u| € limitada
s Q

em termos das constantes My, ||ul|L, ), i = 2% e medS.
T

A.4 Espacos de Banach

Existem duas nocoes basicas de funcoes diferenciaveis f definidas sobre um conjunto

aberto de um espaco de Banach X em um espaco de Banach Y. Sao elas:
Definicao A.7. [§]

1. Dizemos que f € uma funcao Gateauz diferencidvel em xq se existe um operador

linear limitado T de X em Y tal que para cada u € X,

lina flwo + tl;) — f(wo)

=Tu.

O operador T é chamado de derivada de Gateaux de f em xy e denotado por
Df((l]g).
Se para algum u fizado o limite

F(o, ) = Tim LE 1) = J(@0)

t—0 t

existir, dizemos que f tem uma derivada direcional de xg na direcao de u. Entdo
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f € Gateaux diferencidavel em xo se, e somente se, todas as derivadas direcionais
f(xg,u) existem e elas formam um operador linear limitado de u. Neste caso a

notagao € f'(xo,u) = Dy(zo)u.

2. Se existe o limite uniforme em x na definicao da derivada de Gateaux sobre a esfera
unitaria de X, dizemos que f € Fréchet diferenciavel em xo e T é a derivada de
Fréchet de f em xg.

A.5 Espacos de Sobolev

Definigao A.8. [15] Dado Q2 um subconjunto aberto de RY escrevemos C3(Q) para de-
notar o espaco das funcoes diferencidveis com derivada continua e suporte compacto em

Q, também representado por

Cy(Q) = {u: Q — R : u € continuamente diferencidvel e possui suporte compacto }

Definigao A.9. [15] Seja Q C RY um conjunto aberto e sejap € R com 1 < p < oo.

Definimos o espaco de Sobolev WP(Q) como sendo

0
391,99, ..., 98 € LP(Q) tal que /u&f — —/giSO,

WP(Q) = S u € LP(Q) & (A.4)

2

Vo € C3(Q), Vi=1,2,..,N

Defina H'(Q2) = W2(Q). Seja u € W'(Q) define-se g—; = g; e escreve-se

vu:(ﬁu ou 6u>.

8$17 8@’ o 8:01\;

O espago WHP(Q) é munido da norma

U = |ul, +
1p b — 0x;

p

Enquanto que o espago H' () é munido do produto interno

N ou ow
(u,v) g1 = (u,v)g2 + (—, —>
= L zz:; sz 8557, L2
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Cuja norma associada a este produto escalar é

ou
3@»

o\ 1/2
2)

Definigao A.10. [15] Seja 1 < p < 0o entdo o espaco de Sobolev W, () denota o fecho
de CH(Q) em W'P(Q). O espago WyP(Q), munido da norma W'P(Q), é um espago de

Banach separdvel, ou seja é reflexivo se 1 < p < oco. Defina H}(Q) = WOI’Q(Q), dizemos

N
[ullz = (IU|§ +
i=1

a qual é equivalente a norma em WH2(Q).

que Hg, munido do produto escalar em H'(Q) € um espaco de Hilbert.
Definigao A.11. [39] Diz-se que o aberto Q@ C RN € limitado na dire¢do x; se existe um
intervalo aberto finito (a,b) da reta tal que

pri€2 C (a,b)

onde pr; € a projecio de RN sobre o eizo x;.

Teorema A.8. [21][Estimativas para Wy P (U), 1 < p < NJ. Seja U um subconjunto de
RY, aberto e limitado. Suponha u € Wol’p(U) para algum 1 < p < N. FEntao temos a

estimativa
|u|q < C| VU|p

para cada q € [1,p*], onde a constante C' depende de p,q, N e de U.

Teorema A.9. [Z]/[Imersio de Sobolev]

Np
Wol’p(Q) c L(N—_P> se p< N
C'(Q) se p> N.

Além disso, existe uma constante C'= C(N,p) tal que, para qualquer u € Wol’p(Q),

|u‘<1\]rvfp> < C|Vulp, parap <N

sup |u| < C]Q]%7%|Vu\p, parap > N.
Q



Apendice B

Analise Funcional e Métodos

Variacionais

B.1 Analise Funcional

Defini¢ao B.1. [15] Dizemos que a funcao ¢ : E — (—00,+00] é semincontinua infe-

riormente se para todo A € R o conjunto
o <A ={z e Ep(r) <A}

¢ fechado.

Definicao B.2 (Forma coerciva). [29] Uma forma bilinear a : H x H — R € coerciva se

existe uma constante o > 0 tal que

a(v,v) > alv)?, Yv € H.

Teorema B.1. [15]//Desigualdade de Young] Se p,q sao nimeros reais positivos e tais que

% + % =1 entao para todo a,b > 0 vale que

ab b
ab < — + —.
b q

valendo a igualdade apenas no caso em que a? = b9.

Observagao B.1. [1]][Desigualdade de Young com €] As vezes serd conveniente usar a

forma
ab < ed? + C.b?

onde C, € uma constante positiva que depende de €.
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Demonstragao. Com efeito, seja € > 0, agora, nas condi¢oes do teorema [B.I] temos que

ab =

—~

()
ap+ &

1
a? + —b9.
qu1

<

D=

<

SHIN

P
Tomando € = ”? temos que

1
ab < ea? + b1
q(ep)”

Portanto,
ab < ea? + C.b1.

O

Teorema B.2. [/jl/[Desigualdade de Hélder|/ Sejam 1 < p,q < oo os conjugados de
Lebesgue, isto €, %—i—%zl. Dadas f: D —-Reg: D — R fungoes f € LP , g€ L9 e

V C D, entao vale que

[ t@g@ as| < | [1r@pae) | [lo@lr do
1% % %
onde no caso da desigualdade temos ainda que fg € L'(V).
Lema B.1. [13/Suponha que
uc — € WyP(Q) fracamente q.t.p. emg,

/[a(m, Ue, Vue) — a(x, ue, Vu)|V(ue —u) — 0.
Q

Entao

ue — u € WyP(Q) fortemente.

B.2 Meétodos Variacionais

Teorema B.3. [2]|//Principio variacional para o autovalor principal]

(B.3)
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(i) Temos
A = min { Blu,ul|u € Hy(U), |uls =1} .

(ii) Além disso, o minimo acima € atingido para uma fungdo wy, positiva em U, a qual

¢ solucao de

Lwy =XMw; emU
w1 =0 sobreoU

(iii) Finalmente, se u € H}(U) € uma solugao fraca qualquer de

Lu =XMNu emU
u =0 sobredU

entao w € um maultiplo de wy.

Teorema B.4. [61//Principio Variacional de Ekeland] Seja V' um espa¢o métrico com-
pleto, e F' : 'V — (—o0,+00] uma fung¢ao semicontinua inferiormente, I # +o0, e
limitada inferiormente. Seja € > 0 dado, e um ponto u € V, tal que F(u) < iI‘}fF + €.

Entao existe algum ponto v € V' tal que

1. F(v) < F(u);

2. d(u,v) <1;

3. Yw # v, F(w) > F(v) — ed(v, w).
Corolario B.1. [25] Seja (V,d) um espago métrico completo e F : V. — R uma fung¢do
semicontinua inferiormente na topologia da métrica e limitada inferiormente, se intro-
duzirmos em V uma nova distancia d; = e%d, a topologia de V' continua a mesma. Em
particular (V,dy) € um espago métrico completo, e F € semicontinua inferiormente. Pelo

principio Variacional de Ekeland, seque que se F(u) < il‘}f]: + ¢, existe v € V' diferente

daquele no Teorema de Ekeland, tal que

(i") d(u,v) < e2;
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