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Resumo

Nesta dissertacdo, estudamos um tipo especial de processo de ramificacdo dependente
do tamanho da populagdo, cujo comportamento € alternado entre critico ou subcritico e
supercritico conforme uma fronteira (ou limiar) K € ultrapassada pela cadeia. Apresentamos,
em detalhes, os resultados obtidos por Athreya e Schuh (2016), referentes a probabilidade de
extingdo e ao tempo esperado de extincdo dessa classe de processos.

Palavras-chave: Processos de Ramificacdo, Fun¢cao Geradora de Probabilidade, Fronteira,

Probabilidade de Extin¢do, Tempo de Extingdo.






Abstract

In this dissertation, we study a special type of population-size-dependent branching
process, whose behavior is alternated between critical or subcritical and supercritical when a
threshold K is exceeded by the chain. The results obtained by Athreya and Schuh (2016),
regarding the probability of extinction and the expected time of extinction of this class of
processes are presented in details.

Keywords: Branching Processes, Probability Generating Function, Threshold, Probability
of Extinction, Time of Extinction.
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Introducao

Os processos de ramificacdo, em linhas gerais, sdo processos estocdsticos utilizados para
modelar a evolu¢@o do nimero de individuos de uma populacio ao passar das geracodes, em
que os nascimentos de novos integrantes da populagdo, que também sdo capazes de gerar
novos individuos, sdo regidos por leis de probabilidades.

Segundo Harris [4], a origem de tais processos remonta a cerca de 150 anos, com F.
Galton e H. W. Watson, ao estudarem o problema da extin¢dao do sobrenome de familias
tradicionais que havia sido observado por Thomas Malthus na cidade de Berna. (veja Jagers
[6]).

No modelo original, chamado de processo de Galton-Watson, assume-se que os indivi-
duos considerados sd@o de um tnico tipo e reproduzem-se independentemente uns dos outros
seguindo a mesma lei de probabilidade, chamada de distribui¢do de descendentes, e indepen-
dentemente do tamanho da populacdo. Matematicamente, o processo de Galton-Watson é
uma cadeia de Markov {Z,,n > 0} definida sobre o espago de probabilidade (Q, F,P), que

pode ser descrito da seguinte forma

anl
Zo=1 eZ,=Y Xc(n), n=1273,...
k=1
em que X (n), k, n =1,2,3,... s@o varidveis aleatérias independentes e identicamente

distribuidas (i.i.d.) assumindo valores inteiros ndo negativos, com P (Xi (n) = j) = pj, j =
0,1,2,..., e sdo independentes de Z,,_1.

Assim, Zy representa o nimero de individuos na gerag¢do inicial (neste caso assumimos
que a populagdo inicia-se com um Unico individuo), Z,, para n > 1, representa 0 nimero
de descendentes que compdem a n—ésima geracdo e, para cada k e n, X; (n) representa o
numero de descendentes do k— ésimo individuo da n—ésima geracao.

A solucdo correta do problema abordado por Galton e Watson, sobre o cédlculo da
probabilidade de extin¢do g da populagdo foi apresentada por J. F. Steffensen, por volta de
1930, que provou que a probabilidade do processo atingir o estado 0 (extin¢ao) em algum

tempo finito estd diretamente relacionada com o nimero médio de descendentes gerados
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por cada individuo, ou seja, depende do valor de m = E (X (n)). No caso m = 1, chamado
processo critico, ou m < 1, chamado processo subcritico, a extingdo € um evento certo, isto é
g =1, e no caso m > 1, chamado processo supercritico, tem-se g < 1, ou seja, existe uma
probabilidade estritamente positiva de que a extingdo ndo ocorra em um nimero finito de
geracoes (veja, por exemplo, Athreya e Ney [1]).

Uma outra questao de interesse refere-se ao valor esperado do tempo de primeira visita
ao estado zero, chamado de tempo de extin¢do do processo. Neste sentido, no caso subcritico
tem-se que o tempo médio de extin¢do € finito (veja Athreya e Schuh [2]) e no caso critico ,
Seneta [13] apresentou condi¢des necessarias e suficientes para a finitude do tempo médio de
extincao.

Ao longo dos anos, varias generalizacdes do modelo original de Galton-Watson tém
sido apresentadas e utilizadas em diferentes areas de aplicacdes, tais como biologia, fisica,
demografia, epidemiologia entre muitas outras. Um estudo detalhado sobre a teoria de
processos de ramificagdo gerais pode ser encontrado em Harris [4] e Athreya e Ney [1].

Em particular, o processo de Galton-Watson assume como hipétese bdsica que a lei que
rege a reproducdo dos individuos a cada geracdo permaneca a mesma, independentemente
do tamanho da populacdo. Porém, em muitas situagcdes praticas, essa hipétese ndo pode
ser considerada, uma vez que em vdrios fendmenos de reprodu¢ao como, por exemplo, em
modelos aplicados a biologia (veja Klebaner [9], Levina [11] e Vasil’ev [14]), tais como, no
estudo de formacao de células de sangue ou células da medula dssea, ou ainda, no estudo da
evolugcdo de uma coldnia de bactérias, a reprodu¢do de um individuo depende do nimero de
individuos presentes, ou do tamanho da populagao. Também, em reagdes quimicas em que a
distribuicdo de probabilidade do nimero de reacdes pode depender da quantidade de agentes
reagentes presentes.

Nesse sentido, fendmenos dessa natureza podem ser modelados por processos conhecidos
como processos de ramificacdo dependentes do tamanho da populacdo (veja, por exemplo,
Jagers [5] e Klebaner [9]).

Nesta dissertacdo, nés estudamos um tipo especial de processo de ramificacdo dependente
do tamanho da populacio, apresentado por Athreya e Schuh em [2], que modela, por exemplo,
situacdes em que a populacdo estd submetida a mecanismos de controle de natalidade, devido
a escassez de recursos naturais e/ou de recursos que garantam a subsisténcia dos individuos,
de tal forma que o processo apresenta um comportamento supercritico quando o nimero de
individuos que compdem uma geracao € menor ou igual a um nimero natural K, chamado de
fronteira ou limiar do processo, e assume um comportamento critico ou subcritico quando o
nimero de individuos que compdem uma geragao supera a fronteira K. Assim, esse tipo de

processo {Z,,n > 0}, que chamamos de processo de ramificacdo regido por uma fronteira
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(ou com limiar) K, € tal que se Z, =i < K entdo cada um dos i individuos da n—ésima

geracdo geram novos individuos de acordo com uma distribui¢do probabilidade {rx;, j > 0}

com média M = Z Jmi>1eseZ,=k> K os k individuos geram novos individuos de
j=1

acordo com uma distribui¢do probabilidade {p;, j > 0} com média m = Z Jjpj <1
j=1
Athreya e Schuh, em [2], determinam a probabilidade de extingdo desse processo e

analisam o tempo médio da extin¢do, estabelecendo condi¢des para que a extin¢do ocorra em
um nimero médio finito de geragdes.

Assim, no Capitulo 1, sdo apresentados conceitos e propriedades bésicas do processo
de ramificacdo de Galton-Watson, em especial o teorema sobre a probabilidade de extingado
para os casos critico, subcritico e supercritico, que serdo tuteis para o desenvolvimento dos
capitulos seguintes.

No Capitulo 2, analisamos o tempo de extin¢gdo dos processos de Galton-Watson, apre-
sentando os resultados obtidos em Athreya e Ney [1], Athreya e Schuh [2] e Seneta [13] que
sdo de grande importancia para a andlise do tempo de extin¢do do processo de ramificacio
regido por uma fronteira K.

Finalmente, no Capitulo 3, baseados no artigo de Athreya e Schuh [2], estudamos o
processo de ramificacdo regido por uma fronteira K, apresentando em detalhes os resultados
obtidos por Athreya e Schuh relacionados ao problema de determinar a probabilidade de

extingdo e a andlise do tempo médio de extin¢do desse tipo de processo.






Capitulo 1

Processos de Ramificacao

O objetivo central deste capitulo é apresentar o conceito e as propriedades basicas de
processos de ramificacdo, também conhecidos como processos de Galton-Watson, versando
a respeito das probabilidades de extin¢do e da classificacdo dos estados de acordo com a
propriedade de recorréncia.

Também apresentamos os conceitos de extingdo do processo de ramificacdo e analisamos
as probabilidades de extin¢do para os casos subcritico, critico e supercritico.

Assim, na Se¢do 1.1 apresentamos o conceito e propriedades bésicas de funcdes geradoras
de probabilidades, enquanto que na Se¢do 1.2 as utilizamos para calcular o valor esperado e
a variancia de um processo de ramificacao.

Durante a Secao 1.3 sdo apresentados resultados a respeito da probabilidade de extin¢do
do processo, que mostraremos que coincide com o menor ponto fixo nao nulo da fun¢do
geradora de probabilidades pertencente ao intervalo [0, 1].

Por fim, na Secdo 1.4 apresentamos o resultado que classifica todos os estados ndao-nulos
do processo como transientes, enquanto o estado O difere dos demais, sendo classificado
como um estado absorvente.

As referéncias bibliogréficas utilizadas neste capitulo sao: [1], [2], [3], [4], [6], [8] e [12].

1.1 Conceitos Preliminares

Nesta secdo apresentamos alguns conceitos e resultados preliminares basicos que serdo
tteis no decorrer do trabalho.

As referéncias bibliogréficas utilizadas nesta secdo sao: [1], [2], [3] e [12].
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Definicio 1.1. Sejam g :Z — [0,1] e h : Z — [0,1] fungdes com dominios inteiros. A
convolugdo de g e h, denotada por g * h, € definida por

(gxh)(k Zg (1.1)

Segue imediatamente da defini¢do que g *xh = h* g. Em particular, se g = & denotamos
g2 = g« g e g™ a convolucio de n vezes, ou seja, recursivamente g = g - - - x g, chamada
———

n vezes
de convolug¢do de n camadas de g.

A convolucio € utilizada para caracterizar a soma de varidveis aleatdrias discretas inde-

pendentes.
De fato, se X e Y sdo varidveis aleatorias independentes, assumindo valores inteiros

nao-negativos, entdo da Regra da Probabilidade Total segue que

px+y(z7) =P(X+Y =2)

/4
ZPX x)py(z —x)

onde px, py € px+y sdo as fungdes de probabilidade de X,Y, e X +Y respectivamente.

Em especial, se X1, X>,...,X, sdo varidveis aleatdrias discretas, independentes e identica-
mente distribuidas, com fungdo de probabilidade P(X; = k) = py, k=0, 1,..., entdo, segue
por inducdo sobre n que a funcao de probabilidade da soma X; + - - - + X}, é a convolugdo de

n camadas de p = {po, p1,... }, ou seja,
PXi+-+X,=Jj)=p"(j),Vj=0,1,2,.... (1.2)

Uma leitura mais aprofundada sobre convolucdes de fun¢des de probabilidade pode ser
encontrada em James [7].
A seguir, apresentamos a definicdo e algumas propriedades da func¢do geradora de

probabilidade, que € uma ferramenta importante para a analise de processos de ramificacao.
Definicio 1.2. (a) Seja p = {pr,k =0,1,2,...} uma funcéo de probabilidade discreta.

Definimos a funcdo geradora de probabilidade associada a p como sendo a fun¢ao

= Zpkska |S‘ < 17 RS R? (1.3)
k=0
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(b) Seja X uma varidvel aleatéria (v.a.) discreta assumindo valores inteiros ndo-negativos
com fungéo de probabilidade P(X =k) = py, k=0,1,2,.... A funcdo geradora de probabi-
lidade de X € definida por

o) =B = Y st sl <1, s € R. (14
k=0

ou seja, € a funcdo geradora de probabilidade associada a funcdo de probabilidade de X.

A limitagdo |s| < 1 na Defini¢do 1.2 nos garante a convergéncia de tal série, uma vez que

para s = 1 temos que f(1) = 1.
Proposicao 1.1. (Propriedades da Funcao Geradora de Probabilidade)

(P1) Seja X uma v.a. assumindo valores inteiros ndo-negativos com fun¢do de probabilidade
{pk,k=0,1,...}. Entdo

@) fx (0 I ) = bpe k0.1 Lx oy d k-ési
= —(0) =k!pr, k=0,1,..., —_ t -
a) fx(0)=poe P (0) = k!py em que — (s0) denota a k-ésima
derivada de fx calculada em s = 59. Assim, fy "gera"a funcio de probabilidade de X.
dfx , dfx dfx

(b) EX = d—(l) e EX (1) + —=(1) desde que EX e EX? sejam finitos.
s

ds? ds
De maneira geral, se X tem momentos finitos, eles podem ser obtidos a partir das
derivadas de fy em s = 1.

(P2) (a) Se X e Y sdo varidveis aleatorias discretas, independentes e assumindo valores

inteiros ndo-negativos entao
Tx+v(s) = fx () fr (s).

(b) Se X1,X>,...,X, sdo varidveis aleatdrias assumindo valores inteiros ndo-negativos,
independentes e identicamente distribuidas com fun¢do geradora de probabilidade
f(s), entdo a funcdo geradora de probabilidade de S,, = X; + - - - + X, é dada por

fs.(s) = [f(s)]". (1.5)

Além disso, segue da Definigdo 1.1 que: se p = {py,k =0,1,...} é uma fungdo de
probabilidade concentrada sobre os inteiros ndo-negativos e f(s) é sua respectiva fun-
cdo geradora de probabilidades, entdo a funcdo geradora de probabilidades associada a

p*™", a convolugéo de n camadas de p, é a fungio [f(s)]".
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Demonstracio. (P1)(a) Segue diretamente da Defini¢do 1.2 que fx(s) tem uma expansio
em série de poténcias em so = 0, com raio de convergéncia R = 1, e como consequéncia
do Teorema da Derivagdo termo a termo (veja, por exemplo, em Lima [12]) segue que fy é

infinitamente derivavel para |s| < 1 e

d* fx
dsk

(0) = k! pr.

k—1

(b) Primeiramente, se EX ¢ finita, entdo a série Z kprs*~" converge para |s| < 1. Logo,

k=0
como fx (1) =1, segue do Teorema da Derivagdo termo a termo que

fx(1 kak—kak—EX

k=1 k=0

Da mesma forma, se EX? é finito, entdo E[X (X — 1)] é finita e a série

Z —1) pks Z d_ kpks

converge. Logo, como f5 (1) = EX < +oo, pelo Teorema da Derivagio termo a termo segue
que

¥(1) =Y k(k—1)py =E[X(X —1)] = EX* — EX.
k=1
Portanto, EX? = f¢(1)+EX = fy(1)+ fx(1).
(P2)(a) Se X e Y sdo v.a.’s a valores inteiros ndo-negativos e independentes, entao por
(1.4) segue que
fxry(s) = ES*V = ESYEs" = fx(s) fy (s).

(b) Temos que (1.5) segue de (a) por inducdo sobre n. Além disso, se p € uma funcio de
probabilidade sobre os inteiros ndo-negativos entdo existem (pelo Teorema da Existéncia de
Kolmogorov) n v.a.’s independentes e identicamente distribuidas, X, X>, ..., X),, com funcio
de probabilidade p tais que p™, n > 1, é a fun¢do de probabilidade da varidvel aleatéria
S, = X1+ -+ X,. Logo, por (1.5) temos que a funcdo geradora de probabilidade associada

a convolugdo p™ é fs, (s) = [f(s)]".
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Finalizamos esta secdo, apresentando um resultado de processos estocasticos conhecido
como Identidade de Wald e que serd utilizada na demonstragdo do Teorema 3.1 no Capitulo

3. A demonstracdo apresentada a seguir foi extraida de [3].

Lema 1.1 (Identidade de Wald). Seja {X,,n > 1} uma sequéncia de varidveis aleatérias
independentes e identicamente distribuidas com esperanga finita. Para k > 1, seja F; a
o-dlgebra de Borel gerada por {X;,1 < j < k}. Suponha que 7 seja uma varidvel aleatéria

tomando valores inteiros positivos tal que
Vk>1:{t <k} € F,
(ou seja, T € um tempo de parada) e E(7) < oo. Entdo, temos que
E(S7) = E(X1)E(7),

onde S; =X; +---+X;.

Demonstracio. Uma vez que Sp = 0, como T < oo, podemos utilizar a parti¢do {7 = k};>
de Q, para obter

E(ST):/QST dP = Z/{T:k}sk dP

ZE/{T o4

k=1

(o]

22/{1 ;

J=1

Z /{T>J}

J=1

Assim, obtemos

Z {EX) ~E(Gl e 1) }- (1.6)
Porém, o evento {7 < j— 1} e as varidveis aleatdrias X; sdo independentes, uma vez

que o evento estd contido na o-dlgebra gerada por Xj,...,X; 1. Logo, E(XJ-I{TSJ-_I}) =
E(X;)P(t < j—1), ede (1.6) segue que

i P(t>j)= i P(t > j)=E(X1)E(T).
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O

1.2 Processos de Galton Watson

Os processos de ramificacdo sdo uma familia de Cadeias de Markov utilizadas na mo-
delagem matematica do desenvolvimentos de populagdes, como, por exemplo, bactérias
reproduzindo-se por meios bioldgicos, populagcdes contaminadas por um determinado virus
ou néutrons em uma reagao em cadeia.

O modelo mais simples e que deu origem ao desenvolvimento da teoria de processos
de ramificacao surgiu em meados de 1874 com Galton e Watson, ao estudarem o problema
de extincdo do sobrenome de familias tradicionais que havia sido observado por Thomas
Malthus na cidade de Berna, por volta do século XIX (veja Jagers [6]).

Nesse sentido, considere uma populacao formada por individuos aptos a gerar outros
individuos do mesmo tipo. Suponha que cada individuo, até o final de sua existéncia, gere k
descendentes com uma determinada probabilidade py, k =0,1,2,..., independentemente do
nimero de descendentes gerado por qualquer outro individuo.

O conjunto inicial de individuos é chamado de geracdo inicial e o tamanho da geracao
inicial € representado pela varidvel aleatéria Zy. Os Z; descendentes da geracao inicial
formam a primeira geragdo, que produz descendentes de forma independente uns dos outros
e da geracdo inicial, formando os Z, individuos da segunda geragdo. E assim por diante
Z, denota o tamanho da n-ésima geragdo. O processo {Z,,n =0,1,...} é conhecido por
processo de Galton-Watson.

Denotando o nimero de descendentes do k-ésimo individuo da (n — 1)-ésima geracéo

por X;(n), entdo o processo de Galton-Watson pode ser descrito matematicamente por

anl
Zn=Y Xi(n),n=12,..., (1.7)
k=1
onde Xi(n), k,n = 1,2,... sdo varidveis aleatdrias i.i.d., assumindo valores inteiros ndo-

negativos e sio independentes de Z,,_1.

Como o numero de descendentes de cada individuo de qualquer uma das geracdes tem
a mesma distribui¢do de probabilidade {p;,j =0,1,...}, entdo para simplificar a notagdo
podemos identificar X; = X;(n), Vvn =0,1,2,..., ¢ (1.7) torna-se

anl
Zn=Y Xn=12,.... (1.8)
k=1



1.2 Processos de Galton Watson 11

Das hipéteses iniciais, como para cada n > 1 as varidveis aleatérias X (n), k =1,2,...,

sdo independentes de Zy,Zy,...,Z,—_1, temos
P(Zy = jlZo =10, Zumr = 1) (Zxk )= 170 =0, Zao1 =)
:P(Zxk(n) =j> = P(Zy = j|Zy_1 = i).
k=1

Assim, o processo {Z,,n =0, 1, ...} é uma cadeia de Markov com probabilidades de transi¢éo

dadas por
Pj=P(Zy = j|Zy1 =1) (Zxk_J>
Assim, podemos definir o processo de ramificacdo de Galton-Watson da seguinte forma:

Definicao 1.3. Sejam X,,, n > 1, varidveis aleatdrias independentes e identicamente distri-
buidas (i.i.d.) assumindo valores em S = {0,1,...} e com distribui¢cdo de probabilidade
{pr,k=0,1,...}. Uma Cadeia de Markov homogénea {Z,,n > 0} é chamada Processo de
Ramificag¢do (ou processo de Galton-Watson) com espaco de estados S se as suas probabili-

dades de transi¢@o sdo dadas por

Pij=P(Zy= jlZp—1 =) (ZXk—J> (1.9)

paratodoi > 1, j > 0e P(0,0) = 1. Neste caso, {px,k=0,1,...} é chamada distribuicdo

de descendéncia.

Por (1.9) podemos observar que as probabilidades de transicdo de um processo de
ramificagcdo sio descritas como a distribui¢do da soma de varidveis aleatorias 1.1.d. assumindo
valores inteiros ndo-negativos, com distribui¢do {py,k =0,1,...}.

i
Agora, por (1.2), temos que a fun¢do de probabilidade da soma ZXk ¢ a 1-ésima
k=1
convolugdo de {py,k=0,1,...}.

Assim, de (1.9), segue que
Ej:pjiparaizlejzl.

Dessa forma, temos a seguinte definicdo alternativa de processo de ramificacdo que é
equivalente a Defini¢do 1.3.
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Definicao 1.4 (Processo de Ramificagdo). Um processo de ramificacdo € uma cadeia de
Markov homogénea {Z, : n=0,1,...}, com espaco de estados S = {0,1,2,...} com proba-
bilidades de transi¢ao dadas por

p}k-i,seiZI,jZO

Pi=P(Z,1=jlZ,=1i)=
K " " 0pj,sei=0,j>0

(1.10)

onde §;; ¢ a fungdo Delta de Kronecker e {py:k=0,1,2,...} é uma fun¢do de probabilidade

sobre S (ou seja, pr > 0,Vk >0, e Z pr = 1), chamada distribuicdo de descendéncia de
k=0
{pklk:0,1,2,...}.

Por outro lado, como {X; :k=1,2,...} e {Z,:n=0,1...} assumem valores inteiros
nao-negativos, suas distribui¢cdes de probabilidade podem ser também caracterizadas pelas
suas respectivas fung¢des geradoras de probabilidades.

Dessa forma, na préxima proposicao, utilizando as propriedades de funcao geradora de
probabilidades descritas na se¢@o anterior, obtemos as probabilidades de transi¢do F;; do
processo {Z,,n=0,1,...} a partir da funcéo geradora de probabilidades f(s) associada a

distribuicdo de descendéncia {py,k =0,1,...}.

Proposicdo 1.2. Seja {Z,,n=0,1,...} um processo de ramificacido com distribuicéo de des-

cendéncia {pi,k=0,1,...} e respectiva func¢do geradora de probabilidades f(s) = Z Pisk,
k=0

|s| < 1. Entdo, para cada i > 1, temos

d’

Po=[f(0))'= (po) epara j > 1, Pj= —[f(s)]

1.11
I3 (L.1T)

s=0

Demonstracao. Por (1.9), para cada i > 1, temos que a funcdo geradora de probabilidades
associada a distribuicdo {P,;, j =0, 1,... } pode ser descrita por
b . i .
Y Py =Y P( Y Xe=j)s, sl <1, (1.12)
j=0 j€es k=1

em que X;,Xp,... sd0 as v.a.’s i.i.d. com func¢do geradora de probabilidade f(s). Entdo, por

l
(P2) da Proposicao 1.1, segue que a fungdo geradora de probabilidades da soma Z X é
k=1
[f(s)]"
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Logo, de (1.12), segue que, para cada i > 1
ZP,]sJ s < 1. (1.13)

Portanto, por (P1) da Proposi¢do 1.1, obtemos (1.11).

O

Podemos obter as principais propriedades do processo de ramificagdo {Z, :n=0,1,...}
a partir da fun¢do geradora de probabilidade de Z,.

Por simplicidade, vamos assumir daqui até o final deste capitulo que Zy = 1, ou seja, com
probabilidade 1 a geracgdo inicial é formada por um unico individuo. O caso geral, quando
Zy # 1, pode ser facilmente derivado do caso em que Zy = 1, pois os individuos da geragao
inicial reproduzem-se independentemente uns dos outros.

De fato, se {Z,,n > 0} é um processo de ramificagdo tal que Zy = n > 1, entdo po-
demos decompor o processo como a soma de n processos de ramificagdo independen-
tes (Cmys Gmys-- -, Gm,) tais que §o. = 1 para todo 1 <i < n, ou seja, que cada processo
{&n;;m=0,1,...}, 1 <i<nseorigina de um tnico individuo. Ou seja, a geragdo inicial
Zy pode ser escrita como Zy = o, + o, + - - + {o, = n € 0 mesmo ocorre com as demais
geracoes:

Zry =&+, + - +&,, k=12,... (1.14)

Na préxima proposicdo obtemos a fungdo geradora de Z,, a partir da fungdo geradora
de descendentes e calculamos a esperanca e a variancia de Z, em termos da esperancga e

variancia do namero de descendentes.

Proposic¢do 1.3. Seja {Z,,n=0,1,...} um processo de ramificacéo tal que Zy = 1, com dis-
tribuicdo de descendentes {py,k =0,1,2,...} e respectiva func¢do geradora de descendentes
f(s). Entao,

(a) afuncdo geradora de probabilidades de Z, é dada por
Vn>0, fz,(s) = Y P(Z, =k)s" = fuls), |s| < 1, (1.15)

onde f,(s) é a n-ésima iteragao de f(s), ou seja, fo(s) =se f,(s) = f(fu—1(s)),Vn > 1.

2

(b) sem=EZ| < +oe 0" =var Z] < +oo, temos

EZ,=m" (1.16)
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var Z, = m—1 (L.17)
ncz, sem=1

Demonstracdo. (a) Como P(Zy = 1) = 1, temos

e por (1.9) segue
fa(s)=Y P21 =K2zy=1)s" |s| <1
k=0

pksk7 |S| < 1

k=0
= f(s).
Agora, paran > 1, por (1.9)

fron =Y. Y. P(Zy1 =K|Z, = i)P(Z, = i)s"
k=0i=0

o) o5}

=Y Y PPz, =)

k=0 i=0

Mas, por (1.13), Z Pys* = [f(s)]i, Vi > 0. Assim, segue que
k=0

Logo, como f7,(s) = s e fz,(s) = f(s), podemos obter por indugdo sobre n que

fzn(s) :fn(s)> Vn > I,

onde f, é a n-ésima iteracao de f.
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(b) Pela Proposicao 1.1, temos que

d d*fz (1) d
on e Zrzl _ on( ) + on
ds? ds

(1) (1.18)

e por (a), fz (s) = fu(s).
Paran = 1, temos que EZ; = f'(1) e EZ} = f"(1) + f'(1).
Provaremos, primeiramente, que EZ, = m" para todo n > 1, onde m = EZ;, ou seja,

dfz, (1) _ iy
==

Para isso, basta observar que
, d d
Fh,01(5) = - F (5) = Ll F(5))
= fu(f())f'(s) (1.19)
ecomo f(1)=1e f(1) = EX; = EZ; (pois Zy = 1), segue por indugdo sobre n que
EZ,=[f()]"=m",Vn>1

e (1.16) esta provado.
2

Zy . . .
Para provar (1.17), resta calcular 72 (1). Seguindo o mesmo raciocinio anterior,
s

derivando (1.19) obtemos

T (8) = S O S)P + S (£ ()7 (5)

e calculando em s = 1, como f(1) =1, f'(1) = EZ; =me f"(1) = EZ} — EZ; = var(Z;) +
(EZ))* —EZ; = 6% +m?* — m, segue que

12, = AP+ (1) 17(1)
= £/ ()m* + f(1)[0? +m* —m].

Mas, provamos que f,(1) = [f'(1)]" = m", entdo

fia () = f7,., (1) = £/ (1)m® + n"[62 +m* —m].

_ Zn+l
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Assim, por indugdo sobre 1, como f”(1) = 6> +m* —me f/(1) = 0 (pois fy(s) = s) segue
que

2n—2
Y1) =(c>—m*—m) Y, m+m".
k=n—1
Logo, como EZ, = m", temos
2n—2
var(Z,) = (6% +m* —m) Z mk +m" — m*"
k=n—1
2n—2 2n—2 2n—2
_ 62 Z mk_|_ Z mk+2 Z mk+1 +mn m2n

k=n—1 k=n—1 k=n—1

2n—2 2n 2n—1

=0’ Z m* + Z m’ — Z m! +m" —m*™"

k=n—1 j=n+1 j=n

2n—2

— 52 Z mk
k=n—1
Portanto,
L 1
o°m ,sem
var Z, — m—1 7
2

no-,sem=1
O

Observe que (1.17) nos mostra que a var Z, cresce linearmente para m = 1, cresce

geometrlcamente para m > 1 e decresce geometricamente param < 1, em que m = EZ| =

Z kpy = Z kPy; (com Zy = 1) é chamada média de nascimento do processo {Z,;n > 0}.
=0 =0

Deﬁmgao 1.5. Seja (Z,),>0 um processo de ramificagdo com média de nascimentos m =

Z kP,. Dizemos que o processo é
k=0

(i) Subcritico quando m < 1;
(ii) Critico quando m = 1;

(iii) Supercritico quando m > 1.
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Observacao 1.1. (a) Um interessante fato presente em Williams [15] associa os diferentes
tipos de processos descritos na Definicdo 1.5 com a teoria de processos de martingales.
Pela Defini¢do 1.3, temos que o processo de ramifica¢do {Z,,n =0, 1,...} é uma cadeia de
Markov. Logo, segue das propriedades de esperanca condicional que

E(Zn+1|ZQ,Z1,...,Zn):E(Zn+]|Zn) q.c.
=Z,E(X1|Z,) q.c.

Como X € independente de Z, e assumimos que Zy = 1, obtemos que
E(Zy1|20,--.,Zn) = E(Zys1|Zn) =Zym  q.c. (1.20)

Assim, por (1.20), baseados no valor de m, podemos concluir, de acordo com a Defini¢do
1.5 que

uma submartingale, se m > 1
{Z,,n=0,1,...} é < uma martingale, se m = 1

uma supermartingale, se m < 1.

Note que se considerarmos o0 processo

entao temos
E(Mn+1 ’ZO, .. ,Zn) = Mn q.cC.,

ou seja, {M,;,n=0,1...} é uma martingale relativa ao processo {Z,,n=0,1,...}.
(b) Usando as propriedades de esperanca condicional, segue de (1.20) que

EZ,=E(E(Z,|Zy-1)) = E(Z;,—1m)
=mE (Zn—l ) .
Logo, por indugéo sobre n temos
EZ,=m".

Assim, obtemos uma prova alternativa para (1.16) da Proposi¢ao 1.3. De maneira andloga,

podemos obter uma prova alternativa para a expressao (1.17) da var Z,.
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1.3 Probabilidades de Extin¢cao

Segundo Harris [4], o problema da extin¢cao de sobrenome de uma familia, que deu
origem ao modelo mais simples de processos de ramificacdo, foi apresentado por Galton
por volta de 1873, da seguinte forma: "sejam po, p1, p2, ... as respectivas probabilidades de
um homem ter 0, 1,2,... filhos e suponha que cada filho tenha as mesmas probabilidades de
gerar seus proprios filhos, independentemente uns dos outros. Qual seria a probabilidade de
descendentes do sexo masculino desaparecerem depois de r geragdes e, de maneira geral,
qual a probabilidade do niimero de descendentes do sexo masculino em uma determinada
geracdo?".

Nesta secdo, vamos apresentar a solucdo do problema proposto por Galton e que foi
reescrito por R. F. Watson, em 1874, por meio de iteragdes de fungdes geradoras de proba-
bilidades e serviu como base para a maioria dos estudos subsequentes. A primeira solucao
correta para a determinacgdo de probabilidades de extin¢do para o processo de Galton-Watson
foi apresentada por J. F. Steffensen, por volta de 1930.

Para isso, consideramos o processo de ramificagdo {Z,,n > 0} de acordo com a Definigdo

1.3, cuja geracdo inicial € formada por um unico individuo. Ou seja,

Zy
Zo=1eZ,= lek, n>1,
k=1
em que X1,X>,... sdo v.a’s i.i.d. com fung¢do de probabilidade {py,k =0,1,2,...} e fungdo
geradora de probabilidade f(s).

Neste contexto, X; representa o nimero de descendentes do k-ésimo individuo do sexo
masculino em cada uma das geracdes da familia e Z,, é o nimero de individuos do sexo
masculino da n-ésima geracao de descendentes.

Claramente, quando o processo atinge o estado 0 em algum tempo 7, ou seja, quando
Z, =0, entdo Z,,; = 0 para todo k > 0. Assim, o estado 0 é chamado absorvente do processo
e dizemos que a extingdo do processo ocorre quando o estado 0 € atingido.

Assim, se denotarmos o evento

Q={Z,=0, paraalgumn > 1} = | J{Z, =0}, (1.21)
n=1
chamado extin¢do do processo, entdo estamos interessados em determinar a probabilidade

de extingdo

o3}

P)=P(Uiz,=0}).

n=1
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Note que, como {Z, =0} C {Z,+; =0}, Vn > 1, segue da Propriedade de Continuidade
da Probabilidade que

P(Q) :P< D{zn :0}> = lim P(Z, =0). (1.22)
n=1

Segundo o tratamento proposto por Watson, usando a func¢do geradora de probabilidades,
pela Proposi¢do 1.3 segue que

P(Q) = lim f,(0), (1.23)

n—oo
onde f,(s), a n-ésima iteragdo de f(s), é a fungdo geradora de probabilidades de Z,, n > 1.

Observe que como

* fur1(0) = f(£a(0)),

* f(s) é uma fungdo estritamente crescente,
. fo(0)=0e
* f1(0) = f(0) = po,

se assumirmos que po > 0, entdo 0 < lgn f2(0) <1, com {f,(0),n > 0} uma sequéncia
n—oo

crescente. Assim, por (1.23) se po = f(0) > 0 temos

0 < P(Q) = lim £,(0) < 1. (1.24)

n—oo

Mais ainda, como f(s) é continua em 0 < s < 1, podemos concluir que
P(Q) = lim £,(0) = lim f(f,-1(0)) = f(P(Q)). (1.25)
n—oo n—oo

Assim, o problema de determinar a probabilidade de extingdo P(Q) consiste em determi-
nar um ponto fixo da fung¢éo geradora de probabilidade f/(s).

Observe que sop = 1 é um ponto fixo de f(s), pois f(1) = 1. Resta saber se existe algum
ponto fixo no intervalo [0, 1). Para evitar trivialidades vamos assumir que 0 < pg, p; < 1.

A proposicao a seguir estabelece que para os processos de ramificag@o criticos ou sub-
criticos ndo existe nenhum ponto fixo em [0, 1) e para os processos supercriticos existe um

tnico ponto fixo de f(s) no intervalo [0, 1).

Proposicio 1.4. Seja f(s) a fungdo geradora de probabilidade com respeito a distribui¢do de

descendéncia {py} de um processo de ramifica¢do {Z,},>0 com um tnico individuo inicial,
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ou seja, Zo = 1, e sejam = f'(1) = EZ;. Suponha que py+p; < 1. Se m < 1, entdo a
equagao

fls)=s (1.26)
ndo possui raizes em [0,1). Se m > 1, entdo a equacdo (1.26) possui uma tnica raiz em [0, 1).

Demonstracio. Pela (P1) da Proposi¢do 1.1, temos que f(0) = pg e jd vimos que f(1) =1,
pois { px} é uma funcéo de probabilidade. Como por hipétese po+ p1 < 1, entdo 0 < pg, p1 <
1.

Caso 1: m < 1. Suponha primeiramente que m < 1. Entdo f'(1) =m < 1. Como f/(0) =

p1 < 1e f'(s) é ndo-decrescente em [0, 1), pois f”(0) > 0 j4 que é uma série de termos
ndo-negativos, entdo segue que f(s) < 1 paras € [0,1).

Supondo agoraque m =1, como p; < le
L=m=f'(1)=pi+ Y kp,
k=2

entdo temos que py > 0 para algum k < 2.

Entdo, f(s) = Z kprs*~1 é crescente em [0, 1), pois sua derivada neste intervalo serd
k=1
estritamente positiva. Assim, como f'(1) = 1, concluimos novamente que f'(s) < 1 em

[0,1).
Logo, se m < 1, temos f'(s) < 1 em [0,1). Assim, segue que

d
() =9) = f1(s) =1 <0, Vs € [0,1),

e, consequentemente, a funcdo f(s) — s é decrescente em [0, 1). Assim, como f(1)—1=0,
concluimos que f(s) —s > 0 para todo s € [0, 1), e, portanto, f(s) = s ndo possui raizes neste
intervalo.

Caso 1: m > 1. Supondo m = f'(1) > 1, pela continuidade de f'(s), existe so € (0,1) tal

que f'(s) > 1 para todo s9 < s < 1. E pelo Teorema do Valor Médio temos

f(1) = f(s0) -1

1—S0

Como f(1) =1, segue que f(s9) —so < 0. Agora, f(s) — s é continua em s e positiva em
s =0, pois f(0) = po > 0. Logo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, deve haver uma raiz
em [0,50).

Resta mostrarmos que tal raiz € tnica. Suponha, por absurdo, que existam duas raizes

q1 € g2 de f(s) —s em [0,s9). Logo, pelo Teorema de Rolle, como existem trés raizes em
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Figura 1.1 RepresentacGes graficas encontradas em [1] sobre f(s) quandom > 1em < 1,
respectivamente.

0, 1], pois s = 1 também € raiz, entdo f'(s) tem ao menos duas raizes em (0, 1). Aplicando
novamente o Teorema de Rolle, temos que a segunda derivada f”(s) possui a0 menos uma
raizem (0,1).

Mas como f'(1) > 1, ja vimos que existe algum k > 2 tal que p; > 0, entdo segue que

f'(s)=2pa+ ) k(k—1)ps"™?
k=3
nao tem como possuir raiz em (0, 1), o que é uma contradi¢do. Logo, f(s) — s possui uma

tnica raiz em [0, 1).
0J

Observe que pela Proposicao 1.4, graficamente nos encontramos em uma das duas
situagdes propostas na Figura 1.1, onde ¢ é a menor raiz positiva da equagéo f(s) = s.

Assim, quando um processo de ramificacdo que se origina de um tnico individuo na
sua geracdo inicial é subcritico ou critico, a equacdo f(s) = s ndo possui raizes entre [0, 1),
tendo a sua menor raiz positiva ¢ = 1, ou seja, possui como certeira a sua extin¢ao, uma vez
que P(Q) = f(P(Q)) = 1. Por outro lado, quando o mesmo processo € supercritico, temos
apenas duas raizes positivas: so = 1 e g € (0, 1), sendo ¢ a menor raiz positiva no intervalo
0,1].

Na préxima proposi¢do estabelecemos a relagdo entre g € o nh_rilo fn(s).
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Proposicao 1.5. Sob as mesmas hipéteses da Proposicdo 1.4, se g é a menor raiz ndo-negativa

da equagdo f(s) = s, temos:

(a)
(b)
(0

se s € [0,q), entdo f(s) T ¢
ses € (q,1),entdo f,,(s) | ¢

se s = ¢, entdo f,(q) =q,Vn > 1.

Onde os simbolos (1) e () significam que as convergéncias sdo mondtonas crescente e

decrescente, respetivamente.

Demonstracao.

(a)

(b)

(¢

Para todo s € [0,q), por hip6tese temos que f(s) —s > 0. Como f € estritamente
crescente e convexa em [0, 1], pois f/(s) > 0e f”(s) > 0 para 0 < po+ p; < 1 e como
fols) =5, Fi(5) = £(5) € fals) = F(Fa_1(s)), ¥ > 1, segue que a sequéncia {f,(s)} ¢
mondétona crescente e, para todo 0 < s < ¢, f(s) < f(q) =g e fu(s) < fu(q) = g para
todon > 1. Ou seja, para0 < s < g

s <[f(s) <fals) <o < fals) < fulg) = ¢

para todo n > 1. Logo, a sequéncia { f,,(s)} é monétona crescente e limitada superior-
mente por g e, consequentemente, existe L < g tal que f,(s) T L. Como f é continua

em [0, 1], podemos concluir que
L= nlgrolofn(s) = f(r}grolofn(s)) = f(L)

Ou seja, L é uma raiz da equagdo f(s) =s. Mas como ¢ é a menor raiz ndo-negativa

desta equagdo, segue que L = ¢. Portanto, f,(s) 1 g.

Para s € (g, 1) podemos proceder de forma similar a (a), seguindo do fato de que neste
intervalo temos que f(s) —s < 0, para concluir que existe L > g tal que 1 > f,,(s) } L
e L= f(L). Mas, pela Proposicdo 1.4 a dnica raiz da equag@o f(s) = s no intervalo
[0,1) é g. Portanto, f,(s) | g.

Para s = g como f(q) = g e fo(s) = s, segue diretamente que f,(q) = ¢, Vn > 1.
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Figura 1.2 Representacdes graficas em [1] sobre a convergéncia quando m > 1em < 1,
respectivamente.

Graficamente, a convergéncia descrita na Proposi¢do 1.5 esté exibida na Figura 1.2

Finalmente, como consequéncia das proposi¢cdes anteriores, demonstramos no teorema a
seguir o resultado de Steffensen-Watson, que estabelece que os processos de ramificagao cri-
ticos ou subcriticos t€ém probabilidade de extingdo igual a 1 e para os processos supercriticos

a probabilidade de extin¢do € estritamente menor que 1 e € a menor raiz positiva da equagao
fs) =s.

Teorema 1.1. Seja {Z,,n > 0} um processo de ramificacdo com distribui¢do de descendentes
{pk,k > 0} cuja fungdo geradora de probabilidades é f(s) e tal que Zy = 1. Suponha que
po-+ p1 < 1, sejam = EZ; e considere a probabilidade de extin¢do P(Q) definida em (1.22).

(a) sem < 1entio P(Q) = 1.

(b) se m > 1 entdo P(Q) € a menor raiz ndo-negativa da equagdo f(s) =sem [0,1) e
necessariamente P(Q) < 1.

Demonstracdo. Por (1.25) temos que P(Q) é uma raiz possivel da equacdo f(s) = s,
0 <s < 1. Note que, como pg > 0 por (1.23) e (1.24),0 < P(Q) < 1.

(a) Se m < 1, entdo pela Proposicéo 1.4 temos que a equagdo f(s) = s ndo possui raizes
no intervalo [0, 1). Logo, a tnica raiz possivel em [0, 1] é so = 1.

Assim, neste caso, P(Q) = 1.

(b) Se m > 1, entdo pela Proposi¢do 1.4, a equagdo f(s) = s possui uma dnica raiz ¢ em
[0,1) e, como pg > 0, temos g > 0. Assim, g é a menor raiz ndo-negativa em (0, 1] e, neste
caso, podemos ter P(Q) = g ou P(Q) = 1.
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Agora, por (1.24) vimos que P(Q) = 1i_r>n 12(0), com f,(s) a n-ésima iteracéo de f(s).
n—roo
Por outro lado, pela Proposi¢ao 1.5(a) temos que li_r>n fn(0) =gq.
n—roo
Portanto, P(Q) = g.

O

Observacao 1.2. Observe que no caso geral em que Zy =i, i > 1, usando a decomposicao

em (1.14), obtemos

P(Zy — 0|29 = i) = lim P(Z, =02y = i)
= lim P&V + -+ &0 =01 = 1Lk=1,....1)

= 1lim P& =0,....&0 =0/ =1,k =1,....i)

n—oo

€ COmMO 0S Processos {gé")} sdo processos de ramificagdo independentes com },‘ék) =1,

k=1,...,itodos com a mesma distribuicdo de descendentes, segue que

P(Z, — 0|2y = i) = lim[P(EX = 0)] = ¢,

H—>o0

em que g = P(exting¢do de §,§k)) = lim P(ﬁ,gk) =0), ou seja é a menor raiz positiva da equagdo

n—oo
flg)=q.
Além disso, para i > 1, temos

E(Zi|Zo=1i) = im, onde m = EE® k=1,2,... i,

e
E(Z)) =Y E(Zi|Zy=i)P(Zy =)
i>1
=mkE (Z()).
Assim, se P(Zy = i) = 1, segue que o processo {Z, :n=0,1,...} é critico, subcritico ou
supercritico se, € somente se, 0S processos {‘g’,gk) :n=1,...,i} sdo criticos, subcriticos ou

supercriticos, respectivamente.
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1.4 Transiéncia e Recorréncia

Conforme a Defini¢do 1.3, um processo de Galton-Watson {Z,,n > 0} é uma cadeia de

Markov com espagos de estados S = {0, 1,2,...}, com probabilidades de transi¢do

I,sei=j=0
Pj= i
P(Zxk:j)paraizlejzo,
k=1

em que X1,X5,... sdo v.a.’s i.1.d. assumindo valores inteiros ndo-negativos e com fung¢do de
probabilidades {py,k=0,1,2,...}.

Nesta se¢do, vamos classificar os estados da cadeia {Z, :n =0,1,...} de acordo com a
propriedade de recorréncia.

Lembrando, da teoria cldssica de cadeias de Markov a tempo discreto e espago de estados
§=1{0,1,2,...}, denotamos por f;; a probabilidade de que o primeiro retorno ao estado i € S

ocorra em um tempo finito, ou seja,
fi= P(‘L'l' < +°°|X() = i),

em que
Tt =inf{n > 1:X, =i|Xo =i}

€ o tempo de primeira visita ao estado i.

Assim, dizemos que um estado i € recorrente se f; = 1. Para maiores detalhes sobre as
propriedades de cadeias de Markov a tempo e valores discretos veja, por exemplo, Kannan
[8].

Na proposi¢do a seguir, mostramos que os estados nao-nulos do processo de ramificagdao

tal que p; # 1 sdo todos transientes.
Proposicio 1.6. Seja {Z,,n > 0} um processo de ramifica¢do com distribui¢do de descen-
dentes {pr,k >0}, talque p; =P(X; =1) # 1. Sejak e S={0,1,2,...}.

(a) Se k=0, entdo k é recorrente (positivo).
(b) Se k # 0, entdo k € transiente e lgn P(Z,=k)=0.
n—soo

(c) A tnica distribui¢do estaciondria da cadeia {Z,},>0 é II = (1,0,0,...), ou seja, [Té a
Unica distribui¢do de probabilidade tal que Z IL;P; =11;,VjeSs.
i€S
(d) P(Z, — o) =1—P(Z, —0)=1—P(Q), em que P(Q) é a probabilidade de extin¢do
definida em (1.22).
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Demonstracdo. (a) Se k = 0 entdo como Py = 1, por defini¢do, entdo 0 é um estado
absorvente e consequentemente recorrente. Além disso, 0 € recorrente positivo, pois neste
caso,
- Yot Foo
lim ——=
n—soo n
jaque Pyy =P(X, =0/Xo=0)=1,Vn>0.
(b) Seja k # 0. Para obter f;;, vamos analisar os casos em que po = 0 ou pg # 0.

1

Y

Lembrando que, por hipétese, p; < 1.
Se po = 0, entdo temos

fa=PXi=1,...X%=1)=[PX, =1 =pf <1,

pois como cada individuo gera ao menos um outro, visto que pg = 0, entdo o retorno s
ocorre quando os k individuos produzem exatamente um descendente na préxima geracgao.

Agora, se pg > 0, temos
fkkg 1_P(X1 :Oa"'7Xk:O): 1_(1)0)/{,

pois como pg > 0, se todos os k individuos ndo gerarem nenhum individuo, entdo o processo
ndo retornard ao estado k em algum tempo finito. Logo, como 0 < pg < 1, segue que fix < 1.

Assim, em ambos o0s casos, se k # 0 entdo k € transiente.

Neste caso, da teoria de cadeias de Markov a tempo e estados discretos, como k &
transiente, entdo lim Py, = 0 e consequentemente lim P(Z, = k) =0. (Vide Teorema 3.5.4
em Kannan [8]).

(c¢) Como Pyy = 1, é facil ver que IT = (1,0,0,...) é uma distribuicdo estaciondria para a
cadeia {Z,,n > 0}.

Agora, sabemos que se ot = (0, A1, ... ) é uma distribui¢o estaciondria para uma cadeia
de Markov com espagos de estados S = {0, 1,... } entdo o;; = 0, para todo j estado transiente.

Assim, como por (b) todo estado k # 0 é transiente para a cadeia de Markov {Z,,n =
0,1,2,...}, entdo IT= (1,0,0,...) € a tnica distribui¢do estaciondria para {Z, },>o.

(d) Seja g = P(Q). Por (1.22) segue que

g :P< @l{z,, - 0}) — P(Z, — 0).
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Por (b), todos os estados ndo-nulos sdo transientes, entdo das propriedades de cadeias de

Markov (vide, por exemplo, Teorema 3.5.4 em Kannan [8]) segue que, paratodo k =1,2,...

o)

Y P(Zy=k)=) P(Z,=kZy=1)= Y P} < +oo.
n=1

Entdo, pelo Lema de Borel Cantelli, segue que

P(limsup{Z, =k}) =0, Vk=1,2,...,

n—soo

ou seja,

(D ﬁ{Zj#k})=1,Vk=L27--.. (1.27)

n=1 j=n
Assim, como o espago de estados de Z, ¢ S = {0,1,2...}, por (1.27) segue que ou
Z, — 0 ou Z, — +o0 com probabilidade 1. Portanto,

P(Zy— ) =1-P(Z,—0)=1-P(Q)=1—q.






Capitulo 2
Tempo de Extinc¢ao

Considere um processo de ramifica¢do {Z,,n =0,1,... } com distribui¢do de descendén-
cia {py,k > 0}.
Sem perda de generalidade, vamos assumir que Zy = 1, ou seja, a geracdo inicial é
formada por um dnico individuo. Caso contrério, podemos decompor Z,, como em (1.14).
Na Sec¢ao 1.3 estudamos o problema de determinar a probabilidade de extin¢ao definida
em (1.22), ou seja,
P(Q)=P(Z, =0, paraalgumn > 1).

Observe que o evento Q é equivalente ao evento em que a cadeia {Z,,n =0, 1,...} atinge
pela primeira vez o estado 0 em algum tempo finito. Assim, determinar P(Q) é determinar
a probabilidade do tempo de primeira visita ao estado O ser finito. Esse tempo de primeira
visita ao estado 0 € um tempo de parada com respeito a {Z,,n =0, 1,... } chamado de tempo
de extingdo, definido a seguir.

Defini¢do 2.1. Definimos o fempo de extingdo do processo de ramificagdo {Z,,n =0,1,...}
como sendo o tempo de parada dado por

t:=min{n:ne€N,Z, =0}. (2.1)

Lembrando que um tempo de parada & para o processo estocastico {Z,,n=0,1,...} é

uma v.a. (estendida) assumindo valores em NU {4}, em que N = {0,1,2,...} tal que
Vn>0,{&=n}eoa(Zy,2,...,7Z,),

em que 6(Zy,Z1,...,Z,) é a o-dlgebra gerada pelas v.a.’s Zy,Z,...,Z,, ou em outras pala-

vras, é a o-dlgebra que contém a informacgdo do processo até o tempo n.
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Dessa forma, usando (2.1) podemos reescrever a probabilidade de extincdo como sendo
g = P(Q) :P< {2 :()}) = P(T < +). 2.2)
n=1

Assim, pelo Teorema 1.1 temos que se o processo € critico ou subcritico (isto €, m =

Z kpi < 1) entdo com probabilidade 1 o tempo de extin¢do T assume valores em {0,1,2,...},
k=0
pois ¢ = P(T < 4o0) = 1, e se o processo é supercritico (isto é, m > 1) entdo ¢ = P(7 <

+o0) < 1, ou equivalentemente 1 —g = P(T = 4o0) > 0, ou seja, existe uma probabilidade
positiva 1 — g da populagdo se extinguir (alcangar o estado 0) em um nimero finito de
geragoes.

Neste capitulo apresentamos propriedades relacionadas ao tempo de extin¢ao, apresen-
tadas em Athreya e Ney [1], Athreya e Schuh [2] e Seneta [13] e que serdo de grande
importancia para o desenvolvimento dos resultados apresentados no Capitulo 3.

Na Secdo 2.1, para os casos subcritico e critico apresentamos os resultados que estabele-
cem as condicdes para a finitude do tempo médio de extin¢do E7T.

Na Secdo 2.2 apresentamos o estudo realizado por Athreya e Schuh [2] para o caso

supercritico.

2.1 Caso Subcritico ou Critico

Nesta secdo analisaremos o tempo médio de extingdo ET, onde T € o tempo de extin¢ao

definido em (2.1), de um processo de ramificagdo {Z,,n > 0} tal que o nimero médio de

descendentes m = Z kpy € menor ou igual a 1.

Por 2.2) e pelo_Teorema 1.1 vimos que, neste caso T € um tempo de parada finito, ou
seja, que assume valores em {0,1,2, ...} com probabilidade 1.

Primeiramente, consideramos o caso m < 1, ou seja, {Z, : n=20,1,...} é um processo
subcritico, e apresentamos o resultado extraido de Athreya e Schuh [2], que estabelece que
neste caso o tempo médio de extingao € finito.

Proposicdo 2.1. Seja {Z,,n=0,1,...} um processo de ramifica¢do subcritico, isto &, m =
Z jpj <1, com distribui¢do de descendentes {py,k > 0} e tal que Zy = 1. Se T = min{n:
izl

n € N,Z, =0} é o tempo de extin¢do do processo, entdo

1
Et=E(1|Zp=1)< —— < (2.3)
I—m
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Demonstracao. Como m < 1, temos que 7T € uma varidvel aleatdria assumindo valores

inteiros ndo-negativos. Assim, segue das propriedades elementares de esperanca que

o)

Et=Y P(t>)).
j=0

Mas, como {Z, > 0} D {Z,1; > 0}, Vn > 1, da defini¢do de T em (2.1) segue que
P(t>j)=P(Z>0,....Z;>0)=P(Z; >0), Vj>1 2.4)

e como Zy = 1, temos P(Zy > 0) = 1.

Assim,

Et=) P(Z;>0).
j=0

Por outro lado, se f(s) = Z s8pi ¢é a funcdo geradora de probabilidades associada
k=0
a {pk, k > 0}, pela Proposi¢do 1.3 temos que a fungdo geradora de probabilidades de

{Z,,n >0} é f,(s), a n-ésima iteragdo de f(s). Assim, das propriedades de fungéo geradora

de probabilidades (Proposicdo 1.1), segue que
P(Z;>0)=1-P(Zj=0)=1-f;(0), Vj >0,

lembrando que fy(s) = s.
Logo, podemos escrever

(o]

E(T) = 2(1 — £i(0)). (2.5)

J=0
Agora, como f; € continua no seu raio de convergéncia, pelo Teorema do Valor Médio
temos que existe ¢ € (0, 1) tal que

fi(1) = £(0)

fitey ==L

:l—fj(()),

e como f; ¢ estritamente crescente em (0, 1], pois f7 (s) > 0, Vs € (0, 1], segue da igualdade
acima que

1—-£(0) < f;(l). (2.6)

Mas, como m < 1 < +oo, pela Proposicao 1.1 e pela Proposicdo 1.3(b), temos

fi())=EZ;=m’. 2.7)
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Portanto, por (2.5) a (2.7), como m < 1, segue que

E@) =Y (1-f0) <Y f(1) =Y mi = ——

Jj=0 j=0 j=0 1—m
e (2.3) esta provada.

O

Observacao 2.1. Vale observar que poderiamos ter utilizado a Desigualdade de Markov na
demonstracdo da Proposi¢do 2.1, escrevendo

P(Z;>0)=P(Z; > 1) <E(Z;) =m’.
&

Agora, analisemos o caso critico, em que m = 1. Neste caso, o tempo médio de extin¢do
pode ser finito ou infinito, e a proposi¢do a seguir, apresentada em Seneta [13], estabelece

condi¢Oes necessdrias e suficientes para que E(7) seja finito.

Proposicao 2.2. Seja {Z,,n =0,1,...} um processo de ramificacdo critico com fung¢io
geradora de probabilidades f(s) e tal que Zy = 1. Se T = min{n : n € N, Z, = 0}, entdo

1—
(a) E(7) = oo se, esomentesel—/ f—sds:oo;

ds < oo

1 q_

(b) E(7) < oo se, e somente se [ = /
o f(s)—
Demonstracdao. Como m = 1, temos que 7 € um tempo de parada assumindo valores inteiros

ndo-negativos e podemos usar (2.5) para escrever

Et=Y (1-£,(0))

n=0
- (1= fa(0))
Srr1( (0 . (2.8)
= L O = O 7
1—s
Devemos mostrar que a série em (2.8) converge se, € somente se, a integral / = / )
—s
converge.
Para isso, defina
1—s
H(s) = ———, paras € [0,1) (2.9)
7 s |

ds
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e denote
H = £(0), ¥n >0, (2.10)

ou Seja’ Up = 0, = f(()) =pocCUpi1 = f(,un)
Assim, podemos reescrever (2.8) da seguinte maneira

o)

Et= Z (Lot 1 — M) H (1) (2.11)
n=0

1
e devemos provar que a série converge se, € somente se [ = / H (s)ds converge.
0

Para analisar o comportamento da funcéo H(s), vamos escrever

1
H(s) = —20) Vs e [0,1), (2.12)
em que
1_
a(s) = lfis), s e [0,1). 2.13)

Agora, como f(s) é a fungdo geradora de probabilidades associada a {py,k > 0}, entdo
por definicao
fs) =Y pst, sl <1
k=0
€ como

1 (oo}
— = Y sk Is < 1, (2.14)
k=0

segue da propriedade do produto de série de poténcias que

oo k
) _y (X i) Isl<1. (2.15)
j=0

1—s =

Entdo, g(s) é a diferenca das séries de poténcias (2.14) e (2.15) em [0, 1) e pode ser

escrita como

- k
g(s) = Y ars*, comap =1~y pj, ¥k > 1.
k=0 Jj=0
Mas, note que como Z pj = 1, entdo temos que
J=0
(o) 1 o
Zak = lim g(s) = lim S(s) =f(1)=1.
k=0 s—1- s—1- 1—s
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Ou seja, se considerarmos g(1) = 1, a fungio g(s) é uma fungéo geradora de probabilida-
des.

Assim, g(s) é continua e monétona crescente, 0 < g(s) < 1, Vs €[0,1) e lil’{l g(s)=1.
S—1"

Logo, segue de (2.12) que H (s) € positiva, continua e monétona crescente em [0, 1), com
1

H(s) — oo quando s — 1. Assim, a integral / = / H (s)ds existe e [ < +co.

Por outro lado, considerando a sequéncia {u,, noz 0} definida em (2.10), como a fungéo
geradora de probabilidades f é ndo-decrescente, temos que {1, },>0 € uma sequéncia ndo-
decrescente. Além disso, por (1.22) e pelo Teorema 1.1 segue que nlgrolo U, = P(Q) = 1, pois
por hipdtese m = 1.

Assim, {l,,n > 0} é uma parti¢do de [0, 1) e das propriedades de integragdo, como H ¢é

mondtona crescente e positiva, segue que

o)

Z (.un—H _.un .un <I Z — Hn— l (.un) (2.16)
n=0 n=1

Agora, pelo Teorema do Valor Médio, para cada n > 1, temos

(Mnt1 — M) = (Mn _.un—l)f/(cn)

para algum c, tal que i, | < ¢, < M,. Mas, como u, 1 1, segue que ¢, — 1 e f'(c,) T
f'(1) = 1. Entdo, podemos obter N > 1 tal que

1
(M1 = Hn) = 5 (Hn = Ho1), Vo 2 N.

Dessa forma, se a série Z Wn+1— MUn)H (1) converge entdo a série Z — Wa—1)H ()
n=1 n=1
também converge. A implicacdo contrdria é imediata por (2.16). Além disso, por (2.16)

segue que a integral / converge se, e s6 se, qualquer uma das séries converge.

Portanto, por (2.11) podemos concluir que ET < 4o se, € somente se, a integral / € finita.
O

Finalizamos esta se¢do apresentando um resultado auxiliar, que serd utilizado no Capitulo
3 e que estabelece cotas inferior e superior para o tempo esperado de extin¢ao da soma de

processos de ramificacdo subcriticos independentes e identicamente distribuidos.

Lema 2.1. Sejam {Z,} ={Z, 1+ Z,2+ - +Z,,n =0,1,...} a soma de k processos de

ramificac@o subcriticos, independentes e com distribuicdo de descendéncia tal que pg +
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pi=1,p<leZy;=1paratodoiec {l,....k}. Se i :=min{n:neN,Z,; =0} e
T:=min{n:neN,Z, =0} = max{7,..., %}, entdo, para todo k € N temos

1 1
- H<Ef<1l-——H, 2.17)
In(1 — po) In(1— po)
onde H, == (14+1/2+---+1/k).
Demonstracio. Para cadai=1,...,k, o processo {Z,;,n =0,1,...} por hipétese é um

processo subcritico, com distribuicio de descendéncia {py,k =0,1,...} tal que po+p; = 1,

p1 <leP(Zy;=1)=1. Assim, a fungio geradora de probabilidades de descendéncia ¢
f(s)=po+s(1—po), [s| < 1.
Entdo, se ; = inf{n > 1,Z,; = 0}, podemos usar (2.4) para 7; e obter para todon >0
P(t;>n) = P(Zy; > 0) = 1— f,(0) = (1= po)",
ou seja, 7; tem distribuicdo geométrica de parametro py.
Assim, para T = max{7y,..., T}, como por hipétese 7y,..., T sdo independentes, segue

que
P(t<n)=Pmax{t,..., %} <n) = (1—(1—po)")~.

Logo, denotando (1 — pg) = qo, temos
E(T)=) (1-(1-4)") (2.18)

Agora, como 0 < gg < 1, a fungdo g(x) =1— (1 — c[(‘))k, x > 0, é continua, positiva e

decrescente. Entdo, das propriedades de integragdo podemos obter
8O+ [ gwdx< Y g0 <(0)+ | gl
x=0
e, como g(0) =1e g(x) <1, Vx>0, segue que

/Ooog(x)dx <1+ /loog(x)dx < xég(x) < 1+/0°°g(x)dx. (2.19)
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Assim, por (2.18) e (2.19) obtemos

/()wl—(l—qé)kdxgE(%)g1+/0w1—(1—q)(‘))kdx. (2.20)

Mas, fazendo a substituicdo y = 1 — g, podemos escrever

oo 0 1 1 —yk
Jy 1- == [ o

1 11—k
In(qo) Jo 1—y
1k—1

1 .
=—— yldy
l”(CIo)/O JZE)

1

—— H 221
Inlqo) ¢ (221

k—1 1

em que Hy = —.
i=0J +1
Portanto, de (2.20) e (2.21) provamos (2.17).

2.2 Decomposicao de Processos Supercriticos

Seja {Z,,n > 0} um processo de ramifica¢do supercritico, ou seja, tal que m = Z kpr>1
k=0
e suponha que Zy = 1.

Vimos que por (2.2), segue do Teorema 1.1 que g = P(T < +o0) < 1, em que T é 0 tempo
de extingdo do processo {Z, },>0. Assim, como P(T = +o0) > 0, entdo ET =E(t|Zy=1) =
o0,

Por outro lado, pela Proposi¢do 1.6, vimos que se p; # 1, entdo os estados ndo-nulos de
um processo sdo transientes e P(Z, — +%) =1 —g. Entéo, se pp > 0, temos 0 <g < le
consequentemente 0 < P(Z, - 0) < 1e 0 < P(Z, — +o0) < I.

Nesta secdo, vamos apresentar uma decomposic¢ao do processo de ramificagdo supercritico
dada em Athreya e Ney [1] que serd utilizada para a andlise do tempo de extin¢do de um tipo
de processo de ramifica¢cdo modificado, dependente do tamanho da populacao introduzido
em Athreya e Schuh [2] e que serd estudado no Capitulo 3.
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Segundo Athreya e Ney [1], o principio dessa decomposi¢ao baseia-se na escolha de
uma transformacio da funcgio geradora de probabilidade de {Z,,n =0, 1,...}, de tal forma
a obter um processo {Z,,n = 0,1,...} supercritico, que é equivalente em certo sentido
a {Z,,n=0,1,...}, mas que tem probabilidade de extin¢do nula, o que pode facilitar a
obten¢ao de muitas propriedades de processos supercriticos, com 0 < g < 1.

No lema a seguir, apresentamos a funcao geradora de probabilidades obtida como uma
transformagdo apropriadamente escolhida da fungdo geradora de probabilidades f(s), associ-
ada a {py,k > 0}.

Lema 2.2. Seja {Z,,n > 0} um processo de ramificacio supercritico com distribuicao de
descendentes { px,k > 0}, e fungdo geradora de probabilidades f(s) Z s p, talque Zp =1

e po= f(0) > 0. Se ¢ = P(Q) é a probabilidade de extin¢do de {Z, } entao a fungdo

AL _f)_szq) —?o<s<i (2.22)

é uma funcio geradora de probabilidades tal que f(0) = 0. Mais ainda, se {Z,,n=0,1,...} ¢
um processo de ramificacio com Zy = 1 e funcdo geradora de probabilidades de descendentes
f (s), entdo {Z,} é um processo supercritico com probabilidade de extin¢io § = 0 e a funcio

geradora de probabilidades de Z, é dada por

Ja((1=q)s+q)—q
l—q

f5,(s) = fuls) = ,0<s<1 (2.23)

onde f, é a n-ésima iteracao de f.
Demonstracao. Como f € uma fungio geradora de probabilidades entdo f também € uma
funcdo analitica em [0,1] e como g(s) = g+ (1 —q)s = Z ays", s € [0,1], com ag = 1,

aj=1—qgea,=0,Yn>1, segue que f(g(s)) é uma fungao anahtlca e consequentemente

f(s) é uma funcio analitica em [0, 1], ou seja,

F(s) =Y #s*, Vs €10,1], (2.24)
k=0
N () s _ 2 2
em que 7 = —-—, k=1,2,... e iy = f(0). Mas, como f(1) =1, segue que f(1) =
f(1)—q '

=1.
l—gq
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(o)

Logo, f (s) é uma fungdo geradora de probabilidades, ou seja, Z fx = 1. Além disso,

k=0
temos iy = f(()) = —f(lqz;q

{Z,,n=0,1,...}, pela Proposicdo 1.4 segue que f(gq) = q.

= 0, pois, como ¢ € a probabilidade de extincdo do processo

Mais ainda, dada a distribui¢do de probabilidade {7;,k =0,1,2,...} associada a fungdo
geradora f (s), pelo Teorema da Existéncia de Kolmogorov, existe um processo de ramificagio
{Z,,n=0,1,...} cuja distribui¢iio geradora de descendentes é {#;,k > 0}. Neste caso, segue
que

= f(1) =tim f'(s) = im f (1 =q)s +q) = f'(1) =m > 1,

ou seja, o processo {Z,,n=0,1,...} também é um processo supercritico. Mas, neste caso,
como 7y = f(0) = 0, entdo segue que § = 0.

Finalmente, pela Proposicdo 1.3, temos que f; (s) = Fu(s) e fz,(s) = fu(s), onde fz, e
f, sdo as n-ésimas iteracdes de f e f, respectivamente. Portanto a expressdo (2.23) pode ser

obtida por indugdo sobre n.
OJ

A seguir, apresentamos a decomposi¢@o do processo supercritico {Z,,n =0,1,...}, com
fungdo geradora de descendentes f(s) e probabilidade de extingdo 0 < g < 1 (f(0) = po > 0),
na soma de um processo supercritico, com probabilidade de extin¢cao nula, e um processo
subcritico, seguindo Athreya e Ney [1].

Para isso, considerando (Q,F, P) o espago de probabilidade sobre o qual estd definido
{Z,,n=0,1,...}, defina os eventos

A={0eQ:Z,(®) — oo, sen— oo}
(2.25)
0={weQ:Z,(w) =0, para algumn > 1}.
Assumindo py = f(0) > 0, temos 0 < ¢ < 1, e pela Proposi¢do 1.6, segue que
P(AUQ)=1,com0<P(Q)=q<1le0<PA)=1—-¢g<1.

Note que, com probabilidade um A = Q°.
Dessa forma, podemos decompor

z, =7V 17, (2.26)
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com

0,seweQ
ngl) (@) = 4 o nimero de individuos entre 0s Z,(®) que possuem

infinitas geracOes de descendentes ndo-nulas, se @ € A (2.27)

Note que, se para qualquer ® € Q, Z,(w) indica o nimero de individuos na n-ésima
geracdo do processo {Z,,n=0,1,...}, entdo se @ € A, Z,(ll) (w) é o nimero de individuos
entre os Z,(®) que possuem infinitas geracdes de descendentes ndo-nulas.

Além disso, observe que

Zél)(a)) = 1 para todo @ € A, pois estamos assumindo Zy = 1;

Pz (@) =1)=P(A)=1—¢

Z,(l])(a)) > Zr(ll)l(w) para todo @ € A, pois se ® € A, Z,(w) > Z,,_1 (o).

* Se po =0Vw € Q, entdo Z,Sz)(a)) =0eZ,(w) = Zr(,l)(a))
+ ZM (@) =0,Yo e 0e 2z (0) >0, Yo € A.

Veremos agora que o processo {Z,(Zl),n =0,1,...} é equivalente a um processo {Zn,n =
0,1,...} definido conforme o Lema 2.2 e o processo {Z,(,z) ,n=0,1,...} é equivalente a um
processo de ramificagdo subcritico {Z;,n =0,1,...}, em que a equivaléncia é no sentido
de possuirem as mesmas fungdes de transicdo de probabilidade. Vale observar que esses
processos ndo sao necessariamente definidos sobre o mesmo espaco de probabilidade, como
descrevemos a seguir.

Primeiramente, considere a o-algebra de subconjuntos de A
Fa=FNA={ECA:E=CNA, Ce F}

e Py : F4 — R amedida de probabilidade condicionada de A restrita sobre Fy4, ou seja,

VE € Fu, PoA(E) = ——. (2.28)
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Por outro lado, dada a fungéo geradora de probabilidades f(s) = Z prst do processo
k=0
supercritico {Z,,n = 0,1,...} definido sobre (Q,F,P), considere a fun¢do geradora de

probabilidades f(s) definida em (2.22), com ¢ = P(Z, — 0).
Seja o processo {Z,,n > 0} definido sobre o espaco de probabilidade (Q, F,P), cuja
funcdo geradora de probabilidade é f(s) = Z Pisk, ou seja, Py = P(Zyy1 = k|2, = 1),
k=0

Vk € {0,1,2,...}. Pelo Lema 2.2, {Z,,n =0,1,...} é um processo supercritico com 71 =
f'(1) =m = f'(1) e probabilidade de extingdo § = 0, em que assumimos Zy = 1 e Zy = 1.

A préxima proposi¢do estabelece a equivaléncia, no sentido da distribui¢do dos processos
{Z,gl),n >0} e {Z,,n>0}.

Proposi¢do 2.3. Os processos estocésticos {Z,,n =0,1,2,...}, definido sobre (Q, F,P), e
{Z,gl) ,n=0,1,2,...}, definido sobre (A, Fy4, Py ), sdo equivalentes no sentido de possuirem
as mesmas distribuicdes finitas.

Demonstracdo. Assumimos que Zy = Zy = 1. Provaremos a proposi¢io mostrando que
0 processo {Z,(,l),n =0,1,...} em (A, F4,Ps) é uma Cadeia de Markov com as mesmas
probabilidades de transi¢cao que o processo {Zn, n=0,1,...}. Isto serd suficiente, uma vez
que Z(()l) (@) =1 =Zy(w), para todo ® € A, e uma Cadeia de Markov é inteiramente descrita
por sua distribui¢do inicial e suas probabilidades de transicao.

Pela definicdo de Z,(ll), temos que se @ € A, entdo Z,gl) (@) > 0 para qualquer n > 0. Para
cadan > 1, todos estes Z\" () individuos e somente eles, dentre os Z,(®) que compdem a
n-ésima geracao, possuem linhas de descendentes infinitas. Portanto, cada um dos Z,gl) ()
individuos gera um numero aleatério de descendentes onde ao menos um deve possuir uma
linha de descendente infinita.

Além disso, os Z,(ll) (w) individuos geram descendentes de maneira independente uns dos
outros e das geragdes anteriores, incluindo Zj(-l) (w),j=0,1,...,n—1. E a gera¢do Zr(t}l—)l ()
¢ gerada somente pelos Z,gl) () individuos que compartilham a propriedade de possuir linhas
de descendéncia infinita. Logo, {Z(l) ,n=0,1,...}, é uma Cadeia de Markov.

) 1 . -
Assim, dado Z,g ) — i, entdo podemos escrever

onde N;,j=1,2,...,i denota o niimero de individuos dentre os individuos gerados pelo

J-€simo integrante de Z,gl) que possuem linhas infinitas de descendentes.
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Conforme argumentado anteriormente, as varidveis aleatorias N; sdo mutuamente inde-

pendentes e possuem a mesma distribui¢do que Zgl) sobre Py, ou seja, paratodo k=0,1,2
1
Pz =) =Rz =Kz} = 1) = Ba(Ny = k).
Assim, 0 processo {Z,(ll) ,n >0} é um processo de ramificagio e resta-nos provar que

Pz =k)=P(2y=k) =, Vk=1.2,....

De fato, por defini¢do de P4, em (2.28) como P(A) = 1, temos

quf):k}mA)

P =) = (1—q)

Contudo, para k > 1, pela defini¢do de {Z,(,l),n =0,1,...} segue que

Pz =k} nA) = P(z§” = k)

i = k|Z1 = 1)P(21 = 1)

i() 9 *P(z, = 1),

onde a ultima igualdade se deve ao fato de que estamos escolhendo aleatoriamente, com
probabilidade (1 —g) = P(A), k <[ individuos que compdem a primeira geragdo, para
assumir a caracteristica de possuir infinitas linhas de descendentes, ou seja, individuos cujas
linhas de descendéncia nao se extinguem.

Assim, a funcdo geradora de probabilidades de Z () pode ser escrita, para s € [0, 1], como

1 »°
z“ Z S Pa(zy" =

=(1-¢q)"! l

k)“ 0'd P2 =1)

[ _
(k)(l_q)kskql k
k=1

=D[((1—q)s+q) —4']
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(1-¢)"'[f(1—q)s+q)—q]
7(s),

em que a dltima igualdade segue de (2.23).
Portanto, como Zgl) e Z; possuem a mesma funcdo geradora de probabilidades, possuem

a mesma distribuicdo de descendentes {7,k > 0}.
0

Pela proposicdo anterior, vimos que o processo {Z,,n=0,1,...} restrito a A, coincide
com {Z,g]),n —=0,1,...} sobre A e é equivalente ao processo {Z,,n="0,1,...}.

Na préxima proposi¢ao, provamos que o processo {Z,,n =0,1,...} restrito a Q, que
coincide com o processo {Zr(,z),n =0,1,...} é equivalente a um processo de ramificacdo
subcritico.

Para isso, de maneira andloga a (2.28), considere o espago de probabilidade (Q, Fp,Pp)
onde Py € a medida de probabilidade condicional dado Q. Note que Z, = Z,(,z) quase-
certamente quando temos [Pp| sobre Q.

Proposicio 2.4. O processo de ramificac¢do supercritico {Z,,n =0, 1, ...} quando definido
sobre (Q, Fp,Pp) é equivalente, no sentido de possuirem as mesmas distribuigdes finitas, a

um processo de ramificagdo subcritico {Z;,,n > 0} definido sobre o espago de probabilidade

(Q,F,P"), com P*(Zj = 1) e fungdo geradora de probabilidade f*(s) = @, s €10,1]

quando pg > 0.

Demonstrac¢ido. Como o processo {Z,,n =0, 1,...} definido sobre (Q, F,P) é uma cadeia
de Markov, sua restri¢do a (Q, Fg, Pp) também satisfaz a propriedade de Markov.
Como assumimos que Zy = 1, entdo Pp(Zy = 1) = 1 = P*(Z, = 1). Assim, basta verifi-

carmos que
Po(Zni1 = j|Zn = i) = P (Zny1 = jlZn =), Vi, j €{0,1,2,....}
Para isso, basta provar que as respectivas fungdes geradoras das probabilidades de transi¢ao

sdo iguais.
De fato, primeiramente pela defini¢cdo de Py temos para i > 1

. AN Po(Zut1 = J, Zn =)’
L ol =z = )5/ = £ o

P(Q|Zni1 = j)P(Zns1 = j1Z0 = )P(Zy = i)s/
P(Q|Z, = )P(Z, = i)
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Agora, como Q = {w € Q : Z,(w) — 0}, podemos utilizar o mesmo raciocinio da

Observagao 1.2 para provar que P(Q|Z, =i) = ¢'. Logo, pela Proposicio 1.2 segue que

Z PQ(Zn+1 _ ]|Zn _ i)sj _ Z Pijqi]s.l
Jj>0 >0 94
_Uf (:;1)] () (2.29)

Mas, como {Z,} é um processo de ramificagdo com fun¢io geradora de probabilidade de
descendentes f*(s), entdo pela Proposi¢do 1.2, temos

Y Pz =j|Zy=0)sT = [ (s)]" (2.30)
j>0

Assim, de (2.29) e (2.30) segue que
P*(i,j) = Po(i, )

€ 0s processos possuem as mesmas distribui¢des finitas.

Além disso, temos que f */(1) = f'(g). Ao analisarmos o sinal de f”(s), podemos concluir
queou p; =1e f’(s) =0o0u p; < 1e f”(s) >0, fazendo de f(s) estritamente convexa em
[0,1]. Assim,

f(s) = f(@)+ f(a)(s—q) (2.31)

onde o lado direito da igualdade é a equacdo da reta tangente ao ponto (g, q) e a igualdade
somente se s = g. Como o processo {Z,,n =0, 1,...} é supercritico, entdo ¢ < 1. Portanto,

tomando s = 1 em (2.31) temos:

1>q+f(q)(1-q)

€ consequentemente

fllg) <1
Portanto, £* (1) = f'(q) < 1 e o processo {Z*(®),n=0,1,...} é subcritico.
U

Observacio 2.2. Quando py = 0, entdo o Processo {Z,,n =0,1,...} sobre (Q, Fp,Pp) é
nulo e A = Q. Portanto, nesse caso, {Z,,n=0,1,...} = {Z,(ll),n =0,1,...}.
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Finalizamos esta se¢do apresentando um resultado auxiliar de Athreya e Schuh [2], no
qual a decomposicao apresentada anteriormente € utilizada para a obtencdo de uma cota
superior para o tempo esperado da primeira visita de um processo supercritico {Z,,n =
0,1,...} ao estado 0 ou a um estado maior que uma fronteira K, sendo K um inteiro positivo.
Este resultado serd utilizado no préximo capitulo para a andlise das propriedades do processo
de ramificacdo modificado dependendo de um limitante do tamanho da populacio apresentado
em Athreya e Schuh [2].

Proposicio 2.5. Seja {Z,,n=0,1,...} um processo de ramificagio supercritico com Zy = j,
j€{1,2,...,K}, onde K é um inteiro positivo. Se T =min{n:n € Z,Z, > K+1 ou Z, =0},
entao
K VT
E() < ——+2Kk+CK)———==C <o 2.32
onde m* = f*/(l) e 1 = P(Z; = 1) sdo conforme o definido nas Proposicdes 2.3 e 2.4 ¢
/2)

C(K) := max(K#|
neN

Demonstracido. Como o processo {Z,,n = 0,1,...} é supercritico, entdo, pela Observa-
¢ao 1.2, podemos analisd-lo como uma soma de j processos de ramificagdo supercriticos
{&uitn>1, 1 <i < j, independentes e com um tnico individuo inicial, que contabilizam o
nimero de descendentes de cada um dos j individuos iniciais.

Para cada processo {{, ;,n=0,1,...},i=1,2,3,. ..,deﬁna{C,E}i),n:O, l,...}e {Crgi),n:
0,1,...} conforme fizemos em (2.25) a (2.27) definidos sobre os espagos (A;, Fa,,Ps,) €
(Qi, Fo,, Py,), respectivamente, em que A; = {w : §,; = +oo} e Qi ={w: §,; — 0}.

SejaH=01N---NQ;.

Como 71 =min{n € N|Z, > K+ 1o0uZ,=0},entdopara0 <n<Ty,Z, = Crgi)%—---%-
C’gzj) quase-certamente sobre H, onde 0s processos {C,EZ,) ,n=0,1,...} sdoi.i.d., subcriticos e
com fung¢do geradora de probabilidade f(s), além de possuirem um tnico individuo inicial,
ou seja, Céi.) =1.

Sejam Ti(z) os tempos de extingdo dos respectivos processos {Cézl),n =0,1,...}. Entdo
pelo Proposicao 2.1, como tais processos sdo subcriticos, temos que

1
.(2) < )
E(7,”) < T <

Além disso, ou max Y = T, quando todos os processos {CIEZI) ,n=0,1,...} se extin-

1<i<j !
guem antes que a soma ultrapasse K e, neste caso, Zr, = 0 com probabilidade menor ou

igual a ¢/, ou Z1, > K+ 1, quando ultrapassamos a fronteira K antes da extingdo do processo
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{Z,,n=0,1,...}. Em ambos os casos, temos que

T < 11(2)+7:2(2)+--~+TJ(.2).

Assim, como C,Ez,) = (,,i sobre H, pela Observacdo 1.2 segue que

K
S <o (233)

E(Tilp) < B + 57+ +17) = jE(?) < KE(1?) < —

Por outro lado, para obter uma cota superior para E(7Iyc), observe primeiramente
que quase-certamente em HE existe a0 menos um i, 1 <i<j,com (;Sll) < Z, para todo
0 <n<Tj,onde {C,E}i),n =0,1,...} sdo processos i.i.d., supercriticos com fun¢do geradora
de probabilidade f(s) e Céli) = 1, conforme a Proposigéo 2.2.

Seja ‘Cl.(l) =min{n:neN, C,Ell) > K+1}. Paratodo 0 < n < Tj, os caminhos {Cé}l.), ey (;E?ll)
sdo crescentes, pois pelo Lema 2.2 pg = 0, ou seja, possuem probabilidade de extin¢do nula.

Logo, como ao decorrer das geracdes os caminhos ou aumentam o seu nimero de
individuos ou mantém a mesma quantidade da geragdo anterior, tais caminhos nao acessam
mais que K diferentes valores antes de assumirem o valor K + 1.

Agora, temos que
=P, =k = k) < ()f <, (2.34)

uma vez que para manter o nimero de individuos com o passar da geragcdo € necessario que
cada individuo produza exatamente 1 descendente.
Além disso,
B=P(, > k+115Y =k < 1. (2.35)

(1)

Se em um dos caminhos temos que 7; * >n,n=1,2,..., entdo nas n primeiras gera¢des
aumenta-se o seu nimero de individuos com o passar das geracdes um maximo de K vezes e
mantém-se a mesma quantidade em, no minimo, n — K vezes antes da n-ésima geracgao.

Assim, para que {’L'l-(l) > n} é necessdrio que os caminhos {Zj,g’ll-),n =0,1,...} aumentem
o numero de individuos em j oportunidades, 1 < j < K, ndo ultrapassando a fronteira K em
nenhum desses aumentos, e os mantenham em n — j oportunidades.

Assim,

K
{Ti(l) >n} C U {{Cl(i)}, 1 <1< n, crescem em j e se mantém em n — j oportunidades}
=1
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Logo, por (2.35) segue
K K ,
P{t" >n}) < Z Blam /<y al) <& 'K

Agora, podemos escrever para n > 2K

ﬁ_?_KK:(KAn/Z) 1(n 2K)/2

Mas, C(K) = max{K#}’*} < +o, pois se #; = 1, K#/* = K e se ft; < 1 temos lim (K#]) =

n—oo

Assim, podemos calcular

<2K+C(K) Y, #"
n=2K-+1

(o)

=2K+C(K) Y /7

N
Il
—_

—2K +C(K)

(1)

Logo, como 71 < T; sobre HC, segue que

D

1
1—v#

E(Tlch) < 2K+C(K) < o0, (2.36)



Capitulo 3

Um Processo de Ramificacao Dependente
do Tamanho da Populacao

O processo de ramificacdo de Galton-Watson, estudado nos capitulos anteriores, assume
como hipétese principal que a lei que rege a reproducdo dos individuos a cada geragdo
(distribuicao de probabilidade de descendentes) permaneca a mesma independentemente da
evolucdo do tamanho da populacao de individuos.

No entanto, em muitas situagdes praticas, essa hipotese ndo pode ser considerada. Por
exemplo, em modelos aplicados a biologia (veja Klebaner [9], Levina e Pyatetskii [11]
e Vasil’ev [14]), tais como, no estudo de formacgdo de células de sangue ou células da
medula 6ssea, ou ainda, no estudo da evolucdo de uma colonia de bactérias, a reprodugao
de um individuo depende do nimero de individuos presentes, ou do tamanho da populacao.
Também, em reacdes quimicas em que a distribui¢do de probabilidade do nimero de reacdes
pode depender da quantidade de agentes reagentes presentes.

Nesse sentido, muitos desses fendmenos de reproducdo em que as populagdes nao sao
capazes de controlar sua reproducdo de acordo com o tamanho da populacdo ou as populagdes
em que o tamanho da populacdo governa as leis de probabilidade de descendentes, podem
ser modelados por processos conhecidos como processos de ramificacdo dependentes do
tamanho da populacio (veja, por exemplo, Jagers [5], Klebaner [9], entre outros).

Neste capitulo, nés estudamos uma classe especial de processos de ramificacao depen-
dentes do tamanho da populagdo, apresentado por Athreya e Schuh em [2]. Nesse caso, o
comportamento do processo {Z,,n > 0} é regido por uma fronteira K, K € {1,2,...} de tal
forma que a cadeia se comporta conforme um processo de ramificacdo supercritico, ou seja,
de tal forma que o nimero médio de descendentes € maior do que 1, enquanto Z, < K e

apos o processo cruzar a fronteira K, quando Z, > K + 1, ele passa a se comportar como um
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processo subcritico ou critico, de tal forma que o nimero médio de descendentes passa a ser
menor ou igual a 1.

Especificamente, tal processo pode ser descrito da seguinte forma:

Definicio 3.1. Um processo de ramifica¢do {Z,,n =0, 1,...} regido por uma fronteira K,

K € N, é uma cadeia de Markov tal que:

(i) para Z, =i < K o processo {Z,;j,j > 1} se comporta conforme um processo de
ramificacdo supercritico, onde cada um dos i individuos gera descendentes de maneira
independente uns dos outros e de acordo com uma distribuicdo (7;) ;>0 € com média
M = Z J7;j > 1, que pode ser infinita;

j>1
(i) paraZ, =i> K+ 1 o processo {Z,;,j > 1} se comporta conforme um processo de
ramificacdo critico ou subcritico, onde cada um dos i individuos gera descendentes de
maneira independente uns dos outros e de acordo com uma distribuigdo (p;) ;>0 € com
média m = Z Jjpj <1, onde consideramos p; < 1sem = 1.
j>1
Além disso, as distribui¢des (7;) ;>0 € (p;);j>0 sao homogéneas, ou seja, ndo mudam de

acordo com 7. Iremos desconsiderar os casos triviais em que pg = 1 e/ou 1y = 1.

Assim, na Secdo 3.1 abordamos o problema de determinar a probabilidade de extin¢do do
processo {Z,,n=0,1,...} descrito na Defini¢do 3.1 e apresentamos em detalhes o resultado
obtido por Athreya e Schuh [2] que estabelece que, com probabilidade 1, a cadeia atinge o
estado 0 (extin¢gdo) em um tempo finito.

Na Secdo 3.2, estudamos o valor esperado do tempo de extin¢do, apresentamos oS
resultados obtidos em Athreya e Schuh [2] que estabelecem condi¢des para a finitude de
tempo esperado de extingao.

As referéncias bibliograficas utilizadas neste capitulo sao: [1], [2], [5], [9], [10], [11],
[13] e [14].

3.1 Probabilidade de Extin¢ao

Considere o processo de ramificagdo {Z,,n > 0} regido por uma fronteira K, conforme
descrito na Definicdo 3.1.

Naturalmente, um questionamento que surge € se neste novo tipo de processo prevalecera
o comportamento proveniente dos processos criticos e subcriticos, cuja extingdo € certa
conforme apresentado no Capitulo 1, ou dos processos supercriticos, onde existe uma a

probabilidade positiva de ndo se atingir o estado zero em tempo finito. Para analisar a
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probabilidade de extingdo do processo {Z,,n =0, 1,...} Athreya e Schuh [2] propuseram
a separagdo do processo {Z,,n =0,1,...} em ciclos, definidos entre os tempos em que
{Z,,n=0,1,...} se torna supercritico ap0s ter deixado de ser, retornando novamente para
um valor de populacdo menor do que a fronteira K estabelecida. Assim, uma vez que
{Z,,n=0,1,...} regressa para o estado em que se torna um processo supercritico, podemos
considerar um novo processo a partir dai com as mesmas caracteristicas do processo inicial.

Especificamente, seja
Ty =min{fneN:Z,>K+1ouZ, =0}, (3.1)

ou seja, 71 € o tempo em que o processo {Z,,n =0, 1,... } excede a fronteira K pela primeira
vez ou atinge o estado de extingdo também pela primeira vez. Note que, como 77 é um tempo
de parada relativo a {Z,,n =0, 1,...}, a varidvel aleatéria Z7, estd bem definida.

Agora, considere o caso Zr, > K+ 1. Como {Zz,4»,,n =0, 1,... } evolui além da fronteira
K como um processo critico ou subcritico, onde a probabilidade de extin¢do € certa, entdo
Zr,+n atingird o conjunto de estados {0,1,2,...,K} com probabilidade 1. Logo, podemos
definir

D, = min{n:n>1,Zr, <K}, quando Zy; > K+1 3.2)
0, quando Z7, = 0.

Ou seja, se o processo {Z,,n =0,1,...} atingiu em 7} um estado k > K + 1, antes de
atingir o estado 0, entdo D; é o tempo de primeira visita, apds o tempo 77, a algum estado
em {0,1,2,...,K}. Caso Contrario, se {Z,,n=0,1,...} atingiu pela primeira vez em T} o
estado 0, antes de ultrapassar a fronteira K, entdo D € igual a zero.

Assim, dizemos que no tempo 7} + D; o Processo {Z,,n = 0,1,...} completou seu
primeiro ciclo, ou sendo extinto ou se comportando como um processo supercritico ao final.

Se Zr,+p, # 0, ou seja, ao final do primeiro ciclo o processo ndo atingiu a extin¢do, o
processo inicia seu segundo ciclo com Zz, +p, (€ {1,2,...,K}) individuos iniciais. Podemos
analisar o segundo ciclo como um novo processo que se inicia a partir do momento 77 + D;.
Este ciclo pode ser tratado da mesma forma que o primeiro e independentemente deste,
uma vez que s6 depende do seu nimero de individuos iniciais e de suas probabilidades de
transi¢do. De maneira andloga, definimos o terceiro ciclo, quarto ciclo, e assim em diante.
Portanto, podemos definir tempos aleatérios 15,D,,73,D3, ..., T,,D,, ..., respectivamente.

No caso em que se Zr,+p, =0, entdo (7;,D;) = (0,0) para todo i > 2. O mesmo vale
quando os demais T;, + D,, n > 2, em que o processo alcangou o estado O.
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Uma vez que os tempos 75, + D, marcam os pontos onde o processo pode entrar no estado

0, temos que o tempo de extin¢do 7 = min{n : n € N, Z, = 0} pode ser escrito como
T=T1+Di+---+T,«+D,+, onde n* = min{n ‘ne N7ZT1+D1+~-~+T”+D,, = 0} (3.3)

O objetivo agora é determinar a probabilidade de extin¢do do processo {Z,} dado que o

processo iniciou com j individuos, isto €, Zy = j € N, que pode ser escrita como
qj =P(Z,=0paraalgumn > 1|Zy = j) = P(T < +o|Zy = j). (3.4)

Athreya e Schuh [2] obtiveram que o processo atinge a extin¢do com probabilidade 1
para qualquer estado inicial j € N. E o que apresentamos no teorema a seguir.

Teorema 3.1. Seja {Z,,n=0,1,... },,>0 um processo de ramifica¢o regido por uma fronteira

K e T o seu tempo de extin¢do. Entdo, para cada j € N, temos que
gi=P(T <|Zy=j)=1

e consequentemente, ¢ = P(T < +o0) = 1. Ou seja, o processo regido por uma fronteira K

se extingue em tempo finito com probabilidade 1.

Demonstracao.

Primeiramente, considere o caso em que Zy = j, com j < K. Denote por P; a medida de
probabilidade condicional dado Zy = ;.

Seja T; o tempo de parada definido em (3.1). Entdo, segue que P;(Zr,+1 =0|Z7, =0) =1

Pi(Zr1=01Zr, 2 K+1)= ), Pi(Zp+1=0,Zr, = hlZr, > K+1)
h=K+1

h=K+1
_ i Z{ile(ZTl+1 = 072T1 = h’ZTlfl = l)
W LK Pi(Zn >K+1,Zno =0)

Pj(ZT1+1 :O7ZT1 :h)

Mas, pela Definicao 3.1(ii), a partir do tempo K + 1, o processo passa a ser governado
como um processo de ramificagdo critico ou subcritico com distribuicdo de descendéncia
{pk,k > 0}. Logo, como T; é um tempo de parada relativo a {Z,,n =0, 1,...}, temos que
neste caso {Z7,,,,n=0,1,...} é uma cadeia de Markov com probabilidades de transi¢ao

Pi(Zr, 41 =k|Zr, = h) = p,th, como em (1.10), em que p};h indica a k-ésima convolugio de
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p = {px,k >0} e P; indica a medida de probabilidade condicionada a {Z, = j}, neste caso
com j> K+ 1.
Logo, obtemos

> Yo\ P(Zy, = hZy -y =)

P(Zp 1 =01Zr, >K+1)= Y pg( e ! ) (3.5)
h=K+1 im1 P(Zr, 2 K+ 1,25, =)

Um resultado conhecido para somas finitas garante que dadas duas sequéncias finitas de

ndmero positivos ay,as, . ..,ai € by,ba, ..., by temos que

k
a; Zkﬂai<lnmvl

Logo, utilizando tal resultado duas vezes em (3.5), primeiramente para o quociente das

somas em Z, podemos obter

Pj<ZT1 =hZp-1 = io)

Pi(Zr 1 =0Zr, >K+1) > e .
]( 1+ ’ 1 ) Z OPJ(ZTI 2K+1,ZT1_1 :l())

h=K+1

(3.6)

para iy < K tal que o quociente atinge seu minimo.

Agora, pela Definigdo 3.1(i), se Zy,—1 = ip < K, temos que 0 processo {Zr,_j4n,n > 1}
¢ uma cadeia de Markov com probabilidade de transi¢do P;(Zy, = k|Zr,—1 = ip) = P(Zr, =
k|Zg, 1 = io) = 7.

Assim, de (3.6) segue que

Z psig i1 Pz =100,210 <K, ...,Z <K)

Pi(Zry+1=0[Zr, > K+1) = PoT - ~ =
e 1 h;+1 " Y Pi(Z > K+ 1,251 =)

(3.7)

Para obter um limitante superior do quociente no lado direito da desigualdade acima,
denotemos para 1 <i,j < K eparatodok > K+1

Aij(k) = P(Zr, = k|Zr, 1 = i,Z0 = j).

Entdo, podemos escrever, usando a definicdo de 77 em (3.1):
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o) = Y°  P(Zp = k,le,‘l — i,Z(? )
Y2 P(Zn_1=i,Z0=j,Ti =1)
Yo P(Zi=kZ=i0<Z_,<K,... 0<Z <K, Zy=j)
Y PAZ>K+1},2 1 =i0<Z 2 <K,...0<Z <K, Zy=j)
Y2 P(Z =kZ\ =)P(Zi_y=i,Z12<K,...,Z) <K,Zo = j)
= Y PZ>K+ 1,2 =i,21,<K,....Z1 <K,Zy = ))

e usando, como anteriormente, (i) da Defini¢cdo 3.1, podemos concluir que

A (k)<7.c*i Y P(Zi1=i,Z2<K,....Z <K,Zy = j)
0]

) 3.8
-k Z?:]P<ZIEK+172171:i7Zlf2§K7"'7zl§K7Z():j) ( )

em que o quociente do lado direito € positivo.
Agora, associado a {A;j(k),k > K+ 1} temos a fungdo geradora
gij(s)= ), Aij(h)s", 0<s<1
h=K+1

paracadal <i,j <K.

Assim, usando (3.8) em (3.7), podemos escrever

Pj(ZT1+1 = O|ZT1 >K+1)> Z pg)%,m(h)
h=K+1

- glOa]O(pO)
> min{g; j(po) : 1 <i,j <K} =2
L]

Ou seja, para j > K+ 1,
Pi(Zr,+1=0|Zr, > K+1) > A (3.9)

com 0 < A <1, pois pg > 0.
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Dessa forma, como, pela defini¢do de 71, temos que Z7; > K ou Z7; = 0, obtemos

Pj(Zr,+p, = 0) = Pj(Zr,+p, = 0,Zr, 2 K+ 1) + Pj(Z1,1p, = 0,Z1, = 0)
> Pj(Zr 41 = 0,25, 2 K+ 1)+ Pj(Z, 41 = 0,27, = 0)
= Pj(Zr, 11 = 01Zr, 2 K+ 1)Pj(Zr; > K+ 1)+

+PJ(ZT1+1 = ()|ZT1 = O)Pj(ZTl = 0)
Entdo, por (3.9), como 0 < A < 1, segue que
PJ(ZT1+Dl = O) > A <Pj(ZT1 > K+ 1) +Pj(ZT1 = O)) =2

e, consequentemente,
Pi(Zr+p, €{1,2,...,K}) <1-A.

Logo, como os ciclos em um processo de ramificagdo com fronteira K sdao independentes

entre si, para cada n > 1 temos que

Pj(ZT1+D1+-~-+Tn+Dn € {1,,K}) ZPJ'(ZTH_D1 € {L---aK})---Pj(ZT,,—i-Dn € {1,,K})
<(1—A)". (3.10)

Finalmente, por (3.4) e (3.3), temos

qj =P(T < +oo|Zy = j)
= lim P(T =Ty + D1+ -+ T, + D,|Zy = j)

n—o0

= 1= 1im P(Zr, 4Dy 134Dy 447340, € {1,2,-+, K} Z0 = J)

Assim, de (3.10), segue que, para j > K+ 1,

I2gj>1-lim(1-2)" =1,
jdque 0 <A <1.Ouseja,g;j=1,para j>K+1.

Por outro lado, se Zy = j com j > K+ 1, entdo pela Defini¢do 3.1, o processo comega se
comportando como um processo critico ou subcritico. Logo, atinge com probabilidade 1 o
conjunto {0,1,...,K} e, consequentemente, ou 0 processo atingird o conjunto {1,2,..., K}
em tempo finito ou se extinguird em tempo finito. No primeiro caso, podemos analisar o

processo a partir do momento em que atinge o conjunto {1,2,...,K}, ou seja, iniciando-se a



54 Um Processo de Ramificacdo Dependente do Tamanho da Populacdo

partir de um comportamento supercritico. A partir dai, o procedimento se resume ao caso
visto anteriormente em que Zg = j, j < K.

Portanto, para cada j € N, provamos que

qj=P(T < +o0|Zp=j)=1.

3.2 Tempo Esperado de Extin¢ao

Considere o processo de ramificacdo {Z,,n > 0} regido por uma fronteira K, conforme
descrito na Definicdo 3.1.

Nesta secao vamos apresentar os resultados obtidos por Athreya e Schuh [2] que estabe-
lecem condicdes sob as quais o valor esperado do tempo de extin¢do € finito ou infinito.

Para isso, seja T o tempo de extin¢do do processo {Z,,n > 0}, ou seja,
T =min{n >1:Z,=0}.

Utilizando a decomposi¢do de {Z,,n > 0} em ciclos descrita na se¢@o anterior, Athreya
e Schuh obtiveram, primeiramente, condi¢des suficientes, sob a fun¢do geradora de probabi-
lidade de descendentes, para que ET seja finita, cujo resultado apresentamos no teorema a

seguir.

Teorema 3.2. Sejam 7 = min{n : n € N,Z, = 0} o tempo de extin¢do de um processo de

ramifica¢do {Z,,n =0,1,...} regido por uma fronteira K e f(s) = Z pis/,0<s<1,a
Jj>0

fungdo geradora de probabilidades da distribuicdo de descendéncia (p;) j>0. Sejam também

1 <M < o em< 1 as médias de nascimento do processo quando este se comporta como

supercritico e subcritico ou critico, respectivamente. Se

=15y 3.11
:/Oms<°°, 3.11)

entdo, E(T) < eo.
Demonstracao. A ideia da prova consiste em utilizar a decomposi¢do (3.3) e estimar a
esperanca de T utilizando a esperanca dos tempos de parada 7, e D,,, n > 1, definidos em

3.1)e(3.2).

Primeiramente, vamos analisar ED;.
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Para isso, considere 7 o tempo de extin¢do do tnico individuo. Pela Proposi¢do 2.1, se
m= kak < 1 entdo ET < 40 e pela Proposicdo 2.2 se m = 1 e (3.11) € satisfeita entdo
ET < +0c0. Logo, sob as hipdteses assumidas, temos

ET < +oo. (3.12)

Agora, suponha que Z7, = k > K + 1. Removendo a fronteira K no processo {Z,,n =
0,1,...}, temos que {Z7,,,n =0,1,...} se comporta como um processo subcritico ou
critico com k individuos iniciais. Logo, podemos analisar tal processo como a soma de

processos com um unico individuo inicial, ou seja
1 k)
ZT1+n:CI§)++C}£ ’

onde {(:,gi),n =0,1,...}, para cada 1 <i < k, sdo processos de ramificagio criticos ou
subcriticos, independentes todos com distribuicdo de descendéncia (p;) j>o.

Observe que 0 processo {(;,S” +-+ C,Ek) ,n=0,1,...} é extinto quando todos os proces-
S0S {C,Sk) ,n=0,1,...} atingirem o estado absorvente 0. Se 7; é o tempo de extin¢do do pro-
CESSo {(:,Si),n =0,1,...}, entdo a extin¢do da soma dos processos ocorre em max{tj ..., T},
onde tal valor é claramente menor ou igual a 7| + - - - + 7.

Assim, o tempo para o processo {Zr, 1,,n =0, 1,...} atingir o conjunto {0, 1,...,K}, ou
seja, D1, ndo pode ser maior que o tempo para {g@ ,n=0,1,...} ser extinto, uma vez que o

segundo € um caso particular do primeiro. Logo,
Dy <max{t]....,5} <11+ + T
e, pela monotonicidade da esperancga, segue que

EDi|Zr, =k) <E(t1+---+T) =kE(71) == kE(7) (3.13)

E(Dy|Z7, = 0) = 0.
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Por outro lado, das propriedades de esperanga condicional, como P(Zy, > K+ 1) > 0,

pois m # 1, entdo

E(Dil(z; >k+1))
P(Zr, > K+1)
E(D\I(z;, —))
P(Zr, 2K +1)

E(D1|ZT1 ZK—I—I) =

k>K+1

)y

E(D:|Zr, = k)P(Zr, = k)

k>K+1 P(Zr, 2 K+1)
Entéo, por (3.13), segue que
E(D1|Zr, > K +1) <E(1) kP(Zr, = k) (3.14)
b - el P(Zr, > K+1)

Agora, de maneira andloga do que foi feito na demonstracido do Teorema 3.1, se conside-
rarmos para cada 1 <i,j <K,

Aij(k)=P(Zy, =k|Zr_y =i,Z0 = j), Yk > K +1,
entdo da Regra da Probabilidade Total, segue que

P ZT1 —k Z }Lz] ZTl—l = i7ZO :])
1<i,j<K (315)

Assim, definindo paracada 1 <i,j <K,

o)

gij(s): Z )Li,](k) 0<s<1,
k=K1

como na demonstragdao do Teorema 3.1, entdo substituindo (3.15) em (3.14), como ET < oo
por (3.12),

E(f)max{ZkZKHk/li,j(k) 1< j< K}
P(Zr, > K+1)
E(t)max{g} (17):1<i,j <K}
P(Zy, > K+1)

E(D1|ZT1 ZK—f—l) <

(3.16)
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Mas, pela defini¢éo de 71 em (3.1) e do processo {Z,,n =0,1,...} segue que
Aij(k) = P(Zr, = k|Zn 1 = 1,20 = j) = m'

€, em consequéncia,

g0 =Y Aijh= Y mh<Y m'h=M <o
h>K 41 h>K+1 h=0
Assim,
max{g; ;(17),1 <i,j <K} <eoo

e de (3.16) segue que
E(D1|ZT1 ZK—i—l) < oo,

Como E(D|Z7, =0) = 0, concluimos que entdo E(D;) < co.
Agora, observe que P(T > Ty + D) = P(Zr,4+p, € {1,2,...,K}) e, como observamos
na demonstragdo do Teorema 3.1, os ciclos do processo com fronteira K sdo independentes e
distribuidos juntamente, entao de (3.3) e da a Identidade de Wald apresentada no Lema 2.2,
segue que
E(T)<E(Ti+Di+--+Ty+Dy)=E(Ti +D1)E(n"), (3.17)

onde n* € o menor n tal que Z7, 1 p,+...+7,4+p, = 0. Mas, por (3.10), segue que

E(l’l*) = ZP(I’I* > k) = ZP(ZTl+Dl+T2+D2+~-+Tn+Dn € {1,2,...,1(}) < Z(l -
k=1 k=1 k>1

Logo, substituindo em (3.17) e utilizando (2.30) da Proposi¢ao 2.5, podemos escrever

(o)

E(T)<E(Ti+Dp)) (1—
=1

<(C1+E(Dy))(1 - l)

;7.

A
1
= (Ci+E(D1)( 5 - )

pois C} < o0, E(D}) <e0 <A < 1.
]

Para um caso especial em que pg+ p; = 1 e p; < 1, Athreya e Schuh [2], obtiveram
uma condi¢@o necessdria e suficiente para ET < +oo, dependendo somente da distribui¢do

de descendéncia (7 )x>0 do processo supercritico, podendo, neste caso, M = +oo.
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Para a demonstracdo desse resultado, necessitamos do seguinte resultado auxiliar, também
apresentado em Athreya e Schuh [2], para processos supercriticos.

Lema 3.1. (i) Seja (7r]) j>0 uma fun¢ao de descendéncia relativa a um processo de ramifi-
cacdo supercritico. Entdo

[} o)

Ly=Y (Inj)mj <o <= Y (Inj)m}’ <eo (3.18)
= =

para todo i > 2.

(ii) Sejam {Cn(i),n =0,1,...}, 1 <i<K, onde K € N, processos de ramificagdo inde-
pendentes e subcriticos com distribuicdo de descendéncia (p;);>0, o =1. Se 7;
é o tempos de extingdo do processo {C,Ei),n =0,1,...} e Tj = max{7y,™2,..., T},

1 <j <K, entdo
E%j <KET| < +os. (3.19)

Demonstracao.

(i) Seja (7j) j>0 uma funcdo de probabilidade tal que Z jmj > 1. Considere Y;,...,Y; >0
j=0
varidveis aleatorias i.i.d. com distribui¢do (7;) j>o.
Por um lado suponha que Ly = Zln J®j < +oo. Entdo Y; + --- +Y; tem distribui-
¢do (nj*f")jzo. Assim, como In(1 +a+Db) < In(1+a)+In(l1+Db), e Yy,....Y; sdo
identicamente distribuidas, podemos escrever

i In(j)m}" < i (In(1+ /)" <E(In(14Y; +---4Y;))
j=2 j=2

<E(In(14+Y1)4---+In(1+Y))
=iE(In(1+Y1)). (3.20)

In(1+ )

In(j)

Agora, como — 1 quando j — oo, entdo dado € > 0, 3n € N tal que

In(1+j)<(1+¢€)lnj,Vj>n.
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Assim, tomando N > n podemos escrever

Y In(1+ )7 i1+sln

Zln J)wi=(1—€)Ly < oo.

| N

e de (3.20) segue que

Zln mi <GE(In(1+1))) <i(1—g)Ly <o

Por outro lado, suponha que Z In( j)n;fi < 0. Entdo, usando

Ly = Zln <) In(l+))m

<E(In(1+Yi+---+Y))
=Y (In(1+ )z}
j=1
' In(1+ )
Agora, usando argumentos semelhantes aos usados anteriormente, como i — 1,
J
podemos obter que
Z “<w$zmnH1Mf<w
j=2 j=1

Portanto, Ly; < +oo.

(i1) Uma vez que o maximo de uma cole¢do finita de varidveis aleatdrias € sempre menor
[
ou igual a soma destas varidveis, e como ET, = Z Jjpj,Vk=1,..., j, temos que para

j=0
1<j<K,

E(fj) :E(max{rl,‘cz,...,rj}) SE(Tl -|-”L'2-|----+‘Cj) = jE(‘L'l) SKE(‘L’l) <
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pois, como pela Proposi¢io 2.1, uma vez que o Processo {C,gl),n =0,1,...} é subcri-

tico com um individuo inicial, o seu tempo de extin¢ao 7; € finito.
OJ

Teorema 3.3. Seja {Z,,n=0,1,...} um processo de ramificagio regido por uma fronteira

K, como descrito na Defini¢do 3.1, tal que po+ p; = 1e p; < 1. Entdo
(i) Ly =) In(j)mj <eo=E(T) < oo;
j=2

(i) Ly =o0o= E(T) = oo;

Demonstracao. Utilizando a decomposicao (3.3) e seguindo os mesmos argumentos do
Teorema 3.2, basta analisarmos ED{, em que D; € definido em (3.2).
Primeiramente, pelos argumentos usados na demonstragdo do Teorema 3.2, temos para
k>K+1
E(Di|Zr, = k) < E(max{7y,...,T}) = Ex (3.21)

em que 7 = min{n: n € N,” =0} e B = E(G" + - + M), com distribuicio de
descendéncia (py)i>0- Lembrando que dado que Zy, = k, entdo Zg, 1, = Crgl) bt Crgl) R
Ey = E(%|Zr, = k) em que T =min{n:n € N,Zz, = 0}.

Assim, pelo Lema 2.1, temos que

1 1
- H <E<1—-—H, (3.22)
ln(l—po) 1Il(l—p0)
1 1
em que Hy = 1+§+---+%.
Logo, podemos escrever
In(1—po)E In(1—
i< ( Po)k< ( Po)Jrl

—H; - —H;

w1
€ como, lim Z — = +oo, s€gUE que
k%ooj:1 ]

ou seja,
Ey ~—(1/In(1 - po))Hy, (3.23)
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quando k — oo.
Agora, por outro lado, podemos escrever

k1 k=1 ri+1q
ln(k):/—dx:Z/ — dx
1 i X

X i—1

1
= —.:Hk—l
i=1 !
e
k=1 rit+1q
In (k) = / " dx
=171 X
k=1 ritl q
> |
=i i+l
k—1 1
— —:Hk—l
i+1

Assim,

e como In (k+ 1) ~ In(k), quando k — o, segue que

Hy :
—— =1 ou seja, H; ~ In (k).

I
ke In (K)
Assim, usando (3.23) e (3.24) em (3.22), concluimos que

L 1
e In(k)  In(1— po)

Logo, dado € > 0 existe ng € N tal que

1 1
— Mk <E <eg———
In(1— po) (k) < Ei < In(1— po)

(3.24)
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e, consequentemente, podemos determinar constantes 0 < C3 < (C; tais que
Czln (k) < Ex < CyIn (k) (3.25)

Com isso, podemos provar os itens (i) e (ii).
(o]

(i) Suponha que Ly, = Z In j7; < +oo. Usando (3.25) em (3.21) temos
j=2

E(D; |ZT1 =k) <CyIn(k).

Além disso, E(D;|Zy;, =0) = 0. Agora, como P(Zy, > K+ 1) > 0, pois my # 0, segue

que

E(Dl(z;, =)
P(Zr, > K+1)

E(Di|Zr, >K+1)= Y,
k>K+1

E(Dy|Zy, = k)P(Zg, = k)

k>K+1 P(ZTl >K+1)
P(Zr, =k)In(k
<c, (Zn, = k) In (k) (3.26)
win PZn 2 K+1)
Mas, seguindo o mesmo raciocinio da demonstracdo do Teorema 3.1, temos que
P(Zr =k)= Y, P(Zr, =k|Zg—1 =i,Z0 = j)P(Z1,-1 = i,Zo = ))
1<i,j<K
= Y Aij(k)P(Zr1=i,Z0=j)
1<i,j<K
< -
<z 26
emque A (k) = P(Zy, = k|Zr,—1 =i,Z0 = j),Vk=1,...,K.
Assim, de (3.26) segue
Ai,j(k)1n (k)
E(D1|Zr;, > K+1) <Cy max
1<ij<K 2 P(Zr, > K+1)
- (3.27)
G
_ In (k)2 (k) .
P ZK+1)12,?)§(K{,€Z;‘H n (k)4 (k)
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Mas, por (3.8) na demonstracdo do Teorema 3.1, temos

A (k) < 7 Yo P(Zioy=i,Z1 2 <K,...,Z) <K,Zy =) el
N =y P > KA ,Z = i,21 2 <K, Zi <K, Zy=j) kPR

com 0 < a(i, j,k) < . Consequentemente, de (3.27) obtemos

6))

E(Dy|Zr > K+1) < {a',',k 1 kn*’}.

Agora, como por hipétese Ly < +oo, pelo Lema 3.1 temos que a série Z Iny) T <

k>K+1
+oo para cada 1 < i < K. Logo, temos E(D|Zr;, < K+ 1) < oo e como E(D;|Zr, = 0) segue

que ED| < +oo. Portanto, usando (3.17) e os mesmos argumentos da demonstracdao do
Teorema 3.2, concluimos que ET < —+oo.

(ii) Por outro lado, suponha que Ly = Z In jm; = +oeo. Utilizando argumentos seme-
j>2
lhantes aos usados na demonstracao de (i), podemos obter

P(Zr =k) = gl;g K/Ii,j(k)

e usando a desigualdade (3.25), escrevemos

E(D\|Zr, = k)P(Z, = k)
E(Di|Zr, >K+1)= Y, P(Zl N
k>K+1 =

P(Zr, =k
>C; min Y Ak — Y Ex (r =K) :
1<ijsK Sk g Prn 2K+1)

Mas, por (ii) do Lema 3.1, temos que —E; > —KE(71) e que E(T;) < Hoo.
Logo, obtemos

E(D1|ZTIZK+1)ZC3 min Z Ai,j(k)h‘l(k)— Z KE(1)) P(Zlek)

1<ijsK Sk kK41 P(Zr, 2 K+1)
=C i A i(k)In(k) — KE(11).
31£}I§K@%1 i.j (k) In (k) — KE (1))

Mas, usando as mesmas ideias da demonstra¢do do Teorema 3.1 podemos obter, neste

caso, que Z Ai j(k)In (k) = +oo. Logo, obtemos que E(D1|Z7; > K+ 1) = 40 e como
k>K+1

E(D1|Z7, = 0) =0, segue que ED| = +oo.



64 Um Processo de Ramificacdo Dependente do Tamanho da Populacdo

Portanto, como 7' > D1 segue que ET = +-oo.
0

Finalizamos este capitulo com o resultado de Athreya e Schuh [2], no qual obtemos que
no caso My =0 e m =1, a condicdo (3.11) do Teorema 3.2 € necessdria e suficiente para que
ET < +oo.

Teorema 3.4. Seja {Z,,n=0,1,...} um processo de ramifica¢do, regido por uma fronteira K,
conforme descrito na Defini¢do 3.1, e com 7y = 0. Suponha que (p;) j>0 € uma distribuig¢do
associada a um processo critico, ou seja, m = 1, com fung¢do geradora de probabilidade f(s).

Entdo, ET < +oo se, e somente se,

I 1—s

Demonstracao. Pelo Teorema 3.2, ja provamos que se m < 1 e I < +ooentdo ET < +oo.
Para provar a reciproca, basta provarmos que se I = +oo entdo ET = +oo.
Primeiramente, pelo Teorema 3.1, como m = 1 temos que P(T < +e) = 1. Agora,

a condi¢do my = 0 nos garante que tal extincdo s6 pode ocorrer enquanto 0 processo se

comporta como um processo critico, passando de algum k£ > K + 1 para o estado absorvente

0 (com probabilidade pf).

N6s iremos analisar o Processo {Z,,n = 0,1,...} por meio de um processo {p,,n =
0,1,...}, que é caracterizado pela fungdo geradora de probabilidade f(s), que representa o
comportamento critico de {Z,,n =0, 1,...} e com um tdnico individuo inicial (py = 1).

Assumindo / = +oeo, como m = 1, pela Proposi¢do 2.2 segue que E(7,) = o, onde 7, é 0
tempo de extingdo do processo {p,,n =0,1,...}.

Podemos construir {p,,n=0,1,... } apartirde {Z,,n=0,1,...}. Umavez que {Z7, 1n,n=
0,1,...} se comporta como a soma de processos de ramifica¢do independentes com a mesma
fungdo geradora de descendentes f(s) e com um dnico individuo inicial paran =0,1,...,Dy,
podemos realizar nossa constru¢do seguindo as seguintes etapas:

Passo 1) Escolha aleatoriamente um dos Z7; > K + 1 individuos presentes na geragado 7}
do processo {Z,,n =0,1,...} e defina

Pn; n:O,l,...,Dl

como sendo o nimero dos descendentes gerados por esse individuo. Assim, como estamos

na linhagem de apenas um tunico individuo, temos p, < Zz, 4, paratodon =0,...,Dy.
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Passo 2) Como Zr,.p, < K, entdo ou pp, =0 ou pp, = j € {1,...,K}. No segundo

caso, escolha j individuos aleatoriamente de Zr, 1 p, 47, € defina

le—i-n; n= 07' "7D2

como sendo o nimero dos descendentes desses j individuos.

Ou seja, {pp,+n,n=0,1,...} agora estd definido para 0 < n < D + D;. Podemos repetir
o Passo 2 para defini-lo para os tempos seguintes.

Como {p,,n=0,1,...} se extingue no mais tardar no tempo 7, que € a extin¢do de todo

o processo {Z,,n=0,1,...}, temos que Tp € consequentemente
E(ty) <E(T).

Mas E(7p) = oo, uma vez que {p,,n=0,1,...} é um processo critico sobre as condigdes de

I = oo e partindo de um tnico individuo inicial. Logo, segue que E(T) = oo.
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