SOLUCAO DAS ATIVIDADES COM MOSAICOS

1. Medidas dos angulos internos dos poligonos regulares convexos, em graus.

Lados | Angulo interno || Lados | Angulo interno
3 60 12 150
4 90 15 156
5 108 18 160
6 120 20 162
7 128 24 165
7
8 135 36 170
9 140 42 1713
7
10 144 n 180 (1- 2)
n

2. Copias congruentes dos seguintes poligonos regulares convexos podem ser unidas por lados
concorrentes em volta de um vértice de forma tal que eles rodeiam completamente o vértice sem
deixar espagos abertos e sem superposicoes.

A

N&o é possivel fazer mosaico regular com

pentagono regular convexo

N&o é possivel formar mosaico regular

com heptagono regular convexo

oo ¥

Para rodear um vértice sdo necessarios pelo menos trés poligonos iguais; se com trés heptagonos

existe superposicdo entdo isso acontece com qualquer poligono regular convexo com mais de sete

lados, pois a medida dos angulos internos aumenta com o nimero de lados do poligono.



3. i. Poligonos regulares convexos tais que as medidas dos seus angulos internos sdo divisores de
360°: triangulo equilatero, quadrado, hexagono regular convexo.
ii. Seis tridngulos equilateros. Quatro quadrados. Trés hexagonos regulares convexos

4. Exemplos de mosaicos regulares.

5. Para que um poligono regular convexo de n lados forme um mosaico € necessario que a medida

do angulo interno do poligono, ou seja, 180 ( 1 - % ), seja um divisor de 360. Portanto existe um

namero natural m tal que 180 (1 - E) = 30 ;  de onde 24221
n m m n

Logo, (n —2) (m — 2) = 4, onde m, n > 3. Resultam os pares de soluc@es: {3,6}, {4, 4} e {6, 3},
onde em cada par o primeiro nimero indica o0 nimero de lados do poligono e o segundo namero
indica o nimero de copias desse poligono em torno de cada veértice da tesselagéo.

Os Unicos mosaicos regulares sao 0s mosaicos achados na Atividade 3.

6. Seja m o numero de poligonos regulares concorrendo em um vértice de um mosaico semirregular,
logo, m =m,; + m, + ... + my, onde m; € o nimero de poligonos regulares com angulo interno
igual a 6; em cada vértice. De onde, 360 =m, 6; + m, 6,+ ... + m; 6, = m 60, porque 0s angulos
dos poligonos regulares convexos que concorrem em um Vvértice pelo menos medem 60°. Logo,
obtemos 3 <m < 6. Entdo, em cada tesselacdo semirregular existe um minimo de trés e um
méaximo de seis poligonos regulares concorrentes em cada vértice.



7. Se trés poligonos regulares convexos concorrem em um veértice, sem espagos vazios e sem
sobreposicdes, entdo a soma das medidas dos seus angulos internos é igual a 360° se esses

poligonos ttm m, n e p lados, temos que 180 (1 - %) +180(1- %) +180(1- %) = 360; de

1 1 1 1 , ~ ~ . ~
onde —t+ -+ ST Todas as dez ternas de numeros solucdes da equacdo anterior estdo

representadas na seguinte tabela.

Mosaico | Solucdo | Numero | Angulo interno | Lados

1 1 60 3

1 1282 7

1 7 42

171;

2 1 60 3

1 135 8

1 165 24

3 1 60 3

1 140 9

1 160 18

4 1 60 3

1 144 10

1 156 15

5 1 60 3

* 1 150 12
1 150 12

6 1 90 4

1 108 5

1 162 20

7 1 90 4

* 1 120 6
1 150 12

8 1 90 4

* 1 135 8
1 135 8

9 1 108 5

1 108 5

1 144 10

* 10 3 120 6

(*) indica que essa configuragdo de poligonos forma uma tesselacéo do plano.

A solucdo 10 corresponde a um dos mosaicos regulares. Os arranjos de poligonos restantes tem a
caracteristica que a soma de seus angulos internos em volta de um vértice mede 360°, mas néo &
possivel estender esse padrdo a todo o plano.

Os poligonos regulares convexos, em arranjo de trés em cada vértice que formam uma tesselagdo
semirregular do plano sao:




8. Se quatro poligonos regulares convexos concorrem em um vértice entdo as somas das medidas dos seus
angulos internos é igual a 360°; se esses poligonos ttm m, n, p e q lados, temos que
1

2 2 2 2\ _ . 1,1, 1, 1_
180(1-E)+180(1-;)+180(1-;)+180(1-5)—360,deondesegue E+Z+E+3_E'

Todos os sete conjuntos de numeros solugfes da equacgdo anterior estdo representadas na seguinte
tabela.

Mosaico | Solucdo | Numero | Angulo interno | Lados

11 60
60
90

150
60
90
60

150
60
60

120

120
60

120
60

120
60
90
90

120
60
90

120
90
90

12

13

14

15

16
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* 17

(*) indica que essa configuracio de poligonos forma uma tesselagdo do plano.

A solugdo 17 corresponde a um dos mosaicos regulares. Os arranjos de poligonos restantes tem a
caracteristica que a soma de seus angulos internos em volta de um vértice mede 360°, mas nao é possivel
estender esse padrdo a todo o plano.

Os poligonos regulares convexos, em arranjo de quatro em cada vértice que formam tesselacdo semirregular
do plano séo:

v
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9. Se cinco poligonos regulares convexos concorrem em um Vvértice entdo as somas das medidas dos
seus angulos internos é igual a 360°; se esses poligonos tém m, n, p, q e r lados, temos que
180(1-%)+180(1-%)+180(1-§) +180(1-§)+180(1-§)=360; de onde segue

1

1 1 1 1 1
-+ —-+-+-+-= -,
m n p q T 2

Todos os trés conjuntos de numeros solugfes da equagdo anterior estdo representadas na seguinte
tabela.

Mosaico | Solugdo | Numero | Angulo interno | Lados

18 60
60
60
60
90
60
60
60
90
90
60
60
90
60
90

19

20
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(*) indica que essa configuragdo de poligonos forma um tesselagdo do plano.

Os poligonos regulares convexos, em arranjo de cinco em cada vértice que formam tesselacdo
semirregular do plano séo:

Observacao. Completa o quadro de solugBes a nimero 21 que corresponde ao Unico arranjo
possivel de seis poligonos regulares convexos em torno de um vértice; sendo este o0 caso de seis
triangulos equilateros em volta de cada vértice, onde a soma dos seus angulos concorrentes em cada
vértice é igual a 60 x 6 = 360. Este mosaico formado por tridngulos equilateros € um mosaico
regular.



10. Representacdo dos mosaicos semirregulares no plano.




11. Determinacdo de dois eixos de simetria nos mosaicos semirregulares.

O mosaico semirregular formado por hexagonos regulares convexos e
triangulos equilateros é o Unico dos oito mosaicos semirregulares que ndo
tem eixo de simetria.




12. Formacéo de mosaicos unicelulares lado a lado com triangulos.

13. Formag&o de mosaicos unicelulares lado a lado com retangulos e com paralelogramos.




14. Representacdo de pavimentacdes unicelulares lado a lado onde as pecas sdo losangos ou
rombos.




15. Formacdo de mosaicos unicelulares lado a lado com quadrilateros convexos que ndo sao
paralelogramos.

16. Formacdo de pavimenta¢des do plano unicelulares lado a lado com os pentagonos irregulares
convexos dados.
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17. Construcdo de mosaicos unicelulares lado a lado com os poligonos irregulares ndo convexos
dados.
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18. Construcédo de exemplos de tesselacdes lado a lado com diferentes tipos de poligonos convexos.

19. Representacdo de mosaicos lado a lado formados por poligonos regulares convexos e por
poligonos irregulares convexos.

12



20.i. Representacdo de mosaico unicelular ndo lado a lado formado por tridngulos.

ii. Representagédo de mosaico unicelular ndo lado a lado formado por quadrados.

21. Construcao de mosaico ndo lado a lado formado com dois tipos de poligonos regulares.
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22. Representacdo de mosaicos unicelulares ndo lado a lado formados com paralelogramos
congruentes.

14



23. Construcdo dos poligonos dos centros em mosaicos das Atividades 4, 13, 20 e 22.

n

-
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24. Construcéo e identificacdo da pavimentagdo dual de cada uma das pavimentagdes regulares.

A pavimentagdo regular formada por tridngulos
equilateros tem uma pavimentacdo dual formada por

hexagonos regulares convexos.

pavimentagdo dual formada por quadrados. I

A pavimentagdo regular formada por quadrados tem uma .

A pavimentacdo regular formada por
hexagonos regulares convexos tem uma
pavimentagdo dual formada por triangulos

e

equilateros.

W™
vV

Conclusdo. As pavimentacbes duais das pavimentagdes regulares também sdo todas elas
pavimentacdes regulares.
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25. Construcdo da pavimentacdo dual de cada uma das pavimentacdes semirregulares.

I
G/ Nl
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26. Representacdo de pavimentagdes do plano formadas com poligonos regulares do mesmo tipo e
de dois ou mais tamanhos diferentes.

Mosaico formado com triangulos equilateros de trés tamanhos.

Mosaico formado com quadrados de quatro tamanhos.
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27. Analise e classificacdo das pecas ou poligonos que formam os mosaicos e classificacdo das
tesselacdes do plano representadas nas seguintes gravuras.

- Mosaico irregular formados por quadrados congruentes e por
triangulos retangulos isdscele congruentes.

- Mosaicos irregulares formados por quadrados de trés
tamanhos e por triangulos retangulos isosceles congruentes.

- Mosaico regular formado por tridngulos equilateros.

- Mosaicos irregulares ndo lado a lado, formados por
quadrados de dois tamanhos, por triangulos retangulos
isdsceles de dois tamanhos e por retangulos congruentes.

- Mosaicos irregulares ndo lado a lado,
formados por quadrados de dois tamanhos e por
triangulos  retdngulos isosceles de dois P
tamanhos.

- Mosaico irregular ndo lado a lado, formado por quadrados de dois tamanhos e por
triangulos retangulos isosceles congruentes.

- Mosaico irregular ndo lado a lado, formado por quadrados de dois tamanhos,

por triangulos retangulos isdsceles congruentes e por retangulos congruentes. K:ﬂ &

- Mosaico irregular ndo lado a lado, formado por tridngulos retangulos isdsceles de
dois tamanhos, por retangulos congruentes e por losangos congruentes.




- Mosaico irregular ndo lado a lado, formado por triangulos
equilateros congruentes e por hexagonos regulares convexos
congruentes.

)
K
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- Mosaico semirregular formado por quadrados
congruentes e por octdgonos regulares convexos
congruentes.

2%

?

- Mosaico irregular lado a lado formado por tridngulos equilateros congruentes e
por hexagonos regulares convexos congruentes.

- Mosaico irregular ndo lado a lado, formado por triangulos #*
equilateros congruentes, triangulos retangulos isésceles congruentes, » e>
hexagonos regulares convexos congruentes e retangulos congruentes. o PR

- Mosaico irregular lado a lado formado por quadrados congruentes, por
triangulos isésceles congruentes e por octdgonos congruentes.

- Mosaico irregular ndo lado a lado formado por tridngulos
retdngulos isdésceles congruentes, por retangulos congruentes, por
losangos congruentes e por trapézios retangulos de dois tamanhos.

- Mosaico irregular ndo lado a lado formado por triangulos equilateros congruentes,
losangos congruentes e hexagonos regulares convexos congruentes.

oL

- Mosaico irregular ndo lado a lado, formado por triangulos
retangulos de dois tamanhos, por quadrados de dois
tamanhos e por trapézios isosceles congruentes.

v . ‘

-
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28. i. Representacdo dos sete arranjos possiveis dos poligonos dardo e pipa de Penrose em volta de
um vértice.

ii. Identificacdo dos sete arranjos das pecas dardo e pipa de (i) no seguinte mosaico de Penrose,
destacados em cor preta na ilustragao.
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29. Construcdo de exemplos de mosaicos ndo periodicos formados com copias congruentes dos
poligonos de Penrose dardo e pipa.
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30. Determinacdo do poligono base para a construcdo das figuras que cobrem o plano nas seguintes
obras de M. C. Escher e das simetrias desses mosaicos de M. C. Escher.

Célula: poligono base é o triangulo equilatero
Simetrias:

- Translacéo.
- Rotacdo de ordem seis com centro em A.

¢ /td , , , - A -1z
é ! ; Célula: poligono base é o triangulo equilatero
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Simetrias:
- Translacéo.
- Reflexdo deslizante.

Célula: poligono base é o quadrado

Simetrias:
- Translacao.
- Central com centro O ou rotacional de ordem dois.

Célula: poligono base é o quadrado

~ Simetrias:
- Translacao.
- Rotacional de ordem quatro com centro O.

Célula: poligono base é o hexagono regular convexo

Simetrias:
- Translacao.
- Rotacional de ordem trés com centro A.
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